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dr _ Cy

dm — pr2

ap _ Com

©1s < . . - 4 < 2 .
On considére le modéle stellaire suivant : dCZL r . Aprés réduction et chan-

dm — €

dT _ Ciwl

dm — riT3

gements d’inconnues et variables, on se raméne aux équations du type :
£’ + Au = tf (t,u,Ci(t), .. Cul(?))

Avec f analytique au voisinage de (0,..,0) en chacune de ses variables et des fonctions (; ne
s’annulant pas sur |0, +o0o] et strictement croissantes sur un voisinage de 0.

Nous montrons que les solutions peuvent s’écrire dans un espace de séries absolument conver-
gentes, de la forme :

> G )G (8) Ry, i (D(H))

10>1,i1,..,3, >0

La fonction D est solution de I’équation t?D’ = D? — 1 et les hiy,..i, sont des polynomes en
Din(D),..,D(In(D))" a coefficients dans 1'espace des fonctions développables en séries entiéres
sur | — 1,1[. Ce théoréme d’existence servira ensuite de brique élémentaire & une méthode de
réduction de type Fuchsienne. L’objectif étant d’obtenir un développement sous forme de série
qui fait apparaitre de maniére explicite les différentes constantes arbitraires inhérentes & ce
type d’équations.

Mots-clefs : Réduction Fuchsienne, modéle stellaire, équations différentielles non-linéaires.
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Introduction

Cette introduction rappelle les buts, les motivations, les résultats mais aussi les
obstacles que nous avons du surmonter. En effet, aprés la mise en exergue d’un certain
type d’équation, nous nous sommes concentrés sur la recherche, d’abord infructueuse,
de solutions sous forme de série.

La recherche d’une formulation convenable pour I’écriture des solutions des équations
proposées ayant nécessité plusieurs tentatives, ’accent a été porté sur la partie théorique
de la résolution.

Ci dessous, nous rappellerons les bases de la réduction Fuchsienne ainsi que les travaux
menés en amont par S. KICHENASSAMY. Nous motiverons l'intérét porté a ce modéle
stellaire et les équations qui en découlent. Nous reviendrons également sur les difficultés
que ces équations ont posées et finalement, nous décrirons le plan suivi dans cette these.

Rappels

Nous effectuons dans cette partie quelques rappels sur la réduction Fuchsienne. La mé-
thode de réduction Fuchsienne permet une approche systématique de I’étude d’équations
différentielles ou aux dérivées partielles, dont les coefficients sont aussi bien analytiques
que non-analytiques. Plus précisément, on répond aux questions suivantes :

— Trouver un ensemble de séries formelles contenant des solutions formelles de I’équa-
tion considérée ;

— Donner une procédure systématique permettant d’associer, a chaque solution for-
melle, une unique solution exacte;

— Déterminer, parmi les termes de la série définissant la solution formelle, lesquels
suffisent pour caractériser la solution exacte associée. L’idée sous-jacente est la
méme pour la méthode de réduction Fuchsienne que pour la théorie de Puiseux.

— La théorie de Puiseux, pour la résolution d’une équation algébrique, est basée sur
la réduction de cette équation en une équation de la forme :

y=a+xp(x,y)

a laquelle on peut appliquer le théoréme des fonctions implicites. On prouve ainsi
I’existence de solutions ayant la forme de séries a exposants fractionnaires ;

— En ce qui concerne la réduction Fuchsienne, on réduit 1’équation différentielle ou
aux dérivées partielles étudiées & une équation non-linéaire, présentant un point
singulier régulier ou la variable de temps T s’annule, et a laquelle on peut appli-
quer les résultats d’existence prouvés dans [7, 8, 10] et [11]. Cette procédure de
réductions conduit naturellement & étendre les algébres de séries formelles & des
séries plus générales, contenant, par exemple, des combinaisons de logarithmes ou
méme des puissances variables de la forme t*(z).

Il apparait rapidement qu’il suffit seulement de connaitre quelques résultats théoriques
concernant les équations Fuchsiennes, pour étre ensuite capable d’aborder une trés large
classe d’équations différentielles et aux dérivées partielles. C’est ce qui rend la méthode
aussi systématique.

Motivations et inspirations
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Pour bien comprendre la motivation de ce doctorat, il convient d’aborder les travaux
initiés par S.KICHENASSAMY et L.JAGER dans [6|. Partant d’une version simplifiée
du modéle stellaire étudié ici, les auteurs ont établi un résultat d’existence de solutions
aprés réduction du systéme. Le modéle choisi dans [6] est le suivant :

En faisant le changement d’inconnues suivant ¢ = exp(—7) et en prenant un équi-
valent de la forme t®(In(t))?, les auteurs ont montré que ce systéme pouvait s’écrire sous
la forme :

dV
dr

Avec :
ft, V) = @) *B(V) + [In(t)| > M g(1)

La fonction B est analytique en (¢, V) ﬁ), et s’annule pour V' = 0, g continue en 0
et A ne posséde pas de valeurs propres a parties réelles négatives. Ce type d’équation
n’est pas tout a fait similaire & celui abordé dans les rappels de cette introduction. Un
résultat d’existence, sous certaines conditions, pour ces équations a été énoncé dans [6].
Il ne fait néanmoins pas mention d’éventuelles facons d’écrire ces solutions sous forme de
série ou méme d’éventuelles réductions permettant comme dans [7] de faire apparaitre
de quelle maniére les constantes agissent sur les solutions.

Dans [6] le résultat d’existence permet tout de méme de valider le choix des équivalents
fait en amont. Cependant [6] ne fait pas une étude approfondie, en comparaison avec
[7] et [8], de ce type d’équation. Seule 'existence est développée, la forme des solutions
ainsi qu’une méthode de réduction adaptée n’est pas amorcée. Nous avons commencé
par montrer que les réductions effectuées dans [6] s’appliquaient au cas plus général, ceci
fait 'objet de la premiére partie de ce travail. Une fois vérifié que nous pouvions réduire
notre systéme d’équation a une classe d’équations qui généralise celles introduites par [6],
nous nous sommes ensuite attelés a approfondir le théoréme d’existence afin de décrire
sous forme de série absolument convergentes les solutions de ces équations.

Le principal défi de ce doctorat s’est donc découvert comme étant la résolution sous forme
de série absolument convergentes et compatibles avec une réduction de type Fuchsienne
des équations de type suivant :

d
tn+1_u + Au = t.f(t7u7 Cla cey gv)
dt
Avec n € N | f analytique en chacune de ces variables au voisinage de (0,...,0). Les (;

sont des fonctions de la forme indiquée page 46. Les conditions que doivent vérifier la
matrice A étant précisées plus loin. Nous décrivons dans les lignes ci-dessous les princi-
pales pistes, échecs qui ont faconnés le cheminement de cette thése :
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— Dans un premier temps, nous avons privilégié la piste d’une résolution sous forme

analytique des solutions. Il fallait alors mettre en évidence I’existence de variables
supplémentaires, lesquelles étaient supposées étre reliées d’une certaine maniére a
la particularité de ces équations. Cette recherche de variables, qui ajoutées a "t¢",
auraient permis de décrire analytiquement les solutions, était incitée par certaines
réussites en ce sens.

La premiére qu’'on peut citer est la facon dont la variable ¢In(t) est introduite
dans [8]. Elle est la solution d’une équation particuliére et en méme temps on peut
I'utiliser pour décrire de maniére analytique toute une classe d’équations. Mais il
y a aussi le cas de I'article [1] ou ¢’est une variable de la forme "t*" qui est utilisée.
Dans cet esprit, nous avons entrepris la recherche d’une solution particuliére d’une
équation du type recherchée qui pourrait étre utilisée comme variable. Cette va-
riable devait tendre vers 0 en 0 et les solutions d’équation comme :

"y +u=t

étaient des candidats potentiels. Malheureusement aucune de ces solutions n’abou-
tira & une variable concluante.

Il fut ensuite envisagé l'idée que l'on pourrait, comme dans Darticle [1] de
A.BENTRAD et S KICHENASSAMY, faire apparaitre une suite de variables re-
liées les unes aux autres par des relations fonctionnelles. On peut effectivement,
une fois fixée une équation, trouver ce genre de résultat ; seulement les relations
entre les variables sont complétement différentes d’une équation a l'autre.

Nous décidames donc d’examiner de maniére plus approfondie ’exemple simple
qu’est :

2y +u=t

et de faire quelques constatations importantes pour la suite de notre raisonne-
ment.

La recherche d’une solution sous forme de série entiére de cette équation nous
donne pour solution la série de Gevrey Z(—l)"“(n — 1)It". 11 aurait alors été

n>1

possible d’étudier a ’aide de série de Gevrey les équations proposées, mais I'étude
a ’aide de séries divergentes ne nous donnait pas entiére satisfaction. En effet,
nous cherchions a écrire les solutions a I’aide de réductions qui s’apparentent a des
réductions Fuchsiennes et avec ce type de réduction chaque terme ajouté nous rap-
proche uniformément de la solution. Ce qui n’est pas possible avec des séries diver-
gentes. Cependant a I’aide du théoréme de convergence dominée, on peut montrer
que cette équation posséde une unique solution C* qui tend vers 0 en 0. Une autre
idée découlant de travaux qu’on attribue traditionnellement & E.BOREL, était
d’écrire cette solution C>* comme somme uniformément convergente du type :

th ot
Zakﬁﬂa)

k>0

f et les by, étant choisis convenablement de facon & ce que la série et ses dérivées
soient convergentes. D’ailleurs, il est supposé que f(0) = 1, les dérivées de f en
0 toutes nulles et les fonctions ¢t — t*f(t) soient bornées pour tout k € N. Le
plus aisé pour obtenir ce genre de fonction f étant de choisir une fonction qui
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vaut 1 sur un intervalle proche de 0 et qui s’annule pour ¢ assez grand. Il s’est
avéré satisfaisant de chercher des séries sous cette forme et surtout d’examiner
quelles relations pouvaient vérifier une série (hy)gen tel que Z t*hy,(t) solution de
k>0
I’équation. Encore une fois aucune démarche systématique ne fat élaborée pour des
cas généraux, quelques exemples fonctionnaient bien mais d’autres pas du tout.
— Aprés quelques tentatives, certains aspects du probléme se sont éclaircis. En effet,
bien que I’équation du dessus connaissent quelques difficultés a s’écrire sous la
forme d’une série convergente, on montre a 1’aide d’une intégration par partie que
I’'unique solution qui tend vers 0 en 0 a pour équivalent en 0 la premiére bissectrice.
Nous avons donc cherché la solution sous la forme th(t).
L’écriture sous cette forme rejoint alors des travaux que nous attribuons a
M.BOREL, car aprés une majoration élémentaire, on se rend compte que la fonc-
tion h tend vers 0 en +o0. Exploitant les idées précédentes, nous décidames d’écrire
h comme fonction d’une nouvelle variable tendant vers 0 en +oo et qui de plus est
adaptée a notre type d’équation. Notre choix se porte sur la variable D solution
de I'équation :

2 =u?—1

La mise en équation de tout ceci nous amena méme a remarquer que les fonctions
D +— h(D) sont solutions d’équations étudiées en [7]. Nous nous sommes ensuite
attelés a la création d’espaces des séries absolument convergentes.

Résultats et plan de la thése

Voici détaillés les différentes étapes et résultats de la thése :

— Dans la partie I, nous décrivons le modéle stellaire ainsi qu’une simplification du
probléme. Nous effectuons alors une recherche d’équivalents qui nous ménera dans
deux directions différentes : 'une menant a des solutions d’une forme étudiée dans
[7] et 'autre qui, aprés les changements d’inconnues convenables, fera apparaitre
la classe d’équation mise en exergue dans ce travail.

— Dans la deuxiéme partie, nous définissons des espaces de séries absolument conver-
gentes. Nous montrons leurs propriétés algébriques ainsi que leurs liens avec des
fonctions analytiques. Des outils et des propriétés sont mis en avant afin de mon-
trer le théoréme d’existence principal. A savoir que ces solutions peuvent s’écrire
localement sous la forme suivante :

> Q)G hi, i (D))
021,10 yip >0

Avec pour tout i, .., %, hi,. i, polynémes en DIn(D),..,D(In(D))" a coefficients
dans 'espace des fonctions développables en séries entiéres sur | — 1, 1].

— Le résultat d’existence précédent est vu dans la troisiéme partie comme une brique
élémentaire dans une technique de réduction qui s’apparente a de la réduction
Fuchsienne. On y fait un paralléle avec les travaux faits dans [7] et [8], notamment
au niveau de la visualisation des constantes arbitraires et l'intervention d’une
variable qui s’assimile a tIn(t).
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— Enfin, nous donnons dans la derniére partie deux exemples de réduction d’équa-
tions différentielles qui ménent aux équations étudiées. Ces exemples ont pour but
de démontrer qu’une classe trés importante d’équations peuvent trouver réponse
grace aux résultats énoncés plus haut.
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Premiére partie

Etude d’un modéle stellaire
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16 INTRODUCTION

1 Introduction

Afin de pouvoir décrire I’'intérieur d’une étoile, nous modélisons a 'aide d’un systéme
les différentes interactions entre la pression (P), la température (77), la luminosité () et
la masse (m) d’un élément de 1’étoile se trouvant a une distance r du centre de ’étoile.
Dans la suite, on notera S(r) la sphére de rayon r et de centre : le centre de I'étoile.
On considére en effet un modéle & symétrie sphérique décrivant I'interaction entre les
variables suivantes :

— m(r) : la masse contenue dans S(r).

— P(r) : la pression a la surface de S(r).

— T'(r) : la température a la surface de S(r).

— {(r) : la luminosité émise par S(r).

Nous schématisons sous la forme de la figure ci-dessous les données précédentes :

Représentation de 1’étoile

Cependant, il est plus commode de prendre la masse m comme variable (ce qui est
raisonnable car on convient aisément que r — m(r) peut se voir comme une bijection).
Le modele s’écrit alors :

— avec p = N\, P72 e = \p T, k= \ PMTk

(dr ()

dm — pr?

dP  Com

dm 7t

dl (1)
=€

dT"  Cskl

dm ~ rAT3

\
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= ol Ay, e, Ax, sau, a2,C1,05,Cs,e1,e9,k1,k2 sont des constantes non nulles.

On remplace alors p, € et xk dans le systéme précédent pour obtenir le systéme suivant :

( dr 4

dm A2 PoiTo:

aP  Cym

dm rt

ﬂ _ )\ )\ e1Pa1elTeg+agel (2)
dm ~°F

dT' Cs\ PFTk=3]
\% - rd

On pourra prendre comme conditions initiales au centre de I’étoile :
P(0)=P.,T(0)=1T,10)=0,r(0)=0

P. et T, étant respectivement la pression et la température au centre de 1’étoile. On
pourra aussi fixer des conditions initiales aux bords de I'étoile avec :

P(M)=0,T(M)=0, (M) =1, r(M)=R

M étant la masse totale de I'étoile, L la luminosité globale au bord de 1’étoile et R le
rayon de l'étoile; on pourra aussi considérer que R = +oo et ainsi faire naitre d’autres
conditions initiales. Dans les paragraphes qui vont suivre, nous allons dans un premier
temps nous attarder a simplifier le systéme puis, aprés avoir étudier les solutions homo-
génes, nous étudierons les différents cas de conditions initiales.

2 Simplification du systéme

Afin de simplifier le nombre excessif de constantes du systéme (2) et de continuer
I’étude avec un systéme le plus concis possible, on étudie les effets de la transformation

suivante :
(T7 P7 l7 T) = (al'f’, a2P7 a3l7 a4T) (3)

ou ai,as,a3,as sont éventuellement complexes, tous non nuls.

Notations. On note :
- A= 40(2 -+ 4]€10[2 —+ (3 — 40&1)(62 -+ ]{ZQ — 4) + 3610&2

C ko—4+ea+eiasz
0= (CSC§1+ale1)\H)\pel)\E)az ( L )

2051
0sia#0
1sia=0

~ Va,b € C on note 6, = 04 X 0

- Va € C on note 6, =

Le théoréeme qui suit permet de résumer les possibilités de simplification qu’offre la
transformation (3) :
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SIMPLIFICATION DU SYSTEME

Théoréme 1.

- st A#0 ou Q=1 alors le systéme
mation du type (3) au systéme :

[ dr
dm
P

dm

dl

dm

dm

\

ar _

(2) peut se ramener par une loi de transfor-

— — puaea T62+a261

PhiTh3]

r4

- si A =0 et Q#1 alors une réduction au systéme (/) est impossible. En revanche,
il existe C' € C tel que l'on puisse réduire (2) a un systéme du type :

(dr
dm
dP
dm
dl
dm

dr

\

dm

1
,r.2 Poq Ta2
m

ré

— — pxuaea T62+a261

O PhTk

ré

Démonstration. Lorsque I'on utilise la transformation (3), on obtient le systéme sui-

vant :
(I? ag1 3 dr
dP sz
CLQCLl
flm
=aqa
dm 4
L dT
a =a
ld 3a 2 4

Cy

“Cam dm - P A

eataiez a161>\ )\ 61Pa1elT62+a261

O3\ PhiTh2=3]

ré

Ainsi (2) se réduit a (4) si et seulement s’il existe (ay,as,as, ay) € C* vérifiant le

systéme suivant :

_ az a1 3
CLQCLZIl = CQ
__ _eatager arey el
as = ay as' P AN,
4 —4
at = azab af 1O\,
_ a2 o1 3
Ci = \aq”ay*ay
= Cgal
<~
62+Oé261

as = ay

161 )\eApel 054161 a1—4a1 e1

44-4 4 —4
1-i- ki+doner _ 030514-04161 )\H)\pel )\eaiz +eatazer



19

ce qui impose donc :
ap = Q (7)

Dans le cas ou A # 0, alors (sous réserve du choix d’une représentation du loga-
rithme) on peut obtenir un a; vérifiant (7) et ainsi obtenir as,a3 et ay en remplagant.
Par contre si A = 0, cela oblige 2 = 1. Si on a bien 2 = 1 alors on peut choisir a; # 0
de maniére arbitraire, puis en déduire as,a3 et ay pour que le systéme soit vérifié. Si
Q # 1, alors la réduction du systéme sous la forme (8) est impossible.

Néanmoins, dans le cas A = 0 et 2 # 1 alors on peut réduire le systéme (6) a un
systéme du type (5) ssi :
Cy = N\a5%as ad
azaj = Cy
as = ai2+a2e1ag161 Ae)\pel

al = Cazabaf>~*Cs\,

Ceci conduit a : af = CQ et donc a 1 = CQ (les constantes ApsAe, A, C1,C2,C5 étant
non nulles, on a obligatoirement Q # 0). Ainsi on choisit naturellement C' = & et on
peut alors prendre a; # 0 de maniére arbitraire et donc calculer ay , az et a4 pour

satisfaire au systéme.

O

3 Recherche de solutions

Le théoréme précédent nous incite a conserver dans la suite le systéme suivant (quitte
a modifier légérement les calculs pour le cas ot A =0et Q # 1) :

(dr B 1

dm — r2PoTez

dP om

dm  r* ®)

dl -

— = pare

dm

dT  PkTk—3]

dm rd

\

Avec €1 = aqe; et €5 = ey + aser. Nous chercherons a résoudre ce systéme pour m > 0.
Ce qui va étre entrepris dans la suite de cette partie est directement inspiré des résultats
de [5]. En effet dans [5], S.KICHENASSMY et L.JAGER montrent que pour un modéle
stellaire voisin on peut obtenir des solutions dont les équivalents ne sont pas forcément
homogeénes. L’article montre qu'une fois dégagé un équivalent sous la forme que nous
détaillerons ci-dessous, un théoréme d’existence peut étre énoncé. Nous commencons
donc par examiner si des équivalents du méme type peuvent étre explicités dans un
cadre plus général. Nous avons donc cherché des solutions de (8) qui ont des équivalents
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de la forme : Am® [In(m)|” ot (a, B, A) € Q2 xC et dont leurs dérivées ont des équivalents
de la méme forme.

3.1 Recherche et classification des équivalents

Nous allons donner des conditions nécessaires au fait que les solutions de I’équation
(8) aient des équivalents de la forme Am® |[In(m)|” ou (a, 5,A) € Q* x C . L'équation
(8) fait intervenir la dérivée premiére des solutions. Nous devons donc nous assurer
de conditions sous lesquelles les solutions et leurs dérivées soient de la forme énoncée
précédemment, sans quoi aucune substitution ne sera possible dans ’équation (8).
Afin de fixer ces conditions, nous énoncons le lemme suivant :

Lemme 1. Soit I € V(0)N]0, 1] et u € C*(I).On pose (a,b,c,d) € R* tel que (a < c et si
a=c alorsb>d). On suppose que u = ugm®|In(m)|* 4+ uym® [In(m)|* + @ avec ug # 0 ;

up #0, a € CHI) et

@ = o(m*|In(m)|")
m—0F ) .
i =, o((1=dp)m® In(m)[" + &apm* [In(m)[)

Alors on au ~ uom®|In(m)|” et
m—0t+

B [ Gubug + @t + By (—Gedur + cur)] x m® w0 [In(m) [P0 e (44170
m—0

La démonstration de ce lemme est une étude au cas par cas de I’équivalent proposé.
Nous allons donc supposer que chacune des variables peut s’écrire sous la forme décrite
dans le lemme. Ceci revét ’aspect suivant, :

r = Rym® [In(m)|*® + 0, Rym® |In(m)|™ + Rym® 9% |In(m)|*> 0%~ 7
P = Pym® [In(m)|” + 6, Pym?® |In(m)|** + Pym®+%bs |In(m)|*> =< p
[ = lom® |In(m)|® + Slym® [In(m)|* + lomertoees |1n<m)|62+6CC4—el~

T = Tym® [In(m)|™ + 6,Tym® [In(m)|™ + Tymd+0ds |In(m)| =04 T

ou pour tout (X,z) € {(R,a), (P,b),(l,c),(T,d)} on a:

- 51 = 5(:1:1,12)

Xy = Xo(—0z,00 + 1) + 6. X1 (=504 + 3)

X,m1Hazs |1n(m)|x2+5zz476)2 =, o(Xom™ |In(m)[** 4 9, X1m*® |In(m)|™*)
m—0

5. Xam*s [In(m)|™ = o(Xem® |In(m)["*)
m—0t

7XO#O,X1#O:>X2#O
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— 0 < e <1 sera fixé par la suite.

Ces conditions vérifiées, on peut raisonnablement faire une identification de coefficient
dans le systéme (8) et obtenir 2 systémes d’équations, I'un provenant de l'identifica-
tion en puissances de m et I'autre en identifiant les puissances de In(m). Les systémes
qui suivent sont des conditions nécessaires quant a l’existence d’une solution avec les
équivalents évoqués.

3a; — 1 + a30, + ayby + aedy =0

by — 1+ b3dy + 4a; = 1

¢ — 1436, —€1by —éxdy =0

(4 — ko)dy — 1+ d3dd + 4ay — kiby — 1 =0

3ag — g, + 0a(ag + 1 = d4y) + a1by + ands =0

by — Op, + Op(bs + 1 — p,) + 4as =0

Cy — 0¢; +0c(cs + 1 —0py) — E1by — E2dy =0

(4 — ko)dy — g, + 0d(dy + 1 — b4y) + dag — kiby — ca =0

(10)

Remarque 1.

— Les systémes (9) et (10) sont indépendants du signe des constantes choisies pour
le systéeme (8).

— La résolution des 2 systémes (9) et (10) peut parfois s’avérer impossible par
exemple : a; = a3 =0,by =0, ¢y =0,d; = 0,b # 0 ¢35 et dy quelconque.

— Des cas dimpossibilités de résolution peuvent également intervenir si [’on impose
des signes a r, P,1,T proche de 'origine. En effet, les signes des constantes de (8)
et les coefficients du lemme 1 pour la dérivée peuvent donner des cas d’impossibilité.

Dans le cas o (9) et (10) sont simultanément résolvables on distingue 2 possibilités :

1. Les solutions du groupe A : constituées des cas conduisant a des solutions ot les
termes d’indices pairs sont tous nuls.

2. Les solutions du groupe B : constituées des cas conduisant & des solutions ot les
termes d’indices pairs sont non tous nuls.

3.2 Les solutions du groupe A

Intéressons nous aux solutions du groupe A. Les solutions du groupe A se résolvent
a l’aide de théorémes existants contenus dans Particle [7]. Ces résultats sont synthétisés
dans le théoréme suivant :
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Théoréme 2. Soit (ay + d4a3, by + Gpbs, ¢1 + dcc3, di + 04d3) solutions de (9) et (10) avec
ay = by = o =dy = ay = by = ¢4 = dy = 0. Alors quitte a effectuer un changement
de variables, Al € N tel que l’on obtienne des solutions (T, P,l, T) définies localement
par (11) et analytiques en (mqg,..my) (m; = m(In(m))?) possédant un nombre fini de
constantes arbitraires (compris entre 0 et 4). Le nombre exact étant le nombre de ra-
cines a partie réelle positive du polynome P(X) = det(A(X)) ot :

5a1(l3 + 3&1 + X a161 0 OZle
L 40,1 51)1 bg + b1 + X 0 0
A(X) T 0 —élbl c + 50103 —+ X —égdl
4&1 —]{Zlbl —C 5d1 d3 — (kg - 2)d1 + X

Démonstration. La démonstration s’appuie sur I'article [7] et le changement d’inconnues
suivant :

r = Rym®™ + 0,, Rym® + Rym&Hdaastey
P = Pym® + 8, Pym®® + Pym" Tonbstep
l= lomcl + 5c1l1m63 + l2m01+¢5¢103+6l

T = Tym® + 64, Tym™ + Tym® Hons+=T

(11)

On a d’apreés le lemme 1 :

dr -
y _ R2ma171+a35a1 + R, (al + q, 03 _|_€)ma1+5a1a3+6717,_'_R2ma1+5a1a3+s
m

dar
dm

m5a1 az+etay md1+5d1 d3+6)

On suppose en effet ici que ( T .. T vérifient les conditions du

lemme 1. De plus :

]_ _ D—2p—aiqp—ag —2a1—a1bi—asdq Rl as s az+e sz _9
parpas o Lo o m X(1+5‘”§om + mda ?0)

Py b 5b+P2}3 —o T d 5d+T2T —o2
x(1+5blﬁom3+mb13€To) x(1+5d1ﬁm3+mdlseTo)

Comme (aj + 04,03, ..., d1 + 04,d3) est solution des systémes (9) et (10) on a :
—2a1 — apby — aedy = a1 — 1 4 azdy,
De plus en identifiant les constantes de I’équivalent de (r, P,1,T'), on obtient :
Ry = Ry*Py Ty c’est a dire a1 Ry + 0 a3 Ry = Ry>Py T,
Ainsi en développant avec la formule de Taylor on a :

1

b fof
7«2 Pal TCVQ

Ry

b3

o e _ Ry Py
:RO QPO alTO ! 1404, a3 [1 _ 25a1§m6aa3 . 2m6a1a3+5 _ a15b1 Fmébl
0 0

P,P T T .
— aym® bS%% — a0, %m‘sdldg — an‘sdldS*e;—} +m* fi(m*, P,T,F)
0 0
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Ou f; est analytique en chacune de ces variables et ¢ est choisi de maniére & ce que
e < min(%g, %3, d—23)
Ainsi en simplifiant par m® ~1t%1% puis m® on a aprés évaluation de Ry :
dr . ~ ~ ~
m% + (5a1(l3 —+ 3(11 —+ 5)’[" —+ O[lblp + Ol —+ O[leT
=m° fi(m, P,T, T)
En faisant de méme pour les autres équations, on obtient :

d o
mﬁ + A(e)u=m*f(m, P, T,l,T)

Ou u = (7, P,1,T) et A(e) définit dans I’énoncé du théoréme. Le résultat annoncé se

démontre donc en utilisant [7]

O

On remarque donc que les solutions du groupe A sont les solutions qu’'une étude de
réduction Fuchsienne, de type [7] et [8], aurait mis en lumiére.

Il nous reste donc le second groupe de solutions a traiter. Nous n’allons pas immé-
diatement résoudre ces équations mais plutot faire des réductions pour fixer un nouveau
type d’équation, car cette fois-ci les réductions ainsi que les théorémes présents dans |7]
et [8] sont inutilisables.

3.3 Les solutions du groupe B

Nous commencons par considérer les solutions du groupe B de la méme maniére que
pour le groupe A. Soit ((a1, as)+04(as, as), (by, b3)+0y(bs, ba), (c1, c2)+0(c3, ¢4), (dy, d2)+
d4(ds, dy)) un 4-uplet solutions des systémes (9) et (10) tel que (ag + daaq, b + by, c2 +
5664, d2 + 5dd4) 7A (O, 0, O, 0)

1 o, . . . dr 1

Et on considére la premiére équation de (S) a savoir T = 2 parTer” On rappelle

que nous effectuons le changement d’inconnues suivant :

r = Rym® [In(m)|* + 6, Rym? [In(m)|™ + Rym®+9ees |In(m)|® 044~ f
P = Pym® [In(m)[" + 6 Pim® [In(m)|" + Pymb+s |In(m) |20 p
I = lom® [In(m)|” + 6.l1m? [In(m)|“* + lymeoees \111(771)\62””4*6[~

T = Tym® |In(m)|® + 64Tim® |In(m)|™ + Tymd+0ads |In(m)| 0% T

Aprés calculs, et en respectant les hypotheéses citées plus haut, on a :

j—r — Rym®~1asda |y ()| %20 Foalaatd=0eg] oo
m
R CLtba (1 b, —ba(d1—
1+Fglln<m>| om0l 200) 1 [(ay + agdy) [In(m)| om0t 0]
2
e etba, (1 d et —Ga(41—
(az + aad, — €) [In(m)| "1 Hom =0 CH1=00) sy gy BT gy (g~ 0o =0l 1-00s)

dm
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avec Ry = — [(1 — 8ay)asRo + 64(1 — 5a3)a4R1]

On choisit 0 < € < 1 de telle maniére que :
si x1 = 29 = 3 = 0 alors Vy € {a,b,c,d} ,on est x4+ 2 — 6,, + 6,(1 — d,,) < 0 et ce
pour tout = € {a, b, c,d}.
Ce qui est possible car Yy € {a,b,¢c,d} , §,, —,(1 —d,,) =0 ou 1, de plus x4 < 0 car
Ty = 29 = w3 = 0. Ainsi x4 — dy, + 0,(1 — dy;) < 0. On peut donc choisir ¢ € Q**
suffisamment petit pour que x4 + 2 — 6, + ,(1 — 6,,) < 0.

Une fois ¢ fixé, on a :

m — R62P0—a1T0—042m72a1 —a1 by —and ‘ln<m>}—2a2—a1b2—a2d2 %
[1 + 4, &m% lln(m) ’a“ + @méam }ln(m) 5aa4f€f] -2 y
aRO RQ
[1+ 5b%mb3 ’ln(m)’b4 + %m‘sbb?’ }ln(m)}gbbreﬁ} M
0 0
[1+ bantm® |n(m) | + L2 duds IIn(m)| =T 0
TO T()

Ce qui impose Ry = Ry*Py, *'T; ** # 0 et en utilisant le fait que les exposants véri-
fient les systémes (9) et (10), on a :

Ry
Ry
5bb4*€ ~

PI™™ x 1+ 5d%md3 |In(m)|
0

[1 + 5@%711@3 ’ln(m)}m4 + 2 pfaas }hl(m) 5aa4*€fj| —2 "
0

x [1+ 5b%mb3 }ln(m)}
0

Py

Fy

d4 5dd47€ i

T —Q9
+ sz‘sd% ’ln(m)’ T

0
—&+0a; —9a(1—0ag)

+=m%bs ’ln(m)’

n(m)}fuéalf&a(lféag) + [(Ch +5aa3)}ln(m)}

‘—a—1+5a1—5a(1—5a3)]f }—5—1—6,11—6,1(1—6,13)

—(az + dqas — €)|In(m) + mj—; |In(m)

Ce qui donne en utilisant la formule de Taylor avec ¢ suffisamment petit, et aprés
une patiente étude au cas par cas :

mj—; + (3a1 4 0,a3)F + a1 (by — 0y, b2) Ao P + ag(dy — 0g,do) AT
—(as + 20u,a5 + Gaas — )| In(m)| "7 + (a1 (b — 85,b2)Q%) [In(m)| P
+(aa(dy — 5d1d2)9a)}1n(m)y‘1f + %]ln(m)]_Ha

_ }m(m)’—s—&aﬁ&a(lf&%) % fl(m“3}ln(m)’a4+€,mb3}ln(m)}bﬁe,md?’}ln(m)’dﬁe

,m® ’ln(m) ’a4f, mbs ’ln(m) ’b4f~), m ’ln(m) ’d4T)

Avec Vx € {a,b,c,d} , Ay =1 — 0y + 602(1 — 6zy) €6 Qp = (1 — 64) 00y + 0204,-
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Ou f; est analytique en chacune de ces variables (son nombre de variables dépendant
de la nullité ou non des couples (ay,as),...,(d1,ds), car m*s [In(m)|™ n’a pas forcément
d’existence) de plus f1(0,...,0) =0.

On a vu que l'on pouvait se ramener au cas ot 5 = ; ,n € N*. On effectue alors le

changement de variable suivant : t = |1n(71n)‘6 = o )‘ pour t,m > 0 assez petit. Ce qui

donne :

"t dr 2 [
n d_z + (3a1 + 6aaz)7 + a1 (b1 — 0y, b2) Ao P + iz (di — b, do) AT

1 ~
—((lz + 2501(12 + 5aa4 — E)tnf + (Ozl (bl — 5b1b2)Qa)tnP

R
+(aa(dy = 8gy do) )" T + —R3 -1
2

— t1+n(5al+5a(175a3 % f (6 t" = l—agn € tn = 1— b4n :‘7113 t717d4n
—23 1 ~ %3 _1— —a3 _1-
Lo Tl wngE Tt ey P ot lmaany Ty
On fait de méme pour les autres équations et on a :

tn+1d
N P Bu+ Au+ O =
n dt

rlon=a0-ba) [+ f praanto=3 | pametoofh panot=iy | pmdno- iy
tn[‘sbl_‘sb(l_‘sb:’))}ﬂﬁ(t an—1,— T aw_le_t_ntf)

tn [501 —50(1—5c3)] +1JE: (tszlnfleff—% t*dgﬂl*left—n t*b4n71€7?—%tﬁ’ t*d4n71€75—2tjﬂ)

ol =sa-00)] 41 7, (tron—le=it | prdin—le=@ ymean—lo=gyp | pmdin—lo= gy
R ~
T T
i) P [
OuC = i; , U= i et fi1,fs,fs,f1 analytiques en chacune de ces variables.
1, 7
2 ~
De plus Vi € [1,4] , fi(0,...,0) = 0. Les matrices A et B sont définies par :
3&1 + 5a1 as (03] (bl — 5{,1 bg)Aa 0 Oég(dl - 5d1 d2)Aa
A= 4(&1 — 5a1 a2)Ab bl + 5{,1 b3 0 0
0 —6~1 (bl — 5(,1 bg)Ac C1 + 5a1 C3 —6~2(d1 — 5d1d2)Ac
4((11 — 5a1a2)Ad —/{31 (bl — 5a1b2)Ad —(Cl — 56162)Ad (4 — k’g)dl + 5d1d3
et
ag + 2(5(11 + 0q04 — € —Oél(bl — 5b162)Qa 0 —Oéz(dl — 5d1d2)Qa
_B— —4(ay — 0q,a2)p by + 0y, b4 — € 0 0
0 €~1(b1 — (551 bz)Qc Cco + (5504 — € éz(dl — 5d1 dz)Qc

—4(&1 — 5a1 ag)Qd kl(bl — 5a1 bQ)Qd (61 — 50162)Qd d2 + (3 — k2)5d1d2 + 5dd4 —€

Quitte a augmenter la valeur prise par n, on réécrit sous la forme qui suit I’équation

précédente :

T nAu= (LG, G(1),v)
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—
n

avec les fonctions (; qui sont de la forme ¢ +— Finalement on peut a ’aide d’un

tx4n+1 ’
changement d’inconnues correspondant a la triangularisation de A ramener le probléme

a un systéme du type :

d _
(P Au = (G Gl )
Avec A matrice triangulaire inversible, et t"*1 = diag(t™t?, ... t™t1) tel que
ny,...,ng € N. En effet pour le sous-espace propre 0, les lignes vont conduire a des

simplifications par une certaine puissance de t. Si ce n’était pas le cas alors les hypo-
théses du lemme 1 seraient contredites.

On rappelle également qu’un théoréme d’existence de solutions (moyennant le choix
de constantes) est possible en utilisant une variante de la norme infinie. Ce type de
démonstration est faite dans [6], ainsi que dans le dernier paragraphe de cette thése.
Le but étant de pousser un peu plus loin la description de ces solutions, nous avons
donc pris le parti de ne pas adapter la démonstration donnée dans [6]. Nous avons, dans
la partie suivante, créer de nouveaux espaces de séries convergentes dans lesquels un
théoréme d’existence est démontré.
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Deuxiéme partie
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4 Introduction

Cette introduction a deux buts : le premier est de souligner les difficultés inhé-
rentes au type d’équation que nous essayons de résoudre, ainsi que les écueils auxquels
nous nous sommes heurtés et le second est de faire apparaitre le cheminement qui nous
a conduit aux résultats énoncés. Les travaux effectués par S. KICHENASSAMY et
W.LITTMAN dans [7] et [8] utilisant la réduction Fuchsienne portent sur des équations
du type :

ou ou

t— 4+ Au=tf(t,u,—,x

ot f ox )

La résolution de ces équations se fait en supposant I’explosion des solutions sur une
hypersurface du type t = ¢(x). Dans le cas ou I'hypersurface est réduite & 0 et que les

solutions ne dépendent pas de x, ces équations se réduisent sous la forme :

t%+Au—tf(t u) (12)
Nous avons vu que ces travaux résolvaient le probléme initial dans le cadre des solutions
homogénes.
Cependant, les équations obtenues dans la recherche de solutions non homogénes ne
peuvent étre résolues par le méme type de raisonnement. En effet, dans le cas de ’équa-
tion (12), I'un des objets clés de la résolution est l'opérateur t%. La particularité de

cet opérateur est qu’il stabilise les puissances de t. En effet t% = kt*. Ainsi sous de

. 0 : : :
bonnes conditions sur A, 'opérateur t— + A est inversible de 'espace des fonctions

analytiques en ¢ sur un voisinage de 0 dans lui-méme. Toutefois, bien que l'opérateur

t"a + A (n > 2) soit inversible dans I’espace des fonctions C'*°(]0, a[) (a suffisamment

petit) dans lui-méme, les puissances de ¢ ne sont pas stabilisées par ce type d’opérateur.
En conséquence, la recherche de solutions sous forme de séries entiéres d’équation (méme
simple) de ce type s’avére infructueuse.

On peut illustrer ce point avec I’exemple suivant, :

2 1 _
t“u’ 4 3u =t tel que u(t) = 0 (13)

Si on chegc?e une solution sous forme de série entiére alors on obtient :

Z (;7]6(]{3 — 1)!t*. Or cette série est de rayon de convergence nulle. Mentionnons
k>1

que c’est une série de Gevrey, comme il est coutume de trouver dans ce type d’équation
différentielle. Néanmoins, la recherche sous forme de série de Gevrey posséde quelques
lacunes par rapport a un développement en série entiére : I’approximation par ce type
de série est d’autant plus précis que son domaine de validité s’amenuise.

Notre but est donc de trouver une écriture sous forme de série qui se préte a la réduc-
tion Fuchsienne mais aussi qui soit convergente. Avant de pouvoir résoudre des équations
complexes, il semble nécessaire de pouvoir résoudre des équations plus simples, comme
I'équation précédente. Il est clair qu’on ne peut trouver a I’équation (13) une solution
analythue mals il existe une unique solution tendant vers 0 en 0 a cette équation, a sa-

voir et o © ss 4 Ta premiére idée a été de voir si ce type de solutions (qui peut d’ailleurs
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s’écrire sous forme de fonctions spéciales) ne peut pas étre choisi comme variable pour
résoudre une classe d’équation plus vaste. A la vue de [7] et [8], il est possible de faire
de la réduction Fuchsienne en adaptant les variables au type d’équation notamment en
choisissant des variables qui sont solutions de ce type d’équation. Ce type de procédés a
fonctionné lors de 'utilisation de la variable "tIn(¢)" dans [7] et [8], ou de I'intervention
de variable sous la forme t*(*) dans [1].

Mais hélas aucune variable de ce type n’a été détectée, malgré plusieurs tentatives; c’est
méme un résultat tendant a prouver qu’'une infinité de variables de ce type serait néces-
saire, qui semblait se dégager.

Nous avons décidé alors d’examiner la possibilité de construire comme dans [1] des
espaces imbriqués de plus en plus importants dans lesquels les variables des espaces
supérieures se calculeraient a partir de variables contenues dans des espaces inférieurs.
Malgré que certaines liaisons furent dégagées entre les variables, les liens étaient dans
de nombreux cas inextricables. Il aura fallu de nombreux essais, tests en tout genre

o . .
pour conclure que la présence d’opérateur du type t"— soit le probléme majeur, et de

I'incapacité pour ce type d’opérateur de stabiliser les puissances de "¢".

Revenons a I’équation (13) et a sa solution explicitée ci-dessus. En utilisant une inté-
gration par partie, on démontre facilement qu'un équivalent au voisinage de 0 peut étre
donné sous la forme % L’idée directrice était alors de dire que puisqu’on ne peut écrire
les solutions de I’équation (13) de maniére analytique avec des variables convenablement
choisies, alors nous allons mettre en avant le fait que ces solutions sont équivalentes a
des puissances de ¢ au voisinage de 0.

En somme pour ’équation (13), cela revient a écrire que :

-3

3tesds

etdo =% =th(t) sur |0, 00|

On s’apercoit alors que h est une fonction qui tend vers % en 0 et surtout qui tend vers

0 en +00. On émet alors '’hypothése que h puisse s’écrire sous la forme d’une fonction
analytique en variables qui tend vers 0 en 4+o00. Aprés plusieurs essais, nous choisissons
cette variable, que I'on notera D, adaptée au probléme, c’est a dire vérifiant I’équation
différentielle suivante :

t2D'(t) = D*(t) — 1 sur ]0, +oo]

Une fois remplacée h par 7L(D), et injectée dans ’équation (13), il apparait que h vérifiée
une équation du type étudiée dans [7]. De plus dans le cas ou le membre de droite de
I’équation était une fonction analytique en ¢, nous avions la série correspondante en
"t*he(D(t))" qui converge absolument vers la solution au moins sur un petit intervalle
pour des raisons de majoration des "t*h;(D(t))" par une constante fois le membre de
droite. Nous commencerons donc par définir des notations et des espaces de séries qui
serviront comme espace de solutions a nos équations.
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5 Les espaces O, o,

5.1 Notations et définition d’ouvert compatible

Dans la suite on utilisera les notations suivantes :

Notations. ~ L(E) : les endomorphismes continues de E dans E.
- A(Q) : fonctions analytiques sur Q.
- A*(Q) : fonctions analytiques sur Q ne s’annulant pas sur €.
— R(2) : la partie réelle d’un compleze z.
- Q(2) - la partie imaginaire d’un compleze z.
- 1=]0,1], CT ={z € C/Re(z) >0} .
- Dt ={z€C tel que |z| <1 et Re(z) > 0}

-Vze DV, p(z) = %ln(iiz)

-2

— On définit la fonction D sur |0, +o0[ par D : t — ! 6;. Cette fonction va étre
t

utilisée comme variable supplémentaire afin de résoujlrree les équations qui suivront.
Cette fonction est la restriction d’une fonction holomorphe définie sur C*, on
notera indifféremment la fonction a valeurs réelles ou complexe par D.

— S ’ensemble des fonctions développables en séries entiéres sur ] — 1,1].

— S¥[DIn(D), .., D(In(D))"] 'ensemble des polynémes a coefficients dans S en les
variables DIn(D), .., D(In(D))" de degré inférieur a k.

Définition 1. Dans la suite, on dira que [ € B ssi [ € A(]O, +oo[) et qui de plus,
vérifie les propriétés suivantes :

-Vt €]0,+o0[, on a f(t) > 0.

— Ja > 0 tel que f soit strictement croissante sur |0, al.

- ft) —0

t—0

Définissons, dans un premier temps, des ouverts qui s’avéreront nécessaires dans la
définition des espaces de fonctions qui suivent.

Définition 2. Donnons nous ¢ = ({o, .., () € BT . On appellera alors ouvert compa-
tible avec ¢ tout owvert Qe C DY tel que :
- 36 €]0,1] , ]9, 1[C Q¢ .
1

- Vi € [0,v] , ¢ se prolonge sur AL

- VD € Q¢ , il existe un chemin continu I'n C Q¢ U {1} allant de 1 a D , et
Vs eTp\{1},Vi € [0,v] on a :

1 1
@ﬂ < |Gi(—=7)]

1
Notations. Pour tout Q¢ , il existe a(Q) :max(a,mf(a €]0,1[/]a, 1[C §2¢)). De



5.1 - Notations et définition d’ouvert compatible 31

méme, on notera pour tout i € [0,v] :
r(ag, ¢) = sup(s > 0/Vu €0, s[, Gi(pn) < ozl-) €]0, +o0]
r(a, () = Z‘Q[L(%Z]}(T(ai’ Gi))
Fai, ) = inf (s € [0,10/¥p €ls, 1. G(——) < a) €)0.1]

o(p)
7o, () = maz (7(ai, ¢;))

1€[0,v]
1 1 1
T8<&i7 Ciu QC) = Sup(o <s< m/vﬂ 6]07 8[7 CZ(M) < <Z<¢<Q<))) 6]07 QO(G/(QC))]
TS(Oz, Ca QC) = zgﬁggﬂ (Ts(aia Cia QC))
. 1
L(a, ) = mm(rs(oz, ¢,Q),r(a, Q)) €0, m]

5.1.1 Existence d’ouverts compatibles
Lemme 2. V¢ € B"™, il existe au moins un ouvert compatible Q¢

Démonstration. Soit ¢ € B, Fixons i € [0,v]. On sait 3§; > 0 tel que (; soit stric-
tement croissante sur |0, 4;[, nous allons construire un ouvert €; de C contenant |0, &;].
Fixons également x4 €]0, &;[. Etant donné que ¢; est analytique sur ]0, ;[ , on en déduit
qu'il existe R;(zo) tel que Vs €]z — Ry(w0), o + Ri(zo)] :

( To i
AT SCLI TR

On peut alors prolonger (; sur B(xo, R;(x0)) par la somme de la série entiére précédente.

Ainsi Je € A(B(0, R;(z0))) tendant vers 0 en 0 tel que Vz € B(zo, R;(z0)) :
Gi(wo + 2) = Gi(wo) + 2(j(wo) + 2e(2)
Ainsi on peut écrire pour tout (hy, he) € R? suffisamment petit que :
Gi(zo 4 by +ihy) = Gi(@o + ha) + tha(j(20) + (A1 + tha)e(hy + the) — hie(hy)
Et donc ;(wo + b + ths) 0 Gi(o + h1) + iha(i (o)
Et par continuité :|¢;(xg + hy + iho)|? s (Ci(mo + h1))? + ha(Cl(x0))%
Pour hy, hy assez petit on a donc s — |(;(zg + hy + ishs)| croissante sur [0,1]. C'est &
dire qu'il existe R;(xo) > 0 tel que Vz € B(xg, Ri(z0)),V0 € [0,1] :
Gi(2)] = |Gi(Re(2) +i01m(2))]

Cette analyse peut étre faite Vzo €]0,6;[ et on note Q; = |J B(wo, Ri(x0)) N DT. On
on}O,(Si[

a bien |0,d;[C Q;. De plus, si on note I', le chemin continue composé des 2 segments

orientés [0, Re(z)] et [Re(2), 2], on a la propriété suivante :

Vz €, Vs € T\ {0}, |Gi(s)] < [Gi(2)]. Ceci est le résultat de la construction précédente

sur le segment [Re(z), 2] et de la croissance de (; sur |0, Re(z)]. Notons & présent §) =

N €. Pour obtenir le résultat du lemme, il nous suffit de prendre Q- = D(Q2) N D™*.

0<i<v
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-0< gnaa:(D(éi)) <1let ]ng%:J(D(él)), 1[C Q.

— (; se prolonge sur (Q y =
— De plus, en ch01s1ssant pour tout D € €, le chemin I'p composé du segment
orienté [1, D(Re( )))] puis du chemin allant de D(Re( (D))) a D paramétré par

6 de la maniére sulvante D(Re( 7) + z@[m(w(D ), 6 € [0,1].

O

5.2 Définition des espaces O, et de leurs caractéristiques

Et voici les espaces de fonctions dont il est question :

Définition 3. Soit o = (ag,...,qa,) € (R™)" et ¢ = (¢, ..,¢,) € BT Fizons un
ouvert compatible Q¢ de . On définit alors U'ouvert Q¢[a] :

Qcla] ={(20,. .., 20, D) € B(0,ap) x .. x B(0, o) x €

tel que Vi € [0,v], |ﬁ| <1}
(D)

On dira que u € Onn, 851 I Nig,...i, )io,...iveN € (.A(QC))NU+1 et M > 0 tel que
V(205 ..., 20, D) € Q¢[a] -

U(ZO,...,ZU,D) = Z Z(Z']O"'Zivhio,--wiv(D)

10;5.-+,80 >0

et Z sup (|2’ ... 20 hig,...i (D)) < M

0,0 rin>0 210

De méme on dira que u € @gvﬂc si et seulement si u € @a’QC et ho,.0o=0.

Sur ces espaces, pour approfondir la description des solutions de I’équation qui nous
intéresse, nous définissons une caractéristique supplémentaire.

Définition 4. Soit Q¢ un ouvert compatible avec C et soit u € Oq 0. Par définition de

v+1
Oa,0, on sait qu’il existe (hiy,...i, )io.,...iveN € (A(QC))N " tel que pour tout (2o, .., z,, D) €
Qo] -

u(zo, ..., 2, D) = Z Zo ... 2 hg i, (D)

10580 >0

On dira que u est de caractéristique v (r € N*) si et seulement si V(ig, .., 1,) € (N)**1 |
hi se prolonge sur I par un élément de S™[DIn(D), .., D(In(D))"]

10,0y

Notations. Dans la suite on notera VD € Q¢,Vi € [0,v] ,
1

8;(D) = min(ay, |Ci(m)|)
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Remarque 2. Pour un élément u de O, la suite (hi,,...i, )
est unique. En effet, supposons que V(z, .., 2y, D) € Q¢lal,

u(20, s 20, D) = Z zéo..zi”hgm_,iv(D): Z zé“..zf;“h?m_,iv(D).

i0,..in)eNv+1 COTTESpONdante

10,..,20>0 10,..,20 >0
Ainsi Z zéo..zf}” (h}o’_’iv(D) — h?(),__’iv(D)) =0
0,000 >0
et Z |20]"..| 20| | i, s, (D) — h?o’__,iv(D)’ < 2M donc en fizant un Dy € Q¢ on ob-
§0,00,80 >0

tient une série entiére nulle sur B(0,00(Dg)) x .. X B(0,0,(Dy)), ce qui nous permet
d’affirmer b}, _; (Do) —hZ, (Do) =0 et ce, pour tout D € Q.

Dans la suite, nous essaierons de démontrer les résultats, quand cela sera possible,
avec non pas comme hypothése que :

Mais que sur Q¢[a] :

> 1A b, (D) < M

0yeeyin>0

La démarche vise a introduire des raisonnements qui seront réutilisés par la suite.

5.3 Nature des espaces O, q,

Nous allons présenter quelques propriétés de ces espaces.

5.3.1 Les espaces O, q, sous-espaces vectoriel de A(f[a])

Proposition 1. Les espaces Oq.0, et @gﬂg sont des sous espaces vectoriels de A(Q¢[al).

Démonstration. Montrons tout d’abord que ©40, C A(S[a]). Soit u € O4q0,
alors par définition on a 3(hiy. i, )iy, i.en analytiques sur Q¢ et M > 0 tel que
w(20, -, 20, D) = Z 20,2 hi i, (D) et
ivaivzo

Z }zéo..zi” hio,_,iv(D)’ < M. Considérons la suite de fonctions suivantes
iOy--yiUZO
( Z 2802 hl-o,__,iv(D))NeN. C’est une suite de fonctions dans A(€Q¢[a]), de plus nous

0<ig<N

0<ip<N
allons montrer que cette suite de fonctions converge uniformément vers u sur tout com-
pact Ko x .. x K, x H C Q¢la]. Soit Ky x .. x K, x H C Q¢[a] avec Ky, ..K,,, H compact

1 1
e our tout ¢ € [0,v] , IDg; € H et 2, el que C(QO(DO,Z‘)) 717)16217}(( (go(D)))
i| +0i(Dog) , . ..
et zo; = max(z). On note alors Vi € [0,v] , G; = [04] + 0i(Do.i) (ainsi Vi, G; > 0. De

zeK; 2
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cette facon, on a pour tout D € H et Vi € [0,v] :

| < ‘Zo,i‘ 4 |§Z( DOZ )|
gz((p(p ) 2|Cz(ﬁ)| 2|Cz(m)|
Ce qui signifie que pour tout D € H , (Gy,..,G,, D) € Q¢la] et donc VD € H :

Gi < a; et |

4 4 M
> G Girhig, i, (D) < M = |hiyi,(D)| € ———
i0s0mi0>0 Gy .Gl |

On majore alors la différence du terme général de la suite et sa limite pour tout
(205 ey 20, D) € Ko X .. X Ky x H :

|U(ZO""ZU’D)_ Z ZO szhlo7--7iv(D)|§ Z |Z(Z')O"Z1i;vhio,--,iv(D)|

0<ip<N 10,00 >N
0<ip<N
|Z | 0 |Z ‘ iy |Z070|N IZOW‘N
E : 0,0 0, G G
= <|G |) B <|Gv‘) M=M | 0\|Zoo\" l U\lzo | .0
_ ) vl N—+4oo
i0seiv>N 0 v 1 [Gol 1- |Gl

On déduit donc que wu est analytique sur Ky x .. x K, x H et par suite que
u € A(Q[a]). Comme ©° . C Oan, on a les inclusions suivantes : e 2. € Oan. C
A(S¢[a]). Montrons a présent que O,,0, est un sous espace vectoriel de A(QC[ D).

- 0e€ @a q car 0= Zio,..,iUZO 260..22” x 0

et ZZO,..,zvzo \280--22“0| = Zz‘o,..,z’vzoo <1

- soit w,v € Ouq, et (A, \2) € C? . Comme u et v sont dans Ou0c
Nv+1

3(hi,. i iownivens (B3 i ig.iven dans (A(Qc))" et
M, My > 0 tel que pour tout (2o, .., 2,) € Qcla] :

(20, ., 20, D) = Z Z0.. Zyhiy i (D)

104-+520 >0

et 3 sup(la s, L (D)) < M,

i0,d0>0 210l

(20, .y 20, D) = Z 2. Zlvhfo,, (D)

10,..,80 >0

et Y sup(|z.zhl L (D)]) < My

i0,.iv>0 210

Donc,
M+ Aov)(20, 020, D) =M > 202 hl (D)
§0,yeey10>0
+A2 Z Zo szhzzo, i (D)= Z Zéo--ziv P‘lhilo,..,iv(D) + )‘2h?0,..,z‘v(D)]
§0,00310>0 §0,00310>0
Avec Ahy, ;. + Aahi o€ A(S). De plus, ¥(z0, .., 20, D) € Qcla] :

202 Nk (D) + Aoh? (D]
< |)\1|sup(\zlo b )+ |)\2|5UP<‘ZZO 2 hi, )

205-- 10,500
Q¢ (o] Q¢ [a]
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Donc,

> sup(ls -z i, (D) +Xehi, (D))

i0,msin>0 X
< |\ Z 3up(|zé°..zi”h%0wiv|) + | Ao Z 3up(|zé°..zi”h?07..7iv\)
i0,.ri9>0 2o i0,i0>0 210l
< MMy + [ Ao M.
Donc G40, est bien un sous espace vectoriel de A(¢[a]). On ferait de méme pour

5.3.2 Définition d’une norme sur @a,gg

Définissons a présent une norme sur @(Lﬂc : Soit u € @a,gg, on note :

oo, = inf{C >0/ > sup(jz0|®.|z|"|hi,..i.(D)]) < C

i0y-mrin>0 k10

et V(zo, .., 20, D) € Qclal, u(zo, .., 2y, D) = Z zéo..zi“hio,_,iv(D)}

105,50 >0

5.3.3 Les espaces (Ou 0, +. -, %, [la,.o,) comme C-algébre de Banach commu-
tative

En effet, nous montrons la propriété suivante :

Proposition 2. On a (@aﬂ(, +, % | ||a7Q<) est une C-algébre de Banach commutative

Démonstration. En premier lieu, nous avons que (Oq,0,,+,.) est un C-espace vectoriel.
Montrons que || [|4,0, €st une norme sur cet espace :
— Pour tout u € O4q, , ||ulan, est bien définie car c’est la borne inférieure d'une
partie bornée de RT. En effet ceci est du a la définition de @(Lﬂc . De plus on a
trivialement |luq,0, >0 .

— Soit u € Ouq, tel que [Julla,o. = 0. Par définition de || [lo,o, on a pour tout
(20, . 20, D) € Q¢[a] Z 2602 (| hig,..i (D)| < |Jtlla,0. = 0. Donc pour tout
§0,0-,10>0

D € Q¢, ig, ... 5, > 0,hiy, i, (D) = 0 et donc u = 0. Réciproquement on a facilement
que [[0]|a,0, = 0. o
~ Soit u € Oqq, tel que u(zo,.., 25, D) =37 1 o020 2 Pig,..i, (D) sur Qc¢lal. Soit

ANeC*.Ona:
W0, 20 D) € Qcfal, N 28 i, (D)) < N supl 58, (D))
C o
= sup (A2 .2 g5, (D)]) < [Alsup| (220 hig,...i, (D))

Q¢[o] Q[o]

Donc,

> sup(llzol Lzl hig,.. (D)) < AllJullao,

i0,-mrin>0 ¢ [0]
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et donc [[Aulla,0, < [All|ulla,q. et ceci pour tout A # 0. De plus :
1
”u”aﬂg = ”X')"UHOMQg = ‘)\| ”)‘ u”a Q¢

et donc |A|||ulla0, < [[Aullaq. et finalement |A|||ulla,0. = [[Aulla,0, ceci pour
tout A € C* et u € B4 0,

— Soit (u,v) € (Oagq.)? tel que u(z,.,z,D) = Y, . oz’-zhi (D) et
v(20, .., 20, D) = Z@'O,..,z‘vzo zéo-zivhzzo,..,z’v(D) sur Q¢|a].

(20, - 20) € Qclal, 2o Jzol™ [hiy, s, (D) + b, (D)

< sup(|zo] - [z By i, (D)]) + sup |20/ 2ol 15, (D)])
Qc[a] Qo]

= sup(|zo|"-| 2" |hi, (D) + hi, (D))

Q¢lo]
< sup (20| |z |hiy i, (D)]) + sup(|z0|™..|z|" |7 ;. (D))

an Q(Ol

205+,

Ceci nous donne :

Y sup(|zof ™|z B, i (D) + 5, i (D))

i0,.iv>0 210

< 3 sup(zofufzft Rl (D))

i0,...in>0 k(0]

+ Z sup (|2o]-[zo|™ [R5, s, (D))

0rin>0 210
< ”u”mﬂg + [|[v]la0,

On en déduit que ||u +v|[a0, < [|ullago + [[V]an;
Ce qui acheéve de montrer que | [0, et une norme sur O,q.. Montrons a
présent que cette norme sur ©,q  définit un espace de Banach. Considérons
(Un)n>0 une suite de Cauchy dans O,q,. Pour tout n € N on a sur Qo]

Un (20, -y 20, D) = Z 202k (D). Le fait que la suite de Cauchy vérifie : Ve > 0

iy

§0,eny0 >0
, AN, € N tel que Vn > N.,p >0 :
> sup(z .z by, (D) = ki (D)) < e (14)

i0,-mrin>0 $¢l0]

Ceci implique que pour tout € > 0, 3N, € N tel que Vn > N.,p > 0 et V(2q, .., 2o, D) €
Qcfa] -

> lal ozl hnT, (D)~ b2 (D) <e
30,00 yin >0

Fixons (ig,..,7) € N't' et Dy € Q. Alors pour tout ¢ > 0 , on note N, =
N 0 € Ntel que Vi > N.,p >0

€(‘50(2D0) )10 __(51) 50))

€ d0(Do) 40
" — ( ). )
(50(50))10“(&1(50))% 2 2

|hn+pz (Dy) — h%,..,ig(DON <

@9,
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Cette inégalité provient du fait que (50(50), - 50(50),D0) € Qclal]. Ce qui conduit au

fait que la suite (R, .,(Do))n>0 est de Cauchy dans C qui est complet. Donc cette suite
0% =

converge vers une limite que 1’on note hz‘g,..,z‘g (Dy). Ce travail peut-étre effectué pour tout
Dy € )¢, on définit alors une fonction hy o sur {lc. Et en reprenant I'idée précédente,
on montre que la convergence de la suite de fonctions <h%,..,i8)”eN converge uniformément
sur tout compact dans Q¢ vers hyo 0. Donc hjo 0 € A(€). Et ceci est valable pour
tout (43, ..,7°) € N'T1. On peut donc affirmer que pour tout (i, ..,i,) € N1 la suite
de fonctions (z{°..z% hit i, (D))nen converge simplement sur Q¢ [a ] vers 2.2 hy, i (D).
Fixons encore (i, ..,4,) € N**1,

En reprenant 1’équation 14 on déduit également que Ve > 0 , IN. € N tel que Vn >
N.,p>0:

sup (|2 [hiy 3, (D) = By, (D)) < e

20,-+5? 20,--5?
Qo]

Ce qui signifie que la suite de fonctions analytiques sur Q¢[a],

(20, 2 hi. ir(D))nen est de Cauchy pour la norme infinie, or cet espace est complet
donc (z{0..2%h? . (D))nen converge uniformément vers une fonction analytique. La
convergence un1forme entrainant la convergence simple et par unicité de la limite on
deéduit que (2. 2o hit (D))nen converge uniformément vers .20 by, i, (D). Ce rai-
sonnement pouvant dtre tenu pour tout (ig,..,4,) € NUTL. A present, montrons que
u = Zzo,..,z’po zéo..zivhio,__,iv(D) est dans O, 0, et que (u)n.en converge vers u. Soit

ReNet (29,...,2,D) € Qfa] , pour n > N. et p>0ona:

20”2 [P, (D) = B3y, (D]

v 10,--yv
<[22 (g, (D) = B 7 (D)2 2[Ry 75, (D) = iy (D))
< sup(|z... 2y [hig,..i, (D) = by 73 (D)D) +sup (|2 ..z [ 7 (D)
Qcla] Q¢[a]
= N, (D)]])
= |22 [hig,.., (D) = B3y, (D]
< sup (|22, [hig,..q, (D) = hig P, (D)) + sup (|22, [h3y s, (D)

Q¢la] Q¢[o]

= hiy, i, (D)]])

20,-+5?
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Ceci étant vrai pour tout (i, ..,%,) € N'"1, donc :

Y sup(z 2y [hig,..i,(D) = by, (D)]])

ogiOSRQCM
0<ip<R
< > sup(la 2 [hig, (D) = BT, (D))
OgiogRQC[a]
0<ip<R
+ > sup(|a 2 [ht, (D) = by (D))
QSZ‘OgRQC[a}
0<iy<R
<et+ Y sup(|y-2 i, i (D) = b, (D)]])
OSiOSRQC[O‘}
0<iy<R

Cette inégalité prévalant pour tout p € N par passage a la limite d'un nombre fini de
termes on a :

> sup(z 2y Thig,..i,(D) = b, (D)]]) < e

0<ip<R

Ce raisonnement pouvant étre tenu pour tout R € N on a :

Z sup (|22 [hig...i, (D) — hiy i, (D)]]) converge et que de plus :
0<ip<R Q([a}
0<ip<R

Y sup(lag2y hig,..i, (D) = hi,_; (D)]]) < e

0,10 210

De 14, on déduit I'appartenance de u & O, 0, et aussi que [[u — uylla0, < €. Ce qui
signifie que (uy,),en converge vers u € @a,gg. [’espace est donc bien complet.

Soit, (’LL,’U) € (@aﬂg)?' Ainsi H(hi07--7iv)i07--,iveN’(gi07--7iv)i07--7iveN € (A(QC))NUH

tel que pour tout (zo,..,2,, D) € Qcla] ,u(z, .., 2, D) = Z zéo..szhio,__iv(D) et
0,000 >0

V(20 .y 20, D) = Z 202" gioi, (D). Donc & partir des résultats sur les séries en-

10,5-+,0 >0
tiéres et en utilisant la définition de @a,gg on a :

ux v(20, ..y 20, D)= Z 20,2 iy (D) % Z 202 gio (D)

30,010 >0 30,010 >0

_ Z zéo..zi” fim_.,iv (D)

i0,1yiv >0
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avec V(ig, ..,4,) € N**L | f; (D) = Z hig,..0,(D)gu .. (D) € A(€q). Afin de justi-
lo+1h=to
Lo+l =iy

fier I'existence et la norme de u * v on examine donc pour tout (2o, .., z,, D) € Q¢[a] :

20228 fion.in (D)
< Z |28 2 gy 4o (D)] X |22k vgu, (D)

l0+16:i0
lU+iZ:iU
< 37 sup(af by, (D)) x sup(lz .2y, (D))
o o el o
lU+iZ:iU

donc :
sup (|2’ -2 fig...in(D)])
Q¢[a]
< Z b vp D D
< sup (|02 hag...0, (D)]) % sup (|22 g1 (D))
lo+1y=io Qo] Qcla]
Ly +1h =iy
Fixons N € N :
> sup(|2).2 fi.in (D))
0<io<N $klo]
0<ip <N
io iy
< ST NS sup (g, (D)) sup (122 g 1, (D))
0<io<Nlo=0  l,—0 kel o]
0<in <N
N N
Z Z sup (|22 hug,..0,(D)]) sup (|26~ .20 ™" gig—1g....00-1, (D))
lo=0 0lg<io<N ko] Q¢la]
ly<ip<N
N N
=SS sup (i (D)) S sup (122, (D))
lo=0  1,—0 ‘¥l lo<io<N $¥lo]
ly<ip<N

< [lullaocl[ollag

Ceci étant valable pour tout N € N on obtient la sommabilité de la série, c’est a dire le
fait que uxv € ©40, et méme on a :f|uxv|a,0, < ||ullanlv]lag - Les autres propriétés
d’algebre et la commutativité s’obtiennent aisément comme sous algébre de A(Q2[a]) O

Remarque 3. La proposition précédente est valable avec ©° a0, 0 liew de ©,q.. Mais
on peut aussi voir ©° a0 Comme un idéal de l'anneau ©4 .
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6 Propriétés sur les espaces Qa,gc

6.0.4 Les espaces O, et ’analycité

La proposition qui suit est cruciale dans la démonstration d’existence de solution car
elle fait le lien entre les fonctions analytiques et les espaces définis précédemment.

Proposition 3. Soit f analytique au voisinage de (0,..,0) € C*t™ ! 4 valeur dans
C. On se donne ¢ = ((o,.,C) € BT et un ouvert Q¢ compatible avec (. Alors
(B, -, B, M) € (RT™)™ et Ja = (ap,..,q,) € (R™)"T tel que Y(uy,..,uy,) €
B, (0, 81) MO0, X - X B0, (0,8m) N O, on a:

w: (20, -, 20, D) = (20, -y 2o, U1(20, - Zpy D)y ooy (20, -+, 20, D)) € BHHQ& (0, M)
De plus, si uq, .., u,, sont de caractéristiques r alors w est de caractéristique r.

Démonstration. Comme f est analytique au voisinage de (0,..,0) on a
(g, ., A, By ooy Br) € (RT)™TUFL tel que V(20, .., 20, Y15 - Ym) € B(0,00) X .. X
B(0,a,) x B(0, 1) x .. x B(0, B) :

_ § J1,- ,J lo J
f(z()u -5 2y Y1, 7ym) - azo . Z yl ynfbn

10,510 >0
J1s-Jm =20
et > lalim =l z Ty gl < M
104enyin>0
J15-dm =0

En outre, on a par passage a la limite que :

> lalrilaol g |Bi P Bl < M
io,--,inO
J1s-2dm =20

On choisit donc (u1, .., um) € Bjj, 4 (0, 1) N6 g X - X Bjjjag, (0, Bm) 0 60 q.- On note
pour tout (2o, .., z,, D) € Q¢[a] :

ul(ZOa ..,ZU,D) = Z ZO Zlvhlo Sl (D)

l0+..+lv21

,.’U/m(Zo,..,Zv7D>: Z zéo Zlv lo,- ,lU<D)

l0+..+lv21

Ce qui implique par définition sur Q¢[o] :

ur(z0, 20, D) < Y ol 2l iy, (D)] < 51

lo+..+1,>1

(20, 2 DI S Y 2]z AE 4, (D)] < B

l0+..+lv21
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Ainsi V(zo, .., 2, D) € Q¢la] que f(2o, .., 2y, U1, .., Un,) est bien défini. De plus sur Q¢[a]
on a:

(205 -y 20, U1 (20, oy 2oy D), ooy U (20, -, 20, D))

= > avira iz (Y b (D)

10,5.+,0 >0 lo+..+l,>1
J15-3m 20
l Jm
o E 2, 2y hyt (D))
lo+..+lv21
§ 70 iy I
zO "z’l}vhi07--7iv<D)
105500 >0

O les izm sont des polynomes en hj , bour j € [1,m] et lo +..+1l, <ig+..+1i,. Du

fait que les h,0 , sont des polynomes en h 1,,0n a que Vig, .., i, > 0, hig i € A().
En s’appuyant sur ce qui a été fait avec le produit de 2 éléments dans @a7QC, on a pour
tout N € N :

> sup(|z.2hig i (D))
0<i0,.in<N
< > abalBlgir <M

i0,.yiv >0

Ce qui assure la sommabilité de la série et aussi le résultat escompté. Supposons que
U1, .., Uy, soient de caractéristiques r. Pour montrer que les h;, ;, se prolongent en un

IR AEC)

élément de S [Dln(D), .., D(In(D))"], il suffit de remarquer que les h;, _;, sont des poly-

nomes en hj ;, dont les monomes sont de la forme hfg jo X o X hjy"((f(? f:)) i) avec
2 0bv . et
Vk € [0, u(zo, )] hg,‘j 4 S€ prolongeant en un élément de S’ [Dln(D) ., D(In(D))"].
V(Z(), B )
Or par homogénéité du terme z...z% on a que Z l'g = 1p.
k=0

On en déduit donc aisément que h;, , se prolonge en un élément de
S®[DIn(D), .., D(In(D))"].

O

6.0.5 Equations dans S*[DIn(D),..., D(In(D)")]
Une autre proposition utile concernant les ©, o, est énoncée ci-dessous.

Proposition 4. Soit u € ©4.q.. Alors (hiy,..i,)io,...iveN € (AQc[a]))N™ tel que pour
tout (29, .., 2y, D) € Q¢[a] :

u(207"7ZU7D) = Z ZO thlo,--,iv(D)

i0,00siv >0
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Alors la fonction v définie sur |0, L(a, ¢, Q)| par :
v(t) == Y () (Go)  hig, i, (D(2)) (15)
i0,0yin>0

est bien définie et continue sur )0, L(c, ¢, )|, de plus :

Yo sup ((G(8) (o) hig,.i (D)) < Hlutllae, (16)

Démonstration. Fixons(ig, .., 4,) € NUTL.

Soit ¢t €]0, L(c, (,8)[, alors par définition D(t) € €. De plus, par définition de
L(c, ¢, 8) pour tout (2o, ...,2,) € B(0,(o(t)) x .. x B(0,((t)) on a (2,.., 2y, D(t)) €
Qcla] . Ainsi Y(zo, ..., z,) € B(0,¢p(t)) x .. x B(0,(,(1)) :

|22 hig,..is (D())] < gu[p](\ZéO---Zi hig, i (D))
¢ [0}

Par passage a la limite quand zy — (o(),..,2, — (,(t) on a :

[Go(t)" -G (t)" B (D(1))] < 5%29](\28'0---23}”hio,..,zv(D)I)
¢ [0}

Et ce raisonnement peut étre tenu quelque soit ¢ €]0, L(«, ¢, £2¢)[. Donc :

sup  ([Go(t)"-..Co(t)" Pig,..i, (D)) < sup (|22 b, (D))
10,L(a,¢,82¢)] Q¢[a]

Ce qui donne bien :

Yoo sup ((G(8) (o) hig,..i (D)) < el (17)

104ee,80>0 ]O,L(a,C,QC)[

De ceci, on tire aisément que v est bien définie et de plus ces sommes partielles continues
convergent uniformément vers v , donc v est continue. O

Le lemme qui va suivre ne concerne pas directement les espaces O, q,, mais s’averera
utile pour décrire les h;, ;, € A(€) utilisés par ces derniers.

Lemme 3. Soit h solution bornée de I’équation :
DR (D) — mh(D) = a(D)(DIn(D))" ... (D(In(D))") sur]0,1]

Avecae S meZ, (i1,...,i,) €N tel que iy +...+i, =k > 1.

1°"cas :St k > m alors h peut s’écrire comme un élément de
S¥[DIn(D), ..., D(In(D))"]

2¢cas : Stk =m
- Si i, = k et a(0) # 0 alors h peut s’écrire comme un élément de

S*[DIn(D), ..., D(In(D))"].

~ Sinon, h peut s’écrire comme un élément de S*[DIn(D), ..., D(In(D))"]

3ecas : Sim >k
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-8t i, = k et a(0) # 0 alors h peut s’écrire comme un élément de
Sk DIn(D), ..., D(In(D))"].
— Sinon h peut s’écrire comme un élément de S¥[Din(D), ..., D(In(D))"]

Démonstration. on rappelle que pour i # —1 et 7 > 0 une primitive de DIn(D)’ sur
L (—=1)' D" jlIn(D)7 !
2 (i (- )]
pour D dans le disque de convergence.

10, 1[ peut s’écrire Dans la suite, on posera : a(D) = Zaka

>0

1°"cas :Si k > m
Une étude formelle avec variation de la constante nous méne a :
= ZalD”k’m’lln(D)“*"'*”T ,ork>mdoncVl>0,l+k—m—12>0. Ainsi
1>0

pour tout [ € N | une primitive de D*=m=1n(D)a+-+rir gur 0, 1] peut s’écrire

i1+z.+7”ir (_1>pD[+k;_m(Zl _'_ o + T,Z'r)!ln(D>i1+...+T‘iq«—p

(l+k—m)rtl(iy + ...+ ri, —p)!

p=>0

Etudions & présent la sommabilité de :

Z (i1+z.+rir (_1)le+k—m<Z~1 4.+ ,,,ir)!ln(D)z‘l-y...-yriT_p) Z D)
a _ .
120 | >0 (I+k—m)P+i(iy + ...+ 7ri, — p)! !

Soit a €]e™t, 1] et pour tout D €]0,af :

B Z(zﬁim‘ ai(=1)PDFF= () 4+ 4 i) In( D)t riep |)
(l +k— m)P+1(i1 + ..+, —p)!

>0 p=0
i1+ iy
< Z Z ‘al||D|l+k7m<Z'1 + ...+ mr)!‘ln(D)Vﬁ...m;fp
>0 p=0
i1+ +rin
= (Z|al||D|l)( Z |D|k_m|1n(D)|Zl+m+m_p)(i1 + ...+ 7i)!
>0 —0

Etant donné que a € S ,3M, > 0 tel que
VD €]0,alVp € {0,...,iy + ... +7i,}, Y |a||D|' < M,. De plus si D € [e7 !, qf
>0
,|ln<D)‘i1+”'+riT_p S 1.
Donc pour tout D € [e™ ! af , [¥] < My(iy + ... +7i, + 1)laF™.
Par contre si D €]0,e”![ ,[ln(D)|*TF"=P < |In(D)[* " | ainsi pour D €
10, e on a[*] < M,(iy + ...+ 7i, + 1)|D¥=mIn(D)ir+Frin|.
Or D — DF=™n(D)%++r est bornée sur |0, 1] car k —m > 1.
Pour finir AN, > 0 tel que VD €]0, o, [x] < N,.
Sur |0, af , > u;(D) converge normalement et de plus Y uj(D) converge également
>0 i>0
normalement car 3 u)(D) =[1] Ce qui conduit au fait que D — Y u;(D) est une
>0 >0
primitive de | 1 |sur |0, a[. Ce travail pouvant étre mené pour tout a €le™!, 1], donc
D — > w(D) est une primitive de | 1] sur |0, 1[.

>0
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Reprenons & présent o €|le™!, 1], en utilisant le théoréme de FUBINT on a VD €
10,af :

i1+ iy

Suwpy= Y YL D' D™ (—1)P(iy + ...+ ri,)lIn(D)it-+rirp

1>0 =0 1>0 (+ k m)PH (i 4 A i = p)!

i1+t F Ty | |
= ) by (D)DF (D)t

\ _ aD'(=1)P(iy + ... +7iy)! . '
Ou b,(D) = ;@.1 A — )k —m)pT on vérifie facilement que a, €

S.
3C, € R, tel que pour tout D €]0,1] :

i1+t FTip '
Z b,(D)D*In(D)11+++7=P 4 CyD™

On choisira Cy = 0, si nécessaire, dans le cas ot m < 0 afin que h reste bornée.
Si p = 0 alors,

DFIn(D) -+

= (DIn(D))" ... (D(In(D)")) € S¥[DIn(D), ..., DIn(D)"]

Montrons & présent par récurrence sur p € {1,...,4; + ... + ri,} que
DFIn(D)i+++7=P est un monoéme de S*[DIn(D), ..., Din(D)"].

=1:
p—Onai1+...+ir:k>m20don0 il existe ko € {1,...,7} tel que ig, > 1.
DHn(D)it+rin=1
= (DIn(D))™ ... (D(In(D))*)x =t (D(In(D))" ) D(In(D))*~*
= (DIn(D))" ... (D(In(D))" =)=+ (D(In(D))* ) ko~
. (D(n(D))")rsi ko > 2
= D(DIn(D))*'.. . (D(In(D))")"si kg = 1
Dans tous les cas DFln(D)"**rr  est un  monoéme de
Sk¥[DIn(D), ..., D(In(D))"]
p—p+1:

p <i1+...4+7ri,—1. D’aprés ’hypothése de récurrence, il existe oy p, ..., a; )
dans N et 7, € S tel que

DFIn(D)*++ 7+ P = 5 (D) (DIn(D))* ... (D(In(D))")*»

T
avec y a;, < k. On applique alors la méme méthode que pour le cas p = 1
i=1
a savoir l'existence d'un kg € {1,...,r} tel que ag,, # 0. Si c’est le cas le
raisonnement tenu pour p = 1 est de nouveau valable. Dans le cas contraire
cela signifie que Vi € {1,...,r} ona ;, = 0et donc iy +...4+7ri, —p = a1 ,+
..ray, = 0. Donc p = 4;+. . .4+7i,, ce qui est absurde car p < 4;+...+7ri,—1.
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Ce qui termine la récurrence et aussi le premier point du lemme.
2°cas :Si k=m

) . In( D)) t-+rir
: Zallel(ln(D))zlJr...err +a0( ( ))D

1>1

Au vu du cas précédent il existe Cy € R tel que :

i1+...+rip

al(=1)PD iy + ... +ri) ., i
h(D) = DFln( D) ttrir—p
I SIS = GRS LN

r:apzb)es
Dkln(D)ilJr...er'rJrl
S TNE TR |

En utilisant le 1¢" cas on a que le premier terme de la somme ci-dessus
est dans S*[DIn(D),...,D(In(D))"]. 1l ne nous reste plus qu’a s’occuper de
D¥In(D)it-trirtl,

> i, =k >1donc Jky € {1,...,r} tel que i, # 0.
p=1

p=0 (.

Q, + CoDk

Notons k = min (ko € [1,7] tel que iy, #0).

~Sik=r

alors k = 7,.0n cherche alors (ay, ..., q,) € N" tel que

D (Dln(D))™ ... (D(In(D))")* = (D(In(D))")*(In(D))
ar+...+ra,=rk+1
ar+ ... +a. <k

Ora;+...+ra, <r(a1+...+a,) <rk

1l est donc impossible que (D(In(D)")*In(D) soit dans

Sk[DIn(D), ..., Dln(D)"+1].

Par contre (D(In(D)")"In(D) = (D(In(D))")* "' D(In(D))""*

~~

€Sk [DIn(D),...,DIn(D)"+1]

Ce qui conduit au systéme suivant :

— sinon 1 < k<r
(D(ln(D))’%)i%~. .. (D(In(
= (D(ln(D))’f“)(D(ln
= (D(In(D))")'* 1 (D(In(D))**!)sn*t . (D(In(D))")"

4

D))")"In(D)
(D)*)it .. (DIn(D)")"
)

~~

€Sk[DIn(D),...,DIn(D)"]
Ce qui parachéve la démonstration du 2¢ point du lemme.
3¢cas : Sim > k

~Simé¢N*alorsVl>0,l+k—m—1% —1. On obtient alors une primitive de
de la méme maniére que précédemment et toutes les solutions de 1’équation
sont dans S*[Din(D), ..., DIn(D)"]

— Sim e N*:

_ Z alDH—k—m—l(ln(D))il—i—...—f—riT + am_kD_lln(D)il—’—"'—HiT
>0
I£m—k
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En s’appuyant sur les résultats des 2 premiers cas, on a 3Cy € R tel que VD €
10,1] :

h(D)

11+...+riy I 1/ )
a(—=1)'D"(iy + ...+ 7i,)! L i
= DFIn( D)@t 1rr—P
E: (Z (il—|—,_,—|—7’Z'r—p)!(l—|—k—m)p+1> n(D)

p=0 >0
l#m—k
€s
Dmln D i1+...+rir+1
"—C()Dm + Qpy—f = ( ) -
...+, +1

Il nous reste donc a examiner D™In(D)%+Frirtl Avec les mémes notations que
dans le 2° cas, on suppose que :
— si k < r alors

Dmln(D>I%iE+...+rir+1
= Dm"“(Dln(D)’;)Z}% . (D(ln(D))i)”(ln(D))
= D" *(D(In(D))")* " (D(In(D))* )"t .. (DIn(D)")"

4

~~

€Sk[DIn(D),..., DIn(D)7]

— sinon k = r Donc k = 1,

D™n(D) " = D™ *(D(In(D))")" (In(D))
= D" F{(DIn(D))(Dln(D)")""

'

€Sk+1[DIn(D),..., D(In(D))7]

Le résultat est optimal dans le sens suivant : D*In(D)7 ne peut se décomposer
qu’en (DIn(D))(D(In(D))?)? dans S[DIn(D), D(In(D))?].

O

7 Théoréme d’existence et forme des solutions

Le théoréme qui suit représente le résultat principal de cette partie, il servira no-
tamment & donner réponse quant aux questions de ’existence et la forme des solutions
des systémes de la partie précédente, dans la plupart des cas.

Soit ny,...,n, des entiers naturels non nuls et n € N, n > 2. On se donne également
A e GL,(R) tel que A = (a;;)1<; j<; soit triangulaire supérieure, ainsi que des fonctions
fi analytiques au voisinage de (0,...,0) en chacune de leurs variables. aprés le choix
d’une fonction ¢ de N* dans N*, on définit pour tout (k,j) € T, := {(¢q,7) € N? tel que
1<g<n-—1let1l<r<g¢(q)} les fonctions ey ; sur R** par :

k,j k,j k,j
_aL_i_L_F +£
e kth T (k—1th=1 T t

er,j(t) =

k.
t%
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Avec V(k,j) € T, , % ,...,Oé]]:’_jl >0, ai’j > 0
De plus les aO’J sont supposés entiers. Ces fonctions peuvent étre réordonnées avec un
seul indice sous la forme : (1, ..., (,. On pose également (, : t — t définie sur R*™*. Nous

laisserons alors au lecteur le soin de montrer que ¢ = ((p, .., ¢,) € Bt

Théoréme 3. Pour p € N* on considére le systéme d’équations suivant :

thJrl /+a’llul+ +aflpup COfi(<07"7<v7u17"'7U‘p7w17"'7wm>7Vi € [[1,7]7]] (18)

On suppose que les a; ; sont complezes et que les R(a; ;) sont non nuls. Les fonctions f;
sont analytiques au voisinage de (0,...,0) en chacune de leurs variables . De méme il

existe a° = (ag, .., a)) € (RT™)"" et Of un ouvert compatible avec ¢ tels que pour tout

1€ [[Lm]] , ON ait wz(t) = wz(CO(t)a agv(t)’D(t)) sur ]O,L(ao,g,ﬂg)[ avec w; € 620792

Alors, il eziste o' € (RT™)"" et Qp un ouvert compatible avec ¢ tels que Vi € [1,p] :
ui(t) = v;(Co(t), .., Gu(t), D(t)) sur 10, L(a*, ¢, Qé)[ et v; € @gvﬂ%

De plus, si on suppose que wy, ..., w,, sont de caractéristiques r, alors vy, ..,v, sont de
caractéristiques r.

Démonstration. La preuve consiste en 3 étapes : la premiére étape nous permettra
d’amener le probléme dans 1’espace des solutions voulu ainsi qu’a la définition d’opé-
rateurs nécessaires a la deuxiéme étape qui montrera I’existence de solutions. Enfin, la
derni¢re étape montrera la particularité de ces fonctions dans ©,,q, -

Etape 1
Il sera utile d’écrire les ¢; sur €2¢ de la fagon suivante :

Vi e [0,v],Vz € Gi(z) = €8

1
o(S2)”
Quitte & réduire €2, on suppose que les & sont analytiques sur ﬁﬂc)'

Nous nous proposons de réduire I’équation (18), en posant Vi € {1,...,p}, u;(t) =
v;(Co(t), .., & (t), D(t)). En injectant v; dans I’équation (18) on obtient Vi € [1,p] et
Vt>0:

ov
1)8D

= CO(t)fz(§0(t)7 ces CU( ), Uty ... ,’Up, W1y .ey U}m)

En utilisant le fait que ¢t =

£ (D (t) — g Z G(HG() + Gili + ..o+ Giply

(D(t , Péquation devient :

1 ov 0vz~
W(D (t) — 1))8D + Ty Zfl )Gt )6—2'1

a0 + -+ v = Colt )fz(Co( ) Gt ) vla---,vp,wl,--,wm)



48 THEOREME D’EXISTENCE ET FORME DES SOLUTIONS

Nous sommes donc amenés & résoudre une nouvelle équation différentielle en
(20 -y 20, D)

1 ov; 1 8@
- (D*-1 § : 19
@(D)"Fl( >)8D o(D)natt fl 9 (19)
+a; Ui+ . iUy = 20fi(205 5 20, UL, - o, Up, W, oy Why,)

Dans la suite on étudie les solutions des équations suivantes :

=u (20)

1 O
o P 055+ e 9

1° cas : si R(a;;) >0
On se donne a = (ap,..,a,) € (RT)"F1. Clairement, on remarque que Qf =
Q¢N{z € D", Re(z) > 7(, ()} est un ouvert compatible avec (. De plus a(2§) =
mazx(a(§l), (). On choisit Qq, ; n, ¢ C QF un ouvert compatible avec ¢ de telle
fagon que a(Qq, ,; n;c) = a(€2F) et VD € Qq, ¢

al ch(D)"z |S0( )|n1 —ai’icp(s)ni

|ds| < +1

1
%(ai,i)

Ce qui est rendu possible en utilisant le prolongement par continuité de cette
expression pour tout D € I. En effet pour tout D € I on a :

%M(D)"Z‘ / Inz—l‘ M\d | 1
|52 — 1 = R(a)

On définit alors 'application A, (a;;) de ©4.0, .

I'p ‘32 1| ‘

dans ©,0, ¢ telle que pour
’ PR

tout A
w= > @ zhi, (D)€ Oug, . onait:
105580 >0 ’
An(aig)(w) = >, 2z Hi (D)
10y.-y00 >0
a4,i (D) ) (5)
e g . (s 1 A
205--52 go(ﬁ)10§v(@(ll)) )7/1) T'p 82 — 1 (p(s)
& )i _ﬂd
—)"ve ng S
“o(s)
Montrons tout d’abord que Anz(az,z)(u) € @a,Qaii,ni,C pour u € @a,ﬂaii,np('

Soit u € O, . . tel que u = Z 2020 hig, 0 (D) sur Qg clol.

§0y0nyi0 >0
Alors, pour tout (2o, .., 2y, D) € Qa, , n,.c[] et tout (i,s) € [0,v] x 'p on a:
Ci(ﬁ)zi 1 ( t )

< |G

‘<| i| < ay

yrmmy Sl o e
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Ainsi, Y(20, .., 20, D) € Q4 , micla] et ¥s € 'p on a
Go( S))zO G S))Zv
CO(cp(D)) o C“(w )

(20, -, 2o, D) € Qo miclo) et Vs € I'p

,8) € Qg micla). Ceci nous donne donc pour tout

()20 Gl
S sup (IS PRI ey (9)]) < Dl

( 1
10y.-y00 >0 Qai,i’ni,ﬁ CO(W) Cv(m)

Y(20, - 20, D) € Qg micle] on a

202, Hig ZU(D)I

)
- |/ CO SO(D) ‘ Cv(ﬁ) |

(s )‘""1 @i (D) a ()™
X Nhig,.oin ()| 777 1 e fle e |ds
Qo) Gl
< sup (|l " | ig,..in (5)])

Qa”nlg[a CO 1 ) gv((p(D))

ag,ip(D)" ,an D)nl —ajip(s)"t o)™
I / Is2 " lds]

<o< D, Gl
G (o)

< 1
= (%(ai,» " )Qalfq;ff’ Uy @(MD))

= sup (|2 Hig,..i,(D)])

Qai,imi,C[a

" hig,...1, (5)])

(o(ﬁ) |z’o___|C”(sO(18))Z”‘

1
Rlas) >na“i“§a] ( Col =)

Et donc en notant N € N*, on a :
> sup (|22, Hig,..i, (D))

0<io,in<N Laiimicla]
CO(%) o Cv(

1 Y v iy . (g
= (éﬁ(az,z) _'_1) Z SUp (‘ Q‘O( ) | | gv( 1 ) ‘ |hlo,~~,lv( )|)

10,--,iv20 Q@

ag ism4,C

1
< + 1 o
- (%(azz) el a4y

De plus, en utilisant le théoréme de convergence dominée, on montre que H;, ; €
A, inic)- Ansi on a Ay, (aii)(u) € Oag,, e €t [1An (@) (W)lla,, ,n.e <
(m(i“) )||u||aQ - Par linéarité on a que A, (a;;) € L(Oan, . ) et
1 Aw (@)l < 52 + 1.

2¢ cas : si R(a;;) <0

R(a; z)
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On se donne o = (ag,..,a,) € (RT)"*1. On remarque facilement que Qf =
QcN{z € D", Re(z) > 7(a, ()} est un ouvert compatible avec (.
De plus a(Q¢) = maz(a($), 7(a, ().

Choisissons C; €] |:niln(z)+|§R‘(fi(j;"i()gj)(a(ﬂ?)))ni ] n%, <p(a(1§22")) [. Nous définissons un chemin
continue I'c, p C QF allant de D(C;) a D € € .

e, p est composé du segment orienté [D(C;), D(Re( (D)))] et de

{D(Re(557 + i0Im( ))))/Q € [0,1]}. On vérifie par construction de Qf que
I'e,.p C S% pour tout D € QO‘ On choisit Qq, , c;nic C Qa un ouvert compat1ble

avec ¢ de telle facon que a(QawC“n“C) = a(QO‘) et VD € Qaz,z,Cz,m,C

a“v D)”Z | / | —agqp(s) |d | 1
e m s| < +1
IS2 [ R(ais)]

Ce qui est rendu possible en utilisant le prolongement par continuité de cette
expression pour tout D €]a(2¢), 1[. En effet pour tout D €]a(Q¢),1[ on a :

T —ajip(s)™

2igp D) p(s)|™ | —twset
e | WW m|ds| <

Te,,p

1
1R (aq;)|

On définit alors I'application A, ¢,(ai;) de ©a0, . . . dans On0, . . telle
que pour tout ’ 7

— o i .
U= E 202y hig iy (D) € @a,ﬂai,i,ci,ni,g on ait :

104,000
Aniycz all Z Z ZUHZOv 0 (D)
104- 500 >0
ai’i(p(D)n'L h ( )
e ni . . 8 .
ou H;, ,--,iv(D) = : : / Mw(s)m—lgo(_)zo
0 om0 Golgimy)™ Jre,n 82— 1 p(s)
Glyee 5
G(—=)e” s
o(s)

Montrons tout d’abord que Ay, ¢, (ai:)(u) € Oaq,, , ;e POUT U E Ong, o -

Soit u € On0, o, . tel que u= Z 2020y, o (D) sur Qg il

1050051020
Alors pour tout (2o, .., 2y, D) € Q4,,.cimic[] et tout (i,s) € [0,v] x I'¢, p on a:
S Ly
Gl omy) Te(s)
Si s € [D(C}), D(Re(%D)))] alors il y a 2 possibilités :
- Si D(Cy) < D(Re(ﬁ)) alors :
Ci<¢(ls)> i 1
<G < G(G) < o
1
Glew)=
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- Si D(C) > D(Re(ﬁ)) alors

D R

»(D
e e

< |zl < a

Pour le cas ou s est dans la seconde partie du chemin de I'¢;, p on fait de la méme
maniére que pour le cas a;; > 0. Dans tous les cas, on a pour s € I'¢; p :

Ainsi, Y(20, .., 2y, D) € Q, ,.cinicla] et Vs € T, p on a
Gol( S))zO Go( S))Zv S)
Qo)) " ooy

(20, -y 20, D) € Qai,i,Ci,m,c[Oﬁ] et Vs € I'g, p -

€ Q,,cinicla]. Ceci nous donne donc pour tout

CO<$>ZO Gl (15))21} ,
sup (| .= N Rig,..i0(S)]) < Nullaq, .,
Z . ( Co(ﬁ) Co(=1) 0 ) 0,1:Ci6

10,-.,00 >0 Qai,bci,"i, [a]

V(Zo, -5 2wy D) € Qai,u@ﬂh(b‘] on a:

202 Hy (D >|
1
<| / CO ”(S |° olam),
< it

gv(m)
|90( )|"1 1 apieD™  age(s)™
X Dy, (8 )|71| e i le o |ds|
Co( 7)%0 Gloi)2
< sup \ ... || Paig,. (5)]
QallC ni,¢ ( 1[) ) g'U( ) ’ )
aj,ip(D)" ZAP(D)”Z || / n171| —alylgp(s)nz |d |
e " S
re,p 15°—
! Gl Gl
<(m——+1) swp  (|—F .| —=F "1 hig...in (5)])
|§R(az,z)| Qa; ;,05.m;.¢l0] CO(ﬁ) Cd%p)) ’
Co(ﬁ)zo gv(ﬁ)zv

" hig,...1, (5)])

sup  (|——1—".. )

Qaimcimi,C[Oé} CO(W) Cv(m)

= sup (|52 Hig,.i, (D))
Qai,i’ci KNS (o]

1 Qo(ﬁ)zo o Cu(w(ls))zv ‘

sup

< (o + 1
(|%(ai7i)| )Qaimci,ni,g[a](‘ Co(ﬁ)




52 THEOREME D’EXISTENCE ET FORME DES SOLUTIONS

Et donc en notant N € N*, on a :
> sup (|22, Hig,..i, (D))

0<ig,..,iv <N Qa; 5,04m.¢[0
1 1
CO(sD(S) )% io C”(90(8) )%

1 b|p. (s
= (|§R(azz)‘ +1) Z Sup (| CO(ﬁ) ‘ ‘ Cv(ﬁ) | ‘h207--72v< )‘)

’ 10000y 0>0 Qai,i,cpni,c[a}

1
< (= +1)||u||a
= (|§R(am)‘ )H H a; ;.05mi.¢

De plus, en utilisant le théoréme de convergence dominée, on montre
que Hio,--,iv € A(Qai,i70i7ni7C)' Ainsi, on a Ani,Ci(aLi)(u) S @a,ﬂa“,ci,ni,g

et || An, i (ai)(u )Haﬂacn< < (—\%(;,i)\ + 1)||U||aQach . S’en suit que
A1) € £Oany, o) €t A cy(asi) | < o 1

Ainsi si on se donne a = (g, .., ,) € (R™)*"! on peut définir quitte a fixer un certain
nombres de constantes arbitraires,

Qg = N Qs misc N Q,,.0imsc un ouvert compatible avec ¢ tel que
iE[[l,p]],ai,i>0 Z'E[[l,p]],aiﬂ'<0

a(ﬁ?) = a(Qg). Sur @a e les opérateurs précédents sont encore définis, leurs normes

toutes inférieures a \9‘?( Bl + 1. De plus, par construction de ces opérateurs, pour tout
u € 0O, ge et tout i€ [1,p] , Ap,(aii)(uw) ou Ay, ¢,(a;;)(u) (suivant que R(a;;) est
strictement positive ou négative) est solution de I’équation :

W(D - 1))8—D+WZ€Z(W)ZZ0_m+ai’iv:u (21)

A présent, soulignons une propriété importante des opérateurs A,,(a;;) ou A, c;(ai;)
(suivant que R(a;;) est strictement positive ou négative). Pour montrer cette propriété
nous allons fixer ¢ € [1,p] et son a;, correspondant, si R(a;;) < 0 nous fixons C; de la
maniére évoquée plus haut. Pour plus de lisibilité, nous noterons donc A; I'opérateur
A, (a;;) ou Ay, ¢;(a;;) suivant les cas. On vient de voir que pour u € @aﬂ?, on a

9 N . 9 . ~ Nv+1
v=A;(u) € @aﬁ? c’est a dire qu'il existe (hiy._ i, )io....in<0s (Gig....iv Vio....in<0 € (A(Qg‘))
tel que sur Q~2‘ [a] :

(20, .., 20, D) = Z 202" hyy (D)

i0,0myin >0
_ 0 )
et v(2o, .., 2y, D) = E 202" Gio.w(D)
205,50 >0

Or v vérifie sur Q? [a] équation (21) donc d’une part en qualité d’espace vectoriel on a
U — a; ;v € @aﬂ? c’est a dire que :

1

31} 1
2
WU) a 1))0D (D nl+1 Zgl Zl— € @a oo
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Mais en plus, on a sur Q~§‘ la] :

S el [Wuﬁ 1), ...(D)

20,500 >0

) VERI NS Z Zlgl glo (Dﬂ

= Z 202y [hio,--,iv(D) — @i,iGi,..i, (D))

10,5-+,80 >0

Donc par identification (on fixe D puis on utilise I'unicité du développement en série
entiére), et en utilisant le fait que u — a; ;v € @a,dg ona:

W2 —————(D*~1)g, , (D
8Up(|20 Zy [@(D)nz_l( )gzo,..,zv( )

i0,0yiv>0 2[a]

1
+WZ lfl( o(D ))920 (D)M)

=

v
< lu = avllo goe) < 2+ lai) lullo,gop0
¢ <

Posons a présent w la fonction définie sur ]O,L(a,C,Q%[a])[ par w(t) =
D ioninz060(1) .G (1) gig..i, (D(t)). On sait par la proposition 4 que w est bien dé-
finie. Mais de plus, on peut utiliser la dérivation termes a termes. En effet fixons
ag €0, L, ¢, Q%[a])[ , pour tout t €lag, L(«, C,Q%[a])[ on a:
d i i
2 (&) -G ()™ gig, .., (D (E))) (1)]

1 i0 iy 2 /
= | < 16 (®) -G (t) [W(D(t) — Di,...i, (D(1))

1 ~ 1
+ W;Zl&l(w D(t)))QZO,..,qu(D(t))M

(D* ~1)g},. ... (D)

205-+yv

1 0
< o (-2 %(D)ni—l

ag' 32 o]

1
+szlfl( ( >)gzo (D)]D

=0

v

Donc la série des dérivées termes a termes converge absolument sur tout
lag, L(«, C,Q?[a])[. Ainsi w est dérivable sur |0, L(a, , Qg‘[a])[ et de plus par passage
a la limite de 'équation (21) quand (zo, .., 2,, D) = (Co(t), -, Gu(t), D(t)) on a pour tout
t €]0, L(a, ¢, 2[a])[ :

tniw/(t) + ai,iw(t) = U(Co(t)a 0 CU (t)v D(t))
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Etape 2

Cette étape va démontrer I’existence, dans un certain espace de solutions, de ’équa-
tion proposée dans le théoréme. Ce qu’il manque en effet pour utiliser les opérateurs
définis dans la premiére étape, c’est de déterminer un o' qui permette 1'utilisation du
théoréme de point fixe dans un espace @al gal” Pour déterminer cet o' et également les
rayons des boules ouvertes qui seront stableé par récurrence, il faut que, les conditions
que nous allons expliciter plus bas, soient vérifiées. Dans un premier temps, il nous faut
obtenir o' de telle maniére que pour tout i € [1,p] , 20./i(20, s Zu, V1, -+, Up, W1, -, Wy, ) Al
un sens .

Soit ¢ € [[1,p]. Comme f; est analytique en chacune de ces variables au voisinage
0 1 1 0 J1sedpiliselm
de (0, ooy O), dOIlC 3&272, aey O[%i, /8071', ey ﬁg,i’ VO,Z" “ey /yg?l > O’HMO,Z > 0 et (alg”lf’ll ) E

CNp+m+UX[[Lp]] tel que v(207 ~y Ruy Yl o Ypy L1y -0y "L‘m) € B(O7 ag,i) X B(O7 ag,i) X B(O7 5872) X
B(0, By ;) x B(O,’yOl,i) x .. B(0,7g%)

_ ]17 7]P7l17 7lm 'l() _] [
Fi(20y oy 2oy Yty ooy Ups T1evy Tppy) = E a;, L2yl Y2 rght LTy (22)

10,-.,80 >0
J1sJp20
11,-,lm>0
et 3l It gz el g [ < Moy (23)
10,80 >0
J15-,3p20
11,-slm >0

(24)

De plus, en utilisant les résultats sur les séries entiéres, on a Vk € [[1, p] ,EIMO’C’Z, > 0 tel
que sur B(O,a%i) x . B(0,ay,;) x B(O,B&i) x .. x B(0, 5 ;) x B(O,fy&i) x . B(0,v%) :

> Gelagy izl gy g < MG (25)

10,8020
J1sesip 20
11, lm >0
Dans la suite, on notera pour tout ¢ € [0,v] , a) = Tr[[nn]](agi). De méme, on note
i€[1,p ’
M = maz (Mgz) et B - mm (BO z)
i€]1,p] i€[1,p]
ke[0,p] ke[[l,p}]

Afin de pouvoir utiliser ces expressions avec les wy, .., w,,, il convient de s’assurer que

la norme de ces derniéres, ne soit pas supérieure aux vy = m[[aa:](fyol) pour k € [1,m].
1
Les w; sont dans @a0,92 ce qui permet quitte a réduire les o, .., a? d'imposer que Vk €

[1,m] :

[willao 00 <

On définit par récurrence les constantes b, pour k allant de p de 1.

— by = (p-M)(m( ] + 1)

— pour k € [1, p—l]] on a:
1

o = (Rar]

+ 1) [p.M + |ak g1 |brrr + o+ |ak,p|bp]
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Le maximum de ces b, est noté b :

b= b
Qﬁﬁ(“

Fixons a présent o' = (af, .., al) tel que Vi € [1,v] :

1
aj <min(a), o) et ay < min(al, a? ﬁ)

172 2b

Le travail de I’étape 1 pour construire les opérateurs A, ¢, (a;;) et Ay, (a;;) a été fait
en partant d’un ouvert {2 compatible avec (. On peut donc effectuer le méme travail
mais en partant avec Qg comme ouvert compatible de base.

Une fois fixées les constantes arbitraires C; pour les a;; < 0, on peut alors définir les

opérateurs de I’étape précédente sur I'espace © ot . Pour plus de lisibilité, on notera
¢

A, Vopérateur A, ¢, (a;;) si a;; < 0 ou A J(a;;) sta;; > 0. On fixe alors Ql = QO o
On a Ql C Qg par construction, et les o} sont inférieurs aux ! , donc les w; sont dans
Oa1 01 et de plus Vk € [1,m] :

[wkllar,0p < e

Définissons I'application R = (Ry, .., R,) de (6%, Ql) dans (@gl,gé)p par récurrence sur

ces composantes de p a 1 :

R,(u) := A (20 fp(20, s Zus Uty ooy Up, W1, .., Wyy,)) PUIS
Ri(u) == Ak(20 fe(20y - Zus Uty ooy Up, W1, ooy W) — Qg 1 A (R (w)) — .. — ag pAr(Ry(w))

Dans la suite, on munira (0%, ;,)? de la norme produit suivante :
o

HML—ﬁﬁﬂUWMMQQ

Muni de cette norme, (02, ,,)” est un espace Banach.
s

Montrons a présent, par récurrence sur k allant de p & 1 que Ry est bien définie de
( al Ql) ﬂB” ||( ) dans @01 Ql ﬂB” || 1 Ql (O ozobk) et que ‘v’(u U) - (B“ ||(O,ﬁ))2 on
||Rk( ) = Bi(0)[lar,0r < aobk||u = Vf|ar01-

Pour k =p
Soit v = (uy,.,u,) € (O lﬂl) N By (0,6), on a Vi € [1,p] ,u; dans
By ||a1’02(0,ﬁ) C By 191( Bop) De méme, étant donné que Vk € [1,m] ,
w, € 0% N By |11 o (0, fyk) on peut utiliser la proposition 3 et I’écriture de

El < (&2l C

I'équation 22 pour démontrer que f,(20, .., 2y, U1, -, Up, W1, .., Wiy) € @a17ﬂé et de
plus :

||.fp(207 ey Bys Uy ooy Up, W, ooy wm)”a17§22 <M
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Donc, par propriété d’algébre de Banach on a zqf, (20, .., 2y, Uty .oy Up, W1, .., Wiy) €
Q0 ., et:

al,Qé
||20.fp(207 vy Ryy ULy oy Up, W1, -y wm)”oﬂ,ﬂé S aéM

De cela, on déduit que R,(u) est bien défini et R,(u) € @(o]clvﬂ} car
20 [ (20, -y Zu, U, oy Up, W1, .., Wiy) € @gl o1- Pour s’en rendre compte, il suffit d’exa-
miner cornrnent les A; opérent. En effet, si hy o = 0 alors Hy o = 0. Comme

11 Ap[] < W,y T Lona également :

_
|§R(ap,p)|

A présent, choisissons (u,v) € Bj ||(0 B), avec u = (uy,..,u,) et v = (vq,..,0p)
Pour tout (2o, .., 2y, D) € B(0,) x .. x B(0, ) x Q on a :

HRp(U)Hal,gé < ( + 1)04(1]M < a(l]bp

f (207"7211771‘17“ up7w17-- wm) _fp(z(]u"uzvuvla"7Up7w17"7wm)

bR’ 71771 3 j 1
E albrh ez [l — ol ol |wi Ll

205-- Z’th v p
104,000
10eerip 20
11, lm >0
. jly-vjpvllv“vlm 10 iy jl jp jl j2 jP L lP
= E @iy 2 2y gl — vt uy’ P |wy )
104.-y00 >0
10eerip 20
11, lm >0
_'_ a]lv 7]P7l17 7lmz’LO z’Lv [UJIuJQ u]p ,U UJQ,LL.]S u]p]wll wlp
105+ 00,D 0 v Y1 %2 -Yp 1 %2 %3 D 1 P
10y.-y00 >0
J10-er7p =0
11,.,lm>0
J1se0sdpl1y-lm _ig i, J1 Jp—1 Jp Jp I lp
+ E 7 A [V S D 17 — ol wRlw . w)
10y.-y00 >0
J10--r7p >0
19, ,lm>0
= E (205 <y 2oy ULy ooy Up, U1, ooy Vpy W, ..y Wiy
1<k<p
Fixons k € [1,p], on a :
(205 o 2oy Uy ooy Upy V14 oy Upy W1, ooy W)
_ J1seodpilisnlm _ig Jk—1 _ T4l Gpo 1 Ly
= E @ 2l il U 1[uk vk Mt
20,50 >0
1rrip 20
11, lm >0
_ jly 7]P7l17 7lm 20 1o jl
= (u, — i) g 7 AL 1 o
10,500 >0
1rerip 20, 21
11,0 lm >0
Jk—1
Jh— 1 Je—=1=0 171, Jk+1  jp, b1 lp
LU E w T wu Py

= (uk - vk)gk('zO) vy Ryy ULy ooy Up, V1y vy Up, W1, .oy wm)
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Or,

IR e  EN KMEN LSS
10yeyin >0
J15+050dp 20,4 21
11,-lm>0
B S 1 (B P L A L AT A
=0
<D0 la I ol L el
90,..,00 >0

G159 dp >0, 21
19, lm >0

e V1 k=1 (max Uk |, |V b ukﬂ' ..up' wy| Wy T <
o117 (maz(Ju], o) g [P0 Jup PP | |7 < M

Dong, en utilisant la démonstration de la proposition 3 ainsi que les inégalités (25)
on obtient que Gr(20, .., 2y, UL, -y Up, V1, oy Vp, W1, ..y Wiy) € Ba17Qé(0, M).

Ce travail peut étre effectué pour tout k € [1,p]. Donc en utilisant les propriétés
d’algébre de @a’Qé on a:

1 20.fp (20, -+ Zus Uty ooy Up, W1,y oy Wen) — 20 fp(20, -+ 205 V1, ooy Upy W1, ooy Win) || 01 01

¢
p
< ag Y Mk = vkllar.x M < agpM|fu — o]
k=1
Ainsi on a :
1
Ry(u) — R Lot < appM (o + 1) [Ju — v|| < ajb,||lu —
[1Rp(u) = Ry(v)]lar,0p < agp (W%’p)‘ +1)[lu— || < agbyllu — v
Supposons R, ..., R,41 définis et définissons R,
Par définition de Ry on a pour tout u = (uq,..,u,) € (0%, ,,)? (" By 1(0,5) :
Al
Ry (u) := Ap(20fr(20, -5 Zuy Uty o, Up, Wi, ooy W) ) — Qo1 A (Rig1(u)) —
e — akvak(Rp(u))

Notons également Rk(u) = Ap(20fi(20, -, 20, U, -, Up, W1, .oy Wiy) ).
Soit u = (u1,.,up) € (0% )P\ By (0,6) , on a Vi € [1,p], w; dans
Al

By, o (0,8) C By . (0,8} ,). De méme, étant donné que Yk € [1,m] ,
ot anil, ’
wp € 02, N By 1 1(0,7%), on peut utiliser la Proposition 3 et I'écriture de
’ C o=,
I'équation (22) pour démontrer que fi(20, .., Zy, U, ., Up, W1, .., Wy,) € @al,Qé et de
plus :

| fie(205 -y 20, Uty -y Up, W1, -y wm)Hal,gé <M

Donc par propriété d’algébre de Banach, on a 2y fi (20, .., 2y, U1, .., Up, W1, .., Wy,) €
0 :
@alvﬂ} et :

||20f/€(20a vy Ry ULy ooy Up, W1,y -y wm)Hal,Qé S OZéM
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De tout ca, on déduit que Rj(u) est bien défini et Ri(u) € @° a1l CATr
20 [k (20y oy Zus Uty ooy Up, W1, .oy Wiy) € @gl o1- Pour s’en rendre compte, il suffit d exa-

miner comment les A; opérent. En effet, si ho_ o = 0 alors Hy_o = 0. Comme
| Axl|l| < W+ 1, on a également :

b
[ R(ark)l

1

et M !
Ry T DM < aof

1Rk ()] o, ol < ( +1)pM

VI € [k + 1, p] Thypothése de récurrence nous assure que R;(u) € %, ., et que
Sk
[Re(u)[lar0r < agb;. Comme Vi € [k + 1,p] , Ri(u) € @glﬂé on a Ap(Ri(u)) €

@gflﬂ} , donc par les propriétés d’espace vectoriel de @gflﬂ} on a bien Ry(u) €
e De plus, I'inégalité triangulaire nous donne :

10l-
a,QC

I Re()llas a2 < 0 (st + 1) (M + ariralbess + ..+ laylby) = aghe

1
|R(anr)]

A présent, choisissons (u,v) € Bj ||(0 B), avec u = (uy,..,u,) et v = (vq,..,0p)
Pour tout (2o, .., 2y, D) € B(0,5) X .. x B(0, ;) x Qf on a :

fk('zO) sy Ry, ULy ooy Up, W1, "7wm) - .fk(an oy Ry, U1,y .y Up, W1, "awm)

o jly--vjpvllv“vlm 10 .71 jp -]1 jP l1 lP
= E a 22 [ugt e — ot o lw

10y sbv,K
104,000
J10dp =0
11,0 lm >0
= Jseodpilisolm _io [, J1 , dp 01,02 o Gpl. 1 Ip
- Z all()y oiu,k ZO "ZU [ul "up 'Ul u2 U/p ]wl ...U}p
ZO,--,ZUEO
J1s-3p 20
11,0 lm >0
+ gl I tetm o iy [Ujluj2 Wy — vl ol ujp]wll 'l
10,5500,k 0 --~v Y1 %2 --Yp 1 Uy Ug P 1 »
i07"7i1)20
J1s-dp=>0
11,0 lm >0

Jis-odplis-nlm g 1, Jp=1, Gp 01, 9p] il lp
+ g a2 2ot ol — ol ol )
§0,0,10>0

J1,-dp20
14, lm>0

= E gr(207"7zvaula"aupavla"avpawla“awm)
1<r<p
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Fixons r € [1,p] .

gr(207 oy Ry, U, "aupavla "7'Up7w1a "awm)

_ Jiyeodpsliselm io iy, J1 , Jr—17, .5 IR T P R M B} l
= E a R Vs S el [ VA A L Ve 1 T T

10,0k
§0y0yi0>0
3103p >0
11, lm >0
_ J1seodpolisedm _ig iy J1
= (u, — v;) E A A7 AR T
§0y0yi0>0
G1ndp 20557 21
11, lm >0
Jr—1
Jr—1 Jr—1=0, 11, Jr+1  dp, .11 lp
Rl E ul v Ju Py
1=0

== (ur - Ur)§r<z(]7 vy Ryy ULy -y up7 U1y .-y Up7 wy, .., wm)

SO ladymet |zl .
104eeyin>0
J15000dp20,9r 21
11,0,lm >0
Jr—1
"|U"’1‘JT_I[Z ‘ur‘ﬁilil‘vr‘l]|ur+1‘h+1--‘up‘]p‘wl|ll---|wp|lp
=0
=S S € i | E E EA R DA A
20y.+,%0 >0

J15-+55Jp20,0r2>1
14, lm>0

|vrma Pt (maz (], for )~ o [ fup PPl [ w7 < M

Et donc en utilisant la démonstration de la proposition 3 ainsi que les inégalités
(25) on a que §,(20, -y Zpy ULy <oy Up, V1, oy Vpy W1, ooy W) € BQI,QE<O7M>.
Ce travail peut étre effectué pour tout k& € [1, p], donc, en utilisant les propriétés
d’algébre de @a’Qé on a:

1201205 -+ Zos Uty -y Up, W1, oy Win) = 20 f1 (20, -5 Zu, V15 ooy Upy W1,y ooy Win) || 02 02

<

p
< ab Y lluy = vrllos M < alpM]ju - o]

r=1

Ainsi, on a :

. ~ 1
Ri(u) — R ot < appM (——— 4 1) ||u —
|| k(u) k(v)H 1,&’22 > P (‘%<ak,k)‘ )Hu ,UH
En utilisant ’hypothése de récurrence et la norme subordonnée de A; on a :
1
1Rk(w) = Ri(v)llar or < agllu = vll (7 + 1) (M + lags1lbrss + - + lan|by)
¢ | R(agr)]

< agbrflu — v
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Ce qui termine la récurrence. On déduit donc de la récurrence que (€9, Ql) N By (0,5)

est stable par R étant donné que pour tout k € [[1,..,p] ,« bk < b < 5. De plus, R
est contractante sur By (0, 8) car pour tout k € [1, .., p] ,agbe < afb < 5 1

On peut alors utiliser le théoréme du point fixe de Banach sur la suite (u,),en définie
par récurrence par :

uy =0 et ¥n € N,u, 1 = R(uy,)

I1 existe donc v = (vy, ..,v,) € (02, o)f tel que R(v) = v. Par construction de R on

a donc pour tout k € [1,p] , vxp = Ri(v) et donc chaque vy, s’écrit comme le Ay d’un élé-
ment dans @glﬂé' Ainsi, d’aprés ce qu'on a vu al’étape 1, uy : t — vg((o(t), .., Gu(t), D(t))

est dérivable sur ]0, L(a', ¢, Q})[. De plus, on a également que u = (uy, .., u,) solution
sur |0, L(a', ¢, Q)[ de I'équation (18).

Etape 3

On fixe i € [1,p] et u € @gu,fl} de caractéristique . On a vu a I'é¢tape 1 dans la

construction des A; que si on note v = A;(u) alors sur Qf[a'] :

v
(p(D)”i*I (D 1))8D m+1 Zfl Zl— +a;,,v=u

Si on note sur Q[a'] ,u(zo, .., 2, D) = Z 202 h, (D)

i0,.yiv >0

et v(29, .., 2y, D Z 20..2% ;i (D), par définition de 1'opérateur on a sur Q¢ -

205- 500 >0

—— e (D* = Dgi, i (D) + D) Zué} g@o (D)

in(D) (26)

D v |
+ [QO(D)2(D2 1) Z_:Zlgl(tp(D)) + 7 1 19i0,..i,(D)

_ Dp(D)™

D2 _ 1 hiO,--yiv(D>

(27)
On définit la fonction ¢y sur I par :

D+ (D*—-1)p(D)
D(D? = 1)p(D)

Yo(D) = si D €] —1,1[/{0} et 10(0) =0

En utilisant le développement en série entiére de ¢ sur | — 1, 1[, on montre que ¢y est
dans S. On rappelle que pour tout [ € [1,v], 3(k;, ;) € YT, tel que ¢ = ey, ;- Fixons
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[ € [1,v]. On rappelle que Vt €]0, +o0] :

gl s o1
e Rmtfl (K DTt
Cl(t) = CL.5 (t) = talgl’jl
a:l o il i oyl 1531

. klikl +(kl—ll)tkl e —agt Hn(t)
Donc pour tout ¢ €]0,+00] on a :

/ a:j’“ aii’”l O/lﬂ,jz alglvjl

gl( ) thi+1 1 e T 12 - t
On récupeére donc pour tout D € [ :

1 ki, ki, ki,j ki,j
G py) = Ok Tp(DYRH — ot p(DYR — ... — ot p(D)? — ag (D)
D (L _ e DeD) ! oty DD
FDPD D) T T P D> 1
ay'D ki,j ki,j ki,j
— 7 T a0 —ag"' Dig(D) = ag"" + Di(D)
On remarque que W, € S et ceci pour tout [ € [1,v]. En posant ¢ = ¢y + ... + ¢, € S
et g =, oIt > ()| on réécrit Péquation 26 sous la forme :
. De(D)"!
Dg;, (D) — (io — 0)ip,...i, (D) + DY(D) giy, i, (D) = ﬁhim--viv(m

On note alors (D fo s)ds € S, Giy..iv = € Gio...i, et finalement hy, (D) =
whio,..,n(l})- L’ equatlon precedente s’écrit aussi sur Q% :

Dg,, (D) — (io — @), .i,(D) = Dhyy, ;,(D)
se prolonge en un élément de S®[Din(D),.., D(DIn(D))"] et que

D — %ﬂfw € S on a que izim__Jv se prolonge en un élément de
S%[DIn(D), .., D(DIn(D))"]. On utilise alors le lemme 3 ainsi que le prolongement analy-

tique pour conclure que g, __;, se prolonge en un élément de S*[DIn(D), .., D(DIn(D))"].

Comme hy,

v

Et donc comme e¥ € S on a que Jio...iy S€ prolonge en un élément de
S[DIn(D), .., D(DIn(D))"]. Ce travail pouvant étre effectu¢ pour tout (ig,..,i,) €
(N)**1 on conclut que si u est de caractéristique 7 alors A;(u) est de caractéristique 7.
Et ceci pour tout A;. Cependant ce résultat en lui-méme ne nous permet pas de conclure
quant a la caractéristique de la solution de notre équation dans le cas ou les wy, .., w,,
sont de caractéristique . Revenons a la suite (u,)neny qui converge vers la solution de
(18).0On a u, = (ul,...,u?) , le raisonnement que nous venons de tenir nous permet en
effet d’affirmer que pour tout n € N et tout [ € [1,p] que ul est de caractéristique
r. Il suffit pour s’en rendre compte de combiner la proposition 3 avec la stabilité de la

caractéristique par les A;. Notons pour tout (2, .., 2, D) € Q[a'], Vn € N, VI[1,p] :

(20,20, D) = Y B (D)ui(zo,.,20, D)= > gy (D)

30,10 >0 30,010 >0
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Alors, ce qui va nous permettre de conclure quant a la caractéristique de v, c’est le fait
que VI € [1,p] , Vn > iy on ait :
n,l 10, 1
hio,...,iv = hzﬁzv = Yio,....i0

Ce résultat se démontre par récurrence sur ig. En effet, sans faire explicitement la récur-
rence dans le détail, on remarque que le z; placé en facteur de tout les f; va permettre de
faire progresser le développement de v, et rang aprés rang dans la suite u,, les premiers
termes se stabilisent. A chaque itération, le terme d’indice (i, ..., %,) de A;(z0f (20, -, u..))
est en fait calculé a partir de termes d’indice (i, ...,4,) avec iy < ig — 1. La propriété
aux rangs initiaux est assurée par le fait que seuls les coefficients des f; déterminent ces
termes. ]
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64 INTRODUCTION

Dans la partie précédente, nous avons énoncé un théoréme d’existence pour les équa-
tions qui nous intéressent. Cependant, en observant de plus prés ces solutions, on s’aper-
coit que certaines dépendent d’une constante arbitraire. Or, dans le travail précédent,
il nous est impossible de voir exactement comment ces constantes agit sur la solution.
Les paragraphes ci-dessous ont pour but de compenser ce défaut (du moins pour la
dimension 1) en faisant apparaitre une liaison entre ces constantes et les éléments de la
série qui forment cette solution.

8 Introduction

Cette introduction a pour but de définir un probléme précis en dimension 1, d’en
fixer les conditions et de le réduire au maximum. La troisiéme partie de cette thése est
une analogie avec ce qui a été fait dans [7] et [8] en ce qui concerne les variables de la
forme tIn(t),..,t(In(¢)!). En effet, pour rappel, ces variables avaient été introduites afin
de trouver une alternative & I'impossibilité de résoudre avec des fonctions analytiques
en t des équations du type :

tu' —u =t ou encore tu' — u = t(In(t)")

Le rapprochement entre ce type d’équation et les équations qui nous occupent, est 'objet
de cette partie. Dans cette introduction, nous allons fixer un cadre simple et précis pour
faciliter la compréhension des techniques mises en place. Cependant, ’adaptation des
procédés décris ci-dessous dans des cadres plus généraux est possible. Nous commencgons
donc par définir les ensembles N; pour ¢ > 1.

Définition 5. Pour i € N* on dira que g € N; si et seulement si I(ng,...,n;_1) € N
tel que :
-1
e itt
—ni—1 _n
e T et o

Vi >0,9(t) =

Remarque 4. Pour tout i € N* et tout g; € N; on a g; € B.

Définissons, a présent, des fonctions que nous utiliserons comme variables dans les
propositions suivantes. On définit en effet sur 0, +o00[ et pour tout (k,j) € T, (n € N*)
les fonctions ey ; par :

ekvj(t) = _ k-1
“k.j _"‘zlej 0
ek-—DtF=1 o7t %%

Avec V(k,j,i) € T x [0,k = 1] , o, ; € QF et V(k,j) € T,y , Oé]];j € Q™. On rappelle
que T,, = {(k,7) € N* tel que k € [1,n],j € [1,%(k)]} ot ¢ désigne une fonction de N*
dans N*.

Nous étudierons dans cette partie les équations du type :

M+ au = tf (tu, (er) ), )

avec a € Q" et f analytique au voisinage de (0,..,0) en chacune de ses variables et de
plus ayant les coefficients de son développement en (0, ...,0) tous dans Q.
On énonce alors une propriété qui nous permettra de réduire une telle équation :
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Proposition 5. Soit u solution de [’équation suivante sur VN0, +oo| (V woisinage de

0.)
" au = tf(E u, (eny) nj)ers)

avec a € Q* et f analytique au voisinage de (0,..,0) en chacune de ses variables et de
plus les coefficients du développement de f en (0,...,0) sont supposés dans Q. Alors,
quitte a réduire le voisinage V', on peut se ramener a une équation du type :

dv 7
TP v = 7£(7,0, (ip)1<i<n)

dr

Avec pour tout i € [1,n], gip € Niyp et v(1) = u(7?). De plus on a r € Z*.

Démonstration. Nous réduisons, dans un premier temps, les variables e, 1, ..., €, y(n). En
effet, pour tout j € [1,%(n)] et pour tout i € [0,n — 1], a,; € QT et ajr; € Q™*. On

peut donc écrire pour tout (4, j) € [0,n] x [1,9(n)], of ; = Zz”' de telle maniére que si

. . . . . A/nq‘] .
ay, ; # 0 alors py, ., q;, ; € N* et p;, . A g, ; =1 sinon on pose p;, ; =0 et g, ; = 1.
Une fois fixés ces entiers naturels, on pose s, = ppem(gyn, ..., q, 4,mn). Par défini-
tion du ppem d’entiers naturels non nuls, on sait que pour tout j € [1,¢(n)], il existe
0y ; € N* tel que s, = ngy ;qy ;-

Avec ces notations on a pour tout j € [1,1(n)] et V¢t >0 :

“Pnj
.nt™
e "
= a1 1 0
Pn,j - fn,j ”g,z
o (p—1)tn— .t .
e, Y U Y A A
n SN
Pr,j9n,;
—1
esnt"
= a1 1 0
Pn,j . p"’jl Pn,j 5
TL."?’L.TL. 71tn7 TLV~TLV t TLV'*?’L. )
epn,an,an,J(n ) P, iIn,gt ¢ Pn,i9n,5In,j

On effectue alors le changement de variables 77" = t et on pose v;(71) = u(7y"). Aprés
le changement de variables, I’équation initiale devient :

nsp+1
717" doy

s dn +avy = 7" f(17, v, (kg (T07)) (k) )
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Ainsi pour tout j € [1,¢(n)] :

P, in.j
n
esnTy
Sn
en (") =
n,]( 1 ) _ngl ol Snpg)w’
I o W ol
ePn.j? ePnginging T
Py
1
ensnff"n
B P Py n
> — n, _770
epﬁ’jéﬁ’jqﬁ’jn(nfl)-r{” Dsn m'epﬁ’jéﬁ’jq;’jn-rf LURTURT N
On pose alors pour tout ¢ € [0,n — 1] :
i
jeﬂlvw(n)ﬂ qTLJanQan
i—1
. . Pe Sy
- ~1 _ 1 n,J n o -~n +
VielLvm)l an,; = | nn— 7 —— | 0 ;dn,; € Q
I, P, In,;
Ou E désigne la fonction partie entiére. Finalement on a :
~n—1
“nj a5 ~0

n,j

(1) = [fulrim)[PRaThs onnr" 07 o et o

i
e sn ntn

Avec fo(t) = —

n

1
—_—n —nn
een(n=DTT 5 X et {0

Ainsi, quitte & modifier les valeurs de (1), ..,%(n — 1), on peut ramener I’équation

A la forme suivante :

rsntl doy 50 al
1Td 1 +avy = Tlnfl(Tl aTlanyla w7 nﬂ/)(n)’vl’ (ek,j(Tfn))(k,j)ETnflafn(Tfn))
n

On fait alors de méme pour k = n — 1; ce qui nous donne donc en posant ve(73) =

Sn—1

v1(73" ") et toujours quitte a modifier (1), ...,00(n —2) :

nspSp—1+1 - &0 ~
dvg al Xn—1,9(n—1) Sn—lag,l

2 _ _SnSn—1 SnSn— 1 n—1,1
+CLU2—7'2 f( 2 7...,7-2 ’TQ g o
SnSn—1 dTQ

s _1dn n ” n
Ty g (kg (7)) ke Tames Fae1 (72" ), (7))

—1

~ e_sn—lsn(nfl)tnil
Avec fn,1(t) = — -
“"n—1 M1
esn—1sn(n=2t"=2 o oy 1Sntt"n 1

On continue ainsi jusque ’Un(Tn) Up—1(751) et 'équation :

nsi..sn+1 ~ ~0
) dvn &0 &
— 518 $1..8 1,1 1,4(1)
s + av, = T fu (T L T .
S1...8n dTn

Sp— &0 S1..8 _1(5{0 ~ ~
..,7‘51 o m"’l, oy T B s FL(TEY), oy fu(T55))
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Avec pour tout ¢ € [1,n] et tout ¢t >0 :

—1

-~ esi“sniti

fi(t) = S 1

—n

) , )
esi“sn(ifl)tlfl X ... X esi“snttn?

Etant donné que a € Q, il existe (§,q) € Z* x N, 5 Aq = 1 tel que a = g.
Les rationnels que sont af |, ..., d(l]nﬂ(l)’ 5109 1, ..) sléng@), S G P 51--5n—1&2,w(n)
peuvent étre renotés de la fagon suivante : i, .., B, avec m = [] (7). On peut alors

1<i<n
poser pour tout i € [1,m] , B; = %%, avec w; A z; = 1 si B; # 0 et sinon z; = 1, w; = 0.
On pose finalement 7 = 75 avec e = ppem(q, 21, -, 2m), V(7) = v, (7¢) = w(7°°"¢). Ainsi
I’équation devient :

nsi...spe+1 dU

T e + DS1...8,€0 = €81...8, T 1 f (T T L
T
w £ (__S1..8ne r S1...8ne€
- T mafl(T " )7"7.fn(7— " ))
Or, pour tout ¢ € [1,n]
7'1
- 6siusni7'zsl“s”€
S1..5n€\ __
fz( ) _ni_l —nzl
6si“sn(i—l)T(i_l)sl‘“S"e X ... X esi“SnTsl“‘Sne 7—81..snen?

= (gis1...sne(7—))e

En posant pour tout ¢ > 0 :

—1
eslusneitwl“ﬁ”e

gisl...sne(t) - i1

—n, —nl

; M
e31'“Sne(ifl)t(lil)sl'”Sne X .. X @51---snetL5n€ tn?slsn

Ainsi, Vi € [1,n], Gis,..sne € Nisy..sne- Bt on a donc le résultat pour p = sy...s,e
r = P51, .., spe et les g; mentionnés plus haut.

O

Nous sommes donc ramenés aprés la proposition précédente aux équations du type :
"+ au = tf(t,u, g1, .., Gn)

Avec pour tout ¢ € [1,n], g; € N;. Montrons dans la proposition qui suit, que ’on peut
encore réduire ces équations.

Proposition 6. Les équations du type :
" au = tf(t,u, g1, .., Gn)

Avec pour tout i € [1,n], ¢; € Ny, a € Z*, n € N* et f analytique au voisinage de
(0,..,0) en chacune de ses variables et dont les coefficients de son développement en
(0,..,0) sont dans Q.

Alors cette équation peut se ramener a ['aide d’un changement d’inconnue et variable
a:

np+1 d

w
. + agw + a1 7w + ... + AppmPw = 7P
-

T g(T7w7§17"7§np>

Avec p € N*, aq, .., an, dans Z, les §; dans N;. Ot w = P, () 4+ 7"Pu(7"?), P, € Q,[X]
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Démonstration.

"+ au = tf(t,u, gi(t), ..., gn(t))
= tf(t,u) + tgi () fi(t,u, g1(t), oy ga() + oo+ tga(t) fultsw, 2(8), s a(t))
On sait d’apreés la partie IV qu'il existe P, € Q,[X] tel qu’en posant v = P,(t) + t"v,
I’équation :
N+ au = tf(t,u)

peut se réduire a :

" 4 av + bitv + ..+ bt"v = "t )

En utilisant le méme changement d’inconnue dans I’équation qui nous intéresse, on
obtient :

"N+ av 4 bito + ..+ but™ = "FHf (4, v)

t
+ e 88 ) 1 o,
gn<t>

t2n

91(t)

$2n ’

9l o),

$2n ry $2n

In (t)
t2n

eyt )+

et fult, Py(t) + t"v, t"

Donc, en posant Vi € [1,n], §i =1t — %@ € N,, on peut écrire I’équation précédente
sous la forme :

" 4 av + bitv + ..+ bt = "Gt v, G, - Gn)

Ensuite, on écrit qu’il existe (p,q) € Z* x N*, p A qg = 1 tel que a = g. De méme,
Vi € [[1,n], on peut écrire b; = % avec (p;, q;) € Z* xN*, p;ANg; =15sib; 0, ou p; =0,
¢; = 1. 11 suffit ensuite de poser p = ppem(q, qi, ..., q,) et w(r) = v(7P) pour obtenir le
résultat.

O

Dans la suite de cette partie, nous essaierons donc de déterminer de maniére précise
la forme des solutions d’équations du type :

" agu 4 ayu o apt™u = T (G u, g1, gn) (> 1)

Avec les a; dans Z, les g; dans N;. De plus, on supposera que f est analytique au
voisinage de (0, ..,0) en chacune de ses variables et les coefficients de son développement
en (0,..,0) sont dans Q.

9 Définitions des espaces G|t, g1, .., gj| et propriétés

Dans cette sous-section, nous allons définir des ensembles de fonctions proches de
ceux de la partie II sur lesquels nous montrerons des propriétés. Ces ensembles seront
définis par récurrence et serviront de support pour les solutions explicitées dans le théo-
réme qui suivra.
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9.0.6 Définitions

Définition 6. On dira que u € G*[t] si et seulement si 3 a > 0, a € Q et Q; un ouvert
compatible pour t — t tel que :

~u €0,

~ et u=at+tv avec v € O ¢,

Définissons ensuite pour tout g; € Ny C B, I'ensemble G'[t, g1].

Définition 7. Soit g € Ny, on dira que u € G t, g1] si et seulement si 3 a > 0,
a € GMt] et Q4 un ouvert compatible pour (t — t,g1) tel que :

0

—etu=a+giv avecv € O, q,
g1

Ensuite, on définit par récurrence sur j les ensembles G'[t, g1, ...,g;] pour tout
(gl, ..,gj) € Ny x ... X Nj.
Fixons j > 1 et supposons les ensembles G'[t, g1, ..., g;] bien défini pour tout (g1, .., g;) €
Ny x...x N;. Et définissons pour tout (g1, .., g5, gj+1) € N1 X ... x N; x Nj4; les ensembles

Gl[tu g1, -+ gj+1]-

Définition 8. Soit (g1,...,gj+1) € N1 X ... X Nji1, on dira que v € G[t, g1, ..., gj+1]
si et seulement si 3 o > 0, a € GMt, g1, ..., g;] et Qug,. un ouvert compatible pour

(t—=1t,01,..,9541) tel que :
- ucoel

ant,gl

~95+1

9541

— et u=a+ gj1v avec v € OY

avﬂt,g1,~,gj+1

Montrons que ces ensembles ont une structure d’anneaux :

Proposition 7. (G1[t], +, x) est un anneau commutatif. De méme pour tout j € N* et
tout (g1, ..,9;) € N1 X ... x N; on a (G*t, g1, .., 9;], +, X) anneau commutatif.
On a également pour tout j € N* et tout (g1, ..,9;) € N1 X .. X Nj :

Gl[t] C Gl[t, 91] C ... C Gl[t,gl, ..,gj]

Démonstration. Montrons que G'[t] posséde une structure d’anneau. Soit u et v dans
GIt] alors 3 aj, a9 > 0, Fa,b € Q , 3 Q}, Q? ouverts compatibles avec ¢t — ¢ tel que
u € 92179%’ v € 922’95 et u = at + tuy,v = bt + tv; avec uy € 92179%’ v € @gg,ﬂf‘
Ainsi on choisissant o = min(oy, as) et Q = Q NQF on a u et v dans OF . Donc
par propriété d’algebre de ©9 o on a : u + v dans ©), et uv dans ©F . De plus
u+v = (a+b)t+t(u +vi) et uv = 0+ t(abt + btuy + atvy + tujvy) encore une fois
les propriétés d’algebre de ©F ,, nous permettent d’affirmer que uy + vy € ©Q (), et que
abt+btu; +atv, +Htugvg € @gvﬂt. Ainsi nous obtenons bien 2 lois de compositions internes.
De plus, Va > 0 et V€2, ouvert compatible avec t — t on a 0 € @g,ﬂt et fait donc office
d’élément neutre car la fonction nulle s’écrit at + tu; pour a = 0 et u; la fonction nulle.
On a trivialement que pour u € G'[t], —u est I'inverse de u pour I’addition. Les deux
lois sont associatives, commutatives et X est distributive par + tout simplement par
commutativité, associativité et distributivité des fonctions a valeurs dans C.

Montrons a présent que G[t, g1] posséde une structure d’anneau pour tout g; € Ny.
Soit g; € N et soit u et v dans G'[t, 1] alors Jay,a > 0, Ja,b € Gt] , IO O?

t,g17 " "t,g1
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ouverts compatibles avec (¢ — ¢, g1) tel que u € ©° ,v € B0 et u =a+giuy,v =

1 2
1,8 (o) thl

b+ giv, avec u; € @ , vy € @ . Etant donne que a € G'[t], Jaz > 0 et

t »9g t »9g

ouvert compatible pourt l—; t tel que a E é s, deméme b € G1[t], Jay > 0 et Qf ouvert
compatible pour ¢ +— ¢ tel que b € ©,, Q- Ainsi, on choisissant &« = min(aq, ag, as, ay) et
Qugr =Dy, NQF, NQINQY on aw,v,aet bdans ©F o, . Donc, par propriété d’algébre
de O, ona:utvdans ©) o —etuvdans©f g ‘De plus, u+v = (a+b)+g1(u1+v1)
et uv = ab + g1(buy + avy + glulvl) encore une f01s les propriétés d’algebre de ©2 Qegs
nous permettent d’affirmer que u; + v; € @a o, et que bu; + avy + uivy € @a Qg

Ainsi, nous obtenons bien 2 lois de compositions internes. De plus, Va > 0 et VQt,gl
ouvert compatible avec (¢ + t,g;) on a 0 € 67 ,, dui fait donc office d’élément
neutre, car la fonction nulle s’écrit a + gyu; pour a = 0 et u; la fonction nulle. On
a trivialement que pour u € Gt,g1], —u est l'inverse de u pour I’addition. Les deux
lois sont associatives, commutatives et X est distributive par + tout simplement par
commutativité, associativité et distributivité des fonctions a valeurs dans C.

Montrons & présent pour j > 2 que G'[t, g1, ..., g;], posséde une structure d’anneau
pour tout (gi,..,g;) € N1 X ... X N;. Soit (g1,..,9;) € N1 x .. x N; et soit u et v dans
Gt g1, ..., g;] alors oy, > 0, Ja,b € G't, g1, .., g5-1), I 02 ~ouverts

t,91,. 791 t,91,--,9;

compatibles avec (t — t,g1,..,9;) tel que u € @al ol BCS @ .02 et u =
91 t,915-:95
a+ gjui,v = b+ gju; avec u; € @gl Qo v € @ Q?g o Etant donné que a €
’ g15-s 3§ 1595

G't, g1, .., gj-1], Tz > 0 et thl ;. ouvert compatible pour (t — t,g1,..,gj-1) tel

que a € O , de méme b € Gt g1,..,9j-1], Jag > 0 et QF ouvert

a3, tql 951 t,91,. -9j—1

compatible pour (t — ¢, g1,...,g;-1) tel que b € O, 4 . Ainsi on choisissant

t,91,--:95 -1

— ; _ 1 2 3 4
a = min(ay, ag, as,as) et Qg 295 T Qt,QL -9; Ny 915,95 n Qt 9Ly-95=1 n Qf,gly--,gj—l on a

u,v,a et b dans ©° Qg . Donc par propriété d’algébre de ©9 , Onau + v

~~~~~~~~~~

et wv dans @aﬂt . De plus u+v = (a + b) + gl(ul + 1) e

,,,,,

dans ©? Qe

uv = ab + gl(bul + avy + gruqvy) encore une fois les propriétés d’algébre de ©° Dbt
s
nous permettent d’affirmer que u; + v; € 02 o, et que buy + avy + uwvy € oY Diora”
"y
Ainsi nous obtenons bien 2 lois de compositions internes. De plus Vo > 0 et V{2, o

ouvert compatible avec (t — ¢, g1,..,9;) ona0 € ©2 Qtar..,. dui fait donc office d’élément

neutre, car la fonction nulle s’écrit a + gyu; pour a = O et u; la fonction nulle. On a
trivialement que pour u € G'[t, g1, .., g;], —u est I'inverse de u pour I'addition. Les deux
lois sont associatives, commutatives et X est distributive par + tout simplement par
commutativité, associativité et distributivité des fonctions a valeurs dans C.

Soit g; € N alors montrons G'[t] C G'[t, g1]. Soit u € G'[t] alors il existe a > 0
et (2 un ouvert compatible avec t — t tel que u € @&Qt. I suffit alors de noter €2 g,
I'intersection de €); avec un ouvert compatible avec (¢ — t, g1) pour obtenir que u €
oY u,, > deplus u=u+g1.0 donc u € G[t, g1] et ce raisonnement peut étre tenu pour
tout g; € Ny. De méme soit (g1, ..,9;) € Ny x .. X N; (j > 2). Montrons que pour tout
kell,7—1]ona: G't, g1, .., 9x] C G'lg1, -, grs1]. Soit u € G[t, g1, .., gi] alors il existe
a > 0 et Q4. 4 un ouvert compatible avec (¢ — ¢, g1, ..,gx) tel que u € ©°
il suffit alors de noter €4, 4 ., l'intersection de € 4
de (t — t, g1, .., ges1) pour obtenir que u € ©° e

g1,
.,gs avec un ouvert Compatlbie

, de plus u = u + gg+1.0 donc

591599k +1
u € G't, g1, .., gr11] et ce raisonnement peut étre tenu pour tout k € [1,5 — 1].
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Définissons a présent par récurrence sur k € N*, les ensembles G¥[t] et G*[t, g1, .., gj]
pour tout j > 1 et (gi,..,9;) € N1 X .. x Nj.
Supposons donc bien définit les ensembles G¥[t] et G*|t, g1, .., g;] pour tout j > 1 et
(91,--,95) € N1 X .. x N;. Et définissons les ensembles G¥*1[t] et G**![t, g1, .., g;] pour
tout 7 > 1 et (g1,..,9;) € N1 x .. x Nj

Définition 9. On dira que v € G**1[t] si et seulement si Ja > 0, a € Q et ; un ouvert
compatible pour t — t tel que :

~u €0,

— et u = at +tv avec v € G*[t]

Définissons ensuite pour tout g; € N; C B, ’ensemble G*1[t, ¢,].

Définition 10. Soit g, € Ny, on dira que u € G*T[t, g1] si et seulement si Ja > 0,
a € GFHL) et Q4 un ouvert compatible pour (t — t,g;) tel que :
- u€e e’

ant,gl

— etu=a ‘|‘91'U avec v € Gk[t7gl]

Ensuite, on définit par récurrence sur j les ensembles G'[t, g1, ...,g;] pour tout
(gl, ..,gj) € Ny X ... X Nj.
Fixons j > 1 et supposons les ensembles G**![t, gy, ..., g;] bien définis pour tout
(91,-.,95) € N1 x ... x N;. Définissons pour tout (g1, .., 9;,9j+1) € N1 X ... X Nj X Nj4
les ensembles G*™[t, g1, .., gji1].

Définition 11. Soit (g1,...,gj+1) € N1 X ... X Nj11, on dira que u € GFt, gy, ..., gj41]
si et seulement si Ja > 0, a € G*[t, g1, ..., g;] et

(t—t, g1,..,9541) tel que :
- uee

a, Q4,9

91,gi41 UM ouvert compatible pour

941
~etu=a-+ gj1v avecv € GF[t, g1, .., gj41]

Montrons que les G*[t, g1, .., g;] et les G*[t] ont des structures d’anneaux.

Proposition 8. Vk € N*, Vj € N* et ¥(g1,..,9;) € N1 X ... X N; on a les ensembles
G*[t] et G*[t, g1, .., g;] qui possédent une structure d’anneau. On a de plus que :

Gk[t] C Gk[t,gl] C....C Gk[t, g1, '-'7gj]
et GkJrl[t] C Gk[t]’ GkJrl[t’gl] C Gk[tagl]a cey GkJrl[t)gl) 79]] C Gk[tagla ag]]

Remarque 5. Les inclusions de la proposition sont comprises a injection pres. Par
exemple, la fonction (t, D) — t € G*[t] et donc (t, g1, D) — t € G¥[t, g1].

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur k > 1. A savoir, que G*[t],
G*[t, g1, .., g;] posséde des structures d’anneaux pour tout (gi,..,g;) € Ny x .. X Nj et
que de plus :

GMt] c G*[t, 1] C ... € G*[t, g1, ..., 9]
et Gk+1[t] C Gk[t], Gk+1[t, gl] C Gk[t, gl], cees Gk+1[t, giy -, g]] C Gk[t, gi, -, g]]
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Le rang initial a déja été traité en partie dans la proposition qui précéde. Il reste a
montrer que :

G2[t] - Gl[t]7G2[t7gl] C Gl[tagl]7 "'7G2[t7 g1, 7gj] - Gl[tagla 7g_7]

Soit u € G*[t] donc Jay > 0, 3 un ouvert compatible avec ¢ — t tel que u € ©9, ¢
et de plus il existe a € Q et u; € G[t] tel que : u = at + tu;. Comme u; € Gl[]
il existe a > 0 et €2 un ouvert compatible avec t — t tel que u; € @gvﬂ. Donc
U, U1 € Omin(ar,a)p,0n0 €t finalement v € G'[t]. Ce travail étant reconductible pour
tout u € G*[t] on a G*[t] C G'[t]

Soit u € G2[t, g1] donc Jo; > 0, IQ; un ouvert compatible avec (t +— t,g;) tel que
u € @al o, et de plus il existe a € G*[t] et uy € G'[t, ¢1] tel que : u = at + tu;. Comme
up € G [t g1, il existe v > 0 et © un ouvert compatible avec (¢ — ¢, g1) tel que uy € ©J .
En utilisant que G?[t] C G'[t], on obtient a € G'[t]. Donc u,u; € @Snm (ar.0).n0 et fi-
nalement u € G!t,g;]. Ce travail étant reconductible pour tout u € G?[t,g;] on a
G2 [t7 gl] - Gl[t7 gl]
On montre alors les autres inclusions par récurrence en s’appuyant sur le méme principe.
La propriété est alors vraie au rang 1.

Supposons donc la propriété vraie aux rangs inférieurs & k£ et montrons la au rang
k+ 1.

Commencons déja par montrer que :

GkJrl[t] - Gk[t]7Gk+1[t7 gl] - Gk[t7 gl]u "'7Gk+1[tugl7 7gj] - Gk[t7 g1, 7gj]

Et pour ¢a, nous montrons d’abord que pour ¢ € Q, on a (t,D) — ct € GF[t].
Il est facile de voir que pour tout ag > 0 et Q2 ouvert compatible avec ¢ — ¢ on a

(t,D) = ct € ©) o, de plus ct = ct + .0 avec 0 € G*'[t] (si k > 2) car anneau,
8 4

sinon 0 € @go,QS car @go,QS algébre. On conclut donc que pour tout ¢ € QQ, on a
(t, D) — ct € GF[t].

Ce résultat sera utilisé dans les lignes qui vont suivre.

Montrons que G**1[t] C G¥[t]

Soit u € GF*L[t] alors on a par définition le fait qu’il existe a > 0 et €, un ouvert
compatible avec t — ¢ tel que v € ° o0, De plus, il existe a € Q et u; € G*¥[t] tel que
u = at + tuy. Comme ¢ +— at, t — t et u; sont dans G*[t], on a par propriété d’algébre
de G*[t](hypothése de récurrence) que u € G*[t]. Ce travail pouvant étre fait pour tout
u € G*[t], on a GFHL[t] C G*[t].

Maintenant, montrons Gy 1[t, g1] C Gglt, ¢1] pour tout g; € Ny. Soit g; € N;i. Et soit
u € Gi41]t, g1]- On a alors par définition qu'il existe a > 0 et € ,, un ouvert compatible
avec (t — t,q1) tel que u € ©° g, De plus, Ja € GFt] et uy € G[t, g1] tel que

u = a+ giu;. On a vu précédemment que G*1[t] € G*[t] donc a € G*[t]. De plus,
u; € G¥[t, g1] donc en utilisant ’hypothése de récurrence si k > 2 on a u; € GF71[t, g1
ce qui nous donne u € G*[t, g]. Si par contre k = 1, alors il existe ag > 0 et Qf / ouvert

compatible avec (¢ — t, 1) tel que u; € ©° 0.0 Pour obtenir que u est dans o [t, g1]
t,g91
il suffit de remarquer que u et u; sont dans @0

min(c,ao0),$2,g, ﬁQt oL .
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Il ne nous reste plus qu’a montrer que pour (g, .., g;) € Ny X...x N; on a G¥* gy, .., g;] C
G*[g1, .., gj]. Nous le montrons par récurrence sur j > 1.

La propriété au rang 1 a été démontrée juste au dessus.

Supposons donc la propriété vraie pour les rangs inférieurs a j > 1 et montrons la
pour j + 1. On se munit donc de (g1, ..,gj+1) € N1 X ... X Njiq, il nous faut montrer
que G* [t g1, .., g;01] € G*[t, g1, .., gj+1). Soit u € G*[t, g1, .., gj41]. Alors, par défi-
nition, il existe a@ > 0 et €4, 4., un ouvert compatible avec (t + t,g1,..,g;41) tel
que u € A° . De plus, il existe a € GF[t, g1, ..., gj] et wy € G*[t, g1, .., gj+1]

S ,91,...9541
tel que u = a + gjur. Or, si @ € G*t, gy1,.., 9], on a aussi a € G*[t,q1,..,9j]
d’aprés 'hypothése de récurrence. De plus, u; € G*[t, g1, .., gj+1] C G*7[t, g1, .., gj11]
(pour k£ > 2), ce qui donne u € G*[t,g1,..,g;11]. Si par contre k = 1 alors le fait
que u; € G't, g1, .., gj41) implique D'existence de ap > 0 et QY un ouvert com-

tygly"ygj+1
patible avec (¢, g1, .., gj+1) tel que uy € @go Q0 . Il suffit alors de remarquer que

9159541

k
u,uy € @min(ao,a)ﬂt,gl,u,gﬁl090 pour conclure que u € G*[t, g1, .., gj+1]-

t,915-:954+1

Fixons (g1, ...,g;) € N1 x .. x Nj. Soit u € G*1[t] alors Ja > 0 et 3Q; un ouvert
compatible avec t — t tel que u € @gﬂt. Prenons alors (2 ,, un ouvert compatible avec
(t —, g1) inclus dans Q, (il suffit de prendre I'intersection d’un ouvert compatible quel-
conque et de €;). Alors on a, & injection prés u € @gvﬂt. De plus, Ja € Q et u; € G¥[t]
tel que u = at + tu;. Comme u; € G¥[t], on a aussi par hypothése de récurrence que
u; € G¥[t, g1], ce qui nous donne que u € G**[tg,]. Conclusion : GFFL[t] C GF1[t, gy].

Soit u € GF*1[t] alors Ja > 0 et 3, un ouvert compatible avec t > t tel que
u € ©)q,. Prenons alors € 4, un ouvert compatible avec (t — t,g) inclus dans Q, (il
suffit de prendre I'intersection d’un ouvert compatible quelconque de (¢t — ¢, g;) et de
Q). De plus Ja € Q et u; € G*[t] tel que u = at + tu;. Comme u; € G¥[t] on a donc
tu; = 0.t +tuy € G*T1[t]. De plus, at = at +t.0 € G*™[t]. La somme de 2 éléments dans
G*H1[t] est dans G**1[t]. Ceci sera montré plus bas par récurrence sans aucun lien avec
les inclusions recherchées. Ainsi v = u + ¢,.0 € G**1[t, g4].

Soit g1 € Ny. Soit u € GFM[t,g] alors 3a > 0 et 3O, un ouvert compatible
avec (t — t,g1) tel que u € @g,gwl. Prenons alors €24, 4, un ouvert compatible
avec (t — t,g1,92) inclus dans €, (il suffit de prendre l'intersection d’un ouvert
compatible quelconque et de € ,,). De plus, Ja € GF*'t] et uy € GF[t,g1] tel que
u = a+ giu;. Comme u; € G*[t, g1] on a donc giu; = 0+ gyuy; € G¥1[t, g1]. De plus,
a € G*1t] ¢ G*1t, g1] (montré dans le paragraphe précédent). La somme de 2 élé-
ments dans G**1[t, g] est dans GFFL[t, g;]. Ceci sera montré plus bas par récurrence
sans aucun lien avec les inclusions recherchées. Ainsi u = u + ¢o.0 € G**1[t, g1, go].

A présent, supposons que la propriété soit vraie pour tous les rangs inférieurs a r
(2 <r <j) cest a dire :

GMt c GM Mt gi] € ... € G*t, g1, .., g01]) € G*t, g1, -, )]

Soit u € GF[t, g1,..., 9] (1 <7 <j—1)3a > 0et IO, , un ouvert compatible avec
(t—t g1,..,9) tel que u € O° ,,- Prenons alors Q¢ g, un ouvert compatible

IR}

~gr+1
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avec (t — 1,91, .., gr+1) inclus dans €, 5, . (il suffit de prendre 'intersection d’un ouvert

compatible quelconque et de €4, ). Alors on a, a injection prés u € O] g, g
De plus 3a € G*[t, g1,..,9.—1]( 7 > 2) et uy € G¥[t, g1, .., 9.] tel que u = a + gu;.
Comme u; € G*[t,g1,..,9,] on a donc gou; = 0+ gou; € Gk“[t,gl,..,gr]. De plus
a € G* Ut g1, .., gr—1] C G*[t, g1, ..., g,]. La somme de 2 éléments dans G**1[t, g1, .., g,]
est dans G**1[t, g1, .., g,]. Ceci sera montré plus bas par récurrence sans aucun lien avec

les inclusions recherchées. Ainsi u = u + g,41.0 € GFT[t, g1, .., gry1)-

Montrons maintenant que G*"[¢] posséde une structure d’anneau. Comme G*1[t] C
G*[t] nous allons montrer que G**1[t] est un sous anneau de G*[t]. Soit u et v dans GF*1[t]
alors Jay, ap > 0, Ja, b € Q, IO}, Q2 ouverts compatibles avec ¢ — ¢ tel que u € @Sn Ol

v EBOY et u=at+tuy,v=Dbt+tv, avec uy € G¥[t], vy € GH[t].
b 7

Ainsi, en choisissant o = min(ay, az) et Q = Qy NQF on a u et v dans O, .

Donc par propriété d’algébre de ©° Q, ona:u+uvdans S o, et uv dans oY ,- bonc
u—v = (a—0bt+ t(ug — vy). Ainsia—b € Qet uy — vy € G*[t] par utilisation de
I’hypothése de récurrence sur k.
De méme on a uv = 0t + t(abt + btuy + atvy + tujvy). 0 € Q et en utilisant le fait que
(t, D) — ct € G¥[t] (Vc € Q) avec I'hypothése de récurrence sur k (& savoir G*[t] posséde
une structure d’anneau) on récupére le fait que abt + atvy + btuy + tuyv; € G*[t]. Ainsi,
uv € G*T1t]. Et finalement G**1[t] posséde bien une structure d’anneau.

Nous allons montrer par récurrence sur j > 1 que pour tout (g1, .., g;) € N1 X .. x N},
que G**1t, gy, .., g;] posséde une structure d’anneau.

— Montrons la propriété au rang initial. Soit g; € N;, pour montrer que G**1[t, gi]
posséde une structure d’anneau nous allons montrer que G**1[t, g;] est un sous-
anneaux de G*[t, g;]. Soit u et v dans G'[t, g1] alors Jay, ap > 0, Ja, b € GF[t] |

30, ,,,Q7,, ouverts compatibles avec (t — ¢, g1) tel que u € ©° i,V E e° 2,

et u = a+ giu,v = b+ gv; avec u; € G*[t, g1], v; € G*[t, g1]. Etant donné que
a € GFHt], 3oz > 0 et QF ouvert compatible pour ¢ — ¢ tel que a € ©° 508 de
méme b € GFH1[t], Jay > 0 et QF ouvert compatible pour ¢ — ¢ tel que b € @8147 o
Ainsi on choisissant o = min(ay, az, az, ay) et Q. , = Qggl NQ7, N, Q on a
u,v,a et b dans ©Y Qg . Donc par propriété d’algébre de @avﬂt’gl on a: u+ v dans
e Qug, €6 uv dans ol
Dans un premier temps on a u — v = (a — b) + g1(u3 — v1), or d’aprés I’hy-
pothése de récurrence on a G*[t,g;] qui posséde une structure d’anneau donc
u; — vy € G¥[t, g1]. De plus, a,b € G*[t] et il a été montré que G**1[t] a une
structure d’anneau, donc a — b € GF1[t].Ce qui méne & v + v € GFFL[t, gy].
Dans un second temps uv = ab+ g (buy + avy + g1uivy). On utilise de nouveau que
a,b € G*1[t] et la structure d’anneau de G*™[t] pour en déduire que ab € GF1[t].
Ensuite a € G**1[t] € G*[t] C G*[t, g1] de méme pour b donc en utilisant la struc-
ture d’anneau de G*[t, g1] on a bu; + av, + giuiv; € G*[t, ¢1]. Ce qui finalement
implique uv € G*L[t, g1]

a,,g;
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— Supposons donc la propriété vraie pour les rangs inférieurs & j > 1 et montrons la

au rang j + 1.

Soit (g1, .., gj+1) € N1 x .. x Njy1. Montrons que G¥1[t, g1, .., g;11] est un sous

anneau de G¥[t, gy, .., gj+1]. Soit u et v dans G**1[t, gy, ...., g;11] alors Jay, ay > 0,

Ja,b € G*t, g1, ..,95] 39}7917__7gj+1,Qigl,_,gﬁl ouverts compatibles avec (¢ —
) 0 0 _ ) _

t, g1, .., gi+1) tel que u € @alvﬂi,gl,u,gﬁl’ v E @%Qiglwgﬁl et u = a+ gjp1u,v =

b+ gj1v1 avec u; € GF[t,g1,..,9;11], 1 € G*[t, g1, ..,9j41). Etant donné que

a € Gt g1, .., 9;], Jaz > 0 et Q§’7917__7gj ouvert compatible pour (t — t,¢1, .., gj)

. Tetr1 4
tel que a € @%Qgglng, de méme b € G*[t, g1, .., g;], Jag > 0 et Qi gy, UL OU-
vert compatible pour (¢t — ¢, g1, ..., g;) tel que b € O, o Alinsi, en choisissant
PG §
— i _ 0ol 2 3 4
o= mln(al’ az’ ag’ a4) et Qt7gl7"7gj+1 - Qt7917~~79j+1 m Qt7gl7"7gj+1 m Qt7917~~79j m Qt7gly"7gj
0 c sz 9 N 0
onau,v,aetb dans @a,gt’gl """ b1 Donc, lzar propriété d’algébre de @a,ﬂt,gl,u,gﬁl
ona:u+wvdans O, 9 et uv dans O, ¢, "

Dans un premier temps, on a u — v = (@ — b) + gj+1(u1 — vy1), or d’aprés 'hy-
pothése de récurrence on a G*[t, g, -, gj+1] qui posséde une structure d’anneau
donc uy — vy € G¥[t, g1, .., gj41). De plus, a,b € G**[t, g1, .., g;] et il a été mon-
tré que G*1[t, g1, .., g;] a une structure d’anneau, donc a — b € G*1[t]. Ce qui
méne & u +v € G*t, g1, .., gj+1). Dans un second temps, uv = ab + g;41(buy +
avy + gjriuvr). On utilise de nouveau a,b € Gt  gy,..,g;] et la structure
d’anneau de G**1[t, gy, .., g;] pour en déduire que ab € G*[t, g, .., g;]. Ensuite,
a € G"t,g1,..,9] C G*[t, g1, ..,95] C G*[t,g1,..,9j+1] de méme pour b donc en
utilisant la structure d’anneau de G*[t, g1, ..,g;+1] on a bu; + avy + gj1uiv1 €
G*[t, g1, ..., gj+1]- Ce qui finalement implique uv € G*[t, gy, .., gj41]

O

On termine par la définition suivante :

Définition 12. On définit G[t] = (G*[t] et de méme pour tout j > 1 et tout
k>1
(91,-.,95) € N1 X .. X N; on définit :

G[t7 g1, 7gj] = ﬂGk[t7g17 7g]]
E>1

Corollaire 1. Les espaces G[t] et G[t, g1, .., gj] avec (¢1,..,9;) € N1 X .. x N; possédent
des structures d’anneaux. De plus on a les inclusions suivantes :

G[t] C G[t, 91] C G[t,gl,gg] C ... C G[t, g1, ..,gjfl] C G[t, g1, '-7gj]

Démonstration. Le résultat s’obtient rapidement en constatant que l'intersection quel-
conque de sous-anneau est un sous-anneau. En effet, les G*[t] (pour k > 2) sont tous
des sous-anneaux de G'[t]. De méme, les G*[t, g1, .., g;] (pour k > 2) sont tous des sous-
anneaux de G'[t, g1, .., g;]. Les inclusions se déduisent de la proposition qui précede. O

Présentons des propriétés sur ces ensembles G[t] et G[t, g1, .., g4

Nous définissons également des type d’équations.
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Définition 13. On dira que u vérifie une équation de type Fy si et seulement s’il existe
une fonction f analytique au voisinage de (0,..,0) en chacune de ses variables et dont
les coefficients de son développement en (0, ..,0) sont dans Q, il existe un entier n > 2,
a € Q%, vy, .., v, € Gt] tel que u vérifie I’équation :

"+ au = tf(t,u, wy, .., W)

Avece sur]0, +oo[NV (V' un voisinage de 0) : wi(t) = v1(t, D(t)),...,wn(t) = v, (t, D(t)).

De méme on définit :

Définition 14. Soit (g1, ..,9;) € N1 x..x N;. On dira que u vérifie une équation de type
Filg1, .., 9] si et seulement s’il existe une fonction f analytique au voisinage de (0, ..,0)
en chacune de ses variables et dont les coefficients de son développement en (0, ..,0) sont
dans Q, il existe un entier n > j+2, a € Q*, vy, .., v, € G[t, g1, .., 9;] tel que u vérifie
[’équation :

t"u' 4 au =tf(t, g1, e Gy Uy W1, ..y Wyy,)

On a sur 0,400V (V. un woisinage de 0) les  égalités
wi(t) = vi(t, g1(t), - g;(t), D(E)), - win(t) = vm(t, g1(t), -, g;(t), D(1)).

9.1 Propriétés des ensembles G|t], G|, g1, .., ]
Enoncons une premiére propriété des ensembles définis précédemment.
Proposition 9. Pour tout u € G[t], il existe a € Q et v € G[t] tel que :
u = at +tv
Et pour tout g, € Ny et tout u € Glt, g1], il eviste a € G[t] et v € G[t, g1] tel que :
uU=a-+ g1v

Et pour tout (g1, ..., g;) € N1x..xNj et tout u € G[t, g1, .., g;], il existea € G[t, g1, .., gj—1]
et v e Gt g, .., 95 tel que :

U = a -+ g;v

Démonstration. Soit u € G[t]. Comme u € G[t] = [ G'[t], on a que u € G'[t]. Donc, il
i>1
existe a; > 0, Q} un ouvert compatible avec ¢ — ¢ tel que u € @gl q1- De plus, il existe
bl 7

a1 €Qet v € @ghﬂ% tel que :

u = a1t + tvg

Nous allons montrer que v; € G[t].

Soit k > 2. On a u € G[t] = (G'[t], donc u € G*[t]. Cela signifie qu’il existe ay, > 0,
i>1
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QF un ouvert compatible avec t +— t tel que : u € @Ok qr- De plus, il existe a5, € Q et
(778 t
vp € GFL[t] tel que :

u = aipt + tog

Comme v, € GF1[t], Jay, > 0, EIQf un ouvert compatible avec t — t tel que vy, € @Qk e
Qgydiy

On sait que at + tvy = axt + tvg, donc pour tout ¢ €0, min(ag, ay, )] on a :
a; +v; = ag + v
0
Or (vl’vk) € (@min(al,ak,dk),ﬂiﬁflfﬁﬂf)
a; = ag. Ceci implique que tv; = tvy, pour tout t €]0, min(ay, ag, )|, donc par prolon-

gement analytique on a : v; = v;. Ainsi, v; € GF1[t]. Ce travail peut étre fait pour tout
k > 2, donc v; € G[t].

2 donc par passage a la limite quand ¢ — 0, on a

Soit u € G[t, g1]. Comme u € G[t,g1] = (G'[t, g1], on a que u € G'[t, g1]. Donc, il
i>1

existe a; > 0, Q%gl un ouvert compatible avec (t — t, g;) tel que u € @gl o1 - De plus,
’ 01
il existe a; € G'[t] et v; € @g‘lvﬂi,gl tel que :

U = a; + g1v1

Nous allons montrer que v; € G[t, g1].
Soit k > 2. On a u € G[t,q1] = N G'[t, g1, donc u € G¥[t, g1]. Cela signifie qu’il existe
i>1

ap > 0, Qfgl un ouvert compatible avec (t — t,g1) tel que : u € @gk Ok
9. 3 t791

. De plus, il
existe a, € G*[t] et v, € Gt g1] tel que :

U = ai + 910k

Comme v, € G*Lt, ¢1], Jap > 0, Hflﬁgl un ouvert compatible avec (t — t, g1) tel que
Vg € @g

kvﬁf’gl

Posons a = min(ay, o, ay) et © = Q; N QLN QL un ouvert compatible avec (t — ¢, gp).
Ainsi sur Qo] on a a; + g1v; = ag + g1vk, en utilisant 'analycité des 2 membres on a
a; = ay et v; = vx Donc v; € G*7Lt, g1] et a; € GF[t]. Ce travail peut étre fait pour

tout k > 2, donc v; € G[t, g1] et a1 € G[t].

Soit (¢,91,..,9;) € N1 x .. x N; avec j > 2 Soit u € G|t g1,..,g;]. Comme u €
Glt,g1,.,9;] = NGt q1,-., 95, on a que u € G'[t, g1, .., g;]. Donc, il existe g > 0,
i>1

1 un ouvert compatible avec (t — ¢, g1, .., g;) tel que u € ©

t,91,--,9;
existe a; € GM[t, g1, .., gj-1] et vy € @31,91 tel que :

t,91,--,9;

0
a1,

L . De plus, il

t,gl,“,gj
u = aj + g;u1
Nous allons montrer que v; € G[t, g1, .., g;].

Soit k > 2. On a u € G[t, g1, ..,9;] = NG[t, q1,-.,9;], donc u € G*[t, g1, ..., g;]. Cela

i>1
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k

signifie qu’il existe oy > 0, Q 4, Un ouvert compatible avec (t =1, 01,..,9;) tel que:

t,91,--,
u € @gk - . De plus, il existe a, € G*[t, g1, .., gj_1] et v, € GF7[t, g1, .., g;] tel que :
’ t,gl,“,gj

U = ar + 910k
Comme v, € G* 't g1,..,9,], Jax > 0, Elflf’gl’_,gj un ouvert compatible avec (¢ —
t,q1,..,g;) tel 00 .
» 91, ,9]) el que v, € ak,ﬂf’glng i
Posons a = min(ay, ay,ax) et Q = Q; N QL N QL un ouvert compatible avec (¢
t,01,..,9;). Ainsi sur €, on a a; + g1v1 = ay + g1k, en utilisant I'analycité des 2

membres on a a; = aj, et v; = v, Donc vy € G*7[t, g1, .., g;] et a; € G*|[t, g1, .., g;—1]. Ce
travail peut étre fait pour tout k > 2, donc vy € G[t, g1, .., 9;] et a1 € G[t, g1, .., gj-1].

De la proposition précédente découle le corollaire suivant :

Corollaire 2. Pour tout u € G[t] et tout k € N*, il existe ay,..,ar € Q et v € GJt] tel
que :

u = alt—i—aQt—l—..—i—aktk—l—tkv

Pour tout j > 1, pour tout (g1,..,9;) € N1 x .. x Nj, pour tout k > 1 et pour tout

u € G[t,g1,..,9;], il eviste une suite d’éléments (ay,..1,)i+..+1,<x dans Q, ainsi qu’une

suite d’éléments (vi,,..1,)io+.+1,=k € G[t, g1, .., g5] tel que :

- lo 11 lj lo U1 lj
U= E Q... ;t00) 9] + 09195 Vig,...1
10>1,11>0,..,1;>0 10>0,..,1;>0
lo+..+1;<k lo+.+lj=k

Démonstration. Soit u € G[t], montrons par récurrence sur k > 1 la propriété de
I’énoncé.
— Pour k£ = 1. Le rang initial a été montré dans la proposition précédente.
— Supposons vraie la propriété au rang k et montrons la au rang k + 1. L’hypothése
de récurrence nous donne I'existence de ay, ..,ar € Q et v € G[t] tel que :

k
U= Z aiti + tho
i=1

Or, d’aprés la proposition précédente Jv; € G[t] et ax 1 € Q tel que v = ag1t+tu;
k+1

Ainsi u = Z a;t’ + t**1v;. Ce qui termine la récurrence.
i=1
Montrons a présent par récurrence sur j > 1, que pour tout (gi,..,9;) € Ni X
.. X Nj, pour tout k > 1 et pour tout u € GJt, g1, .., g;], il existe une suite d’éléments
(aio,..1;)io+..+1;<k dans Q, ainsi qu'une suite d’éléments (vy,,..1;)i+.+1,=k € G[t, 91, .., 9]
tel que :

- lo 11 lj lo U1 lj
U= E ... ;t00) 9] + E 09195 Vig,...1

102171120,..,lj20 loZO,..,ljZO
lot+.+1;<k lo+--+l;=Fk
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— Montrons la propriété au rang j = 1 par récurrence sur k > 1 :
— Pour k=1:
La proposition précédente nous permet d’affirmer que pour u € G[t, ¢1], il existe
a € G[t] et vo; € Gt, g1] tel que u = a+g1vp1. Or a € G[t] donc il existe a; ¢ € Q
et v19 € G[t] C G[t, g1] tel que a = ay ot + tvy 9. Donc u = ay gt + tv1 0 + g1v0.1,
ce qui démontre le résultat pour £ = 1.

— Supposons vraie la propriété pour les rangs inférieurs a k (k > 1) et montrons la
au rang k + 1. Soit u € G[t, g1]. D’apreés la proposition précédente, il existe donc
a € Glt] et v € G[t, 1] tel que u = a + gyv. Comme v € G[t, ¢g;] on a d’aprés
I’hypothése de récurrence U'existence d'une suite d’éléments (b, i, )i,+1, <k dans
Q, ainsi qu’une suite d’éléments (w1, )ip+,=k € GJt, g1] tel que :

v= ) but®gt ) gl

lo>1,11 >0 l0>0,l1 >0
lo+11<k lg+li=k

De méme, comme a € G[t], il existe, avec ce qui a été fait plus haut, des éléments
a1,0y -y Ak+1,0 de Q et Vk+1,0 S G[t] tels que a = a1,0t+...+ak+170tk+1+tk+1vk+1,o.
Ainsi, en reprenant on a :

uU=a-+ g1v

k1
_Z I, k41 Z lo 1141 Z lo 1141
— a170t +t Vk+1,0 + blo,lltogll —+ togll Wiy, 1y
=1 lo>1,112>0 10>0,11>0
lo+lq <k lo+11=F
k1
_ ! lo di+1 lo 1 k1
= g aiot’ + E big 1, —1t°g7 " + g 1091 Wi -1 F T Ukt 0
=1 lo>1,11>1 lp>0,01>1
Loty <k+1 Lo+l =k+1

Pour iy > 1,1l > 1 et ly+1; = k+1 on pose a;, ;, = byy1,—1, et pour lp > 0,11 > 1
et lp + 1 = k+ 1 on pose v;, = wy,,—1. Il suffit alors de constater que
vo k1 € G[t] € G[t, g1] pour obtenir le résultat.

— Supposons pour j > 2, que la propriété soit vraie pour tous les rangs inférieurs a
J— 1 et montrons la au rang j. Nous allons montrer par la propriété au rang j par
récurrence sur k > 1 :

— Pour k=1:
La proposition précédente nous permet d’affirmer que pour u € GJt, g1, .., 9],
il existe a € GIt,g1,..,9j-1] et vo_01 € G[t,91,..,9;] tel que v = a +
gjvo,.01- Or a € G[t, g1, .., gj—1], en utilisant ’hypothése de récurrence il existe
aio.0 € Q et wig. 0,.,wo.01 € Glt,g1,..9;-1] C G[t,01,..,9;] tel que

a = ay,. ot + twio,.. 0+ g1Wo,0,.0 + ... + gj—1Wo,.1 + GjVo,. 0,1- En posant
V1,0,.,0 = W1y0,.0,00,1,0,.,0 = W0,1,0,...05+--» V0,..,0,1,0 = Wo,..,0,1 on obtient le résul-
tat.

— Supposons vraie la propriété pour les rangs inférieurs a k£ (k > 1) et montrons
la au rang k + 1. Soit u € GJt,g1,..,g5]. D’aprés la proposition précédente,
il existe donc a € G[t,q1,..,9;-1] et v € G[t, g1, ..,9;] tel que v = a + g;v.
Comme v € G[t, g1, .., g;| on a d’aprés ’hypothése de récurrence 'existence d’une



80 DEFINITIONS DES ESPACES G[t, g1, .., g;] ET PROPRIETES

suite d’éléments (b1, )io+.+1,<klo>1 dans Q, ainsi qu'une suite d’éléments
(wig,..1;)10+..+1,=k dans G[t, g1, .., g;] tel que :

v = Z big,..; thoglt.. gj + Z thgl g] Wi 1,15

10>1,11>0,..,1;>0 16>0,..,1;>0

lo+.+;<k lo+-+l=k
De méme, comme a € Gt g1,..,9j-1], il existe une suite d’élé-
ments  (Crg,1y,..0;1 )lo+.+1,_1<k+1l>1 dans @Q, ainsi quune suite d’éléments
(Zlo,..,lj_l)lo+..+lj_1:k+1 dans GI[t, g1, -~>gj—1] tel que :

_ E lo l1 E lo,lh li—1
a = Cl()y obj— 1t gl g_] 1 + t gl "gjfl Zl(),ll,..lj_l
lp>1,1120,..,l;-1>0 102>0,..,l;-12>0
lot. Al g Sk+1 Lot 41 =k+1

Alinsi, en reprenant on a :

uU=a-+ g1v

_ E lo l1 E lo,lh i1
- CZO, ybj— lt gl g] 1 + t gl "gj—lzl()Jl,..lj_l

lp>1,1120,..,l;_1>0 lp>0,..,1;1>0
lot. Al g Sk+1 Lot 41 =k+1
lo 11 lj+1 lo 1 lj+1
+ g blo,..,ljt 91 gj + gy g5 Wiy,
lo>1,1120,..,l;>0 lo>0,..,1;>0
Lo+ +1;<k lot..+1 =k
_ lo ,l1 lo ,l1 lj
= > Clovoty 11001 07T + > big,..1;—1t° 91" -9
lo>1,01>0,..,l;-12>0 lo>1,112>0,..,l;>1
lot. Al g Sk+1 lot .41 <k+1
lo ,l1 L lo d1 i1
+ E t 9195 Wip ly,...1;—1 + t 91 --95-1"lo,l1,.. 11
lo>0,..,l;>1 l0>0,..,l;-12>0
ZO+4.+lj:k+1 ZO+"+lj—1:k+1

Pour [y > 1,13 > 0,..,l;:0 > 0, lo + .. + ;-1 < k+ 1, on pose ay,, .1, 10 =
Clo,.l;1 € Q.

Pour lo Z 0,[1 Z 0,..,lj_1 Z 0, lo + ..+ lj—l =k + 1, on pose vy, .1
Zlo,..,lj—l € G[tagla - gj— 1] - G[t g1, - agj]

Pourly > 1,1; > 0,..,l; > 1, lp+..+1; < k+1,0n pose a1, 1, = big,..0;_10,-1 €
Q.

Pourly > 0,01 > 0,..,1; > 1, lp+..+1l; = k+1, on pose vy,,._1, 1,
G[t7 g1, 7gj]

On obtient ainsi le résultat.

j—170 =

= Wiy,..l;_1,l;—1 €

O

Enoncons une proposition de liaison entre les équations de ce travail et les ensembles
définis dans cette partie.

Proposition 10. Si u vérifie une équation de type Fy, alors, il existe v € G[t] tel que
u(t) = v(t, D(t)) sur |0, +oo[NV (V un certain voisinage de 0).

Pour (g1,..,9;) € Gy X ... x G;. Si u vérifie une équation de type Fj[q1, .., g;], alors,
il existe v € Gt, g1, .., 4] tel que u(t) = v(t, g1(t), .., g;(t), D(t)) sur |0, +oo[NV (V un
certain voisinage de 0).
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Démonstration. Soit u qui vérifie une équation de type Fy. Alors, il existe f analytique
au voisinage de (0, .., 0) en chacune de ses variables et dont les coefficients de son dévelop-
pement en (0, .., 0) sont dans Q. Il existe aussi @ € Q*, un entier n > 2 et vy, .., v, € G[t]
tel que u vérifie ’équation :

t"u' +au = tf(t,u, wy, .., wy,)

Avec wi(t) = v1(t, D(t)), ..., wm(t) = v, (t, D(t)) pour t > 0 suffisamment petit. On pose

b= w. Comme vy, .., v, € G[t] on sait d’aprés la proposition qui précéde qu’il existe

ay, ..,y € Q et 0y, .., 0, € G[t] tel que :
v1 = a1t + 101, ..., Uy = Gt + 10,

On pose u = bt + tu et on remplace dans I’équation :

bt" 4 "0+ " 4 abt + att = tf(t, bt + ti, art + tdy, .., apt -+ t0,,)

Avec wy(t) = 01(t, D(t)), ..., Wm(t) = Om(t, D(t)) pour t > 0 suffisamment petit. Donc
I’équation s’écrit aussi :

bt" 4+ "0 4 "+ abt 4 ati = tf(0, .., 0) + t2g(t, @, Wy, .., W)

= 1" + au = tg(t, 4, Wy, .., Wy,)

Ceci implique que u vérifie une équation de type Fy. Comme u vérifie une équation du
type Fp, on a d’aprés la partie II, 'existence de v > 0, {2 un ouvert compatible avec
ttet D€ O tel que a(t) = o(t, D(t)) pour t > 0 suffisamment petit. Ainsi pour
t > 0 suffisamment petit, Jv € G[t] , u(t) = v(¢, D(t)). On peut donc résumer la situa-
tion comme :

Si u vérifie une équation de type Fy alors il existe v € G[t] tel que pour ¢ > 0 suffi-
samment petit, u(t) = v(¢t, D(t)). Or @ vérifie une équation de type Fy donc v € G'[t]
et donc v € G?[t]. On peut alors itérer, et affirmer que par récurrence on a : Vn > 1,
v € G"[t]. Finalement on a bien v € G[t].

Fixons (g1, ..,9;) € N1 X .. x N;. Nous allons montrer par récurrence sur k allant de
1 & j que si u vérifie une équation de type Filgi, .., gx| alors, il existe v € G[t, g1, .., gi]
tel que pour tout ¢ > 0 suffisamment petit on a :u(t) = v(t, ¢1(t), .., gx(t), D(t)).

— Montrons la propriété au rang 1.

_1
t

On a g; € Ny donc In? € N, tel que Vt > 0, ¢g1(t) = 4. Soit u qui vérifie une
t"1

équation de type Fi[gi]. Alors, il existe f analytique au voisinage de (0,..,0) en
chacune de ses variables et dont les coefficients de son développement en (0, .., 0)
sont dans Q. Il existe aussi a € Q*, un entier n > 3 et vy, .., v, € G[t, g1] tel que
u vérifie ’équation :

t"u' +au = tf(t, g1, u, wy, .., W)

Avec w(t) = vi(t,91(t), D(t)), ... win(t) = v (t, g1(¢), D(t)) pour ¢t > 0 suffisam-
ment petit.
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Comme vy, .., v, € G[t, g1] on sait d’aprés la proposition qui précéde qu’il existe
ai, .., ay, € G[t] et 0y, .., 0, € G[t, g1] tel que :

V1 = a1+ g1V1, .- s Uy = Ay + G100,

On pose u = z + giu et on remplace dans ’équation :

"2 +az +t" (% - n?%)ﬁ + "t + agiu
= tf(ta g1,z + glfb, dl + glwla (x dm + glwm)
Avec Wy (t) = Uy (tv gl<t>7 D(t))v e QIJm(t) = ﬁm(t, gl<t>7 D(t))v &1@) =

ay(t, D(t)), .., am(t) = a,(t, D(t)) pour ¢t > 0 suffisamment petit. Donc ’équation
s’écrit aussi :

"2 +az 4+ g1 ("0 + at 4+ "0 — nft" 1)
=tf(t,0,2,a1,..,am) + gitg(t, g1, U, W1, .., Wy, 2, A1, -y Ary)
On choisit alors de prendre z tel que :
" +az=tf(t,0,2,a1,..,0dn)
Alors on peut réduire I’équation sous la forme :
"'+ ati + "0 — nt" T = tg(t, g1, T, Wy, ., Wins 2, Qs -y G

La fonction z vérifie donc une équation de type Fj. Il en résulte qu’il existe
Z € Gt] tel que pour ¢t > 0 suffisamment petit, z(t) = Z(¢, D(t)). En observant que
Z, a1, .., any sont dans G[t], donc, dans G[t, g1] on obtient que @ vérifie une équation
de type Fi[g1]. Comme @ vérifie une équation du type Fi[g;], on a d’aprés la partie
I, Pexistence de o > 0, §2 un ouvert compatible avec (t +— ¢, g1) et 0 € @gﬂ tel
que u(t) = 0(t, g1(t), D(t)) pour t > 0 suffisamment petit. Et de méme pour wu, il
existe v € ©), ¢, tel que pour ¢ > 0 suffisamment petit u(t) = v(t, g:1(t), D(t)). Or
v = Z + g10 par prolongement analytique. Par définition, avec ce qui précéde, on
a donc v € GMt, g1].

En résumé, si u vérifie une équation de type Fi[g;] alors, il existe v € Gl[t, g1]
tel que pour ¢ > 0 suffisamment petit , u(t) = v(t, g1(t), D(t)). Or @ vérifie une
équation de type Fi[g;] donc © € G't, g1] et donc v € G?[t, g1]. On peut alors
itérer, et donc affirmer que par récurrence on a : Vn > 1, v € G"[t, ¢1]. Finalement
on a bien v € G[t, ¢1].

Supposons & présent la propriété vraie pour les rangs inférieurs a k (1 < k < j—1)
et montrons la propriété vraie au rang k + 1. On a (g1, .., gr+1) € N1 X .. X Niiq
1

e (k+1)tk+l

donc Ind,,,...,nf ., € N, tel que V& > 0, gr1(t) = . Soit u

—-n 1
__k+1 ki1 0
Ktk Tt k41

qui vérifie une équation de type Fii1[g1, .-, Grr1]- Alorsf il existe f analytique au
voisinage de (0,..,0) en chacune de ses variables et dont les coefficients de son
développement en (0, ..,0) sont dans Q. Il existe aussi a € Q*, un entier n > k+3
et vy, .., 0;m € G[t, g1, .., gr11] tel que u vérifie I’équation :

tnu, +au = tf(ta g1y -5 Gk+1, U, W, -y wm)
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Avec wi(t) = vi(t, 1(t), .., grr1(t), D(t)), .oy win(t) = v (t, g1(t), .., grra(t), D(t))
pour t > 0 suffisamment petit.

Comme vy, .., v, € G[t, g1, .., grr1] on sait d’aprés la proposition qui précede qu'il
existe ay, .., am € G[t, g1, .., ) €t 01, .., Uy € G[t, g1, .., Gry1] tel que :

U1 = a1 + Gk+101, - - -, U = Gy, + Gy 1Um,

On pose u = z 4 gx110 et on remplace dans I’équation :

"2+ az + gy (00 + ati + R Y A VA A ny,)a)

=tf(t, 91, Gkt1, 2 + Gr1Q, A1 + Gr1W1, -, Ay, + Gt 1Wi)

Avec wl(t) = ’171<t, gl(t), ey ngrl(t), D(t)),
Wi () = O (t,91(8), -y grra1(t), D(1)),a1(t) = a1(t, D(t)), .., am(t) = an(t, D(t))
pour t > 0 suffisamment petit. Donc I’équation s’écrit aussi :

"2 +az + gr1 (t"ﬁ/ +at + ("2 — n',jﬂt"’k’l — o m g T = n2+1)€4)

=tf(t, 91, 9k, 0,2, a1, -y Q) + tGrs19(E, G1, oy Gty Uy Wiy oy Wiy, A1,y -y A
On choisit alors de prendre z tel que :
"2 +az=tf(t,91,.., 9%, 0, 2, a1, .., Q)
Alors on peut réduire I’équation sous la forme :

n~/ ~ n—k—2 k n—k—1 1 n—2 0 ~
" 4+ au + (t —npqt — = N T =g )U

= tg(t’gla "7gk+1aaaw1a "awmaala 7dm)

La fonction z vérifie donc une équation de type Filgi,..,gx]- Il en résulte
qu’il existe Z € Glt,g1,.., 9] tel que pour ¢ > 0 suffisamment petit, z(¢t) =
Z(t, g1, (t), .., gx(t), D(t)). En observant que Z, aq, .., a,, sont dans G[t, ¢1, .., gx| donc
dans G[t, g1, .., gx+1] on obtient que @ vérifie une équation de type Fii1[g1, .-, Grr1]-
Comme 4 vérifie une équation du type Filgi, .., grxt1], on a d’aprés la partie II,
lexistence de o > 0, Q2 un ouvert compatible avec (t — t, g1, .., gry1) €t 0 € @gvﬂ
tel que a(t) = 0(t, g1(t), .., gr41(t), D(t)) pour ¢t > 0 suffisamment petit. Et
de méme pour u, il existe v € @ghgl tel que pour ¢ > 0 suffisamment petit
u(t) = v(t,g1(t), .., gr+1(t), D(t)). Or v = Z 4 g1© par prolongement analytique.
Par définition, avec ce qui précéde, on a donc v € Gt, g1, .., Gr11]-

En résumé si u vérifie une équation de type Fii1[g1,..,grr1] alors il existe
v € GUt,g1,..,9xs1] tel que pour t > 0 suffisamment petit, u(t) =
v(t, g1(t), .., ger1(t), D(t)). Or @ vérifie une équation de type Fi[gi, .., gxt+1] donc
v € Gt g1, .., grs1] et donc v € G*[t, g1, .., grr1]- On peut alors itérer, et donc
affirmer que par récurrence on a : Vn > 1, v € G"[t, g1, .., gr+1]. Finalement on a
bien v € Gt, g1, .-, Grs1]-

Nous introduisons plusieurs lemmes qui serviront dans la derniére section.
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Lemme 4. Soit f analytique au voisinage de (0,..,0) en chacune de ses variables et
dont les coefficients du développement en (0, ...,0) sont dans Q. Soit vy,..,v, € Glt]
alors (t, D) w— tf(t,v1,.., ) € G[t]

Démonstration. Comme vy, ..,v,, € G[t] , il existe aq,..,a,, > 0 et il existe Oy, .., Q,,

des ouverts compatibles avec t — ¢ tel que v; € @ghﬂl,...,vm € @gmﬂm. Donc en posant

a =min(ay,..,an) et Q= [ €, on a pour tout i € [1,m], v; € @gﬂ. En utilisant
1<i<m

la proposition 3, on a tf(t,vy,..,vm) € Oqq. De plus comme vy, ..,v,, € G[t] il existe

Wi, .., Wy, € Gt] et aq, .., a, € Q tel que

V1 = alt + tw1

Donc pour tout ¢ suffisamment petit :

tf(t,v1,.., ) = tf(t, a1t + twy, .., apt + twy,)
=tf(0,..,0) + t(tg(t, wy, .., wy))

Le travail effectué précédemment par ¢ f (¢, vy, .., v,,) nous permet d’affirmer qu’il existe
& > 0 et €, ouvert compatible avec (t —t) tel que tg(t,wy,..,wy) € @g G-
Ainsi (¢, D) — tf(t,v1,..,vm) € G't]. Or le méme raisonnement peut étre tenu pour
tg(t, wy, .., w,,) donc tg(t,wy, .., wy,) € GHt] et donc (¢, D) — tf(t,v1,..,v,) € G*[t]. On
itére ainsi pour obtenir que Yk € N*, (¢, D) v tf(t,vy,..,v,,) € GF[t]. Donc (¢, D) —
tf(t,ve,..,vm) € Gt].

O
Lemme 5. Soit vy,..,0, € Gt], a € N et [ analytique au voisinage de (0,..,0) en
chacune de ses variables, on suppose également que les coefficients de son développement

en (0,..,0) sont dans Q. Alors il existe une unique solution tendant vers 0 en 0 pour
[’équation :

t7 +az=t3f(t, v, ..., Um)
O vy, ..., vy, sont les fonctions a valeurs réelles telles que pour tout t > 0 suffisamment

petit v;(t) = 0;(t, D(t)). De plus il existe Z € G[t] tel que pour t > 0 suffisamment petit
z(t) = Z(t, D(t)).

Démonstration. L’'unique solution tendant vers 0 en 0 de 1’équation :
t7 +az=t3f(t, v, ..., Um)

s’écrit pour ¢t > 0 suffisamment petit :
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Le lemme précédent nous permet d’affirmer que tf(t,0q,..,0,) € G[t]. 1l existe donc
a €]0,1[ et Q un ouvert compatible avec t — t tel que tf(t, 1, ..,0p) € @gvﬂ. Il existe
donc (hg)k>1 une suite de fonctions analytiques sur € tel que pour tout (¢, D) € Q[a] :

tf(t, b1, .0n) = Y t*hi(D)

k>1

De plus il existe M > 0, tel que :

S~ sup (11 (D)) < M
k>1 Q[a]

On rappelle que Qla] = {(t,D) € B(0,a) x Q tel que [to(D)| < 1}. Soit D €]0,1],
alors :

/D ds B 1
1 (82 =1p(s) 2 (a+1)p(D)rH

Quitte & réduire 'ouvert €2, on peut supposer en utilisant la continuité de ’expression
précédente qu’il existe pour tout D €  un chemin continue I'(1, D) inclus dans €2 allant
de 1 a D tel que VD € Q) :

o <2
ko (2 = (a2l = oDy

On pose (ﬁk+1)k21 la suite de fonctions analytiques sur 2 définies par :

- hi(s)ds
h D) = Da-l—k-‘rl/ k
e = ADI J ) = D)

On a alors sur Q[a] :

~ h
|tk+1hk+1<D)‘ — |tk+1(p<D)a+k+1/ k dS|

r'(1,D) (s — L)ip(s)rth+2

=1 D e R

(s (s = 1)gp(s)o+?
De plus V(t, D) € Q[a] et Vs € T'(1,D) \ {1} on a (tigg),s) € Qla] car :
to(D) )
| o05) p(s)] = lte(D)] <1
Ainsi,
e (D)) < sup(PhDIDIDI ] [ ol
< 2Qf}?€(|tkhk<l))‘)

< sup(|t*hi(D)])
Qla]
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Pour «a suffisamment petit. Finalement V(¢, D) € Q[a] et VE > 1,

Zﬁb}}?(ltk“ﬁm(l))l) < f;{ﬂ?ﬂtkhk(D)D

z
aisément que t — Z(¢, D(t)) est bien défini et dérivable pour ¢t > 0 suffisamment petit
et que de plus z(t) (t, D(t)) est bien solution de I’équation . A présent reprenons
I’équation initiale. On utilise également le fait qu’il existe aq,..,a,, € Q et wq, .., w,, €
GJt] tel que :

Donc si on note (¢, D) = 3, t" ' i (D) sur Q[a] alors 7 € 69 . On vérifie
z

131 = Cth + t’lIJl

On notera wq, ..., w,, les fonctions a valeurs réelles telles que pour ¢ > 0 suffisamment
petit on ait w;(t) = w;(t, D(t)). On pose alors z = agt? + tw et 'équation devient, :

2w + (a4 Dtw + (a4 2)apt® = 2 f(t, art + twy, ..., apmt + tw,,)
= t*w' + (a + Dtw + (a + 2)agt? = 2 £(0,...,0) + t*g(t, wy, .., w,,)

f0,..,0

On choisit ag = =73 ) de facon a obtenir :

tw' + (a + Dw = 2g(t, wy, .., wy,)

En utilisant ce qui a été fait plus haut, on peut donc obtenir & €0, 1[ et  un ouvert
compatible de t +— t et w € @g’ﬁ tel que pour ¢ > 0 suffisamment petit on ait :
w(t) = w(t, D(t)). Par prolongement analytique, on en déduit que Z € G1[t]. En itérant
ce raisonnement on a pour tout n € N*, Z € G"[t], et donc z € GJt].

O

Notations. Dans la suite, on notera Y la fonction définie sur |0, +oo| par
Y (t) = —tIn(t) + t2. On constate apres étude de fonction que Y € B

Lemme 6. Soit Uy, .., Uy, W1, .., 0, € G[t]. Soit a € N*, [ et g deux fonctions analy-
tiques en chacune de leurs variables au voisinage de (0, ..,0), de plus les coefficients de
leurs développements en (0, ..,0) sont dans Q. On note également vy, .., Vp, w1, .., w, les
fonctions & valeurs réelles définies pour t > 0 suffisamment petit par v;(t) = 0;(t, D(t))
et w;j(t) = w;(t, D(t)). On considére I’équation :

tu' —au = tf(t, v, .., vm)u + tg(t, wy, .., w,)

Alors il existe c1, .., cq1 € Q (sia > 2 sinon on retire ces constantes du développement),
b1, by et Uy, Uy € G[t] tel que :

u(t) = e"W [ert 4 .o + Cuurt™ bt Y 4 Ct + bot™T 4 17y

Avec C constante arbitraire et vy, ug a valeurs réelles définies pour t > 0 suffisamment
petit par ug(t) = o(t, D(t)) et vo(t) = vo(t, D(t)).
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Démonstration. Comme 0y, .., 0, € GJt] il existe 011, ..., 01 € G[t] , a1, .., 0, € Q tel
que :

’171 = (llt + t1~)171

[’équation devient :

tu' — au = ut f(t, a1t + tvya, .., Gt + tog,1) + tg(t, we, .., w,)
= tu' —au—tf(0,..,0)u — 2 fi(t,v11, .o, Vma)u = tg(t, wy, .., w,)

Considérons I'équation tz/ = —t2f; (t,v11,..,Um1). D’aprés le lemme précédent il existe
Z € G[t] tel que pour t > 0 suffisamment petit z(t) = 2(¢, D(t)). Posons v = e*e=F(00)ty,
On a alors :

t' — av = tg(t,wy, ..., wy,)e*e 001

D’aprés le lemme 4 tg(t, 0y, ..., Wy, )ee 700 € G[t], on le notera @y. Donc en utilisant
le corollaire 2 il existe by, .., b,12 € Q et 4g € G[t] tel que :

tg(t, iy, ..., W)€ e OOt = bt 4 by ot T2 4 1420,
On pose alors v = —2¢ — .. — baciya—1 4 qa=ly, Péquation devient :

tw] — vy = bat + bay1t? + bayot® + t3wg

Onnotera¢; = =%, .. cpoq = . — ba=1  Ensuite on pose vy = —b,Y + (b + byy1)t? + Ct+

a” 1
b
"T“t?’ + tvy. On a alors :

tvh = t2wg

En utilisant le lemme précédent on a 'existence de vy € G[t] tel que pour ¢ > 0 suffi-
samment petit on ait : vo(t) = Vo (¢, D(t)). Il suffit de réécrire u a la lumiére de ce qui a
été fait pour obtenir le résultat.

O

10 Méthode de réduction

Nous rappelons que les systémes d’équations que nous tentons de réduire sont de la
forme :

"+ agu + artu + . F apt"u = " f (L, gh, e, gn)

Avec (g1, .., 9n) € N1 X .. X N,,. De plus Vk € [1,n], V¢t > 0 on peut écrire :

D — e "k 0
ek=1th=L o7 "

gk(t) - k-1
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Si ag € N*, on se référe a la partie II pour expliciter la forme de 'unique solution qui tend
vers 0 en 0. En effet il existe alors a > 0, 2 un ouvert compatible avec (t — t, g1, ., g») €t
v € O)( tel que pour t > 0 suffisamment petit u(t) = v(t, g1(t), .., gn(t), D(t)). Traitons
dans cette section le cas ot —ay € N*. Dans un premier temps nous montrons, quitte a
remplacer g,, que 'on peut supposer a; —n"~! <0, ...,a, —n? < 0. En effet il suffit de
poser :

—1

_ ent™
t) =
gn( ) —(np = g 1+1) —(nh+]an_1l+1)
— n n= 7 0
e -nem=l L e t trntlan|+1
Ainsi on a :
__lag|+1 lap_—1/+1
Gn = Gne =T em 1 tlanltl

En raisonnant par récurrence on peut montrer qu’il existe 7,_1, ..., 7o tel que :
= Tn—1 T1 470
9n = GnGn=1 91t

Il suffit donc de remplacer g, par g, a ’aide de la formule ci-dessus pour obtenir le
résultat. On supposera donc dans la suite que a; — n”~! <0, ...,a, — nd < 0.

On considére 2 cas :
— Si ag = —1 : On effectue alors le changement d’inconnues suivant :
U = VUp—1,1+ GnUn_1.1

On remplace dans I’équation pour avoir :

n+1,./ n
t ,Unfl,l -+ aoUn—1,1 + ...+ CLnt Un-1,1

o+ gn [ un g 4 (a0 = Dtugo1q 4 e+ (an — ) U]

= tn+1f(t, Un—-1,1 + InUn-1,1,91, -+ gn)
= tn+1f<t7 ,Unfl,b g17 ] gn717 0) + thrlgng(t’ unfl,la Unfl’l’ gl’ Y gn)

On choisit donc v,_; ;1 tel que v,_;; solution de :
n+1_ ./ n _ an+1
", g agUno1n e apt v = T f (V115915 4, Gne1, 0)

D’aprés la proposition de la section précédente, il existe 0,11 € G[t, g1, .., Gn—1]
tel que pour ¢ > 0 suffisamment petit v,y 1(t) = Up—11(t, 91(%), .., gn-1(t), D(t)).
Donc u,,_1, vérifie I’équation :

tnuil—l,l + (al - nz_l)unfl,l + ..+ (an — n%)tn_lun,1,1

=1"g(t, Un—1,1, V1,1, 1, > Gn)
— Si ag < —1 : On effectue alors le changement d’inconnues suivant :
U = 'Un—Ll + gnuml
On remplace dans I’équation pour avoir :
tn+1U;L_171 + agUn—1,1 + ...+ ant"vn_Ll

+ gn [t up g+ (ag + Dung + (a1 — 0 Dty + -+ (an — 1) 1]
= tn+1f<t7 Up—1,1 + InlUn,1; d1s -+ gn)

= tn+1f(t7 Un—1,1,915 -+, n—1, 0) + tn+1gng(t7 Un,1) Un-1,1, 915 -+ gn)
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On choisit donc v,_; 1 tel que v,_1; solution de :
n+1_./ n _ yn+1
", agUpo1n e ant o1 = T f (V115915 901, 0)

D’aprés la proposition de la section précédente, il existe 0,11 € G[t, g1, .., Gn—1]
tel que pour ¢t > 0 suffisamment petit v,_11(¢) = Vp_1.1(t, 91(t), .., gn-1(t), D(t)).
Donc u,, ; vérifie I’équation :

"l + (a0 + Dungy 4 (a1 — n = Dtuny + -+ (an — 1)t
= tn+1g(t’ Un,1,Un—-1,1,915 -+ gn)

On peut donc itérer ce raisonnement afin de revenir au premier cas.
. -1
Dans tous les cas on peut écrire « = vp,—11+ gnUp—12+... +gl§m| Vp—1,a| +gila°|un_1,1

avec Up—1,1, -, Un—1,jao| € G[t, 91, -, gn—1] tel que pour ¢ > 0 suffisamment petit :

Un—l,l(t) = 'Ijn—l,l(ta g1 (t), .y gn_l(t), D(t)), ceeny vnfl,\a0|(t) = ’Ijn,uao‘(t, g1 (t), .y gn—l(t)a D(t))
Et u,_1 1 vérifiant une équation du type :

"y 11+ (a1 — aolnl Yup_11 + .. + " a, — |ao|ng)tn-11

n
=t"g(t, Un—1,1, 915 -» Gns Un—1,15 -+, Un—1,|ao|)

En continuant ce procédé, on va donc montrer par récurrence descendante sur k allant
de n a2 (en posant u = u,) qu’il existe a,, .., ax dans N*. Il existe également pour tout
ielk—1,n-1],Vj €[1,04], 30;; € G[t, g1, .., 9] tel que pour tout ¢ > 0 suffisamment
petit on ait : v; j(t) = 0, ;(t, g1(t), .., gi(t), D(t)). Les changements d’inconnues suivant :
U= Up—11+ GnUn-12+ ... = gsnilvnfl,an + gn " Un—1,1

an—1—1 Qpn—1
Up—11 = Up—21 + Gn-1Vn—22 t ... + 3,7 Un—2a,_1 T Gn"1 Un—21

. ap—1 ag
Up1 = Vk—1,1 + GrUk—12 + . + 01" Uk—1,a, + 5 Uk—1,1
Conduisent au fait que uj_1; vérifie une équation du type :

k. 1 k—1
gy g+ Be-10tk—11+ oo + Beo1 k1" ug-—11

k k k k k
t hk(t7 Uk—1,1,91,ks ++» In k> wk—l,la ax wk_17,y£717 ceey wn—171a ooy wn_17,\/£71)

Avec — Bk 1.0y 0y —Br-1k-1,7 1, ., 7%, dans N*. De plus Vi € [k — 1,n— 1] , Vj €
[1,~%], awﬁj € Glt,g1,-..,9;] tel que pour tout ¢ > 0 suffisamment petit wﬁj(t) =
W ;(t, g1(t), .., gi(t), D(t)). Les fonctions gy g, .., gn . sont respectivement dans Nyx..x N,

Elles sont définies de la fagon suivante :

Gik = Ikl sinon
Sik—1 %16k
9k9,1 91 tv

Avec Vi > k+1,Vj € [0,k — 1], 55]» dans N. De plus Vi € [1,n] , gix € N;.

Le rang initial de cette récurrence a été fait ci-dessus. Supposons donc vraie la
propriété pour les rangs supérieurs a k + 1 et montrons la au rang (k > 2). L’hypothése
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de récurrence nous donne donc : il existe a,, .., air; dans N*. Il existe également pour
tout i € [k,n—1],Vj € [1,a5], 30;; € G[t, g1, -., gi] tel que pour tout ¢ > 0 suffisamment
petit on ait : v; ;(t) = 0; (¢, 91(t), .., 9i(t), D(t)). Les changements d’inconnues suivants :

_ an—1 «
U="Up-11+ InVUn-12+ - T G," VUn-tlan, T G Un-1,1
ap—1—1 Qp—1
Up—11 = Up—21 t+ Gn—1Un—22 t ... + 3,7 Un—2a,_1 T Gp"1 Un—21

— agy1—1 Q41
Uk+11 = Vg1 + Ge+1Vk2 + - + G1i17 Vkagpy + Gpgq Ukl

Conduisent au fait que uy; vérifie une équation du type :

k+1_7 k
gy A+ Brouky + e+ Bt ug

k+1 k+1 k+1 k+1

k+1
t hk-ﬁ-l(t)uk,l)gl,k-i-la"agn,k-f-l)wkl a"awk,yk+17"'awn—1,1’"’w k+1)
vk

n—1,7,"7

Avec —Bros o, —Brk, Vi1, Rt dans N*. De plus Vi € [k,n — 1] , Vj € [1,77],
Elwl‘C+1 € Gt gi,...,q:] tel que pour tout ¢ > 0 suffisamment petit wkﬂ(t) =

4 g1(0), - :(0), D))

On considére 2 cas :
— Si Bro = —1: On effectue alors le changement d’inconnues suivant :

Ug,1 = Vk—1,1 + JrUk—1,1
On remplace dans I’équation pour avoir :

tkﬂvk 1,1+ BroVk—1,1 + ... + Bk, ktkvk,l 1

+ gk [tkﬂuk 11+(5k1—nk Dtug—1,1 + .. + (Bew — np)tr e 11]

k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
=t g1 (8 Vk— 10 GRUE—1,15 91 k115 -+ Gkt 1s Wiy s o Wi s oo W 1y oy W
Vi

A présent, nous allons décrire la construction des g; , pour i > k41 :

Pour tout k+1<i<nona:

eitt
gi,k-l—l(t) = T 1
_ ik+1 , k41
e (i—1)ti—1 ...6775 i k+1
Siti=k-+1ona:
1
T RFT
Ger1(t) eyt
= Bl E—1
gk(t) M _("119+1,k+1_"11g) no _n0
ee  (k-1eb-l ... kL1

Pour j € [0,k — 1], on note :

s J J
- 0817y —np <0
b1k = Y, J o
N1 k1 — T SIION

ki1)

n— 1,'yn 1
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On pose aussi 1y, , = 1y, .41 + 1. Ainsi il existe 0z_1, ..., 01 dans N tel que :

—Sp_1

gk+1,k+1(t) _ ngrLk(t)em ...65711,‘50

gr(t)
En utilisant le méme type de procédé on récurre afin d’obtenir ’existence de
ok sk )
ki1 ki1 Opp10 tel que

k k k
11 (1) = Gerrw(8)gi() (gro1 (1) R it (ga (1)) e thons

On peut faire de méme pour les g; 41 , ¢ > k + 1. En utilisant ce résultat ainsi
que 'hypothése de récurrence on écrit pour ¢ > k+ 1 :
1—1 1 1

9i = 9ii = Yii—19i-1(gi—2)"2...(g1 )61 R

-
= i1 (geo1) 51 (g1) P00

Revenons aux éléments de 1’équation : .
Vi € [Ly*'], it € GIt g, ... g&). Done 3ayt € Glt g1, .., ge—1] et b
Glt, g1, .-, gx] tel que wZng = a’é?l + g ka.

De méme Vj € [1, vlljill]] wiﬂ] € G[t, g1, ..., gx+1], donc Ha’gﬂj e Glt,q1, -, gr_1] »

Hb’gi}]k € G[t, g1, .., gi] et kuﬂjkﬂ € G[t, g1, .-, grs1] tel que :

~k+1 ~k+1

ki1, — Qg1 T gkb +1] gt 9k+1bk+1] k+1
= &EEJ + gkbk+1] g+ Ger1egk(gr— 1)6’”1 P (gl)S'Iz*l’ltg’Iz*l’o
On continue ces substitutions jusque :
Pour tout j € [1,7"1], 3a,_1; € G[t, 91, -, Gu_1), HbHUk € G[t, g1, .-, Gi)s--
Elbk+1]n LEG[t, g1, .., gn_1] tel que :

~k+1 7k+1
W,'y ;= Q1,5+ gkbn Ljn—1 T oot gnflbn—ljn—l

Sk Sk ~
= Gn-1; + gibiT Ljne1 T G119k (g 1) nobhet --(91)6"*1’1té"*”’bfzﬂ,j,nq
Dans la suite on notera a; ; et bf ;1 les fonctions a valeurs réelles qui se rapportent
a leurs homologues avec des tildes. On peut donc remplacer dans I’équation et
observer que le membre de droite peut s’écrire pour ¢t > 0 suffisamment petit :

k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
t hk—l—l(t VE— 11+gk‘uk 11791 k+1y .- 7gnk‘+17wk;1 a"awk k419 * 'awnfl 1,..,'LU 1 k+1)
Vi ’ n—4v,_1
_ 4k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
=1 fk(tavk—lﬂagla--)gkaa'kl a"aa'k k+1a"'7an—1 1a""aa'n 1 k+1)
7 ’ 7777, 1
k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 Tk+1
+1 hk(tauk—l,lagl,ka' <y 9n k> Vk— 117ak1 7"7ak,y£+1a"'7an—1715""aa'n 1,Yk+labk71 IRE

Bk—i—l (~k+1) )

ey it \Tigil ) bt 1<i<n—1,1<5 <y k<I<i
Avec f, et hy analytiques au voisinage de (0, ..,0) en chacune de leurs variables.
On choisit donc vy_11 tel que vj_1 1 solution de :

k+1 &
v 11T Br,oVk—1,1 + oo + Brpt " Vp—1.1

_ k41 k+1 k+1 k+1 k+1
=t fk(t7vk—1,1agla"agk7ak1 yes Ay g1y ey Ay 11y -0y G k+1)
ky’)/k ? n— 17’}/” 1
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D’aprés la proposition de la section précédente, il existe 0x—11 € G[t, g1, .., Gr—1]
tel que pour ¢ > 0 suffisamment petit vi_11(¢) = Tp_11(t, 1(2), .., gr—1(t), D(t)).
Donc uy_1; vérifie I'équation :

t*ug gy 4 (Bea — ng ko + oA B — n) e

_ 4k k+1 k+1 k41 k+1 Th+1
= t"hy (t, Uk—1,15 J1 ks -+ Gnkes Vk—1,15 Ay 5 -5 akm,zﬂ, c O l1 gy e @ Ty s O

n—1
l;k+1 (l;k+1) )
T Uyt TGl ke 1<i<n—1,1 <G <y T R<I<i

Etant donné que les —Bk 1, .., —Brx sont dans N*, donc —f —i—nﬁ’l, coey =Bk 1Y
aussi. En reprenant toutes les hypothéses on constate que la propriété est alors
bien démontrée au rang k.

- Si ﬁk70< —1:

On effectue la méme transformation qu’au cas précédent. On ne retombe alors pas
immédiatement sur la propriété recherchée cependant on augmente le terme [y
de 1. Ainsi aprés plusieurs itérations on est ramené au cas [ = —1.
Dans tous les cas la propriété au rang k est alors démontrée.
La récurrence nous méne donc jusqu’a l’existence de ’inl, ..,’ijﬁ% e Glt,q] , -y
e W 2, € Glt, g1, .-, gn_1] €t uy;y vérifiant I'équation :
I —
2 2 2 2 2 2
t ul,l —+ 517071171 + ﬁl,ltul,l =1t hQ (t, ul,l, 9172, ey gn72, le, ey wl’,ﬁ, ceny wnfm, ceny wnflfyi—l)

Avec —f31 o, =11 dans N*. On se raméne par le méme type de réduction a :

t2u'1,\51,0\ — Ui, 0| T 1 [51,1 - n?(\61,0| - 1)} U181 0l

_ 42
=t hg (t, u17|51’0‘,gl,2, .y gn,27 wl,l, cees wlm, ey wn_l,l, . wn_mnfl)

On pose uy,3, o = Uo + g1u1 + (g1)*v. Ainsi I’équation devient :

t2u6 —ug + [51,1 - n?Wl,OH + (91)2 [t2?)/ +v+[Bi1+ ”(1)(|51,0| + 1)]}

_ g2 2 2 2 2 2
= t*hy (t, u0 + grur + (91)°0, Gr.2, -, Gn,2, WS 1, -, WY 25w Wy 1 15 ey wn—l,vi_l)

Pour tout j € [1,v], il existe w;,; € GIt, ¢1] tel que pour ¢ > 0 suffisamment
petit wy ;(t) = w1 ;(t, 9:1(¢), D(t)). Comme wy; € G[t,¢1] , il existe Z, ;0 € G[t] et
217]'71 c G[t,gl] tel que :

Wi = Z150 + 917151
On continue ainsi jusqu’a :

Pour tout j € [1,7v,-1], il existe w,_1; € GIt, g1,..,9n-1] tel que pour tout ¢ > 0
suffisamment petit on ait :

W —1,5(t) = Wy—1,(t, g1(t), .., gu-1(t), D(t))
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Comme W,,_;1; € G[t, g1, .., gn—1], il existe Z,_1 0 € G[t], .., Zn—1jn-1 € G[t, 91, Gn—1]
tel que :

Wp_1j = Zn—1,40 t 12n-141+ - + Gn-12n—1,4n-1

Comme précédemment on notera z; j; les fonctions réelles qui pour ¢t > 0 suffisamment
petit vérifient : z; ;,(t) = 2 ;.(t, 91(¢), .., gi(t), D(2)).
Pour tout j € [2,n] :

gi2(t) e
2 -1
9i(t) T2 s 2
e G-1td et t1,2g1(t)
=1
itd
I ejt t2n(1)
= —
"5,2 —(nly+2)
eG-—1 e t 3,2
Vv
=g;(t)

Ainsi pour tout j € [2,n], on a gjo = gjg%t%?. Par suite, en utilisant les formules qui
précédent on a pour tout j > 2 :

- L
& & -1
5,5 —2 31 f;égﬁ

95 = 94,5 =94,j-19j-19;"2 ~----91

5 5z
I 140,
=0i9; 1 --01't

)
°91
En raisonnant par récurrence et en utilisant I’écriture ci-dessus, on a pour tout j € [2,n]

A -
gj = gjgjj_ll...gllt‘sog%

On reprend les expressions précédentes et pour tout i € [2,n — 1], 7 € [1,7%] :
i
Wij = Zijo+ D GiFiju
=1

(A
= Zij0+ 9%+ E 91z
=2
i gl :l ~
_x ~1 21 2 ~ ~O0]_q 01,88 ~
= Zij0 T 91250 T 91%j1 T 9 E G9;—1 91 0%

=1

Et pouri=1et j € [1,7] :

W15 = 21,50 T 912151

_ = ~1 2~1
= 2130 T 917150 T 917151
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Avec pour tout 7 € [1,n] , 2}, € G[t] et 2 ;, € G[t, g1]. On écrit donc le second membre
sous la forme :

t*ho (t, Up + g1t + giv, 912, -, Gn,2s (wi,j)1<i<n_1)
<5<y

2 2 2~ 6252 2. SNy 7 gn 1 2.1
=t"hy (ta uo + g1 + 910, 91, 919291 L0, -, G1GnGp 1 91 U0, 2100 + 912100 T 9121005 -

7 ~ -
1 N
1 2.1 = =1 2-1 2 ~ =0y 5f 5L~
> 21m,0 T 912150 T 91214015 (Zm,o + 91250 T 91%i 1+ 91 E 9191 91t Ozivjyl)ggign_l)
=1 1<j<~;
2
=1 fl (ta Uy 21,1,05 ++3 R1,71,09 *+++3 @n—1,1,05 ++» Zn—l,’ynfl,O)
2
+1 glulhl (ta U, U1y 21,1,0) -5 R1,91,09 «+++3 Bn—1,1,05 ++» Zn—l,'ynfl,O)
t2 iL t 1 1 1 1
+ g1 au0521,1,072171,07 "721771,0721771707 ""7Zn—1,1,072n7171,05 ""aZn—l,’ynfl,Oaznfl,fyn_hO

242 ~ ~
+ gt f (w0, ur, v, 91, G2, s Gy (Zigit)2<i<n—11< <y 2<i<is (Zij.0)1<i<n—11<j <>

(21 j0)1<i<n—1,1<i<vs (%0 4.1)1<i<n—1,1<j<7 )
Nous choisissons donc uq solution de :
tPug —uo + i1 — ni(|Brol — 1)] tug

2
= 82 f1 (£, U0y 21,105 -» 2171,05 -+ Zn—1,1,0 -+» Zn—1,yn_1,0)

Donc, en utilisant la proposition précédente, il existe ug € GJt] tel que pour ¢t > 0
suffisamment petit on ait : ug(t) = ao(t, D(t)).
On choisit ensuite u; vérifiant I’équation :

tuy + (Bi1 — nd|Biol)us

= ulthl (t7 U, U1, 21,1,05 ++3 21,741,059 ++++3 @n—1,1,05 ++» Zn—l,'ynfl,O)
+tiL (t Ug, 2 2 z 2 Z 2t Z 2t )
1\ %0, #1,1,05 #1,1,00 =+» #1,71,05 #1,41,00 ==++5 #n—1,1,05 ®n—1,1,05 ****» “n—1,7m-1,05 *n—1,7,-1,0
Notons a = — (01,1 —nl|B10|). D’apreés la proposition 2 on a l'existence de ¢y, ..,c,—1 € Q

(si a > 2 sinon on retire ces constantes du développement), by, by et Iy, 5o € G[t] tel que :
u(t) =lo(t) [ert + oo+ a1t + byt 'Y 4 Ct + bot™ + 1% 50|

Avec C constante arbitraire et [y, s a valeurs réelles définies pour ¢ > 0 suffisamment
petit par lo(t) = lo(t, D(t)) et so(t) = 5o(t, D(t)). La fonction v vérifie I'équation :

20 + v+ [Bra + 0l (1Brol + D]tv
= t2f(t7 U, U1, U, g1, G2, - In; (zi,j,l)2§i§n71,1§j§%,2§l§i7 (Zi,j,0>1§i§n71,1§j§%7

(2ij.0)1<i<n—11<i <> (% j1)1<i<n—11<j<)

En utilisant les résultats précédents et la proposition 8 on peut réécrire la forme de
I’équation que vérifie v par :

tzv/ +v= tf(t7va§17 "'agnapla ~-apq)



9.1 - Propriétés des ensembles G[t], G[t, g1, .., g;] 95

Avec py,...p, € Glt,q1,..,9,) € GIt, 1, .., Gn] par construction, et pour ¢ > 0
suffisamment petit p;(t) = p;(t, D(t)). Et (§1,..,9,) € N1 x ... x N, Donc en uti-
lisant le théoréme de la partie II il existe oy > 0, €2; un ouvert compatible avec
(t — t,§1,..,Gn), une unique solution v € @ghﬂl tel que pour t > 0 suffisamment
petit on ait v(t) = 0(t, g1 (), ..., Gn(t)).

Ainsi nous avons réussi comme dans [7] et [8] & donner un développement faisant
apparaitre de maniére explicite le role de la constante arbitraire.
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Nous allons donner deux exemples d’utilisation des théorémes des parties II et III.

— Dans un premier temps, nous allons illustrer le fait qu’en dimension 1 des classes
d’équations beaucoup plus vastes peuvent se ramener aux équations étudiées pré-
cédemment. L’intérét de cet exemple git essentiellement dans l'intervention de
réduction astucieuse qui s’apparente a des réductions Fuchsiennes faisant ainsi
apparaitre des mécanismes de réduction automatisés suivant les différents cas.

— Dans un second temps, nous montrerons que des équations avec des dérivées
d’ordre supérieure a 1 peuvent se ramener aux équations étudiées dans les parties
précédentes. Un paralléle avec les équations de [7] sera effectué.

11 Equation du type "tn% = f(t,u)" en dimension 1

11.1 Introduction

Nous nous intéressons ici a des équations en dimension 1 du type t"u' = f(t,u).
Notre but est de toucher la classe d’équation la plus large possible qui puisse se réécrire
sous la forme énoncée a la fin de la partie II. Ces équations ne garantissent pas toujours
des solutions qui tendent vers 0 en 0. Il sera donc souvent nécessaire de voir a quel équi-
valent on peut faire appel pour obtenir, aprés réduction, des solutions d’équations qui
tendent vers 0 en 0. Des réductions particuliéres seront donc introduites pour atteindre
ce résultat. Pour motiver les définitions et les démonstrations qui vont suivre, nous com-
mengons par un exemple sur lequel nous motiverons des réductions et expliquerons leurs
intéréts.

L’exemple choisi est I’équation suivante :

Ju
t25+5tu+2u: 1+ tu® + tPu
Nous allons effectuer sur cette équation 2 réductions successives. Nous commencons
par poser u = % + tv et nous l'injectons dans I’équation initiale :

ou ov 1 1 1 1
P =P+t =14+t(=+ )+ (= +tv) —2(= + tv) —5t(= + ¢
5 v+ T +(2+ v)° + (2+ v) (2+ v) 5(2+ v)

ov 9 12

=2~ +5tv+20=—"+t2r+ -+t
ot 4 2

L’intérét de cette réduction est I’augmentation des puissances de t qui sont attachées

aux "v'" (i > 2). Cependant, cette réduction ne permet pas d’effacer le "1" de I’équation

initiale car il est remplacé par _Z"' On a toutefois isolé un équivalent potentiel en 0,

de la solution, a savoir 3" A présent, posons v = 1 + w, ce qui nous donne :
ow 45 113 9 9
t2—— 4 5tw + 2w = —t + ——t> — =t + 3w + Pw? — =#?
gr ot Tew s gt gt T gt e e =gt

Au final, on se retrouve avec une équation du type :

tQ%—l: + 2w = tf(t,w)
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1 9
Avec u = 3~ —t 4+ tw . Il est important de bien voir que la premiére réduction n’est

pas anodine car sans elle nous aurions pu obtenir des termes du type w’ seuls. Il est
intéressant de constater que ce genre de réductions cumulées ne correspond pas aux
réductions effectuées dans [1]. En effet, dans [1] deux réductions successives auraient

conduits & la transformation suivante : u = = — =t + t*w. Hélas, ce type de réduction
reste sur le méme type d’équation c’est a dire qu’il reste une constante dans 1’équation.
Avant d’énoncer un résultat qui généralise ce phénoméne, nous allons introduire quelques
définitions et propositions pour fixer les bases de la démonstration du théoréme qui
suivra.

11.2 Définition du type d’équation [A]

En effet, pour pouvoir énoncer un théoréme de réduction sur les équations du type
t"u' = f(t,u), il convient de s’entendre sur les critéres de base que doivent respecter les
éléments constitutifs de I’équation.

Définition 15. Soit (E) une équation du type t"% = f(t,u) ,t >0, avecn € N. On
dira que (E) est du type [A], si f : RxC — C est analytique en chacune de ces variables
dans un voisinage de (0,0) et qu’il existe V € V(0) tel que u € C*(VN]0, +o00]).

De méme, on définit le fait qu’une équation du type [A] soit complétement factorisée.

Définition 16. On dira que (E) de type [A] est complétement factorisée si :
-n=0

- ou3(0,2) e Df , f(0,2) #0

La proposition qui suit montre que la qualité de compléte factorisation est accessible
a toutes équations de type [A] moyennant une réécriture.

Proposition 11. Soit (E) une équation du type t"% = f(t,u) , t >0 du type [A]. Alors
dng € N et g: R x C — C analytique en chacune de ces variables au voisinage de (0,0)
tel que (E) puisse se ramener d une équation du type :

N g OU
(B): 99 = g1, )

Ou (E’) est complétement factorisée.

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence sur n € N.

— Rang initial n =0
Vrai par définition.

— Passage du rang k — 1 au rang k
On a (E) qui s’écrit :

FO ) = Y )
>0
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Si f(0,u) = fo(u) # 0 alors (E) est complétement factorisée par définition et on
peut alors prendre ng = n et ¢ = f. Si f(0,u) = fo(u) = 0 alors pour t > 0
I’équation devient :

t’fd—l: = tf1(u) + 2 fo(u) +
,1du_ 1—1 _r
— = hi(w) )+ =Yt fiw) = f(tw)

i>1

Il suffit alors d’utiliser I’hypothése de récurrence.
O

Cette proposition nous permet dans la suite de choisir des équations complétement
factorisées sans perte de généralités.

11.3 Zoologie de ces équations

En effet, nous décrivons dans le théoréme qui suit, une zoologie des équations étudiées
dans ce paragraphe. Cette étude vise a réduire le systéme sous une certaine forme. Cette
forme sera reprise dans le théoréme d’existence situé a la fin de cette partie.

Notations. Z~ = {k € Z tel que k <0}

Théoréme 4. Soit (E) du type [A] complétement factorisée du type t"i—? = f(t,u) ,
t > 0. On suppose de plus que sin # 0 , Juy € C tel que (0,uy) € Df et f(0,ug) = 0.
Alors on a 4 cas :
— cas Ay :n =0 ou (g—;(O,uo) ¢Netn=1)
AlOT’S, ‘v’p € N*, HQp_l € Cp_l[X], Qp_l(()) -+ 1= QP(O)7 Qp_l(O) 7é 0 5 Hpgp_l €
Cop1[X] , 3fp : Df, C R x C — C analytique en chacune de ses variables tel
qu’en posant u = Py, 1(t) + tP0, on ait u qui vérifie ’équation :

du » -
o Q1) = (1, )

- cas Ay :n=1cet g—g(O,UO) eN
AlOT’S, ‘v’p e N* Hk’(p) e N7 E'Qp_l S Cp_l[Xo, --an(p)]; Qp—l(o) ¢ /.
APy, 1 € Cop1[Xo, ..., Xu)) » il existe aussi pour tout i € [0,k(p)], fpi
Df,i C RF®HL 5 C — C analytique en chacune de ses variables tel qu’en po-
sant u = Py, 1(t,tIn(t), .., t(In(¢))*P)) + 24, on ait @ qui vérifie I’équation :

- k(p)

t% + Qp—1(t, tIn(t), .., t(In( )i = th (In(t)") fi(t, tn (), .., t(In(£))*® @)

Et Qp—1, Pop—1, fp dépendant d’un parameétre arbitraire pour p assez grand.
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- cas Ay :m>2 et %(O,Uo) #0
AlOT’S, Vp € N*, E'Qp_l € Cp_l[X], Qp_l(()) 7& 0, E|P2p_1 c Czp_l[X], pr : Dfp C
R x C — C analytique en chacune de ses variables tel qu’en posant uw = Pa,_1(t) +
tPu, on ait u qui vérifie [’équation :

tn%‘ + Qe (1) = 171, (t, )

- cas A3 :n > 2 et Im > 2 tel que (() uo) # 0. En effet, sinon f(0,u) =0 et
(E) n’est pas complétement factomsee. Il existe alors i,r € N*, P € C[X] tel qu’en
posant T = tr et u= P(7) + 7', on puisse se ramener au cas Ag, Ay ou As.

Remarque 6.

— Dans le cas Ay, on a k(p+1) < 3k(p) +1

— Le fait dans A de choisir dans N le coefficient g—;‘(o,uo) — 1 n’est pas génant. S’il
est dans Q on se raméne a N par changement de variable sinon on peut énoncer
des variantes dans R/Q.

— Ay méne a une réduction que nous étudierons ensuite.

— Dans As, P n’est pas nécessairement unique.

Démonstration. : Montrons le résultat par récurrence sur p > 1 :

t—- =tf(t,u) =th(t) + 1> _ fi(t)u

i>1

Comme h est analytique au voisinage de 0, on peut écrire sur un voisinage de
0:h(t Z a;t'. Ce qui donne :

i>1
du 9 ;
o=ttt Zamt +thi(t)u
i>0 i>1

On pose alors u = a1t + tv :

du o dv
t— =t + t*— + tv = agt + t* Aot + 1 i (aq +v
a dt ! ; 2 ;f 1)

+ v = tZaHQt + Z (Ot (ay + )" = tg(t,v)

>0 i>1

La propriété est donc vraie au rang 1 en prenant Ph.q 1(X) = a1 X,

Ql—l(X) = ]_, et fl =4d.
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~Sin=1et g—g(O,UO)géN

On écrit f(t,u) = fo(u) + tfi(u) + t*fo(u) + .... On pose g—g(O,uo) = fi(uop)
et par définition fy(ug) = 0. En opérant la transformation v = ug + tv dans
I’équation précédente, on a :

du dv
t— = t*— +tv = f)(up)tv + Jo (10 )t2 24 tfi(u) + gt v)
dt dt
dv
= ta + (1= fi(ug)) v = fi(uo) + tg(t,v)
Une nouvelle transformation s’impose : v = 7 f lf((,)u(‘;)o) + w. Elle implique :
dw -
(1 fyfuo)) w =t w)
La propriété est donc vraie au rang 1 en prenant Pyy.q_1(X) = up + 1{}(6“(‘;)0))(

, Q11(X) =1— fl(uo) ¢ Z~ et f1 =g.

— Supposons la propriété vraie au rang p > 1 et montrons la au rang p+ 1 :

L’hypothése de récurrence s’énonce ainsi : 3Q,—1 € C,_1[X], IPy,—1 € Cyp1[X]
avec Qp—1(0) ¢ Z~, 3f, : Df, C R x C — C analytique en chacune de ces
variables tel qu’en posant u = Py, (t) + tPv, v vérifie I’équation :

dv »
(4 Qpaltho = 0 (8,0)

On pose @, 1(X) = by + b X + ... +b, 1 XP~! avec by ¢ Z~. De méme, on
écrit f,,(t,v) = fo(t)+ > o, filt)u' et fo(t) = Y, ait’. On effectue la réduction
suivante : v = ﬁ)botp + tw. Notons bien que cette réduction est possible puisque
by ¢ Z~ donc p+ by ¢ Z~, c’est a dire non nul.

dv pag o dw 1
t— gt v= —— +t*— + ¢ b,_1t? Lot byt
dt+me)v T +—(ﬁ+—w+(p1 + +1)p+b0

(lobo

P+ bo

P p+1 i P 2 ! i
=aqapt?’ +1 it +t (Ot

agt” + "> aiat + 7Y filt) <w+%p+%)

i>0 i>1

tP

_|_

2+ (b1 tP7 4 L+ bit)tw + botw

Donc :

dw _ _ ag
t% + (1+bo+bit+ ..+ by at’ ) w+ (bp,ltzl’ 44 bltp)p T

. =1\ 2
= ayt? + Y gt 7 f1(8) (w0 + . H Y frpat! <w % )

b
i20 i>0 + b
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On écrit fi(t) = 3,5 cit' = co + tf1(t) ce qui donne :

a,otpil (lotpil 17 < (lotpl)
) w4+ = tPeo(w + ——) +tPTf1(t) [ w+
A0 (1 250 ) =t 20 i (s 2
coapt? CoQyg 1—(p—2
= cot’w + 0, — 0p pHi=r-2)
o O Ty Ty
~ aotp_l
+ P (t <w+ )
fi(t) o1 by

Ainsi :

bl 5p100a0:| P

dw
t— 4+ (cot? + b, (" P+ .+ bt +by+1)w= |a; —
(0 p—1 1 0 ) {1 o+ bo b+ bo

dt
1—-96,_
+ Pt << p erb1>a0 [cot?™% 4 (1 = 8p23)by + (L = pa) (bat + . + bp—at"™%) ]
0
_ aptP~! , - agt? ™! z’+2)
+ f1(t)(w + + a;qot’ + i (D)t (w +
i) ( p+b0) ZZZO +2 iZZZf+2() ( p+b0)
fp+:a7w)
Donc :

dw b1 CoQo ~
t— P4+ +bt+bg+1w= — 5, P 4 P tt t
p + [cot? + ... + it + by + 1w [al p+b0+ » 1p+b0 + Jpa(t,w)

b coag
[al p+bo + 5p—1 p+bo]

T tP +u=ptP +uona:

En posant w =

u ~
tE + [cot? + ... + byt + by + 1] @

= tp+1 [fp+1(t, Btp + lNL) — 51,22(()1 + + bp_ltp_z) + Cotp_l]

On obtient bien ce que 1’on veut en posant :

Qp(X) = coXPb, 1 XP b b X b+ 1
QP(O) =b+1= Qp_l(()) +1= QP(O) §é /A
fp+1(t, lNL) = fp+1(t, ot? + ’I]) - 5p22 (bl + ...+ bp_ltp72) + Cotpil

De plus v = at? + tw = at? + StPT! + ti avec a = e Oru= Py, 1(t)+t’v =
Py, 1(t) + at? + St?PT1 + 71y donc on a le résultat avec :

P2p+1<t) = P2p71<t> + Oét2p + 6t2p+1

Et ceci termine la récurrence

:

On commence par effectuer le méme type de réduction que dans le cas Ay, puis
on utilise les articles [7] et [8].
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Cas Ay |: On procéde de méme par récurrence sur p > 1 :

— rang 1:
On suppose donc "% = 3.t fi(u) avec fo(ug) = 0 et fi(ug) # 0. Nous
commencons donc par réduire de la facon suivante u = ug + tv, donnant :

d
o1 = fiuo)to + i) + £2h(t,v)

dt
dv
= tng + " = fi(uo)v + fi(uo) + th(t,v)
On utilise ensuite la transformation suivante : v = —ﬁgzgg 4+ w. Une fois le
changement d’inconnues effectué, on a :
dw J1(uo) 1, Ji(uo) -
t"— — fi(ug)w = tf(t,w — —t" (= +w) = th(t,w

Au final, le changement d’inconnue suivant v = wug — t% + tw montre la
0

propriété au rang 1.

— Supposons la propriété au rang p et montrons la au rang p + 1 :

D’aprés 'hypothése de récurrence on a : "% 4+ Q, (¢ )u = P f,(t, u) avec
Qp-1(0) = — f{(up). On utilise la notation suivante : f,(¢, ) Z Tpalt
>0
Et la transformation que nous commencons par faire est : u = J}” (O(O)) P + tv.
0

Elle a pour conséquence ;

n+1d_v n __ fpo( ) p—14n - _fp,O(O) p v / U v
t 7 +t f0< )t + [Qp-1(t) — Qp-1(0)] { 7f5(u0)t +t ] + fo(uo)t
_4p / 2 U_fp70(0)p 27 v

= [t73000) + £000) + £00) (10 = 220 2700

Ce qui implique :

fp70(0)

m d_ 1nly fp7 (0 )tpf2+n+ [prl(t) — prl((])] [— 77 (o)

dr ! fy(uo)
£r0(0)
fi(uo)

Aprés examen des puissances portées par les monomes en "t", on s’apercoit
qu’elles sont toutes supérieures & p. En effet, onap—-2+n>p—-2+2 > p.
De méme, le fait que [Q,—1(t) — Q,—1(0)] puisse s’écrire sous la forme tg(t),
augmente la puissance des termes en t*~! d’au moins 1 pour que tous les termes
en puissance de ¢ aient un ordre d’au moins p.

P + tv} + fi(uo)v

o [f,;,o<o> 1 0)( )} Tt )+ f ()

[ fp, ( )t JFQp—l(t) +5n—12ptnillv

dt ~
.:QP
_ fp7 ( ) p,0 ( ) / _ fp71(0)fp70( ) p+1~ v
- 5n 2P fo( ) + ( )fo( ) + fp,O(O) 517—1 fo/(uo) +1 g(t7 )

:;g’
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Avec ce choix de @, on a @Q,(0) = —fi(up) car n > 2. On pose alors v =
—f(,)?;o)tp + w.

nd_w - ﬁ, p—14+n Qp<t>(_6/)tp — QP p+1%
t— p—f6 (Uo)t + T i) +Q,(Hw = 't + ' g (t, w)
N—————

:=ptp ¢+l

Donc :

, dw

=
dt

+Qp(t)w =" f 1 (t, w)

Ot fou1(t,w) = g(t,w) —r(t) +p6}’fz;n. Au final, on montre bien la récurrence
0

avec :
_ p _ P _ fp0(0) p)
u = P2p,1(t) + ¢ (tw fé(uo) fé(uo)t

_ i ﬁ, 2p+1 fp,0<0>
= Pua O = ey T )
= Popa(t) + 7w

t2p + tp+1w

Ce qui termine la récurrence.

=

Rappelons les hypothéses : nous devons réduire une équation du type suivant :
tna = Zfz‘(u)tl avec fo(ug) = 0, fo(uo) = 0, ..., 5"V (uo) = 0, ™ (ug) # 0
i>0

On commence par poser u = ug + v. Et nous allons tout d’abord éliminer un cas,
celui o Vj > 1, f;(up) = 0. L’équation devient dans ce cas de la forme :

,dv

t il vg(t,v) = vgi(t) +v2ga(t) + .....

— Si gy n'est pas la fonction nulle alors 3r € N tel que f{"”(0) # 0. Donc fi(t) =
t"g(t) et g(0) # 0. On pose alors v = "™+l

d
t2n+m+1d_zf F(n+ m o+ DTy = Iy g ) g2t 2mE2g ;)

— Sir <n—10n simplifieparn+m+1+7r:

d -
£ (e m e D e = g(O0)w + Gt w)

Onan—r>2carn—r—12>1,g(0)#0 c’est donc le cas As.
— Sir > n—1 On simplifie par 2n +m :

d -
td—qf +(n+m+ 1w = ti(t, w)

C’est donc le cas Aj.
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—Sir=n—10na:

dw z
t% +(n+m+1-g(0)w =tg(t,w)
Si g(0) — m — n — 1 n’appartient pas & N, alors on retourne au cas Ag et si
g(0) —m —n —1 € N, alors, on retourne au cas Aj.
— Si par contre, g; est la fonction nulle, alors, t”fl—;’ = v2f(t,v). La transformation
v = t"*1w nous donne :

dw

dw

St fw= 2w f(t, 1" w)

Ce qui correspond au cas Aj.
Dans la suite, on va donc pouvoir supposer qu'il existe k& € N* tel que fi(ug) # 0.
On a alors ’équation en v = u — ug de la forme :

dv o
" — = 4™ + A 0™ A tE b tFT 4+ L+ ¢ it v’
o +1 k k+1 ; J

j=1

Avecm >2,k>1,n>2eta,#0, b, #0. Montrons par récurrence sur m > 1
que ce type d’équation se réduit bien aux cas Ay, A; ou Ay. On a ici m > 2 mais
pour faciliter la mise en 7uvre du premier rang, nous montrerons la propriété pour
m > 1.

— rang initial m =1

On pose u = tv, ce qui dans I’équation précédente donne :

n d’U n i+,
t HE 1" = artv + ast®v® + .+ bt f(t) + Zci,jt gyl

i>1
i1
dv o
= t"a + 1" — agv = agtv? + azt?o® + 4 bt (L) + E ci t
i>1
iz1
dv
= tna + <5n71 - CLl)’U

= 5k—lbk +1 a2U2 + agtv?’ + ...+ g(t) + Z Ci+1,j+1ti+j’l]j+1

1>0
=0

Comme n > 2 alors on retrouve le cas A,.

— Supposons la propriété vraie aux rangs 1,..,m — 1 et montrons
la au rang m > 2
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- Soit ’équation (F) :

du

t"a = Z ci,jtiuj + bt 4 b t" T L anu™ + G u™ !
i>1

j=1

On note Ej ,,, 'ensemble inclus dans N? défini comme suit :

By = {(i,5) € N? tel que i € [1,k —1],j € [1,m — 1] et ¢;; # 0}

On deﬁnlt r =2 € Q de la fagon suivante : r = maz(S) on
= {— (1, j) € Ekm} U{£}. Comme S # 0 et Card(S) < co alors 7 est
=51

bien défini.

1°cas : Sir = % et si S #0, max(S;) < X

m

Donc Vi € [I,k—1],Vj € [I,m—1], & < Esi¢; #£0. Orsii >k
J m ’
et 7 > m ce résultat reste vraie par majoration.
.o ; . . 1
Donc Vi,j > 1, ¢;; # 0, % < % = im + kj > km. On pose 7 = tm. Ce
changement de variable a pour effet, :
7_(n—l)m—|—1 du

— = apu" + apu
m dr

..+ kakm + bk+17'(k+1)m T Z cl-7j7'imuj

im+kj>km

m+1_'_

1
On utilise alors la réduction suivante : u = (;—f’:) " 7%(1 4 7v). Attention la

racine m® de ;—b’“ n’est pas forcément unique, mais on en choisit une. Cette
m.
réduction opére les modifications suivantes :

(n=1)m+1 /_p N\ m (n=1)m+1 /_p N\ m d
T ( k) k"1 (1 4 o) + T ( k) r* (T—U + v)
m Qm, m Qm, dr

+1
b\ m

= — b (1 4 70)™ + s (—k) Tk(m+1)(1 + o)™ 4L

a

m

+ kakm —+ bk+17'(k+1)m 4+ .......

—b.\ ™ ‘ , .
+ ) <—k) ¢y 7" (1 o)

im+kj>km

On poursuit :

1 1
k(20" ovmin B (20T oimike,,
m \ an m \ an

- bk 7(n— 1)m+k+2d +T(”*1)m+k+1 b,
fim m dr m -~

_ bk 17_ (k+1)m + b k+ )p + .+ (—mb Tkm-i—l) + CTkm-H + Tkm+2f(7,’l})
+ dim-H + Tkm+29(7’v)

km+1 km+1 | _km+2 F
= —pbp 7"y + a7 4 TR f (1 0)

3=
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n—1>k— (n—1)m+k >km+k > km+1, donc en factorisant par 7#m+1

on a:
(n—1m+k—km+1 .
- ~- “dv (= \ ™ o
T 2 $+m — | bv=a+7g(T,0)
20

On retrouve donc le cas As.

2°cas : Sir=2>£(sm > kq)

s
q

Donc 3l € [1,m — 1] tel que % = ... =ku - 2, avec ji < .. < j et
Civj1 7 0,...,¢,5, 7 0. On pose 7 = ti.
r(n=Datl gy,

i U™ + Ayt 4 b T+ bkﬂr(k“)q + ...
q T

+ciy T MU ey, T+ E i T

iq+sj>kq

On pose alors u = 7°(ug + v) ol ug est une racine du polynoéme P(X) =
b + ciy i X7t + ...+ ¢, 5, X7 Avec ce changement d’inconnues on a :

(n—1)g+s+1 d
T v s
(n—1)g+s
_— 7 v4u
7 e + . (v + up)
= AT (g 4 V)™ 4 Qg1 75 (19 4 )™ 4 L
+ by T FTVE o py oD TP (ug +v) + E ciijqurSj(uo + v
iq+sj>kq

Ona:n>k+1— (n—1)g > kq— (n—1)g+m > kq et ms > kq. De plus,
P(ug 4+ X) est encore un polynome de degré "j;".
Plug+ X) = i X + ... + dj,1 X9 + d;, X7 avec dj, = ¢;,; # 0. Ainsi en
simplifiant par 757 on a :

T(n—l)q—i—s—l—l—kq dv

S
PR =LA CR T

= T Uy + )™+ A T YR (g 4 0) L b 7 A bpyaT™
+ ..... —+ dl’U + ...+ djl_l’l}jl_l + djll)jl + Z Ci7jTiQ+Sj(’LL0 + U)j

iq+sj>kq

Comme les "d;" sont non tous nuls, on peut utiliser I'hypothése de récurrence
car j; < m — 1.

3°cas :Sir=%£ =mazx(S)et S #0

On réutilise les notations précédentes, a savoir que ’équation s’écrit :
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du o
t”E = apu”™ + ¢y 5t 4 L
..+ Cl'hjltilu]'l + bktk + Z cmtiuj -+ bk+1tk+1 + ...
im+kj>km
i1
Avec jy < .. <ji, BB = =KL -k £ 0, .. £ 0. ay # 0,
N .. Ji s o ; - m’ Cit,j1 - Cig g am

b # 0. On pose P(X) = ame + cll A X4t ey, X+ by
Considérons, dans un premier temps, que P posséde une racine d’ordre < m,
on la note ug. Ainsi, 3Q € C[X] tel que P(X) = (X —up)*Q(X) , Q(ug) #0
et £ < m —1. On pose alors T = tm et uw=T1F(ug+v):

(n—1)m+1 d . . .
AR Y(ug +v) + 7 ey = 7" P(uy + v) + Z Ci T (ug 4 v)?

m dr , .
im+kj>km

7_(nfl)erlJrk‘ dv kT(nfl)erk
5 ——+ ——(up+v)
m dr m
= 7FM P (ug + v) + Z Cig T (ug 4 v)T 4 b TEFI™

im+kj>km
n>k+1donc (n—1)m+ k > km + k, on peut donc simplifier par 7+

n—l)m—f—k—f—l—kmd_v

dr
On retrouve alors une équation ot m est remplacée par © < m — 1. On peut
donc utiliser I’hypothése de récurrence.

Maintenant, si P posséde une racine d’ordre m, on la note ug. On peut donc
écrire :

7 =mv*Q (v + wy) + Tg(T,v)

m j j m
P(X) = amX + Cil,le]l 4+ ...+ CZ'le)(J1 + bk = am<X — U(])
. . 1
Reprenons alors avec ’expression suivante, en posant 7 = tm et u = 7.
amu"™ + ¢, u T+ ey g byt (28)
= apu™ + ciy 5, T A ey, T by T

= 7" [a,0™ 4 ¢ 5,07 + o+ gy 0 b)) = Tkmp( ) = Tkmam(v — ug)™

= Tkmam(T—l; — )™ = ap(u — Ut )™ = ay, Z Chul(tm )™

Pour i = m — 1, un terme en Mg gm— 10 apparait, il doit donc étre présent
dans (28) ce qui implique que % est entier. On pose finalement, comme % est
entier, u = uot% +v:

dv k

m71+n pooy k+1
ta—i‘—uot = a, 0™ + Z ¢t uot +0)7 + bt +

z+m]>k
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£ _14n >n > k, de plus les termes de la forme "at*" dans et (gt +v)7"

sont de la forme "ulc; ;tHm " avec i+j%£ > k. On se retrouve donc dans une
situation similaire & la précédente ot n et m n’ont pas changés mais k devient
k' > k. On peut donc ainsi itérer si I’équation ne se réduit pas sous une forme
convenable, pour arriver au cas oun < k + 1.

ST

On garde la définition de S;, mais dans toute cette section

r — maz (k: Cnt L maz(S, U {%D)

1¢'cas : Si k < %

fSir#%
Comme%Zk—n+1etr>%2k—n+1(r#%)onadonc:
k—i k—1
r= ,Zl:...: ,Zl:f nh<.<nu<m-—1,sNqg=1
J1 J q

On pose 7 = ti et u = 7%(ug + v) o ug est une racine du polynéme P
définit par P(X) = ¢;,;, X9 + ... + Ciy j, X7 4+ by = ¢, (X — uo)"Q(X),

(n—1)g+1
u [suoTs_l vy Y| = TP (ug 4 v)
q dr
+ Z Ci,jTqursj (uo + ’U)j + bk+17'(k+1)q + ...
sj+ig>kq

=1
Etant donné que (n — 1)qg + s > kq donc on peut simplifier par kq :

d
T("—l)q+8+1—kQ£ = qP(up +v) + 79(7,v)
P(up +v) = v*Q(v + up) et d(vQ(v + up)) = ji < m — 1 On utilise donc

I’hypothése de récurrence.

~Sir=4%
2T m

On pose P(X) = apnX™ + ¢, X7 + .. + ¢y jy X7 4+ by — rdpyrg—1. SI P
posséde une racine uo d’ordre < m—1 alors on pose 7 = tm et u = 7F (ug+v).
Ce qui donne :

ET(nfl)quk(uo + U) 7
m m dr
E(;n—l—r—k—lTk (up +v) + Z Ci T (wg + v) 4 by TFTIT 4L

im+kj>km
j>1

(n=1)m+k+1 g
T ! M (ug + v)
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>k—n+1=m-1m+k="Fkn Sin+r—1—Fk = 0 alors
( —1)m+k = km, sinon (n—1)m+k > km. Donc, on peut factoriser par
7™ et on a :

3 3=

d
7_(n—l)m-i—k-f'lﬁ = mP(’LLQ + U) + Tg(T’ ’U)

On écrit P(X) = (X —uo)"Q(X), u < m—1, Q(up) # 0 donc P(ug +
v) = v*Q(up +v). On peut donc utiliser I’hypothése de récurrence. Si P ne
posséde qu’'une racine ug d’ordre m, alors % est entier pour une raison déja
évoquée. On pose alors u = t"(up + v), ce qui donne :

dv
tn t'f‘*l tT_
{7’ (ug 4+ v) + o

+ Z Ci7jti+rj(’LL0 + 'U)j + bk+1tk+1 4+ ...
i+rj>k
Commen+r>k+1ona:

:| = tkP(uo + U) + Ttk(anrr,k,l(TLO + U)

dv Y ~ K ~ yitrj /
1 = a0 G b e Y et (g 4 )]

i+rj>k
Avec k' > k. Ensuite, on pose w = t"v.
dw ~ ~ 4 .
t”a = rt""" Y + a,,w™ + b%tk + b t® T Z it (ut” + w)’
i+rji>k

Ainsi, aprés réduction n et m sont inchangés mais k est remplacé par k' >
k. On peut ainsi itérer si les réductions ne ménent pas a l’hypothese de
récurrence ou directement Ay, A; et A,, pour arriver & k > mgl 11 On
remarque que les termes "ft*" dans "¢ ;t'(ugt” + w)?" sont de la forme

"ud i AT avec i 4 rj > k.

2¢cas : Sik > %

~ sir=max(Sy), S1 #0

k‘—’il . _ k*’il S

Ainsi, Jiq, 1, ...., 7%, 5 tel que r = L= = =, mANqg= 1 et

J1 < ...<ji. On pose P(X) =¢, le +.. +c“ ﬂXJ — 7054 (n—1)q—kqX +
On opére alors de la méme facon que précédemment : Si P posséde une

1
racine, alors son ordre est < m — 1 donc en posant 7 =t et u = 7" (ug+v)
on pourra utiliser I’hypothése de récurrence apreés réduction.

— sir # max(S;) ou S; =0

r = k—n+1 par définition, r € N*. On pose alors u = t"(ug+v) ot ug = ka
apreés réduction et simplification on a :

4o — tg(t,v)
ar =T

C’est le cas Ajp.



12.1 - Introduction 111

12 Etude d’équation comportant des termes de la

kd"
forme ¢"25

Nous allons, dans ce qui suit, conjuguer les réductions initiées dans I’application
précédente avec un mode de raisonnement similaire a [7] et [8]. En effet, aprés avoir
montré des résultats d’existence et la forme des solutions des équations du type :

t% + Au = tg(t,u)

L’article 7] fait la démonstration que les équations du type P(N)u + Bu = tg(t,u)
avec N l'opérateur t% et P un polynome de C [X], peuvent se ramener au cas simple.
Nous nous sommes donc intéressés a la faisabilité d’une telle situation pour les équations
traitées dans les parties précédentes.

Les résultats que nous énoncons dans la suite de cette application répondent en partie
a cette question.

12.1 Introduction

Nous donnons tout d’abord dans cette sous-section deux exemples qui illustrent bien
les lignes précédentes et préfigurent la démarche de réduction que nous emploierons dans
la suite.

Le premier exemple est donné par ’équation suivante :
d*u du

t4ﬁ — 21t2E +u = tg(t,u)

Avec g analytique au voisinage de (0, ..,0) en chacune de ces variables. Nous posons
alors I'opérateur Ny := {24

d d d d?
Nj = NooNy = > — (*— | =2¢>— + ' —
2 = Ao =g ( at a e
Donc t4% = N2 — 2tN,. Donc, 'équation devient :
Nju — 2tNyu — 2Nou + u = tg(t, u)
On pose alors {u1 - . Ce qui donne :
Uy = Nout — u
du
tzd—tl — U1 — Uy =
du .
tzd—; — ug = tg(t, uy, us)

Ce type de systéme a été traité précédemment. On peut affirmer ’existence de solu-
tions qui tendent vers 0 en 0 ainsi qu’écrire les solutions sous la forme de série convergente
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explicitées dans la partie II. Prenons a présent I’exemple suivant :

2

sd7u

f analytique au Voisinage de (0,0) en chacune de ces variables. Nous prenons cette fois
I'opérateur N3 = t2 2 pour t > 0.

2 dt dt
3 ,d d?
=ttt
d? 3.,d 31
Donc, t3dt2 = N3 — §t2% = N2 — étiN%. [’équation devient donc :

31
N3 — itﬁN% +3u=tf(t,u)

Cette fois-ci le polynome P(X) = X? + 3 ne posséde pas de racine réelle. On pose tout
Uy =u
us = N s +V3iu

Ce qui implique N3u1 +V3iug — ug = 0 et (N3 V/3i)uy — %t%(ug —V/3iuy) = tf(t,u).
Ce qui donne le systeme suivant :

de méme

d
t§%+\/_w1—u2—0

d
tgﬂ—\/_n@—t? ft,uy, us)

On effectue alors le changement de variable 7 = ¢2 et @;(7) = u;(t) pour i = 1, 2.

adi
] +2\/_1u1—2u2—0
dr
d -
T % — 2Biit, = 27 f (72, iy, fin)
T

La réduction de cette équation ne meéne hélas pas au théoréme d’existence vu dans
la partie II. En effet les parties réelles des éléments diagonaux sont nulles. A présent
définissons les opérateurs Np et énoncons une propriété de liaison entre cet opérateur

et les termes de la forme t* ;tn'

Définition 17. Pour tout (p,q) € N x N* tel que p > q et p A q = 1, on note
Ne Uapplication qui a tout u € C(VN]0,4+o00]) (V woisinage de 0) associe la fonction

wec (VN]0,+o0|) définie par :

Ci-dessous, nous présentons une propriété de ces opérateurs :
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Lemme 7. Pour (p,q,i) e Nx (N*)2, p>q,pAq=1ona:
ip d :
i_ Z )
ta o Z N% (u)

i—1 D
Avee Vi € N*, Bi;(2) = 1, Bijia(2) = [[(~1 - 5)'

1=0
et Vj € [2,1] . Bias(8) = | =i = 2 +1] Biy(®) + Bija(2)
Démonstmtion Montrons la propriété par récurrence sur ¢ € N*. Pour + = 1, on a

d

gd— = Np = Z 1 x taDA=DNT e qui démontre bien la propriété. Pour ¢ = 2, on a
p d

»d P p_1q d d2
P (S ) = B S T S R d
dt( dt) o T e e

2B d? b,e_

- = 2
tthQ qtq N§+N§

La propriété est donc vraie au rang 2. Supposons a présent la propriété vraie au rang
1,..,7 et montrons la au rang ¢ + 1. L’hypothése de récurrence nous donne :

i

i d°
te — = (i—3) n1d
dt ZBJ N
On compose alors par N» :
N tﬁﬂ —NTB L (EVE D6 e EDEE=D NJ B; (Ll)(ifj)NjH
CFAED BN ICENIE) 3 Bt A g
j=1 j=1

D’autre part :
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On a donc :
iy dit i bop e i D e
dritl Zsz(g)(g —1)(i - ])t(q o ])N% + ZBi’j(g)t(q X ])N%Jr
i=1 -
_zp a ZBJ ZJ)NJ
i+1 A ' i A '
= ZBi,jfl(l_?)t(%_l)(z—’—l_])]vé + Z [—Z _ J(Z_? _ 1):| B@'J(Z_?)t(%_l)(z—’—l_])]vé
- q q = q q q
= [—i _ P 4 1] BM(E) (g DE+1=1) AL
q q “
=Bi1(2)
+ H—z —24 1} Bi;(5) + Bi,j_l(g)} A\
i=1 q q q L q
=B, ()
+ Bm(z—?) g1 JiH1=(41) pyitl
q
—_L
=Biy1,i+1(5)
Ce qui termine la récurrence. O

Ce lemme sera d’une aide précieuse dans la réduction qui va suivre.

12.2 Mode de réduction

Précisons a présent quel type d’équation nous allons réduire. Nous décrivons le sys-
téme d’équation pour p allant de 1 a m.

k), k(p) =1y,
Ny, k(p) Npk(p)—1__ F
10— DGyt — S
du
bp 1t —L 4 Uy + oo AU, = LGy (E UL, ey Uy

dt

Avec Vp € [1,m], g, analytique au voisinage de (0, ..,0) en chacune de ses variables. On

a k une fonction de N* dans N*. Pour tout p € [1,m], a,, € R*. De plus on suppose

que Y(i,7) € [1,m] x [1,k(:)], n;; > j. Montrons par récurrence sur Tr[fax]](k:(p)) que
pe[l

)

ce type d’équation peut se ramener & un systéme qui se décrit par ligne de la facon
suivante :

U; ~ - ~ - -
- + ¢l + oo+ Cigy Uy = TGi (T, Uy ooy Uy )

ng

Vi € [1,m'], ¢g; est analytique au voisinage de (0,..,0) en chacune de ses variables.
Vie [1,m'], ¢;; € C* et m' > m.
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Vérification de la propriété au rang 1.
Si max_(k(p)) =1 alors par définition la propriété est vérifiée.

)

Supposons la propriété vraie aux rangs 1, ..., kg—1 et montrons la au rang ko (ko > 2).
Fixons p € [1,m] tel que k(p) = ko. On a alors en posant b, =1 :
ko dkO
Tio  Opoat"o

= tgp(ta Uy, .., um)

up du,,
¢ty byt
g1 ot at

Np k
t"Pko + applp + ..+ Ap U,

On note alors nﬂ@mﬂ{ “22 tel que b, ; # 0} = 2 avec 1, A s, = 1. L’existence de 2
j€ll ko g P

est établie car b, 5, # 0
— 1 cas : Si :—’; = 1 alors on utilise [7] et [8] pour conclure

— 1% cas : Si 2 > 1 Réécrivons I'équation :
P

5PTp,kg ~TPRO  rpko RO,

spnp ko—1~"p(k0=1)  rp(kg—1) d(kofl)up

t sp t sp dtk P + b ko 1t Sp t Sp W + ...
Spnp 1—rpl Tp dup
b sp t5p pm + appup + ...+ ap pum = tgp(t,ul,...,um)

On utilise alors le lemme :

ko sPnp’lf'rpl Tp[ dlu
t vt by —r o Pt apptly + oo Ayt = gy (LU, ooy Uy
=1
kJO spnpl Tpl Tp _71)( 7.]) ]
:>Z sp plZBlﬂ Niy + apptip + ..o+ ap Uy,
1=1 P
= 1g,(t, u, ..., Um)
kJO l Spnp |~ Tpl +(Tp 1)( )
= Z t e bp’lBl’](s )Nrp + ap plp + oo Ay Uiy,

j=1 por

Par définition de :—z on a syn,; —rpl >0 et donc pour 1 <5 <[ <Fkp:

R
Sp Sp
r .

S (=01
p
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Donc, on peut réécrire 1’équation sous la forme :

spnp |~ 'rpl spnp,1—Tpl rpl
Z t sp ( R )bp,lBl —|— Z bp it sp NTp (Up)

1<j<I<ko
+ pplp + oo+ Ay U, = tg,(E, ug, ..., um)

Sp" l Tpl :
= >t Dy, B ()N,

1<j<I<ko L

+(32-

spnyp | —Tpl rpl
+ Z blNrp—i—app Uy + Z bput  o» Nrp(up)

SPnP 1= 'rpl sPnp l>7‘pl

+ p plp + oo AUy, = TG, (L, U, oy Uy

ko

On note alors P,(X) = Z bpu X' +a,,. Par définition de Z—i, P n’est pas

=1
sPnp’l:rpl

constant. Notons o, une racine de F,, on peut donc écrire :

ko
Z bp lNTP (up) + appup = Qp(N’"P) (N’"P (up) — apup)

=1
spnhp 1= rpl

ko—1
Z bp,lNy{psp <N2—2 (up) — apup) +app (N:—i (up) — apup) (29)
=1
On remarque que a,, et o, sont différents de 0, car —a,a,, = a,, # 0. De plus,
pour 1 < j <1 < kg tels que b, ; # 0 :

SpNyp — Tpl T

+(Z-1D(I—-35)>0

Sp Sp

On a:

spnp —rpl vy v )
B

p Sp
%#%()WUWNJ()
Sp sp
. T w(l,p,j5) .
= prBl,J(S )tw( P:) N*@ (up) - (O‘p)]up + bp,lBlJ(S_p)t °p (ap)]up (30)
p sp P

Up1 = U

. P, P . .

Dans la suite, nous posons N .Ce qui donne pour j =1:
Up2 = o (up) — oy

b, B, ,(T_P) (sﬁj)u 5+ b, B ( )tw(l,pu)u 1
p, »J p, J P
Sp Sp

)
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Et pour j > 2:
Ty, whpd) A s Tp,,wled)
bp,zBl,j(S—)t » Z(%) N:_p(up,z) +b ,zBl,j(S—)t QgUp
p s=0 P p
On effectue alors le changement de variable 7 = ¢5 ot § = II s, et on pose :
k(p)=ko

Up(7) = wrp(t) ; U p(T) = uzyp(t)

Ce changement de variable est tout a fait acceptable car nous sommes sur
VN]0, +o0[, V voisinage de 0. La partie (30) devient :

T =1
p Fw(lp,j)
bp,lBl,J( Oé s(rlJ sp)+sp
s=0

Et la partie (29) devient :

ko—1
[Z b ,lNl(rp Sp) +sp] (ap,2) + dp,pap,?

Et ce raisonnement peut-étre tenu pour tout p tel que k(p) = ko. Dans le cas ou
k(p) < ko, on notera @,1(7) = u,(t). En réunissant I’ensemble des équations, on
peut donc utiliser ’hypothése de récurrence.

Ce qui termine la démonstration.

Les racines des polynomes P, ne sont pas forcément réelles et donc le travail que nous
avons fait dans la partie II sur I'existence et la forme des solutions ne peut étre réutilisé.
C’est pour cette raison que nous donnons dans la sous-section qui suit un théoréme
d’existence qui répond en partie a ce type de systéme.

12.3 Théoréme d’existence

La sous-section précédente précise que pour un systéme qui se décrit par ligne de la
facon suivante :

kP)y, dF®) 1y,
Npk Npk(p)—1____ " F
1" k(p) T +b ,k(p)—lt .k (p) e
du
bp 1t —L 4 apy + o Ayt = L (E, U, ey Uy

dt

Avec Vp € [1,m], g, analytique au voisinage de (0, ..,0) en chacune de ses variables.
Avec k une fonction de N* dans N*. Pour tout p € [1,m], a,, € R*. De plus, on suppose
que V(i,7) € [1,m] x [1,k(2)], ni; > J.

On peut se ramener au cas :

-
dr

+ CZ"Z'INLZ' + + Ci,mﬂm’ = Tgi(T, ’I]l, .y um)
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Vi € [1,m'], g; est analytique au voisinage de (0,..,0) en chacune de ses variables.
Vie [1,m'], ¢;; € C* et m' > m.

Nous allons réduire ce dernier systéme en augmentant, comme dans la premiére
application de cette partie, la puissance des termes t* du membre de droite.
La technique est semblable & ce qui a été vu plus haut puisque la matrice triangulaire
inversible permet le méme type de réduction. Nous allons montrer par récurrence sur p
que le type d’équations énoncé ci-dessus peut se ramener a une équation de la forme :

d
diag(t™, ..., t"m)d—? + Agu + tAju + .+ P Ayu = T ()
Avec u = (u1,...,um). Ay = (a;;) triangulaire supérieure inversible. A1 = (a;;),...,
A, = (aj;). Pour tout i € [1,m] on suppose n; > 2 et on note également f(t,u) =

(fi(t,ury ooy Um)y ooy frn(E, U1, .y U )) avee pour tout i € [[1,m] :

_ 7 lo, 11 l
filt,ug, oy uy,) = E Cly., tour
lOv"vlmZO

La propriété que I'on souhaite démontrer est vraie au rang 1 avec le travail de la
sous-section précédente. Supposons donc la propriété vraie au rang p et montrons la
au rang p + 1. On pose alors Vi € [1,m] , u; = D% + tu;. Avec (D!,..,D™) =
A7Ncg 0 €l )- On a alors :

t + A; ;U + ...+ i mUm

dt

1 1
+a;tur + .+ a; g tuy,
+ ..+

P P _ 1 i lo, i 1
+ a; Pur + o+ ag Py, = 1P g Clo i EOUT Uy

lo,-,lm=>0

devient :

du; - -
s e

+ (lmDitp—H + (liﬂ't’lji + ...+ (li7mDmtp+1 + Cl,i7mt’l]m

1 plpt2 | 1 2~ 1 pmgpt2 | 1 42~
+a; D" +a; Cu + o+, DT+ ap Py,

+ aﬁlDthP + aﬁltl""lal + + angthP + af’mtzp'&/m
— tp+1 Z C§07___7lmtlo [Dltp-i—l + tﬁ/l}ll [Dmtp+1 + t’ljm} lm
loy-lm=>0



12.3 - Théoréme d’existence 119

En supposant y, ..., 4, suffisamment petit dans un voisinage de 0, I’équation devient :

dt
+ amﬂi + ...+ CLLm’am

+ ag tly + ot g b,

t

+ tm*lai 4 <p + 1)Ditni+p*1

F o, +
+ﬁﬂm+m+ﬁﬁ%m+§ ag 47"
1<r<p
1<i<m

=t ST (D ] (D i)
ot Alm>1

i +1 i ~ i ~ +2 Fly ~
= cro, o' a0, 001t F o o1l H TS (T )

On obtient le résultat en posant finalement :

1 1
€10,...0 — Z1glgm ay; ~
i=A" P a

1 1
€1,0,...0 — Z1gl§m ay,

Utilisons ce résultat pour n = mazx (n;).
i€[[1,m]

d
diag(t™, ..., t"m)d—? + Agu + Ajtu+ ..+ Apt"u = t"Tf(t, u)

Un examen attentif du coefficient aZ’;lfl de chaque ligne nous permet d’affirmer que
le premier changement d’inconnu, initié plus haut, a pour conséquence d’ajouter 1 a
ce coefficient et de laisser globalement inchangé I’ensemble du systéme. On peut donc
supposer, quitte a effectuer plusieurs fois cette transformation, que les coefficients a;f;l_l
ont des parties réelles strictement positives. Bien qu’ayant généralisé une méthode de
réduction, nous énoncons un résultat d’existence partiel pour ces équations réduites. En
effet, les matrices A; précédemment citées seront toutes supposées diagonales.

Dans la suite pour I intervalle réel, on désignera par C*(I) Pensemble des fonctions
k-dérivables de I dans C.

Définissons avant des espaces de fonctions qui nous seront utiles pour la construction
de solutions.

Définition 18. Soit o > 0 et € €]0,1] , on définit E, . de la fagon suivante :

|u(?)]

<]

Eo.={u € C(]0,a]) tel que soit majoré sur )0, o[}

On muni cet espace de la norme suivante :

|t]|a,e = inf{C > 0 tel que Vt €]0, o], %}

Nous énoncons ensuite une propriété :
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Proposition 12. L’espace E, . muni de la norme || ||oc est un espace de Banach

Démonstration. Montrons déja que E, . est un sous espace vectoriel de C(]0, a|).

— 0 € E, . car la fonction nulle est continue sur |0, a] et que de plus Vt €]0,af on a
0]
adl

— Soit (u,v) € (E,.)* Comme u et v sont continues sur |0, [ on a u + v continue

sur ]0, «[. De plus V¢ €]0,a] :
u®) +o@)] _ [u@®]+[o@)] _ Ju@)] | [o@)]
LI tl° oot e
< lullae + v/l

=0 < 0. On déduit que ||u]/n = 0 si u est la fonction nulle.

Donc u+ v € E, . et de plus ||[u + v||ae < [|t]lae + |V]ae-
— Soit A € C et u € E, ., alors premiérement \u est bien continue sur |0, af et de
plus Vt €]0, af :

Au(®)]

u(t
e < il

£l

Donc \u € E, . et méme || Aulqe < |A|]|t]ae
En conclusion, E, . est bien un sous espace vectoriel de C(]0, ). Montrons, & présent,
que || ||a. est bien une norme sur E, ..

— On a vu précédemment que ||0fl,. = 0. Supposons que pour u € E,. on ait

t
|t]|a,e = 0. C’est & dire que V¢ €]0, ] : % < 0. Donc Vt €]0, «f, “t(f) =0 et
donc comme ¢ ne s’annule pas on a u qui est nulle sur |0, af.

— On a vu plus haut que pour A € C et u € E,. : || uf|as < [A|||t]|ae. Pour A € C*

on a donc :

1 1
”u”a,e = ”X)‘u”a,e < |X‘H)‘UHQ,€

= [|Aullae = [Alllulla

Ainsi pour tout A € C* on a [|[Au||ae = |A|||2]|ae
— l'inégalité triangulaire est démontrée plus haut.

On a donc bien un espace vectoriel normé. Il ne reste plus qu’a démontrer qu’il est
complet. Soit (uy,),>y une suite de Cauchy dans E, .. Pour tout ¢ > 0, 3N, € N tel que
pour tout n > N,, p € N on ait :

||un+p - un”a,a < H

Utilisons cette propriété pour £t au lieu de p. On a alors pour tout p > 0, Vn > Na%,
Vp > N, Vt €]0,a] :

W
i (t) — ua(t)] < L2

= i]uz?(lunw(t) — un(t)]) < p

t*<pu

En d’autres termes, la suite (u,),en est de Cauchy pour la norme infinie sur ]0, a[. Donc,
cette suite converge vers une fonction, notée u, continue sur |0, «[. Montrons que u est
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dans E, . et que la suite (u,)nen converge vers u en norme || ||, Soit p > 0. Fixons
to €]0,a[. Yn > N,,VpeNon a:

[uto) = un(to)| _ |ulto) = tnyp(to)| | [tnip(to) = un(to)]

ltol® N ltol® ltol®
[u(to) — Unsp(to)]
< It . + [[ttntp = tnllase
[u(to) — Unyp(to)]
< |t0|6 +u

Et ceci est vrai pour tout p € N donc en faisant tendre p vers +oco on a :

[u(to) — un(to)| <
[tol®

Ce travail peut étre effectué pour tout ¢y €]0, af et donc Vt €]0,a] :
[u(t) — un(t)]

t]°
=u€ E,. et ||u—uyla: < p

< 2u

Ce qui termine la preuve. U
Théoréme 5. On considere le systeme d’équation suivant décrit par ligne :

t
dt

+ adu; + ajtu; + .+ alt"u; = () (31)

Avec n = nf[ba:pﬂ(ni), f analytique au voisinage de (0, ..,0) en chacune de ses variables.
ie[l,m

On suppose que tous les af sont dans C. De plus les coefficients a? sont non nuls et les
coefficients a™ ' sont de parties réelles strictement positives. Alors pour tout € €]0, 1],
il existe a. > 0 et un certain nombre de constantes arbitraires (nous décrivons plus loin
les intervalles disponibles a ces constantes) tel qu’un élément u € (E,. )™ soit solution
du systéme d’équations (31).

Démonstration. Posons pour tout i € [1,m], ®; = {s € [0,n; — 1] tel que Re(a$) # 0}
D’aprés les hypothéses du théoréme on sait que s(i) = mfﬁ'bn(s) a bien un sens, car
seEP;

7

Re(a*™") > 0. On peut donc réécrire ligne par ligne les équations (31) par :

du
dt

th—L 4 adu; + ajtu; + ... + af(i)ts(i)ui = O fi(t u, )

Pour i € [1,m], et [ € [1,m], aiﬁl est encore analytique au voisinage de (0, ...,0)

en chacune de ses variables. Donc Ja;; > 0, 51‘1,17 ey B77 > 0, M;; > 0 tel que pour tout
(t, 21,y 2m) € B(0,aq1) x B0, 8};) x ... x BO, 3]7}) :
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En posant & = [[71771%7]}12(04@1), g = [[7171%7]]%( fl) et M = ﬁ@ﬁﬁg(le)

Pour tout ¢ € [1,m], V(t,z1, ..., Tm), (t, y1, -, Ym) € B(0,&) x B(0,3)™ on a :

|fl(t7 T, ..,.Tm) - fl(tu Y1, 7ym>| < Z Sup<‘a—<t7 Rly ey Zm)‘)‘xl - yl‘
=1 [xlvyl} xl+1

<MY o~y
=1

De la méme maniére pour tout i € [1,m], Jo} > 0, R; > 0 tel que V¢ € B(0,a}) :
Dans la suite, on notera R = 'nlma:(Ri) et a; = min(a;).

2mM

_ 2 o
R & = TReaoy ¢ G =

On définit également pour tout i € [1,m], b; =

(i n;—s(i)—1
(Re(aﬁ >>|)
4e .

On note alors b = max(b;) > 0, ¢ = mazx(c;) > 0 et d = min(d;).
[1,m] [1,m] [1,m]

On choisit finalement o, de la fagon suivante :

1
s gy
a. = min(&, aq,d, (30R , 2())

Dans la suite, nous munissons 'espace produit (E,, )™, de la norme induite :

[(u1s -y tim) oz em = maz ([Jufa. )
le[1,m]

Muni de cette norme, (E,_.)™ est encore un espace de Banach. Nous allons définir
des opérateurs R; sur (E,_.)" dans E,_ .. De plus, nous montrerons que ces opé-
rateurs sont contractants sur By . ... (0,3). Plus précisément, nous montrerons que
Vi € [1,m],¥(u,v) € B |jo...n(0,8), |Ri(u) — R;(v)[|a.c < abi]|t — v||a. cm, mais aussi

que [|R;(0)]|a.c < a'™°Re;.
Fixons i € [1,m]
On a:
ng A 0 1 5(4) 15(4) s(i)+1
tm 7 +a;u; + a;tu; + ..o+ a; TV =t filt,ug,y oy tyy)

On différencie alors 2 cas :

~ Si Re(a:™) >0

On intégre alors de cette maniére :

a? af(i) t —a?
ui(t) = emit™ ..o mi—s-nei =01 / emis" ..
0
—af(i)

e (rims =T @@L (6 4y (), U (5))ds
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On définit sur |0, a.[, et pour tout u € By y,_...(0,5) :

s(%)
a,LQ @

t _af
Ri(u)(t) = emt™ ...emi—sty-nimi—*-1 / ens L
0

s(z)

e im0 T WAL (g 4y (s), L U (5))ds

On constate alors que si u € B) |,_.,.(0, ), alors R;(u) est bien défini sur |0, o[
et de plus on a R;(u) € C'(]0, a.]) C C(]0, a.[). Prenons (u,v) € By j.....(0,5)?
alors pour tout ¢ €]0, [ on a :

Re(a?(i))
1B (0) — R0 < el n 7
—Re(a?(i))
t e(nifs(i)fl)sni_s(i)_l
/ s -y |fi(s,u1(8), ..y um(S)) — fi(s,v1(8), .., um(s))|ds
0
( s(l)) —Re(af(i))
Re @ ; t (nifs(i)fl)snii (-1
< Mm(”u — UHOC . m)e(ni—s(i)—l)t’%*S(z)*l / € ' $€+1d8
— €&, 0 Sni—s(z)
M
<t x == 0. em
|Re(a;™")]
S OésbitEHu —v Qe,e,m
Ri(u) — R;(v)|(t
_, [Biw) . i(v)] ()] < abilltt = Voo
Donc R;(u) — R;(v) € E,_. et :
[Ri(u) = Ri(v)|lace < acbill = vl|a.em
De plus, pour tout ¢ €]0, a.| :
Re(@?®) —Re(af”)
e(a; t o g —s()—1
. Zn'—s v e (nj—s(i)—1)s"i
RAO)0) < o0 [ sl (5,0, O
1
< tis(i)Ri
| Re(a; )]

S 1_ECZ' Rt€

a&
Donc R;(0) € E,_ - et ||Ri(0)]la.. < al™®c¢;R. Comme la fonction nulle est dans

B) ju..cn (0, 3), on en déduit que pour tout u € By y,_...(0,3) on a Ri(u) € E,, ..

~ Si Re(a]") < 0

)

On choisit une constante C; dans I'intervalle ou-

. 1
Re(a* )| mimm—1
vert : | [Refa; )| ae ——, a[. Avec le choix d’une telle

<|R6(af(i))| + ln(3)(ni _ S(Z) . 1)> —s(0—1
constante on a pour tout ¢t €]0, a.| :

s(4)
) —Re(a;"")
1 Re(‘l?(l)) — te(ni_s(i)—l)s"ifs(i)*l - 2045
— e y—s()—nenim )= : s Tds| < —
— >
| |t‘6 sn s(i) s(4)
G |Re(a;")]
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et aussi :
) —Re(aj(i))
Re(a ) T (ny—s(i)—1)sti—s(0)—1 92 1—¢
n;—s(i)—1 e &8
|We(n1 s(i)—1)t" / =50 5d8| 75(@
c; s |Re(a;")]

Pour en convenir, il faut traiter les 2 cas : 0 <t < C; et C; <t a, et utiliser les
inégalités vérifices par a.
On intégre alors de cette maniére :
? a; o af
ui(t) = emt™ ... mi—s-nemi—* 1 / ems .
C;

s(z)
e (rims =0T @ mm L (g (s), L U (5))ds
On définit sur |0, a.[, et pour tout u € By .. ...(0,5) :
(1)

a0 a3 t a0
Ri(u)(t) = e’%f%i....emis(“Ut”i_s“)”/ e

C;

(1)

e s s DAL £ (5 1y (s), ..y U (5))ds
On constate que si v € By |.....(0, /), alors R;(u) est bien défini sur |0, a.[ et de
plus on a R;(u) € C*(]0, ee[) C C(]0, c.[). Prenons (u,v) € By j.....(0,5)?, alors
pour tout ¢ €]0, a.[ on a :

Re(as(i))

[(Ri(u) — Ri(w)|(t)] < el 0ot

Re(as(l))
e (n;—s(i)—1)s™i —s(i)—1
|/ ey | fi(5,u1(s), .., um(s)) — fi(s,01(5), .., vm(s))|ds]
7Re(a§(i))
Re(a( (i)—1 te("z s(4) l)sl (i)-1 "
() — n;—s(i)—
e = T
1
s 2mM
- WHU_UH%,W

S Oésbitg”u — v Qe ,e,m

_, [Biw) —tfz(v)](t)\
Donc, R;(u) — R;(v) € E,_. et :

[Ri(u) = Bi(0)[lace < acbillu = vlfa.cm

S aabiHu - UHozg,e,m

De plus, pour tout ¢ €]0, a.| :
250

s(3)
|RZ<O)(t)‘ 1 ~ ng )s(z) 1 e (ni—s(i)— 1)Sn1 5(1) 1
e — _ p(ng;—s(i)—1)t" '
|t‘€ S ‘t|€€ t | Snlfs(z) S|fl(8707 70)|d3‘
1
< 20‘;767(4)]%
Rela)|
< 04; ECiRta
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Donc, R;(0) € E,_ . et ||R;(0)|la.c < al™®c;R. Comme la fonction nulle est dans
B|| Jja..cn(0,3) on en déduit que pour tout u € By .....(0,8) on a R;i(u) € E,_..

Alinsi, V’i[[l,m]], Yu € B” ||aE’E’m(O, 5)

< a.b||u|laem + ciRa;_a
< a.bB 4 cRal™*
5 B

—+-<
2jL g

[Ri(w)]lace < acbiflu = vlla.em + [[Ri(0) ]| c

Et ceci, pour tout ¢ € [1,m], donc By |.....(0,3) stable par R = (Ry, .., Ry,). De plus,
pour tout (u,v) € (B j....(0,3))*:

[ R(u) = R(v)

1
Qe ,E,M < §Hu —v Qe ,E,M

De méme, on a :

OJIQ

[B(0)lacem < 5 < B

Donc, si on pose la suite (wy,)nen définie par wy = 0 et Vn € N, w, 1 = R(w,,), on peut
utiliser le théoréme de point fixe de Banach qui affirme que cette suite converge vers
une limite u € E,_. et que par continuité R(u) = u . Ceci implique que u soit dérivable
sur ]0, a.[ et que de plus u vérifie le systéme d’équation (31).

O
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Réduction Fuchsienne et modéles stellaires

Résumé :

L’objet de cette thése est I’étude d’un systéme différentielle non linéaire issu d’un mo-
déle stellaire. Aprés réduction et changements d’inconnues et variables, on se raméne
a un second membre analytique en chacune des variables du probléme ainsi qu’en des
fonctions bien choisies. Nous montrons ensuite que les solutions peuvent s’écrire dans
un espace de séries absolument convergentes. Ce théoréme d’existence servira alors de
brique élémentaire & une méthode de réduction de type Fuchsienne. L’objectif étant
d’obtenir un développement sous forme de série faisant apparaitre de maniére explicite
les différentes constantes arbitraires inhérentes a ce type d’équations.

Mots clés : Réduction Fuchsienne, modéle stellaire, équations différen-
tielles non-linéaires

Fuchsian reduction and stellar models

Abstract :

The object of this thesis is the study of a non linear differential equation stemming from
a stellar model. After reduction and unknowns changes and variables, we achieve to an
analytic second member in each of the problem variables and well chosen functions. Then
we show that the solutions can be described in a space of absolute convergent series.
This theorem of existence will be used as an elementary brick to a nearby method of
Fuchsian reduction. The objective was to obtain a development which elicits arbitrary
various constants inherent to this type of equations.

Keywords : Fuchsian reduction, stellar models, non-linear differential
equations
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