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Résumé

On onsidère le modèle stellaire suivant :







dr
dm

= C1
ρr2

dP
dm

= C2m
r4

dl
dm

= ǫ
dT
dm

= C3κl
r4T 3

. Après rédution et han-

gements d'inonnues et variables, on se ramène aux équations du type :

tnu′ +Au = tf (t, u, ζ1(t), .., ζv(t))

Ave f analytique au voisinage de (0, .., 0) en haune de ses variables et des fontions ζi ne

s'annulant pas sur ]0,+∞[ et stritement roissantes sur un voisinage de 0.
Nous montrons que les solutions peuvent s'érire dans un espae de séries absolument onver-

gentes, de la forme :

∑

i0≥1,i1,..,iv≥0

ti0ζ1(t)
i1 ...ζv(t)

ivhi0,..,iv(D(t))

La fontion D est solution de l'équation t2D′ = D2 − 1 et les hi0,..,iv sont des polyn�mes en

Dln(D), ..,D(ln(D))r à oe�ients dans l'espae des fontions développables en séries entières

sur ] − 1, 1[. Ce théorème d'existene servira ensuite de brique élémentaire à une méthode de

rédution de type Fuhsienne. L'objetif étant d'obtenir un développement sous forme de série

qui fait apparaître de manière expliite les di�érentes onstantes arbitraires inhérentes à e

type d'équations.

Mots-lefs : Rédution Fuhsienne, modèle stellaire, équations di�érentielles non-linéaires.
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Introdution

Cette introdution rappelle les buts, les motivations, les résultats mais aussi les

obstales que nous avons du surmonter. En e�et, après la mise en exergue d'un ertain

type d'équation, nous nous sommes onentrés sur la reherhe, d'abord infrutueuse,

de solutions sous forme de série.

La reherhe d'une formulation onvenable pour l'ériture des solutions des équations

proposées ayant néessité plusieurs tentatives, l'aent a été porté sur la partie théorique

de la résolution.

Ci dessous, nous rappellerons les bases de la rédution Fuhsienne ainsi que les travaux

menés en amont par S.KICHENASSAMY. Nous motiverons l'intérêt porté à e modèle

stellaire et les équations qui en déoulent. Nous reviendrons également sur les di�ultés

que es équations ont posées et �nalement, nous dérirons le plan suivi dans ette thèse.

Rappels

Nous e�etuons dans ette partie quelques rappels sur la rédution Fuhsienne. La mé-

thode de rédution Fuhsienne permet une approhe systématique de l'étude d'équations

di�érentielles ou aux dérivées partielles, dont les oe�ients sont aussi bien analytiques

que non-analytiques. Plus préisément, on répond aux questions suivantes :

� Trouver un ensemble de séries formelles ontenant des solutions formelles de l'équa-

tion onsidérée ;

� Donner une proédure systématique permettant d'assoier, à haque solution for-

melle, une unique solution exate ;

� Déterminer, parmi les termes de la série dé�nissant la solution formelle, lesquels

su�sent pour aratériser la solution exate assoiée. L'idée sous-jaente est la

même pour la méthode de rédution Fuhsienne que pour la théorie de Puiseux.

� La théorie de Puiseux, pour la résolution d'une équation algébrique, est basée sur

la rédution de ette équation en une équation de la forme :

y = a + xϕ(x, y)

à laquelle on peut appliquer le théorème des fontions impliites. On prouve ainsi

l'existene de solutions ayant la forme de séries à exposants frationnaires ;

� En e qui onerne la rédution Fuhsienne, on réduit l'équation di�érentielle ou

aux dérivées partielles étudiées à une équation non-linéaire, présentant un point

singulier régulier où la variable de temps T s'annule, et à laquelle on peut appli-

quer les résultats d'existene prouvés dans [7, 8, 10℄ et [11℄. Cette proédure de

rédutions onduit naturellement à étendre les algèbres de séries formelles à des

séries plus générales, ontenant, par exemple, des ombinaisons de logarithmes ou

même des puissanes variables de la forme tk(x).
Il apparaît rapidement qu'il su�t seulement de onnaître quelques résultats théoriques

onernant les équations Fuhsiennes, pour être ensuite apable d'aborder une très large

lasse d'équations di�érentielles et aux dérivées partielles. C'est e qui rend la méthode

aussi systématique.

Motivations et inspirations
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Pour bien omprendre la motivation de e dotorat, il onvient d'aborder les travaux

initiés par S.KICHENASSAMY et L.JAGER dans [6℄. Partant d'une version simpli�ée

du modèle stellaire étudié ii, les auteurs ont établi un résultat d'existene de solutions

après rédution du système. Le modèle hoisi dans [6℄ est le suivant :

dx

dt
= z−1t

1
4 ;

d2z

dt2
= −x−4

En faisant le hangement d'inonnues suivant t = exp(−τ) et en prenant un équi-

valent de la forme tα(ln(t))β , les auteurs ont montré que e système pouvait s'érire sous

la forme :

dV

dτ
= AV − f

Ave :

f(t, V ) = |ln(t)|−aB(V ) + |ln(t)|−α−Mg(t)

La fontion B est analytique en (t, V, 1
ln(t)

), et s'annule pour V = 0, g ontinue en 0
et A ne possède pas de valeurs propres à parties réelles négatives. Ce type d'équation

n'est pas tout à fait similaire à elui abordé dans les rappels de ette introdution. Un

résultat d'existene, sous ertaines onditions, pour es équations a été énoné dans [6℄.

Il ne fait néanmoins pas mention d'éventuelles façons d'érire es solutions sous forme de

série ou même d'éventuelles rédutions permettant omme dans [7℄ de faire apparaître

de quelle manière les onstantes agissent sur les solutions.

Dans [6℄ le résultat d'existene permet tout de même de valider le hoix des équivalents

fait en amont. Cependant [6℄ ne fait pas une étude approfondie, en omparaison ave

[7℄ et [8℄, de e type d'équation. Seule l'existene est développée, la forme des solutions

ainsi qu'une méthode de rédution adaptée n'est pas amorée. Nous avons ommené

par montrer que les rédutions e�etuées dans [6℄ s'appliquaient au as plus général, ei

fait l'objet de la première partie de e travail. Une fois véri�é que nous pouvions réduire

notre système d'équation à une lasse d'équations qui généralise elles introduites par [6℄,

nous nous sommes ensuite attelés à approfondir le théorème d'existene a�n de dérire

sous forme de série absolument onvergentes les solutions de es équations.

Le prinipal dé� de e dotorat s'est don déouvert omme étant la résolution sous forme

de série absolument onvergentes et ompatibles ave une rédution de type Fuhsienne

des équations de type suivant :

tn+1du

dt
+ Au = tf(t, u, ζ1, .., ζv)

Ave n ∈ N , f analytique en haune de es variables au voisinage de (0, . . . , 0). Les ζi
sont des fontions de la forme indiquée page 46. Les onditions que doivent véri�er la

matrie A étant préisées plus loin. Nous dérivons dans les lignes i-dessous les prini-

pales pistes, éhes qui ont façonnés le heminement de ette thèse :
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� Dans un premier temps, nous avons privilégié la piste d'une résolution sous forme

analytique des solutions. Il fallait alors mettre en évidene l'existene de variables

supplémentaires, lesquelles étaient supposées être reliées d'une ertaine manière à

la partiularité de es équations. Cette reherhe de variables, qui ajoutées à "t",
auraient permis de dérire analytiquement les solutions, était initée par ertaines

réussites en e sens.

La première qu'on peut iter est la façon dont la variable tln(t) est introduite

dans [8℄. Elle est la solution d'une équation partiulière et en même temps on peut

l'utiliser pour dérire de manière analytique toute une lasse d'équations. Mais il

y a aussi le as de l'artile [1℄ où 'est une variable de la forme "tx" qui est utilisée.
Dans et esprit, nous avons entrepris la reherhe d'une solution partiulière d'une

équation du type reherhée qui pourrait être utilisée omme variable. Cette va-

riable devait tendre vers 0 en 0 et les solutions d'équation omme :

tnu′ + u = t

étaient des andidats potentiels. Malheureusement auune de es solutions n'abou-

tira à une variable onluante.

� Il fut ensuite envisagé l'idée que l'on pourrait, omme dans l'artile [1℄ de

A.BENTRAD et S.KICHENASSAMY, faire apparaître une suite de variables re-

liées les unes aux autres par des relations fontionnelles. On peut e�etivement,

une fois �xée une équation, trouver e genre de résultat ; seulement les relations

entre les variables sont omplètement di�érentes d'une équation à l'autre.

� Nous déidâmes don d'examiner de manière plus approfondie l'exemple simple

qu'est :

t2u′ + u = t

et de faire quelques onstatations importantes pour la suite de notre raisonne-

ment.

La reherhe d'une solution sous forme de série entière de ette équation nous

donne pour solution la série de Gevrey

∑

n≥1

(−1)n+1(n− 1)!tn. Il aurait alors été

possible d'étudier à l'aide de série de Gevrey les équations proposées, mais l'étude

à l'aide de séries divergentes ne nous donnait pas entière satisfation. En e�et,

nous herhions à érire les solutions à l'aide de rédutions qui s'apparentent à des

rédutions Fuhsiennes et ave e type de rédution haque terme ajouté nous rap-

prohe uniformément de la solution. Ce qui n'est pas possible ave des séries diver-

gentes. Cependant à l'aide du théorème de onvergene dominée, on peut montrer

que ette équation possède une unique solution C∞
qui tend vers 0 en 0. Une autre

idée déoulant de travaux qu'on attribue traditionnellement à E.BOREL, était

d'érire ette solution C∞
omme somme uniformément onvergente du type :

∑

k≥0

ak
tk

k!
f(

t

bk
)

f et les bk étant hoisis onvenablement de façon à e que la série et ses dérivées

soient onvergentes. D'ailleurs, il est supposé que f(0) = 1, les dérivées de f en

0 toutes nulles et les fontions t 7→ tkf(t) soient bornées pour tout k ∈ N. Le

plus aisé pour obtenir e genre de fontion f étant de hoisir une fontion qui
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vaut 1 sur un intervalle prohe de 0 et qui s'annule pour t assez grand. Il s'est

avéré satisfaisant de herher des séries sous ette forme et surtout d'examiner

quelles relations pouvaient véri�er une série (hk)k∈N tel que

∑

k≥0

tkhk(t) solution de

l'équation. Enore une fois auune démarhe systématique ne fût élaborée pour des

as généraux, quelques exemples fontionnaient bien mais d'autres pas du tout.

� Après quelques tentatives, ertains aspets du problème se sont élairis. En e�et,

bien que l'équation du dessus onnaissent quelques di�ultés à s'érire sous la

forme d'une série onvergente, on montre à l'aide d'une intégration par partie que

l'unique solution qui tend vers 0 en 0 a pour équivalent en 0 la première bissetrie.

Nous avons don herhé la solution sous la forme th(t).
L'ériture sous ette forme rejoint alors des travaux que nous attribuons à

M.BOREL, ar après une majoration élémentaire, on se rend ompte que la fon-

tion h tend vers 0 en +∞. Exploitant les idées préédentes, nous déidâmes d'érire

h omme fontion d'une nouvelle variable tendant vers 0 en +∞ et qui de plus est

adaptée à notre type d'équation. Notre hoix se porte sur la variable D solution

de l'équation :

t2u′ = u2 − 1

La mise en équation de tout ei nous amena même à remarquer que les fontions

D 7→ h(D) sont solutions d'équations étudiées en [7℄. Nous nous sommes ensuite

attelés à la réation d'espaes des séries absolument onvergentes.

Résultats et plan de la thèse

Voii détaillés les di�érentes étapes et résultats de la thèse :

� Dans la partie I, nous dérivons le modèle stellaire ainsi qu'une simpli�ation du

problème. Nous e�etuons alors une reherhe d'équivalents qui nous mènera dans

deux diretions di�érentes : l'une menant à des solutions d'une forme étudiée dans

[7℄ et l'autre qui, après les hangements d'inonnues onvenables, fera apparaître

la lasse d'équation mise en exergue dans e travail.

� Dans la deuxième partie, nous dé�nissons des espaes de séries absolument onver-

gentes. Nous montrons leurs propriétés algébriques ainsi que leurs liens ave des

fontions analytiques. Des outils et des propriétés sont mis en avant a�n de mon-

trer le théorème d'existene prinipal. A savoir que es solutions peuvent s'érire

loalement sous la forme suivante :

∑

i0≥1,i1,...,iv≥0

tkζ1(t)
i1 ...ζv(t)

ivhi0,..,iv(D(t))

Ave pour tout i0, .., iv, hi0,..,iv polyn�mes en Dln(D),..,D(ln(D))r à oe�ients

dans l'espae des fontions développables en séries entières sur ]− 1, 1[.
� Le résultat d'existene préédent est vu dans la troisième partie omme une brique

élémentaire dans une tehnique de rédution qui s'apparente à de la rédution

Fuhsienne. On y fait un parallèle ave les travaux faits dans [7℄ et [8℄, notamment

au niveau de la visualisation des onstantes arbitraires et l'intervention d'une

variable qui s'assimile à tln(t).
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� En�n, nous donnons dans la dernière partie deux exemples de rédution d'équa-

tions di�érentielles qui mènent aux équations étudiées. Ces exemples ont pour but

de démontrer qu'une lasse très importante d'équations peuvent trouver réponse

grâe aux résultats énonés plus haut.
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16 Introdution

1 Introdution

A�n de pouvoir dérire l'intérieur d'une étoile, nous modélisons à l'aide d'un système

les di�érentes interations entre la pression (P ), la température (T ), la luminosité (l) et
la masse (m) d'un élément de l'étoile se trouvant à une distane r du entre de l'étoile.

Dans la suite, on notera S(r) la sphère de rayon r et de entre : le entre de l'étoile.

On onsidère en e�et un modèle à symétrie sphérique dérivant l'interation entre les

variables suivantes :

� m(r) : la masse ontenue dans S(r).
� P (r) : la pression à la surfae de S(r).
� T (r) : la température à la surfae de S(r).
� l(r) : la luminosité émise par S(r).

Nous shématisons sous la forme de la �gure i-dessous les données préédentes :

b

r
m(r)

P (r), T (r), l(r)

S(r)

Représentation de l'étoile

Cependant, il est plus ommode de prendre la masse m omme variable (e qui est

raisonnable ar on onvient aisément que r → m(r) peut se voir omme une bijetion).

Le modèle s'érit alors :







dr

dm
=

C1

ρr2

dP

dm
=
C2m

r4

dl

dm
= ǫ

dT

dm
=
C3κl

r4T 3

(1)

� ave ρ = λρP
α1T α2

, ǫ = λǫρ
e1T e2, κ = λκP

k1T k2
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� où λρ,λǫ, λκ, ,α1, α2,C1,C2,C3,e1,e2,k1,k2 sont des onstantes non nulles.

On remplae alors ρ, ǫ et κ dans le système préédent pour obtenir le système suivant :







dr

dm
=

C1

λρr2P α1T α2

dP

dm
=
C2m

r4

dl

dm
= λǫλρ

e1P α1e1T e2+α2e1

dT

dm
=
C3λκP

k1T k2−3l

r4

(2)

On pourra prendre omme onditions initiales au entre de l'étoile :

P (0) = Pc, T (0) = Tc, l(0) = 0, r(0) = 0

Pc et Tc étant respetivement la pression et la température au entre de l'étoile. On

pourra aussi �xer des onditions initiales aux bords de l'étoile ave :

P (M) = 0 , T (M) = 0 , l(M) = l , r(M) = R

M étant la masse totale de l'étoile, L la luminosité globale au bord de l'étoile et R le

rayon de l'étoile ; on pourra aussi onsidérer que R = +∞ et ainsi faire naître d'autres

onditions initiales. Dans les paragraphes qui vont suivre, nous allons dans un premier

temps nous attarder à simpli�er le système puis, après avoir étudier les solutions homo-

gènes, nous étudierons les di�érents as de onditions initiales.

2 Simpli�ation du système

A�n de simpli�er le nombre exessif de onstantes du système (2) et de ontinuer

l'étude ave un système le plus onis possible, on étudie les e�ets de la transformation

suivante :

(r, P, l, T ) 7→ (a1r, a2P, a3l, a4T ) (3)

où a1,a2,a3,a4 sont éventuellement omplexes, tous non nuls.

Notations. On note :

� ∆ = 4α2 + 4k1α2 + (3− 4α1)(e2 + k2 − 4) + 3e1α2

� Ω = (C3C
k1+α1e1
2 λκλρ

e1λǫ)
α2

(
C1

λρC
α1
2

)k2−4+e2+e1α2

� ∀a ∈ C on note δa =

{

0 si a 6= 0

1 si a = 0

� ∀a, b ∈ C on note δa,b = δa × δb

Le théorème qui suit permet de résumer les possibilités de simpli�ation qu'o�re la

transformation (3) :



18 Simplifiation du système

Théorème 1.

� si ∆ 6= 0 ou Ω = 1 alors le système (2) peut se ramener par une loi de transfor-

mation du type (3) au système :







dr

dm
=

1

r2P α1T α2

dP

dm
=
m

r4

dl

dm
= P α1e1T e2+α2e1

dT

dm
=
P k1T k2−3l

r4

(4)

� si ∆ = 0 et Ω 6= 1 alors une rédution au système (4) est impossible. En revanhe,

il existe C ∈ C tel que l'on puisse réduire (2) à un système du type :







dr

dm
=

1

r2P α1T α2

dP

dm
=
m

r4

dl

dm
= P α1e1T e2+α2e1

dT

dm
=
C P k1T k2−3l

r4

(5)

Démonstration. Lorsque l'on utilise la transformation (3), on obtient le système sui-

vant : 





aα2
4 a

α1
2 a

3
1

dr

dm
=

C1

λρr2P α1T α2

a2a
4
1

dP

dm
=
C2m

r4

a3
dl

dm
= ae2+α1e2

4 aα1e1
2 λǫλρ

e1P α1e1T e2+α2e1

a41
dT

dm
= a3a

k1
2 a

k2−4
4

C3λκP
k1T k2−3l

r4

(6)

Ainsi (2) se réduit à (4) si et seulement s'il existe (a1, a2, a3, a4) ∈ C4
véri�ant le

système suivant :







C1 = λρa
α2
4 a

α1
2 a

3
1

a2a
4
1 = C2

a3 = ae2+α2e1
4 aα1e1

2 λǫλρ
e1

a41 = a3a
k1
2 a

k2−4
4 C3λκ

⇔







C1 = λρa
α2
4 a

α1
2 a

3
1

a2 = C2a
−4
1

a3 = ae2+α2e1
4 aα1e1

2 λǫλρ
e1Cα1e1

2 a−4α1e1
1

a4+4k1+4α1e1
1 = C3C

k1+α1e1
2 λκλρ

e1λǫa
k2−4+e2+α2e1
4
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e qui impose don :

a∆1 = Ω (7)

Dans le as où ∆ 6= 0, alors (sous réserve du hoix d'une représentation du loga-

rithme) on peut obtenir un a1 véri�ant (7) et ainsi obtenir a2,a3 et a4 en remplaçant.

Par ontre si ∆ = 0 , ela oblige Ω = 1. Si on a bien Ω = 1 alors on peut hoisir a1 6= 0
de manière arbitraire, puis en déduire a2,a3 et a4 pour que le système soit véri�é. Si

Ω 6= 1, alors la rédution du système sous la forme (8) est impossible.

Néanmoins, dans le as ∆ = 0 et Ω 6= 1 alors on peut réduire le système (6) à un

système du type (5) ssi :







C1 = λρa
α2
4 a

α1
2 a

3
1

a2a
4
1 = C2

a3 = ae2+α2e1
4 aα1e1

2 λǫλρ
e1

a41 = Ca3a
k1
2 a

k2−4
4 C3λκ

Cei onduit à : a∆1 = CΩ et don à 1 = CΩ (les onstantes λρ,λǫ,λκ,C1,C2,C3 étant

non nulles, on a obligatoirement Ω 6= 0). Ainsi on hoisit naturellement C = 1
Ω
et on

peut alors prendre a1 6= 0 de manière arbitraire et don aluler a2 , a3 et a4 pour

satisfaire au système.

3 Reherhe de solutions

Le théorème préédent nous inite à onserver dans la suite le système suivant (quitte

à modi�er légèrement les aluls pour le as où ∆ = 0 et Ω 6= 1) :







dr

dm
=

1

r2P α1T α2

dP

dm
=
m

r4

dl

dm
= P ẽ1T ẽ2

dT

dm
=
P k1T k2−3l

r4

(8)

Ave ẽ1 = α1e1 et ẽ2 = e2 + α2e1. Nous herherons à résoudre e système pour m > 0.
Ce qui va être entrepris dans la suite de ette partie est diretement inspiré des résultats

de [5℄. En e�et dans [5℄, S.KICHENASSMY et L.JAGER montrent que pour un modèle

stellaire voisin on peut obtenir des solutions dont les équivalents ne sont pas forément

homogènes. L'artile montre qu'une fois dégagé un équivalent sous la forme que nous

détaillerons i-dessous, un théorème d'existene peut être énoné. Nous ommençons

don par examiner si des équivalents du même type peuvent être expliités dans un

adre plus général. Nous avons don herhé des solutions de (8) qui ont des équivalents
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de la forme : λmα |ln(m)|β où (α, β, λ) ∈ Q2×C et dont leurs dérivées ont des équivalents

de la même forme.

3.1 Reherhe et lassi�ation des équivalents

Nous allons donner des onditions néessaires au fait que les solutions de l'équation

(8) aient des équivalents de la forme λmα |ln(m)|β où (α, β, λ) ∈ Q2 × C . L'équation

(8) fait intervenir la dérivée première des solutions. Nous devons don nous assurer

de onditions sous lesquelles les solutions et leurs dérivées soient de la forme énonée

préédemment, sans quoi auune substitution ne sera possible dans l'équation (8).

A�n de �xer es onditions, nous énonçons le lemme suivant :

Lemme 1. Soit I ∈ V(0)∩]0, 1[ et u ∈ C1(I).On pose (a, b, c, d) ∈ R4
tel que (a ≤ c et si

a = c alors b > d). On suppose que u = u0m
a |ln(m)|b + u1m

c |ln(m)|d + ũ ave u0 6= 0 ;
u1 6= 0, ũ ∈ C1(I) et







ũ =
m→0+

o(mc |ln(m)|d)
dũ
dm

=
m→0+

o((1− δ(a,b))m
a |ln(m)|b + δ(a,b)m

c |ln(m)|d)

Alors on a u ∼
m→0+

u0m
a |ln(m)|b et

du
dm

∼
m→0+

[−δabu0 + au0 + δ(a,b)(−δcdu1 + cu1)]×ma−1+δ(a,b)c |ln(m)|b−δa+δ(a,b)[d+1−δc]

La démonstration de e lemme est une étude au as par as de l'équivalent proposé.

Nous allons don supposer que haune des variables peut s'érire sous la forme dérite

dans le lemme. Cei revêt l'aspet suivant :







r = R0m
a1 |ln(m)|a2 + δaR1m

a3 |ln(m)|a4 +R2m
a1+δaa3 |ln(m)|a2+δaa4−ǫ r̃

P = P0m
b1 |ln(m)|b2 + δbP1m

b3 |ln(m)|b4 + P2m
b1+δbb3 |ln(m)|b2+δbb4−ǫ P̃

l = l0m
c1 |ln(m)|c2 + δcl1m

c3 |ln(m)|c4 + l2m
c1+δcc3 |ln(m)|c2+δcc4−ǫ l̃

T = T0m
d1 |ln(m)|d2 + δdT1m

d3 |ln(m)|d4 + T2m
d1+δdd3 |ln(m)|d2+δdd4−ǫ T̃

où pour tout (X, x) ∈ {(R, a), (P, b), (l, c), (T, d)} on a :

� δx = δ(x1,x2)

� X2 = X0(−δx1x2 + x1) + δxX1(−δx3x4 + x3)

� X2m
x1+δxx3 |ln(m)|x2+δxx4−ǫ X̃ =

m→0+
o(X0m

x1 |ln(m)|x2 + δxX1m
x3 |ln(m)|x4)

� δxX1m
x3 |ln(m)|x4 =

m→0+
o(X0m

x1 |ln(m)|x2)

� X0 6= 0, X1 6= 0 ⇒ X2 6= 0
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� 0 < ǫ ≤ 1 sera �xé par la suite.

Ces onditions véri�ées, on peut raisonnablement faire une identi�ation de oe�ient

dans le système (8) et obtenir 2 systèmes d'équations, l'un provenant de l'identi�a-

tion en puissanes de m et l'autre en identi�ant les puissanes de ln(m). Les systèmes

qui suivent sont des onditions néessaires quant à l'existene d'une solution ave les

équivalents évoqués.







3a1 − 1 + a3δa + α1b1 + α2d1 = 0

b1 − 1 + b3δb + 4a1 = 1

c1 − 1 + c3δc − ẽ1b1 − ẽ2d1 = 0

(4− k2)d1 − 1 + d3δd+ 4a1 − k1b1 − c1 = 0

(9)







3a2 − δa1 + δa(a4 + 1− δa3) + α1b2 + α2d2 = 0

b2 − δb1 + δb(b4 + 1− δb3) + 4a2 = 0

c2 − δc1 + δc(c4 + 1− δc3)− ẽ1b2 − ẽ2d2 = 0

(4− k2)d2 − δd1 + δd(d4 + 1− δd3) + 4a2 − k1b2 − c2 = 0

(10)

Remarque 1.

� Les systèmes (9) et (10) sont indépendants du signe des onstantes hoisies pour

le système (8).

� La résolution des 2 systèmes (9) et (10) peut parfois s'avérer impossible par

exemple : a1 = a2 = 0, b1 = 0, c1 = 0,d1 = 0,b2 6= 0 c2 et d2 quelonque.

� Des as d'impossibilités de résolution peuvent également intervenir si l'on impose

des signes à r, P, l, T prohe de l'origine. En e�et, les signes des onstantes de (8)

et les oe�ients du lemme 1 pour la dérivée peuvent donner des as d'impossibilité.

Dans le as où (9) et (10) sont simultanément résolvables on distingue 2 possibilités :

1. Les solutions du groupe A : onstituées des as onduisant à des solutions où les

termes d'indies pairs sont tous nuls.

2. Les solutions du groupe B : onstituées des as onduisant à des solutions où les

termes d'indies pairs sont non tous nuls.

3.2 Les solutions du groupe A

Intéressons nous aux solutions du groupe A. Les solutions du groupe A se résolvent

à l'aide de théorèmes existants ontenus dans l'artile [7℄. Ces résultats sont synthétisés

dans le théorème suivant :
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Théorème 2. Soit (a1+ δaa3, b1+ δbb3, c1+ δcc3, d1+ δdd3) solutions de (9) et (10) ave
a2 = b2 = c2 = d2 = a4 = b4 = c4 = d4 = 0. Alors quitte à e�etuer un hangement

de variables, ∃l ∈ N tel que l'on obtienne des solutions (r̃, P̃ , l̃, T̃ ) dé�nies loalement

par (11) et analytiques en (m0, ..ml) (mi = m(ln(m))i) possédant un nombre �ni de

onstantes arbitraires (ompris entre 0 et 4). Le nombre exat étant le nombre de ra-

ines à partie réelle positive du polyn�me P (X) = det(A(X)) où :

A(X) :=







δa1a3 + 3a1 +X α1b1 0 α2d1
4a1 δb1b3 + b1 +X 0 0
0 −ẽ1b1 c1 + δc1c3 +X −ẽ2d1
4a1 −k1b1 −c1 δd1d3 − (k2 − 2)d1 +X







Démonstration. La démonstration s'appuie sur l'artile [7℄ et le hangement d'inonnues

suivant :







r = R0m
a1 + δa1R1m

a3 +R2m
a1+δa1a3+εr̃

P = P0m
b1 + δb1P1m

b3 + P2m
b1+δb1b3+εP̃

l = l0m
c1 + δc1l1m

c3 + l2m
c1+δc1c3+εl̃

T = T0m
d1 + δd1T1m

d3 + T2m
d1+δd1d3+εT̃

(11)

On a d'après le lemme 1 :

dr

dm
= R2m

a1−1+a3δa1 +R2

(
a1 + δa1a3 + ε

)
ma1+δa1a3+ε−1r̃ +R2m

a1+δa1a3+ε
dr̃

dm

On suppose en e�et ii que

(
mδa1a3+ε+a1 r̃, .., md1+δd1d3+ε

)
T̃ véri�ent les onditions du

lemme 1. De plus :

1

r2P α1T α2
=R−2

0 P−α1
0 T−α2

0 m−2a1−α1b1−α2d1 ×
(
1 + δa1

R1

R0
ma3 +mδa1a3+ε

R2r̃

R0

)−2

×
(
1 + δb1

P1

P0
mb3 +mδb1b3+ε

P2P̃

P0

)−α1 ×
(
1 + δd1

T1
T0
md3 +mδd1d3+ε

T2T̃

T0

)−α2

Comme (a1 + δa1a3, ..., d1 + δd1d3) est solution des systèmes (9) et (10) on a :

−2a1 − α1b1 − α2d1 = a1 − 1 + a3δa1

De plus en identi�ant les onstantes de l'équivalent de (r, P, l, T ), on obtient :

R2 = R−2
0 P−α1

0 T−α2
0 'est à dire a1R0 + δa1a3R1 = R−2

0 P−α1
0 T−α2

0

Ainsi en développant ave la formule de Taylor on a :

1

r2P α1T α2
=R−2

0 P−α1
0 T−α2

0 ma1−1+δa1a3
[
1− 2δa1

R1

R0
mδaa3 − 2mδa1a3+ε

R2r̃

R0
− α1δb1

P1

P0
mδb1 b3

− α1m
δb1 b3+ε

P2P̃

P0

− α2δb1
T1
T0
mδd1d3 − α2m

δd1d3+ε
T2T̃

T0

]
+m2εf1(m

ε, P̃ , T̃ , r̃)
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Où f1 est analytique en haune de es variables et ε est hoisi de manière à e que

ε < min(a3
2
, b3

2
, d3

2
).

Ainsi en simpli�ant par ma1−1+δa1a3
puis mε

on a après évaluation de R2 :

m
dr̃

dm
+
(
δa1a3 + 3a1 + ε

)
r̃ + α1b1P̃ + 0.l̃ + α2d1T̃

= mεf1(m, P̃ , T̃ , r̃)

En faisant de même pour les autres équations, on obtient :

m
du

dm
+ A(ε)u = mεf(m, P̃ , T̃ , l̃, r̃)

Où u = (r̃, P̃ , l̃, T̃ ) et A(ε) dé�nit dans l'énoné du théorème. Le résultat annoné se

démontre don en utilisant [7℄

On remarque don que les solutions du groupe A sont les solutions qu'une étude de

rédution Fuhsienne, de type [7℄ et [8℄, aurait mis en lumière.

Il nous reste don le seond groupe de solutions à traiter. Nous n'allons pas immé-

diatement résoudre es équations mais plut�t faire des rédutions pour �xer un nouveau

type d'équation, ar ette fois-i les rédutions ainsi que les théorèmes présents dans [7℄

et [8℄ sont inutilisables.

3.3 Les solutions du groupe B

Nous ommençons par onsidérer les solutions du groupe B de la même manière que

pour le groupe A. Soit ((a1, a2)+δa(a3, a4), (b1, b3)+δb(b3, b4), (c1, c2)+δc(c3, c4), (d1, d2)+
δd(d3, d4)) un 4-uplet solutions des systèmes (9) et (10) tel que (a2 + δaa4, b2 + δbb4, c2+
δcc4, d2 + δdd4) 6= (0, 0, 0, 0)

Et on onsidère la première équation de (S) à savoir

dr

dm
=

1

r2P α1T α2
. On rappelle

que nous e�etuons le hangement d'inonnues suivant :







r = R0m
a1 |ln(m)|a2 + δaR1m

a3 |ln(m)|a4 +R2m
a1+δaa3 |ln(m)|a2+δaa4−ǫ r̃

P = P0m
b1 |ln(m)|b2 + δbP1m

b3 |ln(m)|b4 + P2m
b1+δbb3 |ln(m)|b2+δbb4−ǫ P̃

l = l0m
c1 |ln(m)|c2 + δcl1m

c3 |ln(m)|c4 + l2m
c1+δcc3 |ln(m)|c2+δcc4−ǫ l̃

T = T0m
d1 |ln(m)|d2 + δdT1m

d3 |ln(m)|d4 + T2m
d1+δdd3 |ln(m)|d2+δdd4−ǫ T̃

Après aluls, et en respetant les hypothèses itées plus haut, on a :

dr

dm
= R2m

a1−1+a3δa |ln(m)|a2−δa1+δa[a4+1−δa3 ] ×
[

1 +
R3

R2

|ln(m)|−1+δa1−δa(+1−δa3 ) +
[
(a1 + a3δa) |ln(m)|−ǫ+δa1−δa(+1−δa3 )−

(a2 + a4δa − ǫ) |ln(m)|−1−ǫ+δa1−δa(+1−δa3 )
]
r̃ +m

dr̃

dm
|ln(m)|−ǫ+δa1−δa(+1−δa3 )

]
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ave R3 = −
[
(1− δa1)a2R0 + δa(1− δa3)a4R1

]

On hoisit 0 < ε < 1 de telle manière que :

si x1 = x2 = x3 = 0 alors ∀y ∈ {a, b, c, d} ,on est x4 + 2ε− δy1 + δy(1− δy3) < 0 et e

pour tout x ∈ {a, b, c, d}.
Ce qui est possible ar ∀y ∈ {a, b, c, d} , δy1 − δy(1− δy3) = 0 ou 1 , de plus x4 < 0 ar

x1 = x2 = x3 = 0. Ainsi x4 − δy1 + δy(1 − δy3) < 0. On peut don hoisir ε ∈ Q+⋆

su�samment petit pour que x4 + 2ε− δy1 + δy(1− δy3) < 0.

Une fois ε �xé, on a :

1

r2P α1T α2
= R−2

0 P−α1
0 T−α2

0 m−2a1−α1b1−α2d1
∣
∣ln(m)

∣
∣−2a2−α1b2−α2d2×

[
1 + δa

R1

R0
ma3

∣
∣ln(m)

∣
∣a4 +

R2

R0
mδaa3

∣
∣ln(m)

∣
∣δaa4−εr̃

]−2×
[
1 + δb

P1

P0
mb3
∣
∣ln(m)

∣
∣b4 +

P2

P0
mδbb3

∣
∣ln(m)

∣
∣δbb4−εP̃

]−α1×
[
1 + δd

T1
T0
md3

∣
∣ln(m)

∣
∣d4 +

T2
T0
mδdd3

∣
∣ln(m)

∣
∣δdd4−εT̃

]−α2

Ce qui impose R2 = R−2
0 P−α1

0 T−α2
0 6= 0 et en utilisant le fait que les exposants véri-

�ent les systèmes (9) et (10), on a :

[
1 + δa

R1

R0
ma3

∣
∣ln(m)

∣
∣a4 +

R2

R0
mδaa3

∣
∣ln(m)

∣
∣δaa4−εr̃

]−2 ×
[
1 + δb

P1

P0
mb3
∣
∣ln(m)

∣
∣b4

+
P2

P0
mδbb3

∣
∣ln(m)

∣
∣δbb4−εP̃

]−α1 ×
[
1 + δd

T1
T0
md3

∣
∣ln(m)

∣
∣d4 +

T2
T0
mδdd3

∣
∣ln(m)

∣
∣δdd4−εT̃

]−α2

= 1 +
R3

R2

∣
∣ln(m)

∣
∣−1+δa1−δa(1−δa3 ) +

[
(a1 + δaa3)

∣
∣ln(m)

∣
∣−ε+δa1−δa(1−δa3 )

−(a2 + δaa4 − ε)
∣
∣ln(m)

∣
∣−ε−1+δa1−δa(1−δa3 )

]
r̃ +m

dr̃

dm

∣
∣ln(m)

∣
∣−ε+δa1−δa(1−δa3 )

Ce qui donne en utilisant la formule de Taylor ave ε su�samment petit, et après

une patiente étude au as par as :

m
dr̃

dm
+ (3a1 + δaa3)r̃ + α1(b1 − δb1b2)∆aP̃ + α2(d1 − δd1d2)∆aT̃

−(a2 + 2δa1a2 + δaa4 − ε)
∣
∣ln(m)

∣
∣
−1
r̃ + (α1(b1 − δb1b2)Ωa)

∣
∣ln(m)

∣
∣
−1
P̃

+(α2(d1 − δd1d2)Ωa)
∣
∣ln(m)

∣
∣
−1
T̃ +

R3

R2

∣
∣ln(m)

∣
∣
−1+ε

=
∣
∣ln(m)

∣
∣−ε−δa1+δa(1−δa3 ) × f1(m

a3
∣
∣ln(m)

∣
∣a4+ε, mb3

∣
∣ln(m)

∣
∣b4+ε, md3

∣
∣ln(m)

∣
∣d4+ε

, ma3
∣
∣ln(m)

∣
∣a4 r̃, mb3

∣
∣ln(m)

∣
∣b4P̃ ,md3

∣
∣ln(m)

∣
∣d4T̃ )

Ave ∀x ∈ {a, b, c, d} , ∆x = 1− δx1 + δx(1− δx3) et Ωx = (1− δx)δx1 + δxδx3.



3.3 - Les solutions du groupe B 25

Où f1 est analytique en haune de es variables (son nombre de variables dépendant

de la nullité ou non des ouples (a1,a2),. . . ,(d1,d2), ar m
x3 |ln(m)|x4 n'a pas forément

d'existene) de plus f1(0, . . . , 0) = 0.
On a vu que l'on pouvait se ramener au as où ε = 1

n
,n ∈ N∗

. On e�etue alors le

hangement de variable suivant : t = 1
|ln(m)|ǫ

= 1

|ln(m)|
1
n
pour t,m > 0 assez petit. Ce qui

donne :

tn+1

n

dr̃

dt
+ (3a1 + δaa3)r̃ + α1(b1 − δb1b2)∆aP̃ + α2(d1 − δd1d2)∆aT̃

−(a2 + 2δa1a2 + δaa4 −
1

n
)tnr̃ + (α1(b1 − δb1b2)Ωa)t

nP̃

+(α2(d1 − δd1d2)Ωa)t
nT̃ +

R3

R2
tn−1

= t1+n(δa1+δa(1−δa3 )) × f1(e
−a3
tn t−1−a4n, e

−b3
tn t−1−b4n, e

−d3
tn t−1−d4n

, e
−a3
tn t−1−a4ntr̃, e

−a3
tn t−1−a4ntP̃ , e

−a3
tn t−1−a4ntT̃ )

On fait de même pour les autres équations et on a :

tn+1

n

du

dt
+ tnBu+ Au+ tn−1C =










tn
[
δd1−δd(1−δd3 )

]
+1f̃1(t

−a4n−1e−
a3
tn , . . . , t−d4n−1e−

d3
tn , t−a4n−1e−

a3
tn tr̃, . . . , t−d4n−1e−

d3
tn tT̃ )

tn
[
δb1−δb(1−δb3 )

]
+1f̃2(t

−a4n−1e−
a3
tn , t−a4n−1e−

a3
tn tr̃)

tn
[
δc1−δc(1−δc3 )

]
+1f̃3(t

−b4n−1e−
b3
tn , t−d4n−1e−

d3
tn , t−b4n−1e−

b3
tn tP̃ , t−d4n−1e−

d3
tn tT̃ )

tn
[
δd1−δd(1−δd3 )

]
+1f̃4(t

−a4n−1e−
a3
tn , . . . , t−d4n−1e−

d3
tn , t−a4n−1e−

a3
tn tr̃, . . . , t−d4n−1e−

d3
tn tT̃ )










Où C =







R3

R2
P3

P2
l3
l2
T3
T2







, u =







r̃

P̃

l̃

T̃







et f̃1,f̃2,f̃3,f̃4 analytiques en haune de es variables.

De plus ∀i ∈ J1, 4K , f̃i(0, . . . , 0) = 0. Les matries A et B sont dé�nies par :

A =







3a1 + δa1a3 α1(b1 − δb1b2)∆a 0 α2(d1 − δd1d2)∆a

4(a1 − δa1a2)∆b b1 + δb1b3 0 0
0 −ẽ1(b1 − δb1b2)∆c c1 + δa1c3 −ẽ2(d1 − δd1d2)∆c

4(a1 − δa1a2)∆d −k1(b1 − δa1b2)∆d −(c1 − δc1c2)∆d (4− k2)d1 + δd1d3







et

−B =






a2 + 2δa1 + δaa4 − ε −α1(b1 − δb1b2)Ωa 0 −α2(d1 − δd1d2)Ωa
−4(a1 − δa1a2)Ωb b2 + δb1b4 − ε 0 0

0 ẽ1(b1 − δb1b2)Ωc c2 + δcc4 − ε ẽ2(d1 − δd1d2)Ωc
−4(a1 − δa1a2)Ωd k1(b1 − δa1b2)Ωd (c1 − δc1c2)Ωd d2 + (3− k2)δd1d2 + δdd4 − ε






Quitte à augmenter la valeur prise par n, on réérit sous la forme qui suit l'équation

préédente :

tn+1du

dt
+ nAu = tf(t, ζ1(t), . . . , ζv(t), u)
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ave les fontions ζi qui sont de la forme t 7→ e
−x3
tn

tx4n+1
. Finalement on peut à l'aide d'un

hangement d'inonnues orrespondant à la triangularisation de A ramener le problème

à un système du type :

t[n]+1du

dt
+ Ãu = tf(t, ζ1(t), . . . , ζv(t), u)

Ave Ã matrie triangulaire inversible, et t[n]+1 = diag(tn1+1, . . . , tn4+1) tel que

n1, . . . , n4 ∈ N. En e�et pour le sous-espae propre 0, les lignes vont onduire à des

simpli�ations par une ertaine puissane de t. Si e n'était pas le as alors les hypo-

thèses du lemme 1 seraient ontredites.

On rappelle également qu'un théorème d'existene de solutions (moyennant le hoix

de onstantes) est possible en utilisant une variante de la norme in�nie. Ce type de

démonstration est faite dans [6℄, ainsi que dans le dernier paragraphe de ette thèse.

Le but étant de pousser un peu plus loin la desription de es solutions, nous avons

don pris le parti de ne pas adapter la démonstration donnée dans [6℄. Nous avons, dans

la partie suivante, réer de nouveaux espaes de séries onvergentes dans lesquels un

théorème d'existene est démontré.
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4 Introdution

Cette introdution a deux buts : le premier est de souligner les di�ultés inhé-

rentes au type d'équation que nous essayons de résoudre, ainsi que les éueils auxquels

nous nous sommes heurtés et le seond est de faire apparaître le heminement qui nous

a onduit aux résultats énonés. Les travaux e�etués par S. KICHENASSAMY et

W.LITTMAN dans [7℄ et [8℄ utilisant la rédution Fuhsienne portent sur des équations

du type :

t
∂u

∂t
+ Au = tf(t, u,

∂u

∂x
, x)

La résolution de es équations se fait en supposant l'explosion des solutions sur une

hypersurfae du type t = ψ(x). Dans le as où l'hypersurfae est réduite à 0 et que les

solutions ne dépendent pas de x, es équations se réduisent sous la forme :

t
∂u

∂t
+ Au = tf(t, u) (12)

Nous avons vu que es travaux résolvaient le problème initial dans le adre des solutions

homogènes.

Cependant, les équations obtenues dans la reherhe de solutions non homogènes ne

peuvent être résolues par le même type de raisonnement. En e�et, dans le as de l'équa-

tion (12), l'un des objets lés de la résolution est l'opérateur t ∂
∂t
. La partiularité de

et opérateur est qu'il stabilise les puissanes de t. En e�et t∂t
k

∂t
= ktk. Ainsi sous de

bonnes onditions sur A, l'opérateur t
∂

∂t
+ A est inversible de l'espae des fontions

analytiques en t sur un voisinage de 0 dans lui-même. Toutefois, bien que l'opérateur

tn
∂

∂t
+ A (n ≥ 2) soit inversible dans l'espae des fontions C∞(]0, a[) (a su�samment

petit) dans lui-même, les puissanes de t ne sont pas stabilisées par e type d'opérateur.
En onséquene, la reherhe de solutions sous forme de séries entières d'équation (même

simple) de e type s'avère infrutueuse.

On peut illustrer e point ave l'exemple suivant :

t2u′ + 3u = t tel que u(t) −→
t→0

0 (13)

Si on herhe une solution sous forme de série entière alors on obtient :

∑

k≥1

(−1)k−1

3k
(k − 1)!tk. Or ette série est de rayon de onvergene nulle. Mentionnons

que 'est une série de Gevrey, omme il est outume de trouver dans e type d'équation

di�érentielle. Néanmoins, la reherhe sous forme de série de Gevrey possède quelques

launes par rapport à un développement en série entière : l'approximation par e type

de série est d'autant plus préis que son domaine de validité s'amenuise.

Notre but est don de trouver une ériture sous forme de série qui se prête à la rédu-

tion Fuhsienne mais aussi qui soit onvergente. Avant de pouvoir résoudre des équations

omplexes, il semble néessaire de pouvoir résoudre des équations plus simples, omme

l'équation préédente. Il est lair qu'on ne peut trouver à l'équation (13) une solution

analytique, mais il existe une unique solution tendant vers 0 en 0 à ette équation, à sa-

voir e
3
t

∫ t
0
e
−3
s
s
ds
. La première idée a été de voir si e type de solutions (qui peut d'ailleurs
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s'érire sous forme de fontions spéiales) ne peut pas être hoisi omme variable pour

résoudre une lasse d'équation plus vaste. A la vue de [7℄ et [8℄, il est possible de faire

de la rédution Fuhsienne en adaptant les variables au type d'équation notamment en

hoisissant des variables qui sont solutions de e type d'équation. Ce type de proédés a

fontionné lors de l'utilisation de la variable "tln(t)" dans [7℄ et [8℄, ou de l'intervention

de variable sous la forme tk(x) dans [1℄.
Mais hélas auune variable de e type n'a été détetée, malgré plusieurs tentatives ; 'est

même un résultat tendant à prouver qu'une in�nité de variables de e type serait nées-

saire, qui semblait se dégager.

Nous avons déidé alors d'examiner la possibilité de onstruire omme dans [1℄ des

espaes imbriqués de plus en plus importants dans lesquels les variables des espaes

supérieures se aluleraient à partir de variables ontenues dans des espaes inférieurs.

Malgré que ertaines liaisons furent dégagées entre les variables, les liens étaient dans

de nombreux as inextriables. Il aura fallu de nombreux essais, tests en tout genre

pour onlure que la présene d'opérateur du type tn
∂

∂t
soit le problème majeur, et de

l'inapaité pour e type d'opérateur de stabiliser les puissanes de "t".
Revenons à l'équation (13) et à sa solution expliitée i-dessus. En utilisant une inté-

gration par partie, on démontre failement qu'un équivalent au voisinage de 0 peut être

donné sous la forme

t
3
. L'idée diretrie était alors de dire que puisqu'on ne peut érire

les solutions de l'équation (13) de manière analytique ave des variables onvenablement

hoisies, alors nous allons mettre en avant le fait que es solutions sont équivalentes à

des puissanes de t au voisinage de 0.
En somme pour l'équation (13), ela revient à érire que :

e
3
t

∫ t
0
e
−3
s
s
ds = th(t) sur ]0,+∞[

On s'aperçoit alors que h est une fontion qui tend vers

1
3
en 0 et surtout qui tend vers

0 en +∞. On émet alors l'hypothèse que h puisse s'érire sous la forme d'une fontion

analytique en variables qui tend vers 0 en +∞. Après plusieurs essais, nous hoisissons

ette variable, que l'on notera D, adaptée au problème, 'est à dire véri�ant l'équation

di�érentielle suivante :

t2D′(t) = D2(t)− 1 sur ]0,+∞[

Une fois remplaée h par h̃(D), et injetée dans l'équation (13), il apparait que h̃ véri�ée

une équation du type étudiée dans [7℄. De plus dans le as où le membre de droite de

l'équation était une fontion analytique en t, nous avions la série orrespondante en

"tkh̃k(D(t))" qui onverge absolument vers la solution au moins sur un petit intervalle

pour des raisons de majoration des "tkh̃k(D(t))" par une onstante fois le membre de

droite. Nous ommenerons don par dé�nir des notations et des espaes de séries qui

serviront omme espae de solutions à nos équations.



30 Les espaes Θα,Ωζ

5 Les espaes Θα,Ωζ

5.1 Notations et dé�nition d'ouvert ompatible

Dans la suite on utilisera les notations suivantes :

Notations. � L(E) : les endomorphismes ontinues de E dans E.
� A(Ω) : fontions analytiques sur Ω.
� A⋆(Ω) : fontions analytiques sur Ω ne s'annulant pas sur Ω.
� ℜ(z) : la partie réelle d'un omplexe z.
� ℑ(z) : la partie imaginaire d'un omplexe z.
� I =]0, 1[ , C+ = {z ∈ C/Re(z) > 0} .

� D+ = {z ∈ C tel que |z| < 1 et Re(z) > 0}
� ∀z ∈ D+

, ϕ(z) =
1

2
ln
(1 + z

1− z

)

� On dé�nit la fontion D sur ]0,+∞[ par D : t 7→ 1− e
−2
t

1 + e
−2
t

. Cette fontion va être

utilisée omme variable supplémentaire a�n de résoudre les équations qui suivront.

Cette fontion est la restrition d'une fontion holomorphe dé�nie sur C+
, on

notera indi�éremment la fontion à valeurs réelles ou omplexe par D.

� S l'ensemble des fontions développables en séries entières sur ]− 1, 1[.
� Sk[Dln(D), .., D(ln(D))r] l'ensemble des polyn�mes à oe�ients dans S en les

variables Dln(D), .., D(ln(D))r de degré inférieur à k.

Dé�nition 1. Dans la suite, on dira que f ∈ B ssi f ∈ A
(
]0,+∞[

)
et qui de plus,

véri�e les propriétés suivantes :

� ∀t ∈]0,+∞[ , on a f(t) > 0.
� ∃a > 0 tel que f soit stritement roissante sur ]0, a[.
� f(t) −→

t→0
0

Dé�nissons, dans un premier temps, des ouverts qui s'avéreront néessaires dans la

dé�nition des espaes de fontions qui suivent.

Dé�nition 2. Donnons nous ζ = (ζ0, .., ζv) ∈ Bv+1
. On appellera alors ouvert ompa-

tible ave ζ tout ouvert Ωζ ⊂ D+
tel que :

� ∃δ ∈]0, 1[ , ]δ, 1[⊂ Ωζ .
� ∀i ∈ J0, vK , ζi se prolonge sur

1
ϕ(Ωζ)

.

� ∀D ∈ Ωζ , il existe un hemin ontinu ΓD ⊂ Ωζ ∪ {1} allant de 1 à D , et

∀s ∈ ΓD \ {1}, ∀i ∈ J0, vK on a :

|ζi(
1

ϕ(s)
)| ≤ |ζi(

1

ϕ(D)
)|

Notations. Pour tout Ωζ , il existe a(Ωζ) = max(
1

2
, inf(a ∈]0, 1[/]a, 1[⊂ Ωζ)). De
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même, on notera pour tout i ∈ J0, vK :

r(αi, ζi) = sup
(
s > 0/∀µ ∈]0, s[, ζi(µ) < αi

)
∈]0,+∞]

r(α, ζ) = min
i∈J0,vK

(r(αi, ζi))

r̃(αi, ζi) = inf
(
s ∈ [0, 1[/∀µ ∈]s, 1[, ζi(

1

ϕ(µ)
) < αi

)
∈]0, 1[

r̃(α, ζ) = max
i∈J0,vK

(r̃(αi, ζi))

rs(αi, ζi,Ωζ) = sup
(
0 < s <

1

ϕ(a(Ωζ))
/∀µ ∈]0, s[, ζi(µ) < ζi(

1

ϕ(Ωζ)
)
)
∈]0, 1

ϕ(a(Ωζ))
]

rs(α, ζ,Ωζ) = min
i∈J0,vK

(rs(αi, ζi,Ωζ))

L(α, ζ,Ωζ) = min
(
rs(α, ζ,Ωζ), r(α, ζ)

)
∈]0, 1

ϕ(a(Ωζ))
]

5.1.1 Existene d'ouverts ompatibles

Lemme 2. ∀ζ ∈ Bv+1
, il existe au moins un ouvert ompatible Ωζ

Démonstration. Soit ζ ∈ Bv+1
. Fixons i ∈ J0, vK. On sait ∃δi > 0 tel que ζi soit stri-

tement roissante sur ]0, δi[, nous allons onstruire un ouvert Ω̃i de C ontenant ]0, δi[.
Fixons également x0 ∈]0, δi[. Étant donné que ζi est analytique sur ]0, δi[ , on en déduit

qu'il existe R̃i(x0) tel que ∀s ∈]x0 − R̃i(x0), x0 + R̃i(x0)[ :

ζi(s) =
∑

k≥0

ζ
(
ik)(x0)

k!
(s− x0)

k

On peut alors prolonger ζi sur B(x0, R̃i(x0)) par la somme de la série entière préédente.

Ainsi ∃ε ∈ A(B(0, R̃i(x0))) tendant vers 0 en 0 tel que ∀z ∈ B(x0, R̃i(x0)) :

ζi(x0 + z) = ζi(x0) + zζ ′i(x0) + zε(z)

Ainsi on peut érire pour tout (h1, h2) ∈ R2
su�samment petit que :

ζi(x0 + h1 + ih2) = ζi(x0 + h1) + ih2ζ
′
i(x0) + (h1 + ih2)ε(h1 + ih2)− h1ε(h1)

Et don ζi(x0 + h1 + ih2) ∼
h1,h2→0

ζi(x0 + h1) + ih2ζ
′
i(x0)

Et par ontinuité :|ζi(x0 + h1 + ih2)|2 ∼
h1,h2→0

(ζi(x0 + h1))
2 + h22(ζ

′
i(x0))

2
.

Pour h1, h2 assez petit on a don s 7→ |ζi(x0 + h1 + ish2)| roissante sur [0, 1]. C'est à
dire qu'il existe Ri(x0) > 0 tel que ∀z ∈ B(x0, Ri(x0)), ∀θ ∈ [0, 1] :

|ζi(z)| ≥ |ζi(Re(z) + iθIm(z))|

Cette analyse peut être faite ∀x0 ∈]0, δi[ et on note Ω̃i =
⋃

x0∈]0,δi[

B(x0, Ri(x0))∩D+
. On

a bien ]0, δi[⊂ Ω̃i. De plus, si on note Γ̃z le hemin ontinue omposé des 2 segments

orientés [0, Re(z)] et [Re(z), z], on a la propriété suivante :

∀z ∈ Ω̃i, ∀s ∈ Γ̃z\{0} , |ζi(s)| ≤ |ζi(z)|. Cei est le résultat de la onstrution préédente

sur le segment [Re(z), z] et de la roissane de ζi sur ]0, Re(z)]. Notons à présent Ω̃ =
⋂

0≤i≤v

Ω̃i. Pour obtenir le résultat du lemme, il nous su�t de prendre Ωζ = D(Ω̃) ∩D+
.
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� 0 < max
0≤i≤v

(D(δi)) < 1 et ]max
0≤i≤v

(D(δi)), 1[⊂ Ωζ .

� ζi se prolonge sur
1

ϕ(Ωζ)
= Ω̃

� De plus, en hoisissant pour tout D ∈ Ωζ , le hemin ΓD omposé du segment

orienté [1, D(Re( 1
ϕ(D)

))] puis du hemin allant de D(Re( 1
ϕ(D)

)) à D paramétré par

θ de la manière suivante D(Re( 1
ϕ(D)

) + iθIm( 1
ϕ(D)

)), θ ∈ [0, 1].

5.2 Dé�nition des espaes Θα,Ωζ
et de leurs aratéristiques

Et voii les espaes de fontions dont il est question :

Dé�nition 3. Soit α = (α0, . . . , αv) ∈ (R+∗)v+1
et ζ = (ζ0, .., ζv) ∈ Bv+1

. Fixons un

ouvert ompatible Ωζ de ζ. On dé�nit alors l'ouvert Ωζ [α] :

Ωζ [α] = {(z0, . . . , zv, D) ∈ B(0, α0)× ..× B(0, αv)× Ωζ

tel que ∀i ∈ J0, vK, | zi
ζi(

1
ϕ(D)

)
| < 1}

On dira que u ∈ Θα,Ωζ ssi ∃(hi0,...,iv)i0,...,iv∈N ∈
(
A(Ωζ)

)Nv+1

et M > 0 tel que

∀(z0, . . . , zv, D) ∈ Ωζ [α] :

u(z0, . . . , zv, D) =
∑

i0,...,iv≥0

zi00 . . . z
iv
v hi0,...,iv(D)

et

∑

i0,...,iv≥0

sup
Ωζ [α]

(|zi00 . . . zivv hi0,...,iv(D)|) ≤ M

De même on dira que u ∈ Θ0
α,Ωζ

si et seulement si u ∈ Θα,Ωζ et h0,...,0 = 0.

Sur es espaes, pour approfondir la desription des solutions de l'équation qui nous

intéresse, nous dé�nissons une aratéristique supplémentaire.

Dé�nition 4. Soit Ωζ un ouvert ompatible ave ζ et soit u ∈ Θα,Ωζ . Par dé�nition de

Θα,Ωζ on sait qu'il existe (hi0,...,iv)i0,...,iv∈N ∈
(
A(Ωζ)

)Nv+1

tel que pour tout (z0, .., zv, D) ∈
Ωζ [α] :

u(z0, . . . , zv, D) =
∑

i0,...,iv≥0

zi00 . . . z
iv
v hi0,...,iv(D)

On dira que u est de aratéristique r (r ∈ N⋆
) si et seulement si ∀(i0, .., iv) ∈ (N)v+1

,

hi0,..,iv se prolonge sur I par un élément de Si0[Dln(D), .., D(ln(D))r]

Notations. Dans la suite on notera ∀D ∈ Ωζ , ∀i ∈ J0, vK ,

δi(D) = min(αi, |ζi(
1

ϕ(D)
)|)
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Remarque 2. Pour un élément u de Θα,Ωζ , la suite (hi0,...,iv)(i0,...,iv)∈Nv+1
orrespondante

est unique. En e�et, supposons que ∀(z0, .., zv, D) ∈ Ωζ [α],

u(z0, .., zv, D) =
∑

i0,..,zv≥0

zi00 ..z
iv
v h

1
i0,..,iv

(D) =
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v h

2
i0,..,iv

(D).

Ainsi

∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v

(
h1i0,..,iv(D)− h2i0,..,iv(D)

)
= 0

et

∑

i0,..,iv≥0

|z0|i0..|zv|iv
∣
∣h1i0,..,iv(D)− h2i0,..,iv(D)

∣
∣ ≤ 2M don en �xant un D0 ∈ Ωζ on ob-

tient une série entière nulle sur B(0, δ0(D0)) × .. × B(0, δv(D0)), e qui nous permet

d'a�rmer h1i0,..,iv(D0)− h2i0,..,iv(D0) = 0 et e, pour tout D ∈ Ωζ.

Dans la suite, nous essaierons de démontrer les résultats, quand ela sera possible,

ave non pas omme hypothèse que :

∑

i0,...,iv≥0

sup
Ωζ [α]

(|zi00 . . . zivv hi0,...,iv(D)|) ≤M

Mais que sur Ωζ [α] :

∑

i0,...,iv≥0

|zi00 . . . zivv hi0,...,iv(D)| ≤M

La démarhe vise à introduire des raisonnements qui seront réutilisés par la suite.

5.3 Nature des espaes Θα,Ωζ

Nous allons présenter quelques propriétés de es espaes.

5.3.1 Les espaes Θα,Ωζ sous-espaes vetoriel de A(Ωζ [α])

Proposition 1. Les espaes Θα,Ωζ et Θ
0
α,Ωζ

sont des sous espaes vetoriels de A(Ωζ [α]).

Démonstration. Montrons tout d'abord que Θα,Ωζ ⊂ A(Ωζ[α]). Soit u ∈ Θα,Ωζ

alors par dé�nition on a ∃(hi0,..,iv)i0,..,iv∈N analytiques sur Ωζ et M > 0 tel que

u(z0, .., zv, D) =
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v hi0,..,iv(D) et

∑

i0,..,iv≥0

∣
∣zi00 ..z

iv
v hi0,..,iv(D)

∣
∣ ≤ M . Considérons la suite de fontions suivantes

( ∑

0≤i0≤N
...

0≤iv≤N

zi00 ..z
iv
v hi0,..,iv(D)

)

N∈N
. C'est une suite de fontions dans A(Ωζ [α]), de plus nous

allons montrer que ette suite de fontions onverge uniformément vers u sur tout om-

pat K0× ..×Kv×H ⊂ Ωζ [α]. Soit K0× ..×Kv×H ⊂ Ωζ [α] ave K0, ..Kv, H ompat

de C. Pour tout i ∈ J0, vK , ∃D0,i ∈ H et z0,i ∈ Ki tel que ζi(
1

ϕ(D0,i)
) = min

D∈H
(ζi(

1

ϕ(D)
))

et z0,i = max
z∈Ki

(z). On note alors ∀i ∈ J0, vK , Gi =
|z0,i|+ δi(D0,i)

2
(ainsi ∀i, Gi > 0. De
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ette façon, on a pour tout D ∈ H et ∀i ∈ J0, vK :

Gi < αi et |
Gi

ζi(
1

ϕ(D)
)
| < |z0,i|

2|ζi( 1
ϕ(D)

)| +
|ζi( 1

ϕ(D0,i)
)|

2|ζi( 1
ϕ(D)

)| < 1

Ce qui signi�e que pour tout D ∈ H , (G0, .., Gv, D) ∈ Ωζ [α] et don ∀D ∈ H :

∑

i0,..,iv≥0

|Gi0
0 ..G

iv
v hi0,..,iv(D)| ≤ M ⇒ |hi0,..,iv(D)| ≤ M

|Gi0
0 ..G

iv
v |

On majore alors la di�érene du terme général de la suite et sa limite pour tout

(z0, .., zv, D) ∈ K0 × ..×Kv ×H :

|u(z0, .., zv, D)−
∑

0≤i0≤N
...

0≤iv≤N

zi00 ..z
iv
v hi0,..,iv(D)| ≤

∑

i0,..,iv≥N

|zi00 ..zivv hi0,..,iv(D)|

≤
∑

i0,..,iv≥N

( |z0,0|
|G0|

)i0

..

( |z0,v|
|Gv|

)iv

M ≤M

|z0,0|

|G0|

N

1− |z0,0|

|G0|

..

|z0,v|

|Gv|

N

1 − |z0,v|

|Gv|

−→
N→+∞

0

On déduit don que u est analytique sur K0 × .. × Kv × H et par suite que

u ∈ A(Ωζ [α]). Comme Θ0
α,Ωζ

⊂ Θα,Ωζ on a les inlusions suivantes : Θ0
α,Ωζ

⊂ Θα,Ωζ ⊂
A(Ωζ [α]). Montrons à présent que Θα,Ωζ est un sous espae vetoriel de A(Ωζ [α]).

� 0 ∈ Θ0
α,Ωζ

ar 0 =
∑

i0,..,iv≥0 z
i0
0 ..z

iv
v × 0

et

∑

i0,..,iv≥0 |zi00 ..zivv 0| =
∑

i0,..,iv≥0 0 ≤ 1

� soit u, v ∈ Θα,Ωζ et (λ1, λ2) ∈ C2
. Comme u et v sont dans Θα,Ωζ ,

∃(h1i0,..,iv)i0,..,iv∈N, (h2i0,..,iv)i0,..,iv∈N dans

(
A(Ωζ)

)Nv+1

et

∃M1,M2 > 0 tel que pour tout (z0, .., zv) ∈ Ωζ [α] :

u(z0, .., zv, D) =
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v h

1
i0,..,iv

(D)

et

∑

i0,..,iv≥0

sup
Ωζ [α]

(|zi00 ..zivv h1i0,..,iv(D)|) ≤M1

v(z0, .., zv, D) =
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v h

2
i0,..,iv

(D)

et

∑

i0,..,iv≥0

sup
Ωζ [α]

(|zi00 ..zivv h2i0,..,iv(D)|) ≤M2

Don,

[λ1u+ λ2v](z0, .., zv, D) = λ1
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v h

1
i0,..,iv

(D)

+λ2
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v h

2
i0,..,iv

(D)=
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v [λ1h

1
i0,..,iv

(D) + λ2h
2
i0,..,iv

(D)]

Ave λ1h
1
i0,..,iv

+ λ2h
2
i0,..,iv

∈ A(Ωζ). De plus, ∀(z0, .., zv, D) ∈ Ωζ [α] :

|zi00 ..zivv [λ1h1i0,..,iv(D) + λ2h
2
i0,..,iv

(D)]|
≤ |λ1|sup

Ωζ [α]

(|zi00 ..zivv h1i0,..,iv|) + |λ2|sup
Ωζ [α]

(|zi00 ..zivv h2i0,..,iv |)
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Don,

∑

i0,..,iv≥0

sup
Ωα
ζ

(|zi00 ..zivv [λ1h1i0,..,iv(D) + λ2h
2
i0,..,iv

(D)]|)

≤ |λ1|
∑

i0,..,iv≥0

sup
Ωζ [α]

(|zi00 ..zivv h1i0,..,iv |) + |λ2|
∑

i0,..,iv≥0

sup
Ωζ [α]

(|zi00 ..zivv h2i0,..,iv|)

≤ |λ1|M1 + |λ2|M2.

Don Θα,Ωζ est bien un sous espae vetoriel de A(Ωζ [α]). On ferait de même pour

Θ0
α,Ωζ

.

5.3.2 Dé�nition d'une norme sur Θα,Ωζ

Dé�nissons à présent une norme sur Θα,Ωζ : Soit u ∈ Θα,Ωζ , on note :

‖u‖α,Ωζ = inf{C > 0/
∑

i0,..,iv≥0

sup
Ωζ [α]

(|z0|i0 ..|zv|iv |hi0,...,iv(D)|) ≤ C

et ∀(z0, .., zv, D) ∈ Ωζ [α], u(z0, .., zv, D) =
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v hi0,..,iv(D)}

5.3.3 Les espaes

(
Θα,Ωζ ,+, ., ∗, ‖ ‖α,Ωζ

)
omme C-algèbre de Banah ommu-

tative

En e�et, nous montrons la propriété suivante :

Proposition 2. On a

(
Θα,Ωζ ,+, ., ∗, ‖ ‖α,Ωζ

)
est une C-algèbre de Banah ommutative

Démonstration. En premier lieu, nous avons que (Θα,Ωζ ,+, .) est un C-espae vetoriel.

Montrons que ‖ ‖α,Ωζ est une norme sur et espae :

� Pour tout u ∈ Θα,Ωζ , ‖u‖α,Ωζ est bien dé�nie ar 'est la borne inférieure d'une

partie bornée de R+
. En e�et ei est du à la dé�nition de Θα,Ωζ . De plus on a

trivialement ‖u‖α,Ωζ ≥ 0 .

� Soit u ∈ Θα,Ωζ tel que ‖u‖α,Ωζ = 0. Par dé�nition de ‖ ‖α,Ωζ on a pour tout

(z0, .., zv, D) ∈ Ωζ [α] ,
∑

i0,..,iv≥0

|zi00 ..zivv ||hi0,..,iv(D)| ≤ ‖u‖α,Ωζ = 0. Don pour tout

D ∈ Ωζ , i0, .., iv ≥ 0 ,hi0,..,iv(D) = 0 et don u = 0. Réiproquement on a failement

que ‖0‖α,Ωζ = 0.

� Soit u ∈ Θα,Ωζ tel que u(z0, .., zv, D) =
∑

i0,..,iv≥0 z
i0
0 ..z

iv
v hi0,..,iv(D) sur Ωζ [α]. Soit

λ ∈ C⋆
. On a :

∀(z0, .., zv, D) ∈ Ωζ [α], |λzi00 ..zivv hi0,..,iv(D)| ≤ |λ|sup
Ωζ [α]

|(zi00 ..zivv hi0,..,iv(D))|

⇒ sup
Ωζ [α]

(|λzi00 ..zivv hi0,..,iv(D)|) ≤ |λ|sup
Ωζ [α]

|(zi00 ..zivv hi0,..,iv(D))|

Don,

∑

i0,..,iv≥0

sup
Ωζ [α]

(|λ||z0|i0..|zv|iv |hi0,..,iv(D)|) ≤ |λ|‖u‖α,Ωζ
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et don ‖λ.u‖α,Ωζ ≤ |λ|‖u‖α,Ωζ et ei pour tout λ 6= 0. De plus :

‖u‖α,Ωζ = ‖1
λ
.λ.u‖α,Ωζ ≤

1

|λ|‖λ.u‖α,Ωζ

et don |λ|.‖u‖α,Ωζ ≤ ‖λ.u‖α,Ωζ et �nalement |λ|.‖u‖α,Ωζ = ‖λ.u‖α,Ωζ ei pour

tout λ ∈ C⋆
et u ∈ Θα,Ωζ .

� Soit (u, v) ∈ (Θα,Ωζ )
2
tel que u(z0, .., zv, D) =

∑

i0,..,iv≥0 z
i0
0 ..z

iv
v h

1
i0,..,iv

(D) et

v(z0, .., zv, D) =
∑

i0,..,iv≥0 z
i0
0 ..z

iv
v h

2
i0,..,iv

(D) sur Ωζ [α].

∀(z0, .., zv) ∈ Ωζ [α], |z0|i0..|zv|iv |h1i0,..,iv(D) + h2i0,..,iv(D)|
≤ sup

Ωζ [α]

(|z0|i0 ..|zv|iv |h1i0,..,iv(D)|) + sup
Ωζ [α]

(|z0|i0..|zv|iv |h2i0,..,iv(D)|)

⇒ sup
Ωζ [α]

(|z0|i0 ..|zv|iv |h1i0,..,iv(D) + h2i0,..,iv(D)|)

≤ sup
Ωζ [α]

(|z0|i0 ..|zv|iv |h1i0,..,iv(D)|) + sup
Ωζ [α]

(|z0|i0..|zv|iv |h2i0,..,iv(D)|)

Cei nous donne :

∑

i0,..,iv≥0

sup
Ωζ [α]

(|z0|i0 ..|zv|iv |h1i0,..,iv(D) + h2i0,..,iv(D)|)

≤
∑

i0,..,iv≥0

sup
Ωζ [α]

(|z0|i0 ..|zv|iv |h1i0,..,iv(D)|)

+
∑

i0,..,iv≥0

sup
Ωζ [α]

(|z0|i0..|zv|iv |h2i0,..,iv(D)|)

≤ ‖u‖α,Ωζ + ‖v‖α,Ωζ
On en déduit que ‖u+ v‖α,Ωζ ≤ ‖u‖α,Ωζ + ‖v‖α,Ωζ

Ce qui ahève de montrer que ‖ ‖α,Ωζ et une norme sur Θα,Ωζ . Montrons à

présent que ette norme sur Θα,Ωζ dé�nit un espae de Banah. Considérons

(un)n≥0 une suite de Cauhy dans Θα,Ωζ . Pour tout n ∈ N on a sur Ωζ [α],

un(z0, .., zv, D) =
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v h

n
i0,..,iv

(D). Le fait que la suite de Cauhy véri�e : ∀ε > 0

, ∃Nε ∈ N tel que ∀n ≥ Nε, p ≥ 0 :

∑

i0,..,iv≥0

sup
Ωζ [α]

(|zi00 ..zivv [hn+pi0,..,iv
(D)− hni0,..,iv(D)]|) ≤ ε (14)

Cei implique que pour tout ε > 0 , ∃Nε ∈ N tel que ∀n ≥ Nε, p ≥ 0 et ∀(z0, .., zv, D) ∈
Ωζ [α] :

∑

i0,..,iv≥0

|z0|i0..|zv|iv |hn+pi0,..,iv
(D)− hni0,..,iv(D)| ≤ ε

Fixons (i00, .., i
0
v) ∈ Nv+1

et D0 ∈ Ωζ . Alors pour tout ε > 0 , on note Ñε =
N
ε(
δ0(D0)

2
)i
0
0 ..(

δv(D0)
2

)i
0
v
∈ N tel que ∀n ≥ Ñε, p ≥ 0 :

|hn+p
i00,..,i

0
v
(D0)− hni00,..,i0v

(D0)| ≤
ε

( δ0(D0)
2

)i
0
0 ..( δv(D0)

2
)i0v

(
δ0(D0)

2
)i

0
0..(

δv(D0)

2
)i

0
v ≤ ε
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Cette inégalité provient du fait que ( δ0(D0)
2

, . . . , δ0(D0)
2

, D0) ∈ Ωζ [α]. Ce qui onduit au

fait que la suite (hn
i00,..,i

0
v
(D0))n≥0 est de Cauhy dans C qui est omplet. Don ette suite

onverge vers une limite que l'on note hi00,..,i0v(D0). Ce travail peut-être e�etué pour tout
D0 ∈ Ωζ , on dé�nit alors une fontion hi00,..,i0v sur Ωζ . Et en reprenant l'idée préédente,

on montre que la onvergene de la suite de fontions (hn
i00,..,i

0
v
)n∈N onverge uniformément

sur tout ompat dans Ωζ vers hi00,..,i0v . Don hi00,..,i0v ∈ A(Ωζ). Et ei est valable pour

tout (i00, .., i
0
v) ∈ Nv+1

. On peut don a�rmer que pour tout (i0, .., iv) ∈ Nv+1
la suite

de fontions (zi00 ..z
iv
v h

n
i0,..,iv

(D))n∈N onverge simplement sur Ωζ [α] vers z
i0
0 ..z

iv
v hi0,..,iv(D).

Fixons enore (i0, .., iv) ∈ Nv+1
.

En reprenant l'équation 14 on déduit également que ∀ε > 0 , ∃Nε ∈ N tel que ∀n ≥
Nε, p ≥ 0 :

sup
Ωζ [α]

(|zi00 ..zivv [hn+pi0,..,iv
(D)− hni0,..,iv(D)]|) ≤ ε

Ce qui signi�e que la suite de fontions analytiques sur Ωζ [α],
(zi00 ..z

iv
v h

n
i0,..,iv

(D))n∈N est de Cauhy pour la norme in�nie, or et espae est omplet

don (zi00 ..z
iv
v h

n
i0,..,iv

(D))n∈N onverge uniformément vers une fontion analytique. La

onvergene uniforme entrainant la onvergene simple et par uniité de la limite on

déduit que (zi00 ..z
iv
v h

n
i0,..,iv

(D))n∈N onverge uniformément vers zi00 ..z
iv
v hi0,..,iv(D). Ce rai-

sonnement pouvant être tenu pour tout (i0, .., iv) ∈ Nv+1
. A présent, montrons que

u =
∑

i0,..,iv≥0 z
i0
0 ..z

iv
v hi0,..,iv(D) est dans Θα,Ωζ et que (un)n∈N onverge vers u. Soit

R ∈ N et (z0, ..., zv, D) ∈ Ωζ [α] , pour n ≥ Nε et p ≥ 0 on a :

|zi00 ...zivv [hi0,..,iv(D)− hni0,..,iv(D)]|
≤ |zi00 ...zivv [hi0,..,iv(D)− hn+pi0,..,iv

(D)]|+|zi00 ...zivv [hn+pi0,..,iv
(D)− hni0,..,iv(D)]|

≤ sup
Ωζ [α]

(|zi00 ...zivv [hi0,..,iv(D)− hn+pi0,..,iv
(D)]|)+sup

Ωζ [α]

(|zi00 ...zivv [hn+pi0,..,iv
(D)

− hni0,..,iv(D)]|)

⇒ |zi00 ...zivv [hi0,..,iv(D)− hni0,..,iv(D)]|
≤ sup

Ωζ [α]

(|zi00 ...zivv [hi0,..,iv(D)− hn+pi0,..,iv
(D)]|)+sup

Ωζ [α]

(|zi00 ...zivv [hn+pi0,..,iv
(D)

− hni0,..,iv(D)]|)
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Cei étant vrai pour tout (i0, .., iv) ∈ Nv+1
, don :

∑

0≤i0≤R
...

0≤iv≤R

sup
Ωζ [α]

(|zi00 ..zivv [hi0,..,iv(D)− hni0,..,iv(D)]|)

≤
∑

0≤i0≤R
...

0≤iv≤R

sup
Ωζ [α]

(|zi00 ..zivv [hi0,..,iv(D)− hn+pi0,..,iv
(D)]|)

+
∑

0≤i0≤R
...

0≤iv≤R

sup
Ωζ [α]

(|zi00 ..zivv [hn+pi0,..,iv
(D)− hni0,..,iv(D)]|)

≤ ε+
∑

0≤i0≤R
...

0≤iv≤R

sup
Ωζ [α]

(|zi00 ..zivv [hi0,..,iv(D)− hn+pi0,..,iv
(D)]|)

Cette inégalité prévalant pour tout p ∈ N par passage à la limite d'un nombre �ni de

termes on a :

∑

0≤i0≤R
...

0≤iv≤R

sup
Ωζ [α]

(|zi00 ..zivv [hi0,..,iv(D)− hni0,..,iv(D)]|) ≤ ε

Ce raisonnement pouvant être tenu pour tout R ∈ N on a :

∑

0≤i0≤R
...

0≤iv≤R

sup
Ωζ [α]

(|zi00 ..zivv [hi0,..,iv(D)− hni0,..,iv(D)]|) onverge et que de plus :

∑

i0,..,iv≥0

sup
Ωζ [α]

(|zi00 ..zivv [hi0,..,iv(D)− hni0,..,iv(D)]|) ≤ ε

De là, on déduit l'appartenane de u à Θα,Ωζ et aussi que ‖u − un‖α,Ωζ ≤ ε. Ce qui

signi�e que (un)n∈N onverge vers u ∈ Θα,Ωζ . L'espae est don bien omplet.

Soit (u, v) ∈ (Θα,Ωζ )
2
. Ainsi ∃(hi0,..,iv)i0,..,iv∈N, (gi0,..,iv)i0,..,iv∈N ∈ (A(Ωζ))

Nv+1

tel que pour tout (z0, .., zv, D) ∈ Ωζ [α] ,u(z0, .., zv, D) =
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v hi0,..iv(D) et

v(z0, .., zv, D) =
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v gi0,..,iv(D). Don à partir des résultats sur les séries en-

tières et en utilisant la dé�nition de Θα,Ωζ on a :

u ∗ v(z0, .., zv, D)=
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v hi0,..,iv(D) ∗

∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v gi0,..,iv(D)

=
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v fi0,..,iv(D)
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ave ∀(i0, .., iv) ∈ Nv+1
, fi0,..,iv(D) =

∑

l0+l′0=i0
...

lv+l
′
v=iv

hl0,..,lv(D)gl′0,..,l′v(D) ∈ A(Ωα). A�n de justi-

�er l'existene et la norme de u ∗ v on examine don pour tout (z0, .., zv, D) ∈ Ωζ [α] :

|zi00 ..zivv fi0,..,iv(D)|
≤

∑

l0+l′0=i0
...

lv+l
′
v=iv

|zl00 ..zlvv hl0,..,lv(D)| × |zl
′
0
0 ..z

l′v
v gl′0,..,l′v(D)|

≤
∑

l0+l′0=i0
...

lv+l
′
v=iv

sup
Ωζ [α]

(|zl00 ..zlvv hl0,..,lv(D)|)× sup
Ωζ [α]

(|zl
′
0
0 ..z

l′v
v gl′0,..,l′v(D)|)

don :

sup
Ωζ [α]

(|zi00 ..zivv fi0,..,iv(D)|)

≤
∑

l0+l′0=i0
...

lv+l
′
v=iv

sup
Ωζ [α]

(|zl00 ..zlvv hl0,..,lv(D)|)× sup
Ωζ [α]

(|zl
′
0
0 ..z

l′v
v gl′0,..,l′v(D)|)

Fixons N ∈ N :

∑

0≤i0≤N
...

0≤iv≤N

sup
Ωζ [α]

(|zi00 ..zivv fi0,..,iv(D)|)

≤
∑

0≤i0≤N
...

0≤iv≤N

i0∑

l0=0

...
iv∑

lv=0

sup
Ωζ [α]

(|zl00 ..zlvv hl0,..,lv(D)|)sup
Ωζ[α]

(|zi0−l00 ..ziv−lvv gi0−l0,..,iv−lv(D)|)

=
N∑

l0=0

...
N∑

lv=0

∑

l0≤i0≤N
...

lv≤iv≤N

sup
Ωζ [α]

(|zl00 ..zlvv hl0,..,lv(D)|)sup
Ωζ [α]

(|zi0−l00 ..ziv−lvv gi0−l0,..,iv−lv(D)|)

=
N∑

l0=0

...
N∑

lv=0

sup
Ωζ [α]

(|zl00 ..zlvv hl0,..,lv(D)|)
∑

l0≤i0≤N
...

lv≤iv≤N

sup
Ωζ [α]

(|zl00 ..zlvv hl0,..,lv(D)|)

≤ ‖u‖α,Ωζ‖v‖α,Ωζ

Cei étant valable pour tout N ∈ N on obtient la sommabilité de la série, 'est à dire le

fait que u ∗ v ∈ Θα,Ωζ et même on a :‖u ∗ v‖α,Ωζ ≤ ‖u‖α,Ωζ‖v‖α,Ωζ . Les autres propriétés
d'algèbre et la ommutativité s'obtiennent aisément omme sous algèbre deA(Ωζ [α])

Remarque 3. La proposition préédente est valable ave Θ0
α,Ωζ

au lieu de Θα,Ωζ . Mais

on peut aussi voir Θ0
α,Ωζ

omme un idéal de l'anneau Θα,Ωζ .
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6 Propriétés sur les espaes θα,Ωζ

6.0.4 Les espaes Θα,Ωζ et l'analyité

La proposition qui suit est ruiale dans la démonstration d'existene de solution ar

elle fait le lien entre les fontions analytiques et les espaes dé�nis préédemment.

Proposition 3. Soit f analytique au voisinage de (0, .., 0) ∈ Cv+m+1
à valeur dans

C. On se donne ζ = (ζ0, .., ζv) ∈ Bv+1
et un ouvert Ωζ ompatible ave ζ. Alors

∃(β1, .., βm,M) ∈ (R+⋆)m+1
et ∃α = (α0, .., αv) ∈ (R+⋆)v+1

tel que ∀(u1, .., um) ∈
B‖‖α,Ωζ

(0, β1) ∩Θ0
α,Ωζ

× ..× B‖‖α,Ωζ
(0, βm) ∩Θ0

α,Ωζ
on a :

w : (z0, .., zv, D) 7→ f(z0, .., zv, u1(z0, .., zv, D), .., um(z0, .., zv, D)) ∈ B‖‖α,Ωζ
(0,M)

De plus, si u1, .., um sont de aratéristiques r alors w est de aratéristique r.

Démonstration. Comme f est analytique au voisinage de (0, .., 0) on a

∃(α0, .., αv, β1, ..., βm) ∈ (R+⋆)m+v+1
tel que ∀(z0, .., zv, y1, .., ym) ∈ B(0, α0) × .. ×

B(0, αv)×B(0, β1)× ..×B(0, βm) :

f(z0, .., zv, y1, .., ym) =
∑

i0,..,iv≥0
j1,..,jm≥0

aj1,..,jmi0,..,iv
zi00 ..z

iv
v y

j1
1 ..y

jm
m

et

∑

i0,..,iv≥0
j1,..,jm≥0

|aj1,..,jmi0,..,iv
||z0|i0 ..|zv|iv |y1|j1..|ym|jm ≤M

En outre, on a par passage à la limite que :

∑

i0,..,iv≥0
j1,..,jm≥0

|aj1,..,jmi0,..,iv
||α0|i0..|αv|iv |β1|j1..|βm|jm ≤M

On hoisit don (u1, .., um) ∈ B‖‖α,Ωζ
(0, β1)∩Θ0

α,Ωζ
× ..×B‖‖α,Ωζ

(0, βm)∩Θ0
α,Ωζ

. On note

pour tout (z0, .., zv, D) ∈ Ωζ [α] :

u1(z0, .., zv, D) =
∑

l0+..+lv≥1

zl00 ..z
lv
v h

1
l0,..,lv

(D)

. . . um(z0, .., zv, D) =
∑

l0+..+lv≥1

zl00 ..z
lv
v h

m
l0,..,lv

(D)

Ce qui implique par dé�nition sur Ωζ [α] :

|u1(z0, .., zv, D)| ≤
∑

l0+..+lv≥1

|z0|l0..|zv|lv |h1l0,..,lv(D)| ≤ β1

. . . |um(z0, .., zv, D)| ≤
∑

l0+..+lv≥1

|z0|l0..|zv|lv |hml0,..,lv(D)| ≤ βm
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Ainsi ∀(z0, .., zv, D) ∈ Ωζ [α] que f(z0, .., zv, u1, .., um) est bien dé�ni. De plus sur Ωζ [α]
on a :

f(z0, .., zv, u1(z0, .., zv, D), .., um(z0, .., zv, D))

=
∑

i0,..,iv≥0
j1,..,jm≥0

aj1,..,jmi0,..,iv
zi00 ..z

iv
v

( ∑

l0+..+lv≥1

zl00 ..z
lv
v h

1
l0,..,lv

(D)
)j1

...
( ∑

l0+..+lv≥1

zl00 ..z
lv
v h

m
l0,..,lv

(D)
)jm

=
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v h̃i0,..,iv(D)

Où les h̃i0,..,iv sont des polyn�mes en hjl0,..,lv pour j ∈ J1, mK et l0+ ..+ lv ≤ i0+ ..+ iv. Du

fait que les h̃i0,..,iv sont des polyn�mes en hjl0,..,lv ,on a que ∀i0, .., iv ≥ 0, h̃i0,..,iv ∈ A(Ωζ).
En s'appuyant sur e qui a été fait ave le produit de 2 éléments dans Θα,Ωζ , on a pour

tout N ∈ N :

∑

0≤i0,..,iv≤N

sup
Ωζ [α]

(|zi00 ..zivv h̃i0,..,iv(D)|)

≤
∑

i0,..,iv≥0

αi00 ..α
iv
v β

j1
1 ..β

jm
m ≤ M

Ce qui assure la sommabilité de la série et aussi le résultat esompté. Supposons que

u1, .., um soient de aratéristiques r. Pour montrer que les h̃i0,..,iv se prolongent en un

élément de Si0[Dln(D), .., D(ln(D))r], il su�t de remarquer que les h̃i0,..,iv sont des poly-

n�mes en hjl0,..,lv dont les mon�mes sont de la forme hj0
l00,..,l

0
v
× ..×hjν(i0,..,iv)

l
ν(i0,..,iv)
0 ,..,l

ν(i0,..,iv)
v

, ave

∀k ∈ J0, ν(i0, .., iv)K , h
jk
lk0 ,..,l

k
v
se prolongeant en un élément de Sl

k
0 [Dln(D), .., D(ln(D))r].

Or par homogénéité du terme zi00 ...z
iv
v on a que

ν(i0,..,iv)∑

k=0

lk0 = i0.

On en déduit don aisément que h̃i0,..,iv se prolonge en un élément de

Si0[Dln(D), .., D(ln(D))r].

6.0.5 Équations dans Sk[Dln(D), . . . , D(ln(D)r)]

Une autre proposition utile onernant les Θα,Ωζ est énonée i-dessous.

Proposition 4. Soit u ∈ Θα,Ωζ . Alors ∃(hi0,..,iv)i0,..,iv∈N ∈ (A(Ωζ[α]))
Nv+1

tel que pour

tout (z0, .., zv, D) ∈ Ωζ [α] :

u(z0, .., zv, D) =
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ...z
iv
v hi0,..,iv(D)
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Alors la fontion v dé�nie sur ]0, L(α, ζ,Ωζ)[ par :

v(t) :=
∑

i0,..,iv≥0

(ζ0(t))
i0 ...(ζv(t))

ivhi0,..,iv(D(t)) (15)

est bien dé�nie et ontinue sur ]0, L(α, ζ,Ωζ)[, de plus :

∑

i0,..,iv≥0

sup
]0,L(α,ζ,Ωζ)[

(|(ζ0(t))i0 ...(ζv(t))ivhi0,..,iv(D(t))|) ≤ ‖u‖α,Ωζ (16)

Démonstration. Fixons(i0, .., iv) ∈ Nv+1
.

Soit t ∈]0, L(α, ζ,Ωζ)[, alors par dé�nition D(t) ∈ Ωζ . De plus, par dé�nition de

L(α, ζ,Ωζ) pour tout (z0, ..., zv) ∈ B(0, ζ0(t)) × .. × B(0, ζv(t)) on a (z0, .., zv, D(t)) ∈
Ωζ [α] . Ainsi ∀(z0, ..., zv) ∈ B(0, ζ0(t))× ..× B(0, ζv(t)) :

|zi00 ...zivv hi0,..,iv(D(t))| ≤ sup
Ωζ [α]

(|zi00 ...zivv hi0,..,iv(D)|)

Par passage à la limite quand z0 → ζ0(t),..,zv → ζv(t) on a :

|ζ0(t)i0...ζv(t)ivhi0,..,iv(D(t))| ≤ sup
Ωζ [α]

(|zi00 ...zivv hi0,..,iv(D)|)

Et e raisonnement peut être tenu quelque soit t ∈]0, L(α, ζ,Ωζ)[. Don :

sup
]0,L(α,ζ,Ωζ)[

(|ζ0(t)i0 ...ζv(t)ivhi0,..,iv(D(t))|) ≤ sup
Ωζ [α]

(|zi00 ...zivv hi0,..,iv(D)|)

Ce qui donne bien :

∑

i0,..,iv≥0

sup
]0,L(α,ζ,Ωζ)[

(|(ζ0(t))i0 ...(ζv(t))ivhi0,..,iv(D(t))|) ≤ ‖u‖α,Ωζ (17)

De ei, on tire aisément que v est bien dé�nie et de plus es sommes partielles ontinues

onvergent uniformément vers v , don v est ontinue.

Le lemme qui va suivre ne onerne pas diretement les espaes Θα,Ωζ , mais s'avèrera

utile pour dérire les hi0,..,iv ∈ A(Ωζ) utilisés par es derniers.

Lemme 3. Soit h solution bornée de l'équation :

Dh′(D)−mh(D) = a(D)(Dln(D))i1 . . . (D(ln(D))r)ir sur ]0, 1[

Ave a ∈ S ,m ∈ Z , (i1, . . . , ir) ∈ Nr
tel que i1 + . . .+ ir = k ≥ 1.

1

er

as :Si k > m alors h peut s'érire omme un élément de

Sk[Dln(D), . . . , D(ln(D))r]

2

e

as : Si k = m
� Si ir = k et a(0) 6= 0 alors h peut s'érire omme un élément de

Sk[Dln(D), . . . , D(ln(D))r+1].
� Sinon, h peut s'érire omme un élément de Sk[Dln(D), . . . , D(ln(D))r]

3

e

as : Si m > k



5.3 - Nature des espaes Θα,Ωζ
43

� Si ir = k et a(0) 6= 0 alors h peut s'érire omme un élément de

Sk+1[Dln(D), . . . , D(ln(D))r].
� Sinon h peut s'érire omme un élément de Sk[Dln(D), . . . , D(ln(D))r]

Démonstration. on rappelle que pour i 6= −1 et j ≥ 0 une primitive de Diln(D)j sur

]0, 1[ peut s'érire

j
∑

l≥0

(−1)lDi+1j!ln(D)j−l

(i+ 1)l+1(j − l)!
Dans la suite, on posera : a(D) =

∑

l≥0

akD
k

pour D dans le disque de onvergene.

1

er

as :Si k > m
Une étude formelle ave variation de la onstante nous mène à :

1 =
∑

l≥0

alD
l+k−m−1ln(D)i1+...+rir , or k > m don ∀l ≥ 0 , l+k−m−1 ≥ 0. Ainsi

pour tout l ∈ N , une primitive de Dl+k−m−1ln(D)i1+...+rir sur ]0, 1[ peut s'érire
i1+...+rir∑

p≥0

(−1)pDl+k−m(i1 + . . .+ rir)!ln(D)i1+...+rir−p

(l + k −m)p+1(i1 + . . .+ rir − p)!

Étudions à présent la sommabilité de :

∑

l≥0

al(

i1+...+rir∑

p≥0

(−1)pDl+k−m(i1 + . . .+ rir)!ln(D)i1+...+rir−p

(l + k −m)p+1(i1 + . . .+ rir − p)!
) =

∑

l≥0

ul(D)

Soit α ∈]e−1, 1[ et pour tout D ∈]0, α[ :

∗ =
∑

l≥0

(

i1+...+rir∑

p≥0

|al(−1)pDl+k−m(i1 + . . .+ rir)!ln(D)i1+...+rir−p

(l + k −m)p+1(i1 + . . .+ rir − p)!
|)

≤
∑

l≥0

i1+...+rir∑

p=0

|al||D|l+k−m(i1 + . . .+ rir)!|ln(D)|i1+...+rir−p

≤ (
∑

l≥0

|al||D|l)(
i1+...+rir∑

p=0

|D|k−m|ln(D)|i1+...+rir−p)(i1 + . . .+ rir)!

Étant donné que a ∈ S ,∃Mα > 0 tel que

∀D ∈]0, α[,∀p ∈ {0, . . . , i1 + . . . + rir} ,

∑

l≥0

|al||D|l ≤ Mα. De plus si D ∈ [e−1, α[

,|ln(D)|i1+...+rir−p ≤ 1.
Don pour tout D ∈ [e−1, α[ , ∗ ≤Mα(i1 + . . .+ rir + 1)!αk−m.
Par ontre si D ∈]0, e−1[ ,|ln(D)|i1+...+rir−p ≤ |ln(D)|i1+...+rir , ainsi pour D ∈
]0, e−1[ on a ∗ ≤Mα(i1 + . . .+ rir + 1)!|Dk−mln(D)i1+...+rir |.
Or D 7→ Dk−mln(D)i1+...+rir est bornée sur ]0, 1[ ar k −m ≥ 1.
Pour �nir ∃Nα > 0 tel que ∀D ∈]0, α[, ∗ ≤ Nα.

Sur ]0, α[ ,
∑

l≥0

ul(D) onverge normalement et de plus

∑

l≥0

u′l(D) onverge également

normalement ar

∑

l≥0

u′l(D) = 1 . Ce qui onduit au fait que D 7→∑

l≥0

ul(D) est une

primitive de 1 sur ]0, α[. Ce travail pouvant être mené pour tout α ∈]e−1, 1[, don

D 7→∑

l≥0

ul(D) est une primitive de 1 sur ]0, 1[.
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Reprenons à présent α ∈]e−1, 1[, en utilisant le théorème de FUBINI on a ∀D ∈
]0, α[ :

∑

l≥0

ul(D) =

i1+...+rir∑

p=0

∑

l≥0

alD
lDk−m(−1)p(i1 + . . .+ rir)!ln(D)i1+...+rir−p

(l + k −m)p+1(i1 + . . .+ rir − p)!

=

i1+...+rir∑

p=0

bp(D)Dk−mln(D)i1+...+rir−p

Où bp(D) =
∑

l≥0

alD
l(−1)p(i1 + . . .+ rir)!

(i1 + . . .+ rir − p)!(l + k −m)p+1
, on véri�e failement que ap ∈

S.

∃C0 ∈ R, tel que pour tout D ∈]0, 1[ :

h(D) =

i1+...+rir∑

p=0

bp(D)Dkln(D)i1+...+rir−p + C0D
m

On hoisira C0 = 0, si néessaire, dans le as où m < 0 a�n que h reste bornée.

Si p = 0 alors,

Dkln(D)i1+...+rir

= (Dln(D))i1 . . . (D(ln(D)r))ir ∈ Sk[Dln(D), . . . , Dln(D)r]

Montrons à présent par réurrene sur p ∈ {1, . . . , i1 + . . . + rir} que

Dkln(D)i1+...+rir−p est un mon�me de Sk[Dln(D), . . . , Dln(D)r].

p=1 :

On a i1 + . . .+ ir = k > m ≥ 0 don il existe k0 ∈ {1, . . . , r} tel que ik0 ≥ 1.

Dkln(D)i1+...+rir−1

= (Dln(D))i1 . . . (D(ln(D))k0)ik0−1 . . . (D(ln(D))r)irD(ln(D))k0−1

= (Dln(D))i1 . . . (D(ln(D))k0−1)ik0−1+1(D(ln(D))k0)ik0−1

. . . (D(ln(D))r)irsi k0 ≥ 2

= D(Dln(D))i1−1 . . . (D(ln(D))r)irsi k0 = 1

Dans tous les as Dkln(D)i1+...+rir est un mon�me de

Sk[Dln(D), . . . , D(ln(D))r]

p 7→ p+ 1 :

p ≤ i1+ . . .+rir−1. D'après l'hypothèse de réurrene, il existe α1,p, . . . , αr,p
dans N et γp ∈ S tel que

Dkln(D)i1+...+rir−p = γp(D)(Dln(D))α1,p . . . (D(ln(D))r)αr,p

ave

r∑

i=1

αi,p ≤ k. On applique alors la même méthode que pour le as p = 1

à savoir l'existene d'un k0 ∈ {1, . . . , r} tel que αk0,p 6= 0. Si 'est le as le

raisonnement tenu pour p = 1 est de nouveau valable. Dans le as ontraire

ela signi�e que ∀i ∈ {1, . . . , r} on a αi,p = 0 et don i1+ . . .+rir−p = α1,p+
. . . rαr,p = 0. Don p = i1+. . .+rir, e qui est absurde ar p ≤ i1+. . .+rir−1.
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Ce qui termine la réurrene et aussi le premier point du lemme.

2

e

as :Si k = m

1 =
∑

l≥1

alD
l−1(ln(D))i1+...+rir + a0

(ln(D))i1+...+rir

D

Au vu du as préédent il existe C0 ∈ R tel que :

h(D) =

i1+...+rir∑

p=0

(
∑ al(−1)pDl(i1 + . . .+ rir)!

lp+1(i1 + . . .+ rir − p)!
)

︸ ︷︷ ︸

:=ap(D)∈S

Dkln(D)i1+...+rir−p

+ a0
Dkln(D)i1+...+rir+1

i1 + . . .+ rir + 1
+ C0D

k

En utilisant le 1er

as on a que le premier terme de la somme i-dessus

est dans Sk[Dln(D), . . . , D(ln(D))r]. Il ne nous reste plus qu'à s'ouper de

Dkln(D)i1+...+rir+1
.

r∑

p=1

ip = k ≥ 1 don ∃k0 ∈ {1, . . . , r} tel que ik0 6= 0.

Notons k̃ = min
(
k0 ∈ J1, rK tel que ik0 6= 0

)
.

� Si k̃ = r
alors k = ir.On herhe alors (α0, . . . , αr) ∈ Nr

tel que

Dα0(Dln(D))α1 . . . (D(ln(D))r)αr = (D(ln(D))r)k(ln(D))

Ce qui onduit au système suivant :

{

α1 + . . .+ rαr = rk + 1

α1 + . . .+ αr ≤ k

Or α1 + . . .+ rαr ≤ r(α1 + . . .+ αr) ≤ rk
Il est don impossible que (D(ln(D)r)kln(D) soit dans
Sk[Dln(D), . . . , Dln(D)r+1].
Par ontre (D(ln(D)r)kln(D) = (D(ln(D))r)k−1D(ln(D))r+1

︸ ︷︷ ︸

∈Sk[Dln(D),...,Dln(D)r+1]

� sinon 1 ≤ k̃ < r

(D(ln(D))k̃)ik̃ . . . (D(ln(D))r)ir ln(D)

= (D(ln(D))k̃+1)(D(ln(D))k̃)ik̃−1 . . . (Dln(D)r)ir

= (D(ln(D))k̃)ik̃−1(D(ln(D))k̃+1)ik̃+1+1 . . . (D(ln(D))r)ir
︸ ︷︷ ︸

∈Sk[Dln(D),...,Dln(D)r ]

Ce qui parahève la démonstration du 2e

point du lemme.

3

e

as : Si m > k

� Si m /∈ N∗
alors ∀l ≥ 0 , l + k −m− 1 6= −1. On obtient alors une primitive de

1 de la même manière que préédemment et toutes les solutions de l'équation

sont dans Sk[Dln(D), . . . , Dln(D)r]
� Si m ∈ N∗

:

1 =
∑

l≥0

l 6=m−k

alD
l+k−m−1(ln(D))i1+...+rir + am−kD

−1ln(D)i1+...+rir
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En s'appuyant sur les résultats des 2 premiers as, on a ∃C0 ∈ R tel que ∀D ∈
]0, 1[ :

h(D)

=

i1+...+rir∑

p=0

(
∑

l≥0

l 6=m−k

al(−1)lDl(i1 + . . .+ rir)!

(i1 + . . .+ rir − p)!(l + k −m)p+1
)

︸ ︷︷ ︸

∈S

Dkln(D)i1+...+rir−p

+C0D
m + am−k

Dmln(D)i1+...+rir+1

i1 + . . .+ ir + 1

Il nous reste don à examiner Dmln(D)i1+...+rir+1
. Ave les mêmes notations que

dans le 2e

as, on suppose que :

� si k̃ < r alors

Dmln(D)k̃ik̃+...+rir+1

= Dm−k(Dln(D)k̃)ik̃ . . . (D(ln(D))r)ir(ln(D))

= Dm−k(D(ln(D))k̃)ik̃−1(D(ln(D))k̃+1)ik̃+1+1 . . . (Dln(D)r)ir
︸ ︷︷ ︸

∈Sk[Dln(D),...,Dln(D)r ]

� sinon k̃ = r Don k = ir

Dmln(D)rir+1 = Dm−k(D(ln(D))r)ir(ln(D))

= Dm−k−1(Dln(D))(Dln(D)r)ir
︸ ︷︷ ︸

∈Sk+1[Dln(D),...,D(ln(D))r ]

Le résultat est optimal dans le sens suivant : D4ln(D)7 ne peut se déomposer

qu'en (Dln(D))(D(ln(D))2)3 dans S[Dln(D), D(ln(D))2].

7 Théorème d'existene et forme des solutions

Le théorème qui suit représente le résultat prinipal de ette partie, il servira no-

tamment à donner réponse quant aux questions de l'existene et la forme des solutions

des systèmes de la partie préédente, dans la plupart des as.

Soit n1,. . .,np des entiers naturels non nuls et n ∈ N , n ≥ 2. On se donne également

A ∈ GLp(R) tel que A = (ai,j)1≤i,j≤j soit triangulaire supérieure, ainsi que des fontions
fi analytiques au voisinage de (0, . . . , 0) en haune de leurs variables. après le hoix

d'une fontion φ de N⋆
dans N⋆

, on dé�nit pour tout (k, j) ∈ Υn := {(q, r) ∈ N2
tel que

1 ≤ q ≤ n− 1 et 1 ≤ r ≤ φ(q)} les fontions ek,j sur R
+⋆

par :

ek,j(t) =
e
−
α
k,j
k
ktk

+
α
k,j
k−1

(k−1)tk−1+...+
α
k,j
1
t

tα
k,j
0
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Ave ∀(k, j) ∈ Υn , αk,j0 , . . . , αk,jk−1 ≥ 0, αk,jk > 0

De plus les αk,j0 sont supposés entiers. Ces fontions peuvent être réordonnées ave un

seul indie sous la forme : ζ1, . . . , ζv. On pose également ζ0 : t 7→ t dé�nie sur R+⋆
. Nous

laisserons alors au leteur le soin de montrer que ζ = (ζ0, .., ζv) ∈ Bv+1
.

Théorème 3. Pour p ∈ N⋆
on onsidère le système d'équations suivant :

tni+1u′i+ai,iui+ . . .+ai,pup = ζ0fi(ζ0, .., ζv, u1, . . . , up, w̃1, . . . , w̃m), ∀i ∈ J1, . . . , pK (18)

On suppose que les ai,j sont omplexes et que les ℜ(ai,i) sont non nuls. Les fontions fi
sont analytiques au voisinage de (0, . . . , 0) en haune de leurs variables . De même il

existe α0 = (α0
0, .., α

0
v) ∈ (R+⋆)v+1

et Ω0
ζ un ouvert ompatible ave ζ tels que pour tout

i ∈ J1, mK , on ait w̃i(t) = wi(ζ0(t), .., ζv(t), D(t)) sur ]0, L(α0, ζ,Ω0
ζ)[ ave wi ∈ Θ0

α0,Ω0
ζ

Alors, il existe α1 ∈ (R+⋆)v+1
et Ω1

ζ un ouvert ompatible ave ζ tels que ∀i ∈ J1, pK :

ui(t) = vi(ζ0(t), .., ζv(t), D(t)) sur ]0, L(α1, ζ,Ω1
ζ)[ et vi ∈ Θ0

α,Ω1
ζ

De plus, si on suppose que w1, ..., wm sont de aratéristiques r, alors v1, .., vp sont de

aratéristiques r.

Démonstration. La preuve onsiste en 3 étapes : la première étape nous permettra

d'amener le problème dans l'espae des solutions voulu ainsi qu'à la dé�nition d'opé-

rateurs néessaires à la deuxième étape qui montrera l'existene de solutions. En�n, la

dernière étape montrera la partiularité de es fontions dans Θα,Ωζ .

Étape 1

Il sera utile d'érire les ζi sur Ωζ de la façon suivante :

∀i ∈ J0, vK, ∀z ∈ 1

ϕ(Ωζ)
, ζi(z) = eξi(z)

Quitte à réduire Ωζ , on suppose que les ξi sont analytiques sur
1

ϕ(Ωζ)
.

Nous nous proposons de réduire l'équation (18), en posant ∀i ∈ {1, . . . , p}, ui(t) =
vi(ζ0(t), .., ζv(t), D(t)). En injetant vi dans l'équation (18) on obtient ∀i ∈ J1, pK et

∀t > 0 :

tni−1(D2(t)− 1)
∂vi
∂D

+ tni+1
v∑

l=0

ξ′l(t)ζl(t)
∂vi
∂zl

+ ai,ivi + . . .+ ai,pvp

= ζ0(t)fi(ζ0(t), .., ζv(t), v1, . . . , vp, w1, .., wm)

En utilisant le fait que t = 1
ϕ(D(t))

, l'équation devient :

1

ϕ(D(t))ni−1
(D2(t)− 1))

∂vi
∂D

+
1

ϕ(D(t))ni+1

v∑

l=0

ξ′l(
1

ϕ(D(t))
)ζl(t)

∂vi
∂zl

+ai,ivi + . . .+ ai,pvp = ζ0(t)fi(ζ0(t), .., ζv(t), v1, . . . , vp, w1, .., wm)



48 Théorème d'existene et forme des solutions

Nous sommes don amenés à résoudre une nouvelle équation di�érentielle en

(z0, .., zv, D) :

1

ϕ(D)ni−1
(D2 − 1))

∂vi
∂D

+
1

ϕ(D)ni+1

v∑

l=0

ξ′l(
1

ϕ(D)
)zl
∂vi
∂zl

(19)

+ai,ivi + . . .+ ai,pvp = z0fi(z0, .., zv, v1, . . . , vp, w1, .., wm)

Dans la suite on étudie les solutions des équations suivantes :

1

ϕ(D)ni−1
(D2 − 1))

∂vi
∂D

+
1

ϕ(D)ni+1

v∑

l=0

ξ′l(
1

ϕ(D)
)zl
∂vi
∂zl

+ ai,ivi = u (20)

1er

as : si ℜ(ai,i) > 0
On se donne α = (α0, .., αv) ∈ (R+⋆)v+1

. Clairement, on remarque que Ωαζ =
Ωζ ∩ {z ∈ D+, Re(z) > r̃(α, ζ)} est un ouvert ompatible ave ζ . De plus a(Ωαζ ) =
max(a(Ωζ), r̃(α, ζ)). On hoisit Ωai,i,ni,ζ ⊂ Ωαζ un ouvert ompatible ave ζ de telle
façon que a(Ωai,i,ni,ζ) = a(Ωαζ ) et ∀D ∈ Ωai,i,ni,ζ :

|e
ai,iϕ(D)ni

ni ||
∫

ΓD

|ϕ(s)|ni−1

|s2 − 1| |e
−ai,iϕ(s)

ni

ni |ds| ≤ 1

ℜ(ai,i)
+ 1

Ce qui est rendu possible en utilisant le prolongement par ontinuité de ette

expression pour tout D ∈ I. En e�et pour tout D ∈ I on a :

|e
ai,iϕ(D)ni

ni ||
∫

ΓD

|ϕ(s)|ni−1

|s2 − 1| |e
−ai,iϕ(s)

ni

ni |ds| ≤ 1

ℜ(ai,i)

On dé�nit alors l'appliation Ani(ai,i) de Θα,Ωai,i,ni,ζ
dans Θα,Ωai,i,ni,ζ

telle que pour

tout

u =
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v hi0,..,iv(D) ∈ Θα,Ωai,i,ni,ζ

on ait :

Ani(ai,i)(u) :=
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v Hi0,..,iv(D)

où Hi0,..,iv(D) =
e
ai,iϕ(D)ni

ni

ζ0(
1

ϕ(D)
)i0 ...ζv(

1
ϕ(D)

)iv

∫

ΓD

hi0,..,iv(s)

s2 − 1
ϕ(s)ni−1ζ0(

1

ϕ(s)
)i0

...ζv(
1

ϕ(s)
)ive

−
ai,iϕ(s)

ni

ni ds

Montrons tout d'abord que Ani(ai,i)(u) ∈ Θα,Ωai,i,ni,ζ
pour u ∈ Θα,Ωai,i,ni,ζ

.

Soit u ∈ Θα,Ωai,i,ni,ζ
tel que u =

∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v hi0,..,iv(D) sur Ωai,i,ni,ζ[α].

Alors, pour tout (z0, .., zv, D) ∈ Ωai,i,ni,ζ [α] et tout (i, s) ∈ J0, vK × ΓD on a :

∣
∣
ζi(

1
ϕ(s)

)zi

ζi(
1

ϕ(D)
)

∣
∣ < |ζi(

1

ϕ(s)
)| et

∣
∣
ζi(

1
ϕ(s)

)zi

ζi(
1

ϕ(D)
)

∣
∣ ≤ |zi| < αi
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Ainsi, ∀(z0, .., zv, D) ∈ Ωai,i,ni,ζ [α] et ∀s ∈ ΓD on a

(
ζ0(

1
ϕ(s)

)z0

ζ0(
1

ϕ(D)
)
, ..,

ζv(
1

ϕ(s)
)zv

ζv(
1

ϕ(D)
)
, s) ∈ Ωai,i,ni,ζ[α]. Cei nous donne don pour tout

(z0, .., zv, D) ∈ Ωai,i,ni,ζ [α] et ∀s ∈ ΓD :

∑

i0,..,iv≥0

sup
Ωai,i,ni,ζ

(
|
ζ0(

1
ϕ(s)

)z0

ζ0(
1

ϕ(D)
)
|i0 ...|

ζv(
1

ϕ(s)
)zv

ζv(
1

ϕ(D)
)
|iv |hi0,..,iv(s)|

)
≤ ‖u‖α,Ωai,i,ni,ζ

∀(z0, .., zv, D) ∈ Ωai,i,ni,ζ[α] on a :

|zi00 ..zivv Hi0,..,iv(D)|

≤ |
∫

ΓD

|
ζ0(

1
ϕ(s)

)z0

ζ0(
1

ϕ(D)
)
|i0 ...|

ζv(
1

ϕ(s)
)zv

ζv(
1

ϕ(D)
)
|iv

× |hi0,..,iv(s)|
|ϕ(s)|ni−1

|s2 − 1| |e
ai,iϕ(D)ni

ni ||e−
ai,iϕ(s)

ni

ni |ds|

≤ sup
Ωai,i,ni,ζ [α]

(
|
ζ0(

1
ϕ(s)

)z0

ζ0(
1

ϕ(D)
)
|i0...|

ζv(
1

ϕ(s)
)zv

ζv(
1

ϕ(D)
)
|iv |hi0,..,iv(s)|

)

× |e
ai,iϕ(D)ni

ni ||
∫

ΓD

|ϕ(s)|ni−1

|s2 − 1| |e
−ai,iϕ(s)

ni

ni |ds|

≤ (
1

ℜ(ai,i)
+ 1) sup

Ωai,i,ni,ζ [α]

(
|
ζ0(

1
ϕ(s)

)z0

ζ0(
1

ϕ(D)
)
|i0 ...|

ζv(
1

ϕ(s)
)zv

ζv(
1

ϕ(D)
)
|iv |hi0,..,iv(s)|

)

⇒ sup
Ωai,i,ni,ζ [α]

(|zi00 ..zivv Hi0,..,iv(D)|)

≤ (
1

ℜ(ai,i)
+ 1) sup

Ωai,i,ni,ζ[α][α]

(
|
ζ0(

1
ϕ(s)

)z0

ζ0(
1

ϕ(D)
)
|i0 ...|

ζv(
1

ϕ(s)
)zv

ζv(
1

ϕ(D)
)
|iv |hi0,..,iv(s)|

)

Et don en notant N ∈ N⋆
, on a :

∑

0≤i0,..,iv≤N

sup
Ωai,i,ni,ζ [α]

(|zi00 ..zivv Hi0,..,iv(D)|)

≤ (
1

ℜ(ai,i)
+ 1)

∑

i0,...,iv≥0

sup
Ωai,i,ni,ζ [α]

(
|
ζ0(

1
ϕ(s)

)z0

ζ0(
1

ϕ(D)
)
|i0 ...|

ζv(
1

ϕ(s)
)zv

ζv(
1

ϕ(D)
)
|iv |hi0,..,iv(s)|

)

≤ (
1

ℜ(ai,i)
+ 1)‖u‖α,Ωai,i,ni,ζ

De plus, en utilisant le théorème de onvergene dominée, on montre que Hi0,..,iv ∈
A(Ωai,i,ni,ζ). Ainsi on a Ani(ai,i)(u) ∈ Θα,Ωai,i,ni,ζ

et ‖Ani(ai,i)(u)‖α,Ωai,i,ni,ζ ≤
( 1
ℜ(ai,i)

+ 1)‖u‖α,Ωai,i,ni,ζ . Par linéarité on a que Ani(ai,i) ∈ L(Θα,Ωai,i,ni,ζ
) et

‖|Ani(ai,i)‖| ≤ 1
ℜ(ai,i)

+ 1.

2e

as : si ℜ(ai,i) < 0
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On se donne α = (α0, .., αv) ∈ (R+⋆)v+1
. On remarque failement que Ωαζ =

Ωζ ∩ {z ∈ D+, Re(z) > r̃(α, ζ)} est un ouvert ompatible ave ζ .
De plus a(Ωαζ ) = max(a(Ωζ), r̃(α, ζ)).

Choisissons Ci ∈]
[ |ℜ(ai,i)|

niln(2)+|ℜ(ai,i)|(ϕ(a(Ωαζ )))
ni

] 1
ni , 1

ϕ(a(Ωα
ζ
))
[. Nous dé�nissons un hemin

ontinue ΓCi,D ⊂ Ωαζ allant de D(Ci) à D ∈ Ωζ .

ΓCi,D est omposé du segment orienté [D(Ci), D(Re( 1
ϕ(D)

))] et de

{D(Re( 1
ϕ(D)

+ iθIm( 1
ϕ(D)

)))/θ ∈ [0, 1]}. On véri�e par onstrution de Ωαζ que

ΓCi,D ⊂ Ωαζ pour tout D ∈ Ωαζ . On hoisit Ωai,i,Ci,ni,ζ ⊂ Ωαζ un ouvert ompatible

ave ζ de telle façon que a(Ωai,i,Ci,ni,ζ) = a(Ωαζ ) et ∀D ∈ Ωai,i,Ci,ni,ζ :

|e
ai,iϕ(D)ni

ni ||
∫

ΓCi,D

|ϕ(s)|ni−1

|s2 − 1| |e
−ai,iϕ(s)

ni

ni |ds| ≤ 1

|ℜ(ai,i)|
+ 1

Ce qui est rendu possible en utilisant le prolongement par ontinuité de ette

expression pour tout D ∈]a(Ωαζ ), 1[. En e�et pour tout D ∈]a(Ωαζ ), 1[ on a :

|e
ai,iϕ(D)ni

ni ||
∫

ΓCi,D

|ϕ(s)|ni−1

|s2 − 1| |e
−ai,iϕ(s)

ni

ni |ds| ≤ 1

|ℜ(ai,i)|

On dé�nit alors l'appliation Ani,Ci(ai,i) de Θα,Ωai,i,Ci,ni,ζ
dans Θα,Ωai,i,Ci,ni,ζ

telle

que pour tout

u =
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v hi0,..,iv(D) ∈ Θα,Ωai,i,Ci,ni,ζ

on ait :

Ani,Ci(ai,i)(u) :=
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v Hi0,..,iv(D)

où Hi0,..,iv(D) =
e
ai,iϕ(D)ni

ni

ζ0(
1

ϕ(D)
)i0...ζv(

1
ϕ(D)

)iv

∫

ΓCi,D

hi0,..,iv(s)

s2 − 1
ϕ(s)ni−1ζ0(

1

ϕ(s)
)i0

...ζv(
1

ϕ(s)
)ive

−
ai,iϕ(s)

ni

ni ds

Montrons tout d'abord que Ani,Ci(ai,i)(u) ∈ Θα,Ωai,i,Ci,ni,ζ
pour u ∈ Θα,Ωai,i,Ci,ni,ζ

.

Soit u ∈ Θα,Ωai,i,Ci,ni,ζ
tel que u =

∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v hi0,..,iv(D) sur Ωai,i,Ci,ni,ζ[α].

Alors pour tout (z0, .., zv, D) ∈ Ωai,i,Ci,ni,ζ[α] et tout (i, s) ∈ J0, vK × ΓCi,D on a :

∣
∣
ζi(

1
ϕ(s)

)zi

ζi(
1

ϕ(D)
)

∣
∣ < |ζi(

1

ϕ(s)
)|

Si s ∈ [D(Ci), D(Re( 1
ϕ(D)

))] alors il y a 2 possibilités :

� Si D(Ci) < D(Re( 1
ϕ(D)

)) alors :

∣
∣
ζi(

1
ϕ(s)

)zi

ζi(
1

ϕ(D)
)

∣
∣ < |ζi(

1

ϕ(s)
)| ≤ ζi(Ci) ≤ αi

⇒
∣
∣
ζi(

1
ϕ(s)

)zi

ζi(
1

ϕ(D)
)

∣
∣ < αi
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� Si D(Ci) > D(Re( 1
ϕ(D)

)) alors

∣
∣
ζi(

1
ϕ(s)

)zi

ζi(
1

ϕ(D)
)

∣
∣ < |zi|

|ζi(Re( 1
ϕ(D)

))|
|ζi( 1

ϕ(D)
)| ≤ |zi| < αi

Pour le as où s est dans la seonde partie du hemin de ΓCi,D on fait de la même

manière que pour le as ai,i > 0. Dans tous les as, on a pour s ∈ ΓCi,D :

∣
∣
ζi(

1
ϕ(s)

)zi

ζi(
1

ϕ(D)
)

∣
∣ < αi

Ainsi, ∀(z0, .., zv, D) ∈ Ωai,i,Ci,ni,ζ [α] et ∀s ∈ ΓCi,D on a

(
ζ0(

1
ϕ(s)

)z0

ζ0(
1

ϕ(D)
)
, ..,

ζv(
1

ϕ(s)
)zv

ζv(
1

ϕ(D)
)
, s) ∈ Ωai,i,Ci,ni,ζ [α]. Cei nous donne don pour tout

(z0, .., zv, D) ∈ Ωai,i,Ci,ni,ζ[α] et ∀s ∈ ΓCi,D :

∑

i0,..,iv≥0

sup
Ωai,i,Ci,ni,ζ [α]

(
|
ζ0(

1
ϕ(s)

)z0

ζ0(
1

ϕ(D)
)
|i0...|

ζv(
1

ϕ(s)
)zv

ζv(
1

ϕ(D)
)
|iv |hi0,..,iv(s)|

)
≤ ‖u‖α,Ωai,i,Ci ,ζ

∀(z0, .., zv, D) ∈ Ωai,i,Ci,ni,ζ[α] on a :

|zi00 ..zivv Hi0,..,iv(D)|

≤ |
∫

ΓCi,D

|
ζ0(

1
ϕ(s)

)z0

ζ0(
1

ϕ(D)
)
|i0 ...|

ζv(
1

ϕ(s)
)zv

ζv(
1

ϕ(D)
)
|iv

× |hi0,..,iv(s)|
|ϕ(s)|ni−1

|s2 − 1| |e
ai,iϕ(D)ni

ni ||e−
ai,iϕ(s)

ni

ni |ds|

≤ sup
Ωai,i,Ci,ni,ζ [α]

(
|
ζ0(

1
ϕ(s)

)z0

ζ0(
1

ϕ(D)
)
|i0...|

ζv(
1

ϕ(s)
)zv

ζv(
1

ϕ(D)
)
|iv |hi0,..,iv(s)|

)

× |e
ai,iϕ(D)ni

ni ||
∫

ΓCi,D

|ϕ(s)|ni−1

|s2 − 1| |e
−ai,iϕ(s)

ni

ni |ds|

≤
( 1

|ℜ(ai,i)|
+ 1
)

sup
Ωai,i,Ci,ni,ζ [α]

(
|
ζ0(

1
ϕ(s)

)z0

ζ0(
1

ϕ(D)
)
|i0...|

ζv(
1

ϕ(s)
)zv

ζv(
1

ϕ(D)
)
|iv |hi0,..,iv(s)|

)

sup
Ωai,i,Ci,ni,ζ [α]

(
|
ζ0(

1
ϕ(s)

)z0

ζ0(
1

ϕ(D)
)
|i0...|

ζv(
1

ϕ(s)
)zv

ζv(
1

ϕ(D)
)
|iv |hi0,..,iv(s)|

)

⇒ sup
Ωai,i,Ci,ni,ζ [α]

(|zi00 ..zivv Hi0,..,iv(D)|)

≤
( 1

|ℜ(ai,i)|
+ 1
)

sup
Ωai,i,Ci,ni,ζ [α]

(
|
ζ0(

1
ϕ(s)

)z0

ζ0(
1

ϕ(D)
)
|i0...|

ζv(
1

ϕ(s)
)zv

ζv(
1

ϕ(D)
)
|iv |hi0,..,iv(s)|

)
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Et don en notant N ∈ N⋆
, on a :

∑

0≤i0,..,iv≤N

sup
Ωai,i,Ci,ni,ζ [α]

(|zi00 ..zivv Hi0,..,iv(D)|)

≤ (
1

|ℜ(ai,i)|
+ 1)

∑

i0,...,iv≥0

sup
Ωai,i,Ci,ni,ζ [α]

(
|
ζ0(

1
ϕ(s)

)z0

ζ0(
1

ϕ(D)
)
|i0 ...|

ζv(
1

ϕ(s)
)zv

ζv(
1

ϕ(D)
)
|iv |hi0,..,iv(s)|

)

≤ (
1

|ℜ(ai,i)|
+ 1)‖u‖α,Ωai,i,Ci,ni,ζ

De plus, en utilisant le théorème de onvergene dominée, on montre

que Hi0,..,iv ∈ A(Ωai,i,Ci,ni,ζ). Ainsi, on a Ani,Ci(ai,i)(u) ∈ Θα,Ωai,i,Ci,ni,ζ

et ‖Ani,Ci(ai,i)(u)‖α,Ωai,i,Ci,ni,ζ ≤
(

1
|ℜ(ai,i)|

+ 1
)
‖u‖α,Ωai,i,Ci,ni,ζ . S'en suit que

Ani,Ci(ai,i) ∈ L(Θα,Ωai,i,Ci,ni,ζ
) et ‖|Ani,Ci(ai,i)‖| ≤ 1

|ℜ(ai,i)|
+ 1.

Ainsi si on se donne α = (α0, .., αv) ∈ (R+⋆)v+1
on peut dé�nir quitte à �xer un ertain

nombres de onstantes arbitraires,

Ω̃αζ =
⋂

i∈J1,pK,ai,i>0

Ωai,i,ni,ζ
⋂

i∈J1,pK,ai,i<0

Ωai,i,Ci,ni,ζ un ouvert ompatible ave ζ tel que

a(Ω̃αζ ) = a(Ωαζ ). Sur Θα,Ω̃α
ζ
les opérateurs préédents sont enore dé�nis, leurs normes

toutes inférieures à

1
|ℜ(ai,i)|

+ 1. De plus, par onstrution de es opérateurs, pour tout

u ∈ Θα,Ω̃αζ
et tout i ∈ J1, pK , Ani(ai,i)(u) ou Ani,Ci(ai,i)(u) (suivant que ℜ(ai,i) est

stritement positive ou négative) est solution de l'équation :

1

ϕ(D)ni−1
(D2 − 1))

∂v

∂D
+

1

ϕ(D)ni+1

v∑

l=0

ξ′l(
1

ϕ(D)
)zl

∂v

∂zl
+ ai,iv = u (21)

A présent, soulignons une propriété importante des opérateurs Ani(ai,i) ou Ani,Ci(ai,i)
(suivant que ℜ(ai,i) est stritement positive ou négative). Pour montrer ette propriété

nous allons �xer i ∈ J1, pK et son ai,i orrespondant, si ℜ(ai,i) < 0 nous �xons Ci de la
manière évoquée plus haut. Pour plus de lisibilité, nous noterons don Ai l'opérateur
Ani(ai,i) ou Ani,Ci(ai,i) suivant les as. On vient de voir que pour u ∈ Θα,Ω̃α

ζ
, on a

v = Ai(u) ∈ Θα,Ω̃αζ
'est à dire qu'il existe (hi0,..,iv)i0,..,iv≤0, (gi0,..,iv)i0,..,iv≤0 ∈

(
A(Ω̃αζ )

)Nv+1

tel que sur Ω̃αζ [α] :

u(z0, .., zv, D) =
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ...z
iv
v hi0,..,iv(D)

et v(z0, .., zv, D) =
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ...z
iv
v gi0,..,iv(D)

Or v véri�e sur Ω̃αζ [α] l'équation (21) don d'une part en qualité d'espae vetoriel on a

u− ai,iv ∈ Θα,Ω̃αζ
'est à dire que :

1

ϕ(D)ni−1
(D2 − 1))

∂v

∂D
+

1

ϕ(D)ni+1

v∑

l=0

ξ′l(
1

ϕ(D)
)zl

∂v

∂zl
∈ Θα,Ω̃α

ζ
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Mais en plus, on a sur Ω̃αζ [α] :

∑

i0,..,iv≥0

zi00 ...z
iv
v

[ 1

ϕ(D)ni−1
(D2 − 1)g′i0,..,iv(D)

+
1

ϕ(D)ni+1

v∑

l=0

ilξ
′
l(

1

ϕ(D)
)gi0,..,iv(D)

]

=
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ...z
iv
v [hi0,..,iv(D)− ai,igi0,..,iv(D)]

Don par identi�ation (on �xe D puis on utilise l'uniité du développement en série

entière), et en utilisant le fait que u− ai,iv ∈ Θα,Ω̃αζ
on a :

∑

i0,..,iv≥0

sup
Ω̃α
ζ
[α]

(
|zi00 ...zivv

[ 1

ϕ(D)ni−1
(D2 − 1)g′i0,..,iv(D)

+
1

ϕ(D)ni+1

v∑

l=0

ilξ
′
l(

1

ϕ(D)
)gi0,..,iv(D)

]
|
)

≤ ‖u− ai,iv‖α,Ω̃αζ [α] ≤ (2 + |ai,i|)‖u‖α,Ω̃αζ [α]

Posons à présent w la fontion dé�nie sur ]0, L(α, ζ, Ω̃αζ [α])[ par w(t) =
∑

i0,..,iv≥0 ζ0(t)
i0 ...ζv(t)

ivgi0,..,iv(D(t)). On sait par la proposition 4 que w est bien dé-

�nie. Mais de plus, on peut utiliser la dérivation termes à termes. En e�et �xons

a0 ∈]0, L(α, ζ, Ω̃αζ [α])[ , pour tout t ∈]a0, L(α, ζ, Ω̃αζ [α])[ on a :

| d
dt
(ζ0(t)

i0 ...ζv(t)
ivgi0,..,iv(D(t)))(t)|

= | 1
tni

| × |ζ0(t)i0 ...ζv(t)iv
[ 1

ϕ(D(t))ni−1
(D(t)2 − 1)g′i0,..,iv(D(t))

+
1

ϕ(D(t))ni+1

v∑

l=0

ilξ
′
l(

1

ϕ(D(t))
)gi0,..,iv(D(t))

]
|

≤ 1

ani0
sup
Ω̃αζ [α]

(
|zi00 ...zivv

[ 1

ϕ(D)ni−1
(D2 − 1)g′i0,..,iv(D)

+
1

ϕ(D)ni+1

v∑

l=0

ilξ
′
l(

1

ϕ(D)
)gi0,..,iv(D)

]
|
)

Don la série des dérivées termes à termes onverge absolument sur tout

]a0, L(α, ζ, Ω̃
α
ζ [α])[. Ainsi w est dérivable sur ]0, L(α, ζ, Ω̃αζ [α])[ et de plus par passage

à la limite de l'équation (21) quand (z0, .., zv, D) → (ζ0(t), .., ζv(t), D(t)) on a pour tout

t ∈]0, L(α, ζ, Ω̃αζ [α])[ :

tniw′(t) + ai,iw(t) = u(ζ0(t), .., ζv(t), D(t))
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Étape 2

Cette étape va démontrer l'existene, dans un ertain espae de solutions, de l'équa-

tion proposée dans le théorème. Ce qu'il manque en e�et pour utiliser les opérateurs

dé�nis dans la première étape, 'est de déterminer un α1
qui permette l'utilisation du

théorème de point �xe dans un espae Θ
α1,

˜
Ωα

1
ζ

. Pour déterminer et α1
et également les

rayons des boules ouvertes qui seront stables par réurrene, il faut que, les onditions

que nous allons expliiter plus bas, soient véri�ées. Dans un premier temps, il nous faut

obtenir α1
de telle manière que pour tout i ∈ J1, pK , z0fi(z0, .., zv, v1, .., vp, w1, .., wm) ait

un sens .

Soit i ∈ J1, pK. Comme fi est analytique en haune de es variables au voisinage

de (0, .., 0), don ∃α0
2,i, .., α

v
2,i, β

1
0,i, .., β

p
0,i, γ

1
0,i, .., γ

m
0,i > 0,∃M0

0,i > 0 et (a
j1,..,jp,l1,..,lm
i0,..,iv,i

) ∈
CNp+m+v×J1,pK

tel que ∀(z0, .., zv, y1, .., yp, x1, ..., xm) ∈ B(0, α0
2,i)×..B(0, αv2,i)×B(0, β0

0,i)×
..×B(0, βp0,i)× B(0, γ10,i)× ..B(0, γm0,i) :

fi(z0, .., zv, y1, .., yp, x1.., xm) =
∑

i0,..,iv≥0
j1,..,jp≥0

l1,..,lm≥0

a
j1,..,jp,l1,..,lm
i0,..,iv,i

zi00 ..z
iv
v y

j1
1 ..y

jp
p x

l1
1 ...x

lp
p (22)

et

∑

i0,..,iv≥0
j1,..,jp≥0

l1,..,lm≥0

|aj1,..,jp,l1,..,lmi0,..,iv
||z0|i0..|zv|iv |y1|j1..|yp|jp|x1|l1 ...|xp|lp ≤ M0,i (23)

(24)

De plus, en utilisant les résultats sur les séries entières, on a ∀k ∈ J1, pK ,∃Mk
0,i > 0 tel

que sur B(0, α0
2,i)× ..B(0, αv2,i)× B(0, β0

0,i)× ..×B(0, βp0,i)× B(0, γ10,i)× ..B(0, γm0,i) :

∑

i0,..,iv≥0
j1,..,jp≥0

l1,..,lm≥0

(jk)|aj1,..,jp,l1,..,lmi0,..,iv,i
||z0|i0 ..|zv|iv |y1|j1..|yk|jk−1..|yp|jp|x1|l1 ...|xp|lp ≤Mk

0,i (25)

Dans la suite, on notera pour tout q ∈ J0, vK , α2
q = min

i∈J1,pK
(αq2,i). De même, on note

M = max
i∈J1,pK

k∈J0,pK

(Mk
0,i) et β = min

i∈J1,pK

k∈J1,pK

(βk0,i)

A�n de pouvoir utiliser es expressions ave les w1, .., wm, il onvient de s'assurer que

la norme de es dernières, ne soit pas supérieure aux γk = max
i∈J1,pK

(γk0,i) pour k ∈ J1, mK.

Les wi sont dans Θ
0
α0,Ω0

ζ
e qui permet quitte à réduire les α0

0, .., α
0
v d'imposer que ∀k ∈

J1, mK :

‖wk‖α0,Ω0
ζ
< γk

On dé�nit par réurrene les onstantes bk pour k allant de p de 1.
� bp = (p.M)( 1

|ℜ(ap,p)|
+ 1)

� pour k ∈ J1, p− 1K on a :

bk =
( 1

|ℜ(ak,k)|
+ 1
)[
p.M + |ak,k+1|bk+1 + ...+ |ak,p|bp

]
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Le maximum de es bk est noté b :

b = max
k∈J1,pK

(bk)

Fixons à présent α1 = (α1
0, .., α

1
v) tel que ∀i ∈ J1, vK :

α1
i < min(α0

i , α
2
i ) et α

1
0 < min(α0

i , α
2
i ,

1

2b
,
β

2b
)

Le travail de l'étape 1 pour onstruire les opérateurs Ani,Ci(ai,i) et Ani(ai,i) a été fait
en partant d'un ouvert Ωζ ompatible ave ζ . On peut don e�etuer le même travail

mais en partant ave Ω0
ζ omme ouvert ompatible de base.

Une fois �xées les onstantes arbitraires Ci pour les ai,i < 0, on peut alors dé�nir les

opérateurs de l'étape préédente sur l'espae Θ
α1,

˜
Ω0,α1

ζ

. Pour plus de lisibilité, on notera

Ai l'opérateur Ani,Ci(ai,i) si ai,i < 0 ou Ani(ai,i) si ai,i > 0. On �xe alors Ω1
ζ =

˜
Ω0,α1

ζ .

On a Ω1
ζ ⊂ Ω0

ζ par onstrution, et les α
1
i sont inférieurs aux α

0
i , don les wi sont dans

Θα1,Ω1
ζ
et de plus ∀k ∈ J1, mK :

‖wk‖α1,Ω1
ζ
< γk

Dé�nissons l'appliation R = (R1, .., Rp) de (Θ0
α1,Ω1

ζ

)p dans (Θ0
α1,Ω1

ζ

)p par réurrene sur

es omposantes de p à 1 :

Rp(u) := Ap(z0fp(z0, .., zv, u1, .., up, w1, .., wm)) puis

Rk(u) := Ak(z0fk(z0, .., zv, u1, .., up, w1, .., wm))− ak,k+1Ak(Rk+1(u))− ..− ak,pAk(Rp(u))

Dans la suite, on munira (Θ0
α1,Ω1

ζ
)p de la norme produit suivante :

‖u‖ = max
i∈J1,pK

(
‖ui‖α1,Ω1

ζ

)

Muni de ette norme, (Θ0
α1,Ω1

ζ

)p est un espae Banah.

Montrons à présent, par réurrene sur k allant de p à 1 que Rk est bien dé�nie de

(Θ0
α1,Ω1

ζ

)p
⋂
B‖ ‖(0, β) dans Θ

0
α1,Ω1

ζ

⋂
B‖ ‖

α1,Ω1
ζ

(0, α1
0bk) et que ∀(u, v) ∈ (B‖ ‖(0, β))

2
on

a ‖Rk(u)− Rk(v)‖α1,Ω1
ζ
≤ α1

0bk‖u− v‖α1,Ω1
ζ
.

Pour k = p

Soit u = (u1, .., up) ∈ (Θ0
α1,Ω1

ζ

)p
⋂
B‖ ‖(0, β), on a ∀i ∈ J1, pK ,ui dans

B‖ ‖
α1,Ω1

ζ

(0, β) ⊂ B‖ ‖
α1,Ω1

ζ

(0, βi0,p). De même, étant donné que ∀k ∈ J1, mK ,

wk ∈ Θ0
α1,Ω1

ζ

⋂
B‖ ‖

α1,Ω1
ζ

(0, γk), on peut utiliser la proposition 3 et l'ériture de

l'équation 22 pour démontrer que fp(z0, .., zv, u1, .., up, w1, .., wm) ∈ Θα1,Ω1
ζ
et de

plus :

‖fp(z0, .., zv, u1, .., up, w1, .., wm)‖α1,Ω1
ζ
≤M
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Don, par propriété d'algèbre de Banah on a z0fp(z0, .., zv, u1, .., up, w1, .., wm) ∈
Θ0
α1,Ω1

ζ
et :

‖z0fp(z0, .., zv, u1, .., up, w1, .., wm)‖α1,Ω1
ζ
≤ α1

0M

De ela, on déduit que Rp(u) est bien dé�ni et Rp(u) ∈ Θ0
α1,Ω1

ζ

ar

z0fp(z0, .., zv, u1, .., up, w1, .., wm) ∈ Θ0
α1,Ω1

ζ
. Pour s'en rendre ompte, il su�t d'exa-

miner omment les Ai opèrent. En e�et, si h0,...,0 = 0 alors H0,..,0 = 0. Comme

‖|Ap‖| ≤ 1
|ℜ(ap,p)|

+ 1, on a également :

‖Rp(u)‖α1,Ω1
ζ
≤
( 1

|ℜ(ap,p)|
+ 1
)
α1
0M < α1

0bp

A présent, hoisissons (u, v) ∈ B‖ ‖(0, β), ave u = (u1, .., up) et v = (v1, .., vp)
Pour tout (z0, .., zv, D) ∈ B(0, α1

0)× ..×B(0, α1
v)× Ω1

ζ on a :

fp(z0, .., zv, u1, .., up, w1, .., wm)− fp(z0, .., zv, v1, .., vp, w1, .., wm)

=
∑

i0,..,iv≥0
j1,..,jp≥0

l1,..,lm≥0

a
j1,..,jp,l1,..,lm
i0,..,iv,p

zi00 ..z
iv
v [u

j1
1 ..u

jp
p − vj11 ..v

jp
p ]w

l1
1 ...w

lp
p

=
∑

i0,..,iv≥0
j1,..,jp≥0

l1,..,lm≥0

a
j1,..,jp,l1,..,lm
i0,..,iv,p

zi00 ..z
iv
v [u

j1
1 ..u

jp
p − vj11 u

j2
2 ..u

jp
p ]w

l1
1 ...w

lp
p

+
∑

i0,..,iv≥0
j1,..,jp≥0

l1,..,lm≥0

a
j1,..,jp,l1,..,lm
i0,..,iv,p

zi00 ..z
iv
v [v

j1
1 u

j2
2 ..u

jp
p − vj11 v

j2
2 u

j3
3 ..u

jp
p ]w

l1
1 ...w

lp
p

...................................

+
∑

i0,..,iv≥0
j1,..,jp≥0

l1,..,lm≥0

a
j1,..,jp,l1,..,lm
i0,..,iv,p

zi00 ..z
iv
v [v

j1
1 ..v

jp−1

p−1 u
jp
p − vj11 ..v

jp
p ]w

l1
1 ...w

lp
p

=
∑

1≤k≤p

gk(z0, .., zv, u1, .., up, v1, .., vp, w1, .., wm)

Fixons k ∈ J1, pK, on a :

gk(z0, .., zv, u1, .., up, v1, .., vp, w1, .., wm)

=
∑

i0,..,iv≥0
j1,..,jp≥0

l1,..,lm≥0

a
j1,..,jp,l1,..,lm
i0,..,iv,p

zi00 ..z
iv
v v

j1
1 ..v

jk−1

k−1 [u
jk
k − vjkk ]u

jk+1

k+1 ..u
jp
p w

l1
1 ...w

lp
p

= (uk − vk)
∑

i0,..,iv≥0
j1,...,,jp≥0,jk≥1

l1,..,lm≥0

a
j1,..,jp,l1,..,lm
i0,..,iv,p

zi00 ..z
iv
v v

j1
1 ..

..v
jk−1

k−1 [

jk−1
∑

l=0

ujk−1−l
k vlk]u

jk+1

k+1 ..u
jp
p w

l1
1 ...w

lp
p

= (uk − vk)g̃k(z0, .., zv, u1, .., up, v1, .., vp, w1, .., wm)
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Or,

∑

i0,..,iv≥0
j1,..,,jp≥0,jk≥1

l1,..,lm≥0

|aj1,..,jp,l1,..,lmi0,..,iv,p
||z0|i0..|zv|iv |v1|j1..

..|vk−1|jk−1[

jk−1∑

l=0

|uk|jk−1−l|vk|l]|uk+1|jk+1..|up|jp|w1|l1...|wp|lp

≤
∑

i0,..,iv≥0
j1,..,,jp≥0,jk≥1

l1,..,lm≥0

(jk)|aj1,..,jp,l1,..,lmi0,..,iv,p
||z0|i0 ..|zv|iv |v1|j1|v2|j2...

...|vk−1|jk−1(max(|uk|, |vk|))jk−1|uk+1|jk+1..|up|jp|w1|l1 ...|wp|lp ≤M

Don, en utilisant la démonstration de la proposition 3 ainsi que les inégalités (25)

on obtient que g̃k(z0, .., zv, u1, .., up, v1, .., vp, w1, .., wm) ∈ Bα1,Ω1
ζ
(0,M).

Ce travail peut être e�etué pour tout k ∈ J1, pK. Don en utilisant les propriétés

d'algèbre de Θα,Ω1
ζ
on a :

‖z0fp(z0, .., zv, u1, .., up, w1, .., wm)− z0fp(z0, .., zv, v1, .., vp, w1, ..., wm)‖α1,Ω1
ζ

≤ α1
0

p
∑

k=1

‖uk − vk‖α1,Ω1
ζ
M ≤ α1

0pM‖u− v‖

Ainsi on a :

‖Rp(u)−Rp(v)‖α1,Ω1
ζ
≤ α1

0pM
( 1

|ℜ(ap,p)|
+ 1
)
‖u− v‖ ≤ α1

0bp‖u− v‖

Supposons Rp, ..., Rq+1 dé�nis et dé�nissons Rq

Par dé�nition de Rk on a pour tout u = (u1, .., up) ∈ (Θ0
α1,Ω1

ζ
)p
⋂
B‖ ‖(0, β) :

Rk(u) := Ak(z0fk(z0, .., zv, u1, .., up, w1, ..., wm))− ak,k+1Ak(Rk+1(u))− .

....− ak,pAk(Rp(u))

Notons également R̃k(u) := Ak(z0fk(z0, .., zv, u1, .., up, w1, ..., wm)).
Soit u = (u1, .., up) ∈ (Θ0

α1,Ω1
ζ

)p
⋂
B‖ ‖(0, β) , on a ∀i ∈ J1, pK, ui dans

B‖ ‖
α1,Ω1

ζ

(0, β) ⊂ B‖ ‖
α1,Ω1

ζ

(0, βi0,k). De même, étant donné que ∀k ∈ J1, mK ,

wk ∈ Θ0
α1,Ω1

ζ

⋂
B‖‖

α1,Ω1
ζ

(0, γk), on peut utiliser la Proposition 3 et l'ériture de

l'équation (22) pour démontrer que fk(z0, .., zv, u1, .., up, w1, .., wm) ∈ Θα1,Ω1
ζ
et de

plus :

‖fk(z0, .., zv, u1, .., up, w1, .., wm)‖α1,Ω1
ζ
≤ M

Don par propriété d'algèbre de Banah, on a z0fk(z0, .., zv, u1, .., up, w1, .., wm) ∈
Θ0
α1,Ω1

ζ

et :

‖z0fk(z0, .., zv, u1, .., up, w1, .., wm)‖α1,Ω1
ζ
≤ α1

0M
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De tout ça, on déduit que R̃k(u) est bien dé�ni et R̃k(u) ∈ Θ0
α1,Ω1

ζ

ar

z0fk(z0, .., zv, u1, .., up, w1, .., wm) ∈ Θ0
α1,Ω1

ζ
. Pour s'en rendre ompte, il su�t d'exa-

miner omment les Ai opèrent. En e�et, si h0,...,0 = 0 alors H0,..,0 = 0. Comme

‖|Ak|‖| ≤ 1
|ℜ(ak,k)|

+ 1, on a également :

‖R̃k(u)‖α1,Ω1
ζ
≤
( 1

|ℜ(ak,k)|
+ 1
)
α1
0M < α1

0

( 1

|ℜ(ak,k)|
+ 1
)
pM

∀l ∈ Jk + 1, pK l'hypothèse de réurrene nous assure que Rl(u) ∈ Θ0
α1,Ω1

ζ

et que

‖Rl(u)‖α1,Ω1
ζ
< α1

0bl. Comme ∀l ∈ Jk + 1, pK , Rl(u) ∈ Θ0
α1,Ω1

ζ

on a Ak(Rl(u)) ∈
Θ0
α1,Ω1

ζ
, don par les propriétés d'espae vetoriel de Θ0

α1,Ω1
ζ
on a bien Rk(u) ∈

Θ0
α1,Ω1

ζ

. De plus, l'inégalité triangulaire nous donne :

‖Rk(u)‖α1,Ω1
ζ
< α1

0

( 1

|ℜ(ak,k)|
+ 1
)
(pM + |ak,k+1|bk+1 + .. + |ak,p|bp) = α1

0bk

A présent, hoisissons (u, v) ∈ B‖ ‖(0, β), ave u = (u1, .., up) et v = (v1, .., vp)
Pour tout (z0, .., zv, D) ∈ B(0, α1

0)× ..×B(0, α1
v)× Ω1

ζ on a :

fk(z0, .., zv, u1, .., up, w1, .., wm)− fk(z0, .., zv, v1, .., vp, w1, .., wm)

=
∑

i0,..,iv≥0
j1,..,jp≥0

l1,..,lm≥0

a
j1,..,jp,l1,..,lm
i0,..,iv,k

zi00 ..z
iv
v [u

j1
1 ..u

jp
p − vj11 ..v

jp
p ]w

l1
1 ...w

lp
p

=
∑

i0,..,iv≥0
j1,..,jp≥0

l1,..,lm≥0

a
j1,..,jp,l1,..,lm
i0,..,iv,k

zi00 ..z
iv
v [u

j1
1 ..u

jp
p − vj11 u

j2
2 ..u

jp
p ]w

l1
1 ...w

lp
p

+
∑

i0,..,iv≥0
j1,..,jp≥0

l1,..,lm≥0

a
j1,..,jp,l1,..,lm
i0,..,iv,k

zi00 ..z
iv
v [v

j1
1 u

j2
2 ..u

jp
p − vj11 v

j2
2 u

j3
3 ..u

jp
p ]w

l1
1 ...w

lp
p

...................................

+
∑

i0,..,iv≥0
j1,..,jp≥0

l1,..,lm≥0

a
j1,..,jp,l1,..,lm
i0,..,iv,k

zi00 ..z
iv
v [v

j1
1 ..v

jp−1

p−1 u
jp
p − vj11 ..v

jp
p ]w

l1
1 ...w

lp
p

=
∑

1≤r≤p

gr(z0, .., zv, u1, .., up, v1, .., vp, w1, .., wm)
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Fixons r ∈ J1, pK .

gr(z0, .., zv, u1, .., up, v1, .., vp, w1, .., wm)

=
∑

i0,..,iv≥0
j1,..,jp≥0

l1,..,lm≥0

a
j1,..,jp,l1,..,lm
i0,..,iv,k

zi00 ..z
iv
v v

j1
1 ..v

jr−1

r−1 [u
jr
r − vjrr ]u

jr+1

r+1 ..u
jp
p w

l1
1 ...w

lp
p

= (ur − vr)
∑

i0,..,iv≥0
j1,...,,jp≥0,jr≥1

l1,..,lm≥0

a
j1,..,jp,l1,..,lm
i0,..,iv,k

zi00 ..z
iv
v v

j1
1 ..

..v
jr−1

r−1 [

jr−1
∑

l=0

ujr−1−l
r vlr]u

jr+1

r+1 ..u
jp
p w

l1
1 ...w

lp
p

= (ur − vr)g̃r(z0, .., zv, u1, .., up, v1, .., vp, w1, .., wm)

Or,

∑

i0,..,iv≥0
j1,..,,jp≥0,jr≥1

l1,..,lm≥0

|aj1,..,jp,l1,..,lmi0,..,iv,k
||z0|i0..|zv|iv |v1|j1..

..|vr−1|jr−1[

jr−1
∑

l=0

|ur|jr−1−l|vr|l]|ur+1|jr+1..|up|jp|w1|l1...|wp|lp

≤
∑

i0,..,iv≥0
j1,..,,jp≥0,jr≥1

l1,..,lm≥0

(jr)|aj1,..,jp,l1,..,lmi0,..,iv,r
||z0|i0..|zv|iv |v1|j1|v2|j2...

...|vr−1|jr−1(max(|ur|, |vr|))jr−1|ur+1|jr+1..|up|jp|w1|l1...|wp|lp ≤M

Et don en utilisant la démonstration de la proposition 3 ainsi que les inégalités

(25) on a que g̃r(z0, .., zv, u1, .., up, v1, .., vp, w1, .., wm) ∈ Bα1,Ω1
ζ
(0,M).

Ce travail peut être e�etué pour tout k ∈ J1, pK, don, en utilisant les propriétés

d'algèbre de Θα,Ω1
ζ
on a :

‖z0fk(z0, .., zv, u1, .., up, w1, .., wm)− z0fk(z0, .., zv, v1, .., vp, w1, ..., wm)‖α1,Ω1
ζ

≤ α1
0

p∑

r=1

‖ur − vr‖α1,Ω1
ζ
M ≤ α1

0pM‖u− v‖

Ainsi, on a :

‖R̃k(u)− R̃k(v)‖α1,Ω1
ζ
≤ α1

0pM
( 1

|ℜ(ak,k)|
+ 1
)
‖u− v‖

En utilisant l'hypothèse de réurrene et la norme subordonnée de Ak on a :

‖Rk(u)−Rk(v)‖α1,Ω1
ζ
≤ α1

0‖u− v‖
( 1

|ℜ(ak,k)|
+ 1
)(
pM + |ak,k+1|bk+1 + .. + |ak,p|bp

)

≤ α1
0bk‖u− v‖
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Ce qui termine la réurrene. On déduit don de la réurrene que (Θ0
α1,Ω1

ζ

)p
⋂
B‖ ‖(0, β)

est stable par R étant donné que pour tout k ∈ J1, .., pK ,α1
0bk ≤ α1

0b ≤ β

2
. De plus, R

est ontratante sur B‖ ‖(0, β) ar pour tout k ∈ J1, .., pK ,α1
0bk ≤ α1

0b ≤ 1
2
.

On peut alors utiliser le théorème du point �xe de Banah sur la suite (un)n∈N dé�nie

par réurrene par :

u0 = 0 et ∀n ∈ N, un+1 = R(un)

Il existe don v = (v1, .., vp) ∈ (Θ0
α1,Ω1

ζ
)p tel que R(v) = v. Par onstrution de R on

a don pour tout k ∈ J1, pK , vk = Rk(v) et don haque vk s'érit omme le Ak d'un élé-

ment dans Θ0
α1,Ω1

ζ
. Ainsi, d'après e qu'on a vu à l'étape 1, uk : t 7→ vk(ζ0(t), .., ζv(t), D(t))

est dérivable sur ]0, L(α1, ζ,Ω1
ζ)[. De plus, on a également que u = (u1, .., up) solution

sur ]0, L(α1, ζ,Ω1
ζ)[ de l'équation (18).

Étape 3

On �xe i ∈ J1, pK et u ∈ Θ0
α1,Ω1

ζ
de aratéristique r. On a vu à l'étape 1 dans la

onstrution des Ai que si on note v = Ai(u) alors sur Ω
1
ζ [α

1] :

1

ϕ(D)ni−1
(D2 − 1))

∂v

∂D
+

1

ϕ(D)ni+1

v∑

l=0

ξ′l(
1

ϕ(D)
)zl

∂v

∂zl
+ ai,iv = u

Si on note sur Ω1
ζ [α

1] ,u(z0, .., zv, D) =
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v hi0,..,iv(D)

et v(z0, .., zv, D) =
∑

i0,..,iv≥0

zi00 ..z
iv
v gi0,..,iv(D), par dé�nition de l'opérateur on a sur Ω1

ζ :

1

ϕ(D)ni−1
(D2 − 1)g′i0,..,iv(D) +

1

ϕ(D)ni+1

v∑

l=0

ilξ
′
l(

1

ϕ(D)
)gi0,..,iv(D)

+ ai,igi0,..,iv(D) = hi0,..,iv(D) (26)

⇒ Dg′i0,..,iv(D) +
i0D

(D2 − 1)ϕ(D)
gi0,..,iv(D)

+
[ D

ϕ(D)2(D2 − 1)

v∑

l=1

ilξ
′
l(

1

ϕ(D)
) +

ai,iDϕ(D)ni−1

D2 − 1

]
gi0,..,iv(D)

=
Dϕ(D)ni−1

D2 − 1
hi0,..,iv(D)

(27)

On dé�nit la fontion ψ0 sur I par :

ψ0(D) =
D + (D2 − 1)ϕ(D)

D(D2 − 1)ϕ(D)
si D ∈]− 1, 1[/{0} et ψ0(0) = 0

En utilisant le développement en série entière de ϕ sur ] − 1, 1[, on montre que ϕ0 est

dans S. On rappelle que pour tout l ∈ J1, vK, ∃(kl, jl) ∈ Υn tel que ζl = ekl,jl. Fixons
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l ∈ J1, vK. On rappelle que ∀t ∈]0,+∞[ :

ζl(t) = ekl,jl(t) =
e
−
α
kl,jl
kl

klt
kl

+
α
kl,jl
kl−1

(kl−1)tkl−1+...+
α
kl,jl
1
t

tα
kl,jl
0

= e
−
α
kl,jl
kl

klt
kl

+
α
kl,jl
kl−1

(kl−1)tkl−1 +...+
α
kl,jl
1
t

−α
kl,jl
0 ln(t)

Don pour tout t ∈]0,+∞[ on a :

ξ′l(t) =
αkl,jlkl

tkl+1
−
αkl,jlkl−1

tkl
− . . .− αkl,jl1

t2
− αkl,jl0

t

On réupère don pour tout D ∈ I :

ξ′l(
1

ϕ(D)
) = αkl,jlkl

ϕ(D)kl+1 − αkl,jlkl−1ϕ(D)kl − . . .− αkl,jl1 ϕ(D)2 − αkl,jl0 ϕ(D)

⇒ D

ϕ(D)2(D2 − 1)
ξ′l(

1

ϕ(D)
) =

αkl,jlkl
Dϕ(D)kl−1

D2 − 1
−
αkl,jlkl−1Dϕ(D)kl−2

D2 − 1
− . . .

− αkl,jl1 D

D2 − 1
+ αkl,jl0 − αkl,jl0 Dψ0(D) := αkl,jl0 +Dψl(D)

On remarque que ψl ∈ S et ei pour tout l ∈ J1, vK. En posant ψ = ψ0 + ... + ψv ∈ S
et α0 =

∑v

l=1 α
kl,jl
0 ≥ 0 , on réérit l'équation 26 sous la forme :

Dg′i0,..,iv(D)− (i0 − α0)gi0,...,iv(D) +Dψ(D)gi0,..,iv(D) =
Dϕ(D)ni−1

D2 − 1
hi0,..,iv(D)

On note alors ψ̃(D) =
∫ D

0
ψ(s)ds ∈ S, g̃i0,..,iv = eψ̃gi0,..,iv et �nalement h̃i0,..,iv(D) =

ϕ(D)ni−1eψ̃(D)

D2−1
hi0,..,iv(D). L'équation préédente s'érit aussi sur Ω1

ζ :

Dg̃′i0,..,iv(D)− (i0 − α0)g̃i0,..,iv(D) = Dh̃i0,..,iv(D)

Comme hi0,..,iv se prolonge en un élément de Si0 [Dln(D), .., D(Dln(D))r] et que

D 7→ ϕ(D)ni−1eψ̃(D)

D2−1
∈ S on a que h̃i0,..,iv se prolonge en un élément de

Si0[Dln(D), .., D(Dln(D))r]. On utilise alors le lemme 3 ainsi que le prolongement analy-

tique pour onlure que g̃i0,..,iv se prolonge en un élément de Si0 [Dln(D), .., D(Dln(D))r].

Et don omme e−ψ̃ ∈ S on a que gi0,..,iv se prolonge en un élément de

Si0[Dln(D), .., D(Dln(D))r]. Ce travail pouvant être e�etué pour tout (i0, .., iv) ∈
(N)v+1

, on onlut que si u est de aratéristique r alors Ai(u) est de aratéristique r.
Et ei pour tout Ai. Cependant e résultat en lui-même ne nous permet pas de onlure

quant à la aratéristique de la solution de notre équation dans le as où les w1, .., wm
sont de aratéristique r. Revenons à la suite (un)n∈N qui onverge vers la solution de

(18).On a un = (u1n, ..., u
p
n) , le raisonnement que nous venons de tenir nous permet en

e�et d'a�rmer que pour tout n ∈ N et tout l ∈ J1, pK que uln est de aratéristique

r. Il su�t pour s'en rendre ompte de ombiner la proposition 3 ave la stabilité de la

aratéristique par les Ai. Notons pour tout (z0, .., zv, D) ∈ Ω1
ζ [α

1], ∀n ∈ N , ∀lJ1, pK :

uln(z0, .., zv, D) =
∑

i0,..,iv≥0

hn,li0,...,iv(D)vl(z0, .., zv, D) =
∑

i0,..,iv≥0

gli0,...,iv(D)
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Alors, e qui va nous permettre de onlure quant à la aratéristique de v, 'est le fait
que ∀l ∈ J1, pK , ∀n ≥ i0 on ait :

hn,li0,...,iv = hi0,li0,...,iv
= gli0,...,iv

Ce résultat se démontre par réurrene sur i0. En e�et, sans faire expliitement la réur-

rene dans le détail, on remarque que le z0 plaé en fateur de tout les fi va permettre de

faire progresser le développement de v, et rang après rang dans la suite un les premiers

termes se stabilisent. A haque itération, le terme d'indie (i0, ..., iv) de Ai(z0f(z0, ., u..))
est en fait alulé à partir de termes d'indie (i′0, ..., i

′
v) ave i

′
0 ≤ i0 − 1. La propriété

aux rangs initiaux est assurée par le fait que seuls les oe�ients des fi déterminent es

termes.
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Dans la partie préédente, nous avons énoné un théorème d'existene pour les équa-

tions qui nous intéressent. Cependant, en observant de plus près es solutions, on s'aper-

çoit que ertaines dépendent d'une onstante arbitraire. Or, dans le travail préédent,

il nous est impossible de voir exatement omment es onstantes agit sur la solution.

Les paragraphes i-dessous ont pour but de ompenser e défaut (du moins pour la

dimension 1) en faisant apparaître une liaison entre es onstantes et les éléments de la

série qui forment ette solution.

8 Introdution

Cette introdution a pour but de dé�nir un problème préis en dimension 1, d'en
�xer les onditions et de le réduire au maximum. La troisième partie de ette thèse est

une analogie ave e qui a été fait dans [7℄ et [8℄ en e qui onerne les variables de la

forme tln(t),..,t(ln(t)l). En e�et, pour rappel, es variables avaient été introduites a�n

de trouver une alternative à l'impossibilité de résoudre ave des fontions analytiques

en t des équations du type :

tu′ − u = t ou enore tu′ − u = t(ln(t)l)

Le rapprohement entre e type d'équation et les équations qui nous oupent, est l'objet

de ette partie. Dans ette introdution, nous allons �xer un adre simple et préis pour

failiter la ompréhension des tehniques mises en plae. Cependant, l'adaptation des

proédés déris i-dessous dans des adres plus généraux est possible. Nous ommençons

don par dé�nir les ensembles Ni pour i ≥ 1.

Dé�nition 5. Pour i ∈ N⋆
on dira que g ∈ Ni si et seulement si ∃(n0, ..., ni−1) ∈ Nn

tel que :

∀t > 0, g(t) =
e

−1

iti

e
−ni−1

(i−1)ti−1 ....e
−n1
t tn0

Remarque 4. Pour tout i ∈ N⋆
et tout gi ∈ Ni on a gi ∈ B.

Dé�nissons, à présent, des fontions que nous utiliserons omme variables dans les

propositions suivantes. On dé�nit en e�et sur ]0,+∞[ et pour tout (k, j) ∈ Υn (n ∈ N⋆
)

les fontions ek,j par :

ek,j(t) =
e

−αkk,j

ktk

e
−αk−1

k,j

(k−1)tk−1 ....e
−α1

k,j
t tα

0
k,j

Ave ∀(k, j, i) ∈ Υn × J0, k − 1K , αik,j ∈ Q+
et ∀(k, j) ∈ Υn , αkk,j ∈ Q+⋆

. On rappelle

que Υn = {(k, j) ∈ N2
tel que k ∈ J1, nK, j ∈ J1, ψ(k)K} où ψ désigne une fontion de N⋆

dans N⋆
.

Nous étudierons dans ette partie les équations du type :

tn+1u′ + au = tf
(
t, u, (ek,j)(k,j)Υn

)

ave a ∈ Q⋆
et f analytique au voisinage de (0, .., 0) en haune de ses variables et de

plus ayant les oe�ients de son développement en (0, ..., 0) tous dans Q.
On énone alors une propriété qui nous permettra de réduire une telle équation :
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Proposition 5. Soit u solution de l'équation suivante sur V ∩]0,+∞[ (V voisinage de

0.)

tn+1u′ + au = tf(t, u, (ek,j)(k,j)∈Υn)

ave a ∈ Q⋆
et f analytique au voisinage de (0, .., 0) en haune de ses variables et de

plus les oe�ients du développement de f en (0, ..., 0) sont supposés dans Q. Alors,

quitte à réduire le voisinage V , on peut se ramener à une équation du type :

τnp+1 dv

dτ
+ rv = τ f̃(τ, v, (gip)1≤i≤n)

Ave pour tout i ∈ J1, nK, gip ∈ Nip et v(τ) = u(τ p). De plus on a r ∈ Z⋆.

Démonstration. Nous réduisons, dans un premier temps, les variables en,1, ..., en,ψ(n). En
e�et, pour tout j ∈ J1, ψ(n)K et pour tout i ∈ J0, n − 1K, αin,j ∈ Q+

et αnn,j ∈ Q+⋆
. On

peut don érire pour tout (i, j) ∈ J0, nK × J1, ψ(n)K, αin,j =
pin,j
qin,j

de telle manière que si

αin,j 6= 0 alors pin,j, q
i
n,j ∈ N⋆

et pin,j ∧ qin,j = 1 sinon on pose pin,j = 0 et qin,j = 1.
Une fois �xés es entiers naturels, on pose sn = ppcm(qnn,1n, ..., q

n
n,ψ(n)n). Par dé�ni-

tion du ppm d'entiers naturels non nuls, on sait que pour tout j ∈ J1, ψ(n)K, il existe
q̃nn,j ∈ N⋆

tel que sn = nqnn,j q̃
n
n,j .

Ave es notations on a pour tout j ∈ J1, ψ(n)K et ∀t > 0 :

en,j(t) =
e

−αnn,j
ntn

e
−αn−1

n,j

(n−1)tn−1 ....e
−α1

n,j
t tα

0
n,j

=
e

−pnn,j
qn
n,j

ntn

e

−pn−1
n,j

qn
n,j

(n−1)tn−1
....e

−p1n,j

q1
n,j

t t

p0n,j

q0
n,j

=






e
−1
sntn

e

−pn−1
n,j

pn
n,j

q̃n
n,j

qn
n,j

(n−1)tn−1
....e

−p1
n,j

pn
n,j

q̃n
n,j

q1
n,j

t t

p0
n,j

pn
n,j

q̃n
n,j

q0
n,j






pnn,j q̃
n
n,j

On e�etue alors le hangement de variables τ sn1 = t et on pose v1(τ1) = u(τ sn1 ). Après
le hangement de variables, l'équation initiale devient :

τnsn+1
1

sn

dv1
dτ1

+ av1 = τ sn1 f(τ sn1 , v1, (ek,j(τ
sn
1 ))(k,j)Υn )
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Ainsi pour tout j ∈ J1, ψ(n)K :

en,j(τ
sn
1 ) =







e
−1

snτ
snn
1

e

−pn−1
n,j

pn
n,j

q̃n
n,j

qn
n,j

(n−1)τ
(n−1)sn
1 ....e

−p1
n,j

pn
n,j

q̃n
n,j

q1
n,j

τ
sn
1 τ

snp
0
n,j

pn
n,j

q̃n
n,j

q0
n,j

1







pnn,j q̃
n
n,j

=







e
1

nsnτ
snn
1

e

−pn−1
n,j

pn
n,j

q̃n
n,j

qn
n,j

n(n−1)τ
(n−1)sn
1 ....e

−p1
n,j

pn
n,j

q̃n
n,j

q1
n,j

nτ
sn
1 τ

snp
0
n,j

npn
n,j

q̃n
n,j

q0
n,j

1







npnn,j q̃
n
n,j

On pose alors pour tout i ∈ J0, n− 1K :

nin = E

(

max
j∈J1,ψ(n)K

(
pin,jsn

qin,jp
n
n,j q̃

n
n,jn

))

+ 1 et

∀j ∈ J1, ψ(n)K, α̃in,j =

(

nin −
pi−1
n,j sn

qin,jp
n
n,j q̃

n
n,jn

)

npnn,j q̃
n
n,j ∈ Q+

Où E désigne la fontion partie entière. Finalement on a :

en,j(τ
sn
1 ) = [fn(τ

sn
1 )]np

n
n,j q̃

n
n,j e

−α̃n−1
n,j

sn(n−1)τ
sn(n−1)
1 × ....× e

−α̃1n,j

snτ
sn
1 τ

α̃0
n,j

1

Ave f̃n(t) =
e

−1
snntn

e
−nn−1

n
sn(n−1)tn−1 × ...× e

−n1n
snt tn0

n

.

Ainsi, quitte à modi�er les valeurs de ψ(1), .., ψ(n− 1), on peut ramener l'équation

à la forme suivante :

τnsn+1
1

sn

dv1
dτ1

+ av1 = τ sn1 f1(τ
sn
1 , τ

α̃0
n,1

1 , ..., τ
α̃0
n,ψ(n)

1 , v1, (ek,j(τ
sn
1 ))(k,j)∈Υn−1, fn(τ

sn
1 ))

On fait alors de même pour k = n − 1 ; e qui nous donne don en posant v2(τ2) =
v1(τ

sn−1

2 ) et toujours quitte à modi�er ψ(1), ..., ψ(n− 2) :

τ
nsnsn−1+1
2

snsn−1

dv2
dτ2

+ av2 = τ
snsn−1

2 f2(τ
snsn−1

2 , τ
α̃0
n−1,1

2 , ..., τ
α̃0
n−1,ψ(n−1)

2 , τ
sn−1α̃

0
n,1

2 , ..

..., τ
sn−1α̃

0
n,ψ(n)

2 , v2, (ek,j(τ
sn
1 ))(k,j)∈Υn−2 , f̃n−1(τ

sn−1

2 ), f̃n(τ
sn−1sn
2 ))

Ave f̃n−1(t) =
e
− −1

sn−1sn(n−1)tn−1

e
−nn−2

n−1
sn−1sn(n−2)tn−2 × ...× e

−n1
n−1

sn−1snt tn
0
n−1

.

On ontinue ainsi jusque vn(τn) = vn−1(τ
s1
n ) et l'équation :

τns1..sn+1
n

s1...sn

dvn
dτn

+ avn = τ s1...snn fn(τ
s1..sn
n , τ

α̃0
1,1

n , ..., τ
α̃0
1,ψ(1)

n , ..

..., τ
s1..sn−1α̃

0
n,1

n , ..., τ
s1..sn−1α̃

0
n,ψ(n)

n , vn, f̃1(τ
s1
n ), .., f̃n(τ

s1...sn
n ))
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Ave pour tout i ∈ J1, nK et tout t > 0 :

f̃i(t) =
e

−1

si..snit
i

e
−ni−1

i
si..sn(i−1)ti−1 × ...× e

−n1
i

si..snt tn
0
i

.

Étant donné que a ∈ Q⋆
, il existe (p̃, q) ∈ Z⋆ × N⋆

, p̃ ∧ q = 1 tel que a = p̃

q
.

Les rationnels que sont α̃0
1,1, ..., α̃

0
1,ψ(1), s1α̃

0
2,1, ..., s1α̃

0
2,ψ(2), ..., s1..snα̃

0
n,1, ..., s1..sn−1α̃

0
n,ψ(n)

peuvent être renotés de la façon suivante : β1, .., βm ave m =
∏

1≤i≤n

ψ(i). On peut alors

poser pour tout i ∈ J1, mK , βi =
wi
zi
, ave wi ∧ zi = 1 si βi 6= 0 et sinon zj = 1, wj = 0.

On pose �nalement τ = τ en ave e = ppcm(q, z1, .., zm), v(τ) = vn(τ
e) = u(τ s1...sne). Ainsi

l'équation devient :

τns1...sne+1 dv

dτ
+ p̃s1...snev = es1...snτ

s1...snefn+1(τ
s1..sne, v, τw1, ...

.., τwm , f̃1(τ
s1..sne), .., f̃n(τ

s1...sne))

Or, pour tout i ∈ J1, nK

f̃i(τ
s1..sne) =

e
−1

si..sniτ
is1..sne

e
−ni−1

i

si..sn(i−1)τ(i−1)s1...sne × ...× e
−n1

i
si..snτ

s1...sne τ s1..snen
0
i

= (gis1...sne(τ))
e

En posant pour tout t > 0 :

gis1...sne(t) =
e

−1

s1..sneit
is1...sne

e
−ni−1

i

s1...sne(i−1)t(i−1)s1...sne × ..× e
−n1

i
s1...snet

s1...sne tn
0
i si...sn

Ainsi, ∀i ∈ J1, nK, gis1...sne ∈ Nis1...sne. Et on a don le résultat pour p = s1...sne ,

r = p̃s1, .., sne et les gj mentionnés plus haut.

Nous sommes don ramenés après la proposition préédente aux équations du type :

tn+1u′ + au = tf(t, u, g1, .., gn)

Ave pour tout i ∈ J1, nK, gi ∈ Ni. Montrons dans la proposition qui suit, que l'on peut

enore réduire es équations.

Proposition 6. Les équations du type :

tn+1u′ + au = tf(t, u, g1, .., gn)

Ave pour tout i ∈ J1, nK, gi ∈ Ni, a ∈ Z⋆, n ∈ N⋆
et f analytique au voisinage de

(0, .., 0) en haune de ses variables et dont les oe�ients de son développement en

(0, .., 0) sont dans Q.

Alors ette équation peut se ramener à l'aide d'un hangement d'inonnue et variable

à :

τnp+1dw

dτ
+ a0w + a1τw + ...+ anpτ

npw = τnp+1g(τ, w, g̃1, .., g̃np)

Ave p ∈ N⋆
, a0, .., anp dans Z, les g̃i dans Ni. Où w = Pn(τ

p) + τnpu(τnp), Pn ∈ Qn[X ]
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Démonstration.

tn+1u′ + au = tf(t, u, g1(t), ..., gn(t))

= tf̃(t, u) + tg1(t)f1(t, u, g1(t), .., gn(t)) + ....+ tgn(t)fn(t, u, g1(t), .., gn(t))

On sait d'après la partie IV qu'il existe Pn ∈ Qn[X ] tel qu'en posant u = Pn(t) + tnv,
l'équation :

tn+1u′ + au = tf̃(t, u)

peut se réduire à :

tn+1v′ + av + b1tv + ... + bnt
nv = tn+1 ˜̃f(t, v)

En utilisant le même hangement d'inonnue dans l'équation qui nous intéresse, on

obtient :

tn+1v′ + av + b1tv + ...+ bnt
nv = tn+1 ˜̃f(t, v)

+ tn+1g1(t)

t2n
f1(t, Pn(t) + tnv, tn

g1(t)

t2n
, ..., tn

gn(t)

t2n
)+

....+ tn+1 gn(t)

t2n
fn(t, Pn(t) + tnv, tn

g1(t)

t2n
, ..., tn

gn(t)

t2n
)

Don, en posant ∀i ∈ J1, nK, g̃:i = t 7→ gi(t)
t2n

∈ Ni, on peut érire l'équation préédente

sous la forme :

tn+1v′ + av + b1tv + ...+ bnt
nv = tn+1g̃(t, v, g̃1, .., g̃n)

Ensuite, on érit qu'il existe (p, q) ∈ Z⋆ × N⋆
, p ∧ q = 1 tel que a = p

q
. De même,

∀i ∈ J1, nK, on peut érire bi =
pi
qi
ave (pi, qi) ∈ Z⋆×N⋆

, pi∧ qi = 1 si bi 6= 0 , ou pi = 0,

qi = 1. Il su�t ensuite de poser p = ppcm(q, q1, ..., qn) et w(τ) = v(τ p) pour obtenir le
résultat.

Dans la suite de ette partie, nous essaierons don de déterminer de manière préise

la forme des solutions d'équations du type :

tn+1u′ + a0u+ a1u+ ... + ant
nu = tn+1f(t, u, g1, .., gn)(n ≥ 1)

Ave les ai dans Z, les gi dans Ni. De plus, on supposera que f est analytique au

voisinage de (0, .., 0) en haune de ses variables et les oe�ients de son développement

en (0, .., 0) sont dans Q.

9 Dé�nitions des espaes G[t, g1, .., gj] et propriétés

Dans ette sous-setion, nous allons dé�nir des ensembles de fontions prohes de

eux de la partie II sur lesquels nous montrerons des propriétés. Ces ensembles seront

dé�nis par réurrene et serviront de support pour les solutions expliitées dans le théo-

rème qui suivra.
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9.0.6 Dé�nitions

Dé�nition 6. On dira que u ∈ G1[t] si et seulement si ∃ α > 0, a ∈ Q et Ωt un ouvert

ompatible pour t 7→ t tel que :

� u ∈ Θ0
α,Ωt

� et u = at + tv ave v ∈ Θ0
α,Ωt

Dé�nissons ensuite pour tout g1 ∈ N1 ⊂ B, l'ensemble G1[t, g1].

Dé�nition 7. Soit g1 ∈ N1, on dira que u ∈ G1[t, g1] si et seulement si ∃ α > 0,
a ∈ G1[t] et Ωt,g1 un ouvert ompatible pour (t 7→ t, g1) tel que :

� u ∈ Θ0
α,Ωt,g1

� et u = a + g1v ave v ∈ Θ0
α,Ωt,g1

Ensuite, on dé�nit par réurrene sur j les ensembles G1[t, g1, ..., gj] pour tout

(g1, .., gj) ∈ N1 × ...×Nj.

Fixons j ≥ 1 et supposons les ensembles G1[t, g1, ..., gj] bien dé�ni pour tout (g1, .., gj) ∈
N1× ...×Nj . Et dé�nissons pour tout (g1, .., gj, gj+1) ∈ N1× ...×Nj×Nj+1 les ensembles

G1[t, g1, .., gj+1].

Dé�nition 8. Soit (g1, ..., gj+1) ∈ N1 × ... × Nj+1, on dira que u ∈ G1[t, g1, ..., gj+1]
si et seulement si ∃ α > 0, a ∈ G1[t, g1, ..., gj] et Ωt,g1,...,gj+1

un ouvert ompatible pour

(t 7→ t, g1, .., gj+1) tel que :

� u ∈ Θ0
α,Ωt,g1,..,gj+1

� et u = a + gj+1v ave v ∈ Θ0
α,Ωt,g1,..,gj+1

Montrons que es ensembles ont une struture d'anneaux :

Proposition 7. (G1[t],+,×) est un anneau ommutatif. De même pour tout j ∈ N⋆
et

tout (g1, .., gj) ∈ N1 × ...×Nj on a (G1[t, g1, .., gj],+,×) anneau ommutatif.

On a également pour tout j ∈ N⋆
et tout (g1, .., gj) ∈ N1 × ..×Nj :

G1[t] ⊂ G1[t, g1] ⊂ ..... ⊂ G1[t, g1, .., gj]

Démonstration. Montrons que G1[t] possède une struture d'anneau. Soit u et v dans

G1[t] alors ∃ α1, α2 > 0, ∃ a, b ∈ Q , ∃ Ω1
t ,Ω

2
t ouverts ompatibles ave t 7→ t tel que

u ∈ Θ0
α1,Ω1

t
, v ∈ Θ0

α2,Ω2
t
et u = at + tu1,v = bt + tv1 ave u1 ∈ Θ0

α1,Ω1
t
, v1 ∈ Θ0

α2,Ω2
t
.

Ainsi on hoisissant α = min(α1, α2) et Ωt = Ω1
t ∩ Ω2

t on a u et v dans Θ0
α,Ωt . Don

par propriété d'algèbre de Θ0
α,Ωt

on a : u + v dans Θ0
α,Ωt

et uv dans Θ0
α,Ωt

. De plus

u + v = (a + b)t + t(u1 + v1) et uv = 0 + t(abt + btu1 + atv1 + tu1v1) enore une fois

les propriétés d'algèbre de Θ0
α,Ωt nous permettent d'a�rmer que u1 + v1 ∈ Θ0

α,Ωt et que

abt+btu1+atv1+tu1v1 ∈ Θ0
α,Ωt

. Ainsi nous obtenons bien 2 lois de ompositions internes.

De plus, ∀α > 0 et ∀Ωt ouvert ompatible ave t 7→ t on a 0 ∈ Θ0
α,Ωt et fait don o�e

d'élément neutre ar la fontion nulle s'érit at+ tu1 pour a = 0 et u1 la fontion nulle.

On a trivialement que pour u ∈ G1[t], −u est l'inverse de u pour l'addition. Les deux

lois sont assoiatives, ommutatives et × est distributive par + tout simplement par

ommutativité, assoiativité et distributivité des fontions à valeurs dans C.

Montrons à présent que G1[t, g1] possède une struture d'anneau pour tout g1 ∈ N1.

Soit g1 ∈ N1 et soit u et v dans G1[t, g1] alors ∃α1, α2 > 0, ∃a, b ∈ G1[t] , ∃Ω1
t,g1
,Ω2

t,g1
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ouverts ompatibles ave (t 7→ t, g1) tel que u ∈ Θ0
α1,Ω1

t,g1

, v ∈ Θ0
α2,Ω2

t,g1

et u = a+g1u1,v =

b + g1v1 ave u1 ∈ Θ0
α1,Ω1

t,g1

, v1 ∈ Θ0
α2,Ω2

t,g1

. Étant donné que a ∈ G1[t], ∃α3 > 0 et Ω3
t

ouvert ompatible pour t 7→ t tel que a ∈ Θα3,Ω3
t
, de même b ∈ G1[t], ∃α4 > 0 et Ω4

t ouvert

ompatible pour t 7→ t tel que b ∈ Θα4,Ω4
t
. Ainsi, on hoisissant α = min(α1, α2, α3, α4) et

Ωt,g1 = Ω1
t,g1

∩Ω2
t,g1

∩Ω3
t ∩Ω4

t on a u, v, a et b dans Θ0
α,Ωt,g1

. Don, par propriété d'algèbre

de Θ0
α,Ωt,g1

on a : u+v dans Θ0
α,Ωt,g1

et uv dans Θ0
α,Ωt,g1

. De plus, u+v = (a+b)+g1(u1+v1)

et uv = ab + g1(bu1 + av1 + g1u1v1) enore une fois les propriétés d'algèbre de Θ0
α,Ωt,g1

nous permettent d'a�rmer que u1 + v1 ∈ Θ0
α,Ωt et que bu1 + av1 + u1v1 ∈ Θ0

α,Ωt,g1
.

Ainsi, nous obtenons bien 2 lois de ompositions internes. De plus, ∀α > 0 et ∀Ωt,g1
ouvert ompatible ave (t 7→ t, g1) on a 0 ∈ Θ0

α,Ωt,g1
qui fait don o�e d'élément

neutre, ar la fontion nulle s'érit a + g1u1 pour a = 0 et u1 la fontion nulle. On

a trivialement que pour u ∈ G1[t, g1], −u est l'inverse de u pour l'addition. Les deux

lois sont assoiatives, ommutatives et × est distributive par + tout simplement par

ommutativité, assoiativité et distributivité des fontions à valeurs dans C.

Montrons à présent pour j ≥ 2 que G1[t, g1, ..., gj], possède une struture d'anneau

pour tout (g1, .., gj) ∈ N1 × ... × Nj . Soit (g1, .., gj) ∈ N1 × .. × Nj et soit u et v dans

G1[t, g1, ...., gj] alors ∃α1, α2 > 0, ∃a, b ∈ G1[t, g1, .., gj−1], ∃Ω1
t,g1,..,gj

,Ω2
t,g1,..,gj

ouverts

ompatibles ave (t 7→ t, g1, .., gj) tel que u ∈ Θ0
α1,Ω1

t,g1,..,gj

, v ∈ Θ0
α2,Ω2

t,g1,..,gj

et u =

a + gju1,v = b + gjv1 ave u1 ∈ Θ0
α1,Ω1

t,g1,..,gj

, v1 ∈ Θ0
α2,Ω2

t,g1,..,gj

. Etant donné que a ∈
G1[t, g1, .., gj−1], ∃α3 > 0 et Ω3

t,g1,..,gj−1
ouvert ompatible pour (t 7→ t, g1, .., gj−1) tel

que a ∈ Θα3,Ω3
t,g1,..,gj−1

, de même b ∈ G1[t, g1, .., gj−1], ∃α4 > 0 et Ω4
t,g1,..,gj−1

ouvert

ompatible pour (t 7→ t, g1, ..., gj−1) tel que b ∈ Θα4,Ω4
t,g1,...,gj−1

. Ainsi on hoisissant

α = min(α1, α2, α3, α4) et Ωt,g1,..,gj = Ω1
t,g1,..,gj

∩ Ω2
t,g1,..,gj

∩ Ω3
t,g1,..,gj−1

∩ Ω4
t,g1,..,gj−1

on a

u, v, a et b dans Θ0
α,Ωt,g1,...,gj

. Don par propriété d'algèbre de Θ0
α,Ωt,g1,..,gj

on a : u + v

dans Θ0
α,Ωt,g1,...,gj

et uv dans Θ0
α,Ωt,g1,...,gj

. De plus u + v = (a + b) + g1(u1 + v1) et

uv = ab + g1(bu1 + av1 + g1u1v1) enore une fois les propriétés d'algèbre de Θ0
α,Ωt,g1,..,gj

nous permettent d'a�rmer que u1 + v1 ∈ Θ0
α,Ωt et que bu1 + av1 + u1v1 ∈ Θ0

α,Ωt,g1,..,gj
.

Ainsi nous obtenons bien 2 lois de ompositions internes. De plus ∀α > 0 et ∀Ωt,g1,..,gj
ouvert ompatible ave (t 7→ t, g1, .., gj) on a 0 ∈ Θ0

α,Ωt,g1,..,gj
qui fait don o�e d'élément

neutre, ar la fontion nulle s'érit a + g1u1 pour a = 0 et u1 la fontion nulle. On a

trivialement que pour u ∈ G1[t, g1, .., gj], −u est l'inverse de u pour l'addition. Les deux

lois sont assoiatives, ommutatives et × est distributive par + tout simplement par

ommutativité, assoiativité et distributivité des fontions à valeurs dans C.

Soit g1 ∈ N1 alors montrons G1[t] ⊂ G1[t, g1]. Soit u ∈ G1[t] alors il existe α > 0
et Ωt un ouvert ompatible ave t 7→ t tel que u ∈ Θ0

α,Ωt . Il su�t alors de noter Ωt,g1
l'intersetion de Ωt ave un ouvert ompatible ave (t 7→ t, g1) pour obtenir que u ∈
Θ0
α,Ωt,g1

, de plus u = u+ g1.0 don u ∈ G1[t, g1] et e raisonnement peut être tenu pour

tout g1 ∈ N1. De même soit (g1, .., gj) ∈ N1 × .. ×Nj (j ≥ 2). Montrons que pour tout

k ∈ J1, j− 1K on a : G1[t, g1, .., gk] ⊂ G1[g1, .., gk+1]. Soit u ∈ G1[t, g1, .., gk] alors il existe
α > 0 et Ωt,g1,..,gk un ouvert ompatible ave (t 7→ t, g1, .., gk) tel que u ∈ Θ0

α,Ωt,g1,..,gk
,

il su�t alors de noter Ωt,g1,..,gk+1
l'intersetion de Ωt,g1,..,gk ave un ouvert ompatible

de (t 7→ t, g1, .., gk+1) pour obtenir que u ∈ Θ0
α,Ωt,g1,..,gk+1

, de plus u = u + gk+1.0 don

u ∈ G1[t, g1, .., gk+1] et e raisonnement peut être tenu pour tout k ∈ J1, j − 1K.
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Dé�nissons à présent par réurrene sur k ∈ N⋆
, les ensembles Gk[t] et Gk[t, g1, .., gj]

pour tout j ≥ 1 et (g1, .., gj) ∈ N1 × ..×Nj .

Supposons don bien dé�nit les ensembles Gk[t] et Gk[t, g1, .., gj] pour tout j ≥ 1 et

(g1, .., gj) ∈ N1 × .. × Nj . Et dé�nissons les ensembles G
k+1[t] et Gk+1[t, g1, .., gj] pour

tout j ≥ 1 et (g1, .., gj) ∈ N1 × ..×Nj

Dé�nition 9. On dira que u ∈ Gk+1[t] si et seulement si ∃α > 0, a ∈ Q et Ωt un ouvert

ompatible pour t 7→ t tel que :

� u ∈ Θ0
α,Ωt

� et u = at + tv ave v ∈ Gk[t]

Dé�nissons ensuite pour tout g1 ∈ N1 ⊂ B, l'ensemble Gk+1[t, g1].

Dé�nition 10. Soit g1 ∈ N1, on dira que u ∈ Gk+1[t, g1] si et seulement si ∃α > 0,
a ∈ Gk+1[t] et Ωt,g1 un ouvert ompatible pour (t 7→ t, g1) tel que :

� u ∈ Θ0
α,Ωt,g1

� et u = a + g1v ave v ∈ Gk[t, g1]

Ensuite, on dé�nit par réurrene sur j les ensembles G1[t, g1, ..., gj] pour tout

(g1, .., gj) ∈ N1 × ...×Nj.

Fixons j ≥ 1 et supposons les ensembles Gk+1[t, g1, ..., gj] bien dé�nis pour tout

(g1, .., gj) ∈ N1 × ... × Nj. Dé�nissons pour tout (g1, .., gj, gj+1) ∈ N1 × ...× Nj × Nj+1

les ensembles Gk+1[t, g1, .., gj+1].

Dé�nition 11. Soit (g1, ..., gj+1) ∈ N1 × ...×Nj+1, on dira que u ∈ Gk+1[t, g1, ..., gj+1]
si et seulement si ∃α > 0, a ∈ Gk+1[t, g1, ..., gj] et Ωt,g1,...,gj+1

un ouvert ompatible pour

(t 7→ t, g1, .., gj+1) tel que :

� u ∈ Θ0
α,Ωt,g1,..,gj+1

� et u = a + gj+1v ave v ∈ Gk[t, g1, .., gj+1]

Montrons que les Gk[t, g1, .., gj] et les G
k[t] ont des strutures d'anneaux.

Proposition 8. ∀k ∈ N⋆
, ∀j ∈ N⋆

et ∀(g1, .., gj) ∈ N1 × ... × Nj on a les ensembles

Gk[t] et Gk[t, g1, .., gj] qui possèdent une struture d'anneau. On a de plus que :

Gk[t] ⊂ Gk[t, g1] ⊂ .... ⊂ Gk[t, g1, ..., gj]

et Gk+1[t] ⊂ Gk[t], Gk+1[t, g1] ⊂ Gk[t, g1], ..., G
k+1[t, g1, .., gj] ⊂ Gk[t, g1, .., gj]

Remarque 5. Les inlusions de la proposition sont omprises à injetion près. Par

exemple, la fontion (t, D) 7→ t ∈ Gk[t] et don (t, g1, D) 7→ t ∈ Gk[t, g1].

Démonstration. On montre le résultat par réurrene sur k ≥ 1. A savoir, que Gk[t],
Gk[t, g1, .., gj] possède des strutures d'anneaux pour tout (g1, .., gj) ∈ N1 × .. × Nj et

que de plus :

Gk[t] ⊂ Gk[t, g1] ⊂ .... ⊂ Gk[t, g1, ..., gj]

et Gk+1[t] ⊂ Gk[t], Gk+1[t, g1] ⊂ Gk[t, g1], ..., G
k+1[t, g1, .., gj] ⊂ Gk[t, g1, .., gj]
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Le rang initial a déjà été traité en partie dans la proposition qui préède. Il reste à

montrer que :

G2[t] ⊂ G1[t], G2[t, g1] ⊂ G1[t, g1], ..., G
2[t, g1, .., gj] ⊂ G1[t, g1, .., gj]

Soit u ∈ G2[t] don ∃α1 > 0, ∃Ω1 un ouvert ompatible ave t 7→ t tel que u ∈ Θ0
α1,Ω1

et de plus il existe a ∈ Q et u1 ∈ G1[t] tel que : u = at + tu1. Comme u1 ∈ G1[t],
il existe α > 0 et Ω un ouvert ompatible ave t 7→ t tel que u1 ∈ Θ0

α,Ω. Don

u, u1 ∈ Θmin(α1,α)0,Ω1∩Ω et �nalement u ∈ G1[t]. Ce travail étant reondutible pour

tout u ∈ G2[t] on a G2[t] ⊂ G1[t]

Soit u ∈ G2[t, g1] don ∃α1 > 0, ∃Ω1 un ouvert ompatible ave (t 7→ t, g1) tel que
u ∈ Θ0

α1,Ω1
et de plus il existe a ∈ G2[t] et u1 ∈ G1[t, g1] tel que : u = at + tu1. Comme

u1 ∈ G1[t, g1], il existe α > 0 et Ω un ouvert ompatible ave (t 7→ t, g1) tel que u1 ∈ Θ0
α,Ω.

En utilisant que G2[t] ⊂ G1[t], on obtient a ∈ G1[t]. Don u, u1 ∈ Θ0
min(α1,α),Ω1∩Ω

et �-

nalement u ∈ G1[t, g1]. Ce travail étant reondutible pour tout u ∈ G2[t, g1] on a

G2[t, g1] ⊂ G1[t, g1]
On montre alors les autres inlusions par réurrene en s'appuyant sur le même prinipe.

La propriété est alors vraie au rang 1.

Supposons don la propriété vraie aux rangs inférieurs à k et montrons la au rang

k + 1.

Commençons déjà par montrer que :

Gk+1[t] ⊂ Gk[t], Gk+1[t, g1] ⊂ Gk[t, g1], ..., G
k+1[t, g1, .., gj] ⊂ Gk[t, g1, .., gj]

Et pour ça, nous montrons d'abord que pour c ∈ Q, on a (t, D) 7→ ct ∈ Gk[t].
Il est faile de voir que pour tout α0 > 0 et Ω0

t ouvert ompatible ave t 7→ t on a

(t, D) 7→ ct ∈ Θ0
α0,Ω0

t
, de plus ct = ct + t.0 ave 0 ∈ Gk−1[t] (si k ≥ 2) ar anneau,

sinon 0 ∈ Θ0
α0,Ω0

t
ar Θ0

α0,Ω0
t
algèbre. On onlut don que pour tout c ∈ Q, on a

(t, D) 7→ ct ∈ Gk[t].
Ce résultat sera utilisé dans les lignes qui vont suivre.

Montrons que Gk+1[t] ⊂ Gk[t] :
Soit u ∈ Gk+1[t] alors on a par dé�nition le fait qu'il existe α > 0 et Ωt un ouvert

ompatible ave t 7→ t tel que u ∈ Θ0
α,Ωt . De plus, il existe a ∈ Q et u1 ∈ Gk[t] tel que

u = at + tu1. Comme t 7→ at, t 7→ t et u1 sont dans G
k[t], on a par propriété d'algèbre

de Gk[t](hypothèse de réurrene) que u ∈ Gk[t]. Ce travail pouvant être fait pour tout
u ∈ Gk+1[t], on a Gk+1[t] ⊂ Gk[t].
Maintenant, montrons Gk+1[t, g1] ⊂ Gk[t, g1] pour tout g1 ∈ N1. Soit g1 ∈ N1. Et soit

u ∈ Gk+1[t, g1]. On a alors par dé�nition qu'il existe α > 0 et Ωt,g1 un ouvert ompatible

ave (t 7→ t, g1) tel que u ∈ Θ0
α,Ωt,g1

. De plus, ∃a ∈ Gk+1[t] et u1 ∈ Gk[t, g1] tel que

u = a + g1u1. On a vu préédemment que Gk+1[t] ⊂ Gk[t] don a ∈ Gk[t]. De plus,

u1 ∈ Gk[t, g1] don en utilisant l'hypothèse de réurrene si k ≥ 2 on a u1 ∈ Gk−1[t, g1]
e qui nous donne u ∈ Gk[t, g1]. Si par ontre k = 1, alors il existe α0 > 0 et Ω0

t,g1
ouvert

ompatible ave (t 7→ t, g1) tel que u1 ∈ Θ0
α0,Ω0

t,g1

. Pour obtenir que u est dans G1[t, g1]

il su�t de remarquer que u et u1 sont dans Θ
0
min(α,α0),Ωt,g1∩Ω

0
t,g1

.
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Il ne nous reste plus qu'à montrer que pour (g1, .., gj) ∈ N1×...×Nj on aG
k+1[g1, .., gj] ⊂

Gk[g1, .., gj]. Nous le montrons par réurrene sur j ≥ 1.

La propriété au rang 1 a été démontrée juste au dessus.

Supposons don la propriété vraie pour les rangs inférieurs à j ≥ 1 et montrons la

pour j + 1. On se munit don de (g1, .., gj+1) ∈ N1 × ... × Nj+1, il nous faut montrer

que Gk+1[t, g1, .., gj+1] ⊂ Gk[t, g1, .., gj+1]. Soit u ∈ Gk+1[t, g1, .., gj+1]. Alors, par dé�-
nition, il existe α > 0 et Ωt,g1,..,gj+1

un ouvert ompatible ave (t 7→ t, g1, .., gj+1) tel

que u ∈ Θ0
α,Ωt,g1,..,gj+1

. De plus, il existe a ∈ Gk+1[t, g1, ..., gj] et u1 ∈ Gk[t, g1, .., gj+1]

tel que u = a + gj+1u1. Or, si a ∈ Gk+1[t, g1, .., gj], on a aussi a ∈ Gk[t, g1, .., gj]
d'après l'hypothèse de réurrene. De plus, u1 ∈ Gk[t, g1, .., gj+1] ⊂ Gk−1[t, g1, .., gj+1]
(pour k ≥ 2), e qui donne u ∈ Gk[t, g1, .., gj+1]. Si par ontre k = 1 alors le fait

que u1 ∈ G1[t, g1, .., gj+1] implique l'existene de α0 > 0 et Ω0
t,g1,..,gj+1

un ouvert om-

patible ave (t, g1, .., gj+1) tel que u1 ∈ Θ0
α0,Ω0

t,g1,..,gj+1

. Il su�t alors de remarquer que

u, u1 ∈ Θmin(α0,α),Ωt,g1,..,gj+1∩Ω
0
t,g1,..,gj+1

pour onlure que u ∈ Gk[t, g1, .., gj+1].

Fixons (g1, ..., gj) ∈ N1 × .. × Nj. Soit u ∈ Gk+1[t] alors ∃α > 0 et ∃Ωt un ouvert

ompatible ave t 7→ t tel que u ∈ Θ0
α,Ωt. Prenons alors Ωt,g1 un ouvert ompatible ave

(t 7→, g1) inlus dans Ωt (il su�t de prendre l'intersetion d'un ouvert ompatible quel-

onque et de Ωt). Alors on a, à injetion près u ∈ Θ0
α,Ωt

. De plus, ∃a ∈ Q et u1 ∈ Gk[t]
tel que u = at + tu1. Comme u1 ∈ Gk[t], on a aussi par hypothèse de réurrene que

u1 ∈ Gk[t, g1], e qui nous donne que u ∈ Gk+1[t,g1]. Conlusion : Gk+1[t] ⊂ Gk+1[t, g1].

Soit u ∈ Gk+1[t] alors ∃α > 0 et ∃Ωt un ouvert ompatible ave t 7→ t tel que
u ∈ Θ0

α,Ωt . Prenons alors Ωt,g1 un ouvert ompatible ave (t 7→ t, g1) inlus dans Ωt (il
su�t de prendre l'intersetion d'un ouvert ompatible quelonque de (t 7→ t, g1) et de
Ωt). De plus ∃a ∈ Q et u1 ∈ Gk[t] tel que u = at + tu1. Comme u1 ∈ Gk[t] on a don

tu1 = 0.t+ tu1 ∈ Gk+1[t]. De plus, at = at+ t.0 ∈ Gk+1[t]. La somme de 2 éléments dans

Gk+1[t] est dans Gk+1[t]. Cei sera montré plus bas par réurrene sans auun lien ave

les inlusions reherhées. Ainsi u = u+ g1.0 ∈ Gk+1[t, g1].

Soit g1 ∈ N1. Soit u ∈ Gk+1[t, g1] alors ∃α > 0 et ∃Ωt,g1 un ouvert ompatible

ave (t 7→ t, g1) tel que u ∈ Θ0
α,Ωt,g1

. Prenons alors Ωt,g1,g2 un ouvert ompatible

ave (t 7→ t, g1, g2) inlus dans Ωt,g1 (il su�t de prendre l'intersetion d'un ouvert

ompatible quelonque et de Ωt,g1). De plus, ∃a ∈ Gk+1[t] et u1 ∈ Gk[t, g1] tel que
u = a + g1u1. Comme u1 ∈ Gk[t, g1] on a don g1u1 = 0 + g1u1 ∈ Gk+1[t, g1]. De plus,

a ∈ Gk+1[t] ⊂ Gk+1[t, g1] (montré dans le paragraphe préédent). La somme de 2 élé-

ments dans Gk+1[t, g1] est dans Gk+1[t, g1]. Cei sera montré plus bas par réurrene

sans auun lien ave les inlusions reherhées. Ainsi u = u+ g2.0 ∈ Gk+1[t, g1, g2].

A présent, supposons que la propriété soit vraie pour tous les rangs inférieurs à r
(2 ≤ r ≤ j) 'est à dire :

Gk+1[t] ⊂ Gk+1[t, g1] ⊂ .... ⊂ Gk+1[t, g1, .., gr−1] ⊂ Gk+1[t, g1, .., gr]

Soit u ∈ Gk+1[t, g1, ..., gr] (1 ≤ r ≤ j−1) ∃α > 0 et ∃Ωt,g1,..,gr un ouvert ompatible ave

(t 7→ t, g1, .., gr) tel que u ∈ Θ0
α,Ωt,g1,..,gr

. Prenons alors Ωt,g1,...,gr+1 un ouvert ompatible
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ave (t 7→ t, g1, .., gr+1) inlus dans Ωt,g1,..,gr (il su�t de prendre l'intersetion d'un ouvert

ompatible quelonque et de Ωt,g1,..,gr). Alors on a, à injetion près u ∈ Θ0
α,Ωt,g1,..,gr+1

.

De plus ∃a ∈ Gk+1[t, g1, .., gr−1]( r ≥ 2) et u1 ∈ Gk[t, g1, .., gr] tel que u = a + gru1.
Comme u1 ∈ Gk[t, g1, .., gr] on a don gru1 = 0 + gru1 ∈ Gk+1[t, g1, .., gr]. De plus

a ∈ Gk+1[t, g1, .., gr−1] ⊂ Gk+1[t, g1, ..., gr]. La somme de 2 éléments dans Gk+1[t, g1, .., gr]
est dans Gk+1[t, g1, .., gr]. Cei sera montré plus bas par réurrene sans auun lien ave

les inlusions reherhées. Ainsi u = u+ gr+1.0 ∈ Gk+1[t, g1, .., gr+1].

Montrons maintenant que Gk+1[t] possède une struture d'anneau. Comme Gk+1[t] ⊂
Gk[t] nous allons montrer queGk+1[t] est un sous anneau deGk[t]. Soit u et v dansGk+1[t]
alors ∃α1, α2 > 0, ∃a, b ∈ Q , ∃Ω1

t ,Ω
2
t ouverts ompatibles ave t 7→ t tel que u ∈ Θ0

α1,Ω1
t
,

v ∈ Θ0
α2,Ω2

t
et u = at + tu1,v = bt + tv1 ave u1 ∈ Gk[t], v1 ∈ Gk[t].

Ainsi, en hoisissant α = min(α1, α2) et Ωt = Ω1
t ∩ Ω2

t on a u et v dans Θ0
α,Ωt .

Don par propriété d'algèbre de Θ0
α,Ωt on a : u + v dans Θ0

α,Ωt et uv dans Θ0
α,Ωt . Don

u − v = (a − b)t + t(u1 − v1). Ainsi a − b ∈ Q et u1 − v1 ∈ Gk[t] par utilisation de

l'hypothèse de réurrene sur k.
De même on a uv = 0t + t(abt + btu1 + atv1 + tu1v1). 0 ∈ Q et en utilisant le fait que

(t, D) 7→ ct ∈ Gk[t] (∀c ∈ Q) ave l'hypothèse de réurrene sur k (à savoir Gk[t] possède
une struture d'anneau) on réupère le fait que abt+ atv1 + btu1 + tu1v1 ∈ Gk[t]. Ainsi,
uv ∈ Gk+1[t]. Et �nalement Gk+1[t] possède bien une struture d'anneau.

Nous allons montrer par réurrene sur j ≥ 1 que pour tout (g1, .., gj) ∈ N1× ..×Nj ,

que Gk+1[t, g1, .., gj] possède une struture d'anneau.

� Montrons la propriété au rang initial. Soit g1 ∈ N1, pour montrer que Gk+1[t, g1]
possède une struture d'anneau nous allons montrer que Gk+1[t, g1] est un sous-

anneaux de Gk[t, g1]. Soit u et v dans G1[t, g1] alors ∃α1, α2 > 0, ∃a, b ∈ Gk+1[t] ,
∃Ω1

t,g1
,Ω2

t,g1
ouverts ompatibles ave (t 7→ t, g1) tel que u ∈ Θ0

α1,Ω1
t,g1

, v ∈ Θ0
α2,Ω2

t,g1

et u = a + g1u1,v = b + g1v1 ave u1 ∈ Gk[t, g1], v1 ∈ Gk[t, g1]. Étant donné que

a ∈ Gk+1[t], ∃α3 > 0 et Ω3
t ouvert ompatible pour t 7→ t tel que a ∈ Θ0

α3,Ω3
t
, de

même b ∈ Gk+1[t], ∃α4 > 0 et Ω4
t ouvert ompatible pour t 7→ t tel que b ∈ Θ0

α4,Ω4
t
.

Ainsi on hoisissant α = min(α1, α2, α3, α4) et Ωt,g1 = Ω1
t,g1

∩ Ω2
t,g1

∩ Ω3
t ,Ω

4
t on a

u, v, a et b dans Θ0
α,Ωt,g1

. Don par propriété d'algèbre de Θ0
α,Ωt,g1

on a : u+ v dans

Θ0
α,Ωt,g1

et uv dans Θ0
α,Ωt,g1

.

Dans un premier temps on a u − v = (a − b) + g1(u1 − v1), or d'après l'hy-

pothèse de réurrene on a Gk[t, g1] qui possède une struture d'anneau don

u1 − v1 ∈ Gk[t, g1]. De plus, a, b ∈ Gk+1[t] et il a été montré que Gk+1[t] a une

struture d'anneau, don a − b ∈ Gk+1[t].Ce qui mène à u + v ∈ Gk+1[t, g1].
Dans un seond temps uv = ab+g1(bu1+av1+g1u1v1). On utilise de nouveau que

a, b ∈ Gk+1[t] et la struture d'anneau de Gk+1[t] pour en déduire que ab ∈ Gk+1[t].
Ensuite a ∈ Gk+1[t] ⊂ Gk[t] ⊂ Gk[t, g1] de même pour b don en utilisant la stru-

ture d'anneau de Gk[t, g1] on a bu1 + av1 + g1u1v1 ∈ Gk[t, g1]. Ce qui �nalement

implique uv ∈ Gk+1[t, g1]
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� Supposons don la propriété vraie pour les rangs inférieurs à j ≥ 1 et montrons la

au rang j + 1.
Soit (g1, .., gj+1) ∈ N1 × .. × Nj+1. Montrons que Gk+1[t, g1, .., gj+1] est un sous

anneau de Gk[t, g1, .., gj+1]. Soit u et v dans Gk+1[t, g1, ...., gj+1] alors ∃α1, α2 > 0,
∃a, b ∈ Gk+1[t, g1, .., gj] , ∃Ω1

t,g1,..,gj+1
,Ω2

t,g1,..,gj+1
ouverts ompatibles ave (t 7→

t, g1, .., gj+1) tel que u ∈ Θ0
α1,Ω1

t,g1,..,gj+1

, v ∈ Θ0
α2,Ω2

t,g1,..,gj+1

et u = a + gj+1u1,v =

b + gj+1v1 ave u1 ∈ Gk[t, g1, .., gj+1], v1 ∈ Gk[t, g1, .., gj+1]. Étant donné que

a ∈ Gk+1[t, g1, .., gj], ∃α3 > 0 et Ω3
t,g1,..,gj

ouvert ompatible pour (t 7→ t, g1, .., gj)

tel que a ∈ Θα3,Ω3
t,g1,..,gj

, de même b ∈ Gk+1[t, g1, .., gj], ∃α4 > 0 et Ω4
t,g1,..,gj

un ou-

vert ompatible pour (t 7→ t, g1, ..., gj) tel que b ∈ Θα4,Ω4
t,g1,...,gj

. Ainsi, en hoisissant

α = min(α1, α2, α3, α4) et Ωt,g1,..,gj+1
= Ω1

t,g1,..,gj+1
∩Ω2

t,g1,..,gj+1
∩Ω3

t,g1,..,gj
∩Ω4

t,g1,..,gj

on a u, v, a et b dans Θ0
α,Ωt,g1,...,gj+1

. Don, par propriété d'algèbre de Θ0
α,Ωt,g1,..,gj+1

on a : u+ v dans Θ0
α,Ωt,g1,...,gj

et uv dans Θ0
α,Ωt,g1,...,gj

.

Dans un premier temps, on a u − v = (a − b) + gj+1(u1 − v1), or d'après l'hy-

pothèse de réurrene on a Gk[t, g1, .., gj+1] qui possède une struture d'anneau

don u1 − v1 ∈ Gk[t, g1, .., gj+1]. De plus, a, b ∈ Gk+1[t, g1, .., gj] et il a été mon-

tré que Gk+1[t, g1, .., gj] a une struture d'anneau, don a − b ∈ Gk+1[t]. Ce qui

mène à u + v ∈ Gk+1[t, g1, .., gj+1]. Dans un seond temps, uv = ab + gj+1(bu1 +
av1 + gj+1u1v1). On utilise de nouveau a, b ∈ Gk+1[t, g1, .., gj] et la struture

d'anneau de Gk+1[t, g1, .., gj] pour en déduire que ab ∈ Gk+1[t, g1, .., gj]. Ensuite,
a ∈ Gk+1[t, g1, .., gj] ⊂ Gk[t, g1, .., gj] ⊂ Gk[t, g1, .., gj+1] de même pour b don en

utilisant la struture d'anneau de Gk[t, g1, .., gj+1] on a bu1 + av1 + gj+1u1v1 ∈
Gk[t, g1, ..., gj+1]. Ce qui �nalement implique uv ∈ Gk+1[t, g1, .., gj+1]

On termine par la dé�nition suivante :

Dé�nition 12. On dé�nit G[t] =
⋂

k≥1

Gk[t] et de même pour tout j ≥ 1 et tout

(g1, .., gj) ∈ N1 × ..×Nj on dé�nit :

G[t, g1, .., gj] =
⋂

k≥1

Gk[t, g1, .., gj]

Corollaire 1. Les espaes G[t] et G[t, g1, .., gj] ave (g1, .., gj) ∈ N1 × ..×Nj possèdent

des strutures d'anneaux. De plus on a les inlusions suivantes :

G[t] ⊂ G[t, g1] ⊂ G[t, g1, g2] ⊂ ... ⊂ G[t, g1, .., gj−1] ⊂ G[t, g1, .., gj]

Démonstration. Le résultat s'obtient rapidement en onstatant que l'intersetion quel-

onque de sous-anneau est un sous-anneau. En e�et, les Gk[t] (pour k ≥ 2) sont tous
des sous-anneaux de G1[t]. De même, les Gk[t, g1, .., gj] (pour k ≥ 2) sont tous des sous-
anneaux de G1[t, g1, .., gj]. Les inlusions se déduisent de la proposition qui préède.

Présentons des propriétés sur es ensembles G[t] et G[t, g1, .., gj]

Nous dé�nissons également des type d'équations.
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Dé�nition 13. On dira que u véri�e une équation de type F0 si et seulement s'il existe

une fontion f analytique au voisinage de (0, .., 0) en haune de ses variables et dont

les oe�ients de son développement en (0, .., 0) sont dans Q, il existe un entier n ≥ 2,
a ∈ Q⋆

, v1, .., vm ∈ G[t] tel que u véri�e l'équation :

tnu′ + au = tf(t, u, w1, .., wm)

Ave sur ]0,+∞[∩V (V un voisinage de 0) : w1(t) = v1(t, D(t)),...,wm(t) = vm(t, D(t)).

De même on dé�nit :

Dé�nition 14. Soit (g1, .., gj) ∈ N1× ..×Nj . On dira que u véri�e une équation de type

Fj [g1, .., gj] si et seulement s'il existe une fontion f analytique au voisinage de (0, .., 0)
en haune de ses variables et dont les oe�ients de son développement en (0, .., 0) sont
dans Q, il existe un entier n ≥ j + 2, a ∈ Q⋆

, v1, .., vm ∈ G[t, g1, .., gj] tel que u véri�e

l'équation :

tnu′ + au = tf(t, g1, .., gj, u, w1, .., wm)

On a sur ]0,+∞[∩V (V un voisinage de 0) les égalités :

w1(t) = v1(t, g1(t), .., gj(t), D(t)), ..., wm(t) = vm(t, g1(t), .., gj(t), D(t)).

9.1 Propriétés des ensembles G[t], G[t, g1, .., gj]

Énonçons une première propriété des ensembles dé�nis préédemment.

Proposition 9. Pour tout u ∈ G[t], il existe a ∈ Q et v ∈ G[t] tel que :

u = at+ tv

Et pour tout g1 ∈ N1 et tout u ∈ G[t, g1], il existe a ∈ G[t] et v ∈ G[t, g1] tel que :

u = a+ g1v

Et pour tout (g1, ..., gj) ∈ N1×..×Nj et tout u ∈ G[t, g1, .., gj], il existe a ∈ G[t, g1, .., gj−1]
et v ∈ G[t, g1, .., gj] tel que :

u = a + gjv

Démonstration. Soit u ∈ G[t]. Comme u ∈ G[t] =
⋂

i≥1

Gi[t], on a que u ∈ G1[t]. Don, il

existe α1 > 0, Ω1
t un ouvert ompatible ave t 7→ t tel que u ∈ Θ0

α1,Ω1
t
. De plus, il existe

a1 ∈ Q et v1 ∈ Θ0
α1,Ω1

t
tel que :

u = a1t+ tv1

Nous allons montrer que v1 ∈ G[t].
Soit k ≥ 2. On a u ∈ G[t] =

⋂

i≥1

Gi[t], don u ∈ Gk[t]. Cela signi�e qu'il existe αk > 0,
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Ωkt un ouvert ompatible ave t 7→ t tel que : u ∈ Θ0
αk,Ω

k
t
. De plus, il existe ak ∈ Q et

vk ∈ Gk−1[t] tel que :

u = akt+ tvk

Comme vk ∈ Gk−1[t], ∃α̃k > 0, ∃Ω̃kt un ouvert ompatible ave t 7→ t tel que vk ∈ Θ0
α̃k,Ω̃

k
t

.

On sait que a1t+ tv1 = akt + tvk don pour tout t ∈]0, min(αk, α̃k, α1)[ on a :

a1 + v1 = ak + vk

Or (v1, vk) ∈ (Θ0
min(α1,αk,α̃k),Ω

1
t∩Ω̃

k
t ∩Ω

k
t

)2, don par passage à la limite quand t → 0, on a

a1 = ak. Cei implique que tv1 = tvk pour tout t ∈]0, min(α1, αk, α̃k)[, don par prolon-
gement analytique on a : v1 = vk. Ainsi, v1 ∈ Gk−1[t]. Ce travail peut être fait pour tout
k ≥ 2, don v1 ∈ G[t].

Soit u ∈ G[t, g1]. Comme u ∈ G[t, g1] =
⋂

i≥1

Gi[t, g1], on a que u ∈ G1[t, g1]. Don, il

existe α1 > 0, Ω1
t,g1

un ouvert ompatible ave (t 7→ t, g1) tel que u ∈ Θ0
α1,Ω1

t,g1

. De plus,

il existe a1 ∈ G1[t] et v1 ∈ Θ0
α1,Ω1

t,g1

tel que :

u = a1 + g1v1

Nous allons montrer que v1 ∈ G[t, g1].
Soit k ≥ 2. On a u ∈ G[t, g1] =

⋂

i≥1

Gi[t, g1], don u ∈ Gk[t, g1]. Cela signi�e qu'il existe

αk > 0, Ωkt,g1 un ouvert ompatible ave (t 7→ t, g1) tel que : u ∈ Θ0
αk ,Ω

k
t,g1

. De plus, il

existe ak ∈ Gk[t] et vk ∈ Gk−1[t, g1] tel que :

u = ak + g1vk

Comme vk ∈ Gk−1[t, g1], ∃α̃k > 0, ∃Ω̃kt,g1 un ouvert ompatible ave (t 7→ t, g1) tel que
vk ∈ Θ0

α̃k ,Ω̃
k
t,g1

.

Posons α = min(α1, αk, α̃k) et Ω = Ω1 ∩Ω1
k ∩ Ω̃1

k un ouvert ompatible ave (t 7→ t, g1).
Ainsi sur Ω[α] on a a1 + g1v1 = ak + g1vk, en utilisant l'analyité des 2 membres on a

a1 = ak et v1 = vk Don v1 ∈ Gk−1[t, g1] et a1 ∈ Gk[t]. Ce travail peut être fait pour

tout k ≥ 2, don v1 ∈ G[t, g1] et a1 ∈ G[t].

Soit (t, g1, .., gj) ∈ N1 × .. × Nj ave j ≥ 2 Soit u ∈ G[t, g1, .., gj]. Comme u ∈
G[t, g1, .., gj] =

⋂

i≥1

Gi[t, g1, .., gj], on a que u ∈ G1[t, g1, .., gj]. Don, il existe α1 > 0,

Ω1
t,g1,..,gj

un ouvert ompatible ave (t 7→ t, g1, .., gj) tel que u ∈ Θ0
α1,Ω1

t,g1,..,gj

. De plus, il

existe a1 ∈ G1[t, g1, .., gj−1] et v1 ∈ Θ0
α1,Ω1

t,g1,..,gj

tel que :

u = a1 + gjv1

Nous allons montrer que v1 ∈ G[t, g1, .., gj].
Soit k ≥ 2. On a u ∈ G[t, g1, .., gj] =

⋂

i≥1

Gi[t, g1, .., gj], don u ∈ Gk[t, g1, ..., gj]. Cela
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signi�e qu'il existe αk > 0, Ωkt,g1,..,gj un ouvert ompatible ave (t 7→ t, g1, .., gj) tel que :

u ∈ Θ0
αk,Ω

k
t,g1,..,gj

. De plus, il existe ak ∈ Gk[t, g1, .., gj−1] et vk ∈ Gk−1[t, g1, .., gj] tel que :

u = ak + g1vk

Comme vk ∈ Gk−1[t, g1, .., gj], ∃α̃k > 0, ∃Ω̃kt,g1,..,gj un ouvert ompatible ave (t 7→
t, g1, .., gj) tel que vk ∈ Θ0

α̃k,Ω̃
k
t,g1,..,gj

.

Posons α = min(α1, αk, α̃k) et Ω = Ω1 ∩ Ω1
k ∩ Ω̃1

k un ouvert ompatible ave (t 7→
t, g1, .., gj). Ainsi sur Ωα on a a1 + g1v1 = ak + g1vk, en utilisant l'analyité des 2
membres on a a1 = ak et v1 = vk Don v1 ∈ Gk−1[t, g1, .., gj] et a1 ∈ Gk[t, g1, .., gj−1]. Ce
travail peut être fait pour tout k ≥ 2, don v1 ∈ G[t, g1, .., gj] et a1 ∈ G[t, g1, .., gj−1].

De la proposition préédente déoule le orollaire suivant :

Corollaire 2. Pour tout u ∈ G[t] et tout k ∈ N⋆
, il existe a1, .., ak ∈ Q et v ∈ G[t] tel

que :

u = a1t + a2t + ..+ akt
k + tkv

Pour tout j ≥ 1, pour tout (g1, .., gj) ∈ N1 × .. × Nj, pour tout k ≥ 1 et pour tout

u ∈ G[t, g1, .., gj], il existe une suite d'éléments (al0,..,lj)l0+...+lj≤k dans Q, ainsi qu'une

suite d'éléments (vl0,...,lj)l0+..+lj=k ∈ G[t, g1, .., gj] tel que :

u =
∑

l0≥1,l1≥0,..,lj≥0
l0+..+lj≤k

al0,...,ljt
l0gl11 ...g

lj
j +

∑

l0≥0,..,lj≥0
l0+..+lj=k

tl0gl11 ..g
lj
j vl0,..,lj

Démonstration. Soit u ∈ G[t], montrons par réurrene sur k ≥ 1 la propriété de

l'énoné.

� Pour k = 1. Le rang initial a été montré dans la proposition préédente.

� Supposons vraie la propriété au rang k et montrons la au rang k+1. L'hypothèse
de réurrene nous donne l'existene de a1, .., ak ∈ Q et v ∈ G[t] tel que :

u =

k∑

i=1

ait
i + tkv

Or, d'après la proposition préédente ∃v1 ∈ G[t] et ak+1 ∈ Q tel que v = ak+1t+tv1

Ainsi u =

k+1∑

i=1

ait
i + tk+1v1. Ce qui termine la réurrene.

Montrons à présent par réurrene sur j ≥ 1, que pour tout (g1, .., gj) ∈ N1 ×
.. × Nj, pour tout k ≥ 1 et pour tout u ∈ G[t, g1, .., gj], il existe une suite d'éléments

(al0,..,lj)l0+...+lj≤k dans Q, ainsi qu'une suite d'éléments (vl0,...,lj)l0+..+lj=k ∈ G[t, g1, .., gj]
tel que :

u =
∑

l0≥1,l1≥0,..,lj≥0
l0+..+lj≤k

al0,...,ljt
l0gl11 ...g

lj
j +

∑

l0≥0,..,lj≥0
l0+..+lj=k

tl0gl11 ..g
lj
j vl0,..,lj
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� Montrons la propriété au rang j = 1 par réurrene sur k ≥ 1 :

� Pour k = 1 :

La proposition préédente nous permet d'a�rmer que pour u ∈ G[t, g1], il existe
a ∈ G[t] et v0,1 ∈ G[t, g1] tel que u = a+g1v0,1. Or a ∈ G[t] don il existe a1,0 ∈ Q

et v1,0 ∈ G[t] ⊂ G[t, g1] tel que a = a1,0t + tv1,0. Don u = a1,0t + tv1,0 + g1v0,1,
e qui démontre le résultat pour k = 1.

� Supposons vraie la propriété pour les rangs inférieurs à k (k ≥ 1) et montrons la

au rang k+1. Soit u ∈ G[t, g1]. D'après la proposition préédente, il existe don

a ∈ G[t] et v ∈ G[t, g1] tel que u = a + g1v. Comme v ∈ G[t, g1] on a d'après

l'hypothèse de réurrene l'existene d'une suite d'éléments (bl0,l1)l0+l1≤k dans

Q, ainsi qu'une suite d'éléments (wl0,l1)l0+l1=k ∈ G[t, g1] tel que :

v =
∑

l0≥1,l1≥0
l0+l1≤k

bl0,l1t
l0gl11 +

∑

l0≥0,l1≥0
l0+l1=k

tl0gl11 wl0,l1

De même, omme a ∈ G[t], il existe, ave e qui a été fait plus haut, des éléments

a1,0, ..., ak+1,0 de Q et vk+1,0 ∈ G[t] tels que a = a1,0t+ ...+ak+1,0t
k+1+tk+1vk+1,0.

Ainsi, en reprenant on a :

u = a+ g1v

=
k+1∑

l=1

al,0t
l + tk+1vk+1,0 +

∑

l0≥1,l1≥0
l0+l1≤k

bl0,l1t
l0gl1+1

1 +
∑

l0≥0,l1≥0
l0+l1=k

tl0gl1+1
1 wl0,l1

=

k+1∑

l=1

al,0t
l +

∑

l0≥1,l1≥1
l0+l1≤k+1

bl0,l1−1t
l0gl1+1

1 +
∑

l0≥0,l1≥1
l0+l1=k+1

tl0gl11 wl0,l1−1 + tk+1vk+1,0

Pour l0 ≥ 1, l1 ≥ 1 et l0+ l1 = k+1 on pose al0,l1 = bl0,l1−1, et pour l0 ≥ 0, l1 ≥ 1
et l0 + l1 = k + 1 on pose vl0,l1 = wl0,l1−1. Il su�t alors de onstater que

v0,k+1 ∈ G[t] ∈ G[t, g1] pour obtenir le résultat.
� Supposons pour j ≥ 2, que la propriété soit vraie pour tous les rangs inférieurs à

j−1 et montrons la au rang j. Nous allons montrer par la propriété au rang j par
réurrene sur k ≥ 1 :

� Pour k = 1 :

La proposition préédente nous permet d'a�rmer que pour u ∈ G[t, g1, .., gj],
il existe a ∈ G[t, g1, .., gj−1] et v0,..,0,1 ∈ G[t, g1, .., gj] tel que u = a +
gjv0,..,0,1. Or a ∈ G[t, g1, .., gj−1], en utilisant l'hypothèse de réurrene il existe

a1,0,..,0 ∈ Q et w1,0,...,0, .., w0,..,0,1 ∈ G[t, g1, .., gj−1] ⊂ G[t, g1, .., gj] tel que

a = a1,0,..,0t + tw1,0,...,0 + g1w0,1,0,..,0 + ... + gj−1w0,..,1 + gjv0,..,0,1. En posant

v1,0,..,0 = w1,0,..,0,v0,1,0,..,0 = w0,1,0,..,0,...., v0,..,0,1,0 = w0,..,0,1 on obtient le résul-

tat.

� Supposons vraie la propriété pour les rangs inférieurs à k (k ≥ 1) et montrons

la au rang k + 1. Soit u ∈ G[t, g1, .., gj]. D'après la proposition préédente,

il existe don a ∈ G[t, g1, .., gj−1] et v ∈ G[t, g1, .., gj] tel que u = a + gjv.
Comme v ∈ G[t, g1, .., gj] on a d'après l'hypothèse de réurrene l'existene d'une
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suite d'éléments (bl0,l1,..,lj)l0+..+lj≤k,l0≥1 dans Q, ainsi qu'une suite d'éléments

(wl0,..,lj)l0+..+lj=k dans G[t, g1, .., gj] tel que :

v =
∑

l0≥1,l1≥0,..,lj≥0
l0+..+lj≤k

bl0,..,ljt
l0gl11 ...g

lj
j +

∑

l0≥0,..,lj≥0
l0+..+lj=k

tl0gl11 ...g
lj
j wl0,l1,..,lj

De même, omme a ∈ G[t, g1, .., gj−1], il existe une suite d'élé-

ments (cl0,l1,..,lj−1
)l0+..+lj−1≤k+1,l0≥1 dans Q, ainsi qu'une suite d'éléments

(zl0,..,lj−1
)l0+..+lj−1=k+1 dans G[t, g1, .., gj−1] tel que :

a =
∑

l0≥1,l1≥0,..,lj−1≥0
l0+..+lj−1≤k+1

cl0,..,lj−1
tl0gl11 ...g

lj−1

j−1 +
∑

l0≥0,..,lj−1≥0
l0+..+lj−1=k+1

tl0gl11 ..g
lj−1

j−1 zl0,l1,..lj−1

Ainsi, en reprenant on a :

u = a+ g1v

=
∑

l0≥1,l1≥0,..,lj−1≥0
l0+..+lj−1≤k+1

cl0,..,lj−1
tl0gl11 ...g

lj−1

j−1 +
∑

l0≥0,..,lj−1≥0
l0+..+lj−1=k+1

tl0gl11 ..g
lj−1

j−1 zl0,l1,..lj−1

+
∑

l0≥1,l1≥0,..,lj≥0
l0+..+lj≤k

bl0,..,ljt
l0gl11 ...g

lj+1
j +

∑

l0≥0,..,lj≥0
l0+..+lj=k

tl0gl11 ...g
lj+1
j wl0,l1,..,lj

=
∑

l0≥1,l1≥0,..,lj−1≥0
l0+..+lj−1≤k+1

cl0,..,lj−1
tl0gl11 ...g

lj−1

j−1 +
∑

l0≥1,l1≥0,..,lj≥1
l0+..+lj≤k+1

bl0,..,lj−1t
l0gl11 ...g

lj
j

+
∑

l0≥0,..,lj≥1
l0+..+lj=k+1

tl0gl11 ...g
lj
j wl0,l1,..,lj−1 +

∑

l0≥0,..,lj−1≥0
l0+..+lj−1=k+1

tl0gl11 ..g
lj−1

j−1 zl0,l1,..lj−1

Pour l0 ≥ 1, l1 ≥ 0, .., lj−1 ≥ 0, l0 + .. + lj−1 ≤ k + 1, on pose al0,..,lj−1,0 =
cl0,..,lj−1

∈ Q.

Pour l0 ≥ 0, l1 ≥ 0, .., lj−1 ≥ 0, l0 + .. + lj−1 = k + 1, on pose vl0,..,lj−1,0 =
zl0,..,lj−1

∈ G[t, g1, .., gj−1] ⊂ G[t, g1, .., gj].
Pour l0 ≥ 1, l1 ≥ 0, .., lj ≥ 1, l0+..+lj ≤ k+1, on pose al0,..,lj−1,lj = bl0,..,lj−1,lj−1 ∈
Q.

Pour l0 ≥ 0, l1 ≥ 0, .., lj ≥ 1, l0+..+lj = k+1, on pose vl0,..,lj−1,lj = wl0,..,lj−1,lj−1 ∈
G[t, g1, .., gj].
On obtient ainsi le résultat.

Énonçons une proposition de liaison entre les équations de e travail et les ensembles

dé�nis dans ette partie.

Proposition 10. Si u véri�e une équation de type F0, alors, il existe v ∈ G[t] tel que
u(t) = v(t, D(t)) sur ]0,+∞[∩V (V un ertain voisinage de 0).
Pour (g1, .., gj) ∈ G1 × .... × Gj. Si u véri�e une équation de type Fj [g1, .., gj], alors,
il existe v ∈ G[t, g1, .., gj] tel que u(t) = v(t, g1(t), .., gj(t), D(t)) sur ]0,+∞[∩V (V un

ertain voisinage de 0).
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Démonstration. Soit u qui véri�e une équation de type F0. Alors, il existe f analytique

au voisinage de (0, .., 0) en haune de ses variables et dont les oe�ients de son dévelop-

pement en (0, .., 0) sont dans Q. Il existe aussi a ∈ Q⋆
, un entier n ≥ 2 et v1, .., vm ∈ G[t]

tel que u véri�e l'équation :

tnu′ + au = tf(t, u, w1, .., wm)

Ave w1(t) = v1(t, D(t)), ..., wm(t) = vm(t, D(t)) pour t > 0 su�samment petit. On pose

b = f(0,..,0)
a

. Comme v1, .., vm ∈ G[t] on sait d'après la proposition qui préède qu'il existe

a1, .., am ∈ Q et ṽ1, .., ṽm ∈ G[t] tel que :

v1 = a1t+ tṽ1, . . . , vm = amt + tṽm

On pose u = bt + tũ et on remplae dans l'équation :

btn + tnũ+ tn+1ũ′ + abt + atũ = tf(t, bt+ tũ, a1t + tw̃1, .., amt+ tw̃m)

Ave w̃1(t) = ṽ1(t, D(t)), ..., w̃m(t) = ṽm(t, D(t)) pour t > 0 su�samment petit. Don

l'équation s'érit aussi :

btn + tnũ+ tn+1ũ′ + abt + atũ = tf(0, .., 0) + t2g(t, ũ, w̃1, .., w̃m)

⇒ tnũ′ + aũ = tg̃(t, ũ, w̃1, .., w̃m)

Cei implique que ũ véri�e une équation de type F0. Comme ũ véri�e une équation du

type F0, on a d'après la partie II, l'existene de α > 0, Ω un ouvert ompatible ave

t 7→ t et ṽ ∈ Θ0
α,Ω tel que ũ(t) = ṽ(t, D(t)) pour t > 0 su�samment petit. Ainsi pour

t > 0 su�samment petit, ∃v ∈ G1[t] , u(t) = v(t, D(t)). On peut don résumer la situa-

tion omme :

Si u véri�e une équation de type F0 alors il existe v ∈ G1[t] tel que pour t > 0 su�-

samment petit, u(t) = v(t, D(t)). Or ũ véri�e une équation de type F0 don ṽ ∈ G1[t]
et don v ∈ G2[t]. On peut alors itérer, et a�rmer que par réurrene on a : ∀n ≥ 1,
v ∈ Gn[t]. Finalement on a bien v ∈ G[t].

Fixons (g1, .., gj) ∈ N1 × ..×Nj. Nous allons montrer par réurrene sur k allant de

1 à j que si u véri�e une équation de type Fk[g1, .., gk] alors, il existe v ∈ G[t, g1, .., gk]
tel que pour tout t > 0 su�samment petit on a :u(t) = v(t, g1(t), .., gk(t), D(t)).

� Montrons la propriété au rang 1.

On a g1 ∈ N1 don ∃n0
1 ∈ N, tel que ∀t > 0, g1(t) =

e−
1
t

t
n01
. Soit u qui véri�e une

équation de type F1[g1]. Alors, il existe f analytique au voisinage de (0, .., 0) en
haune de ses variables et dont les oe�ients de son développement en (0, .., 0)
sont dans Q. Il existe aussi a ∈ Q⋆

, un entier n ≥ 3 et v1, .., vm ∈ G[t, g1] tel que
u véri�e l'équation :

tnu′ + au = tf(t, g1, u, w1, .., wm)

Ave w1(t) = v1(t, g1(t), D(t)), ..., wm(t) = vm(t, g1(t), D(t)) pour t > 0 su�sam-

ment petit.



82 Définitions des espaes G[t, g1, .., gj] et propriétés

Comme v1, .., vm ∈ G[t, g1] on sait d'après la proposition qui préède qu'il existe

a1, .., am ∈ G[t] et ṽ1, .., ṽm ∈ G[t, g1] tel que :

v1 = a1 + g1ṽ1, . . . , vm = am + g1ṽm

On pose u = z + g1ũ et on remplae dans l'équation :

tnz′ + az + tn
(g1
t2

− n0
1

g1
t

)
ũ+ tng1ũ

′ + ag1ũ

= tf(t, g1, z + g1ũ, ã1 + g1w̃1, .., ãm + g1w̃m)

Ave w̃1(t) = ṽ1(t, g1(t), D(t)), ..., w̃m(t) = ṽm(t, g1(t), D(t)), ã1(t) =
a1(t, D(t)), .., ãm(t) = am(t, D(t)) pour t > 0 su�samment petit. Don l'équation

s'érit aussi :

tnz′ + az + g1
(
tnũ′ + aũ+ tn−2ũ− n0

1t
n−1ũ

)

= tf(t, 0, z, ã1, .., ãm) + g1tg(t, g1, ũ, w̃1, .., w̃m, z, ã1, .., ãm)

On hoisit alors de prendre z tel que :

tnz′ + az = tf(t, 0, z, ã1, .., ãm)

Alors on peut réduire l'équation sous la forme :

tnũ′ + aũ+ tn−2ũ− n0
1t
n−1ũ = tg(t, g1, ũ, w̃1, .., w̃m, z, ã1, .., ãm)

La fontion z véri�e don une équation de type F0. Il en résulte qu'il existe

z̃ ∈ G[t] tel que pour t > 0 su�samment petit, z(t) = z̃(t, D(t)). En observant que

z̃, a1, .., am sont dans G[t], don, dans G[t, g1] on obtient que ũ véri�e une équation

de type F1[g1]. Comme ũ véri�e une équation du type F1[g1], on a d'après la partie

II, l'existene de α > 0, Ω un ouvert ompatible ave (t 7→ t, g1) et ṽ ∈ Θ0
α,Ω tel

que ũ(t) = ṽ(t, g1(t), D(t)) pour t > 0 su�samment petit. Et de même pour u, il
existe v ∈ Θ0

α1,Ω1
tel que pour t > 0 su�samment petit u(t) = v(t, g1(t), D(t)). Or

v = z̃ + g1ṽ par prolongement analytique. Par dé�nition, ave e qui préède, on

a don v ∈ G1[t, g1].
En résumé, si u véri�e une équation de type F1[g1] alors, il existe v ∈ G1[t, g1]
tel que pour t > 0 su�samment petit , u(t) = v(t, g1(t), D(t)). Or ũ véri�e une

équation de type F1[g1] don ṽ ∈ G1[t, g1] et don v ∈ G2[t, g1]. On peut alors

itérer, et don a�rmer que par réurrene on a : ∀n ≥ 1, v ∈ Gn[t, g1]. Finalement

on a bien v ∈ G[t, g1].

� Supposons à présent la propriété vraie pour les rangs inférieurs à k (1 ≤ k ≤ j−1)
et montrons la propriété vraie au rang k + 1. On a (g1, .., gk+1) ∈ N1 × .. × Nk+1

don ∃n0
k+1, .., n

k
k+1 ∈ N, tel que ∀t > 0, gk+1(t) = e

− 1
(k+1)tk+1

e

−nk
k+1

ktk ...e

−n1
k+1
t t

n0
k+1

. Soit u

qui véri�e une équation de type Fk+1[g1, .., gk+1]. Alors, il existe f analytique au

voisinage de (0, .., 0) en haune de ses variables et dont les oe�ients de son

développement en (0, .., 0) sont dans Q. Il existe aussi a ∈ Q⋆
, un entier n ≥ k+3

et v1, .., vm ∈ G[t, g1, .., gk+1] tel que u véri�e l'équation :

tnu′ + au = tf(t, g1, .., gk+1, u, w1, .., wm)
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Ave w1(t) = v1(t, g1(t), .., gk+1(t), D(t)), ..., wm(t) = vm(t, g1(t), .., gk+1(t), D(t))
pour t > 0 su�samment petit.

Comme v1, .., vm ∈ G[t, g1, .., gk+1] on sait d'après la proposition qui préède qu'il

existe a1, .., am ∈ G[t, g1, .., gk] et ṽ1, .., ṽm ∈ G[t, g1, .., gk+1] tel que :

v1 = a1 + gk+1ṽ1, . . . , vm = am + gk+1ṽm

On pose u = z + gk+1ũ et on remplae dans l'équation :

tnz′ + az + gk+1

(
tnũ′ + aũ+ (tn−k−2 − nkk+1t

n−k−1 − ...− n1
k+1t

n−2 − n0
k+1)ũ

)

= tf(t, g1, .., gk+1, z + gk+1ũ, ã1 + gk+1w̃1, .., ãm + gk+1w̃m)

Ave w̃1(t) = ṽ1(t, g1(t), .., gk+1(t), D(t)),..
..,w̃m(t) = ṽm(t, g1(t), .., gk+1(t), D(t)),ã1(t) = a1(t, D(t)), .., ãm(t) = am(t, D(t))
pour t > 0 su�samment petit. Don l'équation s'érit aussi :

tnz′ + az + gk+1

(
tnũ′ + aũ+ (tn−k−2 − nkk+1t

n−k−1 − ...− n1
k+1t

n−2 − n0
k+1)ũ

)

= tf(t, g1, .., gk, 0, z, ã1, .., ãm) + tgk+1g(t, g1, .., gk+1, ũ, w̃1, .., w̃m, ã1, .., ãm)

On hoisit alors de prendre z tel que :

tnz′ + az = tf(t, g1, .., gk, 0, z, ã1, .., ãm)

Alors on peut réduire l'équation sous la forme :

tnũ′ + aũ+ (tn−k−2 − nkk+1t
n−k−1 − ...− n1

k+1t
n−2 − n0

k+1)ũ

= tg(t, g1, .., gk+1, ũ, w̃1, .., w̃m, ã1, .., ãm)

La fontion z véri�e don une équation de type Fk[g1, .., gk]. Il en résulte

qu'il existe z̃ ∈ G[t, g1, .., gk] tel que pour t > 0 su�samment petit, z(t) =
z̃(t, g1, (t), .., gk(t), D(t)). En observant que z̃, a1, .., am sont dans G[t, g1, .., gk] don
dans G[t, g1, .., gk+1] on obtient que ũ véri�e une équation de type Fk+1[g1, .., gk+1].
Comme ũ véri�e une équation du type Fk[g1, .., gk+1], on a d'après la partie II,
l'existene de α > 0, Ω un ouvert ompatible ave (t 7→ t, g1, .., gk+1) et ṽ ∈ Θ0

α,Ω

tel que ũ(t) = ṽ(t, g1(t), .., gk+1(t), D(t)) pour t > 0 su�samment petit. Et

de même pour u, il existe v ∈ Θ0
α1,Ω1

tel que pour t > 0 su�samment petit

u(t) = v(t, g1(t), .., gk+1(t), D(t)). Or v = z̃ + g1ṽ par prolongement analytique.

Par dé�nition, ave e qui préède, on a don v ∈ G1[t, g1, .., gk+1].
En résumé si u véri�e une équation de type Fk+1[g1, .., gk+1] alors il existe

v ∈ G1[t, g1, .., gk+1] tel que pour t > 0 su�samment petit, u(t) =
v(t, g1(t), .., gk+1(t), D(t)). Or ũ véri�e une équation de type Fk[g1, .., gk+1] don
ṽ ∈ G1[t, g1, .., gk+1] et don v ∈ G2[t, g1, .., gk+1]. On peut alors itérer, et don

a�rmer que par réurrene on a : ∀n ≥ 1, v ∈ Gn[t, g1, .., gk+1]. Finalement on a

bien v ∈ G[t, g1, .., gk+1].

Nous introduisons plusieurs lemmes qui serviront dans la dernière setion.
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Lemme 4. Soit f analytique au voisinage de (0, .., 0) en haune de ses variables et

dont les oe�ients du développement en (0, ..., 0) sont dans Q. Soit v1, .., vm ∈ G[t]
alors (t, D) 7→ tf(t, v1, .., vm) ∈ G[t]

Démonstration. Comme v1, .., vm ∈ G[t] , il existe α1, .., αm > 0 et il existe Ω1, ..,Ωm
des ouverts ompatibles ave t 7→ t tel que v1 ∈ Θ0

α1,Ω1
,...,vm ∈ Θ0

αm,Ωm . Don en posant

α = min(α1, .., αm) et Ω =
⋂

1≤i≤m

Ωi, on a pour tout i ∈ J1, mK, vi ∈ Θ0
α,Ω. En utilisant

la proposition 3, on a tf(t, v1, .., vm) ∈ Θα,Ω. De plus omme v1, .., vm ∈ G[t] il existe
w1, .., wm ∈ G[t] et a1, .., am ∈ Q tel que

v1 = a1t + tw1

........

vm = amt+ twm

Don pour tout t su�samment petit :

tf(t, v1, .., vm) = tf(t, a1t + tw1, .., amt + twm)

= tf(0, .., 0) + t(tg(t, w1, .., wm))

Le travail e�etué préédemment par tf(t, v1, .., vm) nous permet d'a�rmer qu'il existe

α̃ > 0 et Ω̃α ouvert ompatible ave (t 7→ t) tel que tg(t, w1, .., wm) ∈ Θ0
α̃,Ω̃α

.

Ainsi (t, D) 7→ tf(t, v1, .., vm) ∈ G1[t]. Or le même raisonnement peut être tenu pour

tg(t, w1, .., wm) don tg(t, w1, .., wm) ∈ G1[t] et don (t, D) 7→ tf(t, v1, .., vm) ∈ G2[t]. On
itère ainsi pour obtenir que ∀k ∈ N⋆

, (t, D) 7→ tf(t, v1, .., vm) ∈ Gk[t]. Don (t, D) 7→
tf(t, v1, .., vm) ∈ G[t].

Lemme 5. Soit ṽ1, .., ṽm ∈ G[t], a ∈ N et f analytique au voisinage de (0, .., 0) en

haune de ses variables, on suppose également que les oe�ients de son développement

en (0, .., 0) sont dans Q. Alors il existe une unique solution tendant vers 0 en 0 pour

l'équation :

tz′ + az = t2f(t, v1, ...., vm)

Où v1, ..., vm sont les fontions à valeurs réelles telles que pour tout t > 0 su�samment

petit vi(t) = ṽi(t, D(t)). De plus il existe z̃ ∈ G[t] tel que pour t > 0 su�samment petit

z(t) = z̃(t, D(t)).

Démonstration. L'unique solution tendant vers 0 en 0 de l'équation :

tz′ + az = t2f(t, v1, ...., vm)

s'érit pour t > 0 su�samment petit :

z(t) =
1

ta

∫ t

0

sa+1f(s, v1(s), .., vm(s))ds
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Le lemme préédent nous permet d'a�rmer que tf(t, ṽ1, .., ṽm) ∈ G[t]. Il existe don

α ∈]0, 1[ et Ω un ouvert ompatible ave t 7→ t tel que tf(t, ṽ1, .., ṽm) ∈ Θ0
α,Ω. Il existe

don (hk)k≥1 une suite de fontions analytiques sur Ω tel que pour tout (t, D) ∈ Ω[α] :

tf(t, ṽ1, ...ṽm) =
∑

k≥1

tkhk(D)

De plus il existe M > 0, tel que :

∑

k≥1

sup
Ω[α]

(
|tkhk(D)|

)
≤M

On rappelle que Ω[α] = {(t, D) ∈ B(0, α) × Ω tel que |tϕ(D)| < 1}. Soit D ∈]0, 1[,
alors :

∫ D

1

ds

(s2 − 1)ϕ(s)a+2
=

1

(a+ 1)ϕ(D)a+1

Quitte à réduire l'ouvert Ω, on peut supposer en utilisant la ontinuité de l'expression

préédente qu'il existe pour tout D ∈ Ω un hemin ontinue Γ(1, D) inlus dans Ω allant

de 1 à D tel que ∀D ∈ Ω :

|
∫

Γ(1,D)

| ds

(s2 − 1)ϕ(s)a+2
|| ≤ 2

|ϕ(D)|a+1

On pose (h̃k+1)k≥1 la suite de fontions analytiques sur Ω dé�nies par :

h̃k+1(D) = ϕ(D)a+k+1

∫

Γ(1,D)

hk(s)ds

(s2 − 1)ϕ(s)a+k+2

On a alors sur Ω[α] :

|tk+1h̃k+1(D)| = |tk+1ϕ(D)a+k+1

∫

Γ(1,D)

hk
(s2 − 1)ϕ(s)a+k+2

ds|

= |
∫

Γ(1,D)

(tϕ(D)

ϕ(s)

)k
hk(s)

tϕ(D)a+1

(s2 − 1)ϕ(s)a+2
ds|

De plus ∀(t, D) ∈ Ω[α] et ∀s ∈ Γ(1, D) \ {1} on a

(tϕ(D)

ϕ(s)
, s
)
∈ Ω[α] ar :

|tϕ(D)

ϕ(s)
ϕ(s)| = |tϕ(D)| < 1

Ainsi,

|tk+1h̃k+1(D)| ≤ sup
Ω[α]

(|tkhk(D)|)|tϕ(D)a+1||
∫

Γ(1,D)

| ds

(s2 − 1)ϕ(s)a+2
||

≤ 2αsup
Ω[α]

(|tkhk(D)|)

≤ sup
Ω[α]

(|tkhk(D)|)
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Pour α su�samment petit. Finalement ∀(t, D) ∈ Ω[α] et ∀k ≥ 1,

sup
Ω[α]

(|tk+1h̃k+1(D)|) ≤ sup
Ω[α]

(|tkhk(D)|)

Don si on note z̃(t, D) =
∑

k≥0 t
k+1h̃k+1(D) sur Ω[α] alors z̃ ∈ Θ0

α,Ω. On véri�e

aisément que t 7→ z̃(t, D(t)) est bien dé�ni et dérivable pour t > 0 su�samment petit

et que de plus z(t) = z̃(t, D(t)) est bien solution de l'équation . A présent reprenons

l'équation initiale. On utilise également le fait qu'il existe a1, .., am ∈ Q et w̃1, .., w̃m ∈
G[t] tel que :

ṽ1 = a1t + tw̃1

......

ṽm = amt+ tw̃m

On notera w1, ..., wm les fontions à valeurs réelles telles que pour t > 0 su�samment

petit on ait wi(t) = w̃i(t, D(t)). On pose alors z = a0t
2 + tw et l'équation devient :

t2w′ + (a+ 1)tw + (a+ 2)a0t
2 = t2f(t, a1t + tw1, ..., amt + twm)

⇒ t2w′ + (a+ 1)tw + (a+ 2)a0t
2 = t2f(0, ..., 0) + t3g(t, w1, .., wm)

On hoisit a0 =
f(0,..,0)
a+2

de façon à obtenir :

tw′ + (a+ 1)w = t2g(t, w1, .., wm)

En utilisant e qui a été fait plus haut, on peut don obtenir α̃ ∈]0, 1[ et Ω̃ un ouvert

ompatible de t 7→ t et w̃ ∈ Θ0
α̃,Ω̃

tel que pour t > 0 su�samment petit on ait :

w(t) = w̃(t, D(t)). Par prolongement analytique, on en déduit que z̃ ∈ G1[t]. En itérant

e raisonnement on a pour tout n ∈ N⋆
, z̃ ∈ Gn[t], et don z̃ ∈ G[t].

Notations. Dans la suite, on notera Y la fontion dé�nie sur ]0,+∞[ par
Y (t) = −tln(t) + t2. On onstate après étude de fontion que Y ∈ B

Lemme 6. Soit ṽ1, .., ṽm, w̃1, .., w̃r ∈ G[t]. Soit a ∈ N⋆
, f et g deux fontions analy-

tiques en haune de leurs variables au voisinage de (0, .., 0), de plus les oe�ients de

leurs développements en (0, .., 0) sont dans Q. On note également v1, .., vm, w1, .., wr les
fontions à valeurs réelles dé�nies pour t > 0 su�samment petit par vi(t) = ṽi(t, D(t))
et wj(t) = w̃j(t, D(t)). On onsidère l'équation :

tu′ − au = tf(t, v1, .., vm)u+ tg(t, w1, .., wr)

Alors il existe c1, .., ca−1 ∈ Q (si a ≥ 2 sinon on retire es onstantes du développement),

b1, b2 et ũ0, ṽ0 ∈ G[t] tel que :

u(t) = eu0(t)
[
c1t + ...+ ca−1t

a−1 + b1t
a−1Y + Cta + b2t

a+1 + ta−1v0
]

Ave C onstante arbitraire et v0, u0 à valeurs réelles dé�nies pour t > 0 su�samment

petit par u0(t) = ũ0(t, D(t)) et v0(t) = ṽ0(t, D(t)).
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Démonstration. Comme ṽ1, .., ṽm ∈ G[t] il existe ṽ1,1, ..., ṽm,1 ∈ G[t] , a1, .., am ∈ Q tel

que :

ṽ1 = a1t + tṽ1,1

.......

ṽm = amt+ tṽm,1

L'équation devient :

tu′ − au = utf(t, a1t + tv1,1, .., amt+ tvm,1) + tg(t, w1, .., wr)

⇒ tu′ − au− tf(0, .., 0)u− t2f1(t, v1,1, ..., vm,1)u = tg(t, w1, .., wr)

Considérons l'équation tz′ = −t2f1(t, v1,1, .., vm,1). D'après le lemme préédent il existe

z̃ ∈ G[t] tel que pour t > 0 su�samment petit z(t) = z̃(t, D(t)). Posons v = eze−f(0,..,0)tu.
On a alors :

tv′ − av = tg(t, w1, ..., wm)e
ze−f(0,..,0)t

D'après le lemme 4 tg(t, w̃1, ..., w̃m)e
z̃e−f(0,..,0)t ∈ G[t], on le notera ũ0. Don en utilisant

le orollaire 2 il existe b1, .., ba+2 ∈ Q et ũ0 ∈ G[t] tel que :

tg(t, w̃1, ..., w̃m)e
z̃e−f(0,..,0)t = b1t + ...+ ba+2t

a+2 + ta+2w̃0

On pose alors v = − b1
a
t− ...− ba−1

1
ta−1 + ta−1v1, l'équation devient :

tv′1 − v1 = bat+ ba+1t
2 + ba+2t

3 + t3w0

On notera c1 = − b1
a
, .., ca−1 = .− ba−1

1
. Ensuite on pose v1 = −baY +(ba+ ba+1)t

2+Ct+
ba+2

2
t3 + tv2. On a alors :

tv′2 = t2w0

En utilisant le lemme préédent on a l'existene de ṽ0 ∈ G[t] tel que pour t > 0 su�-

samment petit on ait : v2(t) = ṽ0(t, D(t)). Il su�t de réérire u à la lumière de e qui a

été fait pour obtenir le résultat.

10 Méthode de rédution

Nous rappelons que les systèmes d'équations que nous tentons de réduire sont de la

forme :

tn+1u′ + a0u+ a1tu+ ...+ ant
nu = tn+1f(t, u, g1, .., gn)

Ave (g1, .., gn) ∈ N1 × ..×Nn. De plus ∀k ∈ J1, nK, ∀t > 0 on peut érire :

gk(t) =
e

−1

ktk

e
−nk−1

k
(k−1)tk−1 ....e

−n1
k
t tn

0
k
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Si a0 ∈ N⋆
, on se réfère à la partie II pour expliiter la forme de l'unique solution qui tend

vers 0 en 0. En e�et il existe alors α > 0, Ω un ouvert ompatible ave (t 7→ t, g1, ., gn) et
v ∈ Θ0

α,Ω tel que pour t > 0 su�samment petit u(t) = v(t, g1(t), .., gn(t), D(t)). Traitons
dans ette setion le as où −a0 ∈ N⋆

. Dans un premier temps nous montrons, quitte à

remplaer gn, que l'on peut supposer a1 − nn−1
n < 0, ..., an − n0

n < 0. En e�et il su�t de

poser :

g̃n(t) =
e

−1
ntn

e
−(nn−1

n +|a1|+1)

(n−1)tn−1 ......e
−(n1n+|an−1|+1)

t tn0
n+|an|+1

Ainsi on a :

gn = g̃ne
−

|a1|+1

(n−1)tn−1 ......e−
|an−1|+1

t t|an|+1

En raisonnant par réurrene on peut montrer qu'il existe τn−1, ..., τ0 tel que :

gn = g̃ng
τn−1

n−1 ..g
τ1
1 t

τ0

Il su�t don de remplaer gn par g̃n à l'aide de la formule i-dessus pour obtenir le

résultat. On supposera don dans la suite que a1 − nn−1
n < 0, ..., an − n0

n < 0.

On onsidère 2 as :

� Si a0 = −1 : On e�etue alors le hangement d'inonnues suivant :

u = vn−1,1 + gnun−1,1

On remplae dans l'équation pour avoir :

tn+1v′n−1,1 + a0vn−1,1 + ...+ ant
nvn−1,1

+ gn
[
tn+1u′n−1,1 + (a1 − nn−1

n )tun−1,1 + ...+ (an − n0
n)t

nun−1,1

]

= tn+1f(t, vn−1,1 + gnun−1,1, g1, .., gn)

= tn+1f(t, vn−1,1, g1, .., gn−1, 0) + tn+1gng(t, un−1,1, vn−1,1, g1, .., gn)

On hoisit don vn−1,1 tel que vn−1,1 solution de :

tn+1v′n−1,1 + a0vn−1,1 + ...+ ant
nvn−1,1 = tn+1f(t, vn−1,1, g1, .., gn−1, 0)

D'après la proposition de la setion préédente, il existe ṽn−1,1 ∈ G[t, g1, .., gn−1]
tel que pour t > 0 su�samment petit vn−1,1(t) = ṽn−1,1(t, g1(t), .., gn−1(t), D(t)).
Don un−1,1 véri�e l'équation :

tnu′n−1,1 + (a1 − nn−1
n )un−1,1 + ..+ (an − n0

n)t
n−1un−1,1

= tng(t, un−1,1, vn−1,1, g1, .., gn)

� Si a0 < −1 : On e�etue alors le hangement d'inonnues suivant :

u = vn−1,1 + gnun,1

On remplae dans l'équation pour avoir :

tn+1v′n−1,1 + a0vn−1,1 + ...+ ant
nvn−1,1

+ gn
[
tn+1u′n,1 + (a0 + 1)un,1 + (a1 − nn−1

n )tun,1 + ... + (an − n0
n)t

nun,1
]

= tn+1f(t, vn−1,1 + gnun,1, g1, .., gn)

= tn+1f(t, vn−1,1, g1, .., gn−1, 0) + tn+1gng(t, un,1, vn−1,1, g1, .., gn)
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On hoisit don vn−1,1 tel que vn−1,1 solution de :

tn+1v′n−1,1 + a0vn−1,1 + ... + ant
nvn−1,1 = tn+1f(t, vn−1,1, g1, .., gn−1, 0)

D'après la proposition de la setion préédente, il existe ṽn−1,1 ∈ G[t, g1, .., gn−1]
tel que pour t > 0 su�samment petit vn−1,1(t) = ṽn−1,1(t, g1(t), .., gn−1(t), D(t)).
Don un,1 véri�e l'équation :

tn+1u′n,1 + (a0 + 1)un,1 + (a1 − nn−1
n )tun,1 + ..+ (an − n0

n)t
nun,1

= tn+1g(t, un,1, vn−1,1, g1, .., gn)

On peut don itérer e raisonnement a�n de revenir au premier as.

Dans tous les as on peut érire u = vn−1,1+gnvn−1,2+ ...+g
|a0|−1
n vn−1,|a0|+g

|a0|
n un−1,1

ave ṽn−1,1, .., ṽn−1,|a0| ∈ G[t, g1, .., gn−1] tel que pour t > 0 su�samment petit :

vn−1,1(t) = ṽn−1,1(t, g1(t), .., gn−1(t), D(t)), ...., vn−1,|a0|(t) = ṽn−1,|a0|(t, g1(t), .., gn−1(t), D(t))

Et un−1,1 véri�ant une équation du type :

tnu′n−1,1 + (a1 − |a0|nn−1
n )un−1,1 + ..+ tn−1(an − |a0|n0

n)un−1,1

= tng(t, un−1,1, g1, .., gn, vn−1,1, ..., vn−1,|a0|)

En ontinuant e proédé, on va don montrer par réurrene desendante sur k allant

de n à 2 (en posant u = un) qu'il existe αn, .., αk dans N
⋆
. Il existe également pour tout

i ∈ Jk−1, n−1K , ∀j ∈ J1, αiK, ∃ṽi,j ∈ G[t, g1, .., gi] tel que pour tout t > 0 su�samment

petit on ait : vi,j(t) = ṽi,j(t, g1(t), .., gi(t), D(t)). Les hangements d'inonnues suivant :

u = vn−1,1 + gnvn−1,2 + ...+ gαn−1
n vn−1,αn + gαnn un−1,1

un−1,1 = vn−2,1 + gn−1vn−2,2 + ... + g
αn−1−1
n−1 vn−2,αn−1 + g

αn−1

n−1 un−2,1

.........

uk,1 = vk−1,1 + gkvk−1,2 + ...+ gαk−1
k vk−1,αk + gαkk uk−1,1

Conduisent au fait que uk−1,1 véri�e une équation du type :

tku′k−1,1 + βk−1,0uk−1,1 + ...+ βk−1,k−1t
k−1uk−1,1

tkhk(t, uk−1,1, g1,k, .., gn,k, w
k
k−1,1, .., w

k
k−1,γkk−1

, ..., wkn−1,1, .., w
k
n−1,γkn−1

)

Ave −βk−1,0, ...,−βk−1,k−1, γ
k
n−1, .., γ

k
k−1 dans N⋆

. De plus ∀i ∈ Jk − 1, n − 1K , ∀j ∈
J1, γki K, ∃w̃ki,j ∈ G[t, g1, ..., gi] tel que pour tout t > 0 su�samment petit wki,j(t) =
w̃ki,j(t, g1(t), .., gi(t), D(t)). Les fontions g1,k, .., gn,k sont respetivement dansN1×..×Nn.

Elles sont dé�nies de la façon suivante :

gi,k =







gi si i ≤ k
gi,k+1

gkg
δk
i,k−1
k−1 ...g

δk
i,1

1 t
δk
i,0

sinon

Ave ∀i ≥ k + 1, ∀j ∈ J0, k − 1K, δki,j dans N. De plus ∀i ∈ J1, nK , gi,k ∈ Ni.

Le rang initial de ette réurrene a été fait i-dessus. Supposons don vraie la

propriété pour les rangs supérieurs à k+1 et montrons la au rang (k ≥ 2). L'hypothèse
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de réurrene nous donne don : il existe αn, .., αk+1 dans N
⋆
. Il existe également pour

tout i ∈ Jk, n−1K , ∀j ∈ J1, αiK, ∃ṽi,j ∈ G[t, g1, .., gi] tel que pour tout t > 0 su�samment

petit on ait : vi,j(t) = ṽi,j(t, g1(t), .., gi(t), D(t)). Les hangements d'inonnues suivants :

u = vn−1,1 + gnvn−1,2 + ...+ gαn−1
n vn−1,αn + gαnn un−1,1

un−1,1 = vn−2,1 + gn−1vn−2,2 + ...+ g
αn−1−1
n−1 vn−2,αn−1 + g

αn−1

n−1 un−2,1

.........

uk+1,1 = vk,1 + gk+1vk,2 + ... + g
αk+1−1
k+1 vk,αk+1

+ g
αk+1

k+1 uk,1

Conduisent au fait que uk,1 véri�e une équation du type :

tk+1u′k,1 + βk,0uk,1 + ...+ βk,kt
kuk,1

tk+1hk+1(t, uk,1, g1,k+1, .., gn,k+1, w
k+1
k,1 , .., w

k+1

k,γk+1
k

, ..., wk+1
n−1,1, .., w

k+1

n−1,γk+1
n−1

)

Ave −βk,0, ...,−βk,k, γk+1
n−1, .., γ

k+1
k dans N⋆

. De plus ∀i ∈ Jk, n − 1K , ∀j ∈ J1, γk+1
i K,

∃w̃k+1
i,j ∈ G[t, g1, ..., gi] tel que pour tout t > 0 su�samment petit wk+1

i,j (t) =

w̃k+1
i,j (t, g1(t), .., gi(t), D(t)).

On onsidère 2 as :

� Si βk,0 = −1 : On e�etue alors le hangement d'inonnues suivant :

uk,1 = vk−1,1 + gkuk−1,1

On remplae dans l'équation pour avoir :

tk+1v′k−1,1 + βk,0vk−1,1 + ...+ βk,kt
kvk−1,1

+ gk
[
tk+1u′k−1,1 + (βk,1 − nk−1

k )tuk−1,1 + ... + (βk,k − n0
k)t

kuk−1,1

]

= tk+1hk+1(t, vk−1,1 + gkuk−1,1, g1,k+1, .., gn,k+1, w
k+1
k,1 , .., w

k+1

k,γk+1
k

, ..., wk+1
n−1,1, .., w

k+1

n−1,γk+1
n−1

)

A présent, nous allons dérire la onstrution des gi,k pour i ≥ k + 1 :

Pour tout k + 1 ≤ i ≤ n on a :

gi,k+1(t) =
e

−1

iti

e
−ni−1

i,k+1

(i−1)ti−1 ...e
−n1

i,k+1
t tn

0
i,k+1

Si i = k + 1 on a :

gk+1(t)

gk(t)
=

e
−1

(k+1)tk+1

e e
−(nk−1

k+1,k+1
−nk−1

k
)

(k−1)tk−1 ...e
−(n1

k+1,k+1
−n1

k
)

t tn
0
k+1,k+1−n

0
k

Pour j ∈ J0, k − 1K, on note :

njk+1,k =

{

0 si njk+1,k+1 − njk < 0

njk+1,k+1 − njk sinon
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On pose aussi nkk+1,k = nkk+1,k+1 + 1. Ainsi il existe δ̃k−1, ..., δ̃1 dans N tel que :

gk+1,k+1(t)

gk(t)
= gk+1,k(t)e

−δ̃k−1

(k−1)tk−1 ...e
δ̃1
t tδ̃0

En utilisant le même type de proédé on réurre a�n d'obtenir l'existene de

δkk+1,k+1, .., δ
k
k+1,0 tel que :

gk+1,k+1(t) = gk+1,k(t)gk(t)(gk−1(t))
δkk+1,k−1 ....(g1(t))

δkk+1,1tδ
k
k+1,0

On peut faire de même pour les gi,k+1 , i ≥ k + 1. En utilisant e résultat ainsi

que l'hypothèse de réurrene on érit pour i ≥ k + 1 :

gi = gi,i = gi,i−1gi−1(gi−2)
δi−1
i,i−2 ...(g1)

δi−1
i,1 tδ

i−1
i,0

= ......

= gi,kgk(gk−1)
δ̃ki,k−1 .....(g1)

δ̃ki,1tδ̃
k
i,0

Revenons aux éléments de l'équation :

∀j ∈ J1, γk+1
k K, w̃k+1

k,j ∈ G[t, g1, ..., gk]. Don ∃ãk+1
k,j ∈ G[t, g1, .., gk−1] et b̃

k+1
k,j ∈

G[t, g1, .., gk] tel que w̃
k+1
k,j = ãk+1

k,j + gk b̃
k+1
k,j .

De même ∀j ∈ J1, γk+1
k+1K, w̃

j+1
k+1,j ∈ G[t, g1, ..., gk+1], don ∃ãk+1

k+1,j ∈ G[t, g1, .., gk−1] ,

∃b̃k+1
k+1,j,k ∈ G[t, g1, .., gk] et ∃b̃k+1

k+1,j,k+1 ∈ G[t, g1, .., gk+1] tel que :

w̃k+1
k+1,j = ãk+1

k+1,j + gkb̃
k+1
k+1,j,k + gk+1b̃

k+1
k+1,j,k+1

= ãk+1
k+1,j + gkb̃

k+1
k+1,j,k + gk+1,kgk(gk−1)

δ̃k
k+1,k−1 ...(g1)

δ̃k
k+1,1tδ̃

k
k+1,0

On ontinue es substitutions jusque :

Pour tout j ∈ J1, γk+1
n−1K, ∃ãn−1,j ∈ G[t, g1, .., gk−1], ∃b̃k+1

n−1,j,k ∈ G[t, g1, .., gk],..

...,∃b̃k+1
n−1,j,n−1 ∈ G[t, g1, .., gn−1] tel que :

w̃k+1
n−1,j = ãn−1,j + gkb̃

k+1
n−1,j,n−1 + ...+ gn−1b̃

k+1
n−1,j,n−1

= ãn−1,j + gkb̃
k+1
n−1,j,n−1 + ...+ gn−1,kgk(gk−1)

δ̃kn−1,k−1 ...(g1)
δ̃kn−1,1tδ̃

k
n−1,0 b̃k+1

n−1,j,n−1

Dans la suite on notera ai,j et b
k
i,j,l les fontions à valeurs réelles qui se rapportent

à leurs homologues ave des tildes. On peut don remplaer dans l'équation et

observer que le membre de droite peut s'érire pour t > 0 su�samment petit :

tk+1hk+1(t, vk−1,1 + gkuk−1,1, g1,k+1, .., gn,k+1, w
k+1
k,1 , .., w

k+1

k,γk+1
k

, ..., wk+1
n−1,1, .., w

k+1

n−1,γk+1
n−1

)

= tk+1fk(t, vk−1,1, g1, .., gk, a
k+1
k,1 , .., a

k+1

k,γk+1
k

, ..., ak+1
n−1,1, ...., a

k+1

n−1,γk+1
n−1

)

+ tk+1hk
(
t, uk−1,1, g1,k, ..., gn,k, vk−1,1, a

k+1
k,1 , .., a

k+1

k,γk+1
k

, ..., ak+1
n−1,1, ...., a

k+1

n−1,γk+1
n−1

, b̃k+1
k,1 , ..

..., b̃k+1

k,γk+1
k

,
(
b̃k+1
i,j,l

)

k+1≤i≤n−1,1≤j≤γk+1
i ,k≤l≤i

)

Ave fk et hk analytiques au voisinage de (0, .., 0) en haune de leurs variables.

On hoisit don vk−1,1 tel que vk−1,1 solution de :

tk+1v′k−1,1 + βk,0vk−1,1 + ...+ βk,kt
kvk−1,1

= tk+1fk(t, vk−1,1, g1, .., gk, a
k+1
k,1 , .., a

k+1

k,γk+1
k

, ..., ak+1
n−1,1, ...., a

k+1

n−1,γk+1
n−1

)
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D'après la proposition de la setion préédente, il existe ṽk−1,1 ∈ G[t, g1, .., gk−1]
tel que pour t > 0 su�samment petit vk−1,1(t) = ṽk−1,1(t, g1(t), .., gk−1(t), D(t)).
Don uk−1,1 véri�e l'équation :

tku′k−1,1 + (βk,1 − nk−1
k )uk−1,1 + ...+ (βk,k − n0

k)t
k−1uk−1,1

= tkhk
(
t, uk−1,1, g1,k, ..., gn,k, vk−1,1, a

k+1
k,1 , .., a

k+1

k,γk+1
k

, ..., ak+1
n−1,1, ...., a

k+1

n−1,γk+1
n−1

, b̃k+1
k,1 , ..

..., b̃k+1

k,γk+1
k

,
(
b̃k+1
i,j,l

)

k+1≤i≤n−1,1≤j≤γk+1
i ,k≤l≤i

)

Étant donné que les −βk,1, ...,−βk,k sont dans N⋆
, don −βk,1+nk−1

k , ...,−βk,k+n0
k

aussi. En reprenant toutes les hypothèses on onstate que la propriété est alors

bien démontrée au rang k.
� Si βk,0 < −1 :

On e�etue la même transformation qu'au as préédent. On ne retombe alors pas

immédiatement sur la propriété reherhée ependant on augmente le terme βk,0
de 1. Ainsi après plusieurs itérations on est ramené au as βk,0 = −1.

Dans tous les as la propriété au rang k est alors démontrée.

La réurrene nous mène don jusqu'à l'existene de w̃2
1,1, .., w̃

2
1,γ21

∈ G[t, g1] , ...,

w̃2
n−1,1, ..., w̃

2
n−1,γ2n−1

∈ G[t, g1, ..., gn−1] et u1,1 véri�ant l'équation :

t2u′1,1 + β1,0u1,1 + β1,1tu1,1 = t2h2
(
t, u1,1, g1,2, .., gn,2, w

2
1,1, .., w

2
1,γ21

, ..., w2
n−1,1, ..., w

2
n−1,γ2n−1

)

Ave −β1,0,−β1,1 dans N⋆
. On se ramène par le même type de rédution à :

t2u′1,|β1,0| − u1,|β1,0| + t
[
β1,1 − n0

1(|β1,0| − 1)
]
u1,|β1,0|

= t2h2
(
t, u1,|β1,0|, g1,2, .., gn,2, w1,1, ..., w1,γ1 , .., wn−1,1, .., wn−1,γn−1

)

On pose u1,|β1,0| = u0 + g1u1 + (g1)
2v. Ainsi l'équation devient :

t2u′0 − u0 +
[
β1,1 − n0

1|β1,0|
]
+ (g1)

2
[
t2v′ + v + [β1,1 + n0

1(|β1,0|+ 1)]
]

= t2h2
(
t, u0 + g1u1 + (g1)

2v, g1,2, .., gn,2, w
2
1,1, .., w

2
1,γ21

, ..., w2
n−1,1, ..., w

2
n−1,γ2n−1

)

Pour tout j ∈ J1, γ1K, il existe w̃1,j ∈ G[t, g1] tel que pour t > 0 su�samment

petit w1,j(t) = w̃1,j(t, g1(t), D(t)). Comme w̃1,j ∈ G[t, g1] , il existe z̃1,j,0 ∈ G[t] et
z̃1,j,1 ∈ G[t, g1] tel que :

w̃1,j = z̃1,j,0 + g1z̃1,j,1

On ontinue ainsi jusqu'à :

Pour tout j ∈ J1, γn−1K, il existe w̃n−1,j ∈ G[t, g1, .., gn−1] tel que pour tout t > 0
su�samment petit on ait :

wn−1,j(t) = w̃n−1,j

(
t, g1(t), .., gn−1(t), D(t)

)
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Comme w̃n−1,j ∈ G[t, g1, .., gn−1], il existe z̃n−1,j,0 ∈ G[t], .., z̃n−1,j,n−1 ∈ G[t, g1, .., gn−1]
tel que :

w̃n−1,j = z̃n−1,j,0 + g1z̃n−1,j,1 + ... + gn−1z̃n−1,j,n−1

Comme préédemment on notera zi,j,l les fontions réelles qui pour t > 0 su�samment

petit véri�ent : zi,j,l(t) = z̃i,j,l(t, g1(t), .., gl(t), D(t)).
Pour tout j ∈ J2, nK :

gj,2(t)

g21(t)
=

e
−1

jtj

e
−n

j−1
j,2

(j−1)tj−1 ...e
−n1

j,2
t tn

0
j,2g21(t)

=
e

−1

jtj

e
−n

j−1
j,2

(j−1)tj−1 ...e
−(n1

j,2
+2)

t tn
0
j,2

︸ ︷︷ ︸

:=g̃j(t)

t2n
0
1

Ainsi pour tout j ∈ J2, nK, on a gj,2 = g̃jg
2
1t

2n0
1
. Par suite, en utilisant les formules qui

préèdent on a pour tout j ≥ 2 :

gj = gj,j =gj,j−1gj−1g
δ
j−1
j,j−2

j−2 ....g
δ
j−1
j,1

1 tδ
j−1
j,0

= ....

= g̃jg
δ̃
j
j−1

j−1 ...g
δ̃
j
1

1 t
δ̃
j
0g21

En raisonnant par réurrene et en utilisant l'ériture i-dessus, on a pour tout j ∈ J2, nK

gj = g̃j g̃
˜̃
δ
j
j−1

j−1 ...g̃
˜̃
δ
j
1

1 t
˜̃
δ
j
0g21

On reprend les expressions préédentes et pour tout i ∈ J2, n− 1K, j ∈ J1, γiK :

w̃i,j = z̃i,j,0 +
i∑

l=1

glz̃i,j,l

= z̃i,j,0 + g1z̃i,j,1 +

i∑

l=2

glz̃i,j,l

= z̃i,j,0 + g1z̃
1
i,j,0 + g21 z̃

1
i,j,1 + g21

i∑

l=1

g̃lg̃
˜̃
δll−1

l−1 ...g
˜̃
δl1
1 t

˜̃
δl0 z̃i,j,l

Et pour i = 1 et j ∈ J1, γ1K :

w̃1,j = z̃1,j,0 + g1z̃1,j,1

= z̃1,j,0 + g1z̃
1
1,j,0 + g21 z̃

1
1,j,1
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Ave pour tout i ∈ J1, nK , z̃1i,j,0 ∈ G[t] et z̃1i,j,1 ∈ G[t, g1]. On érit don le seond membre

sous la forme :

t2h2
(
t, u0 + g1u1 + g21v, g1,2, .., gn,2,

(
wi,j
)

1≤i≤n−1
1≤j≤γi

)

= t2h2
(
t, u0 + g1u1 + g21v, g1, g

2
1g̃2g

˜̃
δ21
1 t

˜̃
δ20 , ..., g21g̃ng̃

˜̃
δnn−1

n−1 ...g
˜̃
δn1
1 t

˜̃
δn0 , z1,1,0 + g1z

1
1,1,0 + g21z

1
1,1,1, ...

.., z1,γ1,0 + g1z
1
1,γ1,0

+ g21z
1
1,γ1,1

,
(
z̃i,j,0 + g1z̃

1
i,j,0 + g21z̃

1
i,j,1 + g21

i∑

l=1

g̃lg̃
˜̃
δll−1

l−1 ...g
˜̃
δl1
1 t

˜̃
δl0 z̃i,j,l

)

2≤i≤n−1
1≤j≤γi

)

= t2f1
(
t, u0, z1,1,0, .., z1,γ1,0, ...., zn−1,1,0, .., zn−1,γn−1,0

)

+ t2g1u1h1
(
t, u0, u1, z1,1,0, .., z1,γ1,0, ...., zn−1,1,0, .., zn−1,γn−1,0

)

+ t2g1h̃1
(
t, u0, z1,1,0, z

1
1,1,0, .., z1,γ1,0, z

1
1,γ1,0, ...., zn−1,1,0, z

1
n−1,1,0, ...., zn−1,γn−1,0, z

1
n−1,γn−1,0

)

+ g21t
2f
(
t, u0, u1, v, g1, g̃2, ..., g̃n, (zi,j,l)2≤i≤n−1,1≤j≤γi,2≤l≤i, (zi,j,0)1≤i≤n−1,1≤j≤γi,

(z1i,j,0)1≤i≤n−1,1≤j≤γi, (z
1
i,j,1)1≤i≤n−1,1≤j≤γi

)

Nous hoisissons don u0 solution de :

t2u′0 − u0 +
[
β1,1 − n0

1(|β1,0| − 1)
]
tu0

= t2f1
(
t, u0, z1,1,0, .., z1,γ1,0, ...., zn−1,1,0, .., zn−1,γn−1,0

)

Don, en utilisant la proposition préédente, il existe ũ0 ∈ G[t] tel que pour t > 0
su�samment petit on ait : u0(t) = ũ0(t, D(t)).
On hoisit ensuite u1 véri�ant l'équation :

tu′1 + (β1,1 − n0
1|β1,0|)u1

= u1th1
(
t, u0, u1, z1,1,0, .., z1,γ1,0, ...., zn−1,1,0, .., zn−1,γn−1,0

)

+ th̃1
(
t, u0, z1,1,0, z

1
1,1,0, .., z1,γ1,0, z

1
1,γ1,0, ...., zn−1,1,0, z

1
n−1,1,0, ...., zn−1,γn−1,0, z

1
n−1,γn−1,0

)

Notons a = −(β1,1−n0
1|β1,0|). D'après la proposition 2 on a l'existene de c1, .., ca−1 ∈ Q

(si a ≥ 2 sinon on retire es onstantes du développement), b1, b2 et l̃0, s̃0 ∈ G[t] tel que :

u(t) = l0(t)
[
c1t+ ... + ca−1t

a−1 + b1t
a−1Y + Cta + b2t

a+1 + ta−1s0
]

Ave C onstante arbitraire et l0, s0 à valeurs réelles dé�nies pour t > 0 su�samment

petit par l0(t) = l̃0(t, D(t)) et s0(t) = s̃0(t, D(t)). La fontion v véri�e l'équation :

t2v′ + v + [β1,1 + n0
1(|β1,0|+ 1)]tv

= t2f
(
t, u0, u1, v, g1, g̃2, ..., g̃n, (zi,j,l)2≤i≤n−1,1≤j≤γi,2≤l≤i, (zi,j,0)1≤i≤n−1,1≤j≤γi,

(z1i,j,0)1≤i≤n−1,1≤j≤γi, (z
1
i,j,1)1≤i≤n−1,1≤j≤γi

)

En utilisant les résultats préédents et la proposition 8 on peut réérire la forme de

l'équation que véri�e v par :

t2v′ + v = tf(t, v, g̃1, ..., g̃n, p1, .., pq)
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Ave p̃1, .., p̃q ∈ G[t, g1, .., gn] ∈ G[t, g̃1, .., g̃n] par onstrution, et pour t > 0
su�samment petit pj(t) = p̃j(t, D(t)). Et (g̃1, .., g̃n) ∈ N1 × ... × Nn Don en uti-

lisant le théorème de la partie II il existe α1 > 0, Ω1 un ouvert ompatible ave

(t 7→ t, g̃1, .., g̃n), une unique solution ṽ ∈ Θ0
α1,Ω1

tel que pour t > 0 su�samment

petit on ait v(t) = ṽ(t, g̃1(t), ..., g̃n(t)).

Ainsi nous avons réussi omme dans [7℄ et [8℄ à donner un développement faisant

apparaitre de manière expliite le r�le de la onstante arbitraire.
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Nous allons donner deux exemples d'utilisation des théorèmes des parties II et III.
� Dans un premier temps, nous allons illustrer le fait qu'en dimension 1 des lasses

d'équations beauoup plus vastes peuvent se ramener aux équations étudiées pré-

édemment. L'intérêt de et exemple gît essentiellement dans l'intervention de

rédution astuieuse qui s'apparente à des rédutions Fuhsiennes faisant ainsi

apparaître des méanismes de rédution automatisés suivant les di�érents as.

� Dans un seond temps, nous montrerons que des équations ave des dérivées

d'ordre supérieure à 1 peuvent se ramener aux équations étudiées dans les parties

préédentes. Un parallèle ave les équations de [7℄ sera e�etué.

11 Équation du type "tn∂u
∂t

= f(t, u)" en dimension 1

11.1 Introdution

Nous nous intéressons ii à des équations en dimension 1 du type tnu′ = f(t, u).
Notre but est de touher la lasse d'équation la plus large possible qui puisse se réérire

sous la forme énonée à la �n de la partie II. Ces équations ne garantissent pas toujours
des solutions qui tendent vers 0 en 0. Il sera don souvent néessaire de voir à quel équi-
valent on peut faire appel pour obtenir, après rédution, des solutions d'équations qui

tendent vers 0 en 0. Des rédutions partiulières seront don introduites pour atteindre
e résultat. Pour motiver les dé�nitions et les démonstrations qui vont suivre, nous om-

mençons par un exemple sur lequel nous motiverons des rédutions et expliquerons leurs

intérêts.

L'exemple hoisi est l'équation suivante :

t2
∂u

∂t
+ 5tu+ 2u = 1 + tu2 + t3u

Nous allons e�etuer sur ette équation 2 rédutions suessives. Nous ommençons

par poser u = 1
2
+ tv et nous l'injetons dans l'équation initiale :

t2
∂u

∂t
= t2v + t3

∂v

∂t
= 1 + t(

1

2
+ tv)2 + t3(

1

2
+ tv)− 2(

1

2
+ tv)− 5t(

1

2
+ tv)

⇒ t2
∂v

∂t
+ 5tv + 2v = −9

4
+ t2v2 +

t2

2
+ t3v

L'intérêt de ette rédution est l'augmentation des puissanes de t qui sont attahées
aux "vi" (i ≥ 2). Cependant, ette rédution ne permet pas d'e�aer le "1" de l'équation

initiale ar il est remplaé par "−9

4
". On a toutefois isolé un équivalent potentiel en 0,

de la solution, à savoir

1

2
. A présent, posons v = −9

4
+ w, e qui nous donne :

t2
∂w

∂t
+ 5tw + 2w =

45

8
t+

113

64
t2 − 9

8
t3 + t3w + t2w2 − 9

4
t2w

Au �nal, on se retrouve ave une équation du type :

t2
∂w

∂t
+ 2w = tf(t, w)
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Ave u =
1

2
− 9

8
t+ tw . Il est important de bien voir que la première rédution n'est

pas anodine ar sans elle nous aurions pu obtenir des termes du type wi seuls. Il est
intéressant de onstater que e genre de rédutions umulées ne orrespond pas aux

rédutions e�etuées dans [1]. En e�et, dans [1] deux rédutions suessives auraient

onduits à la transformation suivante : u =
1

2
− 9

8
t+ t2w. Hélas, e type de rédution

reste sur le même type d'équation 'est à dire qu'il reste une onstante dans l'équation.

Avant d'énoner un résultat qui généralise e phénomène, nous allons introduire quelques

dé�nitions et propositions pour �xer les bases de la démonstration du théorème qui

suivra.

11.2 Dé�nition du type d'équation [∆]

En e�et, pour pouvoir énoner un théorème de rédution sur les équations du type

tnu′ = f(t, u), il onvient de s'entendre sur les ritères de base que doivent respeter les
éléments onstitutifs de l'équation.

Dé�nition 15. Soit (E) une équation du type tn ∂u
∂t

= f(t, u) , t > 0 , ave n ∈ N. On

dira que (E) est du type [∆], si f : R×C → C est analytique en haune de es variables

dans un voisinage de (0, 0) et qu'il existe V ∈ V(0) tel que u ∈ C1(V ∩]0,+∞[).

De même, on dé�nit le fait qu'une équation du type [∆] soit omplètement fatorisée.

Dé�nition 16. On dira que (E) de type [∆] est omplètement fatorisée si :

� n = 0
� ou ∃(0, z) ∈ Df , f(0, z) 6= 0

La proposition qui suit montre que la qualité de omplète fatorisation est aessible

à toutes équations de type [∆] moyennant une réériture.

Proposition 11. Soit (E) une équation du type tn ∂u
∂t

= f(t, u) , t > 0 du type [∆]. Alors
∃n0 ∈ N et g : R×C → C analytique en haune de es variables au voisinage de (0, 0)
tel que (E) puisse se ramener à une équation du type :

(E ′) : tn0
∂u

∂t
= g(t, u)

Où (E') est omplètement fatorisée.

Démonstration. On démontre le résultat par réurrene sur n ∈ N.

� Rang initial n = 0
Vrai par dé�nition.

� Passage du rang k − 1 au rang k
On a (E) qui s'érit :

tk
du

dt
= f(t, u) =

∑

i≥0

tifi(u)
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Si f(0, u) = f0(u) 6= 0 alors (E) est omplètement fatorisée par dé�nition et on

peut alors prendre n0 = n et g ≡ f . Si f(0, u) = f0(u) = 0 alors pour t > 0
l'équation devient :

tk
du

dt
= tf1(u) + t2f2(u) + ....

⇒ tk−1du

dt
= f1(u) + tf2(u) + .... =

∑

i≥1

ti−1fi(u) = f̃(t, u)

Il su�t alors d'utiliser l'hypothèse de réurrene.

Cette proposition nous permet dans la suite de hoisir des équations omplètement

fatorisées sans perte de généralités.

11.3 Zoologie de es équations

En e�et, nous dérivons dans le théorème qui suit, une zoologie des équations étudiées

dans e paragraphe. Cette étude vise à réduire le système sous une ertaine forme. Cette

forme sera reprise dans le théorème d'existene situé à la �n de ette partie.

Notations. Z− = {k ∈ Z tel que k ≤ 0}

Théorème 4. Soit (E) du type [∆] omplètement fatorisée du type tn du
dt

= f(t, u) ,

t > 0. On suppose de plus que si n 6= 0 , ∃u0 ∈ C tel que (0, u0) ∈ Df et f(0, u0) = 0.
Alors on a 4 as :

� as A0 : n = 0 ou

(
∂f

∂y
(0, u0) /∈ N et n = 1

)

Alors, ∀p ∈ N⋆
, ∃Qp−1 ∈ Cp−1[X ], Qp−1(0) + 1 = Qp(0), Qp−1(0) 6= 0 , ∃P2p−1 ∈

C2p−1[X ] , ∃fp : Dfp ⊂ R × C → C analytique en haune de ses variables tel

qu'en posant u = P2p−1(t) + tpũ, on ait ũ qui véri�e l'équation :

t
dũ

dt
+Qp−1(t)ũ = tpfp(t, ũ)

� as A1 : n = 1 et

∂f

∂y
(0, u0) ∈ N

Alors, ∀p ∈ N⋆
, ∃k(p) ∈ N⋆

, ∃Qp−1 ∈ Cp−1[X0, .., Xk(p)], Qp−1(0) /∈ Z−
,

∃P2p−1 ∈ C2p−1[X0, ..., Xk(p)] , il existe aussi pour tout i ∈ J0, k(p)K, fp,i :
Dfp,i ⊂ Rk(p)+1 × C → C analytique en haune de ses variables tel qu'en po-

sant u = P2p−1(t, tln(t), .., t(ln(t))
k(p)) + tpũ, on ait ũ qui véri�e l'équation :

t
dũ

dt
+Qp−1(t, tln(t), .., t(ln(t))

k(p))ũ =

k(p)
∑

i=0

tp(ln(t)i)fp,i(t, tln(t), .., t(ln(t))
k(p), ũ)

Et Qp−1, P2p−1, fp dépendant d'un paramètre arbitraire pour p assez grand.
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� as A2 : n ≥ 2 et

∂f

∂y
(0, u0) 6= 0

Alors, ∀p ∈ N⋆
, ∃Qp−1 ∈ Cp−1[X ], Qp−1(0) 6= 0, ∃P2p−1 ∈ C2p−1[X ], ∃fp : Dfp ⊂

R×C → C analytique en haune de ses variables tel qu'en posant u = P2p−1(t)+
tpũ, on ait ũ qui véri�e l'équation :

tn
dũ

dt
+Qp−1(t)ũ = tpfp(t, ũ)

� as A3 : n ≥ 2 et ∃m ≥ 2 tel que

∂mf

∂my
(0, u0) 6= 0. En e�et, sinon f(0, u) ≡ 0 et

(E) n'est pas omplètement fatorisée. Il existe alors i, r ∈ N⋆
, P ∈ C[X ] tel qu'en

posant τ = t
1
r
et u = P (τ) + τ iũ, on puisse se ramener au as A0, A1 ou A2.

Remarque 6.

� Dans le as A1, on a k(p+ 1) ≤ 3k(p) + 1
� Le fait dans A1 de hoisir dans N le oe�ient

∂f

∂y
(0, u0)− 1 n'est pas gênant. S'il

est dans Q on se ramène à N par hangement de variable sinon on peut énoner

des variantes dans R/Q.

� A2 mène à une rédution que nous étudierons ensuite.

� Dans A3, P n'est pas néessairement unique.

Démonstration. Cas A0 : Montrons le résultat par réurrene sur p ≥ 1 :

� rang 1

� Si n = 0

t
du

dt
= tf(t, u) = th(t) + t

∑

i≥1

fi(t)u
i

Comme h est analytique au voisinage de 0, on peut érire sur un voisinage de

0 : h(t) =
∑

i≥1

ait
i
. Ce qui donne :

t
du

dt
= a1t+ t2

∑

i≥0

ai+2t
i + t

∑

i≥1

fi(t)u
i

On pose alors u = a1t+ tv :

t
du

dt
= a1t+ t2

dv

dt
+ tv = a1t+ t2

∑

i≥0

ai+2t
i + t

∑

i≥1

fi(t)t
i(a1 + v)i

t
dv

dt
+ v = t

∑

i≥0

ai+2t
i +
∑

i≥1

fi(t)t
i(a1 + v)i = tg(t, v)

La propriété est don vraie au rang 1 en prenant P2×1−1(X) = a1X ,

Q1−1(X) = 1, et f1 = g.
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� Si n = 1 et

∂f

∂y
(0, u0) /∈ N

On érit f(t, u) = f0(u) + tf1(u) + t2f2(u) + . . .. On pose

∂f

∂y
(0, u0) = f ′

0(u0)

et par dé�nition f0(u0) = 0. En opérant la transformation u = u0 + tv dans

l'équation préédente, on a :

t
du

dt
= t2

dv

dt
+ tv = f ′

0(u0)tv +
f

′′

0 (u0)

2
t2v2 + . . .+ tf1(u0) + t2g(t, v)

⇒ t
dv

dt
+ (1− f ′

0(u0)) v = f1(u0) + tg(t, v)

Une nouvelle transformation s'impose : v = f1(u0)
1−f ′0(u0)

+ w. Elle implique :

t
dw

dt
+ (1− f ′

0(u0))w = tg̃(t, w)

La propriété est don vraie au rang 1 en prenant P2×1−1(X) = u0+
f1(u0)

1−f ′0(u0)
X

, Q1−1(X) = 1− f ′
0(u0) /∈ Z−

et f1 = g̃.

� Supposons la propriété vraie au rang p ≥ 1 et montrons la au rang p+ 1 :

L'hypothèse de réurrene s'énone ainsi : ∃Qp−1 ∈ Cp−1[X ], ∃P2p−1 ∈ C2p−1[X ]
ave Qp−1(0) /∈ Z−

, ∃fp : Dfp ⊂ R × C → C analytique en haune de es

variables tel qu'en posant u = P2p−1(t) + tpv, v véri�e l'équation :

t
dv

dt
+Qp−1(t)v = tpfp(t, v)

On pose Qp−1(X) = b0 + b1X + . . . + bp−1X
p−1

ave b0 /∈ Z−
. De même, on

érit fp(t, v) = f0(t)+
∑

i≥1 fi(t)u
i
et f0(t) =

∑

i≥0 ait
i
. On e�etue la rédution

suivante : v = a0
p+b0

tp+ tw. Notons bien que ette rédution est possible puisque

b0 /∈ Z−
don p+ b0 /∈ Z−

, 'est à dire non nul.

t
dv

dt
+Qp−1(t)v=

pa0
p+ b0

tp + t2
dw

dt
+ tw + (bp−1t

p−1 + . . .+ b1t)
a0

p+ b0
tp

+
a0b0
p+ b0

tp + (bp−1t
p−1 + ..+ b1t)tw + b0tw

= a0t
p + tp+1

∑

i≥0

ai+1t
i + tp

∑

i≥1

fi(t)t
i

(

w + a0
tp−1

p+ b0

)i

Don :

t
dw

dt
+
(
1 + b0 + b1t+ ... + bp−1t

p−1
)
w + (bp−1t

2p−2 + ...+ b1t
p)

a0
p+ b0

= a1t
p + tp+1

∑

i≥0

ai+2t
i + tpf1(t)(w +

a0t
p−1

p+ b0
) + tp+1

∑

i≥0

fi+2t
i

(
w + a0t

p−1

p+ b0

)i+2
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On érit f1(t) =
∑

i≥0 cit
i = c0 + tf̃1(t) e qui donne :

tpf1(t)

(

w +
a0t

p−1

p+ b0

)

= tpc0(w +
a0t

p−1

p+ b0
) + tp+1f̃1(t)

(

w +
a0t

p−1

p+ b0

)

= c0t
pw + δp−1

c0a0t
p

p+ b0
+ (1− δp−1)

c0a0
p+ b0

tp+1−(p−2)

+ tp+1f̃1(t)

(

w +
a0t

p−1

p+ b0

)

Ainsi :

t
dw

dt
+
(
c0t

p + bp−1t
p−1 + ... + b1t+ b0 + 1

)
w =

[

a1 −
b1

p+ b0
+
δp−1c0a0
p+ b0

]

tp

+ tp+1

(
(1− δp−1)a0

p+ b0

[
c0t

p−2 + (1− δp≥3)b2 + (1− δp≥4)
(
b3t+ ... + bp−1t

p−3
)]

+ f̃1(t)
(
w +

a0t
p−1

p+ b0

)
+
∑

i≥0

ai+2t
i +
∑

i≥2

fi+2(t)t
i
(
w +

a0t
p−1

p+ b0

)i+2

︸ ︷︷ ︸

f̃p+1(t,w)

)

Don :

t
dw

dt
+ [c0t

p + ...+ b1t+ b0 + 1]w =

[

a1 −
b1

p+ b0
+ δp−1

c0a0
p+ b0

]

tp + tp+1f̃p+1(t, w)

En posant w =

[

a1 − b1
p+b0

+ δp−1
c0a0
p+b0

]

b0 + 2
tp + ũ = βtp + ũ on a :

t
dũ

dt
+ [c0t

p + ...+ b1t + b0 + 1] ũ

= tp+1
[

f̃p+1(t, βt
p + ũ)− δp≥2(b1 + ... + bp−1t

p−2) + c0t
p−1
]

On obtient bien e que l'on veut en posant :

Qp(X) = c0X
pbp−1X

p−1 + ...+ b1X + b0 + 1

Qp(0) = b0 + 1 = Qp−1(0) + 1 ⇒ Qp(0) /∈ Z−

fp+1(t, ũ) = f̃p+1(t, αt
p + ũ)− δp≥2

(
b1 + ...+ bp−1t

p−2
)
+ c0t

p−1

De plus v = αtp+ tw = αtp+ βtp+1+ tũ ave α = a0
p+b0

. Or u = P2p−1(t) + tpv =

P2p−1(t) + αt2p + βt2p+1 + tp+1u don on a le résultat ave :

P2p+1(t) = P2p−1(t) + αt2p + βt2p+1

Et ei termine la réurrene

Cas A1 :

On ommene par e�etuer le même type de rédution que dans le as A0, puis

on utilise les artiles [7℄ et [8℄.
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Cas A2 : On proède de même par réurrene sur p ≥ 1 :

� rang 1 :

On suppose don tn du
dt

=
∑

i≥0 t
ifi(u) ave f0(u0) = 0 et f ′

0(u0) 6= 0. Nous
ommençons don par réduire de la façon suivante u = u0 + tv, donnant :

tn+1dv

dt
+ tnv = f ′

0(u0)tv + tf1(u0) + t2h(t, v)

⇒ tn
dv

dt
+ tn−1v = f ′

0(u0)v + f1(u0) + th(t, v)

On utilise ensuite la transformation suivante : v = −f1(u0)
f ′0(u0)

+ w. Une fois le

hangement d'inonnues e�etué, on a :

tn
dw

dt
− f ′

0(u0)w = tf(t, w − f1(u0)

f ′
0(u0)

)− tn−1(−f1(u0)
f ′
0(u0)

+ w) = th̃(t, w)

Au �nal, le hangement d'inonnue suivant u = u0 − tf1(u0)
f ′0(u0)

+ tw montre la

propriété au rang 1.

� Supposons la propriété au rang p et montrons la au rang p+ 1 :

D'après l'hypothèse de réurrene on a : tn du
dt

+ Qp−1(t)u = tpfp(t, u) ave

Qp−1(0) = −f ′
0(u0). On utilise la notation suivante : fp(t, u) =

∑

i≥0

fp,i(t)u
i
.

Et la transformation que nous ommençons par faire est : u = −fp,0(0)

f ′0(u0)
tp + tv.

Elle a pour onséquene ;

tn+1dv

dt
+ tn − p

fp,0(0)

f ′
0(u0)

tp−1+n + [Qp−1(t)−Qp−1(0)]

[

−fp,0(0)
f ′
0(u0)

tp + tv

]

+ f ′
0(u0)tv

= tp
[

tf ′
p,0(0) + t2gp,0(t) + fp,1(0)

(

tv − fp,0(0)

f ′
0(u0)

tp
)

+ t2f̃(t, v)

]

Ce qui implique :

tn
dv

dt
+ tn−1v − p

fp,0(0)

f ′
0(u0)

tp−2+n + [Qp−1(t)−Qp−1(0)]

[

−fp,0(0)
f ′
0(u0)

tp + tv

]

+ f ′
0(u0)v

tp
[

f ′
p,0(0)− fp,1(0)

(fp,0(0)

f ′
0(u0)

tp−1
)
]

+
˜̃
f(t, v) + fp,1(0)t

pv

Après examen des puissanes portées par les mon�mes en "t", on s'aperçoit

qu'elles sont toutes supérieures à p. En e�et, on a p − 2 + n ≥ p − 2 + 2 ≥ p.
De même, le fait que [Qp−1(t)−Qp−1(0)] puisse s'érire sous la forme tg(t),
augmente la puissane des termes en tp−1

d'au moins 1 pour que tous les termes

en puissane de t aient un ordre d'au moins p.

tn
dv

dt
+
[
−fp,1(0)tp +Qp−1(t) + δn−1≥pt

n−1
]

︸ ︷︷ ︸

:=Qp

v

=

[

δn−2p
fp,0(0)

f ′
0(u0)

+ g(0)
fp,0(0)

f ′
0(u0)

+ f ′
p,0(0)− δp−1

fp,1(0)fp,0(0)

f ′
0(u0)

]

︸ ︷︷ ︸

:=β′

+tp+1g̃(t, v)
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Ave e hoix de Qp, on a Qp(0) = −f ′
0(u0) ar n ≥ 2. On pose alors v =

− β′

f ′0(u0)
tp + w.

tn
dw

dt
− p

β ′

f ′
0(u0)

tp−1+n +
Qp(t)(−β ′)tp

f ′
0(u0)

︸ ︷︷ ︸

:=β′tp+tp+1

+Qp(t)w = β ′tp + tp+1 ˜̃g(t, w)

Don :

tn
dw

dt
+Qp(t)w = tp+1fp+1(t, w)

Où fp+1(t, w) = ˜̃g(t, w)− r(t) + pβ
′t−2+n

f ′0(u0)
. Au �nal, on montre bien la réurrene

ave :

u = P2p−1(t) + tp
(

tw − β ′

f ′
0(u0)

− fp,0(0)

f ′
0(u0)

tp
)

= P2p−1(t)−
β ′

f ′
0(u0)

t2p+1 − fp,0(0)

f ′
0(u0)

t2p + tp+1w

= P2p+1(t) + tp+1w

Ce qui termine la réurrene.

Cas A3 :

Rappelons les hypothèses : nous devons réduire une équation du type suivant :

tn
du

dt
=
∑

i≥0

fi(u)t
i
ave f0(u0) = 0, f ′

0(u0) = 0, ..., f
(m−1)
0 (u0) = 0, f

(m)
0 (u0) 6= 0

On ommene par poser u = u0 + v. Et nous allons tout d'abord éliminer un as,

elui où ∀j ≥ 1 , fj(u0) = 0. L'équation devient dans e as de la forme :

tn
dv

dt
= vg(t, v) = vg1(t) + v2g2(t) + .....

� Si g1 n'est pas la fontion nulle alors ∃r ∈ N tel que f
(r)
1 (0) 6= 0. Don f1(t) =

trg(t) et g(0) 6= 0. On pose alors v = tn+m+1w :

t2n+m+1dw

dt
+ (n+m+ 1)t2n+mw = tn+m+1+rwg(t) + t2n+2m+2g̃(t, w)

� Si r < n− 1 On simpli�e par n +m+ 1 + r :

tn−r
dw

dt
+ (n +m+ 1)tn−1−rw = g(0)w + t˜̃g(t, w)

On a n− r ≥ 2 ar n− r − 1 ≥ 1 , g(0) 6= 0 'est don le as A2.

� Si r > n− 1 On simpli�e par 2n +m :

t
dw

dt
+ (n+m+ 1)w = t˜̃̃g(t, w)

C'est don le as A0.
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� Si r = n− 1 On a :

t
dw

dt
+ (n+m+ 1− g(0))w = t

˜̃̃
g̃(t, w)

Si g(0) −m − n − 1 n'appartient pas à N, alors on retourne au as A0 et si

g(0)−m− n− 1 ∈ N, alors, on retourne au as A1.

� Si par ontre, g1 est la fontion nulle, alors, tn dv
dt

= v2f(t, v). La transformation

v = tn+1w nous donne :

t2n+1dw

dt
+ t2nw = t2n+2w2f(t, tn+1w)

→ t
dw

dt
+ w = t2w2f(t, tn+1w)

Ce qui orrespond au as A0.

Dans la suite, on va don pouvoir supposer qu'il existe k ∈ N⋆
tel que fk(u0) 6= 0.

On a alors l'équation en v = u− u0 de la forme :

tn
dv

dt
= amv

m + am+1v
m+1 + ... + bkt

k + bk+1t
k+1 + ... +

∑

i≥1
j≥1

ci,jt
ivj

Ave m ≥ 2 , k ≥ 1 , n ≥ 2 et ap 6= 0 , bk 6= 0. Montrons par réurrene sur m ≥ 1
que e type d'équation se réduit bien aux as A0, A1 ou A2. On a ii m ≥ 2 mais

pour failiter la mise en ?uvre du premier rang, nous montrerons la propriété pour

m ≥ 1.

� rang initial m = 1

On pose u = tv, e qui dans l'équation préédente donne :

tn+1dv

dt
+ tnv = a1tv + a2t

2v2 + ...+ bkt
kf(t) +

∑

i≥1
j≥1

ci,jt
i+jvj

⇒ tn
dv

dt
+ tn−1v − a1v = a2tv

2 + a3t
2v3 + ...+ bkt

k−1f(t) +
∑

i≥1
j≥1

ci,jt
i+j−1vj

⇒ tn
dv

dt
+ (δn−1 − a1)v

= δk−1bk + t




a2v

2 + a3tv
3 + ...+ g(t) +

∑

i≥0
j≥0

ci+1,j+1t
i+jvj+1






Comme n ≥ 2 alors on retrouve le as A2.

� Supposons la propriété vraie aux rangs 1,..,m− 1 et montrons

la au rang m ≥ 2
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� n ≥ k + 1 Soit l'équation (E) :

tn
du

dt
=
∑

i≥1
j≥1

ci,jt
iuj + bkt

k + bk+1t
k+1 + ...+ amu

m + am+1u
m+1

On note Ek,m l'ensemble inlus dans N2
dé�ni omme suit :

Ek,m = {(i, j) ∈ N2
tel que i ∈ J1, k − 1K, j ∈ J1, m− 1K et ci,j 6= 0}

On dé�nit r = s
q
∈ Q de la façon suivante : r = max(S) où

S = {k − i

j
, (i, j) ∈ Ek,m}

︸ ︷︷ ︸

:=S1

∪{ k
m
}. Comme S 6= ∅ et Card(S) < ∞ alors r est

bien dé�ni.

1

er

as : Si r = k
m
et si S1 6= ∅ , max(S1) <

k
m

Don ∀i ∈ J1, k − 1K , ∀j ∈ J1, m − 1K ,

k−i
j

< k
m

si ci,j 6= 0. Or si i ≥ k
et j ≥ m e résultat reste vraie par majoration.

Don ∀i, j ≥ 1, ci,j 6= 0, k−i
j
< k

m
⇒ im + kj > km. On pose τ = t

1
m
. Ce

hangement de variable a pour e�et :

τ (n−1)m+1

m

du

dτ
= amu

m + am+1u
m+1+

...+ bkτ
km + bk+1τ

(k+1)m + ... +
∑

im+kj>km

ci,jτ
imuj

On utilise alors la rédution suivante : u =
(

−bk
am

) 1
m

τk(1 + τv). Attention la

raine me

de

−bk
am

n'est pas forément unique, mais on en hoisit une. Cette

rédution opère les modi�ations suivantes :

τ (n−1)m+1

m

(−bk
am

) 1
m

kτk−1(1 + τv) +
τ (n−1)m+1

m

(−bk
am

) 1
m

τk
(

τ
dv

dτ
+ v

)

= −bkτkm(1 + τv)m + am+1

(−bk
am

)m+1
m

τk(m+1)(1 + τv)m+1 + ...

+ bkτ
km + bk+1τ

(k+1)m + .......

+
∑

im+kj>km

(−bk
am

) j
m

ci,jτ
im+kj(1 + τv)j

On poursuit :

k

m

(−bk
am

) 1
m

τ (n−1)m+k +
k

m

(−bk
am

) 1
m

τ (n−1)m+k+1v

+

(−bk
am

) 1
m 1

m
τ (n−1)m+k+2 dv

dτ
+
τ (n−1)m+k+1

m

(−bk
am

) 1
m

v

= bk+1τ
(k+1)m + bk+2τ

(k+2)p + ...+
(
−mbkτkm+1

)
+ cτkm+1 + τkm+2f(τ, v)

+ dτkm+1 + τkm+2g(τ, v)

= −pbkτkm+1v + ατkm+1 + τkm+2f̃(τ, v)
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n−1 ≥ k → (n−1)m+k ≥ km+k ≥ km+1, don en fatorisant par τkm+1

on a :

τ

(n− 1)m+ k − km+ 1
︸ ︷︷ ︸

≥2
dv

dτ
+m2

(−bk
am

) 1
m

bkv

︸ ︷︷ ︸

6=0

= α̃ + τ g̃(τ, v)

On retrouve don le as A2.

2

e

as : Si r = s
q
> k

m
(sm > kq)

Don ∃l ∈ J1, m − 1K tel que

k−i1
j1

= ... = k−il
jl

= s
q
, ave j1 < ... < jl et

ci1,j1 6= 0, ..., cil,jl 6= 0. On pose τ = t
1
q
.

τ (n−1)q+1

q

du

dτ
= amu

m + am+1u
m+1 + ... + bkτ

kq + bk+1τ
(k+1)q + ....

+ ci1,j1τ
i1quj1 + ....+ cil,jlτ

ilqujl +
∑

iq+sj>kq

ci,jτ
iquj

On pose alors u = τ s(u0 + v) où u0 est une raine du polyn�me P (X) =
bk + ci1,j1X

j1 + ...+ cil,jlX
jl
. Ave e hangement d'inonnues on a :

τ (n−1)q+s+1

q

dv

dτ
+
s

q
τ (n−1)q+s(v + u0)

= amτ
sm(u0 + v)m + am+1τ

s(m+1)(u0 + v)m+1 + ...

+ bk+1τ
(k+1)q + bk+2τ

(k+2)q + ....+ τkqP (u0 + v) +
∑

iq+sj>kq

ci,jτ
iq+sj(u0 + v)j

On a : n ≥ k+1 → (n− 1)q ≥ kq → (n− 1)q+m > kq et ms > kq. De plus,
P (u0 +X) est enore un polyn�me de degré "jl".
P (u0 + X) = d1X + ... + djl−1X

jl−1 + djlX
jl
ave djl = cil,jl 6= 0. Ainsi en

simpli�ant par τkq on a :

τ (n−1)q+s+1−kq

q

dv

dτ
+
s

q
τ (n−1)q+s−kq(v + u0)

= amτ
sm−kq(u0 + v)m + am+1τ

s(m+1)−kq(u0 + v)m+1 + ...+ bk+1τ
q + bk+2τ

2q

+ .....+ d1v + ... + djl−1v
jl−1 + djlv

jl +
∑

iq+sj>kq

ci,jτ
iq+sj(u0 + v)j

Comme les "di" sont non tous nuls, on peut utiliser l'hypothèse de réurrene

ar jl ≤ m− 1.

3

e

as : Si r = k
m

= max(S1) et S1 6= ∅

On réutilise les notations préédentes, à savoir que l'équation s'érit :
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tn
du

dt
= amu

m + ci1,j1t
i1uj1 + ...

...+ cil,jlt
ilujl + bkt

k +
∑

im+kj>km
j≥1

ci,jt
iuj + bk+1t

k+1 + ...

Ave j1 < .. < jl ,
k−i1
j1

= .... = k−il
jl

= k
m
, ci1,j1 6= 0, ..., cil,jl 6= 0. am 6= 0 ,

bk 6= 0. On pose P (X) = amX
m + cil,jlX

jl + ...+ ci1,j1X
j1 + bk.

Considérons, dans un premier temps, que P possède une raine d'ordre < m,

on la note u0. Ainsi, ∃Q ∈ C[X ] tel que P (X) = (X − u0)
µQ(X) , Q(u0) 6= 0

et µ ≤ m− 1. On pose alors τ = t
1
m
et u = τk(u0 + v) :

τ (n−1)m+1

m

[

kτk−1(u0 + v) + τk
dv

dτ

]

= τkmP (u0 + v) +
∑

im+kj>km

ci,jτ
im+kj(u0 + v)j

+ bk+1τ
(k+1)m + ......

⇒ τ (n−1)m+1+k

m

dv

dτ
+
kτ (n−1)m+k

m
(u0 + v)

= τkmP (u0 + v) +
∑

im+kj>km

ci,jτ
im+kj(u0 + v)j + bk+1τ

(k+1)m + ......

n ≥ k + 1 don (n− 1)m+ k ≥ km+ k, on peut don simpli�er par τkm :

τ (n−1)m+k+1−km dv

dτ
= mvµQ(v + u0) + τg(τ, v)

On retrouve alors une équation où m est remplaée par µ ≤ m− 1. On peut

don utiliser l'hypothèse de réurrene.

Maintenant, si P possède une raine d'ordre m, on la note u0. On peut don

érire :

P (X) = amX
m + cil,jlX

jl + ...+ ci1,j1X
j1 + bk = am(X − u0)

m

Reprenons alors ave l'expression suivante, en posant τ = t
1
m
et u = τkv.

amu
m + cil,jlu

jltil + ...+ ci1,j1u
j1ti1 + bkt

k
(28)

= amu
m + cil,jlτ

ilmujl + ... + ci1,j1τ
i1muj1 + bkτ

km

= τkm
[
amv

m + cil,jlv
jl + ... + ci1,j1v

j1 + bk
]
= τkmP (v) = τkmam(v − u0)

m

= τkmam(
u

τk
− u0)

m = am(u− u0t
k
m )m = am

m∑

i=0

C i
mu

i(t
k
m )m−i

Pour i = m − 1, un terme en "t
k
mum−1

" apparait, il doit don être présent

dans (28) e qui implique que

k
m
est entier. On pose �nalement, omme

k
m
est

entier, u = u0t
k
m + v :

tn
dv

dt
+
k

m
u0t

k
m
−1+n = amv

m +
∑

i+ k
m
j>k

ci,jt
i(u0t

k
m + v)j + bk+1t

k+1 + ...
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k
m
−1+n ≥ n > k, de plus les termes de la forme "αtα" dans "ci,jt

i(u0t
k
m+v)j"

sont de la forme "uj0ci,jt
i+j k

m
" ave i+ j k

m
> k. On se retrouve don dans une

situation similaire à la préédente où n et m n'ont pas hangés mais k devient
k′ > k. On peut don ainsi itérer si l'équation ne se réduit pas sous une forme

onvenable, pour arriver au as où n < k + 1.

� n < k + 1

On garde la dé�nition de S1, mais dans toute ette setion

r = max

(

k − n + 1, max(S1 ∪ { k
m
})
)

1

er

as : Si k ≤ m(n−1)
m−1

� Si r 6= k
m

Comme

k
m

≥ k − n+ 1 et r > k
m

≥ k − n + 1 (r 6= k
m
) on a don :

r =
k − i1
j1

= ... =
k − il
jl

=
s

q
j1 < .. < jl ≤ m− 1 , s ∧ q = 1

On pose τ = t
1
q
et u = τ s(u0 + v) où u0 est une raine du polyn�me P

dé�nit par P (X) = cil,jlX
jl + ... + Ci1,j1X

j1 + bk = cil,jl(X − u0)
µQ(X),

Q(u0) 6= 0.

τ (n−1)q+1

q

[

su0τ
s−1 + sτ s−1v + τ s

dv

dτ

]

= τkqP (u0 + v)

+
∑

sj+iq>kq
j≥1

ci,jτ
iq+sj(u0 + v)j + bk+1τ

(k+1)q + ....

Étant donné que (n− 1)q + s > kq don on peut simpli�er par kq :

τ (n−1)q+s+1−kq dv

dτ
= qP (u0 + v) + τg(τ, v)

P (u0 + v) = vµQ(v + u0) et d(vQ(v + u0)) = jl ≤ m − 1 On utilise don

l'hypothèse de réurrene.

� Si r = k
m

On pose P (X) = amX
m + cil,jlX

jl + ... + ci1,j1X
j1 + bk − rδn+r−k−1. Si P

possède une raine u0 d'ordre≤ m−1 alors on pose τ = t
1
m
et u = τk(u0+v).

Ce qui donne :

k

m
τ (n−1)m+k(u0 + v) +

τ (n−1)m+k+1

m

dv

dτ
= τkmm(u0 + v)

k

m
δn+r−k−1τ

km(u0 + v) +
∑

im+kj>km
j≥1

ci,jτ
im+kj(u0 + v)j + bk+1τ

(k+1)m + ....
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k
m

≥ k − n + 1 ⇒ (n − 1)m + k = km. Si n + r − 1 − k = 0 alors

(n−1)m+k = km, sinon (n−1)m+k > km. Don, on peut fatoriser par

τkm et on a :

τ (n−1)m+k+1 dv

dτ
= mP (u0 + v) + τg(τ, v)

On érit P (X) = (X − u0)
µQ(X), µ ≤ m − 1 , Q(u0) 6= 0 don P (u0 +

v) = vµQ(u0 + v). On peut don utiliser l'hypothèse de réurrene. Si P ne

possède qu'une raine u0 d'ordre m, alors

k
m
est entier pour une raison déjà

évoquée. On pose alors u = tr(u0 + v), e qui donne :

tn
[

rtr−1(u0 + v) + tr
dv

dt

]

= tkP (u0 + v) + rtkδn+r−k−1(u0 + v)

+
∑

i+rj>k

ci,jt
i+rj(u0 + v)j + bk+1t

k+1 + ...

Comme n + r ≥ k + 1 on a :

tn+r
dv

dt
= amt

kvm + b̃′kt
k′ + ˜bk′+1t

k′+1 + ... +
∑

i+rj>k

˜ci,jt
i+rj(u0 + v)j

Ave k′ > k. Ensuite, on pose w = trv.

tn
dw

dt
= rtr+n−1w + amw

m + b̃′kt
k′ + ˜bk′+1t

k′+1 + ...+
∑

i+rj>k

˜ci,jt
i(u0t

r + w)j

Ainsi, après rédution n et m sont inhangés mais k est remplaé par k′ >
k. On peut ainsi itérer si les rédutions ne mènent pas à l'hypothèse de

réurrene ou diretement A0, A1 et A2, pour arriver à k > m(n−1)
m−1

. On

remarque que les termes "βtα" dans " ˜ci,jt
i(u0t

r + w)j" sont de la forme

"uj0 ˜ci,jt
i+rj

" ave i+ rj > k.

2

e

as : Si k > m(n−1)
m−1

� si r = max(S1) , S1 6= ∅

Ainsi, ∃i1, j1, ...., il, jl tel que r = k−i1
j1

= ... = k−il
jl

= s
q
, m ∧ q = 1 et

j1 < ... < jl. On pose P (X) = cil,jlX
jl + ..+ ci1,j1X

j1 − rδs+(n−1)q−kqX + bk
On opère alors de la même façon que préédemment : Si P possède une

raine, alors son ordre est ≤ m−1 don en posant τ = t
1
q
et u = τm(u0+v)

on pourra utiliser l'hypothèse de réurrene après rédution.

� si r 6= max(S1) ou S1 = ∅

r = k−n+1 par dé�nition, r ∈ N⋆
. On pose alors u = tr(u0+v) où u0 =

bk
r

après rédution et simpli�ation on a :

t
dv

dt
+ r
︸︷︷︸

>0

v = tg(t, v)

C'est le as A0.
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12 Étude d'équation omportant des termes de la

forme tk d
n

dtn

Nous allons, dans e qui suit, onjuguer les rédutions initiées dans l'appliation

préédente ave un mode de raisonnement similaire à [7℄ et [8℄. En e�et, après avoir

montré des résultats d'existene et la forme des solutions des équations du type :

t
du

dt
+ Au = tg(t, u)

L'artile [7℄ fait la démonstration que les équations du type P (N)u + Bu = tg(t, u)
ave N l'opérateur t d

dt
et P un polyn�me de C [X ], peuvent se ramener au as simple.

Nous nous sommes don intéressés à la faisabilité d'une telle situation pour les équations

traitées dans les parties préédentes.

Les résultats que nous énonçons dans la suite de ette appliation répondent en partie

à ette question.

12.1 Introdution

Nous donnons tout d'abord dans ette sous-setion deux exemples qui illustrent bien

les lignes préédentes et pré�gurent la démarhe de rédution que nous emploierons dans

la suite.

Le premier exemple est donné par l'équation suivante :

t4
d2u

dt2
− 2t2

du

dt
+ u = tg(t, u)

Ave g analytique au voisinage de (0, .., 0) en haune de es variables. Nous posons

alors l'opérateur N2 := t2 d
dt
.

N2
2 = N2oN2 = t2

d

dt

(

t2
d

dt

)

= 2t3
d

dt
+ t4

d2

dt2

Don t4 d
2

dt2
= N2

2 − 2tN2. Don, l'équation devient :

N2
2u− 2tN2u− 2N2u+ u = tg(t, u)

N2 (N2 − I) u− (N2 − I)u = tg(t, u) + 2tN2u

On pose alors

{

u1 = u

u2 = N2u− u
. Ce qui donne :

t2
du1
dt

− u1 − u2 = 0

t2
du2
dt

− u2 = tg̃(t, u1, u2)

Ce type de système a été traité préédemment. On peut a�rmer l'existene de solu-

tions qui tendent vers 0 en 0 ainsi qu'érire les solutions sous la forme de série onvergente
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expliitées dans la partie II. Prenons à présent l'exemple suivant :

t3
d2u

dt2
+ 3u = tf(t, u)

f analytique au voisinage de (0, 0) en haune de es variables. Nous prenons ette fois

l'opérateur N 3
2
= t

3
2
d
dt
pour t > 0.

N2
3
2
= N 3

2
oN 3

2
= t

3
2
d

dt

(

t
3
2
d

dt

)

=
3

2
t2
d

dt
+ t3

d2

dt2

Don, t3
d2

dt2
= N2

3
2
− 3

2
t2
d

dt
= N2

3
2
− 3

2
t
1
2N 3

2
. L'équation devient don :

N2
3
2
− 3

2
t
1
2N 3

2
+ 3u = tf(t, u)

Cette fois-i le polyn�me P (X) = X2 + 3 ne possède pas de raine réelle. On pose tout

de même

{

u1 = u

u2 = N 3
2
u+

√
3iu

.

Ce qui implique N 3
2
u1 +

√
3iu1 − u2 = 0 et (N 3

2
−
√
3i)u2− 3

2
t
1
2 (u2−

√
3iu1) = tf(t, u1).

Ce qui donne le système suivant :

t
3
2
du1
dt

+
√
3iu1 − u2 = 0

t
3
2
du2
dt

−
√
3iu2 = t

1
2 f̃(t, u1, u2)

On e�etue alors le hangement de variable τ = t
1
2
et ũi(τ) = ui(t) pour i = 1, 2.

τ 2
dũ1
dτ

+ 2
√
3iũ1 − 2ũ2 = 0

τ 2
dũ2
dτ

− 2
√
3iũ2 = 2τ f̃(τ 2, ũ1, ũ2)

La rédution de ette équation ne mène hélas pas au théorème d'existene vu dans

la partie II. En e�et les parties réelles des éléments diagonaux sont nulles. A présent

dé�nissons les opérateurs N p
q
et énonçons une propriété de liaison entre et opérateur

et les termes de la forme tk d
n

dtn
.

Dé�nition 17. Pour tout (p, q) ∈ N × N⋆
tel que p > q et p ∧ q = 1, on note

N p
q
l'appliation qui a tout u ∈ C (V ∩] 0,+∞ [) (V voisinage de 0) assoie la fontion

u ∈ C (V ∩] 0,+∞ [) dé�nie par :

N p
q
:= t

p
q
du

dt

Ci-dessous, nous présentons une propriété de es opérateurs :
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Lemme 7. Pour (p, q, i) ∈ N× (N⋆)2, p > q, p ∧ q = 1 on a :

t
ip
q
di

dti
=

i∑

j=1

Bi,j(
p

q
)t(

p
q
−1)(i−j)N j

p
q

(u)

Ave ∀i ∈ N⋆
, Bi,i(

p

q
) = 1, Bi+1,1(

p

q
) =

i−1∏

l=0

(−l − p

q
).

et ∀j ∈ J2, iK , Bi+1,j(
p

q
) =

[

−i− p

q
+ 1
]

Bi,j(
p

q
) +Bi,j−1(

p

q
)

Démonstration. Montrons la propriété par réurrene sur i ∈ N⋆
. Pour i = 1, on a

t
p
q
d

dt
= N p

q
=

1∑

j=1

1× t(
p
q
−1)(1−j)N j

p
q

. Ce qui démontre bien la propriété. Pour i = 2, on a

t
p
q
d

dt

(

t
p
q
d

dt

)

= t
p
q
p

q
t
p
q
−1 d

dt
+ t

2p
q
d2

dt2
. Et don

t2
p
q
d2

dt2
= −p

q
t
p
q
−1N p

q
+N2

p
q

La propriété est don vraie au rang 2. Supposons à présent la propriété vraie au rang

1, .., i et montrons la au rang i+ 1. L'hypothèse de réurrene nous donne :

t
ip
q
di

dti
=

i∑

j=1

Bi,j(
p

q
)t(

p
q
−1)(i−j)N j

p
q

On ompose alors par N p
q
:

N p
q
(t

ip
q
di

dti
) =

i∑

j=1

Bi,j(
p

q
)(
p

q
− 1)(i− j)t(

p
q
−1)(i+1−j)N j

p
q

+
i∑

j=1

Bi,j(
p

q
)t(

p
q
−1)(i−j)N j+1

p
q

D'autre part :

N p
q
(t

ip
q
di

dti
) = t

ip
q
d

dt

(

t
ip
q
di

dti

)

= t
p
q
ip

q
t
ip
q
−1 d

i

dti
+ t

(i+1)p
q

di+1

dti+1
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On a don :

t
(i+1)p
q

di+1

dti+1
=

i∑

j=1

Bi,j(
p

q
)(
p

q
− 1)(i− j)t(

p
q
−1)(i+1−j)N j

p
q

+

i∑

j=1

Bi,j(
p

q
)t(

p
q
−1)(i−j)N j+1

p
q

− ip

q
t
p
q
−1

i∑

j=1

Bi,j(
p

q
)t(

p
q
−1)(i−j)N j

p
q

=
i+1∑

j=2

Bi,j−1(
p

q
)t(

p
q
−1)(i+1−j)N j

p
q

+
i∑

j=1

[

−i− j(
p

q
− 1)

]

Bi,j(
p

q
)t(

p
q
−1)(i+1−j)N j

p
q

=

[

−i− p

q
+ 1

]

Bi,1(
p

q
)

︸ ︷︷ ︸

:=Bi+1,1(
p
q
)

t(
p
q
−1)(i+1−1)N1

p
q

+

i∑

j=1

[[

−i− p

q
+ 1

]

Bi,j(
p

q
) +Bi,j−1(

p

q
)

]

︸ ︷︷ ︸

:=Bi+1,j(
p
q
)

t(
p
q
−1)(i+1−j)N j

p
q

+ Bi,i(
p

q
)

︸ ︷︷ ︸

:=Bi+1,i+1(
p
q
)

t(
p
q
−1)(i+1−(i+1))N i+1

p
q

Ce qui termine la réurrene.

Ce lemme sera d'une aide préieuse dans la rédution qui va suivre.

12.2 Mode de rédution

Préisons à présent quel type d'équation nous allons réduire. Nous dérivons le sys-

tème d'équation pour p allant de 1 à m.

tnp,k(p)
dk(p)up
dtk(p)

+ bp,k(p)−1t
np,k(p)−1

dk(p)−1up
dtk(p)−1

+ ....

bp,1t
np,1

dup
dt

+ ap,pup + ... + ap,mum = tgp(t, u1, ..., um)

Ave ∀p ∈ J1, mK, gp analytique au voisinage de (0, .., 0) en haune de ses variables. On

a k une fontion de N⋆
dans N⋆

. Pour tout p ∈ J1, mK, ap,p ∈ R⋆
. De plus on suppose

que ∀(i, j) ∈ J1, mK × J1, k(i)K, ni,j ≥ j. Montrons par réurrene sur max
p∈J1,mK

(k(p)) que

e type d'équation peut se ramener à un système qui se dérit par ligne de la façon

suivante :

τni
dũi
dτ

+ ci,iũi + ...+ ci,m′ ũm′ = τ g̃i(τ, ũ1, .., ũm′)

∀i ∈ J1, m′K, g̃i est analytique au voisinage de (0, .., 0) en haune de ses variables.

∀i ∈ J1, m′K, ci,i ∈ C⋆
et m′ ≥ m.
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Véri�ation de la propriété au rang 1.
Si max

p∈J1,mK
(k(p)) = 1 alors par dé�nition la propriété est véri�ée.

Supposons la propriété vraie aux rangs 1, ..., k0−1 et montrons la au rang k0 (k0 ≥ 2).

Fixons p ∈ J1, mK tel que k(p) = k0. On a alors en posant bp,k0 = 1 :

tnp,k0
dk0up
dtk0

+ bp,k0−1t
np,k0−1

dk0−1up
dtk0−1

+ ...+ bp,1t
np,1

dup
dt

+ ap,pup + .. + ap,mum

= tgp(t, u1, .., um)

On note alors min
j∈J1,k0K

{np,j
j

tel que bp,j 6= 0} = rp
sp

ave rp ∧ sp = 1. L'existene de

rp
sp

est établie ar bp,k0 6= 0
� 1er

as : Si

rp
sp

= 1 alors on utilise [7℄ et [8℄ pour onlure

� 1er

as : Si

rp
sp
> 1 Réérivons l'équation :

t
spnp,k0

−rpk0

sp t
rpk0
sp
dk0up
dtk0

+ bp,k0−1t
spnp,k0−1−rp(k0−1)

sp t
rp(k0−1)

sp
d(k0−1)up
dt(k0−1)

+ .....

+ bp,1t
spnp,1−rp1

sp t
rp
sp
dup
dt

+ ap,pup + ...+ ap,mum = tgp(t, u1, ..., um)

On utilise alors le lemme :

k0∑

l=1

t
spnp,l−rpl

sp t
rpl

sp bp,l
dlup
dtl

+ ap,pup + .... + ap,mum = tgp(t, u1, ..., um)

⇒
k0∑

l=1

t
spnp,l−rpl

sp bp,l

l∑

j=1

Bl,j(
rp
sp
)t

(
rp
sp

−1)(l−j)
N j

rp
sp

+ ap,pup + .... + ap,mum

= tgp(t, u1, ..., um)

⇒
k0∑

l=1

l∑

j=1

t
spnp,l−rpl

sp
+(

rp
sp

−1)(l−j)
bp,lBl,j(

rp
sp
)N j

rp
sp

+ ap,pup + .... + ap,mum

= tgp(t, u1, ..., um)

Par dé�nition de

rp
sp

on a spnp,l − rpl ≥ 0 et don pour 1 ≤ j ≤ l ≤ k0 :

spnp,l − rpl

sp
+ (

rp
sp

− 1)(l − j) = 0

⇒ (
rp
sp

− 1)

︸ ︷︷ ︸

>1

(l − j) = 0 ⇒ l = j
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Don, on peut réérire l'équation sous la forme :

∑

1≤j<l≤k0

t
spnp,l−rpl

sp
+(

rp
sp

−1)(l−j)
bp,lBl,j(

rp
sp
)N j

rp
sp

+

k0∑

l=1

bp,lt
spnp,l−rpl

sp N l
rp
sp

(up)

+ ap,pup + .... + ap,mum = tgp(t, u1, ..., um)

⇒
∑

1≤j<l≤k0

t
spnp,l−rpl

sp
+(

rp
sp

−1)(l−j)
bp,lBl,j(

rp
sp
)N j

rp
sp

+







k0∑

l=1
spnp,l=rpl

bp,lN
l
rp
sp

+ ap,p






up +

k0∑

l=1
spnp,l>rpl

bp,lt
spnp,l−rpl

sp N l
rp
sp

(up)

+ ap,pup + .... + ap,mum = tgp(t, u1, ..., um)

On note alors Pp(X) =

k0∑

l=1
spnp,l=rpl

bp,lX
l + ap,p. Par dé�nition de

rp
sp
, P n'est pas

onstant. Notons αp une raine de Pp, on peut don érire :

k0∑

l=1
spnp,l=rpl

bp,lN
l
rp
sp

(up) + ap,pup = Qp(N rp
sp

)
(

N rp
sp

(up)− αpup

)

=

[
k0−1∑

l=1

b̃p,lN
l
rpsp

]
(

N rp
sp

(up)− αpup

)

+ ãp,p

(

N rp
sp

(up)− αpup

)

(29)

On remarque que ãp,p et αp sont di�érents de 0, ar −αpãp,p = ap,p 6= 0. De plus,
pour 1 ≤ j < l ≤ k0 tels que bp,j 6= 0 :

spnp,l − rpl

sp
+ (

rp
sp

− 1)(l − j) > 0

On a :

bp,lBl,j(
rp
sp
)t

spnp,l−rpl

sp
+(

rp
sp

−1)(l−j)
N j

rp
sp

(up)

= bp,lBl,j(
rp
sp
)tw(l,p,j)N j

rp
sp

(up)

= bp,lBl,j(
rp
sp
)tw(l,p,j)

[

N j
rp
sp

(up)− (αp)
jup

]

+ bp,lBl,j(
rp
sp
)t

w(l,p,j)
sp (αp)

jup (30)

Dans la suite, nous posons

{

up,1 = up

up,2 = N rp
sp

(up)− αpup
.Ce qui donne pour j = 1 :

bp,lBl,j(
rp
sp
)t

w(l,p,j)
sp up,2 + bp,lBl,j(

rp
sp
)tw(l,p,j)up,1
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Et pour j ≥ 2 :

bp,lBl,j(
rp
sp
)t

w(l,p,j)
sp

(
j−1
∑

s=0

(αp)
sN s

rp
sp

(up,2)

)

+ bp,lBl,j(
rp
sp
)t

w(l,p,j)
sp αjpup,1

On e�etue alors le hangement de variable τ = t
1
s̃
où s̃ =

∏

k(p)=k0

sp et on pose :

ũ1,p(τ) = u1,p(t) , ũ2,p(τ) = u2,p(t)

Ce hangement de variable est tout à fait aeptable ar nous sommes sur

V ∩]0,+∞[, V voisinage de 0. La partie (30) devient :

bp,lBl,j(
rp
sp
)τw(l,p,j)

j−1
∑

s=0

αspN
s
s̃(rp−sp)+sp

Et la partie (29) devient :

[
k0−1∑

l=1

b̃p,lN
l
s̃(rp−sp)+sp

]

(ũp,2) + ãp,pũp,2

Et e raisonnement peut-être tenu pour tout p tel que k(p) = k0. Dans le as où
k(p) < k0, on notera ũp,1(τ) = up(t). En réunissant l'ensemble des équations, on

peut don utiliser l'hypothèse de réurrene.

Ce qui termine la démonstration.

Les raines des polyn�mes Pp ne sont pas forément réelles et don le travail que nous

avons fait dans la partie II sur l'existene et la forme des solutions ne peut être réutilisé.

C'est pour ette raison que nous donnons dans la sous-setion qui suit un théorème

d'existene qui répond en partie à e type de système.

12.3 Théorème d'existene

La sous-setion préédente préise que pour un système qui se dérit par ligne de la

façon suivante :

tnp,k(p)
dk(p)up
dtk(p)

+ bp,k(p)−1t
np,k(p)−1

dk(p)−1up
dtk(p)−1

+ ....

bp,1t
np,1

dup
dt

+ app + ... + ap,mum = tgp(t, u1, ..., um)

Ave ∀p ∈ J1, mK, gp analytique au voisinage de (0, .., 0) en haune de ses variables.

Ave k une fontion de N⋆
dans N⋆

. Pour tout p ∈ J1, mK, ap,p ∈ R⋆
. De plus, on suppose

que ∀(i, j) ∈ J1, mK × J1, k(i)K, ni,j ≥ j.

On peut se ramener au as :

τni
dũi
dτ

+ ci,iũi + ... + ci,mũm′ = τ g̃i(τ, ũ1, .., ũm)
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∀i ∈ J1, m′K, g̃i est analytique au voisinage de (0, .., 0) en haune de ses variables.

∀i ∈ J1, m′K, ci,i ∈ C⋆
et m′ ≥ m.

Nous allons réduire e dernier système en augmentant, omme dans la première

appliation de ette partie, la puissane des termes tk du membre de droite.

La tehnique est semblable à e qui a été vu plus haut puisque la matrie triangulaire

inversible permet le même type de rédution. Nous allons montrer par réurrene sur p
que le type d'équations énoné i-dessus peut se ramener à une équation de la forme :

diag(tn1, ..., tnm)
du

dt
+ A0u+ tA1u+ ....+ tpApu = tp+1f(t, u)

Ave u = (u1, ..., um). A0 = (ai,j) triangulaire supérieure inversible. A1 = (a1i,j),...,
Ap = (api,j). Pour tout i ∈ J1, mK on suppose ni ≥ 2 et on note également f(t, u) =
(f1(t, u1, ..., um), ..., fm(t, u1, .., um)) ave pour tout i ∈ J1, mK :

fi(t, u1, ..., um) =
∑

l0,..,lm≥0

cil0,..,lmt
l0ul11 ...u

lm
m

La propriété que l'on souhaite démontrer est vraie au rang 1 ave le travail de la

sous-setion préédente. Supposons don la propriété vraie au rang p et montrons la

au rang p + 1. On pose alors ∀i ∈ J1, mK , ui = Ditp+1 + tũi. Ave (D1, .., Dm) =
A−1(c10,..,0, ..., c

m
0,..,0). On a alors :

tni
dui
dt

+ ai,iui + ... + ai,mum

+ a1i,1tu1 + ... + a1i,mtum

+ ....+

+ api,1t
pu1 + ...+ api,mt

pum = tp+1
∑

l0,..,lm≥0

cil0,...,lmt
l0ul11 ...u

lm
m

devient :

tni
dũi
dt

+ tniũi + (p+ 1)Ditni+p

+ ai,iD
itp+1 + ai,itũi + ....+ ai,mD

mtp+1 + ai,mtũm

+ a1i,1D
1tp+2 + a1i,1t

2ũ1 + .... + a1i,mD
mtp+2 + a1i,mt

2ũm

.....

+ api,1D
1t2p + api,1t

p+1ũ1 + ....+ api,mD
mt2p + api,mt

2pũm

= tp+1
∑

l0,..,lm≥0

cil0,...,lmt
l0
[
D1tp+1 + tũ1

]l1 ...
[
Dmtp+1 + tũm

]lm
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En supposant ũ1, ..., ũm su�samment petit dans un voisinage de 0, l'équation devient :

tni
dũi
dt

+ tni−1ũi + (p+ 1)Ditni+p−1

+ ai,iũi + .... + ai,mũm

+ a1i,1tũ1 + ...+ a1i,mtũm

+ .........+

+ api,1t
pũ1 + ...+ api,mt

pũm +
∑

1≤r≤p
1≤l≤m

ari,lt
p+r

= tp+1
∑

l0+...+lm≥1

cil0,...,lmt
l0
[
D1tp+1 + tũ1

]l1 ...
[
Dmtp+1 + tũm

]lm

= ci1,0,...,0t
p+1 + ci0,1,0,..,0ũ1 + .... + ci0,...,0,1ũm + tp+2f̃(t, ũ1, .., ũm)

On obtient le résultat en posant �nalement :

ũ = A−1





c11,0,..,0 −
∑

1≤l≤m a
1
1,l

....
c11,0,..,0 −

∑

1≤l≤m a
1
1,l



 tp+1 + ˜̃u

Utilisons e résultat pour n = max
i∈J1,mK

(ni).

diag(tn1, ..., tnm)
du

dt
+ A0u+ A1tu+ ...+ Ant

nu = tn+1f(t, u)

Un examen attentif du oe�ient ani−1
i,i de haque ligne nous permet d'a�rmer que

le premier hangement d'inonnu, initié plus haut, a pour onséquene d'ajouter 1 à

e oe�ient et de laisser globalement inhangé l'ensemble du système. On peut don

supposer, quitte à e�etuer plusieurs fois ette transformation, que les oe�ients ani−1
i,i

ont des parties réelles stritement positives. Bien qu'ayant généralisé une méthode de

rédution, nous énonçons un résultat d'existene partiel pour es équations réduites. En

e�et, les matries Ai préédemment itées seront toutes supposées diagonales.

Dans la suite pour I intervalle réel, on désignera par Ck(I) l'ensemble des fontions
k-dérivables de I dans C.

Dé�nissons avant des espaes de fontions qui nous seront utiles pour la onstrution

de solutions.

Dé�nition 18. Soit α > 0 et ε ∈]0, 1[ , on dé�nit Eα,ε de la façon suivante :

Eα,ε = {u ∈ C(]0, α[) tel que |u(t)|
|tε| soit majoré sur ]0, α[}

On muni et espae de la norme suivante :

‖u‖α,ε = inf{C > 0 tel que ∀t ∈]0, α[, |u(t)||tε| }

Nous énonçons ensuite une propriété :
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Proposition 12. L'espae Eα,ε muni de la norme ‖ ‖α,ε est un espae de Banah

Démonstration. Montrons déjà que Eα,ε est un sous espae vetoriel de C(]0, α[).
� 0 ∈ Eα,ε ar la fontion nulle est ontinue sur ]0, α[ et que de plus ∀t ∈]0, α[ on a

|0|
|tε|

= 0 ≤ 0. On déduit que ‖u‖α,ε = 0 si u est la fontion nulle.

� Soit (u, v) ∈ (Eα,ε)
2
. Comme u et v sont ontinues sur ]0, α[ on a u + v ontinue

sur ]0, α[. De plus ∀t ∈]0, α[ :

|u(t) + v(t)|
|t|ε ≤ |u(t)|+ |v(t)|

|t|ε ≤ |u(t)|
|t|ε +

|v(t)|
|t|ε

≤ ‖u‖α,ε + ‖v‖α,ε
Don u+ v ∈ Eα,ε et de plus ‖u+ v‖α,ε ≤ ‖u‖α,ε + ‖v‖α,ε.

� Soit λ ∈ C et u ∈ Eα,ε, alors premièrement λu est bien ontinue sur ]0, α[ et de
plus ∀t ∈]0, α[ :

|λu(t)|
|t|ε = |λ| |u(t)||t|ε ≤ |λ|‖u‖α,ε

Don λu ∈ Eα,ε et même ‖λu‖α,ε ≤ |λ|‖u‖α,ε
En onlusion, Eα,ε est bien un sous espae vetoriel de C(]0, α[). Montrons, à présent,

que ‖ ‖α,ε est bien une norme sur Eα,ε.

� On a vu préédemment que ‖0‖α,ε = 0. Supposons que pour u ∈ Eα,ε on ait

‖u‖α,ε = 0. C'est à dire que ∀t ∈]0, α[ : |u(t)|
|tε| ≤ 0. Don ∀t ∈]0, α[, u(t)

tε
= 0 et

don omme t ne s'annule pas on a u qui est nulle sur ]0, α[.
� On a vu plus haut que pour λ ∈ C et u ∈ Eα,ε : ‖λu‖α,ε ≤ |λ|‖u‖α,ε. Pour λ ∈ C⋆

on a don :

‖u‖α,ε = ‖1
λ
λu‖α,ε ≤ |1

λ
|‖λu‖α,ε

⇒ ‖λu‖α,ε ≥ |λ|‖u‖α,ε
Ainsi pour tout λ ∈ C⋆

on a ‖λu‖α,ε = |λ|‖u‖α,ε
� l'inégalité triangulaire est démontrée plus haut.

On a don bien un espae vetoriel normé. Il ne reste plus qu'à démontrer qu'il est

omplet. Soit (un)n≥N une suite de Cauhy dans Eα,ε. Pour tout µ > 0, ∃Nµ ∈ N tel que

pour tout n ≥ Nµ, p ∈ N on ait :

‖un+p − un‖α,ε ≤ µ

Utilisons ette propriété pour

µ

αε
au lieu de µ. On a alors pour tout µ > 0, ∀n ≥ N µ

αε
,

∀p ≥ N, ∀t ∈]0, α[ :

|un+p(t)− un(t)| <
µ

αε
tε ≤ µ

⇒ sup
]0,α[

(|un+p(t)− un(t)|) ≤ µ

En d'autres termes, la suite (un)n∈N est de Cauhy pour la norme in�nie sur ]0, α[. Don,
ette suite onverge vers une fontion, notée u, ontinue sur ]0, α[. Montrons que u est
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dans Eα,ε et que la suite (un)n∈N onverge vers u en norme ‖ ‖α,ε. Soit µ > 0. Fixons
t0 ∈]0, α[. ∀n ≥ Nµ, ∀p ∈ N on a :

|u(t0)− un(t0)|
|t0|ε

≤ |u(t0)− un+p(t0)|
|t0|ε

+
|un+p(t0)− un(t0)|

|t0|ε

≤ |u(t0)− un+p(t0)|
|t0|ε

+ ‖un+p − un‖α,ε

≤ |u(t0)− un+p(t0)|
|t0|ε

+ µ

Et ei est vrai pour tout p ∈ N don en faisant tendre p vers +∞ on a :

|u(t0)− un(t0)|
|t0|ε

≤ µ

Ce travail peut être e�etué pour tout t0 ∈]0, α[ et don ∀t ∈]0, α[ :

|u(t)− un(t)|
|t|ε ≤ 2µ

⇒ u ∈ Eα,ε et ‖u− un‖α,ε ≤ µ

Ce qui termine la preuve.

Théorème 5. On onsidère le système d'équation suivant dérit par ligne :

tni
dui
dt

+ a0iui + a1i tui + ... + ani t
nui = tn+1f̃i(t, u1, .., um) (31)

Ave n = max
i∈J1,mK

(ni), f analytique au voisinage de (0, .., 0) en haune de ses variables.

On suppose que tous les aji sont dans C. De plus les oe�ients a0i sont non nuls et les

oe�ients ani−1
sont de parties réelles stritement positives. Alors pour tout ε ∈]0, 1[,

il existe αε > 0 et un ertain nombre de onstantes arbitraires (nous dérivons plus loin

les intervalles disponibles à es onstantes) tel qu'un élément u ∈ (Eαε,ε)
m
soit solution

du système d'équations (31).

Démonstration. Posons pour tout i ∈ J1, mK, Φi = {s ∈ J0, ni − 1K tel que Re(asi ) 6= 0}
D'après les hypothèses du théorème on sait que s(i) = min

s∈Φi
(s) a bien un sens, ar

Re(ani−1
i ) > 0. On peut don réérire ligne par ligne les équations (31) par :

tni
dui
dt

+ a0iui + a1i tui + ... + a
s(i)
i ts(i)ui = ts(i)+1fi(t, u1, .., um)

Pour i ∈ J1, mK, et l ∈ J1, mK, ∂fi
∂xl+1

est enore analytique au voisinage de (0, ..., 0)

en haune de ses variables. Don ∃αi,l > 0 , β1
i,l, ..., β

m
i,l > 0,Mi,l > 0 tel que pour tout

(t, z1, ..., zm) ∈ B(0, αi,l)×B(0, β
1
i,l)× ...× B(0, β

m
i,l) :

| ∂fi
∂xl+1

(t, z1, .., zm)| ≤ Mi,j
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En posant α̃ = min
J1,mK2

(αi,l), β = min
J1,mK3

(βji,l) et M = max
J1,mK2

(Mi,l).

Pour tout i ∈ J1, mK, ∀(t, x1, ..., xm), (t, y1, .., ym) ∈ B(0, α̃)× B(0, β)m on a :

|fi(t, x1, .., xm)− fi(t, y1, ..., ym)| ≤
m∑

l=1

sup
[xl,yl]

(| ∂fi
∂xl+1

(t, z1, ..., zm)|)|xl − yl|

≤M

m∑

l=1

|xl − yl|

De la même manière pour tout i ∈ J1, mK, ∃α1
i > 0, Ri > 0 tel que ∀t ∈ B(0, α1

i ) :

|fi(t, 0, ..., 0))| ≤ Ri

Dans la suite, on notera R = max
J1,mK

(Ri) et α1 = min
J1,mK

(α1
i ).

On dé�nit également pour tout i ∈ J1, mK, bi = 2mM

|Re(a
s(i)
i )|

, ci = 2

|Re(a
s(i)
i )|

et di =
(

|Re(a
s(i)
i )|

4ε

)ni−s(i)−1

.

On note alors b = max
J1,mK

(bi) > 0, c = max
J1,mK

(ci) > 0 et d = min
J1,mK

(di).

On hoisit �nalement αε de la façon suivante :

αε = min(α̃, α1, d,

(
β

3cR

) 1
1−ε

,
1

2b
)

Dans la suite, nous munissons l'espae produit (Eαε,ε)
m
, de la norme induite :

‖(u1, ..., um)‖αε,ε,m = max
l∈J1,mK

(‖ul‖αε,ε)

Muni de ette norme, (Eαε,ε)
m

est enore un espae de Banah. Nous allons dé�nir

des opérateurs Ri sur (Eαε,ε)
m

dans Eαε,ε. De plus, nous montrerons que es opé-

rateurs sont ontratants sur B‖ ‖αε,ε,m(0, β). Plus préisément, nous montrerons que

∀i ∈ J1, mK,∀(u, v) ∈ B‖ ‖αε,ε,m(0, β), ‖Ri(u)−Ri(v)‖αε,ε ≤ αbi‖u− v‖αε,ε,m, mais aussi

que ‖Ri(0)‖αε,ε ≤ α1−εRci.

Fixons i ∈ J1, mK

On a :

tni
dui
dt

+ a0iui + a1i tui + ...+ a
s(i)
i ts(i)ui = ts(i)+1fi(t, u1, .., um)

On di�érenie alors 2 as :

� Si Re(a
s(i)
i ) > 0

On intègre alors de ette manière :

ui(t) = e
a0i

nit
ni ....e

a
s(i)
i

(ni−s(i)−1)tni−s(i)−1

∫ t

0

e
−a0i
nis

ni ....

...e
−a

s(i)
i

(ni−s(i)−1)sni−s(i)−1 ss(i)−ni+1fi(s, u1(s), ..., um(s))ds
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On dé�nit sur ]0, αε[, et pour tout u ∈ B‖ ‖αε,ε,m(0, β) :

Ri(u)(t) = e
a0i

nit
ni ....e

a
s(i)
i

(ni−s(i)−1)tni−s(i)−1

∫ t

0

e
−a0i
nis

ni ....

...e
−a

s(i)
i

(ni−s(i)−1)sni−s(i)−1 ss(i)−ni+1fi(s, u1(s), ..., um(s))ds

On onstate alors que si u ∈ B‖ ‖αε,ε,m(0, β), alors Ri(u) est bien dé�ni sur ]0, αε[
et de plus on a Ri(u) ∈ C1(]0, αε[) ⊂ C(]0, αε[). Prenons (u, v) ∈ B‖ ‖αε,ε,m(0, β)

2
,

alors pour tout t ∈]0, αε[ on a :

|[Ri(u)− Ri(v)](t)| ≤ e
Re(a

s(i)
i

)

(ni−s(i)−1)tni−s(i)−1×
∫ t

0

s
e

−Re(a
s(i)
i

)

(ni−s(i)−1)sni−s(i)−1

sni−s(i)
|fi(s, u1(s), .., um(s))− fi(s, v1(s), .., vm(s))|ds

≤Mm(‖u − v‖αε,ε,m)e
Re(a

s(i)
i

)

(ni−s(i)−1)tni−s(i)−1

∫ t

0

e
−Re(a

s(i)
i

)

(ni−s(i)−1)sni−s(i)−1

sni−s(i)
sε+1ds

≤ t× tε
mM

|Re(as(i)i )|
‖u− v‖αε,ε,m

≤ αεbit
ε‖u− v‖αε,ε,m

⇒ |[Ri(u)− Ri(v)](t)|
tε

≤ αεbi‖u− v‖αε,ε,m
Don Ri(u)−Ri(v) ∈ Eαε,ε et :

‖Ri(u)− Ri(v)‖αε,ε ≤ αεbi‖u− v‖αε,ε,m
De plus, pour tout t ∈]0, αε[ :

|Ri(0)(t)| ≤ e
Re(a

s(i)
i

)

(ni−s(i)−1)tni−s(i)−1

∫ t

0

e
−Re(a

s(i)
i

)

(ni−s(i)−1)sni−s(i)−1

sni−s(i)
s|fi(s, 0, .., 0)|ds

≤ t
1

|Re(as(i)i )|
Ri

≤ α1−ε
ε ciRt

ε

Don Ri(0) ∈ Eαε,ε et ‖Ri(0)‖αε,ε ≤ α1−ε
ε ciR. Comme la fontion nulle est dans

B‖ ‖αε,ε,m(0, β), on en déduit que pour tout u ∈ B‖ ‖αε,ε,m(0, β) on a Ri(u) ∈ Eαε,ε.

� Si Re(a
s(i)
i ) < 0

On hoisit une onstante Ci dans l'intervalle ou-

vert : ]
|Re(as(i)i )|

1
ni−s(i)−1αε

(

|Re(as(i)i )|+ ln(3)(ni − s(i)− 1)
) 1
ni−s(i)−1

, αε[. Ave le hoix d'une telle

onstante on a pour tout t ∈]0, αε[ :

| 1

|t|εe
Re(a

s(i)
i

)

(ni−s(i)−1)tni−s(i)−1

∫ t

Ci

e
−Re(a

s(i)
i

)

(ni−s(i)−1)sni−s(i)−1

sni−s(i)
s1+εds| ≤ 2αε

|Re(as(i)i )|
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et aussi :

| 1

|t|εe
Re(a

s(i)
i

)

(ni−s(i)−1)tni−s(i)−1

∫ t

Ci

e
−Re(a

s(i)
i

)

(ni−s(i)−1)sni−s(i)−1

sni−s(i)
sds| ≤ 2α1−ε

ε

|Re(as(i)i )|
Pour en onvenir, il faut traiter les 2 as : 0 < t ≤ Ci et Ci ≤ t αε et utiliser les
inégalités véri�ées par αε.
On intègre alors de ette manière :

ui(t) = e
a0i

nit
ni ....e

a
s(i)
i

(ni−s(i)−1)tni−s(i)−1

∫ t

Ci

e
−a0i
nis

ni ....

...e
−a

s(i)
i

(ni−s(i)−1)sni−s(i)−1 ss(i)−ni+1fi(s, u1(s), ..., um(s))ds

On dé�nit sur ]0, αε[, et pour tout u ∈ B‖ ‖αε,ε,m(0, β) :

Ri(u)(t) = e
a0i

nit
ni ....e

a
s(i)
i

(ni−s(i)−1)tni−s(i)−1

∫ t

Ci

e
−a0i
nis

ni ....

...e
−a

s(i)
i

(ni−s(i)−1)sni−s(i)−1 ss(i)−ni+1fi(s, u1(s), ..., um(s))ds

On onstate que si u ∈ B‖ ‖αε,ε,m(0, β), alors Ri(u) est bien dé�ni sur ]0, αε[ et de
plus on a Ri(u) ∈ C1(]0, αε[) ⊂ C(]0, αε[). Prenons (u, v) ∈ B‖ ‖αε,ε,m(0, β)

2
, alors

pour tout t ∈]0, αε[ on a :

|[Ri(u)−Ri(v)](t)| ≤ e
Re(a

s(i)
i

)

(ni−s(i)−1)tni−s(i)−1×

|
∫ t

Ci

s
e

−Re(a
s(i)
i

)

(ni−s(i)−1)sni−s(i)−1

sni−s(i)
|fi(s, u1(s), .., um(s))− fi(s, v1(s), .., vm(s))|ds|

≤Mm(‖u− v‖αε,ε,m)|e
Re(a

s(i)
i

)

(ni−s(i)−1)tni−s(i)−1

∫ t

Ci

e
−Re(a

s(i)
i

)

(ni−s(i)−1)sni−s(i)−1

sni−s(i)
sε+1ds|

≤ t× tε
2mM

|Re(as(i)i )|
‖u− v‖αε,ε,m

≤ αεbit
ε‖u− v‖αε,ε,m

⇒ |[Ri(u)−Ri(v)](t)|
tε

≤ αεbi‖u− v‖αε,ε,m

Don, Ri(u)−Ri(v) ∈ Eαε,ε et :

‖Ri(u)−Ri(v)‖αε,ε ≤ αεbi‖u− v‖αε,ε,m
De plus, pour tout t ∈]0, αε[ :

|Ri(0)(t)|
|t|ε ≤ 1

|t|εe
Re(a

s(i)
i

)

(ni−s(i)−1)tni−s(i)−1 |
∫ t

Ci

e
−Re(a

s(i)
i

)

(ni−s(i)−1)sni−s(i)−1

sni−s(i)
s|fi(s, 0, .., 0)|ds|

≤ 2α1−ε
ε

1

|Re(as(i)i )|
Ri

≤ α1−ε
ε ciRt

ε
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Don, Ri(0) ∈ Eαε,ε et ‖Ri(0)‖αε,ε ≤ α1−ε
ε ciR. Comme la fontion nulle est dans

B‖ ‖αε,ε,m(0, β) on en déduit que pour tout u ∈ B‖ ‖αε,ε,m(0, β) on a Ri(u) ∈ Eαε,ε.

Ainsi, ∀iJ1, mK, ∀u ∈ B‖ ‖αε,ε,m(0, β)

‖Ri(u)‖αε,ε ≤ αεbi‖u− v‖αε,ε,m + ‖Ri(0)‖αε,ε
≤ αεb‖u‖αε,ε,m + ciRα

1−ε
ε

≤ αεbβ + cRα1−ε
ε

≤ β

2
+
β

3
< β

Et ei, pour tout i ∈ J1, mK, don B‖ ‖αε,ε,m(0, β) stable par R = (R1, .., Rm). De plus,
pour tout (u, v) ∈ (B‖ ‖αε,ε,m(0, β))

2
:

‖R(u)−R(v)‖αε,ε,m <
1

2
‖u− v‖αε,ε,m

De même, on a :

‖R(0)‖αε,ε,m ≤ β

3
< β

Don, si on pose la suite (wn)n∈N dé�nie par w0 = 0 et ∀n ∈ N, wn+1 = R(wn), on peut

utiliser le théorème de point �xe de Banah qui a�rme que ette suite onverge vers

une limite u ∈ Eαε,ε et que par ontinuité R(u) = u . Cei implique que u soit dérivable

sur ]0, αε[ et que de plus u véri�e le système d'équation (31).
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Rédution Fuhsienne et modèles stellaires

Résumé :

L'objet de ette thèse est l'étude d'un système di�érentielle non linéaire issu d'un mo-

dèle stellaire. Après rédution et hangements d'inonnues et variables, on se ramène

à un seond membre analytique en haune des variables du problème ainsi qu'en des

fontions bien hoisies. Nous montrons ensuite que les solutions peuvent s'érire dans

un espae de séries absolument onvergentes. Ce théorème d'existene servira alors de

brique élémentaire à une méthode de rédution de type Fuhsienne. L'objetif étant

d'obtenir un développement sous forme de série faisant apparaître de manière expliite

les di�érentes onstantes arbitraires inhérentes à e type d'équations.

Mots lés : Rédution Fuhsienne, modèle stellaire, équations di�éren-

tielles non-linéaires

Fuhsian redution and stellar models

Abstrat :

The objet of this thesis is the study of a non linear di�erential equation stemming from

a stellar model. After redution and unknowns hanges and variables, we ahieve to an

analyti seond member in eah of the problem variables and well hosen funtions. Then

we show that the solutions an be desribed in a spae of absolute onvergent series.

This theorem of existene will be used as an elementary brik to a nearby method of

Fuhsian redution. The objetive was to obtain a development whih eliits arbitrary

various onstants inherent to this type of equations.

Keywords : Fuhsian redution, stellar models, non-linear di�erential

equations
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