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Résumé

Dans cette theése sont montrés des développements de 1’approximation de la phase aléatoire
(RPA) dans le contexte de théories a séparation de portée. On présente des travaux sur le forma-
lisme de la RPA en général, et en particulier sur le formalisme "matrice diélectrique” qui est exploré
de maniere systématique. On montre un résumé d’un travail sur les équations RPA dans le contexte
d’orbitales localisées, notamment des développements des orbitales virtuelles localisées que sont
les « orbitales oscillantes projetées » (POO). Un programme a été écrit pour calculer des fonctions
telles que le trou de d’échange, la fonction de réponse, efc. .. sur des grilles de 1’espace réel (grilles
parallélépipédiques ou de type "DFT"). On montre certaines de ces visualisations. Dans 1’espace
réel, on expose une adaptation de I’approximation du dénominateur effectif (EED), développée ori-
ginellement dans I’espace réciproque en physique du solide. Egalement, les gradients analytiques
des énergies de corrélation RPA dans le contexte de la séparation de portée sont dérivés. Le forma-
lisme développé ici a ’aide d’un lagrangien permet une dérivation tout-en-un des termes courte- et
longue-portée qui émergent dans les expression du gradient, et qui montrent un parallele intéressant.
Des applications sont montrées, telles que des optimisations de géométries aux niveaux RSH-dRPA-
I et RSH-SOSEX d’un ensemble de 16 petites molécules, ou encore le calcul et la visualisation des
densités corrélées au niveau RSH-dRPA-I.

Mots-clés :

énergie de corrélation ; interaction de Van der Waals ; force de dispersion de London ; théorie de
la fonctionnelle de la densité; DFT ; séparation de portée ; RSH ; approximation de la phase aléa-
toire ; RPA ; connexion adiabatique ; matrice diélectrique ; formule de plasmon ; équation de Riccati ;
orbitale oscillante projetée ; POO ; développement multipolaire ; grille de 1’espace réel ; dénomina-
teur effectif ; EED ; régles de somme ; gradient analytique ; Lagrangien ; coupled-perturbed ; densité
corrélée ; optimisation de géométrie






Abstract

In this thesis are shown developments in the random phase approximation (RPA) in the context
of range-separated theories. We present advances in the formalism of the RPA in general, and par-
ticularly in the "dielectric matrix" formulation of RPA, which is explored in details. We show a
summary of a work on the RPA equations with localized orbitals, especially developments of the
virtual localized orbitals that are the « projected oscillatory orbitals » (POO). A program has been
written to calculate functions such as the exchange hole, the response function,efc... on real space
grid (parallelepipedic or of the "DFT" type) ; some of those visualizations are shown here. In the real
space, we offer an adaptation of the effective energy denominator approximation (EED), originally
developed in the reciprocal space in solid physics. The analytical gradients of the RPA correlation
energies in the context of range separation has been derived. The formalism developed here with
a Lagrangian allows an all-in-one derivation of the short- and long-range terms that emerge in the
expressions of the gradient. These terms show interesting parallels. Geometry optimizations at the
RSH-dRPA-I and RSH-SOSEX levels on a set of 16 molecules are shown, as well as calculations
and visualizations of correlated densities at the RSH-dRPA-I level.

Keywords :

correlation energy; Van der Waals interaction; London dispersion force; density functional
theory ; DFT ; range separation ; RSH ; random phase approximation ; RPA ; adiabatic connection ;
dielectric matrix ; plasmon formula ; Riccati equation ; projected oscillatory orbital ; POO ; multipo-
lar expansion ; real space grid ; effective energy denominator ; EED ; sum-rules ; analytical gradient ;
Lagrangian ; coupled-perturbed ; correlated densities ; geometry optimization
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Table des notations

Les notations suivantes sont utilisées dans le manuscrit :

Xusb désigne une suite des éléments X; : X, X441, ..., Xp
/ de la méme maniere, désigne : dX,dX, ...dXp
Xoms
Lz(;\, (D)) est I’espace de Hilbert des fonctions de A dans C de carré intégrable.
(flg) produit scalaire de I’espace L*(A, C) /A g
Lh désigne plus librement un espace de Hilbert généré par la base b
0ij produit de Kronecker (égal a 1 sii = j, a 0 sinon)
A=B indique un changement de notation ou une définition

est utilisé pour éviter les constantes (de normalisation par exemple)
lorsqu’elles ne sont pas indispensables

On utilisera le systeme d’unités atomiques.

Autant que possible, |i;) et |¢;) désigneront respectivement des spin-orbitales et des orbitales spa-
tiales ; [¥') représentera des fonctions d’onde a N-électrons et |®@) des fonctions d’onde a N-électrons
mono-déterminantales ; 7, j, k, . .. désigneront des orbitales moléculaires occupées, a, b, c, . .. des or-
bitales virtuelles, p,q,r, ... des orbitales quelconques, et @, S, ... des orbitales atomiques.

On utilise la notation physique : {pqg|rs) = / ¢, (X1 (X1)W(X1, X2)B,, (X2)Ps(X2).

On utilise de maniere extensive la convention de Einstein, ou les indices non répétés sont impli-
citement sommés.






Introduction

Le vaste domaine de recherche appelé « chimie théorique » recouvre tout ce qui vise a établir
des théories fondamentales pour expliquer ou prédire les comportements qui entourent les molécules
ou, plus généralement, les édifices moléculaires. En particulier la « chimie quantique » est une ap-
plication de la mécanique quantique aux molécules, c’est-a-dire regroupe les travaux qui cherchent a
étudier les propriétés des molécules a 1’aide de théories et d’approximations directement dérivées de
I’équation de Schrodinger. Dans I’ére moderne, les progres numériques liés aux puissances de calcul
disponibles ont étendu 1’utilisation du calcul quantique bien au-dela des laboratoires de théoriciens.
Cette démocratisation de I’acces au calcul va de paire avec un effort sans cesse renouvelé pour amé-
liorer la compréhension de la physique des systémes - et ainsi la précision des calculs. La quantité
de domaine ot il n’est pas possible de faire des calculs a la précision chimique s’est donc largement
amenuisée, mais certains points précis restent problématiques. Parmi ces domaines problématiques
on peut encore compter la description des interactions faibles a longue-portée, dont on parlera plus
loin.

Toutes les théories qui ont été mises en place en chimie quantique ont comme point de départ
une approximation du probléme compliqué de la gestion de I'interaction Coulombienne instanta-
née entre N électrons (ceci s’inscrit d’ailleurs dans le domaine beaucoup plus général du traitement
des problemes a N-corps, un domaine qui traverse de nombreuses disciplines). En théorie Hartree-
Fock (et post-HF), on substitue I’ensemble des interactions de paires d’électrons par I’interaction
des électrons avec le champ moyen généré par les N — 1 autres électrons ; lorsque I’on applique la
théorie des fonctionnelles de la densité (DFT), on approxime la fonctionnelle d’échange-corrélation
par des fonctionnelles au mieux semi-locales. C’est-a-dire que comme toujours dans les raisonne-
ments scientifiques en général, on approxime un probleme d’une complexité presque impénétrable
(I'interaction, corrélée a I’infini, de N corps) par des notions humainement compréhensibles, telles
que des « moyennes » et des « approximations sphériques ». Ainsi, ces modeles décrivent bien (et
parfois : incroyablement bien, vue la sévérité des approximations) les comportements qui sont le
résultat d’une physique du systeme peu éloignée d’un champ moyen et/ou par nature locale. Ceci
n’est pas le cas des interactions longue-portée.

Les interactions longue portée que I’on appellera ici « interactions de Van der Waals » désignent
des interactions relativement faibles qui jouent un rdle structurant dans les grands édifices molécu-
laires ou en I’absence des forces plus importantes que sont les interactions covalentes ou ioniques.
Parmi ces interactions de Van der Waals, les forces de dispersion de London sont un type d’interac-
tion qui émergent de la polarisation dynamique mutuelle de nuages d’électrons, surtout entre sous-
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systemes neutres. Ces forces ont un caractere tres longue-portée. Dans la limite de sous-systemes
qui ne se recouvrent pas, et en utilisant des développements multipolaires, on trouve que le terme
dominant les forces de dispersion de London est le terme d’interaction « dipdle induit/dipdle in-
duit », sous la forme d’un Cg /R6 amorti. L’idée est que, contrairement aux forces électrostatiques
entre dipdles permanents, les forces de dispersion de London émergent de la maniére bien connue
suivante : du fait de fluctuations quantiques dans une partie d’un grand systéme, un dipdle éphémere
apparait et produit un champ électrique en 1/R> dans le reste du systéme. Ce champ électrique induit
la création d’un autre dipdle éphémeére dans une autre partie du systéme, et la partie du systeme ou
est apparu le premier dipdle éphémere ressent alors un champ électrique « en retour » dont la dépen-
dance 2 la distance est : 1/R>.1/R* = 1/R®. Une maniére de voir cela (et d’expliquer pourquoi ces
forces ne peuvent étre recouvrées par des fonctionnelles usuelles en DFT) est de dire que les fluctua-
tions dipolaires des parties éloignées d’un grand systeme sont corrélées ; c’est-a-dire que ces forces
émergent a cause d’un trou de corrélation qui est de trés grande portée, bien loin des approximations
semi-locales.

Face a ce défi, de nombreuses solutions sont disponibles dans la littérature, notamment avec des
améliorations des fonctionnelles d’échange-corrélation. Une autre solution est d’utiliser 1’ Approxi-
mation de la Phase Aléatoire (RPA). Il s’agit d’une approximation élaborée dans les années 50" pour
décrire la corrélation dans les plasma. L’idée initiale est que les comportements des éléments dans
un plasma sont le fruit de la collaboration/compétition entre d’une part un phénomene d’oscillations
cohérentes sur 1’ensemble du plasma causées par des interactions a longue-portée et d’autre part des
corrections dues a des interactions a plus courte portée. Cette méthode est donc, par construction et
pour des raisons physiques, particulierement adaptée a la description des interactions longue-portée.
Ceci est encore plus vrai si I’on utilise la RPA dans le cadre d’une théorie de séparation de portée des
interactions inter-électronique. Dans ce cas de figure, 1’interaction courte-portée (pour laquelle les
approximations semi-locales des fonctionnelles sont pertinentes) est prise en charge par la DFT, et
les interactions longue-portée sont laissées a la RPA. Pour différentes raisons, ce couplage rigoureux
DFT+RPA élimine un certain nombre de faiblesses des deux théories, et s’est montré prometteur
pour le traitement des systemes possédant des interactions longue-portées faibles.

Les deux premiers chapitres posent les bases théoriques, les notations et les concepts qui sont
utilisés tout au long du manuscrit. Le second chapitre, en particulier, décrit la RPA telle qu’elle a
été développée dans les articles originaux des années 50" et dérive les multiples formulations dans
lesquelles on peut trouver la RPA aujourd’hui. Il s’agit a la fois d’un chapitre qui résume 1’état
de I’art du domaine et d’un chapitre qui présente des réflexions personnelles sur le sujet et cla-
rifie certains points de détails. J’y montre le formalisme connexion adiabatique avec théoréme de
fluctuation-dissipation (AC-FDT), que 1’on peut considérer comme un point de départ pour dévelop-
per les formulations dites de "connexion adiabatique”, de "matrice diélectrique"”, de "plasmon", ainsi
que la formulation qui utilise des équations de type "équations de Riccati " et qui est équivalente
a des approximations que 1’on peut faire dans le contexte de la théorie Coupled-Cluster (CC). Des
dérivations unifiées sont montrées pour tous ces formalismes. Il existe un lien étroit entre la RPA
telle qu’elle est pratiquée dans la chimie quantique moderne et des notions de théorie quantique des
champs : ces liens sont rendus clairs dans 1’ Annexe A.

Apres un court rappel des techniques et des enjeux liés a 1’utilisation d’orbitales locales pour le
calcul d’énergies de corrélation, je présente au chapitre 2.8 deux travaux assez différents. Le premier
est un travail réalisé a I’occasion d’une collaboration avec le Laboratoire de Chimie Théorique (LCT)
de I’Université Pierre et Marie Curie a Paris. Une procédure a été mise en place par E. Chermak et
P. Reinhardt pour construire des orbitales localisées d’un dimere dans lesquelles on peut reconnaitre
la trace des orbitales localisées pour les monomeres. Avec une telle méthode, on peut classer les di-
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excitations en catégories selon un critere, disons : géométrique. On a montré que, de I’ensemble des
di-excitations imaginables pour le systéme, les couplages inter-moléculaires de mono-excitations
intra-moléculaires contribuent majoritairement a 1’énergie d’interaction. La contribution de cette
these a été d’écrire un programme autonome interfacé avec MOLPRO qui permet le calcul d’énergies de
corrélation RPA avec des orbitales locales. Dans le méme chapitre, je montre des réflexions autour
d’un type d’orbitales virtuelles localisées appelées POO, pour Projected Oscillatory Orbitals. 11
s’agit d’une idée originale de Boys qui n’a pas fait I’objet de développements significatifs dans la
littérature. Je dérive ici des équations de base concernant les POO, incluant des développements
multipolaires des intégrales bi-électroniques dans la base des POO. Je montre que les éléments de
matrice du moment dipolaire entre une orbitale occupée localisée et une orbitale virtuelle localisée de
type POO se réduisent a I’expression des recouvrements entre POO. Ce résultat non trivial simplifie
largement les équations RPA dans la base des POO, qui sont également dérivées ici.

Au cours de cette these j’ai créé des outils informatiques qui permettent de calculer sur des
grilles parallélépipédiques de 1’espace réel ou sur des grilles de type "DFT" des fonctions telles que
x(r1,12), le trou d’échange h,(r;, 1), la fonction de Dirac (ry,r3), efc... Dans le chapitre 3, je
montre de telles visualisations, notamment de la fonction de réponse y. Je souligne la structure de
la fonction de réponse, et sa relation avec les fonctions de corrélation inter-électronique, notamment
le trou d’échange. Ce chapitre est le fruit d’un travail pas complétement abouti, et qui vise a terme
a calculer des objets que 1’on rencontre dans des calculs de corrélation RPA (tels que la fonction de
réponse) sur des grilles de 1’espace construites dans ce but, c’est-a-dire sur des grilles ou les points
sont générés de telle maniere & mieux échantillonner 1’espace entre les atomes (et non, comme c’est
le cas des grilles de type "DFT", I’espace ol I’on s’attend a ce que la densité soit intéressante).

Dans la méme optique de travail dans 1’espace réel, I’ objet principal du chapitre 4 est 1’adaptation
de la technique de I’EED (Effective Energy Denominator) développée par Berger et. al. dans 1’espace
réciproque. Cette technique est une généralisation de 1’approximation de Unsold dans laquelle le
dénominateur effectif dépend des coordonnées et de la fréquence. Une série de relations a pu étre
dérivée concernant les numérateurs qui émergent lorsque I’on applique cette technique, et leur lien
aux regles de somme. L’ objectif de ces développements est de pouvoir calculer la fonction réponse
Kohn-Sham sans faire intervenir des sommations sur les orbitales virtuelles et pouvoir exprimer a
terme 1’énergie de corrélation de longue portée (et les corrections de I’énergie de dispersion) comme
fonctionnelle des orbitales occupées.

C’est dans le chapitre 5 qu’est présenté ce qui peut étre considéré comme le travail principal de
cette these : la dérivation d’un gradient analytique de 1’énergie de corrélation RPA dans un contexte
de séparation de portée. Jusqu’a présent, dans la littérature, la seule dérivation a notre connaissance
de gradient d’une énergie avec séparation de portée est celle de Chabbal et. al., pour RSH-(L)MP2.
Il s’agit d’une adaptation a posteriori du gradient MP2 sans séparation de portée. Je montre ici, en
utilisant le formalisme lagrangien, une dérivation tout-en-un du gradient de I’énergie RSH-RPA. Des
notations inédites sont introduites pour gérer de maniere transparente les contributions des termes
courte-portée ; d’ailleurs, tout au long de la dérivation, on voit un parallele solide entre le compor-
tement des contributions courte- et longue-portée qui émergent. Ces nouveaux gradients sont implé-
mentés dans le « cceur » de MOLPRO, c¢’est-a-dire d’une maniere qui profite des forces et de la gestion
du reste du programme. A la suite de cette programmation, les calculs de dipdle au niveau RSH-RPA
ainsi que les optimisations de géométrie, par exemple, sont du coup disponibles immédiatement. Je
présente ici des résultats d’optimisation sur un ensemble de 16 molécules aux niveaux RSH-dRPA-I
et RSH-SOSEX, ainsi que des visualisations des densités corrélées au niveau RSH-dRPA-I.

De maniere générale, un effort a été fait dans les Annexes pour décrire des notions qui sont a la
limite des habitudes d’un chimiste théoricien (on trouve par exemple des notions telles que celles qui
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sont décrites Annexe A et qui sont plutdt connues en théorie quantique des champs, ou des notions
d’intégration complexe montrées Annexe B) ainsi que pour fournir des détails de dérivations utiles
a la compréhension du manuscrit. Tous ces éléments sont regroupés dans des Annexes par soucis de
concision, et sont tout aussi primordiaux que ce qui est montré dans le corps du manuscrit.
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Chapitre 1

Premieres approches d’un probleme a
N-corps

Dans ce premier chapitre, on présente quelques notions de chimie quantique pour la
plupart largement connues du lecteur averti. Le but premier est de poser des notations
et des définitions qui seront utilisées tout au long du manuscrit, mais on va également
préparer les notions qui se révéleront importantes dans la suite (notions générales telles
que I’énergie de corrélation, les fluctuations, la connexion adiabatique, efc. .. ).

Tout le travail de la these a été pensé dans un cadre de séparation de portée électronique,
c’est-a-dire dans un contexte ou 1’on utilise des techniques qui mélangent un traitement
du systeme avec des méthodes dites « a fonction d’onde » et des méthodes de DFT. On
présente donc rapidement, dans 1’ordre, la théorie Hartree-Fock, la théorie DFT, et les
techniques de séparation de portée (notamment : RSH). Toutes ces méthodes s’inscrivent
dans une philosophie de traitements des systemes a N-corps basés sur 1’approximation du
champ moyen ; ce sont des méthodes qui servent a calculer des énergies de référence qui
s’écartent de 1’énergie exacte d’une valeur que j’appelle "énergie de corrélation".

Le travail de cette theése est centré sur la RPA, montrée dans le chapitre 2, qui est une
méthode de calcul de 1’énergie de corrélation. Dans ce chapitre on explique simplement ce
qu’est cette notion d’énergie de corrélation, a la fois d’un point de vue mathématique (c’est
I’énergie qui manque dans les approximations de champ moyen que I’on utilise comme
référence) et d’un point de vue physique (c’est une énergie qui est due a une partie des
mouvements corrélés des électrons tels qu’ils sont décrits par la fonction de corrélation de
paire, extraite de la fonction de réponse linéaire). On rappel dans ce chapitre que I’on peut
utiliser une connexion adiabatique pour rigoureusement faire le lien entre le systeme réel
et le systeme modélisé, c’est-a-dire que 1’on peut connecter I’énergie exacte a 1’énergie
de référence. De cette connexion émerge naturellement une expression potentiellement
exacte de 1’énergie de corrélation. Toutes ces notions nous amenent vers une meilleure
compréhension de ce qu’est I’énergie de corrélation, et elles seront utilisées comme base
pour dériver les équations de 1’énergie RPA dans le chapitre 2.



Premieres approches d’un probleme a N-corps

1.1 Comprendre le probleme

Une molécule peut se voir comme une collection de M noyaux et N électrons interagissant les
uns avec les autres par force de Coulomb. Les noyaux sont modélisés par des charges ponctuelles
Z1-m de masses M;_,)s et de coordonnées R;_,y; € R3 ; les électrons ont des coordonnées spatiales
ri_y € R? etdes spins s;,y € S = {+— ——} On introduit la coordonnée d’espace-spin x; = (r;, §;) €
X = R*®S. On décrit un tel systeme par des fonctions d’onde [¥) = [¥(x;-n; Ri-u)) de I'espace
de Hilbert LZ(XN , C), fonctions propres de I’équation de Schrodinger H|Y) = E|¥).

L hamiltonien H est :

A A A

A=T,+T,+ Vo + Vo + V.o (1.1.1)

Cet hamiltonien est la somme des énergies cinétiques des électrons et des noyaux (T, et T,), et
des interactions Coulombiennes instantanées de chaque paire de composants (V,m, Vm) et Vw)

On utilise communément 1’approximation de Born-Oppenheimer (voir par exemple la référence
[1]), qui consiste a négliger le mouvement des noyaux (ces derniers sont presque 2000 fois plus
lourds que les électrons) c’est-a-dire a fixer les Rj_ ;. On considere alors que les électrons évoluent
dans le champ des noyaux fixes d’énergie E,, et on écrit une équation de Schrddinger électronique
Fetec [petecy — pelee jeleey 4yi dépend paramétriquement des coordonnées R;_,, avec :

Aelee = 71 — fe + Ane + Aeev (1.1.2)

A= ﬁi+2g,-j (1.1.3)
f 7
avec
T+ V=) h
i
‘A/ee = glj

Les électrons sont des fermions et obéissent au principe d’antisymétrie : les fonctions d’onde
[peleey = [P(x,_,y)) sont donc des fonctions antisymétriques de L2V, C). Te désignerai par AN, C)
I’espace des fonctions antisymétriques de X~ dans C de carré intégrable.

Le probleme reste ici la résolution d’un systeme a N-corps en interactions Coulombiennes ins-
tantanées, probleme qui n’est pas soluble analytiquement : 1’équation de Schrédinger ne peut étre
résolue en 1’état, et des approximations doivent étre concédées. Toutes les premieres approches de
chimie quantique émergent de la méme idée : transformer le probleme a N-corps en une superposi-
tion de N probleémes a 1-corps.
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Bases dans les espaces de Hilbert

Cela revient a utiliser une approche de type « champ moyen », ol I’on remplace 1’interaction de
chaque paire d’électrons (le terme a deux corps V., ou )’ g;;) par la somme des interactions d’un
électron avec le champ statique produit par les autres particules (qui est un terme a un corps).

AP = 3 g e (1.1.4)

Avec ces méthodes, on ne néglige pas completement 1’interaction entre les électrons (présence
du potentiel moyenné), mais on néglige la corrélation entre les mouvements individuels des N par-
ticules.

Pour toute théorie 7 basée sur cette idée, on a donc :

Eotale = Eelec + Enn
=E! o +E +E,, (1.1.5)

approx

qui définit ce que j’appelle 1’énergie de corrélation (I’énergie manquante lorsque 1’on né-
lige la corrélation) : E7 = Eqec — EZ et qui est théorie-dépendante
ghg s elec approx €L q P °

Nous allons utiliser cette définition pour désigner 1’énergie de corrélation : soit par rapport a la
valeur moyenne de I’hamiltonien avec un déterminant Kohn-Sham, voir par exemple 1’équation (83)
dans la référence [2], soit par rapport a 1’énergie de séparation de portée, RSH, voir 1’équation (84)
de la méme référence (on introduit dans la suite ces développements de Kohn-Sham et de séparation
de portée, RSH). La définition largement acceptée de Lowdin serait plutdt Eexactnon-rel — Erur[3] :
notre définition d’une certaine maniére généralisée est un raccourci, une sorte d’abus de langage.

1.2 Bases dans les espaces de Hilbert

Dans un souci de clarifier les notations, on introduit ici des orbitales (i.e. des fonctions d’onde
d’états a une seule particule ou fonctions d’onde mono-électroniques) qui décrivent la distribution
spatiale d’un électron. On considere un ensemble infini d’orbitales spatiales {|¢;)}«, qui forme une
base orthonormée de £2(R3,C) :

<¢i|¢j> = 6 (1.2.1)

Un sous-ensemble de {|¢;)}. formera une base d’un sous-espace de Lz([RS, 0).
Pour une description complete des électrons, on définit également un ensemble infini de spin-
orbitales {|i;)}e qui décrivent chacune a la fois la distribution spatiale et le spin d’un électron. Deux

fonctions orthonormées suffisent pour décrire les deux spin possibles d’un électron : @ et 8 qui
représentent respectivement les spin up (%) et down (—%). Ona:
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Premieres approches d’un probleme a N-corps

pi(D)a(s)) si s = %

Wi(x)) = yi(r, 5)) = (1.2.2)

1
¢ (r)B(s)) si s = )

De la méme maniere, ces spin-orbitales forment une base orthonormée de LZ(X, C):

(wilw;) = 615, (1.2.3)

et un sous-ensemble de {|/;)}« une base orthonormée d’un sous-espace de LZ(X, 0.

Pour les fonctions d’onde a N-électrons, on introduit également les déterminants de Slater, qui
sont des déterminants formés a partir des orbitales spatiales ou des spin-orbitales. Dans le cas des
spin-orbitales, on a :

Ui(x)  Ya(xp)
P(X1on)) o [y (x2) - = Wion) (1.2.4)
: Un(Xn)

Les déterminants sont antisymétriques par construction ; on peut montrer que lorsque 1’on dis-
pose d’une base complete {|/;)} de 1’espace LZ(X, C) des fonctions mono-électroniques, I’ensemble
{I¥4)}e de tous les déterminants de Slater a N-€lectrons qu’il est possible de construire a partir
de cette base forme une base compléte de 1’espace A>(XN,C) des fonctions antisymétriques a N-
électrons (voir le paragraphe 2.2.7 du livre de Szabo-Ostlund [3]). Une expression simple pour une
fonction d’onde de A*(X", C) sera une fonction mono-déterminentale (composée d’un seul détermi-
nant), mais des expressions plus abouties peuvent contenir une combinaison linéaire de déterminants.
Lorsque I’on exprime les fonctions d’onde avec des déterminants de Slater, on dispose pour calculer
des éléments de matrices des regles de Slater-Condon.

1.3 HF : Théorie Hartree-Fock

Dans la suite de la theése, on sera amené & manipuler des notions et des notations qu’il est bon
d’introduire dés maintenant. Je cherche ici notamment a clarifier ce que sont les énergies dites de
Hartree et d’échange ainsi que les implications de ’utilisation de fonctions mono-déterminentales.

Avant d’aborder la théorie Hartree-Fock, théorie centrale en chimie théorique, il est intéressant
d’introduire rapidement une théorie dite de Hartree, et ce dans le but de souligner les points forts et
faibles de la théorie Hartree-Fock.

Dans la théorie dite de Hartree, on restreint |¥) a de simples produits de fonctions mono-électro-
niques |i;) (ainsi on remplace sa dépendance complexe aux coordonnées X; par un produit de fonc-
tions a une variable : les coordonnées x; sont dé-corrélées les unes des autres) :

I (x1ow)) = W1 (x1) - (X)) (1.3.1)
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HF : Théorie Hartree-Fock

Cette formulation néglige complétement toute forme de corrélation entre les électrons, comme
le montre I’expression de la probabilité P(r;, r;)dr dr, de trouver simultanément un électron dans
un volume dr, autour de r; et un autre dans un volume dr; autour de r,, quel que soit leur spin et
les coordonnées x; des autres électrons :

P(ry,13)drdr, = / YA (x1n) drdrs
X35N

51,52

= ¢1(r))*dr; ¢a(r2) drs, (13.2)

qui n’est que le produit des probabilités de trouver un électron en dr; et de trouver indépendem-
ment un autre électron en dr,. Pourtant, la physique du probleme dicte que ces deux électrons se
repoussent par I’interaction Coulombienne instantanée et que les mouvements des deux particules
doivent étre intimement liés.

Cette corrélation des positions, manquante ici, régit le trou de Coulomb : une région
de I’espace qui suit un électron au cours de son mouvement et qui est interdite aux autres
électrons. On peut voir cette corrélation comme une répulsion fluctuante autour de la valeur
de celle provoquée par le champ moyenné. Cette corrélation est responsable d’une portion
faible en magnitude mais physiquement importante de 1’énergie totale d’une molécule.

La théorie de Hartree-Fock propose plutot de restreindre |¥) aux fonctions qui sont des détermi-
nants dits de Slater (des déterminants formés a partir des fonctions mono-électroniques |i4;)) :

Ui(X1)  Ya(xy)
MR o)) o [ (x) o N (1.3.3)
' Un(Xn)

Comme on a vu dans la section 1.2, une telle décomposition assure I’antisymétrie de |¥) (i.e. le
respect du caractere fermionique et indiscernable des €lectrons) et est de fait une approximation de
type champ moyen, comme le montre la dérivation suivante : (on utilise dans (1.1.3) la séparation en
composant mono-électronique /; et bi-électronique §; )

EHF — <\I/HF| I:I|\PHF>

N 1
= D Wil bl + 5 > (W) &y W) = it 8 o i) (13.4)
i ij

qui peut étre réécrite, avec les bonnes notations :
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Premieres approches d’un probleme a N-corps

EfF = Z Wil hi + % Z (fj - IA{J’) i)
i J
= Z(‘/’Aili"‘f/?l: i) (1.3.5)

c’est-a-dire que 1’on peut écrire I’hamiltonien sous la forme (1.1.4) avec un potentiel a 1-corps f/le =
% 2 J = K ;. Leffet de la restriction [¥) — [WHF) se traduit donc directement par une approximation
i ri/ — 3, 9 de type champ moyen.
On voit émerger, dans I’équation (1.3.4), I’énergie d’interaction Coulombienne classique entre
deux densités :

Wil 8ij i ;) = //lﬁ}k(xl)lﬁi(Xl)gijW;(Xz)lﬁj(Xz), (1.3.6)

que I’on appelle : terme de Hartree. 11 est suivi d’un terme dit d’échange, qui n’a pas d’équivalent
classique :

Wi jl &ij |¢j¢i>=/ ¥ (XY (X108 (X2)i(X2) (1.3.7)

Notons ici qu’une approximation de la fonction d’onde en fonction mono-déterminen-
tale produit naturellement une approximation champ moyen et une énergie d’interaction
électron-électron composée uniquement de termes de type Hartree et échange. Inverse-
ment, un hamiltonien ne contenant pas de termes a deux corps aura pour vecteur propre
une fonction d’onde mono-déterminentale.

La méthode Hartree-Fock est exposée dans de nombreux ouvrages de référence (par exemple :
le livre de Szabo-Ostlund [3]), je me limite donc a un rappel des idées physiques du modele. Une
bonne fagon de comprendre I’'implication physique de la restriction sur |'¥) est de regarder a nouveau
la probabilité P(r, r;)dr;dr,. Deux cas de figure différents apparaissent, selon le spin des électrons
1 et 2. Considérons d’abord le cas ou les électrons sont de spin opposé, on a :

HmmMMQW/[MWMWPMWMMM%MQ

o / [i(r)a(s1)¢(12)B(s2) — ¢;(x1)B(s1)i(r2)ax(s2)]dr drs
o [i(r1)¢(r2)* + ¢;(r1)*¢i(r2)*1dr 1 drs, (1.3.8)

ou seuls les termes présentant une méme fonction de spin (@ ou §) « survivent » a I’intégration sur s;
et s,. Cette probabilité est similaire a (1.3.2), avec simplement en plus une notion d’indiscernabilité,
c’est-a-dire un témoignage du fait que les électrons 1 et 2 peuvent occuper n’importe quelle orbitale
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DFT : Théorie de la Fonctionnelle de 1a Densité

i et j. La probabilité de trouver un électron en dr; et un autre en dr, est donc une moyenne des pro-
duits des probabilités de trouver les électrons dans ces domaines lorsqu’ils appartiennent de manicre
indiscernable aux orbitales i ou j. Ainsi, au-dela de cette nuance, la probabilité P(r;, r;)dr;dr, est
exactement comme dans (1.3.2) : completement dé-corrélée. La théorie de Hartree-Fock, comme la
théorie dite de Hartree, ne reproduit pas le trou de Coulomb.

Le cas ou les électrons sont de méme spin, en revanche, donne :

P(ry,rp)drdr; o / [ (X)W j(X2) — (X1 )Wi(x2)*dr drs

51,52

OC/ [pi(r1)a(s1)(x2)als2) — ¢;(x1)als))i(r)a(s2)*dr dr,

o [9i(r1)2¢;(r2)* + b (r1)*pi(ra)?
— 7 (X (r)G(r2)pi(x2) (1.3.9)
—¢5(r)¢i(r1)e; (r2) ;(r2)]dr dr

Les termes « survivants » ici introduisent une corrélation entre les électrons de méme spin, qui
émerge naturellement de la forme déterminantale de la fonction d’onde. En particulier, on voit que
la probabilité de superposer (r, = r;) deux électrons de méme spin est nulle :

P(ry,ry)dridry o [¢i(r1)2¢;(r1)* + ¢;(r1) ¢i(r)*
=47 (), (r)G(r)ei(r1) (1.3.10)
—¢;(x)gi(r1)¢; (r1)¢;(r)ldridr; =0

Ainsi, en théorie Hartree-Fock, si le trou de Coulomb pour des électrons de spin opposé
n’est pas reproduit, on observe bien une corrélation de position entre électrons de méme
spin, qui se repoussent selon ce que 1’on appelle un trou de Fermi.

On parle souvent de 1’état Hartree-Fock comme étant non corrélé, bien que les électrons de
méme spin le soient (trou de Fermi). C’est une référence, un « zéro », pour la corrélation. Tout le
but de traitements post-HF est donc de retrouver une partie de la corrélation, comprise ici comme la
corrélation entre deux électrons de spin opposé.

1.4 DFT : Théorie de la Fonctionnelle de la Densité

On cherche a résoudre 1’équation de Schrédinger car on veut obtenir [¥), qui contient toutes les
informations sur le systeme. C’est pourtant une fonction de LZ(XN ,0), c’est-a-dire une fonction a
3N coordonnées d’espace et N coordonnées de spin. La Théorie de la Fonctionnelle de la Densité
(DFT pour I’anglais Density Functional Theory) est un effort pour mettre la densité n(r) comme
variable principale, en lieu et place de |¥). On définit n(r) par :
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Premieres approches d’un probleme a N-corps

n®) = (Pl ¥y  ou: A= Z S(r—r;) (1.4.1)

Il faut donc se convaincre que la quantité n(r), qui est une fonction a 3 coordonnées d’espace
seulement, contient bien toutes les informations suffisantes pour décrire a elle seule le systeme :
c’est le role des théoremes de Hohenberg et Kohn. Ces théorémes montrent qu’une théorie de la
densité est possible, c’est-a-dire qu’il est bien possible de mettre n(r) au centre d’une théorie.

Dans I’approximation de Born-Oppenheimer, avec 1’hamiltonien que 1’on voit équation (1.1.2),
le seul élément spécifique a un systéme particulier est V,, (dans le formalisme DFT on parle en fait
de potentiel externe V,;, qui le plus souvent se réduit au potentiel des noyaux V,,, mais peut éga-
lement contenir un potentiel magnétique et électrique) ; les autres composants sont communs a tout
systeme a N-électrons. Le premier théoreme de Hohenberg et Kohn stipule justement que la densité
de I’état fondamental détermine uniquement ce potentiel externe. Ainsi I’hamiltonien du systeme est
completement déterminé par la densité de 1’état fondamental, et a sa suite toutes les observables.

E=MT,+V,|¥+ / ALYV (T) (1.4.2)

On peut donc voir une observable telle que I’énergie comme une fonctionnelle de la densité
n(r) (approche DFT).

Autrement dit, il existe une relation bi-univoque entre le potentiel externe et la densité d’un
systeme. On peut écrire :

E[vex] = E[vex[n]] = E[n] (1.4.3)

Un deuxieme théoreme de Hohenberg et Kohn démontre que 1’énergie de 1’état fondamental est

variationnelle par rapport a la densité, c’est-a-dire que toute approximation sur la densité produit

une énergie supérieure a I’énergie correspondant a la densité exacte. On trouve I’énergie correcte

en minimisant 1’expression (1.4.2), et la minimisation se fait en deux temps selon 1’approche de
Levy[4]:

Ep = min51 glin {(‘PI Ty + Ve |P) + / n(r)vexf(r)}
ne —n
= min {min (I T, + Ve ) + / n(r)vext(r)}
neN | ¥Y—n
= mi[’51 {F[n] + /n(r)vex,(r)} , (1.4.4)
ne
ou N est ’ensemble des densités n(r) N-représentables, c’est-a-dire ’ensemble des densités qui

correspondent effectivement a un état 1ié a N-électrons. On utilise, pour passer de la premiere a

la deuxieme ligne, le fait que / n(r)ve(r) fournira la mé&me valeur pour toutes fonctions d’onde
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qui produit la méme densité n(r). On définit la fonctionnelle universelle (a tous les systemes a N
électrons) F[n] = quiI’: (| T, + Voo |¥) = To[n] + Violnl.

Les expressions de ces fonctionnelles sont inconnues : on ne connait pas la maniere dont I’éner-
gie cinétique dépend de la densité, ni I’expression de ’interaction des électrons. Ce que 1’on peut
écrire de maniere exacte, c’est I’énergie cinétique d’un systéme sans interaction 7's[n], et I’énergie
d’interaction Coulombienne classique (le terme de Hartree) Ey[n]. On a alors I’expression exacte de
E() :

Ey = nll[r? {Ts[}’l] + Tc[n] + Ex[n] + Enon—classique [n] + /n(r)vext(r)}

= n?n? {Ts[n] + Eyln] + Ex [n] + /n(r)vext(r)} P (145)

ou T,[n] est une partie due aux corrélations dans 1’énergie cinétique et Epon-classique[2] comporte tout
ce qui dans V,.[n] n’est pas décrit par Ey[n].

On introduit dans I’équation (1.4.5) la fonctionnelle E.[n] = Tc[n]+ Epon-cassique[72], fonc-
tionnelle d’échange-corrélation, qui recueille toutes les inconnues du probleme. L’ amé-
lioration de la compréhension et de 1’expression de cette énergie est le sujet de tous les
développements actuels en DFT.

On sépare souvent I’énergie d’échange-corrélation en une composante d’échange et une com-
posante de corrélation. La composante d’échange (comme dans le cas Hartree-Fock) est une consé-
quence de la nature fermionique des électrons, et la composante de corrélation provient du manque-
ment, dans T,[n] et Ey[n], du caractere li€ des mouvements individuels des €lectrons.

Insistons ici sur le fait que la théorie DFT est exacte si E,.[n] est connue exactement. Il n’y a
donc pas d’énergie de corrélation résiduelle au sens de 1’équation (1.1.5). Pourtant, en pratique, cette
fonctionnelle d’échange-corrélation doit étre approximée : on parle alors de DFAs ( pour I’anglais
Density Functional Approximations) et une énergie de « corrélation » peut donc étre définie comme :
E]C)FA = Eeec — EPTA. En DFT (en DFAs, en fait), on parle donc de la corrélation présente dans la
fonctionnelle E, [n] et de la corrélation au sens de I’équation (1.1.5).

1.5 Séparation de portée électronique

Lutilisation pratique de la DFT repose sur 1’approximation de la fonctionnelle (inconnue) d’é-
change-corrélation. L’ approximation originelle, I’ Approximation de Densité Locale (LDA pour I’an-
glais Local Density Approximation)[5], s’est révélée étonnamment efficace et difficile a améliorer de
maniere systématique. Il a été montré que la LDA, étant locale par construction, est particulierement
adaptée pour décrire les corrélations a (trés) courte-portée inter-électronique, mais échoue a décrire
quantitativement les corrélations a longue-portée électronique[6]. Ceci reste vrai avec la plupart des
améliorations post-LDA classiques, qui demeurent par design des approximations de nature locale.

Ces faiblesses a décrire les corrélations a longue-portée deviennent particulierement probléma-
tiques lorsque I’on veut traiter des systeémes qui présentent des interactions de Van der Waals. Les
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interactions de Van der Waals sont des interactions faibles mais uniformément attractives et a longue
portée d’action[7]. En I’absence d’autres interactions plus fortes (électrostatiques ou de covalence),
ce sont ces contributions attractives qui gouvernent la structure du systéme. Parmi les interactions
de Van der Waals, les forces de dispersion de London sont un type d’interaction qui émergent de la
polarisation dynamique mutuelle de nuages d’électrons. Comme 1’a montré en premier London[8],
ces forces ont comme origine la corrélation dynamique des électrons a longue-portée, c’est-a-dire
la corrélation entre des groupes électroniques distants. Ainsi, les fonctionnelles usuelles locales ou
semi-locales, qui n’utilisent que des informations sur la valeur et la (ou les) dérivée(s) de la densité
électronique, ne peuvent pas prendre en compte les processus physiques entrant en jeu dans 1’émer-
gence des forces de dispersion. Ce fait a été présenté dans le cadre d’un argumentaire plus-ou-moins
rigoureux par plusieurs auteurs dans la littérature (voir par exemple la figure 1 de la référence [9]
et la figure 2 de [10]). Le lecteur trouvera des descriptions détaillées des forces de dispersion aux
références [11], [12].

Différentes solutions existent dans la littérature pour traiter ce probleme. Citons par exemple,
avec différents niveaux d’empirisme, les travaux autour de paramétrisations spécifiques de nou-
velles fonctionnelles GGA ou méta-GGA[13-17], les travaux de type DFT+D incluant des cor-
rections de dispersion de Grimme et d’autres[18-22], les fonctionnelles de corrélation semi-locales
de Wilson-Levy[23-25] et le modele de Becke-Johnson basé sur un couplage entre I’électron et son
trou d’échange[26-31]. Parmi les solutions non-empiriques, on peut citer le modele de Anderssson-
Langreth-Lundqvist basé sur I’expression AC-FDT de I’énergie de corrélation et sur des parametres
tirés de théorie de la réponse linéaire[32—40] ou encore 1’utilisation de la DFT-SAPT[41-45]. Un
autre chemin possible, celui que j’emprunterai ici, est basé sur la séparation de portée d’une maniere
telle que les corrélations de longue portée soient prises en compte par une approche de type fonction
d’onde.

Le concept d’une théorie de la fonctionnelle de la densité hybride avec la séparation de portée
des interactions électron-électron (mé€me si la terminologie est beaucoup plus récente[46, 47]) vient
des travaux de Savin et. al. [48-50] du milieu des années ’80. Savin et Stoll ont proposé la DFT
uniquement pour décrire la partie courte-portée d’un systeme électronique, ou elle est performante,
et utiliser une méthode de théorie a N-corps - une méthode de type fonction d’onde - pour décrire
la partie longue-portée[46, 48, 50-54]. On parle alors de « séparation de portée électronique ». En
pratique, on sépare rigoureusement I’interaction Coulombienne électron-électron comme :

% = V(1) + W (r) = ViR (X) + viR(x), (L5.1)

ol le parametre u contrdle la portée de 1’interaction longue-portée. Au-dela d’un certain seuil, I’inter-
action est dominée par la contribution longue-distance, et la contribution complémentaire de courte-
portée possede une singularité a 1I’approche de la distance inter-électronique nulle. On peut utiliser
des fonctions diverses pour v,,[55], notamment la fonction erf[50], qui présente de nombreux avan-
tages pratiques lors de son implémentation avec des bases Gaussiennes ou des ondes planes. D’ autres
possibilités pour représenter les interactions inter-électroniques de courte portée sont le potentiel Yu-
kawa[56], la fonction Gaussienne[57], ou la combinaison de erfc et Gaussienne (erfgau)[58].

On réécrit la fonctionnelle universelle :
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Fln] = F*®[n] + ESR [n] (1.5.2)
ou :

F*R[n] = min (‘Y| T + VIR gy (1.5.3)

La partie longue-portée de 1’interaction électron-électron est traitée par des méthodes de type

fonction d’onde : (V| VeLeR [?), et la partie courte-portée est traitée en DFT : Ez]ic [n]. Lorsque u = 0,

on retrouve un DFT standard : VIR est nul et ESR [ny] est la fonctionnelle Hartree-échange-corré-
lation usuelle ; lorsque ¢ — oo on retrouve la formulation fonction d’onde habituelle : VeLeR est
I’interaction Coulombienne sans séparation de portée et EE,EC [ny] est nulle.

Ainsi I’équation (1.4.4) s’écrit :

Eo = min { F*R[n] + EZR [n] + / n(r)vexf(r)}

ne

= min {(‘I’l T+ VR ) + E3R [ny] + / n\y(r)vex,(r)} (1.5.4)

A partir de I’équation (en principe : exacte) (1.5.4), une approximation doit étre choisie pour la
fonctionnelle ESR[n], et une procédure d’approximation doit étre dérivée pour la partie longue-portée
du calcul, traitée en fonction d’onde. Parmi de nombreuses procédures existant dans la littérature[47,
59], on choisit d’utiliser une procédure dite Hybride a Séparation de Portée (RSH pour 1’anglais
Range Separated Hybrid)[46], qui propose de restreindre la minimisation de I’équation (1.5.4) au

sous-ensemble des fonctions d’onde mono-déterminentales :

Engis = min (@] T + Ve + ViR [0) + E5F o)) (1.5.5)

Cette procédure réduit donc le terme (D| VeLeR |®@) aux seuls termes de Hartree et d’échange de
type Hartree-Fock : elle n’inclue pas la corrélation longue-portée, qui est ajoutée a posteriori :

E = EgatR + EIR (1.5.6)

La fonction d’onde mono-déterminentale @y qui minimise 1’équation (1.5.5) est donnée par une
équation d’Euler-Lagrange auto-consistante :

(T + Vew + Vit e + Vi) 1®0) = & [®p). (15.7)

ol V,S‘i ur est le potentiel longue-portée de type Hartree-Fock et V3. est le potentiel correspondant
a la fonctionnelle E,S}ic[n].

Il reste a construire des fonctionnelles Hartree-échange-corrélation de la courte-portée. On dis-
pose dans la littérature de fonctionnelles srLDA[52, 58, 60] construites a partir de calculs Monte-
Carlo Quantique sur le gaz homogene d’électron avec une interaction longue- ou courte-portée, et
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divers fonctionnelles au-dela de LDA[53, 61] notamment les fonctionnelles stPBE comme HSE[62]
ou construites par interpolation[63].De nombreux schémas avec différentes méthodes de corrélation
longue-portée existent dans la littérature, on citera ici sans prétention d’exhaustivité les méthodes
RSH-PT2[46, 64-67], RSH-CI[51, 68], RSH-CC[53, 54, 69-71], RSH-MRPT2[72, 73] et RSH-
MCSCEF[61, 74]. Les combinaisons RSH-RPA seront traitées plus en détail dans le chapitre 2.

Le choix optimal pour u lors de calculs RSH a fait I’objet d’études dans la littérature, voir par
exemple[47, 75], et on peut dire que les valeurs choisies sont habituellement entre u = 0.4, u = 0.5,
etc... Tous les calculs montrés dans cette these sont d’ailleurs faits avec un parametre de séparation
de portée de p = 0.5. La signification physique du parametre est la suivante : il contrdle la portée de
I’interaction prise en compte en DFT, c’est-a-dire qu’il controle la portion de I’interaction électron-
électron qui est traitée par la DFT (et celle qui est traitée par les méthodes de type fonction d’onde).
Ainsi, les études réalisées par Fromager et. al. [61, 74] consistent a observer le nombre d’occupation
d’orbitales naturelles et, en somme, a voir la valeur de y pour laquelle il est pertinent d’écrire une
fonction d’onde mono-déterminantale. Une toute autre maniere d’aborder le probleéme est de choisir
u de sorte a reproduire correctement le passage HOMO-LUMO[76, 77]. Ceci ouvre en revanche
la question de I’optimisation de y pour chacun des systeémes que 1’on veut traiter. Ainsi : dans le
contexte d’un calcul multi-systeme, quel ¢ doit étre choisi ?

1.6 Connexion Adiabatique

A partir de n’importe quelle théorie de type particules indépendantes, on peut utiliser une Con-
nexion Adiabatique (AC pour I’anglais Adiabatic Connexion) pour se donner un cadre de compré-
hension des énergies de corrélation. Dans une connexion adiabatique « classique », on propose de se
doter d’une série de systemes fictifs en pondérant I’opérateur de I’interaction électron-électron d’un
hamiltonien de type (1.1.2) :

A, =T,+V,+aV,, (1.6.1)
de sorte a connecter linéairement le systeme de référence (pour o = 0) au systeme réel (pour @ = 1).
Je présenterai ici plutdt une connexion adiabatique généralisée[78, 79], ou I’on introduit 1’ opérateur
d’interaction généralisé V.4, c’est-a-dire ol I’on introduit les hamiltoniens suivants :

I:Ioz = ’fe + ‘A/a + ‘A/ee,a (1.6.2)

On choisit ¥, et Vee,a tels que, pour une valeur @y de « on ait :

A~

H(lo e
T,

>
>

Qo

+
+ Ve + pOYen (1.6.3)

(notons que V, est un opérateur mono-électronique et que YY" détermine quelle théorie est
utilisée comme référence) ; et que pour @; on retrouve I’hamiltonien réel, correspondant a 1’énergie
E,, et alafonction d’onde [¥) :
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Hal =1+ Vo + ‘A/ee
=T0+ Vie + Voo (1.6.4)

Le parametre a est appelé constante de couplage et détermine la forme de I’interaction Coulom-
bienne du systéme intermédiaire décrit par I’hamiltonien H,, de fonction d’onde |¥,) et d’énergie
E,. On voit dans la formulation de I’équation (1.6.2) que le potentiel a 1-corps est autorisé a évoluer
le long de la connexion.

On comprend bien déja que I’énergie de corrélation (I’énergie manquante dans la des-
cription de I’hamiltonien de référence) est quelque part entre E,, et E,, .

En effet, en intégrant la dérivée de 1’expression de E, = (¥,| A, |¥,), on trouve :

@ dE, a dH,
/ da = / da{¥,| — |¥,), (1.6.5)
o da . da

ol I’on a utilisé le théoréme de Hellmann-Feynman. On a donc :

@
Ey = Eq + / da(¥,| W, |¥,), (1.6.6)

@

N A, V.. % . £ . T .
ouW, = dda“ = % + %. Pour extraire une énergie de corrélation, comparons les expressions des
énergies E,, et E* :

E(to = <q)0| Te + ‘A/ag |(D0> (167)
et:
E™ = (@o| T, + Vo, + Vee |0)

= E(l(] + <(D0| ‘A/ee + ‘7011 - ‘A/ao |(DO> (168)

On obtient alors, via I’équation (1.6.6), une énergie de corrélation :

w%/dWWmM%meﬂ (1.6.9)

0

Les termes impliquant % dans W équilibrent si besoin le potentiel 2 1-corps qui apparait dans

E,,, et qui ne correspond pas forcément au potentiel physique de E,,. Le choix de la connexion
adiabatique (du chemin de la connexion) ne change pas le résultat de I’intégration équation (1.6.6),
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et n’est donc pas unique. Choisir, par exemple, une connexion linéaire H, =T, + V + aV,, produit
un potentiel a 1-corps V constant par rapport a  : il n’y a pas de rééquilibrage nécessaire a partir du
potentiel a 1-corps de E,,, et ‘11—‘2” = 0. Cela revient finalement a une résolution de type théorie des
perturbations de Rayleigh-Schrodinger, ou Hy = T, + V,. et W, = V..

Dans le cas RSH, on considere I’énergie dépendante de « suivante (voir, par exemple référence
[80]) :

E, = min {17 + Vo + (1= )V + @VER 1) + ESR [n9]), (1.6.10)
c’est-a-dire les hamiltoniens des systemes fictifs :

A

Hy =T+ Veu+ 1 =)Vl yp + Vil + VR, (1.6.11)

qui connectent bien le systeme RSH pour a = 0 au systeme réel pour a = 1. L’objet W, de 1’équation
(1.6.9) s’écrit alors : W, = VIR — VEE,HF-

Les détails mathématiques de cette connexion adiabatique généralisée, et notamment des dériva-
tions des situations ol I’on choisit la fonction erfc(ar)/r ou sa forme Yukawa exp(—ar)/r pour le
potentiel généralisé, sont a lire aux références[78, 81].

1.7 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre les notations et notions de base qui vont servir dans le reste du
manuscrit (notions telles que la corrélation électronique et la connexion adiabatique) ; ainsi que les
deux manieres assez différentes d’aborder le probleme de la résolution de 1’équation de Schrodinger
électronique : les méthodes Hartree-Fock et DFT. On a également rappelé les bases de la séparation
de portée électronique, qui propose de traiter un systeme en utilisant les forces de ces deux points de
vue que sont les méthodes de type "fonction d’onde" et les méthodes basées sur la densité.
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Chapitre 2

RPA : Approximation de la Phase Aléatoire

Ce chapitre peut étre considéré comme une revue de 1’approximation de la phase aléa-
toire, la RPA : il présente un bilan de I’état de 1’art ainsi que des réflexions qui sont le fruit
du travail de cette these. La RPA est le sujet central de ce manuscrit et il est important de
présenter la dérivation et les racines de 1’approximation de maniére extensive. On montre
les raisons premieres, historiques, qui ont menées a I’'idée de la RPA, qui est de traiter un
probleme a N-corps en séparant un comportement organisé des particules a longue-portée
(les oscillations de plasma) et une correction explicite a courte-portée. C’est dans 1’ori-
gine de la RPA, notamment, que 1’on trouve 1’explication du nom de la méthode, « phase
aléatoire ».

On combine les notions présentées dans le chapitre premier pour former un contexte
dit "AC-FDT" (connexion adiabatique et théoréme de fluctuation-dissipation). Au cours
de cette dérivation émergent les fonctions de réponse y qui seront finalement les objets
qui seront approximés en RPA (dans notre dérivation, c’est en fait le noyau de I’équation
de Bethe-Salpeter qui est 1’objet approximé). Ce chapitre fonctionne en lien étroit avec
les Annexes A, B et C, qui se veulent les plus détaillées possible. A partir de 1’équation
AC-FDT, le calcul pratique de la RPA peut se faire de deux manieres completement diffé-
rentes qui se rejoignent et se completent : la formulation dite "connexion adiabatique"” et la
formulation "matrice diélectrique”, que I’on peut dériver chacune plus avant pour obtenir
la formulation de "plasmon". Toutes ces formulations sont largement explicitées dans le
chapitre.

En fin de chapitre, un résumé de toutes les méthodes décrites ici est donné sous la forme
d’une hiérarchie des équations (selon le nombre d’intégrations analytiques effectuées), et
on donne la syntaxe a utiliser pour lancer ces calculs en utilisant notre implémentation
dans le programme MOLPRO.




RPA : Approximation de la Phase Aléatoire

2.1 Point de vue historique et physique, Revue de la littérature

Il semble intéressant de se pencher sur 1’aspect historique et physique de la RPA, pour la simple
raison qu’il est d’une certaine maniére caché dans la plus grande partie du formalisme de la RPA
en chimie quantique moderne. L’ Approximation de la Phase Aléatoire (RPA pour I’anglais Random
Phase Approximation) apparait dans les années 50'[82—-85] comme une méthode de résolution du
probléme a N-corps et nait de la volonté de mieux décrire (c’est-a-dire mieux que dans une approxi-
mation de champ moyen) la physique du gaz uniforme d’électron, ol la corrélation entre les positions
des électrons a longue-portée est importante.

En effet on observe dans un gaz d’électrons des oscillations collectives (dites oscillations de
plasma) qui sont la conséquence directe de la corrélation longue-portée entre les électrons. Bohm
et Pines, qui introduisent la RPA, proposent de placer ces oscillations collectives au centre de la
résolution du probleme a N-corps, espérant qu’une bonne description des unes apportera une bonne
compréhension de 1’autre. L'idée premiere[82] est de découpler, par une transformation canonique,
les variables des particules de celles du champ. Schématiquement, on passe alors de 1’hamiltonien
habituel du systeme :

H= Hparlicules + Hchamp + Himeraclion particules/champ (21 1)
a (voir figure 2.1) :
gRPA _ 77 2 SN 7SR
H = HMparticules + Hoscintations + Hinteraclion particules/particules (2.1.2)

FiGURE 2.1: A gauche : un schéma représentant I’hamiltonien habituel que 1’on voit équation (2.1.1)
et qui est la somme d’une composante cinétique des particules (fleches bleues pleines), de 1’énergie
du champ moyen (arriere plan, en gris) et de I’interaction entre les particules et le champ (fleches
en zig-zag vertes). A droite : I’hamiltonien tel qu’il est écrit équation (2.1.2), somme d’une com-
posante cinétique (fleches bleues pleines), des oscillations collectives du plasma (double fleches
droites rouges) et de I’interaction -a courte-portée- entre particules proches (double fleches en zig-
zag vertes).
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On parvient alors a une description avec deux comportements physiques bien distincts :
d’une part un comportement collectif (des oscillations qui s’installent dues a une interac-
tion a grande distance entre les électrons), et d’autre part une interaction explicite écrantée
entre des particules proches les unes des autres et pour lesquelles la description en terme
d’oscillations collectives ne suffit plus.

Cette séparation entre deux comportements (longue-portée et courte-portée) émerge naturelle-
ment de la transformation canonique et fait intervenir une distance caractéristique. Au-dessus de
cette distance, la force écrantée & courte-portée est négligeable et le systeme est dominé par les os-
cillations du plasma, et au contraire au-dessous de cette distance la force écrantée décrit mieux le
systeme. Autrement dit, en RPA, I’énergie s’exprime comme une somme d’énergies d’oscillateurs
(comportement a longue-portée) et d’ une correction a courte-portée (interaction résiduelle écrantée),
ce qui en fait une méthode qui semble, par construction, particulierement adaptée a un traitement
RSH.

Pour conduire la transformation canonique, Bohm et Pines proposent quelques approximations,
et notamment celle de ne considérer pour la description des oscillations du plasma que la réponse des
particules qui sont en phase avec le champ oscillant. La réponse des autres particules, dont les phases
dépendent de leur position et sont donc aléatoires, est négligée. C’est 1’origine du nom « Approxi-
mation de la Phase Aléatoire » (la figure 2.2 donne un extrait de Bohm et Pines ol I’approximation
est motivée).

(3) We distinguish between two kinds of response of the elec-
trons to a wave. One of these is in phase with the wave, so that
the phase difference between the-particle response and the wave
producing it is independent of the position of the particle. This
is the response which contributes to the organized behavior of
the system. The other response has a phase difference with the
wave producing it which depends on the position of the particle.
Because of the general random location of the particles, this
second response tends to average out to zero when we consider a
large number of electrons, and we shall neglect the contributions
arising from this. This procedure we call the “random phase
approximation.”

Ficure 2.2: Un extrait du premier papier de Bohm et Pines, référence [82], explicitant la motivation
de I’approximation de la phase aléatoire

Parmi les méthodes non-empiriques qui semblent bien décrire les interactions exigeantes la RPA
est devenue populaire du fait de son large champ d’application, qui va des atomes et molécules[86—
92] aux solides infinis[93-95]. Il a ét€ montré que la RPA ne donne pas de bons résultats lorsqu’elle
est utilisée sur des systemes a corrélation de courte-portée[86, 96, 97], et avec des bases Gaussiennes
converge lentement avec la taille des bases[86] : la RPA est donc utilisée de nos jours dans un
contexte RSH[98-102], ce qui semble palier a ces deux désavantages. La RPA a été utilisée avec
un certain succes dans la littérature pour décrire des systeémes contenant des interactions de Van der
Waals et en particulier impliquant des forces de dispersion[12, 37, 39, 103—-105], qui sont connues
pour étre difficiles a traiter[12]. Les interactions faibles en général[86—-89, 92, 94, 95, 106—110], ainsi
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que certaines dissociations de liaison[86, 88] ont également fait I’objet d’un traitement RPA.

2.2 AC-FDT : Théoreme de Fluctuation-Dissipation avec Connexion
Adiabatique

On va voir tout au long de ce manuscrit que la RPA peut étre dérivée a partir de points de vue
fort différents : j’utilise ici comme point de départ I’expression de 1’énergie de corrélation par le
théoreéme de fluctuation-dissipation avec connexion adiabatique[111-113]. Comme on a vu plus tot,
la connexion adiabatique est souvent utilisée dans les traitements post-HF ou post-KS, et c’est dans
ce contexte que 1’on rappelle ici I’équation (1.6.9) :

1
EX = / da [(ol W 1%¥,) = (D0 Wazo [99)] (1.6.9)
0

dont on peut réécrire 1’intégrande [ = [(‘P(,I WP, — (D] W Id)o)], dans une représentation avec des
coordonnées d’espace-spin x et avec le potentiel w correspondant 2 W :

1
I'=3 //W(X1,X2)[<‘1’alﬁ(X1)(ﬁ(Xz) — 6(X1,X2)) [Wo) = (Dol Aa(xy) (AA(X2) = 6(X1,X2)) [Do)] (2.2.1)

On manipule les deux termes en écrivant I’opérateur densité comme un écart (une fluctuation)
autour de sa moyenne 7(X) = n(X) + 07(x), ainsi pour n’importe quelle fonction d’onde A :

(Al () ((x2) — 6(X1,X2)) |A) = (A| 67X )oR(X2) |A) + na(X)na(X2) — na(X1)0(X1,X2),  (2.2.2)

d’our :

1
=3 // W1, X2) [(Wal 67(x1)5A(X2) o) — (Dol A(X1)0R(X2) Do) + Ang], (2.2.3)

avec Ang = ny(X1)ne(X2) — ne(X1)0(X1, X2) — no(X1)no(X2) + no(X1)o(X1, X2).

On retrouve une expression de la corrélation comme manifestation de fluctuation autour
d’une moyenne (celle due au champ statique). On peut lier les fonctions de corrélation des
densités (les fluctuations) qui apparaissent dans 1’équation (2.2.3) a la partie imaginaire
des fonctions de réponse du systeme y, (les dissipations) par le théoreme de fluctuation-
dissipation de 1’équation (2.2.4).

00

X X —dw
(ol 07(x1)0R(X2) [Wo) = / %Xa(xl , X2, W) (2.24)
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On trouve dans la littérature différentes facons d’écrire les expressions en relation avec la par-
tie imaginaire de la fonction de réponse. Les quelques lignes suivantes devraient lever d’éventuels
doutes sur le sujet[114] :

/°° dw Im (y(w)) = Im (/Do dw )((w)) =Im (/Do d(iw) )((iw)) = /00 dw y(iw), (2.2.5)

00 —00 00 o]

et:

%i/ dw x(iw) = %/ d(iw) y(iw) = %/ dw x(w), (2.2.6)
ceci explique, notamment, les versions du théoréme de fluctuation-dissipation trouvées dans les ré-
férences [80, 98].

Le lecteur intéressé trouvera en Annexe A.l une discussion d’arriere plan sur le théoreme de
fluctuation-dissipation et diverses discussions sur la fonction de réponse y. On utilise de maniere
équivalente pour désigner y les dénominations « fonction de réponse » ou « propagateur », qui font
sens dans des contextes différents ou y peut apparaitre. Lorsqu’une fonction de réponse est évaluée
avec des opérateurs A = 7, et B = 7g (voir A.1 et A.6.2), on parle de polarisabilité.

On trouve finalement pour 1’énergie de corrélation 1’expression suivante :

1 /! ® —dw
EACTDT - 3 / da /// 2—m.W(X1, X2) Yo (X1, X2, 0) = X0 (X1, X2, W) + Ang (22.7)
0 —00

2.3 L’approximation RPA

L’équation (2.2.7) ne contient aucune approximation, et est une expression exacte de I’énergie
de corrélation dans laquelle seules les fonctions de réponse y, des systemes fictifs le long de la
connexion adiabatique sont a approximer, par exemple en utilisant la RPA. L’ambition de ce chapitre
est de donner un certain nombre de détails de la dérivation des équations RPA. Par soucis de clarté,
dans cette section, la dérivation est 1égerement simplifiée mais le lecteur trouvera en Annexe A la
plupart des éléments laissés de coté.

Les expressions que ’on trouve équation (2.2.7) mettent en jeu des objets a deux corps, elles
peuvent donc étre vues comme des diagonales d’expressions a 4 points[80] (on utilise la notation
1 = xy) : le potentiel w(1,2) = w(1,2;1,2) est la diagonale de w(1,2;1’,2") , et la fonction de
réponse y,(1,2) = y,(1,2;1,2) de x,(1,2; 1’,2"). L’expression — exacte — de I’énergie de corrélation
(2.2.7) se réécrit alors, avec les objets a 4-points :

1! ® _d
EACTDT —/ da// / —‘f’w(l,z;l',z') [vo(1,2: 17,2, w) — xo(1,2; 1", 2", w) + Ang]
2 Jo 1212 J o 27
(2.3.1)

L’expression de la fonction de réponse y( est connue exactement, sous la forme de 1’expression
de Lehmann suivante (Annexe A.6.1) :
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U (WD, 2)i(2) N i a2 (1)i(1)

w—(e,—&)+in" ~w— (g, — &) +in*

xo(1.2:1.2,w)= )

ia

: (2.3.2)

ol Y;, & (W4, £,) sont des orbitales et énergies occupées (virtuelles). La petite quantité positive n* —
0 assure que o est analytique, et est une conséquence directe de la nature physique du propagateur
Xo (comme visible dans I’ Annexe A.6.1).

On est également capable d’écrire y,, en utilisant une relation de Bethe-Salpeter suivante :

Xo(1,2;1,2", )" = xo(1,2: 17,2, )™ = f25%(1,2; 1,2, w) (2.3.3)

Nous appliquons I’approximation adiabatique au noyau a quatre points de 1’équation Bethe-
Salpeter, ff‘SE, c’est-a-dire que 1’on travaille avec un noyau indépendant de la fréquence. Dans
I’approximation dite "direct-RPA", ou dRPA (voir plus de détails section 2.4.2, ainsi que dans I’ An-
nexe A.5) le noyau contient une composante de Hartree seule ; dans I’approximation dite "RPA-
échange", ou RPAx (voir plus de détails aux mémes endroits) il contient une composante de Fock,

i.e. d’échange, supplémentaire. Ainsi on approxime f25F par :

R, 2:17,2)) = w(l,2) [6(1,1)6(2,2") = £6(1,2))8(2, 1], (2.3.4)

ou { permet de passer de dRPA (¢ = 0) a RPAx ({ = 1), c’est-a-dire d’exclure/inclure une compo-
sante d’échange dans le noyau de 1’équation de Bethe-Salpeter.

C’est ici que se fait I’approximation RPA : tout est formellement exact jusqu’a I’approxi-
mation du noyau de 1’équation de Bethe-Salpeter. Une plus longue discussion sur les ra-
cines de cet aspect de 1’approximation RPA peut étre trouvée dans I’Annexe A, de A.2 a
AS.

L’expression finale de 1’énergie de corrélation RPA sous sa forme AC-FDT[89] est donc :

1 /! ® —d
EXTPT = —/ da// / S, 21, 2) [P (L2512, )
2 0 1,2:17,2" J -0 27Tl (235)

—xo(1,2;1",2", )],

ou I’approximation RPA a comme conséquence : An, = 0.

A propos de ce terme correctif : lors d’une application dans un contexte de pure DFT, on a
naturellement une densité égale en tout point de la connexion adiabatique a la densité du systéme
réel, c’est-a-dire que dans le contexte de pure DFT, on a sans probleme An, = 0. Dans n’importe quel
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autre contexte plus général (notamment en RSH vue comme une Généralises Kohn-Sham), ceci n’est
plus trivialement vrai et doit étre supposé. Toutefois, en RPA 1’approximation qui consiste a négliger
les termes de corrélation (c’est-a-dire qui consiste a garder les termes de Coulomb et possiblement
d’échange) dans la self-energy de I’équation de Dyson dont est dérivée 1’équation de Bethe-Salpeter
a comme conséquence directe que les fonctions de Green a une particule sont constantes le long de
la connexion, c’est-a-dire que An, = 0[80].

L’obtention de I’énergie de corrélation réclame donc une double intégration (sur la fréquence w et
sur la constante de couplage «). Plusieurs scénarios sont alors envisageables, selon les modes d’in-
tégration choisis (analytiques ou numériques). On préférera pratiquer des intégrations analytiques
sur une, ou sur les deux variables, a I’utilisation répétée de quadratures. Une intégration analytique
sur (1) la fréquence w suivie d’une intégration numérique sur (2) la constante de couplage a résulte
en une formulation ol apparait la partie corrélation de la densité a deux particules P, ,, formulation
dite "connexion adiabatique" ; une intégration analytique sur (1) la constante de couplage « suivie
d’une intégration numérique sur (2) la fréquence w résulte en une formulation ou émerge la matrice
diélectrique, appelée formulation "matrice diélectrique" . Avec une double intégration analytique
(c’est-a-dire avec une intégration analytique le long de la coordonnée a & partir d’une expression
de type "connexion adiabatique”, ou le long de la coordonnée w a partir d’une expression de type
"matrice diélectrique” ), ces deux formulations produisent la méme expression de I’énergie de corré-
lation, dite "formule de plasmon". Dans la suite, je présente : la dérivation a partir de 1’énergie (2.3.5)
de la formulation "connexion adiabatique", suivie de la dérivation de la formulation de "plasmon".
Finalement, en repartant de 1’expression de 1I’énergie AC-FDT (2.3.5), je montre la dérivation de la
formulation "matrice diélectrique", et prouve que 1’on peut retrouver la formule de "plasmon" par
cette voie.

2.4 Formulation '"connexion adiabatique"

Dans la formulation "connexion adiabatique”, I’énergie présentée équation (2.3.5) est intégrée
analytiquement le long de la coordonnée de fréquence w. En observant I’équation (2.2.3), on introduit
la partie corrélation de la densité a deux particules, P, :

Pea(X1,X2) = (ol 671(x1)671(X2) o) — (Dol 671(X1)671(X2) | Do) + Ang, (2.4.1)

qui, avec le théoréeme de fluctuation-dissipation et sous I’approximation RPA, s’écrit :

© —dw
PEgA(LZ) = / i xe(1,2,w) = xo(1,2, w)], (2.4.2)

—00

de sorte que 1’énergie que I’on cherche a calculer ici est :

1 1
EAC = 5/ da// w(l,2;1,2)PraN(1,2;1,2), (2.4.3)
0 1,2;1,2/

olt PRPA(1,2) = PRPA(1,2;1,2) est la diagonale de PRy (1,2;1°,2') et est calculée par I'intégration
analytique de I’équation (2.4.2).
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2.4.1 Forme matricielle

Ici, de nombreuses notations vont étre introduites qui serviront dans la suite du manuscrit et qui
sont centrales en RPA. Le seul but de la suite de section est d’exprimer matriciellement les équations
(2.3.2), (2.3.3), puis (2.4.3). Chaque élément de ces équations peut parfaitement étre caractérisé par
une matrice dans ’espace L7 ® L' e L@ L£°€2, 92], ¢’est-a-dire dans la base des produits
d’orbitales occupées-virtuelles 7 (1")y,(1) et virtuelles-occupées (1" )y;(1). On calcule 1’élément
pg, rs de la matrice A qui représente un objet A comme :

Ppgrs = /2 , Y1 (DAL, 25 17, 2" )Wy (2)r5(2) (2.4.4)
1,2;1,2/

L’énergie de corrélation de 1’équation (2.4.3) s’écrit donc sous forme matricielle :

1 ]
EC =3 /0 dar Tr (WP, (2.4.5)

ol « Tr (L) » représente la trace sur I'espace L7 ® L' & L @ Lo, Wogrs = (pslWlgr) est la

représentation matricielle de w et PR celle de PRPA

PRA = / " _2‘17‘;’ MR () ~ No(w)] (2.4.6)

On a, pour les éléments de matrice de Iy et FRPA caractérisant respectivement yq et fR7

m 3 0ij0ab
( O)ta,]b = w— (Sa — 81‘) n lT]Jr
M b = ijQab
o) = = e en v i (24.7)
M)aijp = (Mo)igpj =0
FRYA = qrl Wips) = £ {qrl W Isp) = (qrlps) — L (grlsp)

Soit les représentations matricielles dans 1’espace £ ® L' @ L' ® £ de (xo) " et (R :

Mo)™" =wh -

(2.4.8)
(MRPAYT = A — Ay — aFRPA = wh - A,
avec les super-matrices par blocs suivantes (chaque bloc est de dimension égale a ngec X Ryir) :
1 0 e 0 A" B A, aB
A= L M= . FRPA = D M= Tl a9
0 -1 0 ¢ B A’ aB A,
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etavec :

&)iajp = (&4 — €)0ij0up
(A p = (iblaj) = £ (iblja) = Kiajb = {Jia jp
Bia i = (ablij) — {{ablji) = Kiajp — (K],
A, =e+aA’

(2.4.10)

On se souvient que le noyau RPA (voir équation (2.3.4)) est le lieu de 1’approximation,
et donne naissance a deux approximations distinctes : 1’approximation dRPA et 1’approxi-
mation RPAx. On ne fait pas ici la différence, c’est-a-dire que 1’on utilise un formalisme
décrivant les deux cas de figure ; on désigne simplement les matrices concernées pas 1’ex-
posant "RPA".

RPA

On est en mesure d’obtenir la représentation spectrale de [T,

valeurs et vecteurs propres (voir (2.4.8)) :

en considérant I’équation aux

NoCopn = WephCqp, (2.4.11)

ou les w,,, sont les énergies d’excitations RPA du mode n. La symétrie du probléme (voir (2.4.9))
X()/,n

, de valeur propre w, ,, soit lié le vecteur solution
Yan

impose qu’a un vecteur solution C,,, = [

RPA
n a

Con = [ Yau ] de valeur propre w,_, = —w,,. La représentation spectrale de est (voir

Xo.n

Annexe B.2.1) :

el K Wi it —w+wy-, +int

! Co.-nC
[HEPA(LL)) — Z { Ca,nca,n " 8 a,—n } (24 1 2)

Dans la formulation "connexion adiabatique"”, I’intégrale en fréquence de 1’équation (2.4.6) est
calculée analytiquement par intégration curviligne sur un contour du plan complexe supérieur (voir
Annexe B.2.2). On obtient les résidus des poles de NMRPA et Iy :

PR = 3 €y = ConCy ) (2.4.13)

n>0

La structure par bloc de lPEZA est:

pRPA _ Y, Y Y. X! 00 2414
T XY X XD 0 1 -

ou les matrices X, et Y, rassemblent les vecteurs X, , €t Yo -
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2.4.2 Différentes flavors de RPA

En se rappelant de I’expression matricielle exacte de 1’énergie de corrélation dans le cadre AC-
FDT :

l 1
EAC == / da Tr (W' Pe), (2.4.15)
2 Jo

on peut utiliser I’antisymétrie de P., pour écrire une expression équivalente :

1 1
EAC = 3 / da Tr (W“.[PC,(,), (2.4.16)
0

ou I’on distingue la représentation matricielle d’origine : W = W' = (ps|Wlgr) (intégrales non
antisymétrisées) de la représentation matricielle qu,” = (ps| wlgr) — (pr| W|gs) (intégrales antisy-
métrisées). La notation usuelle (ps| |gr) pour les intégrales antisymétrisées explique la dénomination
11, pour double-barre, par opposition a des intégrales (pg|rs) qui donnent lieu a des formulations 7,
pour simple-barre.

Comme il a été vu précédemment, P., est approximée dans le cadre RPA, c’est-a-dire que les
fonctions de réponse [, sont approximées : elles sont calculées avec un noyau de 1’équation de
Bethe-Salpeter approximé. Utiliser un noyau contenant uniquement des termes de Hartree résulte
en une approximation dite direct-RPA (dRPA) de la partie corrélation de la matrice densité a deux
particules : [P‘jflp A dans laquelle seul Ieffet de 1’écrantage de I’interaction Coulombienne est pris en
compte ; utiliser un noyau contenant des termes de Hartree et d’échange résulte en une approximation
dite RPA-échange (RPAX) : [PEEAX, pour laquelle on prend en compte I’effet de 1’écrantage de type
échange. Ces objets approximés ne sont pas parfaitement antisymétriques et les formulations (2.4.15)
et (2.4.16) ne sont plus strictement équivalentes. Cela donne naissance a quatre expressions[2] de

I’énergie de corrélation RPA dans le cadre AC-FDT :

EIRPAT - 1 /O 1 dar Tr (W'.PER™) (2.4.17a)
EORPAIL _ % /O 1 dar Tr (W PER™) (2.4.17b)
ERPAXT - % /0 1 dar Tr (W'.PEAY) (2.4.17¢)
ERPAXTL _ % /O 1 dar Tr (W' PREAY) (2.4.17d)

dRPA RPAX
ca ou P avee

ol I’on contracte la partie corrélation de la matrice densité a deux particules P
les intégrales W! ou W,

Notons que d’apres 1’équation (2.4.16), c’est un facteur un quart qui devrait apparaitre équation
(2.4.17b). La question semble avoir fait débat dans la littérature, mais le facteur un quart ne doit

apparaitre que lorsque 1’on travaille avec des objets P., completement antisymétriques. Méme si
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ce n’est pas le cas d’une maniére exacte pour la version RPAX-II, PRPA* est approximativement
antisymétrique, tandis que ce n’est pas le cas du tout pour la version dRPA-II. On ajoute que dans ce
dernier cas c’est avec un facteur un demi que la limite MP2 est recouvrée (voir section 2.4.6), tandis
que pour RPAx-II Ia limite MP2 se retrouve avec le facteur d’un quart.

De la méme maniere que, dans 1’équation (2.3.4), { permettait d’exclure/inclure I’échange dans
le noyau de I’équation de Bethe-Salpeter, ici 1’expression par bloc de WY est :

WY —

A" B
: (2.4.18)
B A

avee |

Aagp = 10— € Gbl (2.4.19)
B = (abl Wij) = & (abl ).

ou cette fois & permet de passer d’une formulation simple-barre (¢ = 0) a une formulation double-
barre (¢ = 1). L’introduction de cet « interrupteur » & est une idée originale de cette theése, et permet
un traitement completement unifié de toutes les variantes de RPA, comme rendu clair dans la suite.

Notons que, dans un souci d’alléger les notations, je ne distingue pas les matrices A’ et
B qui sont construites avec ¢ dans le but de générer [PEEA (équation (2.4.10)) de celles qui
sont construites avec & dans le but de générer W' (équation (2.4.19)) : elles apparaissent
dans des contextes différents mais obéissent a la méme démarche d’antisymétriser des
intégrales bi-électroniques (pour inclure 1’échange) : les roles des « interrupteurs » ¢ et &
sont completement similaires.

2.4.3 Equation unique

L’équation la plus générale possible pour exprimer les énergies de corrélation de type connexion
adiabatique (AC-RPA) (2.4.17a), (2.4.17b), (2.4.17¢c) et (2.4.17d) est :

1! Y. Y, Y. X! 0 0
E =~ / da Tr , @ @ , (2.4.20)
2 Jo X, YY) X, X! 0 1

ol les éléments A" et B peuvent étre définis pour correspondre a un scénario simple-barre ou a
un scénario double-barre et les éléments X, et Y, peuvent étre obtenus dans un cadre direct-RPA
ou RPA-échange. (Le facteur un demi doit étre remplacé par un quart dans le cas RPAx-II). Le
développement de cette formulation donne :

A" B
B A
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1
- ’ i F_ i i
E = /0 dar tr{A". (Yo Y] + XoX] - 1) + B. (X, Y], + Yo X )}

N —

1

1
== / da tr{l (A" +B) (X, + Yo) X, + Yo'
2 Jo 2 (2.421)

-3 B, Y, - o) - A,

ot I’on souligne la diminution de dimension par la notation « tr {Li} », la trace sur I’espace L2“®L"".
En définissant Q, = (X, + Yo) X, + Y,)" on obtient :

1

1
E = —/ da tr{l(A’ +B)Q, + l(A’ -B)Q;' —A’}, (24.22)
2 Jo 2 2

T

ol I’on peut aisément montrer qu’en effet (X, — Y,) (X, — Y,)" est ’inverse de (X, + Y,) (X, + Y,)
en utilisant la complétude de la base {z, ,}.

2.4.4 Eviter le calcul des vecteurs propres

Obtenir explicitement les matrices X, et Y, requiert la résolution de 1I’équation aux valeurs et
vecteurs propres (2.4.11) de (grande) dimension 71occ X Ryir +Hoce X 1yir. On peut réduire ces dimensions
de moitié en comprenant que I’équation (2.4.11) est équivalente[86] & (somme et différence des
lignes des matrices par blocs) :

{ (8 +aA’ + a'B) (Xa,n + YQ,n) = Wan (Xa,n - ya,n) (2423)

(8 +aA’ - CVB) (Xa/,n - Y(y,n) = Wa,n (Xa/,n + yry,n) )

et qu’ainsi les solutions de (2.4.11) sont accessibles exactement par la résolution de 1’équation aux
valeurs et vecteurs propres symétriques de dimension rc X Ay :

Maza,n = wi,n Zon (2.4.24)
ou:
M, =(e+aA’ - aB)% (e+aA’ +aB) (e + A’ - aB)% (2.4.25)

1
Zon = Vo (€ +aA’ = aB)? (Xyp + Yau) = o €+ A" = aB)? (Xen — Yau),  (24.26)
w

ol on utilise la deuxiéme ligne de (2.4.23) pour remplacer le terme (X, — Ya.n) de la premiére ligne.
Avec la matrice M, et les vecteurs z, , ainsi définis, on obtient pour Q, :

Q. = (e +aA’ —aB)* (M)} (£ + A’ — aB)? (2.4.27)
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En résumé, toutes les expressions des énergies de corrélation RPA dans un cadre AC-
FDT sont obtenues a partir de 'unique équation (2.4.22), en utilisant des matrices qui
sont construites uniquement avec les éléments &, A’ et B, c’est-a-dire sans résoudre ni
I’équation a grande dimension (2.4.11), ni méme 1’équation (2.4.24). L’ étape déterminante
du calcul est la construction de (M, )" 2.

Pour élever M,, a la puissance —%, il faut supposer qu’elle est définie positive. Dans la version
dRPA, on peut vérifier qu’en effet la matrice M,, est bien définie positive ; en revanche dans le cas
RPAX, on peut rencontrer des instabilités qui font que le traitement par 1’équation (2.4.27) échoue.
Dans un formalisme adapté de spin (voir la section 2.6), on peut avoir affaire a la fois a des instabilités
singulets (dans le cas ou des liaisons sont dissociées) et a des instabilités triplets (dans des systemes
tels que le Be,).

J’insiste & nouveau sur le fait que les matrices A’ et B de 1’équation (2.4.22) sont construites avec
&, celles de I’équation (2.4.27) sont construites avec .

Pour étre complet, on peut noter qu’une formulation alternative des objets M, et z, existe dans
la littérature[115], et consiste a réécrire 1’équation (2.4.23) en :

1 , 11 1
{ & (8 +aA’ + CL’B)SZS 2 (Xa,n + YQ,n) = Wqn€? (Xa,n - Ya,n) (2.4.28)

1 _1 , _Ly L
& (1+&7 (aA" - aB)& ) &> (Xam — Yau) = Gan Xan + Yau)

Comme précédemment, on utilise la deuxieme ligne pour remplacer le terme (X,,, — Yo.,) de la
premiere ligne, pour obtenir :

Miltz':lll’ln — W 2N (2.4.29)

a,n “a,n

ou:

o=

1
(82 +&7 (A + aB)a%) (1 +&77 (aA’ - aB)&:‘%)2
(2.4.30)

Mi‘,“ = (1 P (aA’ - aB)s‘%)

Bl—

. 1 R B
2, = Vo (1+872 (@A’ = aB)&™?) " 672 (Xam + Yau) (2.4.31)
1 ArA 3 > 3 L . PN
L’intérét de cette formulation est 1’expression sous la forme (1 + x)2 qui ouvre la voie a des
1

approximations d’expansion de Taylor lorsque 1’on est amené a calculer M. Notons que si I’on
cherche a exprimer la matrice M, de la méme maniere, on trouve :

=

1
&1 (52 e (A’ + aB)s%)s‘% (1 +&2 (A’ - cyB)s_f)2 £t
(2.4.32)

M, = &° (1 +e2 (aA’ - aB)s_%)

alt

qui n’est pas en général égal a M.
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2.4.5 Approximations dites "-IIa"

On a conservé un formalisme le plus général possible, qui englobe toutes les combinaisons (d/x)x
(I/IT). Notons simplement ici que pour les énergies de corrélation simple-barre on a: A’ = B! = K,
c’est-a-dire (A’ +B)! = 2K et (A’ =B)' = 0, d’olt I’expression particulierement simple de 1’équation
(2.4.22):

EIXT = % / o r{(Q¥-1)K}, (2.4.33)
0

ol les exposants d/x rappellent que les matrices impliquées dans la construction de Q, sont expri-
mées dans un cadre dRPA ou RPAx. On peut également approximer les équations (2.4.22) dans les
cas double-barre pour ressembler aux équations simples (2.4.33) des cas simple-barre[2]. On écrit :

Q=1+P, e Q)'=01+P)'~1-P,=2-Q,, (2.4.34)
ce qui réduit les équations des énergies dRPA-II et RPAx-II aux approximations dRPA-IIa et RPAx-
Ila :

EORPAla _ /l da tr {( dRPA _ 1) BH} (2.4.35)
0

A= =

EEPAx—Ha _ /0] da tr{( EPAX _ 1) B”} (2.4.36)

2.4.6 Limites MP2 au second ordre de I’interaction

Avec une théorie des perturbations basée sur I’interaction électron-€électron, on peut montrer que
dans une approximation au second ordre les énergies de corrélation des versions dRPA-II, RPAx-I
et RPAX-II correspondent a 1’énergie MP2[2, 46, 64]. On cherche a déterminer les corrections de
premier ordre d’une expansion en puissance de « :

_ (1)
Woyp = Wop +aw,’ +...

j 0 (2.4.37)
Con =Copn+aC,’ +...,

Notons que pour @ = 0, le systeme des équations (2.4.11) est considérablement simplifié : on
ayon, = 0 (ceci est rendu clair en considérant les équations (2.4.23)), et I’on est amené a résoudre
EX0n = WouXo, : les modes n correspondent a des transitions i — a du systeme de référence, les
valeurs propres sont les éléments diagonaux de € : wy, = &, — &, et les vecteurs propres sont de la
forme :
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Xon =1, =| 1 |« position n (2.4.38)

Avec les expressions de w, , et C, , données (2.4.37), I’équation (2.4.11) multipliée a gauche par

Pt + o : . .
COH, (D(),m et CO,—m fournit les informations suivantes :

W = @T WG, = A, (2.4.39)
c* WC, A
T 0,m 51 mn
Co,nAC = — = — (2.4.40)
wWo,m + Won En T+ &y
C. WC,, B
Cj_, aCH = 2 S (2.4.41)

Wom + Won  EmtEN

1,
ol I’on applique simplement la définition C,, = [ 0 ] Ici les indices n et m se confondent avec les

super-indices ia et jb. Pour obtenir une expression de C", on somme sur m les équations (2.4.40) et
(2.4.41) multipliées a gauche respectivement par ACy ,, et ACy _,, pour obtenir :

[Zo:o,n 0m+ZCo -G}, m) a:<1>—2_8 m:o,,,+z

m#n m#n En

ACO m (2.4.42)

On utilise & gauche du signe égal la résolution de I’identité },,, Co ng ot 2m Co, ng =1 (ou

c’est I’orthogonalité (D' AC(I) = 0 qui permet d’ajouter le terme m = n) ainsi que I’identité A> = 1
pour obtenir :

(1) A, 1 B 0
X m,n n m,n
U N D e (2.4.43)
YI(1 ) m#n ~Em + En 0 m Em + &En _1”
Pour écrire 1’énergie RPA générale de 1’équation (2.4.22), on a besoin des matrices Q,, et Q;l :

Qa = (Xa + Ya) (Xa + Ya/)—‘L
= Z (Xa,n + ya,n) (Xa/,n + ya,n)T

= Z (1,, +axt) + aygl)) (lll +ax(VT 4+ a'yfxm) +0(a?)

= > L1+ e ) (xP1+ 1,x07) + 0 Y (v01] + 1,yDT) + 0e?) (2.4.44)
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Le lecteur trouvera aisément que les trois sommations sur les modes n sont, respectivement : la
matrice identité 1, zéro et —2B ol on définit :

= B . - B
By = —— cest-da-dire: B = —————— (2.4.45)
Em T En Eq— & tE—Ej

Ainsi les matrices Q et Q;l (que I’on obtient par un méme raisonnement) s’écrivent-elles :

Q. =1-2aB + 0(?) (2.4.46)
Q;! =1+2aB + 0(c?), (2.4.47)

ce qui mene a I’approximation au second ordre de I’énergie (2.4.22) :

1 /! 1, - 1 - .\ 1/ —
E ~ 5/0 datr{z(A +B)(1-20B) + (A ~B)(1+20B)-A } = 5/0 da tr{~2aBB},
(2.4.48)
ol B est construit avec I« interrupteur » & des formulations I/II et B avec 1’ « interrupteur » ¢ pour

les formulations dRPA/RPAX. Ainsi les expressions des approximations au second ordre des quatre
versions de RPA sont :

—_

EARPA-I) _ da tr {_2 aKK} _ —%tr {KK} — pdMP2

—_

EARPAII) _ da tr{—ZQBK} = —%tr {BK} = EMP2

(2.4.49)
ERPAXIQ) _ da tr|-20KB} = —%tr{Kﬁ} = EMP

ERPAXIQ) _

S— S S— >—

BAl= = = =

ldO/ tr{—2aB§} = —%tr {Bﬁ} — pMP2

Ainsi toutes les versions de RPA se réduisent a une énergie MP2 au second ordre de la per-
turbation, sauf la version E4RPA-T qui se réduit a une version "directe" de I’énergie MP2[67,
86], c’est-a-dire une version de I’énergie MP2 sans terme d’échange.

2.5 Formulation de "plasmon"

On s’intéresse ici a une formulation, dite "de plasmon"[92, 116], des énergies RPA ou les deux
intégrations de I’équation (2.3.5) sont réalisées de maniere analytique. Dans cette section, on integre
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analytiquement sur la constante de couplage a des expressions du type (2.4.5), ou I’intégration sur
la fréquence w a déja été effectuée, pour obtenir une formule de plasmon. Plus tard dans le chapitre,
on montrera que 1’on peut obtenir la méme formule en intégrant analytiquement sur la fréquence w
une expression de 1’énergie RPA déja intégrée sur la constante de couplage a.

2.5.1 Equation aux valeurs et vecteurs propres

Pour des raisons qui seront rendues claires dans la suite, on va trouver utile d’exprimer de maniere
compacte les n équations :
ACoyi = WanbCyqp, 24.11)

en écrivant :

A,C, = AC,2,, 25.1)
ol 1’on définit :

X(I,IX(I,Z oo X(I,n

, (2.5.2)
Yo1Ya2 ... Yau

@

Xo
G:a = [
Y

= (Ca,l G:(y,z e Ca,n) = (

(2noccNyir NoceMvir)

et la matrice €2, qui porte les valeurs propres w, , sur sa diagonale. Chaque colonne des matrices a
gauche et a droite du signe égal de 1’équation (2.5.1) correspond aux vecteurs a gauche et a droite du
signe égal d’une équation (2.4.11).

2.5.2 Dérivation

Souvenons-nous a nouveau ici que les matrices de 1’équation (2.4.11) sont exprimées dans un
cadre direct-RPA ou RPA-échange (approximation du noyau fRP*); ce fait est souligné dans la suite
par les exposants "d/x". La normalisation de 1’équation (2.4.11) :

dxt dxT d/x
i\ ~d (Xa, You') | 10 Xy, d/x.tod dxtod

cayiacy, = T | =X vy = 1, (2.5.3)

0 -1 yzy,n

permet d’écrire les relations suivantes pour wg , :
dixiadxedx o dix ~dixiae~dix _ o d

CITAICY = ISCITACYY = wdlx (2.5.4)
Carahy €ty = —winCatbCy, = Wi, (25.5)

51



RPA : Approximation de la Phase Aléatoire

En dérivant 1’équation (2.5.5), on obtient :

dwcl/):l d dAd/x d G
g , gV d
ﬁ = C(,{*_Zﬁ@a{*_n = cYmiwvieds | (2.5.6)
ou la dérivée de la matrice //\g/", construite avec & = 0 ou & = 1, correspond aux matrices W
construites avec ¢ = 0 ou { = 1. On reprend donc les expressions des énergies de corrélation pour
lesquelles (2.5.6) est applicable, c’est-a-dire pour lesquelles & = £ (équations (2.4.17a) et (2.4.17d)).
En considérant la définition de la partie corrélation de la matrice densité a deux particules (2.4.13),
I’invariance de la trace par permutation circulaire, et en intégrant sur la constante de couplage, on
obtient :

a—O)

)7
a=0

ou les deux énergies de corrélation RPA s’écrivent comme la différence entre les énergies d’exci-
. N d c o
tation RPA a pleine constante de couplage (‘”a/L ,) €t la somme des ordres z€ro et un des énergies

d wdRPA

1 a,n
ESRPAJ I Z wcllllilPA _ wgl;PA _ )
2 & ’ da

dRPAX 2.5.7)

1
RPAX-II _ E RPAX _ , RPAx _ a,n
Ec - 4 wl,n w(),n
n

da

dix |, dagn

d’excitation RPA : w, 3
,n (s

a=0

On retrouve dans cette formulation des énergies RPA la vision physique qui a motivé la
dérivation de 1’approximation RPA par Bohm et Pines, c’est-a-dire I’'idée que I’on peut dé-
crire le comportement des électrons (a 1’origine : dans un plasma) par une somme d’hamil-
toniens de type oscillateurs harmoniques, contenant la physique de 1’énergie de corrélation
longue-portée (voir 2.1).

On peut réécrire les termes d’ordre zéro et un comme :

d/x
d/x dwa,n
Won da

_ o dix d/x,ty /M ~d/x _ ~d/XTp0,d/x ~d/x d/x, Ty I ~d/x _ ~d/X T pd/x~d/x
=w,, +C o, WHC, = C o, N Cy ", + C o, WG, —, = €= A Cy

s
,—n

a=0

(2.5.8)

et, en notant qu’imposer y,, = 0 dans (2.4.11) revient a poser B = 0 (voir les équations (2.4.23)
pour s’en convaincre) :

e+ A’ 0
0 e+ A’

d/xfadix~dx (0 xo,)
G:0,—n/\1 G:0,—n -

0
] =ea— &+ Al =0 (259

ia,ia
XO,n

ou I’on voit que la somme des ordres zéro et un correspond a une approximation Tamm-Dancoff des
excitations RPA[117, 118] a pleine constante de couplage. On voit également que les sommes sur
les modes n des équations (2.5.7) peuvent s’écrire avec des traces, comme suit :
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1
ESRPA—I i § a)cllRPA _ a)cllTDA — tr {QCIIRPA —e— A/dRPA}
2 N N
n

(2.5.10)

IS Y

tr {Ql]QPAx P AIRPAx}

1
RPAX-II _ RPAX TDAx _
Ec = Z § Wy, —W, =
n

2.5.3 Formulation avec équations de "Riccati "

On peut montrer que 1’équation (2.5.1) est équivalente aux[106] équations dites de Riccati, c’est-
a-dire que :

(a)
Aa(ta = AC(IQ(X ?) R,[T,] =0, (2.5.11)
(

ou R, [T,] sera explicité dans la suite. L’ implication de gauche a droite (a) se démontre en multipliant
I’expression par blocs de (2.5.1) a droite par X;l :

1

g+aA’  oB .
» X, 2,X; (25.12)
YO!XO/

aB £+ aA’

~ 1
vt
-1

“ ] est solution de I’équation
a

En multipliant a gauche par [ ] on trouve que si C, = (

(2.5.1) , alors un objet T,, définit comme T, = Y, X' respecte I’équation de Riccati suivante :

R,[T,] =a (B +A'T, + T,A’ + T,BT,) + €T, + Toe = 0 (2.5.13)

A D'inverse, (b) : en supposant que I’on a résolu I’équation de Riccati pour T,, on peut « tou-
jours » écrire une décomposition de Schur :

£+ a(A +BT,) = x,S,x], (2.5.14)

L’équation (2.5.13) impose alors que :

eT, +a(B +AT,) = -T, (& + a (A’ + BT,)) = —T,X,SoX., (2.5.15)

En multipliant les équations (2.5.14) et (2.5.15) a droite par x,, et en définissant y, = T,X,, on
obtient :
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g+ aA’ oB
aB £+ aA’

Xq 1 0 Xq
= Sa, (2.5.16)
Yo 0 -1 Yo

qui est I’équation aux valeurs et vecteurs propres (S, n’est pas diagonale mais contient sur sa diago-
nale les valeurs propres de la matrice RPA A,). De plus on peut réécrire les équations de plasmon
(2.5.10) en fonction de T = T (de nouveau, il faut se rappeler que toutes ces matrices peuvent étre
écrites dans un cadre dRPA ou RPAX) :

EgRPA—I—Rlccatl —

tr {BdRPA TdRPA }

(2.5.17)

A= N =

E?PAX—H—RICC&U tr {BRPAX TRPAX} ,

en considérant la premiere ligne de 1’équation matricielle (2.5.12), ou I’équation (2.5.14).

On retrouve avec cette formulation (énergies RPA calculées avec des amplitudes déterminées
par des équations de Riccati) des équations qui peuvent étre dérivées en théorie Coupled Cluster.
La version Coupled Cluster Double (CCD) met en effet en jeu des équations qui ressemblent beau-
coup aux équations de Riccati, et il a été montré que la RPA est en fait completement équivalente
a une approximation "ring" de ces équations Coupled Cluster Double (CCD). Plus précisément, la
version dRPA-I correspond a I’approximation dite drCCD (direct-ring CCD) et la version RPAx-II
correspond a 1’approximation rCCD (ring CCD). A ce jour, toutes les formes alternatives de RPA
concevables dans le cadre rCCD n’ont pas d’analogues facilement reconnaissables dans la formula-
tion "connexion adiabatique”. D’ailleurs, une correspondance stricte n’existe que pour les variantes
dRPA-I et RPAX-II[119-121].

Pour ce qui est de la résolution des équations de Riccati (2.5.13) pour @ = 1, on sépare les parties
diagonales et hors-diagonales de la matrice A’, pour écrire :

T + TA!

’
(s +A diag

’ _ ’
hors-diag+) T+T (8 + Ahors—diag) - (B + Adiag

+ TBT), (2.5.18)

que I’on résout par une procédure itérative :

(B+ Ay, T + TO-DAY 4 TO-DBTC-D)
T(") _ _ 1ag 1ag ia,jb
ia,jb — ,

(8 + Ailorsfdiag)ia’m + (8 + Ahors—diag)jb’jb

(2.5.19)

L’expérience montre que le meilleur choix pour Iitération O de I’amplitude est le suivant :

©) _ B ia,jb

Tia,jb - A’ A
(3 + hors-diag)w,m + (8 + horS-diag) Jb,jb

, (2.5.20)

qui fait penser a une partition Epstein-Nesbet en théorie des perturbations. On peut aussi tout a fait
écrire une itération 0 qui ressemble plus a une partition de type Mgller-Plesset :
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o _ __ Biajp
ia,jb —

- > (2.5.21)
Eigia T Ejb,jb

qui nous ramene a I’analyse perturbative que 1’on a réalisée section 2.4.6 et qui a montré qu’a 1’ordre
deux, les versions de RPA correspondent toutes a une version de MP2 (éventuellement direct-MP2).

2.6 Adaptation de spin

Toutes les matrices montrées jusqu’a présent sont écrites en spin-orbitales, mais les implémen-
tations sont faites en orbitales spatiales, c’est-a-dire apreés une adaptation de spin[2]. Cette étape
ne comporte cependant pas de difficulté particuliere : toute matrice X utilisée dans les dérivations
précédentes peut s’écrire :

X Xy 0 0
X X 0 0
x o | Xwm Xuu 26.1)
0 0 Xun Xun
0 0 Xy Xpn

(ceci est une conséquence du fait que les intégrales bi-électroniques ne peuvent étre non nulle
que pour des paires de spin identiques, voir Annexe C.1). La transformation :

1 1.0 0
y- |t too , (2.6.2)

V2| 0 1 1

0 0 1 -1

permet d’écrire des matrices adaptées de spin X = U'XU. Le lecteur est vivement invité 2 se
convaincre que toutes les matrices construites de cette maniere en RPA sont bloc-diagonales (voir
Annexe C.1), avec une composante singulet et trois composantes triplets :

X 0 0 0

x| 0 X 00 (2.6.3)
1o 0o ¥x o0 o

0 0 0 3IX

Toutes les matrices rencontrées dans les dérivations sont construites a partir des matrices &, A’ et
B formulées soit dans un cadre dRPA ou RPAX, soit - avec des formules exactement similaires - dans
un contexte simple-barre ou double-barre. L adaptation de la matrice € est triviale, et les adaptations
de spin de A’ et B s’écrivent :
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‘A0 0 0 Byy 0 0 0
K7;1//1); = ) SA/% 3 O/d/x ) ; ﬁf//ﬁ = ) SB% 3 Od/x 0
0 0 Ay 0 0 0 B, 0
0 0 0 A 0 0 0 -’Bj}
(2.6.4)
avece
AT = 2K =4/,
rd/x
3?‘ gjlxl = , (2.6.5)
B =2K-¢/,K
By = /K.

ol les intégrales K, K’ et J sont a présent évaluées avec des orbitales spatiales. Je veux rappeler ici
une nouvelle fois, avec les notations « I_If//lxl », le fait que I’antisymétrie de ces matrices est « allumée »
par des « interrupteurs » complétement similaires ; I’interrupteur correspondant aux situations "d/x"
est £, celui correspondant aux situations "I/II" est £. Ainsi les matrices sont les mémes lorsqu’elles
sont construites dans des contextes dRPA ({ = 0) et simple-barre (£ = 0), et les mémes également
dans des contextes RPAx ({ = 1) et double-barre (¢ = 1). Avec les expressions des matrices A’
et B en main, on peut montrer simplement que toutes les expressions d’énergies comportant des
matrices dRPA et/ou des matrices simple-barre (c’est-a-dire les expressions de type dRPA-I, dRPA-
II et RPAXx-I) ne font pas intervenir de contribution triplet; seules les expressions de type RPAX-II
font intervenir des contributions triplets (voir Annexe C.2).

Dans la suite de la these, la plupart des dérivations (autour des orbitales localisées, des gradients
des énergies RPA, efc. .. ) utilisent la formulation avec équation de "Riccati ", c’est donc sur cette
formulation que I’on se concentre ici. Les propriétés de symétrie des amplitudes T[122] imposent :

IT 0 o0 0
0 T 0 o

T= (2.6.6)
0 0 T o0
0 0 o -°T
L’adaptation de spin de I’équation de Riccati dans le cas de figure dRPA-I est donc :
0= leRPA+ lAdRPA 1T+ lTlAdRPA+ lTleRPA1T+81T+ 1T8 (267)

Une fois les amplitudes singulets 'T connues, 1’énergie est donnée par 1’adaptation de spin de la
premiere équation (2.5.17) :

ESRPAIRiccati _ % tr{ 1 gdRPA lT}, (2.6.8)
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que I’on peut compléter en introduisant une antisymétrie a posteriori, par :

[EIRPA-LSOSEX _ % tr { 1 gRPAX IT}, (2.6.9)

dans une approximation dite Second Order Screened EXchange (SOSEX)[102, 123]. La dénomi-
nation provient du fait que le diagramme du terme ajouté pour passer de (2.6.8) a (2.6.9) est le
diagramme d’échange au second ordre en théorie des perturbations. On peut noter a ce propos que la
version dRPA-II (voir équation (2.4.17b)) est tres similaire par construction au SOSEX, mais inclue
des ordres supérieurs d’échange écranté. L’ approximation de la version dRPA-II, que 1I’on a nommée
dRPA-IIa, est de fait une approximation qui se rapproche du SOSEX (voir (2.4.35), ou I’on tronque
les ordres de P, ; se rappeler que BR*A* et B! sont les mémes matrices). Le lien entre la formulation
SOSEX dérivée ici par un formalisme avec équation de "Riccati " (c’est-a-dire par un formalisme
"CC") et I’approximation dRPA-Ila dérivée dans un contexte AC-FDT a été clarifié dans les réfé-
rences [124] (ou la version dRPA-IIa est d’ailleurs notée AC-SOSEX) et [125]. La variante dRPA-II
dérivée dans le contexte "connexion adiabatique" peut étre 1égitimement appeler Screened Exchange
(SX) pour signifier le fait que le role de 1’échange est plutdt passif, et il est écranté par la fonction
réponse du systeme.

Dans ce contexte, Hesselmann a récemment proposé une version qu’il nomme RPAX2[126], et
qui consiste a introduire I’échange dans les équations des Riccati en écrivant :

0= lBRPAX+ lBRPAX IT+ ITIBRPAX+ lTlBRPAX 1T+81T+ 1T8, (2610)

avec ’expression de 1’énergie :

1
ESC = o o { "B ) (2.6.11)
On retrouvera cette version de RPA dans les dérivations du formalisme "matrice diélectrique".

L adaptation de spin du cas de figure RPAX-II oblige a résoudre une équation de Riccati pour 'T
3
etpour “T:

0= 1BRPAX+ lA/RPAx 1T+ lT IAIRPAX+ IT IBRPAX 1T+€1T+ ITE

0= 3BRPAX + 3AIRPAX 3T + 3T 3A/RPAX + 3T 3BRPAX 3T +£3T + 3T£ (2612)
L’énergie est alors donnée par 1’adaptation de spin de la deuxieme équation (2.5.17) :
ERPAX—H—Riccati = l tr{ IBRPAX 1T + 3 3BRPAX ST} (2 6 13)
A ) .6.

L’énergie peut également €tre obtenue de maniere théoriquement équivalente, mais en pratique
différente (tout comme les équations (2.4.17c) et (2.4.17d) sont en théorie équivalentes mais sont
distinctes puisque P, est approximée) par :

ERPAXISO2 _ % tr { 1 gdRPA IT}, (2.6.14)
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et, pour des raisons moins directes, approximée par :

ERPAXILSOL _ % tr{ IBRPAx( I _ 3T)} (2.6.15)

Ces deux dernieres versions des énergies RPA sont labellisées "SO1" et "SO2" car elles ont été
originellement proposées par Szabo-Ostlund [127, 128] comme approximations d’ordre zéro d’une
procédure RPA auto-cohérente[129, 130].

2.7 Formulation "'matrice diélectrique

Dans la formulation "matrice diélectrique”, 1’énergie AC-FDT (2.3.5) est intégrée analytique-
ment le long de la coordonnée de constante de couplage @. On reprend les équations (2.4.5) et
(2.4.6) pour écrire 1’énergie de corrélation RPA :

1 /! *d
ECAC-FDT _ -3 / da/ 2_7‘: Tr{l]'la(w)d/XWI/H _ [I'Io(w)WI/H}, 2.7.1)
0 —00

ou il est pratique ici d’exprimer [y comme :

—(&—z1)" 0 T} 0
Mo(z) = ( ) e 0@ S (2.7.2)
0 —(e+2z1) 0 II)(@
et ol I]'Ig/x(z) obéit a I’équation de Bethe-Salpeter :
M@ =T' @ - oW® & M@ = (1-allh@W™) M) (2.7.3)

L’expansion en série de Taylor de la deuxieme formulation de 1’équation de Bethe-Salpeter donne
une expression de 1’énergie :

1 /! ® dw n—1
ST = / do / ﬁ E ! Tr{(l]'lo(iw)wd/") [ﬂo(iw)w/“} (2.7.4)
0 - n=2

Comme dans les sections précédentes, cette formule est générale et peut en théorie correspondre
a tous les scénarios (d/x) X (I/II). On cherche, comme précédemment, a réduire les dimensions du
probleme, ¢’est-a-dire  passer d’une trace « Tr {L1} » sur I’espace £ ® L' & L' ® £°° a une trace
« tr{U} » sur I’espace £°° ® £""". On ne peut pas ici continuer la dérivation générale de maniére trés
avancée. Il nous faut considérer au cas par cas les versions (d/x) x (I/Il).
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2.7.1 dRPA-I

K K

Dans le cas dRPA-I, ona: W¢ = W! = [ K

} ce qui simplifie considérablement la dériva-

tion. On remarque notamment que :

I (iw)K I (iw)K

= I (iw)K)"}, 275
oK (0K ]} tr {(Mo(iw)K)"} (2.75)

Tr{(l]'lo(iw)wd)”} = Tr {(
ot Iy(iw) = IIj(iw) + II; (iw). Ainsi I’équation (2.7.4) est-elle intégrée analytiquement le long de

la coordonnée «, pour donner (apres avoir reconstitué 1’expansion de Taylor d’un logarithme) :

1 [~d
ESM = 2 / % tr {Log(1 - My(iw)K) + Mo(iw)K} , (2.7.6)

ou I’on reconnait en effet la représentation matricielle de la matrice diélectrique £(iw) = 1-I1(iw)K,
justifiant le nom donné a cette formulation.

2.7.2 dRPA-II

Le cas dRPA-II est déja bien plus compliqué : la structure de bloc de W' ne permet pas une
réduction de la dimension aussi simple que précédemment. On considere 1’expression suivante pour
W, séparée en une matrice principale et une correction :

(B B
(B B
de sorte que la trace de 1’équation (2.7.4) s’écrit :

-1 -1
o] MK WK " (mB B L[ WK K " mA -B) 0
r
K 1K ;B II;B K MK 0 I;(A’ - B)

(2.7.8)

A" B
B A

WH _

+ (2.7.7)

0 A'-B

A-B 0 ]

Cette expression se réduit a un terme dominant tr{(l’[oK)”_ll'loB} suivi d’une correction de la
forme :

tr { (I K (Mo K)"211 + T K(M,K)" 10 ) (A” - B)) (2.7.9)
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On peut montrer que le terme d’ordre 2, n = 2, de la correction ne contribue pas a I’énergie de
corrélation (les deux éléments de I'intégrande, impliquant I'un IT; et I’autre I, produisent la méme
intégrale - on le voit par le simple changement de variable w « —w. Cette intégrale est nulle par
vertu du théoréme de Cauchy : les poles, par exemple de ITIJKII;j, sont tous situés dans le méme plan
complexe, permettant ainsi de fermer un contour dans I’autre. Voir I’ Annexe B pour plus de détails
concernant 1’intégration complexe), et on suppose que les corrections des termes d’ordre supérieur,
n > 2, sont négligeables. On trouve donc 1’équation :

1! ® dw <
ERPAT — / da / — > " tr{(Mp(iw)K)"™! My(iw)B (2.7.10)
2 /o 27 ; {o 0 |

On note qu’une intégration sur w nous permet de retrouver 1’équation (2.4.35) de I’approximation
dRPA-IIa, dérivée dans le cadre du formalisme "connexion adiabatique". Ici, une intégration sur
donne (apres reconstitution de 1’expansion de Taylor) :

1 [~d
EERE > / 2—‘7‘: tr {Log (1 - Iy(iw)K) K™'B + ILy(iw)B) (2.7.11)

Comme on a vu dans la section 2.6, I’approximation dRPA-IIa est tres proche de 1’approximation
SOSEX dérivée a partir de la formulation direct-ring-CCD. Le caracteére « second ordre » de SOSEX
est rendu tres clair dans cette dérivation, ou 1’on néglige les termes correctifs d’ordres supérieurs a 2
de I’expansion (2.7.8).

2.7.3 RPAx-la

De maniére trés similaire au cas dRPA-II, on exprime la matrice W* qui apparait dans la formule

de I’énergie RPAx-I comme :
A" B B B A'-B 0
= + s 2.7.12)
B A’ B B 0 A’'-B

de sorte que, dans 1’équation (2.7.4), la matrice élevée a la puissance n — 1, ([l"lo(icu)\\z\/")"_1 , s’écrit a
présent, au premier ordre de la matrice de correction :

W =

n—-1
[ B IR
(Mo(iw)WH)™ " ~

;B II,B
n—1 n—1-p , p-1
. ( ;B II;B ] { I/ (A’ - B) 0 ]( ;B II;B }
S\ 1B 1B 0 ;(A’-B) || TI;B II;B
(2.7.13)
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ou I’approximation la plus simple de I’expression RPAx-I (négliger toute contribution provenant de
la matrice corrective) donne :

1 /! * dw
ERPAXTa — / da / — > " tr{(My(iw)B)"™! Mp(iw)K], (2.7.14)
), o[ 5 et el o(iw)K)

N

dont I’intégration le long de la coordonnée « fournit (apres reconstitution d’un logarithme) :

1 [~d
EFPNR = / ZL: tr {Log (1 - Iy(iw)B) B~'K + My(iw)K] (2.7.15)

Notons que cette approximation peut étre considérée comme un analogue dans un formalisme
AC (connexion adiabatique) de la méthode RPAX?2 de Hesselmann[126], qui est basée sur des consi-
dérations plutdt d’ordre pratiques, dans le cadre rCCD. Le bien-fondé de cette méthode reste tout de
méme une question ouverte, car il est difficile d’associer a cette approche une fonction de réponse
bien définie.

En travaillant I’expression dans le formalisme "connexion adiabatique" de cette variante, il de-
vient clair que la réponse est traitée a un niveau "RPAXx", c’est-a-dire que 1’on peut écrire PEEAX
g2(MRPAX)=126172 _ 1 avec MRPAX = £1/2(g + 2aB)g!/?. Toutefois, la signification physique de la

matrice MRPAX reste 4 comprendre dans un contexte réponse linéaire.

2.7.4 Retrouver la formulation de plasmon

A partir de ’expression dRPA-I, on peut retrouver la formule de plasmon correspondante, ori-
ginellement dérivée (voir équation (2.5.10)) par une intégration analytique (1) sur la fréquence w
suivie d’une intégration analytique sur (2) la constante de couplage a, en faisant cette fois tout
d’abord une intégration analytique (1) le long de la coordonnée « puis une intégration analytique sur
(2) la fréquence w (c’est-a-dire une intégration analytique de I’équation (2.7.6) sur la fréquence w).
Reprenons I’équation (2.7.4) avec les expressions correctes pour le cas dRPA-I :

1! ® dw
g = / dar / > (iK' (2.7.16)
0 - n=2

L’expansion en série de Taylor peut €tre reconstituée pour obtenir :

1! *d
ESRPA’I = ) / da/ 2—(;: tr{(l — aHo(iw)K)*IHO(iw)K - Ho(iw)K}, 2.7.17)
0 —00

ou I’on peut définir I1,(z), qui obéit a I’équation de Bethe-Salpeter de plus petite dimension :
M, =1'@)-eK & T(z) = 1 - oIly(@)K) ™' () (2.7.18)
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Muni de cette équation de Bethe-Salpeter, on voit que I’intégration sur la constante de couplage
a de I’équation (2.7.16) peut s’écrire (apres reconstitution de 1’expansion de Taylor) :

EORPAT % / N ‘;—;’ tr {Log (TTp(ia)TT; (i) + T (iw)K} (2.7.19)

—00

Cette équation réclame que I’on travaille sur les termes tr {Log (Ho(iw)l'[jl(iw))} ettr {ITy(iw)K}.
On donne les expressions explicites de ITy(iw) et IL,(iw)"! suivantes :

. . . - -1 _28 1 2 2 -1 1
Iy (iw) = IIf (iw) + I (iw) = P +s+iw1 o —2g? (e +w 1) g?
(2.7.20)
1 1
I (iw)™" = —-&72 (8 + 01 - 208°Ke? )& ™2 = -7 (M, + 1) 87 (2.7.21)
2 2
avec
M, =&’ (& + 2aK) &2, (2.7.22)

ou I’on retrouve la matrice M,, rencontrée dans la partie concernant le formalisme "connexion adia-
batique" (voir 1’équation (2.4.25) adaptée au cas dRPA) dont I’expression en terme de valeurs et
vecteurs propres est : M,Z, = Zaﬂi. Le deuxieme terme que I’on doit clarifier donne aisément :

tr {Ty(iw)K) = tr{%} - tr{(ez ro’1) (M - 82)} (2.7.23)

Le premier terme est plus compliqué a mettre en place. On a (voir équations (2.7.20) et (2.7.21)) :

-1 1
tr {Log (Ho(iw)Hfl(iw))} =tr {Log (8% (82 + wz) (M1 + wz)s’i)}
-1
—tr {Log (1 vt (2 +o?) (M - sz)s’%)} , (2.7.24)
ou la réécriture sous la forme Log(1 + z) ne sert qu’a permettre la procédure suivante : (1) expansion

en série de Taylor du logarithme, (2) permutation circulaire des traces pour éliminer les €2, (3)
recomposition de la série de Taylor pour obtenir :

tr {Log (Ip(iw) I} (iw))} = tr {Log (1 +(e2+ wz)_l (M - 82))}
= tr {Log ((.92 + wz)_] (M + w2)>} (2.7.25)
On se sert de I'expression de M, en terme de valeurs et vecteurs propres : M Z = 707, avec
77" =1, pour écrire :

tr {Log (To(i)IT; (i)} = tr {Log ((82 +?) Z(2 + ) ZT)} (2.7.26)
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On utilise ensuite la propriété : tr {Log (X)} = Log (det (X)) pour éliminer les Z et finalement
obtenir :

tr {Log (TTo(iw)TT; (i)} = Log (det((.s2 + wz)’l Z(2 + o) ZT))
=Log (det ((1-: + a) (22 + ))
=tr {Log ((s +w ) )} (2.7.27)

En définitive, cela nous permet d’écrire I’équation (2.7.19) :

1 Y dw QZ +0.)2 ]Wliaia_g2
dRPA-T _ 1 dw - My, 2
BT /_m 2 Z{Log [82 ) R+ar } (2.7.28)

que I’on peut intégrer analytiquement en utilisant le principe de I’argument (voir la section B.1.5 du
chapitre sur I’'intégration complexe en Annexe, ou ce théoreme est démontré, ainsi que la section B.3
ou cette intégration analytique est expliquée) :

g 1
EcciRPAI =5 Z Qi — (8ia + Kiaja) (2.7.29)

On retrouve donc bien I’exacte méme expression de la formulation de plasmon que celle dérivée
a partir d’une formulation "connexion adiabatique".

2.8 Hiérarchie des formulations RPA

Il sera sirement bon ici de résumer les différentes formulations que I’on a dérivées dans ce cha-
pitre. On peut parler d’une hiérarchie des formulations si I’on considere les intégrations analytiques
et/ou numériques qui sont effectuées a partir de la formule AC-FDT montrée équation (2.3.5), et que
I’on peut prendre ici comme notre point de départ. Ainsi les formulations "connexion adiabatique”
et "matrice diélectrique"” sont un premier niveau (une intégration est analytique et une quadrature
doit étre faite), et les formulations avec équation de "Riccati " et de "plasmon" sont un autre niveau
(toutes les intégrations sont analytiques). Je montre ceci dans la figure 2.3.

J’ai écrit une routine dans la suite de programme MOLPRO [131], dont on a une licence dévelop-
peur au laboratoire et sur lequel de nombreux développements on été implémentés durant cette these,
qui rassemble et unifie les différents calculs RPA possibles, qui étaient pour la plupart précédemment
implémentés. On récapitule ici les mots-clés, dans cette approche, pour lancer des calculs RPA. La
base de la syntaxe est la suivante :

{rpa-tddft;rpacorr,method=AC}, (2.8.1)
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1! ~ _d
EACFDT _ ffo dozf 2—7:)Tr{W[]'I(,—W[ﬂo}

f dw analytique f da analytique
Formalisme "matrice densité de corrélation" Formalisme "matrice diélectrique”
(fda numérique) (fdw numc’riquc)
ac 1! pEL 1 [ dw . )
EX~ == daTr{KP,} EM=— — tr{Log(1-My(iw)K) + Mp(iw)K}
2 Jo 2 J s 21
Variantes : Variantes:
— approximations de type "-Ia" et "-IIa" — approximations de type "-Ia" et "-Ila"
f da analytique f dw analytique

Formalisme de "plasmon"

1
EFLASMON _ S {Q _ QTDA}

Formalisme "rCCD"
rCCD 1
Ec = 5 tr{KT}

Variantes:
— SOSEX
— Szabo-Ostlund 1 et 2
— RPAX2

FiGUre 2.3: A partir de I’expression de 1’énergie de corrélation AC-FDT que I’on voit équation
(2.3.5), on peut dériver en parallele deux formalismes. En intégrant analytiquement le long de la
coordonnée de fréquence w, on donne naissance a une expression mettant en jeu une intégrale sur la
coordonnée de la connexion adiabatique (a gauche). Ce formalisme est dérivé section 2.4, et aboutit
aux équations (2.4.15) ou encore (2.4.20). Dans cette section on voit que I’on peut faire émerger de
petites variantes dans le traitement des équations, avec notamment différentes facon de calculer la
matrice M,, ; on introduit également les approximations de type "-Ila". Si1’on intégre analytiquement
sur la constante de couplage «, on se retrouve a écrire une équation (a droite) mettant en jeu la matrice
diélectrique £ = 1-TIV, et qui est dérivée section 2.7. On écrit dans ce schéma I’équation (2.7.6) du
cas dRPA-I: ce n’est pas 1’équation la plus générale mais elle est représentative de la formulation (on
voit explicitement la matrice diélectrique, notamment). Dans cette formulation, les approximations
de type "-a" sont également naturellement dérivées. A partir de chacune de ces formulations, dans
les cas dRPA-I et RPAx-II, on peut intégrer analytiquement sur la coordonnée restante (o ou w)
pour obtenir de maniere équivalente une équation de "plasmon" (voir équation (2.5.10)), et une
formulation avec équation de "Riccati " (voir (2.5.17)). Ceci est montré dans la section 2.5. Dans
la section traitant de 1’adaptation de spin, section 2.6, on introduit les approximations SOSEX et
Szabo-Ostlund 1 et 2.
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ou rpa-tddft est le mot-clé qui ouvre le module RPA dans MOLPRO ; rpacorr est le mot-clé qui per-
met de spécifier quel calcul RPA doit étre lancé (d’autres mots-clés permettent de préciser des don-
nées telles que les orbitales a utiliser pour le calcul, efc. .. ). Par défaut, un calcul de type "connexion
adiabatique" dRPA-I est lancé. Les « interrupteurs » £ et & sont donnés par I’ utilisateur au travers des
mots-clés xfac et antifac, c’est-a-dire que les flavors de RPA sont lancés de la maniere suivante :

dRPA-I {rpa-tddft;rpacorr,method=AC,xfac=0,antifac=0}[par défaut]
dRPA-II {rpa-tddft;rpacorr,method=AC,xfac=0,antifac=1}

(2.8.2)
RPAX-I {rpa-tddft;rpacorr,method=AC,xfac=1,antifac=0}

RPAx-II {rpa-tddft;rpacorr,method=AC,xfac=1,antifac=1}

Dans ces calculs de type "connexion adiabatique"”, I’intégration sur la constante de couplage est
réalisée par une quadrature de Gauss-Legendre[86] qui est paramétrable. Notons que dans le cas d’un
calcul dRPA-II, la variante dRPA-IIa est également fournie. On peut passer a des calculs utilisant la
formulation alternative de la matrice M, avec le mot-clé variant=MALT, et ce pour toutes les flavors
de RPA.

On peut enclencher, pour les cas ot xfac=antifac, des calculs de type "plasmon" et avec équa-
tion de "Riccati " avec le mots-clés method=PLASMON et method=RCCD. Des calculs dans le monde
"matrice diélectrique", quant a eux, peuvent &tre faits en spécifiant method=DIEL. Lorsque cela est
pertinent, le mot-clé variant=RPAX2 permet de lancer un calcul de la version RPAX2 de Hessel-
mann[126].

On a présenté ici avec un certain nombre de détails les différents formulations de ce que I’on
appelle « RPA ». Toutes les expressions dérivées peuvent étre retracées vers ce qui est utilisé ici
comme point d’origine : 1’expression de I’énergie de corrélation AC-FDT. Ainsi, la RPA peut-&tre
dérivée dans des contextes forts différents dans la littérature, et on s’attache ici a unifier et a discuter
les relations (éventuelles) entre les différentes formulations. L’introduction de 1’ « interrupteur » &,
le pendant de ¢, participe d’un tel effort d’unification, tout comme les explorations du formalisme
"matrice diélectrique”. Un fait intéressant, dans le contexte de ces dérivations "matrice diélectrique”,
est le fait que I’on retrouve de maniere indépendante I’expression RPAX2 récemment proposée par
Hesselmann. Une prochaine étude permettra de voir si ses bons résultats numériques se confirment
dans un contexte avec séparation de portée.

65






A propos des orbitales occupées localisées

/chapterOrbitales localisées

On présente ici brievement les techniques de localisation des orbitales, a priori et a
posteriori, c’est-a-dire sans et avec passage par un calcul conventionnel qui produit des
orbitales canoniques délocalisées. On rappelle quelques méthodes de localisation des orbi-
tales occupées, et la technique des orbitales atomiques projetées (PAO) pour la construction
d’orbitales virtuelles a caractere local.

Dans le contexte des calculs inter-moléculaires, 1’utilisation des orbitales localisées
peut conduire a des méthodologies particulierement efficaces. Les méthodes de corrélation
locale, rapidement rappelées ici, permettent d’atteindre une croissance linéaire du cofit de
calcul avec la taille du systéme pour la plupart des théories de corrélation. On présente
dans la continuité de ces idées une procédure développée en collaboration avec le Labo-
ratoire de Chimie Théorique de 1’Université Pierre et Marie Curie de Paris qui permet de
construire des orbitales d’un dimere dans lesquelles on peut reconnaitre la trace des orbi-
tales des monomeres. On montre que 1’on peut ainsi réduire considérablement le nombre
d’excitations qui contribuent effectivement a 1’énergie d’interaction.

Au centre de ce chapitre est le développement d’une méthode de construction d’orbi-
tales virtuelles non-orthogonales appelées orbitales oscillantes projetées (POO). On dérive
des relations importantes concernant la pratique de la RPA dans la base de ces POO, avec
notamment une approximation d’excitations locales similaire aux approximations impli-
quées dans la sélection de domaines dans les méthodes de corrélation locale. Cette partie
du chapitre est a lire en couple avec 1’ Annexe D.

2.9 A propos des orbitales occupées localisées

Comme il sera expliqué d’une maniere plus détaillée dans la suite, la corrélation est un effet
majoritairement courte-portée. Ainsi, pourvu que 1’on dispose d’outils le permettant, 1’expérience
montre que, dans certains circonstances, on peut négliger les contributions a la corrélation de paires
d’électrons qui sont éloignés 1’un de 1’autre, tandis que dans d’autres situations, ce sont ces corréla-
tions conduisant a un gain d’énergie relativement faible, qui nous préoccupent. Une telle séparation
ne peut se concevoir raisonnablement lorsque 1’on travaille avec des orbitales (c’est-a-dire des élec-
trons) délocalisées sur tout le systéme : les « orbitales localisées » sont les outils qui permettent de
telles approximations.

On définit une orbitale localisée comme une orbitale qui est spatialement confinée dans un petit
volume, montrant ainsi clairement les atomes qui sont impliqués dans une liaison. On peut donc pen-
ser que cette notion est intimement liée a la notion de paires d’électrons, c’est-a-dire qu’une orbitale
localisée est censée bien représenter une liaison, une paire libre, ou méme des paires d’électrons de
ceeur. D’ailleurs, historiquement, les orbitales localisées sont développées pour donner des informa-
tions sur la chimie du systeéme, pour correspondre aux liaisons chimiques conceptuelles telles qu’on
les idéalise : avec une séparation entre des centres (les liaisons idéalisées) et des queues (qui cor-
respondraient alors a des interactions faibles délocalisées). Aujourd’hui, les orbitales localisées sont
plutdt utilisées dans des schémas de réduction des colts de calculs, comme 1’illustre un travail mené
au cours de cette these et présenté dans la section 2.12.

Je présente dans un premier temps un rappel des techniques de localisations des orbitales occu-
pées bien connues, que 1’on sépare en méthodes dites a priori et a posteriori. Le lecteur trouvera
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dans les références [132], [133] et [134] ainsi que [135—137] les écrits qui rassemblent la plupart des
informations sur le sujet.

2.9.1 Localisation a priori

Habituellement les orbitales Hartree-Fock/Kohn-Sham sont obtenues en diagonalisant la matrice
de Fock (de Kohn-Sham). Ces orbitales, dites canoniques, respectent la symétrie du systeme (c’est-
a-dire appartiennent au groupe de symétrie de la molécule, i.e. sont invariantes par transformation
selon des représentations irréductibles du groupe de symmétrie de la molécule), par conséquent elles
sont souvent completement délocalisées sur 1’ensemble du systeme, et ce évidemment indépendam-
ment des orbitales de départ qui ont été données a la procédure SCF.

On peut chercher a résoudre les équations générales de Hartree-Fock/Kohn-Sham, fui =
2.j €ijY j, sans imposer la diagonalité de la matrice e.

On trouve dans la littérature des idées autour de la résolution d’équations dérivées des équations
de Hartree-Fock/Kohn-Sham mais contenant un « potentiel localisant » [ 138] . Les solutions trouvées
de cette maniere conduisent a des orbitales qui correspondent au méme sous-espace des orbitales
occupées que les orbitales canoniques et sont donc également des solutions des équations de Hartree-
Fock/Kohn-Sham.

Une alternative possible est d’utiliser des techniques qui ne déforment pas les orbitales de départ
autant qu’une procédure de diagonalisation, de sorte que si 1’on fournit comme orbitales de départ
des orbitales localisées (par exemple des orbitales intuitives et trés approximatives, construites par
combinaison linéaire d’orbitales atomiques, en lien avec la chimie du systeme), les orbitales opti-
misées et solutions des équations Hartree-Fock/Kohn-Sham en sortie de ces procédures seront assez
ressemblantes et, donc, assez localisées. On peut citer les techniques de perturbation au premier
ordre[139-142], ou a chaque itération les orbitales sont modifiées en mélangeant les orbitales occu-
pées et virtuelles de la maniere suivante :

iy — 1Y+ > ¢ la)
ja) — lay= " eI,

l

2.9.1)

ol les coeficients ¢ sont déterminés en cherchant a respecter le théoréme de Brillouin, démarche
équivalente a chercher a résoudre les équations de Hartree-Fock/Kohn-Sham[143, 144]. Ainsi, on
considere que I’on atteint une convergence lorsque 1’énergie n’est plus modifiée, ou, de maniere
équivalente, lorsque le théoreme de Brillouin est satisfait. Par construction, 1’orthogonalité entre les
occupées et les virtuelles est conservée. En revanche on perd 1’orthogonalité des orbitales occupées
entre elles et des virtuelles entre elles, qui peut étre restaurée a chaque itération.
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2.9.2 Localisation a posteriori

On rappelle que les déterminants, solutions des équations générales d’une méthode SCF comme
Hartree-Fock ou Kohn-Sham (ou RSH), sont invariants par rotations des orbitales a I’intérieur du
sous-espace des orbitales occupées ou du sous-espace des orbitales virtuelles. La localisation d’or-
bitales occupées peut donc étre réalisée a posteriori[145—147], a partir d’orbitales issues des calculs
standards, par transformation unitaire dans le sous-espace des orbitales occupées. Notons que ces
transformations ne mélangent pas les espaces occupé et virtuel, et préservent 1’orthogonalité au sein
des orbitales occupées.

Ainsi, si I’on veut localiser des orbitales canoniques obtenues lors d’un calcul conven-
tionnel Hartree-Fock/Kohn-Sham, on peut utiliser une méthode dite de localisation a pos-
teriori, ou I’on utilise une transformation unitaire qui obéit a un critere de localisation,
c’est-a-dire qui maximise/minimise un critére de localisation/d’étendue des orbitales.

Les méthodes de localisation a posteriori sont souvent classifiées en deux grandes catégories :
les criteres dits "externes" et les criteres dits "internes". Les criteres externes correspondent aux
méthodes de localisation ou 1’on décide au préalable par un critére spatial ou par une partition de
I’espace des orbitales, quels seront les fragments du systéme qui supporteront les orbitales localisées.
Les criteres internes sont formulés en termes généraux, sans faire référence a une conception au
préalable concernant la forme des orbitales localisées.

Le prototype des méthodes de localisation a critéres externes est celui de Magnasco et Per-
ico[148] qui vise a maximiser la somme des populations de fragments. La population peut &tre
définie dans le cadre de I’analyse de population de Mulliken, comme dans la version originale (voir
par exemple [149]), ou les populations des atomes de Bader (voir par exemple [150]).

Parmi les criteres internes celui Edmiston-Ruedenberg[145] cherche a minimiser une grandeur
énergétique : la répulsion Coulombienne entre les orbitales, ou a maximiser la répulsion intra-
orbitalaire, ce qui est équivalent mathématiquement. Malgré un concept physiquement transparent,
c’est une méthode qui n’est plus tellement utilisée, car elle fait intervenir des intégrales bi-électro-
niques. Une approche différente a été proposée par Foster et Boys[146, 151] (I’approche est connue
sous la dénomination de "critere de Boys") : les orbitales localisées sont obtenues en maximisant la
distance entre leurs centroides, ¢’est-a-dire :

max 4 " Kileliy - (IR} (2.9.2)

i<j
ou, de maniere équivalente, en minimisant leur second moment, ¢’est-a-dire leur variance, leur éten-
due :

min { " (if8 - Gilfin?li) = ming > (i#2fi) - Gi#l? (2.9.3)
i i

Le second moment d’une orbitale caractérise la déviation de sa densité autour de la position
moyenne, c’est-a-dire mesure la position de 1’essentiel de la densité de 1’orbitale. Pour des raisons
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qui seront rendues claires dans la suite, on s’intéressera particulierement aux orbitales localisées par
le critere de Boys.

Il est intéressant de noter que I’autre critere de localisation souvent utilisé dans les méthodes
de corrélation locale, celui de Pipek et Mezey[152], exprime une vision analogue pour quantifier la
localisation sous forme d’une variance[153].

2.10 Orbitales virtuelles localisées

Le probleme général de ces méthodes est qu’elles sont performantes pour localiser les orbitales
occupées mais échouent souvent a proprement localiser simultanément les orbitales occupées et les
orbitales virtuelles[154]. Dans la littérature, dans le contexte de méthodes de corrélation locale[155—
160], on trouve des solutions diverses pour régler ce probleme.

Une des solutions pratiques qui a rencontré beaucoup de succes, évite la localisation des vir-
tuelles et exploite la localité de la base des orbitales atomiques. Cette méthode des Projected Atomic
Orbitals (PAO) est due a Pulay[156]. Je montrerai dans la section 2.13 notre propre proposition sur
le sujet. Une autre alternative, basée sur les orbitales localisées a priori, élaborée a Toulouse par
Daudey et ses collaborateurs sera développée en quelques détails a propos du travail effectué en
collaboration avec Peter Reinhardt et son étudiant, Edrisse Chermak, a Paris.

Récemment, le groupe de Poul Jgrgensen a Aarhus a suggéré qu’une généralisation de la minimi-
sation du spread a la puissance 4[161, 162] pourrait conduire a des orbitales virtuelles suffisamment
bien localisées pour étre utilisées dans des calculs de corrélation locale. La procédure s’applique
aussi bien pour le critere de Boys que pour celui de Pipek-Mezey et elle a été utilisée dans les ap-
proches DEC (divide-expand-consolidate) MP2[159] et CCSD.

2.10.1 Orbitales atomiques projetées : PAO

Ici, je présente succinctement la technique de génération d’orbitales virtuelles appelée PAO, mais
il existe des alternatives dans la littérature. On citera par exemple 1’utilisation de paire d’orbitales
naturelles (PNO)[163], d’orbitales virtuelles spécifiques[164] qui permettent de construire des bases
virtuelles plus petites que les PAO, des orbitales naturelles gelées (FNO)[165, 166], 1a méthode de
I’espace optimisé des orbitales virtuelles (OVOS)[167, 168].

La procédure est construite autour de 1’idée que les orbitales atomiques constituent un
point de départ optimal en ce qui concerne la localité des orbitales.

Comme ce sont les mémes orbitales atomiques qui servent a construire les orbitales de 1’espace
occupé, les orbitales virtuelles correspondent au sous-espace « non-utilisé » de la totalité des or-
bitales atomiques. Cet espace complémentaire est obtenu par projection, d’ou la dénomination des
orbitales atomiques projetées (PAO).

Les PAO sont localisées par construction (puisqu’a 1’origine, ce sont des orbitales atomiques),
méme si la projection détériore la localité. Tandis qu’elles sont orthogonales aux orbitales occu-
pées, elles ne le sont pas entre elles. Ce manque d’orthogonalité entre les PAO permet de préserver
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un maximum de localité ; en contrepartie, c’est une source de complication quant aux équations a
résoudre.

2.11 Méthodes de corrélation locale

Une fois que I’on dispose d’espaces occupé et virtuel qui sont construits par des orbitales lo-
calisées, on peut approximer la fonction d’onde en obéissant a la physique du systéme, selon des
méthodes que I’on nomme méthodes de corrélation locale[156, 169—171]. Notons que le simple fait
de faire des transformations linéaires entre des orbitales occupées d’une part, et entre les orbitales
virtuelles de 1’autre correspond a un changement de base qui n’affectera pas les observables telles
que I’énergie de corrélation, a condition que leur expression soit formulée d’une maniere invariante.
Cette invariance est un test important de la cohérence de la méthode. L’ intérét de ces méthodes réside
justement dans le fait que des approximations dont les conséquences numériques sont négligeables
peuvent €tre introduites et conduisent a des gains importants aussi bien du point de vue du temps
de calcul, du besoin de stockage ou de la loi de croissance avec la taille du systéme a traiter. Nous
allons souligner deux types d’approximations qui permettent de réaliser ces gains importants.

Considérons d’abord le choix des déterminants excités pris en compte dans le calcul. On fait
correspondre a chaque orbitale i un domaine [{][172] qui contient toutes les orbitales atomiques qui
permettent d’approximer 1’orbitale i avec une précision donnée (les orbitales atomiques composant
le domaine [i] peuvent appartenir a différents atomes, selon la qualité de la localisation de I’orbitale
i). Le domaine correspondant dans 1’espace virtuel est construit par des PAO générées a partir des
orbitales atomiques de [{]. Avec cette procédure, les PAO du domaine [i] sont toutes spatialement
proches de I’orbitale i.

La premiére approximation que 1’on met en place pour la fonction d’onde consiste a
considérer que les excitations sont purement locales.

Ainsi les simples excitations émergeant de I’ orbitale occupée localisée i sont restreintes aux PAO
du domaine [7], et les doubles excitations d’une paire entre i et j aux PAO de [ij] = [i] U [j]. Ceci
réduit le nombre de doubles excitations a considérer, ¢’est-a-dire que pour une paire donnée ij d’or-
bitales occupées localisées, le nombre d’éléments ij — rs a considérer dans une théorie n’augmente
pas quadratiquement avec le nombre d’électron, mais est en fait indépendant du nombre d’électron
(on passe, pour chaque paire ij, d’une dépendance O(N*) & O(1)). Notons que cette présentation de
I’approximation est une simplification : on peut introduire un contrdle plus souple dans la sélection
des domaines, c’est-a-dire que 1’on peut aller au-dela des domaines purement locaux. La force est
que des approximations moins séveres dans le choix des domaines résulteront tout autant en une
méthode qui aura la méme (in-)dépendance au nombre d’électrons.

Un autre aspect concerne la classification des excitations par leur nature physique, rendu possible
par I’utilisation des orbitales localisées.
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Ainsi, une seconde approximation peut étre faite si I’on se rappelle que la corrélation est
un phénomene essentiellement de courte-portée. Ainsi on peut discriminer les paires entre
des orbitales occupées localisées i et j selon leur éloignement.

Les paires entre orbitales qui sont "tres distantes" sont tout simplement négligées (1’expérience
montre qu’elles contribuent a 1’énergie de corrélation a la hauteur de quelques micro Hartree). Les
paires restantes peuvent étre traitées d’'une maniere hiérarchique, c’est-a-dire que 1’on peut a nouveau
distinguer les paires "fortes" (d’orbitales trés proches), traitées a un haut niveau de théorie ; les paires
"faibles" (d’orbitales relativement éloignées), qui sont traitées a un plus faible niveau de théorie ; et
les paires "distantes" (d’orbitales plus éloignées encore) qui sont traitées avec des intégrales bi-
électroniques approximées par expansion multipolaire[173]. Le point important a2 comprendre est
que le nombre de paires "fortes", "faibles" et "distantes" augmente linéairement avec la taille du
systeme : seules le nombre de paires "tres distantes” augmente quadratiquement avec la taille du
systéme, et ces paires sont négligées (cette fois on passe, en ce qui concerne le nombre de paire ij,
d’une dépendance O(Nz) a O(N), c’est-a-dire a une croissance linéaire du colt de calcul avec la taille
du systeme).

Le schéma général esquissé ici doit étre appliqué avec précaution, surtout lorsqu’il s’agit de
I’étude des interactions faibles, comme les forces de van der Waals. Une approximation souvent
exploitée pour accélérer les calculs de type "local-CCSD(T)" consiste a traiter les paires distantes au
niveau MP2, ce qui peut détériorer d’'une maniere significative 1’énergie de dispersion par rapport
a la méthode Coupled-Cluster. Dans ces cas-1a, soit il faut renoncer a cette approximation ou la
remplacer par une autre dont les conséquences sont moins néfastes (voir ci-dessous).

Notons pour finir qu’il existe des alternatives au schéma de sélection des domaines [i] que 1’on
décrit ici : on peut citer notamment les travaux des références [174, 175] qui cherchent a répondre a
la problématique des domaines [i] qui changent d’un point a I’autre lorsque 1’on explore une surface
d’énergie potentielle.

2.12 Orbitales localisées pour le calcul d’énergies d’interaction

Comme décrit juste en amont, d’un point du vue physique, la corrélation dynamique dans des
systémes non-métalliques est un effet & courte-portée, qui diminue en 1/R® ol R est la distance
inter-électronique. Ainsi il ne doit pas €tre nécessaire de corréler tous les électrons d’un systeme
moléculaire étendu, et le colit (élevé) des calculs corrélés en terme de nombre d’électrons impliqués
n’est qu’un artefact de 1'utilisation des bases orthogonales, délocalisées, qui sont habituellement
utilisées. Ceci n’est plus vrai lorsque 1’on utilise des orbitales locales pour construire les espaces
occupé et virtuel : avec ces orbitales, il est possible de restreindre les calculs de corrélation aux
électrons proches qui contribuent effectivement a la corrélation physique du systeme (voir section
2.10.1).

A ce sujet, dans le contexte de calculs d’énergies d’interaction, nous avons développé a 1’oc-
casion d’une collaboration[176] avec le Laboratoire de Chimie Théorique de 1’Université Pierre et
Marie Curie, a Paris, une procédure de construction des orbitales d’un dimere localisées sur chaque
monomeres, c’est-a-dire une procédure avec laquelle on est capable d’identifier dans un dimere les
orbitales provenant de chacun de ses monomeres. De cette maniere on est en mesure de classer des
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couplages de mono-excitations en différentes catégories (voir figure 2.4).

On a pu montrer qu’en général, dans des calculs avec séparation de portée, les couplages
de type "dispersion" dans le dimere suffisent a eux seuls a décrire correctement la contri-
bution AEIL{gA de I’énergie de corrélation RPA longue-portée a 1’énergie d’interaction. Le
cotit de ces calculs croit linéairement avec la taille des molécules considérées.

Ainsi, pour le calcul de cette contribution AElﬁl;A, seul le calcul sur le dimere est nécessaire : on
considere les monomeres pour construire des orbitales du dimere localisées sur les monomeres, mais
ils ne font pas I’objet d’un calcul de corrélation. De plus, dans le calcul de corrélation du dimere, le
nombre d’éléments de matrices RPA, de structure ia, jb, est drastiquement réduit.

intra dispersion

-
/

polarisation de charge

\
X

BSSE polarisation de spin

Ficure 2.4: Couplage de deux mono-excitations (fleches) entre des orbitales occupées et virtuelles de
deux monomeres. Les combinaisons possibles sont : couplage de deux mono-excitations intra-molé-
culaires, couplage d’une mono-excitation intra-moléculaire et d’'une mono-excitation inter-molécu-
laire, couplage de deux mono-excitations inter-moléculaires (a chaque fois : sur le méme monomere
ou sur deux monomeres différents). Vue la localisation des orbitales, on considére que ’on peut
négliger les mono-excitations inter-moléculaires : ainsi, seuls les couplages de type "intra" et "dis-
persion” contribuent a 1’énergie. Les couplages de type "intra" sont similaires dans le dimere et ses
monomeres : seul les couplages de type "dispersion” contribuent a I’énergie d’interaction.

La contribution de cette these dans la collaboration a principalement concerné la partie liée au
calcul de I’énergie de corrélation RPA longue portée. Des procédures écrites dans le cadre d’une
version de développement du programme MOLPRO [131], a Nancy, ont été adaptées pour étre com-
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pilées dans un programme autonome. Ce programme est prévu pour €tre interfacé avec les scripts
écrits au LCT : il lit en input une liste de mono-excitations et de couplages et construit les matrices
des équations d’un calcul de RPA dans un formalisme de type "connexion adiabatique" adapté au
contexte des orbitales localisées.

2.13 Orbitales oscillantes projetées : POO

On propose ici de revisiter une idée originellement proposée par Boys[151, 177], finalement tres
peu utilisée par la suite (par exemple [178]). On suggere de construire des orbitales virtuelles loca-
lisées directement a partir des orbitales occupées localisées par le critere de Boys, en les multipliant
par une harmonique sphérique centrée sur le barycentre de I’orbitale. Nous allons appeler ces orbi-
tales des orbitales oscillantes (OO). Il faut bien siir, comme précédemment avec les PAO, les projeter
sur 1’espace virtuel pour supprimer les composantes servant déja a construire I’espace occupé. On
parle alors d’orbitales oscillantes projetées, POO (Projected Oscillator Orbitals). Ces POO partagent
bon nombre de caractéristiques avec les PAO, elles ne sont notamment pas orthogonales entre elles.

2.13.1 Construction

On suppose que 1’on dispose d’un ensemble d’orbitales occupées localisées {i} (appelées LMO
pour Localized Molecular Orbitals) et d’un sous-espace virtuel construit par des orbitales virtuelles
orthogonales {a} (appelées VMO pour Virtual Molecular Orbitals). Pour rendre les notions plus
transparentes au lecteur, nous allons nous restreindre a un traitement d’ordre bas, sans « s’engouf-
frer » dans une écriture plus compliquée d’un formalisme d’ordre quelconque. On introduit donc un
polynéme du premier ordre d’harmonique sphérique, 7, — D', ot 7, est un composant de I’opérateur
de position et Dfl = (i|7,]i) est le vecteur position orienté vers le centroide de 1’orbitale i. La POO
correspondante est :

lia) = (1 -> |j><j|](fa = D)0y = o lid = DA Cialid = (1= P) I, 2.13.1)
J J

qui définit le projecteur (l - f’). La dénomination i, sert a rappeler le fait que la POO a été construite
a partir de I’orbitale i en utilisant 7,. Il est clair que I’orbitale oscillante pure est 7, [i) — |i) {i|7,[i) et
que les queues d’orthogonalisation sont les contributions — ' ;1) (jlf|i). Ainsi la localisation des
orbitales oscillantes est détériorée par la projection, puisque nous avons des contributions de toutes
les LMO j qui donnent lieu a des « queues » d’orbitale. Pourtant, si ces orbitales ont été localisées
avec un critere de Boys, c’est-a-dire si les étendues quadratiques ont été minimisées, on s’attend
a ce que ces éléments hors-diagonaux des opérateurs x, y et z entre orbitales occupées, {j|7,li),
ne viennent pas détériorer énormément la localisation des orbitales virtuelles[179]. En ce sens, la
méthode de localisation des orbitales occupées selon Boys et cette méthode POO de localisation des
orbitales virtuelles semblent naturellement aller de paire.
On peut exprimer les POO par rapport aux VMO :
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lia) = > layal (1= P)faliy = )" la)al faliy = ) la) Va, (2.132)

Les POO sont orthogonales aux orbitales occupées ; elles ne sont pas orthogonales entre elles,
leur recouvrement s’écrit :

S = (ialig) = DL VI @) Vigy = 3 V] Vi = (VIV), (2.133)
ab a

Notons que notre objectif dans la suite sera de ne pas garder de référence explicite aux orbitales
virtuelles : a terme, tout sera exprimé avec les orbitales occupées LMO. Le lecteur peut voir une
certaine analogie avec les méthodes de corrélation dites « dual-basis »[180, 181], ou, pour les cal-
culs de corrélation, les bases d’orbitales sont augmentées soit par des orbitales construites soit pour
correspondre a une base cible. Les bases du calcul corrélé ne correspondent donc plus aux bases
sur lesquelles les calculs SCF ont été faits : il y a donc des complications liées au non-respect du
théoréeme de Brillouin et a la structure non bloc-diagonale occupé/virtuel de la matrice de Fock dans
la base augmentée. J’attire I’attention du lecteur sur le fait que ce n’est pas le cas avec les POO, qui
continuent a satisfaire la condition de Brillouin, (i | 1] | ja> = 0:iln’y a pas ici de telles complications.
Je montre figure 2.5 de simples visualisations d’une LMO correspondant a une paire libre de
I’oxygene du formaldéhyde et des trois POO que I’on construit a partir de cette LMO. Je montrerai

dans le chapitre 3 des visualisations plus systématiques.

TasLE 2.5: De gauche a droite : isosurfaces d’'une LMO correspondant a une paire libre de I’oxygene
du formaldéhyde les trois POO construites a partir de cette LMO. On voit I’effet de la multiplication
par les polyndmes d’ordre un, selon les trois axes du systeme référentiel. Je présenterai au chapitre
3 des visualisations plus systématiques.

2.13.2 Equations RPA dans la base des POO

Cet exposé a été inspiré par le traitement des méthodes de corrélation locale par Knowles et
Werner[169]. On va trouver plus pratique ici de réécrire toutes les matrices (X),, j, trouvées dans
la dérivation des équations RPA dans sa formulation avec les équations de "Riccati ", section 2.5.3,

. ij ingi : Qe ik kj Lo . .
;(?mmtf.: : (X )ab. Ainsi un produit (XY);, 3, s écrit-il (X )ac (Y )Cb, et on écrit les équations de
iccati :
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RY = BY + A*TY + T*AY + T*BYTY = 0, (2.13.4)

ou les matrices sont de dimensions nyyo X nymo. On établit une relation de passage entre les ampli-
tudes T" exprimées dans la base des VMO et des POO de la maniére suivante :

Paq|
W= T Y= D T by By

Pedp Padp
= D T bVap, - $5Vig, -
Paqp ab
=D Van g, Vil oaretp )= D T 10, (2.13.5)
ab paqp ab

c’est-a-dire que 1’on dispose de la relation suivante :

Too = VT,V (2.13.6)

\% POO

On peut donc écrire, en multipliant les équations de Riccati & gauche par V' et a droite par V :

VIRV = VIBIV + VIA¥ (VI V) V + VT (VI V) ANV

POO
+V! (VTgCOOVT) BY (VTgOOVT) Vv, (2.13.7)
c’est-a-dire :
i i k ; ; Ii
RPOO = BPJoo + AIfOOTP{)OS + STlfOOAPOO + STlfooBllglooT;{ooS, (2.13.8)

avec des définitions évidentes pour RPOO, BPOO et APOO Ces matrices sont de dimensions npop X
npoo = 3.nLmo X 3.nmo. Dans les équations précédentes, j’ai distingué les matrices exprimées dans

la base des VMO de celles exprimées dans la base des POO par la dénomination "XPOO , mais dans

la suite ce sont les indices de dépendance qui indiqueront au lecteur la base considérée : (X’J ) ou

(xi7) .
mang

Notons que si 1’on veut écrire séparément les contributions de la fockienne des contributions des
intégrales bi-électroniques dans les termes A“T*'S (et ST*A*/) on se retrouve a écrire, par exemple :

ik kj rik kj
Ay Tzﬂjny =Via (fab(5ik = fikGap + A Zb) Vi, T,ﬂj,,y - A
Vlj@,aﬁlb Vblﬁ le fk mya Oab Vhlﬂ Tk]ny - Vr;th”kalﬂ Tl];]ny (2139)
= ij _f J ’
= (F17),, — Ji (ST Dy, * AT

mn’

de sorte que 1’équation (2.13.8) s’écrit :
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RV = BY + (fTUS — f3,STYS + A"*THS) + (STVf — ST*Sf;; + ST*A') + ST*BHTVS
(2.13.10)

Les éléments de la matrice de fock dans la base des POO sont donnés dans I’ Annexe D.3. Du
fait de la non orthogonalité des POO et de la structure non diagonale de la matrice de Fock, le
schéma de résolution habituel des équations de Riccati (montré équation (2.5.19)) doit étre revu : un
nouveau schéma comportant une transformation vers des orbitales virtuelles pseudo-canoniques qui
diagonalisent la matrice de Fock est dérivé dans I’ Annexe D.1.1.

2.13.3 Approximation des excitations locales

On peut considérer que les excitations sont limitées a des domaines de paires, et ainsi les dimen-
sions effectives des équations correspondantes a une paire sont plus ou moins indépendantes de la
taille du systeme.

Dans les cas les plus simples, on peut considérer que les POO a prendre en compte pour

une paire [ij] donnée sont les orbitales i, et jg. Ainsi, pour chaque paire [ij] d’orbitales

occupées, de tous les éléments de matrice (Xij ) , seuls ceux du bloc 3 X 3 correspondant
mgng

aux orbitales virtuelles localisées construites a partir des orbitales occupées i j sont non nuls
(voir 2.6).

Pour comprendre I'impact d’une telle simplification du modele, reprenons les équations de Ric-
cati vues équation (2.13.8) en explicitant les indices des matrices impliquées :

ij  _ pij ik kj ik skj ik pkl lj
Ritang = Birng + Ao p TpyasS gsng + S map, T gsAgons + Smap, T qs Baor TreseS sengs (2.13.11)
qui se simplifie en :
ij  _ pij ik ki g ik gk ik pkl pli oo
Riﬂjﬂ = Bm‘f + Ainkkayj(;S.I&.lﬁ + szyTi,k,,-Aijﬁ + S,a,yTiykéBkélETléng_,g_,ﬁ (2.13.12)

Dans ce modele d’excitations locales, on peut utiliser les notations adaptées suivantes : (Xij )aﬁ =
<X’7 )i i c’est-a-dire que les exposants ij indiquent a la fois la paire d’orbitales occupées considérée
aJp

et les orbitales occupées qui servent de bases aux POO « et 8. On désigne également par (sii) =
[ey

S,i; la sous-matrice de S correspondant au bloc 3 X 3 li€ a la paire [ij] (voir figure 2.6). On obtient,
sous forme matricielle :

RY = BV + A*Tgl/ 4 sTT*AR 4 BTl (2.13.13)
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R ™oy x oy & oy«
xy|]_y3|12y ><v|nfyjlzy xy @ 7y Xy @ 7y
x vy =z w v =z x y =z x vy =z
aihy -+ anbp
. : . X yX & . X yX X
aibn anbn o i e
v I o v o
x y =z @ yz =z
Nvmo
o ™oy ® oy o
wlpfna vl na v @ o v Q o
x y =z x y =z x y =z x y =z
3 x NLmo 3% NLmo

FiGure 2.6: Dans la formulation canonique des équations de Riccati, pour chaque paire i j d’orbitales
occupées, on doit résoudre un probleme matriciel de dimension nyyo X nymo (schématiquement, a
gauche). Avec un formalisme d’orbitales virtuelles localisées de type POO, chaque orbitale occupée
fournit 3 orbitales oscillantes, ainsi pour chaque paire ij d’orbitales occupées, on doit résoudre un
probleme matriciel de dimension 3.np v X 3.npMm0 (Schéma du milieu), qui est a priori de plus faible
dimension que nymo X nymo- Avec I’approximation des excitations locales, pour chaque paire ij
d’orbitales occupées, seules les POO formées a partir de cette paire sont a considérer, et on ne doit
plus résoudre qu’un probleme matriciel de dimension 3 X 3 (voir le schéma de droite).

ol les matrices sont de dimensions 3 X 3, peu importe la taille du systeme.
La formulation qui sépare les contributions de la fockienne des intégrales bi-électroniques dans
A dérivée équation (2.13.10) fait émerger ici des termes s™ et s“/, selon :

RY = BY + (fTs// — fys* T/ + A"*THs 1))
+ (ST — ST £+ STTRA) + STTRBHT s, (2.13.14)
ol on désigne par f la sous-matrice de f correspondant aux orbitales virtuelles POO construites
a partir des orbitales occupées [ij]. On décide de négliger les termes s pour i # k : il s’agit de

termes S 4, de recouvrement d’orbitales virtuelles construites a partir d’orbitales occupées localisées
potentiellement éloignées les unes des autres. On écrira alors plutdt :

RV = BY + (£ — fs"Tiis// + A’ *THs 1))
+ (S"TURIT — STV f; + STTRAT) + STTRBH TS (2.13.15)

Cette équation peut étre résolue de maniere itérative de la méme maniere que précédemment,
comme montré dans I’Annexe D.1.2.

2.13.4 Intégrales bi-électroniques

Les matrices A’ et B sont composées des éléments K, K'"/ et J*/ que je m’efforce ici d’expli-
citer. On se concentre sur I’expression de K, avant de discuter les expressions de K’/ et J¥.
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Les éléments de matrice des intégrales bi-électroniques peuvent étre exprimés simplement par la
transformation entre les VMO et les POO, en écrivant :

VMO VMO
(mafling) = > Vh (@jlib) Vin, = D D" Vi CuaCrj @rloe) CL,Ch Vi,
a,b ab uvpo
= Z Coum, Coj (urloer) CL.CT (2.13.16)
uvpo

Cette maniere d’écrire les intégrales bi-électroniques dans la base des POO n’est pas dévelop-
pée plus dans la suite du manuscrit, mais pourrait se révéler intéressant a poursuivre dans le futur,
comme mesure de contrdle de tous ces développements autour des POO. On peut notamment se
poser des questions au sujet du comportement des POO dans le cas de deux extrémes : les POO
construites a partir de bases minimales seront-elles « pauvres », d’une certaine maniere, ¢’est-a-dire
présenteraient-elles peu de flexibilité pour décrire correctement un systéme ; au contraire les POO
construites a partir de grandes bases possédant une grande flexibilité produiraient-elles une sorte de
sous-espace optimale de virtuelles (optimale dans le sens ou elle reproduirait correctement 1’énergie
de corrélation longue-portée). Ces questions feront I’objet de développements futurs.

Notons également que les définitions que 1’on donne 2.13.1 des POO s’arrétent a 1’ordre le plus
bas des polynomes. On peut en principe générer des POO d’ordres plus élevés, et définir des matrices
V correspondant a ces POO. Sélectionner un ordre de polyndome pour générer les POO revient &
sélectionner certaines formes et propriétés de ces POO, c’est-a-dire revient en fait a sélectionner une
sous-espace des orbitales virtuelles, par exemple dans le but de bien décrire telle ou telle propriété.

Dans I’esprit de mettre en place une théorie approximée qui profite du caractere local des or-
bitales, on peut également écrire une expansion multipolaire[173, 182] (ici dipolaire), par exemple
pour les éléments de la matrice K :

Kty = (majling) = (mail ing) = (maliy|i) Li j, (i{#slms) (2.13.17)

ou <ma|fq/|i> sont des moments dipolaires et L est le tenseur d’interaction longue-portée de second
ordre (voir Annexe D.2.1).

Un résultat remarquable dans ce développement d’orbitales POO est que les moments dipolaires
que I’on trouve dans 1’équation (2.13.17) s’écrivent :

<ma|f’y|i> = <m

P (1= P) 7

i) = Sy, (2.13.18)

et sont en fait les recouvrements entre orbitales virtuelles POO. Ceci permet d’écrire les matrices de
type K :

Kirng = S mai Lis jsS jong» (2.13.19)

et, avec le modele des excitations locales :
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K/ = §iLisli (2.13.20)

Les matrices K’ dans I’approximation des excitations locales s’écrivent :

K’/ = siLjisi. (2.13.21)

et impliquent des recouvrements de densité de charge appartenant a des domaines différents, que
I’on peut négliger en accord avec I’approximation des excitations locales : de toutes les matrices
K'Y, seules les matrices K'" = s"L"s" sont non nulles. On écrit :

BY = KY - (K’ = KY(1 = £68;;) = s"LY(1 = £68;))s" = s”Lj{sff , (2.13.22)

qui définit Lg . Je choisis I’indice « B » pour rappeler que c’est un objet qui émerge dans 1’expansion
multipolaire de la matrice B. Les intégrales de type J” dans la formulation sans approximation
s’écrivent :

Tty = (ima)jng) = (ijlmang) (2.13.23)

Il s’agit de I’interaction de densités de charge formées par des orbitales localisées qui appar-
tiennent a des domaines différents : on peut les négliger. On doit néanmoins garder les termes
(ii 'mamﬁ), qui sont dérivés Annexe D.2.2. On écrit, dans I’approximation des excitations locales :

A = KiJ — 51.].]42, (2.13.24)

ou L contient I’ « interrupteur » £ qui permet de passer d’une formulation dRPA a une formulation
RPAX, et est défini dans la méme Annexe. Il s’agit d’un terme long mais pas compliqué ; son intérét
est ici assez relatif. Le nom que je Iui donne, L, est censé rappeler le terme Lg que I’on a vu émerger
plus haut, et rappeler qu’ici il I’objet émerge dans la dérivation de la matrice A".

La méthode présentée ci-dessus, déja amplement simplifiée par I’ensemble des approximations,
prend en couple les corrélations dipolaires anisotropes entre les électrons associés par les paires d’or-
bitales localisées. Par la résolution des équations Riccati simplifiées, on note que les effets a N-corps
sont pris en compte a 1’ordre infini. Dans la suite j’introduis quelques simplifications supplémen-
taires dans le but de rendre ce modele le plus proche possible des modeles qui sont postulés, souvent
d’une maniere ad hoc, en terme de coefficients de dispersion Cg et d’interaction 1 /R6 modulée par
une fonction d’atténuation.
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2.13.5 Approximation par moyenne sphérique et coefficients C6

On peut encore simplifier les matrices 3 X 3 discutées plus haut par des objets scalaires, en
considérant une moyenne sphérique des recouvrements entre POO et des éléments de la fockienne
dans la base POO :

Stg = 55'6ap ou: s =(ilr?i) - Zl(zlrlk)|2 (2.13.25)

it L f60 ou: fl=3+ Z (K[e[i) = " <ilelky fu el (2.13.26)
kl

k

(I’expression de s se retrouve facilement a partir de la définition du recouvrement S ; les dérivations
qui menent a f* sont montrées dans I’ Annexe D.3). Avec cette approximation, les équations (2.13.15)
s’écrivent :

T | 1 | 1
R;]ﬁ 7’ LB sf + (3 FiTs/ - —f STV s/ + BS Lmsska]s/ - §L Z(ST” sf)

1 1 1 1 1
(32 STV fI ’T”s’f]j + —s T(’YkT kLk's/ §s T(I,ZTLA”) + 3—4s T(’YkT kLBkl slTZj s/,

(2.13.27)

¢’est-a-dire, en multipliant par 3% :

RY = s's/L) + (f1sT - fis's'T - 3sf'L"")T"f + T (s' /1 = fs's'1 - 35'LY)

+1slSJ KLk o lslsj KTk K o L sl sk iKY (2.13.28)

On montre dans 1I’Annexe D.1.3 que cette équation peut étre résolue sans effectuer de trans-
formation pseudo-canonique, puisque 1’on n’a plus a gérer le probleéme de la matrice de Fock non
diagonale.

On va pouvoir dériver ici une expression de coefficients Cq. Pour rappel rapide, les coefficients
Cs sont les coefficients que 1’on utilise dans la modélisation de la force de dispersion de London par
la formule Cg/R®. On peut les dériver a partir de 1’équation de Casimir-Polder[183, 184] (qui décrit
les forces de dispersion comme résultant de fluctuations corrélées des densités de charges entre
deux couples de points situés dans deux sous-systemes) avec une succession d’approximations qui
ressemblent aux approximations qui nous ont menés a ce point (expansion multipolaire, moyenne
sphérique, efc... ). On trouvera dans les sections II et IV.A de la référence [31] une description
sommaire du procédé.

On rappelle que, notamment, la version dRPA-I de la formulation avec équations de "Riccati " se
réduit au deuxieme ordre de I’interaction (voir la section 2.4.6) a I’énergie MP2 directe. Dans cette
formulation, et avec une adaptation de spin, I’énergie dRPA-I s’écrit (voir 1’équation (2.6.8), et la
section 2.6 en général) :

. 1 ; ;
EORPAIRiccati _ 5tr{ IBIRPA IRPA} — ¢ (KT) = Z Z S'LYSITY, (2.13.29)
ij af
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ou T est ’amplitude obtenue avec des équations de Riccati ou, dans notre cas présent, Ly = L et
LA = 0 (c’est-a-dire o { = 0). Une approximation de la premiere itération de la procédure montrée
équation (D.1.15) est :

iojri)
i s's La/ﬁ

o " sifi—sisifi;+ fisi —sisify’

(2.13.30)

qui, inséré dans I’équation (2.13.29) de I’énergie, fournit une expression proche d’une sorte de MP2
directe simplifié.

Faisant usage du fait que la trace des tenseurs d’interaction longue-portée est 3,5 L;Jﬁijﬁ =
I%F # (R’J ) (voir I’ Annexe D.2.1 ot ceci est montré), on se retrouve a écrire 1’énergie de corrélation

de I’équation (2.13.29) sous la forme :

dRPA-I(2) 2 572 U ugpii C§ (i
ERPAID o N2 — FH(RITY = F* (R 21331
‘ zJ: 3577 —sisify; + 9~ sy g Z‘ we () @13

Cette équation définit un coefficient Céj approximé entre entre les LMO i et j. En utilisant la
forme complete de 1’énergie de corrélation dans cette approximation (avec les amplitudes conver-
gées) nous avons un modele de type « dispersion a N-corps » ("many-body dispersion") dipolaire
entre les orbitales localisées. Sur des bases assez différentes, avec des ingrédients empiriques, un
modele du méme esprit a été proposé tres récemment par Silvestrelli [185].

Dans une dérivation des coefficients C¢ a partir de la formule de Casimir-Polder, on trouve en
fait ces coefficients par I’intégration :

T I

Clﬁj = —/ dw y(iw)a)(iw), (2.13.32)
T Jo

c’est-a-dire que, en « remontant » ce raisonnement a partir des coefficients C¢ que I’on a trouvé

par un autre moyen, on peut établir qu’ils correspondent a une approximation terme unique de la

polarisabilité dynamique dipolaire non-interagissante moyenne suivante :

‘ 2 fis/ —_s'i_.vf fi

@) (iw) ~ g—zs (2.13.33)

Le lecteur peut vérifier que cette expression de 66(1’4:)), injectée dans 1’équation (2.13.32), fournit
bien les coefficients Cg vus équation (2.13.31). On observe que dans 1’équation (2.13.33), 1’éner-
gie d’excitation effective qui permet d’écrire la polarisabilité moyenne est dans notre cas w; =
fisd = sisif;

stsl

ici, les polarisabilités) avec des énergies effectives moyennes dans le chapitre 4, ot on adapte la
technique EED a I’espace réel. Dans I’expression (2.13.33), le fait que I’on peut exprimer Eé(iw)
uniquement en fonction des objets f“ et s est une conséquence de la propriété remarquable que le

. On reverra cette facon d’exprimer les objets tels que les fonctions de réponse (et,

82



Conclusion et perspectives

second moment entre une orbitale occupée et une POO correspond au recouvrement entre POO (voir
équation (2.13.18)).

L’énergie de corrélation RPA non approximée peut €tre obtenue par itération, c’est-a-dire par la
formule logarithmique (voir la section 2.7 sur le sujet) :

1 [d
ERPAT -5 / %tr{Log(l] — Mp(iw)K) + No(iw)K}, (2.13.34)

ou [y(iw) est la fonction de réponse non-interagissante dans un exemple a deux centres :

. aiw) 0 o (i) 0 0
MNo(iw) = ( 0 (i) ] ou:  ay(iw) = 0 @y (iw) _'() . (2.13.35)
0 0 @ (iw)
et:
K K2 ) SlL;]xsj S’Ly}sf s’L;JZsJ
K =[ K K2 ] ou: KY=| sLls SLys SLs (2.13.36)

irij o Al oj irij oj
s'Lis’  s'Lys’  s'Lzs

On retrouve avec cette formulation alternative un modele qui lui aussi contient des sommations
d’interaction a N-corps a 1’ordre infini, comme on a mentionné plus haut avec I’utilisation des am-
plitudes convergées.

2.14 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre j’ai esquissé quelques pistes possibles pour exploiter les avantages de formuler
le probleme RPA dans une base localisée, notamment dans le contexte de calculs inter-moléculaires
(collaboration avec le LCT). Les dérivations des équations avec les orbitales oscillantes projetées
montrent que I’on peut, sous certaines approximations que I’on considere adaptées, exprimer la tota-
lité des équations impliquées dans les calculs RPA sans mention explicite des orbitales virtuelles. Cet
axe de travail est d’un intérét certain du point de vue pratique du temps de calcul. Egalement, ceci
est un message encourageant quant a la perspective de construire des fonctionnelles de corrélation
de qualité RPA mais qui ne nécessitent pas I’utilisation des orbitales virtuelles. Aprés un chapitre
concernant un travail sur les visualisations dans 1’espace réel, on va retrouver cette idée d’éviter la
connaissance du spectre complet de I’hamiltonien dans 1’approximation EED (chapitre 4).
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Chapitre 3

Visualisations dans I’espace réel

On propose dans ce chapitre des visualisations sur des grilles de 1’espace réel. Un
programme a été écrit, capable de calculer des fonctions de I’espace réel telles que le
trou d’échange, la fonction de réponse, ou encore une approximation Gaussienne de la
fonction de Dirac, etc... Ce programme utilise en input des orbitales d’un calcul MOLPRO
quelconque calculées sur des grilles parallélépipédiques ou sur des grilles dites de type
"DFT", et écrites dans des fichiers formatés ou non.

Ce travail est une sorte de préambule a un travail plus important qui consisterait a
repenser la génération des points des grilles de type "DFT" pour mieux échantillonner
I’espace entre les atomes et mieux correspondre aux besoins de calculs de corrélation
longue-portée.

On montre des visualisations des orbitales POO décrites au chapitre 2.8, ainsi que des
visualisations du trou d’échange et de la fonction de réponse.

31 A propos des grilles

Représenter une fonction f(r) dans I’espace réel suppose de mettre en place une grille de I’es-
pace, avec un ensemble de points discrets {A}, de sorte que I’on puisse représenter la fonction f(A)
sur les points de grille. Les grilles les plus communément utilisées lorsque I’on veut atteindre une
représentation visuelle des objets sont des grilles parallélépipédiques, ou grilles "régulieres”, dans
lesquelles les points sont régulierement disposés dans les directions x, y et z, voir figure 3.1. Dans
le cas de ces grilles "régulieres", les coordonnées des points sont entierement connues lorsque 1’on
connait un point d’origine et I’espacement entre les points dans chaque direction. On peut égale-
ment utiliser des grilles développées pour la DFT, qui sont des grilles dans lesquelles les points
sont judicieusement placés pour correctement représenter 1’espace 1a ou la densité est supposée étre
« intéressante », et sont épars voire inexistants la ou la densité est attendue nulle. En pratique, on
place des points munis de poids autour des atomes avec des parametres dépendant des propriétés des
atomes. Ceci permet d’obtenir des grilles avec beaucoup moins de points, et ol les points sont tous
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importants (voir par exemple figure 3.1). Avec ces grilles, on doit explicitement donner toutes les
coordonnées, ainsi que les poids qui sont associés a chaque point.

TaBLe 3.1: Grilles "régulieres" (haut) et de type "DFT" (bas). On montre les points de grilles a
gauche, les connexions qui permettent de tracer des isosurfaces efc... au milieu, et les points avec
leurs connexions a droite. (Dans le cas de la grille "réguliere" seulement un point sur dix est montré,
pour des raisons de clarté). On voit nettement les différences de densité et de distribution dans les
deux méthodes. Notons que dans le cas des grilles de type "DFT", quelques points sont placés loin
de la molécule, ce qui oblige ici a visualiser une plus grande boite. Dans I’exemple que I’on montre
ici, la grille "réguliere" contient 80 X 80 x 80 = 512000 points ; la grille DFT en contient 5835.

Nous pensons qu’un développement intéressant autour de 1’utilisation de ces grilles de
type "DFT" pour calculer et représenter des objets ayant trait a la corrélation longue-portée
serait une reprogrammation de la génération des points de maniere a échantillonner plus
précisément I’espace entre les atomes.

J’ai écrit un programme interfacé avec MOLPRO [131] capable de calculer sur des grilles (de type
"régulieres" ou de type "DFT") des fonctions telles que la fonction de réponse y(r;, r>) = (A, B), le
trou d’échange hx(ri,12) = hx(A, B), etc. .. A partir d’un calcul MOLPRO au choix, les orbitales sont
récupérées dans des fichiers CUBE classiques dans le cas des grilles "régulieres”, et, dans le cas de
grilles de type "DFT", dans des fichiers CUBE modifiés qui semblent décrire des grilles 1 X 1 X Ny
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ol Ny est le nombre total de points de grille. Une liste des coordonnées et des poids est alors lue
dans le fichier de sortie du calcul MOLPRO. Les fichiers peuvent étre sous forme formatée ou non.

De nombreux outils de visualisation existent pour représenter des fonctions de I’espace a 1’aide
de grilles réelles (citons VMD, ou MoProViewer). J’ai mis en place une procédure pour représenter des
fonctions de I’espace calculées sur des grilles de type "DFT", en utilisant OpenDX DataExplorer
(par brieveté : DX). Ainsi, les fonctions calculées sur des grilles par notre programme sont données
en sortie, soit a nouveau sous forme de fichiers CUBE dans le cas des grilles "régulieres", soit sous
une forme lisible par DX dans le cas des grilles de type "DFT".

3.2 Orbitales localisées POO

Je propose la procédure suivante de visualisation systématique des orbitales POO : pour un en-
semble LMO/POO {i, iy, 1y, iz} donné, on montre les isocontours sur les trois plans de coupe (xy, yz,
zx) centrés sur le centroide de 1la LMO i.

Dans la figure 3.2 est présenté le résultat d’une telle procédure pour une orbitale LMO corres-
pondant a une paire libre de I’oxygene d’une molécule d’eau et figure 3.3 pour une orbitale corres-
pondant 2 une liaison C-C de 1’éthyléne. A chaque fois, pour chaque plan de coupe, je montre, de
gauche a droite : le plan de coupe, I’'isocontour de la LMO, et les isocontours des 3 POO construites
a partir de la LMO. Le centroide de la LMO, centre des plans de coupes, est représenté par un point
noir labelisé "Q".

On voit bien I'effet de la multiplication par un élément 7, dans chaque direction, c’est-a-dire
la création de plans nodaux et la succession de zones de contours positifs et négatifs autour du
centroide. Pour chaque direction (c’est-a-dire pour chaque POO) un des plans de coupe est « inutile »
(par exemple un plan de coupe yz pour une POO créée par multiplication par 7). On voit également
la détérioration relative de la localité par rapport a 1’orbitale LMO.

3.3 Trou d’échange

Une idée intéressante pour évaluer la qualité des orbitales localisées est d’utiliser une rela-
tion bien connue[186—-189] concernant I’expression du trou d’échange dans le contexte des or-
bitales localisées. On considere 1’expression du trou d’échange avec des fonctions d’onde mono-
déterminantales :

1
hy(ry,12) = P E ¢; (r1)¢;(r1)g; (r2)¢(r2), (3.3.1)
ij

qui, dans le cas d’orbitales parfaitement localisées, s’écrit :

2
trry = 3 O e (332)

On peut considérer que 1’espace de la molécule est divisé en domaines[31] Q; dans lesquels
% ~ 1. Ainsi, avec la fonction fenétre ®;(r;) (qui est égale a 1 si r; est dans €; et est nulle

autrement), on écrit :
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(6] (2) (3 4

Ficure 3.2: Isocontours des orbitales oscillantes projetées (POO, colonnes (2), (3) et (4)) construites
a partir d’une orbitale localisée occupée (LMO, colonne (1)) correspondant a un doublet libre de
I’oxygene de la molécule d’eau. On montre (tout a gauche) un schéma indiquant les plans de coupe
sur lesquels sont calculés les isocontours ; on représente par un point noir labelisé "Q" le centroide
de la LMO.

ha(xi,e2) = ) O Igi(r) (3.3.3)

c’est-a-dire que 1’on peut approximer le trou d’échange li€ a un point de référence r4 par le carré
de I’orbitale qui est localisée dans le domaine de I’espace de ce point : h,(rs,12) = |¢A(r2)|2, ou A
désigne I’orbitale pour laquelle O4(ry) = 1.

Je montre figure 3.4 un exemple d’une telle approximation pour un point de référence ry au
niveau du centroide d’une orbitale localisée correspondant a un doublet libre de 1’oxygene de 1la mo-
1écule d’eau et figure 3.5 pour un point de référence au niveau du centroide d’une orbitale localisée
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1) (2 (©)] 4

Ficure 3.3: Isocontours des orbitales oscillantes projetées (POO, colonnes (2), (3) et (4)) construites
a partir d’une orbitale localisée occupée (LMO, colonne (1)) correspondant a une liaison C-C de
I’éthylene. On montre (tout a gauche) un schéma indiquant les plans de coupe sur lesquels sont

2

calculés les isocontours ; on représente par un point noir labelisé "Q" le centroide de la LMO.

correspondant a une liaison C-C de I’éthylene. On est enclins a penser que la bonne correspondance
entre les représentations des objets des deux ctés du signe égal de I’équation (3.3.3) indique la
qualité de la localisation des orbitales.

3.4 Fonction de réponse

Des définitions de la densité a deux particules 715(ry, 12) = 7(ry)7(ry) — 6(ry, rp)i(ry) et du trou
no(ry,ra)

d’échange-corrélation h,.(ri,ry) = ————
n(ry)

— n(r,), on peut déduire la relation qui suit :

89



Visualisations dans I’espace réel

) @

Ficure 3.4: Représentation sur trois plans de coupe des isocontours (1) du trou d’échange corres-
pondant au point de référence ry montré par le point noir labelisé "Q" et (2) du carré de I’orbitale
localisée dont le centroide est le point de référence, ra.

n(r)hy(ry, 1) = m(ry, rp) — n(rpn(rs)
= (fp(ry,12)) — (A(ry)) (A(r2))
= (A(r)a(ry)) — 6(ry, r2) (Ary)) — (Adry)) (Ara))
= (on(r1)on(ry)) — o(ry, r2) (A(ry)) , (34.1)

ou (L) désigne une valeur moyenne sur 1’état fondamental, (O]LI|O) et ot on utilise 7 = n + 671 (voir
2.2). Ainsi :

n(r)hy(ry, r2) + 0(ry, ro)n(r) = (6a(r;)on(r,)) (3.4.2)

On retrouve une expression qui met en jeu les fluctuations de densité de charge. Comme on a vu
dans le chapitre sur la RPA, et notamment équation (2.2.4), ces fluctuations sont liées a la fonction
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1) @

Ficure 3.5: Représentation sur trois plans de coupe des isocontours (1) du trou d’échange corres-

pondant au point de référence ry montré par le point noir labelisé "Q" et (2) du carré de I’orbitale
localisée dont le centroide est le point de référence, ra.

de réponse par le théoreme de fluctuation-dissipation. On va d’ailleurs voir a présent que 1’on peut
lier I’équation (3.4.2) a la fonction de réponse statique. Ainsi, comme il sera rendu abondamment
clair dans la suite (voir chapitre 4), on peut approximer la fonction de réponse en utilisant des dé-
nominateurs effectifs de sorte a « faire monter » la sommation sur les états excités au numérateur, y
utiliser une résolution de I’identité et se débarrasser du besoin de connaitre le spectre d’excitation.
Ceci appliqué simplement a la fonction de réponse statique donne :
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ne(rny(ry)  ngy(ring(ry)

;0) = 4.
x(r1,12;0) ; W= (343)
na(rl)na(rZ)
=y D e 2]
; ”7+ - Qa/
Zag:ﬁO na(rl )na(rZ)
== (3.4.4)
Q(ry, 1)
~ ZW o< )" na(r)ng(ra), (3.4.5)
a#0

ou, a part la supposition que les orbitales soient réelles, seule la derniere étape est une approximation,
c’est-a-dire seule I’étape qui réduit la fonction Q(ry, r>) définie ligne (3.4.4) a une simple constante
Q est une approximation. On fait le lien entre la forme de la fonction de réponse vue ligne (3.4.3) et
celles vues dans le chapitre sur la RPA dans I’ Annexe A.6.3. L’approximation que 1’on voit ici est
une esquisse d’une technique largement développée dans la suite, et d’une certaine maniere vue dans
les références[31, 153]. L’idée pour le moment est simplement de pouvoir montrer qu’au final, une
comparaison des équations (3.4.2) et (3.4.5) permet d’écrire :

X1, 123 0) oc n(r)hye(ry, r2) + 6(r, r2)n(r) (3.4.6)

Les portées de cette équation sont multiples. Elle permet de comprendre que la réponse de la
densité de charge d’un systeme au point r, a une perturbation extérieure appliquée en r; peut étre
prédite a partir de la connaissance du trou d’échange-corrélation du point de référence r;. Ainsi la
réponse du systeme (la redistribution des électrons ; c’est-a-dire la polarisation des électrons) ne sera
non-nulle que dans I’espace ou le trou est non-nul. Ceci lie intimement les notions de trou d’échan-
ge-corrélation, de fonction de réponse, et de localisation des électrons[153].

Avec le programme décrit section 3.1, on peut calculer sur une grille les fonctions y(ry4,rp),
hy(ra,rp) et 6(ra, rp), de sorte que 1’on peut représenter visuellement les objets a gauche et a droite
du signe égal de 1’équation (3.4.6).

De telles représentations sont montrées figure 3.6 pour un point de référence r4 placé au niveau
du centroide d’une orbitale localisée correspondant & un doublet libre de 1’oxygene de la molécule
d’eau et figure 3.7 pour un point de référence placé au niveau de la liaison C-C de I’éthylene. On voit
que la structure primaire de la fonction de réponse est récupérée par 1’approximation vue équation
(3.4.6).

3.5 Conclusion

Le travail présenté ici rend compte de pistes de reflexions autour de I’ utilisation de grilles de 1’es-
pace réel pour des calculs de corrélation RPA. Cette possibilité a toujours été repoussée a cause de
la résolution nécessaire lorsque I’on utilise des grilles parallélépipédiques, et donc du nombre rédhi-
bitoire de points de grilles sur lesquels faire des sommations. L’utilisation (et a terme : 1’adaptation)
des grilles de type "DFT" devrait ouvrir la voie a d’intéressants développements a ce sujet. Avec le

92



Conclusion

1) @

Ficure 3.6: Représentation sur trois plans de coupe des isocontours de (1) la fonction de réponse
correspondant au point de référence ry montré par le point noir labelisé "Q" et de (2) 1’objet vu a
droite du signe égal de I’équation (3.4.6), également au point de référence ry.

programme que j’ai écrit lors de ces réflexions, il est tout de méme d’ores et déja possible d’obtenir
des visualisations, entre autres : de fonctions de réponse. Ceci est un outil assez peu répandu malgré
son intérét certain pour atteindre une meilleure compréhension des phénomenes liés a la corrélation.
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()] @

Ficure 3.7: Représentation sur trois plans de coupe des isocontours de (1) la fonction de réponse
correspondant au point de référence ry montré par le point noir labelisé "Q" et de (2) 1’objet vu a
droite du signe égal de 1’équation (3.4.6), également au point de référence ry.
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Chapitre 4

EED : Approximation du dénominateur
effectif

Le but de ce chapitre est de montrer un développement d’une approximation appe-
1ée EED (pour Effective Energy Denominator) et qui consiste a écrire la "sommation de
fractions" qui apparait dans les expressions des fonctions de réponse comme une "frac-
tion d’une sommation", c’est-a-dire que 1’on écrit un objet qui autorise I’application d’une
résolution de 1’identité au numérateur, et permet ainsi de s’affranchir de la connaissance
du spectre de I’hamiltonien. Cette technique est une généralisation de I’approximation de
Unsold ot I’énergie moyenne dépend de la fréquence. On trouve en Annexe E les détails
des dérivations.

Ce développement se place dans 1’espace direct, c’est-a-dire que I’on manipule des
objets avec leurs dépendances aux coordonnées spatiales, par opposition aux habitudes de
présenter des développements dans les espaces de Hilbert, c’est-a-dire sur des objets écrits
avec des éléments de matrice sur une base d’orbitales.

4.1 Contexte et motivation

Habituellement, on travaille en chimie quantique avec une représentation matricielle des objets
qui nous intéressent, ou les dimensions du probléme sont déterminées par celles de 1’espace des
fonctions de base (par exemple orbitales atomiques, ondes planes, efc... ). On réfere souvent a une
telle technique comme une approche spectrale, étant donné qu’il s’agit d’une expansion de type
Fourier de la fonction cible ; ce que I’on peut mettre en opposition avec des méthodes qui représentent
cette fonction cible directement sur une grille de points soit dans 1’espace direct, soit dans 1’espace
réciproque. Typiquement, en DFT, on utilise une représentation sur grille de la densité électronique,
qui est une fonction relativement simple a 3 variables. On a vu qu’en RPA la quantité fondamentale
est la fonction de réponse (et les fonctions de corrélation de paire), qui dépendent de 2 fois 3 variables
d’espace, ce qui entraine une complexité considérablement plus importante.



EED : Approximation du dénominateur effectif

Dans les expressions de la fonction de réponse que 1’on rencontre dans les autres sections, on
a besoin du spectre complet des excitations de I’hamiltonien, c¢’est-a-dire que I’on a besoin d’une
lourde sommation sur les états virtuels. On montre ici une sorte de généralisation de I’approxima-
tion de Unsold[190], autrement connue sous la dénomination d’approximation du « dénominateur
effectif ». L’idée de base, tres simple, est de sortir le dénominateur de la sommation en définissant un
dénominateur effectif. La sommation ne porte plus ainsi que sur le numérateur, sur lequel on applique
une simple résolution de I’identité pour se débarrasser de la sommation sur les états excités.

Lors des applications de 1’approximation d’Unsold, le dénominateur effectif peut étre choisi de
différentes maniéres : a partir du premier potentiel d’ionisation[191], pour reproduire une valeur ex-
périmentale, ou a partir des considérations de perturbatives[192]. Ces choix présentent leurs limites
lorsque I’on considere la quantité de la fonction de réponse approximée sur I’ensemble de la gamme
de fréquence.

4.2 Technique de I’énergie effective

Une approche alternative, potentiellement exacte, a été proposée par Berger et. al. [193, 194]
sous la forme d’un dénominateur effectif qui est fréquence-dépendant. Cette technique porte le nom
d’approximation du dénominateur effectif (Effective Energy Denominator : EED). La dérivation de
Berger et. al. est faite dans le cadre de la physique du solide, donc en espace réciproque. Je montre
ici une étude du sujet en espace réel.

On utilise une forme de la fonction de réponse y qui nous sera pratique dans la suite. Cette
forme est dérivée dans la section A.6.3, et s’écrit (se souvenir que la quantité i* que 1’on voit dans
I’ Annexe tend in fine vers zéro et n’est présente que pour justifier certains raisonnements, voir A.6.1
et surtout A.6.2) :

. no(rong(ra) — ng(rne(rz) . .
x(ry, s i) = Z{ T T }=)(+(1'1,r2;w))+)(_(r1,r2;la)), @.2.1)
I iw o iw "

ol I’on observe la propriété suivante : y7 (r;,r2; —w) = y—(r;,Ir2; w). Ainsi, la procédure que 1’on
va décrire dans la suite peut étre appliquée a y, et y_. Ceci générerait, comme on va le voir dans la
suite, une série d’objets Q, Q. etc... qui sont tous liés par le méme type de relation qui lie y.. II
semble plus pédagogique de travailler sous I’hypotheése d’orbitales réelles, ol on a n,(r2) = n,(r7)
et ol on peut écrire :

X(rl,rg;iw)=Zna(r1)na(r2){ LN }:2Re{ZM}, 4.2.2)
a0

o iw—-Q, —iw-—8Q, iw—Q,
. . . S o (F I (r2)
et d’appliquer le procédure directement a y = ¥, "8 =
La procédure est donc la suivante : on définit le dénominateur effectif (I"'EED) Q"' (ry, r,, iw) par
la relation :

Xx(r, 1 iw) = .Zwo Na(F1)1a(r2)

; 4.2.3
iw — Q" (1,1, W) ( )
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Technique de I’énergie effective

qui donne une nouvelle expression (en principe exacte) de la fonction de réponse. Notons que 1’éner-
gie effective Q" (ry, 12, iw) dépend a la fois des deux coordonnées qui sont impliquées dans la fonc-
tion réponse, ainsi que de la fréquence y. Cette dépendance peut étre considérée comme une géné-
ralisation naturelle d’une observation rapportée dans la littérature a propos des utilisations diverses
de I’approximation de Unsold : il n’existe pas une énergie d’excitation moyenne pour un systeme
donné ; il faut dériver ou ajuster des énergies effectives séparément pour les différentes composantes
de la polarisabilité statique, pour la polarisabilité moyenne, pour I’estimation du coefficient de dis-
persion, efc... [192]. Grace a la formulation de 1’équation (4.2.3), on peut utiliser la résolution
de I’identité au numérateur et obtenir la fonction de réponse comme une valeur moyenne sur 1’état
fondamental (voir section 4.3) pourvu, bien sur, que Q™" soit connu.

Avec cette méthode, ce qu’il faut trouver a présent c’est une expression exacte pour I’EED, et
un cadre pour I’obtenir par des approximations successives. Une relation intéressante est obtenue
en multipliant 1’équation (4.2.3) de chaque c6té par (iw — Q™ (ry, 12, iw)) puis en multipliant chaque

terme de la somme sur les états excités a droite du signe égal par 1 = i:‘:% :
r r
(0 - Q" (12 0) (v rio) = Y BT G, g ) (42.4)
iw—Q,

a#0

qui se simplifie en :

o o , Na(C)N(r2)Q
QY(xy, 12, iw) "' (11,12} iw) = E - i;_agz ==y (4.2.5)
a0 b

La nouvelle quantité obtenue a la droite de 1’équation (4.2.5) ressemble a une fonction de ré-
ponse : on la désigne par "/, tandis que la fonction réponse de densité de charge a été désignée
comme y"".

L’idée est d’appliquer la méme procédure de maniére répétée pour obtenir une hiérarchie
d’objets ™, X" ..., Q", Q" .., ouvrant ainsi la porte a un cadre précis ol approximer

Xnn .

Ainsi on définit un deuxieéme EED sur la « quasi-fonction de réponse » "/ :

tho I’la(l‘] )na (rZ)Qa

"(ry, 1y iw) = . : 4.2.6
X T ) = S ey, 1, i) (426
conduisant au méme type de relation que nous avons vu dans I’équation (4.2.5) :
j j a @ Q(YQ(Y
Q(ry, 1, i 3 i) = ) a (X1)74(12) , 4.2.7)

iw—Q
a#0 @
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EED : Approximation du dénominateur effectif

qui, a son tour, définit une nouvelle fonction y// pour laquelle on peut écrire :

na(rl)na(rZ)QaQa — Za#O na(rl)na(r2)QaQaf
iw—Q, iw— QJi(ry, ra;iw)

PACRHDEDY : 4.2.8)

a#0

et ainsi de suite : la procédure itérative peut continuer ad infinitum.

4.3 Expression des numérateurs

Une observation attentive des numérateurs des équations (4.2.3) (4.2.6) et (4.2.8) va nous per-
mettre de montrer que 1’on peut les exprimer comme des valeurs moyennes sur I’état fondamental,
c’est-a-dire que 1’on peut s’affranchir de la connaissance du spectre de 1’hamiltonien pour les cal-
culer. Je fais également émerger des relations avec les regles de somme[195], un aspect qui est plus
développé Annexe E.S.

Comme il a déja été vu, par exemple équation (3.4.1), le numérateur de la définition du premier
EED, équation (4.2.3), va s’écrire :

1
Z Na(r)na(r2) = 5 Z (Olatrpla) (ali(r)|0) + (Olalr)la) (ali(r)|0)

a#0 a#0
1
=5 (A(r)a(r2)) — n(r)n(rz) + (Adr)acr)) — n(r)n(r))
1
=5 ((6A(r1)oa(rs)) + (6A(r2)on(r))), (4.3.1)

ou (L) désigne une valeur moyenne sur I’état fondamental, (0|U|0). Ainsi le numérateur s’écrit en
fait (voir Annexe E.5) :

1
S"(ry, 1) = 5(5—1(1‘1,1'2)+S—1(1'2,1'1)) (4.3.2)

J’ai désigné ce numérateur par S™, de sorte que I’on peut écrire 1’équation (4.2.3) d’une maniére
abrégée :

Snn
mo 433
XS w—qm (4.3.3)

Concernant le numérateur de I’équation (4.2.6), on considere que :

D na(r)ng(1)Qq = 41‘1 D Oliryla) ((ali(r)i0y Qq) + (Qu Ol ) (@li(r:)]0)

a#0 a#0

+ (Ola(ry)lr) ((eli(r)I0) Qu ) + (Qu Ol(ry)le) ) ali(ry)|0), (4.3.4)
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ou I’on utilise le théoreme hyperviriel[196, 197] (voir en Annexe E.1 les quelques lignes qui per-
mettent de démontrer cette relation) pour écrire :

1
2 matna(r)Qq = 7 3 (Olacryla) (@
a#0

a#0

|1, 202)][0) = (0| A1, ) || ¢artrri0)

+ (Oli(ry)le) (o

|1, 20 ][0) = (0| A1, 7)o ¢artacri0)
= L. || + [0, i), @35)

ou [U, LI] est un commutateur. On utilise, pour passer de la premiere a la deuxieme ligne, le fait que
<[F1, ﬁ(r)]> = 0 pour appliquer une résolution de I’identité. On montre dans les Annexes E.2 et E.3
que le commutateur est lié a la divergence de la densité de courant : [I:I , fz(rz)] =iV,, -j(rz). Ceci

explique la notation LI"/ utilisée pour la fonction de réponse y" ; je désigne d’ailleurs ce numérateur
par S™ :

; 1
§"(r1.r2) = 5(So(ri,r2) + So(r2, 1)), (4.3.6)
et on écrit :
A Sni
e 2 437
X iw— Q" ( )

Dans les développements de I'EED dans I’espace réciproque, ce commutateur est travaillé de
sorte a faire sortir deux termes différents (voir par exemple les équations (6) a (9) de [193] et (6) a
(10) de [194]) : le lecteur trouvera dans I’ Annexe E.4 une discussion sur le lien entre ces dérivations
et I’expression de notre commutateur en fonction de la densité de courant.

De maniere analogue, le théoreme hyperviriel sur le numérateur de I’équation (4.2.8) nous permet
d’écrire :

D a1 (12)Q0 Q0 = % D (@ Ol )(<alir)]0) Qq) + (R Olar)le) )( ali(rI0) Qo)

a#0 a#0
1
=—5 2.0
a#0

= ‘% ([ aw][#,A002)] + [A A | [ #.A000]), (4.3.8)

qui se réduit a une moyenne sur I’état fondamental pour les mémes raisons que précédemment.
Ce numérateur est appelé S// pour des raisons qui sont a présent évidentes, et on peut écrire (voir
Annexe E.5) :

|41, 2 ) (|| A, 22 | [0) + (0|, A [|e) (o

[#1.2x) o)

SH(ry,rp) = %(51(1'1,1'2) 4 51(1‘2,1'1)), 4.3.9)
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EED : Approximation du dénominateur effectif

d’our :

S Ji

Vi =

On a dérivé une série d’objets connus (S, "/ et S7/) qui permettent d’exprimer les premiéres
approximations d’une séquence hiérarchique potentiellement exacte par de simples moyennes sur
I’état fondamental, c’est-a-dire sans connaitre I’ensemble des états excités (mais pourvu que 1’on
soit capable de calculer les EED Q™ etc.. . ).

Toutefois, il serait trop tot pour se réjouir : d’une part, le théoreme hyperviriel, que nous avons
évoqué lors des dérivations n’est valable que pour les solutions exactes de 1’équation de Schrddinger,
d’autre part les calculs de ces moyennes sur 1’état fondamental sont loin d’étre triviaux a effectuer,
car nous avons affaire a des opérateurs a deux électrons, venant de produits d’opérateurs mono-
électroniques. Avant aborder la question d’un cadre pratique de 1’utilisation de ces moyennes sur
I’état fondamental, je vais montrer comment clore cette série des approximations successives de
I’EED.

4.4 Approximations des EED

L’objet d’intérét ici est y"" ; les numérateurs S, S "j et §77 sont connus et les dénominateurs
effectifs Q" sont les éléments qu’il nous faut approximer. Les définitions les plus explicites des EED
sont obtenues lorsque 1’on considére, par exemple pour Q™" :

nj nj ;. _ Onn
o = X7 _ ST Z 7 4.4.1)
Xnn S nn lw_an

dans laquelle, & nouveau, on peut exprimer explicitement Q™ et Q" pour écrire :

S jw — Q"
- ——
_ s S gy — Qi
- Snn Sjj iw_an’
W= ——
S iw — QJ
dans une procédure que I’on peut répéter a I’envi pour obtenir une hiérarchie d’expressions (exactes)

pour Q™. Une approximation de premier ordre pour Q™ est obtenue en posant Q™ ~ Q" dans
44.1):

QVH’L

4.4.2)

N
Qi = — 443
S (4.4.3)

et une approximation de deuxiéme ordre est obtenue en posant Q" ~ Q" ~ Q// dans (4.4.2) :

) Snj
g0 =
Qe -2 S™ (4.4.4)
S nn ) SJi
w — -
S
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Evaluation de la fonction réponse non-interagissante

Remarquons que dans cette approximation d’ordre deux, I’EED comporte une dépendance de la
fréquence explicite.

4.5 Evaluation de la fonction réponse non-interagissante

D’un point de vue plus pratique, on peut chercher a mettre en place des expressions calculables
pour les numérateurs, et pour les fonctions de réponse. Dans une perspective d’applications pour
calculer I’énergie de corrélation RPA par une approche matrice diélectrique, 1’objet central qui nous
intéresse est la fonction réponse non-interagissante. Ainsi, I’hamiltonien devient ’hamiltonien Kohn-
Sham ou Kohn-Sham généralisé, éventuellement I’opérateur Hartree-Fock ; la somme sur les états
excités se simplifie comme une sommation sur des orbitales virtuelles.

Deux approches s’offrent a nous : dans une premiere approche, on travaille sur la fonction de
réponse avec sa dépendance explicite aux coordonnées r; et r, et on dégage des EED qui dépendent
des coordonnées : (r,r,); dans une deuxieéme approche, on applique la procédure des EED di-
rectement a un objet qui est la fonction de réponse écrite sur la base des orbitales atomiques et on
obtient des EED qui dépendent des bases : €, -, (au lieu de dépendre des coordonnées).

On considere dans les deux cas la fonction de réponse suivante :

, ¢; (r)Pa(r1)¢;(r2)e(r2)
X (1,13 iw) = 2Re{; T } (4.5.1)
4.5.1 Approche avec une EED dépendante des coordonnées
Considérons I’objet ” défini de la maniére suivante :
, ¢; (11)¢a(r)d; (r2)i(r2)
X113 i) = 2Re{Z Z o } 452)
X(i)

La procédure EED que 1’on connait bien a présent, appliquée a y*, se résume aux équations
suivantes :
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EED : Approximation du dénominateur effectif

(1) (X4 Ga(r))p(r2)) ¢i(r2)

(@) CiY =
X ) = e ey, i)
. . (r 1)k (r2)di(r2)Q; .
Qe 03, i 1, s e) = ) LIy i
p W — Qia
(4.5.3)

:(r1) (X4 9a(r1)Qiady(r2)) i)

iw—Q0(r, 1y, iw)

YO(ry, i) =

etc...,

ou I’on évite soigneusement d’utiliser les dénominations « nn », « nj», etc... Comme précédem-

ment, une premiere approximation de I’EED est :

< &1 (1) (X da(r1) Qi (12)) $i(12)
Q® I, iw) = — a 454
T ) = ) (B Gu(rD0L(02) 1(T2) (454)

ce qui produit une premiere approximation de la fonction de réponse :

(j)(r o la)) _ ¢?(I‘1) (Za ¢a(l‘1)¢2(l’2)) (}5,’(1‘2) _ q)*(r ) Za ¢a(r1)¢2(r2) ¢(r )

AT T ) (T a0y ) i)~ ) R ) Qudtry) (7
¢:(r1) (g Gar1)g;(r2)) ¢i(r2) 2ia Pa(r 1) (12)

(4.5.5)

Les quantités qui contiennent les sommations sur les états virtuels peuvent étre écrites dans une

base d’orbitales atomiques :

D baEDEI) = DD a2 = ) Qrutu(TX(r), (4.5.6)
a nooa nv

et:
Dbt (€= @) 4502) = DD CauCan€altu (TN = € ) > CanCarkuTX3(E2)
a nooa nwooa
=, (SFQ-aQ) xu(rix;(r) (45.7)
Ny
L’expression finale de la premiére approximation de la fonction de réponse est avec cette ap-
proche :
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X0 esiw) = )N Yirxa(re,

uvo Ao

Dy Qv (X)X (12) (4.5.8)

S (SFQ - 6Q), xu(rx;(r2)
- Zyv QV/J/\/;l(rl)X;i(r2)

Cioc Xy (2)x o (12)

iw

On peut constater que cette stratégie n’est pas tres adaptée aux applications numériques car la
quantité définie par I’équation (4.5.8) ne se préte pas aux techniques d’intégrations analytiques et
I’inévitable intégration numérique risque d’étre cofiteuse.

4.5.2 Approche avec fonctions de base atomiques

Avec cette approche, on cherche directement a faire émerger une expression de la fonction de
réponse dans la base des orbitales atomiques :

£ *
CiyCavCppCio

(1,13 i) = 2Re{z > [Z W)xﬁ(rl)xv<rl)x;(rz>x(r<rz>} (4.5.9)
—

nv o Ao ia
Hyv,/l(r(iw)

On applique la procédure des EED directement a I, i, (iw) :

% *
2ia CipCavCyyCio

I, - (iw) = =
uv,Ao . .
iw — Q2o (iw)
~ . . C:;lcuvc;,lci(rgia .
O (1) (i) = 3 H s = W (i)
— iw— Qi
(4.5.10)
Zia C? CavC} CirQia
. i al
T/Jv,xl(r(lw) = - = B
iw— Q10 (iw)
etc...
Ainsi la premiere approximation de 1’élément de matrice de la fonction de réponse est :
2ia €, CavC*ACiO'
I,y 10 (i) = L (4.5.11)

k *
Yia Ci Cavca/lci(rgia

* K
2ia CiyCavCyyCio

w—
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A nouveau, on peut écrire les quantités qui impliquent les sommations dans la base des orbitales
atomiques :

* *
Z CiO'c,‘” Z CavCyy = Pa’wal

i a

D CioCu D Crtia€a = D, CinCiu€i ) Carcin = Py (STFQ) —(STFP) Q1 (45.12)

i a

Ainsi on écrit pour IT :

Pa'/.tQV/l
Poy(ST'FQ), ~(ST'FP)  Ou (4.5.13)
P(r,qul

H;lv,/lo'(iw) =

4.5.3 Illustration numérique : polarisabilité dynamique a fréquence imaginaire

Une fois que 1’on a établi cette équation, on peut éventuellement I’ utiliser dans 1’expression de la
polarisabilité dynamique dépendante de la fréquence, a une fréquence imaginaire, c’est-a-dire dans :

Caplie) = ZRe{ZZ[ZZ CyCav a/lcl"')<u|ra|v) <A|rﬁ|a>}

uv o Ao i

=2 Z Z Re{nﬂv,m(iw) (ulral vy (A |rg] 0'>} (4.5.14)

uv o Ao

On propose plutdt la procédure suivante : considérons 1’expression de la polarisabilité :

i(,t) - Qia
L 1
@ op(iw)

@ap(iw) = 2Re Z Z M (4.5.15)

i

On obtient, en appliquant la procédure EED a a; o5(iw), I’expression suivante :

G nn

Viaplio) = —L (4.5.16)
w — Qiﬂﬁ

ou S"”ﬁ n’est pas tout a fait similaire au numérateur S™" que 1’on a rencontré précédemment (on
contracte ici directement avec les opérateurs position 7, une quantité qui dépend des orbitales occu-
pées) ; la similitude est cependant évidente.
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Les approximations d’ordre un et deux de Q,»,(,,; sont :

anj
w— Si,ozﬂ
5 §n 3 8§ §nn
W=y QY= P (4.5.17)
s S{m i,af nn S]j
i,ap i,af i,af
w — anj
Si,a/ﬁ

On est en mesure de calculer les objets § i S Z{zﬁ’
a partir des matrices P, S_IF, etX,YetZ.

On présente ainsi aux figures 4.1 et 4.2 des applications numériques de polarisabilité dynamique
dépendante de la fréquence, a une fréquence imaginaire, c’est-a-dire des applications numériques de
I’objet @(iw). On montre des calculs d’approximation a 1’ordre un et a I’ordre deux avec des orbitales
occupées canoniques et localisées par le critere de Boys ; ces calculs sont faits avec MOLPRO a partir
de la procédure décrite juste au-dessus.

On compare dans chaque figure les comportements en fonction de la fréquence des composants
xx (en bleu), yy (en rouge) et zz (en vert) ainsi que de la moyenne sphérique (en noir) des polarisabili-
tés de I’éthylene C,H, calculées dans la base vDz. On trouve des résultats similaires avec le benzene
CsHg. On calcule également une polarisabilité que 1’on considere référente et qui est obtenue par
sommation explicite sur les états virtuels dans un cadre Uncoupled Hartree-Fock.

etS ljflﬁ par des opérations matricielles simples

TaBLE 4.1: Comparaison des composantes xx (en bleu), yy (en rouge) et zz (en vert) ainsi que des
moyennes sphériques (en noir, a droite) des polarisabilités dépendantes de la fréquence, a fréquence
imaginaire, approximée a 1’ordre un (en pointillé fin) et deux (en pointillé plus large) selon 1’ap-
proximation EED. Toutes les comparaisons sont a lire en fonction de la polarisabilité référente cor-
respondante, montrée en trait plein.

Dans la figure 4.1 sont montrés les comportements de : 1’approximation d’ordre un (en poin-
tillé fin), I’approximation d’ordre deux (en pointillé plus large) et la polarisabilité référente (en trait
plein). On voit que ces deux approximations reproduisent trés bien la forme de la polarisabilité tout
au long de la gamme de fréquence. Notons que, comme on 1’a vu dans les développements de 1’ap-
proximation EED, I’approximation de I’ordre deux du dénominateur effectif dépend explicitement
de la fréquence.

105



EED : Approximation du dénominateur effectif

251

20

==== canoyoy
15F

=== |ocalyoy

10

TasLE 4.2: Comparaison des composantes xx (en bleu), yy (en rouge) et zz (en vert) ainsi que des
moyennes sphériques (en noir, a droite) des polarisabilités dépendantes de la fréquence, a fréquence
imaginaire, approximée a I’ordre un selon I’approximation EED avec des orbitales canoniques (en
pointill€ fin) et localisées selon le critere de Boys (en pointillé plus large). Toutes les comparaisons
sont a lire en fonction de la polarisabilité référente correspondante, montrée en trait plein.

On montre dans la figure 4.2 les résultats de calculs approximés a I’ordre un réalisés avec des
orbitales canoniques (en pointillé fin) ou locales (en pointillé plus large). A nouveau la polarisabilité
référente est donnée en trait plein, et 2 nouveau on voit que le choix des orbitales influe peu sur la
qualité des résultats.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre on montre une adaptation a I’espace réel de la technique dite du dénominateur
effectif (EED), qui est développée dans I’espace réciproque par Berger et. al.. Au cours de cette
adaptation, on montre que les numérateurs qui émergent sont des reégles de sommes qui sont bien
connues dans la littérature. On dérive également des moyens de calculer la fonction de réponse
approximée par la méthode de ’EED et on montre quelques résultats numériques sur le sujet. Le
but a terme est bien entendu le calcul de 1’énergie de corrélation sans avoir a utiliser explicitement
d’orbitales virtuelles ; en cela on rejoint 1’ objectif poursuivi dans le chapitre 2.8 lorsque I’on a dérivé
les équations RPA dans la base des POO.
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Chapitre 5

Gradients analytiques des énergies
RSH-RPA

On dérive ici les équations qui permettent de calculer le gradient de I'énergie
RSH+RPA, c’est-a-dire de I’énergie courte-portée RSH er longue-portée RPA. La déri-
vation d’un gradient RPA est une nouveauté de cette these, tout comme la dérivation tout-
en-un d’un gradient d’une énergie mélant courte- et longue-portée. Le travail de Chabbal,
Leininger et Stoll portant sur la dérivation d’un gradient RSH-(L)MP2, et qui semble étre
le seul dans la littérature a donner un gradient d’une énergie a séparation de portée, pro-
pose une dérivation basée sur une modification du gradient MP2 sans séparation de portée.
Notre formulation offre une dérivation claire et tout-en-un des couplages entre les contri-
butions courte- et longue-portée de I’énergie RSH-RPA. Notons que, parallélement a notre
travail, le groupe de Helgaker a dérivé des gradients RPA pour une fonction d’onde de
référence de type Hartree-Fock (voir [198]).

On rappelle pour commencer les bases du formalisme Lagrangien, que I’on utilise pour
dériver le gradient RSH-RPA : a partir de I’énergie RSH-RPA qui n’est pas variationnelle,
I’idée est simplement de se rapporter a un objet variationnel, et donc plus facile a ma-
nier. On cherche a établir des formules analytiques du gradient de I’énergie RSH-RPA, ol
I’énergie RPA est exprimée dans sa formulation avec équations de "Riccati " (ring CCD),
que ’on rappelle ici. Au cours de la dérivation, de nouvelles équations émergent pour le
calcul des différentes composantes du gradient, notamment une équation CP-RPA, simi-
laire aux équations Coupled Perturbed habituellement rencontrées lorsque 1’on dérive des
gradients. A nouveau, ce chapitre est 2 lire en coordination avec 1’ Annexe F, qui offre des
détails des dérivations.

On peut mettre en avant un parallele entre les gradients RSH-RPA et les gradients
RSH-MP2 . Une fagon de voir ce parallele est de dire que les gradients RSH-RPA sont une
généralisation des gradients RSH-MP2, ou les gradients RSH-MP2 un cas particulier des
gradients RSH-RPA. Cette observation est utilisée pour implémenter les gradients RSH-
RPA dans MOLPRO, dont on présente quelques premiers résultats.



Gradients analytiques des énergies RSH-RPA

5.1 Formalisme Lagrangien

Le calcul de gradients analytiques d’énergies de corrélation a été initié par les travaux de Pople
et. al. [199] et on peut retrouver les avancées théoriques les plus importantes sur le sujet aux ré-
férences[200-205]. On introduit ici notamment le formalisme Lagrangien[206-210] utilisé dans la
suite, et qui donne le cadre général pour la dérivation de gradients d’énergies de méthodes non va-
riationnelles.

Considérons une énergie E qui dépend de parametres V et T et qui, aux paramétres corrects V*
et T*, prend une valeur voulue E[V*,T*] = &. On a distingué ici les parametres stationnaires V
et les parametres non stationnaires T. Les parametres stationnaires sont déterminés en annulant la
dérivée de I’énergie g—f, = 0, c’est-a-dire que les parametres corrects V* avec lesquels il faut calculer
I’énergie sont ceux qui donnent : z_ﬂvzv* = 0. Les parametres non stationnaires sont déterminés par
d’autres conditions R[T] = 0, c’est-a-dire que les parametres corrects avec lesquels il faut calculer
I’énergie, T", sont ceux qui annulent les régles : R[T*] = 0.

On cherche a obtenir la dérivée de I’énergie par rapport a une perturbation x, %. Il nous faut
alors bien comprendre de quelles manieres 1’énergie dépend de la perturbation. L’énergie dépend
de la perturbation de maniere directe, a travers 1’hamiltonien, et de maniere implicite a travers les
parametres de la fonction d’onde (V et T). On écrit donc I’énergie E = E[x, V(x), T(x)], et la dérivée :

dE _6E+6E8V+(9E6T
dx  dx 9V ox AT ox
La dépendance de 1’hamiltonien est en fait une dépendance des fonctions de bases, c’est-a-dire
de hyy, (uvlop), et des recouvrements S ;. Considérant ces dépendances, le gradient s’écrit :

5.1.1)

dE O OE 0E.., OF O
Il NE) @ 4 =W 4 ——y® 4 Z ), 5.1.2
ax o oo P TS Tt ey Y ar (5.1.2

ol la notation en exposant A dénote la dérivée par rapport 2 une perturbation, évaluée au point ol
la perturbation est nulle (au point ol la fonction d’onde est optimisée, ol les quantités telles que les
intégrales, les parametres. .. sont calculées) :

dA
AW = — (5.1.3)
dx |x=0
Le calcul de V™ n’est jamais nécessaire (g—f, = 0) et, avec une méthode de calcul de I’énergie
totalement stationnaire (pas de parametre T), le gradient s’écrit simplement :

dE OE OFE OE

el NN 0 4 Z=8W 5.14

dx _ oh Flop) K0T 5 (5.1.4)
ou h®, (pvlo-p)(x) et S sont des dérivées de I’hamiltonien de cceur, des intégrales bi-électroniques et
de la matrice de recouvrement. L’ équation (5.1.4) est connue sous le nom de théoreme de Hellmann-
Feynman généralisé[211, 212], et n’est bien siir valable que pour des méthodes de calcul de 1’éner-
gie totalement stationnaires, comme mentionné plus haut. Avec une méthode de calcul de 1’énergie
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Formalisme Lagrangien

contenant des parametres T, en revanche, la non stationnarité g—’; # 0 oblige a effectuer d’une ma-

niére ou d’une autre le calcul de T™. Le mieux est alors d’utiliser un formalisme Lagrangien[206,
207, 209] (voir figure 5.1) :

L[V,T,z] = E[V,T] + zR[T], (5.1.5)
ou chaque regle pour déterminer les parametres non stationnaires est introduite avec un multiplica-

teur de Lagrange inconnu, z. Tous les parametres du Lagrangien (les parametres de 1’énergie V et T
et le nouveau parametre z) sont trouvés en imposant la stationnarité du Lagrangien :

oL O0E OR

5T = 3T + Za_T =0 (5.1.6a)
0L OF

VooV 0 (5.1.6b)
6;£ =R[T]=0 (5.1.6¢)
0z

Ces trois équations stationnaires apportent chacune des informations importantes sur le forma-
lisme Lagrangien : les équations (5.1.6b) et (5.1.6c) montrent que les parametres corrects de 1’énergie
sont calculés de la méme manieére dans le formalisme Lagrangien que lorsque I’on travaille avec la
fonctionnelle E[V, T], c’est-a-dire que le Lagrangien est une fonctionnelle de la méme théorie que
I’énergie, et ne définit pas une nouvelle théorie. Ainsi, la stationnarité des parametres du Lagrangien
fournira les méme parametres V* et T* du calcul de 1’énergie.

I’équation (5.1.6a) est une nouvelle équation qui émerge du formalisme Lagrangien ; elle
permet de calculer le multiplicateur de Lagrange de telle maniere que le Lagrangien soit
stationnaire par rapport aux parametres T.

Ainsi, aux parametres corrects (V* et T*, qui proviennent de la fonctionnelle de I’énergie, et z*,
qui assurent la stationnarité (5.1.6a)), on a :

LIV, T, 2] = E[V', T"] + ZR[T*] = & (5.1.7)

Et le gradient est simplement :

L d& or oL oL, oL oL oL
i | L) () L Z=QW0 4 Z=y®  Z=p) 4 2= 00
P e T e T Y A T
oL oL oL
_ 9L W, 9 Lgw 518
o T Gt WP 58S (5.1.8)

o1, comme on I’a vu plus haut, h®, (uv|op)™ et S sont des quantités bien connues.
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L[T]

E[T] E[T]
(a) (b) (c)

Ficure 5.1: Comportement de 1’énergie E d’une méthode avec des parametres (a) stationnaires
(les parametres corrects pour le calcul de I’énergie sont ceux qui annulent la dérivée) et (b) non
stationnaires (les parametres corrects pour le calcul de I’énergie doivent étre définis par une regle
autre qu’une procédure d’annulation de la dérivée, R[T] = 0). Je montre en (c) la construction du
Lagrangien L[T], qui est égal a I’énergie aux parametres corrects pour le calcul de 1’énergie, et qui
est stationnaire par rapport aux parametres de 1’énergie.

5.2 Lagrangien RSH-RPA

Dans la suite, je dérive un gradient de I’énergie totale RSH-RPA E par un formalisme Lagrangien.
La dérivation d’un gradient RPA est un travail original de cette these ; de plus la dérivation d’un
gradient d’une énergie « RSH+énergie de corrélation longue-portée » n’a jamais été faite en utilisant
un Lagrangien contenant par construction tous les termes courte- et longue-portée.

On rappelle que 1’énergie totale dans un cadre RSH s’écrit :

E = ESRIR | pIR (5.2.1)

5.2.1 Expression de I’énergie RSH

On trouvera qu’il est pratique, dans un tel contexte, d’exprimer 1’énergie RSH avec des fo-
ckiennes courte- et longue-portée :

Egs = (dOf) + Apc = (dOfR) + ARE + (d©g%*) + AR, (5.2.2)

ou les termes « Apc » sont les termes de double comptage. Dans ce chapitre, on ne rencontrera plus
de problématique ot il est bon de distinguer les traces « Tr(L) » et « tr(L) ». On utilise la notation
plus compacte vue ci-dessus : « (LI) = tr(L) ». On a :
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IR — h + gLR [d(O)]
=g (e o)

(5.2.3)
avec :
1
LR[qO] _ 40 LR _ L LR
g [a”] bg = s ((qu} 5 (psirg) )
Et ol on peut dériver une g% en considérant que :
SR _

Efye = / dr F(&(r)), (5.2.4)
ou £ est un vecteur contenant toutes les dépendances envisageables pour une fonctionnelle de la
densité, c’est-a-dire oit € = {4} = {pa> VP Vg, .. .}. On a alors :

oF 06a
ur = Z/ 9 0d 422

Observons le terme <d(0)gSR> :

0&a

Og SR 4

d E / ('“)EA ( d(o) ab], (5.2.6)
qui n’est pas en général égal a EIS{EC : on a donc A]S)lé ESR —

xc <d(0)gSR . La définition en terme de
fockienne courte-portée est donc purement formelle, mais est utile dans la suite de la dérivation.

5.2.2 Expression de I’énergie RPA

Dans I’équation (5.2.1), I’énergie de corrélation longue-portée est ici une énergie RPA, et plus
spécifiquement une énergie RPA exprimée dans la formulation avec équations de "Riccati ". On
rappelle que dans cette formulation, on dispose des énergies suivantes :

ESRPA—I—RICC&H — E tr{ leRPA lT} (527)
1
ESRPA—I-SOSEX — E tI'{ 1BRPAX lT} , (528)
avec les amplitudes :
0= leRPA + leRPA lT+ lT leRPA + lT leRPA ]T+8 IT+ ITS, (529)

et:
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ERPAx-Tl-Riceati _ ‘1_‘ tr { IBRPAX Ip | 3 3gRPAX 3T} (5.2.10)
ERPAXILSO2 _ % tr { I gdRPA 'T} (5.2.11)
1
RPAX-II-SO1 _ I pRPAX ( 1 3
£ - Lt (r - ), (5212

avec les amplitudes :

0= IBRPAX+ lA/RPAx 1T+ IT IAIRPAX+ IT IBRPAX 1T+81T+ ITS

0= 3BRPAX + 3AIRPAX 3T+ 3T 3AIRPAX + 3T 3BRPAX 3T+€3T+ 3T8 (5213)
On peut aussi considérer la version RPAX2 (voir section 2.6) :
1
ES = o w{ "B IT) (5.2.14)
avec les amplitudes :
0 = IBRPAX + lBRPAX 1T+ 1T IBRPAX + IT lBRPAX 1T+£1T+ 1T8 (5215)

5.2.3 Lagrangien total

La structure du Lagrangien associé a I’énergie totale RSH-RPA dans un cadre Riccati est :

L= EpiR + Egyy + regles (5.2.16)

Les regles a ajouter au Lagrangien sont :
- les équations de Riccati correspondant a la version de RPA choisie : R(C, T) = 0,
- I’orthogonalité des orbitales moléculaires : C'SC =1 = 0, o C sont les coefficients orbita-
laires,
- le théoreme de Brillouin, qui ne concerne que les éléments ai (orbitales virtuelles-occupées)
de la matrice de Fock : (f),; = 0,

Ces regles sont respectivement associées aux multiplicateurs de Lagrange (inconnus) A, X et z.
Le Lagrangien s’écrit donc :

LIC.x,2, T, Al = (df) + Apc + ES™ + (AR(C, T)) + (x(C'SC - 1)) + (zf) (5.2.17)

(on définit z;; = z,» = 0 pour pouvoir écrire une formulation matricielle compacte).
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Conditions stationnaires

Comme voulu dans le formalisme du Lagrangien, les conditions stationnaires du Lagrangien par
rapport a ses multiplicateurs :

0L
%= ZRC,T) =
N (C,1TH=0
0L _ cigc-1-0 (5.2.18)
0x
0L
= ai :09
6Zai f

assurent que 1’on a bien défini un objet de la méthode RSH-RPA, et non pas une autre. Les conditions
stationnaires par rapport aux parametres non stationnaires de 1’énergie vont fournir de nouvelles
équations déterminant les multiplicateurs de Lagrange.

5.3 Conditions stationnaires

Les conditions stationnaires par rapport aux amplitudes T sont trés simples a dériver (peu de
termes dépendent de T dans (5.2.17)) :

g—f = Q(D)A + AQ(T)" = -PT, (5.3.1)

et fournissent A avec des équations tres proches des équations de Riccati qui définissent T. L’expres-
sion de la matrice Q(T) dépend des équations de Riccati choisies pour le calcul et la matrice P de la
formule de I’énergie considérée (voir la section 5.2.2).

Les conditions stationnaires par rapport aux coefficients des orbitales C, en revanche, demandent
une longue dérivation. Dans toutes les versions des équations de Riccati et de 1’énergie, on peut
toujours réécrire les termes suivants comme :

ERPA + (AR(C, T)) = (KM) + (K'N) + (JO) + (\eT + ATe), (53.2)

ol je distingue les contributions liées aux intégrales K, K’, et J et rassemblées dans les matrices
M, N et O des contributions li€es a la matrice de Fock présente dans la matrice £. Notons que les
matrices M, N et O dépendent de A. Le dernier terme de 1’équation précédente se réécrit :

(AT + ATe) = Aig jp(focO jk = fixObe) The,ia + Aia,jp T joke(feaOki = fridca)
= Aiag,jp T jciafve = Aia,jp Trvjiafik + Aia,jpT jvic fea = dia,jp T jbka ki
={T, Mep foe = {T, Al fix + AN Thae fea = AN Tt S (5.3.3)
= (a?f), (5.3.4)
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ol j’introduis 2 la fois d® :

(a9), = = (TA+ ATy = = (T}~ (A T)
(A?) = (TA+ AT = {T, Moy + I\ Thas (5.3.5)
@), =

et la notation d’une sorte de « trace incompleéte », qui dépend encore de deux indices parmi ceux qui
composent les super-indices de deux matrices X et Y :

{X’Y}ij = ia,chkc,ja
X, Y} = XiakeYec,b

(5.3.6)

Cette réécriture n’est pas utile en amont, car elle rendrait plus compliquée la dérivation des
conditions de stationnarité par rapport aux amplitudes T, mais elle permet ici d’écrire le Lagrangien
en factorisant les termes qui dépendent des coefficients C, facilitant la dérivation des conditions
stationnaires. Le Lagrangien s’écrit en effet a présent :

£=((d? +z+d?)f) + Apc + (KM) + (K'N) +(JO) + (x(C'SC - 1)) (5.3.7)

Une dérivation minutieuse de chacun de ces termes par rapport a une rotation V des coefficients
C, détaillée dans I’ Annexe F, permet d’écrire :

gy, = AP+ 100 g% [+ d®[a0+ W2+ dP]dO + (K M)+ (KN} + 0.0} + ),
aaéj =2(tz +g R [z +d?]d0 + WR[z+d?]a®  +{K M) +{K N} +(T.0}+ x)aj
s—é = 2(fz + {K M} + {K’, N} + {j, 0} + x)ib
0"’6‘;51; B Z(fdm +{K,M} + {K',N} + {J,0} + x)ah,
(5.3.8)

ou, dans un souci d’exhaustivité, on montre les structures de chaque élément de matrice (ij, aj, ib,
et ab). Les différences dans les expressions s’expliquent par la structure des matrices qui composent
le Lagrangien (voir Annexe F.5). Dans la suite, on rassemble les éléments qui ne dépendent ni de x
ni de z dans la matrice © et les éléments qui dépendent de z dans la matrice ®(z), de sorte que la
condition de stationnarité du Lagrangien par rapport a la rotation des coefficients C s’écrit :

1oL =

C’est I’équation qui nous servira pour déterminer les multiplicateurs z et X.
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5.4 Multiplicateurs z et x

Le multiplicateur de Lagrange x est hermitien, on peut donc écrire a partir de (5.3.9) :

{@ -0 +0@-0@ =0 (5.4.12)
©+0"+0@1) +0O@) = -4x (5.4.1b)

La premiere équation est une sorte d’équation CP-RPA[200, 213-215] (Coupled Perturbed RPA)
dont uniquement la partie virtuelle-occupée (ai) est a considérer. En effet, on peut montrer que les
blocs occupée-occupée ij et virtuelle-virtuelle ab de ® et ®(z) sont hermitiens ; et de toutes les
manieres, seul z,; nous intéresse. On ne doit donc résoudre que (G) -0+ t:)(z) - é(z)*)ai =0,
c’est-a-dire :

(@ —OF +fz — zf + 4g™R [z] + 4WSR [g] ) =0 (5.4.2)

Une fois z connu, 1’équation (5.4.1b) fournit x.

Le formalisme qui est développé ici contraste avec la démarche suivie par Chabbal et. al. [216],
ou les gradients de méthodes de type séparation de portée (RSH+(L)MP2) ont été dérivés a partir
du gradient MP2 sans séparation de portée , et ensuite accommodés pour la longue-portée. La partie
courte-portée correspondant a un gradient DFT n’était rajoutée qu’ultérieurement, terme par terme.
La théorie que je développe ici prend le chemin d’une dérivation tout-en-un du gradient total courte-
et longue-portée. Notamment, I’émergence de 1’objet W5 [z], I’analogue courte-portée de g™® [z],
montre une synergie claire entre la dérivation des parties courte- et longue-portée du gradient de
I’énergie (voir I’ Annexe F.4).

De plus, on peut séparer dans le bloc ij de x (1) les termes provenant de la dérivation de la partie
du gradient provenant de 1’énergie RPA longue-portée et (2) les termes émergeant de la dérivation
de la partie du gradient qui vient de 1’énergie RSH de référence. En d’autres termes, on peut écrire
(voir I’équation (5.4.1b) pour trouver la formule pour x et I’équation (5.3.8) pour I’origine des termes
2(6d?);; +2(df);)) :

—4(x);; = —4(x"PA);; + 2(6d?),; + 2(d ),
(x);; = (P = 2(0);5, (5.4.3)

ou I’on reconnait le terme du multiplicateur de Lagrange trouvé dans les dérivations d’énergies de
référence.

Une fois les équations (5.3.1), (5.4.2) et (5.4.1b) résolues pour A, z et X, on connait entierement le
Lagrangien, stationnaire par rapport a tous les parametres de 1’énergie RSH-RPA, et égal a I’énergie
RSH-RPA aux parametres T* et C* de I’énergie RSH-RPA.

5.5 Gradient analytique RSH-RPA

J obtiens alors un gradient total (voir Annexe F.6) :
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EgS)H+RPA = LW = < H(X)> + (DZ " FZ)WPU (uvlpor ) R® + <Xs(x)> + SRW™, (5.5.1)
ou :

Ly _ (0) ) T () @
(D) = Gy (A +d? +2) CJ, _(1)1 +D®+2)
(D );tv op = (ID(O) + D(z) + Z) Dg()))_ - E (%D(O) + D(2) + Z) Dg/(()z

(Fz)yv,(rp = ,ukCVj cp h(r (M)ia,kc + CllkCVjCZpCZ(r (N)ia,kc + C,ukCVhCJpCcrr (O)ta ke
(X),uv = pp(X)pq(lﬁ

SR® — Z Zw;x) (F(fA D+ = 5 (fdm + fM)) (5.5.2)
1 A
<X Do (4 4 61)
1 A
+ZZ¢U162—F(d(2) +& ) (X)
— 47 0&pOEa B

On voit que la matrice du multiplicateur de Lagrange x est la matrice densité a une particule dite
"énergie-pondérée"” (energy-weighted one-particle density matrix) et que la matrice z est la difference
density matrix. On a séparé, par soucis de clareté, dans la densité relaxée a deux particules a quatres
points les contributions qui apparaissent de maniere générale dans différent type d’expressions de
gradients (dans D?) des contributions spécifiques a notre gradient RSH+RPA (dans I'?).

5.6 Discussion autour du paralléle avec le gradient RSH-MP2

La dérivation présentée dans les sections précédentes montre d’intéressants paralleles avec la
dérivation du gradient de 1’énergie RSH-MP2. Concernant 1’énergie MP2 sans séparation de portée,
considérons la fonctionnelle Hylleraas [156, 217] suivante :

H = (v - EOW ) +2 (P |AWO), (5.6.1)
ou:
l//(l) — Ftia jb¢la jb = ia,jb’(;ia,jb
Biajp = Em»Eb W (5.6.2)

Biajp = é (2¢ia, b+ Pin, ja),

ou E,; sont les opérateurs d’excitations 2 une particule bien connus, et ol les objets contravariants
T et ¢[218, 219] sont introduits pour des raisons qui ne sont pas développées ici.
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Les conditions de stationnarité de la fonctionnelle Hylleraas par rapport a T s’écrivent :

oH _ N ~ ~ — N —
= =2 <¢ia,jb|H(0) - E(O)|Tkl,cd¢kl,cd> +2 <¢ia,jb|H|ll/(o)> = 2Riajp =0 (5.6.3)
0T ja,j1
Une dérivation attentive montre que :
R=K+Te +eT, (5.6.4)
et, avec E( ) = w ]b <¢za ]b|H'lﬁ( )> 111 ijza jb > que :
H=E® + ia,jbﬁm,jb (5.6.5)

Ainsi, lorsque les conditions stationnaires de la fonctionnelle Hylleraas par rapport aux ampli-
tudes T sont respectées (i.e. lorsque R = - 0), la fonctionnelle Hylleraas est a la fois egale a I’énergie
MP2, E®, et stationnaire par rapport 2 T. Ceci n’est bien évidemment rien d’autre qu’une consé-
quence de la stationnarité de la fonctionnelle Hylleraas, mais peut étre vu dans un formalisme La-

grangien comme :

H = L£=E?+(AR),

(5.6.6)

ou A =T est le multiplicateur qui assure la stationnarité du Lagrangien par rapport aux amplitudes.

C’est pourquoi on retrouve dans des dérivations du gradient MP2[220, 221] la quantité suivante :

En d’autres termes : 1a ol, dans le cas RPA, les équations de Riccati permettent de cal-
culer les amplitudes, et les conditions stationnaires d’un Lagrangien sont imposées dans
un deuxiéme temps a travers un multiplicateur de Lagrange non trivial, A, ici, dans le cas
MP2, les amplitudes sont déterminées par la stationnarité de la fonctionnelle Hylleraas
elle-méme, c’est-a-dire que dans un parallele avec un formalisme Lagrangien, on introduit
pour s’assurer de la stationnarité un multiplicateur de Lagrange trivial (redondant) : A = T.

£=E? +(TR) = 2(TK) + (d®¥), (5.6.7)

avec |

(d(Z))ij =-2 {T’ T}ij

(d<2>)ab = 2{'T’, T} (5.6.8)

(d(2)) =0, @
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qui est & comparer a la définition de d? dans le cas RPA, équation (5.3.5), en se souvenant qu’ici
A =T. Le Lagrangien total RSH+MP2 est :

L= ((d<°> +2+d?) f> + Apc +2 (KT} + (x(c*sc - 1)), (5.6.9)

ou, mise a part la définition de d@ seuls les termes impliquant les matrices M, N et O sont différents :
c’est-a-dire que la totalité de la dérivation du gradient de 1’énergie RSH-MP2 peut étre vue comme
un cas particulier de RSH-RPA, ou la dérivation du gradient de 1’énergie RSH-RPA comme une
généralisation de RSH-MP2.

5.7 Implémentation et Validation

Cette (nouvelle) dérivation de gradient RSH-RPA a été implémentée dans MOLPRO [131]. Un gros
effort a été fait pour implémenter les gradients dans le « coeur » de MOLPRO (par opposition a I’écriture
d’un module en périphérie de MOLPRO) de sorte que, a la suite de cette implémentation, toutes les
possibilités de MOLPRO soient disponibles pour les gradients RSH-RPA (notamment : optimisation
de géométrie, calcul de dipdle, efc. .. ). Le parallele entre les gradients RSH-MP2 et RSH-RPA a été
utilisé, c¢’est-a-dire qu’une implémentation préexistante des gradients RSH-MP2[216] a été modifiée
pour permettre le calcul de gradient RSH-RPA.

On cherche ainsi a construire les objets vus équation (5.5.2), apres avoir calculé les amplitudes
RPA par résolution d’une équation de Riccati et les multiplicateurs de Lagrange via les équations
(5.3.1), (5.4.2) et (5.4.1b). Chronologiquement : les matrices T et A sont obtenues par résolution ité-
rative des équations de Riccati et de stationnarité du Lagrangien par rapport aux amplitudes (équation
(5.3.1)). Ces deux résolutions sont trés semblables et ne posent pas de probleme majeur. Une fois
connus ces deux éléments, on peut calculer les matrices M, N et O ainsi que la matrice d?. A ce mo-
ment, il reste a calculer les multiplicateurs z et x, c’est-a-dire a résoudre 1’équation CP-RPA (5.4.2).
L’étape capitale est la contraction des objets {K, M}, etc... , et, surtout, {K M} etc... vus équation

(5.3.8) et qui composent la matrice ® — @ utilisée dans 1’équation CP-RPA. En pratique, tous ces
objets sont calculés en amont d’un calcul de gradient et sauvegardés dans des records que MOLPRO
utilise dans un calcul tres classique de gradient, comme montré équation (5.5.1).

Dans I’état actuel de I’'implémentation, toutes les versions de RPA qui ne contiennent pas les
intégrales bi-électroniques J, dans I’expression de 1’énergie ou des équations de Riccati sont fonc-
tionnelles (c’est-a-dire : dRPA-I, SOSEX, et RPAX?2). Les autres versions ne sont pas théoriquement
plus compliquées, et sont d’ailleurs prévues dans le programme, mais demandent la contraction d’ob-
jets de la forme {J, O} et surtout {j, O} dont la construction efficace reste a mettre en ceuvre dans le
programme. La résolution de ce probleme est une tiche prioritaire pour rendre notre implémentation
la plus générale possible.

L’implémentation en elle-méme a été testée par des comparaisons a des gradients numériques
calculés avec des formules a 3- et 5-points ; les gradients analytiques coincident tous avec une préci-
sion d’au moins 10~® Hartree aux gradients numériques. Le temps de calcul nécessaire est, comme
attendu, grossierement le double du temps de calcul nécessaire pour un calcul d’énergie RPA. En
terme de pourcentage du temps de calcul d’une énergie, la méme différence de temps de calcul est
observée en RPA et en MP2 entre le calcul d’un gradient et le calcul d’une énergie ; également : la
méme différence est observée entre un coiit de calcul RPA ou MP2, qu’il s’agisse d’un calcul de
gradient ou d’énergie. Ceci tend a montrer que I’implémentation dans le « cceur » de MOLPRO permet
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de s’assurer que 1’on ne perd pas de temps de calcul sur un point ou I’autre de la procédure. La
majorité du temps de calcul est passé a construire les objets {K, M} et a la résolution des équations
CP-RPA (comme dans le cas d’un calcul MP2). On remarque que les convergences avec la base
sont meilleures en RSH que sans séparation de portée, en accord avec les observations faites dans la
littérature[222].

5.8 Premiers résultats

5.8.1 Densités corrélées

Une premiere exploitation du développement de ces gradients est a trouver dans I’étude des den-
sités corrélées qui émergent des I’équation (5.3.7), et que 1’on trouve dans I’expression du gradient
total, équation (5.5.1) :

(Dl)ﬂv = Cpp (A +d? + z)pq cj, = (D +D? + Z)W (5.8.1)

Vu que I’on dispose de tous les outils pour visualiser des objets sur tout type de grille (voir

section 3.1), on peut montrer ici les structures des corrections aux densités de référence dues a la
corrélation, c’est-a-dire les structures des objets :

corrélée — n(O) + n(2) et - ncorrélée — n(O) + n(2) + n(z)’ (582)
— I

A(Z) A(2+Z)

n

ot 19, n® et n@ sont formées a partir des matrices densité d?, 4® et z. On montre figures 5.2 et
5.3 les isocontours des objets A® et A®™ pour un calcul RSH+RPA réalisé sur les molécules d’eau
et d’éthylene. On a vérifié que ces densités s’intégrent bien 2 zéro. A propos du signe de ces densités,
on écrit la chose suivante : si A > 0 (en bleu dans la figure), cela signifie que cette zone de 1’espace
est munie de « plus d’électrons » (d’une densité électronique plus importante) que dans la description
de référence; si A < 0 (en rouge sur la figure), la zone subit une déplétion du nombre d’électron.
On voit donc sur la figure 5.2, qui concerne la molécule d’eau, que les électrons sont, relativement
a la référence RSH, repoussés par rapport aux noyaux et redistribués a 1’extérieur de I’espace des
liaisons O-H. On trouve des conclusions similaires aux références[223, 224]. Concernant 1’ éthyleéne,
on voit également que les électrons sont éloignés des noyaux, mais ils semblent se concentrer sur la
liaison C-C dans le cas de la représentation de A® et plutdt hors de la liaison dans le cas de A%+,

Des calculs sur des dipdles et quadrupoles moléculaires au niveau RSH-dRPA-I sont en cours
sur un ensemble de systemes étudiés récemment au niveau coupled cluster [225].

5.8.2  Optimisation de géométrie

Une bonne facon d’exploiter ces nouveaux gradients RSH+RPA est de les utiliser dans le cadre
d’optimisation de géométrie de molécules ou de complexes intermoléculaires qui présentent des
caractéristiques qui exigent un traitement fin des corrélations. Pour critiquer les résultats obtenus
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1) @

Ficure 5.2: Isocontours sur trois plans de coupe des densités (1) A® et (2) A formées a partir des
matrices densité d® et d® + z pour la molécule d’eau.

on peut (1) comparer les géométries en elles-mémes (c’est-a-dire comparer les 3N — 6 variables
indépendantes du systéme une a une) ou (2) dans un cadre d’interaction intermoléculaire : comparer
les énergies d’interaction obtenues aprés optimisation de géométrie.

Pour des raisons techniques I’optimisation de géométrie est réalisée par un optimiseur externe
qui, a chaque itération, produit de nouvelles coordonnées a partir des énergies et gradients d’un
calcul MOLPRO en utilisant des algorithmes d’optimisation quasi-Newton avec contrainte sur les co-
ordonnées internes. Les scripts de I’optimiseur sont rassemblés dans un programme appelé GADGET
développé par Bucko et. al. [226]. Ce programme est pensé dans I’esprit d’une interface avec VASP,
des scripts ont donc été écrits pendant cette thése, en profitant des conseils de Tomas Bucko, pour
traduire des input/foutput de sorte a pouvoir utiliser GADGET avec MOLPRO.

De maniere générale j’utilise pour présenter les résultats des outils simples qu’il faut définir ici.
Pour comparer un ensemble de données {a} a un ensemble de référence {aref}, j utilise :
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@

1)

Ficure 5.3: Isocontours sur trois plans de coupe des densités (1) A® et (2) A formées a partir des

matrices densité d® et d® + z pour I’éthylene.

MAE = % Z la; — @]

MSE :%Zai—ai

i

Mean Absolute Error :

Mean Signed Error :
(5.8.3)

a; — ai
a;‘ef

ref '

1
MA%E = Z
! ref

. . _ 1 a; — a,‘
Mean Signed pperentage Error : MS%E = v Z ey
i i

Mean Absolute percentage Error .

Je propose des résultats d’optimisation de géométrie sur une série de petites molécules proposées,
entre autres, par Helgaker et. al. [227]. Les géométries ont été optimisées au niveau RSH+RPA, avec
la fonctionnelle d’échange-corrélation courte-portée stLDA[58, 60] et avec les versions de dRPA-I
et SOSEX (voir section 2.6). On dispose également des résultats publiés récemment par Rekkedal
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et. al. [198] concernant leur dérivation des gradients dRPA-I sans séparation de portée (notons que
j’ai pu reproduire ces résultats exactement, ce qui d’une certaine maniere valide également la théorie
et 'implémentation développées ici). Par soucis de comparaison homogene entre ces résultats et les
optimisations que je présente ici, tous les calculs présentés ici sont faits avec la base cc-pvQz. Ceci
étant dit, la comparaison de matériel fourni par Rekkedal et. al. tend a montrer que la convergence
des résultats des optimisations avec la base utilisée est plus rapide dans le cas des calculs RSH,
comme attendu (ceci pourrait faire 1’objet d’une étude plus systématique).

On présente dans les figures 5.4 a 5.8 les longueurs de liaisons des géométries optimisées avec
ces différentes méthodes, relativement a des longueurs de liaisons considérées comme référentes, ob-
tenues par des calculs de type CCSD(T)[228]. Les liaisons montrées dans les graphes sont classées
par longueurs référentes croissantes ; toutes les erreurs relatives sont inférieures 2 0.1 Angstrom. On
présente figure 5.4 les longueurs de liaisons des géométries optimisées aux niveaux RHF-MP2, RHF-
dRPA et RHF-SOSEX (c’est-a-dire sans séparation de portée). On voit que les longueurs RHF-MP2
sont quelque peu meilleures que les longueurs RHF-RPA, notamment pour les liaisons longues. Les
optimisations au niveau RHF-SOSEX sont 1égerement inférieures aux optimisations RHF-dRPA.
Aux figures 5.5, 5.6 et 5.7 sont montrées des comparaisons entre les longueurs de liaisons des géo-
métries optimisées avec et sans séparation de portée, pour les méthodes MP2, dRPA et SOSEX. La
MP2 voit sa performance réduite par 1’utilisation de la séparation de portée, surtout pour les liaisons
longues, alors que les résultats dRPA et SOSEX sont tous améliorés dans le cadre RSH, notamment
pour les liaisons courtes. Les méthodes dRPA et SOSEX ont exactement le méme comportement. En-
fin, on présente figure 5.8 les résultats compilés des longueurs de liaisons des géométries optimisées
aux niveaux LDA-MP2, LDA-dRPA et LDA-SOSEX. On voit, comme observé par Rekkedal et. al.,
que les longueurs des liaisons F' — F de F, et O — F de HOF sont les plus éloignées de la référence ;
elles contribuent a un haut niveau aux moyennes qui seront montrées plus loin. On n’observe plus la
différence que I’on voyait dans les calculs sans séparation de portée entre MP2 et dRPA/SOSEX. La
perte de performance de MP2 et le gain de dRPA/SOSEX résultent en des qualités de longueurs de
liaisons comparables pour les trois méthodes dans le cadre de la séparation de portée. La physique
de ces liaisons s’apparente a des corrélations plutdt de courte portée, on n’est donc pas étonné de
voir que la performance des méthodes de type séparation de portée n’est pas largement meilleure que
celles des méthodes sans séparation de portée. Le but in fine sera plutot d’utiliser les optimisations
dans le cadre d’interaction inter-moléculaires. La figure 5.9, qui montre les Mean Absolute Error et
Mean Signed Error en Angstrém, ainsi que les Mean Absolute pourcentage Error et Mean Signed
pourcentage Error des longueurs de liaisons de toutes les méthodes confirment les remarques précé-
demment faites. Notons que malgré les différences que 1’on énumere ici, toutes les géométries sont
au final tres proches les unes des autres.
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FiGure 5.4: Déviations (A) 2 la référence[228] des longueurs de liaison de 16 molécules optimisées
aux niveaux RHF-MP2 (en cyan, carré plein), RHF-dRPA (en magenta, cercle plein) et RHF-SOSEX
(en jaune, triangle plein). Les liaisons sont classées par longueurs référentes croissantes.
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FiGure 5.5: Déviations (A) 2 la référence[228] des longueurs de liaison de 16 molécules optimisées
aux niveaux RHF-MP2 (en cyan, carré plein), et LDA-MP2 (en bleu, carré vide). Les liaisons sont
classées par longueurs référentes croissantes.
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FiGure 5.6: Déviations (A) a la référence[228] des longueurs de liaison de 16 molécules optimi-
sées aux niveaux RHF-dRPA (en magenta, cercle plein), et LDA-dRPA (en rouge, cercle vide). Les
liaisons sont classées par longueurs référentes croissantes.
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Fiure 5.7: Déviations (A) 2 la référence[228] des longueurs de liaison de 16 molécules optimisées
aux niveaux RHF-SOSEX (en jaune, triangle plein), et LDA-SOSEX (en vert, triangle vide). Les
liaisons sont classées par longueurs référentes croissantes.

124



Premiers résultats
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Fiure 5.8: Déviations (A) 2 la référence[228] des longueurs de liaison de 16 molécules optimisées
aux niveaux LDA-MP2 (en bleu, carré vide), LDA-dRPA (en rouge, cercle vide) et LDA-SOSEX
(en vert, triangle vide). Les liaisons sont classées par longueurs référentes croissantes.
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Ficure 5.9: Moyennes telles que définies (5.8.3) concernant les longueurs de liaisons de géomé-
tries optimisées avec les méthodes RHF-MP2, LDA-MP2 ; RHF-dRPA, LDA-dRPA et RHF-SOSEX,
LDA-SOSEX. (Si le lecteur lit une version noir et blanc : les barres sont dans le méme ordre que
dans la 1égende.)
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Conclusion

Le travail de cette these a mené a divers résultats de natures tres différentes, toujours autour de
développements de I’approximation de la phase aléatoire (RPA).

Du point de vue du formalisme, il a été fait une certaine unification dans la maniere de voir ce
que I’on appelle les flavors de RPA (dRPA-I, dRPA-II, RPAx-I et RPAx-II) avec I’introduction de
I’ « interrupteur » &. Egalement, j’ai présenté des explorations du formalisme "matrice diélectrique”
et des approximations qui peuvent y étre faites. Ceci est dans la continuité de ce qui a été fait par
Angyin et. al. [2] 4 propos du formalisme "connexion adiabatique". C6té programmation, cet effort
d’unification s’est traduit par un effort pour rassembler dans MOLPRO en un seul et méme script (et
une seule et méme syntaxe) toutes les possibilités de calculs RPA qui sont décrits dans le manus-
crit. D’un point de vue des détails de dérivations, j’ai démontré des relations qui n’avaient a notre
connaissance jamais vraiment été montrées en détail dans la littérature, comme par exemple 1’in-
tégration de la formulation "matrice diélectrique”, proposée par McLachlan et que le lecteur peut
voir dans I’ Annexe B.3. Lors des développements des expressions de type "matrice diélectrique” de
RPA avec échange, nous sommes arrivés a une expression qui s’est avérée tres proche a la méthode
RPAX?2, proposée récemment par Hesselmann, et qui lui a permis d’avoir des résultats numériques
excellents sans séparation de portée. Etant donné qu’il s’agit d’un théme intéressant qui a surgit
d’une maniere inattendue (comme c’est souvent le cas dans la recherche) nous n’avons pas trouvé
encore le temps pour approfondir la question du statut de la formule que nous avons identifiée et sa
performance dans un cadre avec séparation de portée. Les premiers essais n’étaient pas treés convain-
cant, mais nous n’avons certainement pas fait encore le tour de la question.

On peut discerner deux travaux principaux en rapport avec les orbitales locales. D’une part, un
travail a été€ conduit a 1’occasion d’une collaboration avec le Laboratoire de Chimie Théorique de
I’Université Pierre et Marie Curie, a Paris. La-bas a été développée une procédure pour construire
des orbitales localisées d’un dimere a partir d’orbitales qui ont été localisées pour les monomeres.
De cette maniere il est possible de discerner les di-excitations qui contribuent significativement a la
contribution de la RPA a I’énergie d’interaction. A cette occasion, un programme a été écrit a partir de
codes mentionnés précédemment. Ce programme est pensé pour étre interfacé avec MOLPRO et avec
des scripts écrits a Paris. Il permet de calculer une énergie RPA a partir d’une liste de di-excitations
importantes dans des bases d’orbitales locales. D’autre part, j’ai montré des développements d’or-
bitales dites « orbitales oscillantes projetées » (POO). Ces développements inédits utilisent les pro-
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priétés de ces orbitales virtuelles localisées pour écrire des versions locales des équations RPA. De
plus, grice a une structure analytique intéressante des POO, dans le cadre d’un formalisme détaillée
dans la these, il est possible de s’affranchir de la connaissance explicite des orbitales virtuelles et
d’écrire une énergie de corrélation approximative, mais fort vraisemblablement bien adaptée pour le
calcul de I’énergie de dispersion, uniquement en fonction des orbitales occupées. C’est un résultat
intéressant en soi, et qui de plus ouvre la possibilité de 1’élaboration de fonctionnelles de corrélation
de qualité RPA, mais qui ne nécessitent pas I’utilisation des orbitales virtuelles.

Un des volets de cette these concerne des réflexions dans 1’espace direct, c’est-a-dire sur des
fonctions vues avec leurs dépendances aux coordonnées spatiales. Les travaux dans ce domaine ont
été doubles : d’un cdté, il a été mis en place un programme capable de lire des orbitales d’un cal-
cul MOLPRO et de calculer des fonctions telles que la fonction de réponse y, le trou d’échange #,,
la fonction de Dirac 0, efc... Les orbitales peuvent étre fournies sur des grilles parallélépipédique,
que I’on dit "réguliéres”, ou sur des grilles de type "DFT", et dans des fichiers formatés ou non. A
court terme, ce programme n’a été utilisé que pour générer les visualisations dans I’espace direct qui
sont montrées dans cette these. Un développement futur pourrait consister a repenser la construction
des grilles de type "DFT" pour échantillonner I’espace de sorte a correspondre plus aux besoins des
fonctions rencontrées dans les calculs de corrélation (c’est-a-dire I’espace entre les atomes).

D’un autre coté, je présente une adaptation a la chimie quantique de I’approche EED, développée
a Dorigine par Berger et. al. dans I’espace réciproque et avec des ondes planes. Lors de ce travail
d’adaptation, j’ai pu dégager des relations intéressantes entre certains objets qui émergent lors des
dérivations et les regles de sommes des fonctions de réponse, ainsi que — d’un point de vue plus
pragmatique — des pistes pour calculer la fonction de réponse avec des éléments de matrices simples.
Cette méthode peut trouver des applications futures dans un formalisme RPA dans 1’espace direct,
ou le calcul de 1’énergie de corrélation se ferait sans utiliser explicitement les orbitales virtuelles. On
retrouve en cela une visée déja explorée lors la dérivation des équations RPA dans la base des POO.

Ce que ’on peut considérer comme le travail majeur de cette these a consisté a développer les
gradients analytiques de 1’énergie de corrélation RPA dans un contexte de séparation de portée, c’est-
a-dire les gradients analytiques de 1’énergie E = E}S;;i{LR + E{gﬁA. Lorsque nous avons commencé ce
projet, il n’existait pas dans la littérature de gradients analytiques pour la RPA, et il n’existait pas non
plus de dérivation tout-en-un de gradients d’énergies avec séparation de portée. Une Communication
vient d’étre publiée par le groupe de Helgaker sur les gradients RPA, avec des orbitales de référence
Hartree-Fock, qui est du point de vue formalisme le cas le plus simple, mais présente probablement
le moins d’intérét du point de vue des applications. En utilisant le formalisme Lagrangien, j’ai pu
mettre en place une dérivation qui permet d’obtenir en une fois un gradient qui méle des contributions
courte- et longue-portée. Au cours de la dérivation, le parallele entre les comportements des termes
bi-électroniques courte- et longue-portée est clair et les couplages émergent naturellement. Cette
théorie a pu &tre implémentée dans le « ceeur » de MOLPRO, c’est-a-dire d’une maniere qui profite des
outils de programmation mis en place lors de précédentes implémentations des gradients corrélés,
notamment des gradients RSH-MP2. A la suite de cette programmation, les calculs de dipdle au ni-
veau RSH-RPA ainsi que les optimisations de géométrie sont du coup disponibles immédiatement.
Jai présenté des résultats d’optimisation de géométrie aux niveaux RSH-dRPA-I et RSH-SOSEX,
ainsi que des densités corrélées au niveau RSH-dRPA-I. 11 faut voir ces résultats comme une solide
validation de I’implémentation, mais le but a terme est de calculer des énergies d’interaction sur géo-
métries optimisées sur des complexes présentant des interactions faibles (complexes de 1’ensemble
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S22, par exemple). Egalement, quelques premiers tests semblent indiquer que des résultats intéres-
sants pourraient étre obtenus en faisant des calculs de dipoles.

Il est certain que beaucoup reste a faire en relation des travaux présentés dans cette these. Je
mentionnerais la programmation des gradients analytiques pour les variantes RPA avec échange, no-
tamment les deux versions proposées par Szabo et Ostlund, qui se montrent particulierement efficace
pour calculer des forces intermoléculaires dans un cadre de séparation de portée. Egalement, il se-
rait important de poursuivre les travaux basés sur les orbitales localisées, notamment implémenter et
tester le formalisme POO numériquement. La liste des pistes a explorer pourrait étre rallongée.
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Annexe A

Un contexte pour la RPA, des discussions
autour des fonctions de réponse

Cette Annexe offre au lecteur des discussions et développements autour de notions que
I’on manipule lorsque 1’on dérive les équations RPA, et qui sont a la limite des habitudes
d’un chimiste théoricien. On introduit notamment le formalisme des fonctions de Green,
qui offre un cadre particulierement adapté a la RPA et s’impose comme une méthode de
choix pour comprendre les implications physiques de 1’approximation RPA. Sont succinc-
tement montrés des développements tels que I’approximation GW (que 1’on trouve plutdt
en physique du solide) et I’équation de Bethe-Salpeter, centrale dans notre fagon de dériver
les équations RPA. On montre également une discussion sur la nature de 1’objet y que I’on
peut rencontrer dans de nombreux contextes.

Ces développements sont indiqués dans un souci de positionner la RPA, et cette these,
dans un contexte plus général, mais ne sont pas démontrés dans les plus grands détails :
cette Annexe est un effort de vulgarisation d’un domaine limitrophe a la chimie théorique.

A.1 Théoreme de Fluctuation-Dissipation

L’étude d’un systeme se fait trés souvent par I’étude de sa réponse a une perturbation[229, 230].
Un systéme soumis a une perturbation extérieure (a une force extérieure) voit les valeurs de ses
observables dévier de leur valeur moyenne. En théorie de la réponse linéaire, on écrit la variation
de la valeur moyenne d’une observable B dans un systéme soumis a une perturbation F()A (F
est amplitude de la perturbation, A est 1’opérateur du systéme auquel est couplée la perturbation)
comme :

t

<B>(t)—<B>o=/ xpalt —)F(t') dt, (A.L1)
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Annexe: Un contexte pour la RPA, des discussions autour des fonctions de réponse

ol 1’on a défini yp,, la fonction de réponse de 1’observable B a une perturbation F(r)A, dont la
transformée de Fourier est yp4(w). Cette fonction de réponse dépend de ’hamiltonien a I’équilibre
H, : elle décrit la dynamique du systeme 2 I’équilibre mais, dans une approximation linéaire, permet
de connaitre le comportement du systeéme hors de son équilibre.

Le systeme soumis a une perturbation extérieure perd de 1’énergie par dissipation et les obser-
vables retournent a leur valeur d’équilibre. Une facon de voir cela est de dire que les degrés de liberté
du systeme sont couplés les uns aux autres et jouent les uns pour les autres le réle de réservoir ther-
mique qui offre une résistance a la force extérieure. Le lecteur trouvera ceci, et les démonstrations
des équations qui sont esquissées dans la suite, par exemple dans la référence [231]. On peut mon-
trer[231] que cette variation de 1’énergie moyenne du systéme soumis a une perturbation extérieure
(cette dissipation) est liée a la partie imaginaire de la fonction de réponse :

%—l: o w Im (y(w)) (A.1.2)

D’autres sources d’écart a la moyenne sont les fluctuations statistiques autour de la valeur moy-
enne, mesurées par les fonctions d’auto-corrélation telles que celles qui apparaissent équation (2.2.3).
On peut montrer[231] que ces fluctuations sont également liées a la partie imaginaire de y :

G(w) « Im (y(w)) (A.1.3)

En d’autres mots, avec les équations (A.1.2) et (A.1.3), on montre que la réponse d’un systeme
a une force extérieure (que 1’on exprime en terme de dissipation) est identique a la réponse d’un
systeéme a une fluctuation autour de 1’équilibre ; c’est-a-dire qu’un systéme « ne sait pas » ce qui
I’a mené a un état hors équilibre (une force extérieure ou une fluctuation spontanée autour de la
moyenne) et son évolution de retour a 1I’équilibre sera la méme dans les deux cas : c’est ce que I’on
exprime dans le théoréme de Fluctuation-Dissipation.

A.2 Introduction au formalisme des fonctions de Green

L’étude du probleme a N-corps est I’étude des effets des interactions entre les N corps sur le
comportement du systeme a N-corps. Il s’agit d’un probléme d’une grande complexité, qui est en
général insoluble. Bien souvent, les premieres approches de résolution passent par la supposition de
I’absence d’interaction pure et simple, c’est-a-dire que I’on substitue au probleme a N-corps compli-
qué une superposition de N problémes a un corps, tres simples. Ces suppositions, dites de « champ
moyen », donnent étonnement de bon résultats, malgré la sévérité de I’approximation. Cependant, ce
qu’il reste a décrire, la partie qui est perdue dans 1’approximation, est physiquement trés importante.

La théorie quantique des champs offre une maniere unifiée et systématique pour attaquer le
probleme a N-corps, et ce dans tous les domaines ou il peut émerger. La théorie quantique des
champs propose une nouvelle description, c¢’est-a-dire propose de substituer I’étude du probléme
de N particules réelles en interaction par 1’étude de N particules fictives, que 1’on appelle « quasi-
particules », qui sont (presque) sans interaction. En d’autres termes : on observe que le systeme des
corps réels interagissant fortement est bien décrit par un systeme de corps fictif interagissant fai-
blement. (Rappelons-nous que 1’on a mentionné plus haut que, en effet, les résultats obtenus avec
I’approximation (drastique) de particule sans interaction sont « bons ».)

132



Fonctions de Green

Une bonne maniere de comprendre 1’efficacité de cette description est de considérer le comporte-
ment et les évenements entourant le déplacement d’une particule réelle. Lorsqu’une particule réelle
se déplace dans le systeéme a N-corps en interaction attractive (on peut faire globalement le méme
raisonnement pour une interaction répulsive, bien évidemment), elle emporte avec elle un « nuage »
de ses plus proches voisins, avec lesquels elle est en forte interaction. Ce nuage écrante la particule
a la vue des autres particules du systeme. Il est donc plus pertinent d’étudier directement le com-
portement des quasi-particules (les particules et leur nuage), qui interagissent entre elles bien plus
faiblement que les particules réelles : on peut considérer que leurs comportements sont indépendants
les uns des autres. Dans divers domaines de la physique, I’interaction entre les particules réelles est
appelée interaction « nue », la ot I’interaction entre quasi-particules est appelée interaction « effec-
tive », « habillée », ou : « renormalisée ».

Dans un systeme a N particules, et dans une description en terme de quasi particules, chaque
particule est a la fois au cceur d’une quasi particule et membre des nuages de plusieurs autres quasi
particules. Ainsi, une étude du systeme des quasi particules risque de prendre en compte les parti-
cules réelles plus d’une fois. Il est plus simple de définir une description en terme de quasi particules
dans un contexte o 1’on ajoute une particule réelle au systeéme et out I’on observe et décrit le mou-
vement de cette particule supplémentaire dans le systeme. On peut aussi étudier la propagation d’un
« trou », ¢’est-a-dire 1’évolution d’une situation ol I’on a enlevé une particule au systeme.

Dans une telle description, les quasi-particules ont des propriétés propres : elles ont, ou peuvent
avoir, une masse effective, une charge effective, efc. .. et ont, donc, également une énergie propre. On
donne le nom de self-energy (X) ala différence entre 1’énergie d’une quasi-particule et I’énergie d’une
particule « nue ». Une explication que 1’on peut donner pour le nom de self-energy est la suivante :
la particule nue interagit avec le systéme a N-corps, génere ainsi le nuage qui I’entoure, et le nuage
interagit avec la particule nue, modifiant son comportement. En un sens : la particule interagit avec
elle-méme via le systeéme a N-corps et ce faisant change sa propre énergie d’une quantité X.

Dans la suite je présente ces formalismes peut-étre peu connus du lecteur chimiste théoricien. De
bonnes références a lire sur le sujet seront, par exemple, les chapitres des livres [229, 230, 232-236]
et les références [237, 238].

A.3 Fonctions de Green

On introduit la fonction de Green a une particule[234, 237-240] :

iG1(1,2) = T [d:d5] 1) (A3.1)

=0t > 1) ddl [y — O < 1) ¢ Fiidn [,

ou | 1(\)/ ) est1’état fondamental a N particules du systeme, I’opérateur de Wick T" ordonne les opérateurs
qui le composent en temps décroissants (1’opérateur qui agit temporellement en premier est a droite).
Les opérateurs sont des opérateurs en seconde quantification, de création (") et d’annihilation (i) ;
les variables d’espace-temps sont contractées en 1 = (Xy,?;), et on note @(¢; > t,) la fonction de
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Annexe: Un contexte pour la RPA, des discussions autour des fonctions de réponse

Heaviside qui vaut un pour #; > #,. Cette formulation permet de traiter les électrons et les trous de la
méme maniere.

On peut atteindre une interprétation de la fonction de Green en utilisant la représentation en in-
teraction des opérateurs[234, 237], ou la dépendance temporelle est exprimée explicitement comme

@1 - eiml@x e—iﬂrl .
. :

iG1(1,2) = Ot > ) (| i, e MM T 7M1 | T
=0 < 1) (gl Mgl e Mgy e | )
E, - N 2 —'1:1 -0).7 N
=011 > )™ ([ e O 1)

—i —) ;N 4% il(t—-t) % N
= O(11 < 1p)e” BN (TG MO 1), (A3.2)

ou I’on voit que la fonction de Green représente, pour un temps #; supérieur a t,, ’amplitude de
probabilité de 1I’événement suivant : création d’un électron en X, (@;)7 propagation de cet électron de

fan (e”Hn _’2)) et destruction de 1’électron en x; (@Xl ). Il s’agit donc de I’amplitude de probabilité
de trouver au temps f; et en X; un électron crée en X, au temps f,. De la méme maniére, pour un
temps #, supérieur a t;, la fonction de Green est la probabilité de trouver au temps 7, et en X, un trou
crée en x| au temps t;. Avec cette réécriture, on voit bien également que la fonction de Green ne
dépend que de la différence 7 des deux temps ¢; et ; :

Gi(1,2) = Gi(x1, %235 7) (A.3.3)

On peut prouver que la fonction de Green a une particule est intimement liée a la densité a une
particule[234, 237, 238], et que I’on peut donc obtenir les observables de 1’état fondamental comme
des moyennes de fonction de Green (G(1,2)). Mais toutes les informations du systéme ne sont pas
contenues dans la fonction de Green a une particule : les phénomenes diis a des couplages électron-

trou sont perdus, les phénomenes diis aux corrélations entre particules sont perdus. On peut écrire de
maniere plus générale des fonctions de Green a N particules, liées aux densités a N particules :

Gu(1 = 2n) = (=" (oI T|dr -l - 05,10 (A.3.4)

A4 Equations de Dyson et de Hedin, Approximation GW

A.4.1 Hiérarchie des fonctions de Green

Les équations de propagation des opérateurs de création et d’annihilation, appliquées aux G,
nous donnent une hiérarchie d’équations de propagation des fonctions de Green[232, 238, 239], ou
la fonction de Green a une particule dépend de la fonction de Green a deux particules, qui dépend de
la fonction de Green a trois particules, efc... On cherche a tronquer cette hiérarchie en exprimant
la fonction de Green a deux particules en fonction de la fonction de Green a une particule. Plus
précisément : on modifie I’équation de propagation de G| (A.4.1) pour obtenir 1’équation de Dyson
(A.4.2)[232, 233, 237-240] :
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Equations de Dyson et de Hedin, Approximation GW

[id,, —h(xl)]G1(1,2)+i/v(l,3)G2(l,3;2,3) =5(1,2) (A4.1)
& [id,, —h(xl)]Gl(l,Z)—/2(1,3)G1(3,2) =5(1,2), (A.4.2)

ou la « self-energy » X rend compte de tous les effets portés par G,. Une interprétation de X émerge

si ’on considére un systeme sans effet a deux particules, dont la fonction de Green a une particule

G obéit a I"équation de propagation :

[id,, — h(x)] GY*"(1,2) = 6(1,2) (A4.3)

On retrouve ici une définition des fonctions de Green plus classique dans d’autre domaine de la
physique : G{*""(1,2)™" = [id,, — h(x,)]. L’équation de Dyson se réécrit alors schématiquement :

Gl — thronqué + thronqué s Gl’ (A44)

et la self-energy se comprend comme la connexion entre le systeme sans effet a deux particules et
le systeme réel décrit par G,. Tous les effets d’interactions sont inclus dans X, c’est-a-dire les effets
d’interaction de Coulomb, les effets d’échange et de corrélation : £ = Xy = v + Zxc-

A.4.2 Approximation GW

L’enjeu est ensuite bien siir de trouver une expression de la self-energy exacte et un cadre ou
I’approximer. On trouve satisfaction dans une théorie des perturbations, que je vais présenter dans
la suite de maniere trés succincte : les notations ne seront pas détaillées en profondeur, les lois
d’intégrations ne seront pas redémontrées, les dépendances ne seront pas surveillées avec attention.
Le but ici est simplement de comprendre d’ou vient I’approximation faite sur X, et ses conséquences
dans le cadre de la RPA. Le lecteur intéressé trouvera de bonnes revues sur le sujet dans la littérature,
entre autres dans la référence [237]. On ajoute au systeme une perturbation U dépendante du temps,
et on définit le potentiel :

V=U+vh=U—i/vG|, (A.4.5)

dont la présence force a redéfinir les fonctions de Green (non détaillé ici). Une dérivation attentive
des nouvelles fonctions de Green permet rapidement d’obtenir la formule de Schwinger :

0G,
ou
dont on comprend immédiatement la portée : cette équation permet d’exprimer la fonction de Green

a deux particules exclusivement en fonction de fonctions de Green a une particule. Insérée dans
I’équation (A.4.1), elle donne en effet :

=-G, + GGy, (A.4.6)
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[ 0Gy 1. oGy 1 oGy v =
Sxc =i VWGIIZ—Z/VGl a[} :—l/vG1 ax; %zz/ler, (A.4.7)

oulaloi 1 estla « loi de I’inverse » et la loi 2 est la « chain-rule », deux lois d’analyse fonctionnelle
bien connues. Cette équation définit les objets Wet T :

Dyson avec

_ BG‘l ZiVI—ZXC aGtronqué,—l oV o 1+2 I _
Fr—_-—+ £ = 9 %x 4 X6 T A4,
oV v Tavtay T %t g GiTon (A.4.8)
et:
it
avV ] . oG, 0V / —
— a2y L Ly = A4
w vﬁU v—1i VﬁVvaU v+ [ vx W, ( 9)
ou:
4G, | aGy! =
X= _iW = i/Gl 5 G| = —i/G1 I' Gy, (A.4.10)

est la polarisabilité irréductible du systeme, c’est-a-dire la réponse du systeme -de G- a une pertur-
bation V. La dénomination « irréductible » souligne le fait que y est définie par rapport a V, la ol
une polarisabilité « réductible » peut étre définie comme y = —i %%.

11 est intéressant de se pencher sur la définition de W. Il s’agit du potentiel v écranté par 1’inverse
de la fonction diélectrique : el = g—g. Comme on I’a vu dans I’introduction, I’interaction entre les
quasi particules est bien plus faible (elle est quasi nulle) que I’interaction entre les particules réelles :

W est plus faible que le v.

On a donc une collection de cing objets (Zxc et G, et T, X et W qui ont émergés dans
la dérivation) et cinq équations ((A.4.4), (A.4.8), (A.4.10), (A.4.9), (A.4.7)) que I’on peut
faire tourner dans une procédure SCF jusqu’a convergence, c’est-a-dire jusqu’a obtenir
I’exacte self-energy.

Ce schéma, proposé par Hedin[24 1], est une théorie des perturbations dont la composante de base
est le potentiel écranté W, qui est beaucoup plus faible que le potentiel v : une série en puissance de W
converge beaucoup plus rapidement qu’une théorie des perturbations en puissance de v. (Cette idée
n’est pas sans lien avec le modele de Hubbard[242] en physique du solide). De fait, 1’approximation

la plus répandue consiste 2 faire un unique cycle (2%”, G’T’“e“) - (f,)?, W) - (Z?f(‘j’“ , Grl‘ew). Avec
guess

une self-energy de départ ;. = 0, on obtient :
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Gl :Gllronqué

I' =60

X =-iGi G =" (A.4.11)
W=V—i/VG1G1W

Y =G W,

ou I’expression de la self-energy ainsi obtenue donne son nom a I’approximation : GW.

A.5 Equation de Bethe-Salpeter, Approximation du noyau

Dans les cas ol la fonction de Green a deux particules est effectivement nécessaire (dans le cas
de couplage électron-trou par exemple), on utilise une équation similaire a I’équation de Dyson :
I’équation de Bethe-Salpeter[243]. Considérons la polarisabilité « réductible », en portant attention
cette fois aux dépendances :

' A 0G(1,1") . VoA , ,
1,2;1,2") = —i—————= =iG»(1,2; 1",2") —iG(1,1")G(2,2 AS.1
X( ) U 2( ) —iG1(1,1)G1(2,2) ( )

Cette équation est du plus grand intérét d’un point de vue physique : y est un objet a 4
points, définit a la fois (voir I’équation (A.4.6)) comme la réponse (linéaire) d’un systeme
a une perturbation extérieure et comme la différence entre le mouvement couplé d’un élec-
tron et d’un trou et leur mouvement indépendant. On voit ici les prémisses d’une utilisation
dans un cadre de théoréeme de fluctuation dissipation

On peut procéder comme précédemment et dériver 1’équation de Bethe-Salpeter[80, 237, 240]
de la maniere simplifiée suivante :

Dyson avec
Z=U+vp+2Zxc

L aG;! P (G = U = vy — Zxc)
x=1i/] G Gy = i | Gy G

ou ou

2
l . . 0 (vp + Zxc) 0Gy P / P
=—-iG1 Gy - G ——— —G; = s AS52
iG G l/ 1 G, au C1=X [ x Kx ( )

oll I’on retrouve la polarisabilité a particules indépendantes y'* qui apparait (2 deux points) dans
I’équation (A.4.11), et ou ’on définit le noyau K = ia(v’:;'—GEIXC) comme étant la dérivée de la self-
energy totale, c’est-a-dire du potentiel de Hartree et de la self-energy d’échange-corrélation. On
voit que I’équation de Bethe-Salpeter est une sorte d’équation de Dyson pour la polarisabilité a 4

points[80], et que le noyau K joue le méme role que la self-energy : il connecte le systéme a particules
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indépendantes représenté par y'* au systéme réel. On représente schématiquement I’équation de
Bethe-Salpeter :

x=x"+x"Kx (A.5.3)

Comme précédemment avec la self-energy, le noyau doit étre approximé, c’est-a-dire la dérivée
de Zxc doit étre approximée : il semble naturel d’utiliser I’approximation mise en place pour Xxc,
i.e. I’approximation GW, ol Zxc = 0. Ceci mene a un noyau qui ne contient que le terme de Hartree,
et est appelé TD-H, ou : RPA, que I’on appelle ici direct-RPA (dRPA).

KRPA1,2:3,4) = i% =v(1,4) 6(1,3)5(2,4) (A.5.4)

(voir définition de vj, équation (A.4.5)). Dans ce cas, les « ¢ » qui émergent vont réduire 1’équa-
tion de Bethe-Salpeter (A.5.2) a une équation d’objets a deux points. Une approximation moins
sévere consiste a inclure un terme d’échange, ce qui donne un noyau :

KRPAX(1,2:3,4) = l,a(v;—gzx) =w(1,4) 6(1,3)8(2,4) — v(1,3) 6(1,4)5(2,3) (A.5.5)
1

1l s’agit de I’approximation TD-HF, ou : RPA-échange (RPAX).

Ainsi I’approximation RPA sur le noyau de 1’équation de Bethe-Salpeter est similaire a
I’approximation GW sur la self-energy de I’équation de Dyson et consiste a négliger to-
talement toutes contributions autres que Hartree. L’approximation RPA-échange (RPAXx)
consiste a inclure un terme d’échange dans la self-energy, c’est-a-dire dans le noyau de
I’équation de Bethe-Salpeter.

A.6 Fonctions de réponse

A.6.1 Représentations de Lehmann

La représentation spectrale dans le contexte du formalisme des fonctions de Green est appelé

« représentation de Lehmann ». Pour obtenir la représentation de Lehmann de la fonction de Green

a une particule[234, 237, 240], on inseére dans 1’équation (A.3.1) la complétude d’une base d’états a

M particules dans les états fondamental ou excités n, 3, | 1;,4 ¥ ’:f | = 1. Du fait des opérateurs de

N+1
n

création/annihilation, seuls les états | ) (resp. IN " ! ») survivent pour 7 > 0 (resp. T < 0) :
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iGi(1,2) = Y O > 0) (o1 111D
— O <0 (Y1 IM I ) (A.6.1)

La représentation en interaction des opérateurs donne :

iGi(X1, %05 7) = ) Ot > 0)e B Exo)r (g Ny (Ve g )
= O(r < 0 EroEra)r (FT 1N U 1 1), (A62)

dont la transformée de Fourier est :

N2 | N+l\,N+1; 3% N Ny 2% N-1\,N-1, 3 N
T R YR T AN PO S O AN L Y [V A

Gi(X1, X5 w) = — + - (A.6.3)
zn: w = (En1n = Eno) +in* w—=(Eno = En-1) — in*
On a utilisé :
/ di Ot > 0)e el = —
P w=—erim (A.6.4)
et : / dt O(t < 0)e 7T = —l_+,
oo w—¢e—in
(w—&)T iRe(w—e)t

qui s’explique lorsque I’on comprend, par exemple pour la premieére relation, que e =e
¢ M@= et intégrable analytiquement si Im (w — £) et T ont le méme signe. Ici, vu la présence de
la fonction de Heaviside, si Im (w — &) > 0. Ainsi I’apparition des éléments +in" est due a la nature
physique de G et a la scission entre le traitement de la propagation d’un électron pour 7 supérieur a
0 et le traitement de la propagation d’un trou pour 7 inférieur a 0[229].

On adopte la notation de Feynman, ol n* implique la présence d’une limite : * = nljglo. 1l faut

ainsi comprendre que les poles de la premiere fraction de I’équation (A.6.3) sont Ey.1, — Eno —in",
c’est-a-dire sont les différences d’énergie Eyy1,, — Eno décalées a partir de 1’axe des réels dans le
plan complexe inférieur, et ceci simplement pour justifier certains raisonnements, avant de prendre
n* — 0. Une plus ample discussion sur la présence et la signification de * est donnée section A.6.2.
Considérons a présent la représentation de Lehmann de y'F(1,2;1’,2") = —iG,(1,2)G1(2,1").
On procede de la méme maniere que précédemment, c’est-a-dire que 1’on insere des bases compleétes
pour obtenir (on peut aussi utiliser directement les représentations de Lehmann dérivées plus haut).

P(1,2;1,2) = Ot > 0) () 1l 15 (Y 1902 15 + O < 0) (§ 1dL i 15 18200, 1%)
(A.6.5)

En explicitant les coordonnées d’espace et de temps, on a :
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iXIP(Xl,Xz; X1, X3 T) = O(1 > O)e—i(EN+1,n—EN,()—EN.U+EN71.0)T
N2 N+1 N+1, 7 N\,N, 2% |N-1 N-1| 7 N
Co L IV KU T, 1o Colag, 1Y i, 1)

+0O(1 < O)e[(EN+I,u’EN.O’ENp*EN—I,O)T

(o 1 N Y T LTI I N s, 15 (A6.6)

L’équation (A.6.5) montre que y'* décrit la propagation simultanée d’un électron e d’un trou.
La transformée de Fourier de (A.6.6) est (avec des définitions évidentes pour f) :

S X)) fv-1(X1) fy e X2 fy_ (X2)

w = (En+1a = Eno) = (Eng — Ey-10) + i*
T et fct () (i) foy (1) (A6T)

Tw+ (En+10 — Eno) = (Eno — En-10) — i’

P
X (X1,X2; Xy, X0 3 ) =

oll, & nouveau, les +in" sont une conséquence de la nature de y'*.

Notons que x'¥ = —iGG; n’est pas encore bien définie puisque 1’on a pas choisi de fonction de
Green a une particule en particulier. En choisissant les fonctions de Green sans interaction G? d’un
calcul KS ou HF, on obtient ' = —iG?G? = x°. Ainsi, dans ce contexte de fonctions d’onde mono-
déterminentales, on retrouve pour la représentation de Lehmann la définition de 1’équation (2.3.2).

4N

A.6.2 Des propagateurs "causal", "avancé" et "retardé"

L expression de Lehmann, équation (A.6.7), introduit une quantité positive 5 que I’on comprend
lorsque I’on considere les conditions d’analyticité des transformés de Fourier équations (A.6.4). Une
plus importante discussion peut étre faite sur les n* des fonctions de réponse y.

La fonction de corrélation temporelle K qui émerge naturellement dans un contexte de réponse
linéaire[229], ou I’on cherche a exprimer 1’évolution de la valeur moyenne (B) d’un systeéme d’hamil-
tonien perturbé A= FI0+F (I)A avec les fonctions d’onde perturbées écrites [0) = |0)+ ca(H)e 0t ),
est:

(By — (B)g = / K@t —-1)F({) df (A.6.8)
et:
Kt—1)= Z ((O|B|n) (n|AJ0Y e 0D — (0|An) (n|B|O) e"wovn“—")) , (A.6.9)

ou c’est la causalité qui dicte le choix des bornes d’intégration : la réponse de (B) au temps ¢ dépend
de la perturbation aux temps inférieurs a . Cette fonction de corrélation temporelle est la transformé
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de Fourier d’une fonction de réponse (d’un propagateur) y. Plus exactement, étant donné que K n’est
définie que pourt=7—1¢ > 0,o0na:

x(w) = / ) O(T)K(1)e dr (A.6.10)
et:
O(T)K (1) o / mx(w)e‘i“”dw (A6.11)

Pour obtenir une expression de y a partir de K, équation (A.6.9), on ajoute a la perturbation
un facteur de convergence ¢ ' qui assure une apparition graduelle 2 1 = —co (essentiellement, cela
revient a travailler avec une fonction plus lisse que ® dans 1’équation (A.6.10)), on résout I’équation
de Schrédinger pour les ¢, (avec les bons choix pour A”), pour finalement pouvoir écrire[229] :

_ (0IBIn) (nlA|0)  (n|A|0)<O|B]n)
w—wy, +int wHwy, +int

x(w)

(A.6.12)

(Noter les signes des termes de convergence : +in*, 1a ol ’équation (A.6.7) montrait des termes
in" et —in". Je reviendrai sur cette question dans la suite). C’est 2 ce moment, il me semble, que
I’on comprend le mieux le lien entre la causalité (c’est-a-dire : le fait que 7 > 0) et la présence de
n*. La fonction y a des pdles sur I’axe des réels +wy,, déplacés dans le plan complexe inférieur
d’une quantité in*. L’intégrale (A.6.11) est donc : analytique dans le plan complexe inférieur (sauf
en ces poles) pour 7 > 0 (on applique alors le théoréeme des résidus pour obtenir une intégration par
contour non nulle, voir par exemple B.2.2) ; analytique, pour 7 < 0, dans la totalité du plan complexe
supérieur, qui ne contient pas de pdle et dans lequel I’intégration par contour donne un résultat nul
en vertu du théoreme de Cauchy (voir B.1.3).

Une maniere de présenter les choses est de dire que 1’on impose la causalité soit par le
biais de fonction de Heaviside, soit par la présence du facteur de convergence qui décale
les poles de y de maniere a forcer le signe de 7 dans la transformée de Fourier (A.6.11).

Cette formulation du propagateur y est appelée « retardée »[232]. 11 décrit un phénomene phy-
sique réel, ou la réponse est déterminée apres 1’application de la perturbation, et le facteur de conver-
gence """ est inclus pour respecter la causalité. Une autre formulation du propagateur peut étre
écrite, en remplagant les termes +in* par —in*™ dans (A.4.10), pour obtenir :

_ (0|BIn) (nlA|0) — (n|A|0) <O|B]n)
w—wo,— it w+wy, —int

x(w)

(A.6.13)

Ce propagateur a des pdles décalés dans le plan complexe supérieur, et avec le méme raisonne-
ment que précédemment, cela meéne a une fonction de corrélation temporelle pour laquelle 7 < 0.
En d’autres termes, ce propagateur résulte d’une vision ol I’on a ajouté un facteur de convergence
inverse ¢ et décrit un phénomene imaginaire ol le temps « descend » de +oo, et ou la réponse est
déterminée avant la perturbation. On appelle ce propagateur : propagateur « avancé »[232].
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Le propagateur de 1’équation (A.6.7), obtenu dans un formalisme de fonction de Green avec
I’opérateur de Wick, est appelé propagateur « causal »[232]. On rappelle ici son expression :

= Y B @A) _ (A 151

A.6.14
w—wo, +int  wH+wy, —int ( )

Pour résumer : le propagateur retardé est analytique dans le plan complexe supérieur, a tous ses
poles dans le plan complexe inférieur et donne donc une intégrale non nulle dans le plan complexe
inférieur. Le propagateur avancé est analytique dans le plan complexe inférieur, a tous ses pdles dans
le plan complexe supérieur et donne une intégrale non nulle dans le plan complexe supérieur. Le
propagateur causal n’est analytique dans aucun des deux plans, mais a (donc) une transformée de
Fourier bien définie et non nulle pour toute valeur de 7 (sauf 7 = 0). Notons que dans la section
B.2.2, on est amené a intégrer la fonction de réponse causale et a discuter de la position de ses pdles.

A.6.3 Une expression alternative

Concernant la fonction de réponse y a 4 points vue par exemple équation (A.5.1), ayant quatre
opérateurs, elle peut décrire le comportement d’une paire d’électron, d’une paire de trous, ou, ce qui
nous intéresse ici : d’un électron et d’un trou. On choisit donc judicieusement 1’ordonnement des
temps :

X(152; 1/92’) iX(Xl’t13X29t2;X1’9t-1+’X2’7t-2‘—)7 (A'6']5)

ot les temps #] et 7; sont légérement supérieurs a #; et f,. Ainsi ’opérateur de Wick de la fonction
de Green a deux particules de I’équation (A.5.1) ne fournit-il que deux composants, qui sont :

~Go(X1, 11, X, 12 X1y 1, Xor, ) = Oty > 1) () 1 §50005, 0213 = Ot > 1) (o 108,000 0,01 1)
(A.6.16)

Si ’on considere la définition (A.5.1) de la fonction de réponse y, on se retrouve a écrire la
représentation de Lehmann suivante :

N, ~+ ~ N N 2+ N N, » A~ N N % ~ N
CoTE Oy Y O 0 10 I o 1 1B 0, 1)
+

w+int—-Q, —w+int —Q,

X (X1, X0, X1, Xy W) = Z
n#0

(A.6.17)

que I’on obtient en insérant la complétude de la base };, IZZ )(1,\{ | = 1 etoulasommesurn # 0
s’explique par la présence du terme —iGG; dans (A.5.1). Q, est la différence entre les énergies de
I’état excité n et de 1’état fondamental. L’objet a 2 points, y(r;,r;) (on ne s’occupe pas ici de la
coordonnée de spin, qui est intégrée), s’écrit donc :

00

X(rl,rz; w) = Z{ na(rl)l’l:;(l'z) + n:;(l‘l)na(rz)

w+int-Q, -—w+int—-Q,

} = x+(r;,r;w) + x_(r;, r2; w), (A.6.18)
a#0
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ou I’on préfere écrire |0) = I](\)’) et ) = II,\{ » (on n’a plus besoin de mentionner explicitement le

nombre de particule, qui est toujours N). On définit n,(r) = (0] J1 i [a) = (0] A(r) |).
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Annexe B

Eléments d’intégration complexe

Le but de cette Annexe se situe dans les sections B.2.2 et B.3 : il s’agit de démontrer
clairement des relations liées a des intégrations dans le chapitre sur la RPA. On présente en
amont de ces sections des notions de base d’intégration complexe, dans le but d’éclairer le
lecteur sur les méthodes et le vocabulaire utilisé lorsque que 1’on integre les équations, no-
tamment (2.4.6) et (2.7.29). Tous les outils nécessaires a la compréhension du théoreme des
résidus, relativement bien connu des chimistes théoriciens, et du principe de I’argument,
qui n’est qu’une application un peu exotique du théoréme des résidus, sont présentés ici.
A nouveau, il s’agit d’une Annexe de vulgarisation et les démonstrations sont simplement
indicatives ; la plupart des dérivations sont une simplification de la référence [244].

B.1 Notions de bases

Afin de dissiper d’éventuels doutes dans la suite, je présente ici des notations et quelques défini-
tions de base en intégration complexe. L’idée, bien sir, n’est pas de rentrer dans la totalité des détails
que I’on pourrait rigoureusement réclamer (on suppose notamment acquises les existences des objets
lorsqu’elles sont nécessaires), mais de se convaincre du fonctionnement des points clés qui menent
aux formulations importantes des sections B.2.2 et B.3. On définit I’intégrale sur un arc y paramétré
par z = z(t) € C,a < t < b de la fonction complexe f(r) comme :

b
/ f)dz= / f@@0)Z (t)dt, (B.1.1)
v a

dont la valeur est invariante par changement de paramétrisation de 1’arc. On accepte également une
généralisation des arcs en chalne d’arcs, et on peut notamment écrire symboliquement :

/ fdz:/fdz+/fdz+~-~+ f dz, (B.1.2)
Yity2+etyn Y1 V2 Yn
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en particulier : ffy fdz=- fy f dz. Une chaine d’arc qui forme un contour fermé est appelée un
cycle.

Dans la suite, on dit que a est un zéro d’ordre n de la fonction f si f(a) ainsi que les n — 1
premieres dérivées, f9(a), sont nulles. C’est-a-dire que I’on peut écrire f(z) = (z — a)"f,(2) ou
fu(@) # 0. De la méme maniere un pdle d’ordre n de f est un zéro d’ordre n de g(z) = 1/f(2),
¢’est-a-dire que I’on peut écrire f(z) = (z — a) " f,(2), avec f,(z) = 1/g,(2).

B.1.1 Index

Une notion importante a considérer en intégration complexe est 1’index d’un point par rapport a
un contour fermé. De maniere simple, I’index indique le nombre de fois ol un cycle tourne autour
d’un point qui n’est pas sur le cycle. Observons I’intégrale de 1/(z — a) sur un cycle vy :

/ d _ / dLog(z — a) = / dLoglz — a| +i / dArg(z - a) (B.1.3)
Y

z—-a y ¥ y

Le premier terme est nul (sur un cycle, Log|z — a| retrouve sa valeur initiale), et le second terme
augmente ou diminue d’un multiple de 27i . On définit justement I’index d’un point a par rapport a
un cycle y comme ce multiple :

2ni J, z—a

n(y,a) = L/ dz ) (B.1.4)
¥

qui indique donc le nombre de fois ou un cycle tourne dans le sens trigonométrique autour d’un
point qui n’est pas sur la cycle (I’index prend une valeur négative lorsque le cycle tourne dans le sens
anti-trigonométrique autour d’un point). Ceci n’est pas une démonstration rigoureuse mais donne
« avec les mains » I’esprit de la justification compléte. On trouve une démonstration plus rigoureuse
dans la section 2.1 de la référence [244].

B.1.2 Homologie

Une fois la notion d’index définie, une propriété des cycles émerge : I’homologie. En quelques
mots : dire que des cycles y; et y, sont homologues par rapport a une région Q, c’est dire qu’ils
tournent autour de tous les points hors de cette région le méme nombre de fois (voir la figure B.1).
En effet, si y est un cycle dans une région (2 pouvant contenir des trous, on dit que y est homologue
a zéro par rapport a Q si n(y,a) = 0 pour tous les points a dans le complément de Q. On écrit
v ~ O[] et on comprend que y; ~ y,[Q] est équivalent a y; —y, ~ 0[Q].

B.1.3 Théoréeme de Cauchy

Un théoréme fondamental pour nous est le théoreme de Cauchy, qui dit que : si f est analytique
dans une région Q, alors :
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Ficure B.1: Q est une région contenant les trous Ay, Ay, ..., A, Apt1 (Antq est I« extérieur » de Q).
Ona:y; ~ 0[Q], i.e. le cycle ne tourne autour d’aucun point hors de Q. Et : y, ~ y3[Q], i.e. les deux
cycles tournent autour de tous les points hors de Q de la méme maniere.

/f(z) dz =0, (B.1.5)
Y

pour tout y tel que y ~ 0[Q2]. Ce théoréme est intimement connecté avec la propriété qu’ont certaines
intégrales de ne dépendre que des points d’extrémités de 1’arc y, c’est-a-dire d’€tre nulles pour un
contour fermé. Je ne démontrerai pas ce théoreme, le lecteur intéressé trouvera une démonstration
claire dans la partie 4 de [244].

B.1.4 Théoréme des résidus

Considérons une région Q munie de trous A, Ay, ..., Ay, Ay+1 (on dit que Q est multi-connectée).
Etant donnée un cycle y de Q, on peut montrer que 1’index n(y, a) est constant quand a varie dans
un méme A;. En d’autres termes : le cycle tourne autour des trous, et ’index est le méme pour tous
les points d’un trou. On appelle c; la valeur constante de 1’index des points d’un trou A;. On est en
mesure de construire des cycles yy, 2, ..., ¥, autour des trous tels que n(y;,a) = 1 pour a € A; et
n(y;, a) = 0 pour tout autre point hors de Q. (Notons que A, est I’ « extérieur » de la région, et n’est
pas a strictement parlé un « trou », voir figure B.1; de toutes les manieres : n(y,a) = 0 pour tout
cycle y de Q et tout point a de A,.1). Ainsi pour tout cycle y de Q, il existe des cycles 1,2, ..., ¥a
tels que :

Y~ (c1y1 + caya + o+ Y[, (B.1.6)

147



Annexe: Eléments d’intégration complexe

c’est-a-dire : les cycles de chaque c6té du signe ~ tournent autour des trous le méme nombre de fois.
Les cycles y; sont parfois appelés une « base d’homologie pour Q ».

Considérons une fonction f analytique sur toute la région, sauf en des pdles isolés a, as, ..., a,
qui sont situés dans les trous A;, Ay, ..., A, (f est dite méromorphe). Par le théoreme de Cauchy, on
a:

dz = / dz + / d+...+n/ d
/yf S VR | et | e (B.1.7)

=27i(c1R,, + 2Ry, + ... + C1R,),

qui définit les Ry, les résidus de f aux points a;. L’équation (B.1.7) est appelée le théoreme des
résidus, et fournit une maniere de calculer I’intégrale fy f dz pourvu que I’on dispose d’un moyen
de calculer les résidus R,,. Dans le cas particulier d’un p6le simple en a;, on obtient le résidu Ry,
comme la limite (z — @;) f(z) pour z — a;.

B.1.5 Principe de I’argument

Une application particuliere du théoreme des résidus est d’un intérét spécial pour nous : il s’agit
du principe de I’argument. Considérons un fonction méromorphe f qui a des zéros a; d’ordre h; et
des poles b; d’ordre h;. Pour chaque zéros, on peut écrire :

f@) =(@z—-a)" (@ avec : Sfu(a) #0

/ hi—1 hi: o7 (Blg)
f'@ = hi(z—a)"™ fu(2) + (2 —a)" f,(2)
La fonction f*/f s’écrit alors :
' b @
& _ mo I (B.1.9)
f@  z-ai fi(2)
et a des pdles simples a; de résidus A;. On peut écrire pareillement, pour chaque pdle de f :
’ —h; ;@
F@ _ (B.1.10)

@ b /@

En résumé : si f est une fonction méromorphe avec des zéros a; d’ordre h; et des poles b; d’ordre
h;, alors la fonction f'/f a des pdles simples a; et b; de résidus h; et —h;. Le théoréme des résidus
appliqué a f’/f donne :

1 [f@ o .
Tm‘/),%dZ—Zn(’y,a,)hl Zn(y’bj)hj (B.1.11)

J
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4

Cette équation est appelée principe de I’argument, et peut étre généralisée a une fonction g7 :

P / (z )% dz = Z n(y, ai)g(aih; — Zn(% bj)gbjh; (B.1.12)
i J

Le lecteur trouvera dans la littérature le principe de 1’argument écrit avec une convention ou les
sommations sur les zéros et les pdles sont répétées autant de fois que 1’exige leur ordre respectif, ce
qui permet une expression compacte :

(@
e / (z )m dz = Z n(y,a;)g(a;) — Z]: n(y,b)gb)), (B.1.13)

et méme, avec un contour choisi tel que les index soient tous égaux a 1 :

f’(z) a
o / f()dz Zg(a) Zg(b) (B.1.14)

ce qui permet d’écrire I’intégrale comme somme sur les zéros moins somme sur les poles del a
fonction g.

B.2 Intégration curviligne des fonctions de réponse

B.2.1 Représentation spectrale de la représentation matricielle de la fonction de réponse

1 0
On rappelle que I;! = wA — A, ; que A = [ 0 -1 ] et que I’on résout AyCpp = WanlCyp.

Considérant les symétries du probleme (voir 2.4.1), on écrit :

wac“cw D 0enCanCln+ D WanCanCl,

n>0 n<0
= Z wa,nca,nca,n — Wa,- nq: CZ/ —n B.2.1)
n>0
A= ZA CanClp =D MCanCl,+ > ACanCl,
n>0 n<0
= Z CanCl, = CanCl o, (B.2.2)
n>0

ou A,, bien sur, sont les valeurs propres qui permettent de reconstruire A. On a donc 1’expression
suivante pour I :
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Annexe: Eléments d’intégration complexe

()™ = wh = Ay = D (@ = 0a)CanCl, + (~0 + Wo2)CanCl (B.2.3)

n>0

et, en étant attentif a rajouter les quantités in* :

ConClh ComnCl s
[ﬂazz nen s (B.2.4)

4 W= Wan + it —w+ we—y +int

B.2.2 DLintégration

L’intégration de 1’équation (2.4.6) se fait par une méthode appelée « décalage du contour d’inté-
gration ». Rappelons que :

PRPA — /(>o —dw [I]'IEPA(w) - [l'lo(w)] (2.4.6)

c,a .
o 2T

On cherche donc a intégrer une fonction f sur I’axe réel, de —co a co. Une telle intégration peut
s’écrire :

1 [ 1 [*R 1
— dw = lim — dw = lim — d B.2.
o | o= fim o [ o= tim o [ o @29

ou yg est le segment de I’axe réel allant de —R a R. Le décalage du contour d’intégration consiste
a exprimer I’intégrale sur une variable réelle par une intégrale complexe que I’on peut aisément
calculer. On considere I’intégrale suivante, ot I’on ajoute a yg un arc Cg qui clot un contour dans le
plan complexe supérieur :

L( f@) dz+ / f(z)dz):i. f(2) dz (B.2.6)
27\ J,, Cr 2ni

YrR+Cr

Le choix le plus simple pour fermer le contour est un demi-cercle, allant du point réel R au point
réel —R, en passant par le plan complexe supérieur (voir figure B.2). En supposant que f tend vers
z€ro a I’infini, on peut considérer que 1’intégrale sur I’arc Cg ne contribue pas :

1 1
Rl_{rolo 2mi /)/R f(Z) < RI—I;IJO 2mi Ye+Cr f(Z) ¢ ( )

On est capable de calculer I’intégrale sur un contour fermé en utilisant le théoréme des résidus.
Observons la fonction f :
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Intégration de la formulation ""'matrice diélectrique"

Imz

Ficure B.2: Schéma du plan complexe z. Les pdles de f (points noirs, voir équation (B.2.8)) sont
légerement au-dessus de 1’axe des réels négatifs (—w,, + in" et —wy,, + in" ; on rappelle que w,.,
et wy,, sont positifs) et 1égerement au-dessous de I’axe des réels positifs (w,,, — in" et wy,, — in®).
On inteégre sur le contour trigonométrique yg + Cg, mais I’intégration sur le contour yg + Cj est
équivalente.

f( ) _Ca,nCZ{,n +Ca,—nCZ,fn +C0’”C(§,n _Cov*"cg,fn
2) = Z — + — t+ — t ;
Z=Wen+Mt 2+ Wen—in" zZ—wo,+int  z+wo, —int

} (B.2.8)

n

Cette fonction posséde des poles dans le plan complexe supérieur, légerement au-dessus de 1’axe
réel : aux points z = —w,, + in", de résidus C(,,_,,CL_H etz = —wg, + in", de résidus —Co,_an o
Tous les index sont égaux a +1. Ainsi :

L/~ i L _ P i
3 |_f@ro=lim o fd= Y (0l -0l B29)

n

Pour étre complet, on peut remarquer que la fonction f possede également des poles dans le
plan complexe inférieur, aux points z = w,, — in*, de résidus —(DW,C;n etz = wo, — in', de
résidus Co , Cg’n ; on peut intégrer dans le plan complexe inférieur : le sens du contour est alors anti-
trigonométrique et les index des singularités sont tous égaux a —1. L’intégration donne un résultat

qui a terme produit la méme expression de 1’énergie (c’est-a-dire qui a la méme trace).

B.3 Intégration de la formulation ''matrice diélectrique"

Ayant a présent tous les outils & disposition, on est en mesure ici d’expliquer en détail la mé-
thode esquissée par McLachlan er al.[245]. L’intégrale en fréquence (2.7.28) est calculée par inté-
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Annexe: Eléments d’intégration complexe

gration par parties du logarithme et application du principe de I’argument, pour obtenir la formulation
(2.7.29) apres intégration curviligne.
Considérons, donc, I’équation (2.7.28) :

1 * dw QZ +U.)2 Mliaia_s'z
EARPAT _ T / aw L ia - la 2.7.28
¢ 2 /. 2% ; o8 &l + w? &+ w? ( )

Le second terme s’integre en Kj, 4, et le logarithme peut étre intégré par partie :

L [Tre (B.3.1)

1 [ 1
— L dz = —|L )
o /_ . 0g(f(2)) dz 271'[ 0g(f(2)) | e T
ou le premier terme est nul et out on peut appliquer le principe de I’argument de 1’équation (B.1.14)

ia
8.2 + Z2

au second terme, avec : g(z) = z et f(z) = La fonction f a deux zéros simples en +iQ);,

et deux poles simples en *ig;,. En utilisant le méme raisonnement que dans la section B.2.2 sur
les contours de la figure B.2 ou cette fois les éléments intéressants sont sur 1’axe imaginaire, on
integre de maniere équivalente sur le plan complexe supérieur ou sur le plan complexe inférieur pour
obtenir :

BRI L DR B (€9
7 ) f@ T 2 ) T

c’est-a-dire pour obtenir une énergie de plasmon :

7= —1(iQ, — i), (B.3.2)

EORPAT _

| =

{Z (e — 5i0) - (K,-a,m)} (B.3.3)
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Annexe C

Détails de ’adaptation de spin

Dans cette Annexe, on se convainc de 1’adaptation de spin des matrices d’intégrales
bi-électroniques, qui sont diagonales par bloc avec des composants singulets et triplets[2,
80, 246]. Une fois ceci établi, il est aisé de montrer que les composants triplets ne sont a
prendre en compte que dans la formulation RPAX-II[2].

C.1 Structure des matrices bi-électroniques

Une intégrale bi-électronique entre des spin-orbitales p, g, r, s s’écrit :

(pqlrs) = / P (x1)q" (X)w(X1, X2)r(X1)s(X2)
= /P*(l‘l)q*(l‘z)w(l‘bl‘z)r(l‘l)s(l‘z)/S;(Sl)sr(sl)/S;(Sz)ss(sz), (C.1.D)
et ne peut étre non nulle que si les fonctions de spin respectent s, = s, et s, = s, Ainsi, sur

les 2* combinaisons de spin possible pour les orbitales p,q,r, s, seules 2> sont non nulles. Plus
particulierement, on a pour les matrices K, K’ et J les structures suivantes :



Annexe: Détails de ’adaptation de spin

Kiq. jp = (ijlab)

Si=Sgets;=S5p

Ky, 5, = (ijlba)

Si=Spets; =5,

Jia,jb = (ib| ja)

Si=Sjets, =5,

Jb Jb Jb
miromi 000 mir 0 0 mir 0
i Wi 000 0 uu 0 0 0 uu 0 0
0 0O 0 0 0 1Li7 0 0 nn 0
0 0O 0 0 0 0 umnt 0 0 0 0 it

La transformation de chacune de ces matrices selon X = U'XU (voir (2.6.2)) donne :

Kia,jp K’ ia b Jia,jb
Ki K5 00 K| K, 0 0 Ji Js 0 0
Ky Ky 00 K, K, 0 0 L L 0 0
0 0 0 0 0 K, K 0 0 Js
0 0 00 0 0 K K 0 0 J JUs
ol :
Ky =4 (nareun K} =3 (1ar+llll) = K, Ji =2 () = Jiagp
HTUHLL) = 2Ky Kj = 5 (1111-1L1) = 0 Jr =5 (11114 = 0
Ky = § (141-111 Ky =1 (1) =0 J3 =3 (1ar-1u) =0
A1) =0 K, = § (i) = K, 5, Ja =3 0n1+10) = Jiajp
K3 =4 (e K§ = 5 (ausnin) = K, Js = 2 () = Jiagp
MUY =0 K =3 (111141 =0 Jo =3 (1L1-114) = 0
Ky =3 (m11-11 Ky =1 () =0 J7 = 3 (1) =0
MU+ =0 K§ = -3 (1) = —Kj, » Js= 2 (L) = Jijp

Les matrices f,-a, jbs i(v'ia, b et Za, j» sont donc bien bloc-diagonales, et on construit les matrices
A’, et B vues équation (2.6.5).
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Contributions triplets

C.2 Contributions triplets

On veut montrer ici que des contributions triplets n’apparaissent que dans le cas de figure de la
RPAX-II. Rappelons I’équation générale des énergies RPA AC-FDT :

I it 7

1! 1l I !
Eo=1 / dortr] LA+ BYQ, + 2(ATZB)QS — AL, (2422)
2 Jo 2 T2 7
d/x d/x

ou les matrices Q, (et M,) sont définies aux équations (2.4.27) et (2.4.25). On rappelle que les
matrices sont construites dans un cadre simple-barre ou double-barre ; direct-RPA ou RPA-échange.
1l est clair que les formulations simple-barre ne font pas émerger de contribution triplet (les matrices
3A’ et *B' sont nulles). Pour le cas des formulations direct-RPA, on a :

SMEPA = (g + a0 - a0)? (¢ + a0 + a0) (& + al — 0)* = &2, (€2.1)

et:

_1 1
QI = (g + a0 —al)? (62) " (e +ab-a0)t =1 (€C22)

Ce qui mene a écrire la contribution triplet de I’intégrande de 1’équation (2.4.22), dans le cas
direct-RPA (indépendamment de la construction simple-barre ou double-barre des matrices A’ et
B):

1 1
(A +B)+ - (A" -B)-A"=0 (C.2.3)

Ainsi, en effet, seule la combinaison de matrices construites dans un cadre RPAx-II font émerger
des contributions triplets.
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Annexe D

Dérivations pour les orbitales localisées

On dérive ici tout ce qui est nécessaire aux développements concernant les POO dans
le manuscrit, c’est-a-dire que I’on écrit : les différentes procédures itératives pour calculer
les matrices T selon le niveau d’approximation (approximation des excitations locales,
moyenne sphérique), les objets qui émergent lors de I’expansion multipolaire des intégrales
bi-électroniques, et les éléments de matrice de Fock dans la base des POO.

D.1 Résolution itérative des équations de Riccati locales

D.1.1 Equation de Riccati dans la base des POO

Du fait de la non orthogonalité des POO et la structure non diagonales de la matrice de Fock, le
schéma de résolution habituel des équations de Riccati doit étre revu. On sépare dans (2.13.10) les
contributions des paires ij pures, et les contributions d’autres paires ik ou k;j :

RV =BV + (f - £iS + A) TS + STV (£ - Sf;; + A'Y/)
- Z fxSTHS — Z ST*Sf;,; + Z AVRTRIS 4+ Z ST*A'M + Z ST*BYT!S =0 (D.1.1)

ki k#j ki k#j kl

Dans ces équations, on ne peut pas traiter les termes impliquant la matrice (f),,, ,,, que I'on va
diagonaliser en utilisant la matrice X solution du probléme aux valeurs propres généralisé fX = SXe.
On va donc écrire des objets tels que, par exemple, X'fX : jattire I’attention du lecteur sur le fait
que cette transformation n’est pas un retour vers les orbitales virtuelles VMO. On a :

froo = VTfVMov c’est-a-dire : (‘7T)71 froo (V)_l = fymo, (D.1.2)
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ol la relation qui lie (V)™! et V n’est pas évidente (V n’est pas une matrice orthogonale). La trans-
formation avec la matrice X s’écrit :

X frua Xy = (X'SX) 55 = 5585, (D.1.3)
ol les orbitales @ ne sont pas les orbitales virtuelles VMO, mais des orbitales virtuelles pseudo-
canoniques qui diagonalisent la matrice de fock virtuelle exprimée en POO. Ainsi, on transforme
les équations de Riccati dans une base d’orbitales virtuelles pseudo-canoniques qui diagonalisent la
matrice fpoo, et ce séparément pour chaque paire [i].

On multiplie donc a gauche par X' et a droite par X :

X'RUX = X'BYX + (X'f - £;X'S + XTAT) TUSX + X'ST (fX - SXf;; + A"//X)
= > HXISTUSX - ) XISTHSX fi; + > XTAMTHSX + 3 XTST*AX

ki k#j k#i k#j
+ Z X'ST*BHTYSX = 0 (D.1.4)
On applique I’équation aux valeurs propres, ainsi que les relations I = SXX' = XX'S, pour

obtenir :

X'RUX = X'BYX + (& - fil + X'AX) X'STVSX + X'STUSX (& - f;;1 + X'A'/X)
- Z X STHSX — Z X'ST*SXf;,; + Z XTA/RXXTSTHSX + Z X'ST*SXXA’MX

k#i k+j ki k#j

+ Z X'ST*SXX'B¥XXSTVSX = 0, (D.1.5)
qui peut s’écrire de maniere plus compacte :

—ij =) i\ i i —ii
R’ =B +(s—f,~,~I+A )T +T (S—f/‘jI+A )

—Zfﬁ ZT fk,+ZAf T +ZT A" +ZT”‘ BT = (D.1.6)

k#i k#j k#i k#j

ol I’on a introduit les notations :

R’ = X'RUX

A" =XTAX D7
B’ = X'BUX 1D
T’ = X'STVSX

On résout I’équation (D.1.6) par la formule itérative :
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,A B gl (1)
TlL(n) _ ab ab (D.1.8)
a T ii i\ o
(ea = fi+ AT) + (o5 = £+ A2)

ol Aﬁij (T) est:

=S AT - Ty Y AT Y TR '+ZT"‘ BTV (D.1.9)

i k#j ki =%

Apres convergence, les amplitudes obtenues peuvent étre transformées vers la base POO d’ori-

gine par la simple transformation TV = XT'X, en effeton a :

T = (X*s)_lTi" %) = $IXHIT/X1s ! = XxXHXH) I TUX XX = XT'X (D.1.10)

En fait, I’énergie de corrélation peut tout a fait &tre obtenue sans transformation, par exemple :

S {E"-"T""’} S

ij ij

r{(X'KVXX'STSX}
[K7SSTUSXX ]
= w{KITiSS™)
{

= > w{KVT) (D.1.11)

D.1.2 Equation de Riccati dans le modele des excitations locales

Pour ce qui est de la résolution des équations de Riccati dans le modele des excitations locales,
équations (2.13.15), le méme raisonnement aboutit au méme genre de procédure :

J —ij [n-1)
ij- ar ARHE (T )
_ i _ (D.1.12)
T R Y

=ij (n)
ab

ou cette fois :
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ARV (T) = Y AT TR Y TR (D.1.13)
ki k#j ki
et:
Tij _ XTSiiTi_/Sj./X (D114)

Les amplitudes trouvées peuvent étre retransformées dans la base POO comme précédemment.

D.1.3 Equation de Riccati dans 1’approximation des moyennes sphériques

Quant aux équations trouvées dans le cadre d’approximation avec moyenne sphérique, (2.13.28) :
elles peuvent étre résolues directement, i.e. sans transformation pseudo-canonique. On trouve la
procédure d’itération suivante :

s's/Lp, + ARY (T0=D)

i _ , (D.1.15)
af Aij a4 Aj,'

ou:
Ajj = fisj —ﬁisisj + %sisjsiLgﬁ - 3stAg(,, (D.1.16)

et ou les seules quantités nécessaires sont les moyennes sphériques s' et f* ainsi que les tenseurs
dipdle-dipdle LY. On a :

ARV (T) = £ " /LT = 35TLfL TV 4+ 1) '/ TR = 36TVL, )
k=i diag k#j diag

+ S%Zsisfs"s’TikL’];lTZj (D.1.17)
kl

D.2 Expansions multipolaires

D.2.1 Généralités

On écrit les expansions multipolaires des intégrales bi-électroniques en choisissant les centroides
des orbitales occupées D' et D/ comme centres d’expansion. On dénote le vecteur connectant les
centres d’expansion par R" de sorte a écrire, pour deux points quelconque r' et r’/ autour de D’ et
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Expansions multipolaires

D/:R=r'-r = (ri - Di> +RY - (rj -D/ ) On écrit la double expansion de Taylor de I’interaction
longue-portée :

L(R) = LY + (rf, = D)LY + (r) = D)L + (v}, = Di)(ry = D)LY, + ..., (D.2.1)

ou les définitions de Lﬁ{ R Lijﬁ etc. .. sont évidentes. Par exemple, pour L = erf(uR)/R, on a :

.. R, 2 _
LIR) =~ (1 ~ ke R erf(uR)) (D.2.2)

\/_
ij 3R.Rys 2 —u* R 2p2
LI(R) = 2 (erf(pR) - ﬁ,uRe KR 1+ 3°R?)

5

SapR? 2 -
- erf(uR) — —puRe " ¥ D.2.3
5 (uR) N (D.2.3)
En se rappelant que le tenseur de I’interaction Coulombienne pleine portée s’écrit T;% = SR;SRﬁ -

SapR? L. i . . . o . .
"l‘;s , on peut écrire L;’ sous une forme alternative qui montre bien la contribution amortie de 1’in-

teraction dipdle-dipdle :

ii ii 2 2p2 4,[13 2p2
ij _ pij _ % paiPR 2,2p2)| _ —12R
LIR) =T, (erf(yR) \/I_TuRe (1+2°R )) Sap 3 7 (D.2.4)

La trace du produit de deux tenseurs de second ordre (que 1’on utilisera au moment de dériver
des coefficients Cg approximés, voir section 2.13.5) s’écrit alors :

oyt _
L(tﬁLﬁa - ﬁ

3n 34w

F*(R)

(4 . [ KR (3 + 4R + 2u*RY) (3 + 212R?) erf(uR)
e UR

+ erf(yR)z] (D.2.5)

D.2.2 Intégrales Coulombiennes

Lorsque I’on veut écrire 1’expansion multipolaire des intégrales de type Ji;fanﬂ, on est amené a
écrire :

Tty = (idlmans) = (il 7Y L (mfia (1 = P) s (1 = P) ) (D.2.6)

Ces intégrales représentent I’ interaction entre des densités provenant de sites éloignés les uns des
autres : on ne doit considérer comme non nuls que les éléments (l.i|i(yiﬁ) :
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B = <i|f"y|i> L (m

Le deuxiéme bra-ket s’écrit :

<m

P (1= P)is (1~ P) ?ﬁ]m> (D.2.7)

P (1= P)7s(1-P) fy;|m> = (mfiafsiglm) = " imiralk) (k|Fss
k
m)

= (mliaisiglm) — (mlialm) (m|istglm) — (miFafslm) (mlig|m)

+ (mlfalm) (mliolm) (m|falm) (D.2.8)

m) =" mliasle) (K[iglm)
k

Py

+ 3 Gmliall) kIl 1
kl

ou on néglige les éléments hors diagonaux de (m|7,|k), qui sont d’une certaine maniere minimisés
dans une localisation selon Boys. On se souvenant que D;, = (i|r,|i), ona:

le — Di Lii

=D {(mlpapstglm) — D2 (m|#siglm) — (mlia?slm) Dy + DD} Dy} (D.2.9)

On va donc écrire la matrice A" dans 1’approximation des excitations locales :
A’Zﬁ = ijﬁ — ijLaLg, (D.2.10)
ou je définis les matrices L;’; :
LAg,B = fz D;L[;é {<m|f‘a?,,f’ﬁlm> - DZ} <m|?5f'ﬁ|m> - <m|;'a?'6|m> DI[’? + DZZD;”D/’?} ’ (DZII)
yo

qui incluent par soucis de brieveté I’ « interrupteur » qui sert a passer d’une formulation dRPA & une
formulation RPAX. On veut, en donnant ce nom L, mimer I’objet Ly qui émerge dans la dérivation
de B.

D.3 Eléments de la matrice de fock

11 nous faut expliciter les éléments de matrices dans la base des POO, c’est-a-dire les éléments
Jinjs- On peut facilement écrire :

froo = VifvwmoV, (D.3.1)

qui implique explicitement le bloc virtuel/virtuel de la matrice de fock. On préférerait exprimer tous
les éléments de matrices avec des orbitales occupées, on procede donc d’une maniere alternative, en
écrivant :
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Eléments de la matrice de fock

f

(.

o) = iff (1= P) £ (1= P) )
= (lfafisli) = > Wby fia (1)) (D.3.2)
kl

Le triple produit d’opérateurs est transformé selon :

Pofts = 3([Far 75+ Fu | £ 7| + fhabs + Falipf) (D.3.3)
' @ )

Pour ce qui est du terme (b) dans 1’équation (D.3.3), on utilise la complétude de la base et le
théoréme de Brillouin local pour écrire les éléments de matrice :

(il77aal) = (i1 )plPatsli) = fix (KlFatsl)
et:
(ilpais i) = (ilfaislk) fis (D.3.4)
D’une maniere générale (avec un opérateur d’échange non local), le commutateur de 1’ opérateur
de position avec la fockienne trouvée dans le terme (a) est :

[7ar ] = & [fa 2] + [P K] = 190 + [ K] (D.3.5)

c’est-a-dire que les contributions des deux commutateurs dans 1’équation (D.3.3), (a), sont :
((l) % (V‘Y?ﬁ - ’A’ﬁvﬂ) + ([f‘(l» IA(] ?B - ?‘a I:i.ﬁ» IA(]) (D36)
Si I’on utilise la définition de 1’échange non local :

LMO

K= Z / dr’ ¢ (¢ yw(r, v ) Pe(r'), (D.3.7)
on écrit les éléments de matrice suivant :

LMO

Z //drdr ¢; () (X )rew(r, ' )dr (1) (x")

LMO
= Z (ik|ra
%

et:

LMO
|Kra|] Z (1k|r w(r,r )|k]> (D.3.8)
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Annexe: Dérivations pour les orbitales localisées

Muni de la relation canonique <i|@a?ﬁ - f’(ﬁﬁ| j> = 04p0;j, on exprime I’élément de matrice de (a)
(équation (D.3.6)) sous la forme simple :

LMO
L0y + Y, (e 1) (o = 7) 7 = 7 (7 = 7)) (D.3.9)
k

On obtient donc finalement :

LMO
(ialflis) = $6ii0ap + 3 > <ik’w(r, ©) ((Fa = 7,) 7y = P (75 — %))'kj)
k

(D.3.10)
+3 Z (Fi (kl7atsl ) + (ilFatslk) fis) = Z Clfall) i (17l
T kl

On peut négliger le commutateur d’échange dans un premier temps. Une bonne maniere de la
traiter pourrait étre d’utiliser la méme approximation multipolaire que pour les intégrales bi-électro-
niques.
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Annexe E

Dérivations autour de ’approximation EED

Ici on montre les détails des dérivations liées aux développements de 1’approximation
EED. On remontre notamment, suivant deux points de vue complémentaires, le lien qui
existe entre le commutateur de I’hamiltonien avec 1’opérateur densité et la densité de cou-
rant. Une discussion courte permet de faire le pont entre cette expression du commutateur
et celle qui est vue dans les développements faits par d’autres dans I’espace réciproque.
Finalement, on montre que les numérateurs qui émergent dans les procédures EED sont
bien des reégles de somme.

E.1 Théoréme Hyperviriel

Pour montrer la version du théoréme hyperviriel que 1’on utilise ici, il suffit d’appliquer les
définitions de n,(r) et Q,, :

n,(1)Q, = (al A(r) (E, — Eo) 0)
= (ol Ha(r) - A(r)H |0)
= (ol [A,3(r)]10), (E.1.1)

laou:
—na(r)Q, = (0| A(r) (Eo — Ey) @)

= (0| An(r) - A(r)H |a)
= (0 [A, Ar)] lor) (E.1.2)



Annexe: Dérivations autour de I’approximation EED

E.2 Lien entre commutateur et densité de courant

On voit émerger, équation (4.3.5), le commutateur [ﬁ , ﬁ(rl)]. Les opérateurs de potentiel com-
mutent avec la densité, ainsi seule la partie énergie cinétique de I’hamiltonien contribue. On écrit :

A7) = —% Z Z [Ve, - Vi 6000 - 1)) (E2.1)
i

On utilise dans la suite 1’identité des commutateurs [AB, C] = [A,C]B + A[B, C], c’est-a-dire :

[Ve, - V. 801 = 1))| = | Ve 600 = 1) - Vi, + Vi, - | Vi 801 = 1)) (E2.2)

11 est facile alors de montrer que le terme bi-électronique (i # j) ne contribue pas : le commuta-
teur que I’on trouve ici a droite, appliqué a une fonction test, produit :

| Ve, 6001 = 1] £(00) = Vi, (6001 = 1)) £(r)) = 6(r1 = 1))V () = 0 (E.2.3)

Le méme commutateur dans le cas mono-électronique(i = j) donne en revanche :

[Vr, 6(r1 — )] f(r) = (Ve,6(r1 — 1)) f(1r) + 6(x1 — 1) (Vi f(1) — 6(r1 — 13) (Vi ()
= (Vy,0(r; —1y) f(r7) (E2.4)

Une chain-rule permet d’échanger les variables de dérivation, selon V,6(r; —r;) = =V, 6(r; —1;),
pour écrire la contribution mono-électronique de 1’équation (E.2.1) :

1 1
=5 2 Ve Ve 80 = 1] = =5 > (~Ve 61 = 1) Vi, = Vi, - Ve, 6(r1 — 1)

1
= Evr‘ . {o(r; — 1) - Vy, + Vi,6(r — 1)}, (E.2.5)
ou I’on reconnait en effet les éléments de la densité de courant j(rl) = —% Z{é(rl -r)- Vg +
V., 6(r; —1;)}, ainsi :
A4 = iy, () (E2.6)

Cette équation peut étre considérée comme la forme opérateur de I’équation de continuité de
mécanique quantique.
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Lien entre commutateur et densité de courant : point de vue des éléments de matrices

E.3 Lien entre commutateur et densité de courant : point de vue des
éléments de matrices

On met au jour la relation entre le commutateur et la densité de courant d’une autre maniere :
en s’intéressant a leurs éléments de matrices. Cette démonstration alternative est complémentaire et
permet de comparer ce résultat au résultat dérivé dans 1’espace réciproque par Berger et. al. (voir
section E.4).

E.3.1 Eléments de matrice du commutateur

On va utiliser dans la suite les relations suivantes concernant la fonction Dirac et ses dérivées :

/dx f(x)o(g(x)) = Z |&]’C’(();))| en part. : /drj f@xpor —r;) = f(ry)

—1)* f(x;
/ dx f(06™(g(x) = ) (é{—x)l(“ en part. : / dr; f(rps® @y —xj) = (=1 f"(xy)

(E3.1)

Dans les formules générales de gauche, les x; sont les zéros de la fonction g. On cherche a
écrire les éléments de matrices de la partie mono-électronique du commutateur de 1’ opérateur énergie
cinétique avec 1’opérateur densité, c’est-a-dire que 1’on cherche a expliciter les objets :

1
Cj=-3 /drj ¢,(r)) [ij,d(rl - r,)] By(r)) (E3.2)

En développant le commutateur et en utilisant la dérivée d’un produit, on obtient :

1 1
Cj=-3 / dr; ¢,(r))V; 5(r1 = 1)), (r)) + 3 / dr; ¢,(r)8(r1 = 1))V; ¢y (x))

1 1
~ 72 / dr; ¢,(x)) (V7 6(r1 = 1)) 6y(r)) 3?2 / dr; () (Ve 0001 = 1) (e, x)
1 (1) 1L (2) 1

1 1
-3 / dr; ¢,(x)5(r1 — 1) (V2 bg(r))) + 3 / dr; ¢,(x)5(r — 1)) (VEey(r)) (B3.3)

Les deux derniers termes s’annulent ; vues les relations (E.3.1) concernant les dérivées de la
fonction de Dirac, le premier terme donne :

(1) = —2 1" (V2 (350,05

r

. (E3.4)

r

— {3 (F2000) 40 = 32T 00009) (9 4057) - 30,00 (T 0,087)

167



Annexe: Dérivations autour de I’approximation EED

et le deuxieme :

@ = =200 (%, () (Fuute)],
= {(Vr/¢p(rj)) (Vrj¢q(rj)) + ¢p(r)) (Vlz‘f(ﬁq(rj))}‘ ’ (532

ry

si bien que les éléments de matrice du commutateur s’écrivent :
(p[|A.nG0)]|a) = % {8501 (V2,84(r) = (V2 6,(x1)) (1)} (E.3.6)

E.3.2 Eléments de matrice de la densité de de courant

Cherchons d’abord a retrouver les éléments de matrice de I’opérateur densité de courant :

§or) = —% > (61 = £V, + Ve 5 ~ 1), (E3.7)

J

c’est-a-dire cherchons a travailler les objets :

Jj= _% / dr; ¢,(r) (6(r) = £))Ve, + Vi 6(r1 = 1)) 6y(r)) (E.3.8)

De la méme maniere que précédemment, le développement de dérivées d’un produit et 1’ utilisa-
tion des relations (E.3.1) concernant les dérivées de la fonction de Dirac donnent :

Jj= ‘% / dr; ()51 = 1)) (Vr,8y(x)))
_ % / dr; () (Ve, 0061 — 1)) dg(r)) é / dr; $,(e)8(r1 = 1) (Vi ,(x)))
= =52 e (@), = 360 (T (et

= i 0y (egu D), + 5 [(Tedoep) o], + 5 (60 (Tepu)l,  E39)

ry

On retrouve finalement I’expression bien connue :

(plicenlq) = % {(Ve: 80 (@)) @4r1) = 6,(01) (Vi 2gr1))) (E.3.10)
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Commentaire sur I’espace réciproque

Quant a démontrer le lien entre les éléments de matrice du commutateur et de la densité de
courant, on voit que :
R 1
Ve jr) = SV, (6(r1 = £))Vs, + Ve o(ry = 1)), (E.3.11)

dont les éléments de matrice s’écrivent (tout simplement a partir de 1’équation (E.3.10)) :

—%vn {(Veitp @) @g(r1) = 6(x0) (Vi (1))} = —%{ (V2,80 (D)) dg(r1) + (Ve 6 (r1)) (Vi 84 (r1))
= (Ve o (D) (Ve 8g(x1)) = 0 (1) (V2. 00(r) |

1
= 5 {60000 (V2,6400) = (V2,000 @40}
(E.3.12)
qui est I’équation (E.3.6).

E.4 Commentaire sur I’espace réciproque

Au cours de dérivations de 1’approximation EED dans 1’espace réciproque, Berger et. al. [194]
sont amenés a écrire une équation similaire a notre équation (4.2.5), et qui s’écrit :

pe(kp) <c'[1:1, e"'kz'r/] v> + h.c.

w—Q +in*t

|
Q" (ki o W) (K1 K ) = Don, , (E4.1)

v,c

ol je montre une version partiellement « traduite » vers nos notations. Les sommations sur les états
de valence v et de conduction ¢ correspondent a nos sommations sur les états occupés et virtuels. Le
commutateur 2 travailler ici est le méme que celui qui a été travaillé dans les sections précédentes :
traduire 1’équation (E.3.3) en espace réciproque donne (se souvenir que les deux derniers termes
s’annulent) :

1 ) 1 A
) / dr; ge(e)) (V7,e ™) gy(x)) - 22 / dr; ¢c(r) (Ve,e ™) (Vi 6u(x))
K2 | |
= ?2 /dl'j ¢C(rj)e_lkzl'j¢v(rj) + /dl‘j ¢C(rj)e—lk2rj (erj¢V(rj)) k2

- k?%ﬁcv(kz) + (c'e—“‘ﬂf (ivr,)‘v) Ky (E.4.2)

Ainsi I’équation (E.4.1) s’écrit-elle :

1(k K 5 (Kp)Per (K
Q" (ky ka: (k. ko w) = 5(—2 s, Palkife®)

2 2 Y w — ch + "]+
pry (k) (cle™ (Vi ) ) - Ko + hc.
+ % Z ”vp l <C|ew - Q(: -|r- 377v+> - g (E4.3)
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Annexe: Dérivations autour de I’approximation EED

La division par y va faire émerger le terme Q vu équation (7) de la référence [194] (1’apparition
de k% /2 est un effet du terme +h.c. dans 1’équation (E.4.1)). Cette manipulation n’est possible que
dans le contexte de 1’espace réciproque, ou la dérivé seconde de 1’exponentielle laisse une expression
de I’élément de matrice densité intouchée par une dérivation, ce qui permet de reformer la fonction
x- 1l semble (voir sections précédentes) que pour former la densité de courant ’on ait besoin des
deux termes de 1’équation (E.4.2). Ainsi I’objet appelé ](,V(kz) dans I’équation (9) de la référence
[194] n’est pas la densité de courant.

E.5 Regles de somme

On cherche ici a confirmer les liens entre les numérateurs des équations (4.2.3), (4.2.6) et (4.2.8),
c’est-a-dire entre Z Na(rng(ry), Z ne(rng(ry)Q,, et Z N (rng(r2)Q,Q, et les regles de som-

a#0 a#0 a#0
mes, que 1’on peut définir de la maniere suivante (voir [247] et surtout [248]) :

Sk(r1, 1) = > O g (11)mg(r2), (E.5.1)

(2

et dériver (voir toujours référence [248]) :

Soec1(rr, 1) = (=D (g (r)ige (r2))

) P A A (E52)
Sou(ry,r) = 5(_1) (Ao (DA (X2) = gy T DA (2))

ol Ay (ry) est un commutateur défini de la maniére suivante :

{ Ao(r1) = Alry) Cesta-dire: () = [AL[A[. [Aac)]]]] €53

Agy(ry) = [I:I, ﬁ(k—l)(l‘l)]

Appliquer ces formules pour nos besoins donne :

§_1(ri,r) = (A(rpa(ra)) (E5.4)
So(ri,r2) = % (e [, Aeo)| - [A, e icr)) (E5.5)
$1(r1. 1) = = ([A. aCey) | [, Ary)]) (E.5.6)

Ce qui a été fait ici est une application stricte des régles de somme telles qu’on les trouve dans les
références citées plus haut. Dans notre cas de figure, la sommation n’inclut pas 1’état fondamental.
On définit donc en fait :
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Régles de somme

S_1(r1,12) = (A(rA(r2)) = no(r)no(r2) = (SA(r))oA(r2))
So(ry,T2) = % (e [, (o) | = [A, ()] cr)) (E5.7)
S1(r1,r2) = —([H, At | [H, Ar)]),

ou I’on utilise ([I:I, ﬁ(rl)]> = 0. Passer de ces relations aux équations (4.3.2), (4.3.6) et (4.3.9) est
aisé, et montre que les numérateurs qui émergent dans une procédure EED sont bien des regles de
somme.
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Annexe F

Détails des équations du gradient RSH-RPA

Dans cette Annexe sont explicitées les équations principales impliquées dans la déri-
vation du gradient de I’énergie RSH-RPA. Mise a part la derniére section, toute I’ Annexe
consiste a dériver les conditions stationnaires de tous les éléments du Lagrangien par rap-
port aux coefficients orbitalaires. En particulier, la dérivation des termes liés a la fockienne
courte- et longue-portée font tout I’intérét de notre formulation, qui montre naturellement
un parallele remarquable entre les deux dérivations.

Au cours de la dérivation des conditions stationnaires des termes liés a la fockienne
courte-portée par rapport aux coefficients orbitalaires, des notations inédites sont intro-
duites, qui permettent un traitement tres général des termes dérivant de la fonctionnelle
d’échange-corrélation.

L’objet de ces sections est principalement de dériver les conditions stationnaires du Lagrangien
de I’équation (5.3.7) par rapport aux coefficients orbitalaires. Une modification des orbitales molé-
culaires peut s’exprimer comme une rotation des coefficients C :

Ip)y=Cl, I devient : Ipy=(1+V’ )pl CJ, | (F0.1)

Autrement dit, les coefficients subissent la transformation :

Ce—C+CV (F.0.2)

On cherche donc a obtenir ici :

0X

A F0.3
Vv (F.0.3)



Annexe: Détails des équations du gradient RSH-RPA

pour tous les termes X du Lagrangien. Pour certains de ces termes, on dérive directement 1’équation
(F.0.3) (voir section F.3). Dans d’autres cas il est plus simple de considérer une expansion au premier
ordreen V :

* dX
- at —_ xO o O
X(O) Vo X(O) + 2V Ivo V=X + X (F.0.4)

On atteint alors la dérivée de ces termes par rapport a une modification des coefficients en consi-
dérant XV (voir sections F.1 et F.2).

J attire I’attention du lecteur sur le fait que, particulierement dans cette Annexe, j’utilise exten-
sivement la convention de Einstein concernant les indices implicitement sommés.

F.1 Intégrales bi-électroniques

Considérons une intégrale bi-électronique quelconque (pg|rs). On cherche a écrire une expres-
sion des intégrales bi-électronique calculée avec des orbitales ayant subi une rotation C = C + CV.

Le développement en série par rapport a V de (pq|rs) est :

p q*lr s) = éﬂpévq (uvlpo) C*IPCE(T
= (Cup + CuVip) (Cog + CoiVig) o) (C, + VECE) (Cly + ViCL)
=(pqlrs) + Vip (1qlrs) + Vig (pilrs)
+ Vi (pqlts) + Vs (pglrty + O(V?) (E.1.1)

On travaille dans la suite avec les intégrales (K), j, = (ijlab); le raisonnement est inchangé
pour les intégrales de type K’ et J. Les intégrales bi-électroniques apparaissent toujours dans le
contexte d’une trace avec un autre objet, ¢’est-a-dire dans des sommations du type X, j»Kjp iq : DOUS
travaillerons directement sur I’expansion de ces traces. Les termes du premier ordre des traces sont :

% (1
(Xia,ijjb,ia) = Xia jp Vij (tilba) + Xiq ju Vi { jtlba)

+ Xia,jp Vip (Jilta) + Xia jp Via {jilbt)
= Xia,jp Vi (tilba) + X jj, ;4 V,j (itlab)

+ Xia,jp Vip (iltay + Xjpia Vi (ijlat)
= (X +XT) Vi (tilbay

ia,
+(X+ XT)W V., {ilta) , (F.1.2)
ol c’est en échangeant les indices de sommations ia et jb des deuxieme et quatriéme termes que
I’on passe de la premiere a la deuxieme ligne, et ol ce sont les propriétés de symétrie des intégrales
bi-électroniques qui permettent de passer de la deuxieme a la troisieme ligne. Un effort peut étre fait
pour réécrire la derniere équation avec la structure des matrices K, en se souvenant que I’indice ¢
court sur les orbitales occupées (k) et virtuelles (c) :
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Fockienne longue-portée (et double comptage)

(Xia, ,-bf{ jb,,-a)(l) = V] Kiia (X " xf) + VI Kevia (X + XT)

ia,jb ia,jb

VK (X + X)L+ V) Ko (X +XT),
=V (KX+X| 4V [KX+XT)
VKX +XT v KX +XT (F13)

ou j’utilise la notation {LI, L1}, vue équation (5.3.6), d’une sorte de « trace incomplete » qui dépend
encore de deux indices parmi ceux qui composent les super-indices de deux matrices X et Y :

{X, Y}ij = ia,chkc,ja

(F.1.4)
X, Y} = Xiake Yic,ib

Remarquer que la notation K est utilisée pour signifier un terme qui provient de I’expansion de
K, mais ne respecte plus sa structure de type ia, jb (on a, aussi : K’ et J).
En supposant que X est hermitien, on obtient I’expression finale du terme de premier ordre de

I’expansion de <XK> :

x| (1)
oyt K P K t
<XK> = 2V} (K. X}y, +2V) (KX +2V) (KX} +2V] {K.X),, (F.1.5)

F.2 Fockienne longue-portée (et double comptage)

On veut dériver 1’expression de

* * 1
LR = (<(d<0> +d? +2) fLR> -1 <d(°>gLR [d(0>]>) (F2.1)

On a donc besoin des expansions de h et g} [d(o)] dans le contexte d’une trace avec un objet X.

Le terme de premier ordre d’une expansion de <Xh> est simplement :

*
*

NS , 0
(Xq‘” hpg ) = (qucﬁphquTqv)
= XopCuui lehﬂvc:;v + XopCuphyy V;ch;rv

=V}, (hX),, + V/, (hXT) (F2.2)

q
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Annexe: Détails des équations du gradient RSH-RPA

et une expansion du terme a deux électrons <XgLR [d(o)]> donne :

* * 1 *
Xgpg ™ [d0], = Xopdl? [<pr|qs> - §<ps|rq>]
O¢ ¢ 1 t ot
= qudrs C;tpqu <,UP|V0'> - z <#0'|PV> Crpcsg'
LR 0
= qug [d( )]pq
[ 1
+ X, dOV,, [(trigs) - 3 (ls|rq)]
oy | 1
+ X,pdy ) Vig [(prltsy — 5 (ps]rt)

[ 1
+ X, dOV,, [(ptlgs) — 5 <pSItq>}

+0(V?)

[ 1
+ X, dOV, [(prigty — 5 (pilra)
(F2.3)

Les deux premiers éléments du terme de premier ordre peuvent aisément étre exprimés avec
gLR [d(o)]. Les deux derniers, en revanche, nécessitent une manipulation des intégrales selon leurs

symétries pour faire émerger g'® [X] :

1 ] ul
X, Vipd® [(trlqs) — 5 {islrg) | = XgpVips™® [d<°>]rq =V} (g*® [a?]x),

] 1 -i- o+
XgpVigd? [(prlrs) = 5 (Pl | = Xy Vigg"® [d0] = Vg [d 0] X,
| 7 (F2.4)

1 ] .
d0v,x;, [<zp|sq> =5 Galps)| = Vgt [XT] = ViR [XT[d®),

1 ] '
dVisXgp [<rq|rp> = 5 (tplgry | = PV, X1, = V(@™ [X]d0),

On a tous les éléments a présent pour écrire le terme de premier ordre de 1’expansion de la somme
de la fockienne longue-portée complete et du double comptage :
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Fockienne courte-portée (et double comptage)

* * M
1 N
(<XfLR> =) <d(0)gLR [d(o)]>) - V‘,‘,[(hX),p 4 V;, (g™R [d(O)] X),, + V.jz @R [X]1d?),,
_ %V;,(g”‘ [d“”] d9),, - %Vjt(gLR [dw)] d®y,
v;,<hX*>,q + Vi [d] XD, + Vi [XT]a®),
2 ql(gLR [d(O)] d(()))rq _ 1 VT (gLR [d(())] d(O))Ir

2V
= V3, @RX),, + Vi@ [X - d¥]dO),
+ V;:(fLRXT)rq + V:,(gLR [XT - d(O)] d,, (F2.5)

qui s’écrit, dans le cas d’une trace avec la matrice hermitienne (d(o) +d@ + z) :

LRY =2V} (fR (d© +d® + z))w +2V] (g [a® +2]d?) (F.2.6)

F.3 Fockienne courte-portée (et double comptage)

On cherche a expliciter :

(ZS_VR veo a(i/ (((@® +d® +2)g%) + ABY), , (F3.1)

La dérivée de la trace de la fockienne s’écrit comme suit :

OF 9,
| etz -
‘”’avb o Z Ny \ 062 6d) )|, "
BF 0 9 / OF 8 (6§A ]
= dr o | o X ’
;/ 0&p0Es OVap Vab—o[ ad'y) qu Z s OVa odyy) " Vap=0
(@) ()
(F3.2)

ou les notations &4 et £z dénotent deux dépendances (a priori) différentes, c’est-a-dire oll notamment
P Fa

représente une dérivée de la forme, par exemple aps” FpaVPaVpp’ etc. ..

On va montrer que cette dérivation fait apparaitre, de la méme maniere que dans le cas longue-

portée, les termes suivants :

ﬁff

| -2(gx), +2(W0a0),, F23)
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Annexe: Détails des équations du gradient RSH-RPA

ot le terme WSR [X] d© est le miroir courte-portée du terme gLR [X] d? trouvé dans I’équation
(F.2.6). Pour s’en convaincre il faut dériver attentivement tous les éléments des termes (a) et (b). De
maniere compleétement générale, j’écris que toutes les dépendances sont des produits de fonctions de
la densité :

=] |x(e®) = [ X0 (d970). (F3.4)

ol X** sont des fonctions différentes pour chaque &4. Seules les fonctionnelles incluant explicitement
des orbitales virtuelles ne peuvent s’écrire de cette maniere. Avec ces notations, on peut écrire les
éléments du terme (a) :

a‘fA A A
h: —=5 fo i, ]_[Xf ©) (F3.5)
Od n#i
d
a0 - - 39
6dpq i n#i
0ép (0) (0)
2. =B =2 *(pie,) dS) dl F3.7
@ vl ZXf 2 E[Xg ’ 0

ou I’on utilise la dérivation suivante :

Z ad<°)¢p¢q

— (0)
Ve =2¢l¢d, (F3.8)

V=0

pq

Dans I’élément (1) (équation (F.3.5)), une des occurrences de X est dérivée, les autres sont
laissées inchangées, c’est-a-dire qu’une occurrence de d;,(;) est « éliminée » dans &4. On voit ensuite

dans (F.3.6), que des termes &5 émergent. Ce sont des versions modifiées de &,, c’est-a-dire des
versions ol une occurrence de d(o) dans &4 est remplacée par un autre élément de matrice densité,

d9 -

Xyp- Dans (F.3.7), on voit pomdre une structure de type O ,(2) qui menera in fine 3 WS [X],, Mg

I’expression treés générale du terme (a) est d’ailleurs :

_ 0’F  0¢&p
(@ = / U es0en Vs

3§ B 4T B
vah_o[adﬁ?iix‘”’) i 2[/ et 25w | 60|

n#i
(F.3.9)

c’est-a-dire contribue uniquement au terme WSR X1, d;g).

La dérivation du terme () est plus compliquée : dii a des effets de « dérivation d’un produit », il
fournit 2 la fois des éléments pour reconstituer le terme g>XX de 1’équation (F.3.3) et des éléments
supplémentaires de WSR [X]1d©. En effet, 1a dérivation par V,; se fait soit sur un X% « contaminé »
par X, soit sur un X4 « d’origine », c’est-a-dire que la dérivation par V. va faire sortir soit un X,
soit un dz(z(;)) :
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Fockienne courte-portée (et double comptage)

B OF 0 [ 8¢, sA x En( (0)
(b) = /dr (,)gA (9Vab [ad(o) ‘IP) / aérA Z(av i ,0 . Xn (,0 )
0
av,

b= n#l
/dr @Z fA ( XEA(p)) . lr:!fo (O))
n#j
_2[/dr %, fof* Sl ];!XEA (0 be
+2 / ar S Zx& )X ¢a¢,)1;[x5/«(pw>) 49
n#j

(F3.10)

ou on ne fait qu’utiliser le résultat (F.3.8). Dans le premier terme, on voit 1’expression de la fo-
ckienne (voir équation (F.3.5)) et le deuxieme terme fournit de nouveaux éléments a WSR [X], dont
I’expression finale est :

W X1, = /drzz afAfBéf X5 (0”)

AB ij
(F3.11)
+%X§A (px) )XfA (¢Z¢z) 1_[ X (p(()))
n#i
n#j

Considérons a présent la dérivée du terme de double comptage AZR. = ERR — <d<0)gSR>. La
dérivée de la fonctionnelle Hartree-échange-corrélation est :

OESR / OF 3éa

Hxc A
= dr (F3.12)

WV |y ; BfA BV

OF 0
En se rappelant que I’expression de la fockienne est g% = Z / dr f %, une comparaison
- A
des équations (F.3.5) et (F.3.7) permet d’écrire :
OERe

. =2g°Rad® F3.13
WV |y, g ( )

Ainsi, en utilisant (F.3.3) et (F.3.13), on montre que la dérivée du terme de double comptage
s’écrit :
AR
OVab |y_o

SN2, (W ]a0), e
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Annexe: Détails des équations du gradient RSH-RPA

¢’est-a-dire annule le terme WSR [d(o)] d© qui émerge lors de la dérivation de la trace de la fockienne.
On obtient ainsi 1’expression finale pour la dérivée de SR par rapporta 'V :

OSR

BV | =2 (g% (a© +d® +z)) + 2WR [d® + 2] d© (F3.15)

V=0

F.4 Un paralléle remarquable

Cette section reprend les résultats dérivés dans les sections F.2 et F.3 pour mieux mettre a jour
les similarités dans la dérivation des contributions des termes « fockienne plus double comptage » de
courte- et longue-portée aux équations de stationnarité du Lagrangien. Pour plus de clarté, on définit
d = d© +d® +z. Dans la partie longue-portée, la dérivation du terme <dgLR> fait émerger g"Rd ainsi
que, par un phénomeéne d’« interchange », g"® [d]d?). L’effet de la dérivation du terme de double
comptage est d’annuler la partie g"® [d(o)] d© du terme d’interchange. On a ainsi :

9

% v (<dgLR> + DCLR) — gLRd + gLR [d(z) + Z] d© (F4.1)

V=0

De la méme maniere, pour la partie courte-portée, le terme (ngR> fait émerger gRd ainsi
que, par un phénomene finalement comparable a précédemment, le nouvel objet que j’ai appelé
W3R [d]d?. Le terme de double comptage se comporte de la méme maniére que le double comp-
tage longue-portée : il annule la partie WSR [d(o)] d© dans le terme interchangé. On a finalement :

9

v (<ngR> + DCSR>

= g*"d + W [d? + 2| d? (F4.2)

N —

V=0

Les équations (F.4.1) et (F.4.2) sont le miroir 1’une de 1’autre ; les termes gLR [X] d© et
WSR [X] d© sont trés semblables et émergent de I’exacte méme maniere au cours de la
dérivation. Cela montre que je tiens ici une dérivation solide du gradient des énergies de
méthodes mélangeant courte- et longue-portée.

F.5 Lagrangien total
En observant les équations (F.2.5) et (F.3.15), on peut écrire :

OSR + LR
ov

=2f (d© +d? +z) + 2¢" [d? + 2] d” + 2W [d? + 2] (F5.1)
V=0
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Dérivée du Lagrangien

On dispose a présent des équations (F.1.5) et (F.5.1) pour écrire les conditions stationnaires du
Lagrangien que 1’on rappelle ici :

£={(d” +2z+d?)f) + Apc + (KM) + (K'N) + (JO) + (x(C'SC - 1)), (5.3.7)
' SR + LR '

c’est-a-dire :

1L _ 40, q@ LR [4® © , WSR [q® ©
EW_f(d +d? +z)+ g® [d? + 2] d + WR[d? + z]d £52)
+{K,M} + {K’',N} + {J, O} + x
Les expressions des éléments de matrice % ne sont pas les mémes selon la nature de p et g. Les

éléments f,,, dﬁ,%) et d;,zq) sont non nuls si et seulement si p et g appartiennent a la méme catégorie
d’orbitale (orbitales occupées ou orbitales virtuelles), au contraire des éléments z,,, qui sont non
nuls si p et ¢ appartiennent a des catégories d’orbitale différentes. Ainsi (fd?),,, et (fd®),, sont non
nuls si p et g appartiennent a la méme catégorie d’orbitale et (fz),,, est non nul si p et g appartiennent
a des catégories d’orbitale différentes. De plus les éléments de matrices cloturés par d© ne sont non
nuls que dans les domaines i j et aj. Etant donnés ces remarques structurelles, les éléments de matrice

alszq s’écrivent :

STL,, = 2(fa® + £ +g" [2+d?]d0+ W [2+dP]d0 +{KM)+ (KN} +J.0} + ),
aaéj =2tz +g R [z+d®]d® + W[z +d®]d® +({K.M]+ (KN} +{T.0}+ x)aj
% = otz KM+ RN+ 1.0} + ),
aaéb = 2(fd(2) +{K,M} + {K',N} + {J,0} + x)ab

(F5.3)

F.6 Dérivée du Lagrangien
La dérivé du Lagrangien tel qu’écrit équation (5.3.7) est :

L0 =((d9 +z+d?) V) + AR + (MKD) + (NK'@) + (0J©) + (xC'SWC) (6.1

Seule la dérivation des termes fockienne plus double comptage demandent une attention particu-
liere. On obtient, pour les parties courte- et longue-portée :
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Annexe: Détails des équations du gradient RSH-RPA

SR® = EffY + ((d@ +z) g**9) (F6.2)
LRY = ((d© + d? +z)h®)

14O @) 4O LR
1q d®) 4 )
+ ((2 +z+d®) dQ)(pqlrs)
1
- 5 ((%d(O) tz+ d(Z))pr d,E’OV)) (pqlrs)LR(X) (F63)

Les dérivées apparaissant dans les termes de longue-portée (h™ et (pg|rs)*R™) sont connues, il
nous faut expliciter les dérivées de la partie courte-portée, ol les intégrales sont évaluées sur une
grille de point {w,}. Deux termes vont donc émerger de la dérivation : des termes contenant les
dérivées de I'intégrande er des termes traduisant la variation de la grille avec la modification des
coordonnées atomiques :

(x)
SR = Z( [ Fen+ 2 6‘%3) <d<2>+z)w]

A

- Z {‘”ﬂ (F(fA) + ; (é:d(z) EA))}(X)
Z (x) (F(g )+ _( ))

A

+Z ( 0 8;3%( AT A 3; ( A0 f’(”)) (F.6.4)

Soit, finalement :

SRW = Z W (F(fA) + B?F (fdm fA))

d(m(X) d(z)(x) z(x) dm (x)
+ Zw ( d ) Z“’ﬂ i ag AL (F6.5)

On peut écrire, en AO :

£V =(D'HY) + (D? + rz)ﬂw (lpa) @ + (XSW) + SR™, (E.6.6)
ol :

(Dl),,v =Cyp (d(‘” +d? 4+ Z)M C;y — (D(O) +D? + Z)W
1

(Dz)yv,o'p = (%D(O) + D(z) =+ Z) D(O) — 5 (lD(O) + D(z) + Z) D(O)

(Crp = CutCoiClyChr Mg + CuiCriCp, Clr Nig e + CutCuC,C

bp ~co
Xy = CﬂP(X)Pq qv

F.6.7)
(O)m ke

jp C(T
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