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Je ne peux pas écrire mes remerciements sans passer par le Liban et penser aux gens
avec qui, j’ai grandi là-bas. Un grand merci à toute ma famille, à Nahida, Imane. Merci
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cette thèse à ma tante et mes parents. Merci à ma tante, qui m’a toujours soutenue
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Présentation des résultats

Le but de cette thèse est l’étude des valeurs propres de l’opérateur de Yamabe. Nous
montrons comment la géométrie ou la topologie de la variété influe sur leur comporte-
ment. Avant d’aller plus loin dans la description de cette étude, nous devons parler du
problème de Yamabe qui est à l’origine de ce travail. Son énoncé est le suivant : sur
toute variété compacte de dimension n ≥ 3, peut-on trouver une métrique à courbure
scalaire constante dans chaque classe conforme ? Bien que Yamabe eût affirmé avoir une
solution en 1960, une erreur critique dans sa preuve a été découverte par Trüdinger en
1968. Les travaux de Trüdinger, Aubin et Schoen fournirent une solution complète du
problème en 1984.
Comme nous venons de la rappeler, le problème consiste à trouver sur toute variété rie-

mannienne compacte (M, g) de dimension n ≥ 3 une métrique g̃ = u
4

n−2 g ∈ [g], [g] étant
la classe conforme de g et u étant une fonction positive de classe C∞, dont la courbure
scalaire Scalg̃ est constante. Un calcul direct montre que les courbures scalaires Scalg et
Scalg̃ sont reliées par

4(n− 1)

n− 2
∆gu+ Scalgu = Scalg̃u

n+2
n−2 , (1)

ce qui ramène le problème à trouver une constante C0 et une fonction strictement positive
u solution de l’équation suivante :

4(n− 1)

n− 2
∆gu+ Scalgu = C0u

n+2
n−2 .

Une stratégie naturelle pour résoudre ce problème est l’approche variationnelle. On
introduit la fonctionnelle suivante, dite fonctionnelle de Yamabe :

Y (u) =

∫
M

4(n−1)
n−2
|∇u|2 + Scalgu

2 dvg

(
∫
M
|u|N dvg)

2
N

, (2)

où N = 2n
n−2

. On définit ensuite la constante de Yamabe µ(M, g) comme l’infimum sur
toutes les fonctions lisses non nulles de la fonctionnelle Ig. On montre alors que tout
minimiseur u, que l’on peut choisir strictement positif par le principe du maximum, et
que l’on peut normaliser par

∫
M
uN dvg = 1, répond au problème avec C0 = µ(M, g).

La constante de Yamabe est un invariant conforme qui contient un grand nombre d’in-
formations sur la variété, à la fois analytiques, géométriques et topologiques. Nous ne
rentrerons pas dans les détails ici et nous invitons le lecteur intéressé à se référer par

9
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exemple à [Aub98, Heb96, LP87].

Venons-en au sujet qui nous intéresse : comme le suggère l’équation (1), les propriétés
de l’opérateur

Lg := cn∆g + Sg,

où ∆g est l’opérateur de Laplace-Beltrami, cn = 4(n−1)
n−2

et Sg est la courbure scalaire
de g, jouent un rôle central dans la résolution du problème de Yamabe. On l’appelle
opérateur de Yamabe ou laplacien conforme en raison de son bon comportement lors
d’un changement conforme de métrique. Son spectre est discret. Nous noterons

λ1(g) ≤ λ2(g) ≤ λ3(g) ≤ · · · ≤ λk(g) · · · → +∞

ses valeurs propres, la première inégalité étant stricte lorsque la variété M est connexe.
Ce sont ces valeurs propres que nous nous proposons d’étudier dans cette thèse. L’un
des indices qui fait penser que cette étude présente un véritable intérêt est la formule
suivante, valable lorsque µ(M, g) ≥ 0 :

µ(M, g) = inf
g̃∈[g]

λ1(g̃)Vol(M, g̃)
2
n , (3)

et qui fait le lien entre les valeurs propres de l’opérateur de Yamabe et la constante de
Yamabe.
La thèse se divise en trois parties :

1. Dans la première partie, nous établissons les propriétés générales des valeurs
propres de l’opérateur de Yamabe. L’une des remarques essentielles que nous fai-
sons est que leur signe est un invariant conforme (voir Proposition 1.4.1). Ce
résultat se démontre aisément mais n’en est pas moins important pour la suite.
Nous expliquons pourquoi c’est surtout leur positivité qui est importante : nous
montrons qu’il n’existe aucune obstruction topologique à leur négativité, tandis
que par exemple, et ce fait est bien connu, l’existence d’une métrique telle que
la première valeur propre de l’opérateur de Yamabe est positive est équivalente
à l’existence d’une métrique à courbure scalaire positive, qui est une contrainte
topologique forte dont la description est encore ouverte en dimension plus grande
que 4. En dimension 3, la classification de telles variétés a été achevée grâce aux
techniques de Perelman (voir [And06]).

C’est aussi dans cette partie que nous établissons les résultats techniques qui nous
serviront tout au long de la thèse : nous élargirons par exemple leur définition aux
métriques généralisées, c’est-à-dire aux métriques de la forme |u|N−2g où g est une
métrique riemannienne standard et où u ∈ LN .

2. Dans le deuxième chapitre, nous complèterons une étude initiée par B.Ammann
et E.Humbert dans [AH06] visant à éclaircir les liens entre la deuxième valeur
propre de l’opérateur de Yamabe et l’existence de solutions nodales de l’équation
de Yamabe

Lgu = C|u|N−2u



Présentation des résultats 11

où C est une constante. Plus précisément, B.Ammann et E.Humbert dans [AH06],
inspirés par la formule (3), ont introduit, lorsque µ(M, g) ≥ 0, la seconde constante
de Yamabe :

µ2(M, g) = inf
g̃∈[g]

λ2(g̃)Vol(M, g̃)
2
n ,

dont l’étude a mené à l’existence de solutions nodales de l’équation de Yamabe
par une méthode nouvelle. Si leurs techniques s’étendent sans difficultés majeures
au cas où µ(M, g) < 0 à condition que µ2(M, g) reste positive, il faut utiliser une
nouvelle approche lorsque µ2(M, g) < 0 (on a alors µ2(M, g) = −∞) pour obtenir
le résultat principal du chapitre :

Théorème 0.0.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte connexe de
dimension n ≥ 3 dont la constante de Yamabe µ(M, g) est strictement négative.
Notons λ2 la deuxième valeur propre de Lg. Si l’une des conditions suivantes est
vérifiée :
– λ2 ≤ 0 ;
– λ2 > 0, (M, g) non localement conformément plate et n ≥ 6 ;
alors il existe une fonction w qui change de signe, solution de l’équation

Lgw = ε|w|N−2w,

où ε = +1 si λ2 > 0, ε = −1 si λ2 < 0 et ε = 0 si λ2 = 0. De plus, w ∈ C3,α(M),
pour tout α < N − 2.

Nous donnons ensuite des exemples explicites pour lesquels les hypothèses du
Théorème 0.0.1 sont satisfaites.

3. Dans le Chapitre 3, nous donnons une formule de chirurgie pour le deuxième inva-
riant de Yamabe. Il convient d’expliquer quelques termes. L’invariant de Yamabe
σ(M) est l’invariant topologique (plus précisément, il dépend aussi de la structure
différentiable de M) défini par

σ(M) := sup
g
µ(M, g),

où le supremum est pris sur toutes les métriques riemanniennes g de M . C’est un
invariant qui a suscité un intérêt considérable en raison du résultat suivant, dont
la preuve est facile :

Proposition 0.0.2. Soit M une variété compacte de dimension n ≥ 3. Alors M
possède une métrique g à courbure scalaire positive si et seulement si σ(M) > 0.

Comme nous l’avons rappelé plus haut, la classification des variétés compactes
qui possèdent une métrique à courbure scalaire positive reste un problème ouvert,
résolu seulement en dimension 3. La chirurgie est un outil particulièrement adapté
à l’étude de σ(M), comme l’ont montré les travaux de Gromov-Lawson et Schoen-
Yau ([GL80] et [SY79]) :

Théorème 0.0.3. Soit M une variété compacte de dimension n ≥ 3 telle que
σ(M) > 0. Supposons que N est obtenue de M par une chirurgie de dimension k
(0 ≤ k ≤ n− 3). Alors, σ(N) > 0.
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dont on déduit le

Corollaire 0.0.4. Toute variété M de dimension n ≥ 5 simplement connexe et
non spin, admet une métrique à courbure scalaire positive.

On rappelle brièvement qu’une chirurgie sur M est la procédure qui consiste à
construire une nouvelle variété

N := M \ Sk ×Bn−k ∪Sk×Sn−k−1 B
k+1 × Sn−k−1,

en supprimant l’intérieur de Sk × Bn−k et en le remplaçant par B
k+1 × Sn−k−1 à

condition qu’un plongement de Sk ×Bn−k soit donné.

Plus tard, Kobayashi, Petean-Yun ont obtenu de nouvelles formules de chirurgie
pour σ(M). Tous ces travaux ont ensuite été généralisés par B.Ammann, M.Dahl
et E. Humbert dans [ADH08] qui ont montré le

Théorème 0.0.5. Si N est obtenue à partir de M par une chirurgie de dimension
0 ≤ k ≤ n− 3, alors

σ(N) ≥ min(σ(M),Λn),

où Λn est une constante positive ne dépend que de n.

Ce résultat a pour conséquence le

Corollaire 0.0.6. Soit M une variété simplement connexe de dimension n ≥ 5.
Alors, l’une au moins de ces hypothèses est vérifiée

(a) σ(M) = 0 (ce qui implique que M est spin) ;

(b) σ(M) ≥ αn, où αn est une constante positive ne dépend que de n.

Le but du Chapitre 3 est d’établir une formule de chirurgie analogue à celle du
Théorème 0.0.5 pour le second invariant de Yamabe que l’on définit par :

σ2(M) = sup
g
µ2(g),

où le supremum est pris sur toutes les métriques de M . Plus précisément, notre
résultat principal est le suivant

Théorème 0.0.7. Soit M une variété compacte de dimension n ≥ 3 telle que
σ2(M) > 0. Supposons que N est obtenue de M par une chirurgie de dimension
0 ≤ k ≤ n− 3, alors on obtient que

σ2(N) ≥ min(σ2(M),Λn),

où Λn est une constante positive qui ne dépend que de n.

Notons que dans [BD03], C. Bär et M. Dahl ont montré que le bas du spectre
de l’opérateur de Yamabe sur une variété N obtenue par chirurgie de dimension
0 ≤ k ≤ n − 3 à partir d’une variété M , peut-être choisi aussi proche que l’on
souhaite de celui correspondant à une métrique arbitraire sur M . Ils en déduisent
d’intéressantes conclusions topologiques.
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La preuve du Théorème 0.0.7 est inspirée de celle du Théorème 3.1.2 mais des
difficultés importantes apparaissent. Nous les décrivons assez précisément dans le
Chapitre 3 mais de manière schématique, disons que la stratégie générale consiste à
regarder les limites de λ1(gα) et λ2(gα) pour une suite de métriques (gα) bien choi-
sie sur N puis à montrer que ces limites sont aussi valeurs propres de l’opérateur de
Yamabe d’un espace limite. Les deux principales difficultés sont d’abord de nous
assurer que ces deux limites sont finies puis de montrer qu’elles sont distinctes, ce
qui permettra de les comparer avec les première et deuxième valeurs propres de
l’opérateur de Yamabe sur l’espace limite.

Pour finir, nous utilisons ce théorème pour établir les estimées suivantes de la
deuxième valeur propre de l’opérateur de Yamabe :

Corollaire 0.0.8. Soit M une variété compacte, spin, connexe et simplement
connexe de dimension n ≥ 5 avec n ≡ 0, 1, 2, 4 mod 8. Si |α(M)| ≤ 1, alors

σ2(M) ≥ αn,

où αn est une constante positive dépendant seulement de n et α(M) est le α-genre
de M (voir la Section 3.7).

Nous expliquerons plus en détail ce résultat dans le Chapitre 3.
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Chapitre 1

Métriques conformes et
généralisées, valeurs propres de
l’opérateur de Yamabe :
caractérisation et propriétés

Le but de ce chapitre est de définir les valeurs propres de l’opérateur de Yamabe et
d’établir leurs propriétés de base, qui nous serviront tout au long de la thèse. Plaçons-
nous sur une variété riemannienne compacte (M, g) de dimension n ≥ 3.

1.1 Le laplacien conforme

Définition 1.1.1. L’opérateur de Yamabe ou laplacien conforme Lg est défini par

Lg(u) := cn∆gu+ Sgu,

où ∆g est l’opérateur de Laplace-Beltrami, cn = 4(n−1)
n−2

et Sg est la courbure scalaire de
g.

1.2 Valeurs propres de Lg et propriétés

Dans cette partie, on étudie le comportement des valeurs propres de l’opérateur de
Yamabe dans une classe conforme. Il sera utile de donner l’expression explicite de ces
valeurs propres relativement à une métrique fixée. C’est l’objet de ce paragraphe.

1.2.1 Métriques lisses

Pour toute métrique g̃ sur M , on note

λ1(g̃) ≤ λ2(g̃) ≤ λ3(g̃) ≤ · · · ≤ λk(g̃) · · · → +∞,

15
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les valeurs propres de l’opérateur de Yamabe. Pour u ∈ LN 6= 0, v ∈ H2
1 (M) telles que

uv 6= 0, on définit

F (u, v) =

∫
M
cn|v|2 + Sgv

2 dvg∫
M
v2 uN−2 dvg

. (1.1)

Ici, et dans tout le texte, H l
k(M) représentera l’espace de Sobolev des fonctions Ll(M)

dont les dérivées d’ordre inférieur ou égal à k sont aussi dans Ll(M). Lorsque g̃ = uN−2g
(u ∈ C∞(M), u > 0) est conforme à g et d’après [AH06], la i−ème valeur propre λi(g̃)
de Lg̃ est donnée par

λi(g̃) = inf
V ∈Gri(H2

1 (M))
sup

v∈V \{0}
F (u, v), (1.2)

où Gri(H
2
1 (M)) représente l’ensemble de tous les sous-espaces de H2

1 (M) de dimension i.
Cette définition exploite le fait que l’opérateur de Yamabe a des propriétés de covariance
conforme. Plus précisément, si g̃ = uN−2g et si v est une fonction propre associée à λi(g̃)
alors l’équation Lg̃v = λi(g̃)v se réecrit dans la métrique g

Lgv
′ = λi(g̃)uN−2v′

où l’on a posé v′ = uv. Cette observation permet de travailler dans différentes métriques
conformes à g mais avec l’opérateur fixe Lg. C’est aussi cette observation qui conduit
à définir les valeurs propres λi(g̃) avec la Formule (1.2), ce qui nous permettra dans le
paragraphe suivant d’étendre la définition à une classe plus large de métriques, dites
métriques généralisées. Fixons maintenant une fonction u strictement positive et v1 la
première fonction propre associée à λ1(uN−2g). D’après (1.2), elle est caractérisée par

λ1(uN−2g) = inf
v
F (u, v).

En remarquant que F (u, v) = F (u, |v|), on voit que |v| est aussi fonction propre associée
à Lg̃. Par le principe du maximum, v > 0 sur toute composante connexe de M sur
laquelle elle est non nulle. Par orthogonalité des fonctions propres, on obtient aussi que
λ1(uN−2g) est simple si M est connexe.

1.2.2 Métriques généralisées

Nous allons montrer que la définition des valeurs propres s’étend aux métriques générali–
sées, c’est-à-dire aux métriques de la forme g̃ = uN−2g où u ∈ LN(M), u ≥ 0 et
u 6≡ 0, même si l’opérateur de Yamabe Lg̃ n’a plus de sens. Pour cela, on se sert de la
caractérisation (1.2) comme l’ont fait Ammann et Humbert dans [AH06] dans le cas où
la constante de Yamabe était positive, c’est-à-dire dans le cas où λ1(g) ≥ 0. La situation
sera un peu différente dans le cas où λ1(g) < 0. Dans cette situation, la i-ème valeur
propre λi(g̃), si on la définit avec la formule (1.2) peut ne pas avoir de valeur finie comme
le prouve la Proposition 1.2.1.

Proposition 1.2.1. Supposons que λ1(g), définie à l’aide de la formule (1.2), soit stric-
tement négative. Alors il existe u ∈ LN(M), u 6≡ 0, u ≥ 0 telle que λ1(uN−2g) = −∞.
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La preuve de cette proposition est donnée ci-dessous. Pour que λ1(g̃) soit finie, on doit
supposer de plus que la fonction u est strictement positive.

Proposition 1.2.2. Soit u ∈ LN(M) une fonction presque partout non nulle. Supposons
que λ1(g) < 0. Alors

λ1(|u|N−2g) > −∞.

La preuve détaillée de cette proposition est donnée à la fin de ce paragraphe.

Notation 1.2.3. La i-ème valeur propre de Lg, λi(g̃) = λi(u
N−2g) sera notée λi(u)

lorsqu’il n’y a pas d’ambigüité sur g.

Preuve de la Proposition 1.2.1

Puisque λ1(g) < 0, il existe une fonction v ∈ C∞(M) telle que∫
M

(Lgv)v dvg < 0.

Soit P un point de M . Pour ε > 0, on choisit une fonction ηε vérifiant

0 ≤ ηε ≤ 1,

ηε = 0 sur Bε(P ),

ηε = 1 sur M\B2ε(P ),

|∇ηε|≤ 2
ε
.

où Bδ(P ) désigne la boule de centre P et de rayon δ pour la métrique g. Il est facile de
vérifier que

lim
ε→0

∫
M

(Lg(ηεv))(ηεv) dvg =

∫
M

(Lgv)v dvg.

On définit w := ηεv. Par conséquent, pour un ε > 0 petit fixé, on a∫
M

(Lgw)w dvg < 0.

Soit u ≥ 0, u 6≡ 0 de classe C∞ à support dans Bε(P ). Pour α > 0, puisque (w+α)u 6≡ 0,
on peut écrire

λ1(g̃) = inf
v′

∫
M

(Lgv
′)v′ dvg∫

M
uN−2v′2 dvg

≤ lim
α→0+

∫
M

(Lg(w + α))(w + α) dvg∫
M
uN−2(w + α)2 dvg

.

En outre, on a

lim
α→0+

∫
M

(Lg(w + α))(w + α) dvg =

∫
M

(Lg(w))w dvg < 0,
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et

lim
α→0+

∫
M

uN−2(w + α)2 dvg = 0

ce qui donne

lim
α→0

∫
M

(Lg(w + α))(w + α) dvg∫
M
uN−2(w + α)2 dvg

= −∞.

Cela finit la preuve de la Proposition 1.2.1.

Preuve de la Proposition 1.2.2

On suppose que λ1(|u|) < 0 sinon il n’y a rien à démontrer. Soit (vm)m une suite
minimisante associée à λ1(u), c’est-à-dire une suite de fonctions vm ∈ H2

1 (M) telles que,
en notant

λm :=

∫
M
cn|∇vm|2+Sgv

2
m dvg∫

M
|u|N−2v2

m dvg
,

on ait
lim

m−→∞
λm = λ1(u) < 0.

Puisque (|vm|)m est aussi une suite minimisante associée λ1(u), on peut supposer que
vm ≥ 0. De plus, par homogénéité de la fonctionnelle étudiée, on peut normaliser vm par∫

M

|u|N−2v2
m dvg = 1. (1.3)

On montre que (vm)m est bornée dans H2
1 (M). En effet, supposons que ce n’est pas le

cas. Posons alors
v′m =

vm
‖ vm ‖H2

1 (M)

.

La suite (v′m)m est bornée dans H2
1 (M), chacune de ces fonctions étant alors de norme 1

dans H2
1 (M). Par compacité pour la topologie faible de la boule unité de H2

1 (M) et par
le théorème d’injection compacte de Kondrakov, il existe v′ ∈ H2

1 (M) telle que, quitte à
extraire une sous-suite de v′m, v′m converge vers v′ faiblement dans H2

1 (M) et fortement
dans L2(M). On a

cn

∫
M

|∇v′m|
2
dvg +

∫
M

Sgv
′2
m dvg = λm

∫
M

|u|N−2 v′2m dvg. (1.4)

En écrivant

0 ≤
∫
M

|u|N−2(v′ − v′m)2dvg

=

∫
M

|u|N−2(v′)2dvg − 2

∫
M

|u|N−2v′v′mdvg +

∫
M

|u|N−2(v′m)2dvg

et en remarquant que par convergence faible dans H2
1 (M),

lim
m

∫
M

|u|N−2v′v′mdvg =

∫
M

|u|N−2(v′)2dvg,
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on obtient que ∫
M

|u|N−2 v′2 dvg ≤ lim
m−→∞

∫
M

|u|N−2 v′2m dvg.

Puisque
‖vm‖H2

1 (M) −→∞,

l’équation (1.3) nous dit que la limite du membre droite tend vers 0 lorsque m tend vers
+∞. Il en découle que ∫

M

|u|N−2 v′2 dvg = 0. (1.5)

La fonction u étant non nulle presque partout, on a

v′ = 0.

On écrit

1 =

∫
M

|∇v′m|
2
dvg +

∫
M

|v′m|
2
dvg︸ ︷︷ ︸

−→0

.

On en déduit que

lim
m→∞

∫
M

|∇v′m|
2
dvg = 1

ce qui contredit le fait que

cn

∫
M

|∇v′m|
2
dvg︸ ︷︷ ︸

−→1

+

∫
M

Sgv
′2
m dvg︸ ︷︷ ︸

−→0

= λm

∫
M

|u|N−2 v′2m dvg ≤ 0.

Cela nous montre que (vm)m est bornée dans H2
1 (M). On en déduit immédiatement que

λ1(g̃) > −∞.

1.3 EDP associées à λi

La définition que nous avons donnée des valeurs propres pour des métriques généralisées
ne fournit pas de fonctions propres associées, qui sont pourtant nécessaires pour étudier
ces valeurs propres. C’est pourquoi nous aurons besoin de la

Proposition 1.3.1. Pour toute fonction u ∈ LN(M), u ≥ 0. On suppose que u est non
nulle presque partout ou que µ(M, g) ≥ 0, il existe des fonctions v1 ≥ 0 strictement po-
sitive sur une composante connexe de M au moins, et v2, . . . , vk ∈ H2

1 (M) qui changent
de signe, normalisées par∫

M

|u|N−2v2
k dvg = 1 et

∫
M

|u|N−2vivj dvg = 0 pour tous i 6= j

et telles que, au sens des distributions, on ait, pour tout i ∈ {1, · · · , k}

Lgvi = λi(u)|u|N−2vi.
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Preuve : Nous montrons d’abord l’existence de v1. Soit (vm)m une suite minimisante
pour λ1(u), c’est-à-dire une suite de fonctions vm ∈ H2

1 (M) telle que

lim
m−→∞

∫
M
cn|∇vm|2+Sgv

2
m dvg∫

M
|u|N−2v2

m dvg
= λ1(u).

Montrons d’abord que (vm)m est bornée dans H2
1 (M). En raisonnant par l’absurde,

comme dans la Preuve de la Proposition 1.2.2, on obtient là-aussi l’équation (1.5), c’est-
à-dire que ∫

M

|u|N−2v′2dvg = 0, (1.6)

où v′ s’obtient comme limite faible dans H2
1 (M) de

v′m :=
vm

‖vm‖H2
1 (H)

.

Si u est presque partout non nulle, on en déduit que v′ = 0. Si λ1 ≥ 0, on raisonne
différemment : supposons v′ 6= 0. L’équation (1.4) nous dit que, par convergence faible
dans H2

1 (M),∫
M

cn|∇v′|2 + Sg(v
′)2dvg ≤ lim inf

∫
M

cn|∇v′m|2 + Sg(v
′
m)2dvg = 0.

En particulier, en évaluant v′ dans la fonctionnelle de Yamabe (2), on obtient que Y (v′) =
0. C’est une contradiction si µ(M, g) > 0. Si µ(M, g) = 0, v′ est un minimiseur de Y
et par conséquent v′ > 0, ce qui contredit (1.6). Dans tous les cas, on a montré que
v′ ≡ 0. On raisonne alors comme dans la preuve de la Proposition 1.2.2 pour obtenir une
contradiction. Nous obtenons finalement que (vm) est bornée dans H2

1 (M). Il existe donc
v ≥ 0 dans H2

1 (M) telle que vm converge vers v faiblement dans H2
1 (M) et fortement

dans L2(M) (après extraction éventuelle d’une sous-suite près). Montrons maintenant
que ∫

M

|u|N−2v2 dvg = lim
m−→∞

∫
M

|u|N−2v2
m dvg = 1. (1.7)

Si u est de classe C∞, la relation s’obtient directement. Donc supposons que u ∈  LN(M),
soit A un grand nombre réel et posons uA = inf {u,A} . D’après l’inégalité de Hölder,
on écrit∣∣∣∣∫
M

uN−2
(
v2
m − v2

)
dvg

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
M

(
uN−2 − uN−2

A + uN−2
A

) (
v2
m − v2

)
dvg

∣∣∣∣
≤

(∫
M

uN−2
A |v2

m − v2| dvg +

∫
M

(uN−2 − uN−2
A )(|vm|+ |v|)2 dvg

)
≤ AN−2

∫
M

|v2
m − v2| dvg

+

(∫
M

(uN−2 − uN−2
A )

N
N−2 dvg

)N−2
N
(∫

M

(|vm|+ |v|)N dvg
) 2

N

.
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La suite (vm)m étant bornée dans H2
1 (M), elle l’est aussi dans LN(M). Il existe donc

une constante C telle que ∫
M

(|vm|+ |v|)N dvg ≤ C.

La convergence dans L2(M) donne

lim
m−→∞

∫
M

|v2
m − v2| dvg = 0.

D’après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on a

lim
A−→∞

∫
M

(
uN−2 − uN−2

A

) N
N−2 dvg = 0.

La relation (1.7) en découle, puisque

lim
m

∫
M

〈∇vm,∇ϕ〉 dvg =

∫
M

〈∇v,∇ϕ〉 dvg,

lim
m

∫
M

Sgvmϕ dvg =

∫
M

Sgvϕ dvg

et

lim
m

∫
M

|u|N−2vmϕ dvg =

∫
M

|u|N−2vϕ dvg,

(d’après la convergence forte dans L2(M)). On obtient donc qu’au sens des distributions

Lgv = λ1(u)|u|N−2v.

On définit

λ′k(u) = inf
vk;|u|

N−2
2 vk 6≡0∫

M |u|
N−2vivk dvg=0∀i<k

∫
M
cn|∇vk|2+Sgv

2
k dvg∫

M
|u|N−2|vk|2 dvg

.

Il est clair que λ′k(u) = λk(u) et la même méthode nous fournit par récurrence les
fonctions vk cherchées pour tout k ≥ 1. Cela prouve la Proposition 1.3.1. �

1.4 Signe de λi

1.4.1 Le signe de λi est un invariant conforme

Proposition 1.4.1. Le signe de λi est indépendant du choix de la métrique dans la classe
conforme. Plus précisément, pour toute métrique conforme g̃ = uN−2g, où u ∈ LN(M),
u ≥ 0, les valeurs propres λi(u) et λi(1) sont de même signe.

Preuve : On suppose par exemple que λi(u) = 0 et λi(1) > 0, on sait que

λi(u) = inf
u1,...,ui

sup
λ1,...,λi

∫
M
Lg(λ1u1 + · · ·+ λiui)(λ1u1 + · · ·+ λiui) dvg∫

M
(λ1u1 + · · ·+ λiui)2uN−2 dvg

,
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et

λi(1) = inf
u1,...,ui

sup
λ1,...,λi

∫
M
Lg(λ1u1 + · · ·+ λiui)(λ1u1 + · · ·+ λiui) dvg∫

M
(λ1u1 + · · ·+ λiui)2 dvg

.

Supposons que λi(u) est atteinte par v1, . . . , vi. Puisque les dénominateurs dans ces
expressions sont strictement positifs, alors

sup
λ1,··· ,λi

∫
M

Lg(λ1v1 + · · ·+ λivi)(λ1v1 + · · ·+ λivi) dvg = 0.

Ainsi

λi(1) ≤ sup
λ1,...,λi

∫
M
Lg(λ1v1 + · · ·+ λivi)(λ1v1 + · · ·+ λivi) dvg∫

M
(λ1v1 + · · ·+ λivi)2uN−2 dvg

= 0,

ce qui donne la contradiction souhaitée. Les autres cas sont traités de manière similaire.

1.4.2 Il n’y a pas d’obstruction topologique à la négativité de
λk

Dans ce paragraphe, on montre que, sur toute variété et pour tout entier k ≥ 1, il existe
une métrique h telle que la k-ième valeur propre de Lh est négative.

Proposition 1.4.2. Sur toute variété riemannienne compacte M et pour tout k ≥ 1 il
existe une métrique g telle que

λk(g) < 0.

Preuve : Soit M une variété riemannienne compacte de dimension n. Considérons k
sphères de dimension n = dim(M). On munit chacune de ces sphères Sn de la même
métrique g, choisie telle que µ(g) < 0. Une telle métrique existe d’après le Théorème 1
page 38 de [Aub98]. Soit P ∈ M, puisque µ(g) < 0, on peut trouver pour tous ε, δ > 0
assez petits une fonction u à support dans Sn\Bε(P ) telle que∫

M
cn|∇u|2+Sgu

2 dvg∫
M
u2 dvg

< −δ.

En effet, choisissons une fonction ηε de classe C∞ telle que 0 ≤ ηε ≤ 1, ηε(Bε(P )) = 0,
ηε(Sn\B2ε(P )) = 1, |∇ηε|≤ 2

ε
et une fonction v qui satisfait

Y (v) =

∫
M
cn|∇v|2+Sgv

2 dvg∫
M
v2 dvg

< −2δ.

Notons que l’existence de la fonction v est justifiée par le fait que µ(g) < 0. La fonction
désirée u sera donnée par ηεv, où ε > 0 est suffisamment petit. En effet, il est facile de
voir que

lim
ε−→0

Y (ηεv) = Y (v).

Soient P1, · · · , Pk des points distincts de M . On considère la somme connexe suivante

M ′ = M#(Sn)1# . . .#(Sn)k,
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de façon à ce que les (Sn)i soient attachées en P ∈ (Sn)i et en Pi ∈ M . En d’autres
termes, les anses sont attachées sur Bε(P ) et Bε(Pi). Notons que M ′ est difféomorphe à
M . Cette construction nous permet de voir (Sn)i\Bε(Pi) comme une partie de M ′. On
prend sur M ′ une métrique h qui satisfait

h|(Sn)i\Bε(Pi) = g.

Sur M ′, on définit la fonction suivante

ui =

∣∣∣∣∣∣
u sur (Sn)i\Bε(Pi)

0 ailleurs.

Puisque les ui ont des supports disjoints, on obtient

λk(1) ≤ sup
λ1,...,λk

∫
M ′
Lg(λ1u1 + · · ·+ λkuk)(λ1u1 + · · ·+ λkuk) dvh∫

M ′
(λ1u1 + · · ·+ λkuk)2 dvh

≤ sup
λ1,...,λk

(λ2
1 + . . .+ λ2

k)
∫
M

(Lgu)u dvg

(λ2
1 + . . .+ λ2

k)
∫
M
u2 dvg

≤
∫
M

(Lgu)u dvg∫
M
u2 dvg

< −δ.
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Chapitre 2

Solutions nodales de l’équation de
Yamabe

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte que nous supposerons connexe dans tout
le chapitre. Le problème de Yamabe consiste à trouver une métrique g̃ conforme à g et
dont la courbure scalaire Sg̃ est constante. Il a été résolu entre les années 1960 et 1984
par Yamabe, Trüdinger, Aubin et Schoen, [Y60, T68, Aub76, Sch84]. On peut se référer
à [LP87, Heb97, Aub98] pour obtenir plus de détails sur le sujet. Résoudre le problème
est équivalent à trouver une fonction positive de classe C∞ et une constante C0 ∈ R
telles que

Lg(u) = C0|u|N−2u, (2.1)

où N = 2n
n−2

. Afin d’obtenir des solutions de l’équation de Yamabe (2.1), on définit la
constante de Yamabe par

µ(M, g) := inf
u6=0,u∈C∞(M)

Y (u),

où

Y (u) =

∫
M
cn|∇u|2+Sgu

2 dvg(∫
M
|u|N dvg

) 2
N

.

D’après les travaux de Yamabe, Trüdinger, Aubin et Schoen, il existe un minimiseur de
classe C∞ strictement positif u de Y qui, quitte à supposer la normalisation ‖u‖LN (M) =
1, vérifie

Lgu = µ(M, g)|u|N−2u.

La métrique souhaitée est donnée par g̃ = uN−2g : sa courbure scalaire est une constante
égale à µ(M, g). Quitte à poser u′ = µ(M, g)

n−2
4 u, on obtient une solution positive de

Lgu
′ = ε|u′|N−2u′

où ε = signe (µ(M, g)) = signe(λ1(g)).

Si µ(M, g) ≥ 0, il est facile de voir que

µ(M, g) = inf
g̃∈[g]

λ1(g̃)vol(M, g̃)
2
n ,

25
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où [g] est la classe conforme de g et λ1 est la première valeur propre de l’opérateur de
Yamabe Lg. Cette approche a inspiré B. Ammann et E. Humbert pour introduire dans
[AH06] la seconde constante de Yamabe, définie par

µ2(M, g) = inf
g̃
λ2(g̃)vol(M, g̃)

2
n

= inf
u
λ2(uN−2g)

(∫
M

uN dvg

) 2
n

.

Ils ont étudié cet invariant conforme dans le cas où µ(M, g) ≥ 0 et ils ont montré que
µ2 est atteint par une métrique généralisée, c’est-à-dire une métrique de la forme uN−2g
où u ∈ LN(M), u ≥ 0 qui peut s’annuler, dans les deux cas suivants :
• µ(M, g) > 0, (M, g) est non localement conformément plate et n ≥ 11.
• µ(M, g) = 0, (M, g) est non localement conformément plate et n ≥ 9.
Dans ce contexte, ils ont montré que u est la valeur absolue d’une fonction w ∈ C3,α(M)
qui change de signe et solution de l’équation

Lgw = µ2(M, g)|w|N−2w.

De nombreux travaux sont consacrés à l’étude de ce type des solutions, par exemple
[AH06], [DJ02], [Hol98], [HV94], [V07]. Voir aussi [BenBou08] pour une étude analogue

de l’opérateur Paneitz-Branson. On pose une nouvelle fois w′ = µ2(M, g)
n−2
4 w pour

obtenir une solution de

Lgw
′ = ε|w′|N−2w′

où ε = 1 = signe (µ2(M, g)) = signe (λ2(g)). Cette section a pour but d’étendre ce
résultat aux métriques pour lesquelles λ2(g) a un signe arbitraire.

Dans le cas où λ2 < 0, la réponse est oui sans aucune condition supplémentaire.
On obtient un résultat similaire à celui obtenu dans [AH06]. La méthode est cepen-
dant différente. Ajoutons que cette hypothèse est satisfaite pour un grand nombre de
métriques (voir Proposition 1.4.2). Les méthodes utilisées dans [AH06] restent valables
dans le cas où µ(M, g) < 0 et λ2 ≥ 0. Finalement, le résultat principal de ce chapitre,
préparatoire au Chapitre 3, est le suivant :

Théorème 2.0.3. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n ≥ 3
dont la constante de Yamabe µ(M, g) est strictement négative. Notons λ2 la deuxième
valeur propre de Lg. Si l’une des deux conditions suivantes est satisfaite :

– λ2 ≤ 0,
– λ2 > 0, (M, g) non localement conformément plate et n ≥ 6,

il existe une fonction w qui change de signe, solution de l’équation

Lgw = ε|w|N−2w,

où ε = +1 si λ2 > 0, ε = −1 si λ2 < 0 et ε = 0 si λ2 = 0. De plus, w ∈ C3,α(M), pour
tout α < N − 2.
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2.0.3 Le cas λ2 = 0

La démonstration est triviale : en effet, la Proposition 1.3.1 fournit une solution nodale
v de Lgv = 0 = ε |v|N−2 v où ε = 0 = signe (λ2(g)).

2.0.4 Le cas λ2 > 0

On définit la seconde constante de Yamabe qui a été introduite et étudiée par Ammann
et Humbert dans [AH06] par

µ2(M, g) = inf
g̃
λ2(g̃)Vol(M, g̃)

2
n

= inf
u>0

λ2(u)

(∫
M

uN dvg

) 2
n

.

D’après la Proposition 2.0.4 ci-dessous, le problème se réduit à trouver un minimiseur
de µ2(M, g). Le cas où µ(M, g) ≥ 0 a été traité dans [AH06]. On s’intéressera au cas où
µ(M, g) < 0 (c’est-à-dire λ1(g) < 0). Nous montrons que les méthodes d’Ammann et
Humbert s’étendent à ce cadre et nous obtenons les trois propositions suivantes :

Proposition 2.0.4. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n ≥
3, telle que λ2 > 0. Si

µ2(M, g) < µ(Sn), (2.2)

avec µ(Sn) = n(n − 1)ω
2
n
n , où ωn désigne le volume de la sphère standard Sn, alors la

seconde constante de Yamabe est atteinte par une fonction positive u ∈ LN(M) que l’on
peut normaliser par

∫
M
uN dvg = 1. Par conséquent, il existe une fonction w qui change

de signe vérifiant au sens des distributions l’équation suivante

Lgw = µ2(M, g)|u|N−2w, (2.3)

où les fonctions u et w sont normalisées par∫
M

uN dvg = 1,

∫
M

uN−2 w2 dvg = 1.

et

Proposition 2.0.5. Les deux fonctions u et w données par la Proposition 2.0.4 vérifient

u = |w|.

Par les théorèmes standard de régularité, les deux résultats précédents donnent immédia–
tement

Corollaire 2.0.6. Supposons µ2(M, g) < µ(Sn), alors, il existe une fonction w ∈
C3,N−2(M) solution de

Lgw = µ2(M, g)|w|N−2w.
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Il reste à trouver des conditions pour lesquelles l’hypothèse (2.2) est vérifiée. C’est l’objet
du résultat suivant :

Proposition 2.0.7. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n ≥
6, supposons que M est non localement conformément plate et que µ(M, g) < 0, alors

µ2(M, g) < µ(Sn).

Preuve de la Proposition 2.0.4

Le cas où µ(M, g) ≥ 0 a été traité dans [AH06]. On limitera donc notre étude au cas
où µ(M, g) < 0. Puisque la variété M est connexe, sans perdre de généralité, on peut
supposer que Sg = −1. Soit (um)m une suite minimisante de µ2(M, g), c’est-à-dire, um
est positive, de classe C∞ et

lim
m−→∞

λ2(um)

(∫
M

uNmdvg

) 2
n

= µ2(M, g).

La suite (um)m est choisie de telle sorte que
∫
M
uNm dvg = 1, si bien que µ2(M, g) =

limm−→∞ λ2(um). D’après la Proposition 1.3.1, on peut trouver wm ∈ H2
1 (M) telle que

Lgwm = λ2(um)|um|N−2wm. (2.4)

En outre, on peut normaliser (wm)m par∫
M

|um|N−2w2
m dvg = 1.

Puisque
∫
M
uNmdvg = 1, la suite (um) est bornée dans LN(M) qui est un espace réflexif.

Par compacité pour la topologie faible de la boule unité de LN(M), il existe u ∈ LN(M)
telle que (um)m, ou tout au moins une suite extraite de (um)m, converge faiblement vers
u dans LN(M).
• Montrons maintenant que la suite (wm)m est bornée dans H2

1 (M).

On raisonne par l’absurde et on suppose que ‖wm‖H2
1 (M) −→∞. Posons

w′m =
wm

‖wm‖H2
1 (M)

si bien que ‖w′m‖H2
1 (M) = 1. La suite étant (w′m)m est bornée dans H2

1 (M), on déduit

de la compacité pour la topologie faible de la boule unité de H2
1 (M) et du théorème de

Kondrakov que, quitte à extraire une sous-suite de la suite (w′m)m, il existe w′ ∈ H2
1 (M)

telle que (w′m)m converge vers w′ faiblement dans H2
1 (M) et fortement dans L2(M).

L’équation (2.4) étant linéaire, w′m satisfait

Lgw
′
m = λ2(um) |um|N−2w′m.

Pour toute ϕ ∈ C∞(M), on a ainsi :

cn

∫
M

〈∇w′m,∇ϕ〉 dvg +

∫
M

Sgw
′
mϕdvg =

∫
M

λ2(um) |um|N−2 w′mϕdvg.
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Puisque w′m tend faiblement vers w′ dans H2
1 (M) et puisque w 7−→ 〈∇w,∇ϕ〉 est une

forme linéaire sur H2
1 (M),

cn

∫
M

〈∇w′m,∇ϕ〉 dvg −→ cn

∫
M

〈∇w′,∇ϕ〉 dvg.

La suite (w′m) convergeant fortement vers w′ dans L2(M), on a∫
M

Sgw
′
mϕdvg −→

∫
M

Sgw
′ϕdvg.

En utilisant l’inégalité de Hölder, on en déduit que
∫
M
|um|N−2 w′mϕdvg −→ 0. En effet,∣∣∣∣∫

M

|um|N−2 w′mϕdvg

∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖∞
∫
M

|um|
N−2

2 |w′m| |um|
N−2

2 dvg

≤ ‖ϕ‖∞
(∫

M

|um|N−2w′m
2
dvg

) 1
2
(∫

M

|um|N−2 dvg

) 1
2

≤ ‖ϕ‖∞

(∫
M
|um|N−2 wm

2 dvg

) 1
2

‖wm‖H2
1 (M)

(∫
M

|um|N dvg

)N−2
2N

(
vol(M, g)1−N−2

N

) 1
2

≤ ‖ϕ‖∞
1

‖wm‖H2
1 (M)

(vol(M, g))
1
N −→m−→+∞ 0.

Alors

cn

∫
M

〈∇w′,∇ϕ〉 dvg +

∫
M

Sgw
′ϕ dvg = 0,

ce qui implique qu’au sens des distributions, on a

Lgw
′ = 0.

Puisque λ1(1) < 0 et λ2(1) > 0, 0 /∈ Sp(Lg). Il vient que w′ = 0. On a aussi∫
M

cn |∇w′m|
2
dvg +

∫
M

Sgw
′
m

2
dvg = λ2(um)

∫
M

|um|N−2w′m
2
dvg,

avec

λ2(um)

∫
M

|um|N−2w′m
2
dvg =

λ2(um)

‖wm‖2
H2

1 (M)

−→ 0

et ∫
M

Sgw
′
m

2
dvg −→

∫
M

Sgw
′2 dvg = 0.

Donc ∫
M

|∇w′m|
2
dvg −→ 0.
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On aboutit finalement à

‖w′m‖
2
H2

1 (M) = 1 =

∫
M

|∇w′m|
2
dvg +

∫
M

w′m
2
dvg −→ 0

d’où la contradiction. Il en découle que (wm)m est une suite bornée dans H2
1 (M). Il

existe donc w ∈ H2
1 (M) telle que, quitte à extraire une sous-suite de la suite (wm)m, il

existe w ∈ H2
1 (M) telle que (wm)m converge vers w faiblement dans H2

1 (M) et fortement
dans L2(M). Ainsi, au sens des distributions, on a

Lgw = µ2(M, g) |u|N−2w.

Il reste à montrer que w change de signe et qu’elle est différente de zéro.

• Supposons que w ne change pas de signe. Sans perdre de généralité, on peut sup-
poser que w ≥ 0. Au sens des distributions, on a

cn∆gw + Sgw = µ2(M, g) |u|N−2w. (2.5)

On rappelle que l’on peut supposer que Sg < 0 car µ(M, g) < 0 et en intégrant (2.5) sur
M , on obtient :∫

M

cn∆gw dvg︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫
M

Sgw dvg︸ ︷︷ ︸
<0

= µ2(M, g)

∫
M

|u|N−2 w dvg︸ ︷︷ ︸
≥0

.

On obtient ainsi une contradiction si w 6≡ 0. C’est ce que nous allons montrer dans la
suite.

• Supposons que w = 0. En se référant à [Heb97] et [Aub76] on a le théorème suivant :
Si (M, g) est une variété riemannienne de dimension n ≥ 3, pour tout ε > 0, il existe Bε

tel que pour tout u ∈ H2
1 (M), on a(∫

M

|u|N dvg

) 2
N

≤ (µ(Sn)−1 + ε)

(∫
M

cn |∇u|2 dvg +Bε

∫
M

u2 dvg

)
.

On obtient que

cn

∫
M

|∇wm|2 dvg + Sg

∫
M

w2
m dvg = µ2(M, g)

∫
M

|um|N−2 w2
m dvg

≤ µ2(M, g)

(∫
M

|um|N dvg

)N−2
N

︸ ︷︷ ︸
=1

(∫
M

|wm|N dvg

) 2
N

≤ µ2(M, g)(µ(Sn)−1 + ε)︸ ︷︷ ︸
<1( si ε est petit suffisamment )

(∫
M

cn |∇wm|2 dvg +Bε

∫
M

w2
m dvg

)
.
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Ainsi,

cn
[
1− µ2(M, g)(µ(Sn)−1 + ε)

]︸ ︷︷ ︸
>0

∫
M

|∇wm|2 dvg ≤ c

∫
M

w2
m dvg︸ ︷︷ ︸
−→0

,

il s’ensuit que
∫
M
|∇wm|2 dvg −→ 0, ainsi ‖wm‖H2

1 (M) −→ 0. On obtient que wm −→ 0

dans H2
1 (M). Cela donne

1 =

∫
M

|um|N−2w2
m dvg ≤

(∫
M

|um|N dvg

)N−2
2
∫
M

wNm dvg︸ ︷︷ ︸
−→0

.

Cette contradiction prouve que w 6= 0.

Preuve de la Proposition 2.0.5

Puisque λ2(g) > 0, il vient

µ2(M, g) = inf
u>0

λ2(u)

(∫
M

uN dvg

) 2
n

= inf
u≥0

λ2(u)

(∫
M

uN dvg

) 2
n

.

Nous suivons pas à pas la preuve du Lemme 3.3 de [AH06], en prenant w1 = w+ =
sup {0, w} et w2 = w− = sup {0,−w}. On peut écrire

u = aw+ + bw−,

où a, b > 0. On déduit du Lemme 3.1 que w ∈ C2,α, u ∈ C0,α et l’étape 4 de la preuve
du Théorème 3.4 dans [AH06] entrâıne que

u = |w|.

Puisque w est dans H2
1 (M), le Lemme 3.1 de [AH06] donne que w ∈ LN+ε(M), cela

vient du fait que w vérifie l’équation

Lgw = µ2|w|N−2w.

Finalement, des arguments standard de ”bootstrap ” donnent que w ∈ C3,α(M) pour
tout α < N − 2.

Preuve de la Proposition 2.0.7

Dans ce paragraphe, on s’intéresse plus particulièrement à une variété M non localement
conformément plate de dimension n ≥ 6, pour obtenir :

µ2(M, g) < µ(Sn).

On considère toujours le cas où µ(M, g) < 0. Donc il existe une fonction positive v
solution de l’équation de Yamabe

Lgv = µ(M, g)vN−1. (2.6)
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Soit x0 un point de M où le tenseur de Weyl ne s’annule pas (un tel point existe puisque
l’on a supposé que la variété était non localement conformément plate et que n ≥ 4) et
soit (x1, . . . , xn) un système de coordonnées normales en x0. Pour x ∈ M, notons par
r = dg(x, x0) la distance au point x0. Si δ est un nombre petit fixé, soit η une fonction
cut-off de classe C∞ choisie telle que

0 ≤ η ≤ 1,

η = 1 sur Bδ(x0),

η = 0 sur M\B2δ(x0),

|∇η|≤ 2
δ
.

Pour tout ε > 0, on définit la fonction vε par

vε = cεη(ε+ r2)
2−n
2 ,

où cε est choisie de façon à ce que ∫
M

vNε dvg = 1.

En se référant à [Aub76]

lim
ε−→0

Y (vε) = µ1(Sn),

où Y (u) est la fonctionnelle de Yamabe définie par

Y (u) =

∫
M
cn|∇u|2+Sgu

2 dvg(∫
M
uN dvg

) 2
N

.

Si (M, g) est non localement conformément plate, on se réfère à un calcul fait dans
[Aub76] : il existe une constante C(M) > 0 telle que

Y (vε) =

∣∣∣∣∣∣
µ1(Sn)− C(M)ε2 + o(ε2) si n > 6

µ1(Sn)− C(M)ε2| ln(ε)|+ o(ε2| ln(ε)|) si n = 6.
(2.7)

On rappelle que, d’après [Aub76], il existe des constantes a, b, C1, C2 > 0, telles que

aε
n−2
4 ≤ cε ≤ bε

n−2
4 ,

et

C1αp,ε ≤
∫
M

vpε dvg ≤ C2αp,ε (2.8)
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où

αp,ε =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ε
2n−(n−2)p

4 si p > n
n−2

;

| ln(ε)|εn4 si p = n
n−2

;

ε
(n−2)p

4 si p < n
n−2

On a

µ2(M, g) = inf
u
λ2(u)

(∫
M

uN dvg

) 2
n

= inf
u

w,w′
sup
λ,µ

∫
M
Lg(λw + µw′)(λw + µw′) dvg∫
M
uN−2(λw + µw′)2 dvg

(∫
M

uN dvg

) 2
n

= inf
u

w,w′
sup
λ,µ

F (u, λw + µw′),

où F est définie par (1.1). Soient λε, µε telles que

λ2
ε + µ2

ε = 1

et

F (vε, λεv + µεvε) = sup
(λ,µ)∈R2\{(0,0)}

F (vε, λv + µvε),

où v est la fonction définie par l’équation (2.6). Écrivons l’expression de F (vε, λεv+µεvε),
on obtient

F (vε, λεv + µεvε) =

∫
M
Lg(λεv + µεvε)(λεv + µεvε) dvg∫
M
vN−2
ε (λεv + µεvε)2 dvg

(∫
M

vNε dvg

) 2
n

=
λ2
εµ(M, g) + µ2

εY (vε) + 2λεµεµ(M, g)
∫
M
vN−1vε dvg

λ2
ε

∫
M
vN−2
ε v2 dvg + µ2

ε + 2λεµε
∫
M
vN−1
ε v dvg

=
Aε
Bε

.

Si

λε −→ λ 6= 0, µε −→ µ 6= 0,

alors

F (vε, λεv + µεvε) −→
λ2µ(M, g) + µ2µ(Sn)

µ2
< µ(Sn).

D’une manière similaire, si µ = 0, λ2 = 1, le numérateur Aε ∼ µ(M, g) < 0, tandis que
le dénominateur Bε est positif, ce qui donne encore une fois que

F (vε, λεv + µεvε) ≤ 0 < µ(Sn),
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on obtient ainsi l’inégalité désirée. Dans ce qui suit, on suppose que λε −→ 0 et µε −→
±1.
Le cas n > 6
D’après (2.8), on a ∫

M

vN−1vε dvg ∼ε→0 Cε
n−2
4 ,∫

M

vN−2
ε v2 dvg ∼ε→0 Cε,

et ∫
M

vN−1
ε v dvg ∼ε→0 Cε

n−2
4 ,

où C désigne une constante qui peut changer de valeur d’une ligne à l’autre. On distingue
deux cas
• il existe une constante C > 0 telle que

|λε| ≤ Cε
n−2
4 , (2.9)

ou
• il existe αε telle que

|λε| = αεε
n−2
4 , (2.10)

et
αε −→ +∞.

(à une sous-suite près).

1. Tout d’abord, supposons que la relation (2.9) est vérifiée. On a, donc

|λε| ≤ Cε
n−2
4 .

Il en découle que λ2
ε = O(ε

n−2
2 ) et µ2

ε = 1− λ2
ε = 1 +O(ε

n−2
2 ). Donc

µε = 1 +O(ε
n−2
2 ).

On obtient alors que

Aε = O(ε
n−2
2 ) + (1 +O(ε

n−2
2 ))

(
µ(Sn)− C(M)ε2 + o(ε2)

)
+O(ε

n−2
2 )

= µ(Sn)− C(M)ε2 +O(ε
n−2
2 ) + o(ε2).

Puisque n−2
2
> 2,

Aε = µ(Sn)− C(M)ε2 + o(ε2),

et
Bε = O(ε

n−2
2

+1) + 1 +O(ε
n−2
2 ) +O(ε

n−2
2 ) = 1 + o(ε2).

On en déduit donc que

Aε
Bε

= µ(Sn)− C(M)ε2 + o(ε2) < µ(Sn).
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2. Supposons que la condition (2.10) est satisfaite. Dans ce cas

Aε
Bε

=
λ2
εµ(M, g) + (1− λ2

ε)Y (vε) + λεO(ε
n−2
4 )

λ2
εO(ε) + (1− λ2

ε) + 2λεµεO(ε
n−2
4 )

=
λ2
εµ(M, g) + (1− λ2

ε)Y (vε) + o(λ2
ε)

o(λ2
ε) + (1− λ2

ε) + o(λ2
ε)

=
λ2
εµ(M, g)

1− λ2
ε + o(λ2

ε)
+

Y (vε)

1 + o(λ2ε)
µ2ε

+ o(λ2
ε)

≤ µ(M, g)λ2
ε + µ(Sn)(1 + o(λ2

ε)) + o(λ2
ε)

≤ µ(Sn) + µ(M, g)λ2
ε + o(λ2

ε)

< µ(Sn),

car µ(M, g) < 0 et Y (vε) ≤ µ(Sn).

Le cas n = 6
Puisque ∫

M

vN−2
ε v2dvg ∼ε→0 Cε,∫

M

vN−1vεdvg ∼ε→0 Cε,∫
M

vN−1
ε vdvg ∼ε→0 Cε,

alors
Aε = λ2

εµ(M, g) + µ2
εY (vε) + 2λεµεO(ε),

Bε = λ2
εO(ε) + µ2

ε + 2λεµεO(ε).

De même, on distingue deux cas

1. Suppsons |λε|≤ Cε. Alors
λ2
ε ≤ Cε2.

Ce qui implique que

Aε = µ(Sn)− Cε2|ln(ε)|+o(ε2|ln(ε)|)

et
Bε = 1 +O(ε2) = 1 + o(ε2|ln(ε)|).

D’où
Aε
Bε

< µ(Sn).

2. Supposons |λε|= αεε, avec αε −→ +∞. Puisque Y (vε) ≤ µ(Sn), on a

Aε = α2
εε

2µ(M, g) + µ2
εµ(Sn) + o(α2

εε
2),
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et
Bε = µ2

ε + o(α2
εε

2).

Il s’ensuit que

Aε
Bε

= µ(M, g)
α2
εε

2

1 + o(1)
+

µ(Sn)

1 + o(α2
εε

2)
+
o(α2

εε
2)

1 + o(1)

= µ(M, g)α2
εε

2 + µ(Sn) + o(α2
εε

2)

< µ(Sn).

Cela termine la preuve de la Proposition 2.0.7. �

On a donc obtenu une solution w qui change de signe de l’équation

Lgw = µ2|w|N−2w.

Pour prouver le résultat annoncé dans le Théorème 2.0.3, il suffit de poser

w′ = µ
n−2
4

2 w,

si bien que w′ vérifie
Lgw

′ = ε|w′|N−2w′,

où ε = 1 = signe(λ2(g)).

2.1 Le cas λ2 < 0

Dans cette section, on montre que dans tous les cas, il existe une solution nodale de
l’équation

Lgw = C0|w|N−2w,

où C0 est une constante négative.

D’abord, puisque µ < 0 et puisque M est connexe, on peut supposer que la courbure
scalaire de la métrique g est égale à −1. Dans ce contexte, l’approche sera différente. En
effet, dans ce cas, la seconde constante de Yamabe n’est plus définie comme le montre
la proposition suivante :

Proposition 2.1.1. Soit M une variété riemannienne compacte de dimension n ≥ 3.
Supposons que λ2 < 0, alors

inf
u
λ2(u)

(∫
M

uN dvg

) 2
n

= −∞.

La preuve de cette proposition est détaillée à la fin de ce paragraphe. Introduisons une
nouvelle fonctionnelle

Ig(u) =

(∫
M
|Lgu|

2n
n+2 dvg

)n+2
n

|
∫
M
uLgu dvg|

.
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Étudions α := inf Ig(u) où l’infimum est pris sur toutes les fonctions u ∈ H
2n
n+2

2 (M) telle
que ∫

M

uLgu dvg < 0,

sous la contrainte suivante ∫
M

|u|N−2u v dvg = 0,

pour toute fonction v ∈ ker Lg. Alors on montre que

Théorème 2.1.2. Le nombre α est un invariant conforme. L’infimum dans sa définition
est toujours atteint par une fonction u telle que la fonction

v := |Lgu|
−4
n+2Lgu

vérifie les propriétés suivantes :

– v est une solution de l’équation

Lgv = α′|v|N−2v,

où α′ < 0 (c’est-à-dire a le même signe que λ2) ;
– v change de signe ;
– v est de classe C3,a(M) (a < N − 2)

2.1.1 Preuve du Théorème 2.1.2

Invariance conforme de α

Soit g̃ = ϕ
4

n−2 g une métrique conforme, ϕ une fonction positive de classe C∞. Alors

dvg̃ = ϕ
2n
n−2dvg,

et
Lg̃u = ϕ−

n+2
n−2Lg(uϕ),

pour toute fonction u.

1. Remarquons que Ig̃(u) = Ig(uϕ).

Ig̃(u) =

(∫
M
|Lg̃u|

2n
n+2 dvg̃

)n+2
n

|
∫
M
uLg̃u dvg̃|

=

(∫
M
|ϕ|

−2n
n−2 |Lg(uϕ)|

2n
n+2ϕ

2n
n−2 dvg

)n+2
n

|
∫
M
uϕ

−(n+2)
n−2 Lg(uϕ)ϕ

2n
n−2 dvg|

=

(∫
M
|Lg(uϕ)|

2n
n−2 dvg

)n+2
n

|
∫
M
uϕLg(uϕ) dvg|

= Ig(uϕ),
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ce résultat provient du fait que∫
M

uLg̃u dvg̃ =

∫
M

uϕ−
n+2
n−2Lg(uϕ)ϕ

2n
n−2 dvg

=

∫
M

(uϕ)Lg(uϕ) dvg.

2. Supposons que pour toute v ∈ ker Lg̃, on a∫
M

|u|N−2uv dvg̃ = 0.

Ainsi, pour toute fonction v′ ∈ ker Lg, on a∫
M

|uϕ|N−2(uϕ)v′ dvg =

∫
M

|u|N−2u(v′ϕ−1) dvg̃ = 0,

car

Lg̃(v
′ϕ−1) = ϕ−

n+2
n−2Lg(v

′) = 0,

c’est-à-dire

v′ϕ−1 ∈ Ker Lg̃.

�

L’infimum de la fonctionnelle Ig est atteint

Soit (um)m une suite minimisante, c’est-à-dire,

lim
m−→∞

Ig(um) = α,

avec ∫
M

|um|N−2 um v dvg = 0, ∀ v ∈ ker Lg.

On peut supposer que ∫
M

umLgum dvg = −1. (2.11)

D’où

α = lim
m−→∞

(∫
M

|Lgum|
2n
n+2 dvg

)n+2
n

.

On montre que (um)m est une suite bornée dans H
2n
n+2

2 (M). On raisonne par l’absurde
et on suppose que, à une sous-suite près, lim ‖um‖

H
2n
n+2
2 (M)

= +∞. Soit

vm =
um

‖um‖
H

2n
n+2
2 (M)

.
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Puisque ‖vm‖
H

2n
n+2
2 (M)

= 1, (vm)m est une suite bornée dans H
2n
n+2

2 (M), il existe v ∈

H
2n
n+2

2 (M) telle que après restriction à une sous-suite

vm ⇀ v dans H
2n
n+2

2 (M),

vm −→ v dans L2(M).

Des arguments standard disent que(∫
M

|Lgv|
2n
n+2 dvg

)n+2
n

≤ lim inf
m

(∫
M

|Lgvm|
2n
n+2 dvg

)n+2
n

︸ ︷︷ ︸
=0

,

ce qui implique que

Lgv = 0.

Ainsi

v ∈ ker Lg.

Pour toute fonction v′ ∈ ker Lg, on a∫
M

|vm|N−2vmv
′ dvg =

∫
M
|um|N−2umv

′ dvg

‖um‖N−1

H
2n
n+2
2

= 0.

En particulier, pour v′ = v,∫
M

|vm|N−2vmv dvg = 0 −→m→∞

∫
M

vN dvg,

donc

v = 0. (2.12)

D’après un théorème standard de régularité (voir Théorème 3.57 dans [Aub98]), on a

1 = ‖vm‖
H

2n
n+2
2

≤ C

‖Lgvm‖
L

2n
n+2︸ ︷︷ ︸

−→0

+‖vm‖
L

2n
n+2

 .
Passons à la limite pour obtenir ∫

M

v
2n
n+2 dvg ≥

1

C
,

ce qui contredit (2.12). On en déduit que (um)m est une suite bornée dans H
2n
n+2

2 (M).

Cela montre l’existence de u ∈ H
2n
n+2

2 (M) telle que, quitte à extraire une sous-suite, um
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converge vers u faiblement dans H
2n
n+2

2 (M), faiblement dans H2
1 (M), et fortement dans

L2(M). De plus, on a(∫
M

|Lgu|
2n
n+2 dvg

)n+2
n

≤ lim inf
m

(∫
M

|Lgum|
2n
n+2 dvg

)n+2
n

.

En outre, ∫
M

uLgu dvg =

∫
M

|∇u|2 dvg −
∫
M

u2 dvg

≤ lim inf
m

∫
M

|∇um|2 dvg −
∫
M

u2
m dvg

= lim inf
m

∫
M

umLgum dvg = −1. (2.13)

Donc ∫
M

uLgu dvg < 0,

et
u 6= 0.

Finalement, la relation (2.13) entrâıne que

Ig(u) =

(∫
M
|Lgu|

2n
n+2 dvg

)n+2
n

|
∫
M
uLgu dvg|

≤ lim inf
m

(∫
M
|Lgum|

2n
n+2 dvg

)n+2
n

|
∫
M
umLgum dvg|

= lim inf
m

Ig(um) = α,

ce qui achève la démonstration de cette étape et montre que Ig(u) = α.

Équation d’Euler
Notons que ∫

M

|u|N−2 u v′ dvg = 0, pour toute fonction v′ ∈ ker Lg.

En particulier, α 6= 0. Remarquons aussi que∫
M

uLgu dvg = −1.

En effet, la relation
∫
M
uLgu dvg < −1 implique que Ig(u) < lim Ig(um) = α. Écrivons

l’équation d’Euler de u. Soit {u1, . . . , uk} une base de ker Lg. D’après le théorème des
multiplicateurs de Lagrange, il existe des nombres réels λ1, . . . , λk pour lesquels, pour
toute fonction ϕ ∈ C∞(M), on a

d

dt
|t=0Ig(u+ tϕ) = Σiλi

d

dt
|t=0gi(u+ tϕ),
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où

gi(u) =

∫
M

|u|N−2 u ui dvg.

Posons a =
(∫

M
|Lgu|

2n
n+2 dvg

)n+2
n

, un calcul facile montre que

2a
2

n+2

∫
M

|Lgu|
−4
n+2LguLgϕ dvg + 2a

∫
M

ϕLgu dvg = (N − 1)Σiλi

∫
M

|u|N−2 ϕ ui dvg.

On tire de la dernière équation que pour ϕ ∈ ker Lg, on a

Σiλi

∫
M

|u|N−2 ϕ ui dvg = 0.

Il s’ensuit que pour ϕ = Σiλi ui ∈ ker Lg, on a∫
M

|u|N−2 ϕ2 dvg = 0.

Ainsi,

|u|N−2 ϕ2 = 0 ⇒ |u|N−2 ϕ = 0

⇒ Σi λi |u|N−2 ui = 0.

On déduit alors que pour toute fonction ϕ (dans ker Lg ou non)

Σiλi

∫
M

|u|N−2ϕ ui dvg = 0.

D’après ce qui précède, on voit que, au sens des distributions,

Lg

(
|Lgu|

−4
n+2Lgu

)
= α′Lgu, (2.14)

où

α′ = −α
n
n+2 = −

∫
M

|Lgu|
2n
n+2 dvg.

Posons maintenant

v = |Lgu|
−4
n+2Lgu ∈ LN(M).

Ainsi

|v|= |Lgu|1−
4

n+2 = |Lgu|
n−2
n+2 .

Cela montre que

Lgu = |v|N−2 v.

Remplaçons chaque terme par sa valeur dans l’équation (2.14), on obtient que

Lgv = α′|v|N−2 v.
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Régularité de v

On sait que u ∈ H
2n
n+2

2 (M), ainsi Lgu ∈ L
2n
n+2 (M). Par conséquent, v ∈ LN(M). Puisque

|v|N= |Lgu|
2n
n+2 et comme v vérifie l’équation suivante

Lgv = α′|v|N−2 v, (2.15)

on obtient que
|Lgv|= |α′||v|N−1.

Cela donne que Lgv ∈ L
N
N−1 (M) = L

2n
n+2 (M). On obtient ainsi que v ∈ H

2n
n+2

2 (M) ⊂
H2

1 (M). Avec le Lemme 3.1 de [AH06], on en déduit que

v ∈ LN+ε(M),

D’après des arguments standard de ”bootstrap”, on obtient que v ∈ C3,α(M)(α < N−2).
Calculons maintenant Ig(v). D’après (2.15), on a

Ig(v) =

(∫
M
|Lgv|

2n
n+2 dvg

)n+2
n

|
∫
M
vLgv dvg|

=
α′2
(∫

M
|v|(N−1)× 2n

n+2 dvg

)n+2
n

|α′|
∫
M
|v|N dvg

= α
n
n+2

(∫
M
|v|

2n
n−2 dvg

)n+2
n∫

M
|v|

2n
n−2 dvg

= α
n
n+2

(∫
M

|v|
2n
n−2 dvg

) 2
n

= α
n
n+2

(∫
M

|Lgu|
2n
n+2 dvg

) 2
n

= α
n
n+2α

2
n+2 = α.

Pour toute fonction v′ ∈ ker Lg, il est facile de voir que∫
M

|v|N−2vv′ dvg = 0.

En effet, ∫
M

|v|N−2 v v′ dvg =

∫
M

Lgu v
′ dvg

=

∫
M

u Lgv
′ dvg

= 0.
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• v change de signe
On raisonne par l’absurde et on suppose que v ≥ 0. Puisque v 6= 0, d’après le principe
du maximum, on obtient que v > 0. La relation (2.15) implique qu’il existe un i tel que
α′ = λi(v). Mais seules les fonctions propres associées à la première valeur propre λ1

sont positives et par conséquent, α doit être égal à la première valeur propre λ1(v). La
Proposition 1.3.1 fournit l’existence d’une fonction w solution de l’équation

Lgw = λ2(v)|v|N−2w,

et que l’on normalise par ∫
M

|v|N−2w2dvg = 1.

On peut alors calculer

Ig(w) =

(∫
M
|Lgw|

2n
n+2 dvg

)n+2
n

|
∫
M
wLgw dvg|

=
|λ2(v)|2

(∫
M
|v|(N−2)× 2n

n+2 |w|
2n
n+2 dvg

)n+2
n

|λ2(v)|
∫
M
|v|N−2 w2 dvg

.

En utilisant l’inégalité de Hölder avec p = n+2
n

et q = n+2
2
, on en déduit que∫

M

|v|(N−2)× 2n
n+2 |w|

2n
n+2 dvg =

∫
M

|v|(N−2)× n
n+2 |w|

2n
n+2 |v|(N−2)× n

n+2 dvg

≤
(∫

M

|v|N−2 w2 dvg

) n
n+2
(∫

M

|v|
4

n−2
×n

2 dvg

) 2
n+2

.

D’où

Ig(w) ≤ |λ2(v)|
(∫

M

|v|
2n
n−2dvg

) 2
n

Comme λ1(v) < λ2(v) < 0 et par définition de v, on obtient

Ig(w) < |λ1(v)|
(∫

M

|Lgu|
2n
n+2 dvg

) 2
n

= α
n
n+2α

2
n+2 = α,

où l’on a utilisé λ1(v) = α′ = −α
n
n+2 . Cette inégalité contredit la définition de α. Ainsi

v est une solution nodale de l’équation

Lgv = α′|v|N−2v,

où α′ < 0. Posons maintenant
v′ := |α|

n−2
4 v,

il en découle que v′ est solution de l’équation

Lgv
′ = ε|v′|N−2v′

où ε = −1 = signe (λ2(g)). Cela termine la preuve du Théorème 2.0.3.
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2.1.2 Preuve de la Proposition 2.1.1

Supposons que λ2(g) < 0 et choisissons u > 0. D’après la Proposition 1.3.1, il existe
deux fonctions v1 et v2 solutions des équations suivantes

Lgv1 = λ1(u)|u|N−2v1,

et
Lgv2 = λ2(u)|u|N−2v2,

telles que ∫
M

|u|N−2v1v2 dvg = 0.

Soit vε la fonction définie dans la preuve de la Proposition 2.0.7 et soit V = Vect {v1, v2} .
Pour toute v ∈ V, on obtient

lim
ε−→0

∫
M

vN−2
ε v2 dvg = 0.

Puisque λ1(u) < 0 et λ2(u) < 0, alors pour ε petit suffisamment, on a

lim
ε→0

(
sup
v∈V

∫
M

(Lgv)(v) dvg∫
M
vN−2
ε v2 dvg

)
= −∞.

Cela implique finalement que

lim
ε→0

(
inf
u
λ2(u)

(∫
M

uN dvg

) 2
n

)
= −∞.

�



Chapitre 3

Une formule de chirurgie pour le
second invariant de Yamabe

3.1 Le résultat principal

Dans cette partie, nous étudions comment la topologie de la variété influe sur le com-
portement de la seconde valeur propre de l’opérateur de Yamabe. Pour cela, on définit
le second invariant de Yamabe par :

σ2(M) = sup
g
µ2(g),

où le supremum est pris sur toutes les métriques de M . Le but de ce chapitre est d’établir
le résultat suivant :

Théorème 3.1.1. Soit M une variété compacte de dimension n ≥ 3 telle que σ2(M) >
0. Supposons que N est obtenue de M par une chirurgie de dimension 0 ≤ k ≤ n − 3,
alors

σ2(N) ≥ min(σ2(M),Λn),

où Λn > 0 ne dépend que de n.

L’énoncé de ce théorème est analogue à celui démontré par B.Ammann, M.Dahl et E.
Humbert dans [ADH08] pour l’invariant de Yamabe

σ(M) = sup
g
µ(M, g),

et qui dit :

Théorème 3.1.2. Si N est obtenue à partir de M par une chirurgie de dimension
0 ≤ k ≤ n− 3, alors

σ(N) ≥ min(σ(M),Λn),

où Λn > 0 ne dépend que de n.

45
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Avant de parler des applications du résultat, il faut indiquer où se trouvent les difficultés
de la preuve du Théorème 3.1.1 par rapport à celle du Théorème 3.1.2, dont elle est
largement inspirée. Rappelons la stratégie générale : d’abord, ce que l’on démontre
exactement est le

Théorème 3.1.3. Soit (M, g) une variété riemannienne, compacte de dimension n ≥ 3
telle que µ2(M, g) > 0 et soit N une variété obtenue à partir de M par une chirurgie de
dimension 0 ≤ k ≤ n− 3. Alors, il existe une suite de métriques gϑ telle que

lim inf
ϑ→0

µ2(N, gϑ) ≥ min(µ2(M, g),Λn),

où Λn > 0 ne dépend que de n.

En effet, pour obtenir le résultat du Théorème 3.1.1, il suffit d’appliquer le Théorème
3.1.3 avec une métrique g telle que µ2(M, g) est arbitrairement proche de σ2(M). La
conclusion s’obtient facilement car µ2(N, gϑ) ≤ σ2(M). C’est un théorème analogue qui
permettait de démontrer le Théorème 3.1.2. Pour cela, il fallait commencer par construire
la suite de métriques (gϑ)ϑ. Cette suite est la même dans la preuve des deux théorèmes.
Le but est d’étudier les première et deuxième valeurs propres λ1(uN−2

ϑ gϑ) et λ2(uN−2
ϑ gϑ)

de LuN−2
ϑ gϑ

où uϑ est une fonction bien choisie, par exemple telle que

µ2(gϑ) = λ2(uN−2
ϑ gϑ)VoluN−2

ϑ gϑ
(M)2/n.

La stratégie consiste à montrer que les λi := limϑ λi(u
N−2
ϑ gϑ) sont des valeurs propres

de l’opérateur de Yamabe sur des ”espaces limites“ que l’on connâıt bien.
– Une fois cette équation limite établie, il était immédiat dans [ADH08] de dire que
λi ≥ µ1 où µ1 est la première valeur propre de l’opérateur de Yamabe sur l’espace
limite. Dans ce contexte cependant, il peut arriver que λ1 = λ2 et la difficulté
est d’exclure le fait que λ2 n’est pas la première valeur propre de l’opérateur de
Yamabe sur l’espace limite mais bien la seconde (au moins).

– Une autre difficulté importante est la suivante. Lorsque uϑ est choisie, comme dans
[ADH08], pour que la métrique uN−2

ϑ gϑ minimise µ(M, gϑ), il est assez facile de
montrer que λ1(uN−2

ϑ gϑ) est bornée. Ici de même, en choisissant uϑ pour que la
métrique uN−2

ϑ gϑ minimise µ2(M, gϑ), il est facile de montrer que λ2(uN−2
ϑ gϑ) est

bornée. Par contre, il est difficile d’exclure le fait que λ1(uN−2
ϑ gϑ) soit bornée, ce

dont on a besoin comme nous l’avons expliqué ci-dessus.
Venons-en aux applications du Théorème 3.1.1. Une fois établie une telle formule de chi-
rurgie, il est naturel d’utiliser la théorie du cobordisme. Pour schématiser, deux variétés
sont dans la même classe de cobordisme si et seulement si elles s’obtiennent l’une de
l’autre par un nombre fini de chirurgies. Tout le jeu va être de se débrouiller pour que
les chirurgies qui interviennent soient de dimension k ∈ {0, · · · , n − 3} et alors, nous
pourrons utiliser toute la richesse algébrique de la théorie. C’est cette approche qui a
permis d’obtenir le Corollaire 0.0.4 à partir du Théorème 0.0.3 présenté au début de la
thèse. Avec ces outils, le Théorème 3.1.2 implique :

Corollaire 3.1.4. Soit M une variété simplement connexe de dimension n ≥ 5. Alors,
l’une au moins de ces hypothèses est vérifiée
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1. σ(M) = 0 (ce qui implique que M est spin) ;

2. σ(M) ≥ αn, où αn est une constante positive ne dépend que de n.

De même, le Théorème 3.1.1 permet d’obtenir

Corollaire 3.1.5. Soit M une variété compacte, spin, connexe et simplement connexe
de dimension n ≥ 5 avec n ≡ 0, 1, 2, 4 mod 8. Si |α(M)| ≤ 1, alors

σ2(M) ≥ αn,

où αn est une constante positive dépendant seulement de n et α(M) est le α-genre de
M (voir le Paragraphe 3.7).

Si M est non-spin, la conclusion du corollaire est une application directe du Corollaire
3.1.4 et du fait que σ2(M) ≥ σ(M). L’un des intérêts de ce résultat est que son champ
d’applications est plus large que celui du Corollaire 3.1.4. En particulier, notons que :

• En dimensions 1, 2 mod 8, α(M) ∈ Z/2Z. Il s’ensuit que la condition sur le α-genre
|α(M)| ≤ 1 est toujours satisfaite. D’où, on obtient sur toute variété connexe, simple-
ment connexe (non nécessairement spin) de dimension n ≡ 1, 2 mod 8

σ2(M) ≥ αn,

avec αn > 0 qui dépend seulement de n.
• En dimensions 0 mod 8, si M est spin, α(M) = Â(M), où Â est le Â-genre. Par
conséquent, si M est simplement connexe (pas nécessairement spin) connexe de dimen-
sion n ≡ 0 mod 8, |Â| ≤ 1 alors

σ2(M) ≥ αn,

où αn est une constante positive ne dépend que de n.
• En dimensions 4 mod 8, si M est spin, on a : α(M) = 1

2
Â(M). Quand M est spin et

Â(M) ≤ 2, on obtient que |α(M)| ≤ 1 et par conséquent, pour toute variété M connexe,
simplement connexe (pas nécessairement spin) de dimension n ≥ 5, n ≡ 4 mod 8 avec
|Â| ≤ 2, on obtient que

σ2(M) ≥ αn,

où αn est une constante positive ne dépend que de n.

La suite du chapitre est consacré à la preuve du Théorème 3.1.3 et de ses corollaires.

3.2 Recoller deux variétés le long d’une sous-variété

3.2.1 Chirurgie sur les variétés

Définition 3.2.1. Une chirurgie sur une variété M de dimension n est une procédure
qui permet de construire une nouvelle variété N de dimension n

N = (M \ f(Sk ×Bn−k)) ∪ (B
k+1 × Sn−k−1)/ ∼,
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en supprimant f(Sk × Bn−k) ⊂ M et en la remplaçant par B
k+1 × Sn−k−1, où f :

Sk × Bn−k → M est un plongement. La notation ∼ signifie que le recollement se fait
le long du bord. Il y a une manière canonique de construire sur l’espace topologique
N une structure différentiable qui est en fait une variété différentielle. On dit que N
est obtenue à partir de M par une chirurgie de dimension k et on utilisera la notation

M
k→ N.

Les chirurgies sont en fait des cas particuliers de sommes connexes le long d’une sphère
de dimension k. Essayons de décrire la situation un peu plus précisément, en essayant,
puisque l’on travaille avec des métriques riemanniennes, d’adapter la construction à ce
cadre. Soient (M1, g1) et (M2, g2) deux variétés riemanniennes complètes de dimension
n. Soit W une variété compacte de dimension k, où 0 ≤ k ≤ n. On considère des
plongements lisses w̄i : W × Rn−k → TMi, i = 1, 2. Supposons que la restriction de w̄i
sur W ×{0} prend ses valeurs dans la section nulle de TMi (que l’on l’identifie avec Mi).
Cela donne ainsi un plongement W →Mi. L’image de ce plongement sera notée W ′

i . En
outre, on suppose que la restriction de w̄i est un isomorphisme {p}×Rn−k → Nw̄i(p,0)W

′
i

pour tout p ∈ Wi, où NW ′
i désigne le fibré normal de W ′

i défini en utilisant gi. On pose
wi := expgi ◦wi. Cela nous fournit des plongements wi : W × Bn−k(Rmax) → Mi pour
Rmax > 0 et i = 1, 2. On a W ′

i = wi(W × {0}). On définit l’union disjointe

(M, g) := (M1 qM2, g1 q g2),

et

W ′ := W ′
1 qW ′

2.

Notons ri la fonction sur Mi indiquant la distance à W ′
i . Autrement dit, r1 ◦w1(p, x) =

r2 ◦ w2(p, x) = |x| pour p ∈ W , x ∈ Bn−k(Rmax). Soit r la fonction sur M définie par
r(x) := ri(x) où x ∈ Mi, i = 1, 2. Pour 0 < ε, on pose Ui(ε) := {x ∈ Mi : ri(x) < ε} et
U(ε) := U1(ε) ∪ U2(ε). Pour 0 < ε < ϑ On définit

Nε := (M1 \ U1(ε)) ∪ (M2 \ U2(ε))/∼,

et

UN
ε (ϑ) := (U(ϑ) \ U(ε))/∼

où ∼ signifie que nous identifions x ∈ ∂U1(ε) et w2 ◦ w−1
1 (x) ∈ ∂U2(ε). Alors

Nε = (M \ U(ϑ)) ∪ UN
ε (ϑ).

On dit que Nε est obtenue à partir de M1, M2 (et w̄1, w̄2) par une somme connexe le
long de W avec ε comme paramètre.
Le type de difféomorphisme de Nε est indépendant de ε, d’où la notation N = Nε. Mais
dans certains cas où subsiste une ambigüité, on gardera la notation Nε. Par exemple,
la fonction r : M → [0,∞) donne une fonction continue rε : Nε → [ε,∞) dont le do-
maine dépend de ε. Il sera important aussi de garder l’indice ε de UN

ε (ϑ) puisque l’on va
donner des estimations cruciales des solutions de l’équation de Yamabe sur cet ensemble.
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Dans le cas particulier où M1 = M , M2 = Sn, W = Sk, w1 : Sk × Bn−k → M un
plongement définissant une chirurgie et w2 : Sk × Bn−k → Sn le plongement canonique
de Sk × Bn−k comme voisinage tubulaire d’une grande sphère Sk dans Sn. Puisque
Sn \w2(Sk×Bn−k) est difféomorphe à Bk+1×Sn−k−1, on peut vérifier que (voir [Kos93,
Section VI, 9]) la variété N ainsi obtenue est la difféomorphe à celle que l’on obtient en
faisant une chirurgie sur M à partir de w1.

3.3 Les constantes Λn,k

3.3.1 Définition de Λn,k

Dans ce paragraphe, on définit les constantes Λn,k de la même manière que dans [ADH08].
La seule différence est que les fonctions étudiées ne sont plus forcément positives. Plus
présicément, soit (M,h) une variété riemannienne de dimension n ≥ 3. Pour i = 1, 2 on
note Ω(i) l’ensemble des fonctions v de classe C2 (pas nécessairement positives) solutions
de l’équation

Lhv = µ|v|N−2v,

où µ ∈ R. On suppose que v vérifie

• v 6≡ 0,

• ‖v‖LN (M) ≤ 1,

• v ∈ L∞(M),

avec

• v ∈ L2(M), pour i = 1,

ou

• µ‖v‖N−2
L∞(M) ≥

(n− k − 2)2(n− 1)

8(n− 2)
, pour i = 2.

Pour i = 1, 2, posons
µ(i)(M,h) := inf

v∈Ω(i)(M,h)
µ(v).

Si Ω(i)(M,h) = {∅}, on pose µ(i) =∞.

Définition 3.3.1. Pour n ≥ 3 et 0 ≤ k ≤ n− 3, définissons

Λ
(i)
n,k := inf

c∈[−1,1]
µ(i)(Hk+1

c × Sn−k−1),

et
Λn,k := min(Λ

(1)
n,k,Λ

(2)
n,k),

où
Hk+1
c := (Rk × R, ηk+1

c = e2ctξk + dt2)



50 CHAPITRE 3. FORMULE DE CHIRURGIE

En considérant des fonctions positives v, B. Ammann, M. Dahl et E. Humbert ont
montré dans [ADH08] que ces constantes sont positives. Il est facile de vérifier que la
positivité de v ne joue aucun rôle dans la preuve et donc, il reste vrai que Λn,k > 0. Ils
ont donné aussi explicitement des bornes inférieures de ces constantes. La plupart de
leurs techniques restent valables dans ce contexte mais nous ne discuterons pas ce fait
ici. Pour plus d’informations, le lecteur pourra se référer à [ADH], [ADH1] et [ADH2].

3.4 Espaces limites et solutions limites

Dans ce paragraphe, nous présentons un lemme technique qui nous sera utile par la
suite.

Lemme 3.4.1. Soit M une variété de dimension n. Soit (gϑ) une suite de métriques
qui converge dans C2 vers g sur tout compact K ⊂ M quand ϑ→ 0. Supposons que vϑ
est une suite de fonctions telles que ‖vϑ‖L∞(M) est bornée et ‖Lgϑvϑ‖L∞(M) tend vers 0.
Alors, il existe une fonction v de classe C∞, solution de l’équation

Lgv = 0

telle que vϑ tend vers v dans C1 sur tout compact K ⊂⊂ V .

Preuve : Soient K,K ′ des compacts de M tels que K ′ ⊂ K. On a

−gijϑ
(
∂i∂jvϑ − Γkij∂kvϑ

)
+

n− 2

4(n− 1)
Scalgϑvϑ = fϑ → 0.

Le Théorème 9.11 de [GT77] nous donne une constante C > 0 telle que

‖vϑ‖H2,p(K′,g) ≤ C(‖Lgϑvϑ‖Lp(K,gϑ) + ‖vϑ‖Lp(K,gϑ)).

Il s’ensuit que vϑ est bornée dans H2,p(K ′, g) pour tout p ≥ 1. Le théorème de Kondrakov
nous donne l’existence d’une fonction vK′ telle que vϑ tend vers vK′ dans C1(K ′). Prenons
une suite croissante de compacts Km tels que ∪mKm = M et tels que (vϑ) converge
vers vm sur C1(Km). Définissons v := vm sur Km. En utilisant le procédé d’extraction
diagonale, on déduit que vϑ tend vers v dans C1 sur tout compact. Puisque, pour toute
fonction lisse ϕ à support compact, on a∫

M

Lgϑϕvϑdvgϑ →
∫
M

Lgϕvdvg,

et

‖Lgϑvϑ‖L∞(M) → 0,

on obtient que Lgv = 0 au sens des distributions. Les théorèmes de régularité standard
impliquent que v est de classe C∞.
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3.5 Les estimations L2 sur des WS-fibrés

Dans ce paragraphe, on établit des estimations sur certains types de fibrés. Ces es-
timations se trouvent déjà dans [ADH08] et seulement quelques détails doivent être
modifiés pour être adaptés à ce cadre. Pour éviter au lecteur de chercher lui-même ces
détails, nous donnons une preuve complète de ces estimées. On suppose que le produit
P := I ×W × Sn−k−1 est muni d’une métrique gWS de la forme

gWS = dt2 + e2ϕ(t)ht + σn−k−1

et on désigne par WS-fibré ce produit, où ht est une famille des métriques lisses sur W
et qui dépendent de t, où ϕ est une fonction sur I. Soit π : P → I la projection sur la
première composante et Ft = π−1(t) = {t} ×W × Sn−k−1. La métrique induite sur Ft
est définie par

gt := dt2 + e2ϕ(t)ht + σn−k−1.

Soit Ht la courbure moyenne de Ft en P . Elle est donnée par

Ht = − k

n− 1
ϕ′(t) + e(ht),

où e(ht) := 1
2
trht(∂tht). La dérivée de l’élément de volume de Ft est

∂tdvgt = −(n− 1)Htdvgt .

Les courbures scalaires de ht et de gWS sont liées par la formule suivante (pour plus de
détails sur ce calcul, le lecteur pourra se référer à l’Appendice A.2 dans [ADH08])

ScalgWS = e−2ϕ(t)Scalht + (n− k − 1)(n− k − 2)

−k(k + 1)ϕ′(t)2 − 2ϕ′′(t)− (k + 1)ϕ′(t)tr(h−1
t ∂tht) (3.1)

+
3

4
tr((h−1

t ∂tht)
2)− 1

4
(tr(h−1

t ∂tht))
2 − tr(h−1

t ∂2
t ht).

D’après la définition de Ht, quand t→ ht est constante, on obtient que

Ht = − k

n− 1
ϕ′(t).

Définition 3.5.1. On dit que la condition (At) est vérifiée si les hypothèses suivantes
sont satisfaites :

1.) t 7→ ht est constante,

2.) e−2ϕ(t) infx∈W Scalht(x) ≥ −n−k−2
32

a,
3.) |ϕ′(t)| ≤ 1,
4.) 0 ≤ −2kϕ′′(t) ≤ 1

2
(n− 1)(n− k − 2)2.

(At)

De même, dit que la condition (Bt) est vérifiée si les hypothèses suivantes sont satisfaites :

1.) t 7→ ϕ(t) est constante,

2.) infx∈Ft ScalgWS(x) ≥ 1
2
Scalσ

n−k−1

= 1
2
(n− k − 1)(n− k − 2),

3.) (n−1)2

2
e(ht)

2 + n−1
2
∂te(ht) ≥ − 3

64
(n− k − 2).

(Bt)
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Théorème 3.5.2. Soient α, β ∈ R telles que [α, β] ⊂ I. On suppose que l’une des deux
conditions (At) et (Bt) est satisfaite. On suppose également que les fonctions u, v ∈ C2

sont liées par

LgWSv = a∆gWSv + ScalgWSv = µuN−2v + d∗A(dv) +Xv + ε∂tv − sv (3.2)

où s, ε ∈ C∞(P ), A ∈ End(T ∗P ), et X ∈ Γ(TP ) sont des termes de perturbation qui
proviennent de la différence entre G et gWS. On suppose que l’endomorphisme A est
symétrique et que X et A sont verticaux, c’est-à-dire que dt(X) = 0 et A(dt) = 0.
Enfin, on suppose que

µ‖u‖N−2
L∞(P ) ≤

(n− k − 2)2(n− 1)

8(n− 2)
,

Alors, il existe c0 > 0 indépendante de α, β, et ϕ, telle que si

‖A‖L∞(P ), ‖X‖L∞(P ), ‖s‖L∞(P ), ‖ε‖L∞(P ), ‖e(ht)‖L∞(P ) ≤ c0,

on a ∫
π−1((α+γ,β−γ))

v2 dvgWS
≤ 4‖v‖2

L∞

n− k − 2
(Volgα(Fα) + Volgβ(Fβ)) ,

où γ :=
√

32
n−k−2

.

Remarquons que l’on doit avoir la relation β − α > 2γ pour obtenir notre résultat et
notons que ce théorème nous donne une estimation de ‖v‖L2 .
Preuve : Le laplacien ∆gWS sur P est calculé en fonction du laplacien ∆gt sur Ft, et on
a :

∆gWS = ∆gt − ∂2
t + (n− 1)Ht∂t.

Ainsi ∫
Ft

v∆gWSv dvgt =

∫
Ft

(
v∆gtv − v(∂2

t v) + (n− 1)Htv(∂tv)
)
dvgt

=

∫
Ft

(
|dvertv|2 − v(∂2

t v) + (n− 1)Htv(∂tv)
)
dvgt .

À partir de la dernière équation et de l’équation (3.2), on a

a

∫
Ft

v(∂2
t v) dvgt =

∫
Ft

a
(
|dvertv|2 + (n− 1)Htv(∂tv)− v∆gWSv

)
dvgt

=

∫
Ft

(
a|dvertv|2 + a(n− 1)Htv∂tv

−〈dvertv, A(dvertv)〉 − vXv − εv∂tv

+(ScalgWS + s)v2 − µuN−2v
)
dvgt .
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On introduit St := infFt ScalgWS , dans la suite, δ(c0) désigne une constante positive qui
tend vers 0 quand c0 tend vers 0. En utilisant l’inégalité 2

∫
|ab| ≤

∫
a2 + b2, on obtient

a

∫
Ft

v(∂2
t v) dvgt ≥

∫
Ft

(
(a− δ(c0))|dvertv|2 + a(n− 1)Htv∂tv

−δ(c0)(∂tv)2 + (St − δ(c0))v2 − µuN−2v2
)
dvgt . (3.3)

On pose
w(t) := ‖v‖L2(Ft).

On a

w2(t) =

∫
Ft

v2 dvgt .

Dérivons pour obtenir :

2w′(t)w(t) =

∫
Ft

(
2v(∂tv)− (n− 1)Htv

2
)
dvgt . (3.4)

Supposons que la condition (At) est vérifiée. Dans ce cas, on a

Ht = − k

n− 1
ϕ′(t),

ce qui implique que

w(t)w′(t) =

∫
Ft

v(∂tv) dvgt +
k

2
ϕ′(t)w(t)2. (3.5)

On dérive une deuxième fois pour obtenir

w(t)w′′(t) + w′(t)2 =

∫
Ft

(∂tv)2 dvgt +

∫
Ft

v∂2
t v dvgt +

k

2
ϕ′′(t)w(t)2

+kϕ′(t)w′(t)w(t) +

∫
Ft

kv(∂tv)ϕ′(t) dvgt

=
k

2
ϕ′′(t)w(t)2 + kϕ′(t)w′(t)w(t)

+

∫
Ft

(
(∂tv)2 + v∂2

t v − (n− 1)Htv∂tv
)
dvgt .

La relation (3.3) nous donne :

w(t)w′′(t) + w′(t)2 ≥
(
k

2
ϕ′′(t) +

1

a
(St − δ(c0))

)
w(t)2

+

(
1− δ(c0)

a

)∫
Ft

(∂tv)2 dvgt (3.6)

−1

a

∫
Ft

µuN−2v2 dvgt + kϕ′(t)w′(t)w(t).



54 CHAPITRE 3. FORMULE DE CHIRURGIE

En appliquant l’inégalité de Hölder à l’équation (3.5), on obtient(
w′(t)w(t)− k

2
ϕ′(t)w(t)2

)2

=

(∫
Ft

v(∂tv) dvgt

)2

≤ w(t)2

∫
Ft

(∂tv)2 dvgt .

Il vient que (
w′(t)− k

2
ϕ′(t)w(t)

)2

≤
∫
Ft

(∂tv)2 dvgt . (3.7)

On a

µ ‖u‖N−2
L∞ ≤

(n− k − 2)2(n− 1)

8(n− 2)
,

et donc
µ

a

∫
Ft

|u|N−2 v2 dvgt ≤
(n− k − 2)2(n− 1)

8a(n− 2)
w(t)2.

On obtient
µ

a

∫
Ft

|u|N−2 v2 dvgt ≤
(n− k − 2)2

32
w(t)2. (3.8)

En injectant les deux équations (3.7) et (3.8) dans (3.6), nous obtenons

w′(t)2 + w(t)w′′(t) ≥
(

1− δ(c0)

a

)(
w′(t)− k

2
ϕ′(t)w(t)

)2

+

(
k

2
ϕ′′(t) +

1

a
(St − δ(c0))

)
w(t)2

−(n− k − 2)2

32
w(t)2 + kϕ′(t)w′(t)w(t),

ce qui donne que

w(t)w′′(t) ≥ −δ(c0)

a

(
w′(t)− k

2
ϕ′(t)w(t)

)2

+

(
k

2
ϕ′′(t) +

1

a
(St − δ(c0)) +

k2

4
ϕ′(t)2 − (n− k − 2)2

32

)
︸ ︷︷ ︸

D

w(t)2. (3.9)

Maintenant, on veut estimer le terme D. En se référant à l’équation 3.1 et à l’hypothèse
(1) de (At), on trouve que e(ht) = 0. On obtient alors que

D =
1

a

(
e−2ϕ(t)Scalht − k(k + 1)ϕ′(t)2 − 2kϕ′′(t) + (n− k − 1)(n− k − 2)

)
−δ(c0)

a
+
k

2
ϕ′′(t) +

k2

4
ϕ′(t)2 − (n− k − 2)2

32

=
1

a
e−2ϕ(t)Scalht +

1

a
((n− k − 1)(n− k − 2)− δ(c0)) +

k

2(n− 1)
ϕ′′(t)

− k

4(n− 1)
(n− k − 2)ϕ′(t)2 − (n− k − 2)2

32
.
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On tire des hypothèses 2.) et 3.) de (At) que

D ≥ −n− k − 2

32
+

1

a
((n− k − 1)(n− k − 2)− δ(c0)) +

k

2(n− 1)
ϕ′′(t)

− k

4(n− 1)
(n− k − 2)− (n− k − 2)2

32

=
1

4(n− 1)

(
(n− 1)(n− k − 2)2 + 2kϕ′′(t)

)
−n− k − 2

32
− (n− k − 2)2

32
− δ(c0)

a
.

En utilisant 4.) de (At) et le fait que n− k − 2 ≥ 1, on obtient de plus que

D ≥ 1

4(n− 1)

(
1

2
(n− 1)(n− k − 2)2

)
−(n− k − 2)2

32
− (n− k − 2)2

32
− δ(c0)

a

=
(n− k − 2)2

16
− δ(c0)

a
.

En injectant cette dernière inégalité dans (3.9), nous obtenons

w(t)w′′(t) ≥ −δ(c0)

a

(
w′(t)− k

2
ϕ′(t)w(t)

)2

+

(
(n− k − 2)2

16
− δ(c0)

a

)
w(t)2

≥ −2δ(c0)

a
w′(t)2

+

(
−2δ(c0)

a

k2

4
ϕ′(t)2 +

(n− k − 2)2

16
− δ(c0)

a

)
w(t)2,

Nous avons utilisé le fait que (a− b)2 ≤ 2a2 + 2b2. Puisque |ϕ′| ≤ 1, on a :

w(t)w′′(t) ≥ −2δ(c0)

a
w′(t)2

+

(
(n− k − 2)2

16
− δ(c0)

a

(
1 +

k2

2

))
w(t)2. (3.10)

Fixons δ̂ > 0 petit, puis choisissons c0 > 0 suffisamment petit pour que δ(c0) le soit
aussi. L’équation (3.10) donne

w(t)w′′(t) ≥ (n− k − 2)2

32
w(t)2 − δ̂w′(t)2. (3.11)

On pose w̃(t) = w(t)1+δ̂. on dérive cette égalité pour obtenir

w̃′′(t) = δ̂(1 + δ̂)w′(t)2w(t)δ̂−1 + (1 + δ̂)w′′(t)w(t)δ̂

≥ (1 + δ̂)
(n− k − 2)2

32
w(t)1+δ̂

≥ (n− k − 2)2

32
w̃(t).
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Supposons maintenant que la condition (Bt) est vérifiée, alors

Ht = e(ht),

et au lieu d’avoir la relation (3.4), on a

w(t)w′(t) =

∫
Ft

(
v(∂tv) +

n− 1

2
e(ht)v

2

)
dvgt . (3.12)

D’où

w(t)w′′(t) + w′2(t) =

∫
Ft

(
(∂tv)2 + (n− 1)e(ht)v∂tv

+

(
(n− 1)2

2
e(ht)

2 +
n− 1

2
∂te(ht)

)
v2

)
dvgt

+

∫
Ft

(
v∂2

t v − (n− 1)Htv∂tv
)
dvgt .

Les hypothèses (2) et (3) de la condition (Bt) donnent

w(t)w′′(t) + w′(t)2 ≥
∫
Ft

((
1− δ(c0)

a

)
(∂tv)2 + (n− 1)e(ht)v∂tv −

µ

a
uN−2v2

)
dvgt

+

(
1

2a
(n− k − 1)(n− k − 2)− 3

64
(n− k − 2)− δ(c0)

a

)
w(t)2.

Avec la relation (3.8), on obtient

w′(t)2 + w(t)w′′(t) ≥
∫
Ft

((
1− δ(c0)

a

)
(∂tv)2 + (n− 1)e(ht)v∂tv

)
dvgt

+

(
1

2a
(n− k − 1)(n− k − 2)− 3

64
(n− k − 2)

− 1

32
(n− k − 2)2 − δ(c0)

a

)
w(t)2

≥
∫
Ft

((
1− δ(c0)

a

)
(∂tv)2 + (n− 1)e(ht)v∂tv

)
dvgt(3.13)

+

(
1

32
(n− k − 2)(n− k − 3/2)− δ(c0)

a

)
w(t)2

≥
∫
Ft

((
1− δ(c0)

a

)
(∂tv)2 + (n− 1)e(ht)v∂tv

)
dvgt

+

(
1

32
(n− k − 2)2 +

1

64
− δ(c0)

a

)
w(t)2.
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Définissons maintenant Et := supFt |e(ht)|, d’après (3.12), on a

w(t)2

∫
Ft

(∂tv)2 dvgt ≥
(∫

Ft

v(∂tv) dvgt

)2

=

(
w′(t)w(t)− n− 1

2

∫
Ft

e(ht)v
2 dvgt

)2

= (w′(t)w(t))
2

+

(
n− 1

2

∫
Ft

e(ht)v
2 dvgt

)2

−(n− 1)w′(t)w(t)

∫
Ft

e(ht)v
2 dvgt

≥ w′(t)2w(t)2 −
(
n− 1

2

)2

E2
tw(t)4

−(n− 1)|w′(t)|w(t)

∫
Ft

|e(ht)|v2 dvgt

≥ w′(t)2w(t)2 −
(
n− 1

2

)2

E2
tw(t)4

−(n− 1)Et|w′(t)|w(t)3.

Ainsi, nous obtenons

∫
Ft

(∂tv)2 dvgt ≥ w′(t)2 −
(
n− 1

2

)2

E2
tw(t)2 − (n− 1)Et|w′(t)|w(t)

≥ w′(t)2 −
(
n− 1

2

)2

E2
tw(t)2 − n− 1

2
Et
(
w′(t)2 + w(t)2

)
=

(
1− n− 1

2
Et

)
w′(t)2 −

(
n− 1

2
Et +

(
n− 1

2

)2

E2
t

)
w(t)2 .(3.14)

De plus, on a

∣∣∣∣∫
Ft

e(ht)v∂tv dvgt

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ft

|e(ht)v∂tv| dvgt

≤ Et

∫
Ft

(
v2 + (∂tv)2

2

)
dvgt .

On a donc

∫
Ft

(n− 1)e(ht)v∂tv dvgt ≥ −
n− 1

2
Et

∫
Ft

(
v2 + (∂tv)2

)
dvgt . (3.15)
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Quitte à injecter (3.14) et (3.15) dans (3.13), on a également

w(t)w′′(t) + w′(t)2 ≥
∫
Ft

(
1− δ(c0)

a
− n− 1

2
Et

)
(∂tv)2 dvgt

+

(
1

32
(n− k − 2)2 +

1

64
− δ(c0)

a
− n− 1

2
Et

)
w(t)2

≥
(

1

32
(n− k − 2)2 +

1

64
− δ(c0)

a
− n− 1

2
Et

)
w(t)2

+

(
1− δ(c0)

a
− n− 1

2
Et

)(
1− n− 1

2
Et

)
w′(t)2

−
(

1− δ(c0)

a
− n− 1

2
Et

)(
n− 1

2
Et +

(
n− 1

2

)2

E2
t

)
w(t)2.

Fixons encore une fois δ̂, c0 > 0 suffisamment petits pour obtenir

w(t)w′′(t) ≥ (n− k − 2)2

32
w(t)2 − δ̂w′(t)2.

Par conséquent, dans les deux cas (At) et (Bt), la fonction ṽ(t) = w(t)1+δ̂ vérifie

v′′(t) ≥ v(t)/γ2,

où γ2 := 32
(n−k−2)2

. Maintenant, appliquons le Lemme 3.5.3 énoncé à la fin de ce para-

graphe et dont la preuve se trouve dans [ADH08] à la fonction K(t) := w̃(t + β+α
2

) en

prenant T = β−α
2
− γ et m = 2

1+δ̂
. On obtient∫ T

−T
Km dt ≤ γ

m
(K(T + γ)m +K(−T − γ)m) . (3.16)

On a aussi ∫ T

−T
Km dt =

∫ β−α
2
−γ

−β−α
2

+γ

(
w(1+δ̂)

)m(
t+

β + α

2

)
dt

Posons s = t+ β+α
2
. Nous obtenons∫ T

−T
Km dt =

∫ β−γ

α+γ

w2 ds =

∫
π−1((α+γ,β−γ))

v2 dvgWS
.

D’un autre côté, on a

(K(T + b)m +K(−T − b)m) =

∫
Fα

v2 dvgα +

∫
Fβ

v2 dvgβ

≤ ‖v‖2
L∞(P ) (Volgα(Fα) + Volgβ(Fβ)) .

Pour δ̂ petit, on peut supposer que m ≥
√

2, ainsi l’équation (3.16) nous donne∫
π−1((α+γ,β−γ))

v2 dvgWS
≤ 4‖v‖2

L∞

n− k − 2
(Volgα(Fα) + Volgβ(Fβ)) .

Cela termine la preuve du théorème. Il ne nous reste qu’à énoncer le lemme que nous
avons utilisé ci-dessus.
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Lemme 3.5.3. Supposons T un réel positif. Soit w : [−T − γ, T + γ]→ R une fonction
positive qui satisfait

w′′(t) ≥ w(t)

γ2
. (3.17)

Alors ∫ T

−T
w(t)m dt ≤ γ

m
(w(T + γ)m + w(−T − γ)m) (3.18)

pour tout m ≥ 1.

3.6 Preuve du Théorème 3.1.3

Cette section est consacrée à la preuve du Théorème 3.1.3.

3.6.1 Connexité de N

Pour les applications, nous aurons besoin d’appliquer le Théorème 3.1.3 soit quand M
est connexe et dans ce cas N l’est aussi, soit quand M est l’union disjointe d’une variété
M ′ connexe telle σ(M ′) > 0 et d’une variété V qui porte une métrique à courbure
scalaire nulle. Dans ce cas, la variété N sera la somme connexe de M ′ et de V et sera
donc encore une fois connexe. Dans toute la suite, nous considèrons donc que N est
connexe.

3.6.2 Construction de la métrique gϑ

Modification de la métrique g

Pour des raisons techniques, nous aurons besoin dans la preuve du Théorème 3.1.3 que
µ(g) 6= 0. Pour résoudre cette difficulté, nous utiliserons le résultat suivant :

Proposition 3.6.1. Il existe sur M une métrique g′ arbitrairement proche de g dans
C2 telle que µ(g′) 6= 0.

En effet, supposons que le Théorème 3.1.3 est vrai si µ(g) 6= 0 et montrons que le résultat
reste valable si µ(g) = 0. On vérifie aisément que si g′ est suffisamment proche de g dans
C2, µ2(g′) est proche de µ2(g). Considérons une métrique g′ donnée par la Proposition
3.6.1 assez proche de g de telle sorte que µ2(g′) > µ2(g)− ε > 0 pour un ε suffisamment
petit. Appliquons le Théorème 3.1.3 à g′ : on obtient une suite de métriques gϑ sur N
telle que

lim inf
ϑ→0

µ2(N, gϑ) ≥ min(µ2(M, g′),Λn) ≥ min(µ2(M, g)− ε,Λn).

Il suffit de faire tendre ε vers 0 pour obtenir le Théorème 3.1.3. Il ne reste qu’à montrer
la Proposition 3.6.1.

Preuve de la Proposition 3.6.1 : D’abord, afin de simplifier les notations, on
considère g comme étant une métrique sur M q Sn, égale à la métrique standard σn
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sur Sn. Puisque µ(g) = 0, on peut supposer que Scalg = 0, quitte à faire un chan-
gement conforme de métriques. Considérons une métrique h pour laquelle Scalh est
constante strictement négative, et dont l’existence est donnée par le Théorème 1 page
38 de [Aub98]. Considérons la famille analytique de métriques gt := th+(1−t)g. Comme
la première valeur propre λt de Lgt est simple, la fonction t→ λt est analytique (voir par
exemple le Théorème VII.3.9 dans [Kat95]). Puisque λ0 = 0 et λ1 < 0, on obtient que
pour un t choisi assez proche de 0, λt 6= 0. Cela démontre la Proposition 3.6.1 puisque
µ(gt) a le même signe que λt.

Définition de la métrique gϑ

Comme on l’a mentionné ci-dessus, on va utiliser la même construction que celle faite
dans [ADH08]. Par conséquent, on donne la définition de gϑ sans explication supplémentaire.
Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [ADH08]. Là encore, on considère que
la métrique g est définie sur M q Sn et est égale à la métrique standard σn sur Sn.
Nous gardons les notations introduites dans la Section 3.2. Soit h1 la restriction de g à
la sphère S ′1 ⊂M et h2 la restriction de la métrique standard σn = g de Sn à S ′2 ⊂ Sn.
Définissons S ′ := S ′1 q S ′2 et h := h1 q h2 sur S ′. Dans tout ce qui suit, r désigne la
fonction distance à S ′ dans (M q Sn, g q σn). En coordonnées polaires, la métrique g
est de la forme

g = h+ ξn−k + T = h+ dr2 + r2σn−k−1 + T (3.19)

sur U(Rmax) \ S ′ ∼= S ′ × (0, Rmax) × Sn−k−1. Ici, T est un (2, 0)-tenseur symétrique
s’annulant sur S ′ et qui est le terme d’erreur qui mesure le fait que g n’est pas en général
une métrique produit (au moins au voisinage de S ′1). On définit aussi la métrique produit

g′ := h+ ξn−k = h+ dr2 + r2σn−k−1, (3.20)

sur U(Rmax) \ S ′ de telle sorte que g = g′ + T . Comme dans [ADH08], on a
|T (X, Y )| ≤ Cr|X|g′|Y |g′ ,

|(∇UT )(X, Y )| ≤ C|X|g′|Y |g′ |U |g′ ,
|(∇2

U,V )T (X, Y )| ≤ C|X|g′ |Y |g′ |U |g′ |V |g′ ,

pour X, Y, U, V ∈ TxM et x ∈ U(Rmax). On définit T1 := T |M et T2 := T |Sn . On fixe
R0 ∈ (0, Rmax), R0 < 1 et on choisit une fonction positive lisse F : M \S ′ → R telle que

F (x) =

{
1, si x ∈M \ U1(Rmax)q Sn \ U2(Rmax) ;

r(x)−1, si x ∈ Ui(R0) \ S ′.

Ensuite, on choisit une suite de nombres positifs θ = θj tendant vers 0. Pour tout θ,
on choisit un nombre δ0 = δ0(ϑ) ∈ (0, ϑ) assez petit pour que les arguments ci-dessous
soient corrects. Pour tout ϑ > 0, si δ0 est suffisamment petit, il existe Aϑ ∈ [ϑ−1, (δ0)−1)
et une fonction lisse f : U(Rmax)→ R qui dépend seulement de r telle que

f(x) =

{
− ln r(x), si x ∈ U(Rmax) \ U(ϑ) ;

lnAϑ, si x ∈ U(δ0),



3.6. PREUVE DU THÉORÈME 3.1.3 61

et qui vérifie∣∣∣∣r dfdr
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ df

d(ln r)

∣∣∣∣ ≤ 1, et

∥∥∥∥r ddr
(
r
df

dr

)∥∥∥∥
L∞

=

∥∥∥∥ d2f

d2(ln r)

∥∥∥∥
L∞
→ 0 (3.21)

quand ϑ→ 0. Posons ε = e−Aϑδ0 que l’on peut supposer plus petit que 1 et utilisons cet
ε pour construire M comme dans la Section 3.2. Sur UN

ε (Rmax) = (U(Rmax) \ U(ε)) /∼,
on définit t par

t :=

{
− ln r1 + ln ε, sur U1(Rmax) \ U1(ε) ;

ln r2 − ln ε, sur U2(Rmax) \ U2(ε).

On vérifie que
– ri = e|t|+ln ε = εe|t|;
– F (x) = ε−1e−|t| pour x ∈ U(R0) \ UN(ϑ), ou bien si |t| + ln ε ≤ lnR0. On peut

donc réécrire
F 2g = ε−2e−2|t|(h+ T ) + dt2 + σn−k−1

sur U(R0) \ UN(ϑ) ;
– et

f(t) =

{
−|t| − ln ε, si lnϑ− ln ε ≤ |t| ≤ lnRmax − ln ε ;

lnAϑ, si |t| ≤ ln δ0 − ln ε.

On a |df/dt| ≤ 1, ‖d2f/dt2‖L∞ → 0. Maintenant, choisissons une fonction de cut-off
χ : R→ [0, 1] telle que χ = 0 sur (−∞,−1], |dχ| ≤ 1, et χ = 1 sur [1,∞). Finalement,
on définit

gϑ :=


F 2gi, sur Mi \ Ui(ϑ) ;

e2f(t)(hi + Ti) + dt2 + σn−k−1, sur Ui(ϑ) \ Ui(δ0) ;

A2
ϑχ(t/Aϑ)(h2 + T2) + A2

ϑ(1− χ(t/Aϑ))(h1 + T1)

+ dt2 + σn−k−1,
sur UN

ε (δ0).

La métrique g peut s’écrire sous la forme suivante :

gϑ := g′ϑ + T̃t sur UN(R0),

où g′ϑ est la métrique sans terme d’erreur égale à

g′ϑ = e2f(t)h̃t + dt2 + σn−k−1,

où la métrique h̃t est donnée par

h̃t := χ(
t

Aϑ
)h2 + (1− χ(

t

Aϑ
))h1,

Le terme d’erreur T̃t s’écrit

T̃t := e2f(t)(χ(
t

Aϑ
)T2 + (1− χ(

t

Aϑ
))T1).
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En outre, le terme d’erreur T̃t possède les propriétés suivantes
|T̃ (X, Y )| ≤ Cr|X|g′ϑ|Y |g′ϑ ,
|∇T̃t|g′ϑ ≤ Ce−f(t),

|∇2T̃t|g′ϑ ≤ Ce−f(t),

où ∇ est la connexion de Levi-Civita de la métrique g′ϑ, pour tout X, Y ∈ TxN et
x ∈ UN(R0).

3.6.3 Un résultat préliminaire

Pour montrer le Théorème 3.1.3, on commence par montrer les résultats suivants.

Théorème 3.6.2.
Première partie : Soit (uϑ) une suite de fonctions satisfaisant

Lgϑuϑ = λϑ|uϑ|N−2uϑ,

et telles que
∫
N
|uϑ|Ndvgϑ = 1 et λϑ →ϑ→0 λ∞, où λ∞ ∈ R. Alors, au moins l’une des

deux assertions suivantes est vraie

1. λ∞ ≥ Λn, où Λn > 0 dépend seulement de n ;

2. il existe une fonction u ∈ C∞(M q Sn), u ≡ 0 sur Sn, u 6≡ 0 sur M solution de

Lgu = λ∞|u|N−2u,

avec ∫
M

|u|Ndvg = 1

telle que, pour tout compact K ⊂M q Sn \ S ′ (notons que l’on peut considérer K

comme une partie de N), F
n−2
2 uϑ tend vers u dans C2(K), où F est définie dans

la Section 3.6.2. De plus,

(a) La norme L2 de uϑ est uniformément bornée en ϑ ;

(b) limb→0 lim supϑ→0 supUN (b) uϑ = 0 ;

(c) limb→0 lim supϑ→0

∫
UN (b)

uNϑ dvgϑ = 0.

Deuxième partie : Soit uϑ la fonction définie dans la première partie ci-dessus et sup-
posons que la deuxième assertion soit satisfaite. Soit vϑ une suite de fonctions vérifiant

Lgϑvϑ = µϑ|uϑ|N−2vϑ,

telle que
∫
N
vNϑ dvgϑ = 1, µϑ → µ∞ où µ∞ < µ(Sn). Dans ce cas, il existe une fonction

v ∈ C∞(M q Sn), v ≡ 0 sur Sn, v 6≡ 0 sur M solution de

Lgv = µ∞|u|N−2v

avec ∫
M

|v|Ndvg = 1

telle que, pour tout compact K ⊂M qSn \S ′, F n−2
2 vϑ tend vers v dans C2(K). De plus,



3.6. PREUVE DU THÉORÈME 3.1.3 63

1. La norme L2 de vϑ est uniformément bornée en ϑ ;

2. limb→0 lim supϑ→0 supUN (b) vϑ = 0;

3. limb→0 lim supϑ→0

∫
UN (b)

vNϑ dvgϑ = 0.

Preuve du Théorème 3.6.2 Première partie

Soit (uϑ) une suite de fonctions qui satisfont

Lgϑuϑ = λϑ|uϑ|N−2uϑ,

et telles que
∫
N
|uϑ|N dvgϑ = 1 et λϑ →ϑ→0 λ∞, où λ∞ ∈ R. On procède de la même

manière que dans [ADH08], où ici, la variété M2 est la sphère Sn munie de la métrique
standard σn, W est la sphère Sk. La différence est que les fonctions uϑ peuvent changer
de signe. Comme on va le voir, les cas étudiés dans [ADH08] seront les mêmes et se
traiteront de la même manière à l’exception du cas II.1.2 où il faudra travailler plus.
Avant de passer à la preuve proprement dite, remarquons que :

Remarque 3.6.3. Dans la preuve du théorème principal dans [ADH08], il a été montré
que

λ∞ > −∞.

Ici, on se place dans l’hypothèse où λ∞ a une limite. Si nous ne faisions pas cette
hypothèse, il faudrait le montrer mais, comme le lecteur peut s’en convaincre, il n’y a
aucune raison pour que ce soit vrai sans hypothèses supplémentaires.

L’argument du Corollaire 7.7 dans [ADH08] reste valable ici et on obtient que

lim inf
ϑ
‖uϑ‖L∞(N) > 0. (3.22)

Plusieurs cas sont étudiés :

Cas I. lim supϑ→0 ‖uϑ‖L∞(N) =∞.

Posons mϑ := ‖uϑ‖L∞(N) et choisissons xϑ ∈ N tel que uϑ(xϑ) = mϑ. Quitte à extraire
une sous-suite, on peut supposer que limϑ→0mϑ =∞. On doit étudier les deux sous-cas
suivants.

Sous-cas I.1. Il existe b > 0 tel que xϑ ∈ N \ UN(b) pour un nombre infini de ϑ.

Sous-cas I.2. Pour tout b > 0, xϑ ∈ UN(b) pour ϑ suffisamment petit.

Cas II. Il existe une constante C0 telle que ‖uϑ‖L∞(N) ≤ C0 pour tout ϑ.

Sous-cas II.1. Il existe b > 0 tel que

lim inf
ϑ→0

(
λϑ sup

UN (b)

uϑ
N−2

)
<

(n− k − 2)2(n− 1)

8(n− 2)
.

Sous-cas II.1.1. lim supb→0 lim supϑ→0 supUN (b) uϑ > 0.
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Sous-cas II.1.2. limb→0 lim supϑ→0 supUN (b) uϑ = 0.

Sous-cas II.2.

λϑ sup
UN (b)

uϑ
N−2 ≥ (n− k − 2)2(n− 1)

8(n− 2)

Dans les deux sous-cas I.1 et I.2, il a été montré dans [ADH08] que λ∞ ≥ µ(Sn). La
preuve reste valable quand uϑ change de signe. Dans les sous-cas II.1.1 et II.2, on ob-
tient que λ∞ ≥ Λn,k où Λn,k est un nombre positif qui ne dépend que de n et k. La
définition des Λn,k dans [ADH08] est l’infimum des énergies de solutions positives de
l’équation de Yamabe sur des espaces modèles (voir la Section 3.3). Cette définition doit
être légèrement modifiée quand on étudie des solutions nodales, mais la preuve du fait
que Λn,k > 0 reste la même.

Dans les sous-cas I.1, I.2, II.1.1 et II.2, on obtient alors que λ∞ ≥ Λn, où

Λn := min
k∈{0,··· ,n−3}

{Λn,k, µ}.

En particulier, l’assertion 1) de la première partie du Théorème 3.6.2 est vraie. Exami-
nons maintenant le sous-cas II.1.2., l’hypothèse du sous-cas II.1 permet d’obtenir comme
dans [ADH08] que ∫

N

u2
ϑdvgϑ ≤ C. (3.23)

pour C > 0. Les hypothèses du sous-cas II.1.2 sont telles que

sup
N

(uϑ) ≤ C (3.24)

et

lim sup
b→0

lim sup
ϑ→0

sup
UN (b)

uϑ = 0. (3.25)

Étape 1. On montre que limb→0 lim supϑ→0

∫
UN (b)

|uϑ|N dvgϑ = 0.

Soit b > 0. Par la relation (3.23), on a∫
UN (b)

|uϑ|N dvgϑ ≤ A0 sup
UN (b)

|uϑ|N−2,

où A0 est un nombre positif qui ne dépend pas de b et ϑ. Le résultat découle alors de
(3.25).

Étape 2. Convergence C2 sur tous les compacts de M q Sn \ S ′.
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Soit (Ωj)j une suite croissante d’ouverts de (M qSn \S ′) à bords lisses tels que
⋃
j Ωj =

M q Sn \ S ′, Ωj ⊂ Ωj+1. La norme ‖uϑ‖L∞(N) est bornée, donc ‖uϑ‖L∞(Ωj+1) l’est aussi.

En utilisant les résultats standard de régularité (pour plus de détails, voir par exemple
[GT77]), on voit que la suite (uϑ) est bornée dans l’espace de Sobolev H2,p(Ω′j) ∀p ∈
(1,∞) où Ω′j est un domaine tel que Ωj ⊂ Ω′j ⊂ Ω′j ⊂ Ωj+1. Les injections de Sobolev

impliquent que (uϑ) est bornée dans C1,α(Ωj) pour tout α ∈ (0, 1). (Voir le Théorème
4.12 dans [AF03] pour plus d’informations sur les théorèmes d’injection de Sobolev).
En utilisant le procédé d’extraction diagonale, après extraction éventuelle d’une sous-
suite, on prouve que (uϑ) converge vers ũj ∈ C1(Ωj) telle que ũj|Ωj−1

= ũj−1.
On définit

ũ = ũj on Ωj.

En prenant une sous-suite diagonale de uϑ, on aura que uϑ tend vers ũ dans C1 sur tout
compact de M qSn \S ′ et la convergence C1 des fonctions uϑ, implique que la fonction
ũ satisfait l’équation suivante

Lgϑũ = λ∞|ũ|N−2ũ sur M q Sn \ S ′. (3.26)

On rappelle que gϑ = F 2g = (F
n−2
2 )

4
n−2 g sur UN(b). L’invariance conforme de l’opérateur

de Yamabe nous donne que pour tout v

LF 2gv = F−
n+2
2 Lg(F

n−2
2 v).

Maintenant, on pose

u = F
n−2
2 ũ.

On obtient que

Lgu = F
n+2
2 LF 2gũ

= F
n+2
2 λ∞|ũ|N−2ũ

= λ∞|u|N−2u.

Ceci montre que u est solution sur (M q Sn \ S ′, g) de l’équation suivante

Lgu = λ∞|u|N−2u.

En utilisant l’étape 1 et le fait que
∫
N
uNϑ dvgϑ = 1, la fonction u vérifie∫

MqSn
uN dvg =

∫
MqSn\S′

ũN dvg

= lim
b→0

lim
ϑ→0

∫
UN (b)

uNϑ dvgϑ

= 1.

Étape 3. Enlèvement de la singularité
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La prochaine étape consiste à montrer que u est une solution sur M q Sn de

Lgu = λ∞|u|N−2u. (3.27)

Pour prouver la dernière égalité sur MqSn, on montrera que pour tout ϕ ∈ C∞(MqSn),
on a ∫

MqSn
Lguϕ dvg =

∫
MqSn

λ∞|u|N−2uϕ dvg.

Tout d’abord, remarquons que∫
MqSn

uLgϕdvg =

∫
MqSn

uLg(ϕ− χεϕ+ χεϕ) dvg

=

∫
MqSn

uLg(χεϕ) dvg +

∫
MqSn

uLg((1− χε)ϕ) dvg,

où ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
χε = 1 si dg(x, S

′) < ε,

χε = 0 si dg(x, S
′) ≥ 2ε,

|dχε| < 2
ε
.

Puisque (1− χε) est à support compact dans M q Sn \ S ′, il s’ensuit que∫
MqSn

uLg((1− χε)ϕ) dvg =

∫
MqSn

(Lgu)(1− χε)ϕdvg

→
∫
MqSn

Lguϕ dvg =

∫
MqSn

λ∞|u|N−2uϕ dvg.

Donc, il reste à prouver ∫
MqSn

uLg(χεϕ) dvg → 0.

On a

Lg(χεϕ) = Cn∆(χεϕ) + Scalg(χεϕ)

= Cn∆χεϕ+ Cn∆ϕχε + Scalg(χεϕ)− 2 〈∇χε,∇ϕ〉
= χεLgϕ+ Cn(∆χε)ϕ− 2 〈∇χε,∇ϕ〉 .

Du théorème de Lebesgue, on déduit que∫
MqSn

uχεLgϕdvg → 0 p.p.

De plus, on a∣∣∣∣∫
MqSn

uLg(χεϕ) dvg

∣∣∣∣ ≤ C

ε2

∫
Cε

u dvg (3.28)

≤ C

ε2

(∫
Cε

u2 dvg

) 1
2

(Vol(Supp(Cε)))
1
2 , (3.29)
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où Cε = {x ∈M q Sn; ε < d(x, S ′) < 2ε} = UN(2ε) \ UN(ε).
La relation (3.23) permet d’écrire ∫

N

ũ2 dvF 2g < +∞,

ce qui implique que ∫
Cε

ũ2 dvF 2g < +∞.

Calculons maintenant∫
Cε

ũ2 dvgϑ =

∫
Cε

(
F

n−2
2

) 2n
n−2

F−(n−2)u2 dvg

=

∫
Cε

F 2u2 dvg < +∞.

Rappelons que F = 1
r

sur Cε. Revenons à la relation (3.28), pour déduire que∣∣∣∣∫
M

uLg(χεϕ) dvg

∣∣∣∣ ≤ C

ε2

(∫
Cε

u2F 2

F 2
dvg

) 1
2

(Vol(Cε))
1
2

≤ C

ε2
× ε× ε

n−k
2 = Cε

n−k
2
−1.

Puisque k ≤ n− 3, on a
n− k

2
− 1 > 0,

il en découle que ∫
MqSn

uLg(χεϕ) dvg → 0.

Finalement, on obtient que u est une solution sur M q Sn de l’équation

Lgu = λ∞|u|N−2u.

Étape 4. On a : soit u ≡ 0 sur Sn, soit λ∞ ≥ µ(Sn).

Notons que la fonction u vérifie ∫
MqSn

|u|N dvg ≤ 1. (3.30)

Ceci vient du fait que ∫
MqSn

|u|N dvg =

∫
MqSn

|ũ|N dvgϑ

≤
∫
N

|ũ|N dvgϑ

≤ lim
ϑ→0

∫
N

|uϑ|N dvgϑ = 1.
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Supposons que u 6≡ 0 sur Sn. Posons w = u|Sn , les relations (3.27) et (3.30) montrent
que

µ(Sn) ≤ Y (w) =
λ∞
∫
Sn w

N dvg(∫
Sn w

N dvg
)n−2

n

= λ∞

(∫
Sn
wN dvg

) 2
n

≤ λ∞.

On en déduit que λ∞ ≥ µ(Sn), ce qui prouve la première partie du Théorème 3.6.2.

Preuve du Théorème 3.6.2 Deuxième partie

Considérons une fonction vϑ satisfaisant

Lgϑvϑ = µϑ|uϑ|N−2vϑ, (3.31)

avec ∫
N

|vϑ|N dvgϑ = 1.

On commence tout d’abord par remarquer que UN(b) est un WS-fibré, pour tout b > 0
(comme dans le Lemme 7.6 de [ADH08]). Puisque uϑ vérifie la relation suivante

lim
b→0

lim sup
ϑ→0

sup
UN (b)

uϑ = 0.

Il s’ensuit que, pour tout b assez petit, on a

µϑ‖uϑ‖N−2
UN (b)

≤ (n− k − 2)2(n− 1)

8(n− 2)
.

On peut appliquer le Théorème 3.5.2 sur UN(b) et la preuve du Lemme 7.6 dans [ADH08]
nous donne l’existence de nombres c1, c2 > 0 qui ne dépendent pas de ϑ et tels que∫

N

|vϑ|2 dvgϑ ≤ c1‖vϑ‖2
L∞(N) + c2. (3.32)

En conséquence, on tire que
lim inf
ϑ→0

‖vϑ‖L∞(N) > 0.

En effet, supposons que
lim
ϑ→0
‖vϑ‖L∞(N) = 0.

D’après l’équation (3.32), on a

1 =

∫
N

|vϑ|N dvgϑ ≤ ‖vϑ‖N−2
L∞(N)

∫
N

|vϑ|2 dvgϑ

≤ ‖vϑ‖N−2
L∞(N)(c1‖vϑ‖2

L∞(N) + c2)→ 0,

quand ϑ → 0. On obtient ainsi la contradiction désirée. Pour le reste de la preuve,
nous allons étudier plusieurs cas. Dans tout ce qui suit, seul le cas II.1.2 pose un vrai
problème : la plupart des arguments pour résoudre les sous-cas I.1, I.2 et II.1 sont
contenus dans [ADH08]. Pour ces cas, on ne donnera que de brèves explications.
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Cas I. lim supϑ→0 ‖vϑ‖L∞(N) =∞.

Posons mϑ := ‖vϑ‖L∞(N) et choisissons xϑ ∈ N avec vϑ(xϑ) = mϑ. Quitte à extraire une
sous-suite, on peut supposer que limϑ→0mϑ =∞.

Sous-cas I.1. Il existe b > 0 tel que xϑ ∈ N \ UN(b) pour un nombre infini de ϑ.

Quitte à extraire une sous-suite, on suppose qu’il existe un x̄ ∈ M q Sn \ U(b) tel que

limϑ→0 xϑ = x̄. On définit g̃ϑ := m
4

n−2

ϑ gϑ. Pour r > 0, [ADH08] nous donne pour ϑ assez
petit, l’existence d’un difféomorphisme

Θϑ : Bn(0, r)→ Bgϑ(xϑ,m
− 2
n−2

ϑ r)

telle que la suite de métriques (Θ∗ϑ(g̃ϑ)) converge vers la métrique plate ξn dans C2(Bn(0, r)),
où Bn(0, r) est la boule standard de Rn de centre 0 et de rayon r. En posant ũϑ := m−1

ϑ uϑ,
ṽϑ := m−1

ϑ vϑ, on obtient

Lg̃ϑ ṽϑ = λϑũ
N−2
ϑ ṽϑ

=
λϑ

mN−2
ϑ

uϑ
N−2ṽϑ.

Puisque ‖uϑ‖L∞(N) ≤ C, il s’ensuit que ‖Lg̃ϑ ṽϑ‖L∞(N) tend vers 0. En appliquant le
Lemme 3.4.1, on obtient une solution v 6≡ 0 sur Rn de l’équation Lξnv = 0. Comme
Scalξn = 0, v est une fonction harmonique et qui admet un maximum au point x = 0.
En conséquence, v est constante égale à v(0) = 1, ce qui est en contradiction avec le fait
que ‖v‖LN ≤ 1.

Sous-cas I.2. pour tout b > 0, xϑ ∈ UN(b) pour ϑ suffisamment petit.

On procède comme dans le sous-cas I.2 dans [ADH08]. De même que le sous-cas I.1
ci-dessus, d’après le Lemme 3.4.1, il vient que la fonction v est harmonique sur Rn et
admet un maximum au point x = 0. On obtient ainsi une contradiction.

Cas II. Il existe une constante C0 telle que ‖vϑ‖L∞(N) ≤ C0 pour tout ϑ.

Par la relation (3.32), il existe une constante A0 indépendante de ϑ telle que

‖vϑ‖L2(N,gϑ) ≤ A0. (3.33)

On divise le traitement du cas II en deux sous-cas.

Sous-cas II.1. lim supb→0 lim supϑ→0 supUN (b) vϑ > 0.

Répétons ce qui a été fait dans [ADH08] : d’après le Lemme 3.4.1, on obtient l’existence
d’une fonction v solution de LGcv = 0 sur Rk+1 × Sn−k−1, Gc pour c ∈ [−1, 1] où
Gc = e2csξk + ds2 + σn−k−1. Dans les sous-cas I.1 et I.2, en se servant du fait que λϑ

mN−2
ϑ

tend vers 0, on montre qu’en passant à la limite : LGcv = 0. Ici, on argumente d’une
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manière différente : d’abord, posons α0 := 1
2

lim supb→0 lim supϑ→0 supUN (b) vϑ > 0. On
peut supposer qu’il existe une suite de nombres positifs (bi) et (ϑi) telle que

sup
UN (bi)

vϑi ≥ α0,

pour tout i. Pour simplifier, on écrit ϑ et b à la place de ϑi et bi. Prenons x′ϑ ∈ UN(bϑ)
tel que

vϑ(x′ϑ) ≥ α0.

Pour r, r′ > 0, on définit

Uϑ(r, r′) := Bh̃tϑ (yϑ, e
−f(tϑ)r)× [tϑ − r′, tϑ + r′]× Sn−k−1.

Comme dans [ADH08], la fonction v est obtenue comme étant la limite de vϑ sur chaque
Uϑ(r, r′) (avec r, r′ > 0). En remarquant que

sup
Uϑ(r,r′)

|uϑ| = 0,

il en découle que LGcv = 0, puis que

|uϑ|N−2vϑ → 0 uniformément sur Uϑ(r, r′).

Sous-cas II.2. limb→0 lim supϑ→0 supUN (b) vϑ = 0.

En utilisant la même méthode que celle de la Section 3.6.3, on obtient qu’il existe une
fonction v solution de l’équation suivante

Lgv = µ∞|u|N−2v,

telle que ∫
N

vN dvg ≤ 1.

On suppose que v 6≡ 0 sur Sn, ce qui donne

µ(Sn) ≤ Y (v) = µ∞

∫
Sn u

N−2v2 dvg

(
∫
Sn v

N dvg)
2
N

= 0

la nullité du terme de droite provenant du fait que u ≡ 0 sur Sn. C’est une contradiction
qui prouve que v 6≡ 0 sur Sn. Par le même argument que dans la première partie, on a :∫
M
|v|Ndvg = 1. On obtient finalement que la fonction v répond à toutes les conclusions

données par la Deuxième partie du Théorème 3.6.2.

3.6.4 Preuve du Théorème 3.1.3

Soit (gϑ) la suite de métriques définies sur N dans la Section 3.6.2.
Étape 1 : Pour ϑ petit suffisamment, on montre que

λk(M, g) > 0⇒ λk(N, gϑ) > 0.
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Remarque 3.6.4. Cette étape montre un résultat intéressant en soi : la propriété pour
une variété compacte de porter une métrique pour laquelle λk est positive est préservée
par chirurgie de dimension k ∈ {0, · · · , n−3}. Ce fait était déjà connu depuis les travaux
de Bar̈ et Dahl [BD03]. Nous en donnons ici une nouvelle preuve.

On raisonne par l’absurde et on suppose que λk(N, gϑ) ≤ 0. Soit uϑ > 0 une solution
minimisante du problème de Yamabe. D’après la Proposition 1.3.1, il existe des fonctions
vϑ,1 = uϑ, vϑ,2, · · · , vϑ,k solutions sur N de l’équation suivante

Lgϑvϑ,i = λϑ,iu
N−2
ϑ vϑ,i,

où

λϑ,i = λi(N, u
N−2
ϑ gϑ),

et telles que ∫
N

vϑ,i
N dvgϑ = 1 et

∫
N

uϑ
N−2vϑ,ivϑ,j dvgϑ = 0 pour tout i 6= j.

Par invariance conforme du signe des valeurs propres de l’opérateur de Yamabe (voir
Proposition 1.4.1),

λϑ,i := λi(N, u
N−2
ϑ gϑ) ≤ 0.

De plus, par construction, il est facile de vérifier que λϑ,1 = µϑ où µϑ = µ(N, gϑ) est la
constante de Yamabe de la métrique gϑ. Le théorème principal dans [ADH08] implique
que limϑ→0 λϑ,1 = limϑ→0 µϑ > −∞. Il s’ensuit qu’il existe une constante C > 0 telle
que −C ≤ λϑ,1 ≤ · · · ≤ λϑ,k ≤ 0. Alors, pour tout i, λϑ,i est bornée. Après restriction
à une sous-suite on peut supposer que λ∞,i := limϑ→0 λϑ,i existe. Les deux parties du
Théorème 3.1.3 fournissent des fonctions u = v1 > 0, · · · , vk définies sur M, avec vi 6= 0
pour tout i et telles que F

n−2
2 vϑ,i tend vers vi dans C1 sur tout compact K ⊂MqSn\S ′.

Les fonctions vi sont solutions de l’équation

Lgvi = λ∞,iu
N−2vi.

En outre, on a ∫
M

|vi|N dvg ≤ 1 et lim
b→0

lim sup
ϑ→0

∫
UNε (b)

|vϑ,i|N dvg = 0.

Montrons que pour tout i 6= j, on a∫
M

uN−2vivj dvg = 0.

Posons

ũϑ = F
n−2
2 uϑ,

et

ṽϑ,i = F
n−2
2 vϑ,i.
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Pour b > 0 petit et en se servant du fait que dvgϑ = F ndvg, on a pour i 6= j∫
M\U(b)

uN−2vivj dvg = limϑ→0

∫
M\U(b)=N\UNε (b)

ũN−2
ϑ ṽϑ,iṽϑ,jdvg

= limϑ→0

∫
M\U(b)=N\UNε (b)

uN−2
ϑ vϑ,ivϑ,jdvgϑ

En utilisant maintenant le fait que
∫
N
uN−2
ϑ vϑ,ivϑ,j dvgϑ = 0, on obtient que∣∣∣∣∫

M\U(b)

uN−2vivj dvg

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣limϑ→0

∫
N\UNε (b)

uN−2
ϑ vϑ,ivϑ,j dvgϑ

∣∣∣∣
= lim

ϑ→0

∣∣∣∣∫
UNε (b)

uN−2
ϑ vϑ,ivϑ,j dvgϑ

∣∣∣∣ .
On écrit∣∣∣∣∫

UNε (b)

uN−2
ϑ vϑ,ivϑ,j dvgϑ

∣∣∣∣ ≤ (∫
UNε (b)

uNϑ dvgϑ

)N−2
N
(∫

UNε (b)

|vϑ,i|N dvgϑ
) 1

N

(∫
UNε (b)

|vϑ,j|N dvgϑ
) 1

N

.

Avec

lim
b→0

lim sup
ϑ→0

∫
UNϑ (b)

vNϑ,i dvgϑ = 0.

Nous obtenons que

lim
b→0

lim sup
ϑ→0

∣∣∣∣∫
UNε (b)

uN−2
ϑ vϑ,ivϑ,j dvgϑ

∣∣∣∣ = 0.

Il vient finalement∣∣∣∣∫
M

uN−2vivj dvg

∣∣∣∣ = lim
b→0

∣∣∣∣∫
M\U(b)

uN−2vivj dvg

∣∣∣∣ = 0 pour tout i 6= j.

On écrit maintenant

0 < λk(M, g) ≤ sup
(α1,··· ,αk)6=(0,··· ,0)

F (u, α1v1 + · · ·+ αkvk)

= sup
(α1,··· ,αk)6=(0,··· ,0)

∫
M

(α1v1 + · · ·+ αkvk)Lg(α1v1 + · · ·+ αkvk) dvg∫
M
uN−2(α1v1 + · · ·+ αkvk)2 dvg

= sup
(α1,··· ,αk)6=(0,··· ,0)

α2
1

∫
M
v1Lgv1 dvg + · · ·+ α2

k

∫
M
vkLgvk dvg

α2
1

∫
M
uN−2v2

1 dvg + · · ·+ α2
k

∫
M
uN−2v2

k dvg

= sup
(α1,··· ,αk)6=(0,··· ,0)

α2
1λ∞,1

∫
M
uN−2v2

1 dvg + · · ·+ α2
kλ∞,k

∫
M
uN−2v2

k dvg

α2
1

∫
M
uN−2v2

1 dvg + · · ·+ α2
k

∫
M
uN−2v2

k dvg

≤ 0,

puisque chaque λ∞,i ≤ 0. On obtient ainsi la contradiction désirée.
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Remarque 3.6.5. Notons que, pour i ≥ 2, il est possible d’avoir
∫
M
uN−2v2

i dvg = 0 si M
n’est pas connexe.

Étape 2 : Conclusion
Puisque µ2(M, g) > 0, d’après l’étape 1, on obtient que µ2(N, gϑ) > 0. Supposons que
µ2(N, gϑ) < µ(Sn) (sinon, on obtient le résultat demandé). Le Corollaire 2.0.6 nous
fournit une suite (vϑ) de solutions de

Lgϑvϑ = µ2(N, gϑ)|vϑ|N−2vϑ,

telles que ∫
N

vNϑ dvgϑ = 1.

D’après la Première partie du Théorème 3.6.2, on a limϑ→0 µ2(N, gϑ) ≥ Λn (et donc la
conclusion du Théorème 3.1.3 est vraie) ou bien, et c’est ce que nous supposerons dans
la suite, il existe une fonction v solution sur M de l’équation :

Lgv = µ∞|v|N−2v,

avec µ∞ = limϑ µ2(N, gϑ) ≥ 0 et ∫
M

|v|N dvg = 1.

Grâce au Paragraphe 3.6.2, on peut supposer que µ(g) 6= 0. Il y a donc deux cas à
considérer.

Cas 1 : µ(g) < 0.
Supposons que M est connexe et montrons que v change de signe. On raisonne par
l’absurde en supposant que v ≥ 0. Le principe du maximum donne que v > 0. Soit u
une solution positive de l’équation de Yamabe sur M, c’est à dire

Lgu = µ(g)uN−1.

Comme v > 0, on peut écrire :

Lgv = µ∞︸︷︷︸
≥0

|v|N−2v = µ∞v
N−1.

Multiplions la seconde équation par u et intégrons, on obtient

µ(g)︸︷︷︸
<0

∫
M

uN−1v dvg =

∫
M

Lguv dvg =

∫
M

uLgv dvg = µ∞︸︷︷︸
≥0

∫
M

vN−1u dvg, (3.34)

d’où la contradiction. Par conséquent v change de signe ce qui implique que

µ2(M, g) ≤ sup
α,β

F (v, αv+ + βv−) = µ∞.
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Si M n’est pas connexe, le minimiseur de Yamabe u est positif sur une composante
connexe de M . Si uv 6≡ 0, La démonstration reste la même. Si uv ≡ 0, alors

µ2(M, g) ≤ sup
α,β

F (v, αu+ βv) = µ∞

Dans tous les cas, on aboutit à la conclusion du Théorème 3.1.3.
Cas 2 : µ(M, g) > 0,
et donc λ1(N, gϑ) > 0. La Proposition 1.4.1 nous dit que le signe des valeurs propres de
l’opérateur de Yamabe est un invariant conforme. Par conséquent, λ1(N, vN−2

ϑ gϑ) > 0.
Posons µ1 = λ1(N, vN−2

ϑ gϑ) et soit uϑ la fonction associée à µ1. La fonction uϑ étant
associée à la première valeur propre de l’opérateur de Yamabe, elle est strictement
positive sur au moins une composante connexe de N (et 0 ailleurs). Par ailleurs, uϑ est
solution de l’équation

Lgϑuϑ = µ1|vϑ|N−2uϑ,

et telle que ∫
N

uNϑ dvgϑ = 1 et

∫
N

|vϑ|N−2uϑvϑ dvgϑ = 0.

D’après la Deuxième partie du Théorème 3.6.2, il existe une fonction u 6= 0 solution sur
M de l’équation suivante

Lgu = µ∞,1|v|N−2u,

où µ∞,1 := limϑ µ1. Notons que cette limite existe après extraction éventuelle d’une
sous-suite puisque 0 ≤ µ1 ≤ µ2(N, gϑ). En procédant comme à l’étape 1, on montre que∫

M

|v|N−2uv dvg = 0. (3.35)

Puisque u ≥ 0, u 6= 0, le principe de maximum implique que u > 0 sur au moins une
composante connexe M̃ de M . Ainsi, u et v satisfont les équations

Lgu = µ∞,1|v|N−2u,

et

Lgv = µ∞|v|N−2v.

Remarquons que v n’est pas nulle sur M̃ sinon, Lg(u) = 0 sur M̃ . Cela implique que 0
est une valeur propre de Lg. Comme par ailleurs µ(g) < 0, Lg possède aussi une valeur
propre strictement négative ce qui implique que µ2(g) < 0 et contredit les hypothèses que
nous avons faites. Ces deux équations montrent que µ∞,1 et µ∞ sont des valeurs propres
de la métrique généralisée |v|N−2g (voir le Chapitre 1). La fonction u étant positive sur
M̃ , elle est associée à la première valeur propre de L|v|N−2g sur M̃ . L’équation (3.35)

nous montre que, puisque λ1(M̃, |v|N−2g) est simple, que µ∞ est au moins la deuxième
valeur propre de L|v|N−2g sur M̃ et donc sur M aussi. Finalement, en utilisant que

Vol|v|N−2g(M) =

∫
M

|v|Ndvg = 1,
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on obtient l’inégalité

µ2(M, g) ≤ λ2(M, |v|N−2g)Vol|v|N−2g(M)
2
n ≤ µ∞,

qui prouve le Théorème 3.1.3.

Remarque 3.6.6. La raison pour laquelle nous supposons, grâce au Paragraphe 3.6.2, que
µ 6= 0 est la suivante : si µ(g) = 0, nous essayons de nous raccrocher à l’un des deux
cas de la preuve. Dans le premier cas, il est immédiat de voir que l’équation (3.34) ne
donne plus aucune contradiction. Dans le deuxième cas, ce qui ne fonctionne plus dans
la preuve est plus subtil : nous avons besoin du fait que λ1(vN−2

ϑ gϑ) est bornée. Lorsque
µ(g) > 0, ceci est vrai parce que

0 ≤ λ1(vN−2
ϑ gϑ) ≤ λ2(vN−2

ϑ gϑ) = µ2(N, gϑ)→ µ∞.

Si µ(g) = 0, on ne peut rien plus dire à propos du signe de λ1(vN−2
ϑ gϑ). En particulier,

si ce signe est négatif, nous n’avons pas réussi à montrer que λ1(vN−2
ϑ gϑ) est minorée et

la preuve s’écroule.

3.7 Quelques applications

Dans cette section, on donne quelques applications du Théorème 3.1.1.

3.7.1 Un résultat préliminaire

Un résultat intéressant pour la suite est donnée par la proposition suivante :

Proposition 3.7.1. Soit V , M deux variétés compactes telles que V admette une
métrique g dont la courbure scalaire Scalg est nulle et telles σ(M) > 0, alors

σ2(V qM) ≥ min(µ2(g), σ(M)) > 0.

Preuve : Sur V qM , soit G = λg + µh, où λ et µ sont deux constantes positives et
pour ε petit, h est une métrique choisie telle que σ(M) ≤ µ(M,h) + ε. On sait que

Spec(LG) = Spec(Lλg) ∪ Spec(Lµh)

= λ−1Spec(Lg) ∪ µ−1Spec(Lh)

= {λ−1λ1, λ
−1λ2, · · · } ∪ {µ−1λ′1, µ

−1λ′2, · · · }

où λi (resp. λ′i) désignent les i-ème valeurs propres de Lg (resp. Lh). Notre hypothèse
nous permet de déduire que λ1 = 0, λ2 > 0 et λ′1 > 0. Par conséquent, on en déduit que
λ2(LG) = min{λ−1λ2, µ

−1λ′1}.
On sait que

VolG(V qM) = λ
n
2 Volg(V ) + µ

n
2 Volh(M).

• Pour µ = 1 et λ→ +∞, on a

λ2(LG) = λ−1λ2.
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λ2(LG)VolG
2
n (V qM) = λ−1λ2

(
C + λVolg

2
n (V )

)
→λ→+∞ λ2Volg

2
n (V ) = µ2(g).

• Lorsque λ = 1 et µ→ +∞, on écrit

λ2(LG) = µ−1λ′1.

D’où

λ2(LG)VolG
2
n (V qM) = µ−1λ′1

(
C + µVolh

2
n

)
→µ→+∞ λ′1Volh

2
n = µ(M,h) ≥ σ(M)− ε.

Finalement, on obtient que

σ2(V qM) ≥ min(µ2(g), σ(M)).

Remarque 3.7.2.

1. Il est facile de voir que si σ(M) > 0 et σ(N) > 0, alors

σ(M qN) = min(σ(M), σ(N)),

où M qN est l’union disjointe de M et N .

2. Soit V avec σ(V ) ≤ 0. Pour k ≥ 2, on a

σ2(V q · · · q V︸ ︷︷ ︸
k fois

qM) ≤ 0.

En effet, soit une métrique g = g1 q g2 q · · · q gk q gn sur V q · · · q V qM . Soit vi
la fonction propre associée à λ1(gi) qui est une fonction positive par hypothèse. Les
fonctions ṽi = 0 q · · · 0 q vi︸︷︷︸

iemeposition

q 0 · · · q 0 sont linéairement indépendantes et

satisfont Lg(ṽi) = λ1(gi)vi. Ce sont donc des fonctions propres de Lg. Cela implique que
λk(g) ≤ 0 et comme k ≥ 2, λ2(g) ≤ 0.

Cette remarque explique le choix de la condition |α(M)| ≤ 1 dans le Corollaire 3.1.5. En
effet, en raisonnant comme dans la preuve de la Proposition 3.7.5, nous pouvons montrer
que M s’obtient par un nombre fini de chirurgies de dimension k ∈ {0, · · · , n−3} d’une
variété de la forme V q· · · ...qV qNoù V possède une métrique à courbure scalaire nulle
et σ(N) > 0. Pour appliquer le Théorème 3.1.1, il faut que σ2(V q · · · ...q V qN) > 0,
c’est-à-dire, compte-tenu de la remarque précédente, il faut que le nombre de facteurs
V dans V q · · · ...q V qN soit au plus 1. C’est ce qu’assure la condition |α(M)| ≤ 1.

On rappelle que le α-genre est un homomorphisme de l’anneau de cobordisme spin ΩSpin
∗

dans l’anneau KO∗(pt) provenant de la K-théorie

α : ΩSpin
∗ → KO∗(pt).
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Rappelons que les lois d’addition et de multiplication sur ΩSpin
∗ sont respectivement

l’union disjointe et le produit cartésien. L’anneau KO∗(pt) est un anneau gradué égal
à Z en dimensions 0, 4 mod 8, égal à Z/2Z en dimensions 1, 2 mod 8 et nul dans les
autres dimensions. Rappelons aussi que α est égal au Â-genre en dimensions 0-mod 8
et à 1

2
Â-genre en dimensions 4 mod 8.

Dans [BD02], la Proposition 3.5 nous dit qu’en dimensions n = 0, 1, 2, 4 mod 8, il existe
une variété V telle α(V ) = 1 et qui possède g à courbure scalaire nulle.
• Quand α(M) = 0, on se retrouve dans le cadre d’application des résultats de [ADH08]
et on obtient que σ(M) ≥ αn où αn ne dépend que de n.
Pour la suite, nous avons besoin de rappeler le

Théorème 3.7.3. [Sto92] Soit M une variété spin. Alors α(M) = 0 si et seulement si
elle est cobordante à une variété N qui admet une courbure scalaire positive.

On rappelle qu’un cobordisme entre M et N est une variété à bord dont le bord W est
l’union disjointe de M et N . Selon que l’on parle de cobordisme orientée ou spin, on
impose de plus que ∂W = M q (−N) et que W possède une structure spin qui cöıncide
avec les structures spin données de M et −N quand on la restreint au bord. Nous aurons
aussi besoin de

Théorème 3.7.4. [Mil65] Si M est cobordante à N et si M est connexe, simplement
connexe, alors M est s’obtient de N par un nombre fini de chirurgies de dimension
0 ≤ k ≤ n− 3.

Proposition 3.7.5. Soit M une variété spin, connexe, simplement connexe de dimen-
sion n ≥ 5, si n = 0, 1, 2, 4 mod 8 et |α(M)| ≤ 1, alors

σ2(M) ≥ αn,

où αn est une constante positive qui dépend seulement de n.

Preuve : La Proposition 3.5 dans [BD02] donne que pour chaque n = 0, 1, 2, 4 mod 8,
n ≥ 1, il existe une variété V de dimension n telle que V possède une métrique g telle
que Scalg = 0 et α(V ) = 1.
• Premier cas : Si α(M) = 0, alors M est cobordante à une variété N qui porte une
métrique g telle que Scalg > 0. D’après ce qui précède, on peut obtenir M à partir de
N par un nombre fini de chirurgies de dimension k ≤ n− 3. Ainsi, d’après le Corollaire
3.1.4, σ(M) ≥ cn où cn est une constante positive qui dépend seulement de n.
• Deuxième cas : Si α(M) = 1, alors α(M q (−V )) = 0, d’où l’existence d’une variété
N avec Scalg > 0 telle que M q (−V ) est cobordante à N ce qui équivalent à dire que
M est cobordante à V qN . En conséquence, M est obtenue de V qN par un nombre
fini de chirurgies de dimension k ≤ n−3. Il suffit d’appliquer le théorème principal pour
obtenir le résultat souhaité.
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