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Présentation des résultats

Le but de cette these est 1’étude des valeurs propres de l'opérateur de Yamabe. Nous
montrons comment la géométrie ou la topologie de la variété influe sur leur comporte-
ment. Avant d’aller plus loin dans la description de cette étude, nous devons parler du
probleme de Yamabe qui est a 'origine de ce travail. Son énoncé est le suivant : sur
toute variété compacte de dimension n > 3, peut-on trouver une métrique a courbure
scalaire constante dans chaque classe conforme ? Bien que Yamabe etut affirmé avoir une
solution en 1960, une erreur critique dans sa preuve a été découverte par Triidinger en
1968. Les travaux de Triidinger, Aubin et Schoen fournirent une solution complete du
probleme en 1984.

Comme nous venons de la rappeler, le probleme consiste a trouver sur toute variété rie-
mannienne compacte (M, g) de dimension n > 3 une métrique g = urrg e lg], [g] étant
la classe conforme de g et u étant une fonction positive de classe C*°, dont la courbure
scalaire Scal; est constante. Un calcul direct montre que les courbures scalaires Scal, et
Scaly sont reliées par

4(n—1)

o Agu + Scalyu = Scalgu%g, (1)

ce qui ramene le probleme a trouver une constante Cy et une fonction strictement positive
u solution de I’équation suivante :

An —1)

1 n
m— Agu+ Scalyu = C'Oun%g.

Une stratégie naturelle pour résoudre ce probleme est 'approche variationnelle. On
introduit la fonctionnelle suivante, dite fonctionnelle de Yamabe :

S 2V ul? + Scalyu? dv,
(s [l dvg) ¥

ot N = 2% On définit ensuite la constante de Yamabe p(M, g) comme I'infimum sur
toutes les fonctions lisses non nulles de la fonctionnelle I;. On montre alors que tout
minimiseur u, que I’on peut choisir strictement positif par le principe du maximum, et
que 'on peut normaliser par f M uv dvg = 1, répond au probleme avec Cy = pu(M, g).
La constante de Yamabe est un invariant conforme qui contient un grand nombre d’in-
formations sur la variété, a la fois analytiques, géométriques et topologiques. Nous ne

rentrerons pas dans les détails ici et nous invitons le lecteur intéressé a se référer par

Y(u) = : (2)

9



10 Présentation des résultats

exemple a [Aub98, [Heb96, [LP87].

Venons-en au sujet qui nous intéresse : comme le suggere 1’équation , les propriétés
de 'opérateur
Ly :=c, Ay + S,

ou A, est 'opérateur de Laplace-Beltrami, ¢, = 4("—:21) et Sy est la courbure scalaire

de g, jouent un role central dans la résolution du probleme de Yamabe. On 'appelle
opérateur de Yamabe ou laplacien conforme en raison de son bon comportement lors
d’un changement conforme de métrique. Son spectre est discret. Nous noterons

A(g) < Xalg) < As(g) < --- < Aklg) - = +00

ses valeurs propres, la premiere inégalité étant stricte lorsque la variété M est connexe.
Ce sont ces valeurs propres que nous nous proposons d’étudier dans cette these. L'un
des indices qui fait penser que cette étude présente un véritable intérét est la formule
suivante, valable lorsque p(M,g) >0 :

#(M, g) = inf \i(G)Vol(M, 9, (3)

et qui fait le lien entre les valeurs propres de l'opérateur de Yamabe et la constante de
Yamabe.
La these se divise en trois parties :

1. Dans la premiere partie, nous établissons les propriétés générales des valeurs
propres de l'opérateur de Yamabe. L'une des remarques essentielles que nous fai-
sons est que leur signe est un invariant conforme (voir Proposition . Ce
résultat se démontre aisément mais n’en est pas moins important pour la suite.
Nous expliquons pourquoi c¢’est surtout leur positivité qui est importante : nous
montrons qu’il n’existe aucune obstruction topologique a leur négativité, tandis
que par exemple, et ce fait est bien connu, 'existence d’'une métrique telle que
la premiere valeur propre de 'opérateur de Yamabe est positive est équivalente
a 'existence d’une métrique a courbure scalaire positive, qui est une contrainte
topologique forte dont la description est encore ouverte en dimension plus grande
que 4. En dimension 3, la classification de telles variétés a été achevée grace aux
techniques de Perelman (voir [And06]).

C’est aussi dans cette partie que nous établissons les résultats techniques qui nous
serviront tout au long de la these : nous élargirons par exemple leur définition aux
métriques généralisées, ¢’est-a-dire aux métriques de la forme |u|¥~2g ot1 g est une
métrique riemannienne standard et ott u € LY.

2. Dans le deuxieme chapitre, nous compléterons une étude initiée par B.Ammann
et E.Humbert dans [AHO6] visant a éclaircir les liens entre la deuxiéme valeur
propre de 'opérateur de Yamabe et 'existence de solutions nodales de 1’équation
de Yamabe

Lyu = Clu[N?u
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ou C est une constante. Plus précisément, B.Ammann et E.Humbert dans [AHO6],
inspirés par la formule , ont introduit, lorsque (M, g) > 0, la seconde constante
de Yamabe :
pa(M, g) = inf \o(G)Vol(M, )+,
g€lg]
dont I'étude a mené a l'existence de solutions nodales de I’équation de Yamabe
par une méthode nouvelle. Si leurs techniques s’étendent sans difficultés majeures
au cas ou u(M,g) < 0 a condition que ps(M, g) reste positive, il faut utiliser une
nouvelle approche lorsque po(M, g) < 0 (on a alors us(M, g) = —oo) pour obtenir

le résultat principal du chapitre :

Théoréme 0.0.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte conneze de
dimension n > 3 dont la constante de Yamabe u(M,g) est strictement négative.
Notons Ay la deuziéme valeur propre de L,. Si l'une des conditions suivantes est
vérifiée :

- )\2 S 0 5

- Xy >0, (M, g) non localement conformément plate et n > 6 ;

alors il existe une fonction w qui change de signe, solution de [’équation

Lyw = e|w|N 2w,

ole=+15sid>0e=—-15sid<0ete=0si)=0.De plus, we C>*(M),
pour tout a« < N — 2.

Nous donnons ensuite des exemples explicites pour lesquels les hypotheses du
Théoréme [0.0.1] sont satisfaites.

3. Dans le Chapitre 3, nous donnons une formule de chirurgie pour le deuxieme inva-
riant de Yamabe. Il convient d’expliquer quelques termes. L’invariant de Yamabe
o(M) est I'invariant topologique (plus précisément, il dépend aussi de la structure
différentiable de M) défini par

o(M) = Sgpu(M 9),

ol le supremum est pris sur toutes les métriques riemanniennes g de M. C’est un
invariant qui a suscité un intérét considérable en raison du résultat suivant, dont
la preuve est facile :

Proposition 0.0.2. Soit M une variété compacte de dimension n > 3. Alors M
possede une métrique g a courbure scalaire positive si et seulement si o(M) > 0.

Comme nous l'avons rappelé plus haut, la classification des variétés compactes
qui possedent une métrique a courbure scalaire positive reste un probleme ouvert,
résolu seulement en dimension 3. La chirurgie est un outil particulierement adapté
a l'étude de o(M ), comme l'ont montré les travaux de Gromov-Lawson et Schoen-

Yau ([GL80] et [SYT9]) :

Théoreme 0.0.3. Soit M une variété compacte de dimension n > 3 telle que
o(M) > 0. Supposons que N est obtenue de M par une chirurgie de dimension k
(0<k<n-—3). Alors, o(N) > 0.
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dont on déduit le

Corollaire 0.0.4. Toute variété M de dimension n > 5 simplement conneze et
non spin, admet une métrique a courbure scalaire positive.

On rappelle brievement qu’une chirurgie sur M est la procédure qui consiste a
construire une nouvelle variété

N := M\ Sk x Bk Ugk y gn—k—1 Ek—H X Snikil,

en supprimant 'intérieur de S* x B"7* et en le remplacant par B x gkl oy
condition qu'un plongement de S* x B"~* soit donné.

Plus tard, Kobayashi, Petean-Yun ont obtenu de nouvelles formules de chirurgie
pour o(M). Tous ces travaux ont ensuite été généralisés par B.Ammann, M.Dahl
et E. Humbert dans [ADHOS|] qui ont montré le

Théoreme 0.0.5. Si N est obtenue a partir de M par une chirurgie de dimension
0<k<n-—3, alors
o(N) > min(o(M), A,),

ou A, est une constante positive ne dépend que de n.

Ce résultat a pour conséquence le

Corollaire 0.0.6. Soit M une variété simplement connexe de dimension n > 5.
Alors, l'une au moins de ces hypothéses est vérifiée

(a) (M) =0 (ce qui implique que M est spin);
(b) o(M) > a,, ot oy, est une constante positive ne dépend que de n.

Le but du Chapitre 3 est d’établir une formule de chirurgie analogue a celle du
Théoreme [0.0.5| pour le second invariant de Yamabe que 1'on définit par :

o2(M) = Sup 2(9),

ou le supremum est pris sur toutes les métriques de M. Plus précisément, notre
résultat principal est le suivant

Théoreme 0.0.7. Soit M une variété compacte de dimension n > 3 telle que
oo(M) > 0. Supposons que N est obtenue de M par une chirurgie de dimension
0 <k <n-—3, alors on obtient que

o9(N) > min(oo (M), A,),

ou A, est une constante positive qui ne dépend que de n.

Notons que dans [BD03|, C. Bar et M. Dahl ont montré que le bas du spectre
de 'opérateur de Yamabe sur une variété N obtenue par chirurgie de dimension
0 < k < n—3 a partir d'une variété M, peut-étre choisi aussi proche que 1'on
souhaite de celui correspondant a une métrique arbitraire sur M. Ils en déduisent
d’intéressantes conclusions topologiques.
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La preuve du Théoreme [0.0.7] est inspirée de celle du Théoreme [3.1.2] mais des
difficultés importantes apparaissent. Nous les décrivons assez précisément dans le
Chapitre 3 mais de maniere schématique, disons que la stratégie générale consiste a
regarder les limites de A\ (ga) et A\2(ga) pour une suite de métriques (g, ) bien choi-
sie sur N puis a montrer que ces limites sont aussi valeurs propres de 'opérateur de
Yamabe d’un espace limite. Les deux principales difficultés sont d’abord de nous
assurer que ces deux limites sont finies puis de montrer qu’elles sont distinctes, ce
qui permettra de les comparer avec les premiere et deuxieme valeurs propres de
I'opérateur de Yamabe sur ’espace limite.

Pour finir, nous utilisons ce théoreme pour établir les estimées suivantes de la
deuxieme valeur propre de l'opérateur de Yamabe :

Corollaire 0.0.8. Soit M une variété compacte, spin, connexe et simplement
conneze de dimension n > 5 avec n =0,1,2,4 mod 8. Si |a(M)| <1, alors

oo(M) > o,

ol o, est une constante positive dépendant seulement de n et a(M) est le a-genre

de M (voir la Section[3.7).

Nous expliquerons plus en détail ce résultat dans le Chapitre 3.
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Chapitre 1

Métriques conformes et
généralisées, valeurs propres de
’opérateur de Yamabe :
caractérisation et propriétés

Le but de ce chapitre est de définir les valeurs propres de 'opérateur de Yamabe et
d’établir leurs propriétés de base, qui nous serviront tout au long de la these. Plagons-
nous sur une variété riemannienne compacte (M, g) de dimension n > 3.

1.1 Le laplacien conforme
Définition 1.1.1. L’opérateur de Yamabe ou laplacien conforme L, est défini par
L,(u) == c,Ayu+ Syu,

et Sy est la courbure scalaire de

ol A, est I'opérateur de Laplace-Beltrami, ¢, = 4(”—_21)

g.

1.2 Valeurs propres de L, et propriétés

Dans cette partie, on étudie le comportement des valeurs propres de l'opérateur de
Yamabe dans une classe conforme. Il sera utile de donner I'expression explicite de ces
valeurs propres relativement a une métrique fixée. C’est l'objet de ce paragraphe.

1.2.1 Meétriques lisses

Pour toute métrique g sur M, on note
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les valeurs propres de l'opérateur de Yamabe. Pour u € LY # 0, v € H2(M) telles que
uv # 0, on définit

2 2
- + S,v°d

F(u,v) = foC |U2‘ N_;Z Ug
pmMUu Ug

(1.1)

Ici, et dans tout le texte, H! (M) représentera l'espace de Sobolev des fonctions L!(M)
dont les dérivées d’ordre inférieur ou égal a k sont aussi dans L'(M). Lorsque § = u™N~2g
(ue C®(M), u>0) est conforme & g et d’apres [AHO6], la i—eme valeur propre \;(q)
de Ly est donnée par

\i(g) = inf sup F(u,v), (1.2)

VeGr(H} (M)) vev\{0}

ot Gr;(H#(M)) représente 'ensemble de tous les sous-espaces de HZ(M) de dimension 3.
Cette définition exploite le fait que 'opérateur de Yamabe a des propriétés de covariance
conforme. Plus précisément, si g = u”~2g et si v est une fonction propre associée a \;(g)
alors I'équation Lzv = \;(§)v se réecrit dans la métrique g

Ly = Ni(§)uN 2

ou l'on a posé v' = uv. Cette observation permet de travailler dans différentes métriques
conformes a g mais avec 'opérateur fixe L,. C’est aussi cette observation qui conduit
a définir les valeurs propres \;(g) avec la Formule , ce qui nous permettra dans le
paragraphe suivant d’étendre la définition a une classe plus large de métriques, dites
métriques généralisées. Fixons maintenant une fonction u strictement positive et vy la
premiere fonction propre associée a A\ (u’¥"2g). D’apres , elle est caractérisée par

M (uN72g) = inf F(u,v).
v
En remarquant que F'(u,v) = F(u, |v]|), on voit que |v| est aussi fonction propre associée
a L. Par le principe du maximum, v > 0 sur toute composante connexe de M sur
laquelle elle est non nulle. Par orthogonalité des fonctions propres, on obtient aussi que
A (uN~2g) est simple si M est connexe.

1.2.2 Meétriques généralisées

Nous allons montrer que la définition des valeurs propres s’étend aux métriques générali—
sées, c’est-a-dire aux métriques de la forme ¢ = uV2g ot u € LY(M), u > 0 et
u # 0, méme si 'opérateur de Yamabe Lz n’a plus de sens. Pour cela, on se sert de la
caractérisation comme l'ont fait Ammann et Humbert dans [AHO6] dans le cas ou
la constante de Yamabe était positive, ¢’est-a-dire dans le cas ou A\1(g) > 0. La situation
sera un peu différente dans le cas ot A;(g) < 0. Dans cette situation, la i-eme valeur
propre \;(g), si on la définit avec la formule peut ne pas avoir de valeur finie comme
le prouve la Proposition (1.2.1]

Proposition 1.2.1. Supposons que M\i(g), définie a l'aide de la formule (1.2)), soit stric-
tement négative. Alors il existe u € LN (M), u 2 0, u > 0 telle que \;(u™2g) = —oo0.
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La preuve de cette proposition est donnée ci-dessous. Pour que A;(g) soit finie, on doit
supposer de plus que la fonction u est strictement positive.

Proposition 1.2.2. Soitu € LY (M) une fonction presque partout non nulle. Supposons
que A\ (g) < 0. Alors
M(jul""?g) > —oo.

La preuve détaillée de cette proposition est donnée a la fin de ce paragraphe.

Notation 1.2.3. La i-éme valeur propre de L,, N\i(g) = Ni(uN72g) sera notée \;(u)
lorsqu’il n’y a pas d’ambigiiité sur g.

Preuve de la Proposition [1.2.1

Puisque A;(g) < 0, il existe une fonction v € C*°(M) telle que

/ (Lyv)vdv, < 0.
M
Soit P un point de M. Pour € > 0, on choisit une fonction 7. vérifiant

( 0<n <1,
ne = 0 sur B.(P),

ne = 1 sur M\ Bo.(P),

V. |< 2.

\

ou Bs(P) désigne la boule de centre P et de rayon ¢ pour la métrique g. Il est facile de
vérifier que

lim | (L,(nv))(nev) dvg:/M(Lgv)vdvg.

e—0 M

On définit w := n.v. Par conséquent, pour un £ > 0 petit fixé, on a

/ (Lyw)w dv, < 0.
M

Soit u > 0, u #Z 0 de classe C'* a support dans B.(P). Pour a > 0, puisque (w+a«)u % 0,
on peut écrire

oy (L") du,
A = f oM
1(9) By fM ulN=20"2 du,

_ fy(Lg(w + @) (w + o) do,
< lim .
a0t [ uN 72 (w + a)? du,

En outre, on a

lim [ (Ly(w+ a))(w+ a)dv, = / (Ly(w))w dv, <0,

a—0t M M



18 CHAPITRE 1. VALEURS PROPRES DE L ET PROPRIETES

et

lim u™ (w4 ) dv, = 0
a—07t M

ce qui donne
fM w+a)(w+oz)dvg_

a—>0 S uN 2w+ a)?dv,

Cela finit la preuve de la Proposition [1.2.1]

Preuve de la Proposition [1.2.2]

On suppose que A;(|u]) < 0 sinon il n’y a rien a démontrer. Soit (vy,), une suite
minimisante associée & A\ (u), c’est-a-dire une suite de fonctions v,,, € HZ(M) telles que,
en notant

Jas EnlVum|*+Sgv2, dug

Ay 1=
" JalulN=202, dvy

on ait

Puisque (|vy,|)m est aussi une suite minimisante associée Aj(u), on peut supposer que
Um > 0. De plus, par homogénéité de la fonctionnelle étudiée, on peut normaliser v,, par

/ lu|V 202 dv, = 1. (1.3)
M

On montre que (v,, ), est bornée dans HZ(M). En effet, supposons que ce n’est pas le

cas. Posons alors
o = Im
" | Vm ||H12(M)

La suite (v ), est bornée dans HZ(M), chacune de ces fonctions étant alors de norme 1
dans HZ(M). Par compacité pour la topologie faible de la boule unité de HZ(M) et par
le théoréme d’injection compacte de Kondrakov, il existe v' € HZ(M) telle que, quitte &
extraire une sous-suite de v/, v/ converge vers v’ faiblement dans H?(M) et fortement
dans L?(M). On a

cn/ Vo | dvg—{—/ nggdvg:)\m/ luN %02 du,. (1.4)
M M M

En écrivant

0 < [l g
M

= /M|u|N2(U/)2dvg—2/M|u\N2vlvindvg /\u|N 2(v),)*dv,

et en remarquant que par convergence faible dans HZ (M),

ligln/M|u|N_2v’v;1dvg:/M|u|N_2(v’)2dvg,
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on obtient que

/|u|N_2v'2dvg§ lim / uN 7?02 du,.

HUMHHIQ(M) — o9,

Puisque

I’équation (|1.3)) nous dit que la limite du membre droite tend vers 0 lorsque m tend vers
+o00. Il en découle que

N-2
/ lu|™ "0 dv, = 0. (1.5)
M
La fonction u étant non nulle presque partout, on a
v =0.
On écrit
1 :/M|Vv;n|2 dvg—i-/M|v;n\2 dv, .
—_—

—0

On en déduit que
lim Vol [P dvy =1
m—0o0 M

ce qui contredit le fait que

cn/ Vo | dvg+/ Sy dv, = )\m/ lulN "0 dv, < 0.
1

TV
—0

Cela nous montre que (v, )m est bornée dans HZ(M). On en déduit immédiatement que

1.3 EDP associées a \;

La définition que nous avons donnée des valeurs propres pour des métriques généralisées
ne fournit pas de fonctions propres associées, qui sont pourtant nécessaires pour étudier
ces valeurs propres. C’est pourquoi nous aurons besoin de la

Proposition 1.3.1. Pour toute fonction u € L™ (M), u > 0. On suppose que u est non
nulle presque partout ou que (M, g) > 0, il existe des fonctions vy > 0 strictement po-
sitive sur une composante connexe de M au moins, et vo, ... v, € HZ(M) qui changent
de signe, normalisées par

/ lu|V20? dv, =1 et / [ulN " 2v0; dv, = 0 pour tous i # j
M M
et telles que, au sens des distributions, on ait, pour tout i € {1,--- k}

Lgvi = Ni(u)[uN ;.
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Preuve : Nous montrons d’abord 'existence de vy. Soit (vy,),, une suite minimisante
pour \;(u), c’est-a-dire une suite de fonctions v,, € HZ(M) telle que

- S &l Vom|* 48,02, du,
m—s00 fM|u|N—21}%l dv,

= A (u).

Montrons d’abord que (v,,),, est bornée dans HZ(M). En raisonnant par 1’absurde,
comme dans la Preuve de la Proposition on obtient la-aussi I'équation (1.5]), ¢’est-
a-dire que

/M [N 20, = 0, (1.6)

oit v’ s’obtient comme limite faible dans HZ(M) de

;. Um

Uy, 1=

||Um||H12(H)
Si u est presque partout non nulle, on en déduit que v = 0. Si A\; > 0, on raisonne

différemment : supposons v" # 0. L’équation (1.4]) nous dit que, par convergence faible
dans H(M),

/ cn|VV')? + S, (v')dv, < lim inf/ cn| VUL |2 + S, (v),)?dv, = 0.

M M

En particulier, en évaluant v’ dans la fonctionnelle de Yamabe ([2), on obtient que Y (v') =

0. C’est une contradiction si p(M,g) > 0. Si u(M,g) = 0, v' est un minimiseur de Y

et par conséquent v’ > 0, ce qui contredit . Dans tous les cas, on a montré que
= 0. On raisonne alors comme dans la preuve de la Proposition pour obtenir une

contradiction. Nous obtenons finalement que (v,,) est bornée dans HZ(M). 1l existe donc

v > 0 dans HZ(M) telle que v, converge vers v faiblement dans HZ(M) et fortement

dans L?(M) (apres extraction éventuelle d’une sous-suite pres). Montrons maintenant

que

/|u|N 20? dv, = hm /\u|N 202, dv, = 1. (1.7)
M

Si u est de classe O, la relation s’obtient directement. Donc supposons que v € LY (M),
soit A un grand nombre réel et posons us = inf {u, A} . D’apres I'inégalité de Holder,
on écrit

‘/ N7 (02, — %) du,
M

B ‘ [ ) (-2 a,
M

(/ = oy + [ <uN—2—u§—2><|vm|+|v|>2dvg)
/|U — v?| dv,

+</M(u -2 _ -2y zdv>w(/M<|vm|+!v|>Ndvg>

IN

IN

=S
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La suite (v,,), étant bornée dans HZ(M), elle l'est aussi dans LY (M). 1l existe donc
une constante C' telle que

/M (o] + [o])™ dv, < C.

La convergence dans L?(M) donne

lim / |02, — v?| dv, = 0.
M

m—r0o0

D’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on a

N
lim (uN_2 - u]X_2) N2 dvg, = 0.
A—ro0 Jor

La relation (|1.7]) en découle, puisque

lim/ (Vun,, Vo) dy, :/ (Vu, V) dog,
moJMm M
lim/ SgUmp du, :/ Squp dug
moJM M

lim/ [ulN v du, :/ [ulN v du,,
moJMm M

(d’apres la convergence forte dans L?(M)). On obtient donc qu’au sens des distributions

Lyv = Ay (u)u/N 2.

On définit , 2
/ _ inf fM Cn|vvk| +ngk dUg
= Tl d

vgslu| T2 v 0 fM|u’ |Uk| Vg
fMlu‘N_2UiUk dvg=0Vi<k
Il est clair que A (u) = Ag(u) et la méme méthode nous fournit par récurrence les
fonctions vy, cherchées pour tout k£ > 1. Cela prouve la Proposition [1.3.1] O

1.4 Signe de \;

1.4.1 Le signe de ); est un invariant conforme

Proposition 1.4.1. Le signe de \; est indépendant du choix de la métrique dans la classe
conforme. Plus précisément, pour toute métrique conforme g = u™¥N=2g, on u € LN (M),
u >0, les valeurs propres A\i(u) et \;(1) sont de méme signe.

Preuve : On suppose par exemple que \;(u) =0 et \;(1) > 0, on sait que

Ly(A e ) (A ceoe Ny d
Ai(u) = inf  sup fM oAt + -+ X)) (Aun + -+ Awg) doyg
ULseoUi Xy N fM()‘lul 4 4 /\iui)zuN_Q d’Ug

’
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et
Lo(Aug + -+ 4+ M) (Aqug + -+ -+ ;) do
(1) = inf sup Jur Lot ) 5 ) 5
ULyeoUi Ny N, fM(/\1U1 + -+ /\iui) dUg
Supposons que \;(u) est atteinte par vy,...,v;. Puisque les dénominateurs dans ces

expressions sont strictement positifs, alors

sup / Lg<)\1'U1 + -+ )\{Ui)()\ﬂ)l +--F )\11}1) dUg =0.
M

Alf"v)\i
Ainsi Lo o o
Ai(1) < sup Jur Loavr + -+ Awi) (Mvs + -+ 4 Aiwi) dog 0,
ALy Juravn - i) 2uN =2 d,

ce qui donne la contradiction souhaitée. Les autres cas sont traités de maniere similaire.

1.4.2 1l n’y a pas d’obstruction topologique a la négativité de
Ak

Dans ce paragraphe, on montre que, sur toute variété et pour tout entier £ > 1, il existe
une métrique h telle que la k-ieme valeur propre de L, est négative.

Proposition 1.4.2. Sur toute variété riemannienne compacte M et pour tout k > 1 1l
existe une métrique g telle que

Ak(g) < 0.

Preuve : Soit M une variété riemannienne compacte de dimension n. Considérons k
spheéres de dimension n = dim(M). On munit chacune de ces spheres S™ de la méme
métrique g, choisie telle que u(g) < 0. Une telle métrique existe d’apres le Théoréme 1
page 38 de [Aub98§|. Soit P € M, puisque u(g) < 0, on peut trouver pour tous €, > 0
assez petits une fonction u a support dans S™\ B.(P) telle que

Sy el VulP+Sgu® do, -
Jar w? dug
En effet, choisissons une fonction 7. de classe C* telle que 0 < n. < 1, n.(B.(P)) =0,
N:(S"\Ba:(P)) = 1, |Vn|< 2 et une fonction v qui satisfait
_ Sy el VUP+Sgv* do, -
Jar v dug
Notons que I'existence de la fonction v est justifiée par le fait que p(g) < 0. La fonction

désirée u sera donnée par 7.v, ou € > 0 est suffisamment petit. En effet, il est facile de
voir que

—20.

Y(v)

lim Y (n.v) =Y (v).
e—0
Soient Py, --- , Py des points distincts de M. On considere la somme connexe suivante

M = M#H(S™)1# ... #(S"),
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de fagon a ce que les (S™); soient attachées en P € (S"); et en P, € M. En d’autres
termes, les anses sont attachées sur B.(P) et B.(P;). Notons que M’ est difféomorphe a
M. Cette construction nous permet de voir (S");\B.(FP;) comme une partie de M’. On
prend sur M’ une métrique h qui satisfait

hlemans.p) = 9-
Sur M’, on définit la fonction suivante

u sur (S");\B.(P)
U; =
0 ailleurs.

Puisque les u; ont des supports disjoints, on obtient

Me(1) < sup Jar Lot + -+ 4 Avu) A + - -+ 4 Aug) dun
AL fM,(/\1U1 + -+ Aug)? doy,

M+ + X)) [ (Lgu)u dug

M (AT A2) [ P duyg

fM(Lgu)u dv,

B fM u? dv,

< —0.
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Chapitre 2

Solutions nodales de I’équation de
Yamabe

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte que nous supposerons connexe dans tout
le chapitre. Le probleme de Yamabe consiste a trouver une métrique g conforme a g et
dont la courbure scalaire Sy est constante. Il a été résolu entre les années 1960 et 1984
par Yamabe, Triidinger, Aubin et Schoen, [Y60, [T68, [Aub76l [Sch84]. On peut se référer
a [LP87, [Heb97, [Aub98] pour obtenir plus de détails sur le sujet. Résoudre le probleme
est équivalent a trouver une fonction positive de classe C* et une constante Cy € R

telles que
Ly(u) = Colu|Nu, (2.1)

ou N = 2—”2 Afin d’obtenir des solutions de ’équation de Yamabe |) on définit la

n—

constante de Yamabe par

ou

_ fM cn|Vu|2—|—Sgu2 dv,
(fM|U|N dvg)ﬁ

D’apres les travaux de Yamabe, Triiddinger, Aubin et Schoen, il existe un minimiseur de
classe O strictement positif u de Y qui, quitte a supposer la normalisation |[ul| .~y =
1, vérifie

Y (u

Lou = (M, g)|ulV"u.

La métrique souhaitée est donnée par § = u’¥~2¢g : sa courbure scalaire est une constante
. N n—2 . . ..
égale & p(M, g). Quitte a poser v’ = (M, g) 7 u, on obtient une solution positive de

Lgu’ — €|u/|N—2u/
ol € = signe (u(M,g)) = signe(Ai(g)).
Si pu(M,g) > 0, il est facile de voir que

(M, g) = inf A\i(g)vol(M,g),
g€lgl

3

25
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ou [g] est la classe conforme de g et A\; est la premiere valeur propre de l'opérateur de
Yamabe L,. Cette approche a inspiré B. Ammann et E. Humbert pour introduire dans
[AHOG] la seconde constante de Yamabe, définie par

3o

/’LQ(M7 g) - I%f AQ(g)U0l<M7 5)

2
= inf Ay (v "?%g) </ u® dvg) .
“ M

IIs ont étudié cet invariant conforme dans le cas ot u(M, g) > 0 et ils ont montré que
L est atteint par une métrique généralisée, c’est-a-dire une métrique de la forme u™V~2g
ot u € LN(M), u > 0 qui peut s’annuler, dans les deux cas suivants :

e u(M,g) >0, (M,g) est non localement conformément plate et n > 11.

o u(M,g) =0, (M,g) est non localement conformément plate et n > 9.

Dans ce contexte, ils ont montré que u est la valeur absolue d'une fonction w € C**(M)

qui change de signe et solution de 1’équation
Low = po(M, g)|w|N 2w.

De nombreux travaux sont consacrés a 1’étude de ce type des solutions, par exemple
[AHOG6], [DJ02], [Hol98], [HV94], [VOT]. Voir aussi [BenBou08] pour une étude analogue
de l'opérateur Paneitz-Branson. On pose une nouvelle fois w' = pus(M, g)%w pour
obtenir une solution de

ng/ _ 5\w'|N_2w’

ou e = 1 = signe (ua(M,g)) = signe (A2(g)). Cette section a pour but d’étendre ce
résultat aux métriques pour lesquelles A\y(g) a un signe arbitraire.

Dans le cas ou Ay < 0, la réponse est oui sans aucune condition supplémentaire.
On obtient un résultat similaire a celui obtenu dans [AHO06]. La méthode est cepen-
dant différente. Ajoutons que cette hypothese est satisfaite pour un grand nombre de
métriques (voir Proposition [I.4.2). Les méthodes utilisées dans [AHOG] restent valables
dans le cas ou pu(M,g) < 0 et Ay > 0. Finalement, le résultat principal de ce chapitre,
préparatoire au Chapitre 3, est le suivant :

Théoreme 2.0.3. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 3
dont la constante de Yamabe (M, g) est strictement négative. Notons Ay la deuziéme
valeur propre de Ly. Si l'une des deux conditions suivantes est satisfaite :

- A2 <0,

- X >0, (M, g) non localement conformément plate et n > 6,
il existe une fonction w qui change de signe, solution de I’équation

Lyw = elw|V 2w,

ole=+18X>0,e6=—15i X <0ete=0 s =0. De plus, we C>*(M), pour
tout a < N — 2.
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2.0.3 Lecas \»=0

La démonstration est triviale : en effet, la Proposition fournit une solution nodale
N-2 .
vde Liwo=0=c|v| " “voue=0= signe (A(g)).

2.0.4 Lecas \y >0

On définit la seconde constante de Yamabe qui a été introduite et étudiée par Ammann
et Humbert dans [AHO6|] par

E2IN]

2
— N !
= 11Lr>1% Ao () (/Mu dvg) .

D’apres la Proposition ci-dessous, le probleme se réduit a trouver un minimiseur
de p2(M,g). Le cas ou u(M,g) > 0 a été traité dans [AHOG]. On s’intéressera au cas ot
u(M,g) < 0 (c’est-a-dire A;(g) < 0). Nous montrons que les méthodes d’Ammann et
Humbert s’étendent a ce cadre et nous obtenons les trois propositions suivantes :

Proposition 2.0.4. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n >
3, telle que Ny > 0. Si

p2(M, g) < pu(S"), (2.2)

avec p(S™) = n(n — 1)w§, ot w, désigne le volume de la sphére standard S™, alors la
seconde constante de Yamabe est atteinte par une fonction positive u € L™ (M) que l'on
peut normaliser par fM u™ dv, = 1. Par conséquent, il existe une fonction w qui change
de signe vérifiant au sens des distributions [’équation suivante

ng = M2(M7 g)|u|N_2w7 (23)

ou les fonctions u et w sont normalisées par

/uN dv, =1, /uN_2 w? dv, = 1.
M M

et
Proposition 2.0.5. Les deuz fonctions u et w données par la Proposition|2.0.4| vérifient
u = |wl.

Par les théoremes standard de régularité, les deux résultats précédents donnent immédia—
tement

Corollaire 2.0.6. Supposons pus(M,qg) < p(S™), alors, il existe une fonction w €
C3N=2(M) solution de
Lyw = pg(M, g)|w|™ w.
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I1 reste a trouver des conditions pour lesquelles ’hypothese ([2.2)) est vérifiée. C’est 'objet
du résultat suivant :

Proposition 2.0.7. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n >
6, supposons que M est non localement conformément plate et que (M, g) < 0, alors

pa(M, g) < p(S").

Preuve de la Proposition [2.0.4

Le cas ou pu(M,g) > 0 a été traité dans [AHOG]. On limitera donc notre étude au cas
ou u(M,g) < 0. Puisque la variété M est connexe, sans perdre de généralité, on peut
supposer que S, = —1. Soit (4, ), une suite minimisante de ps(M, g), c’est-a-dire, u,,
est positive, de classe C* et

lHm  Ag(uy,) </ uﬁdvg) = pa(M, g).
M

m—r0o0

La suite (um ), est choisie de telle sorte que [, ul) dvy, = 1, si bien que ps(M,g) =
lim,;, 00 A2 (U, ). D’apres la Proposition [1.3.1}, on peut trouver w,, € HZ(M) telle que

Ly, = Ao () [thrn | 2w (2.4)

En outre, on peut normaliser (w,),, par

/ |t | N 202, dvy = 1.
M

Puisque [, uldv, = 1, la suite (u,,) est bornée dans L™ (M) qui est un espace réflexif.
Par compacité pour la topologie faible de la boule unité de L™ (M), il existe u € LY (M)
telle que (t,)m, Ou tout au moins une suite extraite de (u,,),,, converge faiblement vers
u dans LY (M),

e Montrons maintenant que la suite (w,),, est bornée dans Hf(M).

On raisonne par I'absurde et on suppose que ||wy,|| g2y — o0. Posons

/ Wm
w,, = —————
meHHf(M)
si bien que |[w), || z2(ar) = 1. La suite étant (wy,),, est bornée dans Hf (M), on déduit

de la compacité pour la topologie faible de la boule unité de HZ(M) et du théoréme de
Kondrakov que, quitte & extraire une sous-suite de la suite (w!, ), il existe w’ € HZ (M)
telle que (w!,),, converge vers w’ faiblement dans HZ(M) et fortement dans L*(M).
L’équation (2.4) étant linéaire, w/, satisfait

/

Low!, = Xo(t) [t |~ 2w,

Pour toute ¢ € C°(M), on a ainsi :

cn/ (Vw,,, V) dvg+/ Syw!, e dv, :/ Ao (1) [t [N 2 0, 0 .
M M M
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Puisque w/,, tend faiblement vers w’ dans HZ(M) et puisque w — (Vw, V) est une
forme linéaire sur HZ(M),

cn/ (Vw,,, V) du, —>cn/ (Vw', V) du,.
M M

La suite (w/,) convergeant fortement vers w’ dans L?(M), on a
/ Syw,, @ du, —>/ S,w' doy.
M M

En utilisant I'inégalité de Hélder, on en déduit que [,, |t )N 2w o dvy, — 0. En effet,

[ ol 2,
M

N-2 N-2
< el Mluml 2 Wil lum| = dug

1 1
< el ([ 2t ) ([ ol )
M M
<fM [t w2 d”ﬂ) ' N o
< gl (/o )
||wm||H§(M) M
1
(vol(M, g)' ")
S HSOH (VOI(Mag))N —>m—>+oo 0.

OO meHHf(M)

Alors
cn/ (Vu', V) dvg+/ Syw'e dvg =0,
M M

ce qui implique qu’au sens des distributions, on a
/
Lyw" = 0.

Puisque A(1) <0 et Ao(1) >0, 0 ¢ Sp(Ly). Il vient que w’ = 0. On a aussi

/ e [Vl | do, +/ Sgw!,* dv, = )\Q(Um)/ |V 20! ? duy,
M M M

avec

_ A2 (U,
ot [ Tl iy = 2 g
M ||wm||H§(M)
et
/ Syw!? dv, — / Syw dv, = 0.
M M
Donc

/ V!, |* dv, — 0.
M
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On aboutit finalement a
lillzon = 1= [ 1Vl dy+ [ wdo, —o
i Y v

d’olt la contradiction. Il en découle que (w,,),, est une suite bornée dans HZ(M). Tl
existe donc w € H(M) telle que, quitte & extraire une sous-suite de la suite (wy, ), il
existe w € HZ(M) telle que (w,,),, converge vers w faiblement dans HZ(M) et fortement
dans L?(M). Ainsi, au sens des distributions, on a

N-2
Lyw = (M, g) [u ¥ w.
Il reste a montrer que w change de signe et qu’elle est différente de zéro.

e Supposons que w ne change pas de signe. Sans perdre de généralité, on peut sup-
poser que w > 0. Au sens des distributions, on a

cnAgw + Sqw = (M, g) Ju|¥ > w. (2.5)

On rappelle que 'on peut supposer que S, < 0 car pu(M, g) < 0 et en intégrant (2.5)) sur
M, on obtient :

/ cnAgw dvg—l—/ Sqw dvy = ps(M, g)/ lulN " w du, .
Im M R M

J/ N
—~ —~ —~

=0 <0 >0

On obtient ainsi une contradiction si w # 0. C’est ce que nous allons montrer dans la
suite.

e Supposons que w = 0. En se référant a [Heb97] et [Aub76] on a le théoreme suivant :
Si (M, g) est une variété riemannienne de dimension n > 3, pour tout € > 0, il existe B,
tel que pour tout u € HZ(M), on a

</ Ju|Y dvg> < (S +e€) (/ e |Vul® do, + BG/ u? dvg) :
M M M

On obtient que

cn/ |V, |? dvg—l—Sg/ w?, dvg:ug(M,g)/ || N T2 w2, du,
M M M

2

< (M, g) ( [ dvg) ( [ toal® dvg)
R M ., M

g

=1

< w09+ ([ Vi a5 [ o).
-~ M M

~
<1( si € est petit suffisamment )
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Alinsi,

.

cn [1— pa(M, g)(u(S™) ™" +¢€)] / IVw|” dv, < c/ w2, dvy,
> Jm

TV M
>0 H_/
—0

il s’ensuit que [}, IVw|* dv, — 0, ainsi meHHf(M) — 0. On obtient que w,, — 0
dans HZ(M). Cela donne

N—-2

2
1 :/ | N T w2, dv, < (/ |t | dvg) / w dv, .
M M M
—_——

—0

Cette contradiction prouve que w # 0.

Preuve de la Proposition [2.0.5

Puisque A2(g) > 0, il vient

pa (M, g) = inf Ao(u) (/ u® dvg) "= inf Ao () (/ u® dvg> "
u>0 M u>0 M

Nous suivons pas a pas la preuve du Lemme 3.3 de [AHOG], en prenant w; = wy =
sup {0, w} et wy = w_ = sup {0, —w}. On peut écrire

u=awy + bw_,

ol a,b > 0. On déduit du Lemme 3.1 que w € C*%, u € C%® et I'étape 4 de la preuve
du Théoreme 3.4 dans [AHO6] entraine que

u=|wl.

Puisque w est dans HZ(M), le Lemme 3.1 de [AHO06] donne que w € LY(M), cela
vient du fait que w vérifie I’équation

Lyw = pg|w|N " 2w.
Finalement, des arguments standard de "bootstrap ” donnent que w € C*%(M) pour
tout a < N — 2.

Preuve de la Proposition 2.0.7]

Dans ce paragraphe, on s’intéresse plus particulierement a une variété M non localement
conformément plate de dimension n > 6, pour obtenir :

p2(M, g) < p(S").

On considere toujours le cas ou p(M,g) < 0. Donc il existe une fonction positive v
solution de I’équation de Yamabe

Ly = u(M,g)o" 1. (2.6)
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Soit g un point de M ou le tenseur de Weyl ne s’annule pas (un tel point existe puisque
I'on a supposé que la variété était non localement conformément plate et que n > 4) et
soit (z1,...,x,) un systéme de coordonnées normales en xy. Pour z € M, notons par
r = dg(x, xo) la distance au point xo. Si 0 est un nombre petit fixé, soit 1 une fonction
cut-off de classe C'* choisie telle que

( 0<n<1,
n =1 sur Bs(xo),

n = 0 sur M\ Bas(xo),

2
Vn|< 3.

\

Pour tout € > 0, on définit la fonction v. par

2—n

Ve = 0677(6—0—7“2) z

/ v dv, = 1.
M

lim Y (v.) = p1(S"),

e—0

ol ¢, est choisie de facon a ce que

En se référant a [Aub70]

ou Y (u) est la fonctionnelle de Yamabe définie par

Sy enlVulP4-Sgu du,
(Jy u duy)

Si (M, g) est non localement conformément plate, on se réfere & un calcul fait dans
[Aub76] : il existe une constante C'(M) > 0 telle que

Y (u)

pr(S™) — C(M)e? 4 o(£?) sin>6
Y(ve) = (2.7)
p1(S™) — C(M)e?| In(e)| + o(e?|In(e)|)  sin =6.
On rappelle que, d’apres [Aub70], il existe des constantes a, b, Cy, Cy > 0, telles que

n—2 n—2
ac * < ¢ <bs i

Y

et

Ciay . < / vl dvy, < Cooyy e (2.8)
M
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ol
2n—(n—2)p
g 4 Ss1 p > o)
s . n
ape = | |In(e)ler si p= "5
(n—2)p
g 1 sip< 5
On a

n

pa(M,g) = infXy(u) ( /M u® dvg>

S

L,(A (A " d
= inf sup fM o z;;t,uw)( w pt) dvg (/ ul dvg>
Sl At fMu 2(Aw + pw')? do, M

w,w

= inf sup F'(u, \w + pw'),

w,w’ A

ou F' est définie par (1.1]). Soient A, p. telles que
At ul=1

et
F(ve, \ev + p1eve) = sup F(ve, \v + py),
(M) ER2\{(0,0)}
ot v est la fonction définie par ’équation 1) Ecrivons Pexpression de F(ve, \ev+ peve ),
on obtient

Ly(Av + pev ) (Av + peve) d
F(Uea)\ev“‘ueve) - fM g( v Mv)< Y Mv) Ug </ 'Uév dU9>
M

S V2 (A + preve)? duy

N (M, g) + p2Y (ve) + 2Aepepr(M, g) [, 0N oe dog
A2 [, 0N 202 dug + p2 + 2Apie [y, v 1o do,

= 5
Si
A€—>)\7é07 ,us—>,u/7é07
alors

Nu(M, g) + p*u(S")
112

D’une maniere similaire, si g = 0, \* = 1, le numérateur A. ~ p(M, g) < 0, tandis que

le dénominateur B, est positif, ce qui donne encore une fois que

< u(S™).

F(Us7 /\6U + ,uaUs) —

F(ve, Acv + peve) <0 < p(S"),
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on obtient ainsi I'inégalité désirée. Dans ce qui suit, on suppose que A\, — 0 et p. —
+1.
Le casn > 6

D’apres (2.8)), on a
_ n—2
/ N, dvg ~eyo Ce 1,
M

N-2 2
/ Ve dvg ~e—0 C&T,
M

_ n—2
/ vév lvdvg ~eyo Ce 7|
M

ou C' désigne une constante qui peut changer de valeur d’une ligne a ’autre. On distingue
deux cas
e il existe une constante C' > 0 telle que

| < Ce"T, (2.9)
ou
e il existe a. telle que
n—2
[Ae| = e T, (2.10)
et
o, — +00.

(& une sous-suite pres).

1. Tout d’abord, supposons que la relation (2.9) est vérifiée. On a, donc
| < Ce'T
Il en découle que A2 = O(s"2" *) et pP=1-X2=1+0("7 *). Donc
pe =1+ 0(6%2).
On obtient alors que
A, = OET)+ (140" (u (S™) M)e* + 0(52)) +O(E"T)
= u(S") ~ C(M) +0(=") +ofe >

Puisque ”7_2 > 2,
A = p(S") = C(M)e® + o(e?),

et
B. =0T ™) +1+0(:"7 ) + O™ ) = 1+ o(c?).

On en déduit donc que



2. Supposons que la condition (2.10)) est satisfaite. Dans ce cas

A Np(M,g) + (1= A)Y (v) + A0("T)
B, X20(e) + (1 — A2) + 22 0(e"7)
AZp(M, g) + (1 — A)Y (ve) + 0(X2)

o(A2) + (1 = A2) +0(A2)

ANu(M Y (v,
_ a:u( :g> (’U )2 + 0()\?)
T=X+0() 14 0D

(M, g)AZ + p(S™)(1 + 0(A2)) + o(X2)
(S™) + 1(M, g)AZ + o(A2)

pu(S"),

car (M, g) < 0et Y(ve) < p(S").

Lecasn==6

AN IA

Puisque
/vév_2v2dvg ~e_o Ce,
M
/'Uvasdvg ~e_o Ce,
M
/vév_lvdvg ~e_o Ce,
M

alors

Ao = Np(M, g) + p2Y (ve) + 2X.1.0(e),
B. = N20(g) + p2 + 22 p.0(e).
De méme, on distingue deux cas

1. Suppsons |\;|< Ce. Alors
A2 < Ce

Ce qui implique que
Ae = u(S") — Ce%|In(e)[+o(*[In(e)])
et
B. =1+ 0(?) = 1+ o(?|In(e)|).
D’ou
A

i < u(S™).

2. Supposons |\.|= a.e, avec a. — +00. Puisque Y (v.) < u(S™), on a

A = a2’ (M, g) + p2p(S") + o(aZe?),

35
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et
B. = 12 + o(aZe?).

Il s’ensuit que

A, a’e? w(S™ o(aZe?
B. 1+o0(1)  14o0(a2e?) 14 o0(1)
= u(M,g)aZe? + u(S") + o(aZe?)
< u(S").
Cela termine la preuve de la Proposition [2.0.7] 0

On a donc obtenu une solution w qui change de signe de I’équation
Lyw = pglw|N " ?w.

Pour prouver le résultat annoncé dans le Théoreme [2.0.3] il suffit de poser

n—2
/ 4

W =l W,

si bien que w’ vérifie
ng/ _ 5]w’\N_2w',

oue = 1= signe(Aa(g)).

2.1 Lecas >, <0

Dans cette section, on montre que dans tous les cas, il existe une solution nodale de
I’équation
Lyw = Colw|N 2w
gW — L0 )

ou () est une constante négative.

D’abord, puisque u < 0 et puisque M est connexe, on peut supposer que la courbure
scalaire de la métrique g est égale a —1. Dans ce contexte, I’approche sera différente. En
effet, dans ce cas, la seconde constante de Yamabe n’est plus définie comme le montre
la proposition suivante :

Proposition 2.1.1. Soit M une variété riemannienne compacte de dimension n > 3.
Supposons que Ay < 0, alors

inf Ao (u) </ u® dvg> RSN
v M

La preuve de cette proposition est détaillée a la fin de ce paragraphe. Introduisons une

nouvelle fonctionnelle "

(j}w|Lgu|n2%2 dvg) "
|fM uLgu dvy|

g\u) =
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2n

Etudions o := inf I,(u) ot Vinfimum est pris sur toutes les fonctions u € Hy** (M) telle
que

/ uLgu dvg <0,
M

sous la contrainte suivante

lul" "2y v dv, = 0,

M
pour toute fonction v € ker L,. Alors on montre que

Théoreme 2.1.2. Le nombre a est un invariant conforme. L’infimum dans sa définition
est toujours atteint par une fonction u telle que la fonction

V= |Lgu|n;f2Lgu

vérifie les propriétés suivantes :

— v est une solution de l’équation

Ly =d|v|N %

)

ou o/ <0 (c’est-a-dire a le méme signe que \a) ;
— v change de signe ;
~ v est de classe C**(M) (a < N —2)

2.1.1 Preuve du Théoreme [2.1.2]

Invariance conforme de «
Soit g = goﬁ g une métrique conforme, ¢ une fonction positive de classe C*>°. Alors
dvg = 90% dvy,
et s
Lgu = ™2 Ly(up),
pour toute fonction wu.

1. Remarquons que [3(u) = I,(ugp).

2n at2
Iy(u) (oLl dvg) *
glu
! |fM uLgu dvg|
—2n 2n 2n_ w2
(Surlool 728 | L) [ )

—(n+2)

on_
| [y w2 Ly(up)pn—2 du,|

2n at2
(furlLolu)| 2 dv )
UM upLg(up) du,|

= ]g(u@),
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ce résultat provient du fait que

n+2 2n
/ ulzu dv; = / up” =2 L, (up)pn-2 du,
M M

_ /M (1) Ly () dv,.

2. Supposons que pour toute v € ker Lg, on a

/ lulN 2w dug = 0.
M

Ainsi, pour toute fonction v" € ker Ly, on a

/ )2 (wp)o! dv, = / ) 2u(v' o) duy = 0,
M M

car
n+2

Lo ") = m2L,(v) =0,

c’est-a-dire
/ —1
v € Ker L.

L’infimum de la fonctionnelle I, est atteint

Soit (U ) une suite minimisante, c’est-a-dire,

lim Iy (un) = a,
m—>00

avec
N-2 _
/ U | Um v dvy, =0, YV v € ker L.
M

On peut supposer que
/ U Lgty, dvg = —1. (2.11)
M

D’ou
n+2

. 2n_ "
a= lim </ | L gty | 42 dvg) :

_2n_
On montre que (), est une suite bornée dans Hy**(M). On raisonne par l’absurde

et on suppose que, & une sous-suite pres, lim ||u,,|| n%( : = +00. Soit
HIP (M
U,
Uy =
fonl, ey
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2n

Puisque HUm“H”%L?(M) = 1, (Upm)m est une suite bornée dans H, (M), il existe v €
2

2n
HJ** (M) telle que apres restriction a une sous-suite

2n

Uy — v dans Hy "2 (M),

Uy — v dans L*(M).

Des arguments standard disent que

n+2 nt2
(/ |Lgv|n27f2 dvg) < liminf (/ |Lgvm|n%l2 dvg) :
M " M |
=0
ce qui implique que
Lgv = 0.
Ainsi
v € ker L.

Pour toute fonction v" € ker Ly, on a
N-2 /
 alun Y P dog

/ |Um|N_2UmU/ dvg = N—1
M HumH 2n
H}T?

2

En particulier, pour v = v,
/ U | 200 dvy =0 — 00 / o™ dvy,
M M

donc
v =0. (2.12)

D’apres un théoreme standard de régularité (voir Théoreme 3.57 dans [Aub98]), on a

Lt +vaHLn27f2

L= lomll 2 <C |ILon]

n+2
2

—0

/ 2n d > ]_
Vv nt2 v J—
g —
M C’
2n

ce qui contredit (2.12). On en déduit que () est une suite bornée dans H, "> (M).
2

Passons a la limite pour obtenir

Cela montre l'existence de u € Hy (M) telle que, quitte & extraire une sous-suite, u,,,
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2n

converge vers u faiblement dans H, (M), faiblement dans H?(M), et fortement dans
L*(M). De plus, on a

n+2 n+2

(/ |Lgu|n27r2 dvg> ' < liminf (/ |l'/gum|nz*f2 dvg> '
M m M

En outre,
/ uLgu dv, :/ |Vul* dv, —/ u? dv,
M M M
Sliminf/ [V, |? dv, —/ u?, dv,
m M M
=lim inf/ U Lgty, dv, = —1. (2.13)
m M
Donc
/ uLgu dvg <0,
M
et

u # 0.
Finalement, la relation (2.13)) entraine que

n+2

2n 5
<f]\/[|Lgu|n+2 dvg>

I _
a | Jas uLgte dug|
n+2
(fM|Lgum|n+:2 dvg) !
< liminf 7 7 o] = liminf I,(u,,) = a,
m 1 Um Lgtin, dvyg m

ce qui acheve la démonstration de cette étape et montre que I ,(u) = a.
Equation d’Euler
Notons que

/ [u[N"? u v’ dv, = 0, pour toute fonction v’ € ker L,.
M

En particulier, a # 0. Remarquons aussi que

/ uLgu dvg = —1.
M

En effet, la relation [, uLgu dv, < —1 implique que Iy(u) < lim Iy(un,) = a. Ecrivons
I'équation d’Euler de u. Soit {uy,...,u;} une base de ker L,. D’apres le théoreme des
multiplicateurs de Lagrange, il existe des nombres réels Ay, ..., \; pour lesquels, pour
toute fonction p € C*°(M), on a

d d
E’tzolg(u +tp) = Zz‘&@!t:ogi(u +tp),
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gi(u) = / [ulN 2wy du,.
M
n+2

Posons a = < / M]Lgu\n% dvg> ", un calcul facile montre que

2a7r2 /]M\Lguk:;[/gu[,ggp dvg + 2a/M<,0Lgu dvg = (N —1)3;\; /M|u|N2 © u; dv,.

On tire de la derniere équation que pour ¢ € ker Ly, on a

Ei)\i/ Ju| N2 o u dvg, = 0.
M

Il s’ensuit que pour ¢ = X;\; u; € ker Ly, on a

/ [ulN "2 p* dv, = 0.
M

Ainsi,

‘N—2 ‘N—Q

=0 = |u =0
= X )\Z |U|N_2 u; = 0.

lu

On déduit alors que pour toute fonction ¢ (dans ker L, ou non)

Ei)\i/ lu| N2 uy dvg = 0.
M
D’apres ce qui précede, on voit que, au sens des distributions,
=4 /
L, <|Lgu]n+2 Lgu> =o' Lyu, (2.14)

ou
o = —amz = —/ |Lyu|#+> dv,.
M
Posons maintenant
—4
v = |Lyu|=2 L,u € LN (M).
Ainsi
1—_4_ n—2
|U|: |Lgu’ nt2 — |Lgu| nt2 .
Cela montre que
Lyu=|v|N"? .
Remplagons chaque terme par sa valeur dans 1’équation ([2.14]), on obtient que

|N—2

Ly =d'lv v.
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Régularité de v

_2n_ 2n
On sait que u € Hy "> (M), ainsi Lyu € L#+2(M). Par conséquent, v € L (M). Puisque
2n
|v|V=|L,u|"+* et comme v vérifie ’équation suivante

Ly =d[v|V"2 v, (2.15)

on obtient que
|Lgvl= lo/][v] ",
2n
Cela donne que Lyv € L%(M) = Ln2T2(M) On obtient ainsi que v € Hy"™* (M) C
H2(M). Avec le Lemme 3.1 de [AHO6], on en déduit que

v e LNTE(M),

D’apres des arguments standard de ”bootstrap”, on obtient que v € C**(M)(a < N—2).
Calculons maintenant I,(v). D’apres (2.15)), on a

, nt2
(fM|LgU|nT2 dvg> "

I =
g(U) |fM vLgv dogl

n+2

o2 (fM|U|(N—1)><nQ—f2 dvg> n
]a’]th)]N dvg

ni2
n (fM|U‘% dvy) !

= am
fM|v|% dv,

2
= qmi2 (/ |v]% dvg)n
M
2
n
— (/ |Lgu|nQTtl2 dvg)
M

n_ 2
— a7L+2a7L+2 = (.

Pour toute fonction v € ker Ly, il est facile de voir que

/ [N 200 dv, = 0.
M
En effet,
/ N2 v dv, = / Lyu v dv,
M M

= / u Ly do,
M
= 0.
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e v change de signe

On raisonne par I'absurde et on suppose que v > 0. Puisque v # 0, d’apres le principe
du maximum, on obtient que v > 0. La relation implique qu’il existe un ¢ tel que
o/ = \;(v). Mais seules les fonctions propres associées a la premiére valeur propre A;
sont positives et par conséquent, o doit étre égal a la premiere valeur propre A;(v). La
Proposition fournit 'existence d'une fonction w solution de I’équation

Lyw = Xo(v)[v]* ™,

/ lo|N 2widv, = 1.
M

et que I’on normalise par

On peut alors calculer

) nt2
(fM|ng|nT2 dvg> "
I,(w) =
! |fM wLgw dug|
n+2
a0 ( [y lol V=2l 2 dv, ) 7
- Aa(v) |fM|v|N—2 w? dv, |
En utilisant I'inégalité de Holder avec p = 22 et ¢ = ”+2 , on en déduit que
[ el a, ~ [ O ol 5
M

IN

_n_ _2_
n+2 n n+2
(/ lo|N 2 w? dvg) (/ |UI$X5 dvg> :
M M
1) < ([ o125’

Comme A (v) < A2(v) < 0 et par définition de v, on obtient

D’ou

2
2n_ "
L) < W [ [l )
M
n_ 2
e an+2an+2 — Oé,
olt Pon a utilisé A (v) = o/ = —an+2. Cette inégalité contredit la définition de av. Ainsi
v est une solution nodale de 1’'équation
Lyv = o [v]N v,
ou o < 0. Posons maintenant ,
v o= |a| T v,

il en découle que v est solution de I’équation
Lg/Ul _ €|UI‘N_2U/

ol € = —1 = signe (A2(g)). Cela termine la preuve du Théoreme [2.0.3|
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2.1.2 Preuve de la Proposition [2.1.1

Supposons que A2(g) < 0 et choisissons u > 0. D’apres la Proposition m, il existe
deux fonctions v; et vy solutions des équations suivantes

Lovr = Ay (w)]uN 2oy,

et
Lyva = Ag(u)[ulN vy,

telles que

/ [ulN"2v1vy dv, = 0.
M

Soit v, la fonction définie dans la preuve de la Proposition et soit V' = Vect {vy, v} .
Pour toute v € V, on obtient

lim w22 du, = 0.
e—0 Jas

Puisque A\ (u) < 0 et A2(u) < 0, alors pour ¢ petit suffisamment, on a

( [y (L) () dvg> -

lim

su
e—0 b

veV fM ,Uév_zv2 dvg

Cela implique finalement que

2
. . N " _
ll_rf(l] (Hulf Ao (w) (/Mu dvg> > = —00.



Chapitre 3

Une formule de chirurgie pour le
second invariant de Yamabe

3.1 Le résultat principal

Dans cette partie, nous étudions comment la topologie de la variété influe sur le com-
portement de la seconde valeur propre de 'opérateur de Yamabe. Pour cela, on définit
le second invariant de Yamabe par :

oo(M) = Sup 12(9),

ol le supremum est pris sur toutes les métriques de M. Le but de ce chapitre est d’établir
le résultat suivant :

Théoréme 3.1.1. Soit M une variété compacte de dimension n > 3 telle que oo(M) >
0. Supposons que N est obtenue de M par une chirurgie de dimension 0 < k < mn — 3,
alors

o9(N) > min(oo(M), A,,),

ou A, > 0 ne dépend que de n.

L’énoncé de ce théoreme est analogue a celui démontré par B.Ammann, M.Dahl et E.
Humbert dans [ADHOS8] pour 'invariant de Yamabe

a(M) = sup u(M, g),

g
et qui dit :

Théoreme 3.1.2. Si N est obtenue a partir de M par une chirurgie de dimension
0<k<n-—23, alors
o(N) > min(o(M), A,),

ot A, > 0 ne dépend que de n.

45
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Avant de parler des applications du résultat, il faut indiquer ou se trouvent les difficultés
de la preuve du Théoreéme [3.1.1] par rapport a celle du Théoreme [3.1.2] dont elle est
largement inspirée. Rappelons la stratégie générale : d’abord, ce que l'on démontre
exactement est le

Théoréeme 3.1.3. Soit (M, g) une variété riemannienne, compacte de dimension n > 3
telle que s (M, g) > 0 et soit N une variété obtenue a partir de M par une chirurgie de
dimension 0 < k < n — 3. Alors, il existe une suite de métriques gy telle que

lim inf lu2(Na gﬁ) Z min(/‘LQ(M7 9)7 An)v
¥—0

ou A, > 0 ne dépend que de n.

En effet, pour obtenir le résultat du Théoreme [3.1.1] il suffit d’appliquer le Théoreme
avec une métrique g telle que uo(M,g) est arbitrairement proche de oo(M). La
conclusion s’obtient facilement car ps(N, gy) < o2(M). C’est un théoreme analogue qui
permettait de démontrer le Théoreme|3.1.2| Pour cela, il fallait commencer par construire
la suite de métriques (gg)yg. Cette suite est la méme dans la preuve des deux théoremes.
Le but est d’étudier les premiere et deuxieme valeurs propres A;(u) ~2gg) et Xa(ul) 2gyg)
de Luf;’* 0 ol uy est une fonction bien choisie, par exemple telle que

p2(g9) = >\2(U1,]y_2919)\/01u119v72g§(M)2/”,

La stratégie consiste a montrer que les \; := limy )\i(ug ~2g9) sont des valeurs propres
de I'opérateur de Yamabe sur des ”espaces limites“ que ’on connait bien.

— Une fois cette équation limite établie, il était immédiat dans [ADHOS] de dire que
A; > 11 ou y est la premiere valeur propre de 'opérateur de Yamabe sur I'espace
limite. Dans ce contexte cependant, il peut arriver que A\; = Ay et la difficulté
est d’exclure le fait que Ay n’est pas la premiere valeur propre de 'opérateur de
Yamabe sur 'espace limite mais bien la seconde (au moins).

— Une autre difficulté importante est la suivante. Lorsque uy est choisie, comme dans
[ADHO0S], pour que la métrique ul ~2gy minimise u(M, gg), il est assez facile de
montrer que Al(ug ~2g9) est bornée. Ici de méme, en choisissant uy pour que la
métrique u} ?gy minimise pp(M, gy), il est facile de montrer que Ay(ul 2gy) est
bornée. Par contre, il est difficile d’exclure le fait que A, (u) 2gy) soit bornée, ce
dont on a besoin comme nous 'avons expliqué ci-dessus.

Venons-en aux applications du Théoreme 3.1.1] Une fois établie une telle formule de chi-
rurgie, il est naturel d’utiliser la théorie du cobordisme. Pour schématiser, deux variétés
sont dans la méme classe de cobordisme si et seulement si elles s’obtiennent 1'une de
I’autre par un nombre fini de chirurgies. Tout le jeu va étre de se débrouiller pour que
les chirurgies qui interviennent soient de dimension k € {0,--- ,n — 3} et alors, nous
pourrons utiliser toute la richesse algébrique de la théorie. C’est cette approche qui a
permis d’obtenir le Corollaire a partir du Théoreme |0.0.3| présenté au début de la
these. Avec ces outils, le Théoreme implique :

Corollaire 3.1.4. Soit M une variété simplement connexe de dimension n > 5. Alors,
['une au moins de ces hypothéses est vérifiée
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1. o(M) =0 (ce qui implique que M est spin);

2. o(M) > o, ot oy est une constante positive ne dépend que de n.
De méme, le Théoreme permet d’obtenir

Corollaire 3.1.5. Soit M une variété compacte, spin, connexe et simplement conneze
de dimension n > 5 avec n =0,1,2,4 mod 8. Si |a(M)| < 1, alors

UQ(M) Z O,

ol oy, est une constante positive dépendant seulement de n et a(M) est le a-genre de

M (voir le Paragraphe[3.7).

Si M est non-spin, la conclusion du corollaire est une application directe du Corollaire
et du fait que oo(M) > o(M). L’'un des intéréts de ce résultat est que son champ
d’applications est plus large que celui du Corollaire En particulier, notons que :

e En dimensions 1,2 mod 8, a(M) € Z/2Z. 11 s’ensuit que la condition sur le a-genre
la(M)| < 1 est toujours satisfaite. D’ou, on obtient sur toute variété connexe, simple-
ment connexe (non nécessairement spin) de dimension n = 1,2 mod 8

UQ(M) Z O,

avec «, > 0 qui dépend seulement de n.
e En dimensions 0 mod 8, si M est spin, a(M) = A(M), ot A est le A-genre. Par
conséquent, si M est simplement connexe (pas nécessairement spin) connexe de dimen-
sion n = 0 mod 8, [A| <1 alors

o 2(M ) 2 Ay,

oll o, est une constante positive ne dépend que de n.
e En dimensions 4 mod 8, si M est spin, on a : a(M) = %A(M) Quand M est spin et
/l(M ) < 2, on obtient que |a(M)] < 1 et par conséquent, pour toute variété M connexe,
simplement connexe (pas nécessairement spin) de dimension n > 5, n = 4 mod 8 avec
|A[ < 2, on obtient que

02(M ) 2 O,

ou «, est une constante positive ne dépend que de n.

La suite du chapitre est consacré a la preuve du Théoreme et de ses corollaires.

3.2 Recoller deux variétés le long d’une sous-variété

3.2.1 Chirurgie sur les variétés

Définition 3.2.1. Une chirurgie sur une variété M de dimension n est une procédure
qui permet de construire une nouvelle variété N de dimension n

N = (M\ f($* x B"9)u(B*" x s/ ~,
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en supprimant f(S* x B"*) C M et en la remplacant par B« Skl on f :
Sk x B"k — M est un plongement. La notation ~ signifie que le recollement se fait
le long du bord. Il y a une maniere canonique de construire sur l’espace topologique
N une structure différentiable qui est en fait une variété différentielle. On dit que N
est obtenue a partir de M par une chirurgie de dimension £ et on utilisera la notation

M5 N,

Les chirurgies sont en fait des cas particuliers de sommes connexes le long d’une sphere
de dimension k. Essayons de décrire la situation un peu plus précisément, en essayant,
puisque 'on travaille avec des métriques riemanniennes, d’adapter la construction a ce
cadre. Soient (M, g1) et (Ma, g2) deux variétés riemanniennes complétes de dimension
n. Soit W une variété compacte de dimension k, o 0 < k < n. On considere des
plongements lisses w; : W x R** — TM;, i = 1,2. Supposons que la restriction de w;
sur W x {0} prend ses valeurs dans la section nulle de T'M; (que I'on I'identifie avec M;).
Cela donne ainsi un plongement W — M,;. L’image de ce plongement sera notée W/. En
outre, on suppose que la restriction de w; est un isomorphisme {p} x R* % — N, p.0) W}
pour tout p € W;, ou NW/ désigne le fibré normal de W/ défini en utilisant g;. On pose
w; = exp’ ow;. Cela nous fournit des plongements w; : W x B" *(R..) — M; pour
Rpax >0eti=1,2. On a W/ = w;(W x {0}). On définit I'union disjointe

(M, g) == (M; 11 My, g1 11 go),

et
W' = Wl' II WQ’

Notons r; la fonction sur M; indiquant la distance a W/. Autrement dit, r; o wy(p, x) =
9 0 wa(p,x) = |z| pour p € W, & € B ¥(Ryax). Soit 7 la fonction sur M définie par
r(z) :==mri(x) onx € M;, i =1,2. Pour 0 < ¢, on pose U;(¢) :={x € M; : ri(x) <e} et
U(e) :==Ui(e) UUs(g). Pour 0 < £ < 9 On définit

N, = (M \ Ui(e)) U (M2 \ Us(e))/~,

et
UX (W) = (U@)\U(e))/~

ol ~ signifie que nous identifions z € AU, (¢) et wy o wy ' (x) € AUs(¢). Alors
N. = (M\U@®)) VU ().

On dit que N. est obtenue a partir de M;, M, (et wy, wy) par une somme connexe le
long de W avec € comme parametre.

Le type de difféomorphisme de N, est indépendant de ¢, d’ou la notation N = N.. Mais
dans certains cas ou subsiste une ambigiiité, on gardera la notation N,.. Par exemple,
la fonction r : M — [0,00) donne une fonction continue r. : N, — [, 00) dont le do-
maine dépend de €. 11 sera important aussi de garder I'indice & de UX (¥) puisque 1'on va
donner des estimations cruciales des solutions de I’équation de Yamabe sur cet ensemble.
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Dans le cas particulier ou My = M, My = 8™, W = S¥, w; : S¥ x B"* — M un
plongement définissant une chirurgie et w, : S*¥ x B"~* — S" le plongement canonique
de S*¥ x B"* comme voisinage tubulaire d'une grande spheére S* dans S™. Puisque
S\ wy(S* x B"7k) est difféomorphe & BF+1 x Smk=1 on peut vérifier que (voir [Kos93|
Section VI, 9]) la variété N ainsi obtenue est la diffomorphe a celle que 'on obtient en
faisant une chirurgie sur M a partir de wy.

3.3 Les constantes A\,

3.3.1 Définition de A,

Dans ce paragraphe, on définit les constantes A,, ;. de la méme maniere que dans [ADHOS].
La seule différence est que les fonctions étudiées ne sont plus forcément positives. Plus
présicément, soit (M, h) une variété riemannienne de dimension n > 3. Pour ¢ = 1,2 on
note Q) I’ensemble des fonctions v de classe C? (pas nécessairement positives) solutions
de I'équation

Lyv = plo)N "2

Y

ou i € R. On suppose que v vérifie

o v,
o |[vllpvan <1,

o ve L>®(M),

avec

o v L*M), pouri=1,
ou
N2 o (n—k=2?%n-1)

hd M”UHLOO(M) > 8(”—2) y pOUI’iZQ.

Pour 7 = 1, 2, posons

pO(M,h) = inf ).
veQ@ (M,h)

Si QO (M, h) = {0}, on pose u¥ = occ.

Définition 3.3.1. Pour n > 3 et 0 < k < n — 3, définissons

Y

AD — inf O x SPRl
n,k c€[—171]'u ( c )
et
A = min(A) A2),
ou

HkJrl — (Rk % R, nk+1 —_ €2Ct£k 4+ dt?)

C C
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En considérant des fonctions positives v, B. Ammann, M. Dahl et E. Humbert ont
montré dans [ADHOS8] que ces constantes sont positives. Il est facile de vérifier que la
positivité de v ne joue aucun role dans la preuve et donc, il reste vrai que A, ; > 0. Ils
ont donné aussi explicitement des bornes inférieures de ces constantes. La plupart de
leurs techniques restent valables dans ce contexte mais nous ne discuterons pas ce fait
ici. Pour plus d’informations, le lecteur pourra se référer a [ADH], [ADHI] et [ADH?2].

3.4 Espaces limites et solutions limites

Dans ce paragraphe, nous présentons un lemme technique qui nous sera utile par la
suite.

Lemme 3.4.1. Soit M une variété de dimension n. Soit (gy) une suite de métriques
qui converge dans C* vers g sur tout compact K C M quand 9 — 0. Supposons que vy
est une suite de fonctions telles que ||vg||L(ar) est bornée et || Lg,vg||Lo(ary tend vers 0.
Alors, il existe une fonction v de classe C*°, solution de l’équation

Lyv=20
telle que vy tend vers v dans C* sur tout compact K CC V.

Preuve : Soient K, K’ des compacts de M tels que K’ € K. On a

n —

2
—919] (81‘8]'?]19 — Ffj@kvﬁ) + m

Scalg,vy = fo — 0.

Le Théoreme 9.11 de [GT77] nous donne une constante C' > 0 telle que

[vall 2.9y < Ol Lgyvoll o a.g0) + 09l Lo (1,69

Il s’ensuit que vy est bornée dans H??(K’, g) pour tout p > 1. Le théoréme de Kondrakov
nous donne I'existence d’une fonction vy telle que vy tend vers vy dans C*(K”). Prenons
une suite croissante de compacts K,, tels que U,,K,, = M et tels que (vg) converge
vers v, sur C'(K,,). Définissons v := v,, sur K,,. En utilisant le procédé d’extraction
diagonale, on déduit que vy tend vers v dans C! sur tout compact. Puisque, pour toute
fonction lisse ¢ a support compact, on a

/Lgﬂgpvﬁdvgﬁ—>/ Lypvdvg,
M M

et
| Lgyvoll oo (ar) — 0,

on obtient que L,v = 0 au sens des distributions. Les théoremes de régularité standard
impliquent que v est de classe C'™°.
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3.5 Les estimations L? sur des W S-fibrés

Dans ce paragraphe, on établit des estimations sur certains types de fibrés. Ces es-
timations se trouvent déja dans [ADHOS8] et seulement quelques détails doivent étre
modifiés pour étre adaptés a ce cadre. Pour éviter au lecteur de chercher lui-méme ces
détails, nous donnons une preuve complete de ces estimées. On suppose que le produit
P:=1xW x S" %1 est muni d’'une métrique gws de la forme

gws = dt? + 2O, 4 g kL

et on désigne par W S-fibré ce produit, ou h; est une famille des métriques lisses sur W
et qui dépendent de ¢, ol ¢ est une fonction sur /. Soit 7 : P — I la projection sur la
premitre composante et Fy = 7= 1(t) = {t} x W x S"*~1. La métrique induite sur F;
est définie par

g = dt? + 2O py 4 o"F L

Soit H,; la courbure moyenne de F; en P. Elle est donnée par

k
Hy = —mwl(t) + e(hy),

ol e(hy) := stry, (0:hy). La dérivée de I'élément de volume de F} est
Ordvg, = —(n — 1)Hdv,, .

Les courbures scalaires de h; et de gws sont liées par la formule suivante (pour plus de
détails sur ce calcul, le lecteur pourra se référer a I’Appendice A.2 dans [ADHOS])

Scal®vs = e *WScal™ 4 (n—k—1)(n—k —2)
—k(k +1)¢'(t)* = 2¢"(t) = (k + 1)@ ()tr(h; '0he) — (3.1)
3 1
+Ztr((h;18tht)2) — Z(t?“(ht_lc‘?tht))Q — tT(h;latth)

D’apres la définition de H;, quand t — h; est constante, on obtient que

k
H, = — "(1).
¢ n—lgp()

Définition 3.5.1. On dit que la condition (A;) est vérifiée si les hypotheses suivantes
sont satisfaites :

1.) t+> hy est constante,

2.) e #Winf,cy Scal (z) > —2=£=2q,
3) ' <1,

4.) 0< =2kp"(t) <i(n—1)(n—k—2)2

2

(A1)

De méme, dit que la condition (B;) est vérifiée si les hypothéses suivantes sont satisfaites :

1.) t+ p(t) est constante,
2.) inf,ep Scal?Vs(x) > %Scal(’n_k_1 =in—-k-1)(n—Fk-2), (B,)

3) = le(h,)? + 2Lde(hy) > —&(n
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Théoréme 3.5.2. Soient a, 5 € R telles que [a, f] C I. On suppose que l'une des deux
conditions (A;) et (By) est satisfaite. On suppose également que les fonctions u,v € C*
sont liées par

LIVsy = aAIVSy + Scal?™sv = pu™ 20 + d*A(dv) + Xv + e — sv (3.2)

ou s,e € C°(P), A € End(T*P), et X € I'(TP) sont des termes de perturbation qui
proviennent de la différence entre G et gws. On suppose que [’endomorphisme A est
symétrique et que X et A sont verticauz, c’est-a-dire que dt(X) = 0 et A(dt) = 0.
Enfin, on suppose que

(n—k—2)2n-1)
8(n — 2) ’

N—
/'LHuHLOO?P) <
Alors, il existe cg > 0 indépendante de o, [, et @, telle que si

[Al 2o 2y, 1 X oe ey 1811 oe 2y, el ey, lleCha) [ Loy < co,

on a
2 Aoz o 98
U dugys < (Vol? (Fy,) + Vol (Fg)) ,
“((a+r,8-7) n—k-—2

ol 1= 5.

Remarquons que 'on doit avoir la relation 8 — a > 2v pour obtenir notre résultat et
notons que ce théoreme nous donne une estimation de [[v|| . .
Preuve : Le laplacien A%%s sur P est calculé en fonction du laplacien A% sur F}, et on
a:

AWS = A9 — 9% 4 (n — 1)H,0,.

Ainsi
/ VAIYSY du, = / (UAgtU — v(&fv) + (n— 1)Htv(8tv)) dvg,
Ft Ft

— / (|dversv]” — v(9}v) + (n — 1) Hyv(04v)) duy,.
F
A partir de la derniere équation et de I’équation 1} on a

a/ v(0fv) dv,, = / a (Jdversv|* + (n — 1) Hyv(Opv) — vAMSv) duy,
Ft Ft

— / <a|dvmv|2 + a(n — 1)Hpwow
Fy
—(dyertV, A(dyertv)) — v X0 — vy
+(Scal?™s + s)v* — ,uuN’211> duvy,.
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On introduit S; := infg, Scal?"s| dans la suite, §(¢y) désigne une constante positive qui

tend vers 0 quand ¢, tend vers 0. En utilisant I'inégalité 2 [ |ab| <

a /Ft v(0Pv) dv,, > /F ((a — 6(co))|dversv|* + aln — 1)

[ a* + b, on obtient

H,vow

—5(eo) (D)2 + (S, — 8(co))0? — ,M—%?) dv,.  (3.3)

On pose
w(t) = ||vllL2(m)-

w2(t)—/ v? dv,,.
Fy

Dérivons pour obtenir :

2 (£)w(t) = / (20(00) — (n — 1) He?) duy,. (3.4)
Fi
Supposons que la condition (A;) est vérifiée. Dans ce cas, on a
k
H, = — !
t n— 1S0 (t)a
ce qui implique que
k
w(t)w'(t) = / v(0pw) dvg, + Egpl(t)w(t)2. (3.5)
Fy
On dérive une deuxieme fois pour obtenir
w(t)w”(t) +w'(t)? = / (O)? dvy, + / vO7v du,, + ggo”(t)w(t)2
Ft Ft
+ko' (t)w' (t)w(t) +/ kv(9pv) ¢ (t) du,,
F
k /! / /
= @ (Ow(t)” + ke (O (Bw(?)
+/ ((0p)? + v0fv — (n — 1) Hwdpw) dog,.
Iy
La relation (3.3]) nous donne :
" / 2 k " 1 2
wt)w'(t) +w'(t)” = | 5 () + (S —d(c)) ) w(t)
+ (1 — M) / (O)? duy, (3.6)
a F,
1

a

1 / 120 dvy, + ke (! (Hw(t).
Fy
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En appliquant I'inégalité de Holder a 1’équation (3.5)), on obtient

(wtuto) - §¢'<t>w<t>2)2 - ([ vow) d) <u” [ 0,

Il vient que

1 2

(w61 - Se0u) < [ @2d, (37)

F
o (0= k= 2n - 1)
N2 _ (n—k—2)"(n—
<
et donc L o2 )
s u| ¥ 2 02 dv,, < (n—k— )_(n— )w(t)2.

F 8a(n 2)
On obtient ( b2y

p - n—k-—

) lulN " v? dv,, < 3—2w(t)2. (3.8)

En injectant les deux équations ({3.7)) et (3.8) dans ({3.6]), nous obtenons

W o) > (1- 22 (wi - §¢<t>w<t>)2

a

+ (gw"(t) + é (S — 5(@0))) w(i)”

OB 0k kg 0 2t

ce qui donne que

wow'(t) = -2 (wie) - S ou)
b (50 s sy + e - P w6

Maintenant, on veut estimer le terme D. En se référant a I’équation [3.1] et & I'hypothese
(1) de (A;), on trouve que e(h;) = 0. On obtient alors que

D = 2 (e72WScal™ — k(k + 1)¢'(t)* — 2k"(t) + (n —k — 1)(n — k — 2))
S oy B - 2
56_2“’“)30&1“ + - (n—k—=1)(n—k—2)—0d(co)) + Q(nk— 0 " (t)
k (n —k—2)?
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On tire des hypotheses 2.) et 3.) de (A;) que

n—k—2 1 k
D > _3—24—;((71—]6—1)(n—k—2)—5(co))+2<n_1
k (n—k—2)°
- Ty
- 4(n1— 1 ((n=1)(n =k = 2)* + 2k¢" (1))
n—k-2 (n-k-27% 6)

32 32 a
En utilisant 4.) de (A;) et le fait que n — k — 2 > 1, on obtient de plus que

_(n—k—2)2 B (n—k—2)?2 _ 0(co)
32 32 a
(n—k—-2)2  4(c)

16 a
En injectant cette derniére inégalité dans (3.9)), nous obtenons
5 k ?
w®) = =" (w) - Sou)

a

(e

_ 25(60) w’(t)2

a

+< () K 2y (k=2 5@M)w@{

)dﬁ)

a 4 16 a
Nous avons utilisé le fait que (@ — b)? < 2a® + 2b?. Puisque |¢'| < 1, on a :
2(5(00) ’

witp' () = ==l

. <<n — k=2 (co) (1 N k_g)) w(t)?. (3.10)

16 a 2
Fixons § > 0 petit, puis choisissons ¢y > 0 suffisamment petit pour que §(co) le soit

aussi. L’équation (3.10]) donne

" (n —k— 2)2
w(t)w"(t) > a5

On pose @(t) = w(t)'*9. on dérive cette égalité pour obtenir

T'(t) = S+ o) () 2w(t)’t + (1 + Sy (tw(t)’

w(t)? = dw'(t)2. (3.11)

> u+$ﬁﬁiéfziw@f”
> M@(t),
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Supposons maintenant que la condition (B;) est vérifiée, alors

Hy = e(hy),
et au lieu d’avoir la relation , on a

n—1

w(t)w'(t) = /Ft (v(@tv) + e(ht)UQ) dvg, . (3.12)
D’ou

w(t)w" (t) +w?(t) = /F ((&m)2 + (n — 1)e(hy)vdyw

+ ((" — U 4 18te(ht)) v2> dvg,

2 2

+/ (v0}v — (n — 1)Hwopw) dvg,.
Ey

Les hypotheses (2) et (3) de la condition (B;) donnent

w(t)o () +w'(t)? > /

F

+(%(n—k—l)(n—k—Q)—6—i(n—k—2)—@)w(t}?

((1 - 5(C°>) (0)2 + (n — De(hy)vdv — ’—‘uN—%?) dv,,

a a

Avec la relation (3.8]), on obtient

w' () +wt)w' () > /F ((1 - 5(60)) (D) + (n — 1)e(ht)vatv> dvy,

a

1 3
—i—(%(n—k—1)(n—k—2)—6—4(n—k—2)

—3—12(n _h—9?- M)my

a

/Ft <(1 B 5(60)) (Or0)* + (n — 1)€(ht)vatv> dvg,(3.13)

a

+ (Biz(n —k—2)(n—k—3/2) - 5(20)) w(t)?

/Ft ((1 a %CO)) (Ow)” + (n — 1)€(ht)v8tv> du,,

+ (3%(71 k224 6i4 - @) w(t)?.

v

v
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Définissons maintenant E; := supp, |e(h)|, d’apres (3.12)), on a

w(t)? /Ft(atv)Q dvg, > (/Ft v(0pw) dvgt)Q

> /(1 ult)? — (”gl) Eu(t)?
~n= D O(®) [ Je(hle? doy
> W/ () w(t)? — (n;1> E2w(t)*

Ainsi, nous obtenons

/Ft(atv)degt > w'(t)’ - (n - 1)2Efw(t)2 — (n= DB (8)]w(?)

n—1

> wier - ("5 )2E$w<t>2—

_ (1 -2 15t> W/ (82 — (”; Le 4 (”; 1)2E3> w(t)2(3.14)

De plus, on a

< |e(ht)vatvl dvgt

Fi

2 2
< Et/ (U +§aﬂ)) > dvy,.
Fy

/ e(h)vov du,,
Fy

On a donc

n—1

/ (n — 1De(hy)vow dvg, > — Et/ (v + (O)?) duy,. (3.15)
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Quitte a injecter (3.14) et - dans -, on a également
4] —1
w(t)w”(t) +w'(t)? > /F (1 _9e) _m 5 Et) (O)? duy,

a

gk gy T Ry
> (g k-2 g T e
+(1— 5(20) - ”;lEt) (1—”_1Et) w'(1)

Fixons encore une fois 9, ¢y > 0 suffisamment petits pour obtenir

(”_3#@0@)2 w2

Par conséquent, dans les deux cas (A;) et (B,), la fonction 9(t) = w(t) vérifie

v(t) = u(t) /77,

w(t)w"(t) >

ol 7% == (ngk—z) Maintenant, appliquons le Lemme [3.5.3| énoncé a la fin de ce para-
graphe et dont la preuve se trouve dans [ADHOS] & la fonction K (t) :== w(t + ££%) en
prenant T = 5_7“ —vetm= 1+6 On obtient
’ v
/ K™t < L (R (T 7)™ 4 (=T = )"). (3.16)
-7
On a aussi

70‘,7 R m
/ K™dt — / i ( <1+5>) (t+5+0‘> dt
_M_M 2
Posons s =t + Bﬂ. Nous obtenons

-
/ K™dt = / w? ds = / v dv s -
! ((at7,8-7))

D’un autre coté, on a
(K(T+b)™+ K(-T —-b™) = / v? dv,, + / v* duy,
@ FB

< Nl (py (VoI (Fo) + Vol?? (F)) .

Pour & petit, on peut supposer que m > /2, ainsi ’équation (3.16)) nous donne
AfJv]|7-
2 L
v dvgws S —
/ﬂl((aﬂ,ﬂ—v)) n—k—2

Cela termine la preuve du théoreme. Il ne nous reste qu’a énoncer le lemme que nous
avons utilisé ci-dessus.

(Vol% (F,) + Vol (Fy)).
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Lemme 3.5.3. Supposons T' un réel positif. Soit w : [—T —~,T +~] — R une fonction
positive qui satisfait

" w(t)
w'(t) = 5 (3.17)
Alors .
/_T w(t)™dt < % (w(T+y)™ +w(=T—~)") (3.18)

pour tout m > 1.

3.6 Preuve du Théoréeme 3.1.3

Cette section est consacrée a la preuve du Théoreme [3.1.3]

3.6.1 Connexité de N

Pour les applications, nous aurons besoin d’appliquer le Théoreme 3.1.3 soit quand M
est connexe et dans ce cas N l'est aussi, soit quand M est 'union disjointe d’une variété
M’ connexe telle o(M') > 0 et d’une variété V qui porte une métrique a courbure
scalaire nulle. Dans ce cas, la variété N sera la somme connexe de M’ et de V et sera
donc encore une fois connexe. Dans toute la suite, nous considerons donc que N est
connexe.

3.6.2 Construction de la métrique gy
Modification de la métrique g

Pour des raisons techniques, nous aurons besoin dans la preuve du Théoreme |3.1.3| que
1(g) # 0. Pour résoudre cette difficulté, nous utiliserons le résultat suivant :

Proposition 3.6.1. I existe sur M une métrique g’ arbitrairement proche de g dans
C? telle que p(g') # 0.

En effet, supposons que le Théorémeest vrai si ;1(g) # 0 et montrons que le résultat
reste valable si 1(g) = 0. On vérifie aisément que si ¢’ est suffisamment proche de g dans
C?, us(g') est proche de ps(g). Considérons une métrique g’ donnée par la Proposition
assez proche de g de telle sorte que us(g') > p2(g) —e > 0 pour un ¢ suffisamment
petit. Appliquons le Théoréme A ¢ : on obtient une suite de métriques gy sur N
telle que

liminf io(N, g9) = min(ps (M, g), A) = min(p (M, g) — &, Ap).
_>

I1 suffit de faire tendre ¢ vers 0 pour obtenir le Théoreme Il ne reste qu’a montrer
la Proposition [3.6.1]

Preuve de la Proposition [3.6.1| : D’abord, afin de simplifier les notations, on
considere g comme étant une métrique sur M II S, égale a la métrique standard o”
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sur S™. Puisque p(g) = 0, on peut supposer que Scal, = 0, quitte a faire un chan-
gement conforme de métriques. Considérons une métrique h pour laquelle Scal;, est
constante strictement négative, et dont ’existence est donnée par le Théoreme 1 page
38 de [Aub98|. Considérons la famille analytique de métriques g; := th+(1—t)g. Comme
la premiere valeur propre A, de L, est simple, la fonction ¢ — \; est analytique (voir par
exemple le Théoreme VII.3.9 dans [Kat95]). Puisque A\g = 0 et A\; < 0, on obtient que
pour un t choisi assez proche de 0, \; # 0. Cela démontre la Proposition puisque
1(ge) a le méme signe que \;.

Définition de la métrique gy

Comme on I’a mentionné ci-dessus, on va utiliser la méme construction que celle faite
dans [ADHOS]. Par conséquent, on donne la définition de gy sans explication supplémentaire.
Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [ADHOS]. La encore, on considere que

la métrique g est définie sur M II S™ et est égale a la métrique standard o™ sur S™.
Nous gardons les notations introduites dans la Section [3.2] Soit h; la restriction de g a

la sphere S| C M et hy la restriction de la métrique standard ¢” = g de S™ a S, C S™.
Définissons S" := S] L SY et h := hy Il hy sur S’. Dans tout ce qui suit, r désigne la
fonction distance a S dans (M I S™, g IT1 0™). En coordonnées polaires, la métrique g
est de la forme

g=h+ T =h+dr? +r%" 14T (3.19)
sur U(Rpmax) \ 8" =2 5" X (0, Ripax) X S™ 1 Tci, T est un (2,0)-tenseur symétrique
s’annulant sur S’ et qui est le terme d’erreur qui mesure le fait que g n’est pas en général
une métrique produit (au moins au voisinage de S7). On définit aussi la métrique produit

g =h+&F=h+dr?+rPc" (3.20)
sur U(Rpmax) \ S’ de telle sorte que g = ¢' +T. Comme dans [ADHO0S], on a

T(X,Y)] < Cr|X|gYly,
I(VQUT)(X, V)| < CX[g[Y]g[Ulg,

’(VU,V)T(Xa Y)| < O|X|g’|y|g’|U|g’|V|g’v

pour X, Y, UV € T,M et © € U(Rpax). On définit T} := T|p; et Ty := T'|gn. On fixe
Ry € (0, Ryax), Ro < 1 et on choisit une fonction positive lisse F': M\ S — R telle que

F(z) = { ) six € M\ Up(Rupax) L .S™\ Ua(Rpax) ;
r(x)~t, siz e Ui(Ry)\ S

Ensuite, on choisit une suite de nombres positifs § = 6; tendant vers 0. Pour tout 0,
on choisit un nombre &y = do(¢) € (0,9) assez petit pour que les arguments ci-dessous
soient corrects. Pour tout ¥ > 0, si §y est suffisamment petit, il existe Ay € [971, (d9) ")
et une fonction lisse f : U(Ryax) — R qui dépend seulement de r telle que

_J—Inr(z), siz € U(Rmax) \UW);
flo) = { InAy, sizeU(d),



3.6. PREUVE DU THEOREME 3.1.3 61

et qui vérifie

df

rdr

& f

Fir) -0 (3.21)

L()O

<1, et

d ( df
r— | r—

dr \_ dr
quand ¥ — 0. Posons € = e~4?§, que I'on peut supposer plus petit que 1 et utilisons cet

e pour construire M comme dans la Section 3.2} Sur UM (Riax) = (U(Rumax) \ U(€)) /~,
on définit ¢ par

Lo ‘

_ |
N ‘d(ln T)

A Inry +1ne, sur Uy(Rpax) \ Ui(e);
o Inry —Ine, sur Us(Rpax) \ Uz(e).

On vérifie que
~ oy = elthtine — geltl.
~ F(x) = e 'e ! pour z € U(Ry) \ UN(¥), ou bien si [t| +Ine < In Ry. On peut
donc réécrire
F2g = e 27 2M(h 4+ T) + dt* + o"+1
sur U(Ry) \ UM (¥);
— et
; —[t| —Ine, silnd —Ine < || <InRpax — Ine;
fe) = In Ay, si [t| <Indy — Ine.
On a [df /dt] < 1, ||d*f/dt*||p~ — 0. Maintenant, choisissons une fonction de cut-off

X : R — [0,1] telle que x = 0 sur (—oo, —1], |dx| < 1, et x =1 sur [1,00). Finalement,
on définit

Fzgz‘, sur M; \ Ui(ﬁ) ;
gy = e O (h; + Tp) + dt? 4 o™+ 1, sur U;(9) \ U;(dp) ;
. ASx(t/Ag)(ho + To) + A5 (1 — x(t/Ay))(h1 + T1)

sur UN(8,).
+dt2 _’_o_n—k—l’ 5 ( 0)

La métrique g peut s’écrire sous la forme suivante :
/ e N
g9 = gy + T, sur U™ (Ry),
ou g est la métrique sans terme d’erreur égale a
gy = A Op, 4 @2 4 k1

ou la métrique h; est donnée par

. X(A%)hz (- x(Aiﬁ»hl,

Le terme d’erreur 7} s’écrit

T, = O (“)T + (1 — x(—)Th).
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En outre, le terme d’erreur T; possede les propriétés suivantes

|T()£7Y)’ < CT|X‘Q{9|Y|937
|vﬂ|9:9 Ce_f(t)v

<
’V2Tt‘g:9 < Ce_f(t),

ou V est la connexion de Levi-Civita de la métrique gj, pour tout X, Y € T, N et
S UN<R0>

3.6.3 Un résultat préliminaire

Pour montrer le Théoreme [3.1.3] on commence par montrer les résultats suivants.

Théoréme 3.6.2.
Premieére partie : Soit (uy) une suite de fonctions satisfaisant

Lg,tg = Aglug|Y 2uy,
et telles que fN lug|Ndv,, =1 et Ay —9-50 Ao, 0U Moo € R. Alors, au moins l'une des
deux assertions suivantes est vraie
1. Ao > A, 0u A, > 0 dépend seulement de n ;
2. il existe une fonction w € C*°(M I1 S™), u =0 sur S™, uZ 0 sur M solution de

Lyu = Aoolu|N2u

/M lu|Ndv, =1

telle que, pour tout compact K C M I1.S™\ S’ (notons que l’on peut considérer K
comme une partie de N ), F"z" uy tend vers u dans C*(K), ou F est définie dans

la Section[3.6.9. De plus,
(a) La norme L? de uy est uniformément bornée en 9 ;
(b) limy_o lim supy_,o supy~ g uy = 0;
(¢) lim,_0 limsup,_,, fUN(b) uf) dv,, = 0.
Deuxieme partie : Soit uy la fonction définie dans la premiére partie ci-dessus et sup-
posons que la deuzrieme assertion soit satisfaite. Soit vy une suite de fonctions vérifiant

Y

avec

Lgyvg = piglug|™ vy,

telle que fN v dvg, =1, fy = floo 0U fies < p(S™). Dans ce cas, il existe une fonction
veC®(MIS"), v=0surS", v#0 sur M solution de

Lv = pioo|ulN v

/M w|Ndv, =1

telle que, pour tout compact K C MI1S™\ S, F" vy tend vers v dans C?*(K). De plus,

avec
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1. La norme L? de vy est uniformément bornée en ¥ ;
2. limy_,o limsupy_,q SUPyN (b) Vo = 0;

3. limy_0 limsupy_,q fUN(b) vfgv dvg, = 0.

Preuve du Théoreme Premieére partie

Soit (uy) une suite de fonctions qui satisfont
Lg,ug = Nolug| ¥ >uy,

et telles que [y |ug|™ dvg, = 1 et Ay =90 Ao, OU Ao € R. On procede de la méme
maniere que dans [ADHOS], ou ici, la variété M, est la sphére S™ munie de la métrique
standard ¢”, W est la sphere S*. La différence est que les fonctions uy peuvent changer
de signe. Comme on va le voir, les cas étudiés dans [ADHOS| seront les mémes et se
traiteront de la méme maniere a ’exception du cas I1.1.2 ot il faudra travailler plus.
Avant de passer a la preuve proprement dite, remarquons que :

Remarque 3.6.3. Dans la preuve du théoreme principal dans [ADHOS], il a été montré
que
Moo > —00.

Ici, on se place dans I'hypothese ou A\, a une limite. Si nous ne faisions pas cette
hypothese, il faudrait le montrer mais, comme le lecteur peut s’en convaincre, il n’y a
aucune raison pour que ce soit vrai sans hypotheses supplémentaires.

L’argument du Corollaire 7.7 dans [ADHOS§]| reste valable ici et on obtient que

limﬁinf l|wsl| ooy > 0. (3.22)

Plusieurs cas sont étudiés :
Cas I. limsupy_,g ||wg|| L) = o0.

Posons my = ||uy||re(n) et choisissons xy € N tel que ug(xy) = my. Quitte a extraire
une sous-suite, on peut supposer que limy_,o my = co. On doit étudier les deux sous-cas
suivants.

Sous-cas I.1. Il existe b > 0 tel que 2y € N \ UY(b) pour un nombre infini de 9.
Sous-cas 1.2. Pour tout b > 0, xy € UM (b) pour ¥ suffisamment petit.
Cas II. Il existe une constante Cj telle que ||ugl|z(n) < Co pour tout o,

Sous-cas II.1. Il existe b > 0 tel que

(n—Fk—2)2*n-1)
8(n —2)

lim inf <)\19 sup u§N2> <

Sous-cas II.1.1. limsup,_,, im supy_,o supyw g ug > 0.
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Sous-cas I1.1.2. limy, o limsupy_,o supy~ g up = 0.

Sous-cas II1.2.
—k—22%(n—-1
Ay SUp uﬁN—2 > (n )*(n )
UN (b) 8(n — 2)

Dans les deux sous-cas 1.1 et 1.2, il a été montré dans [ADHOS| que Ao > p(S™). La
preuve reste valable quand uy change de signe. Dans les sous-cas II.1.1 et 1.2, on ob-
tient que Ao > A, ot A, est un nombre positif qui ne dépend que de n et k. La
définition des A, dans [ADHOS] est U'infimum des énergies de solutions positives de
I’équation de Yamabe sur des espaces modeles (voir la Section . Cette définition doit
étre légerement modifiée quand on étudie des solutions nodales, mais la preuve du fait
que A, > 0 reste la méme.

Dans les sous-cas 1.1, 1.2, I1.1.1 et I1.2, on obtient alors que Ay, > A,,, ou

A, = i AT
eeamin g W i}

En particulier, Iassertion 1) de la premieére partie du Théoreme est vraie. Exami-

nons maintenant le sous-cas I1.1.2., 'hypothese du sous-cas I1.1 permet d’obtenir comme
dans [ADHO8] que

/ uidv,, < C. (3.23)
N

pour C' > 0. Les hypotheses du sous-cas 11.1.2 sont telles que

sup(uy) < C (3.24)
N
et
lim sup lim sup sup uy = 0. (3.25)

b—0 9—=0 UN(b)

Etape 1. On montre que lim,_o lim SUDy_0 fUN(b) |u19|N dvg, = 0.

Soit b > 0. Par la relation (3.23)), on a

/ |u19|Ndvgﬂ < Ag sup |u19|N_2,
UN (b) UN(b)

ou Ay est un nombre positif qui ne dépend pas de b et . Le résultat découle alors de
(3-29).

Etape 2. Convergence C? sur tous les compacts de M 11 S™\ S'.
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Soit (£2;); une suite croissante d’ouverts de (M I1.S™\ S’) & bords lisses tels que | J; ©2; =
MIIS™\ S, Q) C Qju1. La norme [[uy|| oo vy est bornée, done [|ug|| (g, ) T'est aussi.
En utilisant les résultats standard de régularité (pour plus de détails, voir par exemple
[GTT7]), on voit que la suite (uy) est bornée dans 'espace de Sobolev H*?(}) Vp €
(1,00) ou £ est un domaine tel que Q; C Q) C Q_; C Q;41. Les injections de Sobolev
impliquent que (ug) est bornée dans C*(Q;) pour tout a € (0,1). (Voir le Théoreme
4.12 dans [AF03| pour plus d’informations sur les théoremes d’injection de Sobolev).
En utilisant le procédé d’extraction diagonale, apres extraction éventuelle d’une sous-
suite, on prouve que (uy) converge vers u; € C*(€);) telle que Ujlg, , = uj-1.

On définit

U = 1; on ).

En prenant une sous-suite diagonale de uy, on aura que uy tend vers u dans C! sur tout
compact de M IT.S™\ S’ et la convergence C' des fonctions uy, implique que la fonction
u satisfait I’équation suivante

Lyt = Aoo|u|N 20 sur M II.5™\ S (3.26)

On rappelle que gy = F?g = (FnT_Z))ﬁg sur UV (b). L’invariance conforme de I'opérateur
de Yamabe nous donne que pour tout v

n+2 n

Lp2gu = F~"% Ly(F*7 v).

Maintenant, on pose
n—2
u=F 72 u.

On obtient que

n+2 —~

Lyu = F*% Ly
nt2 ~ N—2~
= F2 M\ uN?u

Moo |t N 2.

Ceci montre que u est solution sur (M I 5™\ 5, g) de I’équation suivante
Lou = Ao|u|V 2w

En utilisant 1'étape (1 et le fait que [ N ul dv,, = 1, la fonction u vérifie

/ uy dv, = / ay dv,
MIIS™ MIIS™\ S’

= lim lim u) dvy,
b—09—0
UN(b)

= 1.

Etape 3. Enlévement de la singularité
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La prochaine étape consiste a montrer que u est une solution sur M I S™ de
Lyu = Ao|uN 2w (3.27)

Pour prouver la derniere égalité sur M11S™, on montrera que pour tout ¢ € C*°(MILS™),

on a
/ Lyupdv, = / Aoolt) N "2 do,.
MIIS™ M1IS™

Tout d’abord, remarquons que
/ uLgpdv, = / uLy(p — Xep + Xeip) dvg
MIIS™ MIIS™

= [ et [ uby((1 - x)e) du,
MIIS™ MIIS™

ou

Xe =1 st dy(z,5") <e,

Xe=0  sidy(x,S) > 2%,

|dx:| < 2.

Puisque (1 — x.) est a support compact dans M IT1.5™\ S’, il s’ensuit que

/]\/[HS” uly((1 = Xe)o)dvy = /Musn (Lgu)(1 = xe)p dvg

— / Lyupdv, = / Moo [tV 2up du,.
M1IS™ M1IS™

/ uLy(x=) dvg — 0.
M1IS™

Donc, il reste a prouver

On a

Ly(xep) = Cpl(xeyp) + Scaly(x=p)
- CnAX.eSD + CnA90X8 + Scalg(Xa(P) -2 <VX87 V‘P)
= Xelgp+ Cn(AXE)SO —2 <VX57 VSO> .

Du théoreme de Lebesgue, on déduit que

/ uxeLgp dvg — 0 p.p.
MIIS™

De plus, on a

‘/ uLy(xep) dv,| < % udvg (3.28)
MI1IS™ £ Je.
C . \? :
< = u® dvg | (Vol(Supp(C:)))?, (3.29)



3.6. PREUVE DU THEOREME 3.1.3 67

ol C. ={z e ML S™e <d(z,S) <2} =UN(2)\UN(e).
La relation (3.23|) permet d’écrire

/ '172 dvF2g < 400,
N

ce qui implique que
/ u? dvpz, < +00.

€

Calculons maintenant

on_
/ uw?dv,, = / (FHT_2> " T2, dv,
Ce Ce

= / F?u? dvy < +00.

€

Rappelons que F = % sur C,. Revenons a la relation 1) pour déduire que

1
[ etseorn| < ([ ) veie)?
< €_C2’ xexe'T =Ce"T L,
Puisque £k <n — 3, on a
n;k—1>a

il en découle que
/ uLy(xep) dvg — 0.
MIIS™

Finalement, on obtient que u est une solution sur M II S™ de I'équation
Lou = Aoo|uN 2w

Etape 4. On a : soit u =0 sur S”, soit Ao > pu(S").

Notons que la fonction u vérifie

/MHS lul™ dv, < 1. (3.30)

Ceci vient du fait que

/ ¥ dv, =/ @ doy,
MIIS™ MIIS™
< [ a1 au,
N

< i Ndv, =1.
= ﬂgr(l)/N|u19| Ugy
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Supposons que u # 0 sur S". Posons w = wug», les relations et - ) montrent
que

Aso Jon w dug

(fS" wh d“g) .

On en déduit que Ao > p(S™), ce qui prouve la premiere partie du Théoreme [3.6.2]

u(S") <Y(w) =

N

Preuve du Théoreme (3.6.2| Deuxieme partie

Considérons une fonction vy satisfaisant

Lg,v9 = pglug|¥ 2y, (3.31)

/N\W]Ndv% =1

On commence tout d’abord par remarquer que U™ (b) est un W S-fibré, pour tout b > 0
(comme dans le Lemme 7.6 de [ADHOS|). Puisque uy vérifie la relation suivante

avec

lim lim sup sup uy = 0.
b=0 90 UN(@)

Il s’ensuit que, pour tout b assez petit, on a

palualishy < g 2

On peut appliquer le Théoreéme sur UV (b) et la preuve du Lemme 7.6 dans [ADHOS]

nous donne l'existence de nombres c1, ¢y > 0 qui ne dépendent pas de 9 et tels que

[ 0ol oy, < ol + ca (3.32)
En conséquence, on tire que
liminf ||vg|| oo vy > 0.
¥—0

En effet, supposons que
lim sy = 0.
191—>0 Jvall (N)

D’apres ’équation (3.32)), on a

1 :/ ’/Uf)‘Nd'Ugﬂ
N

quand ¥ — 0. On obtient ainsi la contradiction désirée. Pour le reste de la preuve,
nous allons étudier plusieurs cas. Dans tout ce qui suit, seul le cas I1.1.2 pose un vrai
probleme : la plupart des arguments pour résoudre les sous-cas 1.1, 1.2 et II.1 sont
contenus dans [ADHOS|. Pour ces cas, on ne donnera que de bréves explications.

IN

N-—-2
ool V=2, /N ool dug,

2
0ol ey (110 ey + €2) = 0,

IN



3.6. PREUVE DU THEOREME 3.1.3 69

Cas I. limsupy_, ||vg| L) = c0.

Posons my := ||[vg|| () et choisissons zy € N avec vy(xy) = my. Quitte a extraire une
sous-suite, on peut supposer que limy_,g my = oo.

Sous-cas I.1. 1l existe b > 0 tel que zy € N\ UY(b) pour un nombre infini de .

Quitte a extraire une sous-suite, on suppose qu’il existe un £ € M I1.5™ \ U(b) tel que
4

limy o 79 = Z. On définit gy := mj > gy. Pour r > 0, [ADHO8] nous donne pour 9 assez
petit, 'existence d’un difféomorphisme

2

Oy : B"(0,r) — BY (xlg,m;"”r)

telle que la suite de métriques (0%(gy)) converge vers la métrique plate " dans C?(B™(0, 7)),
ou B"(0, r) est la boule standard de R™ de centre 0 et de rayon r. En posant iy := m;lug,
Uy = m;lvﬁ, on obtient

~ ~N—2~
Lgﬁ’Uﬂ = )\guﬂ Vy
g
N-2~
= “NaW W
mﬂ

Puisque [Jug||p(yy < C, il s’ensuit que [ Lg,Ug|| () tend vers 0. En appliquant le
Lemme on obtient une solution v # 0 sur R" de I'équation Lenv = 0. Comme
Scalen = 0, v est une fonction harmonique et qui admet un maximum au point z = 0.
En conséquence, v est constante égale a v(0) = 1, ce qui est en contradiction avec le fait
que ||v]|px < 1.

Sous-cas 1.2. pour tout b > 0, zy € UV (b) pour 9 suffisamment petit.

On procede comme dans le sous-cas 1.2 dans [ADHOS]. De méme que le sous-cas 1.1
ci-dessus, d’apres le Lemme [3.4.1], il vient que la fonction v est harmonique sur R" et
admet un maximum au point z = 0. On obtient ainsi une contradiction.

Cas II. Il existe une constante Cj telle que ||vgl|z(n) < Co pour tout o,
Par la relation , il existe une constante A, indépendante de ¥ telle que

Vo 22(N,g9) < Ao- (3.33)
On divise le traitement du cas I en deux sous-cas.

Sous-cas II.1. limsup,_,, limsupy_,, supy~ )y vg > 0.

Répétons ce qui a été fait dans [ADHOS| : d’apres le Lemme [3.4.1], on obtient I’existence
d’une fonction v solution de Lg,v = 0 sur RFL x S" k=1 G pour ¢ € [-1,1] ol

G, = e*3¢F + ds? 4+ 0" %1, Dans les sous-cas 1.1 et 1.2, en se servant du fait que m?‘V”_Q
9

tend vers 0, on montre qu’en passant a la limite : Lg v = 0. Ici, on argumente d'une
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maniere différente : d’abord, posons ag := 3 limsup,_,, limsupy_,, supywn g vo > 0. On
peut supposer qu’il existe une suite de nombres positifs (b;) et (;) telle que

sup vy, > ao,
UN (b;)

pour tout i. Pour simplifier, on écrit ¥ et b a la place de ¥; et b;. Prenons z, € UN(by)
tel que
vy(xly) > .

Pour 7,7 > 0, on définit
Uﬁ(?“, r') = Bﬁig <yﬂ7€—f(tﬁ)r) « [tﬂ . /r/,t,@ —}-r'] % gn—k—1

Comme dans [ADHO0S], la fonction v est obtenue comme étant la limite de vy sur chaque
Uy(r,r") (avec r,7’ > 0). En remarquant que

sup |uy| =0,
Uy (r,r')

il en découle que Lg v = 0, puis que
lug|N "?vg — 0 uniformément sur Uy(r, 7).
Sous-cas I1.2. limy_,o lim supy_,o supyw g v9 = 0.

En utilisant la méme méthode que celle de la Section |3.6.3] on obtient qu’il existe une
fonction v solution de I’équation suivante

Lyv = pioo|ulN v,

/devggl.
N

On suppose que v # 0 sur S”, ce qui donne

N-=-2 2d
WS < V(o) = oAV
(fS" oV dvg )V

la nullité du terme de droite provenant du fait que © = 0 sur S™. C’est une contradiction
qui prouve que v # 0 sur S”. Par le méme argument que dans la premiere partie, on a :
J3y 0|V dvg = 1. On obtient finalement que la fonction v répond & toutes les conclusions
données par la Deuxieme partie du Théoreme |3.6.2

telle que

3.6.4 Preuve du Théoréme 3.1.3

Soit (gg) la suite de métriques définies sur N dans la Section [3.6.2]
Etape 1 : Pour ¢ petit suffisamment, on montre que
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Remarque 3.6.4. Cette étape montre un résultat intéressant en soi : la propriété pour
une variété compacte de porter une métrique pour laquelle A\, est positive est préservée
par chirurgie de dimension k € {0, --- ,n—3}. Ce fait était déja connu depuis les travaux
de Bat et Dahl [BD03]. Nous en donnons ici une nouvelle preuve.

On raisonne par 'absurde et on suppose que A\x(V, gg) < 0. Soit uy > 0 une solution
minimisante du probleme de Yamabe. D’apres la Proposition[1.3.1], il existe des fonctions
Vg1 = Uy, Vg2, ", Uy solutions sur NV de 'équation suivante

N-2
ngvﬁ,i = )\ﬁ,iqu V9 i

ou
Ao = N, ul’zy—zgﬁ)’

)

et telles que

/ vy dvg, =1 et / uﬁN*QUwvg,j dvg, = 0 pour tout @ # j.
N N

Par invariance conforme du signe des valeurs propres de l'opérateur de Yamabe (voir
Proposition [1.4.1)),
)\1971' = >\7,(N7 U{;]_Qgﬁ) S O

De plus, par construction, il est facile de vérifier que Ay1 = py ot py = u(N, gg) est la
constante de Yamabe de la métrique gy. Le théoreme principal dans [ADHO§| implique
que limy_,o Ay1 = limy_,o prg > —o00. Il s’ensuit qu’il existe une constante C' > 0 telle
que —C' < Ayq < -+ < Ay < 0. Alors, pour tout 7, A\y; est bornée. Apres restriction
a une sous-suite on peut supposer que A, ; = limy_,o Ay, existe. Les deux parties du
Théoreme fournissent des fonctions u = vy > 0, - - - , v;, définies sur M, avec v; # 0
pour tout 7 et telles que F'3° vy,; tend vers v; dans C! sur tout compact K C MI1S™\ S".
Les fonctions v; sont solutions de 1’équation

Lg’Ui = )\oo,iuN_%i.

En outre, on a

/ lvi|¥ dvy, < 1 et lim limsup/ [vg.i|N dv, = 0.
M =0 90 JuNe)

Montrons que pour tout ¢ # j, on a

/ uN_Qvivj dvy = 0.
M

n—2

Uy = F 2 uy,

Posons

et
~ n—2
vy = F 2 vy
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Pour b > 0 petit et en se servant du fait que dv,, = F"dv,, on a pour @ # j

/ UN_2UZ‘Uj dUg = lim§_>() fM\U(b):N\UN(b) 61]9\[_2579,7:519,de9
M\U(b) :

L N2,

En utilisant maintenant le fait que [ uly vy 09 5 dvg, = 0, on obtient que

'/ uN_Qvivj dv,
M\U (b)

lim/ UIJ;[_QUﬁ7iU197j dvg,
U0 NN ()

= lim/ uf;[_Qvade%.
U (b)

¥—0

On écrit

N—-2
/ Uy ViV, dVg,
N ()

1

N—2
N N N N
< </ Uy dvgﬂ) (/ |U19,i| dvgﬁ)
UN(b) UN(b)
%
(/ |Ut9,j|N dvgo) .
UN(b)

lim lim sup/ vl dv,, = 0.
b—0 Yo Ufgv(b) ’

Avec

Nous obtenons que

=0.

lim lim sup / ug_Qv,Mvg,j dvg,

Il vient finalement

/ uN_2vivj dv,
M

On écrit maintenant

= 0 pour tout 7 # j.

= lim / uN_Qvivj dv,

0< (M, g) < sup F(u,aqvy + -+ - + avg)
(a1,~~~,ak)7ﬁ(0,~~,0)

Ja(anvy + - + ) Ly (aavy + - - - + oy dog

- sup N_2 2

(a1, ,a)#(0,-,0) fM u (oqvl + -+ akvk) dvg
_ sup a? fM viLgvy dvg 4 -+ - + a: fM v Lgvy, dvg

(a1, san)2(0,0) A1 [y, N 20T dvg + - + o [ uN 720t do,
_ “up WAooyt [o uN 20T dog 4 -+ 0@ Ao [3 uN 207 duyg
(a1, ,0k)#(0,,0) af fM uV 20 dvg + -+ + aj fM ulN =20 dv,
0,

IN

puisque chaque Ay ; < 0. On obtient ainsi la contradiction désirée.
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Remarque 3.6.5. Notons que, pour i > 2, il est possible d’avoir [, N "2v?dv, = 0 si M
n’est pas connexe.

Etape 2 : Conclusion

Puisque po(M, g) > 0, d’apres 'étape 1, on obtient que ps(N, gy) > 0. Supposons que
p2(N, gy) < p(S™) (sinon, on obtient le résultat demandé). Le Corollaire nous
fournit une suite (vy) de solutions de

Lg,v9 = pa(N, 99)|vg| N vy,

/ vy dv,, = 1.
N

D’apres la Premiere partie du Théoreme [3.6.2] on a limy_,g o(V, g9) > A, (et donc la
conclusion du Théoreme est vraie) ou bien, et c’est ce que nous supposerons dans
la suite, il existe une fonction v solution sur M de I’équation :

telles que

|N_21)

9

Lyv = psolv

/M lo|N dv, = 1.

Grace au Paragraphe on peut supposer que u(g) # 0. I y a donc deux cas a
considérer.

avec oo = limy (N, gg) > 0 et

Cas 1: u(g) <0.

Supposons que M est connexe et montrons que v change de signe. On raisonne par
I’absurde en supposant que v > 0. Le principe du maximum donne que v > 0. Soit u
une solution positive de I’équation de Yamabe sur M, c’est a dire

Lyu = p(g)u™ 1.

Comme v > 0, on peut écrire :
N-2 N-1
Lyv = fioo |0|" 770 = poov™ .
—~—~

>0
Multiplions la seconde équation par u et intégrons, on obtient
N-1 N-1
u vdu, = L, uv dv :/ ul,vdv, = fiso / v T udvu,, 3.34
T A

d’ou la contradiction. Par conséquent v change de signe ce qui implique que

pi2(M, g) < sup F(v,av™ 4 fv7) = fise.
o,
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Si M n’est pas connexe, le minimiseur de Yamabe u est positif sur une composante
connexe de M. Si uv # 0, La démonstration reste la méme. Si uv = 0, alors

p2(M, g) < sup F(v, au + fv) = pio
aMB

Dans tous les cas, on aboutit a la conclusion du Théoreme [3.1.3]

Cas 2 : u(M,g) >0,

et donc A(NV, gg) > 0. La Proposition nous dit que le signe des valeurs propres de
lopérateur de Yamabe est un invariant conforme. Par conséquent, \;(V, Uév ~2g9) > 0.
Posons 1 = A (N, ’Uév ’Qgg) et soit uy la fonction associée a pup. La fonction uy étant
associée a la premiere valeur propre de l'opérateur de Yamabe, elle est strictement
positive sur au moins une composante connexe de N (et 0 ailleurs). Par ailleurs, uy est
solution de I’équation

Lg,ug = pu|veN Puy,

et telle que
/ uy dvg, =1 et / sV 2ugvg dv,, = 0.
N N

D’apres la Deuxieme partie du Théoreme [3.6.2] il existe une fonction u # 0 solution sur
M de I'équation suivante

Lyu = pisoq|v[N 2u,
Ol [loo,1 = limy ;. Notons que cette limite existe apres extraction éventuelle d'une
sous-suite puisque 0 < puy < ps(N, gy). En procédant comme a I’étape 1, on montre que

/M |U\N’2uv dv, = 0. (3.35)

Puisque u > 0, u # 0, le principe de maximum implique que v > 0 sur au moins une
composante connexe M de M. Ainsi, u et v satisfont les équations

N-2

Lgu = pioc o] "u

)

et

Lgv = proo|v] V72

v
Remarquons que v nest pas nulle sur M sinon, L,(u) = 0 sur M. Cela implique que 0
est une valeur propre de L,. Comme par ailleurs p(g) < 0, L, possede aussi une valeur
propre strictement négative ce qui implique que u2(g) < 0 et contredit les hypotheses que
nous avons faites. Ces deux équations montrent que fio 1 €t fto, SONt des valeurs propres
de la métrique généralisée [v|¥~2g (voir le Chapitre . La fonction u étant positive sur
M, elle est associée a la premiére valeur propre de Lyyn—24 sur M. L’équation
nous montre que, puisque A (M, [v|¥"2g) est simple, que i est au moins la deuxieme
valeur propre de Ly, -2, sur M et donc sur M aussi. Finalement, en utilisant que

Volj,n-24(M) = /M lw|Ndv, = 1,
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on obtient 'inégalité
_ 2
pa(M,g) < Ao(M, 0[N 2g) Vol v—2y (M) 7 < proo,

qui prouve le Théoreme |3.1.3

Remarque 3.6.6. La raison pour laquelle nous supposons, grace au Paragraphe[3.6.2] que
i # 0 est la suivante : si u(g) = 0, nous essayons de nous raccrocher a I'un des deux
cas de la preuve. Dans le premier cas, il est immédiat de voir que 1’équation (3.34)) ne
donne plus aucune contradiction. Dans le deuxieme cas, ce qui ne fonctionne plus dans
la preuve est plus subtil : nous avons besoin du fait que /\1(1)1]9\[ ~2gy) est bornée. Lorsque
w(g) > 0, ceci est vrai parce que

0 < A0 2g9) < Xa(v)2g9) = pa(N, g9) = fioo-

Si u(g) = 0, on ne peut rien plus dire & propos du signe de A;(v) ~2gy). En particulier,
si ce signe est négatif, nous n’avons pas réussi a montrer que /\l(vfgv ~2gy) est minorée et
la preuve s’écroule.

3.7 Quelques applications

Dans cette section, on donne quelques applications du Théoreme |3.1.1

3.7.1 Un résultat préliminaire
Un résultat intéressant pour la suite est donnée par la proposition suivante :

Proposition 3.7.1. Soit V., M deux variétés compactes telles que V admette une
métrique g dont la courbure scalaire Scal, est nulle et telles o(M) > 0, alors

oo(V II M) > min(us(g),o(M)) > 0.

Preuve : Sur V II M, soit G = A\g + ph, ou A et p sont deux constantes positives et
pour ¢ petit, h est une métrique choisie telle que o(M) < u(M,h) + . On sait que

Spec(Lg) = Spec(Lyg) U Spec(Lys)
= )\_lSpec(Lg) U p'Spec(Ly,)
= {)\71)\1,)\71>\2:"'}U{,Uil)\/l,,uilké,'--}
ol \; (resp. \;) désignent les i-eme valeurs propres de L, (resp. L;). Notre hypothese
nous permet de déduire que A\; = 0, Ay > 0 et \| > 0. Par conséquent, on en déduit que
Ao(Lg) = min{ A"t Ay, =N}

On sait que

Volg(V IT M) = A2 Vol, (V) + 2 Vol, (M).

e Pour y=1et A\ - +o00, on a

Ao(La) = A1
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No(Lo)Volgn (VIIM) = Al <C + AVol, % (V))
Sastee A2Volyn (V) = pa(g).
e Lorsque A =1 et u — 400, on écrit
Mo(Lg) = p '\
D’ou
No(LoVolgh (VIIM) = u='\; (C + pvoly? )
S psroe NVolyn = (M, h) > o(M) —e.
Finalement, on obtient que
o2(V I M) = min(uz(g), o(M)).

Remarque 3.7.2.
1. Il est facile de voir que si (M) > 0 et o(NN) > 0, alors

o(MII N)=min(c(M),o(N)),

ou M II N est 'union disjointe de M et N.

2. Soit V avec o(V) < 0. Pour k£ > 2, on a

o(VI1--- IV IIM) < 0.

k fois

En effet, soit une métrique g = gy L go I1--- MM gp Il g, sur VII--- TV IT M. Soit v;

la fonction propre associée a Ai(g;) qui est une fonction positive par hypothese. Les

fonctions v; = 01l ---0 11 \v/b ITO---II 0 sont linéairement indépendantes et
iemeposition

satisfont Ly(0;) = A1(g;)v;. Ce sont donc des fonctions propres de L,. Cela implique que

Ai(g) <0 et comme k> 2, Aa(g) < 0.

Cette remarque explique le choix de la condition |a(M)| < 1 dans le Corollaire[3.1.5, En
effet, en raisonnant comme dans la preuve de la Proposition |3.7.5, nous pouvons montrer
que M s’obtient par un nombre fini de chirurgies de dimension k£ € {0, -- ,n—3} d’une
variété de la forme VII--- ... IIVIINou V possede une métrique a courbure scalaire nulle
et o(N) > 0. Pour appliquer le Théoreéme [3.1.1] il faut que oo(VII--- ..IIVIIN) > 0,
c’est-a-dire, compte-tenu de la remarque précédente, il faut que le nombre de facteurs
Vdans VII--- ... IV II N soit au plus 1. C’est ce qu’assure la condition |a(M)| < 1.

On rappelle que le a-genre est un homomorphisme de ’'anneau de cobordisme spin QP
dans 'anneau KO, (pt) provenant de la K-théorie

a: QP KO, (pt).
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Rappelons que les lois d’addition et de multiplication sur Q°P" sont respectivement
I'union disjointe et le produit cartésien. L’anneau KO, (pt) est un anneau gradué égal
a Z en dimensions 0,4 mod 8, égal a Z/27Z en dimensions 1,2 mod 8 et nul dans les
autres dimensions. Rappelons aussi que « est égal au A—genre en dimensions 0-mod 8
et a %fl—genre en dimensions 4 mod 8.

Dans [BD02], la Proposition 3.5 nous dit qu’en dimensions n = 0,1, 2,4 mod 8, il existe
une variété V telle a(V) = 1 et qui possede g a courbure scalaire nulle.

e Quand a(M) = 0, on se retrouve dans le cadre d’application des résultats de [ADHOS]
et on obtient que o(M) > «,, ou a,, ne dépend que de n.

Pour la suite, nous avons besoin de rappeler le

Théoréme 3.7.3. [St092] Soit M une variété spin. Alors a(M) = 0 si et seulement si
elle est cobordante a une variété N qui admet une courbure scalaire positive.

On rappelle qu'un cobordisme entre M et N est une variété a bord dont le bord W est
I'union disjointe de M et N. Selon que l'on parle de cobordisme orientée ou spin, on
impose de plus que OW = M II (—N) et que W possede une structure spin qui coincide
avec les structures spin données de M et —N quand on la restreint au bord. Nous aurons
aussi besoin de

Théoréme 3.7.4. [Mil65] Si M est cobordante a N et si M est connexe, simplement
connexe, alors M est s’obtient de N par un nombre fini de chirurgies de dimension
0<k<n-3.

Proposition 3.7.5. Soit M une variété spin, conneze, simplement connexe de dimen-
sionn >5, sin=0,1,2,4 mod 8 et |a(M)| <1, alors

oa(M) > ay,
ol v, est une constante positive qui dépend seulement de n.

Preuve : La Proposition 3.5 dans [BD02] donne que pour chaque n = 0,1,2,4 mod 8,
n > 1, il existe une variété V' de dimension n telle que V' possede une métrique g telle
que Scaly =0 et a(V) = 1.

e Premier cas : Si a(M) = 0, alors M est cobordante & une variété N qui porte une
métrique g telle que Scal, > 0. D’apres ce qui précede, on peut obtenir M a partir de
N par un nombre fini de chirurgies de dimension £ < n — 3. Ainsi, d’apres le Corollaire
, o(M) > ¢, ou ¢, est une constante positive qui dépend seulement de n.

e Deuxiéme cas : Si o(M) = 1, alors a(M I (=V)) = 0, d’ou l'existence d’une variété
N avec Scal, > 0 telle que M II (—V) est cobordante a N ce qui équivalent a dire que
M est cobordante a V' II N. En conséquence, M est obtenue de V' II N par un nombre
fini de chirurgies de dimension k£ < n — 3. Il suffit d’appliquer le théoreme principal pour
obtenir le résultat souhaité.
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