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Résumé

Ce travail a eu pour objectif de proposer des méthodes statistiques pour évaluer et comparer les ca-
pacités prédictives de divers outils pronostiques. Le Brier score et principalement les courbes ROC
dépendant du temps ont été étudiés. Tous deux dépendent d’un temps t, représentant un horizon
de prédiction. Motivé par les applications à la prédiction de la démence et des données de cohortes
de personnes âgées, ce travail s’est spécifiquement intéressé à des procédures d’inférence en présence
de données censurées et de risques concurrents. Le risque concurrent de décès sans démence est en
effet important lorsque l’on s’intéresse à prédire une démence chez des sujets âgés. Pour obtenir des
estimateurs consistants, nous avons utilisé une méthode appelée « Inverse Probability of Censoring
Weighting » (IPCW). Dans un premier travail, nous montrons qu’elle permet d’étendre simplement
les estimateurs pour données non censurées et de prendre en compte une censure éventuellement dé-
pendante de l’outil pronostique étudié. Dans un second travail, nous proposons des adaptations pour
les situations de risques concurrents. Quelques résultats asymptotiques sont donnés et permettent de
dériver des régions de confiance et des tests de comparaison d’outils pronostiques. Enfin, un troisième
travail s’intéresse à la comparaison d’outils pronostiques dynamiques, basés sur des marqueurs longi-
tudinaux. Les mesures de capacités pronostiques dépendent ici à la fois du temps s auquel on fait la
prédiction et de l’horizon de prédiction t. Des courbes de capacités pronostiques selon s sont proposées
pour leur évaluation et quelques procédures d’inférence sont développées, permettant de construire des
régions de confiance et des tests de comparaison de ces courbes. L’application des méthodes proposées
a permis de montrer que des outils prédictifs de la démence basés sur des tests cognitifs ou des mesures
répétées de ces tests ont de bonnes capacités pronostiques.

Mots clés : Alzheimer, Brier score, courbe ROC, démence, marqueurs longitudinaux, prédiction, cen-
sure, risques concurrents.

Abstract

The objective of this work is to develop statistical methods that can be used to evaluate and compare
the prognostic ability of different prognostic tools. To measure prognostic ability, mainly the time-
dependent ROC curve is studied and also the Brier score for a prediction horizon t. Motivated by
applications where the aim is to predict the risk of dementia in cohort data of elderly people, this
work focuses on inference procedures in the presence of right censoring and competing risks. In elderly
populations death is a highly prevalent competing risk. To define consistent estimators of the prediction
ability measures, we use the inverse probability of censoring weighting (IPCW) approach. In our first
work, we show that the IPCW approach provides consistent estimators of prediction ability based on
right censored data, even when the censoring distribution is marker-dependent. In our second work, we
adapt the estimators to settings with competing risks. Asymptotic results are provided and we derive
confidence regions and tests for comparing different prognostic tools. Finally, in a third work we focus
on comparing dynamic prognostic tools which use information from repeated marker measurements
to predict future events. The prognostic ability measures now depend on both the time s at which
predictions are made and on the prediction horizon t. Curves of the prognostic ability as a function of
s are developed for the evaluation of dynamic risk predictions. Inference procedures are adapted and
so are confidence regions and tests to compare the curves. The applications of the proposed methods
to cohort data show that the prognostic tools that use cognitive tests, or repeated measurements of
cognitive tests, have high prognostic abilities.

Key words: Alzheimer, Brier score, ROC curve, dementia, longitudinal markers, prediction, censoring,
competing risks.
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« Quels que soient les progrès des connaissances humaines, il y aura toujours place

pour l’ignorance et par suite pour le hasard et la probabilité. »

Emile Borel, Le hasard (1914).
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I.1 À propos de la démence

Cette thèse étant un travail de biostatistique appliquée, nous commençons tout d’abord par

décrire quelques éléments du contexte qui l’a motivée.

I.1.1 La démence : définition et contexte actuel

La démence est souvent définie par une altération de la mémoire et d’au moins une autre

fonction cognitive avec des répercussions sur la vie quotidienne. Cliniquement, le diagnostic

de démence est plus précisément encadré par le Diagnostic and Statistical Manual of Mental

Disorders, publié par l’American Psychiatric Association, qui reprend ce concept avec plus de

précisions. La démence est une maladie chronique, pour laquelle aucun traitement satisfaisant

n’existe et dont on ne guérit pas. Bien que l’évolution diffère d’un patient à l’autre, la maladie

finit par avoir un impact très important sur l’état de santé général du patient. Progressivement,

il devient totalement dépendant en raison de la perte de la capacité à s’habiller, à se laver et à

aller aux toilettes. La maladie crée aussi un état de faiblesse immunitaire et des complications

infectieuses sont d’ailleurs souvent à l’origine du décès.

Aujourd’hui, on estime que 38% des femmes et 24% des hommes âgés de plus de 85 ans

seraient atteints de démence (Gallez, 2005). Avec l’allongement de l’espérance de vie, on estime

aussi que le nombre de sujets déments pourrait augmenter de 75% d’ici 2030 (Jacqmin-Gadda

et al., 2013a). La démence est donc actuellement un problème de santé publique majeur. Parmi

les diverses formes de démence existantes, la maladie d’Alzheimer est la plus courante (environ

60 à 70% des démences).

En partie de ce constat, le Plan Alzheimer a été lancé en France en 2008, sur décision du

Président de la République. Centré sur la personne malade et sa famille, il avait notamment pour

objectif « de fournir un effort sans précédent sur la recherche » et de « favoriser un diagnostic

plus précoce ».
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I.1.2 Traitements préventifs et démence

Alors que la recherche se focalisait encore récemment sur le traitement de la maladie d’Alz-

heimer une fois diagnostiquée, elle semble maintenant essentiellement s’orienter vers les trai-

tements préventifs, à administrer avant le diagnostic de démence, et vers les programmes de

prévention (Aisen et al., 2011; Alzheimer’s Association, 2012).

Par exemple, des essais cliniques se sont récemment intéressés à l’effet préventif d’extraits

de Ginkgo Biloba (arbre du sud-est de la Chine) sur le risque de démence (Snitz et al., 2009;

Andrieu et al., 2008). Bien que les résultats des essais furent négatifs, des résultats d’analyses

secondaires suggèrent que le Ginkgo Biloba pourrait, s’il est consommé sur le long terme, réduire

le risque de démence.

En supposant un effet (modeste) des traitements préventifs de la démence, la courte durée

des essais (5 ans) et la faible incidence de la démence dans les échantillons étudiés pourraient

rendre la puissance des essais cliniques faible. Cela pourrait en partie expliquer les précédents

résultats négatifs (Vellas et al., 2011). Réfléchissant aux problématiques des essais cliniques

préventifs sur la démence, un groupe de réflexion (« task-force ») américano-européen a ré-

cemment proposé des recommandations pour la planification des prochains essais (Vellas et al.,

2011). Parmi elles, la première est d’« enrichir la population de l’étude de sujets à fort risque

de décliner pendant la période de l’étude » pour à la fois augmenter la puissance de l’étude et

pouvoir réduire sa durée.

Ainsi, pour améliorer la puissance d’essais cliniques préventifs, mais aussi pour améliorer

la prise en charge médicale (médicamenteuse ou non) de sujets déclinant vers une démence, il

apparaît aujourd’hui essentiel de pouvoir cibler les populations à haut risque de démence.

I.1.3 Populations à haut risque de démence

Aujourd’hui, les pistes probablement les plus prometteuses pour définir une population à

haut risque de démence semblent être l’exploitation de la connaissance des facteurs de risques

connus, l’utilisation de biomarqueurs et l’utilisation de tests psychométriques.
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I.1.3.1 Facteurs de risque de la démence

Aujourd’hui, quelques facteurs de risque de la démence semblent être clairement identifiés

(Alzheimer’s Association, 2012). Le premier d’entre eux est l’âge, bien que la démence ne

fasse pas partie du processus de vieillissement normal. L’histoire familiale, via la génétique, et

particulièrement le gène codant pour l’apolipoprotéine E (apoE) serait aussi associée au risque

de démence.

Les facteurs de risque vasculaires et le bas niveau d’étude seraient également associés à un

plus fort risque de démence. L’hypothèse d’une « réserve cognitive » est parfois évoquée pour

expliquer l’association entre le niveau d’étude et la démence. Le régime alimentaire, l’intensité

des activités sociales, les antécédents de traumatismes crâniens ou le sexe sont aussi suspectés

d’être associés au risque de démence, bien que la communauté scientifique soit encore partagée

à leur sujet.

I.1.3.2 Biomarqueurs et imagerie médicale

Les biomarqueurs, et notamment ceux permettant de mesurer l’accumulation de β-amyloid

(une peptide néfaste pour le système nerveux) ou l’état de dégradation de cellules nerveuses,

semblent riches de potentiel. Aujourd’hui, on estime qu’ils pourraient aussi être envisagés pour

prédire une démence (Alzheimer’s Association, 2012).

L’imagerie cérébrale par résonance magnétique (IRM) pourrait aussi se révéler utile (The

3C Study Group, 2003). En effet, elle permet d’observer les différentes substances du cerveau

(substance blanche et substance ou matière grise) ainsi que les dégâts vasculaires qui sont

associés au risque de démence.

I.1.3.3 Tests psychométriques

Les tests psychométriques qui permettent de mesurer un niveau cognitif pourraient aussi

s’avérer fort utiles pour identifier des sujets à risque de démence. En utilisant de tels tests,

Amieva et al. (2005, 2008) ont notamment montré que la cognition des futurs déments se
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distinguait significativement de celle des sujets ne développant pas de démence longtemps

avant le diagnostic (jusqu’à 12 ans avant). Bien que d’autres études soient requises pour les

confirmer et les compléter, ces résultats pourraient se révéler très utiles. En effet, faire passer

un test cognitif à un sujet est à la fois non-invasif, peu onéreux, rapide et peu contraignant.

Distinguant des différences d’évolution, les résultats de Amieva et al. (2005, 2008) suggèrent

aussi que des mesures répétées de ces tests, qui permettent d’estimer une évolution du niveau

cognitif du sujet, pourraient aussi être plus prédictives qu’une unique mesure.

I.1.3.4 Évaluer les capacités prédictives et combiner les connaissances : l’utilisation

des données et de la statistique

Chaque facteur de risque, biomarqueur ou test psychométrique est indépendamment plus

utile pour prédire une démence que de tirer au sort, à pile ou face, en prédisant une démence par

l’obtention d’un pile et en prédisant son contraire par un face. Cependant, on peut s’interroger

sur leurs capacités pronostiques et se demander : A quel point prédisent-ils « bien » la démence ?

La question est légitime puisqu’en épidémiologie il est bien connu qu’une seule variable, quelle

que soit sa nature, ne prédit que très rarement efficacement un événement clinique (Pepe et al.,

2004).

Avant d’envisager l’utilisation clinique de prédicteurs de la démence, il est alors essentiel

de quantifier leurs capacités prédictives (Stephan et al., 2010). Par ailleurs, pour prédire la

démence, comme pour prédire des risques cardiovasculaires ou tout autre événement clinique,

la combinaison de différentes sources d’informations et l’utilisation de modèles permet généra-

lement d’augmenter considérablement les capacités de prédiction.

Pour construire et évaluer des modèles de prédiction, l’utilisation de données de cohortes au

moyen de méthodes statistiques appropriées représente alors une opportunité intéressante qui a

déjà connu plusieurs succès. Par exemple, les données de la cohorte de Framingham ont permis

de construire et de valider des modèles de prédiction d’événements cardiovaculaires aujourd’hui

populaires (Wilson et al., 1998). A l’origine de ce travail de thèse, il a donc été supposé que, de

la même façon, les données de cohortes de personnes âgées sont potentiellement riches d’intérêt
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pour l’étude de la prédiction de la démence.

I.2 Les cohortes Paquid et Trois-Cités

Permettant à la fois (i) de construire des modèles de prédictions et (ii) d’évaluer des ca-

pacités prédictives, les données de cohortes qui ont motivées ce travail de thèse, et dont les

applications sont issues, sont brièvement présentées dans cette section.

Les applications des travaux méthodologiques de cette thèse sont essentiellement basées sur

les données de l’étude Paquid (Chapitres III, IV et V). Les données de l’étude des Trois-Cités

seront cependant aussi utilisées au Chapitre V, comme données de validation externe, pour

comparer des modèles pronostiques estimés sur les données de la cohorte Paquid.

I.2.1 Paquid

Paquid (pour “Personnes âgées Quid ? ”) est l’une des premières cohortes européennes visant

à étudier le vieillissement cognitif normal et pathologique des personnes âgées. En particulier,

l’identification de facteurs de risque et de manifestations pré-cliniques de la maladie d’Alzheimer

fait partie des objectifs principaux initiaux (Dartigues et al., 1992).

Paquid est une étude de cohorte prospective incluant 3 777 personnes âgées de 65 ans ou plus

en 1988. Les sujets inclus ont été tirés au sort sur les listes électorales dans le but de constituer

un échantillon représentatif de la population générale.

Après une visite initiale, les sujets sont revus approximativement 1, 3, 5, 8, 10, 13, 15, 17 et

20 ans après par des psychologues. A la visite initiale comme aux suivantes, une multitude

d’informations sont recueillies. Notamment, les scores des sujets à de nombreux tests cognitifs

sont enregistrés, permettant, entre autres, d’estimer des dynamiques d’évolutions cognitives

(Amieva et al., 2005, 2008; Jacqmin-Gadda et al., 1997; Proust-Lima et al., 2007; Dantan

et al., 2011). Parmi eux, trois tests cognitifs présentés en Section I.2.3 ont été étudiés dans les

diverses applications de cette thèse.

A chaque visite, un dépistage de démence est aussi réalisé par un psychologue. En cas de
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suspicion de démence, le diagnostic final est établi par un neurologue lors d’un examen clinique.

Enfin, les informations relatives aux âges de décès des sujets sont recueillies en contactant les

médecins traitants ou les familles.

I.2.2 Trois-Cités

L’étude des Trois-Cités (3C) est également une étude de cohorte prospective visant à étu-

dier la maladie d’Alzheimer. En particulier, l’un des objectifs initiaux était l’identification de

personnes à haut risque de développer cette maladie pour pouvoir leur proposer des mesures

de prévention, si on en disposait. Lancée en 1999, cette étude inclut 9 294 personnes âgées

de 65 ans ou plus qui ont été recrutées par tirage au sort sur les listes électorales des villes de

Bordeaux, Dijon et Montpellier, d’où le nom Trois-Cités. (The 3C Study Group, 2003).

Tous les deux ans et comme pour les sujets de Paquid, les sujets de l’étude des Trois-Cités

ont été vus par des enquêteurs, ont passé des tests cognitifs et ont été diagnostiqués pour la

démence. Les informations relatives aux âges et causes de décès ont également été recueillies

en contactant les médecins traitants, les centres hospitaliers ou les proches. Par ailleurs, des

données de neuro-imagerie (inexploitées dans cette thèse) ont aussi été recueillies, notamment

pour étudier les liens entre défaut de vascularisation cérébrale et maladie d’Alzheimer.

Bien que très comparable à l’étude Paquid, notons cependant que la population de cette

étude diffère quelque peu de celle de Paquid, du fait que l’étude soit plus récente (1999 versus

1988) et qu’elle n’inclut que des sujets vivant dans de larges agglomérations (Dijon, Montpellier

et Bordeaux versus l’ensemble de la Dordogne et de la Gironde, milieu rural compris). Une

conséquence notable est donc que le niveau d’étude des sujets, qui est fortement associé au

niveau cognitif, est plus élevé dans l’étude des Trois-Cités que dans l’étude Paquid.

Enfin, signalons qu’une documentation détaillée de cette étude et des publications associées

est disponible à l’adresse : http://www.three-city-study.com/.
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I.2.3 Tests psychométriques utilisés dans nos applications

Le Mini-Mental State Examination, le Test de fluence verbal d’Isaacs et le Digit symbol

substitution test sont les trois tests psychométriques qui sont étudiés dans les applications des

méthodologies présentées dans cette thèse. Ils ont tous les trois été passés par les sujets de

l’étude Paquid. Cependant, seuls les deux premiers ont été proposés dans l’étude des Trois-Cités.

I.2.3.1 Mini-Mental State Examination

Le “Mini Mental State Examination” (MMSE), proposé par Folstein et al. (1975) est un test

assez complet évaluant simultanément plusieurs dimensions de la cognition, dont la mémoire, le

calcul, l’orientation dans le temps et l’espace, et le langage. Actuellement, c’est le test cognitif

le plus utilisé pour l’évaluation de troubles cognitifs et le dépistage de la démence des personnes

âgées. Le test consiste à répondre à 30 questions. Attribuant un point par réponse juste, le score

de ce test varie de 0 à 30.

Bien qu’extrêmement intéressant comme indice global de la cognition, il est cependant

connu pour souffrir d’un effet plafond et est peu sensible aux changements de niveaux cognitifs

des sujets à haut niveau cognitif.

I.2.3.2 Test de fluence verbal d’Isaacs

Le test de fluence verbal d’Isaacs et Kennie (1973) évalue la fluidité et la vitesse de produc-

tion verbale. Il consiste à demander à un sujet de donner le plus de mots possibles appartenant

à une catégorie sémantique particulière en une minute. Quatre catégories sémantiques sont

considérées : les villes, les fruits, les animaux et les couleurs. Dans nos analyses, comme dans

la plupart des précédentes réalisées sur ce test avec les données de Paquid, on s’intéresse à la

somme des scores par catégorie à 15 secondes, avec censure à 10 mots par catégorie. Attribuant

un point par mot juste, le score varie alors de 0 à 40.

Les résultats de Proust-Lima et al. (2007) suggèrent que ce test serait relativement sensible

aux petites variations de cognition, et ceci quel que soit le niveau cognitif des sujets. En effet,
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il ne présente pas d’effet plafond ni plancher. Par ailleurs, Amieva et al. (2008) suggèrent que

c’est l’un des tests cognitifs pour lequel l’évolution moyenne différerait le plus précocement

entre les futurs déments et les autres.

I.2.3.3 Digit symbol substitution test

Le « Digit Symbol Substitution Test » (DSST) proposé par Wechsler (1981) mesure l’at-

tention et la vitesse psychomotrice. Comme décrit à la Figure I.1, étant donnée une grille de

correspondance appariant des chiffres et des symboles, le test consiste à remplir des cases

blanches avec le symbole correspondant au chiffre au-dessus de la case. Un sujet passant le

test doit remplir le plus de cases possibles en 90 secondes. Attribuant un point par symbole

correctement substitué, ce score varie de 0 à 90.

Les résultats de Proust-Lima et al. (2007) suggèrent que, pour les sujets de niveau cog-

nitif moyen à haut, ce test serait relativement sensible et approprié à l’identification de petits

changements de cognition.

�������������	�


�
2 1 3 7 2 4 8 2 1 3 2 1 4 2 3 5 2 3 1 4 5 6 3 1 4

1 5 4 2 7 6 3 5 7 2 8 5 4 6 3 7 2 8 1 9 5 8 4 7 3

6 2 5 1 9 2 8 3 7 4 5 5 9 4 8 3 7 2 6 1 5 4 6 3 7

9 2 8 1 7 9 4 6 8 5 9 7 1 8 5 2 9 4 8 6 3 7 9 8 6

(a) Code de substitution

1 5 4 2 7 6 3 5 7 2 8 5 4 6 3 7 2 8 1 9 5 8 4 7 3

6 2 5 1 9 2 8 3 7 4 5 5 9 4 8 3 7 2 6 1 5 4 6 3 7

9 2 8 1 7 9 4 6 8 5 9 7 1 8 5 2 9 4 8 6 3 7 9 8 6

(b) Portion d’une grille de test à remplir par le sujet testé

Figure I.1 – Test de substitution de symbole de Wechsler (1981)
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I.3 Objectifs de la thèse

I.3.1 Motivation épidémiologique

La prédiction de la démence est compliquée car la maladie est encore peu connue. Pourtant,

elle apparaît aujourd’hui comme une opportunité de premier plan pour améliorer la prise en

charge des personnes âgées susceptibles de la développer. C’est pourquoi elle mérite d’être

étudiée.

Parmi les prédicteurs potentiels de la démence, les tests psychométriques sont les plus

intéressants car rapides, peu coûteux et non invasifs. De plus, les travaux de Amieva et al. (2008,

2005) ont montré une différence d’évolution de scores cognitifs longtemps avant l’apparition de

la démence. Les capacités pronostiques d’un unique test cognitif apparaissent donc intéressantes

à évaluer. Par ailleurs, il serait dommage de ne pas utiliser l’âge et le niveau d’études qui sont

des facteurs de risques majeurs de la démence et qui sont toujours accessibles au médecin

traitant. La pertinence d’un score pronostique, combinant à la fois une ou plusieurs mesures

de tests psychométriques et ces facteurs de risques, apparaît ainsi également intéressante à

investiguer.

Pour évaluer de tels outils pronostiques au moyen de données de cohortes, les sorties d’étude

qui induisent un phénomène de censure des données devront être prises en compte par les

méthodes statistiques d’estimation. Par ailleurs, la prédiction de la démence s’effectuant pour

des personnes âgées, son évaluation devra tenir compte du risque concurrent non négligeable

de décès sans démence.

D’un point de vue épidémiologique, ce travail de thèse souhaite donc contribuer à l’étude des

capacités pronostiques de prédicteurs de la démence construits à partir de tests psychométriques,

en tenant compte des phénomènes de censure et du risque concurrent de décès sans démence.

I.3.2 Objectif

Cette thèse a pour ambition de contribuer au développement de méthodes d’évaluation de

capacités prédictives en présence de données censurées, de risques concurrents et de marqueurs
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longitudinaux.

Plus précisément, l’objectif est de proposer des méthodes d’inférence de capacités pro-

nostiques, incluant l’estimation ponctuelle et la construction de régions de confiance et tests

statistiques, permettant notamment de faire des comparaisons d’outils prédictifs. Une place

centrale sera accordée aux méthodes d’inférence pour les courbes ROC (« Receiving Operating

Characteristic »).

C’est avant tout un travail de méthodologie biostatistique, bien que l’application à la pré-

diction de la démence soit omniprésente et à l’origine de tous les développements proposés.

I.3.3 Plan du mémoire

Ce travail s’inscrivant dans un contexte déjà riche de connaissances sur le sujet, une tentative

de résumé de l’état de l’art est présentée au Chapitre II : État de l’art. Notamment, on y

rappelle les particularités des données censurées et des risques concurrents. On discute ensuite

succinctement les modèles de prédiction puis on rappelle et discute les différentes possibilités

pour évaluer des outils prédictifs. On présente notamment les courbes ROC sur lesquelles porte

la majeure partie du travail de thèse. Enfin, on termine l’état des connaissances en présentant

brièvement les principales méthodes d’estimation adaptées aux données censurées, ainsi que

quelques outils de statistique asymptotique utilisés pour dériver nos développements.

On présente ensuite notre travail de thèse, dont l’objectif principal était les développements

méthodologiques pour les courbes ROC. Trois chapitres sont présentés, chacun ayant pour

objectif de contribuer à l’une des trois thématiques suivantes :

– Chapitre III : Courbe ROC dépendant du temps et censure dépendante de l’outil prédictif

à évaluer

– Chapitre IV : Courbe ROC dépendant du temps et risques concurrents

– Chapitre V : Comparaisons de prédictions dynamiques basées sur des mesures répétées

d’un marqueur

Ces trois thématiques sont présentées sous la forme d’un article principal publié ou soumis à

publication dans une revue internationale à comité de lecture, ainsi que de quelques complé-
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ments.

Une discussion générale résumant les travaux et ouvrant vers de nouvelles perspectives est

ensuite présentée au Chapitre VI, avant la bibliographie et une annexe qui clôt ce manuscrit.
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II.1 Les données de survie : la censure et les risques

concurrents

II.1.1 La censure indépendante et le risque instantané

En étudiant des durées, entre une entrée dans une étude clinique et un décès par exemple,

on se trouve souvent confronté au problème de la censure, induit par exemple par des sorties

d’étude. On dit qu’il y a un phénomène de censure (à droite), et qu’on est en présence de

données censurées (à droite) lorsqu’on souhaite étudier un temps de survie T mais qu’on observe

seulement le couple

♣

 T ,∆! avec

✩

✫

✪

 T ✏ min♣T,C!

∆ ✏ 11
♣T↕C"

,

moins informatif que la variable T . Le temps C est alors appelé temps de censure.

Depuis le début du XXème siècle, de nombreuses méthodes d’inférence statistique se sont in-

téressées à de telles données, donnant naissance à la branche de la statistique dite de l’« analyse

de survie ». A notre connaissance, elles reposent toutes sur la notion de censure indépendante.

Bien que le mot soit le même, indépendant en analyse de survie ne signifie cependant pas

indépendant au sens probabiliste. On discute donc ici brièvement et informellement la notion

de censure indépendante.

Au sens probabiliste, un temps de censure C est dit indépendant s’il n’influence pas le temps

de survie T . Plus précisément, au sens probabiliste on dit que deux variables aléatoires réelles T

et C sont indépendantes si pour tout intervalle Ii et Ij de R, on a P♣T # Ii, C # Ij! ✏ P♣T #

Ii!P♣C # Ij!, ou de manière équivalente, P♣T # Ii⑤C # Ij! ✏ P♣T # Ii!. L’indépendance telle

qu’on l’entend le plus souvent au sens de l’analyse de survie est une condition qui peut être

considérée comme bien plus faible mais qui est aussi bien plus complexe.

Initialement proposée dans la thèse de Odd Aalen (Aalen, 1975), la définition d’une censure

indépendante actuellement considérée comme la plus satisfaisante résulte de l’émergence de

l’élégante théorie des martingales et de son application en analyse de survie (Aalen et al.,

2009). Elle est liée aux propriétés des martingales car elle est définie conditionnellement au
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passé. Sa définition rigoureuse est donnée par Andersen et al. (1993, Définition III.2.1) et

Aalen et al. (2008, Sec. 2.2.8). Elle est ici omise, car nécessitant l’introduction de quelques

concepts et notations mathématiques assez techniques (filtrations, martingales, décomposition

de Doob-Meyer et théorème d’innovation).

Heuristiquement, on peut cependant définir une censure comme indépendante au sens de

l’analyse de survie si, sachant qu’une personne est en vie au temps t (i.e. T → t), l’information

additionnelle qu’une personne soit non censurée ne change pas son risque instantané de décès

(Andersen et Keiding, 2012). Le sens des mots « additionnelle » et « risque instantané » est

alors important à clarifier. Un risque instantané conditionnellement à des covariables X ✏

♣X1, . . . , Xp#, est défini par

λ♣t⑤X# ✏ lim
dt 0

1

dt
P♣t ↕ T ➔ t' dt⑤T ➙ t,X#. (II.1)

Essentiellement, l’information « additionnelle » signifie que l’information est additionnelle à ce

qui est connu et utilisé pour modéliser le risque instantané de décès au temps t, i.e. au passé.

Grossièrement il s’agit de toute information complémentaire à T → t et aux covariables X. C’est

cette notion de conditionnement sur le passé, intrinsèque aux propriétés des martingales, qui

est rigoureusement définie par Andersen et al. (1993, Définition III.2.1) et Aalen et al. (2008,

Sec. 2.2.8).

Une censure indépendante au sens probabiliste est donc indépendante au sens de l’analyse

de survie. Cependant, une censure peut être non indépendante au sens probabiliste bien qu’in-

dépendante au sens de l’analyse de survie. Par exemple, c’est le cas lorsque la censure C et le

temps de survie T sont tous les deux corrélés à des covariables communes X ✏ ♣X1, . . . , Xp#

considérées dans le risque instantané, mais que T et C sont indépendants conditionnellement

à X. La censure ne sera néanmoins pas indépendante si l’une des covariables X1, . . . , Xp n’est

pas incluse dans le modèle (Andersen et al., 1993, Exemple III.2.9). Par exemple, la censure

peut donc être différente dans les bras traité et placebo d’un essai clinique, lorsqu’on s’intéresse

à modéliser l’effet d’un traitement.

D’un certain point de vue, la notion de censure indépendante en survie est assez similaire
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aux notions de biais de confusion intrinsèques à l’épidémiologie, ou aux notions de données man-

quantes aléatoires, dites « données MAR », pour « Missing At Random » (Hedeker et Gibbons,

2006, Chap. 14), qui sont omniprésentes en modélisation de données répétées. Contrairement

à la notion de censure indépendante au sens probabiliste, ces dernières dépendent toutes les

trois à la fois de la nature des données mais aussi des modèles que l’on souhaite estimer.

Pour des raisons techniques et sans perte de généralités importantes, dans les Chapitres III,

IV et V, on ne parlera d’indépendance ou d’indépendance conditionnelle qu’au sens probabiliste.

II.1.2 Le risque instantané, quantité clé en analyse de survie

Diverses quantités peuvent être utilisées pour analyser les propriétés d’un temps de survie.

Si la censure indépendante est définie en fonction du risque instantané de l’équation (II.1), c’est

parce que ces quantités peuvent souvent en être dérivées. En particulier, la fonction de survie

de T conditionnellement à X, définie par S♣t⑤X" ✏ P♣S → t⑤X", peut se réécrire comme

S♣t⑤X" ✏ exp

✧

✁

➺ t

0

λ♣u⑤X"du

✯

✏ exp
✦

✁ Λ♣t⑤X"

✮

,

où Λ♣t⑤X" ✏

➩t

0
λ♣u⑤X"du est appelé le risque cumulé. Réciproquement, on notera que le risque

instantané peut s’écrire en fonction de la survie via

λ♣t⑤X" ✏ ✁

❇

❇t
log

✦

S♣t⑤X"

✮

. (II.2)

La densité de probabilité en t, notée f♣t⑤X", peut aussi se réécrire comme

f♣t⑤X" ✏ ✁

❇

❇t
S♣t⑤X" ✏ λ♣t⑤X" exp

✧

✁

➺ t

0

λ♣u⑤X"du

✯

,

et pour toute fonction ϕ♣☎" d’intérêt, on a alors aussi

E

✑

ϕ♣T "

✞

✞

✞
X
✙

✏

➺

✽

0

ϕ♣u"f♣u⑤X"du

✏

➺

✽

0

ϕ♣u"λ♣u⑤X" exp

✧

✁

➺ u

0

λ♣s⑤X"ds

✯

du.

Ainsi, en présence d’une censure indépendante qui essentiellement assure que λ♣t⑤X" peut être

estimé sans biais, les nombreuses quantités d’intérêt qui en sont dérivées peuvent également

être estimées sans biais en utilisant ces relations.
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II.1.3 Risques concurrents

La situation « classique » en survie considère qu’un sujet est susceptible de subir un unique

événement (appelé décès). La situation dite de « risques concurrents » (aussi dite de « risques

compétitifs ») considère quant à elle qu’un sujet est à risque de plusieurs événements différents,

mutuellement exclusifs. Par exemple si l’on étudiait une population de fumeurs, on pourrait

considérer qu’un sujet peut subir trois risques concurrents : un décès par infarctus, un décès par

cancer du poumon ou un décès dû à une autre cause. Ces deux situations de survie « classique »

et de risques concurrents, ainsi que d’autres plus générales, peuvent être modélisées par des

modèles multi-états (Andersen et Keiding, 2002), comme l’illustrent les Figures II.1 et II.2.

Sain
(0)

Décès
(1)

Figure II.1 – La survie « classique » : un modèle à deux états.

Sain
(0)

Décès : cause 1
(1)

Décès : cause k
(k)

Décès : cause K
(K)

...

...

Figure II.2 – Les risques concurrents.

Un autre exemple, celui qui nous intéressera principalement dans les Chapitres IV et V,

considère qu’un sujet sain peut subir les deux événements concurrents de démence et de décès

sans démence (Figure II.3). Deux différences majeures entre la notion de risque concurrent et

la notion de censure sont :
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Sain
(0)

Démence
(1)

Décès sans
démence

(2)

Figure II.3 – Les risques concurrents de démence et décès sans démence.

(i) Les risques concurrents correspondent à des phénomènes réels (que l’on souhaite étudier

ou au moins prendre en compte dans les définitions des quantités d’intérêt), et non pas

à des phénomènes de nuisances liés au schéma d’observation des données.

(ii) Les risques concurrents sont mutuellement exclusifs : un sujet ne peut par définition

jamais expérimenter deux risques concurrents. Par contraste, il est supposé qu’un sujet

censuré finit toujours par mourrir après son temps de censure, bien que l’on n’observe

pas cette donnée.

Pour modéliser les risques concurrents, on utilise généralement un vecteur ♣T, η!, composé d’un

temps d’évènement T , et d’un type (ou cause) d’événement η, avec η " #1, . . . ,K✉, si l’on

suppose K types d’événement. Comme en survie « classique », en pratique on observe souvent

des données censurées (généralement à droite). On observe alors

♣

 T ,  η! avec

✩

✫

✪

 T ✏ min♣T,C!

 η ✏ ∆η ✏ η11
♣T↕C"

,

moins informatif que le couple ♣T, η!. D’autres modélisations des risques compétitifs ont aussi

été proposées, comme celle des « temps latents », bien qu’elle soit critiquée depuis longtemps

(Tsiatis, 1975) et qu’elle soit aujourd’hui considérée comme peu appropriée en biostatistique

(Andersen et Keiding, 2012).

Dans la situation des risques concurrents, le risque instantané de l’équation (II.1) peut se
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décomposer en la somme de risques spécifiques à chaque cause (« cause specific hazard »),

λ♣t⑤X" ✏

K
➳

k✏1

λk♣t⑤X",

avec

λk♣t⑤X" ✏ lim
dt!0

1

dt
P♣t ↕ T ➔ t & dt, η ✏ k⑤T ➙ t,X". (II.3)

Lorsque l’on s’intéresse à des méthodes de régression du risque spécifique à la cause k, i.e.

λk♣t⑤X", la situation des risques concurrents peut être rapportée à la situation classique sans

risque concurrent (Andersen et al., 2012). En effet, pour des raisons de factorisation de la

vraisemblance, l’estimation peut être réalisée en considérant les données des sujets subissant

les événements concurrents comme censurées (Kalbfleisch et Prentice, 2002, Section 8.2.3).

Heuristiquement, on dit que cela est possible car les risques concurrents n’influencent pas le

risque à « court terme » de l’événement k, i.e. le risque instantané λk♣t⑤X". Cependant, le

risque à « long terme », c’est-à-dire la probabilité de subir l’événement k dans les t années à

venir, appelée l’incidence cumulée et notée Fk♣t⑤X", est quant à elle influencée par les risques

concurrents (Putter et al., 2007; Andersen et al., 2012). En effet, la fonction d’incidence cumulée

d’une cause k en t est :

Fk♣t⑤X" ✏ P♣T ↕ t, η ✏ k⑤X"

✏

➺ t

0

λk♣u⑤X"S♣u⑤X"du

✏

➺ t

0

λk♣u⑤X" exp

✄

✁

K
➳

j✏1

➺ u

0

λj♣s⑤X"ds

☛

du. (II.4)

Le risque à long terme Fk♣t⑤X" est donc impacté par tous les risques causes spécifiques, via

le terme S♣u⑤X" dans l’intégrale de l’équation (II.4). L’interprétation naturelle étant que pour

subir l’événement k, il faut ne pas avoir subi l’un des K ✁ 1 événements concurrents avant. En

particulier, cette relation montre que même si la covariable X ne modifie pas le risque λk♣u⑤X",

elle peut, en modifiant l’un des λj♣u⑤X", j ✘ k, modifier Fk♣t⑤X", i.e. le risque à long terme.

Considérons l’exemple de la démence de la Figure II.3, avec η * +1, 2✉, η ✏ 1 pour la démence

et η ✏ 2 pour le décès sans démence, où X représente la variable binaire indicatrice du sexe.
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Même si le risque instantané de démence λ1♣u⑤X" ne dépend pas du sexe, F1♣t⑤X" en dépend

fortement, puisque λ2♣u⑤X" en dépend (les femmes ayant une espérance de vie plus longue).

Dans certains cas, le sens de l’effet d’une variable sur le risque à court terme et le risque

à long terme d’un événement peut même s’inverser. Notons que cette relation non monotone,

entre risques à court et long terme, n’a pas lieu en l’absence de risques concurrents dès lors que

l’effet de la variable est supposé indépendant du temps (i.e. avec un modèle de Cox (1972) par

exemple), comme le rappelle l’équation (II.2) page 17. C’est l’une des spécificités principales

des risques concurrents qui a donné lieu à une multitude de discussions et de travaux (Gray

(1988); Fine et Gray (1999); Andersen et Keiding (2012); Gerds et al. (2012), entre autres).

II.2 Modèles pronostiques

II.2.1 Généralités

Divers et variés, les modèles pronostiques connaissent aujourd’hui un intérêt croissant en

statistique médicale (Steyerberg, 2009). Dans cette thèse, on s’intéresse à ceux ayant pour

objectif de prédire un évènement binaire D (noté D ✏ 1 s’il a lieu, D ✏ 0 sinon) en fonction

d’une information disponible, généralement modélisée par un vecteur de covariables X. L’évé-

nement D peut éventuellement être défini en fonction d’un temps de survie T et d’un horizon

de prédiction t, par exemple si D ✑ D♣t" ✏ 11
♣T↕t". En présence de risques concurrents, la

cause de décès peut aussi être utilisée pour le définir, par exemple si D ✑ D♣t" ✏ 11
♣T↕t,η✏1".

Contrairement aux modèles d’association, explicatifs, étiologiques ou causaux, qui sont uti-

lisés pour quantifier et tester des effets de covariables X sur D, les modèles pronostiques n’ont

pour ambition que d’estimer la probabilité P♣D ✏ 1⑤X". Ils ne sont donc pas, en première in-

tention du moins, limités par des difficultés de modélisation comme celles liées à l’interprétation

du modèle, de ses paramètres ou aux notions de confusion par exemple.

C’est pourquoi, par exemple, en présence de risques concurrents, avec D ✑ D♣t" ✏

11
♣T↕t,η✏1", les approches modélisant directement la probabilité de l’événement D♣t" ✏ 1 sa-

chant X, i.e. l’incidence cumulée F1♣t⑤X", comme celles de Fine et Gray (1999) ou Scheike
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et al. (2008), sont souvent préférées à des modèles combinant des modèles pour les hasards

spécifiques à chaque cause, pour faire de la prédiction (Andersen et Keiding, 2012). En effet,

bien que peu interprétables d’un point de vue étiologique, elles ont entre autres l’avantage

d’être plus parcimonieuses et de supposer moins d’hypothèses.

Dans les applications de cette thèse, on ne s’intéressera qu’à des modèles pronostiques issus

de modèles de régression. Cependant, la grande liberté de modélisation permise par l’absence

de contrainte d’interprétation des paramètres permet aussi d’utiliser de nombreuses méthodes

issues de l’apprentissage automatique, présentées dans la monographie Hastie et al. (2009) par

exemple. Notons d’ailleurs que certaines d’entre elles sont très populaires, comme les forêts

aléatoires de Breiman (2001) qui ont récemment été étendues aux données de survie et aux

situations de risques concurrents (Ishwaran et al., 2008; Mogensen et Gerds, 2013).

Par ailleurs, pour construire des modèles pronostiques paramétriques ou semi-paramétriques,

notons qu’on attache généralement peu d’importance à la validité de certaines hypothèses cou-

rantes, telles que la linéarité (ou log-linéarité) de l’effet de covariables par exemple. C’est aussi

l’une des différences majeures entre les modèles pronostiques et les modèles d’association ou

de causalité. S’il est vrai qu’un modèle pronostique prédira d’autant mieux que les hypothèses

sous-jacentes qu’il suppose sont vérifiées, en général rien n’implique qu’il prédira mal si certaines

de ces hypothèses sont violées (Steyerberg, 2009, Sec. 6.1.1). On retrouve donc en prédiction,

comme dans de nombreux domaines de la statistique, le célèbre message de Georges Box : « Au

fond, tous les modèles sont faux mais certains sont utiles » 1.

En biostatistique, pour modéliser l’effet de covariables X sur l’occurrence de D ✏ 1, on

modélise souvent P♣D ✏ 1⑤X# avec un modèle logistique. Pour modéliser l’occurrence de

D ✑ D♣t# ✏ 11
♣T↕t" ✏ 1 en fonction de X, i.e. P♣T ↕ t⑤X#, on utilise souvent un modèle

de Cox. Pour P♣T ↕ t, η ✏ 1⑤X#, on peut similairement utiliser un modèle de Fine et Gray

(1999) par exemple. De nombreuses alternatives sont aussi disponibles et foisonnent dans la

littérature. Toutes ces approches sont particulièrement adaptées lorsqu’on suppose un unique

1. Citation originale : « Essentially, all models are wrong, but some are useful » (Box, 1979)
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temps auquel on fait le pronostic, appelé « temps landmark » dans la suite, auquel on dispose

de l’information sur les covariables X.

Une autre famille de modèles pronostiques nous intéressera cependant particulièrement au

Chapitre V : celle des modèles pronostiques dit « dynamiques », dont l’idée est décrite ci-après.

II.2.2 Modèle de prédiction dynamique en présence de marqueurs

longitudinaux

II.2.2.1 L’idée de la prédiction dynamique
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Figure II.4 – Prédiction dynamique en utilisant des mesures répétées d’un test cognitif (voir
texte pour la légende).

Notre intérêt particulier pour les modèles dynamiques est illustré à la Figure II.4. La situation

est la suivante. Les sujets des cohortes Paquid et Trois-Cités sont suivis régulièrement (environ

tous les deux ans). A chaque visite, leur cognition est évaluée et des scores cognitifs sont

enregistrés (représentés par les croix de la Figure II.4). Après quelques années de suivi, disons

s années, on souhaite prédire l’apparition ou non d’un événement dans les t années suivantes,

que l’on notera D♣s, t! ✏ 1 s’il a lieu et D♣s, t! ✏ 0 sinon. Pour cela, on souhaite utiliser
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toute l’information à notre disposition au temps de prédiction s, le temps « landmark ». En

particulier, on veut utiliser l’information sur les mesures répétées des tests cognitifs enregistrés

jusqu’en s, et qui nous donne une idée de l’évolution cognitive du sujet, (représentée en tiret

sur la Figure II.4). C’est parce que l’information utilisée pour la prédiction croît avec le temps

landmark s, que l’on parle de prédiction dynamique.

Formellement, on s’intéresse donc à la prédiction dynamique estimant une probabilité de la

forme

π♣s, t! ✏ P
 

D♣s, t! ✏ 1
✞

✞T → s,H♣s!
✟

, (II.5)

où T représente un temps d’événement et H♣s! (« H » pour histoire) représente toute l’infor-

mation disponible et utile pour prédire D♣s, t! ✏ 1. Pour s ✏ 4 ans fixé, la fonction décroissante

t $% 1 ✁ π♣s, t! est représentée en alternance de tiret et de pointillé sur la Figure II.4, pour

t ' (0, 5) ans.

Dans la littérature, D♣s, t! représente le plus souvent l’indicateur de l’événement *s ➔

T ↕ s - t✉ (Proust-Lima et Taylor, 2009; Proust-Lima et al., 2012; Rizopoulos, 2011; van

Houwelingen, 2007, entre autres).

Cependant, dans le cas de la prédiction de la démence, en raison de la présence du risque

concurrent de décès sans démence (Figure II.3), on aura D♣s, t! ✏ *s ➔ T ↕ s - t, η ✏ 1✉,

avec T correspondant à la durée entre l’âge de l’apparition de la démence, ou du décès sans

démence, et l’âge à l’entrée dans l’étude, et avec η ✏ 1 indiquant l’événement démence, et

η ✏ 2 l’événement décès sans démence. Comme Nicolaie et al. (2013a,b), entre autres, on

s’intéressera donc à ce type de prédictions dynamiques au Chapitre V.

II.2.2.2 Les modèles multi-états et l’approche landmark

Une première approche pour estimer des prédictions dynamiques consiste à utiliser, de

manière adaptée, des modèles à l’origine proposés pour modéliser uniquement l’effet de variables

qui ne changent pas au cours du temps (variables « baseline »).

En particulier, les modèles multi-états peuvent être utilisés pour construire des prédictions

dynamiques de D♣s, t! ✏ 1, en fonction d’une information dynamique H♣s! (van Houwelingen
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et Putter, 2012, Section III.9). Brièvement, l’idée consiste à définir l’événement D♣s, t! ✏ 1

comme l’entrée dans un état absorbant, et à modéliser l’information H♣s! par la trajectoire du

sujet à travers plusieurs états intermédiaires. Par exemple, Cortese et Andersen (2010) et Cortese

et al. (2013) utilisent la méthode pour prédire un décès chez des patients leucémiques, gréffés

de la moelle, où l’information dynamique H♣s! inclut notamment l’apparition de complications

dues à la greffe avant le temps s.

Une autre approche consiste à utiliser une « grille » de temps s, et à estimer autant de

modèles prédictifs qu’il y a de temps s dans la grille, pour modéliser directement D♣s, t! ✏ 1

en fonction de H♣s!. C’est l’approche dite « landmark » (van Houwelingen, 2007; van Houwe-

lingen et Putter, 2012, Section III.8). Éventuellement, les différents modèles correspondant aux

différents temps landmark s peuvent être combinés en un seul « super model » en suivant l’idée

des équations d’estimation pour données groupées de Liang et Zeger (1986) (van Houwelingen,

2007). Considérant le même exemple d’application des patients leucémiques greffés, Nicolaie

et al. (2013b) modélisent ainsi directement D♣s, t! ✏ 1 en fonction de H♣s! par un modèle

logistique.

Ces deux approches sont très intéressantes en présence de données de survie, et particuliè-

rement lorsque l’information dynamique H♣s! représente des covariables dépendantes du temps

observées en temps continu, et que ces covariables sont non bruitées. C’est le cas, par exemple,

lorsque H♣s! inclut les indicatrices d’une rechute d’un cancer, d’un traitement ou d’une aggra-

vation sévère d’une maladie avant le temps s. Elles sont cependant plus difficiles à utiliser et

peu appropriées lorsque H♣s! représente les observations de biomarqueurs ou de tests cognitifs

jusqu’en s, qui ne sont observés qu’à des temps discrets, et généralement avec des erreurs de

mesure.

II.2.2.3 Les modèles conjoints

Une autre approche pour estimer des prédictions dynamiques consiste à modéliser conjoin-

tement l’information dynamique H♣s! et l’événement D♣s, t!.

Plus spécifiquement, reprenons le cas de la démence qui nous intéresse principalement, et
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pour lequel on cherche à estimer

π♣s, t! ✏ P♣D♣s, t! ✏ 1⑤T → s,H♣s!!

✏ P♣s ➔ T ↕ s ' t, η ✏ 1⑤T → s,H♣s!!, (II.6)

avec H♣s! ✏

✥

X,Y♣s!
✭

, où X représente des covariables fixes et Y♣s! représente les scores

cognitifs du sujet observés jusqu’en s. Brièvement, l’idée consiste à modéliser conjointement

♣T, η! et la trajectoire du test cognitif, notée Y ♣☎!, sachant les covariables fixes X. Pour

cela, on modélise la corrélation entre ♣T, η! et Y ♣☎! par une structure latente γ, dont on

paramétrise la distribution, et on utilise deux sous-modèles paramétriques pour les distributions

de ♣T, η! sachant γ et de Y ♣☎! sachant γ. De nombreux modèles sont alors possibles. Les

plus communs sont présentés dans les revues de la littérature exhaustives de Tsiatis et Davidian

(2004) et Rizopoulos (2012). Le modèle conjoint ainsi défini étant complétement paramétrique,

les estimations des paramètres peuvent être obtenues par maximisation de la vraissemblance.

Pour estimer les prédictions dynamiques, l’approche la plus simple consiste ensuite à réécrire

π♣s, t! en fonction de l’information dynamique H♣s! ✏

✥

X,Y♣s!
✭

et des paramètres du modèle,

puis à remplacer les paramètres par leur estimation.

Dans cette thèse, notre intérêt particulier pour la modélisation conjointe réside dans le fait

que, en modélisant la trajectoire de l’évolution des tests cognitifs, elle s’adapte bien au fait que

les scores cognitifs ne soient mesurés qu’à des temps de visites discrets, différents pour chaque

sujet, et au fait que les scores cognitifs représentent les observations bruitées de niveaux cognitifs

sous-jacents. Nous reparlerons de prédictions dynamiques basées sur des modèles conjoints au

Chapitre V.

Par ailleurs, notons qu’historiquement le développement des modèles conjoints a principa-

lement été guidé par deux motivations autres que celle de la prédiction dynamique (Jacqmin-

Gadda et al., 2004). Une première était l’étude d’évolution de biomarqueurs en présence de

données manquantes non aléatoires dues à des décès. Une autre était l’étude du lien entre

une covariable dépendante du temps « interne » (aussi dite « endogène »), typiquement un

biomarqueur, et le risque instantané de décès. En effet, les approches plus usuelles basées sur la
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maximisation de la vraisemblance partielle de Cox (1972) ont été développées pour des variables

dépendantes du temps « externes » (aussi dites « exogènes »), tel qu’un niveau de pollution

atmosphérique, et sont souvent peu pertinentes en présence de variables dépendantes du temps

« internes » (Fisher et Lin, 1999; Kalbfleisch et Prentice, 2002, Section 6.3).

II.3 Évaluation des modèles pronostiques

« Prédire est difficile, surtout lorsqu’il s’agit de l’avenir » (Niels Bohr 2). Pour tenter de faire

de leur mieux lorsqu’il s’agit de prédiction, les statisticiens ont proposé de nombreux modèles

pronostiques. Cependant, « Les statisticiens, comme les artistes, ont la fâcheuse habitude de

tomber amoureux de leurs modèles » (George Box 3). Il est donc essentiel de pouvoir évaluer

et comparer différentes prédictions issues de différents modèles de manière juste et objective.

On présente donc dans cette section les principaux critères d’évaluation et de comparaison

de prédictions utilisées en biostatistique, dont beaucoup sont décrits par les récentes revues de

la littérature de Gerds et al. (2008); Steyerberg et al. (2010) et Steyerberg (2009) pour les cas

généraux, de Wolbers et al. (2009) pour le cas particulier des situations de risques concurrents

et de Schoop et al. (2011) pour celui des prédictions dynamiques.

On s’intéressera dans cette thèse uniquement aux critères les plus courants, pouvant être

utilisés pour comparer les prédictions issues de n’importe quel modèle ou technique de prédiction.

On considérera que les prédictions peuvent être issues d’un modèle de régression paramétrique,

semi-paramétrique, non-paramétrique, d’une méthode d’apprentissage automatique, etc.

II.3.1 Capacités à discriminer d’un marqueur

Parmi les critères les plus usités en biostatistique pour évaluer un modèle pronostique, on

trouve ceux utilisés à l’origine pour évaluer et comparer des marqueurs, ici décrits.

2. La citation originale étant : « Prediction is very difficult, especially about the future »
3. La citation originale étant : « Statisticians, like artists, have the bad habit of falling in love with their

models. »
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II.3.1.1 La courbe ROC

Il est souvent utile d’évaluer le potentiel d’un marqueur, noté M , à discriminer une popula-

tion de sujets malades d’une population de sujets non malades, ou plus généralement ayant ou

non subi un événement quelconque. On notera D (pour « Diseased ») l’indicateur de maladie,

avec D ✏ 1 pour malade, et D ✏ 0 pour non malade. On appellera un sujet malade un cas et

un sujet non malade un contrôle. La plupart du temps, c’est une valeur haute du marqueur qui

est associée au diagnostic positif de maladie. C’est par exemple le cas lorsque M représente

une charge virale dans les études concernant le virus de l’immunodéficience humaine (VIH), ou

lorsque M représente un taux de PSA (pour « prostate-specific antigen ») dans les études sur

le cancer de la prostate. Par convention et sans perte de généralité, on considérera dans la suite

que c’est le cas (autrement on peut considérer ✁M pour renverser l’association). Pour alléger

la présentation, on considère aussi ici que M a une distribution continue, telle que la probabi-

lité d’observer des ex-aequos est nulle, bien que les modifications requises sans ces hypothèses

soient mineures.

Pour un seuil c choisi, on peut alors dichotomiser M et construire un test diagnostique défini

comme positif si M → c et négatif si M ↕ c. On définit alors la sensibilité, notée Se♣c%, et la

spécificité, notée Sp♣c%, comme les probabilités de « vrais positifs » et de « vrais négatifs »,

Se♣c% ✏ P♣M → c⑤D ✏ 1% et Sp♣c% ✏ P♣M ↕ c⑤D ✏ 0%.

Notons que ces mesures ne dépendent pas de la prévalence P♣D ✏ 1% de la maladie. Elles

peuvent ainsi être estimées même à partir d’études cas-témoins, ce qui est particulièrement

pratique lorsque la mesure de M est coûteuse ou invasive par exemple. C’est une des raisons

principales de leur popularité, en plus de leur facilité d’interprétation. Pour étudier la capacité de

discrimination du marqueur sur l’ensemble des valeurs seuil c possibles, on s’intéresse souvent à

la courbe ROC. Historiquement introduite pour l’analyse de signaux radars durant la Seconde

Guerre mondiale, elle est depuis les années 80 très utilisée aussi bien dans le milieu du marketing

que celui de la recherche médicale.

La courbe ROC est définie par l’ensemble des points
✦

!

Se♣c%, 1 ✁ Sp♣c%
✟

, c ' R

✮

. Par
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définition, cette courbe est située dans le rectangle  0, 1! ✂  0, 1!, telle que ROC♣0$ ✏ 0,

ROC♣1$ ✏ 1, et est croissante de pente dROC♣c$④dc égale au rapport de vraisemblances

fM ⑤D✏1♣c$④fM ⑤D✏0♣c$, avec f♣☎$M ⑤D✏d, d ✏ 0, 1, les densités conditionnelles de M sachant

D ✏ d. La courbe ROC est égale à la première bissectrice si M ne discrimine aucunement D ✏ 1

de D ✏ 0, i.e. si ❅c ) R, P♣M → c⑤D ✏ 1$ ✏ P♣M → c⑤D ✏ 0$, et est constante égale à 1

sur !0, 1! si M discrimine parfaitement D ✏ 1 de D ✏ 0, i.e. si ❅c ) R, P♣M → c⑤D ✏ 1$ ✏ 1

et P♣M → c⑤D ✏ 0$ ✏ 0.

Plus généralement, plus l’aire sous cette courbe, notée AUC (pour « Area Under Curve »),

est grande et plus M discrimine bien D ✏ 1 de D ✏ 0. En effet, l’aire sous la courbe ROC

représente la probabilité qu’un sujet malade ait une valeur du marqueur M supérieure à celle

d’un sujet non malade,

AUC ✏

➺

1

0

ROC♣u$du ✏

➺

1

0

Se♣♣1 ✁ Sp$✁1
♣u$$du

✏

➺

✽

✁✽

Se♣c$fM ⑤D✏0♣c$dc

✏

➺

✽

✁✽

P♣M → c⑤D ✏ 1$fM ⑤D✏0♣c$dc

✏ P
!

Mi → Mj ⑤Di ✏ 1, Dj ✏ 0
✟

,

avec i et j les indices de deux sujets indépendants.

En outre, deux autres quantités sont aussi parfois intéressantes pour un seuil c fixé : la

valeur positive prédictive, notée PPV (pour « Positive Predictive Value ») et la valeur prédictive

négative, notée NPV (pour « Negative Predictive Value »). Elles sont étroitement liées à Se♣c$

et Sp♣c$, et définies par

PPV ♣c$ ✏ P♣D ✏ 1⑤M → c$ et NPV ♣c$ ✏ P♣D ✏ 0⑤M ↕ c$.

Contrairement à Se♣c$ et Sp♣c$, elles dépendent de la prévalence P♣D ✏ 1$. Elles ne quantifient

donc pas directement les capacités intrinsèques de M à discriminer des sujets malades ou

non. Elles sont cependant intéressantes pour évaluer l’intérêt clinique de M . Notons que par

définition, elles ne peuvent pas être estimées à partir de données d’études cas-témoins.
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D’un point de vue de l’estimation, si l’on dispose d’un n-échantillon i.i.d  ♣Mi, Di", i ✏

1, . . . , n✉ représentatif, alors pour tout seuil c % R, il est pratique de définir les effectifs d’un

tableau de contingence,

n D♣c" ✏

n
➳

i✏1

11
♣Mi→c,Di✏1$

et n 
 D
♣c" ✏

n
➳

i✏1

11
♣Mi→c,Di✏0$

,

n✁D♣c" ✏

n
➳

i✏1

11
♣Mi↕c,Di✏1$

et n✁
 D
♣c" ✏

n
➳

i✏1

11
♣Mi↕c,Di✏0$

,

et de ses marges,

n ♣c" ✏ n D♣c" & n 
 D
♣c" et n✁♣c" ✏ n✁D♣c" & n✁

 D
♣c",

nD♣c" ✏ n D♣c" & n✁D♣c" et n
 D♣c" ✏ n 

 D
♣c" & n✁

 D
♣c",

comme résumé par la Table II.1.

Malade (oui/non)
Oui (D ✏ 1) Non (D ✏ 0)

Test
Positif (M → c) n D♣c" n 

 D
♣c" n ♣c"

Négatif (M ↕ c" n✁D♣c" n✁
 D
♣c" n✁♣c"

nD♣c" n
 D♣c"

Table II.1 – Tableau de contingence associé à Se♣c", Sp♣c", PPV ♣c", et NPV ♣c".

A partir de ces notations, on définit alors les estimateurs empiriques :

①Se♣c" ✏
n D♣c"

nD♣c"
et ①Sp♣c" ✏

n✁
 D
♣c"

n
 D♣c"

,

④PPV ♣c" ✏
n D♣c"

n ♣c"
et ④NPV ♣c" ✏

n✁
 D
♣c"

n✁♣c"
.

De plus, en sommant des rectangles de largeurs de la taille des accroissements de 1✁

①Sp♣☎" et

de hauteurs des sensibilités correspondantes, on peut montrer que l’aire sous la courbe définie

par l’ensemble des points
✦

$

①Se♣c", 1✁

①Sp♣c"
✟

, c % R

✮

est égale à la simple expression :

③AUC ✏

1

nDn  D

n
➳

i✏1

n
➳

j✏1

11
♣Mi→Mj ,Di✏1,Dj✏0$

.



II.3. ÉVALUATION DES MODÈLES PRONOSTIQUES 31

A partir de ces estimations, on peut aisément construire des intervalles de confiance et des

tests. Les propriétés statistiques de ①Se♣c!, ①Sp♣c!,④PPV ♣c! et ④NPV ♣c! découlent des propriétés

usuelles des proportions. En revanche, ③AUC est une proportion moins usuelle : une U-statistique,

dont les propriétés ont été étudiées par DeLong et al. (1988), qui en ont dérivé des intervalles de

confiance et des tests. Pour la plupart, les propriétés asymptotiques de ③AUC font aujourd’hui

l’objet des exemples et exercices du livre sur les U-statistique Kowalski et Tu (2008). Enfin,

notons que de nombreux détails sur les courbes ROC sont présentés par l’ouvrage exhaustif de

Pepe (2003).

II.3.1.2 Courbe ROC dépendant du temps

À l’origine et comme présenté précédemment, les courbes ROC ont d’abord été proposées

pour évaluer des tests diagnostiques, c’est-à-dire évaluer la capacité d’un marqueur à diagnos-

tiquer une maladie à la date de la mesure du marqueur. Par la suite, Heagerty et al. (2000) et

Heagerty et Zheng (2005), entre autres, ont suggéré l’utilisation des courbes ROC pour évaluer

des marqueurs pronostiques, c’est-à-dire pour évaluer la capacité d’un marqueur à détecter des

futurs malades, dans les quelques jours, mois ou années suivant la mesure du marqueur par

exemple.

Majoritairement développées dans les années 2000, les méthodologies proposées ont été

motivées par l’intérêt croissant des cliniciens pour les diagnostics précoces et le ciblage de

populations à risque, aujourd’hui considérés comme des opportunités majeures de progrès dans

le traitement et la prise en charge de nombreuses pathologies, notamment de nombreux cancers.

D’un point de vue inférentiel, la principale différence entre les méthodes pour courbes ROC

diagnostiques et pronostiques vient de la possibilité d’observer des sujets perdus de vue dans le

cas pronostique, qu’on discutera en Section II.4.1.

II.3.1.2.1 Sans risques concurrents

Les notions de cas et de contrôle étant à la base du concept des courbes ROC, c’est de leurs

définitions que résultent les différentes courbes ROC dépendant du temps proposées dans la
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littérature. Considérant un marqueur M mesuré au temps t ✏ 0, et l’apparition d’un événement

(une maladie) au temps de survie T , Heagerty et Zheng (2005) distinguent les définitions de

divers couples de cas incidents ou cumulatifs et de contrôles statiques ou dynamiques pour la

courbe ROC dépendant du temps, temps que nous noterons t. On les décrit au Tableau II.2.

Cas Contrôle notation
Incident T ✏ t Dynamique T → t I④D

Cumulatif T ↕ t Dynamique T → t C④D

Incident T ✏ t Statique T → τ I④S

Table II.2 – Définitions de couples de cas et de contrôles dépendant du temps, avec t → 0 et
τ fixé, tel que pour tous les temps t d’intérêt τ ✧ t (sans risques concurrents).

Diverses définitions de la sensibilité, notée Se♣c, t&, de la spécificité notée Sp♣c, t&, de

la courbe ROC et de l’AUC correspondant, notées ROC♣t& et AUC♣t&, en découlent alors.

Respectivement, on définit les sensibilités incidente et cumulative par

SeI♣c, t& ✏ P♣M → c⑤T ✏ t& et SeC♣c, t& ✏ P♣M → c⑤T ↕ t&

et les spécificités dynamique et statique par

SpD♣c, t& ✏ P♣M ↕ c⑤T → t& et SpS♣c, τ& ✏ P♣M ↕ c⑤T → τ&

avec t → 0 et τ fixé, tels que pour tous les temps t d’intérêt τ ✧ t.

La définition I④D est souvent considérée comme utile pour évaluer en détail les caracté-

ristiques de discrimination intrinsèques au marqueur M , sans forcément d’application de M à

l’esprit. En pratique, on s’intéresse en effet rarement à l’occurrence d’un événement exactement

au temps t, mais plutôt dans une fenêtre de temps. Cependant, on verra à la Section II.3.1.3

que cette définition est étroitement liée à celle du C-index, ce qui explique probablement en

partie sa popularité.

La superposition des tracés de plusieurs courbes ROCI④D, à différents temps t, peut s’avérer

informative pour étudier la dynamique des capacités de prédiction de M quand t varie. Ce-

pendant, l’interprétation n’est pas aisée, puisque les groupes des cas et des contrôles changent
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tous les deux avec t. La définition I④S n’a pas cet inconvénient, puisque le groupe contrôle ne

change pas avec t. De plus, elle est intéressante si l’on cherche à distinguer les cas incidents

d’un groupe contrôle qui ne serait pas à risque sur une longue période (τ →→ t).

La définition C④D, quant à elle, est la plus pertinente pour nos applications. C’est celle

qui est utile pour évaluer la capacité d’un marqueur à prédire l’apparition d’un évènement

(D ✑ D♣t$ ✏ 11
♣T↕t" ✏ 1) ou non (D ✑ D♣t$ ✏ 0) dans les t années (ou autre unité de temps)

suivant la mesure du marqueur. C’est donc celle-ci qui est essentielle pour évaluer les capacités

d’outils ou de marqueurs pronostiques d’aide à la décision. Par exemple, cette définition est

pertinente lorsqu’on s’intéresse à la prédiction d’un événement tel qu’une démence, un risque

cardio-vasculaire ou un cancer dans les 5 ans à venir. Notons que pour cette définition l’AUC♣t$

correspond alors à

AUCC④D
♣t$ ✏

➺

1

0

ROCC④D
♣u$du

✏

➺

1

0

SeC♣♣1✁ SpD$✁1
♣u$$du ✏ P

!

Mi → Mj ⑤Ti ↕ t, Tj → t
✟

,

avec i et j les indices de deux sujets indépendants, et correspond donc toujours à un indice de

concordance simple à interpréter.

Enfin, pour plus de détails sur les courbes ROC dépendant du temps ainsi que les méthodes

statistiques associées proposées dans la littérature, on pourra consulter l’intéressante discussion

de Pepe et al. (2008a) ou la récente revue de la littérature Blanche et al. (2013b), disponible

en annexe.

II.3.1.2.2 En présence de risques concurrents

En présence de risques concurrents, on s’intéresse souvent à un événement principal, noté

η ✏ 1, plutôt qu’aux événements concurrents, notés η ✘ 1. Les définitions de cas et de contrôles

doivent alors être adaptées, comme nous le reverrons plus en détail au Chapitre IV.

Saha et Heagerty (2010) et Foucher et al. (2010) proposèrent les premiers des définitions

avant Zheng et al. (2012a). Comme en l’absence de risques concurrents, on peut aussi définir

des cas incidents et dynamiques. On peut également définir des contrôles statiques. Ce concept
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Cas Contrôle Notation
Incident T ✏ t, η ✏ 1 Dynamique (1) T → t I④D

♣1!

Cumulatif T ↕ t, η ✏ 1 Dynamique (1) T → t C④D
♣1!

Cumulatif T ↕ t, η ✏ 1 Dynamique (2) T → t ou T ↕ t, η ✘ 1 C④D
♣2!

Cumulatif T ↕ t, η ✏ 1 Dynamique (3) T → t, η ✏ 1 C④D
♣3!

Table II.3 – Définitions de couples de cas et de contrôles dépendant du temps, avec t → 0

(avec risques concurrents).

T ↕ t T → t

η ✘ 1

η ✏ 1 Cas Contrôles

Contrôles

(a) Définition C④D
♣1!

T ↕ t T → t

η ✘ 1

η ✏ 1 Cas Contrôles

ContrôlesContrôles

(b) Définition C④D
♣2!

T ↕ t T → t

η ✘ 1

η ✏ 1 Cas Contrôles

(c) Définition C④D
♣3!

Figure II.5 – Sous groupes de la population définis par différentes définitions « Cumulatives/-
Dynamiques » des cas (en noir) et des contrôles (en gris) en présence de risques concurrents.

de contrôles statiques n’a cependant pas été repris, probablement compte tenu de son intérêt

plus mineur. Cependant, pour la définition des contrôles dynamiques, plusieurs définitions sont

possibles, dépendant de la façon de considérer les sujets subissant les événements concurrents.

Les définitions sont présentées au Tableau II.3.

Notons que, contrairement à la définition usuelle des cas et des contrôles (D ✏ 1 versus

D ✏ 0 en Section II.3.1.1), ou à la définition C④D en l’absence des risques concurrents, les

groupes des cas et des contrôles des définitions C④D♣1! et C④D♣3! ne forment pas une partition

de l’ensemble de la population. Seule la définition C④D
♣2! en forme une, comme illustré à

la Figure II.5. C’est en fait la raison principale qui nous fera le plus souvent préférer cette

définition C④D
♣2! parmi les trois cumulatives/dynamiques. Par ailleurs, notons que la définition

dynamique (3) des cas, proposée par Foucher et al. (2010), peut être difficilement identifiable

en pratique, avec une durée de suivi limitée, en particulier non paramétriquement, ou sans
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hypothèses d’extrapolation non testables, puisque implicitement elle nécessite l’estimation de

P♣η ✏ 1" ✏ limt ✽ P♣T ↕ t, η ✏ 1".

II.3.1.3 C-index

Une autre mesure de capacité d’un marqueur à discriminer les futurs malades des futurs

non malades est également populaire : le C-index proposé par Harrell et al. (1996), que nous

noterons C (C pour Concordance). A l’origine, il était défini comme

C ✏ P♣Mi → Mj ⑤Ti ➔ Tj",

avec i et j les indices de deux sujets indépendants. Notons qu’on a aussi les expressions C ✏

P♣Ti ➔ Tj ⑤Mi → Mj" ou C ✏ 2P♣Mi → Mj , Ti ➔ Tj", puisque P♣Mi → Mj" ✏ P♣Ti ➔ Tj" ✏

0.5 (par indépendance et symétrie), et que quelques lignes de calculs montrent que l’indice C

n’est rien d’autre qu’une transformation linéaire du « τ de Kendall », i.e. C ✏ 0.5♣1✁τ" (Harrell

et al., 1996). Contrairement aux aires sous les courbes dépendantes du temps, sa définition ne

dépend pas d’un temps t spécifique. Ceci peut parfois être vu comme un avantage lorsqu’aucun

temps t n’est d’un intérêt particulier comme temps de prédiction, ou lorsque l’on cherche à avoir

un résumé global des capacités de prédiction d’un marqueur, sur tous les temps t de prédiction

possibles.

En pratique, il existe généralement un temps τ0, correspondant par exemple à la durée

maximale du suivi d’un sujet dans une étude, telle qu’on n’observe que les temps d’événement

T vérifiant T ➔ τ0. Pour éviter tout problème d’identifiabilité, Uno et al. (2011), Heagerty et

Zheng (2005) et Gerds et al. (2013b) ont donc préféré définir un C-index tronqué, noté C♣τ0"

et défini par

C♣τ0" ✏ P♣Mi → Mj ⑤Ti ➔ Tj , Ti ➔ τ0".

Par ailleurs, Heagerty et Zheng (2005) notent qu’on peut voir C♣τ0" comme une moyenne

pondérée des différents AUCI④D
♣s" pour s ( )0, τ0*. En effet, en notant que

AUCI④D
♣t" ✏ P♣Mi → Mj ⑤Ti ✏ t, Tj → t"
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on a alors

C♣τ0! ✏ P♣Mi → Mj ⑤Ti ➔ Tj , Ti ➔ τ0!

✏

P♣Mi → Mj , Ti ➔ Tj , Ti ➔ τ0!

P♣Ti ➔ Tj , Ti ➔ τ0!

✏

➺ τ0

0

P♣Mi → Mj , Ti ✏ s, Tj → s!

P♣Ti ➔ Tj , Ti ➔ τ0!
ds

✏

➺ τ0

0

P♣Mi → Mj ⑤Ti ✏ s, Tj → s!
P♣Ti ✏ s, Tj → s!

P♣Ti ➔ Tj , Ti ➔ τ0!
ds ✏

➺ τ0

0

AUCI④D
♣s!wτ0♣s!ds

avec wτ0♣s! ✏ fT ♣s!ST ♣s!④W ♣τ0!, fT ♣☎! la densité de T et ST ♣☎! sa fonction de survie et

W ♣τ0! ✏ P♣Ti ➔ Tj , Ti ➔ τ0! ✏

➩τ0
0
fT ♣s!ST ♣s!ds, car les sujets i et j sont indépendants. En

particulier, W ♣✽! ✏

➩

✽

0
fT ♣s!ST ♣s!ds ✏ )✁ST ♣✽!

2
+ ST ♣0!2✉④2 ✏ 1④2.

II.3.2 Capacités pronostiques d’un modèle

L’utilisation des mesures de capacités pronostiques de marqueurs (précédemment présen-

tées) est souvent proposée pour évaluer les capacités de discrimination d’un modèle pronostique

(Steyerberg et al., 2010).

Deux autres mesures de discrimination ont récemment été proposées par Pencina et al.

(2008) : les indices IDI, pour « Integrated Discrimination Improvement » et NRI, pour « Net

Reclassification Index ». Bien qu’assez récents, ils sont aujourd’hui extrêmement populaires (en

septembre 2013, l’article de Pencina et al. (2008) était cité plus de 1600 fois d’après Google

scholar).

La motivation pour introduire l’IDI et le NRI venait de la constatation que les différences

entre les AUCs de deux modèles pronostiques différents étaient souvent faibles (Pencina et al.,

2008). En particulier, lorsqu’une variable supplémentaire est ajoutée dans un modèle de pré-

diction pré-existant, même lorsqu’elle est significative, la différence entre les AUCs des deux

modèles prédictifs est souvent minime et non significative. Pourtant, une différence d’AUC était

(et est encore) souvent considérée comme un critère principal pour comparer des modèles pro-

nostiques en biostatistique (Pepe et Janes, 2013). Ces deux nouvelles mesures de discrimination

ont alors été proposées car elles étaient prétendues plus sensibles et plus pertinentes que l’AUC
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pour la comparaison de modèles.

Dans toute cette Section II.3.2, on notera D une variable binaire (D ✏ 1 si l’événement

a lieu, D ✏ 0 sinon), et X et Y des vecteurs de covariables. On supposera que l’on souhaite

prédire l’événement D ✏ 1 à partir de X uniquement ou de X et Y , et on notera risk♣X" et

risk♣X,Y " les prédictions correspondantes. Estimant des probabilités, on supposera aussi, sans

perte de généralité importante, que risk♣X" et risk♣Y,X" sont à valeurs dans #0, 1$.

II.3.2.1 L’IDI

Considérant deux modèles de prédiction, l’un utilisant uniquement les covariables X, noté

risk♣X", et l’autre les covariables X et Y , noté risk♣X,Y ", l’IDI comparant risk♣X" et risk♣X,Y "

est défini par :

IDI ✏E
✑

risk♣X,Y " ✁ risk♣X"
✞

✞

✞
D ✏ 1

✙

& E

✑

✁

✦

risk♣X,Y " ✁ risk♣X"
✮
✞

✞

✞
D ✏ 0

✙

. (II.7)

Le premier « I » de IDI, pour « integrated », vient du fait que, pour tout modèle de prédiction

ou marqueur M à valeur dans #0, 1$, l’intégrale de la sensibilité pour M , notée ISM , est

ISM ✏

➺

1

0

Se♣c"dc ✏

➺

1

0

P♣M → c⑤D ✏ 1"dc

✏

➺

1

0

E
✏

11
♣M→c"

✞

✞D ✏ 1
✘

dc

✏ E

✒

➺

1

0

11
♣M→c"dc

✞

✞

✞

✞

D ✏ 1

✚

✏ E
✏

M
✞

✞D ✏ 1
✘

,

et similairement l’intégrale de un moins la spécificité pour M , noté IPM , est

IPM ✏

➺

1

0

)1✁ Sp♣c"✉ dc ✏

➺

1

0

P♣M → c⑤D ✏ 0"dc ✏ E
✏

M
✞

✞D ✏ 0
✘

.

On a ainsi l’expression alternative :

IDI ✏
✁

ISrisk♣X,Y "

✁ ISrisk♣X"

✠

✁

✁

IPrisk♣X,Y "

✁ IPrisk♣X"

✠

, (II.8)
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qui correspond en fait à la première définition de l’IDI donnée par Pencina et al. (2008). L’idée

intuitive de cet indice est la suivante : si le prédicteur risk♣X,Y ! prédit mieux D ✏ 1 que le

prédicteur risk♣X!, alors risk♣X,Y ! a globalement une meilleure sensibilité que risk♣X!, ainsi

le premier terme de (II.8) est positif et risk♣X,Y ! a aussi globalement une meilleure spécificité

que risk♣X!, et ainsi le second terme est négatif. IDI → 0 est donc considéré par Pencina et al.

(2008) comme signe que risk♣X,Y ! est meilleur que risk♣X! et ils proposent donc de tester

l’hypothèse nulle H0 : IDI ✏ 0 pour tester le fait que risk♣X,Y ! prédit mieux que risk♣X!.

II.3.2.2 Le NRI

Le NRI est défini par

NRI ✏E

✑

sign
!

risk♣X,Y ! ✁ risk♣X!

✟

⑤D ✏ 1
✙

& E

✑

✁ sign
!

risk♣X,Y ! ✁ risk♣X!

✟

⑤D ✏ 0
✙

(II.9)

avec sign♣x! qui vaut 1 si x → 0, 0 si x ✏ 0 et ✁1 si x ➔ 0.

Alors que l’IDI compare quantitativement risk♣X,Y ! et risk♣X!, le NRI peut s’interpréter

comme « comptant » combien de fois risk♣X,Y ! est plus pertinent que risk♣X! pour classer

un sujet comme malade (D ✏ 1) ou non (D ✏ 0). Il mesure ainsi combien l’ajout de Y dans

le modèle pronostique aide à mieux classer les sujets comme malades ou non, d’où son nom

d’indice de reclassement. Similairement, NRI → 0 est donc considéré par Pencina et al. (2008)

comme signe que risk♣X,Y ! est meilleur que risk♣X! et ils proposent donc aussi de tester

l’hypothèse nulle H0 : NRI ✏ 0 pour tester le fait que risk♣X,Y ! prédit mieux que risk♣X!.

Observant le n-échantillon (♣Xi, Yi, Di!, i ✏ 1, . . . , n✉ et connaissant les fonctions X *+

risk♣X! et ♣X,Y ! *+ risk♣X,Y !, on estime alors aisément l’IDI et le NRI par de simples pro-

portions, et toute autre procédure d’inférence s’en déduit aisément. Récemment, des extensions

des définitions et des procédures d’inférence pour l’IDI et le NRI ont aussi été proposées pour

des définitions dépendant du temps, avec D ✑ D♣t! ✏ 11
♣T↕t", reprenant l’idée des définitions

C④D des cas et des contrôles dépendant du temps de la Section II.3.1.2.1 (Chambless et al.,

2011; Zheng et al., 2012b; Uno et al., 2013; Zhou et al., 2013).
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Bien que simples, plausibles et attractifs car ils mènent à plus de résultats significatifs que

des tests de différences d’AUCs, on verra à la section II.3.3 que ces deux critères NRI et IDI

sont en fait d’une pertinence assez contestable.

II.3.2.3 Calibration

Lorsque l’on s’intéresse à des modèles prédictifs, on souhaite souvent savoir s’ils donnent la

« juste probabilité », c’est-à-dire si les prédictions sont en cohérence avec les observations. Par

exemple, si on prédit un risque de 20% de rechute d’un cancer pour 1000 patients, on s’attend à

observer une rechute pour environ 200 d’entre eux. C’est la notion essentielle de calibration. On

suppose ici encore que l’on souhaite prédire l’événement D ✏ 1 à partir de variables explicatives

X.

Comme rappelé par Pepe et Janes (2013), il existe deux définitions de la calibration d’un

modèle prédictif X !" risk♣X$ : forte ou faible. On dit que risk♣☎$ est calibré au sens fort si

❅x, P
 

D ✏ 1⑤X ✏ x
✟

✏ risk♣x$,

i.e. si P
 

D ✏ 1⑤X
✟

✏ risk♣X$, et au sens faible si

❅r ( )0, 1*, P
 

D ✏ 1⑤risk♣X$ ✏ r
✟

✏ r.

Notons que la définition forte implique la définition faible (la réciproque étant évidement fausse).

En effet, si P
 

D ✏ 1⑤X
✟

✏ risk♣X$, alors

P
 

D ✏ 1⑤risk♣X$ ✏ r
✟

✏ E♣11
♣D✏1"⑤risk♣X$ ✏ r$

✏ E

✑

E♣11
♣D✏1"⑤X$

✞

✞

✞
risk♣X$ ✏ r

✙

✏ E

✑

P♣D ✏ 1⑤X$
✞

✞

✞
risk♣X$ ✏ r

✙

✏ E

✑

risk♣X$
✞

✞

✞
risk♣X$ ✏ r

✙

✏ r

(le passage de la première à la seconde ligne venant du fait que la σ-algèbre engendrée par

risk♣X$ est incluse dans celle engendrée par X). Bien que la définition de la calibration au sens

fort soit celle que l’on souhaite pour tout modèle prédictif, elle est particulièrement difficile à

vérifier en pratique dès que la dimension de X est grande, en raison du phénomène du « fléau de
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la dimension » (i.e. plus la dimension p de X est grande et plus les données sont « éparpillées »

dans un espace de dimension p, ce qui nécessite l’observation d’échantillons de très grandes

tailles pour faire de l’inférence). En pratique, on utilise alors souvent la définition au sens faible.

Il existe assez peu de méthodes de statistique inférentielle pour évaluer la calibration d’un

modèle. Le test de Hosmer et Lemeshow (1980) et son extension aux données censurées

(D’Agostino et Nam, 2004) sont parfois proposés. Cependant il est de plus en plus souvent

considéré comme inintéressant (Pepe et Janes, 2013) car il est peu puissant quand la taille

d’échantillon n est petite, et trop sensible à des défauts de calibration sans pertinence clinique

quand n est grand (Paul et al., 2013).

Aujourd’hui, les visualisations graphiques sont souvent privilégiées. Les approches principales

reposent essentiellement sur l’idée de partitionner la population en sous-groupes de sujets de

risques estimés équivalents (en « strates »), le plus souvent en utilisant les déciles de risk♣X!.

Des diagrammes en bâtons permettent alors de comparer le risque moyen estimé dans chaque

groupe à celui observé.

Suivant la même idée, Huang et al. (2007) et Pepe et al. (2008b) ont aussi proposé l’utili-

sation de la « predictiveness curve », définie par
✦

!

R♣q!, q
✟

, q " #0, 1$
✮

, avec R♣q! ✏ P
!

D ✏

1
✞

✞risk♣X! ✏ F✁1
risk♣X!

♣q!
✟

où F✁1
risk♣X!

♣q! est le q-ème quantile de risk♣X!. Son point fort étant

qu’en plus d’être utile pour étudier la calibration, elle peut également être utilisée pour étudier

les capacités à discriminer d’un modèle prédictif. Notamment, des connections fortes avec la

notion d’AUC existent (Viallon et Latouche, 2011).

Quelques extensions et autres travaux connexes ont aussi été récément proposés, suivant

des idées similaires (Gerds et al., 2013a, par exemple). Pour d’avantage de discussion sur la

notion de calibration et les méthodologies statistiques associées, on pourra consulter Steyerberg

(2009, Chap. 13.5) ou le récent tutoriel Austin et Steyerberg (2013).
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II.3.2.4 Le Brier Score

Le Brier score (Brier, 1950), ou « Expected Brier score », est une forme d’erreur quadratique

(aussi appelée erreur L2). Pour un prédicteur risk♣X!, on le définit par

BSrisk♣X!

✏ E

✑

D ✁ risk♣X!

✙2

,

où E dénote à la fois l’espérance sur D et sur X, que l’on note parfois ED,X . Contrairement à

l’AUC, c’est un score faible au Brier score qui indique de bonnes capacités pronostiques. Comme

toute erreur quadratique, il se décompose sous la forme d’une somme d’un terme de biais et

d’un terme de variance,

BSrisk♣X!

✏ E

✑

E♣D⑤X! ✁ risk♣X!

✙2

% E

✑

D ✁ E♣D⑤X!

✙2

, (II.10)

puisque le double produit est nul :

2 ✂ E

✁✑

E♣D⑤X!✁risk♣X!

✙✑

D ✁ E♣D⑤X!

✙✠

✏2✂ E

✄

E

★

✒

E♣D⑤X! ✁ risk♣X!

✚✒

D ✁ E♣D⑤X!

✚

✞

✞

✞

✞

✞

X

✰☛

✏2✂ E

✄

✒

E♣D⑤X! ✁ risk♣X!

✚

E

✦

D ✁ E♣D⑤X!

✞

✞

✞
X
✮

❧♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♠♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♥

✏0

☛

✏ 0.

Le premier terme de (II.10) est souvent appelé terme d’« imprécision » ou de « calibration ».

Il mesure la proximité entre la prédiction risk♣X! et le « vrai » risque d’événement sachant X

(calibration au sens fort). Notons qu’il est nul si risk♣X! est un prédicteur parfait, c’est-à-dire

s’il utilise l’information X de façon optimale, en étant égal à E♣D⑤X! ✏ P♣D ✏ 1⑤X!.

Le second terme, appelé « inséparabilité », qui est égal à E♣Var♣D⑤X!!, ne dépend pas de

risk♣X!, mais dépend fortement de la capacité intrinsèque de discrimination de X. En effet,

E♣Var♣D⑤X!! ✏ E

✑

D ✁ E♣D⑤X!

✙2

✏ E

✑

D ✁ E♣D!

✙2

✁ E

✑

E♣D! ✁ E♣D⑤X!

✙2

✏ Var♣D! ✁ Var♣E♣D⑤X!! (II.11)
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qui n’est rien d’autre que le théorème de la variance totale (Saporta, 2006, page 73). Ainsi,

plus X discrimine bien D ✏ 1 de D ✏ 0, plus E♣D⑤X# varie, plus Var♣E♣D⑤X## sera grand, et

plus le Brier score sera petit.

Le Brier score est une mesure assez populaire (Pepe et Janes, 2013; Steyerberg, 2009;

Steyerberg et al., 2010), notamment pour évaluer des prédictions d’événements du type D ✑

D♣t# ✏ 11
♣T↕t", où T est un temps de survie et t un horizon de prédiction (Graf et al., 1999;

Gerds et Schumacher, 2006; Schoop et al., 2008; Lawless et Yuan, 2010; Parast et al., 2012,

entre autres).

Il est cependant aussi critiqué pour sa difficulté d’interprétation. Notamment, les équations

(II.10) et (II.11) montrent qu’il dépend fortement de la prévalence p ✏ P♣D ✏ 1#, entre autres à

travers Var♣D# ✏ p♣1✁p#. L’impact des qualités de calibration et de discrimination de risk♣X#

sur le Brier score peut alors être difficile à différencier de celui de la prévalence. Pour remédier à

cette difficulté d’interprétation, on peut le « normaliser » pour définir un critère de type «R2 »

(Graf et al., 1999), par

R2
✏ 1✁

BSrisk♣X"

BS0

,

avec BS0 le Brier score du modèle nul n’incluant aucune covariable, c’est-à-dire le prédicteur

qui prédit un risque égal à p ✏ P♣D ✏ 1# pour tous les sujets (ou une estimation ♣p de p). On

dit souvent que c’est un critère de type « variance expliquée ». En effet, si risk♣X# est calibré

(au sens fort), c’est à dire si risk♣X# ✏ E♣D⑤X#, alors le premier terme de (II.10) est nul et

BSrisk♣X"

✏ E♣Var♣D⑤X##. De plus, si le modèle nul prédit p ✏ P♣D ✏ 1# pour tout le monde,

alors BS0 ✏ Var♣D# ✏ p♣1✁ p#. Ainsi, dans ce cas il en résulte que :

R2
✏ 1✁

BSrisk♣X"

BS0

✏

Var♣D# ✁ E♣Var♣D⑤X##
Var♣D#

✏

Var
!

E♣D⑤X#
✟

Var♣D#
✏

Var
!

risk♣X#
✟

Var♣D#
.

Pour l’estimation du Brier score, si on observe un n-échantillon &♣Xi, Di#, i ✏ 1, . . . , n✉ et

que l’on connaît la fonction X () risk♣X#, alors on estime aisément BSrisk♣X"

par la moyenne
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empirique

②BSrisk♣X!

✏

1

n

n
➳

i✏1

✑

Di ✁ risk♣Xi#

✙2

,

et R2 par ♣R2
✏ 1 ✁②BSrisk♣X!

④

②BS0. En présence de données censurées, des méthodes assez

simples ont aussi été proposées (Graf et al., 1999; Gerds et Schumacher, 2006, entre autres).

Nous en reparlerons au Chapitre V.

II.3.3 Mesures de capacités pronostiques propres et impropres

II.3.3.1 Définition

Lorsque l’on s’intéresse à l’évaluation des capacités pronostiques d’un modèle, il est impor-

tant d’utiliser des mesure dites « propres ». Au sens rigoureux de Gneiting et Raftery (2007),

la définition d’une mesure propre requiert l’introduction d’un certain formalisme mathématique

élégant, mais quelque peu complexe et insuffisant pour le cas de l’AUC. Comme Schoop et al.

(2011), on définira donc une mesure propre heuristiquement.

Définition II.1 (Mesure de capacités pronostiques propre). Considérons une variable binaire

D, à valeur dans %0, 1✉, et un vecteur de covariables X utilisé pour prédire l’événement D ✏ 1.

On dira qu’une mesure de capacités pronostiques est propre si l’outil pronostique défini par la

« vraie » probabilité de l’événement, i.e. P♣D ✏ 1⑤X#, a le meilleur score à cette mesure parmi

tous les modèles prédictifs risk♣X# possibles utilisant X.

Comme rappelé par Schoop et al. (2011) et Selten (1998), on peut considérer le fait qu’une

mesure de capacités pronostiques soit propre comme un pré-requis minimum.

Dans cette Section, on se propose de vérifier si les diverses mesures de capacités pronostiques

précédement présentées sont propres.

II.3.3.2 À propos du Brier score et de l’erreur L
1

La décomposition du Brier score en la somme d’un terme de calibration et d’un terme

d’inséparabilité de l’équation (II.10) suffit à montrer que le Brier score est propre au sens de
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notre définition II.1. En effet, le Brier score est optimisé pour le prédicteur « parfait » défini

par risk♣X! ✏ E♣D⑤X! ✏ P♣D ✏ 1⑤X!.

Le Brier score est une erreur dite L
2. Non présentées dans ce manuscrit, notons que des

mesures basées sur une pénalisation de type L
1, i.e. basées sur E

✞

✞D ✁ risk♣X!

✞

✞ ont aussi

été proposées (Schemper et Henderson, 2000; Henderson et al., 2002). Bien qu’elles soient

relativement populaires en biostatistique, elles ont le défaut d’être impropres. En effet, comme

rappelé par Lawless et Yuan (2010), la fonction x %& E⑤D ✁ x⑤ est minimisée par la médiane

de D (sachant X) et non pas par sa moyenne (sachant X).

II.3.3.3 À propos de l’AUC

McIntosh et Pepe (2002) ont donné le résultat suivant, qui contribue à justifier la pertinence

de l’AUC pour évaluer la discrimination d’un modèle prédictif, en montrant qu’il est propre au

sens de notre définition II.1.

Proposition II.1 (Optimalité du « vrai » score de risque pour l’AUC). Considérons une variable

binaire D, à valeur dans '0, 1✉, et un vecteur de covariables X utilisé pour prédire l’événement

D ✏ 1. Alors, la « vraie » probabilité P♣D ✏ 1⑤X! a le plus grand des AUC possibles pour un

modèle prédictif de l’événement D ✏ 1 utilisant les covariables X.

Démonstration. Considérons le problème du point de vue de celui d’un test statistique basé sur

X avec H0 : D ✏ 0 versus H1 : D ✏ 1. Pour tout α )*0, 1+, on définit le test du rapport de

vraisemblance de niveau α comme celui qui rejette H0 en faveur de H1 quand

LR♣X! → c♣α! avec LR♣X! ✏

fX⑤D✏1♣X!

fX⑤D✏0♣X!

, (II.12)

avec les notations f♣☎!X⑤D✏d, d ✏ 0, 1, pour les densités conditionnelles de X sachant D ✏ d,

et c♣α! tel que α ✏ P♣LR♣X! → c♣α!⑤D ✏ 0!. Ici, le risque de première espèce α correspond

à 1 moins la spécificité de LR♣X! en c♣α!. Le lemme de Neymann-Pearson nous indique alors

que ce test est uniformément le plus puissant, c’est-à-dire que parmi les tests de niveau α il a

la plus grande puissance 1 ✁ β ✏ P♣LR♣X! → c♣α!⑤D ✏ 1!, i.e. la plus grande sensibilité (voir
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par exemple Saporta (2006, p. 330)). Or, la formule de Bayes donne

P♣D ✏ 1⑤X# ✏

fX⑤D✏1♣X!P♣D ✏ 1!

fX⑤D✏1♣X!P♣D ✏ 1! # fX⑤D✏0♣X!P♣D ✏ 0!

✏

LR♣X!q

LR♣X!q # 1
(II.13)

avec q ✏ P♣D ✏ 1!④P♣D ✏ 0! la cote (« l’odds ») de la maladie dans la population. Comme

(II.13) montre que P♣D ✏ 1⑤X! est une fonction monotone croissante de LR♣X!, alors (II.12)

est équivalent à

P♣D ✏ 1⑤X! → c✝♣α! avec c✝♣α! ✏

c♣α!q

c♣α!q # 1
.

Par conséquent, pour toute valeur de 1 moins la spécificité, la plus grande sensibilité correspon-

dante parmi celles des prédicteurs basés sur X est atteinte par celle du prédicteur P♣D ✏ 1⑤X!.

Ainsi, la courbe ROC est uniformément la plus haute et l’aire sous la courbe est maximale.

McIntosh et Pepe (2002) ont en fait donné un résultat légèrement différent. Ils s’intéres-

saient à l’optimalité de la combinaison linéaire de biomarqueurs issue d’un modèle logistique

pour prédire une maladie. Comme ils le font remarquer, une conséquence du fait que la courbe

ROC (et l’AUC) est invariante par transformation monotone d’un marqueur est que tout score

en bijection avec P♣D ✏ 1⑤X! partage cette propriété d’optimalité. En particulier, le « vrai »

prédicteur linéaire d’un modèle logistique est optimal (sous l’hypothèse d’un modèle bien spéci-

fié). De plus, ils notent que ce résultat est valable même lorsque le modèle prédictif est estimé

sur des données de type études « cas-témoins » pour lesquelles q ✏ P♣D ✏ 1!④P♣D ✏ 0!, et

par conséquent P♣D ✏ 1⑤X!, ne peuvent pas être estimés.

Par ailleurs, notons que si deux modèles prédictifs ont des AUCs égales mais des courbes

ROC différentes (se croisant), alors en suivant le même raisonnement que dans la preuve de la

propriété II.1, on peut montrer que les modèles ne sont pas optimaux et qu’ils peuvent donc

être améliorés.

On a également la remarque suivante en présence de risques concurrents, qui justifiera le

choix de la définition des cas et des contrôles au Chapitre V.
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Remarque II.1. Comme la définition Cumulative/Dynamique (2) des cas et des contrôles,

C④D
♣2! du Tableau II.3, est telle que tous les non-cas sont des contrôles (Figure II.5), alors la

proposition II.1 implique que le prédicteur P♣T ↕ t, η ✏ 1⑤X% a l’AUC maximale parmi celles

de tous les prédicteurs utilisant les covariables X.

II.3.3.4 À propos de l’IDI et du NRI

L’IDI et le NRI étant définis comme les différences de capacités prédictives de deux modèles,

on ne peut pas directement les qualifier de propres ou d’impropres (i.e. non propres). Cependant

on peut s’apercevoir qu’ils sont tous les deux la différence d’une mesure impropre appliquée aux

deux modèles. De notre point de vue, ceci en fait donc, contrairement à l’AUC, des indices peu

utiles et dangereux à utiliser.

Pour s’en rendre contre facilement, on peut d’abord considérer l’exemple de Hilden et Gerds

(2013) résumé au Tableau II.4. Il consiste à supposer qu’une population est composée de trois

sous-groupes homogènes de risque de décès dans les 10 ans disons de 30%, 60% et 80%. On

suppose aussi, par exemple, que les probabilités d’appartenir à chaque groupe sont de 50%, 30%

et 20 %. Pour mettre en évidence les problèmes intrinsèques de l’IDI et du NRI, on considère

alors la comparaison du modèle « parfait », prédisant le vrai risque de décès de chaque sujet

de chacun des groupes, à un modèle caricatural qui prédit des risques de 0%, 100% et 100%

(Tableau II.4).

Sous-groupe de la population I II III
Probabilité d’appartenance au groupe 50% 30% 20 %
Vrai risque 30% 60% 80%
Risque estimé « caricaturalement » 0% 100% 100%

Table II.4 – Exemple pour lequel l’IDI et le NRI indiquent qu’un modèle non calibré est meilleur
qu’un modèle « parfait ».

Alors, en notant riskC le risque estimé caricaturalement et riskV le vrai risque, les deux

calculs ci-dessous montrent que IDI → 0 et NRI → 0 et que donc ces deux indices préféreraient
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le modèle estimant le risque « caricaturalement » que « parfaitement ».

IDI ✏E
✑

riskC ✁ riskV
✞

✞

✞
D ✏ 1

✙

" E

✑

✁

✦

riskC ✁ riskV
✮
✞

✞

✞
D ✏ 0

✙

✏

♣0✁ 0.3$ ✂ 0.3✂ 0.5" ♣1✁ 0.6$ ✂ 0.6✂ 0.3" ♣1✁ 0.8$ ✂ 0.8✂ 0.2

P♣D ✏ 1$

"

✁♣0✁ 0.3$♣1✁ 0.3$ ✂ 0.5✁ ♣1✁ 0.6$♣1✁ 0.6$ ✂ 0.3✁ ♣1✁ 0.8$♣1✁ 0.8$ ✂ 0.2

P♣D ✏ 0$

✓21.6%

avec P♣D ✏ 1$ ✏ 0.5✂ 0.3" 0.3✂ 0.6" 0.2✂ 0.8 ✏ 0.49. De même, on a

NRI ✏E
✑

sign
%

riskC ✁ riskV
✟

⑤D ✏ 1
✙

" E

✑

✁ sign
%

riskC ✁ riskV
✟

⑤D ✏ 0
✙

✏

♣✁1$ ✂ 0.3✂ 0.5" 1✂ 0.6✂ 0.3" 1✂ 0.8✂ 0.2

P♣D ✏ 1$

"

1✂ ♣1✁ 0.3$ ✂ 0.5" ♣✁1$ ✂ ♣1✁ 0.6$ ✂ 0.3" ♣✁1$ ✂ ♣1✁ 0.8$ ✂ 0.2

P♣D ✏ 0$
✓ 76.0%

En conclusion, cet exemple montre que l’IDI et le NRI peuvent préférer des modèles mal

calibrés. Ce défaut de l’IDI et du NRI est illustré et étudié plus en détails par Pepe et al. (2013)

et Hilden et Gerds (2013). Ludiquement, ces deux papiers nous apprennent aussi comment

« tricher » avec ces critères, en construisant des modèles volontairement mal calibrés utilisant

un « nouveau » marqueur parfaitement inutile (i.e. non associé à l’occurrence de l’événement

d’intérêt) de telle sorte qu’ils aient pourtant un IDI et un NRI positifs comparés à un modèle

plus sérieux, parfaitement calibré et n’utilisant pas ce marqueur inutile.

Enfin, notons qu’un autre exemple, proposé par Pepe et Janes (2013), est décrit au Ta-

bleau II.5. Il montre aussi que la comparaison de deux modèles parfaitement équivalents (mais

différents) et tous les deux calibrés peut aussi donner des résultats de NRI surprenants : un NRI

positif !

Aux vues de ces deux exemples la pertinence de l’IDI et du NRI apparaît quelque peu

contestable et c’est donc sans regret qu’ils seront absents des travaux principaux de cette thèse

présentés aux Chapitres III, IV et V.
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D ✏ 1 risk♣X,Y " D ✏ 0 risk♣X,Y "

low med high low med high
low 10 10 0 20 low 500 100 0 600

risk♣X" med 5 20 10 35 med 100 200 0 300
high 5 5 35 45 high 0 0 100 100

20 35 45 100 600 300 100 900

Table II.5 – Exemple décrivant deux prédicteurs performants de façon équivalente (puisque
les marges horizontales et verticales sont identiques), mais pour lequel le NRI est positif. Les
effectifs décrivent les effectifs des sujets subissants ou non l’événement (D ✏ 1 versus D ✏ 0)
et ayant un risque d’événement défini par trois items, faible (low), médian (med) ou haut (high),
d’après deux modèles notés risk♣X,Y " et risk♣X". NRI ✏ ♣10# 10# 0✁ %5# 5# 5✉"④100✁

♣100# 0# 0✁ %100# 0# 0✉"④900 ✏ 5%.

II.3.3.5 A propos du C-index

Le C-index, tronqué ou non, est parfois aussi utilisé pour évaluer un modèle prédictif de

D ✑ D♣t" ✏ 11
♣T↕t" (Gerds et al., 2013b). Pourtant, à notre avis et bien que cela n’ait jamais

été discuté dans la littérature à notre connaissance, quel que soit le temps de troncature τ0

(qu’il soit égal au t de D♣t" ou non), le C-index tronqué C♣τ0" n’est pas, en général, approprié

pour cet objectif, et ne définit pas une mesure propre.

Avant de détailler l’exemple « jouet » qui illustre la critique, notons qu’elle vient principa-

lement du fait que le C-index est, par définition, un indice de discrimination global, ne tenant

pas compte de l’horizon de prédiction t de D♣t" ✏ 11
♣T↕t". Pour mesurer les capacités de dis-

crimination globales d’un marqueur qui, par définition, ne dépend pas de l’horizon de prédiction

t, le C-index est cependant, à notre avis, tout à fait intéressant.

Considérons l’exemple de distributions du temps de survie T sachant X qui suivent des

lois de Weibull, et dont les paramètres de forme dépendent de X. Plus précisément, on prend

l’exemple d’un marqueur X à valeurs positives et on définit le risque instantané et la survie

sachant X par λ♣t⑤X" ✏ XtX✁1 et S♣t⑤X" ✏ e✁tX . L’effet de X sur la courbe de t *+ S♣t⑤X"

est illustré par la Figure II.6. Rappelons que pour tout marqueur M tel que la probabilité

d’observer des ex-aequos est nulle, on définit le C-index tronqué par C♣τ0" ✏ P♣Mi →Mj ⑤Ti ➔
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Figure II.6 – Effet du paramètre de forme d’une loi de Weibull sur sa fonction de survie.
Courbes de t  ! S♣t⑤X$ ✏ e✁t

X

pour différentes valeurs de X.

Tj , Ti ➔ τ0$, avec i et j les indices de deux sujets indépendants. Lorsque la probabilité d’observer

des ex-aequos est non nulle, il est défini par C♣τ0$ ✏ P♣Mi → Mj ⑤Ti ➔ Tj , Ti ➔ τ0$ ( 0.5 ✂

P♣Mi ✏ Mj ⑤Ti ➔ Tj , Ti ➔ τ0$ (Harrell et al., 1996). Or pour cet exemple, quelle que soit la

valeur de X on a S♣t ✏ 1⑤X$ ✏ e✁1. Donc si on définit le « marqueur » M ✏ S♣t ✏ 1⑤X$, qui

est le prédicteur « parfait » utilisant X pour prédire D♣t$ ✏ 1, alors pour tout τ0, C♣τ0$ ✏ 0.5.

Or, au vu de la Figure II.6 il est clair que pour M ✏ X, en général C♣τ0$ ✘ 0.5, puisque X a

un fort effet sur la distribution de T sachant X.

Cet exemple montre ainsi que le C-index n’est, à notre avis, pas approprié pour évaluer

des modèles prédictifs de D ✑ D♣t$ ✏ 11
♣T↕t#, puisque le modèle prédictif « parfait » n’a pas

toujours le C-index le plus élevé parmi tous les modèles prédictifs utilisant X.
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Cependant, notons qu’on a vu en section II.3.1.3 que

C♣τ0! ✏

➺ τ0

0

AUCI④D
♣s!wτ0♣s!ds,

avec une fonction wτ0♣☎! qui ne dépend pas de la distribution du marqueur M . Or, on aussi

vu à la proposition II.1 que la « vraie » probabilité d’être un cas sachant le marqueur était

le modèle pronostique qui avait l’AUC maximale. Pour le cas de l’AUC utilisant les définitions

I④D des cas et des contrôles, c’est donc le risque instantané en s sachant X, i.e. λ♣s⑤X! ✏

limds!0
1

ds
P♣s ↕ T ➔ s ( ds⑤T ➙ s,X!, qui a l’ AUCI④D

♣s! maximale parmi tous les modèles

prédictifs utilisant le marqueur X. Par ailleurs, pour certains modèles, comme les modèles à

hasards proportionnels, les transformations X *+ λ♣s⑤X! et X *+ S♣t⑤X! « préservent les

rangs » pour tout s, t, au sens où

❅s, t, Xi → Xj . λ♣s⑤Xi! → λ♣s⑤Xj! . S♣t⑤Xi! → S♣t⑤Xj!.

Ainsi, en supposant qu’une telle classe de modèles ait générée les données, le C-index ne peut

pas avoir le défaut précédemment montré.

II.3.4 Évaluer les capacités pronostiques : marginalement ou

conditionnellement ?

En pratique, pour construire des modèles utilisant de nombreuses covariables, on utilise le

plus souvent des prédicteurs linéaires (Andersen et Skovgaard, 2010). Il n’est alors pas tou-

jours évident de faire certains choix de modélisation comme ceux d’inclure ou non des termes

d’interaction entre certaines covariables ou de stratifier ou non sur d’autres. Par exemple, pour

prédire un cancer du sein comme Gail (2008), on peut utiliser un prédicteur linéaire défini par

une combinaison de marqueurs génétiques et de l’âge, ou bien stratifier sur l’âge et construire

des prédicteurs linéaires conditionnels à l’âge. L’âge étant l’un des facteurs de risque connu

important, les choix de modélisation relatifs à l’âge méritent une attention particulière. De

même, pour la prédiction de la démence, on pourrait utiliser un unique prédicteur issu d’une

combinaison linéaire de plusieurs tests psychométriques et de l’âge, ou bien envisager plusieurs

combinaisons linéaires de tests psychométriques conditionnelles à l’âge.
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Similairement, les capacités prédictives peuvent être évaluées « marginalement », c’est-à-

dire sur l’ensemble de la population, ou « conditionnellement » à l’exposition ou non à des

facteurs de risques importants, tels que l’âge. Kerr et Pepe (2011) ont récemment discuté en

détail ces deux approches qui sont toutes les deux intéressantes. Kerr et Pepe (2011) concluent

que le choix de l’une ou de l’autre n’est pas toujours évident et devrait probablement être

plus souvent discuté. En particulier, la définition précise des questions cliniques auxquelles les

analyses statistiques tentent d’apporter des réponses et la description de la richesse des données

disponibles devraient probablement plus souvent guider le choix de l’une ou de l’autre.

Dans la suite de cette thèse, on ne considérera que des méthodologies statistiques pour

l’évaluation de capacités pronostiques marginales. L’évaluation de capacités pronostiques condi-

tionnelles pourra néanmoins être réalisée par les méthodes décrites au moyen de simples analyses

de sous-groupes (si les effectifs sont suffisamment grands pour le permettre).

Notons cependant qu’une littérature croissante s’intéresse à l’évaluation de capacités pro-

nostiques conditionnelles en utilisant des modèles de régression semiparamétriques, pour les

courbes ROC par exemple. Entre autres, citons Cai et Pepe (2002); Dodd et Pepe (2003) et

Thas et al. (2012) pour les courbes ROC et l’AUC en général et Cai et al. (2006); Song et Zhou

(2008); Hung et Chiang (2010); Zheng et al. (2012a) et Zhou et al. (2013) pour les courbes

ROC et l’AUC dépendant du temps en présence de données de survie.

II.3.5 Validation interne et validation externe

Un modèle pronostique qui ne prédit bien que sur les données avec lesquelles il a été estimé

est, d’un point de vue pratique, inutile. C’est le problème du sur-ajustement (« overfiting »)

(Steyerberg, 2009, Chapitre 5). Pour qu’un modèle pronostique soit utile, il faut qu’il ait de

bonnes capacités pronostiques quand il est appliqué à de « nouveaux » sujets (Steyerberg,

2009). Pour valider ces capacités à prédire correctement pour de nouveaux sujets, on distingue

essentiellement deux types de méthode de validation, appelées interne et externe. Dans cette

thèse, on ne se placera que dans le cadre d’une validation externe. On présente cependant

les deux approches ci-après, et on rediscutera de la validation interne dans les perspectives du
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Chapitre VI.

Par simplicité, dans cette section on ne détaillera l’évaluation de capacités pronostiques

que pour le Brier score, comme c’est le cas dans la majorité de la littérature. Les raisonne-

ments peuvent généralement s’appliquer pour d’autres mesures de capacités pronostiques. La

généralisation n’est cependant pas toujours immédiate.

Comme précédemment, on suppose dans cette section qu’on souhaite utiliser un vecteur de

covariables X, pour prédire l’événement binaire D.

II.3.5.1 Validation externe

Une pratique courante consiste à estimer des modèles pronostiques sur une première base de

données, disons de m sujets, appelée échantillon d’apprentissage et notée Lm ✏ !♣Xk, Dk#, k ✏

1, . . . ,m✉ (L pour « Learning »), et à estimer les capacités pronostiques à l’aide d’une seconde,

disons de n sujets, appelée échantillon de validation, et notée Vn ✏ !♣Xi, Di#, i ✏ 1, . . . , n✉

(V pour « Validation »).

On construit alors un modèle pronostique ♣RLm ✏ R♣Lm#, où R : Lm %& R♣Lm# est la

fonction de construction du modèle à partir des données Lm, puis on l’évalue conditionnellement

à l’échantillon d’apprentissage Lm, en estimant

BS
♣RLm

✏ ED,X

✒

✦

D ✁ ♣RLm♣X#
✮2
✞

✞

✞

✞

Lm

✚

, (II.14)

à l’aide des données Vn, généralement par l’estimateur empirique

②BS
♣RLm

✏

1

n

➳

i Vn

✦

Di ✁
♣RLm♣Xi#

✮2

.

L’estimation par validation externe est particulièrement souhaitable d’un point de vue clinique

et elle est naturelle lorsque l’on dispose de deux bases de données relativement similaires.

Notons que, par définition, l’estimation ②BS
♣RLm

dépend à la fois de Lm et de Vn. La

dépendance en Vn peut être quantifiée en construisant des intervalles de confiance de BS
♣RLm

.

Cependant, la dépendance en Lm, souhaitable pour l’interprétation, ne peut pas être quantifiée.
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II.3.5.2 Validation interne

Lorsqu’une unique base de données est disponible, il est fréquent de scinder la base de

données en deux, pour créer « artificiellement » les échantillons d’apprentissage et de validation

à partir d’un unique échantillon (Steyerberg, 2009). Un inconvénient est cependant que les

résultats peuvent dépendre fortement de la façon (aléatoire ou non) de les scinder. Des méthodes

alternatives sont alors de plus en plus privilégiées.

De nombreuses méthodes de validation interne existent lorsqu’on dispose uniquement d’un

seul échantillon BN ✏ !♣Xk, Dk#, k ✏ 1, . . . , N✉. Avant d’en mentionner quelques-unes, il

est important d’insister sur une différence notable entre les approches de validation interne et

externe. Pour des raisons d’identifiabilité, elles n’estiment souvent pas la même quantité : les

méthodes de validation interne essaient généralement d’estimer une quantité proche d’un Brier

score moyen,

EBN

✑

BS
♣RBN

✙

✏ EBN

✂

ED,X

✒

✦

D ✁ ♣RBN
♣X#

✮2
✞

✞

✞

✞

BN

✚✡

, (II.15)

(avec les notations ED,X pour l’espérance sur le couple aléatoire ♣D,X# et EBN
l’espérance

sur l’échantillon aléatoire BN , de taille N). En notant rN ♣X# ✏ EBN

✑

♣RBN
♣X#

✙

la prédiction

moyenne (sachant X) estimée sur tous les échantillons BN de taille N , Gerds et van de Wiel

(2011) rappellent qu’on a la décomposition suivante pour le Brier score moyen,

EBN

✑

BS
♣RBN

✙

✏EBN

✂

ED,X

✒

✦

D ✁ ♣RBN
♣X#

✮2
✞

✞

✞

✞

BN

✚✡

✏ED,X

✑

✥

D ✁ rN ♣X#
✭2

✙

& EBN

✂

EX

✒

✦

♣RBN
♣X# ✁ rN ♣X#

✮2
✞

✞

✞

✞

BN

✚✡

(II.16)

puisque le double produit s’annule :

2✂ EBN

✁

ED,X

✑✦

♣RBN
♣X# ✁ rN ♣X#

✮✦

D ✁ rN ♣X#
✮
✞

✞

✞
BN

✙✠

✏ 2✂ ED,X

✑✦

D ✁ rN ♣X#
✮

EBN

✑

♣RBN
♣X# ✁ rN ♣X#

✙

❧♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♠♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♥

✏0

✙

.
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L’équation (II.16) peut alors s’interpréter comme la somme du Brier score du modèle moyen

X  ! rN ♣X# et de la moyenne, sur l’espace des covariables X, de la variance du risque

estimé ♣RBN
♣X# autour de rN ♣X#. Remarquons alors qu’on retrouve le fameux dilemme « Biais-

Variance » (voir par exemple Geman et al. (1992)), puisque le premier terme de EBN

✑

BS
♣RBN

✙

décroît lorsque rN ♣x# est proche de E♣D⑤X ✏ x# pour tout x, alors que simultanément, pour

tout x, le second terme croît à mesure que ♣RBN
♣x# varie autour de rN ♣x#.

La minimisation de l’erreur de prédiction moyenne est donc un compromis entre une mini-

misation du biais de l’estimation du « vrai risque » et une minimisation de la variance de son

estimation. La minimisation des deux simultanément n’est en effet généralement pas possible en

pratique, puisque la complexité du monde réel implique souvent que le « vrai risque » est une

fonction compliquée. Un estimateur du risque non biaisé, mais ayant une grande variabilité (car

ayant beaucoup de paramètres par exemple) peut donc ne pas être préférable à un estimateur

biaisé (plus simple, avec moins de paramètres). Ainsi, insistons sur le fait qu’on travaille géné-

ralement à taille d’échantillon N fixé et que, lorsqu’on compare deux stratégies de construction

de modèles pronostiques, par exemple, les conclusions pourraient éventuellement s’inverser si

N changeait.

Comme rappelé par Efron et Tibshirani (1997) entre autres, ce sont les capacités pronos-

tiques conditionnelles aux données à notre disposition pour construire le modèle pronostique

(II.14), plus que les capacités moyennes (II.15), qui nous intéressent le plus souvent. Avec des

données de cohorte comme celles de Paquid, Trois-Cités ou Framingham par exemple, c’est l’es-

timation de modèles de risque conditionnel à ces données, et non pas à des données moyennes,

dont elles représenteraient un cas particulier, qui nous intéresse. Cependant Efron et Tibshirani

(1997) notent que ces capacités conditionnelles sont difficilement estimables avec un unique

échantillon, contrairement aux capacités moyennes (II.15).

Parmi les méthodes les plus populaires pour estimer (II.15), on trouve la « cross-validation ».

Brièvement, la « K-fold cross-validation » consiste à
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1. Partitionner l’échantillon BN en K échantillons de taille égale B♣k!, tels que BN ✏

❨

K
k✏1

B♣k!.

2. Pour k ✏ 1, . . . ,K :

a) Assembler K✁1 des sous-échantillons créés pour construire une base d’apprentissage

L
♣✁k!
m ✏ BN③B

♣k! et l’utiliser pour construire le modèle pronostique ♣R
L

♣✁k"
m

b) Évaluer ses capacités pronostiques sur B♣k!, en calculant

②BS
♣R
L
♣✁k"
m

✏

1

n

➳

i$B♣k"

✦

Di ✁
♣R
L

♣✁k"
m
♣Xi%

✮2

.

3. Calculer les capacités moyennes par ②BS
♣R
L
♣✁k"
m

✏

1

K

➦K
k✏1

BS
♣R
L
♣✁k"
m

.

Un choix important pour cette méthode est celui du paramètre K. Plus il sera grand et plus

la taille des échantillons d’apprentissage L
♣✁k!
m seront proches de N , et donc plus l’estimation

②BS
♣R
L
♣✁k"
m

sera une estimation raisonnable de EBN

✑

BS
♣RBN

✙

. Les propriétés du choix « op-

timal » de K sont compliquées et encore mal connues (Arlot et Celisse, 2010). En pratique

le choix de K est donc souvent guidé par le temps de calcul des procédures de construction

du modèle pronostique. Le choix de K ✏ N mène à l’approche « leave-one-out », coûteuse

en temps de calcul. Pour le réduire, des approximations asymptotiques ont, par exemple, été

proposées pour le cas de modèles paramétriques (Commenges et al., 2012). Pour le cas de

l’AUC, Airola et al. (2011) ont récemment comparé plusieurs approches de cross-validation

empiriquement, et leurs recommandations sont en faveur du « leave-pair-out ». Enfin, notons

que pour une revue générale très approfondie sur la cross-validation, on pourra consulter Arlot

et Celisse (2010).

Dans les années 2000, des méthodes utilisant la technique « Bootstrap » ont aussi été

proposées pour améliorer la cross-validation, notamment par Efron et Tibshirani (1997). Depuis,

l’approche a été reprise et adaptée à la présence de données censurées, notamment par Gerds

et Schumacher (2007) et Schumacher et al. (2007) pour le Brier score, et Foucher et Danger

(2012) pour les courbes ROC dépendant du temps.

Enfin, notons que la construction d’intervalles de confiance et de tests pour l’AUC ou le Brier

score par exemple, n’est pas aisée lorsque les procédures d’estimation incluent des approches
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de cross-validation. Uno et al. (2007); Parast et al. (2012); Commenges et al. (2012), entre

autres, ont cependant commencé à s’y intéresser dans certains cas de modèles pronostiques

paramétriques ou semiparamétriques, tandis que van de Wiel et al. (2009) ont récemment pro-

posé un algorithme assez général.

Dans les travaux principaux de cette thèse, on ne fera pas de validation interne. Une vali-

dation externe sera cependant présentée au Chapitre V.

II.4 Estimation en présence de données censurées

II.4.1 Le problème des données censurées

Dans cette thèse, on s’intéresse principalement à l’estimation de courbes ROC dépendant du

temps. Essentiellement, on considérera des définitions de cas (D ✏ 1) et de contrôles (D ✏ 0)

avec D ✑ D♣t# ✏ 11
♣T↕t" au Chapitre III et avec D ✑ D♣t# ✏ 11

♣T↕t,η✏1" en présence de risques

concurrents au Chapitre IV, qui correspondent à des définitions cumulatives/dynamiques selon

la terminologie de la Section II.3.1.2.

La principale difficulté pour faire de l’inférence viendra du fait qu’on observe des données

censurées $♣  Ti,∆i#, i ✏ 1, . . . , n✉, avec  Ti ✏ min♣Ti, Ci# et ∆i ✏ 11
♣Ti↕Ci"

. En effet, que

l’on soit en présence de risques concurrents ou non, la difficulté illustrée par la Figure II.7 est

similaire : pour les sujets perdus de vue avant le temps t, on ne sait pas si D ✑ 11
♣T↕t" est

égal à 1 ou 0. On ne peut donc pas estimer les sensibilités, les spécificités et les courbes ROC

comme c’est décrites en Section II.3.1.1, en calculant de simples proportions issues de tableaux

de contingence (Tableau II.1).

La difficulté sera essentiellement la même lorsqu’on considéreraD ✑ D♣s, t# ✏ 11
♣s➔T↕s%t,η✏1"

au Chapitre V, pour s’adapter à la présence de marqueurs longitudinaux, puisque considérer le

temps « résiduel » T ✶

✏ T ✁ s ramène à la même situation.

Techniquement, l’objectif principal de cette thèse sera de proposer des procédures d’infé-

rence non-paramétriques pour les courbes ROC en présence de telles données censurées.
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Temps "zéro" auquel

on mesure le marqueur

Temps t auquel

on évalue la prédiction

temps

Figure II.7 – Le problème des données censurées et l’observation des cas et contrôles C④D.
Chaque ligne horizontale représente le temps de survie observé  Ti d’un sujet i. Les croix repré-
sentent des observations non censurées, les ronds des observations censurées. Contrairement
aux autres sujets, le premier sujet, en gras, est perdu de vue avant t. On ne peut donc pas
savoir s’il est un cas ou un contrôle en t.

II.4.2 Méthodes d’estimation en présence de données censurées

Pour estimer les courbes ROC en présence de données censurées, on peut utiliser des mé-

thodes complétement paramétriques (Rizopoulos, 2011) ou semiparamétriques (Chambless et

Diao, 2006; Song et Zhou, 2008; Zheng et al., 2012a, entre autres). De notre point de vue, il est

cependant généralement préférable d’adopter des approches non paramétriques, qui font moins

d’hypothèses, et qui fournissent généralement des estimations non biaisées. Elles permettent

ainsi une comparaison « juste » de modèles potentiellement très différents.

Dans cette section, on présente donc succintement l’idée des principales méthodes non-

paramétriques permettant d’estimer des courbes ROC en présence de données censurées.

II.4.2.1 Les approches utilisant des estimateurs de Kaplan-Meier conditionnels

Lorsque l’on s’intéresse à des estimations non paramétriques en présence de données cen-

surées, un estimateur « incontournable » est l’estimateur de Kaplan-Meier (Kaplan et Meier,

1958). Rappelons que, pour tout temps t, il estime S♣t" ✏ P♣T → t", et que pour un n-

échantillon %♣

 Ti,∆i", i ✏ 1, . . . , n✉, avec  Ti ✏ min♣Ti, Ci" et ∆i ✏ 11
♣Ti↕Ci"

, il est défini
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par

♣S♣t! ✏

n
➵

i✏1

✂

1 ✁

∆
♣i"

n ✁ i $ 1

✡11
♣

 T
♣i!↕t!

, (II.17)

avec les indices ordonnés ♣i!, i ✏ 1, . . . , n, tels que $T
♣1" ↕ ☎ ☎ ☎ ↕

$T
♣n", où les ex-aequos entre

les temps de censure ou entre les temps d’événement sont ordonnés arbitrairement, et où les

ex-aequos entre un temps censuré et un temps non censuré sont ordonnés tel que le temps non

censuré précède le censuré.

Historiquement, Heagerty et al. (2000) proposèrent les premiers des estimateurs de la courbe

ROC dépendant du temps en présence de données censurées. Pour tenir compte des données

censurées dans l’estimation de la sensibilité (et de la spécificité), pour un seuil c donné, leur

première idée consistait à utiliser l’estimateur de Kaplan-Meier (II.17) sur des sous-échantillons

de sujets ayant (ou n’ayant pas) des valeurs du marqueur supérieur à c. Puis, motivés par

quelques imperfections de cette première approche, comme nous le reverrons au Chapitre III,

ils proposèrent ensuite l’utilisation d’un estimateur non paramétrique de la survie conditionnelle

S♣t⑤X! ✏ P♣T → t⑤X!, où X est le marqueur pronostique. Beran (1981) et Akritas (1994)

avaient introduit de tels estimateurs, qui peuvent, comme l’estimateur de Kaplan-Meier, être

considérés comme des estimateurs du maximum de vraissemblance non paramétriques. Briève-

ment, pour tout x, l’idée des deux consiste à estimer S♣t⑤X ✏ x! à partir de l’estimateur de

Kaplan-Meier (II.17) sur des sous-échantillons de sujets « proches » d’un sujet ayant une va-

leur du marqueur égale à x. Les sujets « proches » peuvent être définis comme ceux ayant une

valeur du marqueur égale à x à une « petite tolérance » près (Beran, 1981) ou comme étant la

petite fraction des sujets de l’échantillon ayant la valeur au marqueur la plus proche de x (i.e.

les « plus proches voisins ») (Akritas, 1994). Cette approche pour estimer des courbes ROC

dépendant du temps a ensuite été reprise par Saha et Heagerty (2010), Chiang et Hung (2010)

et Cai et al. (2011), entre autres. Pour les deux méthodes, le choix d’un paramètre de lissage

(une fenêtre, « bandwidth ») est néanmoins nécessaire pour définir les sujets « proches », et il

n’est pas toujours évident en pratique. Les procédures de choix optimal sont en effet complexes

et difficiles à utiliser en pratique (Dabrowska, 1992; Akritas, 1994).
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II.4.2.2 L’approche IPCW

L’appoche IPCW (pour « Inverse Probability of Censoring Weighting ») a aussi été proposée

pour estimer les courbes ROC dépendant du temps et des Brier scores en présence de données

censurées (Uno et al., 2007; Hung et Chiang, 2010; Graf et al., 1999, entre autres). Brièvement,

l’idée est de considérer le problème des données censurées comme un cas particulier de données

manquantes, et d’utiliser des estimateurs pondérés, similaires à ceux de Horvitz et Thompson

(1952). Très populaires en théorie des sondages, les estimateurs de type « Horvitz-Thompson »

pour données censurées ont été largement popularisés par Robins et Rotnitzky (1992) et par

Satten et Datta (2001) en biostatistique. En particulier, Satten et Datta (2001) rappellent que

l’estimateur de Kaplan-Meier (II.17) peut se réécrire comme un estimateur IPCW :

♣S♣t! ✏ 1 ✁

1

n

n
➳

i✏1

11
♣

 Ti↕t#

∆i

♣G♣

"Ti!

, (II.18)

où pour tout u, ♣G♣u! est l’estimateur de Kaplan-Meier de G♣u! ✏ P♣C → u!, défini par (II.17),

en remplaçant ∆i par 1✁∆i pour tout i. Intuitivement, la pondération ∆i④
♣G♣

"Ti! est justifiée

par le fait que

E

★

11
♣

 Ti↕t#

∆i

G♣

"Ti!

✰

✏ E

✧

E

✒

11
♣Ti↕t#

11
♣Ti↕Ci#

G♣Ti!

✞

✞

✞

✞

Ti

✚✯

♣car ∆i ✏ 1 &

"Ti ✏ Ti!

✏ E

★

11
♣Ti↕t#

E
✏

11
♣Ti↕Ci#

✞

✞Ti

✘

G♣Ti!

✰

✏ E

✧

11
♣Ti↕t#

G♣Ti!

G♣Ti!

✯

✏ P ♣T ↕ t! ,

où l’hypothèse d’une censure indépendante est utilisée pour avoir E
✏

11
♣Ti↕Ci#

✞

✞Ti

✘

✏ G♣Ti!.

Cette approche IPCW est étroitement liée à celle des « intégrales de Kaplan-Meier », pour

lesquelles des résultats très généraux ont été montrés (Stute, 1993, 1995; Gill, 1994, Chapitre

8). Nous verrons aux Chapitres III,IV et V que pour l’estimation de courbes ROC, d’AUC et de

Brier score il existe cependant une légère différence avec l’approche des intégrales de Kaplan-

Meier. En effet, le poids utilisé pour un sujet i n’est pas toujours égal à l’accroissement de ♣S♣☎!

en "Ti, i.e. à ∆i④
♣G♣

"Ti!. Pour s’adapter au mieux au temps d’horizon de prédiction t, le poids

d’un sujet i sera généralement choisi de la forme

①Wi♣t! ✏

11
♣

 Ti→t#

♣G♣t!
)

11
♣

 Ti↕t#
∆i

♣G♣

"Ti!

.
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Enfin, notons que plusieurs auteurs ont proposé d’utiliser des covariables pour estimer les poids

(van der Laan et Robins, 2003; Gerds et Schumacher, 2006; Tsiatis, 2006; Datta et al., 2010;

Lopez, 2011, entre autres). L’idée est de tenir compte de l’éventuelle dépendance entre le

temps de censure C et les covariables. Les poids peuvent alors être estimés en utilisant les

estimateurs de Kaplan-Meier conditionnels de Beran (1981) ou Akritas (1994), ou bien en

utilisant des modèles de régression semiparamétriques. Nous en reparlerons au Chapitre III et

IV. Par ailleurs, certains auteurs suggèrent que cette modification du calcul des poids peut

aussi améliorer l’efficacité des estimateurs (au sens d’une variance plus faible) (van der Laan et

Robins, 2003; Tsiatis, 2006).

II.4.2.3 Andersen-Klein « jackknife pseudo values »

Enfin, notons qu’une approche basée sur les pseudo-valeurs du « jackknife » a récemment

été proposée pour estimer des modèles semiparamétriques très généraux, en présence de données

censurées (Andersen et al., 2003). On pourra consulter Andersen et Perme (2010) pour une

introduction didactique à la méthode et à ses applications, et Graw et al. (2009) pour un premier

travail plus théorique sur ses propriétés asymptotiques.

A notre connaissance, cette approche n’a jamais été utilisée pour estimer des courbes ROC

dépendant du temps. Cependant, elle a récemment été proposée pour estimer non paramétri-

quement des Brier scores (Cortese et al., 2013), ou pour étudier la calibration d’un modèle

pronostique (Gerds et al., 2013a). Bien que non étudiée dans cette thèse, notons qu’elle est

généralement considérée comme une alternative intéressante à l’approche IPCW.

II.5 Statistique asymptotique : la boîte à outils

La statistique asymptotique consiste essentiellement à étudier le comportement d’estima-

teurs ou de tests lorsque la taille de l’échantillon n grandit indéfiniment. Elle permet de donner

quelques résultats limites, c’est-à-dire quand n ✽, que l’on utilisera comme des approxima-

tions en pratique, lorsqu’on peut considérer n « assez grand ».
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L’objectif de cette section est de rappeler quelques idées et outils de statistique asymp-

totique. Sans ambition d’une présentation exhaustive et d’une grande rigueur mathématique,

on souhaite ici uniquement présenter brièvement, et informellement, les principaux outils et les

principales idées utiles aux travaux des Chapitres IV et V.

Pour plus de détails et des preuves des résultats, on pourra consulter les livres de références

suivants : Serfling (1980), Andersen et al. (1993), Kowalski et Tu (2008) et Martinussen et

Scheike (2006) et van der Vaart (1998), desquels cette section est largement inspirée.

II.5.1 Quelques idées et outils incontournables

À la base des raisonnements de statistique asymptotique, on trouve les notions de conver-

gence, dont deux définitions sont particulièrement utiles en statistique appliquée. On dira qu’un

vecteur aléatoire Xn converge vers X :

– « En distribution », si ❅x P♣Xn ↕ x# $ P♣X ↕ x# quand n $✽ (on dit aussi en loi,

ou faiblement). On la notera Xn
D
&$ X.

– « En probabilité », si ❅ǫ → 0, P♣⑥Xn ✁X⑥ → ǫ# $ 0 quand n $ ✽, où ⑥X⑥ désigne la

norme de X. On la notera Xn
P

&$ X.

Pour raccourcir les expressions, on utilisera la notation op♣rn#, et particulièrement Xn ✏ op♣rn#

pour signifier que Xn ✏ Ynrn avec Yn
P

&$ 0.

Le symbole Op♣1# est aussi utilisé pour signifier « borné en probabilité », i.e. que ❅ǫ → 0 il

existe un entier Nǫ et une constante Mǫ tels que ❅n → Nǫ P
 

⑤Xn⑤ → Mǫ

✟

➔ ǫ. On notera

aussi Op♣rn# et en particulier Xn ✏ Op♣rn# pour signifier que Xn ✏ Ynrn, avec Yn ✏ Op♣1#.

En pratique, il est courant de souhaiter déduire les propriétés d’un estimateur à partir de

connaissances portant sur des estimateurs plus simples dont il est dérivé. Pour cela, on dispose

de quelques outils essentiels, dont font partie le « continuous mapping theorem » et le lemme

de Slutsky.

Théorème II.1 (Continuous mapping theorem). Soit g : Rk
-$ R

m une fonction continue en
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tout point d’un ensemble E tel que P♣X ! E" ✏ 1.

1. Si Xn
D

$% X, alors g♣Xn"
D

$% g♣X".

2. Si Xn
P

$% X, alors g♣Xn"
P

$% g♣X".

Lemme II.1 (Slutsky). Soient Xn, X et Yn des vecteurs ou des variables aléatoires. Si Xn
D

$%

X et, pour une constante c, Yn
D

$% c, alors :

1. Xn & Yn
D

$% X & c,

2. XnYn
D

$% cX,

3. XnY
✁1
n

D
$% c✁1X, dès que c ✘ 0.

Dérivé des deux premiers, un troisième outil très utile repose sur l’utilisation de développe-

ments de Taylor au premier ordre.

Proposition II.2. Soient g : R
m

(% R une fonction continue et différentiable en µ ✏

♣µ1, . . . , µm" et un vecteur aléatoire Xn ✏ ♣Xn1, . . . , Xnm" tel que ❅j ! *1, . . . ,m✉,
❄

n
✁

Xnj✁

µj

✠

✏ Op♣1". Alors,

❄

n
✁

g♣Xn" ✁ g♣µ"
✠

✏

❄

n

m
➳

j✏1

❇

❇xj
g♣µ"

✁

Xnj ✁ µj

✠

& op♣1".

Démonstration. C’est une conséquence des Théorèmes 2 et 5 du Chapitre 1 de Kowalski et Tu

(2008).

Cette propriété est essentiellement une version de la célèbre « méthode delta » qui, dans

sa forme la plus usuelle, affirme que pour toute fonction g : R (% R dérivable en θ, de dérivée

g✶ telle que g✶♣θ" ✘ 0, si ♣θ ✒ N ♣θ, σ2
θ④n" alors g♣♣θ" ✒ N

$

g♣θ", g✶♣θ"2σ2
θ④n

✟

.

Enfin, pour utiliser ces outils et dériver les propriétés d’estimateurs originaux, il est souvent

nécessaire de partir des propriétés connues d’estimateurs plus usuels, comme par exemple, de

celles connues pour les moyennes de variables i.i.d. En effet, dans le cas d’un échantillon i.i.d

X1, . . . , Xn, la loi des grands nombres affirme, entre autres et sous des conditions faibles,
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que la moyenne Xn ✏
1

n

➦n
i✏1Xi converge en probabilité vers l’espérance E♣X1". Le théorème

central limite permet quant à lui de connaître la distribution de l’écart, parfois appelé « erreur »,

entre l’estimateur Xn et la quantité qu’il estime E♣X1", via le résultat
❄

n
✁

Xn✁E♣X1"

✠

D
%&

N
✁

0,Var♣X1"

✠

. En particulier, il indique la « vitesse de convergence » de l’estimateur Xn vers

E♣X1", le fameux
❄

n.

Ces deux résultats fondamentaux de la statistique inférentielle ne sont cependant pas toujours

suffisants. C’est pourquoi les deux sous-sections suivantes présentent quelques résultats de

convergence complémentaires qui nous seront utiles.

II.5.2 U-statistique et projection de Hájek

Introduit par Hoeffding (1948), les U-statistiques (« U » pour « Unbiased ») peuvent être

considérées comme des généralisations des moyennes. Le plus souvent elles sont asymptotique-

ment gaussiennes. Pour le montrer et pour calculer leur variance, un outil très puissant est le

principe de projection de Hájek (van der Vaart, 1998, Sec. 11.3).

Notons qu’il existe plusieurs types de U-statistiques : celles à 1, 2 ou plus généralement

K → 2 échantillons. Dans tous les cas, leur étude est très similaire, puisqu’elle est essentiel-

lement basée sur le même principe de projection. Seuls les résultats de celles à un échantillon

nécessaires dans la suite sont ici présentés.

Soient X1, X2, . . . , Xn des vecteurs ou des variables aléatoires i.i.d issus d’une distribution

quelconque et m ➔ n. Étant donnée une fonction h connue, on considère l’estimation d’un

paramètre quelconque θ, défini comme :

θ ✏ Eh♣X1, . . . , Xm".

La fonction h est appelée noyau et est supposée symétrique en ses m arguments. Une U-

statistique, de noyau h, est définie par

U ✏
1
#

n
m

✟

➳

i:combi

h♣Xi1 , . . . , Xim",
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avec
➦

i:combi la somme sur les
!

n
m

✟

combinaisons ♣i1, . . . , im! possibles de m éléments distincts

de "1, . . . , n✉.

Exemple II.1. La « signed rank statistic » a pour noyau h♣x1, x2! ✏ 11
♣x1!x2→0# et est définie

par

U ✏

1
!

n
2

✟

➳➳

i➔j

11
♣Xi!Xj→0#.

Elle est souvent utilisée pour tester la non-symétrie d’une distribution autour de zéro.

Par linéarité de l’espérance, on note que U est un estimateur sans biais de θ. Cependant,

comme U est une somme de quantités non indépendantes, sa distribution asymptotique ne

peut pas immédiatement être dérivée du théorème central limite. Le théorème suivant est donc

très pratique : il permet d’approximer U par une somme de termes i.i.d quand n % ✽, et par

conséquent d’en dériver sa distribution asymptotique, via le théorème central limite et le lemme

de Slutsky.

Théorème II.2 (Décomposition i.i.d et loi asymptotique d’une U-statistique). Supposons que

Eh♣X1, . . . , Xm! ➔ ✽ et définissons la projection de Hájek ♣U par

♣U ✏

n
➳

i✏1

E♣U ✁ θ⑤Xi!.

Alors,

1. ♣U ✏

m
n

➦n
i✏1

h1♣Xi!, avec h1♣x! ✏ E *h♣X1, X2, . . . , Xm!⑤X1 ✏ x+ ✁ θ, aussi souvent

noté h1♣x! ✏ Eh♣x,X2, . . . , Xm! ✁ θ.

2.
❄

n♣U ✁ θ ✁

♣U! ✏ op♣1!,

3.
❄

n♣U✁θ! est asymptotiquement gaussien, de moyenne 0 et de variance m2Var *h1♣X1!+.

Démonstration. Une preuve est donnée par van der Vaart (1998, Section 12.3).

Exemple II.1 (suite). Pour la « signed rank statistic », on a

h1♣x! ✏ E11
♣x!X2→0# ✁ θ ✏ 1✁ F ♣✁x! ✁ θ,
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avec θ ✏ EU ✏ 1✁ EF ♣✁Xi#, ou F désigne la fonction de répartition de X. Ainsi,

♣U ✏ ✁
2

n

n
➳

i✏1

✦

F ♣✁Xi# ✁ EF ♣✁Xi#

✮

,

et sous l’hypothèse nulle de symétrie autour de zéro, i.e.,

H0 : ❅x F ♣x# % F ♣✁x# ✏ 1,

alors

θ ✏ E

✑

F ♣✁Xj#

✙

✏ E

✑

1✁ F ♣Xj#

✙

✏ E

✁

U&0, 1'
✠

✏ 1④2

et

Var
✑

F ♣✁Xi#

✙

✏ Var
✁

U&0, 1'
✠

✏ 1④12.

Finalement, sous H0 on a alors

❄

n ♣U ✁ 1④2#
D
*+ N ♣0, 1④3# ,

qui permet de tester l’hypothèse de non-symétrie autour de zéro.

Les termes i.i.d du théorème II.2, dont la somme ♣U approxime U , s’interprètent simplement

comme les projections de la statistique centrée U ✁θ sur l’espace engendré par l’information de

chaque sujet. C’est la projection de Hájek. Comme noté par Serfling (1980), les décompositions

i.i.d des U-statistiques peuvent aussi être vues comme des cas particuliers de résultats plus

généraux et plus forts, dérivés du « calcul de van Mises », de la « delta-méthode fonctionnelle »

et des notions de « fonctions d’influence » (Serfling, 1980, Chap. 6) (van der Vaart, 1998, Chap.

20).

Remarque II.2 (Symétriser un noyau). Lorsqu’un noyau h♣x1, . . . , xm# est non symétrique, on

peut toujours considérer un noyau symétrique associé, défini par

g♣x1, . . . , xm# ✏
1

m!

➳

i:permut

h♣xi1 , . . . , xim#

où
➦

i:permut désigne la somme sur les m! permutations ♣i1, . . . , im# de ,1, . . . ,m✉.
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Remarque II.3 (Projection de Hájek et noyau non symétrique). Soit h♣x1, . . . , xm! un noyau

non symétrique et une statistique T définie par

T ✏

1

♣n m

➳

i:listes

h♣xi1 , . . . , xim , (II.19)

avec ♣n m ✏ n♣n ✁ 1 . . . ♣n ✁ m $ 1 et
➦

i:listes la sommes sur les ♣n m listes ordonnées

d’éléments distincts de %1, . . . , n✉ (arrangements). Comme
"

n
m

✟

✏ ♣n m④m!, on a alors

T ✏

1

♣n m

➳

i:listes

h♣xi1 , . . . , xim ✏

1
"

n
m

✟

➳

j:combi

★

1

m!

➳

i:permut

h♣xij1 , . . . , xijm  

✰

✏

1
"

n
m

✟

➳

j:combi

g♣xj1 , . . . , xjm 

avec la notation g♣x1, . . . , xm ✏

1

m!

➦

i:permut h♣xi1 , . . . , xim . Supposons maintenant que,

comme pour le résultat du théorème II.2, on a une décomposition telle que

U ✏

1
"

n
m

✟

➳

i:combi

g♣xi1 , . . . , xim ✏

m

n

n
➳

i✏1

g1♣Xi $ op♣n
✁1④2

 

avec g1♣x ✏ Eg♣x,X2, . . . , Xm . Par linéarité de l’espérance conditionnelle, et comme pour

toutes variables i.i.d X1, . . . , Xm, X ✶

1, . . . , X
✶

m, on a

E

✁

h♣X1, X2, . . . , Xm 

✞

✞

✞
X1

✠

✏ E

✁

h♣X1, X
✶

2, . . . , X
✶

m 

✞

✞

✞
X1

✠

...
...

...

E

✁

h♣X1, . . . , Xm✁1, Xm 

✞

✞

✞
Xm

✠

✏ E

✁

h♣X ✶

1, . . . , X
✶

m✁1, Xm 

✞

✞

✞
Xm

✠

alors

g1♣x ✏ E

✑

g♣X1, X2, . . . , Xm 

✞

✞

✞
X1 ✏ x

✙

✏

1

m!

➳

j:permut

E

✑

h♣Xj1 , . . . , Xjm 

✞

✞

✞
X1 ✏ x

✙

✏

1

m!
✂ ♣m ✁ 1 ! ✂

m
➳

k✏1

hk♣x ,

avec

hk♣x ✏ E

✑

h♣X1, . . . , Xk✁1, Xk, Xk$1, . . . , Xm 

✞

✞

✞
Xk ✏ x

✙

✏ Eh♣X1, . . . , Xk✁1, x,Xk$1, . . . , Xm .
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Et finalement, on obtient :

T ✏
1

♣n"m

➳

i:listes

h♣xi1 , . . . , xim" ✏
1
!

n
m

✟

➳

j:combi

g♣xj1 , . . . , xjm"

✏

m

n

n
➳

i✏1

g1♣Xi" # op♣n
✁1④2

"

✏

m

n

n
➳

i✏1

★

✂

1

m!
✂ ♣m✁ 1"!

✡ m
➳

k✏1

hk♣Xi"

✰

# op♣n
✁1④2

"

✏

1

n

n
➳

i✏1

m
➳

k✏1

hk♣Xi" # op♣n
✁1④2

".

La remarque II.3 nous sera utile dans la suite, car nos estimateurs des Chapitres IV et

V seront tous présentés, pour les développements asymptotiques, sous la forme de l’équation

(II.19) (à un terme négligeable près), avec un noyau non-symétrique et une somme sur toutes

les listes ordonnées, plutôt que sous la forme plus usuelle supposée par le théorème II.2, avec

la somme sur toutes les combinaisons et un noyau symétrique.

II.5.3 Représentation martingale de l’estimateur de Kaplan-Meier

On suppose qu’on observe le n-échantillon i.i.d &♣ 'T1,∆1", . . . , ♣ 'Tn,∆n"✉, avec 'Ti ✏ min♣Ti, Ci"

et ∆i ✏ 11
♣Ti↕Ci%

, où C est une censure indépendante. Soit τ ➔ sup&u : S
 T
♣u" → 0✉. L’inter-

valle *0, τ + représente ainsi un intervalle de temps dans lequel la probabilité d’observer quelqu’un

à risque est non nulle. On a alors le résultat suivant pour l’estimateur de Kaplan-Meier précé-

dement défini à l’équation (II.17) page 58.

Proposition II.3 (Représentation martingale de l’estimateur de Kaplan-Meier).

sup
t&'0,τ (

✞

✞

✞

✞

✞

❄

n
✁

♣S♣t" ✁ S♣t"
✠

#

S♣t"
❄

n

n
➳

i✏1

➺ t

0

dMi♣u"

S
 T
♣u"

✞

✞

✞

✞

✞

✏ op ♣1" (II.20)

où Mi♣t" ✏ 11
♣∆i✏1,  Ti↕t%

✁

➩t

0
11
♣

 Ti➙t%
dΛ♣u" est la martingale usuelle associée au processus de

comptage 11
♣∆i✏1,  Ti↕t%

, et Λ♣☎" est le risque cumulé de la variable aléatoire T .

Démonstration. Voir par exemple Gill (1994, Chapitre 6).
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Plusieurs propriétés de ♣S♣t! peuvent être dérivées à partir de cette représentation de l’es-

timateur de Kaplan-Meier comme une moyenne d’intégrales stochastiques par rapport à des

martingales. Notamment, on peut en déduire la normalité asymptotique de ♣S♣t!.

Combinée à la proposition II.2 et à la remarque II.3, un autre intérêt pratique de la propo-

sition II.3 est qu’elle permet d’étudier le comportement d’estimateurs IPCW (« Inverse Proba-

bility of Censoring Weighting ») basés sur l’estimateur ♣S♣t!. Cette approche a déja été utilisée

par Hung et Chiang (2010) et Datta et al. (2010), entre autres, et nous la ré-utiliserons aux

Chapitres IV et V.

II.5.4 « Conditional multiplier central limit theorem »

Informellement, le résultat est le suivant. Soient X1, . . . , Xn des variables (ou des vecteurs)

aléatoires réelles i.i.d. et G1, . . . , Gn des variables aléatoires i.i.d indépendantes de loi N ♣0, 1!

et supposons qu’il existe une variable aléatoire U telle que

1

n

n
➳

i✏1

Xi
D

"# U.

Alors, sous certaines conditions, le théorème affirme que

1

n

n
➳

i✏1

GiXi
D

"# U.

En pratique, l’utilité de ce résultat vient aussi du fait que, si ♣Xi est une « bonne approximation »

de Xi, alors on a aussi souvent
1

n

n
➳

i✏1

Gi
♣Xi

D
"# U.

Ce résultat a permis à Lin et al. (1994) de proposer des méthodes de simulation pour approximer

les distributions de processus complexes, et d’en dériver des régions de confiances simultanées,

appelées « bandes de confiances », ainsi que des tests. Depuis, l’approche a été extensivement

reprise, notamment par Martinussen et Scheike (2006) qui l’ont étudiée en détails pour plusieurs

modèles de survie, et plus récemment par Beyersmann et al. (2012), qui l’assimilent d’ailleurs

à du « wild bootstrap » (Wu, 1986).
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III.1 Publication dans le Biometrical Journal

Résumé :

Dans ce premier article, on propose une revue de la littérature des estimateurs de la courbe

ROC dépendant du temps pour les définitions Cumulative/dynamique des cas et des contrôles.

On rappelle les hypothèses supposées par chacun des estimateurs, et on discute leurs similitudes

et différences, ainsi que leurs principales propriétés. Notamment, on rappelle les hypothèses qu’ils

supposent sur le mécanisme de censure. On propose également un estimateur alternatif, qui est

l’adaptation des estimateurs IPCW de Uno et al. (2007) et de Hung et Chiang (2010) au cas

d’une censure qui dépend du marqueur étudié. On compare ensuite les différents estimateurs par

simulation, en présence d’une censure indépendante du temps d’événement, ou d’une censure

seulement indépendante du temps d’événement conditionnellement au marqueur étudié. Enfin,

on utilise les données de la cohorte Paquid pour les comparer sur des données réelles.

Les résultats suggèrent qu’une censure dépendant du marqueur peut biaiser les estimateurs

qui n’y sont pas adaptés, et que l’estimateur que nous proposons performe aussi bien que le

« nearest neighbor estimator » de Heagerty et al. (2000).
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To quantify the ability of a marker to predict the onset of a clinical outcome in the future, time-

dependent estimators of sensitivity, specificity, and ROC curve have been proposed accounting for

censoring of the outcome. In this paper, we review these estimators, recall their assumptions about the

censoring mechanism and highlight their relationships and properties. A simulation study shows that

marker-dependent censoring can lead to important biases for the ROC estimators not adapted to this

case. A slight modification of the inverse probability of censoring weighting estimators proposed by

Uno et al. (2007) and Hung and Chiang (2010a) performs as well as the nearest neighbor estimator

of Heagerty et al. (2000) in the simulation study and has interesting practical properties. Finally, the

estimators were used to evaluate abilities of a marker combining age and a cognitive test to predict

dementia in the elderly. Data were obtained from the French PAQUID cohort. The censoring appears

clearly marker-dependent leading to appreciable differences between ROC curves estimated with the

different methods.

Keywords: AUC; IPCW; Prediction; ROC curve; Survival analysis.

1 Introduction

For many diseases, it is useful to identify a marker or a combination of markers that enables the
identification of subjects at high and low risk of the disease in the future. In prostate cancer, the value
or the change in prostate-specific antigen level is frequently used to predict cancer recurrence after
the initial therapy and then to decide whether or not to undergo a secondary therapy (Proust-Lima
and Taylor, 2009). In Alzheimer’s disease (AD), the decline in cognitive functions begins a long time
before all the criteria for the clinical diagnosis are reached. To ensure safety and care of these declining
patients, it would be useful to identify them as early as possible. In particular, AD treatments given
after the clinical diagnosis have been shown to have modest effects and research is currently focussing
on preventive treatment given in the prediagnosis phase (Vellas et al., 2006). To ensure sufficient power
for this preventive trials and then to apply the preventive treatment if its efficacy is demonstrated,
validated markers for detecting subjects at high risk of AD in next years are required.

The diagnostic accuracy of a quantitative marker is often evaluated by the ROC curve that displays
the sensitivity (probability that the marker X be above the cutpoint c for a diseased subject) versus
1-specificity (where the specificity is the probability that X be below c for a healthy subject) for all the
possible cutpoints c. The diagnostic accuracy is often summarized by the area under the ROC curve
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2 P. Blanche et al.: ROC estimators with marker-dependent censoring

(AUC) that may be interpreted as the probability that the marker value of a randomly chosen case is
above the marker value of a randomly chosen healthy subject (Pepe, 2003). In a diagnostic study, the
marker and disease are measured at the same time and are known for all participants. In prognostic
studies, the marker is measured at a given time (considered as time 0 in the following) while the disease
may occur at any time thereafter. Thus, sensitivity, specificity, and ROC curve are time-dependent and
may be computed for different time durations t (window of prediction).

Heagerty and Zheng (2005) proposed several definitions of the ROC curve for survival time that
are also discussed in Pepe et al. (2008) and Cai et al. (2006). In this paper, we focus on the cumula-
tive/dynamic definition (Heagerty and Zheng, 2005) where a case is a subject diagnosed before time
t and a healthy subject (a control) is a subject free of the disease at time t. From our point of view,
this definition is the most relevant as clinicians often want to predict disease onset in a period of time
rather than at a specific time t (as in incident sensitivity) and want to distinguish healthy subjects at
the end of the same period rather than at a later prespecified time τ (as in static specificity).

Without censoring, one could easily estimate such quantities by empirical proportions. Sensitiv-
ity could be estimated by the observed true-positive fraction and specificity could be estimated by
the true-negative fraction (Pepe, 2003). However, in practice, there is often loss to follow-up before
the time point t. Therefore, for some subjects, it is impossible to know if the outcome occurred
before the time point t. To deal with this censoring, several approaches have been proposed to estimate
the cumulative sensitivity, the dynamic specificity, and the associated ROC curve. First, Heagerty et al.
(2000) proposed estimators based on Bayes’ theorem and the Kaplan–Meier estimator (denoted by
KMHLP in the following). As this approach does not guarantee the monotonicity of estimators, they
also proposed estimators based on the nearest neighbor estimator of the bivariate distribution of the
marker and the time-to-event (denoted by NNE). Then, Chambless and Diao (2006) proposed two
alternative methods. The first one deals with censoring by conditioning on observed event times as
in the Kaplan–Meier estimator (denoted by KMCD). The second method, studied in detail by Song
and Zhou (2008), uses a model for S(t|X ), the conditional survival probability of the outcome at time
t given the marker X . Finally, Uno et al. (2007) and Hung and Chiang (2010b) have independently
proposed an inverse probability of censoring weighting method (denoted by IPCW).

Among these estimators, only the NNE (Heagerty et al., 2000) and the model-based one (Chambless
and Diao, 2006) allow the censoring to depend on the marker, whereas this is often the case in
epidemiology. For instance, in cohorts of elderly people, it is known that poor cognitive level at entry
is associated with both AD risk and study dropout (Jacqmin-Gadda et al., 1997). More generally,
the marginal independence assumption between censoring time and event time required by most
of these estimators is much less tenable than the conditional independence assumption given the
marker. However, the weighting approach of the IPCW estimator may be slightly modified to obtain
a nonparametric estimator robust to marker-dependent censoring. The resulting estimator is denoted
CIPCW in the following (for conditional IPCW). On the other hand, the model-based approach has
two drawbacks: it does not preserve invariance to increasing transformation of the marker and can
lead to biases when the model is misspecified. To our knowledge, all of these estimators have never
been compared together; the most exhaustive comparisons by simulation were performed under the
independence assumption (Viallon and Latouche, 2011) or under weak dependence structure (Chiang
and Hung, 2010).

The goal of this paper is to review the estimators proposed in the literature, to point out their
similarities and differences and to compare their behaviors when the censoring time depends on the
marker.

The “Naive” estimator, the estimators assuming independent censoring and the estimators robust
to marker-dependent censoring are reviewed in Sections 2, 3, and 4, respectively, and then compared
for different censoring scenarios in a simulation study in Section 5. Section 6 presents an application
to the PAQUID cohort of elderly people (Jacqmin-Gadda et al., 1997; Amieva et al., 2005) to evaluate
a predictive marker for dementia based on a cognitive test. Section 7 discusses limitations and possible
extensions.

C© 2013 WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim www.biometrical-journal.com

73



Biometrical Journal 00 (2013) 00 3

2 Naive estimator of time-dependent ROC curve

2.1 Notations and definitions

Let Xi denote a quantitative marker, Ti a time-to-event, Ci a censoring time, δi = I(Ti ≤ Ci) the
indicator of event, and T ∗

i = min(Ti,Ci) the observed time for a subject i. We observe a sample of n
independent subjects i: {(T ∗

i , δi, Xi), i = 1, . . . , n}. To simplify the presentation of the estimators, we
assume there are no ties in either the observed times {T ∗

i , i = 1, . . . , n} or in the quantitative marker
values {Xi, i = 1, . . . , n}. We discuss adaptation of estimators for ties at the end of Section 4. Hereafter,
we denote S(t) the survival probability P(T > t) and S(t|X ) the conditional survival probability
P(T > t|X ). I(·) denotes the indicator function.

For a threshold c ∈ R and a given time t, Heagerty and Zheng (2005) defined the cumulative
sensitivity Se(c, t) and the dynamic specificity Sp(c, t) by

Se(c, t) = P(X > c|T ≤ t) and Sp(c, t) = P(X ≤ c|T > t).

The corresponding time-dependent ROC curve, denoted by ROC(t), is defined as the plot of Se(c, t)
versus 1 − Sp(c, t) for all possible values of c, i.e.,

ROC(t) = {(1 − Sp(c, t), Se(c, t)), c ∈ R}.

The area under the ROC(t) curve, denoted by AUC(t), is therefore equal to P(Xi > X j |Ti ≤ t, Tj > t)
with i and j the indexes of two independent subjects. In the following, given any estimators of sensitivity

and specificity Ŝe and Ŝp, we denote R̂OC(t) = {(1 − Ŝp(c, t), Ŝe(c, t)), c ∈ R}, and ÂUC(t) the area

under the R̂OC(t) curve.

2.2 “Naive” estimator

When there is no censoring, Se(c, t) can be estimated as the proportion of subjects with Xi > c among
subjects diagnosed before t and Sp(c, t) can be estimated as the proportion of subjects with Xi ≤ c
among subjects free of disease at time t.

With censored data, the “Naive” estimator is computed by removing all subjects censored before
time point t. Thus, for each subject kept in this subsample, we know if the event occurred before time t
or not. “Naive” estimators of sensitivity and specificity can then be defined by observed true-positive
and true-negative fractions in this subsample,

Ŝe(c, t) =

n∑

i=1

δiI(Xi > c, T ∗
i ≤ t)

n∑

i=1

δiI(T ∗
i ≤ t)

, Ŝp(c, t) =

n∑

i=1

I(Xi ≤ c, T ∗
i > t)

n∑

i=1

I(T ∗
i > t)

. (1)

As a consequence, the area under the resulting step R̂OC(t) curve is equal to

ÂUC(t) =

n∑

i=1

n∑

j=1

δiI(T ∗
i ≤ t, T ∗

j > t)I(Xi > X j )

n∑

i=1

δiI(T ∗
i ≤ t)

n∑

j=1

I(T ∗
j > t)

.
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These estimators induce a loss of information and are often biased depending on the censoring
distribution. We show in the Appendix that as n → ∞, we obtain:

Ŝe(c, t)
a.s−→ Se(c, t) ×

P
(
T ≤ C|X > c, T ≤ t

)

P
(
T ≤ C|T ≤ t

) ,

Ŝp(c, t)
a.s−→ Sp(c, t) ×

P
(
C > t|X ≤ c, T > t

)

P
(
C > t|T > t

) ,

and ÂUC(t)
a.s−→ AUC(t) ×

P(Ti ≤ Ci,C j > t|Ti ≤ t, Tj > t, Xi > X j )

P(Ti ≤ Ci,C j > t|Ti ≤ t, Tj > t)
,

with i and j the indexes of two independent subjects. These results show that the “Naive” specificity
estimator is consistent if censoring is independent of X and T while the “Naive” sensitivity and AUC
estimators may be biased in this case since T depends on X. For instance, with independent uniform
censoring over [0, t], P(T ≤ C|X > c, T ≤ t) 6= P(T ≤ C|T ≤ t) for some c as soon as T depends on
X. However, we will see in Section 5 that this bias can be small in practice due to conditioning on
T ≤ t.

3 Estimators assuming independent censoring

These estimators were proposed to account for the information brought by censored subjects with
unknown status at time t.

3.1 Kaplan–Meier estimator of Heagerty et al. (2000) (KMHLP)

To deal with censored data, Heagerty et al. (2000) first proposed to use Bayes’ theorem to rewrite sen-
sitivity and specificity as functions of easy computable terms in presence of censoring. They proposed
the estimators

Ŝe(c, t) = [1 − Ŝ(t|X > c)](1 − F̂X (c))

1 − Ŝ(t)
and Ŝp(c, t) = Ŝ(t|X ≤ c)F̂X (c)

Ŝ(t)
(2)

with F̂X (·) the empirical distribution function of the marker X , Ŝ(·) the Kaplan–Meier estimator of

the marginal survival function of the time-to-event T (Kaplan and Meier, 1958), and Ŝ(·|X > c) and
Ŝ(·|X ≤ c) the Kaplan–Meier estimators computed on the subset of subjects with marker values such
as X > c and X ≤ c, respectively.

As the Kaplan–Meier estimator requires independence between the censoring time and the event
time, these estimators are not robust to marker-dependent censoring. Another problem is that Ŝe(c, t)
and Ŝp(c, t) are not necessarily monotone in c nor bounded in [0, 1]. Therefore, the corresponding

R̂OC(t) curve is neither monotone nor necessarily included in the square [0, 1] × [0, 1]. This is due to
the fact that the conditional survival functions are estimated on different subsamples when c varies.

Heagerty et al. (2000) proposed a Bootstrap approach for computing the variances and the confi-
dence intervals of these estimates.

3.2 Kaplan–Meier-like estimator of Chambless and Diao (2006) (KMCD)

Chambless and Diao (2006) proposed a Kaplan–Meier-like estimator that consists in a recursive
computation using the risk sets at each event time. Let us consider the ordered observed event times
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s0 = 0 < s1 < s2 < · · · < sm(t), with sk the k-th observed event time and sm(t) the last observed event
time before time point t. Chambless and Diao (2006) proposed the following estimators, which we
present with a slightly different formulation in order to make the comparisons with the other estimators
easier:

Ŝe(c, t) =

m(t)∑

k=1

I(Xd (k) > c)(Ŝ(sk−1) − Ŝ(sk))

1 − Ŝ(sm(t))

and Ŝp(c, t) =
F̂X (c) −

m(t)∑

k=1

I(Xd (k) ≤ c)(Ŝ(sk−1) − Ŝ(sk))

Ŝ(sm(t))
, (3)

where d (k) is the index of the subject who experiences the event at time tk. Here again, Ŝ(·) denotes the
Kaplan–Meier estimator of the survival function of the time-to-event T . The indicator I(Xd (k) > c)
estimates P(X > c|sk−1 < T ≤ sk), the indicator I(Xd (k) ≤ c) estimates P(X ≤ c|sk−1 < T ≤ sk), and

the difference Ŝ(sk−1) − Ŝ(sk) estimates P(sk−1 < T ≤ sk).
By contrast to KMHLP, this sensitivity estimator is monotone from 0 to 1. However, the specificity

estimator is not monotone and is not necessarily bounded in [0, 1]. Therefore, the corresponding

R̂OC(t) curve is neither monotone nor necessarily included in the square [0, 1] × [0, 1]. Indeed, if we
order subjects according to X , the change of specificity between two thresholds corresponding to two
successive observed values X(i) < X(i+1) of the marker X is negative when δ(i+1) = 1 and T ∗

(i+1) < t.
This is due to the fact that the change of the Kaplan–Meier estimator between two successive observed
times sk−1 and sk is always greater than or equal to 1/n.

Chambless and Diao (2006) suggested to use bootstrapping for computing variances of these esti-
mators and their confidence intervals.

3.3 Inverse probability of censoring weighting

Uno et al. (2007) and Hung and Chiang (2010b) separately proposed to correct the “Naive” estimator
by weighting the observations kept in the subsample of uncensored subjects before time t by their
probability of being kept in the subsample, that is their probability of being uncensored; i.e., they
proposed:

Ŝe(c, t) =

n∑

i=1

I(T ∗
i ≤ t, Xi > c)

δi

nŜC(T ∗
i )

n∑

i=1

I(T ∗
i ≤ t)

δi

nŜC(T ∗
i )

and Ŝp(c, t) =

n∑

i=1

I(T ∗
i > t, Xi ≤ c)

n∑

i=1

I(T ∗
i > t)

, (4)

where ŜC(·) is the Kaplan–Meier estimator of the survival function of the censoring time C. ŜC(T ∗
i )

estimates the probability of being uncensored at the observed time T ∗
i .

This specificity estimator is the same as the “Naive” one because weights are all equal to 1/(nŜC(t)),
which allows simplification of the formula. Although not mentioned by the authors, this sensitivity
estimator is identical to the KMCD estimator given at formula 3. Indeed, Satten and Datta (2001)
showed that, if we order subjects according to T ∗, the change of the Kaplan–Meier estimator be-
tween two successive observed times T ∗

(i−1) and T ∗
(i) is Ŝ(T ∗

(i−1)) − Ŝ(T ∗
(i)) = δ(i)/(nŜC(T ∗

(i))) and, as a

consequence, we also have
∑n

i=1 I(T ∗
i ≤ t)

δ
i

nŜ
C
(T ∗

i
)
= 1 − Ŝ(t).
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Interestingly, IPCW sensitivity and specificity estimators and the corresponding R̂OC(t) curve are
monotone and bounded in [0, 1]. Given that 1

n

∑n
i=1 I(T ∗

i > t) = ŜC(t)Ŝ(t), some simple algebra lead

to the following formula for the area under the resulting step R̂OC(t) curve (Hung and Chiang, 2010a):

ÂUC(t) =

n∑

i=1

n∑

j=1

I(T ∗
i ≤ t, T ∗

j > t)I(Xi > X j )
δi

n2ŜC(T ∗
i )ŜC(t)

Ŝ(t)(1 − Ŝ(t))
.

The usual
√

n-consistency and asymptotic normality of these estimators have been established by Uno
et al. (2007) and Hung and Chiang (2010a, b), and resampling techniques such as bootstrapping can
be used to estimate the variances of the estimators.

4 Estimators for marker-dependent censoring

Using the Kaplan–Meier estimator, previous approaches assume independence between censoring time
and time-to-event. However, in epidemiology, censoring often depends on the marker. Thus, time-to-
event and censoring cannot be assumed independent. They are more likely independent conditionally
on the marker. The three following approaches allow censoring to depend on the marker and only
assume the conditional independence assumption between censoring time and time-to-event given the
marker.

4.1 Model-based approach

Chambless and Diao (2006) and Song and Zhou (2008) proposed to use a model-based estimator for
the conditional survival probability S(t|X ). Modeling the probability of each subject i to be a case by
1 − S(t|Xi) or a control by S(t|Xi) to deal with censoring, they proposed the estimators:

Ŝe(c, t) =

n∑

i=1

(1 − Ŝ(t|Xi))I(Xi > c)

n∑

i=1

1 − Ŝ(t|Xi)

and Ŝp(c, t) =

n∑

i=1

Ŝ(t|Xi)I(Xi ≤ c)

n∑

i=1

Ŝ(t|Xi)

. (5)

Consequently, the area under the resulting R̂OC(t) curve is

ÂUC(t) =

n∑

i=1

n∑

j=1

Ŝ(t|X j )(1 − Ŝ(t|Xi))I(Xi > X j )

n∑

j=1

n∑

i=1

Ŝ(t|Xi)(1 − Ŝ(t|X j ))

.

Chambless and Diao (2006) suggested a Cox proportional hazards model Ŝ(t|X ) = Ŝ0(t)
exp β̂X ; Song

and Zhou (2008) have studied asymptotic properties in this case and have extended these estimators to
include covariate adjustment. Usual

√
n-consistency and asymptotic normality have been established

and resampling techniques such as Bootstrap can be used to estimate the variances. Recently, Foucher
et al. (2010) proposed a similar model-based approach to deal with competing risks. This method is
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appealing because sensitivity and specificity are monotone, bounded in [0, 1], and allow censoring to
depend on the marker. Moreover, some simulations have shown that this approach is more efficient
than the nonparametric ones (Chambless and Diao, 2006; Song and Zhou, 2008). However, this
model-based approach can easily lead to biases if the survival model is misspecified as it was shown
in a simulation study by Viallon and Latouche (2011). Moreover, this estimator does not preserve the
invariance to an increasing transformation of the marker X , which is a desirable property of ROC
curve estimator (Pepe, 2003, p. 125). For these reasons, we only focused on nonparametric approaches
and chose not to compare this method to the others in our simulation study in Section 5.

4.2 NNE of Heagerty et al. (2000)

Heagerty et al. (2000) suggested to use the NNE of the bivariate distribution of (X, T ) introduced by
Akritas (1994). Although the presentation of their estimators is sligthly different in the original paper,
we can define their estimators by formula 5 but replacing the model-based estimator of S(t|X ) by the
nonparametric estimator proposed by Akritas (1994):

Ŝ(t|Xi) =
∏

j:T ∗
j
≤t

(
1 −

Wλ
n
(Xi, X j )∑

l

Wλ
n
(Xi, Xl )I(T ∗

l ≥ T ∗
j )

)δ
j

(6)

with Wλ
n
(Xi, X j ) = I(|F̂X (Xi) − F̂X (X j )| < λn), and λn ∈ (0, 1] a bandwidth. Thus, Ŝ(t|Xi) is the stan-

dard Kaplan–Meier estimator computed with the subset of the 2λn percent of subjects who have the
nearest values of the marker Xi (except at the tails). This method was recently extended to the com-

peting risks setting (Saha and Heagerty, 2010). One important feature of the NNE Ŝ(t|Xi) of Akritas

(1994) compared to the more standard Beran (1981) estimator is that the resulting R̂OC(t) curve is
invariant to any monotone transformation of the marker. With this method, sensitivity and specificity
estimators are monotone and bounded in [0, 1]. Moreover, this method allows the censoring to depend
on the marker X and is nonparametric. Based on results of Akritas (1994), asymptotic properties of
sensitivity, specificity, AUC, and partial AUC estimators have been studied by Cai et al. (2011), Hung
and Chiang (2011), and Hung and Chiang (2010b). Usual

√
n-consistency and asymptotic normality

have been established and resampling techniques such as Bootstrap can be used to estimate the vari-
ances. However, to our knowledge, no optimal rule has been proposed to choose the value of λn in
practice, although results on real data set with finite sample size are sensitive to this choice. The theory
only tells us that choosing λn = O(n−1/3) works when n is large enough (Heagerty et al., 2000).

Finally, let us note that due to smoothing, when applied to uncensored data, the NNE ROC curve
estimator remains different from the usual empirical estimator based on empirical true- and false-
positive fractions. By contrast, when applied to uncensored data, KMHLP, KMCD, and IPCW, all lead
to the usual empirical estimator.

4.3 Conditional inverse probability of censoring weighting

Following the idea used by Gerds and Schumacher (2006) to extend the Brier score estimator of Graf
et al. (1999), the IPCW estimator may be modified to be robust to marker-dependent censoring. The
change consists in weighting the observations of uncensored subjects at time t by the conditional
probability of being uncensored given the marker, instead of weighting by the marginal probability of
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being uncensored. We suggest the following estimators, denoted CIPCW:

Ŝe(c, t) =

n∑

i=1

I(Xi > c, T ∗
i ≤ t)

δi

nŜC(T ∗
i |Xi)

n∑

i=1

I(T ∗
i ≤ t)

δi

nŜC(T ∗
i |Xi)

,

and Ŝp(c, t) =

n∑

i=1

I(Xi ≤ c, T ∗
i > t)

1

nŜC(t|Xi)

n∑

i=1

I(T ∗
i > t)

1

nŜC(t|Xi)

. (7)

The censoring survival probability SC(t|X ) = P(C > t|X ) may be estimated using a Cox model or
any other model. However, to avoid any parametric assumption, we propose to use the nonparametric

estimator of Akritas (1994). Therefore, ŜC(t|Xi) corresponds to the right term of formula (6) where δ j

is replaced by 1 − δ j . Let us remark that, by definition, ŜC(T ∗
i |Xi) cannot be equal to zero when δi = 1

and ŜC(t|Xi) cannot be equal to zero when T ∗
i > t. Then, with the convention 0/0 = 0, the estimators

are always correctly defined.

The area under the resulting step R̂OC(t) curve is

ÂUC(t) =

n∑

i=1

n∑

j=1

I(Xi > X j )I(T ∗
i ≤ t, T ∗

j > t)
δi

n2ŜC(T ∗
i |Xi)ŜC(t|X j )

(
n∑

i=1

I(T ∗
i ≤ t)

δi

nŜC(T ∗
i |Xi)

) 


n∑

j=1

I(T ∗
j > t)

1

nŜC(t|X j )




and corresponds to an estimator already suggested by Hung and Chiang (2010a).
When λn < 1/n, the CIPCW estimators are equal to the “Naive” ones; when λn = 1, for all subject

i and all time t, ŜC(t|Xi) is equal to the marginal Kaplan–Meier estimator ŜC(t), and then CIPCW
estimators are equal to the IPCWs. Thus, whatever the value of λn, CIPCW has a sensible interpretation.

By contrast, choosing λn = 1 yields NNE estimators to Ŝe(c, t) = 1 − Ŝp(c, t) and so the R̂OC(t) curve
is equal to the first bisector, whereas choosing λn < 1/n leads to Ŝ(t|Xi) = 1 − I(T ∗

i < t)δi and so the
NNE sensitivity estimator is equal to the “Naive” one but NNE specificity has no meaning in this
case.

The CIPCW estimators are nonparametric, monotone, bounded in [0, 1], and robust to marker-
dependent censoring. As for NNE, when using the Akritas’ conditional Kaplan–Meier estimator,

the R̂OC(t) curve is invariant to any monotone increasing transformation of the marker X , and the
bandwidth λn does not depend on the scale of X .

By contrast to NNE, when applied to uncensored data, CIPCW estimators are equal to usual
empirical estimators, since ŜC(t|Xi) is equal to 1 for all time t and all subjects i in this case.

4.4 Adaptation of estimators with ties

Although the marker is assumed quantitative, ties among marker values are frequent in real data sets.

In this case, I(Xi > X j ) has to be replaced by I(Xi > X j ) + 1
2
I(Xi = X j ) in all formulae for ÂUC(t).
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Some issues regarding the interpretation and the validity of ROC curves for ordinal data are discussed
in Section 4.5 of Pepe (2003).

If there are ties among the observed times {T ∗
i , i = 1, . . . , n}, we need to adapt the definition of the

conditional Kaplan–Meier estimator, and formula (6) becomes

Ŝ(t|Xi) =
∏

s∈T
n
,s≤t




1 −

n∑

j=1

Wλ
n
(Xi, X j )I(T ∗

j = s)δ j

∑

l

Wλ
n
(Xi, Xl )I(T ∗

l ≥ s)




,

with Tn the set of unique values of T ∗
i . Moreover, in Ŝe(t, c) and Ŝp(t, c) in Subsection 3.2, we need

to replace I(Xd (k) > c) by
∑n

i=1
δ

i
I(T ∗

i
=t

k
)I(X

i
>c)∑n

i=1
δ

i
I(T ∗

i
=t

k
)

and I(Xd (k) ≤ c) by
∑n

i=1
δ

i
I(T ∗

i
=t

k
)I(X

i
≤c)∑n

i=1
δ

i
I(T ∗

i
=t

k
)

.

5 Simulation study

The aim of the simulation study was to compare the behavior of the nonparametric estimators of the
area under the ROC(t) curve with both independent and marker-dependent censoring.

5.1 Simulation scenarios

Several scenarios were generated. For each one, we generated N = 500 samples {(T ∗
i , Xi, δi), i =

1, . . . , n} including n = 300 subjects. The marker X was generated from the standard normal
distribution N (0, 1). The time-to-event T and the censoring time C were generated from pro-

portional hazards models with a Weibull baseline hazard function: λT (t; X ) = βtβ−1

ηβ exp(αX ) and

λC(t; X ) = νtν−1

θν exp(γ X ).
In each scenario, we set the proportion of censored data before time point t = 1 to be P(T ∗

i ≤ 1, δi =
0) = 50%. We simulated 12 scenarios corresponding to two different true AUCs at time point t = 1
(AUC(1) = 0.75 and AUC(1) = 0.85, generated from the corresponding hazard ratios for one standard
deviation increase of the marker exp(α) ≈ 2.30 and exp(α) ≈ 4.15, respectively), two different risks
of event (P(T > 1) ≈ 0.55 or P(T > 1) ≈ 0.73), and three different hazard ratios for one standard
deviation increase of the marker HRC = exp(γ ), for the association between the censoring time C and
the marker X : independent censoring (HRC = 1), moderate dependence (HRC = 1.35), and strong
dependence (HRC = 2.40). The risk of censoring and the risk of event both increased with time in all
scenarios (ν = 2 and β > 1). Values of parameters η, β, and θ were chosen to control the previous
values.

The proportion of censoring before t = 1 was equal to 50%, and the value P(T > 1) ≈ 0.73 was
chosen to mimic the real data set of the PAQUID cohort at time t = 10 years. The hazard ratios
HRC have the same magnitude than the hazard ratio fitted on the PAQUID data presented in
Section 6.

5.2 Results

For each scenario, we computed the bias and the root mean-squared error (RMSE) of the different
estimators of AUC(t) at time point t = 1. For NNE and CIPCW, we present results for λn = 2.5%, 5%,
and 10%. The true AUC was estimated as the mean over the 500 data sets of the AUC estimates
computed by the usual empirical estimate with uncensored data {(Ti, Xi), i = 1, . . . , n}. The biases
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Table 1 Results of the simulation study : Average bias (ÂUC(1) − AUC(1)) multiplied by 100.
Results from NNE and CIPCW estimates are given for λn = 2.5%, 5%, and 10%.

NNE CIPCW

AUC(1) P(T > 1) “Naive” KMHLP KMCD IPCW 2.5% 5% 10% 2.5% 5% 10%

HRC = 1

0.75 0.73 0.50 0.03 0.04 −0.06 −0.21 −0.43 −1.21 0.01 −0.01 −0.04

0.53 0.94 0.02 0.10 −0.07 −0.32 −0.34 −0.99 0.34 0.12 −0.01

0.85 0.72 0.83 0.02 0.04 −0.03 −0.24 −0.38 −1.24 0.15 0.04 −0.03

0.55 1.70 0.02 0.06 0.04 −0.70 −0.47 −0.97 0.58 0.23 0.04

HRC = 1.35

0.75 0.73 3.02 2.59 −4.26 2.20 −0.48 −0.61 −1.44 0.26 0.04 −0.07

0.53 3.05 3.15 −7.96 1.81 −1.00 −0.60 −1.12 0.79 0.35 0.12

0.85 0.72 2.74 4.05 −3.39 1.84 −0.47 −0.48 −1.35 0.44 0.23 0.02

0.55 3.53 3.90 −5.24 1.98 −1.25 −0.74 −1.12 1.01 0.49 0.33

HRC = 2.40

0.75 0.73 5.24 5.14 −13.82 3.92 −3.31 −2.44 −2.72 1.49 0.59 −0.06

0.53 3.40 5.23 −23.11 1.85 −6.13 −3.87 −3.13 1.41 0.80 0.06

0.85 0.72 4.31 9.76 −11.67 3.21 −2.79 −2.00 −2.53 1.17 0.63 0.05

0.55 4.52 8.27 −15.37 2.90 −4.11 −2.80 −2.67 1.60 1.02 0.66

and RMSE computed with reference to this ideal AUC estimate are displayed in Tables 1 and 2,
respectively.

When censoring is independent of the marker (HRC = 1), all estimators are consistent with similar
RMSE. It is interesting to note that the bias for the “Naive” estimator is very small in these scenarios.
As expected, simulations show that “Naive,” KMHLP, KMCD, and IPCW are biased when censoring
depends on the marker, and bias and RMSE increase with an increasing association between the
marker and the censoring time. Whereas “Naive,” KMHLP, and IPCW overestimate the AUC, KMCD

underestimates it in these simulations. Even if IPCW assumes independent censoring like KMHLP and
KMCD, it appears to be more robust to dependent censoring than KMHLP and KMCD. Interestingly,
one can note that KMHLP and KMCD may be more biased than the “Naive” estimator for strongly
dependent censoring.

NNE and CIPCW are both suitable when censoring depends on the marker. With respect to both bias
and RMSE, these estimators perform as well when censoring is independent (HRC = 1) or moderately
dependent on the marker (HRC = 1.35). However, when censoring strongly depends on the marker
(HRC = 2.4), NNE tends to be more biased than CIPCW. In these scenarios with HRC = 2.4, there
are neighborhoods of some Xi that include only subjects that either met the event before time t or
are censored before time t. For these neighborhoods, the conditional Kaplan–Meier estimator of the
time-to-event survival function S(t|Xi) performs poorly. This is probably the main reason of the biases
in NNE with highly dependent censoring, and this could explain why the bias increases when survival
probability of time-to-event is lower (≈ 0.53). This also explains that NNE behavior depends more
strongly on the size of the neighborhood λn when HRC = 2.4. By contrast, CIPCW only requires the
computation of the censoring survival function SC(t|Xi) for Xi such that T ∗

i ≥ t. Thus, there is always
at least one subject at risk in each of these neighborhoods. Finally, the behavior of NNE appears more
dependent on the choice of the bandwidth λn than the behavior of CIPCW. This is confirmed using
other bandwidths λn = 7.5%, 12.5%, and 15% (results not shown).
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Table 2 Results of the simulation study: Root mean-squared error of ÂUC(1) multiplied by 100.
Results from NNE and CIPCW estimates are given for λn = 2.5%, 5%, and 10%.

NNE CIPCW

AUC(1) P(T > 1) “Naive” KMHLP KMCD IPCW 2.5% 5% 10% 2.5% 5% 10%

HRC = 1

0.75 0.73 4.12 4.27 4.27 4.25 4.20 4.18 4.31 4.27 4.13 4.08

0.53 4.09 4.25 4.69 4.19 4.00 4.02 4.07 4.24 4.03 3.93

0.85 0.72 3.10 3.42 3.38 3.24 3.08 3.08 3.34 3.16 3.03 3.00

0.55 3.34 3.44 3.57 3.31 3.03 3.02 3.16 3.27 3.09 3.01

HRC = 1.35

0.75 0.73 4.88 5.60 6.13 4.59 4.33 4.29 4.45 4.37 4.23 4.15

0.53 4.82 5.85 9.26 4.35 4.29 4.14 4.27 4.32 4.21 4.11

0.85 0.72 3.91 5.78 4.93 3.57 3.15 3.17 3.48 3.16 3.10 3.13

0.55 4.32 5.49 6.33 3.48 3.17 3.04 3.23 3.22 3.06 3.06

HRC = 2.40

0.75 0.73 6.57 9.02 14.62 5.76 6.22 6.01 6.06 5.30 5.46 5.54

0.53 4.95 8.86 23.60 4.24 8.21 6.92 6.59 5.03 5.22 5.45

0.85 0.72 5.22 12.03 12.41 4.62 4.89 4.63 5.00 3.90 4.00 4.05

0.55 5.08 9.76 15.86 3.95 5.41 4.51 4.47 3.49 3.33 3.42

6 Illustration on prediction of dementia

6.1 Objective

The objective of this analysis was to evaluate the predictive performance of a cognitive marker to
predict dementia onset over a period of time of 5, 10, 15, or 17 years. The marker was previously
defined as a linear combination of age at baseline (the main risk factor for dementia) and Digit
Symbol Substitution Test (DSST) score (Wechsler, 1981) at baseline using a Cox model. The DSST
explores attention and psychomotor speed and is highly associated with cognitive ageing and risk of
dementia. It consists in filling in, in a 90-s interval, blank squares with the symbol that is paired to
the digit displayed above the square, according to a code table of associated digits and symbols. Such
a combined marker could be useful for preventive clinical trials to select population at high risk of
dementia over the duration of the trial.

6.2 The PAQUID sample

The PAQUID cohort is a French prospective study on cognitive ageing including 3777 subjects aged
65 years and older and living at home at baseline. Subjects were initially interviewed at home in 1988
and 1, 3, 5, 8, 10, 13, 15, 17, and 20 years later. Their cognition was evaluated at each visit with several
psychometric tests such as the DSST. In addition, dementia diagnosis was assessed at each visit by the
investigating psychologist and then confirmed through a clinical examination by a neurologist if the
subjects were screened positive by the psychologist.

The sample for this analysis included 2516 subjects nondemented at the initial visit, without missing
value for the DSST at baseline and who were visited at least once thereafter. The baseline time for the
analysis is the follow-up time from the baseline visit. Time to dementia onset is computed as the mean
between the time at the visit of diagnosis and the time at the previous visit. Censoring time is the time
at the last follow-up visit for the subject.
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Figure 1 Survival function for dementia and cumulative incidence function for censoring. These
curves are computed by conditional Kapan–Meier (formula (6) with λn = 0.05) for the first quartile
(X = 3.4), the median (X = 4), and the third quartile (X = 4.6) of the distribution of the marker X .
Numbers of subjects at risk at time t = 0, 5, 10, 15, 20 years are indicated below the graph.

Table 3 Proportion of censored, demented, and nondemented subjects for each time t (n = 2516
subjects).

Time t Censored before t Dementia before t Free of dementia at t

5 566 (22.5%) 128 (5.1%) 1822 (72.4%)

10 1132 (45.0%) 326 (13.0%) 1058 (42.1%)

15 1389 (55.2%) 533 (21.2%) 594 (23.6%)

17 1444 (57.4%) 591 (23.5%) 481 (19.1%)

The mean age at enrollment for this sample was 74.1 (standard deviation = 6.2) and the mean
DSST score was 27.5 (standard deviation = 11.5). The marker was defined by X = 0.073 × AGE −
0.052 × DSST with AGE and DSST measured at enrollment and the coefficients 0.073 and 0.052 are
the estimates from a Cox model for time to dementia. The mean of X was 4.00 (standard deviation =
0.89) with a minimum of 1.18 and a maximum of 6.79.

6.3 Results

The association between the marker and the risk of dementia and between the marker and the risk
of censoring are illustrated in Fig. 1. A high value of the marker is associated with high risks of both
dementia and censoring. For instance, the probability of being free of dementia is estimated at 0.93
and the probability of censoring at 0.31 at time t = 10 for the first quartile of the marker distribution,
whereas they were, respectively, estimated at 0.63 and 0.61 for the third quartile. To illustrate the
association between the censoring time and the marker, a Cox regression model was also fitted. The
hazard ratio for one standard deviation increase of the marker value was estimated to ĤRC = 1.65
(95% confidence interval [1.56, 1.74]). Thus, the censoring time clearly depends on the marker. We
computed the ROC curves and the AUCs at time points t = 5, 10, 15, and 17 years. Table 3 displays
the proportions of censored, demented, and healthy subjects before each time point.
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Table 4 ÂUC(t) of the R̂OC(t) curve evaluating predictive ability of the cognitive marker (X =
0.073 × AGE − 0.052 × DSST) for dementia (PAQUID, n = 2561).

Time t “Naive” KMHLP KMCD IPCW NNE CIPCW

5 0.828 0.832 0.788 0.827 0.802 0.803

10 0.828 0.843 0.724 0.819 0.782 0.798

15 0.807 0.806 0.622 0.784 0.762 0.775

17 0.816 0.813 0.593 0.790 0.759 0.773

We present the R̂OC(t) curve in Fig. 2 and the corresponding ÂUC(t) in Table 4. For NNE and
CIPCW estimators, due to the large sample size, we chose λn = 0.01 and therefore there were about
2 × λn × n ≈ 50 subjects included in each neighborhood (except for the boundaries) to compute the
conditional Kaplan–Meier estimators. Comparison of AUC estimates leads to similar results to those
of the simulation study where censoring depended moderately on the marker (HRC = 1.35). For the
two estimates that deal with marker-dependent censoring, NNE and CIPCW, results are close (the
largest difference is 0.016) although the NNE is always slightly smaller than CIPCW. The “Naive,”
KMHLP, and IPCW estimates are higher than those of NNE and CIPCW, while the KMCD estimate is
smaller than the NNE and CIPCW ones. As expected, the differences between estimates that handle
independent censoring and the others increase with increasing time point t and so the percentage of
censoring (Tables 3 and 4).

Finally, NNE and CIPCW estimates show that this cognitive marker exhibits good predictive power

for the identification of dementia cases. As expected, ÂUC(t) tends to decrease with increasing window
of prediction t, reflecting poorer long-term predictive ability. However, this decline with time appears
small, and the predictive ability remains quite good for a window of prediction as long as 17 years.
This marker could probably be improved by including several cognitive tests and should be evaluated
on a validation sample.

7 Discussion

In this paper, we have reviewed the estimators of cumulative/dynamic sensitivity, specificity, and ROC
curve previously proposed for censored event-time, and detailed their properties and relationships. We
then focused on the behavior of the nonparametric estimators when the censoring time depends on the
marker, and thus is only conditionally independent from the event time given the marker. When the
censoring depends on the marker, the simulation study has shown that some of these AUC estimators
handling censoring may have poorer behavior than the “Naive” one that removes censored subjects.
Only the NNE (Heagerty et al., 2000) and the CIPCW are robust in this case. As in Chambless and
Diao (2006), our simulations have shown slight biases for the “Naive” estimator when censoring does
not depend on the marker, and as in Hung and Chiang (2010a) they have confirmed that IPCW is quite
robust to censoring that depends moderately on the marker. Based on the expression of the biases
presented in Section 2.2, it is possible to simulate scenarios with independent censoring and larger
biases for the “Naive” AUC. However, we failed to find simple realistic scenarios with independent
censoring leading to large biases for the “Naive” estimators.

NNE and CIPCW both rely on the nearest neighbor Kaplan–Meier estimator proposed by Akritas
(1994) to estimate the conditional survival function either for the event (NNE) or for the censoring
(CIPCW). This partly drives their properties. First, NNE may have trouble in circumstances where
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Figure 2 R̂OC(t) curve and ÂUC(t) for windows of prediction t = 5, 10, 15 and 17 years, estimated
with the nonparametric estimators presented in Sections 2, 3, and 4. PAQUID, n = 2516 subjects.
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there is no subject at risk at the time t of interest in some neighborhoods. However, this problem
may only occur with small sample sizes, heavy censoring, and high association between marker and
censoring. Performances of NNE and CIPCW should be equivalent with bigger sample sizes. Second,
both estimators require the choice of a smoothing parameter λn (neighborhood size) but the two
extreme values of λn correspond to sensible estimators for CIPCW (“Naive” or IPCW), whereas when
λn tends to 1, NNE tends to a degenerated estimate such as Se(c, t) = 1 − Sp(c, t). Besides, simulation
results suggest that CIPCW could be less affected by the choice of λn. As most of the ROC curve
estimators, CIPCW estimator is also a step function that better highlights the information available in
the data compared to a smooth function.

CIPCW can be adapted to other informative censoring than marker-dependent censoring. For
instance, if it is more realistic to assume that censoring does not depend on the marker X but on
another measured marker Z, we just need to replace the estimator ŜC(·|Xi) by ŜC(·|Zi) in the weights
of CIPCW to ensure consistency.

CIPCW may also be extended for more complicated diagnostic rules involving several markers or
repeated measures of one marker. For instance, Rizopoulos (2011) suggested to consider as positive,
subjects with both the baseline measure of the marker X0 greater than a threshold c and the measure one
year later X1 greater than 0.5c. Although Rizopoulos (2011) used parametric sensitivity and specificity
estimators, CIPCW could be easily extended to this case to propose an alternative nonparametric
estimator. Assuming censoring depends only on the last value of the marker computation of CIPCW
would only require the estimate of ŜC(t|X1).

Saha and Heagerty (2010) extended NNE for competing risks using cumulative incidence functions,
instead of conditional survival functions, to compute sensitivity and specificity. The estimators IPCW
and CIPCW may also be generalized for competing risks since cumulative incidence functions can
be estimated by IPCW (Scheike et al., 2008). However, this cannot be directly applied to PAQUID
data to account for competing risk due to death. Indeed, the censoring times are different for the
two events. Dementia may be assessed only if the subject completes the follow-up visit while the
vital status is known for every subject. The exact date of death may be collected for all the sub-
jects who died before the final visit (20 years) while the dementia time is interval censored. To our
knowledge, only parametric multistate models (Joly et al., 2002) can account for this kind of interval
censoring and thus defining a nonparametric ROC curve estimator for this kind of design seems not
feasible.

To conclude, we showed that marker-dependent censoring may bias dramatically some
ROC curve estimators for independently censored data. Thus, we recommend to use es-
timators for marker-dependent censoring (CIPCW or NNE) or IPCW that appears quite
robust.

Softwares We used the survivalROC R package to compute KMHLP and NNE. R code for KMCD, IPCW,

CIPCW is available on request from the corresponding author.
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Appendix: Bias of “Naive” estimators

For all subsets A,B, C with non null probability, we have the equality:

P(A|B ∩ C) = P(A ∩ B ∩ C)

P(B ∩ C)
= P(A ∩ B ∩ C)

P(A ∩ C)
× P(A ∩ C)

P(C)
× P(C)

P(B ∩ C)

= P(A|C) × P(B|A ∩ C)

P(B|C)
. ⋆

Due to the law of large numbers, as n → ∞ we have for the “Naive” sensitivity estimator:

Ŝe(c, t) =

1
n

n∑

i=1

δiI(Xi > c)I(T ∗
i ≤ t)

1
n

n∑

i=1

δiI(T ∗
i ≤ t)

a.s−→ P (X > c, T ≤ t, T ≤ C)

P (T ≤ t, T ≤ C)

= P (X > c|T ≤ t, T ≤ C)

= P (X > c|T ≤ t) × P (T ≤ C|X > c, T ≤ t)

P (T ≤ C|T ≤ t)

= Se(c, t) × P (T ≤ C|X > c, T ≤ t)

P (T ≤ C|T ≤ t)

by the formula (∗) with A = {X > c}, B = {T ≤ C}, and C = {T ≤ t}. Similarly, the formula (∗) with
A = {X ≤ c}, B = {C > t}, and C = {T > t} yields to the “Naive” specificity bias:

Ŝp(c, t) =

n∑

i=1

I(Xi ≤ c)I(T ∗
i > t)

n∑

i=1

I(T ∗
i > t)

a.s−→ P(X ≤ c, T > t,C > t)

P(T > t,C > t)

= Sp(c, t) × P(C > t|X ≤ c, T > t)

P(C > t|T > t)
.

For the “Naive” AUC estimator, due to theory of U -statistics, when n → ∞ we have

ÂUC(t) =

n∑

i=1

n∑

j=1

δiI(T ∗
i ≤ t)I(T ∗

j > t)I(Xi > X j )

n∑

i=1

δiI(T ∗
i ≤ t)

n∑

j=1

I(T ∗
j > t)

a.s−→
P(Xi > X j, Ti ≤ Ci, Ti ≤ t, Tj > t,C j > t)

P(Ti ≤ Ci, Ti ≤ t, Tj > t,C j > t)

= P(Xi > X j |Ti ≤ Ci, Ti ≤ t, Tj > t,C j > t)
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= P(Xi > X j |Ti ≤ t, Tj > t) ×
P(Ti ≤ Ci,C j > t|Ti ≤ t, Tj > t, Xi > X j )

P(Ti ≤ Ci,C j > t|Ti ≤ t, Tj > t)

by the formula (∗) with A = {Xi > X j}, B = {Ti ≤ Ci,C j > t}, and C = {Ti ≤ t, Tj > t}.
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90 CHAPITRE III. COURBE ROC ET CENSURE DÉPENDANTE

III.2 Discussion complémentaire

III.2.1 À propos des estimateurs CIPCW et de propriétés asymptotiques

Intuitivement, la pondération δi④♣SC♣T ✝

i ⑤Xi# de l’estimateur CIPCW de la sensibilité de

l’article précédent se justifie par

E

✧

11
♣T✝i ↕t#

δi

SC♣T ✝

i ⑤Xi#

✯

✏ E

✧

E

✒

11
♣Ti↕t#

11
♣Ti↕Ci#

SC♣Ti⑤Xi#

✞

✞

✞

✞

Ti, Xi

✚✯

♣car δi ✏ 1 % T ✝

i ✏ Ti#

✏ E

★

11
♣Ti↕t#

E
✏

11
♣Ti↕Ci#

✞

✞Ti, Xi

✘

SC♣Ti⑤Xi#

✰

✏ E

✧

11
♣Ti↕t#

SC♣Ti⑤Xi#

SC♣Ti⑤Xi#

✯

✏ P ♣T ↕ t# ,

avec les notations de l’article T ✝

i ✏ min♣Ti, Ci#, δi ✏ 11
♣Ti↕Ci#

et pour tout u, SC♣u⑤Xi# ✏

P♣Ci → u⑤Xi#. Dans ce raisonnement, l’hypothèse d’une censure Ci indépendante de Ti condi-

tionnellement à Xi est utilisée pour avoir E
✏

11
♣Ti↕Ci#

✞

✞Ti, Xi

✘

✏ SC♣Ti⑤Xi#. La pondération

1④♣SC♣t⑤Xi# se justifie similairement.

Cette argumentation est en fait étroitement liée aux idées des « intégrales de Kaplan-

Meier » en présence de censure dépendant du marqueur, récemment proposées par Lopez

(2011). D’ailleurs, en suivant le même raisonnement que la preuve du théorème 3.1 de Lopez

(2011), on peut montrer rigoureusement que, sous des conditions faibles, les estimateurs propo-

sés sont convergents. Cependant, deux légères différences existent entre les estimateurs CIPCW

et les « intégrales de Kaplan-Meier » récemment proposées par Lopez (2011). Premièrement,

l’estimateur de Kaplan-Meier conditionnel utilisé n’est pas le même. Nous utilisons celui de

Akritas (1994) et non celui de Beran (1981). Par ailleurs, pour la spécificité, nous utilisons

le poids 1④♣SC♣t⑤Xi# pour tenir compte spécifiquement de l’horizon de prédiction t. Pour ces

deux raisons, on ne peut donc pas directement appliquer les résultats de Lopez (2011) pour

justifier, entre autres, la normalité asymptotique des estimateurs CIPCW via des décomposi-

tions i.i.d (Lopez, 2011, théorème 3.3). Pour autant, en reprenant les raisonnements de Lopez

(2011), des résultats similaires pourraient probablement être montrés. Nous n’avons pas cher-

ché à les montrer dans cette thèse car, en plus de la difficulté technique non négligeable que
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cela représenterait, ils auraient probablement été d’un intérêt assez limité, en pratique, pour

nos applications. En effet, contrairement aux décompositions i.i.d des estimateurs des prochains

chapitres, les décompositions i.i.d d’estimateurs basés sur des poids du type δi④♣SC♣T ✝

i ⑤Xi# sont

souvent compliquées à estimer. En pratique, on préfère donc généralement utiliser des méthodes

de Bootstrap, plus usuelles et plus informelles, pour calculer des variances et faire de l’inférence.

III.2.2 À propos de la censure dépendante et des décès

Dans l’article précédent, l’application aux données de la cohorte Paquid illustre bien qu’une

censure dépendant fortement de l’outil pronostique étudié peut induire des différences sensibles

entre les estimations des différents estimateurs.

Sur ces données, la censure apparaît cependant dépendante de l’outil pronostique principa-

lement car certains sujets sont considérés comme censurés parce que non revus à cause de leur

décès. L’outil prédictif étant une combinaison linéaire de l’âge et d’un test psychométrique, il

est naturellement associé au décès, et par conséquent à la censure dans ce cas.

Or, comme on l’a vu en Section II.1.3 et à la Figure II.3, un sujet décédé (sans démence)

ne devrait pas être considéré comme censuré. Il devrait plutôt être considéré comme ayant subi

un risque concurrent, car suite à son décès un individu n’est plus à risque de démence.

Cependant, comme on l’a rappelé dans la discussion de l’article, il n’est pas, à notre connais-

sance, possible de définir des estimateurs non paramétriques de courbes ROC dépendant du

temps « parfaitement » adaptés aux données censurées par intervalle de la cohorte Paquid.

Néanmoins, en considérant une règle d’imputation « brutale » (mais acceptable), comme on le

reverra au chapitre suivant, on peut se ramener au cas d’une situation de risques concurrents

plus usuelle, sans censure par intervalle, avec uniquement une censure à droite. D’où notre

motivation pour le travail du chapitre suivant, qui porte sur les courbes ROC dépendant du

temps en présence de risques concurrents.
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IV.1 Publication dans Statistics in Medicine

Résumé :

Motivé par le souhait de tenir compte du risque concurrent de décès sans démence pour nos

applications aux données de la cohorte Paquid, dans ce second article on s’intéresse aux courbes

ROC dépendant du temps en présence de risques concurrents. On s’intéresse en particulier à

deux définitions cumulatives/dynamiques des cas et des contrôles, et aux définitions des aires

sous la courbe ROC associées, pour lesquelles on propose des estimateurs IPCW (« Inverse

Probability of Censoring Weighting »). Quelques propriétés asymptotiques sont étudiées, et des

intervalles de confiance et des tests en sont dérivés. Une étude de simulations est ensuite présen-

tée pour examiner le comportement des méthodes d’inférence proposées à taille d’échantillon

finie.

Enfin, l’application des méthodes aux données de la cohorte Paquid clôt le manuscrit. Son

objectif est la comparaison des capacités de deux tests psychométriques à prédire la démence

chez les sujets âgés, en tenant compte du risque concurrent de décès sans démence.

Ci-après sont présentés le manuscrit principal et son web-appendix.
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time-dependent areas under receiver
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censored event times with
competing risks
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The area under the time-dependent ROC curve (AUC) may be used to quantify the ability of a marker to predict
the onset of a clinical outcome in the future. For survival analysis with competing risks, two alternative defini-
tions of the specificity may be proposed depending of the way to deal with subjects who undergo the competing
events. In this work, we propose nonparametric inverse probability of censoring weighting estimators of the AUC
corresponding to these two definitions, and we study their asymptotic properties. We derive confidence intervals
and test statistics for the equality of the AUCs obtained with two markers measured on the same subjects. A
simulation study is performed to investigate the finite sample behaviour of the test and the confidence intervals.
The method is applied to the French cohort PAQUID to compare the abilities of two psychometric tests to predict
dementia onset in the elderly accounting for death without dementia competing risk. The ‘timeROC’ R package
is provided to make the methodology easily usable. Copyright © 2013 John Wiley & Sons, Ltd.

Keywords: AUC; competing risks; discrimination; inverse probability of censoring weighting; prognosis;
survival analysis

1. Introduction

It is often useful to identify markers that enable the discrimination between subjects at high and low
risk of a disease in the future. Markers with high predictive accuracy help clinicians for early medical
decisions and thus may reduce morbidity and mortality in the high-risk population. Identification of such
markers are therefore a major concern in medical research. For instance, the level of prostate-specific
antigen is often used to identify subjects at high risk of prostate cancer recurrence and to guide treatment
management. In Alzheimer’s disease, the most frequent dementia in the elderly, some studies suggest
that the decline in cognitive functions begins long before all the criteria for the clinical diagnosis of
dementia are reached [1]. These results suggest that cognitive tests could be useful for identification of
subjects with high risk of Alzheimer’s disease in the coming years. As treatment against Alzheimer’s
disease have only demonstrated a modest efficiency, current research is focusing on preventive treat-
ments that could be administered in the pre-diagnosis phase to subjects at high risk of dementia [2]. In
this context, relevant questions are as follows. Are psychometric tests good markers for discrimination
of subjects with respect to their risk of Alzheimer’s disease in the few years following a test result? Are
some psychometric tests better than others for this task? Data from large prospective cohort studies can
be used to answer these questions. To evaluate prognostic abilities on such data, statistical methodology
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have (i) to account for censoring due to lost of follow-up and (ii) to deal with the competing risk of death
without dementia, which is a major issue in the elderly population.
Motivated by the prediction of Alzheimer’s disease, the goal of this paper is to propose a method to

estimate and compare the predictive accuracy of different rival markers using the ROC methodology,
accounting for censoring and competing events.
The ROC methodology was originally introduced in medicine for the evaluation of diagnostic accu-

racy of quantitative markers. The ROC curve displays the sensitivity (true positive rate) versus 1-
specificity (false positive rate) for all possible cutpoints that define a binary test, by dichotomizing a
quantitative marker. The area under the ROC curve (AUC) is often used to summarize and compare
diagnostic accuracy of several markers. The AUC may be interpreted as a concordance index. Indeed,
the AUC is equal to the probability that the marker value of a randomly chosen diseased subject is above
the marker value of a randomly chosen healthy subject.
For the evaluation of the predictive accuracy, Heagerty et al. [3, 4] introduced the time-dependent

ROC curves and proposed several definitions of cases and controls. In particular, they introduced the
so-called cumulative/dynamic definition, where a case is a subject diagnosed before a time point t and a
healthy subject is free of the disease at time t . More recently, Saha and Heagerty [5] and Zheng et al. [6]
extended this definition for the competing risks setting. As noticed by Zheng et al. [6], two definitions of
the specificity can be considered depending of the way to deal with subjects who undergo the competing
events. Such subjects can be considered as controls or not, depending on the clinical setting.
Without censoring, sensitivity and specificity can be estimated by empirical true positive and true neg-

ative fractions [7] and AUCs are often compared with the test of DeLong et al. [8]. These approaches
assume that all subjects can be classified as cases or controls. However, when data are censored, the status
of subjects lost of follow-up before time t is unknown. In the standard situation without competing risks,
Uno et al. [9] and Hung and Chiang [10] proposed a nonparametric estimator of the time-dependent ROC
curve using the inverse probability of censoring weighting (IPCW) approach, and Chiang and Hung [11]
proposed a test for comparing AUCs. Besides, simulation studies have shown the good behaviour of the
IPCW approach for various censoring scenarios [11, 12].
In the competing risks setting, only estimators that rely on parametric [13], semiparametric [6] or

nonparametric smooth estimators that require a bandwidth selection [5] were proposed. In addition, no
test was proposed to compare AUCs of different markers. In this paper, we first extend the IPCW esti-
mators for ROC curves and AUCs to the competing risks setting for both definitions of specificity. By
contrast to previous nonparametric proposed methods, this nonparametric approach does not require
any bandwidth selection and has practical computational advantages, avoiding bootstrapping for making
inference and being implemented in the timeROC R package. Moreover, whereas previous works were
mainly focused on ROC curve estimation, this paper mainly focusses on providing and studying a test for
comparing AUCs of two rival markers on censored data with competing events. We also propose some
extensions such as estimators that properly account for marker dependent censoring when comparing
AUCs or estimation of confidence bands.
The paper is organized as follows. Section 2 presents the notations and the definitions of the time-

dependent ROC curves in presence of competing risks. Section 3 describes the proposed estimators,
the asymptotic results and the inference procedures. The finite sample performances of the infer-
ence procedures are evaluated by simulations in Section 4. Section 5 presents the application of the
proposed method to the comparison of two cognitive tests to predict dementia onset in the elderly.
Finally, Section 6 concludes the paper contrasting our work with the previous ones and discussing some
perspectives.

2. Receiver operating characteristic curves with competing risks

2.1. Notations

LetM denote a marker that is measured at baseline. Let T denote the event-time, C the censoring time
and � D 11.T 6C / the censoring indicator, with 11.�/ denoting the indicator function. Let K denote the

number of competing event and � the type of event. Let eT Dmin.T; C /, the observed time ande�D��,
which indicates either the type of event (whene� 2 f1; : : : ; Kg) or a censored observation (whene�D 0).

Hereafter, for all time point t , we denote ST .t/ D P .T > t/ and G.t/ D P .C > t/ and bST .t/ and
bG.t/ the Kaplan–Meier estimators of ST .t/ and G.t/, SeT .t/ D P .eT > t/ and bSeT .t/ its empirical esti-
mator. To make formulae easier to read, we also introduce the weight W.t/ D 1=G.t/ and its estimator

Copyright © 2013 John Wiley & Sons, Ltd. Statist. Med. 2013
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bW .t/D 1=bG.t/.
We observe the independent and identically distributed (i.i.d.) sample of n subjects

˚ eT i ; �i ;e�i ; Mi

�
,

i D 1; : : : ; ng. To simplify the presentation of the estimators, we assume that the markerM is measured
on a continuous scale without ties. Adaptation for ties is discussed in Section 3.5.

2.2. Definitions of receiver operating characteristic curves and area under the receiver operating

characteristic curves

With competing events, definition of cases is clear but for controls, Zheng et al. [6] considered two
definitions leading to two different definitions of the time-dependent specificity.
For clarity, we suppose that we are interested in the assessment of the predictive accuracy for the first

type of event (called main event) corresponding to � D 1. Cases at time t are defined as subjects who
undergo the main event � D 1 before time t , that is, subjects i with Ti 6 t; �i D 1. Without loss of
generality, we assume that larger values of the marker M are associated with higher risks of events.
Then, for a threshold c 2R the sensitivity at time t is defined by

Se.c; t/D P .M > cjT 6 t; �D 1/ :

Controls at time t were originally defined as event-free subjects at time t , that is, subjects j with Tj > t

[5]. In the following, we denote ‘control�’ (with an asterix) the controls for this definition that leads to a
specificity at time t defined by

Sp�.c; t/D P .M 6 cjT > t/ : (1)

According to this definition, subjects who experience another type of event before time t , that is, subjects
j with Tj 6 t; �j ¤ 1, are neither cases nor controls.
Alternatively, a control may be defined as a subject who is not a case, that is, a subject j with Tj > t

or Tj 6 t; �j ¤ 1 [6]. In the following, we denote ‘control’ (without an asterix) the controls for this
definition, leading to the specificity at time t :

Sp.c; t/D P .M 6 cj fT > tg [ fT 6 t; �¤ 1g/ : (2)

Two different time-dependent ROC curves can be obtained plotting Se.c; t/ versus either 1 Sp�.c; t/

or 1 Sp.c; t/. As with usual ROC curve, the AUC can be shown to be the probability that the marker
of a case is greater than the marker of a control [7]. As a consequence, the AUC at time t for both
definitions are

AUC �.t/D P
 
Mi > Mj jTi 6 t; �i D 1; Tj > t

�
(3)

and AUC.t/D P

�
Mi > Mj

ˇ̌
ˇTi 6 t; �i D 1;

˚
Tj > t

	
[
˚
Tj 6 t; �j ¤ 1

	�
(4)

with i and j the indexes of two independent subjects. In the following, we will use AUC for the generic
term and AUC �.t/ or AUC.t/ for definitions (3) or (4).
Thus, subjects who meet one of the competing events before time t do not contribute to AUC �.t/,

although they are considered as control in AUC.t/. Applied to the example of dementia (as main
event) and death without dementia (as competing event), this means AUC �.t/ evaluates discrimination
between demented subjects and subjects alive and non-demented at the time point t of interest, whereas
AUC.t/ evaluates discrimination between demented subjects and subjects non-demented at the time
point t or dead without dementia in the window of prediction. Given that many predictors of dementia
are also predictors of death, the two measures may give very different results.

3. Inverse probability of censoring weighting estimators and inference procedures

3.1. Inverse probability of censoring weighting estimators

Without competing risks, Uno et al. [9] and Hung and Chiang [10] proposed IPCW estimators for the
ROC curve and the AUC with censored data. A more general theory about IPCW can be found in [14] or
[15]. The rational of the IPCW approach is to mainly use the observed cases and controls and to weight
them by their probability of being observed. In the competing risk setting, observed cases are subjects i

with eT i 6 t ande�i D 1; observed controls� are the uncensored event-free subjects at t , that is, subjects

Copyright © 2013 John Wiley & Sons, Ltd. Statist. Med. 2013
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j with eT j > t , and observed controls are either uncensored and event-free or subjects who met a com-
peting event before t , that is, subjects j with eT j > t or eT j 6 t;e�j 62 f0; 1g. Subjects censored before t ,
that is, subjects i with eT i 6 t;e�i D 0, are only used to estimate the weights.
Assuming that the censoring C is independent of .T; �; M /, we propose to estimate sensitivity

Se.c; t/ by

cSe.c; t/D
Pn

iD1 11.Mi >c/11.eT i 6t;e�iD1/
bW
 eT i

�
Pn

iD1 11
.eT i 6t;e�iD1/

bW
 eT i

� : (5)

Heuristically, the weighting bW
 eT i

�
D 1=bG

 eT i

�
is justified by the fact that as n ! 1, the value of

n 1� numerator ofcSe.c; t/ converges to

E

(
11.Mi >c/11.eT i 6t;e�iD1/

G
 eT i

�
)
D E

�
E

�
11.Mi >c/11.Ti 6t/11.�iD1/11.Ti 6Ci /

G.Ti /

ˇ̌
ˇ̌Ti ; �i ; Mi

��

D E

�
11.Mi >c/11.Ti 6t/11.�iD1/

G.Ti /
E
 
11.Ti 6Ci /

ˇ̌
Ti ; �i ; Mi

��

D E

�
11.Mi >c/11.Ti 6t/11.�iD1/

G.Ti /
G.Ti /

�
D P .M > c; T 6 t; �D 1/

and similarly the value of n 1� denominator of cSe.c; t/ converges to P .T 6 t; �D 1/, both together
leading to a consistent estimator of sensitivity.
By analogy, specificity Sp�.c; t/ is estimated by

cSp�.c; t/D
Pn

iD1 11.Mi 6c/11.eT i >t/
bW .t/

Pn
iD1 11

.eT i >t/
bW .t/

D
Pn

iD1 11.Mi 6c/11.eT i >t/Pn
iD1 11

.eT i >t/

(6)

and specificity Sp.c; t/ by

cSp.c; t/D

Pn
iD1 11.Mi 6c/

�
11

.eT i >t/
bW .t/C 11

.eT i 6t;e�i 62f0;1g/
bW .eT i /

�

Pn
iD1

n
11

.eT i >t/
bW .t/C 11

.eT i 6t;e�i 62f0;1g/
bW .eT i /

o : (7)

The resulting estimated ROC curves are increasing step functions. As with usual empirical ROC curve
for uncensored data [7, p. 103], summing rectangular areas of widths and heights corresponding to
increases in specificity and sensitivity, it can easily be shown that the area under the estimated ROC
curves corresponding to the two specificity estimators (6) and (7) are given by

1AUC �.t/D
Pn

iD1

Pn
jD1 11

.eT i 6t;e�iD1/
bW .eT i /11.eT j >t/

bW .t/11.Mi >Mj /�Pn
iD1 11

.eT i 6t;e�iD1/
bW .eT i /

� �Pn
jD1 11

.eT j >t/
bW .t/

� (8)

and

1AUC .t/D

Pn
iD1

Pn
jD1 11

.eT i 6t;e�iD1/
bW .eT i /

�
11

.eT j >t/
bW .t/C 11

.eT j 6t;e�j 62f0;1g/
bW .eT j /

�
11.Mi >Mj /

�Pn
iD1 11

.eT i 6t;e�iD1/
bW .eT i /

� �Pn
jD1

n
11

.eT j >t/
bW .t/C 11

.eT j 6t;e�j 62f0;1g/
bW
 eT j

�o�

(9)
Let us recall that the IPCW estimator of the cumulative incidence function F1.t/ D P .T 6 t; �D 1/

defined by

bF 1.t/D 1

n

nX

iD1

11
.eT i 6t;e�iD1/

bW
 eT i

�
(10)

is equal to the usual nonparametric maximum likelihood estimator, defined by bF 1.t/ D
Pn

iD1
b�1

 eT i

�bST

 eT i

�
where b�1.t/ D

Pn
j D1 11

.e�j D1;eT j Dt/Pn
j D1 11

.eT j >t/

[16, 17]. Besides, by the equality bST .t/ D
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1 1
n

Pn
iD1 11

.eT i 6t/
�i
bW
 eT i

�
that represents the Kaplan–Meier estimator as an IPCW estimator [18],

then 1  bF 1.t/ D 1
n

Pn
jD1

n
11

.eT j >t/
bW .t/C 11

.eT j 6t;e�j 62f0;1g/
bW
 eT j

�o
. As a consequence, the denom-

inator of formulae (8) and (9) are respectively equal to the more compact form bST .t/bF 1.t/ and�
1 bF 1.t/

�
bF 1.t/.

In both formulae (8) and (9), the AUC estimator is the ratio of the estimated probability of observing a
pair of a case and a control with ordered markers over the estimated probability of observing a pair with
a case and a control.

3.2. Large sample properties

Only results about 1AUC .t/ are presented in the following. Results about 1AUC �.t/, based on lemma 2
provided in the web Supporting Information‡ B, are similar.
Assume that �1 > inf fu W F1.u/ > 0g and �2 < sup

˚
u W SeT .u/ > 0

	
. Thus, Œ�1; �2� represents a period

of times t in which there is both a non-null probability of observing a main event before time t and a
non-null probability of observing someone at risk at time t .

Lemma 1

Let us assume that the censoring time C is independent of .T; �; M /, then for all time t in Œ�1; �2� :

p
n
�
1AUC .t/ AUC.t/

�
D 1p

n

nX

iD1

IF
 eT i ;e�i ; Mi ; t

�
C op.1/

where E
�
IF
 eT ;e�; M; t

��
D 0. The influence function of the estimator IF.�/ is detailed in the appendix.

Proof

The proof is the adaptation to the competing risks setting of the proof of Theorem 1 of [10] and is given
in the web Supporting Information A. �

From the decomposition of the estimator 1AUC .t/ as a sum of i.i.d. terms in lemma 1, it follows that

p
n
�
1AUC .t/ AUC.t/

�
D !N

 
0; �2

t

�
:

The variance of the influence function �2
t can be consistently estimated by the empirical estimator

b�2
t D

1

n

nX

iD1

bIF
 eT i ;e�i ; Mi ; t

�2
(11)

where bIF
 eT ;e�; M; t

�
is a simple plug-in estimator that is detailed in the Appendix. Therefore, we obtain

the asymptotic .1 ˛/-level confidence interval (CI)
�
1AUC .t/ ´1 ˛=2

b� tp
n

; 1AUC .t/C ´1 ˛=2

b� tp
n

�

where ´1 ˛=2 is the 1 ˛=2 quantile of the univariate standard normal distribution.

3.3. Test for comparing the area under the receiver operating characterisitc curves

LetM1 andM2 denote two rival markers measured on the same subject, AUCM1
.t/ and AUCM2

.t/ the

areas under their time-dependent ROC curve and 1AUC M1
.t/ and 1AUC M2

.t/ their estimators. Assum-
ing that the censoring C is independent of .T; �; M1; M2/, under the null hypothesisH0 W AUCM1

.t/D
AUCM2

.t/, it follows from lemma 1 that
p

n

b� t12

�
1AUC M1

.t/ 1AUC M2
.t/
�

D !N .0; 1/

‡Supporting information may be found in the online version of this article.
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where

b�2
t12 D

1

n

nX

iD1

n
bIF
 eT i ;e�i ; M1i ; t

�
 bIF

 eT i ;e�i ; M2i ; t
�o2

: (12)

Alternatively, �2
t12 may also be estimated by bootstrapping.

3.4. Extension for marker-dependent censoring

The previous methodology assumes that the censoring time C is independent of .T; �; M /. It is some-
times more realistic to assume that C is only independent of .T; �/ given the marker M . Indeed, the
marker may be associated with the risk of censoring. The IPCW estimators can be adapted to deal

with this lighter assumption by replacing in the weights, the marginal Kaplan–Meier estimator bG.t/ by
any consistent estimator of the conditional survival function G .t jM / D P .C > t jM /. Nonparametric
estimators proposed by Beran [19] and Akritas [20] can be used for this task.
However, to build a test for comparing two or more rival markers measured on the same subject, it is

necessary to account for possible dependency of censoring on all the markers being compared. Thereby,
in presence of marker-dependent censoring, assuming that the censoring time C is independent of .T; �/

given M, where M is the vector of rival markers (M D .M1; M2/t for two rival markers), the weights

should be based on an estimator bG .t jM/ of G .t jM/ D P .C > t jM/. As nonparametric estimators are
often not efficient with moderate sample size and several explanatory variables, semiparametric estima-
tors are therefore favoured.
Estimators of sensitivity, specificity and AUCs can be adapted replacing the marginal Kaplan–Meier bG.�/
by any semiparametric estimator of G .�jM/ in the weights of formulae (5) to (9). Note that the weights
no longer cancel in formula (6) in this case, because for i ¤ j then G .�jMi / ¤ G

 
�jMj

�
in general.

Under the assumption that the censoring mechanism is correctly specified, these estimators are unbiased.
Decompositions of these estimators as a sum of i.i.d terms as presented in lemma 1 can also be obtained
for most of usual semiparametric estimators of G .�jM/, including those derived from proportional or
additive hazards models. However, the influence function of these estimators of G .�jM/ is complex [21]
and so are the influence functions of the AUC estimators. Therefore, a bootstrap resampling method is
required to estimate the variances.

3.5. Adaptation for ties and markers with ordered discrete results

In practice, samples often include ties in the marker values, especially when the marker is measured on a
discrete scale. Definitions and estimators of sensitivity and specificities are still valid in this case. How-
ever, in all formulae of estimators of AUC.t/ and AUC �.t/, the term 11.Mi >Mj / need to be replaced by

11.Mi >Mj / C 1
2
11.MiDMj /. This leads to a consistent estimator of the area under the ROC curve defined

by the linear interpolation between two points. In this case, the AUC has a slightly different interpreta-
tion: this is the probability that the marker of a case is greater than the marker of a control, plus half the
probability that the marker of a case is equal to the marker of a control. We refer to Section 4.5 of [7] for
a more thorough discussion about the ROC curve for ordinal marker.

3.6. Adjusted tests for multiple comparisons

In prognostic studies, several time points tl , l D 1; : : : ; L are often of interest for clinicians who aim at
evaluating the predictive accuracy of biomarkers in more or less long term. Thus, ROC curves may be
estimated for different windows of prediction tl , and the corresponding AUC of two rival markers may be
compared at all these different times tl . When several tests are performed, the p-values must be adjusted
for multiple testing. Using the same approach as in the proof of lemma 1, under the null hypotheses
Hl

0 W AUCM1
.tl/D AUCM2

.tl/; l D 1; : : : ; L, it can be shown that the vector of the L test statistics,
which is the vector of L standardized differences of AUC estimated at time points tl , as in Section 3.3,
converges to a multivariate normal distribution N .0; †L/. The covariance terms of the covariance-
matrix †L may be estimated similarly to the variance terms in Sections 3.2 and 3.3, either by empirical

estimator and estimated influence functions bIF.�/ or by Bootstrap. These results may be used either for
performing a multivariate test or for computing asymptotically exact adjusted p-value for multiple uni-
variate tests. The asymptotically exact adjusted p-value for testing Hl

0 W AUCM1
.tl/ D AUCM2

.tl/ is
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computed as

p-value.tl/D P .max jZj> j´.tl/j/

where Z�N .0; †L/ and ´.tl/ is the value of the realization of the test statistic at time point tl [22].

3.7. Simultaneous confidence bands

When an interval of time points is of interest, say Œtmin; tmax�, it may be desirable to compute a confidence
band. A so-called .1  ˛/-simultaneous confidence band for the curve f.t; AUC.t// ; t 2 Œtmin; tmax�g
is a region containing this curve with probability level 1  ˛. Note that the simultaneous confidence
band is by definition larger that the band of pointwise CIs. We propose to compute an asymptotic
.1 ˛/-simultaneous confidence band by

�
1AUC .t/ bq1 ˛

b� tp
n

; 1AUC .t/Cbq1 ˛

b� tp
n

�
; t 2 Œtmin; tmax�

where bq1 ˛ is estimated by the following simulation technique, paralleling the approaches of
[10, 21, 23, 24] among others, and making use of lemma 1:

Step 1: Generate a random sample
 
!b

1 ; : : : ; !b
n

�
from n independent standard normal distributions.

Step 2: Using step 1 and the estimator bIF.�/ detailed in the appendix, compute

‚b D sup
tmin6t6tmax

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

1p
n

nX

iD1

!b
i

bIF
 eT i ;e�i ; Mi ; t

�

b� t

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

Step 3: Repeat steps 1 and 2 a large number of times, say B D 2000 times for instance, and compute
bq1 ˛ as the 100.1 ˛/th percentile of

˚
‚1; : : : ; ‚B

	
.

Similarly, we are able to compute confidence band for the curve
˚ 

t; AUCM1
.t/ AUCM2

.t/
�

; t 2
Œtmin; tmax�g replacing 1AUC .t/ by 1AUC M1

.t/  1AUC M2
.t/, and

bIF.eT i ;e�i ;Mi ;t/
b� t

by

bIF.eT i ;e�i ;M1i ;t/ bIF.eT i ;e�i ;M2i ;t/
b� t12

in the previous expressions. This latter confidence band is of particular

interest for testing by observing whether or not the zero function is contained within the band.

3.8. Inference for points on receiver operating characteristic curve

Although we mainly focus on AUC in this paper, inference procedures for points on ROC curve are also
desirable. In particular, CIs for sensitivity and specificity at a clinically relevant threshold c are useful.
We therefore provide lemma 3 in the web Supporting Material C that gives large sample results for
sensitivity and specificity estimators, similarly to lemma 1 for the AUC.t/ estimator. Then, CI or other
confidence regions may be derived using the approach described in Section 3.2.

4. Simulation studies

We conducted numerical investigations to assess the performances of the proposed estimators and of the
test of comparison.

4.1. Data generation

We generated two rival markers M1 and M2 through standard normal distribution N .0; 1/ with
correlation 0.5. We generated two competing events with proportional cause-specific hazards models

˛j .t/D lim
dt!0

P .T 2 Œt; t C dt/; �D j jT > t / =dt

D ˛0j exp
 
ˇj1M1 C ˇj 2M2

�
;

for j D 1; 2, following the algorithm described in [25]. We generated the censoring time with a Cox pro-
portional hazards model �C .t/D �0C exp .1M1 C 2M2/. We considered several scenarios: two sam-
ple sizes nD 200 or nD 400, a censoring that does not depend on any markers (HRC1

D exp.1/D 1
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and HRC2
D exp.2/ D 1) or that depends on the marker M1 only with hazard ratio HRC1

D 1:35

(and HRC2
D 1), and four values 0, 0.22, 0.45 or 0.68 for parameter �ˇ1

, where ˇ11 D 1C�ˇ1
and

ˇ12 D 1  �ˇ1
, to make the differences of AUCs of M1 and M2 at time t D 1 equal to 0, 0.05, 0.10

or 0.15. Both markers were also associated with the competing event .ˇ21 D ˇ22 D 0:2/. To more thor-
oughly investigate the behaviour of the test when censoring depends on the markers, we also performed
simulations under the null hypothesis where

 
HRC1

; HRC2

�
D .2; 1/ and .1:35; 0:6/. Other parameters

were chosen to have approximately 33%; 17% and 38% of observed cases, controls� and controls (as
defined in Section 3.1) and 28% of censored subjects at time t D 1. These frequencies can be 1% to 3%
greater or smaller depending on the scenario generated.
The choice of the hazard ratio HRC1

D 1:35, the correlation between M1 and M2 equal to 0.5 and the
proportion of censored subjects equal to 27:5% was guided by the PAQUID cohort data.
For each data set, we computed the IPCW estimators of AUC.t/ and AUC �.t/ for the first event-

type, the 95%-level CIs and the tests of comparison with ˛-level equal to 5%. We used the two
weighting procedures: assuming C is independent of .T; �; M1; M2/, estimating G.t/ by Kaplan–Meier
(KM-weights), or relaxing this assumption, assuming that C is independent of .T; �/ given .M1; M2/,
estimating G .t jM1; M2/ by a Cox model (Cox-weights). We also computed the nonparametric near-
est neighbour estimators (NNE) of Saha and Heagerty [5] for comparison with our approach. As no
optimal rule exists, the choice of a bandwidth �n D O

 
n 1=3

�
required for NNE was set equal to

�n D 0:33 � n 1=3, that leads to approximately 2�n D 11:3% and 8:9% of subjects included in each
neighbourhood, when nD 200 and nD 400 respectively.
The standard error estimators based on the influence function defined at equations (11) and (12) were

computed for the KM-weights estimator, and for all estimators, standard errors were also computed by
bootstrapping (400 replications).

4.2. Simulation results

Tables I–III summarize the main simulation results on the basis of 1000 replications for each scenario
including n D 400 subjects. Similar tables of results with n D 200 are provided in the web Support-
ing Information D. First, with the KM-weights, the bootstrap and influence function estimators of the
standard errors lead to very similar results.
When the censoring does not depend on the markers (Table I), estimators based on both weightings

perform as well. As expected, they are unbiased, and the coverage probabilities of the CIs are close to the
nominal value 95%. Under the null hypothesis that AUCs are equal for both markers, estimated ˛-level
is close to the nominal value 5%, and the power of the test tends to one when the difference between
AUCs increases. The two weighting procedures also lead to similar results in terms of efficiency.
When the censoring depends moderately on the marker M1 (Table II), the AUC estimates for M1

are slightly biased, and the coverage probabilities of their CIs decrease when C is assumed indepen-
dent ofM1 (KM-weights). Because of the positive correlation between the two markers, the bias for the
KM-estimates of AUC for marker M2 is in the same direction but much smaller (with no impact on the
coverage rates). As a consequence, the test of comparison remains valid in these simulation scenarios
even if the weights are not well adapted to the censoring.
However, Table III shows that when the dependency between C and M1 is stronger (HRC1

D 2,
HRC2

D 1), or when there is a positive association between C and M1 and a negative association
between C and M2 (HRC1

D 1:35, HRC2
D 0:6), the test is biased. AUC estimators and all inference

procedures perform still very well in any cases when weights are computed from a Cox model.
The NNE performs also well for independent censoring with only slight underestimations, probably

because of smoothing (Table II). With moderate marker-dependent censoring (Table II), the bias for
NNE increases little, and this has no consequences on the validity of inference procedures even when
censoring depends on marker M1, whereas the ROC curve is estimated for M2, setting which is not
handled by NNE. The main reason is that slight underestimation due to smoothing compensates slight
overestimation due to marker-dependent censoring. Even when the association between censoring and
marker becomes stronger, or when censoring is associated with both markers with opposite directions,
NNE appears quite robust (Table III).
Finally, these simulations illustrate the difference between the two definitions of the specificity. Defin-

ing all subjects who met the competing event as controls decreases the AUC and increases the power of
the test of comparison. The decrease of AUC is due to the positive dependence of both types of event on
the markers. Indeed, discrimination between subjects who will experience the main event and subjects
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Table I. Simulation results with sample size n D 400 and independent censoring, that is, HRC1
=HRC2

=1
(1000 replications).

AUC.t/ Coverage probability

Type I error

True Bias M1 M2 or power

Method �AUC.t/ M1 M2 M1 M2 IF B IF B IF B

AUC�.t/ IPCW KM 0.0 85.6 85.6 0.0 0.1 93.2 93.3 94.5 94.7 5.0 4.8

IPCW Cox 0.0 0.1 — 94.0 — 95.5 — 5.0

NNE  0:3  0:2 — 95.0 — 95.2 — 4.7

AUC.t/ IPCW KM 0.0 79.8 79.8 0.0 0.0 95.7 95.7 95.1 94.9 4.7 4.6

IPCW Cox 0.0 0.0 — 95.1 — 94.9 — 4.4

NNE  0:3  0:3 — 94.4 — 95.3 — 4.1

AUC�.t/ IPCW KM 5.0 87.9 82.9 0.1 0.1 93.7 93.8 95.1 95.6 26.7 25.2

IPCW Cox 0.1 0.0 — 93.3 — 95.9 — 26.7

NNE  0:2  0:2 — 94.6 — 95.6 — 30.2

AUC.t/ IPCW KM 5.1 82.2 77.1 0.1 0.0 94.4 94.4 96.8 96.5 34.8 34.3

IPCW Cox 0.1 0.0 — 94.8 — 96.2 — 35.7

NNE  0:2  0:2 — 94.9 — 95.4 — 36.0

AUC�.t/ IPCW KM 10.0 89.9 79.9 0.1 0.1 93.5 93.7 94.8 94.8 77.7 78.1

IPCW Cox 0.1 0.1 — 94.4 — 95.2 — 79.3

NNE  0:2  0:2 — 94.5 — 95.3 — 82.4

AUC.t/ IPCW KM 10.3 84.4 74.1 0.1 0.1 94.9 94.9 95.9 95.8 89.8 90.0

IPCW Cox 0.1 0.1 — 94.8 — 95.9 — 90.8

NNE  0:2  0:2 — 95.5 — 95.2 — 90.3

AUC�.t/ IPCW KM 14.7 91.4 76.8 0.1 0.1 94.3 94.3 94.8 95.1 98.4 98.4

IPCW Cox 0.1 0.1 — 94.7 — 96.0 — 98.6

NNE  0:2  0:2 — 94.7 — 95.3 — 99.3

AUC.t/ IPCW KM 15.1 86.0 71.0 0.1 0.0 94.0 94.6 95.3 95.8 99.7 99.8

IPCW Cox 0.1 0.0 — 94.4 — 96.3 — 99.7

NNE  0:2  0:2 — 94.5 — 95.8 — 99.7

Bias of estimates for two markers M1 and M2 (multiplied by 100), empirical coverage probabilities of 95%

confidence intervals and type I errors and powers of the test of H0 W AUCM1
.t/ D AUCM2

.t/, depending on

�AUC.t/D AUCM1
.t/ AUCM2

.t/. Inverse probability of censoring weighting (IPCW) estimators using the Kaplan–

Meier estimator (IPCW KM) or a Cox proportional hazards model with covariates M1 and M2 (IPCW Cox) for

weighting, and the nearest neighbour estimator (NNE). Variances are computed from the estimated influence function

(IF) for IPCW KM, or by bootstrapping 400 times (B).

who will undergo the competing event is more difficult than discrimination between subjects who will
undergo the main event and subjects who will experience none of the event. As it will be illustrated in
Section 5, it is frequent that both events are associated with the markers. The increase of the power is
because subjects who met the competing event are more informative for estimating AUC.t/, for which
they are controls, than for estimating AUC �.t/ for which they are only used for estimating the weights.
The good behaviour of the inference procedures for points on the ROC curve discussed in

Subsection 3.8 was also assessed, and some simulation results are provided in the web Supporting
Information Table 4.

5. Application to dementia prediction

5.1. Objective

The objective of this analysis is the estimation and the comparison of the abilities of two cognitive tests
to predict the risk of dementia within the 3, 5 and 10 years following the test result, in the elderly pop-
ulation accounting for death without dementia competing risk. A window of prediction of 3 or 5 years
could correspond to the duration of a preventive clinical trial, and thus after validation, these cogni-
tive tests could be used to select the population at risk to include in a trial. A window of 10 years is
probably too long for a preventive trial but may be of interest for general practitioner for reassuring
worried patients. The two tests compared are the mini-mental state examination (MMSE) [26] and the
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Table II. Simulation results with sample size n D 400 and moderate M1-dependent censoring, that is,
HRC1

=1.35, HRC2
=1 (1000 replications).

AUC.t/ Coverage probability

Type I error

True Bias M1 M2 or power

Method �AUC.t/ M1 M2 M1 M2 IF B IF B IF B

AUC�.t/ IPCW KM 0.0 85.6 85.6 1.5 0.6 87.6 87.8 93.7 93.7 5.2 5.6

IPCW Cox 0.0 0.2 — 94.1 — 95.0 — 4.8

NNE  0:5  0:2 — 94.2 — 95.9 — 5.5

AUC.t/ IPCW KM 0.0 79.8 79.8 1.1 0.6 92.0 92.0 92.9 93.0 5.2 5.4

IPCW Cox 0.0 0.1 — 95.6 — 94.3 — 5.4

NNE  0:4 0.0 — 94.9 — 94.3 — 5.4

AUC�.t/ IPCW KM 5.0 87.9 82.9 1.3 0.6 86.2 86.0 94.1 94.4 36.7 36.2

IPCW Cox 0.1 0.1 — 93.4 — 95.8 — 26.5

NNE  0:4  0:2 — 94.3 — 95.5 — 29.5

AUC.t/ IPCW KM 5.1 82.2 77.1 1.0 0.7 91.5 91.2 94.6 94.3 41.2 41.2

IPCW Cox 0.1 0.0 — 94.2 — 95.6 — 33.3

NNE  0:3 0.0 — 94.9 — 95.5 — 33.8

AUC�.t/ IPCW KM 10.0 89.9 79.9 1.1 0.8 88.0 87.9 94.1 93.7 86.7 86.2

IPCW Cox 0.1 0.1 — 94.2 — 95.3 — 78.8

NNE  0:4  0:2 — 95.5 — 95.3 — 81.8

AUC.t/ IPCW KM 10.3 84.4 74.1 0.9 0.8 92.1 92.1 94.5 94.6 92.7 92.5

IPCW Cox 0.1 0.1 — 95.4 — 95.6 — 89.5

NNE  0:3 0.0 — 94.9 — 95.1 — 90.3

AUC�.t/ IPCW KM 14.7 91.4 76.8 0.9 0.9 87.8 88.5 93.4 93.0 99.5 99.4

IPCW Cox 0.1 0.1 — 93.7 — 94.8 — 99.0

NNE  0:4  0:2 — 95.5 — 94.9 — 99.0

AUC.t/ IPCW KM 15.1 86.0 71.0 0.8 0.8 91.2 90.9 93.8 93.6 99.9 99.8

IPCW Cox 0.1 0.0 — 94.6 — 95.0 — 99.8

NNE  0:2 0.0 — 94.9 — 95.0 — 99.8

Bias of estimates for two markers M1 and M2 (multiplied by 100), empirical coverage probabilities of 95%

confidence intervals and type I errors and powers of the test of H0 W AUCM1
.t/ D AUCM2

.t/, depending on

�AUC.t/D AUCM1
.t/ AUCM2

.t/. Inverse probability of censoring weighting (IPCW) estimators using the Kaplan–

Meier estimator (IPCW KM) or a Cox proportional hazards model with covariates M1 and M2 (IPCW Cox) for

weighting, and the nearest neighbour estimator (NNE). Variances are computed from the estimated influence function

(IF) for IPCW KM, or by bootstrapping 400 times (B).

digit symbol substitution test (DSST) [27]. The MMSE is a sum-score evaluating various dimensions of
cognition (memory, calculation, orientation in space and time, language and word recognition), which
is often used as an index of global cognitive performance and for screening of dementia. MMSE score
ranges from 0 to 30. The DSST explores attention and psychomotor speed. Given a code table displaying
the correspondence between pairs of digits and symbols, the subjects have to fill in blank squares with
the symbol, which is paired to the digit displayed above the square. The subjects have to fill in as many
squares as possible in 90 s. The maximum value is 90.
As larger values of DSST and MMSE are associated with lower risks of dementia, let us note that, fol-
lowing the previous notations, ROC analyses were performed for minus DSST and minus MMSE to
reverse the associations.

5.2. The PAQUID data

Paquid is a population-based study including 3777 subjects aged 65 years and older, living at home in the
south-west of France at enrollment in 1988. Individuals were seen at home by psychologists trained in
home interviews at the initial visit and at 1, 3, 5, 8, 10, 13, 15, 17 and 20 years later. Each visit included
a neuropsychological evaluation through a battery of psychometric tests and a standardized diagnosis of
dementia [28].
We used MMSE and DSST collected at baseline to predict dementia diagnosis over the first 3, 5 or

10 years of follow-up. We excluded from the sample subjects demented, blind, deaf or confined to bed
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Table III. Simulation results with sample size nD 400 and strong dependent censoring (1000 replications).

AUC.t/ Coverage probability

Type I error

True Bias M1 M2 or power

Method �AUC.t/ M1 M2 M1 M2 IF B IF B IF B

HRC1
=2, HRC2

=1

AUC�.t/ IPCW KM 0.0 85.6 85.6 2.6 0.8 74.1 74.8 91.8 91.6 9.2 9.3

IPCW Cox 0.1 0.2 — 94.5 — 94.2 — 5.0

NNE  1:0  0:3 — 94.2 — 95.3 — 5.8

AUC.t/ IPCW KM 0.0 79.8 79.8 2.0 1.0 84.4 84.3 90.3 90.5 6.7 6.6

IPCW Cox 0.0 0.1 — 95.5 — 93.8 — 5.6

NNE  0:6 0.0 — 95.3 — 93.9 — 6.1

HRC1
=1.35, HRC2

=0.6

AUC�.t/ IPCW KM 0.0 85.6 85.6 1.2  2:5 90.3 90.7 91.7 91.5 15.8 14.9

IPCW Cox 0.1 0.1 — 92.5 — 94.2 — 4.8

NNE  0:2 0.2 — 94.8 — 94.6 — 5.6

AUC.t/ IPCW KM 0.0 79.8 79.8 0.4  1:7 94.0 94.1 92.5 92.3 9.7 9.9

IPCW Cox 0.0 0.0 — 94.9 — 94.0 — 5.1

NNE  0:5 0.3 — 94.7 — 93.6 — 6.2

Bias of estimates for two markers M1 and M2 (multiplied by 100), empirical coverage probabilities of 95%

confidence intervals and type I errors and powers of the test of H0 W AUCM1
.t/ D AUCM2

.t/, depending on

�AUC.t/D AUCM1
.t/ AUCM2

.t/. Inverse probability of censoring weighting (IPCW) estimators using the Kaplan–

Meier estimator (IPCW KM) or a Cox proportional hazards model with covariates M1 and M2 (IPCW Cox) for

weighting, and the nearest neighbour estimator (NNE). Variances are computed from the estimated influence function

(IF) for IPCW KM, or by bootstrapping 400 times (B).

Table IV. Comparison ofAUC.t/ of digit symbol substitution test and mini-mental state examination at times
t D 3; 5 and 10 years.

t D 3 t D 5 t D 10

Demented 70(2.7%) 122( 4.8%) 318(12.4%)

Died without dementia 194(7.6%) 313(12.2%) 545(21.3%)

Censored 180(7.0%) 292(11.4%) 591(23.1%)

KM weights

AUC.t/ DSST 79.9 [74.9,84.9] 77.8 [74.0,81.6] 72.2 [69.2,75.2]

MMSE 74.7 [68.7,80.8] 72.0 [67.2,76.8] 66.9 [63.6,70.2]

p-value 0.03 0.01 < 0:01

Adjusted p-value 0.09 0.02 < 0:01

AUC�.t/ DSST 80.9 [76.0,85.8] 79.7 [76.0,83.5] 76.7 [73.8,79.7]

MMSE 75.4 [69.4,81.4] 73.2 [68.4,78.0] 69.9 [66.6,73.3]

p-value 0.02 < 0:01 < 0:01

Adjusted p-value 0.06 0.01 < 0:01

Cox weights

AUC.t/ DSST 79.8 [74.8,84.8] 77.5 [73.7,81.4] 71.7 [68.8,74.7]

MMSE 74.7 [68.6,80.7] 71.9 [67.0,76.7] 66.6 [63.3,69.9]

p-value 0.04 0.01 < 0:01

Adjusted p-value 0.10 0.03 < 0:01

AUC�.t/ DSST 80.8 [75.9,85.7] 79.4 [75.6,83.2] 76.1 [73.2,79.1]

MMSE 75.2 [69.3,81.4] 73.0 [68.2,77.8] 69.6 [66.2,73.0]

p-value 0.03 < 0:01 < 0:01

Adjusted p-value 0.07 0.01 < 0:01

Estimates (multiplied by 100), confidence intervals and p-values of the test of H0 W AUCDSST .t/ D AUCMMSE .t/.

PAQUID cohort, nD 2561.

DSST, digit symbol substitution test; MMSE, mini-mental state examination; AUC, area under the receiver operating

characterisitic; KM weights, Kaplan–Meier weights.
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Figure 1. Time-dependent receiver operating characteristic curves estimated by inverse probability of censoring
weighting estimators (KM-weights) at t D 3; 5 and 10 years for digit symbol substitution test and mini-mental
state examination with the two definitions of the specificity. PAQUID, n D 2561 subjects. Points and rectangles
display estimates and 95% confidence intervals for sensitivity and one minus specificity estimates for a threshold
value equal to the third quartile of the marker distribution (19 for digit symbol substitution test, 25 for mini-mental

state examination).

at the initial visit, subjects with missing values for the MMSE and the DSST and subjects who dropped
out just after the baseline visit. The final sample included n D 2561 subjects. The time-to-dementia
was computed as the mid-point between the time of the visit of diagnosis and the time of the last visit
without dementia. Subjects who died without a dementia diagnosis were considered as free of dementia
at their death if the last visit was less than 2 years before the death and were considered as censored at
the last visit if duration between the last visit and death was longer. Using a threshold of 3 years instead
of 2 years led to the same conclusions (results not shown).

5.3. Results

The mean DSST score was 27.4 (standard deviation: 11.5, inter quartile range: 19–35), and the mean
MMSE was 26.4 (standard deviation: 2.9, inter quartile range: 25–28). The correlation between the two
markers was estimated at 0.55.
We fitted a multivariate Cox model in order to explore the dependence of the censoring time on both

psychometric tests. The estimated hazard ratios were 1:019 for DDST (95% CI: .1:010; 1:028/) and
1:023 for MMSE (95% CI :.0:989; 1:057/). As in our simulation study, only one marker is significantly
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Figure 2. Comparisons of the evolutions of 1AUC .t/ and 1AUC �.t/ over time for digit symbol substitution

test and mini-mental state examination. PAQUID cohort, n D 2561. �1AUC .t/ and �1AUC �.t/ mean the
differences of estimates between digit symbol substitution test and mini-mental state examination. Dashed and
dotted lines display respectively 95% pointwise confidence intervals and 95% simultaneous confidence bands.

associated with the censoring time. The hazard ratio for the increase of one standard error of the DSST
was 1.25, smaller than the one in the simulation study.
The frequencies of observed cases, controls� and controls (as defined in Section 3.1) and censored

subjects before each time point t , for t D 3; 5; 10 years, are given in Table IV. Although the proportions
of observed cases at time t D 3; 5; 10 are small, respectively 2:7%; 4:8% and 12:4%, the frequencies
are big enough, respectively 70, 122 and 328 because of the large sample size (nD 2561). Respectively,
7.0%, 11.4% and 23.1% of subjects are lost of follow-up at time 3, 5 and 10 years.
Figure 1 displays the ROC curves estimated at time t D 3; 5; 10 years for the two definitions of speci-

ficity, assuming independence between censoring and marker (KM-weights). For both definitions, the
ROC curves go down and become closer to the diagonal as time increases, confirming that the discrim-
ination decreases as the window of prediction enlarges. This is illustrated on Figure 2 that displays the
estimates of AUC.t/ and AUC �.t/ for time t from 3 to 12 years and their 95% pointwise CIs. With
both definition of controls, Figure 1 shows that the discrimination ability of DSST appears always better
than the one of MMSE, and more specifically, the three ROC curves of DSST are always above the ROC
curves of MMSE. Consequently, whatever the time t D 3; 5; 10 years and whatever the cutpoint chosen
for the marker (or equivalently the value of the specificity), the sensitivity is always estimated greater for
DSST. As an illustration, Figure 1 also depicts CIs for sensitivity and specificity estimates, for a thresh-
old value equal to the third quartile of the marker distribution. Table IV displays AUC estimates with
95% CI and tests for comparison between MMSE and DSST for the two definitions of controls and the
two weightings (with KM-weights, estimated influence functions were used to compute the variances;
with Cox-weights, variances were estimated by bootstrapping 5000 times). According to the unadjusted
p-values, the differences between the AUC were significant for the three windows of prediction; adjust-
ing for multiple testing (one test for each time point), only the differences at 5 and 10 years were still
significant. The 95% pointwise CIs of the differences between AUCs of MMSE and DSST displayed in
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Figure 2 show that the differences are significant for all times t from 3 to 12 years. However, the 95%
simultaneous confidence bands of these differences intersect the zero line. As the association between
censoring and marker is weak, results obtained with the Cox-weights and with the NNE of Saha and
Heagerty [5] were nearly identical, as expected (results not shown).
Figure 2 and Table IV also show that the discrimination is better when subjects died without dementia

are not defined as controls (AUC �.t/ versus AUC.t/). However, the differences between DSST and
MMSE are similar for both definitions, and the test results are concordant. The great difference between
AUC �.t/ and AUC.t/ is due to the association between the two markers and the competing event:
the hazard ratio for the association between DSST or MMSE and death without dementia are 1.037 for
DSST (95% CI : .1:030; 1:044/) and 1.080 for MMSE (95% CI : .1:055; 1:107/). Thus, it is easier to
discriminate future demented subjects from subjects alive and non-demented rather than from subjects
alive and non-demented or died without dementia.
To conclude, although MMSE is largely used as a screening test for dementia, all these analyses

found that the DSST has better performances to detect future demented subjects in a period of time of 3,
5 or 10 years compared with the MMSE. Moreover, whatever the specificity, the sensitivity of DSST is
always estimated better than the one of MMSE.

6. Discussion

In this manuscript, we used the IPCW approach to estimate time-dependent ROC curve and AUC for
censored events with competing risks. Large sample theory of the estimators was established, and CIs,
simultaneous confidence band and tests of comparison were derived. Simulation results show that the
proposed procedures work well for moderate sample sizes. The practical interest of the procedure for
estimating and comparing psychometric tests for dementia onset was illustrated with data from the
PAQUID cohort. Significant results suggest that the DSST is better than the MMSE to discriminate
subjects at high risk of Alzheimer’s disease in the next few years.
We proposed estimators for the two definitions of specificity because both definitions may be useful

depending the clinical setting. For instance, if the prognostic marker is used as inclusion criteria in a
clinical trial for Alzheimer’s disease, it is essential to be able to discriminate subjects at high risk of
dementia from all subjects and especially from subjects who have a high risk of death without dementia
during the trial duration. Similarly, in prostate cancer treatment of very old patients, the main criteria
for treatment is the risk of progression of the disease before death from other causes. Thus, for both
setting the marker must be validated with AUC.t/ defined at equation (4). On the other hand, from the
point of view of a patient worried about his cognitive decline, the main question of interest may be : If
I survive 10 years, am I at high risk of becoming demented during this period? Then, AUC �.t/ defined
at equation (3) is more relevant. In any case, as the estimated value may be very different, it is essential
in the clinical application to clearly state which definition is used for the specificity.
As pointed out by one referee, our analyses of the predictiveness of the cognitive tests on the PAQUID

data do not account for the age of the subjects. Consequently, the predictiveness of the cognitive tests has
to be carefully interpreted as a marginal predictiveness among the population of subjects aged 65 years
and older enrolled in the PAQUID study. Thus, the estimated predictive accuracy is of interest for clini-
cians who are interested in quantifying how informative can be the result of a cognitive test to evaluate
the risk of dementia of a patient in the t -years following a test result.
To account for age in the estimation of the ROC curves and AUCs, we could have fitted semipara-

metric models for ROC curves or AUC given age, using semiparametric methods proposed by Zheng
et al. [6] or adapting a method of Hung and Chiang [10]. Alternatively, our nonparametric methods
could also have been computed on several age groups, performing stratified analyses. Another possible
approach would have been to fit a multivariate prediction model accounting for age, using a binomial
regression model [29] for example, to then estimate the ROC curve and AUC of the resulting predic-
tion tool. For this latter approach, a careful correction for overfitting and optimism bias is required [30],
which is outside the scope of this manuscript. Kerr and Pepe [31] have recently discussed and contrasted
these two strategies in detail.
To deal with interval censoring of dementia in the PAQUID data, we used a simple imputation rule of

the status of subjects deceased without dementia diagnosis. Changing this rule (3 years instead of 2 years
between the last visit and the death) did not change the results. To our knowledge, only parametric esti-
mators based on an illness-death model can account for this particular kind of interval-censoring [32].
In an ongoing work, we developed such model-based estimators. However, simulation results suggest
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that the bias for the IPCW estimators are small and may be smaller than the bias of the model-based
estimators when the model is misspecified.
Compared with earlier papers that focused on estimation, this work mainly focused on tests for com-

paring AUCs. The test of comparison that we proposed is the extension to the competing risks setting
with censored data of the popular test proposed by DeLong et al. [8]. Indeed, without censoring, weights
are all equal to one.
Assuming that censoring does not depend on the markers, the estimation and the test do not require

any parametric assumptions by contrast to the approach of Foucher et al. [13] or Zheng et al. [6], nor
bandwidth selection due to kernel smoothing as in Saha and Heagerty [5] or as in the smooth method of
Zheng et al. [6].
Moreover, nonparametric approaches previously proposed cannot properly deal with censoring

depending on several markers. Indeed, with the method of Saha and Heagerty [5] or the smooth method
of Zheng et al. [6], the cause specific hazards are estimated only conditionally on the marker under
study, by non-parametric kernel-based methods. Therefore, dependence between censoring and other
markers are not taken into account, whereas when modelling hazard in survival analysis, the assumption
is that the censoring mechanism can only depend on covariates included in the model [33, Section 2.2.8].
Although they could be extended to deal with censoring depending on several markers, using multidi-
mensional kernels, their practical interest would be limited by the so-called curse of dimensionality
phenomenon [34]. To our mind, they are therefore not suitable for comparing several markers and mak-
ing tests with marker dependent censoring, even though they appeared robust in our realistic simulation
scenarii with two correlated markers and moderate associations between censoring and markers. By
contrast, when censoring depend on the markers, the IPCW approach enables such tests of comparison
under the additional assumption that the censoring mechanism is well specified. Nevertheless, when the
dependence between censoring and markers is light, our simulations suggest that the estimator using
KM-weights can be robust.
The proposed methodology is implemented in the timeROC package, written in R [35], that is pub-

licly available on the Comprehensive R Archive Network (CRAN) site. The PAQUID data presented in
Section 5 is attached to the package, and most of the analyses presented in Section 5 are presented as
examples, making them easily reproducible.

Appendix A

Definition of IF.�/

Let MCi
.t/ D 11

.e�iD0;eT i 6t/
 
R t

0
11

.eT i >t/
dƒC .u/, where ƒC .�/ is the cumulative haz-

ard function of the censoring variable C , htij;1 D
11

.eT i 6t;e�i D1/
11

.eT j >t/

G.eT i /G.t/
11.Mi >Mj /, htij;2 D

11
.eT i 6t;e�i D1/

11
.eT j 6t;e�j 62f0;1g/
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�
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�
. Then,
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�
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!
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#

Estimator bIF.�/

Let cM C .�/ be the estimator defined by plugging in the usual Nelson–Aalen estimator of the cumula-
tive incidence function of the censoring C and bhtij;1, bhtij;2 and bf i1t be defined by plugging in the
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Kaplan–Meier estimator bG.�/. Letbht D 1
n2

Pn
iD1

Pn
jD1

bhtij;1 Cbhtij;2. Then,

bIF
 eT i ;e�i ; Mi ; t

�
D

1
n.n 1/.n 2/

Pn
jD1

Pn
kD1

Pn
lD1

b‰ijkl.t/C b‰j ikl.t/C b‰jkil.t/C b‰jkli .t/

bF 1.t/
�
1 bF 1.t/

�

where b‰ijkl .t/ is defined plugging in the estimatorsbht ,bhtij;1,bhtij;2, bf i1t ,cM C .�/, bF 1.t/ and bSeT .�/.

Supporting Information

Web Appendix referenced in Sections 3.2, 3.8 and 4.2 is available with this paper at the Statistics in
Medicine website on Wiley Online Library. It contains details about large sample results and additional
simulation results.
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Notations

For reader convenience, we briefly recall the main notations before introducing technical others and providing asymptotic
results.

Main notations

Let M denote a marker that is measured at baseline. Let T denote the event-time, C the censoring time and ∆ = 11(T≤C)

the censoring indicator, with 11(·) denoting the indicator function. Let K denote the number of competing event and η

the type of event. Let T̃ = min(T,C), the observed time and η̃ = ∆η, which indicates either the type of event (when
η̃ ∈ {1, . . . ,K}) or a censored observation (when η̃ = 0). Hereafter, for all time point t, we denote ST (t) = P(T > t) and

G(t) = P(C > t) and ŜT (t) and Ĝ(t) the Kaplan-Meier estimators of ST (t) and G(t), S
T̃
(t) = P(T̃ > t) and Ŝ

T̃
(t) its

empirical estimator. In addition, let F1(t) denote the cumulative incidence P(T ≤ t, η = 1) and F̂1(t) =
∑n

i=1

11
(T̃i≤t,η̃i=1)

nĜ(T̃i)

its estimator.
Assume that τ1 > inf{u : F1(u) > 0} and τ2 < sup{u : S

T̃
(u) > 0}. Thus, [τ1, τ2] represents a period of times t in which

there is both a non null probability of observing a main event before time t and a non null probability of observing
someone at risk at time t.

Technical notations

Let MCi
(t) = 11(η̃i=0,T̃i≤t) −

∫ t

0
11(T̃i≥t)dΛC(u), where ΛC(·) is the cumulative hazard function of the censoring variable

C,

htij,1 =
11(T̃i≤t,η̃i=1)11(T̃j>t)

G(T̃i)G(t)
11(Mi>Mj), htij,2 =

11(T̃i≤t,η̃i=1)11(T̃j≤t,η̃j 6∈{0,1})

G(T̃i)G(T̃j)
11(Mi>Mj), fi1t =

11(T̃i≤t,η̃i=1)

G(T̃i)

and ht = E [htij,1 + htij,2].

Let M̂C(·) be the estimator defined by plugging in the usual Nelson-Aalen estimator of the cumulative incidence function
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of the censoring C and let ĥtij,1, ĥtij,2 and f̂i1t be defined by plugging in the Kaplan-Meier estimator Ĝ(·). Let

ĥt =
1
n2

∑n

i=1

∑n

j=1 ĥtij,1 + ĥtij,2.
Similarly, let us also define

h∗tij =
11(T̃i≤t,η̃i=1)11(T̃j>t)

G(T̃i)
11(Mi>Mj) and ĥ∗tij =

11(T̃i≤t,η̃i=1)11(T̃j>t)

Ĝ(T̃i)
11(Mi>Mj),

and h∗t = E
[
h∗tij

]
and ĥ∗t = 1

n2

∑n

i=1

∑n

j=1 ĥ
∗
tij .

Let (n)k = n(n− 1) . . . (n− k + 1) and let
∑

i 6=j 6=k 6=l,
∑

i 6=j 6=k and
∑

i 6=j denote respectively the summations over the(
n
4

)
,
(
n
3

)
and

(
n
2

)
distinct 4-element, 3-element and 2-element subsets formed from {1, . . . , n}.

A : i.i.d representation for ÂUC(t)

LEMMA 1 : Let’s assume that the censoring time C is independent of (T, η,M), then for all time t in [τ1, τ2] :

√
n
(
ÂUC(t)−AUC(t)

)
=

1√
n

n∑

i=1

IF(T̃i, η̃i,Mi, t) + op (1)

where E

[
IF(T̃ , η̃,M, t)

]
= 0 and IF(·) is detailed in the proof.

Proof:

The proof is the adaptation to the competing risks setting of the proof of Theorem 1 of [1]. The martingale representation
of the Kaplan-Meier estimator of the censoring survival function entails that

sup
t

∣∣∣∣∣
√
n
(
Ĝ(t)−G(t)

)
+
G(t)√
n

n∑

i=1

∫ t

0

dMCi
(u)

S
T̃
(u)

∣∣∣∣∣ = op (1) (1)

See for example [2] for more details. By Taylor expansions, it follows from (1) that

sup
t

∣∣∣∣∣
√
n
(
ĥt − ht

)
−

[ √
n

(n)4

∑

i 6=j 6=k 6=l

htij,1

(
1 +

∫ T̃i

0

dMCk
(u)

S
T̃
(u)

)(
1 +

∫ t

0

dMCl
(u)

S
T̃
(u)

)

+ htij,2

(
1 +

∫ T̃i

0

dMCk
(u)

S
T̃
(u)

)(
1 +

∫ T̃j

0

dMCl
(u)

S
T̃
(u)

)
− ht

]∣∣∣∣∣ = op (1) (2)

and

sup
t

∣∣∣∣∣∣
√
n
(
F̂1(t)− F1(t)

)
−




√
n

n(n− 1)

n∑

i 6=k

fi1t

(
1 +

∫ T̃i

0

dMCk
(u)

S
T̃
(u)

)
− F1(t)



∣∣∣∣∣∣
= op (1) (3)

As, ÂUC(t) = ĥt

/[
F̂1(t)(1− F̂1(t))

]
, combining (3), (2) and a Taylor expansion of the function f : (x, y) 7→ x

y(1−y) at

(x, y) = (ĥt, F̂1(t)), we further derive

sup
t

∣∣∣∣∣∣
√
n
(
ÂUC(t)−AUC(t)

)
−

√
n

(n)4

∑

i 6=j 6=k 6=l

Ψijkl(t)

∣∣∣∣∣∣
= op (1) .
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where

Ψijkl(t) =

{
htij,1

(
1 +

∫ T̃i

0

dMCk
(u)

S
T̃
(u)

)(
1 +

∫ t

0

dMCl
(u)

S
T̃
(u)

)

+ htij,2

(
1 +

∫ T̃i

0

dMCk
(u)

S
T̃
(u)

)(
1 +

∫ T̃j

0

dMCl
(u)

S
T̃
(u)

)

− ht −
ht(1− 2F1(t))

F1(t)(1− F1(t))

[
fi1t

(
1 +

∫ T̃i

0

dMCk
(u)

S
T̃
(u)

)
− F1(t)

]}/(
F1(t)(1− F1(t))

)

By Hájek projection principle, the following Hoeffding’s decomposition holds from U-statistic theory [3, 4]:

√
n

(n)4

∑

i 6=j 6=k 6=l

Ψijkl(t) =
1√
n

n∑

i=1

IF(T̃i, η̃i,Mi, t) + op (1) (4)

where
IF(T̃i, η̃i,Mi, t) = E

(
Ψijkl(t) + Ψjikl(t) + Ψjkil(t) + Ψjkli(t)

∣∣∣(T̃i, η̃i,Mi)
)

and E

[
IF(T̃ , η̃,M, t)

]
= 0.

B : i.i.d representation for ÂUC
∗

(t)

LEMMA 2 : Let’s assume that the censoring C is independent of (T, η,M), then for all time t in [τ1, τ2] :

√
n
(
ÂUC∗(t)−AUC∗(t)

)
=

1√
n

n∑

i=1

IF∗(T̃i, η̃i,Mi, t) + op (1)

where E

[
IF∗(T̃ , η̃,M, t)

]
= 0 and IF∗(·) is given in the proof.

Proof:

First, let remark that the estimator can be written as

ÂUC
∗
(t) =

∑n

i=1

∑n

j=1

11
(T̃i≤t,η̃i=1)

n2Ĝ(T̃i)
11(T̃j>t)11(Mi>Mj)

Ŝ
T̃
(t)F̂1(t)

By Taylor expansion, it follows from (1) that

sup
t

∣∣∣∣∣∣
√
n
(
ĥ∗t − h∗t

)
−




√
n

(n)3

∑

i 6=j 6=k

h∗tij

(
1 +

∫ T̃i

0

dMCk
(u)

S
T̃
(u)

)
− h∗t



∣∣∣∣∣∣
= op (1) (5)

As, ÂUC
∗
(t) = ĥ∗t

/[
Ŝ
T̃
(t)F̂1(t)

]
, by Taylor expansion of the function f : (x, y, z) 7→ x

yz
at (x, y, z) =

(ĥ∗t , ŜT̃
(t), F̂1(t)), combining (3) and (5), we further derive

sup
t

∣∣∣∣∣∣
√
n
(
ÂUC

∗
(t)−AUC∗(t)

)
−

√
n

(n)3

∑

i 6=j 6=k

Ψ∗
ijk(t)

∣∣∣∣∣∣
= op (1)

where

Ψ∗
ijk(t) =

{
h∗tij

(
1 +

∫ T̃i

0

dMCk
(u)

S
T̃
(u)

)

− h∗t

[
11(T̃i≥t)

S
T̃
(t)

+
1

F1(t)

{
fi1t

(
1 +

∫ T̃i

0

dMCk
(u)

S
T̃
(u)

)
− F1(t)

}]}/(
S
T̃
(t)F1(t)

)
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By Hájek projection principle, the following Hoeffding’s decomposition holds from U-statistic theory [3, 4]:

√
n

(n)3

∑

i6=j 6=k

Ψ∗
ijk(t) =

1√
n

n∑

i=1

IF∗(T̃i, η̃i,Mi, t) + op (1)

where

IF∗(T̃ , η̃,M, t) = E

(
Ψ∗

ijk(t) + Ψ∗
jik(t) + Ψ∗

jki(t)
∣∣∣(T̃i, η̃i,Mi)

)

and E

[
IF∗(T̃ , η̃,M, t)

]
= 0.

C : i.i.d representation for sensitivity and specificity estimators

Let the generic term A denote either Se, Sp or Sp∗.

LEMMA 3 : Let’s assume that the censoring time C is independent of (T, η,M), then for all time t in [τ1, τ2], for all

cutpoint c in {c : 0 < A(c, t) < 1} :

√
n
(
Â(c, t)−A(c, t)

)
=

1√
n

n∑

i=1

IFA(T̃i, η̃i,Mi, t, c) + op (1)

where E

[
IFA(T̃ , η̃,M, t, c)

]
= 0 and IFA(·) is detailed in the proof.

Proof:

• A ≡ Sp∗ :
By Taylor expansion of f : (x, y) 7→ x/y, a little algebra directly leads to :

IFSp∗

(T̃i, η̃i,Mi, t, c) =
1

S
T̃
(t)

(
11(Mi<c,T̃i>t) − Sp∗(c, t)11(T̃i>t)

)

Consequently, note that a little algebra also leads to :

Var
(

IFSp∗

(T̃i, η̃i,Mi, t, c)
)
=
Sp∗(c, t)

(
1− Sp∗(c, t)

)

S
T̃
(t)

• A ≡ Se :
Combining Taylor expansions and (1) it follows that

sup
t

∣∣∣∣∣
√
n
(
Ŝe(c, t)− Se(c, t)

)
−

√
n

n2

n∑

i=1

n∑

j=1

ψSe
ij (c, t)

∣∣∣∣∣ = op(1) (6)

where

ψSe
ij (c, t) =

fi1t
F1(t)

(
1 +

∫ T̃i

0

dMCj
(u)

S
T̃
(u)

)[
11(Mi>c) − Se(c, t)

]

By Hájek projection principle, the following Hoeffding’s decomposition holds from U-statistic theory [3, 4]:

√
n

(n)3

∑

i 6=j

ΨSe
ij (c, t) =

1√
n

n∑

i=1

IFSe(T̃i, η̃i,Mi, t, c) + op (1)

where IFSe(T̃i, η̃i,Mi, t, c) = E

(
ΨSe

ij (t) + ΨSe
ji (t)

∣∣∣(T̃i, η̃i,Mi)
)

and E

[
IFSe(T̃ , η̃,M, t, c)

]
= 0.
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• A ≡ Sp :
Similarly, we first derive

sup
t

∣∣∣∣∣
√
n
(
Ŝp(c, t)− Sp(c, t)

)
−

√
n

n2

n∑

i=1

n∑

j=1

ψSp
ij (c, t)

∣∣∣∣∣ = op(1) (7)

where

ψSp
ij (c, t) =

11(Mi≤c) − Sp(c, t)

1− F1(t)

{
11(T̃i≤t,η̃i 6∈{0,1})

G(T̃i)

(
1 +

∫ T̃i

0

dMCj
(u)

S
T̃
(u)

)
+

11(T̃i>t)

G(t)

(
1 +

∫ t

0

dMCj
(u)

S
T̃
(u)

)}

Again, applying the Hájek projection principle leads to IFSp(T̃i, η̃i,Mi, t, c) = E

(
ΨSp

ij (t) + ΨSp
ji (t)

∣∣∣(T̃i, η̃i,Mi)
)

and E

[
IFSp(T̃ , η̃,M, t, c)

]
= 0.
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D : additional simulation results

Table 1. Simulation results with sample size n = 200 and independent censoring, i.e HRC1=HRC2=1 (1000 replications).
Bias of estimates for two markers M1 and M2 (multiplied by 100), empirical coverage probabilities of 95% confidence
intervals and Type I errors and powers of the test of H0 : AUCM1

(t) = AUCM2
(t), depending on ∆AUC(t) =

AUCM1
(t)− AUCM2

(t). IPCW estimators using the Kaplan-Meier estimator (IPCW KM) or a Cox proportional hazards
model with covariates M1 and M2 (IPCW Cox) for weighting, and the Nearest Neighbor Estimator (NNE). Variances are

computed from the estimated influence function (IF) for IPCW KM, or by bootstrapping 400 times (B).

Method ∆AUC(t)
AUC(t) Coverage Probability Type I error

True Bias M1 M2 or Power
M1 M2 M1 M2 IF B IF B IF B

AUC∗(t) IPCW KM 0.0 85.6 85.6 0.0 -0.2 93.2 93.5 94.5 94.7 4.6 4.3
IPCW Cox 0.0 -0.1 - 93.6 - 95.1 - 3.7
NNE -0.6 -0.6 - 94.1 - 94.2 - 4.1

AUC(t) IPCW KM 0.0 79.8 79.8 0.1 -0.1 94.6 94.6 95.3 95.2 4.5 4.5
IPCW Cox 0.1 -0.1 - 94.3 - 95.5 - 4.4
NNE -0.3 -0.5 - 94.6 - 95.2 - 4.7

AUC∗(t) IPCW KM 5.0 87.9 82.9 0.0 -0.3 92.7 92.9 94.3 94.4 17.2 16.6
IPCW Cox 0.1 -0.3 - 92.8 - 95.4 - 17.5
NNE -0.5 -0.8 - 94.1 - 94.9 - 18.7

AUC(t) IPCW KM 5.1 82.2 77.1 0.1 -0.3 94.7 94.9 94.4 94.5 23.4 22.6
IPCW Cox 0.1 -0.3 - 94.7 - 94.6 - 23.3
NNE -0.3 -0.7 - 95.3 - 94.4 - 24.2

AUC∗(t) IPCW KM 10.0 89.9 79.9 0.0 -0.2 92.0 92.7 94.0 94.1 49.2 47.7
IPCW Cox 0.0 -0.2 - 92.6 - 93.9 - 49.0
NNE -0.5 -0.7 - 93.9 - 93.9 - 52.9

AUC(t) IPCW KM 10.3 84.4 74.1 0.1 -0.2 93.8 93.6 94.8 95.1 65.6 64.8
IPCW Cox 0.1 -0.2 - 93.9 - 95.2 - 65.5
NNE -0.4 -0.5 - 94.2 - 95.0 - 66.5

AUC∗(t) IPCW KM 14.7 91.4 76.8 0.0 -0.1 91.6 91.9 93.1 94.1 82.4 80.7
IPCW Cox 0.0 0.0 - 92.4 - 94.2 - 82.4
NNE -0.5 -0.6 - 94.5 - 94.3 - 86.2

AUC(t) IPCW KM 15.1 86.0 71.0 0.1 0.0 94.1 94.3 95.2 95.1 93.5 93.5
IPCW Cox 0.1 0.0 - 94.1 - 95.4 - 93.1
NNE -0.3 -0.3 - 94.8 - 94.1 - 93.3
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Table 2. Simulation results with sample size n = 200 and moderate M1-dependent censoring, i.e HRC1=1.35, HRC2=1
(1000 replications). Bias of estimates for two markers M1 and M2 (multiplied by 100), empirical coverage probabilities
of 95% confidence intervals and Type I errors and powers of the test of H0 : AUCM1

(t) = AUCM2
(t), depending

on ∆AUC(t) = AUCM1
(t)− AUCM2

(t). IPCW estimators using the Kaplan-Meier estimator (IPCW KM) or a Cox
proportional hazards model with covariates M1 and M2 (IPCW Cox) for weighting, and the Nearest Neighbor Estimator
(NNE). Variances are computed from the estimated influence function (IF) for IPCW KM, or by bootstrapping 400 times

(B).

Method ∆AUC(t)
AUC(t) Coverage Probability Type I error

True Bias M1 M2 or Power
M1 M2 M1 M2 IF B IF B IF B

AUC∗(t) IPCW KM 0.0 85.6 85.6 1.6 0.3 86.8 87.6 93.5 93.6 4.4 4.2
IPCW Cox 0.1 -0.1 - 91.9 - 94.3 - 4.2
NNE -0.8 -0.6 - 95.4 - 94.2 - 4.3

AUC(t) IPCW KM 0.0 79.8 79.8 1.3 0.4 91.7 92.0 94.3 94.4 4.7 4.7
IPCW Cox 0.2 -0.1 - 93.8 - 95.1 - 4.3
NNE -0.4 -0.3 - 94.8 - 95.9 - 5.1

AUC∗(t) IPCW KM 5.0 87.9 82.9 1.3 0.3 88.5 89.1 93.0 93.0 23.1 22.4
IPCW Cox 0.1 -0.2 - 93.0 - 94.5 - 18.2
NNE -0.8 -0.7 - 94.5 - 94.6 - 16.2

AUC(t) IPCW KM 5.1 82.2 77.1 1.1 0.4 91.9 91.6 93.7 93.9 26.7 26.1
IPCW Cox 0.2 -0.2 - 94.7 - 94.9 - 22.2
NNE -0.4 -0.4 - 95.1 - 94.4 - 21.6

AUC∗(t) IPCW KM 10.0 89.9 79.9 1.0 0.4 88.5 88.5 92.2 92.6 59.5 57.6
IPCW Cox 0.1 -0.2 - 92.2 - 94.1 - 51.4
NNE -0.7 -0.7 - 94.2 - 94.2 - 52.2

AUC(t) IPCW KM 10.3 84.4 74.1 0.9 0.5 91.6 91.6 93.7 94.2 71.5 70.1
IPCW Cox 0.1 -0.2 - 93.9 - 95.2 - 65.3
NNE -0.4 -0.3 - 94.5 - 95.0 - 64.9

AUC∗(t) IPCW KM 14.7 91.4 76.8 0.9 0.7 87.6 87.7 92 93.1 87.6 86.4
IPCW Cox 0.1 0.0 - 90.6 - 94.8 - 82.3
NNE -0.7 -0.4 - 94.0 - 94.9 - 86.3

AUC(t) IPCW KM 15.1 86.0 71.0 0.8 0.8 91.6 91.5 94 93.6 94.4 94.2
IPCW Cox 0.1 0.1 - 94.2 - 95.5 - 93.0
NNE -0.4 -0.1 - 95.7 - 95.1 - 93.3

Statist. Med. 2010, 00 1–6 Copyright c© 2010 John Wiley & Sons, Ltd. www.sim.org 7
Prepared using simauth.cls

117



Statistics
in Medicine P. Blanche, J-F. Dartigues, H. Jacqmin-Gadda

Table 3. Simulation results with sample size n = 200 and strong dependent censoring (1000 replications). Bias of
estimates for two markers M1 and M2 (multiplied by 100), empirical coverage probabilities of 95% confidence intervals
and Type I errors and powers of the test of H0 : AUCM1(t) = AUCM2(t), depending on ∆AUC(t) = AUCM1(t)−
AUCM2

(t). IPCW estimators using the Kaplan-Meier estimator (IPCW KM) or a Cox proportional hazards model with
covariates M1 and M2 (IPCW Cox) for weighting, and the Nearest Neighbor Estimator (NNE). Variances are computed

from the estimated influence function (IF) for IPCW KM, or by bootstrapping 400 times (B).

Method ∆AUC(t)
AUC(t) Coverage Probability Type I error

True Bias M1 M2 or Power
M1 M2 M1 M2 IF B IF B IF B

HRC1=2, HRC2=1

AUC∗(t) IPCW KM 0.0 85.6 85.6 2.6 0.6 80.9 81.6 91.9 92.1 7.3 7.2
IPCW Cox 0.1 -0.1 - 90.1 - 93.5 - 5.2
NNE -1.6 -0.7 - 94.1 - 94.8 - 4.4

AUC(t) IPCW KM 0.0 79.8 79.8 2.1 0.9 87.5 87.0 93.3 93.3 5.5 5.2
IPCW Cox 0.1 -0.1 - 94.1 - 95.7 - 4.5
NNE -0.8 -0.2 - 95.2 - 95.5 - 5.0

HRC1
=1.35, HRC2

=0.6

AUC∗(t) IPCW KM 0.0 85.6 85.6 1.2 -2.8 89.0 89.8 93.8 94.2 10.3 9.5
IPCW Cox 0.2 -0.1 - 90.6 - 93.4 - 5.1
NNE -0.6 -0.1 - 94.3 - 93.9 - 4.7

AUC(t) IPCW KM 0.0 79.8 79.8 0.6 -1.8 94.4 94.5 94.9 95.2 6.9 6.6
IPCW Cox 0.2 0.0 - 95.1 - 94.5 - 3.1
NNE -0.6 0.1 - 95.0 - 93.6 - 4.0

Table 4. Simulation results with sample size n = 400 (1000 replications), corresponding to the first scenrio of Table 1.
Average of bias and estimated Asymptotic Standard Error (A.S.E) and coverage probability of 95% CI estimates. (Bias

A.S.E = empirical standard error minus average of asymptotic standard error estimates)

P(M1 ≤ c) True Bias A.S.E Bias A.S.E Coverage

Se(c, t) 30% 90.9 0.1 2.6 0.0 93.4
40% 84.5 0.1 3.3 0.1 94.0
50% 76.2 0.2 3.8 0.0 94.1
60% 65.9 0.2 4.2 0.0 94.7
70% 53.5 0.1 4.4 0.1 94.5

Sp∗(c, t) 30% 54.3 -0.1 6.4 0.0 94.3
40% 67.3 -0.3 6.1 0.1 94.0
50% 78.1 -0.2 5.4 0.1 92.8
60% 86.6 0.0 4.4 0.1 92.5
70% 93.0 -0.1 3.3 0.1 90.1

Sp∗(c, t) 30% 44.3 0.0 4.2 0.0 94.8
40% 56.8 -0.2 4.1 -0.1 95.1
50% 68.0 -0.2 3.8 0.0 95.3
60% 77.8 -0.1 3.4 0.0 94.2
70% 86.1 -0.2 2.7 0.0 94.1
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IV.2 Compléments

IV.2.1 Une amélioration du calcul des régions de confiance

Les intervalles de confiance (et tests) que nous avons proposés sont « Wald-type », au

sens où ils sont centrés autour de l’estimation, et où les bornes sont calculées à partir de

✟z1✁α④2♣σt. Bien qu’ils soient asymptotiquement corrects et aient de bonnes performances dans

nos simulations, leurs taux de couverture pourraient probablement être améliorés, notamment

pour des tailles d’échantillon plus modestes.

Zou et Yue (2013) rappellent en effet que les AUCs étant des probabilités, il est dommage

de fournir des intervalles de confiance qui ne sont pas par définition inclus dans !0, 1" (ce

qui n’est pas le cas en présence de petits échantillons et/ou d’estimations proches de 1).

Comme pour l’estimation de régions de confiance de simples proportions, on peut construire des

alternatives (Newcombe, 2012, Chapitre 3). Une idée consiste à considérer une transformation

de l’estimateur pour laquelle l’approximation normale est meilleure pour de petits échantillons.

Pour l’estimateur d’une probabilité, un choix naturel est la transformation logit. On utilise alors

la « méthode delta », qui implique que, si on a (comme dans l’article de la Section IV.1)

❄

n
✁

③AUC♣t% ✁AUC♣t%
✠

D
'( N

$

0, σ2
t

✟

,

comme la dérivée de la fonction logit : x )( log
$

x④+1 ✁ x✉
✟

, est x )( 1④
$

x♣1 ✁ x%
✟

, on peut

construire l’intervalle de confiance du logit de l’AUC !l, u" par

!l, u" ✏

✩

✫

✪

log
③AUC♣t%

1✁ ③AUC♣t%
✟ z1✁α④2

σt
▲

❄

n

③AUC♣t%
✁

1✁ ③AUC♣t%
✠

✱

✳

✲

(dès que ③AUC♣t% est estimé différent de 0 ou 1). Pour améliorer la couverture des intervalles

de confiance asymptotiques proposés par DeLong et al. (1988), Zou et Yue (2013) proposent

de définir l’intervalle de confiance de l’AUC comme l’image de l’intervalle de confiance du logit

de l’AUC par la fonction expit (la fonction réciproque de logit), défini par x )( exp♣x%④
✥

1 .

exp♣x%
✭

. Ici, cela correspond alors à
✏

expit♣l%, expit♣u%
✘

. Ainsi, ces intervalles sont toujours dans
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 0, 1! et ne sont pas symétriques autour de l’estimation. Bien qu’asymptotiquement équivalents

aux intervalles « Wald-type », cela leur permet souvent d’avoir de meilleurs taux de couvertures.

Par ailleurs, Zou et Yue (2013) notent qu’il existe aussi d’autres opportunités intéressantes

pour raffiner la construction d’intervalles de confiance de probabilités, notamment le « Wilson

score interval » (Newcombe, 2012, Section 3.4.3), dont ils proposent une adaptation suivant le

raisonnement de Newcombe (2001) pour le cas d’une simple proportion.

En parallèle, Di Termini et al. (2012) ont montré par simulation que la couverture de bandes

de confiance pour l’incidence cumulée, calculées par une approche similaire à celle de l’article

présenté en Section IV.1, pouvait de même être améliorées en utilisant des transformations.

Suivant la même idée, on pourrait probablement améliorer la couverture des bandes de confiance

de l’AUC en calculant la bande de confiance du logit de l’AUC pour ensuite calculer la bande

de confiance de l’AUC par une transformation expit.

IV.2.2 Interprétation à l’aide des variables impropres de Fine et Gray et

définition d’un C-index

En présence de risques concurrents, pour faciliter l’interprétation, il peut être intéressant

d’utiliser de ce que Fine et Gray (1999) appellent des variables aléatoires « impropres ». Lorsque

l’on s’intéresse principalement à l’événement η ✏ 1, on peut en effet introduire la variable

impropre :

T ✝

✏ 11
♣η✏1# ✂ T $ 11

♣η✘1# ✂ ✽,

avec la convention 0✂✽ ✏ 0. Sachant M , la variable aléatoire impropre T ✝ a alors une fonction

de répartition égale à la fonction d’incidence cumulée F1♣t⑤M( ✏ P♣T ↕ t, η ✏ 1⑤M( pour

tout t ➔ ✽, et une masse égale à P♣T ✝

✏ ✽⑤M( ✏ 1 ✁ F1♣✽⑤M( en t ✏ ✽. C’est en fait le

modèle du risque instantané de T ✝ qui est à la base du populaire modèle prédictif de Fine et

Gray (1999).

Lorsque l’on souhaite faire de la prédiction en présence de risques concurrents, T ✝ joue
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souvent un rôle analogue à celui du temps de survie T sans risque concurrent. En notant que

AUC♣t! ✏ P

✁

Mi → Mj

✞

✞

✞
Ti ↕ t, ηi ✏ 1, %Tj → t✉ ❨ %Tj ↕ t, ηj ✘ 1✉

✠

✏ P
#

Mi → Mj ⑤T
✝

i ↕ t, T ✝

j → t
✟

,

la définition d’un contrôle comme un sujet i vérifiant Ti ↕ t, ηi ✘ 1 ou Ti → t apparaît une fois

de plus assez naturelle.

De même, en rappelant que le C-index tronqué en τ0 est, sans risque concurrent, défini par

C♣τ0! ✏ P♣Mi → Mj ⑤Ti ➔ Tj , Ti ➔ τ0!, alors on peut aussi naturellement définir un C-index

en présence de risques concurrents par

C♣τ0! ✏ P♣Mi → Mj ⑤T
✝

i ➔ T ✝

j , T
✝

i ➔ τ0!

✏ P

✁

Mi → Mj

✞

✞

✞
Ti ➔ τ0, ηi ✏ 1, %Ti ➔ Tj✉ ❨ %Ti ➙ Tj , ηj ✘ 1✉

✠

.

Comme pour l’AUC, on peut estimer C♣τ0! par une méthode IPCW. Sous l’hypothèse que la

censure ne dépend pas du marqueur M , on peut aussi utiliser l’estimateur de Kaplan-Meier pour

définir les poids, montrer que l’estimateur a de bonnes propriétés asymptotiques, et notamment

une représentation i.i.d de la même forme que celle du lemme 1 de l’article de la Section IV.1.

De même, on peut estimer ces termes i.i.d simplement à partir d’estimateurs empiriques et en

dériver des régions de confiance ou des tests (Wolbers et al., 2013).

La définition de ce C-index avait été informellement suggérée par Wolbers et al. (2009). Plus

récemment, nous avons complété ce travail en proposant des estimateurs IPCW consistants et

asymptotiquement gaussiens (Wolbers et al., 2013). Une étude de simulation a montré de bons

résultats pour les procédures d’inférence proposées, et une application à l’étude des capacités

pronostiques d’un score de risque d’événement cardio-vasculaire a illustré l’intérêt pratique de

la méthode (Wolbers et al., 2013).
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IV.2.3 Prise en compte de la censure par intervalle par un modèle

multi-états

Une particularité des données de cohorte de vieillissement est que l’événement démence est

censuré par intervalle. En effet, on ne connaît pas la date exacte du début de la démence d’un

sujet. On peut seulement savoir qu’elle apparaît entre deux visites auxquelles le sujet est vu par

un psychologue : la démence apparaît entre la date de la dernière visite à laquelle le sujet est

vu sain, et la première à laquelle il est vu dément. Par ailleurs, lorsqu’un sujet décède sans avoir

été diagnostiqué dément, on ne sait pas s’il a développé une démence entre la date de dernière

visite à laquelle il a été vu sain et son décès. Par opposition, les dates de décès sont connues

de manière exacte.

Pour étudier ces données censurées par intervalle dans l’application de l’article de la Sec-

tion IV.1, nous avons utilisé une règle d’imputation « brutale » pour créer les données  ♣  Ti,  ηi", i ✏

1, . . . , n✉. Elle consistait en la méthode suivante, illustrée par la Figure IV.1. Lorsqu’une dé-

mence était diagnostiquée à une visite, le temps de démence était imputé égal au milieu de

l’intervalle entre la dernière visite précédant le diagnostic (Vk) et la visite de diagnostic (Vk 1)

(Figure IV.1a). Lorsqu’un sujet décédait sans avoir été diagnostiqué dément, il était considéré

comme décédé sans démence s’il décédait dans les deux ans suivant la dernière visite (Vk), et

comme censuré à la dernière visite autrement (Figure IV.1b). Enfin, un sujet non diagnostiqué

dément et non décédé durant le suivi était considéré censuré à sa dernière visite.

Dans un autre travail (Jacqmin-Gadda et al., 2013c), nous avons proposé deux méthodes de

calcul de l’AUC pour ce type de données censurées par intervalle, qui permettent d’éviter cette

méthode d’imputation « brutale ». Pour cela, nous avons utilisé un modèle multi-états « illness-

death » markovien non-homogène, représenté à la Figure IV.2. L’idée consiste à modéliser un

processus stochastique, que nous noterons ♣E♣t", t % R", qui modélise l’ état dans lequel se

trouve un sujet au temps t : sain, noté E♣t" ✏ 0, dément, noté E♣t" ✏ 1 ou décédé, noté

E♣t" ✏ 2. Avec ces notations, on a la correspondance suivante avec les notations de l’article

précédent T ✏ inf t ➙ 0 : E♣t" ✘ 0✉, η ✏ E♣T ". Pour les modèles multi-états markoviens, les
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inclusion Vk : vu sain Vk 1 : vu dément

temps de suivi

Démence dans  Vk, Vk 1!

♣

 T ,  η# ✏ ♣%Vk 1 ✁ Vk✉④2, 1#

(a) Démence observée en Vk 1

inclusion Vk : vu sain Tdécès : décès

temps de suivi

Y a-t-il eu une démence ?

♣T̃ , η̃# ✏

✧

♣Tdécès, 2# si Tdécès ✁ Vk ➔ 2 ans
♣Vk, 0# sinon

(b) Décès sans démence observée

Figure IV.1 – Imputation des données de survie dans l’article Blanche et al. (2013a)

quantités clés sont les intensités de transition. Elles sont définies (sachant M) par

λhj♣t⑤M# ✏ lim
dt!0

1

dt
P
"

E♣t + dt# ✏ j⑤E♣t# ✏ h,M
✟

,

pour h ✏ 0, 1 et j ✏ 1, 2. L’intérêt de ce modèle est qu’il permet d’écrire la vraisemblance

des données censurées par intervalle sans avoir recours à aucune approximation. En effet, la

vraisemblance des données s’écrit naturellement en fonction des intensités de transition et des

observations.

Par exemple, dans le cas de la Figure IV.1b, pour lequel on ne sait pas si un sujet est devenu

dément avant son décès, sa vraisemblance s’écrit comme la somme de deux probabilités : celle

d’être devenu dément avant de décéder plus celle d’être décédé sans démence. C’est en fait la

somme des probabilités des deux trajectoires possibles dans le modèle multi-états markovien

non-homogène, sachant que l’on observe un état sain et un décès à deux instants ponctuels
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Sain
(0)

Dément
(1)

Décédé
(2)

λ01♣t!

λ02♣t! λ12♣t!

Figure IV.2 – Le modèle illness-death.

et rien entre les deux, comme illustré à la Figure IV.3. Dans ce cas, la contribution à la

vraisemblance du sujet s’écrira (en omettant le conditionnement sur M par souci de brièveté) :

décès en Tdécès sachant sain en Tdécès✁

exp

✂

✁

➺ Tdécès

0

✦

λ01♣u" # λ02♣u"
✮

du

✡

❧♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♠♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♥

❤❦❦❦❦✐❦❦❦❦❥

λ02♣Tdécès"

sain entre 0 et Tdécès✁

démence en s sachant sain en s✁ décès en Tdécès sachant dément en Tdécès✁

#

➺ Tdécès

Vk

exp

✂

✁

➺ s

0

✦

λ01♣u" # λ02♣u"
✮

du

✡

❧♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♠♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♥

❤❦❦✐❦❦❥

λ01♣s" exp

✂

✁

➺ Tdécès

s

λ12♣u"du

✡

❧♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♠♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♥

❤❦❦❦❦✐❦❦❦❦❥

λ12♣Tdécès" ds.

sain entre 0 et s✁ dément entre s et Tdécès✁

Le premier terme correspond à la trajectoire de la Figure IV.3c, le second à celle de la Fi-

gure IV.3b.

Pour davantage de détails sur l’écriture de la vraisemblance, on pourra consulter Joly et al.

(2002). Par ailleurs, pour une discussion plus théorique justifiant l’écriture de cette vraisem-

blance et les hypothèses supposées à partir de la théorie des processus de comptage, on pourra

consulter Commenges et Gégout-Petit (2007).
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0 1

2

temps

Vu sain Décès

11111111111111111
❧♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♠♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♥

non revu

(a) Trajectoire observée

0 1

2

temps

Vu sain DécèsDémence

Pas de Démence

(b) Possibilité 1 : démence
non observée puis décès

0 1

2

temps

Vu sain Décès

111111111111111
❧♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♠♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♥

Pas de Démence

(c) Possibilité 2 : décès sans
démence

Figure IV.3 – Trajectoires observées et possibles des sujets décédant après une dernière visite
à laquelle ils ont été vus sains.

En paramétrant les intensités de transition par un modèle à risques proportionnels, i.e.

λhj♣t⑤M" ✏ λ0
hj♣t" exp♣βhjM", (IV.1)

pour h ✏ 0, 1, j ✏ 1, 2, on peut estimer les paramètres du modèle par la méthode du maximum

de vraisemblance. Les risques de base λ0
hj♣t", h ✏ 0, 1, j ✏ 1, 2, peuvent être modélisés de

diverses façons, via des lois de Weibull ou des splines par exemple. Pour l’utilisation de splines,

Joly et al. (2002) proposent en fait une méthode de maximum de vraisemblance pénalisée, en

pénalisant sur les dérivées secondes des risques de base. L’idée sous-jacente est d’éviter que la

grande souplesse des splines, qui mime une estimation complètement non paramétrique, induise

l’estimation de risques de base trop irréguliers, qui surajouterait les données.

En notant que

Se♣c, t" ✏ P♣M → c⑤T ↕ t, η ✏ 1"

✏

✧

➺

✽

c

F1♣t⑤m"fM ♣m"dm

✯

▼

✧

➺

✽

✁✽

F1♣t⑤m"fM ♣m"dm

✯

,
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avec fM ♣☎" la densité de distribution du marqueur M , et

F1♣t⑤m" ✏ P♣T ↕ t, η ✏ 1⑤M ✏ m" (IV.2)

✏

➺ t

0

λ01♣u⑤m" exp

✂

✁

➺ u

0

✦

λ01♣s⑤m" ' λ02♣s⑤m"

✮

ds

✡

du, (IV.3)

on peut définir un estimateur semi-paramétrique de Se♣c, t" à partir du n✁échantillon des

données par

①Se♣c, t" ✏

★

1

n

n
➳

i✏1

♣F1♣t⑤Mi"11
♣Mi→c#

✰

▼

★

1

n

n
➳

i✏1

♣F1♣t⑤Mi"

✰

, (IV.4)

où ♣F1♣t⑤Mi" est défini par (IV.1) et (IV.3) en remplaçant les paramètres par leur estimation.

Cet estimateur est semiparamétrique au sens où il est paramétrique sur la distribution de ♣T, η"

sachant M , mais non paramétrique sur la distribution de M , puisque l’espérance sur M est

estimée par une moyenne empirique. Suivant le même raisonnement, on peut aussi estimer les

spécificités et les AUCs.

Un inconvénient de cette méthode est néanmoins qu’elle suppose quelques hypothèses liées

à la modélisation, comme la log-linéarité de l’effet de M sur chaque intensité de transition,

la proportionnalité des risques et l’hypothèse markovienne. Pourtant, de telles hypothèses ne

sont pas toujours souhaitables ni raisonnables en pratique. De plus, vérifier ces hypothèses

par des méthodes graphiques, basées sur les résidus martingales par exemple (Therneau, 2000,

Chapitre 4), comme on peut le faire en présence de données censurées à droite, n’est pas, à

notre connaissance, faisable avec ce type de données censurées par intervalle.

En même temps, pour de nombreux sujets on connaît leur état sain, dément ou décédé sans

démence en t, donc on sait s’ils sont des cas ou des contrôles en t. Il est donc dommage de

ne pas utiliser cette information. Rappelons que si elle était disponible pour tous les sujets, on

pourrait utiliser les estimateurs non paramétriques usuels, basés sur de simples proportions.

Nous avons donc également proposé des estimateurs alternatifs, basés sur une méthode dite

d’imputation (Jacqmin-Gadda et al., 2013c). L’idée consiste à définir des estimateurs par de

simples proportions, pour lesquelles on compte 1 ou 0 pour les sujets dont on sait s’ils sont

des cas ou des contrôles en t, et pour lesquelles on compte un score entre 0 et 1 pour les
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autres. Ce score correspond à la probabilité d’être un cas ou un contrôle en t, sachant toute

l’information sur le sujet. L’information disponible sur le sujet inclut sa valeur du biomarqueur,

mais aussi la date de la dernière visite à laquelle il a été vu sans démence, le statut vital connu

(décédé ou vivant) et éventuellement la date de la première visite à laquelle il a été vu dément.

Les probabilités d’être un cas ou un contrôle sont estimées à partir des estimations du modèle

illness-death markovien obtenues par maximisation de la vraisemblance ou de la vraisemblance

pénalisée. Les estimateurs par imputations font donc les mêmes hypothèses que les estimateurs

semiparamétriques précédemment décrits. Néanmoins, ils seront généralement moins biaisés en

cas de mauvaise spécification du modèle, dès lors que la proportion de sujets pour lesquels on

ne connaît pas le statut cas ou contrôle en t est faible.

Pour comparer les différents estimateurs en présence de données censurées par intervalle,

nous avons présenté une étude de simulation (Jacqmin-Gadda et al., 2013c). L’une des conclu-

sions était que l’estimateur par imputation était le moins biaisé des deux estimateurs utilisant le

modèle multi-états en cas de mauvaise spécification. Les résultats ont aussi montré que les biais

engendrés par l’utilisation de la méthode d’imputation « brutale » et des estimateurs IPCW

étaient généralement faibles, et étaient du même ordre ou plus faibles que ceux des estimateurs

basés sur le modèle multi-états, en cas de mauvaise spécification.

En conclusion, en présence de données censurées par intervalle du type de celle de Pa-

quid et Trois-Cités, les estimateurs semi-paramétriques comme celui de l’équation (IV.4) sont

à éviter et on recommande plutôt d’estimer la courbe ROC par les estimateurs IPCW et la

méthode d’imputation « brutale ». Cependant, on conseille de valider les résultats avec l’esti-

mateur par imputation basé sur le modèle illness-death, dans l’esprit d’une analyse de sensibilité.

Enfin, notons qu’aujourd’hui il n’existe pas, à notre connaissance, de méthode du maximum

de vraisemblance non-paramétrique pour des données censurées par intervalle comme celle

de Paquid. Certains travaux ont cependant récemment fait quelques avancées dans ce sens

(Frydman et Szarek, 2009; Frydman et al., 2013). S’ils étaient étendus à la prise en compte

de covariables, ils pourraient cependant représenter des opportunités intéressantes pour définir
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des estimateurs non paramétriques consistants.

IV.2.4 Application à un score pronostique composite de la démence

Dans un travail épidémiologique connexe (Jacqmin-Gadda et al., 2013b), l’objectif était de

proposer un score prédictif de la démence, principalement à 10 ans, en fonction de différents

scores cognitifs, du sexe, de l’âge et du niveau d’études. Pour tenir compte du risque compé-

titif de décès sans démence et de la censure par intervalle, le score pronostique a été estimé

avec le modèle multi-états « illness-death » (Figure IV.2), par la méthode du maximum de

vraisemblance (Joly et al., 2002).

La combinaison linéaire correspondant au prédicteur linéaire d’un modèle à risques propor-

tionnels pour l’intensité de transition de l’état sain à l’état dément a été retenue comme score

pronostique.

Bien que d’autres approches étaient possibles, ce choix a été motivé par les bonnes perfor-

mances de ce score et surtout sa relative simplicité, qui en fait un score à la fois transparent et

probablement assez portable d’une population à l’autre (car ne dépendant pas des risques de

bases des diverses intensités de transitions par exemple, i.e. des incidences de la démence, du

décès sans démence ou du décès des déments).

Le score prédictif a été estimé sur un échantillon final de 2795 sujets de la cohorte Paquid. Il

combinait les variables suivantes : l’âge du sujet, son niveau d’éducation, ses plaintes mnésiques,

les trois tests psychométriques du Mini-Mental State Examination (MMSE), du Digit symbol

substitution test et du Test de fluence verbal d’Isaac (présenté en Section I.2.3) et le sous score

du MMSE correspondant à l’évaluation de la mémoire épisodique.

Les estimations des AUCs ont été réalisées avec deux méthodes : la méthode d’imputation

« brutale » des données utilisant les estimateurs IPCW (notée « IPCW ») et la méthode d’im-

putation utilisant le modèle multi-états (notée « imputation »). Les estimations des AUCs à

10 ans étaient, respectivement pour les méthodes « IPCW » et « imputation », ③AUC
✝

♣t ✏

10" ✏ 81.4% et 82.8% (écarts types estimés (s.e)= 1.5% et 1.4%) et③AUC♣t ✏ 10" ✏ 75.0%

et 77.0% (s.e=1.6% et 1.6%). Comme ces estimations d’AUCs étaient réalisées sur les mêmes
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données que celles ayant été utilisées pour estimer le score prédictif, une estimation par « 10-fold

cross-validation » a aussi été réalisée pour estimer un éventuel biais d’optimisme. Elle a mené

aux mêmes résultats à plus ou moins 0.6% et 0.9%, respectivement. Cette faible différence

entre les AUCs estimés avec ou sans cross-validation peut s’expliquer par le faible nombre de

paramètres du modèle multi-états retenu, comparé à la taille de l’échantillon.

IV.2.5 Implémentation dans le package ’timeROC’

Le package R ’timeROC’ permet de calculer les estimateurs présentés dans l’article de la

Section IV.1. Il est disponible sur le site du CRAN (« Comprehensive R Archive Network »), à

l’adresse http://cran.r-project.org.

La fonction principale est la fonction timeROC. Elle calcule les estimateurs IPCW de la

sensibilité, de la spécificité et de l’AUC en présence de données censurées, avec ou sans risque

compétitif. L’estimation des termes i.i.d des décompositions de l’AUC est également fournie.

Plusieurs fonctions permettent de réutiliser les sorties de la fonction timeROC et de présenter

l’essentiel des résultats :

➍ print permet de visualiser un résumé succinct des estimations.

➍ confint permet de calculer des intervalles de confiance et des bandes de confiance

simultanées d’AUCs.

➍ compare permet de tester des différences d’AUCs.

➍ plot permet de tracer des courbes ROC.

➍ plotAUCcurve permet de tracer des courbes de l’évolution de l’AUC, de ses intervalles

de confiance et de ses bandes de confiance simultanées au cours du temps.

➍ plotAUCcurveDiff permet de tracer des courbes de l’évolution d’une différence d’AUCs,

de ses intervalles de confiance et de ses bandes de confiance simultanées au cours du

temps.

La fonction indépendante SeSpPPVNPV est aussi incluse. Elle permet d’estimer des sensibilités,

des spécificités, des valeurs positives prédictives (PPV) et des valeurs positives négatives (NPV)

ainsi que leurs écart-types pour une valeur seuil donnée.
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Enfin, notons aussi que le package R ’smoothHazard’ (Touraine et al., 2013) permet

d’estimer le modèle multi-états markovien illness-death décrit en Section IV.2.3. Les sorties du

package permettent ensuite de calculer les estimateurs alternatifs proposés en Section IV.2.3,

qui prennent en compte la censure par intervalle à l’aide d’un modèle multi-états.

IV.2.6 Conclusion du chapitre

1. Dans ce chapitre, on a proposé des méthodes d’estimations IPCW (« Inverse Probability

of Censoring Weighting ») pour la courbe ROC dépendant du temps, et l’aire sous cette

courbe, en présence de risques compétitifs et de données censurées à droite. Quelques

résultats asymptotiques ont été présentés pour la construction de régions de confiance et

de tests de comparaison d’AUCs, et des simulations ont illustré leurs bonnes performances.

2. Pour faciliter l’accessibilité de la méthode à d’autres utilisateurs, nous avons créé le

package ’timeROC’.

3. Bien que les méthodes développées ne supposent qu’une censure à droite, et pas de

censure par intervalle, nos simulations ont montré qu’une approche d’approximation des

données censurées par intervalle, par une imputation « brutale », ne semblait pas intro-

duire de biais majeurs. La méthode apparaît ainsi robuste à une application aux données

des cohortes Paquid et Trois-Cités.

4. Nous avons également proposé des méthodes alternatives, basées sur un modèle multi-

états illness-death, pour spécifiquement traiter la censure par intervalle. En particulier

une méthode d’imputation paramétrique que nous recommandons d’utiliser dans l’esprit

d’une analyse de sensibilité.

5. La motivation épidémiologique de cette thèse était le développement et l’évaluation d’un

score pronostique pour la démence. Nous avons proposé un tel score. À notre connais-

sance, c’est le premier score pronostique proposé et évalué en tenant compte du risque

compétitif de décès et des problèmes de censure par intervalle. Par ailleurs, un accent a
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été mis sur la clarification de la notion de capacité pronostique de ce score, en contrastant

deux définitions de l’AUC.

6. Enfin, bien que le travail de ce chapitre porte sur l’étude de la démence, les méthodes pro-

posées pourront s’appliquer au delà de ce contexte, car le développement et la validation

de score pronostique connaissent aussi un intérêt pour de nombreuses autres applications.

Notons d’ailleurs que pour les pronostics de cancer et de risques cardio-vasculaires, entre

autres, les données sont le plus souvent uniquement censurées à droite. Les méthodes pro-

posées dans la Section IV.1 et implémentées dans ’timeROC’ peuvent donc directement

être appliquées à ces pathologies.
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V.1 Manuscrit soumis à publication

Résumé : Dans ce troisième travail, on s’intéresse à évaluer et comparer des prédictions

dynamiques issues de modèles conjoints pour un marqueur longitudinal et des données de

survie. On dit que les prédictions sont dynamiques car elles sont actualisées au fur et à mesure

que l’information sur le sujet croît avec le temps landmark à partir duquel on fait la prédiction.

Pour cela, on propose l’utilisation du Brier score (BS), de l’aire sous la courbe ROC (AUC) et de

leurs estimateurs IPCW adaptés à la présence de risques concurrents et de données censurées.

Quelques propriétés asymptotiques sont étudiées, dont on dérive des régions de confiance et

des tests pour comparer des courbes de BS et d’AUC. Les tests permettent notamment de

comparer simultanément les prédictions dynamiques de deux modèles pronostiques à plusieurs

temps landmark.

Les procédures d’inférence sont évaluées à partir de simulations avant d’être appliquées à

nos données de motivation : les cohortes Paquid et Trois-Cités. Deux modèles conjoints sont

estimés sur les données de Paquid, et deux outils de prédictions dynamiques de démence en sont

dérivés pour les sujets de Trois-Cités, chacun utilisant un test cognitif différent. Les méthodes

proposées permettent de mettre en évidence des différences significatives entre les capacités

pronostiques des deux outils pronostiques dynamiques.

Ci-après sont présentés le manuscrit principal et son web-appendix.
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Summary:

Motivated by the growing interest on personalized medicine, joint modeling of longitudinal marker and time-to-

event has recently started to be used to derive dynamic individual risk predictions. Individual predictions are called

dynamic because there are updated when information on the subject’s health profile grows with time. We focus in

this work on statistical methods for quantifying and comparing dynamic predictive accuracy of this kind of prognostic

models, accounting for right censoring and possibly competing events. Dynamic area under the ROC curve (AUC) and

Brier Score (BS) are used to quantify predictive accuracy. Nonparametric inverse probability of censoring weighting

technique is used to estimate dynamic curves of AUC and BS as functions of the time at which predictions are made.

Asymptotic results are established and pointwise confidence intervals as well as simultaneous confidence bands are

derived. Tests are also proposed to compare the dynamic prediction accuracy curves of two prognostic models. The

finite sample behavior of the inference procedures are assessed via simulations. We apply the proposed methodology

to compare different prediction models using repeated measures of different psychometric tests to predict dementia

in the elderly, accounting for the competing risk of death. Models are estimated on the French Paquid cohort and

predictive accuracies are evaluated and compared on the French Three-City cohort.

Key words: Competing risks; Dynamic prediction; Joint model; Longitudinal data; Prediction accuracy
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1. Introduction

Risk prediction models play important roles in numerous medical fields such as oncology

and cardiology. For patient counseling or targeting early detection of disease, they constitute

a basis of personalized medicine. In neurology for instance, current researches focus on

preventive treatments against Alzheimer’s disease that could be administered in the pre-

clinical phase to subjects at high risk of dementia (Aisen et al., 2011). Accurate prediction

models for dementia onset are thus required. Since the decline in cognitive functions could

begin long before a dementia diagnosis (Amieva et al., 2008), repeated measures of cognitive

tests over time could be helpful for the prediction of Alzheimer’s disease.

Whatever the clinical setting, ideally predictions should be as personalized as possible.

For instance in Alzheimer’s disease context, they should make the best use of the available

information about individual cognitive decline available at the landmark time s at which

predictions are made. We thus use the terminology of individual dynamic predictions to define

such predictions that are expected to be updated when information on the subject’s clinical

profile grows with time. In Section 2, we remind how the joint modeling of a longitudinal

marker and of a time-to-event can be used for building such dynamic predictions (Rizopoulos,

2011; Proust-Lima et al., 2012; Rizopoulos, 2012).

To be useful in clinical practice and health care, dynamic predictions need to have a good

prediction accuracy. Appropriate measures for quantifying prediction accuracy and proposals

for corresponding estimators are thus essential. Both the dynamic nature of the prediction

and the potential presence of competing events should impact the definitions of predictive

accuracy since they are real phenomena. For example, in the context of dementia prognosis

in the elderly, predictive accuracy definitions should depend on both, the landmark time

at which predictions are made, and of which depends the amount of information available,

and on the competing risk of dementia-free death. By contrast, censoring induced by lost
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to follow-up is a nuisance that should not impact the definition of predictive accuracy but

that has to be handled by the estimators. Thus, in Section 3 we propose adaptations of

definitions of Area Under the Receiver Operating Characteristic (ROC) Curve (AUC) and

expected Brier Score (BS) to the setting of dynamic prediction with competing risks. The

proposed definitions combine previously proposed definitions of AUC and BS for the dynamic

prediction setting (Parast et al., 2012; Schoop et al., 2008) and for the competing risk setting

(Schoop et al., 2011; Zheng et al., 2012; Blanche et al., 2013). We then discuss their meaning

and propose non-parametric Inverse Probability of Censoring Weighting (IPCW) estimators.

Induced by the recent advances on medical and statistical knowledge and the novel compu-

tation opportunities, more and more prediction models are becoming available. Before using

one of them in clinical practice, it would be useful to rigorously compare their predictive

abilities. Motivated by the prediction of Alzheimer’s disease using aging cohort data, the main

objective of this work is therefore to provide inference procedures to rigorously quantify and

compare several dynamic prediction strategies. Thus, in Section 3 we provide large sample

results. They rigorously justify and enable computation of pointwise confidence intervals, si-

multaneous confidence bands as well as tests for comparing two dynamic prediction accuracy

curves of two dynamic prediction strategies. Within the context of dynamic predictions based

on joint modeling, simultaneous confidence bands are useful to compare dynamic predictions

simultaneously over a set of landmark times.The finite sample behavior of the asymptotic

inference procedures are investigated through a simulation study in Section 4.

Finally, Section 5 illustrates the interest of the proposed methodology. Two joint models for

dementia prediction using repeated measures of two different cognitive tests are estimated on

the French cohort Paquid (training set). The 5-years predictive accuracy of the two models

is then compared on a validation data set coming from the French Three-City cohort.
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2. Building dynamic prediction tools by joint modeling

2.1 Notations

Let T denote a time-to-event and η the cause of the event. For sake of simplicity, we assume

only two competing events and denote η = 1 the main event (e.g: dementia) and η = 2 the

competing event (e.g: dementia-free death). Due to censoring C induced by lost to follow-up,

we observe T̃ = min(T,C) and η̃ = ∆η where ∆ = 11(T6C) and 11(·) denotes the indicator

function. Let Y (t) be a marker measurement at time t. We assume that we observe the

independent and identically distributed (i.i.d) sample of n subjects
{
(T̃i,∆i, η̃i,Yi,Xi), i =

1, . . . , n
}
, where Xi denotes a vector of baseline covariates (e.g: gender and education level)

and Yi denotes the vector of ni observed repeated marker measurements Yij ≡ Yi(tij) for

subject i at time tij, j = 1, . . . , ni (e.g: repeated measurements of a cognitive test).

2.2 Joint modeling of longitudinal marker and time to event with competing risks

Joint models aim at jointly modeling the marker trajectory Y (·) and the time and cause of

the event (T, η). Most often, a fully parametric approach is used. The joint probability

distribution of
(
T, η, Y (·)

)
is thus parametrized by a vector of parameters ξ. Modeling

strategies are diverse in the literature, but in most of the cases, the full likelihood of the data

{
(T̃i, η̃i,Yi), i = 1, . . . , n

}
given baseline covariates Xi, i = 1, . . . , n, denoted by L(T̃ ,η̃,Y), can

be written as

L(T̃ ,η̃,Y) =
n∏

i=1

∫

γi

LY {Yi|γi}L(T̃ ,η̃)

{
(T̃i, η̃i)|γi

}
fγ(γi)dγi.

The term LY {Yi|γi} denotes the contribution to the likelihood of the repeated marker

measurements Yi of subject i given a shared latent variable γi (discrete or continuous) of

distribution fγ(·). The contribution to the likelihood of the survival data (T̃i, η̃i) of subject

i given γi is defined as

L(T̃ ,η̃)

{
(T̃i, η̃i)|γi

}
= λ1(T̃i|γi)

11(η̃=1)λ2(T̃i|γi)
11(η̃=2)S(T̃i|γi),
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where S(T̃i|γi) = exp
(
−

∫ T̃i

0
{λ1(u|γi) + λ2(u|γi)} du

)
. In practice, parametric proportional

hazards models are usually chosen for modeling the cause specific hazards given γi denoted

by λk(·|γi), k = 1, 2, while a linear mixed model is the most often chosen for modeling the

marker trajectory Y (·), leading LY {Yi|γi} to be the likelihood of a multivariate gaussian

variable.

By exploiting the link between the two contributions to the likelihoods LY {Yi|γi} and

L(T̃ ,η̃)

{
(T̃i, η̃i)|γi

}
modeled by γi, the maximization of the full likelihood L(T̃ ,η̃,Y) enables to

consistently estimate the vector of model parameters ξ. Of particular interest, this approach

enables the consistent estimation of numerous models for evaluating the association between

a marker trajectory Y (·), that is an internal time-dependent covariate (Kalbfleisch and

Prentice, 2002, Section 6.3), and an event-time and an event-type (T, η) (Rizopoulos, 2012;

Tsiatis and Davidian, 2004).

Besides, let us note that two main approaches are often used for modeling the shared latent

variable γ. Either a continuous or a discrete distribution can be assumed for γ, leading to

the so-called “shared random effect” or “latent class” joint models respectively. We refer to

Proust-Lima et al. (2012) for a recent overview contrasting the two approaches. In this work,

we will make use of the joint latent class approach for our application, taking advantage

of its computational assets and of our previous experiences, in particular for prediction

purpose (Proust-Lima and Taylor, 2009; Proust-Lima et al., 2012). However, the following

methodology can be applied whatever the kind of joint model fitted.

2.3 Predictions from joint models

There is currently an increasing interest on making prediction using the joint model frame-

work (Henderson et al., 2002; Proust-Lima and Taylor, 2009; Rizopoulos, 2011, 2012; Proust-

Lima et al., 2012; Taylor et al., 2013). Based on the model specification and the vector of

estimated parameters ξ̂, various subject-specific probabilities can be computed. Of particular
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interest are the subject-specific probabilities of experiencing the main event within a time

interval (s, s + t] given the whole information available on the subject accumulated till

landmark time s. Here, t denotes a fixed window of prediction whereas the varying landmark

time s denotes the time at which predictions are made conditionally to the subject-specific

history. For 0 6 s < Ti, we thus define the dynamic predictions of event 1 (main event) for

subject i by

πi(s, t) = P
ξ̂
(s < Ti 6 s+ t, ηi = 1|Ti > s,Yi(s),Xi),

where P
ξ̂
denotes the probability distribution parametrized by ξ̂, Xi denotes the vector of

baseline covariates and Yi(s) denotes the entire information on the marker trajectory avail-

able for subject i by time s, i.e Yi(s) = {Yij : 0 6 tij 6 s, j = 1, . . . , ni}. These predictions

are dynamic in the sense that they change with increasing landmark time s and increasing

available information {Yi(s), Ti > s}. From a practical point a view, πi(s, t), i = 1, . . . , n, can

be computed from different approaches implying the use of Bayesian formulae, Monte-Carlo

simulations or numerical integrations (Proust-Lima et al., 2012; Rizopoulos, 2012, Sec. 7.1).

For the joint latent class approach used in our application, additional details are provided

in Section 5 and in the web-appendix B.

3. Quantifying and comparing dynamic predictive accuracy

In the following, we assume to observe an i.i.d sample of n subjects {(T̃i,∆i, η̃i, πi(·, ·)), i =

1, . . . , n}, where πi(·, ·) denotes a subject-i-specific prediction process computable for all

landmark times s and prediction horizon t. Note that assuming an i.i.d sample implies

that the prediction model (or any kind of prediction algorithm) used to compute πi(s, t)

from subject specific characteristic has been fitted on an independent learning dataset. By

convention and without loss of generality, we set πi(s, t) = 0 for all subjects i that are no
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longer at risk at landmark time s, and we assume that we are interested in the prediction of

event η = 1 (main event).

3.1 Definitions and meaning

We propose an adaptation of the definitions of two well established prediction accuracy

measures, the Area Under the ROC Curve (AUC) and the expected Brier score (BS), to

simultaneously account for both (i) the dynamic nature of the predictions and (ii) the

competing risks setting.

3.1.1 Dynamic AUC with competing risks. When developing a prediction model, it is

desirable to quantify its predictive accuracy in term of discrimination. In practice, one would

like a prediction tool that gives higher predicted risks of event for subjects who are more

likely to experience the event, than for subjects who are less likely to experience the event.

This is precisely what aims at measuring the AUC.

Formally, combining the definition of ROC curve for competing risks (Zheng et al., 2012;

Blanche et al., 2013) and the one for dynamic prediction (Parast et al., 2012), we propose

the following definition of the dynamic AUC, at landmark time s for a prediction horizon t:

AUC(s, t) = P

(
πi(s, t) > πj(s, t)

∣∣∣Di(s, t) = 1, Dj(s, t) = 0, Ti > s, Tj > s
)

where Di(s, t) = 11(s<Ti6s+t,ηi=1). With this notation (where “D” is for “diseased”), for any

subject i at risk at time s, Di(s, t) = 1 when subject i experiences the main event within the

time interval (s, s+ t], and Di(s, t) = 0 when either subject i experiences a competing event

within the time interval (s, s+t] or subject i is event free at time s+t. Within the terminology

of the ROC methodology, at fixed landmark time s and prediction horizon t, subject i at

risk at time s is defined as a case when Di(s, t) = 1 and a control when Di(s, t) = 0 (Zheng

et al., 2012; Blanche et al., 2013).

Note that an alternative definition of controls, excluding subjects experiencing the com-
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peting event, could also be proposed following Saha and Heagerty (2010). However, we here

prefer to define controls as all subjects that are not cases. The reason is that, using similar

argument as in McIntosh and Pepe (2002), with our definition of controls it can be shown

that the “true underlying” risk of event has the best (i.e the highest) of all possible AUC,

which is a desirable property for prediction accuracy assessment.

3.1.2 Dynamic Brier score with competing risks. Combining the definition of the Ex-

pected Brier score for competing risks (Schoop et al., 2011) and the one for dynamic

prediction (Schoop et al., 2008; Parast et al., 2012), we propose the following definition

for the dynamic expected Brier score

BS(s, t) = E

[(
D(s, t)− π(s, t)

)2∣∣∣T > s
]
,

which is a mean squared error. As recalled in Graf et al. (1999), the Brier score can be

expressed as

BS(s, t) =E

[(
E
[
D(s, t)

∣∣H(s)
]
− π(s, t)

)2∣∣∣T > s
]

+ E

[(
D(s, t)− E

[
D(s, t)

∣∣H(s)
])2∣∣∣T > s

]
(1)

where H(s) = {X,Y(s), T > s} denotes the history at time s used for computing the

prediction π(s, t). The second term in (1), named “inseparability”, does not depend on

the distribution of the predictions. The first term, named “imprecision” or “calibration”,

measures how close are the predictions to E
[
D(s, t)

∣∣H(s)
]
, i.e the “true underlying” risk

of event in (s, s + t] given H(s). Note that if the predictions were perfect, i.e if π(s, t) =

E
[
D(s, t)

∣∣H(s)
]
, then the best (i.e the lowest) of all possible BS for predictions using H(s)

would be reached and the “calibration” term would be equal to zero.

3.1.3 Contrasts between AUC and BS. The two predictive accuracy measures are inter-

esting and complete each other. AUC is more convenient for communication purpose, as
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it has a simple interpretation as a concordance index, does not depend on the main event

cumulative incidence P(s < T 6 s + t, η = 1|T > s), and so has an easily understandable

scaling. By contrast, BS has the advantage of being a more complete predictive accuracy

measure as it quantifies both calibration and discrimination. Indeed, it can be shown that the

“inseparability” term in (1) depends on the inherent discrimination ability of the information

H(s). However, as BS depends on the main event cumulative incidence, note that the scaling

of this predictive accuracy measure changes with s and has to be interpreted carefully.

3.2 Estimation

In presence of censored data induced by lost-to-follow-up, for all subjects i censored within

(s, s+ t] the indicator Di(s, t) cannot be computed and is thus unknown. To overcome such

“missing data” issue, the Inverse Probability of Censoring Weighting (IPCW) technique has

been successfully applied in lots of closely related settings in the last decade (Graf et al.

(1999); Hung and Chiang (2010); Blanche et al. (2013); Parast et al. (2012) among others).

Thus, we propose the IPCW estimators :

ÂUC(s, t) =

∑n
i=1

∑n
j=1 11(πi(s,t)>πj(s,t))D̃i(s, t)

(
1− D̃j(s, t)

)
Ŵi(s, t)Ŵj(s, t)

∑n
i=1

∑n
j=1 D̃i(s, t)

(
1− D̃j(s, t)

)
Ŵi(s, t)Ŵj(s, t)

and

B̂S(s, t) =
1

n

n∑

i=1

Ŵi(s, t)
(
D̃i(s, t)− πi(s, t)

)2

where the indicator D̃i(s, t) = 11(s<T̃i6s+t,η̃i=1) equals to 1 when subject i is known to have

experienced the main event within (s, s + t], and equals to 0 otherwise. To account for

censoring, the weights are defined as

Ŵi(s, t) =
11(T̃i>s+t)

Ĝ(s+ t|s)
+

11(s<T̃i6s+t)∆i

Ĝ(T̃i|s)
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where Ĝ(u) is the Kaplan-Meier estimator of survival function of the censoring at time u,

i.e P(C > u), and ∀u > s, Ĝ(u|s) = Ĝ(u)/Ĝ(s) estimates the conditional probability of not

being censored at time u conditionally on being uncensored at time s.

An important remark is that these estimators are model free in the sense that there is no

assumption about the correctness of the specification of the joint model used for computing

πi(s, t), i = 1, . . . , n. This is of particular importance when we aim at comparing several

predictions built from different joint models. Indeed, for a comparison purpose it would

appear paradoxical to us to use “model-based” predictive accuracy estimator (as used in

Proust-Lima and Taylor (2009) and Henderson et al. (2002)) since in any case several joint

models cannot likely be simultaneously well-specified.

Moreover, most often it is not realistic to assume that a model is well-specified whereas it

makes sense to claim that it is useful enough for prediction purpose. The estimation of its

predictive accuracy in this case is thus of interest and must be model-free to be consistent.

3.3 Large sample results

For sake of brevity, let θ(s, t) denote either AUC(s, t) or BS(s, t) and θ̂(s, t) the correspond-

ing IPCW estimator. Let τ0 < sup
{
u : P(T̃ > u) > 0

}
, τ1(s) > inf

{
u : P (T 6 s + u, η =

1|T > s) > 0
}

and τ2(s) < sup
{
u : P(T̃ > s + u) > 0

}
. Thus, [0, τ0] represents a time

window in which the probability of observing a subject at risk is non null, and [τ1(s), τ2(s)]

represents a time window in which there is both a non null probability of observing the main

event in (s, s+ t] and a non null probability of observing someone at risk at time s+ t.

The key result that both justifies and enables the computation of inference procedures for

θ(s, t) is the following.

Lemma 1: Assume that the censoring time C is independent of (T, η, π(·, ·)), then ∀s ∈
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[0, τ0], ∀t ∈ [τ1(s), τ2(s)] :

√
n
(
θ̂(s, t)− θ(s, t)

)
=

1√
n

n∑

i=1

IFθ(T̃i, η̃i, πi(s, t), s, t) + op (1)

where E

[
IFθ(T̃i, η̃i, πi(s, t), s, t)

]
= 0 and IFθ(·) is the influence function of the estimator

which is detailed in the web-appendix A, at formulae (8-9) and (20-21).

Proof. The proof follows similar arguments as the proof of Lemma 1 of Blanche et al. (2013)

and of Theorem 1 of Hung and Chiang (2010) and is provided in the web-appendix A.

From the decomposition of the estimator θ̂(s, t) in a sum of asymptotically i.i.d terms in

lemma 1, the central limit theorem induces the asymptotic normality of the estimator:

√
n
(
θ̂(s, t)− θ(s, t)

)
D−→ N

(
0, σ2

s,t

)
. (2)

Using a simple plug-in estimator ÎFθ(T̃i, η̃i, πi(s, t), s, t) detailed in the web-appendix A.3,

the variance σ2
s,t can be consistently estimated by the empirical estimator

σ̂2
s,t =

1

n

n∑

i=1

ÎFθ(T̃i, η̃i, πi(s, t), s, t)
2.

It can be seen that σ2
s,t is inversely proportional to the probability of being at risk at

landmark time s, i.e ST̃ (s) = P(T̃ > s). Therefore, note that the
√
n convergence rate of

θ̂(s, t) is thus consistent with the lemma 1 of Blanche et al. (2013) applied to any sub-sample

of ns subjects at risk at time s, since
√
ns =

√
n×

√
ST̃ (s) + op (1).

3.4 Confidence regions and tests

Let π(1)(·, ·) and π(2)(·, ·) be two rival prediction processes computable for all landmark times

s and prediction horizon t and respectively θ(1)(·, ·), and θ(2)(·, ·) their predictive accuracy

processes. For sake of brevity, we only display confidence regions and tests for the difference

△θ(·, t) = θ(1)(·, t)− θ(2)(·, t) at a given prediction horizon t.
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3.4.1 Inference procedures at a specific landmark time s. Let △θ̂(·, t) = θ̂(1)(·, t)− θ̂(2)(·, t)

define the IPCW estimator of △θ(·, t). As a consequence of lemma 1, for any landmark time

s, we directly obtain the asymptotic (1− α)-level pointwise confidence interval

{
△θ̂(s, t)± z1−α/2

σ̂△,s,t√
n

}
(3)

where z1−α/2 is the 1− α/2 quantile of the univariate standard normal distribution and

σ̂2
△,s,t =

1

n

n∑

i=1

△ÎFθ(T̃i, η̃i, π
(1)
i (s, t), π

(2)
i (s, t), s, t)2,

with△ÎFθ(T̃i, η̃i, π
(1)
i (s, t), π

(2)
i (s, t), s, t) = ÎFθ(T̃i, η̃i, π

(1)
i (s, t), s, t)−ÎFθ(T̃i, η̃i, π

(2)
i (s, t), s, t).

Instead of observing whether or not zero is contained within the confidence interval, for

all landmark times s and prediction horizons t satisfying condition of lemma 1, a test for

comparing the two prediction accuracy measures θ(1)(s, t) and θ(2)(s, t) can be equivalently

derived. Indeed, under H(s)
0 : △θ(s, t) = 0, as n → ∞ then

△θ̂(s, t)

σ̂△,s,t/
√
n

D−→ N (0, 1) .

3.4.2 Simultaneous inference procedures over a set of landmark time s. Pointwise confi-

dence intervals and tests are of interest when aiming at quantifying and comparing predictive

accuracy at a specific landmark time s. However, within the joint modeling framework that

enables computations of dynamic predictions for a set (or an interval) of landmark times s,

denoted S, it is also desirable to quantify the overall predictive accuracy over S for a fixed

prediction horizon t. A simultaneous confidence band is then useful to estimate the variability

of the estimation of the curve
{(

s,△θ(s, t)
)
, s ∈ S

}
. A (1−α)-simultaneous confidence band

for this curve is defined as a region containing this curve with probability level 1 − α. By

definition, a simultaneous confidence band is larger that the band of pointwise confidence

intervals. We propose to compute an asymptotic (1− α)-simultaneous confidence band by :

{
△θ̂(s, t)± q̂

(S,t)
1−α

σ̂△,s,t√
n

}
, s ∈ S, (4)
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where q̂
(S,t)
1−α is a (1 − α)-quantile that depends on both the landmark time set S and the

prediction horizon t. By use of lemma 1, the following simulation-based technique is applied

to estimate these quantiles by properly accounting for the autocorrelation of the process

△θ̂(·, t):

(1) For b = 1, . . . , B, with B large enough, say B = 4000 for instance:

(a) Generate a random sample (ωb
1, . . . , ω

b
n) from n independent standard normal distri-

butions.

(b) Using the estimator ÎFθ(·) detailed in web-appendix A.3, compute :

Υb = sup
s∈S

∣∣∣∣∣
1√
n

n∑

i=1

ωb
i

△ÎFθ(T̃i, η̃i, π
(1)
i (s, t), π

(2)
i (s, t), s, t)

σ̂△,s,t

∣∣∣∣∣

(2) Compute q̂
(S,t)
1−α as the 100(1− α)th percentile of

{
Υ1, . . . ,ΥB

}
.

Note that when S reduces to any singleton {s} then q̂
(S,t)
1−α is close enough from z1−α/2 as

soon as B is large enough. By contrast, larger is the set S and weaker is the autocorrelation

of the process θ̂(·, t) and larger will be q̂
(S,t)
1−α compared to z1−α/2. Based on the conditional

multiplier central limit theorem (Van der Vaart and Wellner, 1996), this kind of simulation

approach has already been successfully applied in related settings, by Lin et al. (1994) and

Martinussen and Scheike (2006) among others.

The confidence band of the curve
{(

s,△θ(s, t)
)
, s ∈ S

}
can either be used :

• to test whether or not the two dynamic prediction accuracy curves are different, i.e H0 :

∀s ∈ S △ θ(s, t) = 0, by observing whether or not the zero line is contained within the

band;

• or to assert that one dynamic prediction accuracy is significantly uniformly higher than

another in the set of landmark times, i.e ∀s ∈ S △ θ(s, t) > 0, by observing whether or

not the confidence band overlaps the zero line.
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3.4.3 Remarks. Similarly, confidence regions can be derived for θ(s, t) instead of △θ(s, t).

The previous methodology applies by replacing △θ̂(s, t) by θ̂(s, t), △ÎFθ(·) by ÎFθ(·) and

σ̂△,s,t by σ̂s,t in the formulae (3) and (4) and in the algorithm to compute q̂
(S,t)
1−α .

Note that there is no equivalence between the confidence regions for predictive accuracy

overlapping and the significance of the differences, in particular because of paired data. Con-

fidence regions for θ(s, t) and △θ(s, t) either at a single landmark time s or simultaneously

over s ∈ S are thus complementary to each other.

4. Simulation study

The objective of the simulation study was to check the finite sample behavior of the inference

procedures, in particular those for simultaneous inference procedures over a set of landmark

times. Scenarii choices were partly guided by the cognitive aging cohort data described in

Section 5.

4.1 Simulation scenarii

We considered a setting with two competing risks and two longitudinal markers Y (l)(·),

l = 1, 2, both associated with the two competing events. For simplicity and to gain insights,

we generated the data from simple joint latent class models that consider a discrete shared

latent variable γ. We generated only two classes for γ from a Bernoulli distribution with

parameter p = 0.5. Class-specific constant hazard functions were chosen for cause-specific

hazards of the two events and the following linear mixed models were considered for the two

maker trajectories Y (l)(·), l = 1, 2:

Y
(l)
i (tij)|γi=g = (β

(l)
0g + b

(l)
i0 ) + (β

(l)
1g + b

(l)
i1 )× tij + ε

(l)
i (tij),

for class g = 1, 2, with (b
(l)
i0 , b

(l)
i1 ) ∼ N (0,Σ

(l)
b
) independent of γi, Σ

(l)
b = diag

(
σ
(l)
b0

2
, σ

(l)
b1

2
)

and an independent noise ε
(l)
i (tij) ∼ N (0, σ

(l)
ε

2
).

We generated a 10-year follow-up for the longitudinal data with repeated measurements
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every year. Independent censoring was generated with an exponential distribution. The

landmark times were chosen equal to the measurement times, i.e S = {0, 1, . . . , 10} and

the prediction horizon was set to t = 5 years. Parameters for survival data generation were

chosen such that the proportions of observed main event, competing event and censored

observations within the time interval (s, s + t] and observed event free at time s + t were

respectively around 20%, 10%, 20% and 50% for all landmark times s.

For each time s, two rival dynamic predictions π
(l)
i (s, t), l = 1, 2, were computed from

two joint latent class models, using formulae of web-appendicies B and C, each using one of

the two sets of repeated marker measurements Y(l)
i (s), l = 1, 2. Eight scenarii illustrated in

Figure 1 were investigated with sample sizes n = 2000 and 3000. Changes from one scenario

to another only consisted from changes in the marker trajectories generation. Two scenarii

were generated under the null hypothesis asserting that the dynamic predictive accuracy

curves were equal, by generating Y
(1)
i (·) and Y

(2)
i (·) from the same distribution. The two

scenarii differed by the distance between the two class-specific slopes β
(l)
11 and β

(l)
12 , l = 1, 2

(H0.1 and H0.2). Six scenarii were generated under the alternative hypothesis by breaking the

symmetry between the distribution of the two marker trajectories Y
(1)
i (·) and Y

(2)
i (·). Three

of them were generated by increasing the difference β
(1)
11 −β

(1)
12 between the class-specific slopes

for marker 1 (H1.1.1, H1.1.2, H1.1.3). Two scenarii were generated by making the standard

deviations σ
(l)
b0
, σ

(l)
b1

and σ
(l)
ε 1.5 or 2 times larger for l = 1 compared to l = 2 (H1.2.1, H1.2.2).

Contrary to the previous scenarii, one additional scenario was generated such that the two

class-specific trajectories of one of the two markers crossed (H1.3). Parameter values for data

generation are given in web-appendix C.

[Figure 1 about here.]
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4.2 Simulation results

For each scenario, we ran 1000 simulations and we estimated curves of AUC(s, t) and BS(s, t)

versus s ∈ S for the two dynamic predictions π(l)(s, t), l = 1, 2, and the curves of differences

△AUC(s, t) and △BS(s, t) versus s ∈ S. For all curves, pointwise confidence intervals

and simultaneous confidence bands at α-level equal to 5% were estimated as proposed in

Section 3.2 (with B = 4000). Pointwise comparison tests with H(s)
0 : △θ(s, t) = 0 at each

landmark time s ∈ S as well as simultaneous tests with H0 : ∀s ∈ S △ θ(s, t) = 0 were

computed.

For sake of brevity, we mainly present here the empirical coverage probabilities of simul-

taneous confidence bands for the two dynamic predictions and the type one error and power

of the test of H0 : ∀s ∈ S △ θ(s, t) = 0 (Table 1). Figure 2 illustrates the power of the tests

of H(s)
0 : △θ(s, t) = 0 for each landmark time s ∈ S and Figure 3 displays the mean curves

of AUC(s, t) versus s for π(2)(s, t) and the coverage probabilities of the pointwise confidence

intervals. Additional details about simulation results for pointwise inference are moved in

the web-appendix D.

[Table 1 about here.]

[Figure 2 about here.]

[Figure 3 about here.]

As expected, for both BS and AUC empirical coverage of confidence regions and type one

error are close to the chosen 95% and 5%-levels (Table 1). The simulation study thus confirms

that the asymptotic inference procedures behave well under our data generated scenarii. The

two sample sizes n = 2000 and n = 3000 illustrate the gain in power when the sample size

increases.

The BS comparison tests seem more powerful than the AUC one in these simulations.

However, this difference in power may largely depend on the simulation setting and is not
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confirmed in our application displayed in Section 5. It could come from the fact that, for

sake of simplicity, we have generated well calibrated dynamic predictions.

Note that Figue 3 displays an increase in AUC(s, t) for early increasing s that precedes a

decrease. Even if the models are accumulating more and more information when s increases,

and are thus more and more accurate, this decrease in discrimination is realistic and rational.

Indeed, the decrease essentially reflects the fact that the selection mechanism for the at risk

population makes it naturally more and more homogeneous.

Finally, Figure 2 displays an increase in power with increasing s that precedes a decrease

under the alternatives. This decrease may also be due to the selection mechanism, to the

decrease in the difference between the two dynamic prediction models with increasing s, and

to the decreasing number of subjects at risk.

5. Application to prediction of dementia onset in the elderly

5.1 Objective

The objective of this analysis is the quantification and the comparison of 5-year dynamic

predictions of dementia built from two different joint latent class models. The first one is

based on repeated measurements of the Mini Mental Score Examination (MMSE) (Folstein

et al., 1975), the second one is based on repeated measurements of the Isaacs Set Test short-

ened at 15 seconds (IST) (Isaacs and Kennie, 1973). The MMSE is a sum-score evaluating

various dimensions of cognition such as memory, calculation and language, and is a widely

used test for dementia screening or evaluating cognitive impairment in the elderly. The IST

shortened at 15 seconds mainly evaluates speed of verbal production and has been shown

to be particularly sensitive to small changes in cognition in the elderly (Proust-Lima et al.,

2007). Roughly, IST consists in asking a subject to give the longest list of words belonging

to 4 specific semantic categories in 15 seconds (truncated at 10 words by categories).
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The choice of a 5-year prediction horizon was guided by the clinical perspective of targeting

subjects at high risk of dementia, who could benefit from prevention programs or preventive

treatments.

5.2 Data from Paquid cohort (training cohort) and 3C cohort (validation cohort)

Paquid and Three-City (3C) are two French population-based studies that aimed at studying

cognitive aging and dementia onset. They included 3777 and 9294 subjects aged 65 years

and older and living at home at enrollment in 1988 and 1999, respectively. In both studies,

subjects were seen approximately every two or three years. Each visit included evaluations

of their cognitive abilities through a battery of cognitive tests and a standardized diagnosis

of dementia (Dartigues et al., 1992; The 3C Study Group, 2003).

Subjects demented, blind, deaf or confined to bed at the initial visit were excluded. At

time of analyses, 10-year follow-up data were not available for subjects from Dijon city. Only

subjects from Bordeaux and Montpellier cities were thus included in our 3C sample. Final

samples from Paquid and 3C data include n = 2970 and n = 3880 subjects with follow-up

durations of 20 and 10 years, respectively.

Time-to-dementia was computed as the time elapsed between study entry and the mid-

point between the time at the visit of diagnosis and the time at the last visit without

dementia. Subjects who died without a dementia diagnosis were considered as free of de-

mentia at their death time if the last visit was less than two years before the death and

were considered as censored at the last visit if duration between the last negative dementia

diagnosis and death was longer.

The two samples are described in the web-Table I. Age at inclusion (about 74 years) and

gender frequencies (about 40% of male) are similar in the two cohorts. Primary education

level is higher in the 3C cohort (32.5% of high education) than in the Paquid cohort (8.6%

of high education) and baseline cognitive scores are slightly higher in 3C than in Paquid.
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These differences mainly come from the fact that 3C is a more recent cohort than Paquid

and only includes subjects living in large cities.

5.3 Fitting a joint latent class model using the Paquid (training) sample

After preliminary analyzes, we chose the same model specification for the two joint latent

class models based either on IST or on MMSE. Paquid data was used to fit the two

corresponding models. Based on BIC criteria, we retained models with the three classes

for both IST and MMSE. Conditionally on each latent class γi = g, g = 1, 2, 3, we modeled

the subject i cognitive test trajectory by

Yi(tij)|γi=g =β0 + β0,ageAGEi + β0,educEDUCi + β0,learn11(tij=0) + bi0|γi=g

+
(
β1g + β1,ageAGEi + bi1|γi=g

)
× tij +

(
β2g + β2,ageAGEi + bi2|γi=g

)
× t2ij + εi(tij),

with (bi0|γi=g, bi1|γi=g, bi2|γi=g) ∼ N (0, σ2
gB), where B is unstructured, and an independent

noise εi(tij) ∼ N (0, σ2
ε). Binary variable EDUC and continuous variable AGE represent the

primary education level and the age at baseline. Note that the term β0,learn11(tij=0) was added

to account for the learning effect after the first interview (Jacqmin-Gadda et al., 1997) and

that the variables EDUC and AGE have a common effect over classes.

For cause-specific hazards of dementia (denoted by event-type 1) and dementia-free death

(denoted by event-type 2), we respectively modeled

λi,1(t|γi = g) = λ01,g(t) exp (α11,gAGEi + α21,gEDUCi)

and λi,2(t|γi = g) = λ02,g(t) exp (α12,gAGEi + α22,gEDUCi + α32,gSEXi) .

Class-specific baseline hazard of both event types λ0k,g(t), k = 1, 2, g = 1, 2, 3, were

parametrized by Weibull hazard functions. We directly used IST repeated measurements

as input in the first joint model, i.e as the Yi(tij). However, in order to account for ceiling

effects and curvilinearity of MMSE, we used a recently proposed monotonic transformation
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of the MMSE (Philipps et al., 2013) as input of the second joint model. Parameters of the

two models ξ(l), l = 1, 2, were estimated by maximizing the corresponding log-likelihoods.

5.4 Building predictions for the subjects of the 3C (validation) sample

Using the joint latent class models fitted on Paquid data, we computed subject-specific

predictions at each landmark times s = 0, 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5 and 4 years with a

prediction window of t = 5 years for all subjects of the 3C sample. By 3C study design,

dynamic predictions use one cognitive test measurement at s = 0 and up to three repeated

measurements when s increases till s = 4. For l = 1, 2, using estimated parameters ξ̂
(l)
,

baseline covariates X = (AGE, SEX, EDUC), and MMSE (l = 1) or IST (l = 2) repeated

measurements collected by time s, denoted by Y (l)
i (s), dynamic subject-specific predictions

for subjects of the 3C sample were computed as:

π
(l)
i (s, t) = P

ξ̂
(l)(s < Ti 6 s+ t, ηi = 1|T > s,Y(l)

i (s),Xi)

=

∑3
g=1 Pξ̂

(l)(γi = g)L
g,ξ̂

(l)(Y (l)
i (s)|Xi)

{
F
1g,ξ̂

(l)(s+ t|Xi)− F
1g,ξ̂

(l)(s|Xi)
}

∑3
g=1 Pξ̂

(l)(γi = g)L
g,ξ̂

(l)(Y (l)
i (s)|Xi)Sg,ξ̂

(l)(s|Xi)

where L
g,ξ̂

(l)(Y (l)
i (s)|Xi), F1g,ξ̂

(l)(s|Xi) and S
g,ξ̂

(l)(s|Xi) are respectively the density of Y (l)
i (s),

the cumulative incidence of dementia at time s and the all-event-free survival function at

time s conditionally on Xi and on the latent class γi = g (detailed formulae are given in

web-appendix B).

5.5 Quantifying and comparing predictive accuracy on the (validation) 3C cohort

Figure 4 shows that estimated AUCs for both curves corresponding to the two prediction

models are high (range from 0.79 to 0.90). This suggests that the proposed dynamic pre-

diction tools based on joint latent class models using repeated cognitive test measurements

have a good predictive accuracy in term of discrimination.

[Figure 4 about here.]
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Although the proportions of observed subjects getting dementia within each time window

(s, s + t] is low (range from 4.7% to 7.6%), the numbers are large enough (range from

182 to 227) due to the large sample size n = 3880. This makes confidence intervals and

confidence bands relatively narrow. Pointwise confidence intervals of the differences of AUCs

do not overlap the zero line. Consequently, for each landmark time s = 0, 0.5, . . . , 4 the

null hypotheses H(s)
0 : △AUC(s, t) = 0 are rejected with significance level of α = 5%. As

the simultaneous confidence bands do not contain the zero line then the simultaneous null

hypothesis H0 : ∀s ∈ S △ AUC(s, t) = 0 is also significantly rejected. More importantly,

as the simultaneous confidence band of the differences of AUCs does not even overlap the

zero line, we can also assert with confidence level of of 95% that predictions from IST have

a uniformly better prediction accuracy in term of AUC over all landmark times s ∈ S =

{0, 0.5, . . . , 4} than those from MMSE, i.e P
(
∀s ∈ S AUC(IST )(s, t) > AUC(MMSE)(s, t)

)
>

95%. Although not significant, BS for predictions from IST are also estimated lower than

those from MMSE (the lower the better).

Finally, as similarly discussed for simulation results in Section 4.2, the decreasing trends

for AUC(s, t) with increasing s is probably the consequence of a selection process that makes

the at risk population more and more homogeneous when s increases.

6. Discussion

We proposed two dynamic predictive accuracy curves to quantify and compare different

dynamic risk prediction tools derived from the joint modeling framework. The dynamic

AUC curve is easy to interpret and quantifies discrimination abilities. The dynamic BS

curve allows to additionally compare calibration. Estimators dealing with competing risk and

censored data were proposed. Asymptotic results were established and we derived pointwise

and simultaneous confidence regions as well as comparison tests that performed well in the

simulation study. Besides, by applying the proposed methodology to cohort data, we were
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able to show that: (i) dynamic predictions of dementia using repeated measurements of

cognitive tests have a high predictive accuracy in term of discrimination and that (ii) the

discrimination is uniformly better for the IST cognitive test than for the MMSE.

Although we focused on the competing risks setting, note that the proposed predictive

accuracy definitions, estimators and inferences procedures simplify and are still relevant

when there is only one type of event. In addition, in the more usual survival setting, the

proportions of observed events in each prediction window is often higher and so better are

the finite sample behaviors of the asymptotic procedures (simulation results not shown).

While pointwise simulation results about AUC confirmed those of Blanche et al. (2013)

applied to the at risk population at each landmark time, to our knowledge, the corresponding

pointwise inference procedures for BS have never been proposed. In addition to the inves-

tigation of confidence bands for dynamic AUC and BS, this work thus also contributed to

introduce innovative pointwise inference procedures for BS in the competing risk setting.

In practice, a specific risk prediction threshold, say 20% for instance, is sometimes of clinical

interest for decision making. For such cases, it would be complementary to derive inference

procedures for dynamic sensitivity, specificity and positive and negative predictive values

following similar lines than in Section 3.2. Explained variation criteria could also be derived,

by comparing the BS of any prediction tool with the BS of a “null” prediction tool ignoring

any subject-specific information (Graf et al., 1999). For a comparison purpose, comparing a

difference in explained variation would however be equivalent to comparing a difference in

BS.

Being model free, our inference procedures do not assume any correct model specification

and could also be applied beyond the joint modeling framework, to the rival landmarking

approach for example (van Houwelingen and Putter, 2012). Comparison of predictions from

joint modeling and landmarking is appealing and could also be investigated using our
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methodology. However, as the two approaches do not deal equivalently with random marker

measurement time and missing data as it happens in our cohort data, caution is needed and

more insights would be required for a fair comparison.
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Figure 1. Comparison of the marker trajectories according to each simulation scenarii.
Marker trajectories Y

(1)
i (·) and Y

(2)
i (·) conditionally to latent class γ = 1 (black) and γ = 2

(grey) are displayed in solid line. In scenario H1.2, gaussian densities of Y (l)(t = 6)|γ=2,
l = 1, 2, display the impact of dividing the standard errors by 1.5 or 2.
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Figure 2. Type I error and power of pointwise tests for the difference in AUC(s, t = 5) or
BS(s, t = 5) between the dynamic predictions π(l)(s, t = 5), l = 1, 2, when landmark time s
changes, according to each simulation scenario. n = 2000 subjects, 1000 runs.
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Figure 3. Average estimates of the curve AUC(s, t = 5) versus s for π(2)(s, t), n = 2000.
Average 95% pointwise confidence intervals (CI) and 95% simultaneous confidence band
(CB) are plotted from the average standard errors and quantiles over the 1000 runs. The
empirical coverage probabilities of the 95% CB is given in the legends and of the 95% CI for
each time s are displayed in the plot.
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Figure 4. Comparison of predictive accuracy of the two predicted risks of dementia within
time window (s, s + t) when s = {0, 0.5, 1, 1.5, . . . , 4} and t = 5 years. 95% pointwise
confidence intervals are displayed in dashed lines, 95% simultaneous confidence bands in
dotted lines. 3C data, n = 3880 subjects.
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Coverage rates Type I error
for confidence bands or power

AUCπ(1) BSπ(1) AUCπ(2) BSπ(2) △AUC △BS

n = 2000
H0.1 94.2 93.5 93.9 93.9 5.7 5.7
H0.2 92.8 93.1 93.6 94.0 5.0 5.2
H1.1.1 94.7 95.5 93.6 95.9 10.5 21.6
H1.1.2 95.3 95.2 93.6 95.9 21.9 56.9
H1.1.3 93.9 93.4 92.3 93.4 39.5 82.7
H1.2.3 93.7 94.0 93.3 93.4 68.4 85.1
H1.2.1 93.7 94.0 94.2 92.9 98.5 99.9
H1.3.3 94.1 93.2 93.6 94.7 99.3 97.7
n = 3000
H0.1 94.5 93.9 94.0 94.2 4.2 3.7
H0.2 93.0 95.4 93.7 94.3 4.7 4.7
H1.1.1 94.3 93.9 94.4 95.4 14.5 34.4
H1.1.2 94.1 94.3 94.4 95.4 34.0 80.7
H1.1.3 94.5 94.8 93.6 94.4 59.3 95.8
H1.2.3 94.7 94.9 93.7 93.9 85.6 95.6
H1.2.1 94.7 94.9 93.4 93.9 99.8 100.0
H1.3.3 92.9 94.4 93.2 94.2 100.0 99.9

Table 1

Simulation results. Empirical coverage probabilities of simultaneous confidence bands and type I error and power of
tests with H0 : ∀s ∈ S △ θ(s, t) = 0, for comparing dynamic predictions π(1)(·, t) and π(1)(·, t) (t = 5,

s ∈ {0, 1, . . . , 10}, 1000 runs).
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A Proof of lemma 1, and formulae of IFθ(·) and ÎFθ(·)
Let ST̃ (u) = P(T̃ > u), τ0 < sup

{
u : ST̃ (u) > 0

}
, τ1(s) > inf

{
u : P(T ≤ s + u, η =

1|T > s) > 0
}

and τ2(s) < sup
{
u : ST̃ (s + u) > 0

}
. Hereafter, we assume that

s ∈ S ⊂ [0, τ0] and t ∈ Ts ⊂ [τ1(s), τ2(s)].

The martingale representation of the Kaplan-Meier estimator of the censoring survival
function entails that, ∀s ∈ S,

sup
t∈Ts

∣∣∣∣∣
√
n
(
Ĝ(t)−G(t)

)
+
G(t)√
n

n∑

i=1

∫ t

0

dMCi
(u)

ST̃ (u)

∣∣∣∣∣ = op (1) (1)

1
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with the usual martingale MCi
(t) = 11(η̃i=0,T̃i≤t) −

∫ t

0
11(T̃i≥t)dΛC(u), where ΛC(·) denote

the cumulative hazard function of the censoring variable C (see for instance [1]).

Let us recall the following notations: ∀u > s G(u|s) = G(u)/G(s) and Ĝ(u|s) =

Ĝ(u)/Ĝ(s). By combining (1) with the first order Taylor expansion of the function (x, y) 7→
x/y at

(
Ĝ(s+ t), Ĝ(s)

)
, it therefore follows that

sup
s∈S,t∈Ts

∣∣∣∣∣
√
n
(
Ĝ(s+ t|s)−G(s+ t|s)

)
+
G(s+ t|s)√

n

n∑

i=1

∫ s+t

s

dMCi
(u)

ST̃ (u)

∣∣∣∣∣ = op(1). (2)

Besides, before going any further, let us note that the two following proofs follow similar
arguments as the proof of Lemma 1 of [4] and of Theorem 1 of [5].

A.1 Proof of lemma 1 for BS

The estimator B̂S(s, t) (Section 3.2 of the main manuscript) can be written as

B̂S(s, t) =
1

n

n∑

i=1

{
ĥBS
i,st,1 + ĥBS

i,st,2

}
, (3)

with,

ĥBS
i,st,1 =

11(T̃i>s+t)

Ĝ(s+ t|s)
πi(s, t)

2 (4)

and ĥBS
i,st,2 =

11(s<T̃i≤s+t)

Ĝ(T̃i|s)

(
11(η̃i 6∈{0,1})πi(s, t)

2 + 11(η̃i=1)

[
1− πi(s, t)

]2)
. (5)

Besides, let hBS
i,st,1 and h

BS
i,st,2 be defined by replacing Ĝ by G in formulae (4) and (5). Then,

note that

ĥBS
i,st,1 = hBS

i,st,1

(
1− Ĝ(s+ t|s)−G(s+ t|s)

Ĝ(s+ t|s)

)
(6)

and ĥBS
i,st,2 = hBS

i,st,2

(
1− Ĝ(T̃i|s)−G(T̃i|s)

Ĝ(T̃i|s)

)
. (7)

Combining (3),(6),(7) and (2), it follows that :

sup
s∈S,t∈Ts

∣∣∣∣∣
√
n
(
B̂S(s, t)− BS(s, t)

)
−

√
n

n2

n∑

i=1

n∑

j=1

ψBS
ij (s, t)

∣∣∣∣∣ = op(1)

2
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where

ψBS
ij (s, t) = hBS

i,st,1

(
1 +

∫ s+t

s

dMCj
(u)

ST̃ (u)

)
+ hBS

i,st,2

(
1 +

∫ T̃i

s

dMCj
(u)

ST̃ (u)

)
− BS(s, t). (8)

Then, let us also define the Hájek projection [9, Sec. 11.3]:

IFBS(T̃i, η̃i, πi(s, t), s, t)

= E

[
ψBS
ij (s, t) + ψBS

ji (s, t)
∣∣∣
(
T̃i, η̃i, πi(s, t)

)]

= hBS
i,st,1 + hBS

i,st,2 − BS(s, t)

+ E
[
hBS
jst,1

] ∫ s+t

s

dMCi
(u)

ST̃ (u)
+ E

[
hBS
jst,2

∫ T̃j

s

dMCi
(u)

ST̃ (u)

∣∣∣∣∣
(
T̃i, η̃i, πi(s+ t)

)
]
. (9)

The following i.i.d decomposition therefore holds from U-statistic theory (see for instance:
[8, Sec. 5.1.6], [7, Sec. 3.2.1] or [9, Chap. 12]) :

sup
s∈S,t∈Ts

∣∣∣∣∣
√
n
(
B̂S(s, t)− BS(s, t)

)
− 1√

n

n∑

i=1

IFBS(T̃i, η̃i, πi(s, t), s, t)

∣∣∣∣∣ = op(1)

A.2 Proof of lemma 1 for AUC

Let us introduce the following notations,

hAUC
ij,st,1 =

11(s<T̃i≤s+t,η̃i=1)11(T̃j>s+t)

G(T̃i|s)G(s+ t|s)
11(πi(s,t)>πj(s,t)), (10)

hAUC
ij,st,2 =

11(s<T̃i≤s+t,η̃i=1)11(s<T̃j≤s+t,η̃j 6∈{0,1})

G(T̃i|s)G(T̃j|s)
11(πi(s,t)>πj(s,t)), (11)

and fi,st =
11(s<T̃i≤s+t,η̃i=1)

G(T̃i|s)
. (12)

In addition, let ĥAUC
ij,st,1, ĥ

AUC
ij,st,2 and f̂i,st be defined be replacing G by Ĝ in formulae (10),

(11) and (12). Let also define hAUC
st = E

[
hAUC
ij,st,1 + hAUC

ij,st,2

]
and F1(s + t|s) = P(s < T ≤

s+ t, η = 1|T > s), and the corresponding consistent estimators:

ĥAUC
st =

1

n2

n∑

i=1

n∑

j=1

ĥAUC
ij,st,1 + ĥAUC

ij,st,2, (13)

and F̂1(s+ t|s) = 1

n

n∑

i=1

f̂i,st. (14)

3
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Then, note that:

ĥAUC
ij,st,1 = hAUC

ij,st,1

(
1− Ĝ(s+ t|s)−G(s+ t|s)

Ĝ(s+ t|s)

)(
1− Ĝ(T̃i|s)−G(T̃i|s)

Ĝ(T̃i|s)

)
(15)

ĥAUC
ij,st,2 = hAUC

ij,st,2

(
1− Ĝ(T̃i|s)−G(T̃i|s)

Ĝ(T̃i|s)

)(
1− Ĝ(T̃j|s)−G(T̃j|s)

Ĝ(T̃j|s)

)
(16)

and ĥi,st = fi,st

(
1− Ĝ(T̃i|s)−G(T̃i|s)

Ĝ(T̃i|s)

)
. (17)

Combining (13), (15),(16) and (2), it follows that :

sup
s∈S,t∈Ts

∣∣∣∣∣
√
n
(
ĥAUC
st − hAUC

st

)
−

√
n

n3

n∑

i=1

n∑

j=1

n∑

k=1

{
hAUC
ij,st,1

(
1 +

∫ T̃i

0

dMCk
(u)

ST̃ (u)
+

∫ t

0

dMCk
(u)

ST̃ (u)

)

+ hAUC
ij,st,2

(
1 +

∫ T̃i

0

dMCk
(u)

ST̃ (u)
+

∫ T̃j

0

dMCk
(u)

ST̃ (u)

)
− hAUC

st

}∣∣∣∣∣ = op (1) . (18)

Combining (14), (17) and (2), it also follows that :

sup
s∈S,t∈Ts

∣∣∣∣∣
√
n
(
F̂1(s+ t|s)− F1(s+ t|s)

)
−

√
n

n2

n∑

i=1

n∑

k=1

{
fi,st

(
1 +

∫ T̃i

0

dMCk
(u)

ST̃ (u)

)

− F1(s+ t|s)
}∣∣∣∣∣ = op (1) . (19)

As reminded in [4, Sec 3.1], based on results from [6] and [2] it can be seen that:

n∑

j=1

{
11(T̃j>s+t)

Ĝ(s+ t|s)
+

11(s<T̃j≤s+t,η̃j 6∈{0,1})

Ĝ(T̃j|s)

}
=

n∑

i=1

{
1−

11(s<T̃i≤s+t,η̃i=1)

Ĝ(T̃i|s)

}
.

As a consequence, the denominator of ÂUC(s, t) reduces to F̂1(s+ t|s)
{
1− F̂1(s+ t|s)

}

and this leads to ÂUC(s, t) = ĥAUC
st

/[
F̂1(s+ t|s)

{
1− F̂1(s+ t|s)

}]
. Thus, by combin-

ing (18), (19) and a first order Taylor expansion of the function (x, y) 7→ x
/
{y(1− y)} at

(x, y) = (ĥst, F̂1(s+ t|s)), we further derive

sup
s∈S,t∈Ts

∣∣∣∣∣
√
n
(
ÂUC(s, t)− AUC(s, t)

)
−

√
n

n3

n∑

i=1

n∑

j=1

n∑

k=1

ΨAUC
ijk (s, t)

∣∣∣∣∣ = op (1)
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where

ΨAUC
ijk (s, t) =

{
hAUC
ij,st,1

(
1 +

∫ T̃i

0

dMCk
(u)

ST̃ (u)
+

∫ t

0

dMCk
(u)

ST̃ (u)

)

+ hAUC
ij,st,2

(
1 +

∫ T̃i

0

dMCk
(u)

ST̃ (u)
+

∫ T̃j

0

dMCk
(u)

ST̃ (u)

)

− hAUC
st − hAUC

st (1− 2F1(s+ t|s))
F1(s+ t|s)

(
1− F1(s+ t|s)

)
[
fi,st

(
1 +

∫ T̃i

0

dMCk
(u)

ST̃ (u)

)
− F1(s+ t|s)

]

}/[
F1(s+ t|s)

{
1− F1(s+ t|s)

}]
. (20)

Let us also define the Hájek projection [9, Sec. 11.3]:

IFAUC(T̃i, η̃i, πi(s, t), s, t)

= E

[
ψAUC
ijk (s, t) + ψAUC

jik (s, t) + ψAUC
jki (s, t)

∣∣∣
(
T̃i, η̃i, πi(s, t)

)]
. (21)

The following i.i.d decomposition therefore holds from U-statistic theory (see for instance
[8, Sec. 5.1.6], [7, Sec. 3.2.1] or [9, Chap. 12]):

sup
s∈S,t∈Ts

∣∣∣∣∣
√
n
(
ÂUC(s, t)− AUC(s, t)

)
− 1√

n

n∑

i=1

IFAUC(T̃i, η̃i, πi(s, t), s, t)

∣∣∣∣∣ = op(1)

A.3 Estimators of the influence functions for BS and AUC

Let ŜT̃ (u) be the empirical survival function of ST̃ (u) and let M̂C be defined by plugging the

usual Nelson-Aalen Λ̂C(·) estimator of the cumulative incidence function of the censoring

ΛC(·) into MC , i.e M̂C(t) = 11(η̃=0,T̃≤t) −
∫ t

0
11(T̃i≥t)dΛ̂C(u).

We further define the plug-in estimator of ΨBS
ij (s, t), denoted by Ψ̂BS

ij (s, t), by respec-

tively replacing hBS
i,st,1, h

BS
i,st,2, MC(·), ST̃ (·) and BS(s, t) by ĥBS

i,st,1, ĥ
BS
i,st,2, M̂C(·), ŜT̃ (·) and

B̂S(s, t) in equation (8).

Similarly, we also define the estimator of ΨAUC
ijk (s, t), denoted by Ψ̂AUC

ijk (s, t), by respec-

tively replacing hAUC
ij,st,1, h

AUC
ij,st,2, h

AUC
st , fi,st, MC(·), ST̃ (·) and F1(s+ t|s) by ĥAUC

ij,st,1, ĥ
AUC
ij,st,2,

ĥAUC
st , f̂i,st, M̂C(·), ŜT̃ (·) and F̂1(s+ t|s) in equations (20).
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Consequently, by plugging in ψ̂BS
ij (s, t) and ψ̂AUC

ij (s, t) and estimating conditional ex-
pectation by empirical means, we respectively define the estimator of the influence functions
IFBS(T̃i, η̃i, πi(s, t), s, t) and IFAUC(T̃i, η̃i, πi(s, t), s, t) by:

ÎFBS(T̃i, η̃i, πi(s, t), s, t) =
1

n

n∑

j=1

{
ψ̂BS
ij (s, t) + ψ̂BS

ji (s, t)
}

and

ÎFAUC(T̃i, η̃i, πi(s, t), s, t)

=
1

n2

n∑

j=1

n∑

k=1

{
ψ̂AUC
ijk (s, t) + ψ̂AUC

jik (s, t) + ψ̂AUC
jki (s, t)

}
.

B Computing dynamic predictions from a joint latent

class model

For a joint latent class model we have the following decomposition,

πi(s, t) = P(s < Ti ≤ s+ t, ηi = 1|T > s,Yi(s),Xi)

=

∑
g P(γi = g|Xi)Lg(Yi(s)|Xi)

{
F1g(s+ t|Xi)− F1g(s|Xi)

}

∑
g P(γi = g|Xi)Lg(Yi(s)|Xi)Sg(s|Xi)

with:

• Lg(Yi(s)|Xi), the density of the multivariate gaussian density of the vector Yi(s) =
{Yij : 0 ≤ tij ≤ s, j = 1, . . . , ni} conditionally on Xi and on the latent class γi = g.

• Sg(s|Xi) : the overall-event-free survival function at time s conditionally on Xi and
on the latent class γi = g, that is

Sg(s|Xi) = exp

(
−

∫ s

0

{
λi,1,g(u|Xi) + λi,2,g(u|Xi)

}
du

)
. (22)

• F1g(s|Xi): the cumulative incidence of the main event at time s conditionally on Xi

and on the latent class γi = g, that is

F1g(s|Xi) =

∫ s

0

λi,1,g(u|Xi)Sg(u|Xi)du. (23)
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And denoting by λi,k,g(u|Xi), k = 1, 2, the class specific cause specific hazard of cause k
at time u, conditionally on Xi and on the latent class γi = g, that is

λi,k,g(u|Xi) = lim
dt↓0

1

dt
P(u ≤ Ti < u+ dt, η = k|Ti ≥ u,Xi, γi = g),

for which we used the notation λi,k(u|γi = g) in the main manuscript.

C Parameter values for the simulation study

C.1 Generation of survival data (common for all scenarii)

Constant class and cause specific hazard was chosen in the simulation, i.e ∀u, λi,k,g(u|Xi) ≡
λk,g. Therefore formulae (22) and (23) reduce to

Sg(s|Xi) ≡ Sg(s) = exp
(
− (λ1,g + λ2,g)s

)

and

F1g(s|Xi) ≡ F1g(s) =
λ1,g

λ1,g + λ2,g

(
1− e−(λ1,g+λ2,g)s

)
.

Web Figure I displays the functions Sg(·) and Fkg(·), k = 1, 2, g = 1, 2. The values of
constant class-cause-specific hazard λk,g of event k = 1, 2 given the class γ = g was chosen
equal to:

g=1: λ1,1 = 1/6 for event 1, λ1,2 = 1/45 for event 2,

g=2: λ2,1 = 1/20 for event 1, λ1,2 = 1/40 for event 2,

such that the proportions of observed main event, i.e {i : s < T̃i ≤ s + t, η̃i = 1},
competing event, i.e {i : s < T̃i ≤ s + t, η̃i = 2} and censored observations, i.e {i : s <
T̃i ≤ s+ t, η̃i = 0} within the time interval (s, s+ t] and observed event free at time s+ t,

i.e {i : T̃i > s + t} were respectively around 20%, 10%, 20% and 50% of subjects at risk
at time s, for all landmark times s.

We inverted the survival function u 7→ Sg(u) to generate Ti given class γi and generate
ηi given class γi from a Bernoulli distribution with parameter λg,1/(λg,1+λg,1), as described
in [3]. Independent censoring C was generated with an exponential distribution such that
E(C) = 1/λC = 20.
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C.2 Generation of longitudinal data according to each scenario

We generated the data from the 8 following scenarii that are displayed in Figure 1 of the
main manuscript. Parameter values for each scenario were:

H0 : Under the null hypothesis.

H0.1 : For l = 1, 2, we chose:

g=1: Intercept β
(l)
01 = 25, slope β

(l)
11 = −0.2.

g=2: Intercept β
(l)
02 = 26, slope β

(l)
12 = −0.1.

For both classes g = 1, 2, the values of variances of random intercept and slope
were equal to Σb = diag(0.252, 0.052), and variance of the noise was σ2

ε = 1.2.

H0.2 : Compared to H0.1, for class g = 1 we have now β
(l)
11 = −0.3, l = 1, 2.

H1.1 : Alternative hypotheses with increasing difference β
(1)
11 − β

(1)
12 .

H1.1.1 : For Y (1)(·), we have β(1)
11 −β(1)

12 = −0.3− (−0.1) = −0.2, whereas for Y (2)(·),
as in H0.1 we still have β

(2)
11 − β

(2)
12 = −0.2− (−0.1) = −0.1.

H1.1.2 : As in H1.1.1, except that β
(1)
11 − β

(1)
12 = −0.4− (−0.1) = −0.3.

H1.1.3 : As in H1.1.1 and H1.1.2, except that β
(1)
11 − β

(1)
12 = −0.5− (−0.1) = −0.4.

H1.2 : Alternative hypotheses with reduced variances for marker trajectory Y (1)(·).

H1.2.1 : Compared to H0.2, standard deviations of both noise, σε, and random effect,
σb0 , σb0 , are divided by 1.5 for marker trajectory Y (1)(·).

H1.2.2 : Compared to H0.2, standard deviations are divided by 2 for marker trajectory
Y (1)(·).

H1.3 : Additional alternative hypothesis scenario where data were generated such that the
two class-specific trajectories of marker Y (1)(·) crossed (at t = 1.25).

Marker Y (2)(·) has the same trajectory than in H0.1, except that β
(2)
11 = −0.25.

Marker Y (1)(·) has the following parameters

g=1: Intercept β
(1)
01 = 26.5, slope β

(1)
11 = −0.5.

g=2: Intercept β
(1)
02 = 26, slope β

(1)
02 = −0.1.
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D Additional simulation results

As Figure 2 of the main manuscript, Web Figure II of this document displays the mean
curves of BS(s, t) versus s for π(2)(s, t), and the coverage probabilities of the pointwise
confidence intervals. Web Figure III and Web Figure IV respectively display similar plots
for the difference in AUC and in BS. In particular, they show that the asymptotic inference
procedures behave well under our data generated scenarii.

[Web Figure II about here]

[Web Figure III about here]

[Web Figure IV about here]
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Web Figure I: Class specific cumulative incidence functions Fkg(·) generated for event-type
k = 1, 2 and class g = 1, 2; class specific event-free survival functions Sg(·), g = 1, 2;
censoring survival distribution G(·).

PAQUID (n=2970) 3C (n=3880)
Age 74.8 (6.5) 73.7 (5.3)
MMSE 26.1 (3.1) 27.3 (2.0)
IST 26.9 (6.3) 29.5 (5.6)
Gender

male 1258 (42.4%) 1557 (40.1%)
female 1712 (57.6%) 2323 (59.9%)

Education level
low 965 (32.5%) 335 (8.6%)
high 2005 (67.5%) 3545 (91.4%)

Web Table I: Descriptive statistics of the covariates at baseline for Paquid and 3C cohort
data. Means and standard deviations, frequencies and proportions.

10

174



0 2 4 6 8 10

0
.1

0
0
.1

5
0
.2

0

Landmark time ''s''

B
S

(s
,t

=
5
)

94.7
96

94.9
95.2

95.1
94.4 95.2 94.6 95.2 95 95.6

95% CB ( 93.9 %)

95% CI

H0.1

0 2 4 6 8 10

0
.1

0
0
.1

5
0
.2

0

Landmark time ''s''

B
S

(s
,t

=
5
)

95
93.7

95.5
95.2

94.5
94.3 94.2 94.3 94.8 95 95.4

95% CB ( 94 %)

95% CI

H0.2

0 2 4 6 8 10

0
.1

0
0
.1

5
0
.2

0

Landmark time ''s''

B
S

(s
,t

=
5
)

96.1
96.4

96.2
95.2

94.6
94.1 95.1 95.5 95.3 94.2 94.8

95% CB ( 95.9 %)

95% CI

H1.1.1

0 2 4 6 8 10

0
.1

0
0
.1

5
0
.2

0

Landmark time ''s''

B
S

(s
,t

=
5
)

96.1
96.4

96.2
95.2

94.6
94.1 95.1 95.5 95.3 94.2 94.8

95% CB ( 95.9 %)

95% CI

H1.1.2

0 2 4 6 8 10

0
.1

0
0
.1

5
0
.2

0

Landmark time ''s''

B
S

(s
,t

=
5
)

94.5
93.8

95.1
95.4

95.2
95.4 95.5 95.5 95.7 95.5 94.7

95% CB ( 93.4 %)

95% CI

H1.1.3

0 2 4 6 8 10

0
.1

0
0
.1

5
0
.2

0

Landmark time ''s''

B
S

(s
,t

=
5
)

94.3
94.1

94.9
94.9

95 95.1 95.8 95.5 95.7 95.1 95

95% CB ( 93.4 %)

95% CI

H1.2.1

0 2 4 6 8 10

0
.1

0
0
.1

5
0
.2

0

Landmark time ''s''

B
S

(s
,t

=
5
)

94.4

94.7
95.6

95.1
95.1 94.4 95.8 95.5 95.7 95.4 94.7

95% CB ( 92.9 %)

95% CI

H1.2.2

0 2 4 6 8 10

0
.1

0
0
.1

5
0
.2

0
0
.2

5

Landmark time ''s''

B
S

(s
,t

=
5
)

96.1 95.4 94.8
95.4

94.9
93.8

94.5
94.8 95.6 95.4 95.3

95% CB ( 94.7 %)

95% CI

H1.3

Web Figure II: Average estimates of the curve BS(s, t = 5) versus s for π(2)(s, t), n = 2000.
Average 95% pointwise confidence intervals (CI) and 95% simultaneous confidence band
(CB) are plotted from the average standard errors and quantiles over the 1000 runs. The
empirical coverage probabilities of the 95% CB are given in the legends and of the 95% CI
for each time s are displayed in the plot.
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Web Figure III: Average of estimates of the curve of the difference in AUC(s, t = 5) for
π(1)(s, t) and π(2)(s, t) versus s, n = 2000. Average 95% pointwise confidence intervals (CI)
and 95% simultaneous confidence band (CB) are plotted from the average standard errors
and quantiles over the 1000 runs. The empirical type one error or power of the simultaneous
test of comparison of the two AUC are given (“curve test reject”). The empirical type one
errors or powers of the pointwise tests for each time s are displayed in the plot.12
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Web Figure IV: Average of estimates of the curve of the difference in BS(s, t = 5) for
π(1)(s, t) and π(2)(s, t) versus s, n = 2000. Average 95% pointwise confidence intervals (CI)
and 95% simultaneous confidence band (CB) are plotted from the average standard errors
and quantiles over the 1000 runs. The empirical type one error or power of the simultaneous
test of comparison of the two BS are given (“curve test reject”). The empirical type one
errors or powers of the pointwise tests for each time s are displayed in the plot.13
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V.2 Compléments

V.2.1 Une amélioration du calcul des régions de confiance

Similairement à ce que l’on a vu en Section IV.2.1 pour le cas non dynamique, on pourrait, ici

aussi, améliorer le calcul des intervalles de confiance et des bandes de confiance. En particulier,

pour le cas des bandes de confiance des courbes
✦

!

AUC♣s, t!, s
✟

, s " S
✮

à t fixé, l’amélioration

sera probablement encore meilleure que pour le cas de celles du type
✦

!

AUC♣0, t!, t
✟

, tmin ↕

t ↕ tmax

✮

proposées dans l’article de la Section IV.1. En effet, lorsque s croît, l’effectif ns

des sujets à risque d’événement en s décroît. Bien qu’en théorie cela ne pose pas de problème,

puisque, comme on l’a mentionné dans l’article précédent,
❄

ns ✏

❄

n ✂

❛

ST̃ ♣s! ' op ♣1!, en

pratique cela pourrait poser quelques soucis si les effectifs ns devenaient trop petits. En effet,

il en résulterait alors que la variance des ③AUC♣s, t! serait grande et que les approximations

normales de ③AUC♣s, t! seraient mauvaises. Pour le calcul des bandes de confiance des courbes

de AUC♣s, t! versus s, les méthodes d’amélioration du calcul des régions de confiance présentées

en Section IV.2.1, et des tests associés, sont donc potentiellement très intéressantes.

Dans notre application aux données de la cohorte Trois-Cités, les échantillons sont cepen-

dant de tailles importantes (Figure V.1), et les approximations normales nous paraissent donc

raisonnables.

V.2.2 Critère du type R2
♣s, t!

Le Brier score BS♣s, t! dépend de l’incidence cumulée F1♣s' t⑤s! ✏ P♣s ➔ T ↕ s' t, η ✏

1⑤T → S!. Comme on l’a déjà évoqué en Section II.3.2.4, l’impact des qualités d’une prédiction

dynamique π♣s, t! sur la valeur du Brier score peut alors être difficile à différencier de celui de

F1♣s, t!. Cela ne facilite pas l’interprétation de BS♣s, t! pour un unique temps landmark s, et

encore moins l’interprétation de la courbe de BS♣s, t! versus s. En effet, le sens croissant (ou

décroissant) d’une telle courbe ne peut pas être interprété comme le fait que les prédictions

prédisent de mieux en mieux (ou de moins en moins bien) quand s augmente.

Une solution pour contourner ces difficultés consiste à définir un critère du type « R2 »,
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et statistiques descriptives à chaque

temps landmark s ! "0, 0.5, . . . , 4✉ ans pour l’horizon de prévision t ✏ 5 ans (échantillon de
Trois-Cités).

comme Parast et al. (2012), dont on a déjà discuté en Section II.3.2.4. On le définit par

R2
♣s, t% ✏ 1✁

BS♣s, t%

BS0♣s, t%
,

avec BS0♣s, t% le Brier score du modèle « nul », n’incluant aucune covariable, c’est-à-dire le

prédicteur qui prédit un risque égal à F1♣s' t⑤s% pour tous les sujets. En pratique, on l’estimera

par

♣R2
♣s, t% ✏ 1✁

②BS♣s, t%

②BS0♣s, t!
,

avec②BS0♣s, t! ✏

♣F1♣s#t⑤s!
✁

1✁ ♣F1♣s#t⑤s!
✠

, où ♣F1♣s#t⑤s! est l’estimateur non paramétrique

de l’incidence cumulée de Aalen et Johansen (1978). Définissant un critère de type « variance

expliquée », comme on l’a vu en Section II.3.2.4, son interprétation est plus aisée, comme celle

d’une quantité entre 0 et 1, pour laquelle une valeur est d’autant meilleure qu’elle est élevée.

L’intérêt particulier d’un tel critère pour le cas dynamique est que la courbe de ♣R2
♣s, t! versus

s aura la même « échelle » pour tout temps landmark s et sera ainsi plus facile à interpréter.
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de prévision t ✏ 5 ans (échantillon de Trois-Cités).

Pour l’application de notre article, des courbes de ♣R2
♣s, t! versus s sont présentées à la

Figure V.2 et montrent des ♣R2
♣s, t! allant de 6 à 9% quand s varie. De manière intéressante,

on constate que les courbes semblent croissantes, suggérant que les prédictions ont un Brier

score de plus en plus élevé, non pas en « valeur brute », comme présentée à la Figure 4 de

l’article précédant, mais relativement aux prédictions du modèle nul. Ainsi, d’un point de vue

de l’interprétation, cela signifie que les prédictions sont de plus en plus précises comparées à

des prédictions n’utilisant pas d’information spécifique à chaque sujet car l’information H♣s!

utilisée par les prédictions π♣s, t! croît avec s.

Cela conforte l’idée que c’est le mécanisme de sélection de l’échantillon à risque qui rend

les courbes AUC♣s, t! versus s décroissantes à la Figure 4 de l’article précédent. En effet,

l’échantillon est de plus en plus homogène quand s augmente, et donc difficile à discriminer.

Enfin, en complément du travail de l’article précédent, il aurait aussi été intéressant de

proposer (et d’évaluer) des régions de confiance pour des courbes de ♣R2
♣s, t! versus s. Elles

pourraient aisément être dérivées des propriétés asymptotiques de l’estimateur IPCW du Brier

score, et de la « méthode delta » ou de quelques raffinements comme ceux discutés en Sec-
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tion IV.2.1 et V.2.1 pour l’AUC. Rappelons que pour comparer des outils de prédiction dy-

namique, les comparaisons des courbes de R2
♣s, t! versus s ou de BS2

♣s, t! versus s sont

cependant équivalentes.
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VI.1 Résumé des travaux

Dans cette thèse on s’est principalement intéressé à l’estimation de courbes ROC dépen-

dant du temps et des aires sous ces courbes en présence de données censurées, ainsi qu’au Brier

score. Pour définir des estimateurs consistants, et ce même en présence d’une censure possible-

ment dépendante de l’outil pronostique étudié, on a proposé d’utiliser une méthode « Inverse

Probability of Censoring Weighting ». On a ensuite adapté les définitions et les estimateurs à

la situation de risques concurrents, particulièrement intéressante pour tenir compte du risque

concurrent de décès sans démence lors de l’évaluation d’un marqueur pronostique de démence.

Pour compléter les procédures d’estimation, on a aussi proposé la construction de régions de

confiance et de tests. Enfin, on s’est intéressé à l’évaluation d’un marqueur pronostique répété,

permettant de définir des outils prédictifs dynamiques. Ce dernier cas nous parait particuliè-

rement intéressant en pratique, puisque les travaux d’Amieva et al. (2005, 2008), qui ont en

partie motivé cette thèse, suggèrent que les mesures répétées de tests cognitifs ont beaucoup

de potentiels pour prédire une démence. Toutes les procédures d’inférence ont été évaluées

par simulation et ont montré des résultats satisfaisants. Nous avons aussi proposé quelques

extensions et alternatives, pour traiter le cas spécifique des données censurées par intervalles

de Paquid, par exemple. Par ailleurs, les diverses applications aux données des cohortes Paquid

et Trois-Cités ont permis d’évaluer le potentiel prédictif de plusieurs tests cognitifs. Enfin, pour

faciliter la diffusion des méthodes proposées, le package R timeROC a été déposé sur le site du

CRAN (« Comprehensive R Archive Network »).

Dans l’ensemble de ces travaux, les méthodes développées ont été appliquées à l’évaluation

de marqueurs pronostiques observés ou de modèles pronostiques construits sur un échantillon

différent de l’échantillon de validation. Nous ne nous sommes pas intéressés à la validation

interne et la plupart de nos perspectives de travail portent sur ce sujet.
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VI.2 Perspectives

VI.2.1 Une limite de la validation externe

La construction de prédictions dynamiques dérivées de modèles conjoints est intéressante

car ces modèles permettent l’exploitation d’une grande quantité d’information. Au Chapitre V

on a employé des modèles conjoints basés sur un unique test cognitif répété. Pour améliorer

les performances des prédictions dynamiques, il serait intéressant d’utiliser un modèle conjoint

pour marqueurs longitudinaux multivariés afin de prendre en compte l’évolution simultanée de

plusieurs tests cognitifs. On pourrait alors faire des prédictions basées sur les mesures répétées

de plusieurs tests cognitifs complémentaires, évaluant différentes dimensions de la cognition.

Les données de la cohorte Paquid pourraient être utilisées pour estimer de tels modèles.

Cependant, de nombreux tests cognitifs passés par les sujets de Paquid n’ont pas été passés

par les sujets de Trois-Cités. Les prédictions dynamiques issues de modèles conjoints pour

marqueurs longitudinaux multivariés ne pourraient donc pas être évaluées sur les données de

validation « externe » de la cohorte des Trois-Cités.

Il serait donc intéressant d’étudier des procédures de construction de régions de confiance

et de tests adaptées au cas d’une validation « interne », c’est-à-dire lorsque les mêmes don-

nées sont utilisées à la fois pour estimer les modèles prédictifs et pour évaluer les prédictions.

Pour cela, on pourrait utiliser des méthodes de « cross-validation », que l’on a déjà discuté

succinctement en Section II.3.5.

VI.2.2 Cross-validation « usuelle » et procédures d’inférence

Pour corriger des biais d’optimisme dans l’estimation de capacités prédictives, on pourrait

envisager une cross-validation « usuelle », telle qu’une « k-fold » cross-validation déjà évo-

quée en Section II.3.5. Cette approche serait probablement très chronophage avec des modèles

conjoints, car elle nécessiterait l’estimation de k modèles conjoints. Cependant, elle pourrait

être envisagée en combinant les récents progrès en terme de calcul parallèle et l’accessibilité

croissante à des calculateurs puissants et multi-tâches. Le calcul de régions de confiance et de
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tests à partir d’estimations par cross-validation n’est cependant pas évident et des réflexions

complémentaires dans cette direction sont nécessaires.

Cependant, une approche pourrait consister à suivre les raisonnements de Uno et al. (2007)

et Tian et al. (2007), récemment repris par Parast et Cai (2013). Brièvement, pour calculer

des intervalles de confiance, ils montrent qu’on peut les centrer sur une estimation cross-

validée et calculer les bornes à partir de la variance estimée en considérant les données comme

externes. Cependant, il existe quelques différences importantes entre les modèles pronostiques

qu’ils considèrent et les modèles conjoints. Notamment concernant le ratio entre le nombre de

paramètres à estimer et le nombre de sujets, qui peut être nettement plus élevé dans le cas

des modèles conjoints. Des réflexions additionnelles sur les possibilités et les limites de cette

approche, et éventuellement une étude de simulations, seraient donc les bienvenues avant de

l’utiliser avec des modèles conjoints.

Pour construire des tests de comparaison d’outils de prédiction à partir d’une approche

par cross-validation, la méthode de van de Wiel et al. (2009) parait également intéressante.

Brièvement, elle consiste à calculer une p-value à chaque découpage des données en échantillons

d’apprentissage et de validation lors de chaque itération de la procédure de cross-validation.

Pour cela, on effectue un test de comparaison sur les données de validation en utilisant les

modèles estimés sur les données d’apprentissage. On compare ensuite la valeur médiane de

ces p-value (ou la moyenne) au seuil de significativité du test souhaité. Bien qu’elle soit d’une

simplicité étonnante, cette méthode est justifiée par quelques résultats mathématiques rigoureux

par van de Wiel et al. (2009). D’un point de vue pratique, le principal avantage de cette méthode

réside dans son universalité et son implémentation triviale. Elle peut en effet être utilisée pour

comparer des AUCs, des Brier scores ou n’importe quelle autre mesure de capacités pronostiques,

dès que l’on dispose d’un test valide pour des données de validation externes. On pourrait

notamment réutiliser les tests de Brier scores et d’AUCs proposés aux Chapitres IV et V en

présence de données censurées. Ils pourraient être complémentaires au test initialement proposé

par van de Wiel et al. (2009), basé sur la « signed rank statistic » présentée en Section II.5.2 et

non adaptée aux données censurées. Une version IPCW de la « signed rank statistic » pourrait
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aussi être envisagée, et un nouveau test dérivé, en suivant les mêmes raisonnements que ceux

utilisés pour les estimateurs IPCW de l’AUC. L’hypothèse nulle du test de l’approche de van de

Wiel et al. (2009) ne correspond cependant pas exactement à ce que l’on souhaite tester en

général. En effet, l’hypothèse nulle du test que l’on souhaite en général correspond à une

question du type : « Parmi les modèles comparés estimés avec mes données, quel est le modèle

qui prédit le mieux ? ». La cross-validation quant à elle aide généralement à répondre à une

question du type : « En moyenne sur des données similaires à mes données, parmi les modèles

estimables comparés, quel modèle prédit le mieux ? ». Enfin, l’approche de van de Wiel et al.

(2009) aide à répondre à une question du type « Parmi les modèles comparés, quel modèle

estimable prédit le mieux pour tous les jeux de données similaires à mes données ? ». Lorsque

les échantillons sont grands, il peut souvent être raisonnable de considérer que les réponses aux

deux premières questions apportent des informations proches. Pour des raisons de puissance de

la procédure de van de Wiel et al. (2009), la réponse à la troisième question peut aussi souvent

être considérée comme donnant une information proche de la réponse à la première question,

qui nous intéresse particulièrement. Un travail est en cours avec Mark van de Wiel et Thomas

Gerds, notamment pour mieux comprendre le sens de l’hypothèse nulle du test de l’approche

de van de Wiel et al. (2009), et à quel point elle est une bonne approximation de celle que l’on

souhaite vraiment en pratique.

VI.2.3 Cross-validation « approchée » et procédures d’inférence

Pour éviter la cross-validation usuelle qui est très chronophage avec des modèles conjoints,

Commenges et al. (2012) ont récemment proposé des méthodes de pénalisation, approximant

une cross-validation de type « leave-one-out », pour corriger les biais d’optimisme lors de

l’évaluation de modèles pronostiques sans données externes. La méthode permet également

de construire des régions de confiance et des tests de comparaison. Proposée pour approcher

l’évaluation de modèles pronostiques à partir d’une fonction de risque quelconque (vérifiant des

conditions assez faibles), l’approche pourrait être reprise pour le cas spécifique du Brier score. En

présence de données censurées, l’estimateur IPCW du Brier score n’étant pas une moyenne de
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terme i.i.d, l’adaptation des résultats de Commenges et al. (2012) pour définir une pénalisation

appropriée est loin d’être évidente. Cependant, en estimant le Brier score en présence de données

censurées au moyen des « pseudo-values » du jacknife (Andersen et al., 2003), évoquées en

Section II.4.2.3, des extensions de la méthode de pénalisation de Commenges et al. (2012)

pourraient probablement être dérivées. En effet, en utilisant l’estimateur du Brier score proposé

par Cortese et al. (2013), et en notant le résultat du théorème 3 de Singh et Liu (1990) sur

les propriétés des « pseudo-values » du jacknife de l’estimateur de Kaplan-Meier, on s’aperçoit

qu’on est en présence de conditions proches de celles supposées par Commenges et al. (2012)

pour dériver les pénalisations. Davantage de réflexions autour de cette idée nous parait donc

une perspective de travail intéressante.

VI.2.4 À propos de la prédiction de la démence

Aujourd’hui, l’imagerie médicale et l’utilisation de biomarqueurs tels que ceux mesurant

l’accumulation de β-amyloid sont considérées comme des opportunités majeures pour contruire

des outils prédictifs de la démence (The 3C Study Group, 2003; Alzheimer’s Association, 2012).

Il serait intéressant de comparer leurs potentiels prédictifs à celui des tests cognitifs ou d’évaluer

leurs apports à des modèles prédictifs basés sur des tests cognitifs.

Pour la prédiction dynamique du risque de démence, un modèle conjoint pour données

longitudinales multivariées et risques compétitifs est en cours de développement dans l’équipe.

Il pourra être utilisé pour développer un outil de prédiction dynamique combinant l’évolution

de plusieurs tests cognitifs et dont les capacités pronostiques pourraient être évaluées avec les

outils développés au chapitre V.

Dans tous les cas, quelle que soit l’information utilisée pour construire des outils pronostiques

de la démence, il sera toujours important d’évaluer les capacités pronostiques de tels outils

pronostiques de manière rigoureuse, en traitant les problèmes méthodologiques liés aux données

censurées et au risque concurrent majeur de décès sans démence chez les sujets âgés.



188 CHAPITRE VI. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

VI.3 Conclusion générale

Au cours de cette thèse, nous avons développé des méthodes d’évaluation et de comparaison

de capacités pronostiques de marqueurs adaptées aux données censurées, aux risques compétitifs

et aux marqueurs dépendants du temps. L’ensemble de ces méthodes a été implémenté en R,

et le package R timeROC a été créé afin de permettre leur diffusion. Elles ont également fait

l’objet de plusieurs applications à la prédiction de la démence, qui était la principale motivation

des travaux de cette thèse. Au Chapitre V, l’application des méthodes proposées a d’ailleurs

permis de montrer que les capacités pronostiques de tests cognitifs étaient très bonnes.

Dans le cadre de mon postdoctorat, j’espère poursuivre ces travaux afin de proposer des

procédures d’inférence corrigées pour l’optimisme dans le cadre d’une validation interne.
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Time-dependent AUC with right-censored data:

a survey study

Paul Blanche, Aurélien Latouche, Vivian Viallon

Abstract The ROC curve and the corresponding AUC are popular tools for the

evaluation of diagnostic tests. They have been recently extended to assess prognostic

markers and predictive models. However, due to the many particularities of time-

to-event outcomes, various definitions and estimators have been proposed in the

literature. This review article aims at presenting the ones that accommodate to right-

censoring, which is common when evaluating such prognostic markers.

1 Introduction

In the medical literature, a variety of general criteria have been used to assess di-

agnostic tests [24, 14]. Among them, the ROC curve and the area under it – the

AUC – are popular tools, originally aimed at evaluating the discriminant power

of continuous diagnostic tests. In this simple situation, the outcome status D is a

binary variable (typically, D = 1 for cases and D = 0 for controls) and the ROC

curve for a continuous diagnostic test X plots the true positive rate, or sensitivity,

TPR(c) = IP(X > c|D = 1) against the false positive rate, or one minus the speci-

ficity, FPR(c) = IP(X > c|D= 0), when making threshold c vary. The AUC, which

is the area under this curve, is a commonly used summary measure of the informa-

tion contained in the sequences (TPR)c∈IR and (FPR)c∈IR. As such, it inherits some

of the properties of true and false positive rates. In particular, it is not affected by

the disease prevalence (unlike positive and negative predictive values) and it can be

evaluated from random samples of cases and controls. It also has a nice interpre-

tation since it corresponds to the probability that the marker value of a randomly

selected case exceeds that of a randomly selected control.
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Aurélien Latouche

Conservatoire national des arts et métiers, Paris, FRANCE e-mail:

aurelien.latouche@cnam.fr

Vivian Viallon

UMRESTTE (Univ. Lyon 1 and IFSTTAR), Bron, FRANCE e-mail:

viallon@math.univ-lyon1.fr

1
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The extension of the AUC (and other evaluation criteria) to the setting of prognostic

markers has raised several issues. In particular, when evaluating such markers, the

outcome status typically changes over time: in a cohort study for instance, patients

are diseased-free when entering the study and may develop the disease during the

study. This leads to three major differences with the evaluation of diagnostic tests.

First, this time-dependent outcome status (which may be defined in several ways, as

will be seen in Section 3) naturally implies that sensitivity, specificity, ROC curves,

their AUC values and, more generally, any extension of the criteria used in the di-

agnostic setting, are functions of time as well. Second, the time-to-event, i.e. the

time between the entry in the study and the disease onset, is usually censored and

not fully observed, requiring dedicated inference.Third, the time lag between the

entry in the study and the disease onset also leads to two further refinements: (i) the

marker can be repeatedly measured over time and (ii) competing events (in addition

to censoring) may be observed between the entry and the putative disease onset.

These particularities has led to the development of numerous methods aimed at es-

timating the time-dependent AUC for prognostic markers. In this paper, we review

those that accommodate to right-censoring. Some notations are introduced in the

following Section 2. Then, in Section 3 we will present several definitions and es-

timators of the time-dependent AUC in the “standard” setting of a baseline marker

and univariate survival data. Section 4 will cover the case of longitudinal markers

which corresponds to the marker being repeatedly measured over time, while we

will discuss the competing events setting in Section 5. Finally, concluding remarks

will be given in Section 6.

2 Notations

Let Ti and Ci denote survival and censoring times for subject i, i= 1, . . . ,n. We fur-

ther let Zi = min(Ti,Ci) and δi = 1I(Ti ≤Ci) denote the observed time and the status

indicator respectively. We will denote by Di(t) the time-dependent outcome status

for subject i at time t, t ≥ 0. Several definitions for Di(t) will be given hereafter,

but we will always have Di(t) = 1 if subject i is considered as a case at time t and

Di(t) = 0 if subject i is considered as a control at time t.

We will denote by X the marker under study, which can be a single biological marker

or several biological markers combined into a predictive model (in this case, it is

assumed throughout this article that the predictive model has been constructed on an

independent data set; otherwise sub-sampling techniques are needed [21]). Without

loss of generality, we will suppose that larger values of X are associated with greater

risks (otherwise, X can be recoded to achieve this). We will denote by g and G−1

the probability density function and the quantile function of marker X . In Section

3, we assume that marker X is measured once at t = 0, and we will denote by Xi

the marker value for subject i. In Section 4, which treats the longitudinal setting, the

marker is measured repeatedly over time, and we will denote by Xi(s) the marker

value at time s for subject i.
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3 Time-dependent AUCs in the standard setting

Definitions of time-dependent ROC curves, ROC(t), follow from definitions of

usual ROC curves and thus rely on first defining time-dependent true and false posi-

tive rates. For any threshold c, these two functions of time are defined as TPR(c, t) =
IP(X > c|D(t) = 1) and FPR(c, t) = IP(X > c|D(t) = 0). ROC(t) then simply plots

TPR(c, t) against FPR(c, t) making threshold c vary. The time-dependent AUC at

time t is then defined as the area under this curve,

AUC(t) =
∫ ∞

−∞
TPR(c, t)

∣∣∣∣
∂FPR(c, t)

∂c

∣∣∣∣dc. (1)

As a matter of fact, these definitions deeply rely on that of the outcome status at time

t, D(t). Heagerty and Zheng [18] described several definitions of cases and controls

in this survival outcome setting. According to Heagerty and Zheng’s terminology

and still denoting by Ti survival time for subject i, cases are said to be incident if

Ti = t is used to define cases at time t, and cumulative if Ti ≤ t is used instead.

Similarly, depending on whether Ti > τ for a large time τ > t or Ti > t is used for

defining controls at time t, they are said to be static or dynamic controls. Depending

on the definition retained for cases and controls at time t, four definitions of the

time-dependent AUC value may be put forward. In the following paragraphs, we

will present formulas and estimators for the most commonly used ones and will

discuss their respective interests.

3.1 The cumulative dynamic AUC: AUCC,D(t)

The setting of cumulative cases and dynamic controls may be regarded as the most

natural choice for planning enrollment criteria in clinical trials or when specific

evaluation times are of particular interest. It simply corresponds to defining cases at

time t as subjects who experienced the event prior to time t, and controls at time t as

patients who were still event-free at time t. In other words, it corresponds to setting

Di(t) = 1I(Ti ≤ t). Cumulative true positive rates and dynamic false positive rates

are then respectively defined as

TPRC(c, t) = IP(X > c|T ≤ t) and FPRD(c, t) = IP(X > c|T > t). (2)

The cumulative/dynamic AUC at time t is then obtained by using these definitions

of true and false positive rates in (1). Usually, however, 1I(T ≤ t) is not observed for

all subjects due to the presence of censoring before time t and simple contingency

tables can therefore not be used to return estimates of TPRC(c, t), FPRD(c, t) and

AUCC,D(t). To handle censoring, Bayes’ theorem can be used to rewrite AUCC,D(t)
as a function of the conditional survival function IP(T > t|X = x) (see paragraph

3.1.1 below). Other approaches rely on so-called Inverse Probability of Censoring
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Weighted (IPCW) estimates (see paragraph 3.1.2 below). Before describing these

two approaches in more details below, we shall add that Chambless and Diao [6]

developed an alternative method – which will not be described here – based on an

idea similar to the one used to derive the Kaplan-Meier estimator of the cumulative

distribution function in the presence of censoring. Among all these methods, only

those relying on primary estimates of IP(T > t|X = x) (and a recent extension of

IPCW estimates proposed in [2]) may account for the dependence between censor-

ing and the marker (since they basically only assume that T and C are independent

given X and not that T andC are independent). We refer the reader to [2, 19, 37] for

empirical comparisons and illustrations of these various methods.

3.1.1 Methods based on primary estimates of IP(T > t|X = x)

Bayes’ theorem yields the following expressions for TPRC(c, t) and FPRD(c, t)

TPRC(c, t)=

∫ ∞
c IP(T ≤ t|X = x)g(x)dx

IP(T ≤ t)
, FPRD(c, t)=

∫ ∞
c IP(T > t|X = x)g(x)dx

IP(T > t)
·

From (1), it readily follows that

AUCC,D(t) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

c

IP(T ≤ t|X = x)IP(T > t|X = c)

IP(T ≤ t)IP(T > t)
g(x)g(c)dxdc. (3)

Since IP(T > t) =
∫ ∞
−∞ IP(T > t|X = x)g(x)dx, any estimator Ŝn(t|x) of the condi-

tional survival function IP(T > t|X = x) yields an estimator of AUCC,D(t):

ÂUC
C,D

(t) =
∑n
i=1 ∑n

j=1 Ŝn(t|X j)[1− Ŝn(t|Xi)]1I(Xi > X j)

∑n
i=1 ∑n

j=1 Ŝn(t|X j)[1− Ŝn(t|Xi)]
.

In [6], the authors suggested to use a Cox model to derive estimates Ŝn(t|x), while

one of the methods described in Heagerty et al. [17] reduces to using the conditional

Kaplan-Meier estimator as in [1]. Some theoretical results for these two methods can

be found in [33] and [3, 7, 20] respectively.

We shall add that Viallon and Latouche [37] related AUCC,D(t) to the quantity

IP(T ≤ t|X = G−1(q)) – a time-dependent version of the predictiveness curve:

AUCC,D(t) =

∫ 1
0 qIP(T ≤ t|X = G−1(q))dq− [IP(T ≤ t)]2/2

IP(T > t)IP(T ≤ t)
·

This confirms that most standard statistical summaries of predictability and discrim-

ination can be derived from the predictiveness curve, as pointed out in [14, 15].
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3.1.2 Methods based on IPCW estimators

In [19] and [36], the authors independently suggested to use IPCW-type estimates:

T̂PR
C
(c, t) =

∑n
i=1 1I(Xi > c,Zi ≤ t) δi

nŜC(Zi)

∑n
i=1 1I(Zi ≤ t) δi

nŜC(Zi)

, F̂PR
D
(c, t) =

∑n
i=1 1I(Xi > c,Zi > t)

∑n
i=1 1I(Zi > t)

,

where ŜC(·) is the Kaplan-Meier estimator of the survival function of the censoring

timeC. The expression of the false positive rate estimator is more compact because

weights all equal 1/(nŜC(t)) under the assumption of independence betweenC and

X , and then vanish. F̂PR
D
(c, t) corresponds to 1 minus the empirical distribution

function of X among individuals for whom Zi > t. In the absence of censoring before

time t, T̂PR
C
(c, t) also reduces to the usual empirical version of TPRC(c, t), i.e., 1

minus the empirical distribution function of X among individuals for whom Ti ≤ t.

It can be shown (see [19, 30]) that an estimator of AUCC,D(t) is then given by

ÂUC
C,D

(t) =
∑n
i=1∑n

j=1 1I(Zi ≤ t)1I(Z j > t)1I(Xi > X j)
δi

ŜC(Zi)ŜC(t)

n2Ŝ(t)[1− Ŝ(t)]
,

where Ŝ(t) is the Kaplan-Meier estimator of IP(T > t).

Theoretical guarantees for these estimators can be found in [19] and [36]. These es-

timators are in a sense more flexible than those presented in paragraph 3.1.1 above:

they are model-free and they do not rely on any bandwidth selection (unlike the

estimator of Heagerty et al. [17] for instance, which is based on a local version of

the Kaplan-Meier estimator). However, when censoring may depend on marker X ,

quantities like the conditional survival function of C given the marker X , SC(·|X),
have to be estimated [2], which implies either to work under some (semi-)parametric

model or the selection of some parameter if nonparametric estimation is prefered.

3.2 The incident static AUC: AUCI,S(t)

Using the dynamic definition of controls, the control group varies with time, and so

does the x-axis of the corresponding ROC curves: in situations where trends over

time are of particular interest, this renders their interpretation more difficult (since

such trends may be partly due to changing control groups). Moreover, the group of

static controls is interesting in that it tries to mimic the group of individuals who

never develop the disease, which can be seen as an ideal control group in some

situations. In particular, patients with preclinical diseases are eliminated from the

control group as far as possible, if τ is large enough.

Regarding cases, the incident definition has several advantages over the dynamic

definition [26]. The cumulative TPR does not distinguish between events that occur
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early versus late, and it shows redundant information over time (since early events

are also included in the cumulative TPR for late evaluation times). Moreover, as

pointed out by [4], the cumulative TPR can be computed from the incident TPR

when the distribution of the event time is known.

Putting all this together, several authors have proposed estimators of the time-

dependent ROC curve relying on the incident definition of cases and static definition

of controls. Standard numerical integration techniques are then used to compute an

estimate for AUCI,S(t) from the estimators of the ROC curve.

Incident true positive rates and static false positive rates are defined as

TPRI(c, t) = IP(X > c|T = t) and FPRS
τ (c) = IP(X > c|T > τ). (4)

Applying Bayes’ theorem, they can further be rewritten (see, e.g., [33])

TPRI(c, t) =

∫ ∞
c f (t|x)g(x)dx∫ ∞
−∞ f (t|x)g(x)dx

and FPRS
τ (c) =

∫ ∞
c IP(T > τ|X = x)g(x)dx∫ ∞
−∞ IP(T > τ|X = x)g(x)dx

,

where f (t|x) = ∂ IP(T ≤ t|X = x)/∂ t is the conditional density function of T given

X = x. Under a standard Cox model of the form λ (t;X) = λ0(t)exp(βX) – here

λ (t;X) stands for the conditional hazard rate of T given X while λ0 is the unspeci-
fied baseline hazard rate – Song and Zhou [33] deduced that

TPRI(c, t) =

∫ ∞
c exp(βx)exp{−Λ0(t)exp(βx)}g(x)dx∫ ∞
−∞ exp(βx)exp{−Λ0(t)exp(βx)}g(x)dx

FPRS
τ (c) =

∫ ∞
c exp{−Λ0(τ)exp(βx)}g(x)dx∫ ∞
−∞ exp{−Λ0(τ)exp(βx)}g(x)dx

,

where Λ0(t) =
∫ t
−∞ λ0(u)du is the cumulative baseline hazard function. Estimation

of TPRI(c, t) and FPRS
τ (c) can then be achieved by plug-in methods. We shall add

that Song and Zhou actually considered a slightly more general set-up where addi-

tional covariates can be accounted for.

In [18], Heagerty and Zheng adopted a slightly different approach. To estimate

TPRI(c, t), they used a (possibly time-varying-coefficients) Cox model of the form
λ (t;X) = λ0(t)exp(β (t)X) in combination with the fact that the distribution of X ·
exp(βX) for subjects in the risk set at time t is equal to the conditional distribution
of X given T = t (see, e.g., [38]). Setting R(t) = {i : Zi ≥ t}, this leads to

T̂PR
I
(c, t) =

∑i∈R(t) 1I(Xi > c)exp{β (t)Xi}

∑i∈R(t) exp{β (t)Xi}
.

As for the estimation of FPRS
τ (c), they proposed a model-free approach using the

empirical distribution function for marker values among the control set Sτ := {i :
Zi > τ}. Namely, denoting by nτ the cardinality of Sτ , they proposed
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F̂PR
S

τ (c) =
1

nτ
∑
i∈Sτ

1I(Xi > c),

which is F̂PR
D
(c, t) of Section 3.1.2, except τ is used instead of t.

Cai et al. [4] proposed another approach in the context of longitudinal markers;

it will be described in more details in Section 4. In addition, two non parametric

approaches were recently proposed (see [32] and [29]).

Note also that estimators for the time-dependant incident/dynamicAUC, AUCI,D(t),

can be obtained by simply replacing τ by t in the definitions of F̂PR
S

τ (c) above
[18]. A global accuracy measure has further been derived from the definition of

AUCI,D(t), which is particularly appealing when no a priori time t is identified

and/or when trends over time are not of interest [18].

4 Time-dependent ROC curve and AUCs with longitudinal

marker

In this section, we review extensions of the above estimators for longitudinally col-

lected subject measurements. For instance some authors would assess the discrim-

ination performance of CD4 counts repeatedly measured every week on time from

seroconvertion to progression to AIDS [42]. Therefore, time-dependent sensitivities

and specificities have been extended to deal with the fact that (i) the time at which
marker X is measured can vary and (ii) marker can be repeatedly measured on the
same subject. Let s denote the timing of marker measurement and X(s) the marker
value at time s. For t ≥ s, Zheng and Heagerty [42] extended cumulative/dynamic

definitions

TPRC(c,s, t) = IP(X(s)> c|T ∈ [s, t]), FPRD(c,s, t) = IP(X(s)> c|T > t).

For a fixed time τ ≥ s, Zheng and Heagerty [40] extended incident/static definitions:

TPRI(c,s, t) = IP(X(s)> c|T = t) and FPRS(c,s,τ) = IP(X(s)> c|T > τ).

Although others approaches have been proposed to estimate these quantities, we

only review estimators that deal with censored data here. We should also mention

that in this longitudinal context, estimators of the AUC are obtained by numerically

integrating estimators of the ROC curve.

4.1 Cumulative dynamic estimators with longitudinal marker

Rizopoulos [27] recently proposed a joint modeling approach. The marker trajectory

is modeled by usual linear mixed model for longitudinal data, and a parametric pro-
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portional hazard is used to model the time-to-event given the marker trajectory. The

two submodels are linked with shared random effects to capture the intra-subject

correlation. Standard maximum likelihood estimation is used to fit the joint model.

Then, TPRC and FPRD are computed from the estimated parameters and Monte

Carlo simulations are used to make inference. As this approach is fully parametric,

its main advantage is its efficiency. This approach also allows censoring to depend

on the marker [35]. The counterpart is that the parametric model must be carefully

chosen, and checking model fit is not straightforward.

A more flexible methodology was proposed in [42], with fewer parametric assump-

tions. Setting T ∗ = T − s, the “residual failure time”, and t∗ = t− s, they rewrote

TPRC(c,s, t∗) =
1−FX |s(c)− S(c, t∗|s)

1− S(t∗|s)
, FPRD(c,s, t∗) = 1−

S(c, t∗|s)

S(t∗|s)
,

with FX |s(c) = IP(X(s) < c|s,T ∗ > 0) the conditional distribution of marker given
measurement time, S(t∗|s) = IP(T ∗ > t∗|s,T ∗ > 0) the survival probability for in-
dividuals who survived beyond s and S(c, t∗|s) = IP(X(s) > c,T ∗ > t∗|s,T ∗ > 0).
They proposed to estimate FX |s(c) with the semiparametric estimator proposed by
Heagerty and Pepe [16]. Therefore, only the location and scale of the conditional

distribution of marker given measurement time are parametrized. To estimate the

survival terms S(c, t∗|s) and S(t∗|s), they proposed the use of a “partly conditional”
hazard function to model the residual failure time T ∗ = T − s. For subject i at mea-

surement time sik, this function is modeled by

λik(t
∗|Xi(sik),0 ≤ sik ≤ Ti) = λ0(t

∗)exp
[
β (t∗)Xi(sik)+αT f (sik)

]

where f (s) are vectors of spline basis functions evaluated at measurement time s,
and λ0(t

∗) is left unspecified. Estimators of β (·) and α have been previously pro-

posed [41]. As this approach is semiparametric, its main advantage is its flexibility.

However, by contrast to the approach of Rizopoulos [27], this one is less efficient

and does not allow marker-dependent censoring.

4.2 Incident static estimators with longitudinal marker

Several authors consider the incident/static definition of AUC [31, 12, 4, 34]. How-

ever, censored data are only accounted for by Cai et al. [4] who proposed to model

TPRI(c,s, t) = gD (ηα(t,s)+ h(c)) , t ≤ τ

FPRS(c,s,τ) = gτ (ξa(s)+ d(c))

where gD and gτ are specified inverse link functions and h(·) and d(·) are unspec-
ified baseline functions of threshold c. The dependence in time is parametrically

modeled by ηα(t,s) =αTη(t,s) and ξa(s) = aTξ (s)where η(t,s) and ξ (s) are vec-
tors of polynomial or spline basis functions. These models are semiparametric with
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respect to the marker distribution in cases and nonparametric in regards to controls.

As pointed out in [26], this model is very flexible as it does not specify any distribu-

tional form for the distribution of the marker given the event-time, but only model

the effect of time-to-event on the marker distribution with a parametric form. Model

estimation is performed by solving some estimating equations and large sample the-

ory was established allowing a resampling method to construct confidence bands

and make inference [4]. Interestingly, the authors of [4] also showed that covari-

ates can easily be included in TPRI and FPRS, enabling to directly quantify how

performances of the marker vary with these covariates.

5 Time-dependent AUC and Competing risks

We now consider the setting where a subject might experience multiple type of

failures: in this section, we review extensions of time-dependentAUCs to competing

risks. For example, we may want to assess the discrimination of a given score on

death from prostate cancer with death from other causes acting as a competing event.

For the sake of simplicity, we will assume there are only two competing events,

and we let δi = j denote that subject i experienced the competing event of type j

( j= 1,2, with j= 1 for the event of interest). The observed data consists of a failure

time and a failure type (Zi,δi) with δi = 0 denoting a censored observation.

In their review paper [26] sketched most potential extensions and introduced event-

specific sensitivity and specificity. They also highlighted that the crucial point was

to determine whether patients experimenting a competing event should be treated as

a control when evaluating the discrimination of the marker under study with respect

to the event of interest. More precisely, two settings can be considered.

First, if marker X is potentially discriminatory for both the event of interest and the

competing event, then both event specific AUCs should be considered simultane-

ously [28, 13]. For illustration, in the cumulative/dynamic setting, cases at time

t can be stratified according to the event type, Case1 = {i : Ti ≤ t,δi = 1} and

Case2 = {i : Ti ≤ t,δi = 2}, and controls at time t are the event-free group at time t,
Control={i : Ti > t}. Following these lines Saha and Heargerty [28] proposed event
specific versions of (2)

TPRC
j (c, t) = IP(X > c|T ≤ t,δ = j), FPRD(c, t)= IP(X > c|T > t,δ ∈{1,2}). (5)

Estimation follows from [17], using the conditional cumulative incidence associated

to competing event j, IP(T ≤ t,δ = j|X), instead of the conditional survival function
of IP(T ≤ t|X). In the context of renal transplantation, Foucher et al. [13] considered
a slight modification of definitions (5), where controls can also be “event specific”.

In addition, an extension of the incident/dynamic AUC to the competing events

setting was proposed by Saha and Heargerty [28].
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The other option is to consider both event-free patients and patients with the compet-

ing event [39, 21] as controls. For instance, dynamic controls at time t can be defined

as the group {i : Ti > t}∪{i : Ti ≤ i,δi = 2}. This leads to the estimation of only one
ROC curve, for the event of interest. In [39], Zheng et al. based their approach on

initial estimates of the conditional cumulative incidence function for the event of in-

terest. Their initial method provides consistent estimators if the proportional hazard

assumption holds for each cause specific hazard. To relax this assumption a smooth

estimator was also proposed. Another approach was described in [21], which fol-

lows the lines of DeLong et al. [9]. However, the suitability of this method to deal

with censored data is not established.

We shall add that, as pointed out in [28, 39], employing a direct regression model

for the conditional cumulative incidence would lead to a simpler estimation of the

cumulative/dynamic AUC and a less convoluted interpretation of the marker effect.

However, the extension to the setting of a longitudinal marker [8] as well as the eval-

uation of a risk score (which is usually built with a cause-specific hazard approach)

would not be straightforward.

6 Discussion

While the AUC is uniquely defined in the context of the evaluation of diagnostic

tests, its extension to prognostic markers has led to the development of a variety of

definitions: these definitions vary according to the underlying definitions of cases

(incident or cumulative) and controls (static or dynamic), and also depend on the

study characteristics (the marker can be measured only once or repeatedly and com-

peting events may be considered, or not). Regarding the choice of the retained defi-

nition for cases and controls, no clear guidance has really emerged in the literature.

It seems however that the cumulative/dynamic definition may be more appropriate

for clinical decisions making (enrollment in clinical trials for instance) while the in-

cident/static definition may be more appropriate for “pure” evaluation of the marker

(if interpretation of trends of AUC values over time is of particular interest for in-

stance). Once this definition has been chosen, appropriate estimators are available,

depending on various assumptions (independence of the marker and censoring, pro-

portional hazards, ...), and we presented most of them in this review article.

For the sake of brevity, we were not able to cover some interesting extensions of

time-dependent AUCs. In particular, covariate specific time-dependent ROC curves

and AUCs have been studied in order to adjust the discrimination of a marker for

external covariates (age, gender, ...). We refer the reader to [19, 33] for the standard

setting, [4] for the longitudinal setting and [39] for the competing events setting. In

addition, some authors advocate that not the entire ROC curve is of interest and the

area under only a portion of it should be computed, leading to the so-called partial

AUC [11]. In the context of prognostic markers, Hung and Chiang [20] proposed a

nonparametric estimator of the cumulative/dynamic time-dependent version of the

partial AUC. Other interesting extensions include diverse censoring patterns [22]
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(only right-censoring was considered in this review) and the combination of results

from multiple studies [3] which is particularly useful in genomic studies.

Another closely related topic is the evaluation of the added predictive ability of a

new marker: for instance, we may wonder how better a risk score would be if we

added some biological markers (SNPs, genes, ...). We refer the reader to the works

in [5, 10, 23, 25] for some insights, noticing though that most of these works do not

cover the right-censored setting considered in our review.

References

1. M. Akritas. Nearest neighbor estimation of a bivariate distribution under random censoring.

The Annals of Statistics, 22:1299–1327, 1994.
2. P. Blanche, J. F. Dartigues, and H. Jacqmin-Gadda. Review and comparison of ROC curve

estimators for a time-dependent outcome with marker-dependent censoring. Submitted, 2012.
3. T. Cai, T.A. Gerds, Y. Zheng, and J. Chen. Robust prediction of t-year survival with data from

multiple studies. Biometrics, 67:436–444, Jun 2011.
4. T. Cai, M.S. Pepe, Y. Zheng, T. Lumley, and N.S. Jenny. The sensitivity and specificity of

markers for event times. Biostatistics, 7:182–197, Apr 2006.
5. L.E. Chambless, C.P. Cummiskey, and G. Cui. Several methods to assess improvement in risk

prediction models: extension to survival analysis. Statistics in medicine, 30(1):22–38, 2011.
6. L.E. Chambless and G. Diao. Estimation of time-dependent area under the ROC curve for

long-term risk prediction. Statistics in Medicine, 25:3474–3486, Oct 2006.
7. C.T. Chiang and H. Hung. Nonparametric estimation for time-dependent AUC. Journal of

Statistical Planning and Inference, 140(5):1162 – 1174, 2010.
8. G. Cortese and P. K. Andersen. Competing risks and time-dependent covariates. Biometrical

Journal, 52(1):138–158, 2010.
9. E. R. DeLong, D. M. DeLong, and D. L. Clarke-Pearson. Comparing the areas under two or

more correlated receiver operating characteristic curves: a nonparametric approach. Biomet-

rics, 44(3):837–845, 1988.
10. O.V. Demler, M.J. Pencina, and R.B. D’Agostino Sr. Equivalence of improvement in area

under ROC curve and linear discriminant analysis coefficient under assumption of normality.

Statistics in Medicine, 30(12):1410–1418, 2011.
11. L.E. Dodd and M.S. Pepe. Partial AUC estimation and regression. Biometrics, 59(3):614–623,

2003.
12. R. Etzioni, M. Pepe, G. Longton, C. Hu, and G. Goodman. Incorporating the time dimension

in receiver operating characteristic curves: a case study of prostate cancer. Medical Decision

Making, 19(3):242–251, 1999.
13. Y. Foucher, M. Giral, J.P. Soulillou, and J.P. Daures. Time-dependent ROC analysis for

a three-class prognostic with application to kidney transplantation. Statistics in Medicine,

29:3079–3087, Dec 2010.
14. M.H. Gail and R.M. Pfeiffer. On criteria for evaluating models of absolute risk. Biostatistics,

6(2):227–239, 2005.
15. W.Gu andM.S. Pepe. Measures to summarize and compare the predictive capacity of markers.

International Journal of Biostatistics, 5:27–49, 2009.
16. P. J. Heagerty and M. S. Pepe. Semiparametric estimation of regression quantiles with ap-

plication to standardizing weight for height and age in US children. Journal of the Royal

Statistical Society: Series C (Applied Statistics), 48(4):533–551, 1999.
17. P.J. Heagerty, T. Lumley, and M.S. Pepe. Time-dependent ROC curves for censored survival

data and a diagnostic marker. Biometrics, 56:337–344, Apr 2000.
18. P.J. Heagerty and Y. Zheng. Survival model predictive accuracy and ROC curves. Biometrics,

61:92–105, 2005.
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