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Continuité des ∗-représentations et opérateurs de Hankel

0.1 Introduction générale

Cette thèse comporte deux parties indépendantes. Nous commençons par un
chapitre introductif ayant pour but de rassembler les principaux résultats.
Dans la première partie de ce travail, nous établissons une condition né-
cessaire et su�sante pour qu'une ∗-représentation d'un semi-groupe topologique
commutatif S soit continue à l'identité e de S.
Soit H un espace de Hilbert de fonctions à valeurs complexes muni d'un produit
scalaire 〈., .〉 et soit L(H) la C∗-algèbre de tous les opérateurs bornés sur l'espace
de Hilbert H. Soit T ∈ L(H) et soit T ∗ l'adjoint de T , on pose

<T :=
1

2
(T + T ∗) et ImT :=

1

2i
(T − T ∗).

Soient S et T deux opérateurs hermitiens. Nous allons écrire S ≤ T si

(Sx, x) ≤ (Tx, x), pour tout x ∈ H.

Soit (S,+, ∗) un ∗-semi-groupe ; c'est-à-dire, un semi-groupe commutatif (S,+)
d'identité e et d'involution ∗ véri�ant (s+ t)∗ = s∗ + t∗ et (s∗)∗ = s.
On suppose que S est topologique ; c'est-à-dire que S est muni d'une topologie qui
rend continue l'application (s, t)→ s+ t∗.
Une ∗-représentation de S dans L(H) est une application % : S→ L(H) qui satis-
fait :

%(s+ t∗) = %(s)(%(t))∗ et %(e) = I.

pour tous s, t ∈ S, où I est l'opérateur identité.
Un ∗-homomorphismes de S dans L(H) est une application h : S → L(H) qui
satisfait :

h(s+ t∗) = h(s) + (h(t))∗, pour tous s, t ∈ S.

On dit que h est hermitien si h(s∗) = h(s), pour tout s ∈ S.
On considère une ∗-représentation de S dans L(H) et on pose

α(s) :=‖ %(s) ‖, pour tout s ∈ S.

Alors α est une valeur absolue sur S. Et

α(e) = 1, et α(s+ t∗) ≤ α(s)α(t), pour tous s, t ∈ S.

On dit qu'une fonction ϕ : S→ C est α-bornée s'il existe une constante positive C
telle que | ϕ(s) |≤ Cα(s) pour tout s ∈ S.
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Un semi-caractère dans S est une fonction non nulle γ : S → C qui satisfait
γ(s + t∗) = γ(s)γ(t) pour tous s, t ∈ S. On note par S∗ l'ensemble de tous les
semi-caractères dans S et par Γ = Γ(%) l'ensemble de tous les semi-caractères
α-bornés dans S. On équipe S∗ de la topologie de la convergence simple, qui est
complètement régulière et induit une topologie compacte sur Γ.
Les principaux résultats de la première partie de la thèse sont les suivants :
Théorème A : Soit (S,+, ∗) un ∗-semi-groupe topologique et H un espace de
Hilbert. Soit V un voisinage de l'identité e dans S et soient δ,m > 0 et considérons
H(V, δ,m) la collection de tous les ∗-homomorphismes h : S→ L(H) qui satisfont :

‖ <h(s) ‖≤ m et ‖ =h(s) ‖≤ 2π

3
, pour tout s ∈ V. (3.1)

AlorsH(V, δ,m) est équicontinue à l'identité e. En particulier, un ∗-homomorphisme
hermitien h : S→ L(H) est continue à l'identité si et seulement s'il est borné sur
un voisinage de e.
Ce qui nous permet d'avoir le résultat suivant :
Théorème B : Soit (S,+, ∗) un ∗-semi-groupe topologique et soit H un espace de
Hilbert. Alors une ∗-représentation % : S → L(H) est continue à l'identité e si et
seulement s'il existe un voisinage V de e dans S et des constantes positives δ,m
telles que :

δI ≤ <%(s) ≤ mI, pour tout s ∈ V. (3.2)

De plus, la collection Ω(V, δ,m) de toutes les ∗-représentations % : S → L(H) qui
véri�e (3.2) est équicontinue à l'identité e.

Dans le deuxième partie, nous étudions les propriétés spectrales des opéra-
teurs de Hankel sur une couronne ce qui nous permet en particulier d'obtenir des
exemples d'opérateurs de Hankel de symboles non-polynômiaux. Notre méthode
repose sur l'utilisation de la théorie des polynômes de Laurent ainsi que la notion
de moments forts.
Le cas des symboles antiholomorphes a été étudié par plusieurs auteurs voir [1],
[6], [10], [14], [71], [76], [78] et [80], Schneider [66] a étudié ces opérateurs dans le
cas d'une seule variable complexe lorsque le symbole est un polynôme, sa méthode
consiste à estimer la norme de l'opérateur de Hankel en calculant son expression
pour les monômes zk, k ∈ N.
Dans [15] et [16] ce résultat a été généralisé dans le cadre multidimensionnel en
liaison étroite avec les moments de Stieltjes.
On peut remarque que ces travaux, en étudiant les propriétés spectrales de l'opé-
rateur de Hankel, conduisent dans le cadre des espaces de Bergman et des espaces
de Fock généralisé, à caractériser les fonctions f , telles que l'opérateur de Hankel
Hf est borné (resp. compact,dans les classes de Schatten) [théorème A,[15]].
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On s'intéresse à la possibilité d'obtenir des opérateurs de Hankel bornés (resp.
compacts,dans les classes de Schatten) dont le symbole n'est pas nécessairement
un polynôme.
On note Ωs = {z ∈ C : R− <| z |< R+} la couronne de rayons R− et R+ et on
considère la suit des moments forts s = (sp)p∈Z dé�nie par, pour tout d ∈ N, par :

sd =

b∫
a

td dµ(t) et s−d =

a∫
b

t−d dµ(t) =

1
a∫
1
b

td dµ̃(t) = s̃d (2, 2)

où 0 ≤ a < b ≤ +∞ et µ est une mesure réelle positive à support dans [a, b] appelée
représentante (ou représentation) de s et µ̃ l'image de µ via la transformation
t→ 1

t
.

On désigne par A2(s) l'espace des fonctions f(z) =
∑
k∈Z

akz
k holomorphes sur Ωs

telles que
+∞∑
−∞

sk | ak |2< +∞

Nous allons montre que l'espaceA2(s) est la fermeture de l'espace des polynômes de
Laurent (dé�nis dans la section 1.7) dans L2(µs) siµs est une mesure représentante
de la suit des moments {sn}n∈Z. En particulier, A2(s) est un espace de Hilbert
muni du produit scalaire

〈f, g〉 :=
∑
k∈Z

skakbk,

pour f(z) =
∑
k∈Z

akz
k et g(z) =

∑
k∈Z

bkz
k deux éléments de A2(s).

Si Ks(., .) désigne le noyau reproduisant de cet espace, on note Ps la projection
orthogonale associée à A2(s) dé�ni pour tout g ∈ L2(µs) par :

(Psg) =

∫
Ωs

Ks(z, w)g(w)dµs(w), z ∈ Ωs

où Ks(z, w) est le noyau reproduisant de l'espace A2(s).
L'opérateur de Hankel de symbole f est dé�ni par densité de A2(s) dans L2(µs),
et peut s'écrire sous la forme

Hf (ϕ) = (I − Ps)(fϕ)

pour tout polynôme de Laurent ϕ. Notre première résultat est le suivant :
Théorème C : Soit f un polynôme de Laurent holomorphe. Alors
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1) l'opérateur Hf est borné si et seulement si

sup
n∈N

(
sn+k

sn
− sn
sn−k

) < +∞ et sup
n∈N

(
s̃n+k

s̃n
− s̃n
s̃n−k

) < +∞, ∀k ∈ spec(f).

2) l'opérateur Hf est compact si et seulement si

lim
n→+∞

(
sn+k

sn
− sn
sn−k

) = 0 et lim
n→+∞

(
s̃n+k

s̃n
− s̃n
s̃n−k

) = 0, ∀k ∈ spec(f).

En ce qui concerne l'appartenance de l'opérateur de Hankel aux classes de
Schatten on a :
Théorème D : Soit f un polynôme de Laurent holomorphe. Alors l'opérateur Hf

est dans la classe de Schatten Sp(A2(µs), L
2(µs)) si et seulement si :∑

n∈N

(
sn+k

sn
− sn
sn−k

)
p
2 < +∞ et

∑
n∈N

(
s̃n+k

s̃n
− s̃n
s̃n−k

)
p
2 < +∞, ∀k ∈ spec(f).

Comme application, considérons l'espaceA(µs) avec µs = e−|z|
m− 1

|z|m dA(z), m > 0
et dA(z) la mesure de Lebesgue normalisée sur le plan complexe

A2(µm) = {f ∈ Hol(C \ {0})/
∫
C∗
|f(z)|2e(−|z|m− 1

|z|m )dA(z) < +∞},

où Hol(C \ {0}) est l'espace des fonctions holomorphes dans C \ {0}.
les moments de la mesure µm sont donnés par :

sd =

∫ +∞

0

td exp(−tm − 1

tm
)dt, d ∈ Z

pour f ∈ A2(µm) l'opérateur de Hankel Hf est dé�ni sur χ(m) par :

Hf (ϕ)(z) =

∫
C∗
Km(z, ω)ϕ(ω)[f(z)− f(ω)]dµm(ω)

avec χ(m) la classe des fonctions f ∈ A2(µm) telles que fϕKm(z, .) ∈ L1(µm), ϕ
un polynôme de Laurent holomorphe et Km(z, .) le noyau reproduisant de A2(µm).
Un autre résultat principal de cette thèse est le théorème suivant :
Théorème E : Soit f ∈ A2(µm), avec m un réel strictement positif et soit U la
transformation dé�nie par Uf(z) = f(1

z
) alors :

1) les opérateurs Hf et HUf sont bornés sur A2(µm) si et seulement si f est un
polynôme de Laurent de L-degré inférieur ou égal à 2m.
2)les opérateurs Hf et HUf sont compacts sur A2(µm) si et seulement si f est un
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polynôme de Laurent de L-degré strictement inférieur à 2m.
3) les opérateurs Hf et HUf sont dans la classe de Schatten Sp(A2(µm), L2(µm))
si et seulement p > 2 et f est un polynôme de Laurent de L-degré strictement
inférieur à 2m(p−2)

p
.

Pour démontrer ce dernier théorème on introduit le sous-espaceM de A2(µm)
formé des fonctions f ∈ A2(µm) telles que Hf est borné. On note M∞ le sous-
espace deM constitué des symboles f pour lesquels Hf est compact et,�nalement,
pour p ≥ 1 on a

Mp = {f ∈M, Hf ∈ Sp(A2(µm), L2(µm)) }

On munitM etMp respectivement des semi-normes

‖f‖M :=
∥∥Hf

∥∥+ |f(0)|

‖f‖Mp
:=
∥∥Hf

∥∥
Sp

+ |f(0)| .

AinsiM,M∞ etMp sont des espaces de Banach.
Ensuite, nous établissons l'invariance des espacesM,M∞ etMp sous l'action des
rotations. Pour θ ∈ R, notons Rθ la transformation Rθ(z) = eiθz pour tout z ∈ C.
Alors
Lemme 1 : Soit θ ∈ R. Alors l'opérateur Rθf := f ◦Rθ est une isométrie unitaire
de L2(µm) dans lui même, et de A2(µ) dans lui même. De plus on a
1) Si f ∈M, Rθf ∈M et ‖Rθf‖M = ‖f‖M .
2) Si f ∈M∞, Rθf ∈M∞.
3) Si f ∈Mp, Rθf ∈Mp et ‖Rθf‖Mp

= ‖f‖Mp
.

En�n, en utilisant les résultats précédents et les propriétés des espacesM,M∞
etMp, nous établissons le lemme suivant :
Lemme 2 : Soit f ∈ A2(µm). et soit K ∈ spac(f). Alors :
1) Si f ∈M, alors zk est dansM.
2) Si f ∈M∞, alors zk est dansM∞.
3) Si p ≥ 1 et f ∈Mp, alors zk est dansMp.
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Chapitre 1

Présentation générale

1.1 Fonction dé�nie positive dans un semi-groupe

1.1.1 propriétés

Dans cette section, on traite principalement les fonctions dé�nies positives
(resp. négatives) sur un semi-groupe abélien et on introduit aussi le concept de
semi-groupe arbitraire muni d'une involution.
La classe des fonctions dé�nies positives sur un groupe localement compact se di-
vise en deux catégories totalement di�érentes, la première catégorie est celle des
fonctions dé�nies positives (resp. négatives) sur les groupes abéliens et la deuxième
catégorie est celle des fonctions dé�nies positives (resp. négatives) sur les groupes
non abéliens. Plusieurs travaux ont été mené pour étudier et caractériser ces fonc-
tions dans le cas des semi-groupes abéliens contrairement au cas non-abélien.

Dé�nition 1.1.1 Un semi-groupe (S, ◦) est un ensemble non vide muni d'une lois
de composition associative ◦ et d'un élément neutre e.
Un semi-groupe involutif (ou ∗-semi-groupe) (S, ◦, ∗) est un semi-groupe (S, ◦) tel
que l'application ∗ : S → S appelée involution satisfait les deux axiomes suivants

� (i) (s ◦ t)∗ = t∗ ◦ s∗ pour tous s, t ∈ S
� (ii) (s∗)∗ = s pour tout s ∈ S

Il faut noter que les deux axiomes impliquent que e = e∗. En e�et : e∗ = e∗ ◦ e =
(e∗ ◦ e)∗ = e.
Pour un semi-groupe abélien les loi de composition et l'élément neutre sont notés
respectivement + et 0, et l'élément neutre est appelé zéro.
Soit (S, ◦), (T, ◦) deux semi-groupes d'éléments neutre eS et eT respectivement.
Une application f : S → T est appelée homomorphisme si f(eS) = eT et f(x◦y) =
f(x) ◦ f(y) pour tous x, y ∈ S. Si de plus S et T sont des semi-groupes involutifs,
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on ajoute la condition f(s∗) = f(s)∗ pour tout s ∈ S et dans ce cas f est appelée ∗-
homomorphisme. Un homomorphisme f : S → T bijectif est appelé isomorphisme.
Un semi-groupe (S, ◦) équipé d'une topologie O noté (S, ◦,O) est dit un semi-
groupe topologique si la lois de composition (s, t) 7→ s ◦ t est continue de S × S
dans S. Si de plus S a une involution ∗, alors s 7→ s∗ doit être continue.
Dans le reste de cette section on considère un semi-groupe involutif S = (S, ◦, ∗).
Dé�nition 1.1.2 Une fonction ϕ : S → C est dite dé�nie positive si le noyau de
l'application (s, t) 7→ ϕ(s∗ ◦ t) est dé�ni positif dans S × S ; c'est à dire si

n∑
j,k=1

cjckϕ(s∗j ◦ sk) ≥ 0

Pour tout n ∈ N, {s1, ..., sn} ⊆ S, {c1, ..., cn} ⊆ C.
ϕ est dite strictement dé�nie positive si le noyau ϕ(s∗j ◦ t) est strictement dé�ni
positif.

On note P(S) l'ensemble des fonctions dé�nie positive ϕ : S → C et P1(S) = {ϕ ∈
P(S) : ϕ(e) = 1}.
Il faut noter que dans la dé�nition précédente le concept reste inchangé si on rem-
place le noyau ϕ(s∗ ◦ t) par le noyau ϕ(s ◦ t∗).
Dans un groupe abélien (G,+) on peut considérer deux involutions di�érentes,
l'involution identique et l'involution x∗ = −x, pour x ∈ G. On se retrouve donc
avec deux notions di�érentes pour les fonctions dé�nies positives sur G correspon-
dantes à ces deux involutions.
Lorsque G est muni de l'involution identique, on dit que ϕ : G → C est dé�nie
positive dans le sens du semi-groupe. Et si G est muni de l'involution x∗ = −x
pour tout x ∈ G, on dit dans ce cas que ϕ est dé�nie positive dans le sens du
groupe.
On utilisant la remarque [3.1.5,[12]], on déduit que toute fonction ϕ dé�nie positive
est hermitienne, c'est à dire ϕ(s∗) = ϕ(s) pour tout s ∈ S, on a :

ϕ(s∗ ◦ s) ≥ 0 et | ϕ(s∗ ◦ t) |2≤ ϕ(s∗ ◦ s)ϕ(t∗ ◦ t). s, t ∈ S.

En particulier

ϕ(e) ≥ 0 et | ϕ(s) |2≤ ϕ(e)ϕ(s∗ ◦ s). s ∈ S.

La dernière inégalité implique que ϕ ≡ 0 si ϕ(e) = 0.
L'ensemble P(S) est un cône convexe dans l'espace vectoriel CS des fonctions
à valeurs complexes dans S. P(S) est stable pour les produits et fermé dans la
topologie de la convergence simple. Le sous-ensemble P1(S) est un convexe fermé
et constitue une base de P(S). En e�et pour tout ϕ ∈ P(S) \ {0}, il existe une
unique paire (λ, ϕ0) avec λ > 0 et ϕ0 ∈ P1(S) tel que ϕ = λϕ0, à savoir λ = ϕ(e)
et ϕ0 = λ−1ϕ.
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Remarque 1.1.1 (Sz.-Nagy (1960) [56]) Soit H est un espace de Hilbert complexe
et soit B(H) l'ensemble des opérateurs bornés dans H. Une fonction Φ : S → B(H)
est dite de type positif si pour tout n ∈ N, {s1, ..., sn} ⊆ S et {ξ1, ..., ξn} ⊆ H on a

n∑
j,k=1

〈Φ(s∗j ◦ sk)ξk, ξj〉 ≥ 0.

Si Φ est de type positif, alors Φ est dé�nie positive dans le sens ou toutes les
fonctions scalaires Φξ(s) = 〈Φ(s)ξ, ξ〉, ξ ∈ H sont dé�nies positives. L'inverse
n'est pas vrai (Aveson (1969)[7]).

Si H = C les fonctions de type positif sont exactement les fonctions dé�nies posi-
tives. c'est généralement le cas si Φ(s) est contenue dans une C∗-algèbre commu-
tative de B(H), ce qui montre que les deux notions coïncident.
On peut considérer comme exemple de semi-groupe involutif le cas d'une C∗-
algèbre commutative et unitaire, la lois de composition étant la multiplication.
Alors, les applications linéaires Φ : S → B(H) de type positif sont appelées appli-
cations complètement positives.

Dé�nition 1.1.3 α : S → R+ est une fonction valeur absolue si
� (i) α(e) = 1;
� (ii) α(s ◦ t) ≤ α(s)α(t) pour tous s, t ∈ S ;
� (iii) α(s∗) = α(s) pour tout s ∈ S.

On note que la fonction constante s 7→ 1 est une fonction valeur absolue. Si α, β
sont valeurs absolues et k > 0 alors αβ, max(α, β) et αk sont valeurs absolues.

Dé�nition 1.1.4 Une fonction f : S → C est dite bornée par rapport à une valeur
absolue α (α-bornée) s'il existe une constante C > 0 telle que.

| f(s) |≤ Cα(s) pour tout s ∈ S.

Et f est exponentiellement bornée s'il existe une valeur absolue par rapport à la-
quelle f est bornée.

L'ensemble des fonctions exponentiellement bornées est une algèbre.

Proposition 1.1.1 Supposons que ϕ ∈ P(S) est bornée par rapport à une valeur
absolue α. Alors

| ϕ(s) |≤ ϕ(e)α(s) pour tout s ∈ S.

Preuve. Sans perte de généralité, on suppose que ϕ(e) = 1, alors | ϕ(s) |2≤
ϕ(s∗ ◦ s). par itération on a pour n ∈ N

| ϕ(s) |2n≤ ϕ((s∗ ◦ s)2n−1),
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En utilisant | ϕ(s) |≤ Cα(t) pour une constante C > 0, on a

| ϕ(s) |2n≤ Cα((s∗ ◦ s)2n−1) ≤ Cα(s)2n,

par conséquent,
| ϕ(s) |≤ α(s) lim

n→∞
C2−n = α(s).

Soit ϕ ∈ P(S) et soit H0 un sous-espace linéaire de Cs engendré par les fonc-
tions {ϕs|s ∈ S}, où ϕs(t) = ϕ(s∗ ◦ t). Alors H0 équipe d'un produit scalaire 〈., .〉
tel que

〈ϕs, ϕt〉 = ϕ(s∗ ◦ t) s, t ∈ S,

De plus, la complémentation H de H0 (réalisée dans Ss) est un espace de Hilbert
induit par le noyau de reproduisant associé à ϕ.
Pour tout s ∈ S il existe une transformation linéaire π(s) : H0 → H0 telle que

π(s)ϕt = ϕs◦t, s, t ∈ S,

où π est une représentation de S dans l'espace Hom(H0) (l'espace des transfor-
mations linéaires de H0,) c'est à dire

π(s ◦ t) = π(s)π(t), π(e) = I et π(s∗) = π(s)∗,

où la dernière équation signi�e que

〈π(s)f, g〉 = 〈f, π(s∗)g〉 pour tous f, g ∈ H0.

Alors on a :
ϕ(s) = 〈ϕ, π(s)ϕ〉, s ∈ S.

Théorème 1.1.1 Soit ϕ ∈ P(S), et soit π : S → Hom(H)0 une représentation.
Alors ϕ exponentiellement bornée si et seulement si π(s) est un opérateur borné
dans H0 pour chaque s.

Preuve. On suppose que π(s) est borné dans H0 pour tout s ∈ S. Alors
α(s) := ‖π(s)‖ est une valeur absolue dans S et | ϕ(s) |=| 〈ϕ, π(s)ϕ〉 |≤ ‖ϕ‖2‖π(s)‖,
ce qui montre que ϕ est bornée par rapport à α.
Inversement, on suppose que | ϕ(s) |≤ ϕ(e)α(s) pour une valeur absolue α. Soit
f =

∑n
j=1 cjϕxj ∈ H0 et on dé�nit

g(s) =
n∑

j,k=1

cjckϕ(x∗j ◦ s ◦ xk), s ∈ S.

13



Alors g ∈ P(S), si {y1, ..., ym} ⊆ S, {d1, ..., dm} ⊆ C on a

m∑
p,q=1

dpdqg(y∗p ◦ yq) =
m∑

p,q=1

n∑
j,k=1

(dpcj)(dqck)ϕ((yp ◦ xj)∗ ◦ (yq ◦ xk)) ≥ 0.

De plus, g est bornée par rapport à α, alors

| g(s) |≤
( n∑

j=1

| cj | α(xj)

)2

ϕ(e)α(s).

Par Proposition 1.1.1 il s'ensuit que

‖π(s)f‖2 = g(s∗ ◦ s) ≤ g(e)α(s)2 = ‖f‖2α(s)2,

Ce qui montre que π(s) est un opérateur borné dans H0 avec la norme ≤ α(s).

1.2 Fonctions exponentiellement bornées et dé�-

nies positives dans un semi-groupe abélien

Dans cette section S = (S,+, ∗) est un semi-groupe involutif abélien, qui peut
être l'identité ou non.

Dé�nition 1.2.1 La fonction ρ : S → C est un semi-caractère si
� (i) ρ(0) = I;
� (ii) ρ(s+ t) = ρ(s)ρ(t) pour s, t ∈ S;
� (iii) ρ(s∗) = ρ(s) pour s ∈ S.

Un semi-caractère est un homomorphisme de (S,+∗) dans le semi-groupe (C, .,−),
où la loi de composition et l'involution sont le multiplication et la conjugaison.
Si l'involution ∗ est l'identité, un semi-caractère est automatiquement de valeur
réelle. si (S,+) est un groupe abélien et s∗ = −s,alors, les valeurs d'un semi-
caractère sont dans le groupe de cercle T = {z ∈ C| | z |= 1} et il est un groupe
caractère.
S∗ c'est l'ensemble des semi-caractère dans S. on équipe S∗ avec la topologie hé-
ritée de Cs, avec la topologie de la convergence simple. en particulier S∗ est un
espace de Hausdor�. (puisque Cs est Complètement régulier et S∗ est un sous-
ensemble fermée de Cs, alors, S∗ est un espace complètement régulier).
On note que S∗ est un semi-groupe topologique de multiplication ponctuelle,alors,
l'application ρ 7→ ρ est un involution et la fonction 1 est l'élément neutre. On
appelle S∗ le dual d'un semi-groupe de S.
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Chaque semi-caractère est dé�nie positive. On veux savoir si chaque fonction dé-
�nie positive peut être représentée comme une intégral de semi-caractères. La
réponse est négative en général. Toutefois, les fonctions exponentiellement bornées
dé�nies positives admettent une représentation intégrale.
Pour µ ∈ M c

+(S∗), l'ensemble des mesures de Radon dans S∗ avec une support
compact, alors

ϕ(s) =

∫
s∗
ρ(s)dµ(ρ), s ∈ S

est un fonction dé�nie positive. En fait, pour {s1, ..., sn} ⊆ S, {c1, ..., cn} ⊆ C on
trouve

n∑
j,k=1

cjckϕ(sj + s∗k) =

∫ ∣∣∣∣ n∑
j=1

cjρ(sj)

∣∣∣∣2dµ(ρ) ≥ 0.

De plus, pour montre que ϕ est exponentiellement bornée, on dé�nie une valeur
absolue αk associe avec une sous-ensemble compact K ⊆ S∗ par

αk(s) = supp{| ρ(s) | |ρ ∈ K}, s ∈ S.

Et si K = supp(µ) on trouve

| ϕ(s) |≤ µ(K)αk(s) = ϕ(0)αk(s), pour s ∈ S.

ce qui montre que ϕ est bornée par rapport à αk.

Théorème 1.2.1 [12] Une fonction ϕ : S → C possède une représentation inté-
grale de la forme

ϕ(s) =

∫
S∗
ρ(s)dµ(ρ), (1)

où µ ∈ M c
+(S∗) si et seulement si ϕ est une exponentiellement bornée dé�nie

positive.
Si ϕ possède ces propriétés, alors il y a exactement une mesure µ ∈ M+(S∗)
véri�e(1).

On �xe une valeur absolue α et considère l'ensemble Pα(S) de fonctions α-bornées
ϕ ∈ P(S), et le sous-ensemble Pα1 (S) de fonctions ϕ ∈ Pα telle que ϕ(0) = 1. C'est
évidant que Pα(S) un subcône convexe fermé de P(S) et Pα1 (S) est un ensemble
convexe fermé, qui est une base par Pα(S).
On remarque que l'ensemble des fonctions exponentiellement bornées dé�nies po-
sitives Pe(S) donnent par

Pe(S) = ∪
α
Pα(S),

où l'union est prise sur l'ensemble des valeurs absolues, alors Pe(S) est un cône
convexe .
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Théorème 1.2.2 Soit α une valeur absolue dans S. Alors Pα1 (S) est une ensemble
convexe et compact qui ses points extrêmes sont précisément les semi-caractères α-
bornées.

Corollaire 1.2.1 Soit α une valeur absolue dans S. Alors Pα1 (S) est un simplexe
de Bauer.

Un cas particulier, on considère que la valeur absolue b(s) = 1, s ∈ S, alors, la
cône Pb(S) est égale à la cône de fonctions dé�nies positives bornées, et on dé�nit

Ŝ := S∗ ∩ Pb(S) = {ρ ∈ S∗| | ρ |≤ 1 s ∈ S},

qui est un semi-groupe compact de S∗ s'appelle le dual d'un semi-groupe restreint.
il est facile de voir que Ŝ est l'ensemble des semi-caractères bornés.

Théorème 1.2.3 L'ensemble Pb1(S) de fonctions bornées dé�nies positives ϕ où
ϕ(0) = 1 est un simplex de Bauer et l'ensemble de tous les points extrémaux sont

Ŝ. La fonction bornée dé�nie positive possède une représentation intégrale

ϕ(s) =

∫
Ŝ

ρ(s)dµ(ρ), s ∈ S.

où µ ∈M+(Ŝ) est uniquement déterminé.

Théorème 1.2.4 Soit G un groupe abélien discret. Une fonction ϕ : G → C est
dé�nie positive dans le sens de groupe si et seulement si elle est la transformée de
Fourier d'une mesure de Radon (non négatif) sur le dual d'un groupe compact Ĝ.

Théorème 1.2.5 La trasformation µ 7→ µ̂ est un homomorphe de M+((̂S) dans
Pb(S).

1.3 Problème des moments

1.3.1 Introduction

Le problème classique des moments a été au Coeur du développement de l'ana-
lyse au cours de la période allant de 1894 (quand Stieltjes a écrit son célèbre
mémoire [68]). Il a également posé et résolu le problème suivant, appelé problème
des moments (classique ou problème faible).
On peut trouver une fonction α(x) croissante, bornée avec une in�nité de points
de croissance sur [0,∞[, telle que ses moments

µn =

∫ ∞
0

xndα(x) , n = 0, 1, 2, ... . (1.1)
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ont des valeurs prescrites.
Le terme moment trouve ses origines dans la mécanique classique. Les moments
µ1 et µ2 sont appelés moment statique et moment d'inertie respectivement.
Dans ce chapitre les fonctions mesures α, β et σ doivent être des fonctions crois-
santes, bornées présentant une in�nité de points de croissance sur l'intervalle I où
elles sont dé�nies.

� Le problème faible des moments, On peut trouver une fonction α(x) crois-
sante, bornée avec une in�nité de points de croissance sur I, telle que ses
moments

µn =

∫
I

xndα(x) , n = N . (1.2)

ont des valeurs prescrites.
� Le problème fort des moments, On peut trouver une fonction α(x) croissante,
bornée avec une in�nité de points de croissance sur I, telle que ses moments

µn =

∫
I

xndα(x) , n = Z . (1.3)

ont des valeurs prescrites.
Dans les deux cas on dit que α génère la suit {µn}.
Stieltjes ([68][69]) a utilisé la théorie des fractions continues pour résoudre le pro-
blème (1.1). Une condition nécessaire et su�sante pour l'existence de la solution
de ce problème est la positivité des déterminants de Hankel 4n et 4(1)

n pour tout
n ∈ N

4n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
µ0 µ1 ... µn
µ1 µ2 ... µn+1

µn µn+1 ... µ2n

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≡| µi+j |
n
i,j

(1.4)

4(1)
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
µ1 µ2 ... µn+1

µ2 µ3 ... µn+2

µn+1 µn+2 ... µ2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≡| µi+j+1 |ni,j

L'extension du problème des moments sur tout l'axe des réels a été faite en 1920-21
par H. L. Hamburger [37]. Il a condidéré le problème de moments

µn =

∫ +∞

−∞
xndα(x) , n = Z . (1.5)
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Remarque 1.3.1 La fonction mesure α présente une in�nité de points de crois-
sance dans (1.1),(1.2),(1.3) et (1.5), alors dégénèrent en sommes �nies.

On exige que tous les moments soient �nis tout au long de ce document.

Dé�nition 1.3.1 On dit que les problèmes des moments (1.1) et (1.3) sont dé-
terminés ou uniquement déterminés, s'il existe au plus une seule fonction α qui
satisfait (1.1) et (1.3).
Si les problèmes (1.1) et (1.3) ne sont pas déterminées alors on dit qu'ils sont
indéterminées, dans cette situation il y a plus qu'une seule fonction α.

Deux solution α1 et α2 sont dites égales si∫
I

f(x)dα1(x) =

∫
I

f(x)dα2(x)

Pour tout fonction continue f . Ceci est équivalent à ce qu'il existe une constante
C telle que α1 = α2 + C, pour tout point de continuité.
Stieltjes ([68] et [69]) a prouvé que le problème des moments (1.1) est déterminé
ou indéterminé, selon qu'une certaine fraction continue est convergente ou diver-
gente.
Hamburger ([37]) a prouvé qu'une condition nécessaire et su�sante pour l'exis-
tence d'une solution du problème (1.5) est les déterminants 4n dans (1.4) soient
positifs. Il a également précisé les conditions pour que le problème de moments
(1.5) soit déterminé ou indéterminé.
M. Riesz [65] a résolu le problème (1.5) en utilisant les polynômes quasi-orthogonaux.
T. Carleman ([21], [22] et [23]) a montré la connexion entre le problème (1.5) et la
théorie des fonctions quasi-analytiques et les formes quadratiques en utilisant les
séries asymptotiques. W. B. Jones, O. Njastad, W. J. Thron, H. Waadeland ([46]
et [47]) ont considérés le problème fort des moments de Stieltjes et le problème
fort de moments de Hamburger. Ils ont spéci�é et prouvé les conditions nécessaires
et su�sants de l'existence et de l'unicité de solutions en utilisant la théorie des
fractions continues et les déterminants de Hankel sous une forme plus générale que
(1.4).
Pour les problèmes de moment (1.1), (1.2) et (1.3) il y a deux problèmes princi-
paux :

� (i) L'existence d'une solution.
� (ii) L'unicité.

Nous allons maintenant exposer des résultats relatifs aux di�érents de problèmes
de moments.
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1.3.2 Les problèmes faible des moments

Soit {µn}n∈N une suite de nombres positifs, et soit α(t) est une fonction crois-
sant bornée avec une in�nité de points de croissance, alors pour n = 0, 1, 2, ...,

(i) µn =

∫ b

a

tndα(t) | a |, | b |<∞ les problmes des moments de Hausdorff.

(ii) µn =

∫ ∞
0

tndα(t) les problmes des moments de Stieltjes.

(iii) µn =

∫ ∞
−∞

tndα(t) les problmes des moments de Hamburger.

1.3.3 L'unicité et l'existence des problème faible

Théorème 1.3.1 (T. Carleman ([21], [22] et [23])
Soit α(t) une fonction croissante bornée dé�nie sur [0,+∞[, on suppose que α(t)
a une in�nité de points de croissance sur [0,+∞[, et soit

µn =

∫ ∞
0

tndα(t) n ∈ N.

Alors si
∞∑
n=1

1

µ
1
2n
n

=∞ (2.1)

le problème de moment de Stieltjes est uniquement déterminé.

la condition (2.1) s'appelle condition de Carleman.
Preuve. voir [33]
Et dans le cas du problème de Hamburger, la théorème qui également été prouvé
par Carleman :

Théorème 1.3.2 (T. Carleman ([21], [22] et [23])
Soit α(t) une fonction croissante bornée dé�nie sur ] −∞,+∞[, on suppose que
α(t) a une in�nité de points de croissance sur ]−∞,+∞[, et soit

µn =

∫ ∞
−∞

tndα(t) n ∈ N.

Alors si
∞∑
n=1

1

µ
1
2n
n

=∞ (2.2)

le problème de moment de Hamburger est uniquement déterminé.
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La condition (2.2) s'appelle aussi condition de Carleman.
La problème de moment de Hausdor� est toujours uniquement déterminé, en e�et,
puisque la fonction α(t) est bornée, on peut estimer les µn par

| µn |=
∣∣∣∣ ∫ b

a

tndα(t)

∣∣∣∣ ≤ cn

avec c est une constante positive. Ce qui montre que

1

| µn |
1
2n

≥ 1

c
1
2

> 0

et par suit la condition de Carleman (2.1) est réalisée.
En e�et, la condition de Carleman (2.1) n'est pas su�sante pour l'existence des
solutions dans le cas de Stieltjes, pour le voir, on considère l'exemple suivant :
Soit {µn}n∈N = {n}n∈N est une suit de moment, alors le déterminant de Hankel
d'ordre 2 est

4(1)
1 =

∣∣∣∣µ1 µ2

µ2 µ3

∣∣∣∣ = µ1µ3 − µ2
2 = 3− 4 < 0

Donc, la condition du déterminant n'est pas réalisée, ce qui conduit que le problème
de moment généré par {µn}n∈N = {n}n∈N n'admit aucune solution malgré que la

condition de Carleman sont satisfait puisque
∞∑
n=1

1

µ
1
2n
n

≥
∞∑
n=1

1
n

=∞

On considère maintenant le problème de moments généralisé∫ ∞
0

tλndα(t) = µn, (0 = λ0 < λ1 < ... < λn →∞) (2.3)

et est dit déterminé s'il existe au plus une seule fonction α(t) croissante bornée
avec une in�nité de points de croissance sur [0,+∞[ qui satisfait (2.3) et normée
par α(0) = 0.
O n suppose que λn+1 − λn > c, n = 1, 2, ..., pour certain c > 0 et on pose

Ψ(r) = exp(2
∑

0<λj≤r

1

λj
).

Le théorème suivant généralise le théorème de Carleman

Théorème 1.3.3 (Fuche [33]
Si il existe une fonction croissante, positive Φ(r) et des constantes positives A et
a telle que

Ψ(r) > A(
r

Φ(r)
)a
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et
∞∑
n=2

λn − λn−1

µ
1
an
n Φ(λn−1)

=∞ (2.4)

alors, le problème (2.3) est uniquement déterminé.

Preuve. Voir [33] et [34]
La condition (2.4) s'appelle condition de Fuchs.

1.3.4 Les problèmes forts des moments

Soit {µn}n∈Z une suite de nombres positifs, et soit α(t) est une fonction croissant
bornée avec une in�nité de points de croissance sur un intervalle I avec :

µn =

∫
I

tndα(t), n ∈ Z

Alors, on a :

(i) µn =

∫ ∞
0

tndα(t), n ∈ Z (3.1)

les problèmes fort des moments de Stieltjes.

(ii) µn =

∫ b

a

tndα(t), n ∈ Z | a |, | b |<∞ (3.2)

les problèmes fort des moments de Hausdor�.

(iii) µn =

∫ ∞
−∞

tndα(t), n ∈ Z (3.3)

les problèmes fort des moments de Hamburger.

1.3.5 L'unicité du problème fort

Soit {µn}n∈Z une suite de nombres positifs et considérons le problème de mo-
ments généralisé suivant

µn =

∫ +∞

0

tλndα(t), n ∈ Z (3.4)

avec (−∞← λ−k < ...λ−1 < λ0 < λ1 < ... < λk → +∞), k = 1, 2, 3, ...
On dit que le problème de moment (3.4) est déterminé s'il existe au plus une fonc-
tion α(t) croissant bornée avec une in�nité de points de croissance sur [0,+∞[,
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telle que (3.4) est véri�ée et α(0) = 0. On suppose que λn+1−λn > C, n ∈ Z, C > 0
et que −λ−k = λk, k = 1, 2, 3...

on pose

Ψ̃(r) = (exp(2
∑

0<|λj |≤r

1

| λj |
))

1
2 = (exp(4

∑
0<λj≤r

1

λj
))

1
2

= ((Ψ(r))2)
1
2 = Ψ(r)

avec Ψ(r) est la fonction dé�nie dans le théorème de Fuchs (1.8.3).

Théorème 1.3.4 Si il existe une fonction croissante, positive Φ(r) et des constantes
positives A et a telle que

Ψ̃(r) > A(
r

Φ(r)
)a

et ∑
n∈Z
n 6=0

λn − λn−1

µ
1

a|λn|
n Φ(| λn−1 |)

=∞ (3.5)

alors, le problème (3.4) est uniquement déterminé.

La condition (3.5) s'appelle de type Fuchs. Comme conséquence de ce théorème
on a le résultat suivant :

Théorème 1.3.5 Soit {µn}n∈Z une suite de nombres positifs, et soit α(t) est une
fonction croissant bornée avec une in�nité de points de croissance sur [0,+∞[ telle
que :

µn =

∫ +∞

0

tndα(t), n ∈ Z.

si la condition de type Carleman suivante∑
n∈Z
n6=0

1

µ
1

2|n|
n

=∞ (3.6)

est véri�ée, alors le problème fort des moments (3.1) est uniquement déterminé.

Preuve. C'est évident, si on choisir λn = n,Φ ≡ 1 et a = 2 dans le théorème
(1.9.1).
En ce qui concerne le problème fort des moments de Hausdor� (3.2), il est toujours
déterminé puisque la condition de type Carleman (3.6) est réalisée, en e�et

∑
n∈Z
n 6=0

1

µ
1

2|n|
n

=
−1∑
−∞

1

µ
1

2|n|
n

+
+∞∑

1

1

µ
1
2n
n

≥
−1∑
−∞

1

µ
1
2n
n

.
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et comme la dernière série est divergent, on conclut donc que le problème fort de
Hausdor� est toujours déterminé.
Pour le problème fort des moment de Hamburger on a le théorème suivant

Théorème 1.3.6 Soit {µn}n∈Z une suite de nombres positifs, et soit α(t) est une
fonction croissant bornée avec une in�nité de points de croissance sur [−∞,+∞[
telle que :

µn =

∫ +∞

−∞
tndα(t), n ∈ Z.

si la condition de type carleman suivante∑
n∈Z
n6=0

1

µ
1

2|n|
n

=∞

est véri�ée, alors le problème fort des moments (3.3) est uniquement déterminé.

Preuve. Voir [[3], page 24]

1.4 Opérateurs de Hankel de symbole anti-holomorphe

Une partie de ce travail concerne le problème général qui est d'établir le lien
entre les propriétés d'une fonction holomorphe f et la nature du grand opérateur
de Hankel de symbole f .
L'étude des opérateurs de Hankel de symbole antiholomorphe possède une longue
histoire. Ce sont tout d'abord les opérateurs de Hankel sur l'espace de Hardy
H2(D) du disque unité de C qui furent étudiés. Comme l'espace orthogonal à
H2(D) ne di�ère de l'espace conjugué de H2(D) que d'une dimension, il n'existe
essentiellement qu'un type d'opérateur de Hankel sur l'espace de Hardy.
On désigne par L2(∂D) l'espace des fonctions de carré intégrable par rapport à la
mesure de longueur d'arc sur le cercle unité ∂D de C. On note H2(D) l'espace de
Hardy constitué des fonctions dans L2(∂D) telles que leurs coe�cients de Fourier
d'indice strictement négatif soient nuls.
Pour f ∈ H2(D), l'opérateur de Hankel Hf de symbole f est l'opérateur de H2(D)
dans L2(∂D) dé�ni par

Hf (g) := (I − Ps)(fg) pour tout g ∈ H2(D),

où Ps est la projection de Szegö, c'est-à-dire la projection orthogonale de L2(∂D)
dans H2(D).
En fait, Hf est seulement dé�ni sur H(D), l'espace des fonctions holomorphes bor-
nées sur D.
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La caractérisation des opérateurs de Hankel de symbole anti-holomorphe bornés
sur l'espace de Hardy a été obtenue en 1957 par Z. Nehari [57] et celle des opéra-
teurs de Hankel de symbole anti-holomorphe compacts sur cet espace fut donnée
en 1958 par P. Hartman[38].
Plus précisément, Z. Nehari a montré que l'opérateur de Hankel Hf dé�ni sur l'es-
pace de Hardy est borné si et seulement si f est dans l'espace BMOA, constitué
des fonctions dans H2(D) possédant une oscillation principale bornée.
Le résultat de P. Hartman donne que l'opérateur Hf est compact si et seulement
si f appartient à l'espace VMOA, constitué des fonctions dans H2(D) ayant une
oscillation principale évanescente.
D'autres caractérisations de la continuité et de la compacité pour les opérateurs
de Hankel sur l'espace de Hardy en terme d'action sur les noyaux reproduisant
furent établies par F. F. Bonsall dans [17] et F. Holland et D. Walsh dans [43].
L'étude de l'appartenance aux classes de Schatten des opérateurs de Hankel de
symbole antiholomorphe sur l'espace de Hardy est dû en 1982 à V. V. Peller [61]
dans le cas p > 1, et simultanément à S. Semmes [67] et V. V. Peller [62] en 1984
dans le cas 0 < p < 1.
Ces auteurs ont montré que pour p > 0, l'opérateur Hf appartient à la p

ème classe
de Schatten de H2(D) dans L2(∂D) si et seulement si f appartient à l'espace de
Besov Bp constitué des fonctions holomorphes sur D telles que∫

D

(1− | z |2)p | f ′(z) |p 1

(1− | z |2)2
dν(z) < +∞

où ν désigne la mesure planaire.
Dans le cas de l'espace de Bergman, il existe deux types d'opérateurs de Hankel :
le petit opérateur de Hankel et le grand opérateur de Hankel. Ceci provient du fait
que l'orthogonal de l'espace de Bergman A2(D) du disque unité de C est bien plus
gros que l'espace conjugué de A2(D).
Les petits opérateurs de Hankel sont dé�nis via la projection sur l'espace conjugué
de l'espace de Bergman A2(D).
Plus précisément, on désigne par L2(D) l'espace des fonctions de carré intégrable
par rapport à la mesure de Lebesgue sur D.
On note A2(D) l'espace de Bergman des fonctions holomorphes dans L2(D) et P
la projection orthogonale de L2(D) dans A2(D).
Pour f ∈ A2(D),
Le petit opérateur de Hankel H̃f de symbole f est dé�ni pour g ∈ A2(D) par :

H̃f (g) := P (fg).

Les petits opérateurs de Hankel se comportent un peu comme les opérateurs de
Hankel sur l'espace de Hardy. Dans [31], M. Feldman et R. Rochberg ont même
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obtenu des résultats sur les petits opérateurs de Hankel sur l'espace de Bergman
de la boule à partir de certaines propriétés des opérateurs de Hankel sur l'espace
de Hardy.
En revanche, l'étude des grands opérateurs de Hankel sur l'espace de Bergman est
totalement di�érente de celle des opérateurs de Hankel sur l'espace de Hardy.
On désigne par P la projection de Bergman, à savoir la projection orthogonale de
L2(D) sur A2(D). Pour f ∈ A2(D), le grand opérateur de Hankel Hf de symbole
f est l'opérateur de A2(D) dans L2(D), dé�ni par

Hf (g) := (I − P )(fg) pour tout g ∈ A2(D).

L'opérateur Hf est en fait seulement dé�ni sur un sous-espace de H∞(D).
Dans [9], S. Axler montre que Hf est borné si et seulement si f appartient à
l'espace de Bloch, c'est-à-dire si et seulement si

sup
z∈D

(1− |z|2)|f ′(z)| < +∞.

Il établit également que Hf est compact si et seulement si f est dans le petit espace
de Bloch, c'est-à-dire si et seulement si

lim
|z|→1−

(1− |z|2)|f ′(z)| = 0.

L'appartenance aux classes de Schatten des opérateurs de Hankel de symbole an-
tiholomorphe sur l'espace de Bergman du disque unité de C fut étudiée en 1987
par J. Arazy, S. Fisher et J. Peetre dans [6].
On voit apparaître un phénomène dit de coupure qui n'existait pas dans le cas de
l'espace de Hardy. Plus précisément, pour p > 1, l'opérateur Hf appartient à la
pème classe de Schatten si et seulement si f appartient à l'espace de Besov Bp.
En revanche, contrairement au cas de l'espace de Hardy, il n'existe pas pour p ≤ 1,
d'opérateur de Hankel de symbole antiholomorphe non trivial appartenant à la
pème classe de Schatten. En fait, J. Arazy, S. Fisher et J. Peetre traitent le cas
plus général des grands opérateurs de Hankel de symbole antiholomorphe sur des
espaces de Bergman à poids via la projection de Bergman qui leur est associée.
Plus précisément, pour α > −1, on désigne par L2

α(D) l'espace des fonctions de
carré intégrable par rapport à la mesure (1 − |z|2)αdν(z), où ν est la mesure de
Lebesgue sur D. On note A2

α(D) l'espace de Bergman à poids constitué des fonc-
tions holomorphes dans L2

α(D) et Pα la projection de Bergman associée, c'est-à-dire
la projection orthogonale de L2

α(D) sur A2
α(D). Pour f ∈ A2

α(D), l'opérateur de
Hankel Hf de symbole f est l'opérateur de A2

α(D) dans L2
α(D), dé�ni par

Hf (g) := (I − Pα)(fg) pour tout g ∈ A2
α(D).
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Dans ce cas, les résultats sont les mêmes que ceux établis dans le cas de l'espace de
Bergman classique : Hf est borné si et seulement si f est dans l'espace de Bloch,
compact si et seulement si f est dans le petit espace de Bloch et appartient à la
pème classe de Schatten si et seulement si f appartient à l'espace de Besov Bp.
Des résultats semblables ont été obtenus dans le cas de l'espace de Bergman de la
boule unité de Cn par J. Arazy, S. Fisher, S. Janson et J. Peetre [5], R. Wallsten
[72], K. T. Hahn et E. H. Youss� [36] et K. Zhu [78], [80].
pour n ≥ 2, K.Zhu a montré qu'il existe un opérateur de Hankel de symbole anti-
holomorphe non trivial dans la pème classe de Schatten si et seulement si p > 2n.

On considère maintenant l'espace des fonctions holomorphes sur C de carré in-
tégrable par rapport à la mesure dµm = e−|z|

m
dV (z) (Espace de Fock généralisés),

V étant la mesure de Lebesgue normalisée de sorte que le volume de la boule unité
de Cn soit égal 2n et m étant un paramètre positif. On le note

A2(µm) = {f ∈ L2(µm), f entire}

A2(µm) étant un sous-espace fermé de L2(µm), Pm désigne la projection orthogo-
nale de L2(µm) surA2(µm). L'opérateur de HankelHf de symbole anti-holomorphe
f est dé�ni par

Hf (g) := (I − Pm)(fg) pour tout g ∈ A2(µm).

Dans le cas m = 2, l'espace A2(µ2) est appelé espace de Segal-Bargman et l'opé-
rateur de Hankel Hf est un opérateur borné. Bergr et Coburn [13], puis Stroetho�
[71] ont caractérisé les symboles f pour lequel Hf est compact. Plus précisément,
pour un élément f de L2(µm), la transformée de Berezin de f est la fonction dé�nie
sur C2 par

f̃(z) = 〈fkz, kz〉,

où kz = K2(.,z)

K2(z,z)
1
2
et K2(., z) étant le noyau reproduisant de A2(µ2).

L'oscillation moyenne de f est donnée par

MO(f)(z) = (|̃ f |2(z)− | f̃(z) |2)
1
2 .

Dans ce cas les opérateurs de Hankel Hf et Hf sont simultanément compacts si et
seulement si lim

|z|→+∞
MO(f)(z) = 0.

L'objectif était ensuite d'étendre ces résultats à des symboles f non bornés.
On considère la classe des fonctions

τ(Cn) = {g ∈ L2(µ2), g(.+ z) ∈ L2(µ2), ∀z ∈ Cn}.
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Si f ∈ τ(Cn), Hf est dé�ni sur un domaine dense de A2(µ2) qui contient les fonc-
tions e〈.,a〉 pour a ∈ Cn.
En 2004, Xia et Zheng [76] ont montré que pour p ≥ 1, Hf et Hf sont simulta-
nément dans la pème classe de Schatten si et seulement si MO(f) est dans l'espace
Lp(Cn, dV ).
En 2005, Bauer [10] a établi que Hf et Hf sont bornées si et seulement si f est
à oscillation moyenne bornée, il a aussi montré que Hf et Hf sont compacts si et
seulement si l'oscillation moyenne de f s'annule à l'in�ni.
Ces caractérisations conduisent pour f ∈ τ(Cn) ∩ A2(µ2) aux résultats suivants :
Hf est borné si et seulement si f est un polynôme de degré inférieur ou égal à 1,
et Hf est compact si et seulement si f est une fonction constante.
Les méthodes utilisées reposent essentiellement sur l'action du groupe de transla-
tion.
Schneider [66] a étudié le cas d'une seule variable complexe, lorsque le symbole est
un polynôme et se ramène au cas f(z) = z, k ∈ N. Il a montré que sim > 2k, Hzk

est compact. Sa méthode consiste à calculer Hzk(g) pour g ∈ A(µm), puis à estimer
sa norme.
Ce résultat été généralisé par H. Bommier-Hato et E. H. Youss� dans [15]et [16]
dans le cadre multi-dimensionnel en liaison étroite avec les moments de Stieltjes.
Plus précisément, les résultats sont les suivants : L'opérateur de Hankel Hf est
borné sur l'espace de Fock A2(µm) si et seulement si f est un polynôme de degré
inférieur ou égal à m

2
, il est compact si et seulement si f est un polynôme de de-

gré strictement inférieur à m
2
et pour p > 0, l'opérateur de Hankel Hf est dans

pème classe de Schatten si et seulement si p > 2n et f est un polynôme de degré
strictement inférieur à m(p−2n)

2p
.

1.5 Opérateurs d'espaces de Hilbert et classes de

Schatten

Dans ce chapitre, nous rappelons brièvement certains résultats sur les opéra-
teurs d'espaces de Hilbert sans donner les démonstrations. Ces résultats seront
utilisés dans le chapitre 3. La référence principale de ce chapitre est le livre de K.
Zhu [79].
Dans le premier paragraphe de ce chapitre, nous donnons la dé�nition d'un opé-
rateur adjoint au sens de Von Neumann et rappelons la dé�nition d'un opérateur
auto-adjoint.
Nous énonçons également le théorème spectral ainsi qu'un théorème de décompo-
sition spectrale pour les opérateurs auto-adjoints.
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Dans le deuxième paragraphe, nous nous intéressons aux opérateurs compacts et
notamment à l'existence d'une décomposition de Schmidt pour ces opérateurs.
De plus, nous donnons une caractérisation de la compacité spéci�que aux opéra-
teurs autoadjoints.

Dans le troisième paragraphe, nous dé�nissons tout d'abord la suite des valeurs sin-
gulières d'un opérateur compact et étudions les propriétés de cette suite. Ensuite,
nous donnons la dé�nition des classes de Schatten et énonçons plusieurs résultats
permettant de caractériser les éléments d'une classe de Schatten suivant leur action
sur les bases orthonormales. En�n, nous discutons de la structure topologique des
classes de Schatten.

1.5.1 Opérateurs adjoints et théorème spectral

Par la suite, nous supposerons toujours que les espaces de Hilbert considérés
sont des espaces de Hilbert complexes et séparables. De plus, pour un espace de
Hilbert H, nous noterons 〈., .〉H le produit scalaire deH et ‖ . ‖H la norme associée.

Soient deux espaces de Hilbert H et G. On note (T,Dom(T )) tout opérateur
de H dans G, où Dom(T ) désigne le domaine de T . La donnée de Dom(T ) est
essentielle dans la dé�nition de l'opérateur T .
En e�et, si on restreint ce domaine ou si on l'agrandit, on modi�e les propriétés
de T . Dans le cas où Dom(T ) est l'espace de Hilbert H tout entier, on convient de
ne pas spéci�er Dom(T ).
De plus, si Dom(T ) est un sous-espace dense dans H et si T est borné sur Dom(T )
pour la norme induite par celle de H, alors il existe une unique application linéaire
continue de H dans G qui prolonge T . On désignera de nouveau par T ce prolon-
gement continu.

Nous allons maintenant rappeler la dé�nition de l'opérateur adjoint au sens de
Von Neumann d'un opérateur non nécessairement borné.
Soient H et G deux espaces de Hilbert et soit (T,Dom(T )) un opérateur de H
dans G tel que Dom(T ) est un sous-espace dense dans H.
On considère l'ensemble des points y ∈ G tels que la forme linéaire x 7→ 〈Tx, y〉G
est continue sur Dom(T ) pour la norme induite par celle de H. Par densité de
Dom(T ) dans H, il vient que pour un tel point y, cette forme linéaire se prolonge
par continuité à l'espace H tout entier.
Par conséquent, d'après le théorème de représentation de Riesz, il existe un unique
élément de H, noté T∗y, déterminé par les égalités suivantes :

〈Tx, y〉G = 〈x, T ∗y〉H pour tout x ∈ Dom(T).
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De cette clause d'unicité, on déduit aisément que T ∗ est un opérateur, ce qui
conduit à la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.5.1 Soient H et G deux espaces de Hilbert et soit (T,Dom(T )) un
opérateur de H dans G tel que Dom(T ) est un sous-espace dense dans H.
On pose :

Dom(T ∗) := {y ∈ G : x 7→ 〈Tx, y〉G est borne de (Dom(T), ‖ . ‖H) dans C}.

On appelle opérateur adjoint de T l'opérateur T ∗ : Dom(T ∗)→ H dé�ni par :

〈Tx, y〉G = 〈x, T ∗y〉H

pour tout x ∈ Dom(T ) et tout y ∈ Dom(T ∗).

Si T est un opérateur linéaire borné de H dans G, alors T ∗ a pour domaine G et
T ∗ est également borné.
Nous renvoyons le lecteur à [19] pour plus d'informations sur cette première par-
tie du paragraphe 2.1 concernant les opérateurs adjoints au sens de Von Neumann.

Désormais, nous allons nous intéresser plus particulièrement aux opérateurs ad-
joints d'opérateurs bornés et aux opérateurs auto-adjoints.
Les opérateurs que nous considérons maintenant ont pour domaine l'espace de
Hilbert de départ tout entier. Par conséquent on ne précise plus le domaine des
opérateurs dont nous parlons.

Pour deux espaces de Hilbert H et G, on désigne par L(H,G) l'espace des opéra-
teurs bornés de H dans G. On munit cet espace de la norme usuelle ‖ . ‖ dé�nie
par :

‖ T ‖= sup
x∈H,‖x‖H=1

‖ T (x) ‖G,

pour tout opérateur T appartenant à L(H,G).
Les propositions suivantes relient la continuité d'un opérateur à celle de son opé-
rateur adjoint.

Proposition 1.5.1 Soient H et G deux espaces de Hilbert et T un opérateur de
H dans G. L'opérateur T est borné si et seulement si son opérateur adjoint T ∗ est
borné. De plus, si T est borné, on a ‖ T ‖=‖ T ∗ ‖.

Proposition 1.5.2 Soient H et G deux espaces de Hilbert. Soit T un opérateur
de H dans G. L'opérateur T est borné si et seulement si l'opérateur T ∗T est borné.
De plus, si T est borné, on a ‖ T ‖2=‖ T ∗T ‖.
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Dans la suite de ce paragraphe, on s'intéresse plus particulièrement aux opérateurs
auto-adjoints.
Soit H un espace de Hilbert. On dit qu'un opérateur borné T de H dans H est
auto-adjoint si T ∗ = T .

Par exemple, si H et G sont deux espaces de Hilbert et si T est un opérateur
borné de H dans H, alors l'opérateur T ∗T est un opérateur auto-adjoint.

La proposition suivante fournit un exemple important d'opérateurs auto-adjoints.

Proposition 1.5.3 Soit H un espace de Hilbert. Si T est un opérateur positif de
H dans H, c'est-à-dire véri�ant

〈Tx, T 〉H ≥ 0 pour tout x ∈ H

alors T est un opérateur auto-adjoint.

Si T est auto-adjoint sur H, il est facile de voir que 〈Tx, T 〉H est réel pour tout
X ∈ H. De plus, on a :

Proposition 1.5.4 Si T est un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert
H, alors

‖ T ‖= sup{|〈Tx, x〉H | : ‖x‖H = 1}.

Dé�nissons maintenant le spectre d'un opérateur borné. Soit H un espace de Hil-
bert et soit T ∈ L(H,H). Le spectre de l'opérateur T , noté σ(T ), est le sous-
ensemble des nombres complexes suivant :

σ(T ) = {λ ∈ C : λI − T n′est pas inversible }

où I est l'opérateur identité sur H.

La connaissance du spectre de T fournit beaucoup d'informations sur l'opérateur
T .
Le spectre σ(T ) est mieux compris dans le cas où T est un opérateur auto-adjoint.

Théorème 1.5.1 Soit H un espace de Hilbert. Supposons que T soit un opérateur
auto-adjoint sur H. Pour toute fonction f continue sur σ(T ), il existe un unique
opérateur f(T ) sur H, satisfaisant la condition suivante :

σ(f(T )) = f(σ(T )).

De plus, on a les propriétés suivantes :
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� i) l'application f 7→ f(T ) est linéaire ;
� ii) si f(z) = zn, alors f(T ) = T n.

Ce théorème est parfois appelé théorème spectral pour les opérateurs auto-adjoints.
Une des nombreuses conséquences de ce théorème est que, si T est un opérateur
autoadjoint, alors σ(T ) est constitué de nombres réels, et si de plus T est positif,
alors σ(T ) est constitué de nombres positifs ou nuls.

Pour terminer, citons un théorème sur la décomposition spectrale des opérateurs
auto-adjoints.

Théorème 1.5.2 Soit H un espace de Hilbert. Supposons que T soit un opérateur
auto-adjoint sur H. Alors pour tout nombre réel t, il existe une projection Et
satisfaisant les conditions suivantes :

� i) Si t ≤ s, Et ≤ Es (c'est-à-dire l'image de Et est contenue dans celle de
Es) ;

� ii) Et = 0 pour tout t < − ‖ T ‖L(H,H) et Et = I pour tout t >‖ T ‖L(H,H) ;

� iii)T =

∞∫
−∞

t dEt, au sens de la convergence en norme des sommes de Rie-

mann ;
� iv) si f est une fonction continue sur le spectre σ(T ) de T , alors

f(T ) =

∞∫
−∞

f(t) dEt.

L'application E est la mesure spectrale de l'opérateur T . Le théorème 2.1.7 im-
plique le corollaire suivant :

Corollaire 1.5.1 Soit H un espace de Hilbert. Supposons que T est un opérateur
auto-adjoint sur H et notons E sa mesure spectrale. Pour tout p ≥ 1, on a :

〈T px, x〉H =

∞∫
−∞

tpd〈Etx, x〉 pour tout x ∈ H.

1.5.2 Opérateurs compacts

Commençons par rappeler la dé�nition d'un opérateur compact. Soient (E, ‖ ‖E)
et (F, ‖ ‖F) deux espaces vectoriels normés. On note BE la boule unité fermée de
E, c'est-à-dire BE := {x ∈ E :‖ x ‖E≤ 1}.
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Un opérateur linéaire T de E dans F est un opérateur compact si T (BE) est rela-
tivement compact dans F.
Un opérateur compact est borné et on peut citer comme exemple simple d'opéra-
teurs compacts les opérateurs de rang �ni.
Maintenant, plaçons-nous dans le cadre des espaces de Hilbert.
La proposition suivante relie la compacité d'un opérateur T à celle de l'opérateur
T ∗T .

Proposition 1.5.5 Soient H et G deux espaces de Hilbert. Soit T un opérateur
borné de H dans G. L'opérateur T est compact si et seulement si l'opérateur T ∗T
est compact.

Le résultat suivant est fondamental. Il montre qu'un opérateur auto-adjoint com-
pact est diagonalisable dans une base orthonormale convenablement choisie.

Théorème 1.5.3 Si T est un opérateur compact auto-adjoint sur un espace de Hil-
bert H, alors il existe une suite décroissante de nombres réels positifs {λn(T )}n∈N
tendant vers 0 et une suite orthonormale {en}n∈N d'éléments de H, telles que :

Tx =
∑
n∈N

λn(T )〈x, en〉H en pour tout x ∈ H.

Plus précisément, chaque λn(T ) est la valeur propre associée au vecteur propre en
de l'opérateur T .

Corollaire 1.5.2 Soient H et G deux espaces de Hilbert. Si T est un opérateur
compact de H dans G, alors il existe une suite décroissante de nombres réels positifs
{sn(T )}n∈N tendant vers 0, une suite orthonormale {en}n∈N d'éléments de H et
une suite orthonormale {fn}n∈N d'éléments de G, telles que :

Tx =
∑
n∈N

sn(T )〈x, en〉H fn pour tout x ∈ H.

La décomposition ci-dessus est appelée décomposition de Schmidt de l'opérateur
T .
Plus précisément, on a :

sn(T ) = [λn(T ∗T )]
1
2 pour tout n ∈ N.

Ainsi, la suite{sn(T )}n∈N dans toute décomposition de Schmidt d'un opérateur
compact T est unique.
Pour �nir, nous donnons une caractérisation de la compacité spéci�que aux opé-
rateurs auto-adjoints.
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Proposition 1.5.6 Soient H un espace de Hilbert et T un opérateur auto-adjoint
sur H. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

� i) T est compact ;
� ii) Pour toute suite orthonormale {en}n∈N de vecteurs dans H, on a :

lim
n→∞
〈Ten, en〉H = 0;

� iii) Pour tout ε > 0, il existe une projection orthogonale Pε ∈ L(H,H) de
codimension �nie, telle que ‖PεTPε‖ ≤ ε.

Preuve. . Voir [53].

1.5.3 Classes de Schatten

Dans cette section nous allons nous intéresser au comportement asymptotique
des valeurs singulières d'un opérateur compact et aux classes de Schatten.
Commençons tout d'abord par dé�nir la suite des valeurs singulières d'un opérateur
compact.

Dé�nition 1.5.2 Soient H et G deux espaces de Hilbert et soit T un opérateur
compact de H dans G. La suite {sn(T )}n∈N dans toute décomposition de Schmidt
de l'opérateur T est appelée suite des valeurs singulières associée à T .
Plus précisément, pour n ∈ N, sn(T ) est appelée la nème valeur singulière de l'opé-
rateur T .

Proposition 1.5.7 Soient H et G deux espaces de Hilbert. Pour un opérateur
compact T de H dans G, on a :

� i) s0(T ) =‖ T ‖;
� ii)sn(λT ) = |λ|sn(T ) pour tout n ∈ N et tout λ ∈ C.

Preuve. . Voir [35].

La proposition suivante donne une interprétation géométrique des valeurs singu-
lières.
Plus précisément, la nème valeur singulière d'un opérateur compact T correspond
à la distance de T à l'espace des opérateurs de rang inférieur ou égal à n. Cette
propriété est souvent utilisée pour estimer les valeurs singulières.

Proposition 1.5.8 Soient H et G deux espaces de Hilbert et soit T un opérateur
compact de H dans G. On a, pour tout n ∈ N,

sn(T ) = inf
L(H,G)

rang(A)≤n

‖ T − A ‖ .
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De cette propriété on déduit la proposition suivante :

Proposition 1.5.9 Soient H et G deux espaces de Hilbert et soient T1 et T2 deux
opérateurs compacts de H dans G. Alors pour tous m1,m2 dans N, on a :

sm1+m2(T1 + T2) ≤ sm1(T1) + sm2(T2).

Nous allons maintenant nous intéresser aux classes de Schatten et à leurs proprié-
tés.
Commençons par donner la dé�nition des classes de Schatten.

Proposition 1.5.10 Soient H et G deux espaces de Hilbert et soit 0 < p <
1. On dé�nit la pème classe de Schatten de H dans G, notée Sp(H,G), comme
l'ensemble de tous les opérateurs compacts T de H dans G tels que la suite des
valeurs singulières de T, {sn(T )}n∈N, véri�e :

‖T‖Sp(H,G) :=

(∑
n∈N

[sn(T )]p

) 1
p

< +∞.

Autrement dit, pour p > 0, un opérateur compact T de H dans G appartient à la
classe de Schatten Sp(H,G) si et seulement si la suite {sn(T )}n∈N est p-sommable.
Par exemple, d'après la proposition (1.3.3), les opérateurs de rang �ni appar-
tiennent à la pème classe de Schatten Sp, pour tout p > 0.
Usuellement, la classe S1 est appelée classe des opérateurs à trace. Plus précisé-
ment, si T ∈ S1, alors la trace de T , notée tr(T ), est dé�nie par :

tr(T ) = ‖T‖S1 :=
∑
n∈N

sn(T ).

De même, la classe S2 est plus communément appelée classe des opérateurs de
Hilbert-Schmidt.
Les valeurs singulières étant souvent di�ciles à déterminer, nous cherchons désor-
mais à caractériser les éléments des classes de Schatten suivant leur action sur des
bases orthonormales.

Théorème 1.5.4 Soit H un espace de Hilbert. Si T est un opérateur compact
positif de H dans H, alors :∑

n∈N

sn(T ) =
∑
n∈N

〈Ten, en〉H ,

pour toute base orthonormale {en}n∈N de H .
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Par conséquent, si T est un opérateur compact positif sur H, alors T appartient à
S1(H,H) si et seulement s'il existe une base orthonormale {en}n∈N de H telle que∑
n∈N

〈Ten, en〉H <∞.

Le théorème suivant, qui découle du théorème (1.3.6), nous permet de dé�nir
autrement la trace d'un opérateur appartenant à la classe S1.

Théorème 1.5.5 Soit H un espace de Hilbert. Si T ∈ S1(H,H), alors la série∑
n∈N

〈Ten, en〉H converge absolument pour toute base orthonormale {en}n∈N de H.

De plus, la somme est indépendante du choix de la base orthonormale et est égale
à la trace de T .

Ensuite, le théorème 1.3.8 ramène l'étude de l'appartenance d'un opérateur positif
T à une classe de Schatten Sp, où p > 0, à celle de l'appartenance de l'opérateur
T p à la classe de Schatten S1. L'intérêt de ce résultat est que l'appartenance d'un
opérateur à la classe des opérateurs à trace est totalement caractérisée par son
action sur les bases orthonormales.

Théorème 1.5.6 Soit H un espace de Hilbert et soit p > 0. Si T est un opé-
rateur compact positif de H dans H , alors T ∈ Sp(H,G) si et seulement si
T p ∈ S1(H,H). De plus, on a

‖T‖pSp(H,H) = ‖T p‖S1(H,H).

De même, le théorème 1.3.9 ramène l'étude de l'appartenance d'un opérateur T
à une classe de Schatten Sp, où p ≥ 1, à celle de l'appartenance de l'opérateur
(T ∗T )

p
2 à la classe de Schatten S1.

Théorème 1.5.7 Soient H et G deux espaces de Hilbert et soit 1 ≤ p < ∞. Si
T est un opérateur compact de H dans G, alors T ∈ Sp(H,G) si et seulement si
(T ∗T )

p
2 ∈ S1(H,H). De plus, si T ∈ Sp(H,G), on a :

‖T‖pSp(H,G) = ‖(T ∗T )
p
2‖S1(H,H).

Corollaire 1.5.3 Soient H et G deux espaces de Hilbert et soit 1 ≤ p < ∞.
Supposons que T soit un opérateur de H dans G. Alors T appartient à Sp(H,G) si

et seulement si
∑
n∈N

〈
(T ∗T )

p
2 en, en

〉
H
<∞ pour toute base orthonormale {en}n ∈ N

de H. De plus, si T ∈ Sp(H,G), on a :

‖T‖pSp(H,G) =
∑
n∈N

〈
(T ∗T )

p
2 en, en

〉
H
.
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Autrement dit, pour p ≥ 1, l'appartenance d'un opérateur T à la classe de Schatten
Sp est totalement caractérisée par l'action de (T ∗T )

p
2 sur les bases orthonormales.

Pour �nir, nous allons étudier la structure topologique des classes de Schatten.
Nous allons voir que les structures di�èrent dans les cas p ≥ 1 et 0 < p < 1.

Proposition 1.5.11 Soient H et G deux espaces de Hilbert et soit p ≥ 1. L'espace(
Sp(H,G), ‖ . ‖Sp(H,G)

)
est un espace de Banach.

Il est évident que ‖ . ‖Sp(H,G) n'est pas une norme sur Sp(H,G) lorsque 0 < p < 1.
Néanmoins, pour 0 < p < 1, l'espace Sp(H,G) est un espace métrique complet, qui
possède une autre structure que celle d'un espace normé, à savoir une structure
d'espace quasi-Banach.
Commençons par rappeler la dé�nition d'une quasi-norme et d'un espace quasi-
Banach.

Dé�nition 1.5.3 Soit X un espace vectoriel complexe. Une application A de X
dans R+ est appelée quasi-norme si les conditions suivantes sont satisfaites :

� i) A(x) = 0 implique x = 0 pour tout x ∈ X.
� ii) A(αx) = |α|A(x) pour tour α ∈ C et tout x ∈ X.
� iii) Il existe une constante C > 0 tel que A(x1 +x2) ≤ C[A(x1) +A(x2)] pour
tout x1, x2 ∈ X.

En outre, on dira que A est une p-norme, pour 0 < p ≤ 1, si on a de plus :
[A(x1 + x2)]p ≤ [A(x1)]p + [A(x2)]p pour tous x1, x2 dans X. Bien sûr, si p = 1,
alors A est une norme.

Dé�nition 1.5.4 Soit X un espace vectoriel complexe muni d'une quasi-norme
A. Si A dé�nit sur X une topologie métrisable complète, alors on dira que X est
un espace quasi-Banach. Si de plus A est une p-norme, pour 0 < p ≤ 1, on dira
que X est un espace quasi-Banach p-normé.

Théorème 1.5.8 Soient H et G deux espaces de Hilbert et soit 0 < p < 1.
L'espace

(
Sp(H,G), ‖ . ‖Sp(H,G)

)
est un espace quasi-Banach p-normé.

Preuve. . Voir [48] et [63].

1.6 Fonction de Macdonald

1.6.1 Équation de Bessel

La fonction de Kummer (de première espèce) Φ(α, γ, z) est dè�nie par :

Φ(α, γ, z) =
∑
n≥0

(α)n

(γ)n

zn

n!
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où z, α sont deux nombres complexes et γ 6∈ −N.
On introduit aussi la fonction de Kummer modi�ée :

Φ∗(α, γ, z) =
1

Γ(γ)
Φ(α, γ, z)

qui est une fonction entière dépendant des variables α, γ, z. La fonction U1(z) =
φ∗(α, γ, z) est une solution de l'équation di�érentielle (appelée équation de Kum-
mer) :

zU ′′ + (γ − z)U ′ − αU = 0

On suppose que γ = 2α et on pose α = 1
2
+ν, donc γ = 1+2ν, et u(z) = z−νe

z
2 ν(ζ),

où z = 2iζ. Alors on obtient l'équation de Bessel :

ν ′′(ζ) +
ν ′(ζ)

ζ
+ (1− ν2

ζ2
)ν(ζ) = 0

1.6.2 Fonction de Bessel

La fonction de Bessel de première espèce est dé�nie par :

Jν(z) =
∑
µ≥0

(−1)µ

µ!Γ(ν + µ+ 1)
(
z

2
)ν+2µ, | arg z |< π ν ∈ C

On véri�e facilement que Jν et J−ν sont deux solutions linéairement indépendantes
de l'équation :

z2U ′′ + zU ′ + (z2 − ν2)U = 0

Fonction de Bessel de deuxième espèce : La fonction de Bessel de deuxième
espèce notée par Nν(z) et dé�nie dans C\]−∞, 0] par :

Nν(z) =
Jν(z) cos νπ − J−ν(z)

sin νπ

Fonctions de Bessel de troisième espèce H(1)
ν (z), H

(2)
ν (z) : Les fonctions de

Bessel de troisième espèce ou fonctions de Hankel sont dé�nies par :

H(1)
ν (z) = Jν(z) + iNν(z), H(2)

ν (z) = Jν(z)−Nν(z)

où z ∈ C\]−∞, 0], ν ∈ C.

1.6.3 L'équation de Bessel modi�ée

Si on remplace z par ±iz dans l'équation de Bessel, on obtient l'équation de
Bessel modi�ée d'ordre ν :

z2ν ′′ + zν ′ − (z2 + ν2)ν = 0 (∗)
Les solutions de cette équation sont appelées fonctions de Bessel modi�ées (voir
[4], [29]).
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1.6.4 Fonction de Bessel modi�ée

1. La fonction de Bessel modi�ée de première espèce
La fonction de Bessel modi�ée de première espèce est dé�nie par :

Iν(z) =
∑
µ≥0

1

µ!Γ(ν + µ+ 1)
(
z

2
)ν+2µ, | arg z |< π

dans C\]−∞, 0] pour chaque ν ∈ C. elle est une fonction entière par rapport
à ν pour z �xé. Pour chaque ν 6∈ Z, le couple (Iν , I−ν) est un système
fondamental pour l'équation (∗). Lorsque ν = n ∈ Z , on a I−n = In .

2. La fonction de Bessel modi�ée de deuxième espèce où Fonction de
Macdonald :
Il existe une autre solution de l'équation (∗).
si | arg z |< π, alors la fonction de Macdonald est dé�nie par :

Kν(z) =
π

2

I−ν(z)− Iν(z)

sin πν
ν 6∈ Z.

Kn(z) = lim
ν→n

Kν(z) n ∈ Z.

1.6.5 Les intégrales de fonction de Bessel modi�ée d'ordre
entier

Pour le premier type :

In(z) =
1

π

π∫
0

cos(nθ) exp(z cos θ) dθ.

I0(z) =
1

π

π∫
0

cosh(z cos θ) dθ.

I1(z) =
dI0(z)

dz
=

1

π

π∫
0

sinh(z cos θ) cos θ dθ.

Pour le deuxième type :

Kn(z) =

√
π(z\2)n

Γ(n+ 1
2
)

∞∫
0

sinh(2n) t exp(−z cosh t) dt, z > 0.

Kn(z) =

∞∫
0

cosh(nt) exp(−z cosh t) dt, z > 0.
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1.6.6 Généralisation de la méthode de Laplace

On considère les intégrales du type suivant : (voir [25], [55], [58])

β∫
α

Φ(x) eνh(x) dx

Quand ν →∞, où h(x) possède un unique maximum ξ dans l'intervalle α ≤ x ≤ β.
On peut généraliser la méthode de Laplace au intégrales de la forme :

β∫
α

Φ(x, ν) eh(x,ν) dx

où Φ(x, ν) est bornée quand ν → ∞ et h(x, ν) possède un unique maximum ξ. Il
faut noté que ξ n'est plus �xé il peut varier avec ν.
Dans le cas de fonction de Bessel [[29], page 25 (15), et [74], page 235]

Kν(α) =
1

2

+∞∫
−∞

eνx−α coshx dx.

où ν, α sont des réels positifs et ν est grand. On peut pas appliquer la méthode de
Laplace avec la factorisation h(x) = x et Φ(x) = e−α coshx. Puisque h(x) n'admet
pas de maximum, et νx− α coshx admet un unique maximum à x = sinh−1(ν/α)
qui varie par rapport à ν, si on pose

x = sinh−1(ν/α) + t

Alors

Kν(α) =
1

2
{ν +

√
ν2 + α2

α
}ν

+∞∫
−∞

eν(t−et)Φ(t, ν) dt.

Où Φ(t, ν) = exp[−α2 coth t/{ν +
√
ν2 + α2}].

La fonction t−et possède un unique maximum à t = 0. Comme Φ(t, ν) est continue
dans l'intervalle −α ≤ t ≤ α et

Φ(α, ν) ≤ Φ(t, ν) ≤ Φ(0, ν).

où Φ(t, ν) → 1 quand ν → ∞ uniformément en t. Et Φ(t, ν) ≤ 1 ∀t, ν. Alors, on
obtient :

α∫
−α

eν(t−et)Φ(t, ν) dt = Φ(t0, ν)

α∫
−α

eν(t−et) dt.
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Où −α ≤ t0 ≤ α et

α∫
−α

eν(t−et)Φ(t, ν) dt ∼
∞∫
−∞

eν(t−et) dt

∼ e−ν
∞∫
−∞

e−
1
2
νt2 dt

= e−ν
√

2π

ν
.

Pour montrer que la contribution des intervalles t ≥ α et t ≤ −α est petite,
on écrit t = α + τ et comme Φ(t, ν) ≤ 1 pour tous t, ν. Alors, par l'inégalité
eτ ≥ 1 + τ, (τ ≥ 0) on a :

0 ≤
∞∫
α

eν(t−et)Φ(t, ν) dt ≤ eν(α−eα)

∞∫
0

eντ−νe
α(eτ−1)

dτ

≤ eν(α−eα)

∞∫
0

e−ντ(eα−1) dτ =
e−ν(eα−α)

ν(eα − 1)
= o(

e−ν

ν
).

Comme eα − α > 1, la même chose avec t ≤ −α.
Quand α est positif et ν → +∞ on a :

Kν(α) ∼ {ν +
√
ν2 + α2}ν

2αν
e−ν
√

2π

ν
.

Plus

Kν(α) ∼ 2νννe−ν

αν

√
2π

2ν
.

1.7 Polynômes de Laurent orthogonaux

La théorie de Polynômes de Laurent orthogonal est Un outil important dans
l'étude des problèmes fortes des moments . En 1980 William B.Jones, W. J. Thron
et HaakonWaadeland ont publié un article très important intitulé � Strong Stieltjes
Moment Problem�, cette étude du problème fort des moments conduit à l'appa-
rition des polynômes de Laurent (L-polynômes) [24], et de nombreux résultats
vont très vite se succéder mettant le point sur les di�érents aspects théoriques et
élargissant les champs d'application de ces polynômes.
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Dé�nition 1.7.1 Une polynôme de Laurent est une fonction d'une variable com-

plexe z de la forme PL(z) =
n∑

j=m

λjz
j, m, n ∈ Z avec m ≤ n, et λj ∈ C pour

j = m, ..., n.

On note Λ l'ensemble des polynômes de Laurent et Λm,n représente l'ensemble des
polynômes de Laurent contenus dans span{zj}nn=j=m. Deux classe de polynômes
de Laurent sont particulièrement importantes

Λ2n = {Pl ∈ Λ−n,n tel que le coefficient de zn est non nul }

et
Λ2n+1 = {Pl ∈ Λ−n−1,n tel que le coefficient de z−n−1 est non nul }

pour tout n ∈ Z+
0 .

Proposition 1.7.1 Pour chaque PL ∈ Λ, il existe un entier unique k ∈ Z+
0 tel

que PL ∈ Λk.

Preuve. Soit PL(z) =
n∑

j=m

λjz
j avec λmλn 6= 0. Donc | m |≤ n ou | m |> n.

Si | m |≤ n alors PL ∈ Λ2n et PL /∈ Λk pour k 6= 2n.
Si | m |> n alors PL ∈ Λ2|m|−1 et PL /∈ Λk pour k 6= 2 | m | −1.

Dé�nition 1.7.2 Un polynôme de Laurent PL est dit de L-degré q, si PL ∈
Λq, q ∈ Z+

0 .

Alors que le degré d'un polynôme est la plus grande puissance des monômes zj,
ce n'est pas le cas pour le L-degré d'un polynôme de Laurent. En fait, le L-degré
d'un polynôme est le double de son degré.
Le concept d'orthogonalité est introduit relativement à une fonctionnelle linéaire
L : Λ → C. Soit {µn} une suite de nombres complexes et soit L une fonction à
valeurs complexe dé�nie sur Λ par

L[PL(z)] =
n∑

j=m

λjµj, m, n ∈ Z

Pour PL(z) =
n∑

j=m

λjz
j dans Λ. Noter que L[zn] = µn pour tout n ∈ Z.

La fonctionnelle L s'appelle fonctionnelle fort de moments déterminée par la suit
{µn}n∈Z.
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Dé�nition 1.7.3 Une suite {Pn(z)}∞n=0 est dite suite de polynômes de Laurent
orthogonaux correspondant à la fonctionnelle L si Pk(z) ∈ Λk pour chaque k ∈ Z+

0

et L[Pm(z)Pn(z)] = Knδn, m, n ∈ Z+
0 , avec Kn 6= 0 pour tout n ∈ Z+

0 et δm,n le
symbole de Kronecker.
Si Kn = 1 pour tout n ∈ Z+

0 , {Pn(z)}∞n=0 est une suit de polynômes de Laurent
orthonormaux correspondant à la fonctionnelle L.

Pour plus de détails sur la théorie des polynômes de Laurent consulter [24],[26] et
[47].
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Chapitre 2

∗-représentation de Semi-Groupes

2.1 Introduction :

Dans cette partie du travail, nous établissons une condition nécessaire et suf-
�sante pour qu'une ∗-représentation d'un semi-groupe topologique commutatif S
soit continue à l'identité e de S.
Soit H un espace de Hilbert de fonctions à valeurs complexes muni d'un produit
scalaire 〈., .〉 et soit L(H) la C∗-algèbre de tous les opérateurs bornés sur l'espace
de Hilbert H. Soit T ∈ L(H) et T ∗ l'adjoint de T . On pose :

<T :=
1

2
(T + T ∗) et ImT :=

1

2i
(T − T ∗).

Soient S et T deux opérateurs hermitiens. Nous allons écrire S ≤ T si

(Sx, x) ≤ (Tx, x) pour tous x ∈ H.

Soit (S,+, ∗) un ∗-semi-groupe ; c'est-à-dire, un semi-groupe commutatif (S,+)
d'identité e et d'involution ∗ véri�ant (s+ t)∗ = s∗ + t∗ et (s∗)∗ = s.
On suppose que S est topologique ; c'est-à-dire que S est muni d'une topologie qui
rend continue l'application (s, t)→ s+ t∗.
Une ∗-représentation de S dans L(H) est une application % : S→ L(H) qui satis-
fait :

%(s+ t∗) = %(s)(%(t))∗ et %(e) = I.

pour tous s, t ∈ S, où I est l'opérateur identité. ∗-Homomorphismes de S dans
L(H) est une application h : S→ L(H) qui satisfait :

h(s+ t∗) = h(s) + (h(t))∗ pour s, t ∈ S.

On dit que h est hermitien si h(s∗) = h(s), pour tout s ∈ S.
On considère une ∗-représentation de S dans L(H) et on pose

α(s) :=‖ %(s) ‖, pour tout s ∈ S.
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Alors α est une valeur absolue sur S. Puisque

α(e) = 1 et α(s+ t∗) ≤ α(s)α(t) pour tous s, t ∈ S.

On dit qu'une fonction ϕ : S→ C est α-bornée s'il existe une constante positive C
telle que | ϕ(s) |≤ Cα(s) pour tous s ∈ S.
Un semi-caractère dans S est une fonction non nulle γ : S → C qui satisfait
γ(s + t∗) = γ(s)γ(t) pour tous s, t ∈ S. On note par S∗ l'ensemble de tous les
semi-caractères dans S et par Γ = Γ(%) l'ensemble de tous les semi-caractères
α-bornés dans S. On équipe S∗ de la topologie de la convergence simple, qui est
complètement régulière et induit une topologie compacte sur Γ.
Les principaux résultats de cette partie sont les suivants :

Théorème 2.1.1 Soit (S,+, ∗) un ∗-semi-groupe topologique et soit H un espace
de Hilbert. Soit V un voisinage de l'identité e dans S, et soient δ,m > 0, et soit
H(V, δ,m) la collection de tous les ∗-homomorphismes h : S→ L(H) qui satisfont :

‖ <h(s) ‖≤M et ‖ =h(s) ‖≤ 2π

3
, pour tout s ∈ V. (2.1)

Alors H(V, δ,M) est équicontinue à l'identité e. En particulier, un ∗-homomorphisme
hermitien h : S→ L(H) est continue à l'identité si et seulement s'il est borné sur
un voisinage de e.

Théorème 2.1.2 Soit (S,+, ∗) un ∗-semi-group topologique et soit H un espace
de Hilbert. Alors une ∗-représentation % : S → L(H) est continue à l'identité e si
et seulement s'il existe un V de e dans S et des constantes positives δ,M telles
que :

δI ≤ <%(s) ≤MI, pour tout s ∈ V. (2.2)

De plus, la collection Ω(V, δ,M) de toutes ∗-représentations % : S → L(H) qui
veri�e (2.2) est équicontinue à l'identité e.

2.2 Préliminaires

Nous commençons dans cette section par la collecte des données de base sur la
théorie spectrale des opérateurs normaux et les ∗-représentations des semi-groupes.

Nous rappelons qu'un opérateur N ∈ L(H) est appelé normal si NN∗ = N∗N.
La résolvante de N est l'ensemble de tous les nombres complexes z pour lesquels
l'opérateur N − zI est inversible. Le Spectre σ(N) est le complémentaire de l'en-
semble résolvant de N par rapport à C. C'est un sous-ensemble compact de C.
Nous avons les lemmes suivants sur les opérateurs normaux [19].
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Lemme 2.2.1 Soit N ∈ L(H) un opérateur normal. Alors le nombre complexe z
est dans σ(N) si et seulement s'il existe une suite {xn} des vecteurs unitaires dans
H tel que

lim
n→∞

‖ Nxn − zxn ‖= 0, (2.3)

où ‖ . ‖ est la norme associée au produit scalaire de H.

Lemme 2.2.2 Soit N ∈ L(H) un opérateur normal. Alors il existe une mesure
spectrale unique F dans σ(N) telle que :

N =

∫
C

z dF (z). (2.4)

De plus, on a supp(F ) = σ(N).

Le résultat suivant a été obtenu par Berg et Maserick [11].

Proposition 2.2.1 Il existe une mesure spectrale unique E% dans Γ telle que :

%(s) =

∫
Γ

γ(s)dE%(γ), (2.5)

pour tout s ∈ S.

De plus, si f : C → C est une fonction mesurable bornée de Borel, on dé�nit la
fonction d'opérateur f ◦ % : S→ L(H) par

(f ◦ %)(s) :=

∫
Γ

(f ◦ γ)(s)dE%(γ), (2.6)

pour tout s ∈ S.
Si V est un sous-ensemble de S et K est un sous-ensemble fermé de C, alors, on
pose :

Γ(V,K, f) := {γ ∈ Γ : (f ◦ γ)(s) ∈ K, pour tout s ∈ V }.

Lemme 2.2.3 Soit % une ∗-représentation qui satisfait :

((f ◦ %)(s)x, x) ∈ K, (2.7)

pour tout s ∈ V, et tout vecteur unitaire x ∈ H. Alors, on a :

(f ◦ %)(s) :=

∫
Γ(V,K,f)

(f ◦ γ)(s)dE%(γ), (2.8)

pour tout s ∈ S.
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Preuve. Pour s ∈ V , soit Fs la mesure image de E% via l'application γ → (f◦γ)(s).
Alors, Fs est une mesure spectrale à support compact sur C qui satisfait :

(f ◦ %)(s) :=

∫
C

zdFs(z). (2.9)

Donc Fs est la résolution spectrale de l'opérateur normale N = (f ◦ %)(s), et
ainsi supp(Fs) = σ((f ◦ %)(s)). Par le lemme 2.2.1 et l'hypothèse(2.7) on obtient
σ((f ◦ %)(s)) est contenu dans K. Alors, pour tout s ∈ V on a :

(f ◦ %)(s) =

∫
K

zdFs(z) =

∫
Γ(V,K,f)

(f ◦ γ)(s)dE%(γ),

pour tout s ∈ V.

2.3 La preuve des principaux résultats :

Soit V un voisinage de l'identité e dans S, et soit Ω(V ) l'ensemble de tous les
∗-représentation % qui satisfait :

‖ arg[%(s)] ‖≤ 2π

3
, (2.10)

pour tout s ∈ V. Pour δ,M > 0, soit Ω1(δ,M, V ) l'ensemble composée de tous
ceux ∗-représentation % qui satisfait :

δ

2
‖ x ‖2≤

〈
| % | (s).x, x

〉
≤M ‖ x ‖2 (2.11)

pour tous s ∈ V, x ∈ H.

Lemme 2.3.1 Pour chaque entier strictement positif N et chaque voisinage V de
l'identité e dans S, il existe un voisinage VN de e telle que :

| arg[%(s+ t∗)] |≤ 2π

3N
, (2.12)

pour tous s, t ∈ VN,% ∈ Ω(V ), et

‖| % | (s)− | % | (t) ‖≤ 2

√
2M

N
√
δ
. (2.13)

pour tous s, t ∈ VN , % ∈ Ω(δ,M, V ).
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Preuve. Par (2.9) et le lemme 2.2.3 on obtient :

(arg %)(s) =

∫
Γ(V )

arg[γ(s)]dE%(γ), (2.14)

pour tout s ∈ V , où Γ(V ) est l'ensemble de tous les semi-caractères γ ∈ S∗ qui
satisfait :

| arg[γ(s)] |≤ 2π

3
, s ∈ V.

Soit VN un voisinage de e tel que si s ∈ VN alors s∗ ∈ VN , donc,

VN + ...+ VN︸ ︷︷ ︸
2N times

⊆ V.

Alors pour tous s, t ∈ VN et n ≤ N on a n(s + t∗) ∈ V, alors par le preuve de le
lemme 2.1 dans [77], et pour γ ∈ Γ(V ), s ∈ VN alors, on a :

| arg[γ(s+ t∗)] |≤ 2π

3N
. (2.15)

Alors par (2.13) et (2.14) on obtient le (2.11). Pour prouver (2.12), soit x ∈ H et
soit s, t ∈ VN alors, on a :

y :=
[
| % | (s)− | % | (t)

]
.x.

Alors, pour % ∈ Ω1(δ,M, V ) on a :

4M2 ‖ x ‖2≥
∥∥[ | % | (Ns)− | % | (Nt)].x∥∥2

=
〈[
| % | (Ns)− | % | (Nt)

]2
.x, x

〉
=

〈[
N−1∑
j=0

| % |
(
js+ (N − j − 1)t

)]2

.y, y

〉

=
N−1∑
j,k=0

〈
| % |

[
(j + k)s+ (2N − j − k − 2)t

]
.y, y

〉

≥ δ

2
N2 ‖ y ‖2=

δ

2
N2

∥∥∥∥[ | % | (s)− | % | (t)]∥∥∥∥2

‖ x ‖2 .

Ceci complète la preuve de (2.12).

Lemme 2.3.2 La famille Ω(δ,M, V ) := Ω1(δ,M, V ) ∩ Ω(V ) est équicontinue à
l'identité e dans S. En particulier, chaque élément de Ω(V,M, δ) est continue.
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Preuve. Pour chaque entier strictement positif N on choisit un voisinage VN qui
véri�e les inégalités dans le lemme 2.3.1 Alors, pour tous s, t ∈ VN , on a :∥∥∥ei(arg %(s)) − ei(arg %(t))

∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥∥
∫

Γ(V )

[ei(arg γ(s)) − ei(arg γ(t))]dE%(γ)

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
∫

Γ(V )

| (arg γ(s+ t∗) | dE%(γ)

∥∥∥∥∥
Par (2.12) ≤ 2π

3N
.

Alors on a : ∥∥∥%(s)− %(t)
∥∥∥ =

∥∥∥ | % | (s)ei(arg %(s)) − ei(arg %(t))
∥∥∥

≤
∥∥∥[ | % | (s)− | % | (t)]ei(arg %(s))

∥∥∥+
∥∥∥ | % | (t)[ei(arg %(s)) − ei(arg %(t))

]∥∥∥
≤
∥∥ | % | (s)− | % | (t)∥∥+

∥∥ | % | (t)∥∥∥∥∥ei(arg %(s)) − ei(arg %(s))
∥∥∥

≤ 2

√
2M

N
√
δ

+M
2π

3N
,

Preuve. (Théoreme 2.1.1) Soit δ > 0 et V un voisinage de e. Alors on a

H(V,M, δ) =

{
h ∈ S : M ≥ ‖<h(s)‖ et ‖=h(s)‖ ≤ 2π

3
, pour tout s ∈ V

}
est un sous-ensemble fermé de Ω(V,M, δ), de plus, H(V,M, δ) ⊆ Ω(V,M, δ). Et
par lemme 2.3.2 on voit que H(V,M, δ) est équi-continue.
Soit h est borné sur un voisinage V de e, alors h ∈ H, donc h est continue.
On suppose que h est continue, et soit W est un voisinage de e dans S telle que :

M ≥ ‖<h(s)‖ et ‖=h(s)‖ ≤ 2π

3

Alors
lim inf
s→e

<h(s) := sup inf
s∈W

<h(s) > 0

et
lim sup
s→e

<h(s) := inf sup
s∈W

<h(s) <∞

Soit V est un voisinage de e dans S telle que s + t∗ ∈ W pour tous s, t ∈ V × V.
Alors, ‖h(s)‖ ≤ C pour tout s ∈ V et C > 0 donc h est borné sur v.
Preuve. (Théorème 2.1.2) Il su� de choisir %(s) = eh(s) dans le théorème (2.1.1).
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2.4 Applications

Soit (S,+, e, ∗) un semi-groupe topologique commutatif d'identité e et d'invo-
lution ∗ vèri�ant (s+ t)∗ = s∗ + t∗ et (s∗)∗ = s.
La ∗-représentation de S dans L(H) est l'application % : S→ L(H) qui satisfait :

%(s+ t∗) = %(s)(%(t))∗ et %(e) = I

On suppose que S est topologique ; c'est-à-dire que S est muni d'une topologie
qui soit continue par l'application (s, t) → s + t∗. On �xe une valeur absolue α
dans S. il s'agit d'un ensemble α(s) :=‖ %(s) ‖, s ∈ S, qui satisfait α(e) = 1 et
α(s+ t∗) ≤ α(s)α(t).
une fonction ϕ : S → C est dite α-bornée (ou bornée par rapport à α) s'il y a un
constat C positif tel que | ϕ(s) |≤ Cα(s) pour tous s ∈ S. Une fonction complexe
dans S est dite exponentiellement bornée si elle est bornée par rapport à une valeur
absolue.
Un semi-caractère dans S est une fonction non nul γ : S→ L(H) satisfait γ(s+t∗) =
γ(s)γ(t) pour tous s, t ∈ S. On dènote par S∗ l'ensemble des semi-caractères dans
S et S∗α l'ensemble de tous semi-caractères α-bornées dans S.
On équipe S∗ avec la topologie de la convergence simple, qui est une topologie tout
à fait régulière et induit une topologie compacte dans S∗α = {γ ∈ S∗ :| γ |≤ α}.

Théorème 2.4.1 Soit (G,+, e) un groupe abélien localement compact,et soit (S,+, e)
un semi-groupe de (S,+, e) est muni d'une involution continue ∗. On suppose que
e ∈ Int(S) et e possède une base dénombrable des voisinages dans S. Soit α une
valeur absolue localement bornée dans S et on note par Γ l'espace topologique com-
plètement régulier de tous les semi-caractères α-bornées dans S qui sont continues
au e. Si % : S → L(H) est une représentation dé�nie positive α-bornée, alors les
a�rmations suivantes sont équivalentes.

� (1) % est continue en e.
� (2) % est continue sur {e} ∪ Int(S).
� (3) % est continue sur S.
� (4) il existe une mesure spectrale E dans Γ tel que

%(s) =

∫
Γ

γ(s)dE(γ), s ∈ S.

Preuve. (3)⇒ (1) et (3)⇒ (2) c'est évident.
Par le théoreme 2.1.2, et le lemme 2.2.3 on voit que (1) équivaut (4)
Pour l'autre implication, on considère un espace vectoriel de dimension �nie V
muni d'une involution linéaire ∗ et on considère aussi les ensembles suivants

V1 := {v ∈ V : v∗ = v} et V2 := {v ∈ V : v∗ = −v}.
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Si on considère l'espace vectoriel complexi�é W := V+ iV et Wj := Vj + iVj, j =
1, 2, alors on a :

V = V1 ⊕ V2 et W2 = W1 ⊕W2.

Dans V on choisit un produit scalaire 〈., .〉 pour lequel les sous-espaces V1 et V2

sont orthogonaux. On étend ce produit scalaire à un produit scalaire hermitien
dans W et on note par | . | la norme associé à ce produit scalaire .
Soit S une sous-ensemble de V qui est stable par l'addition et par l'involution et
contient 0. Alors (S,+, ∗, 0) est un semi-groupe involutif commutatif avec l'identité
e = 0.
On dit que (S,+, ∗, 0) est un semi-groupe de type conique dans (V,+, ∗, 0) si pour
tout x ∈ S il existe un nombre réel positif t0(x) ≥ 0 tel que

t ≥ t0(x)⇒ tx ∈ S.

Soit F := V1 + iV1, et soit α une valeur absolue dans S, alors

Fα := {ζ ∈ F : 〈x,Reζ〉 ≤ logα(x) pour tout x ∈ S}.

Théorème 2.4.2 On Suppose que 0 ∈ Int(S) et soit D un sous-ensemble ouvert
connexe de V1 ⊕ V2 et (a, b) ∈ V1 × V2 avec z0 := a + ib ∈ D. On suppose que
Ω est un voisinage ouvert de z0 dans W qui contient D et soit f une fonction à
valeur opérateurs dé�nie sur Ω ∪ (z0 + S) qui satisfait les a�rmations suivantes :

� (1) f est holomorphe dans Ω.
� (2) la fonction f : S→ L(H) est dé�nie positive α-bornée.

Alors il existe une mesure spectrale E dans Fα telle que la fonction

F (z) =

∫
Fα

e〈z,ζ〉dE(ζ), z ∈ T,

dé�nit une extension continue de f au tube

T = T(D, S) := ch(D) + co(S1) + iV1 ⊕ V2,

où co(S1) est le cône convexe dans V1 engendré par S1 et ch(D) est l'enveloppe
convexe de D. De plus, F est holomorphe à l'intérieur du T(D, S).

Preuve. L'existence d'une mesure spectrale E dans Fα telle que la fonction

f(x) =

∫
Fα

e〈x,ζ〉dE(ζ), x ∈ S,
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est garantie par le théorème 2.4.1. Nous allons montrer que

F (z) :=

∫
Fα

e〈z,ζ〉dE(ζ), z ∈ T,

se prolonge à T.
On va procéder en deux étapes.

1) Le cas particulier, on prend H = C et on pose dE(ζ) = dλ(ζ). On suppose que
Ω et D sont des boules centrées en a+ ib et de même rayon, par le théorème 2.4.1
il existe une mesure spectrale λ dans Fα telle que :

f(x+ a+ ib) =

∫
Fα
e〈x,ζ〉dλ(ζ), x ∈ S.

Soit h = h1 + ih2 où h1 ∈ V1, h2 ∈ V2 tels que h+a+ ib ∈ D. Alors, il existe ε > 0
et un sous-ensemble ouverte U de Ω tel que U ⊂ Ω et

a+ ib+ wh ∈ U pour | w |< 1 + ε.

Alors,
Ψ(w) := f(wh+ a+ ib), | w |< 1 + ε

est holomorphe dans le disque centré en 0 et de rayon 1 + ε. Donc ψ(w) possède
un développement en séries entièrres

Ψ(w) =
∞∑
m=0

cmw
m, | w |< 1 + ε

En particulier, on a

cm =
1

m!

dm

dwm
Ψ(w)|w=0 et

∞∑
m=0

| cm |<∞. (1)

Alors, il existe un sous-ensemble non vide ouvert V1 de int(S1) et une boule ouverte
V2 centrée à 0 dans V2 tels que

f(x1 + y + a+ ib) =

∫
Fα
e〈z1,Reζ〉−i〈y,Imζ〉dλ(ζ),

pour tous z ∈ sV1 + itV1, y ∈ V2, pour tous s, t ∈ [0, 1[. Donc λ possède des
moments de tous les ordres et pour tout entier positif m on a :

dm

dtm
f(tz1 + ty + a+ ib)|t=0 =

∫
Fα

(
〈z1, Reζ〉 − i〈y, Imζ〉

)m
dλ(ζ),
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pour tous z1 ∈ V1 + iV1, y ∈ V2. Par la propriété d'unicité des fonctions holo-
morphes il s'en suit que

dm

dtm
f(tz + a+ ib)|t=0 =

∫
Fα

(
〈P1z,Reζ〉 − i〈P2z, Imζ〉

)m
dλ(ζ), (2)

pour tout z ∈W et m ∈ N. Et par (1) et (2) on a :

cm =
1

m!

∫
Fα

(
〈h1, Reζ〉+ 〈h2, Imζ〉

)m
dλ(ζ)

pour tout m ∈ N, donc,
∞∑
m=0

1

m!

∣∣ ∫
Fα

(
〈h1, Reζ〉+ 〈h2, Imζ〉

)m
dλ(ζ)

∣∣ ≤ ∞∑
m=0

| cm |<∞.

Par suite
∞∑
m=0

1

(2m)!

∣∣ ∫
Fα

(
〈h1, Reζ〉+ 〈h2, Imζ〉

)2m
dλ(ζ)

∣∣ ≤ ∞∑
m=0

| cm |<∞.

Donc ∫
Fα

cosh
(
〈h1, Reζ〉+ 〈h2, Imζ〉

)
dλ(ζ) <∞

Et ∫
Fα
e(〈h1,Reζ〉+〈h2,Imζ〉)dλ(ζ) <∞.

Posons
dµ(ζ) := e−〈h1,Reζ〉−〈h2,Imζ〉dλ(ζ) = e−〈z0,ζ〉dλ(ζ),

Alors, on a ∫
Fα
e〈P1v,Reζ〉+〈P2v,Imζ〉dµ(ζ) <∞.

pour tout v ∈ D. Ce qui nous donne, pour tout z ∈ T = D + co(S1) + iV1 ⊕ V2,
on a ∫

Fα

∣∣e〈P1z,Reζ〉−〈P2z,Imζ〉
∣∣dµ(ζ) <∞.

Donc, la fonction

F (z) :=

∫
Fα
e〈P1z,Reζ〉−〈P2z,Imζ〉dµ(ζ).

est holomorphe dans Int(T) pour tout z ∈ T, et satisfait

F (x+ a+ ib) =

∫
Fα
e〈P1x+a,Reζ〉−〈P2x+ib,Imζ〉dµ(ζ).
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=

∫
Fα
e〈P1x,Reζ〉−〈P2x,Imζ〉dµ(ζ).

= f(x+ a+ ib), pour tout x ∈ S.

2) Pour le cas général, Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.4.1 Pour tous v, w ∈ H, toute mesure spectrale E sur C et tout borélien
A de C on a

〈E(A)v, w〉 =
1

4
〈E(A)(v + w), v + w〉+

1

4
〈E(A)(v − w), v − w〉

− i
4
〈E(A)(v + iw), v + iw〉+

i

4
〈E(A)(v − iw), v − iw〉

Preuve. On utilise la linéarité de E(A) et l'égalité

〈v, w〉 =
1

4

[
〈v+w, v+w〉−〈v−w, v−w〉

]
− i

4

[
〈v+ iw, v+ iw〉−〈v− iw, v− iw〉

]
Le cas général, pour chaque v ∈ H, on pose

dλv(ζ) := 〈dE(ζ)v, v〉.

Alors λv est mesure positive sur Fα telle que :

fv(x+ a+ ib) := 〈f(x+ a+ ib)v, v〉 =

∫
Fα
e〈x,ζ〉dλv(ζ), x ∈ S.

Alors par la première étape, fv se prolonge en une fonction

Fv(z) = 〈f(x+ a+ ib)v, v〉 =

∫
Fα
e〈z,ζ〉d〈E(ζ)v, v〉, z ∈ T.

Par le lemme 2.4.1 et le théorème de Riesz il existe une fonction F à valeurs
opórateurs telle que pour tous v, w ∈ H on ait

〈F (z)v, w〉 =
1

4

[
Fv+w − Fv−w)− iFv+iw + iFv−iw)

]
, z ∈ T.

pour chaque v, w ∈ H et on a

〈F (z)v, w〉 =

∫
Fα
e〈z,ζ〉d〈E(ζ)v, w〉, z ∈ T.

on voit que Fv est bien dé�nie sur T et holomorphe dans l'intérieur de T.
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2.5 Exemples

La demi-droite fermée S = (R+,+) est un semi-groupe abélien muni de l'in-
volution est l'identité x = x∗. Puisque R+ est 2-divisible (c'est à dire pour tout
x ∈ R+ on peut écrire x = 2y, pour y ∈ R+ ), on peut montrer facilement qu'une
fonction dé�nie positive dans R+ est positive et si elle est continue et bornée, donc,
elle est complément monotone.
Pour a ∈ [0,∞] alors, on dé�nit ρa : R+ → R par ρa(s) = e−as avec la convention
0.∞ = 0, a.∞ = ∞ pour a > 0, c'est à dire ρ∞ = 1{0}. Alors ρ∞ est un semi-
caractère borné, continu quand a ∈ [0,∞[ et discontinu quand a =∞. Inversement,
si ρ est un semi-caractère borné, alors 0 ≤ ρ(s) ≤ 1, alors il existe a ∈ [a,∞] telle
que ρ = e−a. De plus, l'application a→ ρa est bijective de [0,∞] dans Ŝ (l'ensemble
des semi-caract�res continus et bornés sur S), et elle est continue quand [0,∞] et
considérée comme un point compacti�cation de [0,∞[. En e�et, si h : R → R est
une solution de l'équation fonctionnelle h(x + y) = h(x) + h(y), x, y ∈ R, alors
exp(h)|R+ est un semi-caractère, et tout ρ ∈ S∗ \ {ρ∞} est donné de cette façon.
Pour plus de détail sur ces ntions voir le livre de Berg-Christensen et Ressel [11].

Une application des théorèmes 1.2.3 et 2.4.2 conduit au résultat suivant :

Proposition 2.5.1 Une fonction ϕ : R+ → R est dé�nie positive et bornée si et
seulement si elle a la forme

ϕ(s) =

∫ ∞
0

e−asdµ(a) + bρ∞(s), s ≥ 0

où µ ∈M b
+(R+) et b ≥ 0. Alors, la paire (µ, b) est uniquement déterminée par ϕ.

Si, de plus, ϕ se prolonge holomorphiquement à un disque D dans C contenant
0, alors ϕ se prolonge aussi holomorphiquement au domaine tube D+R+ +iR dans
C.

Remarque 2.5.1 La fonction

s 7→
∫ ∞

0

e−sadµ(a)

c'est la transformée de Laplace de µ et on la note par Lµ. Cette fonction est bien
dé�nie dans le demi-plan droit <z ≥ 0 par la formule

Lµ(z) =

∫ ∞
0

e−zadµ(a),

et elle est continue et holomorphe dans le demi-plan ouvert <z > 0. de plus

(Lµ)(n)(z) =

∫ ∞
0

(−a)ne−zadµ(a), <z > 0, n ≥ 0,
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en particulier
(−1)n(Lµ)(n)(x) ≥ 0, pour x > 0.

On peut généraliser l'exemple préc�dent au cas multi-dimensionnel. Soit S =
(Rk

+,+). Alors, pour s = (s1, ..., sk) ∈ Rk
+ et a = (a1, ..., ak) ∈ [0,∞]k, on met

〈s, a〉 =
∑k

j=1 sjaj et on dé�nit ρa : Rk
+ → R par ρa(s) = e−〈s,a〉. Alors, l'application

a 7→ ρa est homomorphe et isomorphe de ([0,∞]k,+) dans (Ŝ, .). Alors, le semi-
caractère ρa est continue dans Rk

+ quand a ∈ Rk
+ et discontinu quand a ∈ [0,∞]k \

Rk
+. Pour µ ∈M b

+(Rk
+), alors la fonction

Lµ(s) =

∫
Rk+
e−〈s,a〉dµ(a), s ∈ Rk

+.

c'est la transformée de Laplace de µ. Voir [11]. Un énocé analoque à celui de la
proposition précédente reste valable.
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Chapitre 3

Opérateurs de Hankel

3.1 Préliminaires

Une distribution dψ(t) est dite distribution forte dans (a, b) ⊂ [0,+∞) si ψ(t)
est une fonction réelle, bornée et croissante présentant une in�nité de points de
croissance sur (a, b) , dans ce cas tous les moments

sk =

b∫
a

tk dψ(t), k ∈ Z (3.1)

existent.
De telles distributions sont appelées distributions fortes de Stieltjes, elles ont été
introduites dès 1982 dans le cadre de l'étude du problème fort des moments [46] qui
consiste, étant donnée une suite de nombres réels {sk}+∞

−∞, d'avoir des conditions
nécèssaires et su�santes sur ψ(t) dans (0,+∞), telles que (3.1) est satisfaite.
La théorie des polynômes orthogonaux de Laurent voit son apparition plus tard
avec sa liaison étroite avec les di�érents types du problème forts des moments [24],
[42], [47] et [59].
D'autres extensions de ce problème ont été développées dans le cadre de cette
théorie, particulièrement le cas des fonctions à décroissance rapide [28].
On considère dans ce travail les opérateurs de Hankel dans un espace de Hilbert
de fonctions méromorphes relativement liés à une suite de moments forts. Plus
précisément la suite s = (sp)p∈Z dé�nie par :

sd =

b∫
a

td dµ(t) et s−d =

b∫
a

t−d dµ(t) =

1
a∫
1
b

td dµ̃(t) = s̃d (3.2)
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avec d ∈ N et 0 ≤ a < b ≤ +∞.
µ étant une mesure réelle positive a support dans [a, b] appelée représentation de s
et µ̃ l'image de µ via la transformation t→ 1

t
. On note S l'ensemble de ces suites

et S∗ l'ensemble des éléments non nuls de S.

Proposition 3.1.1 Soit s ∈ S∗. Alors : La suite ( sd+1

sd
)d≥0 est croissante et converge

lorsque d→ +∞ vers le rayon de convergence r+ de la série entière suivante :

F+(λ) =
+∞∑
d=0

λd

sd
λ ∈ C.

De même, la suite ( s̃d+1

s̃d
)d≥0 est croissante et converge lorsque d → +∞ vers le

rayon de convergence r− de la série entière suivante :

F−(λ) =
+∞∑
d=1

λd

s̃d
λ ∈ C.

Preuve. On suppose que Ud = Sd+1

Sd
. Alors

Ud − Ud−1 =
Sd+1

Sd
− Sd
Sd−1

=
Sd+1Sd−1 − S2

d

SdSd−1

.

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz on a∣∣ ∫ tddµ(t)
∣∣2 ≤ ∫ ∣∣t(d+1)

∣∣dµ(t)

∫ ∣∣t(d−1)
∣∣dµ(t)

Ainsi, S2
d ≤ Sd+1Sd−1 et Sd+1

Sd
− Sd

Sd−1
≥ 0. Ce qui montre que la suite Ud est

croissante. De plus, le rayon de convergence de la série F+(λ) =
+∞∑
d=0

λd

sd
est R−1 =

lim Sd
Sd+1

lorsque d→ +∞.
La démonstration de 2 se fait de la mêmes manière.
On pose :

R+ := lim
d→+∞

√
sd+1

sd
=

√
lim

d→+∞
s

1
d
d

1

R−
:= lim

d→+∞

√
s̃d+1

s̃d
=

√
lim

d→+∞
s̃

1
d
d

On suppose que r− < r+ et on dé�nit la série

Fs(λ) := F+(λ) + F−(
1

λ
) r−1

− <| λ |< r+
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On note Ωs =
{
z ∈ C/R− <| z |< R+

}
la couronne de rayons R− et R+ et

désignons par A2(s) l'espace de Hilbert des fonctions f(z) =
∑
k∈Z

akz
k holomorphes

sur Ωs telles que
+∞∑
−∞

sk | ak |2< +∞

muni naturellement du produit scalaire

〈f, g〉 :=
∑
k∈Z

skakbk,

avec f(z) =
∑
k∈Z

akz
k et g(z) =

∑
k∈Z

bkz
k deux éléments de A2(s).

Soit maintenant σ une mesure de probabilité invariante par rotation sur le cercle
unité et µ la représentation de s. On note encore par µs la mesure image dans C,
de µ⊗ σ via l'application (t, ξ)→

√
tξ de [a, b]× [0, 2π] dans C.

On considère l'espace de Hilbert L2(µs) des fonctions complexes de carré intégrable
par rapport à la mesure µs muni de la norme

‖f‖2
L2(µs)

:=

∫
C

|f(z)|2 dµs(z)

Nous considérons de plus l'ensemble des polynômes de Laurent noté Λ, c'est l'en-
semble des polynômes de la forme

P (z) =
n∑

j=m

ajz
j, avec m, n ∈ Z,m ≤ n et aj ∈ C.

On note Λm,n l'ensemble des polynômes de Laurent appartenant à

Λm,n = span
{
zj /m ≤ j ≤ n

}
.

Deux classes de polynômes de Laurent sont particulièrement intéréssantes :

Λ2n = {P ∈ Λ−n,n tel que le coé�cient de zn est di�érent de zéro}

et

Λ2n+1 = {P ∈ Λ−n−1,n tel que le coé�cient de z−n−1 est di�érent de zero}
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On peut dé�nir un produit scalaire sur Λ par :

〈f, g〉 =

∫
Ωs

f(z)g(z)dµs, ∀f, g ∈ Λ

pour P ∈ Λ, il existe un unique k ∈ N tel que P ∈ Λk, dans ce cas P est dit de
L-degré k, en particulier le L-degré d'un polynôme est le double de son degré.
L'étude de ces polynômes apparait en liaison avec le problème fort des moments
[46], et sera développé rapidement plus tard voir [47] et [59]. La théorie des poly-
nômes de Laurent s'étend maintenant vers d'autre champs d'application, notam-
ment pour les formules quadratiques [20] et approximation de Padé ([26] et [50]).
Pour plus de détails sur la théorie des polynômes de Laurent voir [24].

Théorème 3.1.1 Le support de µs est Ωs. Et pour tout compact K ⊂ Ωs, il existe
M = M(K) > 0 tel que :

sup
z∈K
|f(z)| ≤M ‖f‖L2(µs)

pour tout polynôme de Laurent f holomorphe sur Ωs. En outre, A2(s) coïncide
avec la fermeture dans L2(µs) des polynômes de Laurent holomorphes et son noyau
reproduisant est donné par

Ks(z, ω) = Fs(zω), z, ω ∈ Ωs.

Preuve. Soit r un nombre réel positif, tel que µs(]r, b[) = 0. Alors pour tout

d ∈ N, on a sd ≤ rd µs(]a, b[) et donc lim supd s
1
d
d ≤ r, ce qui montre que le rayon

de convergence r+ de la série F+ véri�e

r+ ≤ inf{r/ µs(]r, b[) = 0}.

Inversement, soit r > a véri�ant µs(]r, b[) > 0. Alors

rdµs(]r, b[) ≤ sd

Ainsi
r ≤ lim inf

d
s

1
d
d ≤ lim sup

d
s

1
d
d

Puisque
inf{r/ µs(]r, b[) = 0} = sup{r/ µs(]r, b[) > 0}

on déduit que r = R2
+ = lim

d→+∞
s

1
d
d . En utilisant les mêmes arguments conçernant

la suite s̃d on montre que r− = R−2
− = lim

d→+∞
s̃

1
d
d . Par conséquent le support de la
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mesure µs est Ωs et pour tout z ∈ Ωs, la serie

Ks(z, ω) =
+∞∑
−∞

1

sd
(zω)d, ω ∈ Ωs

converge dans Ωs.
De plus, en utilisant l'orthogonalité des polynômes de Laurent on a :∫

Ωs

|Ks(z, ω)|2 dµs(ω) ≤ lim inf
N→+∞

∫
Ωs

∣∣∣∣∣
N∑
−N

1

sd
(zω)d

∣∣∣∣∣
2

dµs(ω)

≤ lim inf
N→+∞

∫
Ωs

N∑
−N

∣∣∣∣ 1

sd
(zω)d

∣∣∣∣2 dµs(ω)

≤ Ks(z, z)

Ainsi pour z �xé dans Ωs, les séries Ks(z, ω) convergent dans L2(µs). En plus pour
k ∈ Z, on a ∫

Ωs

ωkKs(z, ω)dµs(ω) =
+∞∑
−∞

1

sd

∫
Ωs

ωk(zω)ddµs(ω) = zk,

ce qui montre que le noyau Ks(z, ω) reproduit les polynômes de Laurent holo-
morphes et que

sup
z∈K
|f(z)| ≤

√
Ks(z, z) ‖f‖L2(µs)

pour tout polynôme de Laurent holomorphe f et tout compact K ⊂ Ωs.

3.2 Symboles anti-méromorphes

On considère la projection orthogonal associée à A2(s) donnée pour tout g ∈
L2(µs) par

(Pµsg)(z) =

∫
Ωs

Ks(z, ω)g(ω)dµs(ω), z ∈ Ωs (3.3)

cette intégrale peut s'étendre naturellement aux fonctions g telles que Ks(z, .)g ∈
L1(µs) pour tout z ∈ Ωs. Ce qui nous permet de bien dé�nir les opérateurs
de Hankel. En e�et, on note χ(s) la classe des fonctions f ∈ A2(s) telles que
fϕKs(z, .) ∈ L1(µs) pour tout polynôme de Laurent holomorphe ϕ et z ∈ Ωs et
donc

Hf (ϕ)(z) =

∫
Ωs

Ks(z, ω)ϕ(ω)[f(z)− f(ω)]dµs(ω), z ∈ Ωs (3.4)
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est un opérateur dé�ni par densité de A2(s) dans L2(µs), appelé opérateur de
Hankel de symbole f et peut s'écrire sous la forme

Hf (ϕ) = (I − Pµs)(fϕ)

pour tout polynôme de Laurent holomorphe ϕ.
Pour f ∈ χ(s), on note spec(f) l'ensemble des indices k ∈ Z tels que le coé�cient
du développement de Laurent de f est non nul. Il est clair que χ(s) contient tous
les polynômes de Laurent holomorphes.
Dans cette section on donne l'expression des l'opérateur Hzk et H∗

zk
Hzk pour les

polynômes de Laurent holomorphes.

Proposition 3.2.1 Soit k, l ∈ Z, et g le monôme g(z) = zl alors :
Si k ≥ 0

Pµs(z
kg) =


sl
sl−k

(l−k)!
l!

∂k

∂zk
g si l ≥ k

(−1)k sl
sl−k

(−l−1)!
(−l+k−1)!

∂k

∂zk
g si l < 0

et Si k < 0

Pµs(z
kg) =


sl
sl−k

(−l+k)!
(−l)! U

∂−k

∂z−k
Ug si l ≤ k

(−1)k sl
sl−k

(l−1)!
(l−k−1)!

U ∂−k

∂z−k
Ug si l > 0

avec U la transformation dé�nie par Ug(z) = g(1
z
).

Preuve. Soit g(z) = zl, l ∈ Z et soit h un polynôme de Laurent holomorphe, en
utilisant les propriétés de Pµs on a

〈Pµs(zkg), h〉L2
(µs)

= 〈g, zkh〉L2
(µs)

particulièrement si h(z) = zm, m ∈ Z, on a 〈Pµs(zkg), h〉L2
(µs)

= 0 lorsque l 6= k+m.

On pose donc l = k +m, et on distingue les deux cas suivant :
Cas k ≥ 0
Si l ≥ k, alors

〈Pµs(zkg), h〉L2
(µs)

=
sl
sl−k

(l − k)!

l!
〈 ∂

k

∂zk
g, h〉L2

(µs)

Si l < 0, alors en remarquant que ∂k

∂zk
zl = (−1)k (−l+k−1)!

(−l−1)!
zl−k on a :

〈Pµs(zkg), h〉L2
(µs)

= (−1)k
(−l − 1)!

(−l + k − 1)!

s̃−l
s̃−l+k

〈 ∂
k

∂zk
g, h〉L2

(µs)
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et par suite, pour g = zl, l ∈ Z et k ≥ 0 on a

Pµs(z
kg) =


sl
sl−k

(l−k)!
l!

∂k

∂zk
g si l ≥ k

(−1)k (−l−1)!
(−l+k−1)!

s̃−l
s̃−l+k

∂k

∂zk
g si l < 0

et comme s̃−l = sl, alors

Pµs(z
kg) =


sl
sl−k

(l−k)!
l!

∂k

∂zk
g si l ≥ k

(−1)k sl
sl−k

(−l−1)!
(−l+k−1)!

∂k

∂zk
g si l < 0

Cas k < 0
on considère la transformation suivante Uf(z) = f(1

z
).

Si l ≤ k alors

〈Pµs(zkg), h〉L2
(µs)

= 〈g, zkh〉L2
(µs)

= 〈Ug, z−kUh〉L2
(µ̃s)

et par suite

〈Pµs(zkg), h〉L2
(µs)

=
s̃−l
s̃−l+k

(−l + k)!

(−l)!
〈U ∂−k

∂z−k
Ug, h〉L2

(µs)

Si l > 0 alors en remarquant que ∂−k

∂z−k
z−l = (−1)k (l−k−1)!

(l−1)!
z−l+k on a

〈Pµs(zkg), h〉L2
(µs)

= (−1)k
sl
sl−k

(l − 1)!

(l − k − 1)!
〈 ∂
−k

∂z−k
Ug , Uh〉L2

(µ̃s)

et par suite, pour g = zl, l ∈ Z et k < 0 on a

Pµs(z
kg) =


s̃−l
s̃−l+k

(−l+k)!
(−l)! U

∂−k

∂z−k
Ug si l ≤ k

(−1)k sl
sl−k

(l−1)!
(l−k−1)!

U ∂−k

∂z−k
Ug si l > 0

et comme s̃−l = sl alors

Pµs(z
kg) =


sl
sl−k

(−l+k)!
(−l)! U

∂−k

∂z−k
Ug si l ≤ k

(−1)k sl
sl−k

(l−1)!
(l−k−1)!

U ∂−k

∂z−k
Ug si l > 0
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Proposition 3.2.2 Soit k, l ∈ Z et soit le monôme g(z) = zl Alors l'opérateur de
Hankel s'écrit :
Si k ≥ 0

(Hzkg)(ξ) =


ξ
k
ξl − sl

sl−k
ξl−k si l ≥ k ou si l < 0

ξ
k
ξl si 0 ≤ l < k

Si k < 0

(Hzkg)(ξ) =


ξ
k
ξl − sl

sl−k
ξl−k si l ≤ k ou si l > 0

ξ
k
ξl si k < l ≤ 0

Preuve.
Puisque Hf (ϕ) = (I −Pµs)(fϕ) pour tout polynôme de Laurent holomorphe ϕ, et
compte tenu de la proposition précédente on déduit que
Cas k ≥ 0 :
L'opérateur de Hankel s'écrit de la façon suivante

(Hzkg)(ξ) =


ξ
k
g(ξ)− sl

sl−k

(l−k)!
l!

∂k

∂zk
g(ξ) si l ≥ k

ξ
k
g(ξ)− (−1)k (−l−1)!

(−l+k−1)!
sl
sl−k

∂k

∂zk
g si l < 0

en particulier pour g = zl, l ∈ Z on a :

(Hzkg)(ξ) =


ξ
k
ξl − sl

sl−k
ξl−k si l ≥ k ou si l < 0

ξ
k
ξl si 0 ≤ l < k

Cas k < 0 :
Dans ce cas l'opérateur de Hankel s'écrit comme suite :

(Hzkg)(ξ) =


ξ
k
g(ξ)− sl

sl−k

(−l+k)!
(−l)! U

∂−k

∂z−k
Ug si l ≤ k

ξ
k
g(ξ)− (−1)k sl

sl−k

(l−1)!
(l−k−1)!

U ∂−k

∂z−k
Ug si l > 0

particulièrement pour g = zl, l ∈ Z on a

(Hzkg)(ξ) =


ξ
k
ξl − sl

sl−k
ξl−k si l ≤ k ou si l > 0

ξ
k
ξl si k < l ≤ 0
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Lemme 3.2.1 On suppose que u, v et g sont des polynômes de Laurent holo-
morphes. Alors

H∗vHug = Pµs(vug)− vPµs(ug)

Preuve.
En e�et pour h ∈ A2(s),

〈Hug,Hvh〉L2
(µs)

= 〈ug − Pµs(ug), vh− Pµs(vh)〉L2
(µs)

= 〈vug, h〉L2
(µs)
− 〈Pµs(ug), vh〉L2

(µs)
+ 〈(Pµs − I)ug, Pµs(vh)〉L2

(µs)

Puisque Pµs(vh) ∈ A2(µs) et (Pµs − I)(ug) est orthogonal à A2(µs) alors

H∗vHug = Pµs(vug)− vPµs(ug).

En tenant compte du lemme précédent, on déduit l'expression de l'opérateur
H∗
zk
Hzk donnée comme suite :

Proposition 3.2.3 Soit k ∈ Z et soit g un polynôme de Laurent holomorphe alors
si k ≥ 0 on a :

H∗zkHzk(g) =


∑

l≥0 ĝ(l)
[
sl+k
sl

(l)!
(l+k)!

∂k

∂zk
(zk+l)− sl

sl−k

(l−k)!
l!
zk ∂k

∂zk
zl
]

+(−1)k
∑

l<−k ĝ(l)
[

(−l−k−1)!
(−l−1)!

sl+k
sl

∂k

∂zk
(zk+lg)− (−l−1)!

(−l+k−1)!
sl
sl−k

zk ∂k

∂zk
zl
]

Si k < 0 alors on a

H∗zkHzk(g) =


∑

l≤0 ĝ(l)
[
sl+k
sl

(−l)!
(−l−k)!

U ∂−k

∂z−k
U(zk+l)− sl

sl−k

(−l+k)!
(−l)! z

kU ∂−k

∂z−k
Uzl
]

+(−1)k
∑

l>−k ĝ(l)
[
sl+k
sl

(l+k−1)!
(l−1)!

U ∂−k

∂z−k
U(zk+l)− sl

sl−k

(l−1)!
(l−k−1)!

U ∂−k

∂z−k
Uzk

]
Preuve.
Il su�t de prendre g(z) = zl et de remarquer que si k ≥ 0,

Pµs(z
pzkg) =


sl+p
sl+p−k

(l+p−k)!
(l+p)!

∂k

∂zk
(zpg) si l + p ≥ k

(−1)k (−l−p−1)!
(−l−p+k−1)!

sl+p
sl+p−k

∂k

∂zk
(zpg) si l + p < 0

et que pour k < 0 on a :

Pµs(z
pzkg) =


sl+p
sl+p−k

(−l−p+k)!
(−l−p)! U

∂−k

∂z−k
U(zpg) si l + p ≤ k

(−1)k
sl+p
sl+p−k

(l+p−1)!
(l+p−k−1)!

U ∂−k

∂z−k
U(zpg) si l + p > 0
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et d'utiliser le lemme précédent pour conclure.
En particulier pour g = ξl, l ∈ Z on déduit que
pour k ≥ 0

(H∗zkHzkg)(ξ) =



( sl+k
sl
− sl

sl−k
)ξl si l ≥ k

sl+k
sl
ξl si 0 ≤ l < k

− sl
sl−k

ξl si − k ≤ l < 0

( sl+k
sl
− sl

sl−k
)ξl si l < −k

et pour k < 0 ,

(H∗zkHzkg)(ξ) =



( sl+k
sl
− sl

sl−k
)ξl si l ≤ k

sl+k
sl
ξl si k < l ≤ 0

− sl
sl−k

ξl si 0 < l ≤ −k

( sl+k
sl
− sl

sl−k
)ξl si l > −k

Ce qui nous permet de déduire la valeur propre associée à l'opérateur H∗
zk
Hzk ,

d'étudier les propriétés spectrales de cet opérateur et nous conduit au résultat
suivant

Théorème 3.2.1 Soit f un polynôme de Laurent holomorphe. Alors
1) l'opérateur Hf est borné si et seulement si

sup
n∈N

(
sn+k

sn
− sn
sn−k

) < +∞ et sup
n∈N

(
s̃n+k

s̃n
− s̃n
s̃n−k

) < +∞, ∀k ∈ spec(f).

2) l'opérateur Hf est compact si et seulement si

lim
n→+∞

(
sn+k

sn
− sn
sn−k

) = 0 et lim
n→+∞

(
s̃n+k

s̃n
− s̃n
s̃n−k

) = 0, ∀k ∈ spec(f).

3) l'opérateur Hf est dans la classe de Schatten Sp(A2(µs), L
2(µs)) si et seulement

si : ∑
n∈N

(
sn+k

sn
− sn
sn−k

)
p
2 < +∞ et

∑
n∈N

(
s̃n+k

s̃n
− s̃n
s̃n−k

)
p
2 < +∞, ∀k ∈ spec(f).
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Preuve.
Il su�t de constater que la valeur propre de l'opérateur H∗

zk
Hzk s'écrit comme

suit :
Si k ≥ 0

λl =



sl+k
sl
− sl

sl−k
si l ≥ k

sl+k
sl

si 0 ≤ l < k

− s̃−l
s̃−(l−k)

si − k ≤ l < 0

s̃−(l+k)

s̃−l
− s̃−l

s̃−(l−k)
si l < −k

(3.5)

Si k < 0

λl =



s̃−(l+k)

s̃−l
− s̃−l

s̃−(l−k)
si l ≤ k

s̃−(l+k)

s̃−l
si k < l ≤ 0

− sl
sl−k

si 0 < l ≤ −k

sl+k
sl
− sl

sl−k
si l > −k

(3.6)

ainsi on a le résultat du théorème puisque l'opérateur H∗
zk
Hzk est borné si et

seulement si la suite sup |λl| est bornée et H∗zkHzk est compact si et seulement si
la suite sup |λl| tend vers zéros.

3.3 Application

Dans cette section, on considère l'espace A2(µm), avec µm = e−|z|
m− 1

|z|m dδ(z),
m > 0 et δ la mesure de Lebesgue normalisée sur le plan complexe

A2(µm) = {f ∈ Hol(C\{0}) /
∫
C∗
|f(z)|2 exp(− |z|m− 1

|z|m
)dδ(z) < +∞} m > 0

On pose T = H∗
zk
Hzk , alors T est bien dé�nie sur l'espace des polynômes de

Laurent holomorphes qui est dense dans A2(µm), la valeur propre correspondant
à T est donnée par les relations (3.5) et (3.6).
Les moments de la mesure µm sont donnés par :

sd =

∫ +∞

0

td exp(−tm − 1

tm
)dt, d ∈ Z (3.7)
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de plus on a s̃n = s−n = sn−2 pour tout n ∈ N

sn =
∫ +∞

0
tn exp(−tm − 1

tm
)dt = 1

m

∫ +∞
0

t
n+1
m
−1 exp(−t− 1

t
)dt

par suite sn = 2
m
Kn+1

m
(2) avec Kν est la fonction dé�nie par

Kν(z) =

∫ +∞

0

exp(z cosh(t)) cosh(νt)dt, (3.8)

Cette fonction, appelée fonction de Bessel modi�ée du second type ou fonction de
Macdonald, est l'une des solutions de l'équation di�érentielle de Bessel modi�ée,
elle a été étudiée par plusieurs auteurs, voir [4], [29], [55], [73], [74] et [75] plus pré
cisément, d'après la relation 1.66 et 1.67 [8] on a :

Γb(α) =
∫ +∞

0
tα−1 exp(−t− b

t
)dt. (<(b) > 0; b = 0,<(α) > 0)

Kα(2
√
b) = 1

2bα/2
Γb(α). (<(b) > 0, | arg(

√
b) |< π)

Alors

Kν(z) =
1

2
(
z

2
)ν
∫ +∞

0

tν−1 exp(−t− z2

4t
)dt

La valeur propre associée à T correspondant au vecteur propre ξl est donnée par
les relations (3.5) et (3.6), ce qui nous permet d'étudier asymptotiquement ces
valeurs propres et par suite déduire les propriétés spectrales de l'opérateur T.
Pour y parvenir on donne dans le lemme suivant l'approximation de la fonction de
Macdonald pour ν assez grand.

Lemme 3.3.1 Soient α, β et ν des nombres réels. Alors pour ν → +∞ et z �xé
on a :

Kν+α(z)

Kν+β(z)
= (

1

2
z)β−ανα−β[1 +

(α− β)(α + β − 1)

2ν
+O(

1

ν2
)] + o(1) (3.9)

Preuve.
Soient α, β des nombres réels et ν → +∞, on a (d'après [58] relation 9.37 page
234) la relation asymptotique suivante

Kν(z) ∼ 1

2
Γ(ν)(

z

2
)−ν ,<(ν) > 0 etz → 0

cette estimations a toujours lieu si z est �xé et ν → +∞. On peut utiliser une
autre estimation de Kν(z) lorsque z est �xé et ν → +∞, voir [[25], page 44] lorsque
ν → +∞ et z positif on a

Kν(z) ∼
√
π

2

2ννν−
1
2 e−ν

zν
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en utilisant le fait que :

Γ(ν + α)

Γ(ν + α)
= να−β[1 +

(α− β)(α + β − 1)

2ν
+O(

1

ν2
)], lorsque ν → +∞

et puisque la fonctionKν(z) ne s'annule pas presque partout au voisinage de l'in�ni,
alors

Kν+α(z)

Kν+β(z)
= (

1

2
z)β−ανα−β[1 +

(α− β)(α + β − 1)

2ν
+O(

1

ν2
)] + o(1)

Maintenant, sachant que Hzk est borné (resp. compact) ssi H∗
zk
Hzk est borné

(resp.compact) on peut énoncer les propriétés spectrales de l'opérateur Hzk comme
suite :

Théorème 3.3.1 Soit k ∈ Z et m un nombre réel positif. Alors :
1) L'opérateur de Hankel Hzk est borné sur l'espace A2(µm) si et seulement si
k ≤ m.
2) L'opérateur de Hankel Hzk est compact sur l'espace A2(µm) si et seulement si
k < m.
3) L'opérateur de Hankel Hzk est dans la classe de schatten Sp(A2(µm), L2(µm)),
p > 0, si et seulement si pk < m(p− 2).

Preuve.
En utilisant le théorème 3.2.1, et Puisque les moments sont symétriques alors
l'opérateur Hzk est borné si et seulement si sup

n∈N
( sn+k
sn
− sn

sn−k
) < +∞.

Et comme

( sn+k
sn
− sn

sn−k
) =

Kn+k+1
m

(2)

Kn+1
m

(2)
−

Kn+1
m

(2)

Kn−k+1
m

(2)

=
Kn+1

m + k
m

(2)

Kn+1
m

(2)
−

Kn+1
m

(2)

Kn+1
m − k

m
(2)

d'après le lemme précèdent on a :

A =
Kn+1

m + k
m

(2)

Kn+1
m

(2)
= ( 1

m
)
k
m (n+ 1)

k
m [1 + k(k−m)

2m(n+1)
+O( 1

(n+1)2
)]

De même

B =
Kn+1

m
(2)

Kn+1
m − k

m
(2)

= ( 1
m

)
k
m (n+ 1)

k
m [1− k(k+m)

2m(n+1)
+O( 1

(n+1)2
)]
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Par suite

( sn+k
sn
− sn

sn−k
) = ( 1

m
)
k
m (n+ 1)

k
m ([1 + k(k−m)

2m(n+1)
+O( 1

(n+1)2
)]− [1− k(k+m)

2m(n+1)
+O( 1

(n+1)2
)])

= ( 1
m

)
k
m (n+ 1)

k
m [ k2

m(n+1)
+O( 1

(n+1)2
)]

Ainsi l'opérateur de Hankel Hzk est borné si et seulement si k
m
− 1 ≤ 0, il est

compact si et seulement si k
m
− 1 < 0.

En remarquant que λn = O((n + 1)
k
m
−1) on déduit que l'opérateur de Hankel

Hzk est dans la classe de Schatten Sp(A2(µm), L2(µm)), p > 0, si et seulement si
pk < m(p− 2).
On noteM le sous espace des fonctions f ∈ A2(µm) telles que Hf est borné dans
A2(µm). On muni cet espace de la semi-norme

‖f‖ :=
∥∥Hf

∥∥+ |f(0)|

le sous-espace de M constitué par les fonctions f telles que Hf est compact est
noté parM∞. Il est facile de constater queM∞ est un sous-espace fermé deM.
Si p > 0, on noteMp le sous espace des f ∈M telles que Hf est dans la classe de
Schatten Sp(A2(µm), L2(µm)). On munit cet espace de la semi-norme

‖f‖ :=
∥∥Hf

∥∥
Sp

+ |f(0)|

Pour θ ∈ R, on pose Rθ la transformation dans C par Rθ(z) = eiθz pour tout
z ∈ C.

Lemme 3.3.2 Soit θ ∈ R. Alors l'opérateur Rθf := f ◦ Rθ est une isométrie
unitaire de L2(µm) dans lui même, et de A2(µ) dans lui même. De plus on a
1) Si f ∈M, Rθf ∈M et ‖Rθf‖M = ‖f‖M .
2) Si f ∈M∞, Rθf ∈M∞.
3) Si f ∈Mp, Rθf ∈Mp et ‖Rθf‖Mp

= ‖f‖Mp
.

Preuve.
Il est clair que Rθf est une isométrie unitaire de L2(µm) dans lui même, et de
A2(µm) dans lui même. Soit f ∈ M et θ ∈ R, Rθf ∈ A2(µm) et soit g un
polynôme de Laurent holomorphe alors

HRθf
(g)(z) = (I − Pµm)(Rθf g)(z) = (I − Pµm)(f (Rθz)g(z))

= (I − Pµm)(f (Rθz)g(R−θRθz))

= (I − Pµm)(f R−θg)(Rθz)

= (RθHf R−θ)(g)(z)

(3.10)

69



ce qui montre que : ∥∥HRθf

∥∥ =
∥∥Hf

∥∥
et par suite :

‖Rθf‖M = ‖f‖M
La démonstration de 2 et 3 du lemme se fait de la même manière.

Lemme 3.3.3 Les espaces M et Mp, p ≥ 1 sont des espaces de Banach. Si
0 < p < 1 alorsMp est un espace quasi-Banach.

Preuve.
Soit (fq)q∈N une suite de Cauchy dansM ; sans perdre de généralité on peut sup-
poser que fq(0) = 0 ∀q ∈ N. La suite (Hfq

)q∈N est une suite de Cauchy d'opérateurs
bornés dans A2(µm); il existe donc T ∈ A2(µm) tel que la suite (Hfq

)q∈N converge
en norme d'opérateur vers T.
On pose fq := T (1) le conjugué de l'image par T de la fonction constante 1, puisque
Hfq

(1) = fq, alors

‖fq − f‖L2(µm) =
∥∥fq − T (1)

∥∥
L2(µm)

=
∥∥∥Hfq

(1)− T (1)
∥∥∥
L2(µm)

≤
∥∥∥Hfq

− T
∥∥∥
L2(µm)

. ‖1‖L2(µm)

ce qui montre que lim
q→+∞

‖fq − f‖L2(µm) = 0 et ainsi f ∈ A2(µm).

Reste à montrer que l'opérateur Hf est borné, soit g un polynôme de Laurent
holomorphe. Alors on a :∣∣Pµm((f − fq)g)(z)

∣∣ ≤ ‖fq − f‖L2(µm) ‖gKm(z, .)‖L2(µm)

Par suite lim
q→+∞

Pµm((f − fq)g)(z) = 0 et puisque lim
q→+∞

‖fq − f‖L2(µm) = 0 alors

lim
q→+∞

(Hfq
−Hf )(g)(z) = 0,

ce qui montre que T = Hf et queM est espace de Banach.
La preuve du reste du lemme se fait on utilisant les mêmes arguments.

Lemme 3.3.4 Supposons que f ∈ A2(µm) et Hf est borné dans A2(µm). Alors
pour tout g ∈ A2(µm), l'application θ 7→ HRθf

(g) est continue de [0, 2π] dans
L2(µm).
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Preuve.
Soit g ∈ A2(µm), g(z) =

∑
k∈Z

akz
k. Si θ, ϕ ∈ [0, 2π] alors d'une part on a

HRθf
−HRϕf

= RθHfR−θ −RϕHfR−ϕ

= RθHfR−θ −RθHfR−ϕ +RθHfR−ϕ −RϕHfR−ϕ

= RθHf (R−θ −R−ϕ) + (Rθ −Rϕ)HfR−ϕ

D'autre part∥∥∥HRθf
(g)−HRϕf

(g)
∥∥∥
L2(µm)

≤
∥∥Hf

∥∥ ‖(R−θ −R−ϕ)g‖L2(µm)+
∥∥(Rθ −Rϕ)HfR−ϕg

∥∥
L2(µm)

et

‖(R−θ −R−ϕ)g‖2
L2(µm) = ‖g(R−θz)− g(R−ϕz)‖2

L2(µm)

=
∑
k∈Z

a2
k

∥∥(R−θz)k − (R−ϕz)k
∥∥2

L2(µm)

=
∑
k∈Z

a2
ksk
∣∣e−ikθ − e−ikϕ∣∣2 < +∞

ainsi
lim
θ→ϕ
‖(R−θ −R−ϕ)g‖L2(µm) = 0.

De la même manière, on montre que lim
θ→ϕ

∥∥(Rθ −Rϕ)HfR−ϕg
∥∥
L2(µm)

= 0 ce qui
prouve que :

lim
θ→ϕ

∥∥∥HRθf
(g)−HRϕf

(g)
∥∥∥
L2(µm)

= 0.

Lemme 3.3.5 Soit f ∈ A2(µm).
1) Si f ∈M, alors pour tout k ∈ spec(f), zk est dansM.
2) Si f ∈M∞, alors pour tout k ∈ spec(f), zk est dansM∞.
3) Si p ≥ 1 et f ∈Mp, alors pour tout k ∈ spec(f), zk est dansMp.

Preuve.
Soit f ∈M et on écrit f(z) =

∑
k∈Z

akz
k on a :

akz
k =

1

2π

∫ 2π

0

f(Rθz)e−ikθdθ, ∀z ∈ C∗.
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et soit g un polynôme de Laurent holomorphe, et h ∈ L2(µm), en appliquant le
téorème de Fubini on déduit que :

1

2π

∫ 2π

0

〈HRθf
(g), h〉L2(µm)e

−ikθdθ = 〈H
akzk

(g), h〉L2(µm) (3.11)

et par les lemmes 3.4.2 et 3.4.3 il existe une constante C telle que∥∥∥Hakzk
(g)
∥∥∥
L2(µm)

≤ C ‖g‖L2(µm)

et par suite H
akzk

est borné et akzk ∈M. Ainsi zk ∈M pour tout k ∈ spec(f). On
suppose maintenant que f ∈M∞ et soit (gq)q∈N une suite dans A2(µm) convergant
faiblement vers 0.

lim
q→+∞

∥∥HRθf
(gq)

∥∥
L2(µm)

= 0, ∀θ ∈ [0, 2π]

et puisque ∥∥∥Hakzk
(gq)

∥∥∥
L2(µm)

≤
∫ 2π

0

∥∥HRθf
(gq)

∥∥
L2(µm)

dθ

on constate que

lim
q→+∞

∥∥∥Hakzk
(gq)

∥∥∥
L2(µm)

= 0

et par suite zk ∈ M∞ pour tout k ∈ spec(f). Si T est un opérateur compact de
A2(µm) dans L2(µm) alors les nombres singuliers νq(T ), q ∈ N de T sont donnés
par :

νq(T ) := inf
A∈Rq

‖T − A‖

où Rq est l'espace de tous les opérateurs de rang �ni inférieur ou égal à q de
A2(µm) dans L2(µm). Soit f ∈Mp, alors la suite (νq(Hf ))q est dans l

p et il existe
un système (uq)q orthonormal dans A2(µm) et un système (vq)q dans L2(µm) tels
que :

Hf =
+∞∑
q=0

νq(Hf )〈., uq〉vq

voir proposition 16.3 [[53]], si q est un entier positif, on considère l'opérateur de
rang au plus égal à q suivant

Aq :=

q−1∑
j=0

νj(Hf )〈., ukj〉vkj ,

avec

ukj(z) =
1

2π

∫ 2π

0

(Rθuj)(z)e−ikθdθ et vkj(z) =
1

2π

∫ 2π

0

(Rθvj)(z)e−ikθdθ
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en utilisant le théorème de convergence dominée et les relations (3.7) et (3.9), on
déduit pour h ∈ L2(µm) et g ∈ A2(µm) que :

〈(H
akzk

(g)− Aq), h〉 =
1

2π

∫ 2π

0

+∞∑
j=q

νj(Hf )〈Rθg, uj〉〈vj, Rθh〉e−ikθdθ

et puisque les systèmes (uj)j et (vj)j sont orthonormaux et que la suite (νj(Hf ))j
est décroissante, alors on a :∣∣∣∣∣

+∞∑
j=q

νj(Hf )〈Rθg, uj〉〈vj, Rθh〉

∣∣∣∣∣ ≤ νq(Hf ) ‖g‖A2(µm) ‖h‖L2(µm) , h ∈ L
2(µm) et g ∈ A2(µm)

donc ∥∥∥Hakzk
(g)− Aq)

∥∥∥ ≤ νq(Hf )

ce qui implique que :
νq(Hakzk

) ≤ νq(Hf )

et par suite zk ∈Mp pour tout k ∈ spec(f).

On peut maintenant grâce aux résultats précédents en particulier le théorème
3.3.1 et le lemme 3.4.5, avoir le théorème suivant :

Théorème 3.3.2 Soit f ∈ A2(µm), avec m un réel strictement positif et soit U
la transformation dé�nie par Uf(z) = f(1

z
). Alors :

1) les opérateurs Hf et HUf sont bornés sur A2(µm) si et seulement si f est un
polynôme de Laurent de L-degré inférieur ou égal à 2m.
2)les opérateurs Hf et HUf sont compacts sur A2(µm) si et seulement si f est un
polynôme de Laurent de L-degré strictement inférieur à 2m.
3) les opérateurs Hf et HUf sont dans la classe de Schatten Sp(A2(µm), L2(µm)) si
et seulement p > 2 et f est un polynôme de Laurent de L-degré strictement infé-
rieur à 2m(p−2)

p
.

Preuve.
Daprès le théorème 3.4.1 on a Hzk est bornée si et seulement si k ≤ m. Soit

f =
+∞∑

k=−∞
akz

k et spec(f) = {k/ak 6= 0}. En utilisant le lemme 3.4.5, pour f ∈ M

on a zk ∈ M pour tout k ∈ spec(f). Alors on peut passer de la zk de la fonction
f , et comme on sait que le L-degré d'un polynôme est le double de son degré, cet
qui montre que Hf sont bornées si et seulement si k ≤ 2m.
Et par le lemme 3.4.2 on a Si f ∈ M alors Uf ∈ M et ‖Uf‖M = ‖f‖M . Donc
HUf sont bornées si et seulement si k ≤ 2m.
La démonstration de 2 et 3 du lemme se fait de la même manière.
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3.4 Remarques et exemples

Dans cette section nous allons donner des exemples de familles de moments
fort de Stieltjes qui nous permettons d'avoir des opérateurs de Hankel de symboles
anti-méromorphe même si ces moments ne sont pas symétriques (relativement à
la transformation u(z) = 1

z
).

Considérons la suite de moments de Stieltjes suivant :

sn =

∫ 1

0

tne−
1
tm dt+

∫ +∞

1

tne−t
m

dt, n ∈ Z, m > 0.

Pour les moments positifs on a

I+ =

∫ +∞

1

tne−t
m

dt ≤
∫ 1

0

tne−
1
tm dt+

∫ +∞

1

tne−t
m

dt = sn.

et puisque ∫ 1

0

tne−
1
tm dt =

∫ +∞

1

t−n−2e−t
m

dt ≤
∫ +∞

1

tne−t
m

dt

alors
I+ ≤ sn ≤ 2I+.

De même pour les moments négatifs, on pose k = −n, k ≥ 1, alors

I− =

∫ 1

0

t−ke−
1
tm dt ≤

∫ 1

0

t−ke−
1
tm dt+

∫ +∞

1

t−ke−t
m

dt = s−k.

Ainsi
I− ≤ s−k ≤ 2I−, k ≥ 1.

En faisant un changement de variables adéquat on peut exprimer les intégrales I−

et I+ comme suite :

I+ =

∫ +∞

1

tne−t
m

dt =
1

m

∫ +∞

1

t
n+1
m
−1e−tdt

=
1

m

(∫ +∞

0

t
n+1
m
−1e−tdt−

∫ 1

0

t
n+1
m
−1e−tdt

)
.

Et

I− =

∫ 1

0

t−ke−
1
tm dt =

1

m

∫ +∞

1

t
k−1
m
−1e−tdt

=
1

m

(∫ +∞

0

t
k−1
m
−1e−tdt−

∫ 1

0

t
k−1
m
−1e−tdt

)
.

74



Par suit on a

I+ =
1

m

(
Γ(
n+ 1

m
)−

∫ 1

0

t
n+1
m
−1e−tdt

)
.

I− =
1

m

(
Γ(
k − 1

m
)−

∫ 1

0

t
k−1
m
−1e−tdt

)
.

Et puisque 0 <
∫ 1

0
t
n+1
m
−1e−tdt ≤ 1 et 0 <

∫ 1

0
t
k−1
m
−1e−tdt ≤ 1 on a directement les

inégalités suivantes :

1

m

(
Γ(
n+ 1

m
)− 1

)
≤ I+ ≤ 1

m
Γ(
n+ 1

m
).

1

m

(
Γ(
k − 1

m
)− 1

)
≤ I− ≤ 1

m
Γ(
k − 1

m
).

Et supposant par example que n+1
m
≥ 3 et k−1

m
≥ 3 et comme

Γ(
n+ 1

m
)− 1 ≥ 1

2
Γ(
n+ 1

m
) et Γ(

k − 1

m
)− 1 ≥ 1

2
Γ(
k − 1

m
).

On a alors le résultat suivant

1

2m
Γ(
n+ 1

m
) ≤ sn ≤

2

m
Γ(
n+ 1

m
), n ≥ 1.

Et
1

2m
Γ(
k − 1

m
) ≤ s−k ≤

2

m
Γ(
k − 1

m
), k ≥ 1.

Considérons maintenant l'espace

A2(µm) = {f ∈ Hol(C\{0}/
∫
C∗
|f(z)|2dµm(z) < +∞}

avec µm la représentation des moments

sn =

∫ 1

0

tne−
1
tm dt+

∫ +∞

1

tne−t
m

dt, n ∈ Z, m > 0.

Ainsi on a les inégalités suivantes

1

4

Γ(n+1
m

+ k
m

)

Γ(n+1
m

)
− 4

Γ(n+1
m

)

Γ(n+1
m
− k

m
)
≤ sn+k

sn
− sn
sn−k

≤ 4
Γ(n+1

m
+ k

m
)

Γ(n+1
m

)
− 1

4

Γ(n+1
m

)

Γ(n+1
m
− k

m
)

et

1

4

Γ(n−1
m

+ k
m

)

Γ(n−1
m

)
− 4

Γ(n−1
m

)

Γ(n−1
m
− k

m
)
≤ s̃n+k

s̃n
− s̃n
s̃n−k

≤ 4
Γ(n−1

m
+ k

m
)

Γ(n−1
m

)
− 1

4

Γ(n−1
m

)

Γ(n−1
m
− k

m
)
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et comme on a la propriété de la fonction Gamma suivante

Γ(x+ y)

Γ(x+ z)
= xy−z

(
1 +

(y − z)(y + z − 1)

2x
+O(

1

x2
)

)
lorsque x→ +∞

on peut alors avoir une estimation comme celle obtenue dans le section précédente
des expressions du théorème 3.3.1 et caractériser les propriétés spectrales des opé-
rateurs de Hankel sur A2(µm). Dans ce cas on obtient les même résultats que le
théorème 3.4.2.

Remarque 3.4.1 On peut généralement considérer les moments

sn =

∫ 1

0

tne−φ( 1
t )dt+

∫ +∞

1

tne−φ(t)dt, n ∈ Z.

Dans le cass où φ(t) = φ(1
t
), on revient au cas symétrique relativement à la trans-

formation Uf(z) = f(1
z
) (i.e s̃n = s̃−n−2) comme la fonction φ(t) = φ(1

t
) = e−t−

1
t

par exemple.
On peut, en s'inspirant de l'exemple qu'on vient de traiter ci-dessus, imposer des
conditions sur la fonction φ de sorte à pouvoir faire des estimations de sn+k

sn
− sn

sn−k

et s̃n+k
s̃n
− s̃n

s̃n−k
et ainsi caractériser les propriétés spectrales des opérateurs de

Hankel.
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