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Continuité des x-représentations et opérateurs de Hankel

0.1 Introduction générale

Cette thése comporte deux parties indépendantes. Nous commencons par un
chapitre introductif ayant pour but de rassembler les principaux résultats.
Dans la premiére partie de ce travail, nous établissons une condition né-
cessaire et suffisante pour qu’une x-représentation d’un semi-groupe topologique
commutatif S soit continue a l'identité e de S.
Soit H un espace de Hilbert de fonctions & valeurs complexes muni d’un produit
scalaire (.,.) et soit L(H) la C*-algébre de tous les opérateurs bornés sur 'espace
de Hilbert H. Soit T' € L(H) et soit T* 1'adjoint de T', on pose

1 1
RT = §(T +T) et ImT := 2—(T —T).
)
Soient S et T deux opérateurs hermitiens. Nous allons écrire S < T si

(Sz,z) < (Tx,z), pour tout x € H.

Soit (S, +, %) un *-semi-groupe; c’est-a-dire, un semi-groupe commutatif (S, +)
d’identité e et d’involution * vérifiant (s +¢)* = s* +t* et (s*)* = s.
On suppose que S est topologique ; c’est-a-dire que S est muni d’une topologie qui
rend continue lapplication (s,t) — s + t*.
Une x-représentation de S dans L£(H) est une application ¢ : S — L(H) qui satis-
fait :

ofs + 1) = o(s) (e(t))" et ole) = 1.

pour tous s,t € S, ou I est I'opérateur identité.
Un sx-homomorphismes de S dans L(H) est une application h : S — L(H) qui
satisfait :

h(s+t") = h(s) + (h(t))*, pour tous s,t € S.

On dit que h est hermitien si h(s*) = h(s), pour tout s € S.
On considére une #-représentation de S dans £(H) et on pose

a(s) :=|| o(s) ||, pour tout s € S.
Alors « est une valeur absolue sur S. Et
ale) =1, et a(s+1t*) < a(s)a(t), pour tous s, t € S.

On dit qu’une fonction ¢ : S — C est a-bornée s’il existe une constante positive C
telle que | p(s) |< Ca(s) pour tout s € S.
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Un semi-caractére dans S est une fonction non nulle v : § — C qui satisfait
v(s + t*) = y(s)7(t) pour tous s,¢ € S. On note par S* Pensemble de tous les
semi-caractéres dans S et par I' = I'(p) I'ensemble de tous les semi-caractéres
a-bornés dans S. On équipe S* de la topologie de la convergence simple, qui est
complétement réguliére et induit une topologie compacte sur I'.

Les principaux résultats de la premiére partie de la thése sont les suivants :
Théoréme A : Soit (S,+,*) un *-semi-groupe topologique et H un espace de
Hilbert. Soit V' un voisinage de I'identité e dans S et soient 9, m > 0 et considérons
H(V,d,m) la collection de tous les x-homomorphismes h : S — L(H) qui satisfont :

2
| RA(s) IS met || Sh(s) ||< ?ﬁ, pour tout s € V. (3.1)

Alors H(V, 6, m) est équicontinue a I'identité e. En particulier, un *-homomorphisme
hermitien h : S — L(H) est continue & I'identité si et seulement s’il est borné sur
un voisinage de e.
Ce qui nous permet d’avoir le résultat suivant :
Théoréme B : Soit (S, +, %) un *-semi-groupe topologique et soit H un espace de
Hilbert. Alors une x-représentation o : S — L(H) est continue & l'identité e si et
seulement s’il existe un voisinage V' de e dans S et des constantes positives J, m
telles que :

01 < Ro(s) < ml, pour tout s € V. (3.2)

De plus, la collection Q(V, 4§, m) de toutes les x-représentations o : S — L(H) qui
vérifie (3.2) est équicontinue a 'identité e.

Dans le deuxiéme partie, nous étudions les propriétés spectrales des opéra-
teurs de Hankel sur une couronne ce qui nous permet en particulier d’obtenir des
exemples d’opérateurs de Hankel de symboles non-polynoémiaux. Notre méthode
repose sur 'utilisation de la théorie des polynomes de Laurent ainsi que la notion
de moments forts.

Le cas des symboles antiholomorphes a été étudié par plusieurs auteurs voir [I],
[6], [10], [14], |11, [7€], [78] et [80], Schneider [66] a étudié ces opérateurs dans le
cas d’une seule variable complexe lorsque le symbole est un polynéme, sa méthode
consiste a estimer la norme de 'opérateur de Hankel en calculant son expression
pour les monomes 2*. k € N.

Dans [15] et [16] ce résultat a été généralisé dans le cadre multidimensionnel en
liaison étroite avec les moments de Stieltjes.

On peut remarque que ces travaux, en étudiant les propriétés spectrales de 'opé-
rateur de Hankel, conduisent dans le cadre des espaces de Bergman et des espaces
de Fock généralisé, a caractériser les fonctions f, telles que 'opérateur de Hankel
H7 est borné (resp. compact,dans les classes de Schatten) [théoreme A, [15]].



On s’intéresse a la possibilité d’obtenir des opérateurs de Hankel bornés (resp.
compacts,dans les classes de Schatten) dont le symbole n’est pas nécessairement
un polynéme.

On note 2, = {z € C: R_ <| z |< R;} la couronne de rayons R_ et Ry et on
considére la suit des moments forts s = (s,),ez définie par, pour tout d € N, par :

1
b a o

Sq = /td du(t) et s_qg= /t‘d du(t) = /td di(t) =84 (2,2)

a 1

b

ou 0 < a < b < +oo et pest une mesure réelle positive a support dans [a, b] appelée
représentante (ou représentation) de s et g l'image de p via la transformation
t— 7.

On désigne par A?(s) l'espace des fonctions f(z) = Zakzk holomorphes sur €2,

keZ
telles que
+oo

Zsk | ay, [*< +o0

—0o0
Nous allons montre que Pespace A?(s) est la fermeture de 'espace des polynomes de
Laurent (définis dans la section 1.7) dans L?(u,) sijys est une mesure représentante
de la suit des moments {s, }ncz. En particulier, A?(s) est un espace de Hilbert
muni du produit scalaire

(f,9) = Zskakl_?k,

keZ

pour f(z) = Zakzk et g(z) = Zbkzk deux éléments de A?(s).

kEZ kEZ
Si K,(.,.) désigne le noyau reproduisant de cet espace, on note Ps la projection

orthogonale associée a A?(s) défini pour tout g € L?(u,) par :

(Pg) = / Ko(z, w)g(w)dps(w), =€ Q,

ot K(z,w) est le noyau reproduisant de I'espace A2(s).
L’opérateur de Hankel de symbole f est défini par densité de A?(s) dans L?(u,),
et peut s’écrire sous la forme

Hy(p) = (I = Py)(fe)

pour tout polynéme de Laurent ¢. Notre premiére résultat est le suivant :
Théoréme C : Soit f un polynome de Laurent holomorphe. Alors
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1) lopérateur Hy est borné si et seulement si

Sn Sn
sup( ) < +00 et sup(ZE — M) < 400, Yk € spec(f).
neN  Sp Sn—k neN  Sp Sn—k

Sn+k Sn

2) Popérateur Hy est compact si et seulement si

lim (S"HC _ o )=0et lim (SQLM _ ) =0, Vk € spec(f).

n—400 Sn Sn—k n—-4o00 Sn Sn—k

En ce qui concerne 'appartenance de l'opérateur de Hankel aux classes de
Schatten on a :
Théoréme D : Soit f un polynéme de Laurent holomorphe. Alors I'opérateur Hy
est dans la classe de Schatten S,(A*(ps), L*(p1s)) si et seulement si

SO s oo er 3O - )8 < oo, Vi € spec(f).

Sn Sn—k Sn Sn—k

neN neN

m_ 1
Comme application, considérons I'espace A(us) avec ps = e A" dA(z), m>0
et dA(z) la mesure de Lebesgue normalisée sur le plan complexe

Ay = {1 € Hol(@\{0D)/ [ 17(:)Pe ™" F7dA(:) < ocl,

ot Hol(C\ {0}) est I'espace des fonctions holomorphes dans C \ {0}.
les moments de la mesure ,, sont donnés par :

o0 1
Sq = / t% exp(—t™ — t—m)dt, deZ
0
pour f € A*(puy,) lopérateur de Hankel Hy est défini sur x(m) par :

Hy(p)(2) = 8 Kn(2,w)p(w)[f(2) = F(@)]dpm(w)

avec x(m) la classe des fonctions f € A?*(uy,) telles que fpK,,(2,.) € L'(tm),
un polynéme de Laurent holomorphe et K,,(z,.) le noyau reproduisant de A% ().
Un autre résultat principal de cette thése est le théoréme suivant :

Théoréme E : Soit f € A*(u,,), avec m un réel strictement positif et soit U la
transformation définie par U f(z) = f(2) alors :

1) les opérateurs Hy et Hpp sont bornés sur A*(ju,) si et seulement si f est un
polynome de Laurent de L-degré inférieur ou égal a 2m.

2)les opérateurs Hy et Hpy sont compacts sur A2(j1,,) si et seulement si f est un
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polynoéme de Laurent de L-degré strictement inférieur a 2m.

3) les opérateurs Hy et Hgp sont dans la classe de Schatten S,(A*(fim), L*(pim))
si et seulement p > 2 et f est un polyndéme de Laurent de L-degré strictement
inférieur a 222=2)

Pour démontrer ce dernier théoréme on introduit le sous-espace M de A?(u,,)
formé des fonctions f € A*(un) telles que Hy est borné. On note M., le sous-
espace de M constitué des symboles f pour lesquels Hf est compact et,finalement,
pour p > 1on a

M, ={f € M, Hy € S,(A*(ttn), L* () }
On munit M et M, respectivement des semi-normes
1 e = || || + [ £(0))

11, = [l s, + £ O

Ainsi M, M, et M,, sont des espaces de Banach.
Ensuite, nous établissons I'invariance des espaces M, M, et M, sous 'action des
rotations. Pour § € R, notons Ry la transformation Ry(z) = €z pour tout z € C.
Alors
Lemme 1 : Soit # € R. Alors 'opérateur Ryf := f o Ry est une isométrie unitaire
de L*(j,,) dans lui méme, et de A?(p) dans lui méme. De plus on a
1) Si f € M, Rof € Met |[Rofllp= 1 fllp-
2)Sif € My, Rof € M.
3) i f € My, Raf € My et [1RaflLy, = Il -
Enfin, en utilisant les résultats précédents et les propriétés des espaces M, M,
et M, nous établissons le lemme suivant :
Lemme 2 : Soit f € A*(u,,). et soit K € spac(f). Alors :
1) Si f € M, alors z* est dans M.
2) Si f € My, alors 2" est dans M.
3) Sip>1let f e M,, alors 2* est dans M,,.



Chapitre 1

Présentation générale

1.1 Fonction définie positive dans un semi-groupe

1.1.1 propriétés

Dans cette section, on traite principalement les fonctions définies positives

(resp. négatives) sur un semi-groupe abélien et on introduit aussi le concept de
semi-groupe arbitraire muni d’une involution.
La classe des fonctions définies positives sur un groupe localement compact se di-
vise en deux catégories totalement différentes, la premiére catégorie est celle des
fonctions définies positives (resp. négatives) sur les groupes abéliens et la deuxiéme
catégorie est celle des fonctions définies positives (resp. négatives) sur les groupes
non abéliens. Plusieurs travaux ont été mené pour étudier et caractériser ces fonc-
tions dans le cas des semi-groupes abéliens contrairement au cas non-abélien.

Définition 1.1.1 Un semi-groupe (S, o) est un ensemble non vide muni d’une lois
de composition associative o et d’un élément neutre e.
Un semi-groupe involutif (ou x-semi-groupe) (S, 0, %) est un semi-groupe (S, o) tel
que Uapplication x : S — S appelée involution satisfait les deuxr axiomes suivants
— (i) (sot)* =t* o s* pour tous s,t € S
— (i) (s*)* = s pour tout s € S

*

Il faut noter que les deux axiomes impliquent que e = e*. En effet : ¢* = e*oe =
(e*oe) =e.

Pour un semi-groupe abélien les loi de composition et 1’élément neutre sont notés
respectivement + et 0, et ’élément neutre est appelé zéro.

Soit (S,0), (T,0) deux semi-groupes d’éléments neutre eg et ep respectivement.
Une application f : S — T est appelée homomorphisme si f(eg) = e et f(zoy) =
f(z) o f(y) pour tous z,y € S. Si de plus S et T sont des semi-groupes involutifs,
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on ajoute la condition f(s*) = f(s)* pour tout s € S et dans ce cas f est appelée -
homomorphisme. Un homomorphisme f : S — T bijectif est appelé isomorphisme.
Un semi-groupe (.S,0) équipé d’une topologie O noté (S,0,0) est dit un semi-
groupe topologique si la lois de composition (s,t) +— s ot est continue de S x S
dans S. Si de plus S a une involution *, alors s — s* doit étre continue.

Dans le reste de cette section on considére un semi-groupe involutif S = (S, o, ).

Définition 1.1.2 Une fonction ¢ : S — C est dite définie positive si le noyau de
Uapplication (s,t) — p(s* ot) est défini positif dans S x S ; c’est a dire si

n

> citrip(s;osp) > 0

k=1
Pour tout n € N, {s1,....,s,} C S, {c1,...,cp} CC.
© est dite strictement définie positive si le noyau 90(5;‘- ot) est strictement défini
positif.
On note P(.S) I'ensemble des fonctions définie positive ¢ : S — C et P1(S) = {¢ €
P(S) : ple) = 1}.
Il faut noter que dans la définition précédente le concept reste inchangé si on rem-
place le noyau ¢(s* o t) par le noyau ¢(s o t*).
Dans un groupe abélien (G, +) on peut considérer deux involutions différentes,
Iinvolution identique et I'involution x* = —z, pour x € G. On se retrouve donc
avec deux notions différentes pour les fonctions définies positives sur GG correspon-
dantes a ces deux involutions.
Lorsque G est muni de l'involution identique, on dit que ¢ : G — C est définie
positive dans le sens du semi-groupe. Et si G est muni de 'involution z* = —x
pour tout x € G, on dit dans ce cas que ¢ est définie positive dans le sens du
groupe.
On utilisant la remarque [3.1.5,[12]], on déduit que toute fonction ¢ définie positive
est hermitienne, c’est a dire (s*) = ¢(s) pour tout s € S, on a :

p(s*0s8)>0et |p(s*ot)|?’< p(s*os)p(tot). stes.
En particulier
ple) 2 0et | p(s) °< ple)p(s"0s). s €S.

La derniére inégalité implique que ¢ = 0 si ¢(e) = 0.

L’ensemble P(S) est un cone convexe dans I'espace vectoriel C° des fonctions
a valeurs complexes dans S. P(S) est stable pour les produits et fermé dans la
topologie de la convergence simple. Le sous-ensemble P;(S) est un convexe fermé
et constitue une base de P(S). En effet pour tout ¢ € P(5) \ {0}, il existe une
unique paire (A, o) avec A > 0 et g € P1(5) tel que p = Ay, a savoir A = p(e)
et o = A" lo.
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Remarque 1.1.1 (Sz.-Nagy (1960) [56]) Soit H est un espace de Hilbert compleze
et soit B(H) l’ensemble des opérateurs bornés dans H. Une fonction ® : S — B(H)
est dite de type positif si pour tout n € N, {s1,...,s,} C S et {&,....,&,} C H ona

n

Z (D(s] 0 8)&k,&5) > 0.

jk=1

St @ est de type positif, alors ® est définie positive dans le sens ou toutes les
fonctions scalaires O¢(s) = (P(s)€,&), € € H sont définies positives. L’inverse
n'est pas vrai (Aveson (1969)[7]).

Si H = C les fonctions de type positif sont exactement les fonctions définies posi-
tives. c’est généralement le cas si ®(s) est contenue dans une C*-algébre commu-
tative de B(H), ce qui montre que les deux notions coincident.

On peut considérer comme exemple de semi-groupe involutif le cas d’une C*-
algébre commutative et unitaire, la lois de composition étant la multiplication.
Alors, les applications linéaires ® : S — B(H) de type positif sont appelées appli-
cations complétement positives.

Définition 1.1.3 o : S — R est une fonction valeur absolue si

- (1) ale) = 1;
— (ii) a(sot) < a(s)a(t) pour tous s,t € S;
- (iit) a(s*) = a(s) pour tout s € S.

On note que la fonction constante s — 1 est une fonction valeur absolue. Si «, 3
sont valeurs absolues et k > 0 alors a3, max(a, ) et o* sont valeurs absolues.

Définition 1.1.4 Une fonction f : S — C est dite bornée par rapport a une valeur
absolue a (a-bornée) s’il existe une constante C' > 0 telle que.

| f(s) |< Ca(s) pour tout s € S.

Et f est exponentiellement bornée s’il existe une valeur absolue par rapport a la-
quelle f est bornée.

L’ensemble des fonctions exponentiellement bornées est une algébre.

Proposition 1.1.1 Supposons que ¢ € P(S) est bornée par rapport & une valeur
absolue . Alors
| o(s) |< @(e)a(s) pour tout s € S.

Preuve. Sans perte de généralité, on suppose que @p(e) = 1, alors | o(s) |?<
(s o s). par itération on a pour n € N

[ o(s) "< @((s™ 0 5)™ ),

12



En utilisant | ¢(s) |< Ca(t) pour une constante C' > 0, on a
[ o(s) "< Ca((s™ 0 5)™" 1) < Cafs)™,

par conséquent,
| o(s) |< a(s) lim C?7" = a(s).

n—0o0

n

Soit ¢ € P(S) et soit Hy un sous-espace linéaire de C* engendré par les fonc-
tions {ps|s € S}, ou ps(t) = @(s* ot). Alors Hy équipe d’un produit scalaire (., .)
tel que

(0s, 1) = p(s7ot) s,t €85,

De plus, la complémentation H de H, (réalisée dans S°) est un espace de Hilbert
induit par le noyau de reproduisant associé a .
Pour tout s € S il existe une transformation linéaire 7 (s) : Hy — Hj telle que

W(S)@t = Psot, S7t c Su

ou 7 est une représentation de S dans l'espace Hom(H,) (I'espace des transfor-
mations linéaires de Hy,) c’est a dire

w(sot) =mn(s)m(t), m(e) =1 et w(s*) =m(s)",
ou la derniére équation signifie que

(m(s)f,9) = (f,7(s")g) pour tous f,g € Hy.

Alors on a :

Théoréme 1.1.1 Soit ¢ € P(S), et soit 7 : S — Hom(H)y une représentation.
Alors ¢ exponentiellement bornée si et seulement si w(s) est un opérateur borné
dans Hy pour chaque s.

Preuve. On suppose que 7(s) est borné dans Hy pour tout s € S. Alors

a(s) := ||m(s)|| est une valeur absolue dans S et | ¢(s) |=| (¢, 7(s)p) |< el |7 (s)]],
ce qui montre que ¢ est bornée par rapport a «.

Inversement, on suppose que | ¢(s) |< ¢(e)a(s) pour une valeur absolue «. Soit
f=2"1_1¢ipa; € Hy et on définit

g(s) = Z cicpp(zjosomxy), s€S.
jk=1

13



Alors g € P(S), si {y1, .., Ym} C S, {d1,...;d,} CCona

> dpdag(yioy) = > > (dpey)(dacr)p((yp 0 )" 0 (yq 0 71)) > 0.

p,q=1 p.g=1j,k=1

De plus, g est bornée par rapport a «, alors
n 2
o)1= (X1 Tata) ) w(e)als)
j=1

Par Proposition 1.1.1 il s’ensuit que

1w (s)fII* = g(s™ 0 5) < gle)a(s)* = || fI*a(s)?,

Ce qui montre que 7(s) est un opérateur borné dans Hy avec la norme < a(s). m

1.2 Fonctions exponentiellement bornées et défi-
nies positives dans un semi-groupe abélien

Dans cette section S = (.9, +, *) est un semi-groupe involutif abélien, qui peut
étre I'identité ou non.

Définition 1.2.1 La fonction p: S — C est un semi-caractére si

= (1) p(0) = I;

= (1) p(s +1) = p(s)p(t) pour st € S;

~ (iii) p(s*) = p(s) pour s € S.
Un semi-caractére est un homomorphisme de (S, +%) dans le semi-groupe (C, ., —),
ou la loi de composition et I'involution sont le multiplication et la conjugaison.
Si 'involution % est l'identité, un semi-caractére est automatiquement de valeur
réelle. si (S,+) est un groupe abélien et s* = —s.alors, les valeurs d’un semi-
caractére sont dans le groupe de cercle T = {z € C| | z |= 1} et il est un groupe
caractere.
S* c’est I'ensemble des semi-caractére dans S. on équipe S* avec la topologie hé-
ritée de C*, avec la topologie de la convergence simple. en particulier S* est un
espace de Hausdorff. (puisque C*® est Complétement régulier et S* est un sous-
ensemble fermée de C*, alors, S* est un espace complétement régulier).
On note que S* est un semi-groupe topologique de multiplication ponctuelle,alors,
I'application p +— p est un involution et la fonction 1 est 1’élément neutre. On
appelle S* le dual d’un semi-groupe de S.
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Chaque semi-caractére est définie positive. On veux savoir si chaque fonction dé-
finie positive peut étre représentée comme une intégral de semi-caractéres. La
réponse est négative en général. Toutefois, les fonctions exponentiellement bornées
définies positives admettent une représentation intégrale.

Pour p € M$(S*), I'ensemble des mesures de Radon dans S* avec une support
compact, alors

o(s) = [ o(s)dutp). ses

est un fonction définie positive. En fait, pour {si,...,s,} C S, {¢1,....,¢,} € C on

trouve )

dp(p) = 0.

n

> cmpls; + 5 = |

J,k=1

n

> _cinls))

J=1

De plus, pour montre que ¢ est exponentiellement bornée, on définie une valeur
absolue «4, associe avec une sous-ensemble compact K C S* par

ax(s) = supp{| p(s) [ [p € K}, s €S

Et si K = supp(p) on trouve

| o(s) |< u(K)ax(s) = p(0)ax(s), pour s € S.
ce qui montre que ¢ est bornée par rapport a oy.

Théoréme 1.2.1 [12] Une fonction ¢ : S — C posséde une représentation inté-
grale de la forme

o(s) = [ pl)dntp) (1)

o € MS(S*) si et seulement si ¢ est une exponentiellement bornée définie
positive.
Si ¢ posséde ces propriétés, alors il y a eractement une mesure p € My (S*)

vérifie(1).

On fixe une valeur absolue « et considére 'ensemble P*(.S) de fonctions a-bornées
w € P(S), et le sous-ensemble P{(S) de fonctions p € P telle que p(0) = 1. Clest
évidant que P(S) un subcone convexe fermé de P(S) et P(S) est un ensemble
convexe fermé, qui est une base par P*(95).
On remarque que 'ensemble des fonctions exponentiellement bornées définies po-
sitives P¢(S) donnent par

P(S) = UP*(S),

ot 'union est prise sur 'ensemble des valeurs absolues, alors P¢(S) est un cone
convexe .
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Théoréme 1.2.2 Soit o une valeur absolue dans S. Alors P{(S) est une ensemble
convexe et compact qui ses points extrémes sont précisément les semi-caractéres a-
bornées.

Corollaire 1.2.1 Soit o une valeur absolue dans S. Alors P{(S) est un simpleze
de Bauer.

Un cas particulier, on considére que la valeur absolue b(s) = 1, s € S, alors, la
cone P(9) est égale & la cone de fonctions définies positives bornées, et on définit

S=5"NPUS)={peS|pl<1 seS5},

qui est un semi-groupe compact de S* s’appelle le dual d’un semi-groupe restreint.
il est facile de voir que S est ’ensemble des semi-caractéres bornés.

Théoréme 1.2.3 L’ensemble Pb(S) de fonctions bornées définies positives @ ot
©(0) =1 est un simplex de Bauer et l’ensemble de tous les points extrémaux sont

S. La fonction bornée définie positive posséde une représentation intégrale

o(s) = / p()du(p), s€ 8.

S

-~

ot € M, (S) est uniquement déterminé.

Théoréme 1.2.4 Soit G un groupe abélien discret. Une fonction ¢ : G — C est
définie positive dans le sens de groupe si et seulement si elle est la transformée de
Fourier d’une mesure de Radon (non négatif) sur le dual d’un groupe compact G.

Théoréme 1.2.5 La trasformation p— [ est un homomorphe de M+(® dans
Pb(S).

1.3 Probléme des moments

1.3.1 Introduction

Le probléme classique des moments a été au Coeur du développement de I’ana-
lyse au cours de la période allant de 1894 (quand Stieltjes a écrit son célébre
mémoire [68]). 11 a également posé et résolu le probléme suivant, appelé probléme
des moments (classique ou probléme faible).

On peut trouver une fonction a(x) croissante, bornée avec une infinité de points
de croissance sur [0, oo[, telle que ses moments

un:/ x"da(x) n=0,1,2,... . (1.1)
0
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ont des valeurs prescrites.

Le terme moment trouve ses origines dans la mécanique classique. Les moments
1 et o sont appelés moment statique et moment d’inertie respectivement.

Dans ce chapitre les fonctions mesures «, 3 et o doivent étre des fonctions crois-
santes, bornées présentant une infinité de points de croissance sur 'intervalle I ou
elles sont définies.

— Le probléme faible des moments, On peut trouver une fonction a(z) crois-
sante, bornée avec une infinité de points de croissance sur I, telle que ses
moments

L, :/I z"do(z) ,n=N . (1.2)

ont des valeurs prescrites.
— Le probléme fort des moments, On peut trouver une fonction a(z) croissante,
bornée avec une infinité de points de croissance sur I, telle que ses moments

L :/ z"da(x) n=17Z . (1.3)
I

ont des valeurs prescrites.
Dans les deux cas on dit que « génére la suit {p,}.
Stieltjes ([68][69]) a utilisé la théorie des fractions continues pour résoudre le pro-
bléme (1.1). Une condition nécessaire et suffisante pour l'existence de la solution
de ce probléme est la positivité des déterminants de Hankel A, et ADY pour tout
neN

Mo M1 o Hn
A — |Ft H2 e fingd =| jtis; |7
n — - +J 14,5
MHn  HPng1 ..o H2p
(1.4)
Ha K2 oo fntl
AS) _ | M2 M3 o Hny2 =| fision ’?J
Hn+1 Hny2 - H2nt1

L’extension du probléme des moments sur tout I’axe des réels a été faite en 1920-21
par H. L. Hamburger [37]. Il a condidéré le probléme de moments

+oo
o, = /_ x"do(x) n=17 . (1.5)

o)
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Remarque 1.3.1 La fonction mesure o présente une infinité de points de crois-
sance dans (1.1),(1.2),(1.3) et (1.5), alors dégénérent en sommes finies.

On exige que tous les moments soient finis tout au long de ce document.

Définition 1.3.1 On dit que les probléemes des moments (1.1) et (1.3) sont dé-
terminés ou uniquement déterminés, sl existe au plus une seule fonction o qui
satisfait (1.1) et (1.3).

Si les problémes (1.1) et (1.3) ne sont pas déterminées alors on dit qu’ils sont
indéterminées, dans cette situation il y a plus qu’une seule fonction a.

Deux solution a; et as sont dites égales si

/I f(@)dan () = / f()das(z)

Pour tout fonction continue f. Ceci est équivalent a ce qu’il existe une constante
C telle que a; = ag + C, pour tout point de continuité.
Stieltjes ([68] et [69]) a prouvé que le probléme des moments (1.1) est déterminé
ou indéterminé, selon qu’une certaine fraction continue est convergente ou diver-
gente.
Hamburger ([37]) a prouvé qu'une condition nécessaire et suffisante pour Iexis-
tence d’une solution du probléme (1.5) est les déterminants A, dans (1.4) soient
positifs. Il a également précisé les conditions pour que le probléme de moments
(1.5) soit déterminé ou indéterminé.
M. Riesz [65] a résolu le probléme (1.5) en utilisant les polynomes quasi-orthogonaux.
T. Carleman (|21], [22] et [23]) a montré la connexion entre le probléme (1.5) et la
théorie des fonctions quasi-analytiques et les formes quadratiques en utilisant les
séries asymptotiques. W. B. Jones, O. Njastad, W. J. Thron, H. Waadeland ([46]
et [47]) ont considérés le probléme fort des moments de Stieltjes et le probléme
fort de moments de Hamburger. Ils ont spécifié et prouvé les conditions nécessaires
et suffisants de 'existence et de 'unicité de solutions en utilisant la théorie des
fractions continues et les déterminants de Hankel sous une forme plus générale que
(1.4).
Pour les problémes de moment (1.1), (1.2) et (1.3) il y a deux problémes princi-
paux :

— (i) L’existence d’une solution.

— (ii) L’unicite.
Nous allons maintenant exposer des résultats relatifs aux différents de problémes
de moments.
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1.3.2 Les problémes faible des moments

Soit { iy tnen une suite de nombres positifs, et soit a(t) est une fonction crois-
sant bornée avec une infinité de points de croissance, alors pour n =0,1,2, ...,

b
(i) pn = / t"da(t) |al,|bl< oo les problmes des moments de Hausdorft.

(17) pp = / t"do(t) les problmes des moments de Stieltjes.
0
(131) pon, = / t"da(t) les problmes des moments de Hamburger.

1.3.3 L’unicité et ’existence des probléme faible

Théoréme 1.3.1 (1. Carleman ([21), [22] et [23])
Soit a(t) une fonction croissante bornée définie sur [0, +oo[, on suppose que a(t)
a une infinité de points de croissance sur [0, +ool, et soit

oy = / t"do(t) n € N.
0

Alors st

—_

2n

n=1 [n
le probléme de moment de Stieltjes est uniquement déterminé.

la condition (2.1) s’appelle condition de Carleman.

Preuve. voir [33] =

Et dans le cas du probléme de Hamburger, la théoréme qui également été prouveé
par Carleman :

Théoréme 1.3.2 (1. Carleman ([21), [22] et [23])
Soit a(t) une fonction croissante bornée définie sur | — 0o, +00[, on suppose que
a(t) a une infinité de points de croissance sur | — oo, 400|, et soit

o, = / t"da(t) n € N.

o0

Alors si

—_

Y = (2.2)

2n

n=1 Un
le probleme de moment de Hamburger est uniquement déterminé.

19



La condition (2.2) s’appelle aussi condition de Carleman.
La probléme de moment de Hausdorff est toujours uniquement déterminé, en effet,
puisque la fonction «(t) est bornée, on peut estimer les p, par

b
[t |= ] / t”da(t)] <o

avec ¢ est une constante positive. Ce qui montre que
1 1

_ > >
| o, | 2n

1
c2

et par suit la condition de Carleman (2.1) est réalisée.
En effet, la condition de Carleman (2.1) n’est pas suffisante pour l’existence des
solutions dans le cas de Stieltjes, pour le voir, on considére 'exemple suivant :
Soit {fin}nen = {N}nen est une suit de moment, alors le déterminant de Hankel
d’ordre 2 est

AP =[R2 2 =34 <0

1 l i3 Hifty — Mo

Donc, la condition du déterminant n’est pas réalisée, ce qui conduit que le probléme
de moment généré par {i, }neny = {n}nen n’admit aucune solution malgré que la

n=1p2"

On considére maintenant le probléme de moments généralisé

o o
condition de Carleman sont satisfait puisque > — > Y1 =00
n=1

/ t*da(t) = pin, 0=X <A <... <Ay — ) (2.3)
0

et est dit déterminé s’il existe au plus une seule fonction «(t) croissante bornée
avec une infinité de points de croissance sur [0, +-o0o[ qui satisfait (2.3) et normée
par a(0) = 0.
O n suppose que A\,11 — A, > ¢, n=1,2, ..., pour certain ¢ > 0 et on pose
1
U(r)=exp(2 > —).

o<x<r I
Le théoréme suivant généralise le théoréme de Carleman

Théoréme 1.3.3 (Fuche [33]
Si il existe une fonction croissante, positive ®(r) et des constantes positives A et

a telle que
r

30

U(r) > A(
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et -
/\n - /\n— 1
1

n=2 Mﬁq)(An—l)

alors, le probléme (2.3) est uniquement déterminé.

=00 (2.4)

Preuve. Voir [33] et [34] m
La condition (2.4) s’appelle condition de Fuchs.

1.3.4 Les problémes forts des moments

Soit {/in }nez une suite de nombres positifs, et soit «(t) est une fonction croissant
bornée avec une infinité de points de croissance sur un intervalle I avec :

oy = /t"da(t), n ez
I
Alors, on a :
(i) pn = / fda(t), nez (3.1)
0

les problémes fort des moments de Stieltjes.

b
) ,un:/ t"da(t), neZ |al,|bl< oo (3.2)

les problémes fort des moments de Hausdorff.

(14d) pp, = /OO t"da(t), nez (3.3)

o0

les problémes fort des moments de Hamburger.

1.3.5 L’unicité du probléme fort

Soit { iy tnez une suite de nombres positifs et considérons le probléme de mo-
ments généralisé suivant

+oo
n, = / t*da(t), n€Z (3.4)
0

avec (—00 ¢ A p < A <A< A < ... <A\ — +00),k=1,2,3, ...
On dit que le probléme de moment (3.4) est déterminé s’il existe au plus une fonc-
tion «(t) croissant bornée avec une infinité de points de croissance sur [0, 400,
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telle que (3.4) est vérifiée et a(0) = 0. On suppose que A\p,y1—A, > C,n € Z,C > 0
et que _)\—k: = )\k, k= 1,2,3

on pose

~ 1 1 1 1
B = (e 3 )t = et Y !
0<[rjl<r 7Y
1
= ((¥(r))*)2 = (r)
avec U(r) est la fonction définie dans le théoréme de Fuchs (1.8.3).

Théoréme 1.3.4 Si il existe une fonction croissante, positive ®(r) et des constantes
positives A et a telle que

T(r) > A(

T )a
®(r)
et

/\ _)\n 1

=00 (3.5)
”i%n‘*n*cb(\ At )

alors, le probléeme (3.4) est uniquement déterminé.

La condition (3.5) s’appelle de type Fuchs. Comme conséquence de ce théoréme
on a le résultat suivant :

Théoréme 1.3.5 Soit {, fnez une suite de nombres positifs, et soit a(t) est une
fonction croissant bornée avec une infinité de points de croissance sur [0, +oo] telle
que :

+oo
oy = / t"da(t), n € Z.
0

si la condition de type Carleman suivante

> 11 = 00 (3.6)

nel luﬁ\n\
n#0

est vérifiée, alors le probléme fort des moments (3.1) est uniquement déterminé.

Preuve. C’est évident, si on choisir A, = n,® = 1 et a = 2 dans le théoréme
(1.9.1). m

En ce qui concerne le probléme fort des moments de Hausdorff (3.2), il est toujours
déterminé puisque la condition de type Carleman (3.6) est réalisée, en effet

nez ,un —o0 ,Ufzn
n#0

-1

Z
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et comme la derniére série est divergent, on conclut donc que le probléme fort de
Hausdorff est toujours déterminé.
Pour le probléme fort des moment de Hamburger on a le théoréme suivant

Théoréme 1.3.6 Soit {i, fnez une suite de nombres positifs, et soit a(t) est une
fonction croissant bornée avec une infinité de points de croissance sur [—o0, +00|
telle que :
“+oo
oy = / t"da(t), n € Z.
—00

st la condition de type carleman suivante

IR

neZ ,uf,,‘"l
n#0

est vérifiée, alors le probléme fort des moments (3.3) est uniquement déterminé.

Preuve. Voir [[3], page 24| =

1.4 Opérateurs de Hankel de symbole anti-holomorphe

Une partie de ce travail concerne le probléme général qui est d’établir le lien
entre les propriétés d’une fonction holomorphe f et la nature du grand opérateur
de Hankel de symbole f.

L’étude des opérateurs de Hankel de symbole antiholomorphe posséde une longue
histoire. Ce sont tout d’abord les opérateurs de Hankel sur I'espace de Hardy
H?(D) du disque unité de C qui furent étudiés. Comme l'espace orthogonal a
H?(D) ne différe de I’espace conjugué¢ de H?*(D) que d’une dimension, il n’existe
essentiellement qu’un type d’opérateur de Hankel sur 'espace de Hardy.

On désigne par L*(0D) I'espace des fonctions de carré intégrable par rapport a la
mesure de longueur d’arc sur le cercle unité D de C. On note H?*(D) l'espace de
Hardy constitué des fonctions dans L?(9D) telles que leurs coefficients de Fourier
d’indice strictement négatif soient nuls.

Pour f € H*(D), Popérateur de Hankel Hy de symbole f est l'opérateur de H*(DD)
dans L*(0D) défini par

He(g) := (I — P,)(fg) pour tout g € H*(D),
ol P, est la projection de Szegd, ¢’est-a-dire la projection orthogonale de L?(0D)
dans H*(D).

En fait, H; est seulement défini sur H (D), l'espace des fonctions holomorphes bor-
nées sur .
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La caractérisation des opérateurs de Hankel de symbole anti-holomorphe bornés
sur 'espace de Hardy a été obtenue en 1957 par Z. Nehari [57] et celle des opéra-
teurs de Hankel de symbole anti-holomorphe compacts sur cet espace fut donnée
en 1958 par P. Hartman[38].

Plus précisément, Z. Nehari a montré que 'opérateur de Hankel Hy défini sur les-
pace de Hardy est borné si et seulement si f est dans 'espace BMOA, constitué
des fonctions dans H?(ID) possédant une oscillation principale bornée.

Le résultat de P. Hartman donne que l'opérateur Hy est compact si et seulement
si f appartient a I'espace VMOA, constitué des fonctions dans H%(ID) ayant une
oscillation principale évanescente.

D’autres caractérisations de la continuité et de la compacité pour les opérateurs
de Hankel sur I’espace de Hardy en terme d’action sur les noyaux reproduisant
furent établies par F. F. Bonsall dans [17] et F. Holland et D. Walsh dans [43].
[’étude de l'appartenance aux classes de Schatten des opérateurs de Hankel de
symbole antiholomorphe sur I'espace de Hardy est di en 1982 & V. V. Peller [61]
dans le cas p > 1, et simultanément a S. Semmes [67] et V. V. Peller [62] en 1984
dans le cas 0 < p < 1.

Ces auteurs ont montré que pour p > 0, 'opérateur H; appartient a la pee classe
de Schatten de H?*(D) dans L?(OD) si et seulement si f appartient a I'espace de
Besov B, constitué des fonctions holomorphes sur D telles que

P f (2 b1 v(z 00
J =12 PP 1@ P G ) <+

D

ou v désigne la mesure planaire.

Dans le cas de 'espace de Bergman, il existe deux types d’opérateurs de Hankel :
le petit opérateur de Hankel et le grand opérateur de Hankel. Ceci provient du fait
que l'orthogonal de I'espace de Bergman A?(D) du disque unité de C est bien plus
gros que l'espace conjugué de A%(D).

Les petits opérateurs de Hankel sont définis via la projection sur I'espace conjugué
de Pespace de Bergman A?(ID).

Plus précisément, on désigne par L?(D) I'espace des fonctions de carré intégrable
par rapport a la mesure de Lebesgue sur D.

On note A%(D) I'espace de Bergman des fonctions holomorphes dans L*(D) et P
la projection orthogonale de L?(D) dans A2(ID).

Pour f € A*(D),

Le petit opérateur de Hankel P77 de symbole f est défini pour g € A?(D) par :

Hy(g) := P(fg).

Les petits opérateurs de Hankel se comportent un peu comme les opérateurs de
Hankel sur I'espace de Hardy. Dans [31], M. Feldman et R. Rochberg ont méme
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obtenu des résultats sur les petits opérateurs de Hankel sur ’espace de Bergman
de la boule a partir de certaines propriétés des opérateurs de Hankel sur ’espace
de Hardy.

En revanche, I'étude des grands opérateurs de Hankel sur I’espace de Bergman est
totalement différente de celle des opérateurs de Hankel sur ’espace de Hardy.

On désigne par P la projection de Bergman, a savoir la projection orthogonale de
L*(D) sur A*(D). Pour f € A*(D), le grand opérateur de Hankel H7 de symbole

f est Popérateur de A%(D) dans L?*(D), défini par
Hy(g) == (I - P)(fg) pour tout g € A*(D).

L’opérateur Hy est en fait seulement défini sur un sous-espace de H*(D).
Dans [9], S. Axler montre que Hy est borné si et seulement si f appartient a
I’espace de Bloch, c’est-a-dire si et seulement si

Slelg(l — 21 ()] < +o0.

Il établit également que Hy est compact si et seulement si f est dans le petit espace
de Bloch, c’est-a-dire si et seulement si

lim (1—[2[*)|f(2)] = 0.

|z|]—1—
L’appartenance aux classes de Schatten des opérateurs de Hankel de symbole an-
tiholomorphe sur ’espace de Bergman du disque unité de C fut étudiée en 1987
par J. Arazy, S. Fisher et J. Peetre dans [6].
On voit apparaitre un phénoméne dit de coupure qui n’existait pas dans le cas de
Pespace de Hardy. Plus précisément, pour p > 1, I'opérateur Hy appartient a la
p®me classe de Schatten si et seulement si f appartient a I'espace de Besov B,,.
En revanche, contrairement au cas de ’espace de Hardy, il n’existe pas pour p < 1,
d’opérateur de Hankel de symbole antiholomorphe non trivial appartenant a la
ptme classe de Schatten. En fait, J. Arazy, S. Fisher et J. Peetre traitent le cas
plus général des grands opérateurs de Hankel de symbole antiholomorphe sur des
espaces de Bergman a poids via la projection de Bergman qui leur est associée.
Plus précisément, pour a > —1, on désigne par L2(D) I'espace des fonctions de
carré intégrable par rapport a la mesure (1 — |2]?)%dv(z), ol v est la mesure de
Lebesgue sur D. On note A2(D) I'espace de Bergman a poids constitué des fonc-
tions holomorphes dans L2 (D) et P, la projection de Bergman associée, ¢’est-a-dire
la projection orthogonale de L?(D) sur A2(D). Pour f € A%(D), Popérateur de
Hankel H7 de symbole f est l'opérateur de A% (D) dans L2 (D), défini par

Hy(g) == (I - P,)(fg) pour tout g € A%(D).
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Dans ce cas, les résultats sont les mémes que ceux établis dans le cas de 'espace de
Bergman classique : Hy est borné si et seulement si f est dans 'espace de Bloch,
compact si et seulement si f est dans le petit espace de Bloch et appartient a la
p@e classe de Schatten si et seulement si f appartient a espace de Besov Byp.
Des résultats semblables ont été obtenus dans le cas de 'espace de Bergman de la
boule unité de C" par J. Arazy, S. Fisher, S. Janson et J. Peetre [5], R. Wallsten
[72], K. T. Hahn et E. H. Youssfi [36] et K. Zhu [78], [80].

pour n > 2, K.Zhu a montré qu’il existe un opérateur de Hankel de symbole anti-
holomorphe non trivial dans la p®™® classe de Schatten si et seulement si p > 2n.

On considére maintenant l'espace des fonctions holomorphes sur C de carré in-
tégrable par rapport a la mesure dy,, = e #"dV (2) (Espace de Fock généralisés),
V' étant la mesure de Lebesgue normalisée de sorte que le volume de la boule unité
de C" soit égal 2n et m étant un paramétre positif. On le note

(1) = {f € L*(ptm). | entive}

A%(j1,,) étant un sous-espace fermé de L?(u,,), Py, désigne la projection orthogo-
nale de L* (i, ) sur A*(pyn ). L'opérateur de Hankel Hy de symbole anti-holomorphe

£ est défini par
Hy(g) == (I — Pn)(fg) pour tout g € A*(ju).

Dans le cas m = 2, 'espace A?(uz) est appelé espace de Segal-Bargman et I'opé-
rateur de Hankel H; est un opérateur borné. Bergr et Coburn [13], puis Stroethoff
[7T] ont caractérisé les symboles f pour lequel Hy est compact. Plus précisément,
pour un élément f de L?(j,,), la transformée de Berezin de f est la fonction définie
sur C? par

f(z) = (fhas ko),
ol k., = 22020 ot K,(., 2) étant le noyau reproduisant de A2(js).

R [.(2('27'2)2
L’oscillation moyenne de f est donnée par

MO(f)(z) = (| ()= | f(z) P)2.

Dans ce cas les opérateurs de Hankel Hy et Hy sont simultanément compacts si et

seulement si  lim MO(f)(z) = 0.
|z| =00
L’objectif était ensuite d’étendre ces résultats a des symboles f non bornés.

On considére la classe des fonctions

N[

T(C") = {g € L*(u2), g(.+2) € L*(u2), Vz € C"},
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Si f € 7(C"), Hy est défini sur un domaine dense de A?(uz) qui contient les fonc-
tions e pour a € C™.

En 2004, Xia et Zheng [76] ont montré que pour p > 1, Hj et Hy sont simulta-
nément dans la p®™ classe de Schatten si et seulement si MO(f) est dans ’espace
LP(C",dV).

En 2005, Bauer [I0] a établi que Hy et Hy sont bornées si et seulement si f est
a oscillation moyenne bornée, il a aussi montré que Hy et Hy sont compacts si et
seulement si l'oscillation moyenne de f s’annule a l'infini.

Ces caractérisations conduisent pour f € 7(C") N A?(uz) aux résultats suivants :
Hy est borné si et seulement si f est un polynome de degré inférieur ou égal a 1,
et Hy est compact si et seulement si f est une fonction constante.

Les méthodes utilisées reposent essentiellement sur 'action du groupe de transla-
tion.

Schneider [66] a étudié le cas d’une seule variable complexe, lorsque le symbole est
un polynome et se raméne au cas f(z) = z, k € N. Il a montré que si m > 2k, Hx
est compact. Sa méthode consiste a calculer Hzx(g) pour g € A(p,), puis a estimer
sa norme.

Ce résultat été généralisé par H. Bommier-Hato et E. H. Youssfi dans [I5]et [16]
dans le cadre multi-dimensionnel en liaison étroite avec les moments de Stieltjes.
Plus précisément, les résultats sont les suivants : L'opérateur de Hankel H7 est
borné sur I'espace de Fock A%(j,,) si et seulement si f est un polynéome de degré
inférieur ou égal a 7, il est compact si et seulement si f est un polynome de de-
gré strictement inférieur a 4 et pour p > 0, I'opérateur de Hankel Hy est dans
p*™¢ classe de Schatten si et seulement si p > 2n et f est un polynome de degré

)  ep s A —2
strictement inférieur a m(p2—p")

1.5 Opérateurs d’espaces de Hilbert et classes de
Schatten

Dans ce chapitre, nous rappelons briévement certains résultats sur les opéra-
teurs d’espaces de Hilbert sans donner les démonstrations. Ces résultats seront
utilisés dans le chapitre 3. La référence principale de ce chapitre est le livre de K.
Zhu [79].

Dans le premier paragraphe de ce chapitre, nous donnons la définition d’un opé-
rateur adjoint au sens de Von Neumann et rappelons la définition d’un opérateur
auto-adjoint.

Nous énoncons également le théoréme spectral ainsi qu’un théoréme de décompo-
sition spectrale pour les opérateurs auto-adjoints.
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Dans le deuxiéme paragraphe, nous nous intéressons aux opérateurs compacts et
notamment a l'existence d’une décomposition de Schmidt pour ces opérateurs.
De plus, nous donnons une caractérisation de la compacité spécifique aux opéra-
teurs autoadjoints.

Dans le troisiéme paragraphe, nous définissons tout d’abord la suite des valeurs sin-
guliéres d’'un opérateur compact et étudions les propriétés de cette suite. Ensuite,
nous donnons la définition des classes de Schatten et énongons plusieurs résultats
permettant de caractériser les éléments d’une classe de Schatten suivant leur action
sur les bases orthonormales. Enfin, nous discutons de la structure topologique des
classes de Schatten.

1.5.1 Opérateurs adjoints et théoréme spectral

Par la suite, nous supposerons toujours que les espaces de Hilbert considérés
sont des espaces de Hilbert complexes et séparables. De plus, pour un espace de
Hilbert H, nous noterons (., .)y le produit scalaire de H et || . || zla norme associée.

Soient deux espaces de Hilbert H et G. On note (7, Dom(T')) tout opérateur
de H dans G, ot Dom(T') désigne le domaine de T. La donnée de Dom(T') est
essentielle dans la définition de 'opérateur 7.

En effet, si on restreint ce domaine ou si on 'agrandit, on modifie les propriétés
de T'. Dans le cas ot Dom(T) est 'espace de Hilbert H tout entier, on convient de
ne pas spécifier Dom(T)).

De plus, si Dom(T") est un sous-espace dense dans H et si T" est borné sur Dom(T")
pour la norme induite par celle de H, alors il existe une unique application linéaire
continue de H dans G qui prolonge T'. On désignera de nouveau par T" ce prolon-
gement continu.

Nous allons maintenant rappeler la définition de l'opérateur adjoint au sens de
Von Neumann d'un opérateur non nécessairement borné.

Soient H et G deux espaces de Hilbert et soit (T, Dom(T")) un opérateur de H
dans G tel que Dom(T') est un sous-espace dense dans H.

On considére 'ensemble des points y € G tels que la forme linéaire x — (Tx, y)q
est continue sur Dom(T') pour la norme induite par celle de H. Par densité de
Dom(T) dans H, il vient que pour un tel point y, cette forme linéaire se prolonge
par continuité a ’espace H tout entier.

Par conséquent, d’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique
élément de H, noté T*y, déterminé par les égalités suivantes :

(Tx,y)e = (z,T"y)g pour tout x € Dom(T).
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De cette clause d’unicité, on déduit aisément que 7™ est un opérateur, ce qui
conduit & la définition suivante :

Définition 1.5.1 Soient H et G deux espaces de Hilbert et soit (T, Dom(T)) un
opérateur de H dans G tel que Dom(T) est un sous-espace dense dans H.
On pose :

Dom(T*) :={y € Gz~ (Tz,y)s est borne de (Dom(T),| . ||a) dans C}.
On appelle opérateur adjoint de T 'opérateur T : Dom(T*) — H défini par :

<Tflf, y)G = <ZIZ', T*y>H
pour tout x € Dom(T) et tout y € Dom/(T™).

Si T est un opérateur linéaire borné de H dans G, alors T a pour domaine G et
T est également borné.

Nous renvoyons le lecteur a [19] pour plus d’informations sur cette premiére par-
tie du paragraphe 2.1 concernant les opérateurs adjoints au sens de Von Neumann.

Désormais, nous allons nous intéresser plus particuliérement aux opérateurs ad-
joints d’opérateurs bornés et aux opérateurs auto-adjoints.

Les opérateurs que nous considérons maintenant ont pour domaine l’espace de
Hilbert de départ tout entier. Par conséquent on ne précise plus le domaine des
opérateurs dont nous parlons.

Pour deux espaces de Hilbert H et G, on désigne par £(H, G) 'espace des opéra-

teurs bornés de H dans G. On munit cet espace de la norme usuelle || . || définie
par :
IT[= " sup | T(2) lla,
veH,||z| =1

pour tout opérateur 1" appartenant a £(H, G).
Les propositions suivantes relient la continuité d’un opérateur a celle de son opé-
rateur adjoint.

Proposition 1.5.1 Soient H et G deuz espaces de Hilbert et T un opérateur de
H dans G. L’opérateur T est borné si el seulement si son opérateur adjoint T™ est
borné. De plus, si T est borné, on a | T ||=| T* |.

Proposition 1.5.2 Soient H et G deux espaces de Hilbert. Soit T un opérateur
de H dans G. L’opérateur T est borné si et seulement si ['opérateur T*T est borné.
De plus, si T est borné, on a || T ||*=| T*T ||
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Dans la suite de ce paragraphe, on s’intéresse plus particuliérement aux opérateurs
auto-adjoints.

Soit H un espace de Hilbert. On dit qu’un opérateur borné T' de H dans H est
auto-adjoint si 7% =T

Par exemple, si H et G sont deux espaces de Hilbert et si T est un opérateur
borné de H dans H, alors I'opérateur T*T" est un opérateur auto-adjoint.

La proposition suivante fournit un exemple important d’opérateurs auto-adjoints.

Proposition 1.5.3 Soit H un espace de Hilbert. Si T est un opérateur positif de
H dans H, c’est-a-dire vérifiant

(Tx,T)y >0 pour tout x € H

alors T est un opérateur auto-adjoint.

Si T est auto-adjoint sur H, il est facile de voir que (Tz, T)y est réel pour tout
X € H. De plus, on a:

Proposition 1.5.4 5@ T est un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert
H, alors

I T |=sup{[{Tz, z)p : ||z]|m = 1}.

Définissons maintenant le spectre d’un opérateur borné. Soit H un espace de Hil-
bert et soit T € £(H,H). Le spectre de opérateur T', noté o(T), est le sous-
ensemble des nombres complexes suivant :

o(T)={NeC: X[ —T nest pas inversible }

ou [ est 'opérateur identité sur H.

La connaissance du spectre de T" fournit beaucoup d’informations sur 'opérateur
T.
Le spectre o(T) est mieux compris dans le cas ot 7" est un opérateur auto-adjoint.

Théoréme 1.5.1 Soit H un espace de Hilbert. Supposons que T soit un opérateur
auto-adjoint sur H. Pour toute fonction f continue sur o(T), il existe un unique
opérateur f(T) sur H, satisfaisant la condition suivante :

a(f(T)) = f(a(T)).

De plus, on a les propriétés suivantes :
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— i) Uapplication f — f(T) est linéaire;
— i) si f(z) = 2", alors f(T) =T".

Ce théoréme est parfois appelé théoréme spectral pour les opérateurs auto-adjoints.
Une des nombreuses conséquences de ce théoréme est que, si T est un opérateur
autoadjoint, alors o(7T") est constitué de nombres réels, et si de plus T est positif,
alors o(T) est constitué de nombres positifs ou nuls.

Pour terminer, citons un théoréme sur la décomposition spectrale des opérateurs
auto-adjoints.

Théoréme 1.5.2 Soit H un espace de Hilbert. Supposons que T soit un opérateur
auto-adjoint sur H. Alors pour tout mombre réel t, il existe une projection K
satisfaisant les conditions suivantes :

- i) Sit < s,E < Eg (c’est-a-dire l'image de E; est contenue dans celle de

ES);
—11) By =0 pour tout t < — || T ||g(a,my et By = 1 pour tout t >|| T || oem,my ;

— )T = /t dFE;, au sens de la convergence en norme des sommes de Rie-

mann ;
— i) si f est une fonction continue sur le spectre o(T) de T, alors

#(T) = / £(t) dE,.

L’application E est la mesure spectrale de 'opérateur 7. Le théoréme 2.1.7 im-
plique le corollaire suivant :

Corollaire 1.5.1 Soit H un espace de Hilbert. Supposons que T est un opérateur
auto-adjoint sur H et notons E sa mesure spectrale. Pour tout p > 1, on a :

(TPz,x)g = /tpd<Etx, x) pour tout x € H.
1.5.2 Opérateurs compacts

Commengons par rappeler la définition d’un opérateur compact. Soient (E, || [|z)
et (I, [[r) deux espaces vectoriels normés. On note Bg la boule unité fermée de
E, c’est-a-dire By := {x € E:|| x ||g< 1}.

31



Un opérateur linéaire 7 de E dans F est un opérateur compact si 7'(Bg) est rela-
tivement compact dans IF.

Un opérateur compact est borné et on peut citer comme exemple simple d’opéra-
teurs compacts les opérateurs de rang fini.

Maintenant, placons-nous dans le cadre des espaces de Hilbert.

La proposition suivante relie la compacité d’un opérateur 71" a celle de 'opérateur
T*T.

Proposition 1.5.5 Soient H et G deux espaces de Hilbert. Soit T un opérateur
borné de H dans G. L’opérateur T' est compact si et seulement si ['opérateur T*T
est compact.

Le résultat suivant est fondamental. Il montre qu’un opérateur auto-adjoint com-
pact est diagonalisable dans une base orthonormale convenablement choisie.

Théoréme 1.5.3 SiT est un opérateur compact auto-adjoint sur un espace de Hil-
bert H, alors il existe une suite décroissante de nombres réels positifs {\,(T) }nen
tendant vers 0 et une suite orthonormale {e,}nen d’éléments de H, telles que :

Tr = Z)\n(T)<x, en)H €n pour tout x € H.

neN

Plus précisément, chaque \,(T') est la valeur propre associée au vecteur propre e,
de lopérateur T'.

Corollaire 1.5.2 Soient H et G deux espaces de Hilbert. St T est un opérateur
compact de H dans G, alors il existe une suite décroissante de nombres réels positifs
{$0(T) }nen tendant vers 0, une suite orthonormale {e,}nen d’éléments de H et
une suite orthonormale { f,}nen d’éléments de G, telles que :

Tz = an(T) (x,en)r fun pour tout x € H.

neN

La décomposition ci-dessus est appelée décomposition de Schmidt de 'opérateur
T.

Plus précisément, on a :

NG

$p(T) = [Mu(T7T)] pour tout n € N.

Ainsi, la suite{s, (7)) },en dans toute décomposition de Schmidt d’un opérateur
compact T est unique.

Pour finir, nous donnons une caractérisation de la compacité spécifique aux opé-
rateurs auto-adjoints.
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Proposition 1.5.6 Soient H un espace de Hilbert et T un opérateur auto-adjoint
sur H. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
— i) T est compact;
— ii) Pour toute suite orthonormale {e,}nen de vecteurs dans H, on a :
lim (Te,, en)m = 0;
n—o0
— 4ii) Pour tout € > 0, il existe une projection orthogonale P. € £(H, H) de
codimension finie, telle que |P.TP.|| < e.

Preuve. . Voir [53]. =

1.5.3 Classes de Schatten

Dans cette section nous allons nous intéresser au comportement asymptotique
des valeurs singuliéres d’un opérateur compact et aux classes de Schatten.
Commencons tout d’abord par définir la suite des valeurs singuliéres d’un opérateur
compact.

Définition 1.5.2 Soient H et G deux espaces de Hilbert et soit T un opérateur
compact de H dans G. La suite {$,(T) }nen dans toute décomposition de Schmidt
de lopérateur T' est appelée suile des valeurs singuliéres associée a T

Plus précisément, pour n € N, s,,(T) est appelée la né™ valeur singuliére de [’opé-
rateur T'.

Proposition 1.5.7 Soient H et G deux espaces de Hilbert. Pour un opérateur
compact T de H dans G, on a :

=) so(T) =T |I;

— 1), (AT) = |A|sn(T) pour tout n € N et tout \ € C.

Preuve. . Voir [35]. =

La proposition suivante donne une interprétation géométrique des valeurs singu-
liéres.

Plus précisément, la n®¢ valeur singuliére d’un opérateur compact 7' correspond
a la distance de T" a l'espace des opérateurs de rang inférieur ou égal & n. Cette
propriété est souvent utilisée pour estimer les valeurs singuliéres.

Proposition 1.5.8 Soient H et G deux espaces de Hilbert et soit T un opérateur
compact de H dans G. On a, pour tout n € N,
sp(T)= inf [[T—A|.

£(H,G)
rang(A)<n
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De cette propriété on déduit la proposition suivante :

Proposition 1.5.9 Soient H et G deux espaces de Hilbert et soient T1 et T deux
opérateurs compacts de H dans G. Alors pour tous mq, my dans N, on a :

Sm1+m2 (Tl + TQ) S S'rTLl (Tl) + S’ITLQ (TQ)

Nous allons maintenant nous intéresser aux classes de Schatten et a leurs proprié-
tés.
Commencons par donner la définition des classes de Schatten.

Proposition 1.5.10 Soient H et G deux espaces de Hilbert et soit 0 < p <
1. On définit la p®™ classe de Schatten de H dans G, notée S,(H,G), comme
l’ensemble de tous les opérateurs compacts T de H dans G tels que la suite des
valeurs singulieres de T, {s,(T)}nen, vérifie :

1T ||s,m.0) = (Z[Sn(T)}p> ' < +o00.

neN

Autrement dit, pour p > 0, un opérateur compact 1" de H dans G appartient a la
classe de Schatten S,(H, G) si et seulement si la suite {s,,(T) },en est p-sommable.
Par exemple, d’aprés la proposition (1.3.3), les opérateurs de rang fini appar-
tiennent a la p®™® classe de Schatten S, pour tout p > 0.

Usuellement, la classe S; est appelée classe des opérateurs a trace. Plus précisé-
ment, si T € &), alors la trace de T, notée tr(T'), est définie par :

tr(T) = |Tls, := Y _sa(T).

De méme, la classe S est plus communément appelée classe des opérateurs de
Hilbert-Schmidt.

Les valeurs singuliéres étant souvent difficiles a déterminer, nous cherchons désor-
mais a caractériser les éléments des classes de Schatten suivant leur action sur des
bases orthonormales.

Théoréme 1.5.4 Soit H un espace de Hilbert. St T est un opérateur compact
positif de H dans H, alors :

ZS"(T) = Z(T@n, en)y,

neN neN

pour toute base orthonormale {e,}nen de H .
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Par conséquent, si T" est un opérateur compact positif sur H, alors 1" appartient a
S1(H, H) si et seulement s’il existe une base orthonormale {e, },eny de H telle que

Z(Ten,en>H < 0.

neN
Le théoréme suivant, qui découle du théoréme (1.3.6), nous permet de définir

autrement la trace d’un opérateur appartenant a la classe Sj.

Théoréme 1.5.5 Soit H un espace de Hilbert. Si T € S1(H, H), alors la série

Z(Ten, en)n converge absolument pour toute base orthonormale {e, }nen de H.

neN
De plus, la somme est indépendante du choix de la base orthonormale et est égale

a la trace de T

Ensuite, le théoréme 1.3.8 raméne ’étude de 'appartenance d’'un opérateur positif
T a une classe de Schatten S,, ou p > 0, a celle de I’appartenance de I'opérateur
TP a la classe de Schatten S;. L’intérét de ce résultat est que 'appartenance d’un
opérateur a la classe des opérateurs a trace est totalement caractérisée par son
action sur les bases orthonormales.

Théoréme 1.5.6 Soit H un espace de Hilbert et soit p > 0. Si T est un opé-
rateur compact positif de H dans H , alors T € S,(H,G) si et seulement si
TP € §(H, H). De plus, on a

1T W, 1,0y = W Nl .-

De méme, le théoréme 1.3.9 raméne 'étude de 'appartenance d’un opérateur T
a une classe de Schatten S,, ot p > 1, a celle de I'appartenance de 1'opérateur
(T*T)2 & la classe de Schatten S;.

Théoréme 1.5.7 Soient H et G deuz espaces de Hilbert et soit 1 < p < co. Si
T est un opérateur compact de H dans G, alors T € S,(H,G) si et seulement si
(T*T)? € S\(H, H). De plus, si T € S,(H,G), on a :

Il

P

* ya
(HG) — [(T™T)2 ||, (21,11

Corollaire 1.5.3 Soient H et G deuz espaces de Hilbert et soit 1 < p < .
Supposons que T soit un opérateur de H dans G. Alors T appartient o S,(H, G) si

et seulement si Z<(T*T)%en, en>H < 00 pour toute base orthonormale {e,}, € N
neN

de H. De plus, siT € S,(H,G), on a :

||T||§p(H,G) = Z«T*T)g@m €n>H~

neN
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Autrement dit, pour p > 1, Pappartenance d’un opérateur 7" a la classe de Schatten
S, est totalement caractérisée par I'action de (T*T )2 sur les bases orthonormales.
Pour finir, nous allons étudier la structure topologique des classes de Schatten.
Nous allons voir que les structures différent dans lescasp > 1et 0 <p < 1.

Proposition 1.5.11 Soient H et G deux espaces de Hilbert et soit p > 1. L’espace
(Sp(H,G), || . ls,(z.c) ) est un espace de Banach.

Il est évident que | . [|s,(#,c) n'est pas une norme sur S,(H, ) lorsque 0 < p < 1.
Néanmoins, pour 0 < p < 1, 'espace S,(H, G) est un espace métrique complet, qui
posséde une autre structure que celle d'un espace normé, a savoir une structure
d’espace quasi-Banach.

Commencons par rappeler la définition d’une quasi-norme et d’un espace quasi-
Banach.

Définition 1.5.3 Soit X un espace vectoriel complexe. Une application A de X
dans R est appelée quasi-norme si les conditions suivantes sont satisfaites :
— i) A(z) = 0 implique x = 0 pour tout x € X.
— i) Alax) = |a|A(x) pour tour a € C et tout x € X.
— 44i) Il existe une constante C > 0 tel que A(xy + xa) < C[A(x1) + A(22)] pour
tout 1,z € X.

En outre, on dira que A est une p-norme, pour 0 < p < 1, si on a de plus :
[A(x1 4+ 22)]P < [A(z1)]P + [A(z2)]P pour tous x1,xe dans X. Bien sir, si p = 1,
alors A est une norme.

Définition 1.5.4 Soit X un espace vectoriel complere muni d’une quasi-norme
A. Si A définit sur X une topologie métrisable compléte, alors on dira que X est
un espace quasi-Banach. Si de plus A est une p-norme, pour 0 < p < 1, on dira
que X est un espace quasi-Banach p-normé.

Théoréme 1.5.8 Soient H et G deux espaces de Hilbert et soit 0 < p < 1.
L’espace (S,(H,G), || . ||s,(m.c) ) est un espace quasi-Banach p-normé.

Preuve. . Voir [48] et [63]. m

1.6 Fonction de Macdonald

1.6.1 Equation de Bessel

La fonction de Kummer (de premiére espéce) ®(«, 7, z) est definie par :

(o, 2) = Z@i

= (v)n n!
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ol z, a sont deux nombres complexes et v ¢ —N.
On introduit aussi la fonction de Kummer modifiée :

. 1
(a7, 2) = W@(a,fy, z)
qui est une fonction entiére dépendant des variables «a,~, z. La fonction U;(z) =
¢*(av,y, 2) est une solution de I'équation différentielle (appelée équation de Kum-
mer) :

20"+ (y=2)U —aU =0
On suppose que v = 2 et on pose a = 3+, donc v = 1+2v, et u(z) = 2 "e2v((),
ou z = 2i(. Alors on obtient ’équation de Bessel :

Q) + ”’éo =Dy =0

CQ
1.6.2 Fonction de Bessel

La fonction de Bessel de premiére espéce est définie par :

(=" z
J(2) = 2 < eC
(2) ZM!F(V+M+1)(2) largz [<m v
n=>0

On vérifie facilement que J, et J_, sont deux solutions linéairement indépendantes
de I’équation :

2U" + 22U + (2> = 1)U =0
Fonction de Bessel de deuxiéme espéce : La fonction de Bessel de deuxiéme
espéce notée par N, (z) et définie dans C\| — oo, 0] par :
Jy(z)cosvm — J_,(z)

sin v

Ny(2) =

Fonctions de Bessel de troisiéme espéce ngl)(z), Hl@(z) : Les fonctions de

Bessel de troisiéme espéce ou fonctions de Hankel sont définies par :
HWY(2) = J,(2) +iN,(2), H?(2) = J,(2) — N, (2)
ot z € C\| —00,0], v € C.

1.6.3 L’équation de Bessel modifiée

Si on remplace z par +iz dans I'’équation de Bessel, on obtient 1’équation de
Bessel modifiée d’ordre v :

2V ) — (P =0 (%)
Les solutions de cette équation sont appelées fonctions de Bessel modifiées (voir
4], 29]).
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1.6.4 Fonction de Bessel modifiée

1. La fonction de Bessel modifiée de premiére espéce
La fonction de Bessel modifiée de premiére espéce est définie par :

1 z
[V — “\v+2u

dans C\| — o0, 0] pour chaque v € C. elle est une fonction entiére par rapport
a v pour z fixé. Pour chaque v ¢ Z, le couple (I,,1_,) est un systéme
fondamental pour I’équation (x). Lorsque v =n€Z ,ona l_, =1, .

2. La fonction de Bessel modifiée de deuxiéme espéce ou Fonction de
Macdonald :
Il existe une autre solution de I'équation (x).
si | arg z |< m, alors la fonction de Macdonald est définie par :
zl_y(é) — L) ¢7.
2 sin v
K,(z) = 31_1}711[(1,(2) n € 7.

K,(z) =

1.6.5 Les intégrales de fonction de Bessel modifiée d’ordre
entier

Pour le premier type :

™

I,(z) = l/cos(n@) exp(z cosf) db.

™

1
Iy(z) = ;/cosh(z cos @) db.

0
s

3

dly(z 1 )
Li(z) = ;i ) = ;/smh(z cos ) cos 6 db.
0
Pour le deuxiéme type :
2 oo
K.(z) = z\ / sinh®™ t exp(—z cosht) dt, z > 0.

0

0
/cosh (nt) exp(—zcosht) dt, z> 0.
0
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1.6.6 Généralisation de la méthode de Laplace
On considére les intégrales du type suivant : (voir [25], [55], [58])
B

/@(I) "M@ dy

(67

Quand v — o0, ot h(z) posséde un unique maximum ¢ dans Uintervalle « < x < .
On peut généraliser la méthode de Laplace au intégrales de la forme :

B

/CD(:U, v) e"@) dy

[0}

ou ®(z,v) est bornée quand v — oo et h(z,r) posséde un unique maximum &. Il
faut noté que & n’est plus fixé il peut varier avec v.
Dans le cas de fonction de Bessel [[29], page 25 (15), et [74], page 235]

—+00

KV(OZ) — _/eu:n—acoshx dr.

—00

oll v, a sont des réels positifs et v est grand. On peut pas appliquer la méthode de
Laplace avec la factorisation h(x) = z et ®(x) = e~*°*h2 Puisque h(r) n’admet
pas de maximum, et vz — o cosh 2 admet un unique maximum a z = sinh™'(v/a)
qui varie par rapport a v, si on pose

r =sinh~'(v/a) +t

Alors

+o0
1 V12 2
K (a) — L(ZEVr oty / =G (1 1) dt.
2 o)
Ou ®(t,v) = exp[—a?cotht/{v + V12 + a?}].
La fonction t — e’ posséde un unique maximum a ¢ = 0. Comme ®(¢, v) est continue
dans l'intervalle —a <t < a et

O(a,v) < P(t,v) < P(0,v).

ou ®(t,v) — 1 quand v — oo uniformément en ¢t. Et ®(¢,v) < 1 Vt,v. Alors, on
obtient :

/e”(t_et)(b(t, v)dt = @(tg,y)/e”(t_et) dt.
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Ou —a<ty<aet

/e”(tet)@(t, v) dt ~ /el’(tet) dt
~ e”/eé”t2 dt

— 00

_, |27
=e "\ —.
v

Pour montrer que la contribution des intervalles t > «a et t < —a est petite,
on écrit t = a + 7 et comme ®(¢,v) < 1 pour tous t,v. Alors, par I'inégalité
e >1+71, (t>0)ona:

o [e.e]

0< /e”(t_et)q)(t, v) dt < e”(a_ea)/e’”_”ea(eT_U dr
« 0
o Y o efu(e“fa) e~V
< el/(afe )/euf(e -1) dr = _ O( )
vie® —1) v

Comme e* — a > 1, la méme chose avec t < —a.
Quand « est positif et v — 400 on a :

/12 21V 2
K, (a) ~ Wt Vit ol e‘”y/—ﬂ.
v v

2a

Ve |27
KV(OZ) ~ —a’/ E

1.7 Polynémes de Laurent orthogonaux

Plus

La théorie de Polynomes de Laurent orthogonal est Un outil important dans
I’étude des problémes fortes des moments . En 1980 William B.Jones, W. J. Thron
et Haakon Waadeland ont publié un article trés important intitulé “ Strong Stieltjes
Moment Problem*, cette étude du probléme fort des moments conduit a l'appa-
rition des polynomes de Laurent (L-polynomes) [24], et de nombreux résultats
vont tres vite se succéder mettant le point sur les différents aspects théoriques et
élargissant les champs d’application de ces polyndmes.
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Définition 1.7.1 Une polynome de Laurent est une fonction d’une variable com-

pleze z de la forme Pr(z) = Z)\jzj, m,n € Z avec m < n, et \; € C pour
j=m

J=m, .., n.

On note A I'ensemble des polynémes de Laurent et A,, , représente I’ensemble des
polynémes de Laurent contenus dans span{z’ Fn—jem- Deux classe de polynomes
de Laurent sont particulierement importantes

Ao, ={P, € A_,,,, tel que le coefficient de z" est non nul }

et
Aopir ={P, € A_,,_1, tel que le coefficient de 7z "1 est non nul }

pour tout n € Z.

Proposition 1.7.1 Pour chaque Pr € A, il existe un entier unique k € Zg tel
que P € Ay,.

Preuve. Soit P (z) = Z)\jzj avec A\, # 0. Donc | m |[<nou|m |>n.
j=m

Si | m |<nalors P, € Ay, et P, & Ay pour k # 2n.

Si|m |>nalors P, € Agpj—1 et P g Ay pour k#2|m|—1. =

Définition 1.7.2 Un polynéme de Laurent P est dit de L-degré q, si Py €
A, qE€Z§.

Alors que le degré d’un polynome est la plus grande puissance des monomes 27,
ce n’est pas le cas pour le L-degré d’'un polynome de Laurent. En fait, le L-degré
d’un polynome est le double de son degré.

Le concept d’orthogonalité est introduit relativement & une fonctionnelle linéaire
L : A — C. Soit {u,} une suite de nombres complexes et soit £ une fonction a
valeurs complexe définie sur A par

£[PL<Z)] = ZA]'[,L]‘, m,n c 7

Jj=m

Pour P (z) = Z)\jzj dans A. Noter que L[z"] = p,, pour tout n € Z.
j=m
La fonctionnelle £ s’appelle fonctionnelle fort de moments déterminée par la suit

{Mn}nez-
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Définition 1.7.3 Une suite {P,(z)}°, est dite suite de polynomes de Laurent
orthogonauz correspondant a la fonctionnelle L si Py(z) € Ay, pour chaque k € Zg
et LIPy(2)P,(2)] = Ku0,, m,n € ZJ, avec K, # 0 pour tout n € Z§ et 6, le
symbole de Kronecker.

Si K, = 1 pour tout n € Zg, {P.(2)}2, est une suit de polynémes de Laurent
orthonormaux correspondant a la fonctionnelle L.

Pour plus de détails sur la théorie des polyndomes de Laurent consulter [24],[26] et
[47].
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Chapitre 2

x-représentation de Semi-Groupes

2.1 Introduction :

Dans cette partie du travail, nous établissons une condition nécessaire et suf-
fisante pour qu’une *-représentation d’un semi-groupe topologique commutatif S
soit continue a l'identité e de S.

Soit H un espace de Hilbert de fonctions a valeurs complexes muni d’un produit
scalaire (.,.) et soit L(H) la C*-algébre de tous les opérateurs bornés sur 'espace
de Hilbert H. Soit T' € L(H) et T* 1’adjoint de 7. On pose :

1 1
RT = §(T+T*) et ImT := 2—(T —1T).
1
Soient S et T deux opérateurs hermitiens. Nous allons écrire S < T si

(Sz,z) < (Tx,x) pour tous x € H.

Soit (S,+,*) un *-semi-groupe; c’est-a-dire, un semi-groupe commutatif (S, +)
d’identité e et d’involution * vérifiant (s + ¢)* = s* +t* et (s*)* = s.
On suppose que S est topologique ; c’est-a-dire que S est muni d’une topologie qui
rend continue application (s,t) — s+ t*.
Une x-représentation de S dans L£(H) est une application o : S — L(H) qui satis-
fait :

o(s +1t7) = o(s)(e(t))" et ofe) = I.
pour tous s,t € S, ou I est I'opérateur identité. *-Homomorphismes de S dans
L(H) est une application h : S — L(H) qui satisfait :

h(s +t*) = h(s) + (h(t))* pour s,t € S.

On dit que h est hermitien si h(s*) = h(s), pour tout s € S.
On considére une *-représentation de S dans L£(H) et on pose

a(s) :=|| o(s) ||, pour tout s € S.
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Alors « est une valeur absolue sur S. Puisque
ale) =1et a(s+t*) < a(s)a(t) pour tous s,t € S.

On dit qu’une fonction ¢ : S — C est a-bornée s’il existe une constante positive C
telle que | ¢(s) |< Ca(s) pour tous s € S.

Un semi-caractére dans S est une fonction non nulle v : S — C qui satisfait
v(s + t*) = v(s)7(t) pour tous s,¢ € S. On note par S* Pensemble de tous les
semi-caractéres dans S et par I' = I'(p) 'ensemble de tous les semi-caractéres
a-bornés dans S. On équipe S* de la topologie de la convergence simple, qui est
complétement réguliére et induit une topologie compacte sur I'.

Les principaux résultats de cette partie sont les suivants :

Théoréme 2.1.1 Soit (S, 4+, *) un x-semi-groupe topologique et soit H un espace
de Hilbert. Soit V' un voisinage de l'identité e dans S, et soient 6, m > 0, et soit
H(V,6,m) la collection de tous les x-homomorphismes h : S — L(H) qui satisfont :

2
| Rh(s) ||< M et || Shis) ||< g pour tout s € V. (2.1)

Alors H(V, 6, M) est équicontinue a l'identité e. En particulier, un *-homomorphisme
hermitien h : S — L(H) est continue a lidentité si et seulement s’il est borné sur
un voisinage de e.

Théoréme 2.1.2 Soit (S, +, %) un x-semi-group topologique et soit H un espace
de Hilbert. Alors une x-représentation o : S — L(H) est continue & l'identité e si
et seulement s’il existe un V de e dans S et des constantes positives 6, M telles
que :

01 < Ro(s) < MI, pour tout s € V. (2.2)

De plus, la collection Q(V,, M) de toutes x-représentations o : S — L(H) qui
verifie (2.2) est équicontinue a l’identité e.

2.2 Préliminaires

Nous commencons dans cette section par la collecte des données de base sur la
théorie spectrale des opérateurs normaux et les x-représentations des semi-groupes.

Nous rappelons qu’un opérateur N € L(H) est appelé normal si NN* = N*N.
La résolvante de N est ’ensemble de tous les nombres complexes z pour lesquels
l'opérateur N — zI est inversible. Le Spectre o(NV) est le complémentaire de 1'en-
semble résolvant de N par rapport a C. C’est un sous-ensemble compact de C.
Nous avons les lemmes suivants sur les opérateurs normaux [19).
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Lemme 2.2.1 Soit N € L(H) un opérateur normal. Alors le nombre complexe z
est dans o(N) si et seulement s’il existe une suite {x,} des vecteurs unitaires dans
H tel que

lim || Nz, — zz, ||=0, (2.3)
n—oo
ow || . || est la norme associée au produit scalaire de H.

Lemme 2.2.2 Soit N € L(H) un opérateur normal. Alors il existe une mesure
spectrale unique F' dans o(N) telle que :

N = /z dF(2). (2.4)

De plus, on a supp(F) = o(N).
Le résultat suivant a été obtenu par Berg et Maserick [11].

Proposition 2.2.1 Il existe une mesure spectrale unique E, dans I" telle que :

o) = [A(s)E,(), 25)

r

pour tout s € S.

De plus, si f : C — C est une fonction mesurable bornée de Borel, on définit la
fonction d’opérateur fop:S — L(H) par

(foo)(s) = / (f 0 1)(8)dE,(), (2.6)

r

pour tout s € S.
Si V' est un sous-ensemble de S et K est un sous-ensemble fermé de C, alors, on

pose :
DV,K,f)={y el :(fov)(s) € K, pour tout s € V'}.

Lemme 2.2.3 Soit p une x-représentation qui satisfait :

((foo)(s)z,z) € K, (2.7)

pour tout s € V, et tout vecteur unitaire x € H. Alors, on a :

(foo)s) = / (f 07) ($)AE,(). (2.8)

I'(V,K,f)

pour tout s € S.
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Preuve. Pour s € V| soit F; la mesure image de E, via ’application v — (fov)(s).
Alors, F, est une mesure spectrale & support compact sur C qui satisfait :

(foo)(s):= /zdFs(z). (2.9)

C

Donc Fj est la résolution spectrale de opérateur normale N = (f o g)(s), et
ainsi supp(Fs) = o((f o 0)(s)). Par le lemme 2.2.1 et 'hypothése(2.7) on obtient
o((f oo0)(s)) est contenu dans K. Alors, pour tout s € V on a :

(Foo)s) = [«dR) = [ (Foa)(s)dB,),
K L(V.K. )

pour tout s€ V. =

2.3 La preuve des principaux résultats :

Soit V' un voisinage de l'identité e dans S, et soit (V') I'ensemble de tous les
x-représentation o qui satisfait :

| arglo(s)] [|< 2% (2.10)

pour tout s € V. Pour §, M > 0, soit €;(0, M,V) 'ensemble composée de tous
ceux x-représentation o qui satisfait :

)
gz lP< (el (s)ax) <Mz |? (2.11)

pour tous s € V, x € H.

Lemme 2.3.1 Pour chaque entier strictement positif N et chaque voisinage V de
lidentité e dans S, il existe un voisinage Vy de e telle que :

| anglo(s + )] 1< —x (2.12)

N’
pour tous s,t € Viy, € QV), et

\/_M

el (s)=Tel(®)[<2 N (2.13)

pour tous s,t € Viy, o€ Q(0, M, V).
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Preuve. Par (2.9) et le lemme 2.2.3 on obtient :

(arg 0)(s) = / arglry(5)|dE, (7). (2.14)

r(v)

pour tout s € V, ot I'(V') est ’ensemble de tous les semi-caractéres 7 € S* qui
satisfait :

|arg[y(s)] € —,  s€V.
Soit Vy un voisinage de e tel que si s € Vy alors s* € Vi, donc,
V+ ..+ VN CV.
—_———
2N times

Alors pour tous s,t € Vy et n < N on a n(s + t*) € V, alors par le preuve de le
lemme 2.1 dans [77], et pour v € I'(V'), s € Vi alors, on a :

| arg[y(s +t")] (2.15)

‘_ 3N

Alors par (2.13) et (2.14) on obtient le (2.11). Pour prouver (2.12), soit = € H et
soit s,t € Vy alors, on a :

=[leol(s)=lol|®)]a.
Alors, pour o € Q4(6, M,V) on a :

||z 2> ||[ e | (Ns)— | o | (NB)].2’

= ([lel(Ns)= o] (Nt)]".,)

(o)

J
N-1

<|g| J+k>s+<2N—j—k—2>t].y,y>
7,k=0

5 )
N2 2__ _N2
> SNy =

Ceci compleéte la preuve de (2.12). =

2
(2

[lel(s)=Tel®)]

Lemme 2.3.2 La famille Q(5, M, V) = Q1(5, M, V) N Q(V) est équicontinue a
Uidentité e dans S. En particulier, chaque élément de Q(V, M, ) est continue.
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Preuve. Pour chaque entier strictement positif N on choisit un voisinage Vy qui
vérifie les inégalités dans le lemme 2.3.1 Alors, pour tous s,t € Vy, on a :

ei(arg o(s)) ei(arg o(t))

<

/ [eierev(s) _ gilarerONg R ()

(V)

/ | (arg (s + ) | dB,(y)

r(v)
Par (2.12) <2
~ 3N
Alors on a :
HQ —olt H _ H 0| (5)ei@ee) _ €i<argg(t>>’

<||l1e1 )= ol @)eterse

<|lel)—lel®]+|1el®
\/_M 2
< N\[ M
[ |

Preuve. (Théoreme 2.1.1) Soit 6 > 0 et V un voisinage de e. Alors on a

‘Jr H | o (£) [ellereele) — ez’(argg(t))}”

|

eilargo(s oilarg o(s))

2
H(V,M,6) = {h €S: M > |Rhr(s)]| et |h(s)| < %, pour tout s € V}

est un sous-ensemble fermé de Q(V, M, ), de plus, H(V, M,5) C Q(V, M, ). Et
par lemme 2.3.2 on voit que H(V, M, ) est équi-continue.

Soit h est borné sur un voisinage V' de e, alors h € H, donc h est continue.

On suppose que h est continue, et soit W est un voisinage de e dans S telle que :

21
M > [|Rh(s)| et ||Sh(s)]| < 3
Alors
lim inf Rh(s) := supinf RA(s) > 0
s—e seW
et

limsup RA(s) := inf sup RA(s) < oo

s—e seW
Soit V' est un voisinage de e dans S telle que s 4+ t* € W pour tous s,t € V x V.
Alors, ||h(s)|| < C pour tout s € V et C > 0 donc h est borné sur v. m
Preuve. (Théoréme 2.1.2) 11 suffi de choisir o(s) = ¢"*) dans le théoréme (2.1.1).
u
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2.4 Applications

Soit (S, +, e, *) un semi-groupe topologique commutatif d’identité e et d’invo-
lution x vérifiant (s +¢)* = s* +t* et (s*)* = s.
La *-représentation de S dans L(H) est 'application ¢ : S — L(H) qui satisfait :

o(s +t*) = o(s)(o(t))" et o(e) =1

On suppose que S est topologique; c’est-a-dire que S est muni d’une topologie
qui soit continue par l'application (s,t) — s+ t*. On fixe une valeur absolue «
dans S. il s’agit d’un ensemble a(s) :=|| o(s) ||, s € S, qui satisfait a(e) = 1 et
a(s +t*) < als)a(t).

une fonction ¢ : S — C est dite a-bornée (ou bornée par rapport a «) s’il y a un
constat C' positif tel que | ¢(s) |[< Ca(s) pour tous s € S. Une fonction complexe
dans S est dite exponentiellement bornée si elle est bornée par rapport a une valeur
absolue.

Un semi-caractére dans S est une fonction non nul v : § — L(H) satisfait v(s+t*) =
v(s)y(t) pour tous s,t € S. On dénote par S* 'ensemble des semi-caractéres dans
S et S}, 'ensemble de tous semi-caractéres a-bornées dans S.

On équipe S* avec la topologie de la convergence simple, qui est une topologie tout
a fait réguliére et induit une topologie compacte dans S¥, = {v € S* :| v |< a}.

Théoréme 2.4.1 Soit (G, +, e) un groupe abélien localement compact, et soit (S, +, e)
un semi-groupe de (S,+,€) est muni d’une involution continue x. On suppose que
e € Int(S) et e posséde une base dénombrable des voisinages dans S. Soit o une
valeur absolue localement bornée dans S et on note par I' I’espace topologique com-
pletement régulier de tous les semi-caractéres a-bornées dans S qui sont continues
au e. Si o : S — L(H) est une représentation définie positive a-bornée, alors les
affirmations sutvantes sont équivalentes.

~ (1) o est continue en e.

~ (2) o est continue sur {e} U Int(S).

~ (3) o est continue sur S.

— (4) il existe une mesure spectrale E dans T tel que

0(s) = [A(s)B () ses.

r

Preuve. (3) = (1) et (3) = (2) c’est évident.

Par le théoreme 2.1.2; et le lemme 2.2.3 on voit que (1) équivaut (4) =

Pour l'autre implication, on considére un espace vectoriel de dimension finie V
muni d'une involution linéaire * et on considére aussi les ensembles suivants

Vi={veV:v' =v}etVy:={veV:v'=—v}
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Si on considére 'espace vectoriel complexifiée W :=V+iVet W, :=V,; +iV;, j=
1,2, alors on a :
Vle@Vg et W2:W1@W2.

Dans V on choisit un produit scalaire (.,.) pour lequel les sous-espaces V; et Vj
sont orthogonaux. On étend ce produit scalaire & un produit scalaire hermitien
dans W et on note par | . | la norme associé a ce produit scalaire .

Soit S une sous-ensemble de V qui est stable par ’addition et par I'involution et
contient 0. Alors (S, +, *,0) est un semi-groupe involutif commutatif avec I'identité
e=0.

On dit que (S, +, *,0) est un semi-groupe de type conique dans (V,+, x,0) si pour
tout = € S il existe un nombre réel positif ¢y(z) > 0 tel que

t>to(x) = tx €8S.
Soit F := V; +iVy, et soit « une valeur absolue dans S, alors

F,:={C €F: (z,Re() < loga(z) pour tout x € S}.

Théoréme 2.4.2 On Suppose que 0 € Int(S) et soit D un sous-ensemble ouvert
conneze de Vi & Vs, et (a,b) € Vi x Vy avec zy := a +ib € D. On suppose que
Q est un voisinage ouvert de zy dans W qui contient D et soit f une fonction a
valeur opérateurs définie sur QU (2o + S) qui satisfait les affirmations suivantes :
— (1) [ est holomorphe dans Q.
— (2) la fonction f:S — L(H) est définie positive a-bornée.
Alors il existe une mesure spectrale E dans F,, telle que la fonction

F(z) = /e<z’c>dE(§), z €T,
]Fa
définit une extension continue de f au tube
T = T(D,S) = Ch(D) + CO(Sl) + ZVl S¥) VQ,

ol co(Sy) est le cone convexe dans Vi engendré par Sy et ch(D) est I’enveloppe
conveze de D. De plus, F' est holomorphe a Uintérieur du T(D,S).

Preuve. L’existence d’une mesure spectrale £ dans [F,, telle que la fonction
flo) = [e=9aE@Q).  wes.
Fo
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est garantie par le théoréme 2.4.1. Nous allons montrer que

F(z):= /e<z’<>dE((), z€T,

Fa

se prolonge a T.

On va procéder en deux étapes.
1) Le cas particulier, on prend H = C et on pose dE(() = d\(¢). On suppose que
Q) et D sont des boules centrées en a + b et de méme rayon, par le théoréme 2.4.1
il existe une mesure spectrale A dans FF,, telle que :

f(z+a+ib) = / e dN(¢), z €S,
Fo

Soit h = hy +1hy ot hy € V1, hy € V5 tels que_h—i—a—i—ib € D. Alors, il existe € > 0
et un sous-ensemble ouverte U de () tel que U C 2 et

a+ib+whelU  pour |w|<1+e

Alors,
U(w) := f(wh + a+ ib), |w|<1l4e€

est holomorphe dans le disque centré en 0 et de rayon 1+ €. Donc ¥ (w) posséde
un développement en séries entiérres

\I/(w):Zcmwm, |w|<1+e
m=0
En particulier, on a
1 dam -
tn = o U(w),,, et ;} | em [< o0, (1)

Alors, il existe un sous-ensemble non vide ouvert V; de int(S;) et une boule ouverte
V5 centrée a 0 dans V5 tels que

fler+y+a+ib) = / etz ReQ)=ilv.Im) g\ (¢),

[e3

pour tous z € sVi + itVy, y € Vi, pour tous s,t € [0,1[. Donc A posséde des
moments de tous les ordres et pour tout entier positif m on a :

m

jt—mf(tzl +ty +a+ib),_, :/ ((zl,ReQ — iy, Imf))md)\(C),

Fo
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pour tous z; € Vi +1Vy, y € V5. Par la propriété d’unicité des fonctions holo-
morphes il s’en suit que

m

jt—mf(tz—f—a—l—zb)h o —/ ((Plz,ReQ — z'(sz,ImQ)md)\(Q), (2)

Fo

pour tout z € W et m € N. Et par (1) et (2) on a :

L / ((h1, ReC) + (ha, ImC))"dA(C)

m/!

o

Cm =

pour tout m € N, donc,

2 %!/F ({h1, ReC) + (ha, ImC)) "dA(Q)] < ) | em |< oo

Par suite

o0

Z (2m)! ‘/ (h1, ReC) + (ha, TmC)) ™" dA(C) Z | e |< 00

Donc
/ cosh ((h1, ReC) + (ha, ImC))dA(C) < oo
Et
/ s ReC)+ha. 1m0 g (€ < o0,
Posons
du(¢) = 6_<h1’R6<>_<h271m<>dA(C) — €_<2507C>d)\(<“)’
Alors, on a

/ e(Plv,ReQ (Pav,Im¢) du(() 0.

«a

pour tout v € D. Ce qui nous donne, pour tout z € T = D + co(Sy) + iV, & Vy,
on a

(Plz,ReQ—(PQZ,ImC)‘d#(c) < 0.

e
Fo
Donc, la fonction
F(Z) ::/ e(Plz,ReQ (Paz,Im(¢) d,u(C)

[e3

est holomorphe dans Int(T) pour tout z € T, et satisfait

F(i[} +a+ Zb) _ / €<P1x+a,ReC>f(szJrib,ImC)dlu(c)'
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_ / €<P1I’Re<)_<P2$Jm<>d/$(().

= f(z + a+1b), pour tout x € S.

2) Pour le cas général, Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.4.1 Pour tous v, w € H, toute mesure spectrale E sur C et tout borélien

A de C on a

(B(AYv,w) = LEAw +w), 0+ w) + HEAw - w),v - w)

—i(E(A)(v +iw), v+ iw) + i(E(A)(U — iw), v — iw)
Preuve. On utilise la linéarité de E(A) et I'égalité

(v, w) :i <v+w,v+w>—<u—w,v—w>] —%[<v+iw,v+z’w>—<v—iw,v—z’w)

m Le cas général, pour chaque v € H, on pose

d\,(€) :== (dE(Q)v, v).

Alors A\, est mesure positive sur [F,, telle que :

folx+a+ib) = (f(z+ a+ib)v,v) = / e, (0), x €S.

@

Alors par la premiére étape, f, se prolonge en une fonction

Fy(2) = (f(x + a + ib)v, v) = / O d(E(C), o), e

o

Par le lemme 2.4.1 et le théoréme de Riesz il existe une fonction F' & valeurs
oporateurs telle que pour tous v, w € H on ait

1
n |:Fv+w - Fv—w) - iFv—i—iw + iFv—iw) , R € T.

(F(2)v,w) = §

pour chaque v,w € H et on a

(F(2)v,w) = / eFA(E(C)v, w), z € T.

[e3

on voit que F;, est bien définie sur T et holomorphe dans l'intérieur de T. m
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2.5 Exemples

La demi-droite fermée S = (Ry,+) est un semi-groupe abélien muni de l'in-
volution est I'identité x = z*. Puisque R, est 2-divisible (c’est & dire pour tout
x € Ry on peut écrire z = 2y, pour y € R, ), on peut montrer facilement qu’une
fonction définie positive dans R, est positive et si elle est continue et bornée, donc,
elle est complément monotone.

Pour a € [0, 00| alors, on définit p, : Ry — R par p,(s) = e~ avec la convention
0.00 = 0, a.00 = oo pour a > 0, c’est a dire p,, = 1yg}. Alors p est un semi-
caractére borné, continu quand a € [0, o[ et discontinu quand a = co. Inversement,
si p est un semi-caractére borné, alors 0 < p(s) < 1, alors il existe a € [a, o0] telle
que p = e~ De plus, 'application a — p, est bijective de [0, oo] dans S (Pensemble
des semi-caractRres continus et bornés sur S), et elle est continue quand [0, o] et
considérée comme un point compactification de [0, co[. En effet, si A : R — R est
une solution de I'équation fonctionnelle h(x +y) = h(x) + h(y), =,y € R, alors
exp(h)|R; est un semi-caractére, et tout p € S* \ {poo} est donné de cette fagon.
Pour plus de détail sur ces ntions voir le livre de Berg-Christensen et Ressel [11].
Une application des théorémes 1.2.3 et 2.4.2 conduit au résultat suivant :

Proposition 2.5.1 Une fonction ¢ : Ry — R est définie positive et bornée si et
seulement si elle a la forme

o) = [ dula) +pnlo). 520

ot 1 € MY(Ry) et b> 0. Alors, la paire (u,b) est uniquement déterminée par .
Si, de plus, ¢ se prolonge holomorphiquement a un disque D dans C contenant
0, alors ¢ se prolonge aussi holomorphiquement au domaine tube D+R, +1R dans

C.

Remarque 2.5.1 La fonction

3|—>/ e *du(a)
0

c’est la transformée de Laplace de p et on la note par Lu. Cette fonction est bien
définie dans le demi-plan droit Rz > 0 par la formule

cule) = [ e anta),

et elle est continue et holomorphe dans le demi-plan ouvert Rz > 0. de plus
(L) (z) = / (—a)"e **du(a), Rz >0, n>0,
0
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en particulier
(=1)™(Lp)™ (z) >0, pour x > 0.

On peut généraliser Pexemple précdent au cas multi-dimensionnel. Soit S =
(R, +). Alors, pour s = (s1,...,s;) € RY et a = (a1,...,a5) € [0,00]", on met
(s,a) = Z§:1 sja; et on définit p, : RY — R par p,(s) = e~ . Alors, I'application
a — p, est homomorphe et isomorphe de ([0, 00]%, +) dans (S,.). Alors, le semi-
caracteére p, est continue dans R¥ quand a € R¥ et discontinu quand a € [0, c0]* \
R . Pour u € M%(RE), alors la fonction

Lu(s) :/R e *Udu(a), seRE.

k
+

c’est la transformée de Laplace de p. Voir [11]. Un énocé analoque a celui de la
proposition précédente reste valable.
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Chapitre 3

Opérateurs de Hankel

3.1 Préliminaires

Une distribution di(t) est dite distribution forte dans (a,b) C [0, +00) si ¥(t)
est une fonction réelle, bornée et croissante présentant une infinité de points de
croissance sur (a,b) , dans ce cas tous les moments

b

Sk = /tk di)(t), kelZ (3.1)

a

existent.

De telles distributions sont appelées distributions fortes de Stieltjes, elles ont été
introduites deés 1982 dans le cadre de 'étude du probléme fort des moments [46] qui
consiste, étant donnée une suite de nombres réels {s;}*%, d’avoir des conditions
nécéssaires et suffisantes sur ¢(t) dans (0, +00), telles que (3.1) est satisfaite.

La théorie des polyndémes orthogonaux de Laurent voit son apparition plus tard
avec sa liaison étroite avec les différents types du probléme forts des moments [24],
[42], [47] et [59].

D’autres extensions de ce probléme ont été développées dans le cadre de cette
théorie, particuliérement le cas des fonctions & décroissance rapide [28].

On considére dans ce travail les opérateurs de Hankel dans un espace de Hilbert
de fonctions méromorphes relativement liés a une suite de moments forts. Plus
précisément la suite s = (s,),ez définie par :

b b :

50— / 1 dp(t) et sy — / 64 dp(t) = / ¢ di(t) = 54 (3.2)
a a 1
b
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avecd € Net 0<a < b<+o0.

i étant une mesure réelle positive a support dans [a, b] appelée représentation de s
et ;1 image de u via la transformation ¢t — % On note S 'ensemble de ces suites
et S* I'ensemble des éléments non nuls de S.

Proposition 3.1.1 Soits € §*. Alors : La suite (sil‘l )a>o0 est croissante et converge

lorsque d — +00 wvers le rayon de convergence r, de la série entiére suivante :

F.()=) = )eC

s
d=0 "4

A P ,
De méme, la suite (dg—zl)dzo est croissante et converge lorsque d — +00 vers le

rayon de convergence r_ de la série entiére suivante :

+o0 )\d

F_(\)=) = )eC

S
d=1"¢
S,
Preuve. On suppose que Uy = g—;l Alors

Sd+1 Sa Sa+1Sa-1 — S5
Uj—U4_1 = — = .
TS Sag SaSa—1

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

| [eauf < [ laute) [ 109duco

Ainsi, 83 < Sg11541 et Sg—:l — % > 0. Ce qui montre que la suite Uy est

+o0
. - d _
croissante. De plus, le rayon de convergence de la série F (\) = E i—d est R7! =
d=0
Sg

lim Sy lorsque d — +o0.

La démonstration de 2 se fait de la mémes maniére. m

On pose :

) Sd+1 . 1
R+ := lim —_— = lim sg

d—+oo Sq d—+oo
1 gd 1
) +1 L~
— = lim —_— = lim sj

R— d—+o00 Sd d—+00

On suppose que r_ < ry et on définit la série

Fo(\) = Fa(\) + F(%) r < A<y
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On note 5 = {z € C/R_ <] z |< R+} la couronne de rayons R— et Ry et

désignons par A?(s) I'espace de Hilbert des fonctions f(z) = Zakzk holomorphes

keZ
sur €2, telles que
+oo

ZSk ‘ ag |2< +00

—0o0

muni naturellement du produit scalaire

(f.9) = Zskakl_)m

keZ
avec f(z) = Zakzk et g(z) = Zbkzk deux éléments de A?(s).

keZ keZ
Soit maintenant o une mesure de probabilité invariante par rotation sur le cercle

unité et p la représentation de s. On note encore par pu, la mesure image dans C,
de 1 ® o via Iapplication (¢,&) — v/ de [a, b] x [0, 27] dans C.

On considére I'espace de Hilbert L?(u,) des fonctions complexes de carré intégrable
par rapport & la mesure p, muni de la norme

11y = [ £GP disl2)
C

Nous considérons de plus 'ensemble des polynomes de Laurent noté A, c’est I'en-
semble des polyndémes de la forme

n
P(z) = Zajzj, avecm,n € Z,m <neta €C.
j=m

On note A,,, 'ensemble des polynomes de Laurent appartenant a

Ay = span {zj /m<j< n} )
Deux classes de polyndmes de Laurent sont particuliérement intéréssantes :
Ao, ={P € A_,,, tel que le coéflicient de 2" est différent de zéro}
et

Aopy1 = {P € A_,,_1, tel que le coéfficient de 27" 1 est différent de zero}
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On peut définir un produit scalaire sur A par :

(f,9) Z/f(Z)ﬁdus, Vf,geA
Qs

pour P € A, il existe un unique k € N tel que P € Ay, dans ce cas P est dit de
L-degré k, en particulier le L-degré d’un polyndme est le double de son degré.
L’étude de ces polyndmes apparait en liaison avec le probléme fort des moments
[46], et sera développé rapidement plus tard voir [47] et [59]. La théorie des poly-
nomes de Laurent s’étend maintenant vers d’autre champs d’application, notam-
ment pour les formules quadratiques [20] et approximation de Padé ([26] et [50]).
Pour plus de détails sur la théorie des polynémes de Laurent voir [24].

Théoréme 3.1.1 Le support de i, est Q. Et pour tout compact K C Qy, il existe
M = M(K) >0 tel que :

Sup|f(z)| <M ||f||L2(;L5)
z€K

pour tout polynéme de Laurent f holomorphe sur Q,. En outre, A%(s) coincide
avece la fermeture dans L*(us) des polynomes de Laurent holomorphes et son noyau
reproduisant est donné par

Ky(z,w) = Fys(zw), z,w € Q.

Preuve. Soit r un nombre réel positif, tel que ps(]r,b) = 0. Alors pour tout
1

d €N, onas; <r?pgla,b]) et donc limsup, sg < r, ce qui montre que le rayon
de convergence r, de la série F; vérifie

ry <inf{r/ us(Jr,b[) = 0}.

Inversement, soit r > a vérifiant ug(]r, b)) > 0. Alors

rps(]r,bl) < sq

Ainsi ) )

r < lim i%f sd <limsups?
Puisque

inf{r/ ps(lr,b[) = 0} = sup{r/ ps(]r, b[) > 0}
1

on déduit que r = R = dlim sg. En utilisant les mémes arguments congernant

—+o00

1

la suite 5; on montre que r_ = R_? = lim 5. Par conséquent le support de la

d—+o00
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mesure /i, est (), et pour tout z € €, la serie

converge dans Q.
De plus, en utilisant I'orthogonalité des polynémes de Laurent on a :

2

N
K 2 < liminf )
| P < gmint [ Z]; B dyn )
< liminf —(z@)? du,
_ﬁﬁég%w>uw

< Ky(z,2)

Ainsi pour z fixé dans Q, les séries K,(z,w) convergent dans L?(u,). En plus pour
k€ Z,on a

kK 5 / d 5 —
/w (z,w)dpus(w st 9 (z0)%dps(w) = 27,

s

ce qui montre que le noyau K (z,w) reproduit les polynémes de Laurent holo-

morphes et que
bU-p|f | < V K Z z Hf”L2 (ps)

zeK

pour tout polynéme de Laurent holomorphe f et tout compact K C ),. =

3.2 Symboles anti-méromorphes

On considére la projection orthogonal associ¢e a A?(s) donnée pour tout g €
L?(ps) par

/ K (z,w)g(w)dus(w), z € Q (3.3)

cette intégrale peut s’étendre naturellement aux fonctions g telles que K(z,.)g €
L'(us) pour tout 2 € Q,. Ce qui nous permet de bien définir les opérateurs
de Hankel. En effet, on note x(s) la classe des fonctions f € A%(s) telles que
feK,(z,.) € L'(us) pour tout polynéme de Laurent holomorphe ¢ et z € € et
donc

Hy(p)(2) = | K(z,w)ow)[f(2) = Fw)ldus(w), z € Qs (3-4)

Qs
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est un opérateur défini par densité de A?(s) dans L?(us), appelé opérateur de
Hankel de symbole f et peut s’écrire sous la forme

Hy(p) = (I = P..)(f¢)

pour tout polynome de Laurent holomorphe ¢.

Pour f € x(s), on note spec(f) 'ensemble des indices k € Z tels que le coéfficient
du développement de Laurent de f est non nul. Il est clair que x(s) contient tous
les polynémes de Laurent holomorphes.

Dans cette section on donne lexpression des l'opérateur Hz. et H2, Hzr pour les
polynoémes de Laurent holomorphes.

Proposition 3.2.1 Soit k,l € Z, et g le monéme g(z) = 2* alors :
Si k>0

%W%g stl >k
PMS(Ekg) =
(—1)’“ Sl i ey (likl)l)'azkkg sil <0
et Si k<0
S LWy ISUg sil <k
Pus@kg) =
(=1)F; (l =L 1),Ua “Ug sil>0

avec U la transformation définie par Ug(z) = g(i)

Preuve. Soit g(z) = 2!, | € Z et soit h un polynoéme de Laurent holomorphe, en
utilisant les propriétés de P, on a

<Pus (Ek9)7 h>L2

i) (9,2 W)

(ms)

particuliérement si h(z) = 2™, m € Z, on a (P, (z*g), h)L(Qﬂ =0 lorsque | # k+m.
On pose donc [ = k + m, et on distingue les deux cas suivant :

Cas k>0

Sil > k, alors

S (l — /{)' 8’“

_k .
<PMS (Z g)? h>L%MS> - Sk l' <azkg7 h>

(#s)

k (CIHR—D! 1k
(=1=1)!

(-1 3, <ak .
ST R

Si [ < 0, alors en remarquant que %zl = (—1)k ona:

(Pu.r9),h)2 = (=1)F

2
(us) Lius)
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et par suite, pour g =2/, [ € Z et k>0 on a

i—(l_k)!g—;g sitl>k

si—r !

P (Z"g) =

E_(==1) s
<_1) (—=l+k— 1)slik8zg sil <0

et comme s_; = s;, alors

s U 0zF

P,Ufs (gkg) =

s -1 k .
( 1)k51lk((l+k )1)|38kg Sll<0

Cas k<0
on considére la transformation suivante U f(z) = f(1).
Sil <k alors

<Pus (Ekg)a h) L?

(ns) <97 Zkh)L% ) = <U'.gazikl’]h>L<2~

et par suite

S (<l+k), 0*

—k .
<P,Lts (’Z 9)7 h>L%‘L9) - g—l—i—k (-l)' <Uaz_k Ugv h’>L?#S)
Si 1 > 0 alors en remarquant que a_,kz = (—l)k% ~** on a
—k _(_ k Sl (l - 1)' a_k
<PM5(Z 9)7 h>L%M5> - ( 1) Si_k (l — k- 1)'<82’7k Ug 7(]h>L%~ )
et par suite, pour g =z, € Z et k <0 on a
L LU Ug sil <k
B, (Z"g) =
(—1)F 2o U2=Ug  sil>0

et comme s_; = s; alors

i(*lJrk)!U o=k Ug sil <k

Sl—k (—l)! Oz—k

Pﬂs (zkg) =

() 2 U Uy il >0
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Proposition 3.2.2 Soit k,l € Z et soit le monome g(z) = z' Alors l'opérateur de
Hankel s’écrit :

Sik>0
gkgl_;_jkgl—k sil>kousil<O0
szgf:
(Hag)) =4 |
£¢ st 0<Il<k
Si k<0
Ekﬁl—;—fkfl_k sil<kousil>0
Hgk-gf:
(Haag)(© |
€€ sik<l<0
Preuve.

Puisque Hy(p) = (I — P,.)(f¢) pour tout polynéme de Laurent holomorphe ¢, et
compte tenu de la proposition précédente on déduit que

Cas k> 0:

L’opérateur de Hankel s’écrit de la fagon suivante

—k s —k)! 9k .
E9() - 2 Tg(¢)  sil>k
(Hz19)(§) =
=k 1)k =D 5 1< 0
E9() — (0" Gty sil<
en particulier pour g = 2!, [ € Z on a :

gkgl_;__zkgl—"«‘ stil>kousil<O

(Hz9)(§) =
£e si0<i<kh
Cas k< 0:
Dans ce cas 'opérateur de Hankel s’écrit comme suite :
€g(6) — 2 EER U vy sil <k
(Hzrg)(8) =

Ekg(f)—<—1)k s D708 7 i ] >0

(l k—1)!~ 9z—Fk
particuliérement pour g = 2!, [ € Z on a
. sil<kousil>0
(Hzrg)(8) =

el sik<1<0
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Lemme 3.2.1 On suppose que u,v et g sont des polynomes de Laurent holo-
morphes. Alors
H3Hyg = P, (vig) — vE,,(ug)

Preuve.
En effet pour h € A%(s),
(Hzug, th>%s) = (ug — P, (ug),oh — P,, (Wb»%s)

= <’Uﬂg7 h>L%Ms) - <Pﬂs (ﬂg>76h>[/ﬁus> + <(PN5 - [)697 P,U«s (6]1))[/%“5)

Puisque P, (vh) € A*(us) et (P,, — I)(ug) est orthogonal a A%(y,) alors
Hy Hyg = Py, (vig) — vP,,(ug).

[ |
En tenant compte du lemme précédent, on déduit I’expression de 'opérateur
H?, Hzw donnée comme suite :

Proposition 3.2.3 Soit k € Z et soit g un polynéme de Laurent holomorphe alors
stk>0ona:

~ s ! ok s; (I=Fk)! ok
2150 9(0) [%k (z(Jr)k)!W(zkH) - ﬁ( Il : Zkﬁzl}

. l—k—1)!'s k -1 s k
D e 800) | o 2 (H10) — i 2 |

Stk <0 alors on a

;

\

Zl<og( ) [SM%U%U( k) i((l_-i-k SR 8,kUz]

Sl—k

H;k H (9) =

~ s I+k—1)! s -1)! —k
L +(_1)k Zl>—kz 9(1) [ l;:k ((+l 1! -U 87k U( k+l) - ﬁ(l(fkf)l)!ng*k Uzk}

Preuve.
1l suffit de prendre g(z) = 2! et de remarquer que si k > 0,

S (I+p—FK)! % .
( . ) sl-:;pk (lf-’p) 92k 7(279) sil+p>k
P,U«s sz g e

l 1 s k .
(_1)k ((l pik )1) sliﬂ)k aazk (Zpg) sil4+p<0

et que pour £k < 0Oon a :

S l k .
(#79) sli:pk((lp—; U L=U(2"g) sil+p<k
PNS szg =

s ! 1! .
(—1)F e P UL U 25U () sil4p >0
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et d’utiliser le lemme précédent pour conclure. m
En particulier pour g = &, | € Z on déduit que

pour k >0
4 S S l .
(g stk
“Z—*l’“ﬁl s10<Il<k
(HZ Horg)(€) =
—Sls—_lk&'l st —k<l<0
S S l .
\ (%ﬁ—ﬁ)f’ sl < —k
et pour k <0,
4 S S [ .
(%l’“ — ﬁ)é’ st <k
Sls—tkgl stk<l1<0
(HzHzrg)(€) =
—;—_lkfl st 0< <=k
S S l .
\ (%ﬁ—ﬁ)f st l > —k

Ce qui nous permet de déduire la valeur propre associée a 'opérateur H, Hr,
d’étudier les propriétés spectrales de cet opérateur et nous conduit au résultat
suivant

Théoréme 3.2.1 Soit f un polynome de Laurent holomorphe. Alors
1) Uopérateur Hy est borné si et seulement si

Sn Sn
) < 400 et sup( ntk ) < 400, Yk € spec(f).
neN  Sp Sn—k neN  Sp Sn—k

Sn+k Sn
sup(

2) Dopérateur Hy est compact si et seulement si

lim (S"+k _ )=0 et lim (S?fk _ ) =0, Vk € spec(f).

n—-4o00 Sn Sn—k n—-4o00 Sn Sn—k

3) Uopérateur Hy est dans la classe de Schatten Sp(A* (), L? (1)) si et seulement

St

Z(S”+k _ On )2 < 400 et Z:(STHf _ )% < +00, Vk € spec(f).

s Sy S S,
neN " n—k neN " n—k
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Preuve.

Il suffit de constater que la valeur propre de 'opérateur HY, H;x s’écrit comme
z

suit :

Sik>0
( Si+k s .
T — ﬁ st l Z k
sls—J;" st0<Il<k
N = ] (3.5)
— =t st —k<l<O0
S_(I—k)
Sgtk) S sil < —k
\ S—1 S—(1—k)
Sik<0 _ ~
=G p—— sil<k
S—1 S_(I—k)
ngﬁ%’“) sik<1<0
N o= (3.6)
- st0< <=k
Si—k
ik _ 5 sil>—k
\ Sl Sl—k

ainsi on a le résultat du théoréme puisque l'opérateur H, Hzw est borné si et
seulement si la suite sup [\;| est bornée et HY, H;x est compact si et seulement si
la suite sup |A;| tend vers zéros. m

3.3 Application

m 1
Dans cette section, on considére Pespace A2(jn,), avec pi, = ' Fmdd(2),
m > 0 et 0 la mesure de Lebesgue normalisée sur le plan complexe

m 1
A*(pm) = {f € Hol(C\{0}) / / £ (2)]” exp(— |z] —W)d5(2) < +oo} m>0
C*
On pose T' = H Hz, alors T est bien définie sur 'espace des polynomes de
Laurent holomorphes qui est dense dans A?(j,,), la valeur propre correspondant

a T est donnée par les relations (3.5) et (3.6).
Les moments de la mesure j,, sont donnés par :

+oo 1
Sq = / t%exp(—t™ — t—m)dt, deZ (3.7)
0
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de pluson a s, = s_,, = s,_2 pour tout n € N

- 1 +oo n+1

fO eXp m - ﬂ%)dt t m -1 eXp(_t _ %)dt

par suite s, = =K1 (2) avec K, est la fonction définie par

+oo
K,(z2) :/0 exp(z cosh(t)) cosh(vt)dt, (3.8)

Cette fonction, appelée fonction de Bessel modifiée du second type ou fonction de
Macdonald, est I'une des solutions de ’équation différentielle de Bessel modifiée,
elle a été étudiée par plusieurs auteurs, voir [4], [29], [55], [73], [74] et [75] plus pré
cisément, d’aprés la relation 1.66 et 1.67 [8] on a :

Ty(a) = [t exp —t—Ydt.  (R(b) > 0;6=0,R(r) > 0)
a(2f ) = grlo(a). (R(b) > 0,] arg(vd) |< )

Alors

Lz, [T 22
K, (z) = 5(5) /0 " exp(—t E)dt
La valeur propre associée a T correspondant au vecteur propre £ est donnée par
les relations (3.5) et (3.6), ce qui nous permet d’étudier asymptotiquement ces
valeurs propres et par suite déduire les propriétés spectrales de 'opérateur 7'
Pour y parvenir on donne dans le lemme suivant 'approximation de la fonction de
Macdonald pour v assez grand.

Lemme 3.3.1 Soient o, 5 et v des nombres réels. Alors pour v — +oo et z firé
on a :
KV+Q<Z> . 1

Loy |
= 1+

a—p)latps—1) 1
O(—= 1 3.9
Il ol tey  (39)
Preuve.

Soient «, [ des nombres réels et v — 400, on a (d’aprés [58] relation 9.37 page
234) la relation asymptotique suivante

Ko(2) ~ 5T0)(C

2)‘”,?)?@) >0etz—0

cette estimations a toujours lieu si z est fixé et v — 4+00. On peut utiliser une
autre estimation de K, (z) lorsque z est fixé et v — +oo, voir [[25], page 44] lorsque

v — +0o0 et z positif on a
Wy re
T
KV(Z> ~ \/j—
2 zv

67



en utilisant le fait que :

Fv+a) AL+ (a—B)a+F-1)

L(v+a) 2v

1
+ O(=)], lorsque v — +00
v

et puisque la fonction K, (z) ne s’annule pas presque partout au voisinage de I'infini,
alors

Ky+a<z) 1

_ (1,)8-a,0-8
=G 1+

2v v

[ ]

Maintenant, sachant que Hsx est borné (resp. compact) ssi H* Hy. est borné
(resp.compact) on peut énoncer les propriétés spectrales de 'opérateur Hzx comme
suite :

Théoréme 3.3.1 Soit k € Z et m un nombre réel positif. Alors :

1) L'opérateur de Hankel H.x est borné sur lespace A*(u,,) si et seulement si
kE<m.

2) L’opérateur de Hankel H.x est compact sur l'espace A*(u,,) si et seulement si
kE<m.

3) L’opérateur de Hankel H. est dans la classe de schatten S,(A?(pm), L*(pm)),
p >0, si et seulement si pk < m(p — 2).

Preuve.
En utilisant le théoréme 3.2.1, et Puisque les moments sont symétriques alors

Popérateur Hy. est borné si et seulement si sup( — —22-) < 4o0.
neN n n—k
Et comme

&
&

Smh < Kopigt1(2) Kni1(2)
nrk __ _Sn — _
( Sn Sn—k ) K7L+1 (2) Kn7k+1 (2)
™m

Kpi1, & (2) K1 (2)
— m m _ m
T T EKa1(2) Kni1_ (2
m m m

Kni1 |k (2) 1\ £ & k(k—m) 1
De méme
Knt1(2) 1\ & E k(k+m) 1
B = —KLl_L(2) = (E)WL (n+ 1)77L [1 - 2m(n+1) + O((TL+1)2)]
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Par suite

Sn+k Sn _ £ £ k+m
o = m> = ()mn+1)m([1+ 277(1(n+1 + O((n—H N —=1[1- 2n(~b(:+1)) + O<(n+1)2)]>

= (%)ﬁ(n"i_l)%[m(n.u _'_O( n+1 )]

Ainsi Popérateur de Hankel H;i est borné si et seulement si % —1 <0, il est
compact si et seulement si % —1<0.

En remarquant que \, = O((n + 1)m 1) on déduit que I'opérateur de Hankel
Hi est dans la classe de Schatten S,(A?(pm), L*(m)), p > 0, si et seulement si
pk<m(p—2). =

On note M le sous espace des fonctions f € A*(u,,) telles que Hy est borné dans
A?(ft,,). On muni cet espace de la semi-norme

IF1l = [[Hzl| + 1£(0)

le sous-espace de M constitué par les fonctions f telles que Hy est compact est
noté par M. Il est facile de constater que M, est un sous-espace fermé de M.
Sip > 0, on note M, le sous espace des f € M telles que Hy est dans la classe de
Schatten S,(A%(m), L*(im)). On munit cet espace de la semi-norme

1l = [| ]| 5 + 1£(0)]

Pour § € R, on pose Ry la transformation dans C par Ry(z) = ez pour tout
z e C.

Lemme 3.3.2 Soit § € R. Alors lopérateur Ryf := f o Ry est une isométrie
unitaire de L*(u,,) dans lui méme, et de A*(u) dans lui méme. De plus on a

1) 5ifeM, Rof € M et ||Rofllpg = [flln-

2)8i f € My, Rof € M.

3) 5i f € My, Rof € M, et ||R9fHMp = ||f||/v1p

Preuve.

Il est clair que Ryf est une isométrie unitaire de L?(u,,) dans lui méme, et de
A%(t,,) dans lui méme. Soit f € M et § € R, Ryf € A*(un) et soit g un
polyndéme de Laurent holomorphe alors

Hyr(9)(2) = (I = Pu,)(Rof 9)(2) = (I = Pp,)(f (Roz)g(2))
= (I = P, (f (Roz)g(R_sRy2))
(3.10)
= (I = P,,)(f R_yg)(Roz)
= (ReH7R_4)(9)(2)
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ce qui montre que :
1 Hrr || = || H7|

et par suite :
HRefHM = HfHM

La démonstration de 2 et 3 du lemme se fait de la méme maniére. m

Lemme 3.3.3 Les espaces M et M,, p > 1 sont des espaces de Banach. Si
0 <p <1 alors M, est un espace quasi-Banach.

Preuve.

Soit (f,)4en une suite de Cauchy dans M ; sans perdre de généralité on peut sup-
poser que f,(0) = 0 Vg € N. La suite (Hﬁ)qu est une suite de Cauchy d’opérateurs
bornés dans A?(j,,); il existe donc T' € A%(u1,,) tel que la suite (Hp,)qen converge
en norme d’opérateur vers 1.

On pose f, :=T'(1) le conjugué de I'image par T de la fonction constante 1, puisque
Hy-(1) = fy, alors

Vo= Iz = o =T ago,, = [[Hr0) =)

< g1

L2(pm)

L2 ()

ce qui montre que lim || f, — fHLQ(Mm) =0 et ainsi f € A*(i).

q—+00
Reste a montrer que l'opérateur Hy est borné, soit g un polynéome de Laurent

holomorphe. Alors on a :
| P (F = F)9) )] < o = Fll 2y 19K (22 ) 2

Par suite lim P, ((f — f,)9)(z) = 0 et puisque lirgl 1fa = fll 22, = O alors
q—+o00 m

q——+00

lim (Hy, — Hy)(g)(z) =0,

qg—+00

ce qui montre que T' = Hy et que M est espace de Banach.
La preuve du reste du lemme se fait on utilisant les mémes arguments. m

Lemme 3.3.4 Supposons que f € A*(pn) et Hy est borné dans A*(pi). Alors
pour tout g € A*(uy), Vapplication 6 — Hp7(g) est continue de [0,27] dans

L2 ().
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Preuve.

Soit g € A%(m), 9(2) = Y arz®. Si 0, ¢ € [0,27] alors d’une part on a
keZ

Hpyy = Hpgy = RoHpRog — R HpR-
= RyHR_g — RyH;R_, + RyH;R_, — RyH;R_,
= RyH#(R_g — R_,) + (Ry — R,)HzR_,

D’autre part

| rer(9) = Hrzp(0) vy < NEFN (R0 = Rop)gll o+ (Ro = Ro)HFR-o| 1o,
et
) 2
R -s = R,y = No(R02) = g(B_ o)l
2
= Dok [[(Boe2) - (sz)kHLZ(um)
keZ
= Y adsi|e ™ — e *)’ < oo
keZ
ainsi
lim [(Bop = B—)g12(,,,) = O-
De la méme maniére, on montre que lim H( — Ry)HR- “DgH 2(um) =0 cean
0—¢ L2 um)

prouve que :

= 0.

I HH He ‘
1m Rgf g9) — wa(g) L2(m)

Lemme 3.3.5 Soit f € A*(ity,).

1) Si f € M, alors pour tout k € spec(f), ¥ est dans M.

2) Si f € My, alors pour tout k € spec(f), 2* est dans M

8) Sip>1cet feM,, alors pour tout k € spec(f), 2* est dans M,,.

Preuve.

Soit f € M et on écrit f(z) = > apz* on a:
keZ

1 2

apzt = — f(Ryz)e™™dp, ¥z € C*.
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et soit ¢ un polynéome de Laurent holomorphe, et h € L*(u,,), en appliquant le

téoréeme de Fubini on déduit que :
1 2 »
o /. (Hzy7(9), h) r2unye ™™ d0 = (Ho—(9), h) 124, (3.11)

et par les lemmes 3.4.2 et 3.4.3 il existe une constante C telle que

|z

est borné et ayz* € M. Ainsi zF € M pour tout k € spec(f). On

suppose maintenant que f € M, et soit (g,)qen une suite dans A?(u,,,) convergant
faiblement vers 0.

<C
L2(M'm) - ||‘g||L2(Mm)

et par suite Hakzk

lim HHW(Q‘I)HL%LM) =0, V0 € [0, 2]

q——+00

et puisque

27
< [ (0] g, 0

L? (M'rn) B

HHm(gq)

on constate que

—0
L2(Nm)
et par suite z¥ € M, pour tout k € spec(f). Si T est un opérateur compact de
A? () dans L*(p,y,) alors les nombres singuliers v,(T), ¢ € N de T sont donnés
par :

llm HHW(Q‘D

q—r+00

v(T) = jnf |7~ A|

ou R, est I'espace de tous les opérateurs de rang fini inférieur ou égal a ¢ de
A?(pim) dans L (). Soit f € M, alors la suite (v,(Hy)), est dans [P et il existe
un systéme (u,), orthonormal dans A?(u,,) et un systéme (v,), dans L?(u,,) tels
que :

+oo
Hy = qu(H?)<-a Ug) Vg
q=0

voir proposition 16.3 [[53]], si ¢ est un entier positif, on considére l'opérateur de
rang au plus égal a ¢ suivant

q—1
Aq = ZVJ(H7)<->Ukj>Ukj>
7=0
avec
uk(2) = L /ZW(R(;U')(Z)GikedQ et v (2) = 1 /Qﬂ(Rgv)(z)eik@dg
! 2 0 J J It 0 7



en utilisant le théoréme de convergence dominée et les relations (3.7) et (3.9), on
déduit pour h € L*(uy,) et g € A*(pn) que :

1 2 +00 .
(o) = A)) = 5= | ) B o, Rae 0

et puisque les systémes (u;); et (v;); sont orthonormaux et que la suite (v;(H7));
est décroissante, alors on a :

Zvj ){(Rgg,u;) (v, Rgh)| < vg(HE) gl g2y 1PNl 12y > 7 € L2(ptm) €t g € A (1)

donc
| o) - A))

| < vy ()

ce qui implique que :
ve(Hy—x) < vg(Hy)

et par suite z¥ € M,, pour tout k € spec(f). m

On peut maintenant grace aux résultats précédents en particulier le théoréme
3.3.1 et le lemme 3.4.5, avoir le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.2 Soit f € A*(ju,), avec m un réel strictement positif et soit U
la transformation définie par U f(z) = f(L). Alors :

1) les opérateurs Hy et Hgz sont bornés sur A?(,,) st et seulement si f est un
polynome de Laurent de L-degré inférieur ou égal a 2m.

2)les opérateurs Hy et Hgp sont compacts sur A% (1) si et seulement si f est un
polynome de Laurent de L-degré strictement inférieur a 2m.

3) les opérateurs Hy et Hyy sont dans la classe de Schatten Sy(A*(pim), L* (tim)) si

et seulement p > 2 et f est un polynéme de Laurent de L-degré strictement infé-
. « 2m(p—2)
rieur ¢ ——=.

Preuve.

Dapres le théoreme 3.4.1 on a Hyr est bornée si et seulement si & < m. Soit
“+00

f= > apz® et spec(f) = {k/ar # 0}. En utilisant le lemme 3.4.5, pour f € M

k=—o00
on a z¥ € M pour tout k € spec(f). Alors on peut passer de la z* de la fonction
£, et comme on sait que le L-degré d’un polynéme est le double de son degré, cet
qui montre que Hy sont bornées si et seulement si k£ < 2m.
Et par le lemme 3.4.2 on a Si f € M alors Uf € M et [|[Uf|[, = || fll\,- Donc
Hpr7 sont bornées si et seulement si & < 2m.
La démonstration de 2 et 3 du lemme se fait de la méme maniére. m
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3.4 Remarques et exemples

Dans cette section nous allons donner des exemples de familles de moments
fort de Stieltjes qui nous permettons d’avoir des opérateurs de Hankel de symboles
anti-méromorphe méme si ces moments ne sont pas symétriques (relativement a

1

la transformation u(z) = ).

Considérons la suite de moments de Stieltjes suivant :
1 1 +o0 .
Sn :/ t”e‘t’"dt—l—/ t"e "dt, n € Z, m > 0.
0 1

Pour les moments positifs on a

“+o0o 1 1 “+o0o
I+:/ et dtg/ t”e—tmdt+/ t"e " dt = s,,.
1 0 1

et puisque
1 1 +oo m oo m
/ the” v dt = / t" e dt < / e~ dt
0 1 1
alors
I™<s, <2l
De méme pour les moments négatifs, on pose k = —n, k > 1, alors

1 1 —+o00
[—:/ t—’fe—vlndtg/ t"“e_t}"dtjt/ tke " dt = 5_,.
0 0 1

" <s,<2l, k>1

Ainsi

En faisant un changement de variables adéquat on peut exprimer les intégrales I~
et I comme suite :

oo tm ]_ +oo n+1 1 t
It :/ t"e " dt = —/ tm “leTtdt
1 m Jq
1 oo n+1 1 t 1 n+1 1 t
= — / tmedt—/tmedt .
m 0 0

1 “+o00
1 _
I~ :/ tkem Tt = —/ t et
0 m Jq

1
— i(/Wt'“w?f—le—tdt—/ tkﬁl—le—tdt).
m 0 0
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Par suit on a

1 1 L
I+:—(F(n+ )—/ t?rl—le—tdt).
m m 0

J— 1 _
I~ = i(F(u) —/ tkmlletdt).
m m 0

Et puisque 0 < fol e tdt < let 0 < fol t55 ~le~tdt < 1 on a directement les
inégalités suivantes :

1 1
—(F(”+ )—1) <It<
m m

i(r(ﬁ> - 1) <1<

m m

+1 k—1
Et supposant par example que “—= > 3 et “— >

1 1 1 —1 1 —1
ntly s lpetdy pfisty s ity

m 2 m m -2 m

I'(

On a alors le résultat suivant

1 n+1 < <2 n+1

2 il >
me(m)_sn_mf(m),n 1

£t 1 kE—1 2 k-1
(Y < < Sy k>
2m(m)_5k_m(m)>_

Considérons maintenant 1’espace

A*(pm) = {f € Hol(C\{0}/ 5 |f(2)]Pdpim(2) < +o00}

avec (i, la représentation des moments
1 | +o0 .
Sn :/ t"etmdt—i-/ t"e "dt, n € Z, m > 0.
0 1

Ainsi on a les inégalités suivantes

ntl 4 k ntl ntl 4 k ntl
1F(m+m)_4 POED  _ Sask _ _sa <4r(m+m)_1 INEESY
R A S I
et
ret4 £ V= 3 3 r(n=l 4 k r(n=L
4 TES) (et -5y = 5, Saw r(=l)y oar(el— k)



et comme on a la propriété de la fonction Gamma suivante

Dz+y) . (y—2)(y+2-1)
F(:E—kz)—x (1+ 2x

1
+ (9(—2)) lorsque x — +00
T

on peut alors avoir une estimation comme celle obtenue dans le section précédente
des expressions du théoréme 3.3.1 et caractériser les propriétés spectrales des opé-
rateurs de Hankel sur A?(u,,,). Dans ce cas on obtient les méme résultats que le
théoréme 3.4.2.

Remarque 3.4.1 On peut généralement considérer les moments
1 N +o0
Sn :/ t"e¢(t)dt+/ t"e=*Wdt, n e Z.
0 1

Dans le cass ou ¢(t) = ¢(%), on revient au cas symétrique relativement & la trans-
formation U f(z) =

f(2) (i.e 5, =5_,_s) comme la fonction ¢(t) = ¢(7) = et
par exemple.
On peut, en s’inspirant de [’exemple qu’on vient de traiter ci-dessus, imposer des
conditions sur la fonction ¢ de sorte & pouvoir faire des estimations de 2t — —Sn_

Sn Sn—k

et Sntk 3

2 et ainsi caractériser les propriétés spectrales des opérateurs de
n
Hankel.

n—=k
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