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Introduction Générale

Les systémes physiques sont généralement de grande dimension et géographiquement
distribués. Des réseaux d’énergie aux systémes socio-économiques, en passant par les ré-
seaux de transport urbain, ces systémes ont la particularité d’avoir des modéles complexes,
caractérisés souvent par un grand nombre de variables, une forte et complexe interaction
entre différents sous-systémes. Les problémes liés a ces systémes ont commencé & étre trai-
tés vers les années 1970 avec 'avénement de la thématique de I'analyse et de la commande
des systémes de grande dimension et des systémes complexes, comme le souligne un grand
nombre d’articles liés & cet axe a cette époque. Certains auteurs cherchent a appliquer a
la loi de commande des "grands systémes" des techniques classiques de décomposition et
de résolution de problémes numériques complexes développées en mathématiques appli-
quées et en analyse numérique [MMT70], [Pea71], [Sin80]. D’autres cherchent a dévelop-
per le théme de la commande dite "décentralisée" comme le montre I'article de synthése
[SVAST78|. Aprés une baisse d’intérét pour cette thématique pendant les années 1980,
I'émergence des LMI (Inégalités Linéaires Matricielles) dans les années 1990 a permis de
réouvrir de nouvelles perspectives sur la thématique de la commande structurée. En ef-
fet, des efforts particuliers de recherche se sont intéressés a 1’étude des grands systémes
en s’appuyant sur le savoir faire et le retour d’expérience. En revanche, peu de travaux
insistent sur la nécessité de définir les grandes lignes d’une méthodologie. Les travaux
considérés comme pionniers dans ce domaine, sont surtout ceux présentés dans [BT82]
puis dans [Sil91], car ils proposent une stratégie compléte allant de I’analyse préliminaire
du systéme a la validation a posteriori de la loi de commande.

En ce qui concerne 'estimation de 1’état des systémes de grande dimension, la plu-
part des travaux se sont basés sur le filtre de Kalman pour l'estimation de ’état des
systémes stochastiques, ([MenT71|, [Bie77|, [Bas92|, [BD92]|...) en raison de son intérét pra-
tique. Nombreuses sont les applications qui utilisent le filtre de Kalman on peut citer :
la poursuite des cibles, le controle de navigation, la détection de défauts dans l'indus-
trie nucléaire... Toutefois sa divergence numérique pour certains systémes de grande di-
mension rend son application extrémement délicate, chose qui a motivé les chercheurs
a trouver d’autre variantes du filtre qui assurent la robustesse numérique sous certaines
conditions restrictives. On peut citer parmi ces travaux, le filtre information a racine car-
rée [Men71|, le filtre décentralisé a orthogonalisation successive [HSST78| qui offre une
optimalité au filtre de Kalman décentralisé malgré sa complexité. Pour 'estimation de
I’état des systémes singuliers ou algébro-différentiels trés peu de travaux sur les grands
systémes existent, les plus intéressants sont ceux présentés dans [Bas92|, ou il développe
des estimateurs optimaux séquentiels en résolvant certains problémes de singularité des
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matrices de covariances. Ces filtres couvrent une plus large gamme de systémes et assurent
I'optimalité et une meilleur robustesse numérique. Toutefois, ces estimateurs nécessitent
un grand nombre d’opérations et peuvent diverger si la dimension des sous-systémes est
trés grande, ou si les mesures ne sont pas scalaires, de plus, ils ne sont appliquables que
sur des sous-systémes suffisamment creux. Le filtre de Kalman posséde entre autre I'in-
convénient de nécessiter la connaissance préalable des propriétés statiques sur le bruit du
systéme, ce qui n’est pas toujours le cas en pratique. De ce fait, on a cherché dans ce
mémoire & construire des observateurs complétement décentralisés, qui ne nécessitent pas
de connaissance préalable sur le bruit et qui satisfont les performances globales & moindre
cott.

En effet, les travaux relatifs a cette thése, s’inscrivent dans la cadre de I'observation
et de la commande basée observateur des systémes linéaires de grande dimension, ol
on a proposé de nouvelles méthodes pour l'estimation d’état décentralisée des grands
systémes aussi bien pour le cas des systémes singuliers que pour le cas non singulier.
La stabilité de ces observateurs et les conditions de leur existence sont aussi discutées.
Les gains des observateurs utilisés sont déterminés en utilisant I’approche LMI. L’intérét
d’utiliser les méthodes basées sur des LMI vient du fait que ces derniéres peuvent étre
résolues en utilisant la programmation convexe. La résolution de ces inégalités, donne
des solutions faisables, dans un domaine plus vaste que celui généré par la recherche de
solutions analytiques. Pour une inégalité, il est possible d’employer des degrés de liberté
supplémentaires pour inclure d’autres objectifs que ceux initialement retenus par une
équation.

Ce document est organisé comme suit : on commence dans le premier chapitre par la
problématique des systémes de grande dimension ot on donne quelque définitions relatives
aux systémes de grande dimension interconnectés et non interconnectés. Les outils de
structuration et de décentralisation des systémes sont aussi présentés tels que la méthode
des graphes, les techniques de recouvrements [Sil91]...

Le chapitre 2 est consacré a I'estimation de ’état des systémes de grande dimension
standards et singuliers, ou on propose des méthodes de synthése d’observateurs décen-
tralisés et de filtrage H,, pour ces systémes. La synthése de I'observateur est basée sur
les inégalités matricielles linéaires (LMIs), permettant de déterminer la matrice de gain
du dit observateur. La formulation LMI est obtenue en transformant 1’équation de la
dynamique de 'erreur en systéme singulier, et ce afin de contourner le probléme de la
dérivée du bruit qui apparait dans cette dynamique. On a proposé ensuite une approche
unifiée au probléme de synthése des observateurs décentralisés qui couvre les observateurs
d’ordre plein, d’ordre réduit et d’ordre minimal. Cette méthode est basée sur une nouvelle
paramétrisation de ’équation de Sylvester généralisée. Les inégalités matricielles linéaires
(LMIs) sont également utilisées pour le calcul du gain de l'observateur et ’approche est
validée par un exemple numérique. Dans la derniére partie de ce chapitre, on a proposé
une nouvelle méthode pour la synthése des observateurs interconnectés connectivement
stables pour les systémes singuliers de grande dimension. L’approche est testée sur un
exemple numérique.Le troisiéme chapitre peut étre vu comme une application des diffé-
rentes méthodes d’estimation de I’état a la commande. On traite alors dans ce chapitre
le probléme de la commande basée observateur pour les systémes standards et singuliers.
Les résultats développés dans ce chapitre constituent une extension des travaux de Kalsi



et al. [KLZ08|, [KLZ09b|, [KLZ10] aux systémes standards affectés par une perturbation
a énergie bornée et aux systemes singuliers. L’approche développée conduit a des condi-
tions de solvabilité moins restrictives que celles introduites dans les travaux de Kalsi et al.
L’approche consiste a synthétiser un gain par retour d’état qui stabilise la boucle fermée
du systéme objet d’étude. Un filtre H,, est proposé par la suite afin de reconstruire ce
retour d’état. Les inégalités matricielles linéaires sont utilisées pour le calcul du gain par
retour d’état et du gain du filtre.

Les résultats développés sur le systéme standard sont validées sur un systéme électrique
composé de trois machines interconnectées.

Toutes les approches développées le long de ce travail sont récapitulées par un algo-
rithme résumant les différentes étapes de synthése.
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Chapitre 1

Définitions et problématique liées aux
systémes de grande dimension

1.1 Introduction

Dans la littérature, les termes "systéme complexe" [Sil91], "systéme de grande di-
mension" [BT82|, "systéme interconnecté", "systéme structuré" [Sil78] sont utilisés pour
caractériser un systéme a grand nombre de variables d’état et/ou un systéme a grand
nombre d’entrées et de sorties, mais aussi un systéme constitué de sous systémes inter-
connectés mais distincts. Si ces différentes terminologies semblent désigner les mémes
types de systémes sans réelle objectivité, elles n’adoptent pas toutes le méme point de
vue. Ainsi, le probléme de la commande est lié surtout & la notion de "grands systémes"
et de "systémes complexes" d’aprés [Sil91] et [BT82], quant aux "systémes interconnec-
tés" et "systémes structurés", ils se référent plutot aux caractéristiques intrinséques des
systémes considérés. En ’absence de définition universelle, nous reprenons dans ce cha-
pitre quelques définitions existantes dans la littérature. Ces définitions nous conduisent
a rechercher dans la suite de ce chapitre, les problémes liées aux grands systémes tra-
duisant la complexité a les décomposer en sous problémes. Nous proposons au final un
apercu sur quelques outils d’analyse de stabilité des systémes de grande dimension que
nous utiliserons dans la suite du document.

1.2 Quelques définitions

Définition 1 : Systéeme de grande dimension

C’est un systéme qui pour des raisons conceptuelles ou de mise en oeuvre sur calculateur,
nécessite une décomposition en un nombre fini de sous systémes interconnectés [Sil78],
[HM76]. C’est aussi un systéme qui, décrit par les outils mathématiques classiques, peut
aboutir a un modéle de grande taille (caractérisé par un grand nombre de variables d’états
pour une representation d’état), dans [BT82] les auteurs ont suggéré que ce nombre soit
supérieur a 100. Le dit modele est généralement caractérisé par une répartition spatiale,
ce qui rend plus complexe sa gestion, son analyse et son pilotage. Pour d’autres auteurs
comme [Mah77], c’est un systéme ayant une dimension suffisamment grande pour que
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les techniques conventionnelles de modélisation, de commande ou d’implémentation ne
puissent pas donner des résultats satisfaisants.

Dans [Cla05], un systéme de grande dimension est un systéme caractérisé par un grand
nombre de dynamiques, mais aussi un grand nombre de variables d’entrées et de variables
de sorties qui ne s’accompagnent pas obligatoirement d’une structuration du systéme, ou
d’une répartition spatiale étendue.

Définition 2 : Systeme compleze

C’est un systéme ayant une grande dimension (nombre d’entrées/ états /sorties) délicat
a manipuler du point de vue analyse et commande a cause de la présence des incertitudes
et des contraintes sur la structure des flux d’information [Sil91]. C’est un systéeme diffi-
cile a modéliser moyennant les outils mathématiques classiques, ou bien, c’est un systeme
caractérisé par des modéles mathématiques complexes (équations aux dérivées partielles,
des équations fortement non linéaires...) [BT82] Un systeme complexe est présenté dans
[Cla05] comme tout systéme présentant les caractéristiques d’un systéme de grande di-
mension et/ou d’un systéme interconnecté dont toutes ou certaines des interconnexions
sont incertaines. Une répartition spatiale étendue se joint potentiellement a ces caracté-
T1St1QUES.

Définition 3 : Systéme interconnecté

C’est un systéme pouvant étre décomposé en N systemes élémentaires S; et une inter-
connexion I [Sco97]. C’est aussi selon [Cla05], un systéme représenté par une réalisation
partitionnée Entrée, Etat, Sortie (E/Et/S) comme suit. Soit un systéme découplé composé
de N sous-systémes définis par le sous-systéme S; suivant :

Ou x; est le vecteur d’état du i-éme sous systéme, u; et z; sont respectivement l’entrée et
la sortie du systeme et A;;, B; et H; sont respectivement la matrice de la dynamique, la
matrice d’entrée et la matrice de sortie.

Une réalisation partitionnée (E/Et/S) du sous systéeme S; s’écrit sous la forme :

J=1,37#i
g(t) = Huzi(t) Y (e Hyz;(t)), i € {1...N} (1.2b)
J=Lj#i

Ot la matrice A;;, définit linterconnexion entre l’état du systeme j et celle du systeme 1,
la matrice B;; définit l'interconnexion entre l'entrée du systéme j et l'état du systéme @
et la matrice H;; définit linterconnezion entre l’état du systéme j et la sortie du systeme
i. Les quantités e;;"", e, ;*" et ei_jym quantifient ’ampleur de "interconnexion, ces quantités
valent 1 si [interconnexion est significative et 0 dans le cas contraire.
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Définition 4 : Systéeme structuré

Un systéme structuré selon [DCWO03] est un systéme qui dans sa par représentation d’état
par un quadruplet de matrice (A, B, H, D) a certaines composantes strictement nulles (sys-
teme creuzx). La "structure” du systéme est donc définie par la disposition des coefficients
invariablement nuls dans les 4 matrices de la représentation d’état.

Si 'on se limite & ces définitions, on constate que ’absence de définition universelle
réside dans la grande variété des ces systémes. En effet, selon la nature des systémes et les
objectifs visés par leurs études, on opte pour I'une ou l'autre des définitions citées dans
la littérature. On peut par exemple avoir recours aux définitions proposées par [Sil91]
ou par [BT82] si on veut les aborder du point de vue commande. Par contre, si on s’in-
téresse plutdt aux caractéristiques intrinséques du systéme, [DCWO03| ou [Sco97| se sont
référés d’avantage au concept de " systéme structuré " et " systéme interconnecté " qui
n’est pas nécessairement le méme concept de systéme interconnecté évoqué par Siljak
dans [Sil91]. Méme les notions de "complexe" et de "grand" dans les définitions 1 et 2
sont tres subjectives, d’ailleurs les auteurs eux mémes reconnaissent cette subjectivité,
car elles dépendent des capacités des outils utilisés pour la mise en oeuvre de la loi de
commande. C’est pour cela qu’on ne peut parler de systéme complexe ou interconnectés
en toute rigueur que lorsqu’on travaille sur un systéme donné. Ainsi, pour résoudre un
probléme donné lié & un systéme de grande dimension, 1'idée est de décomposer, dans
la mesure du possible, les structures qui peuvent étre mises en oeuvre dans un environ-
nement multitaches ou/et multiprocesseurs. En effet, les modeéles de grande dimension
décrivent en général des processus réels de vie quotidienne : les réseaux électriques, les
réseaux informatiques, les processus industriels, ’aérospatiale, etc... Ils sont généralement
caractérisés par des modéles mathématiques complexes et une dispersion géographique,
ce qui nous méne a examiner les problémes de coiit, mais aussi la fiabilité des voies de
communication et des informations qui y transitent.

1.3 Problémes lié a la grande dimension

Bien que la définition d’un systéme de grande dimension différe d’un auteur a 'autre,
on retrouve trois caractéristiques fondamentales exprimant sa complexité dans les publi-
cations scientifiques :

— La dimension.

— Les incertitudes et/ou perturbations.

— Les informations sur les contraintes structurelles.

Les problémes liés a la dimension sont dus a la répartition géographique de ces systémes.
Ceci nécessite pour leurs traitements non seulement de considérer les cotits mais aussi la
fiabilité des voies de communication donc la validité des informations qui y transitent.
L’ampleur de ces informations évoque le probléme de mémorisation de données et par
conséquent le probléme de la capacité du calculateur, bien qu’on commence a donner
moins d’importance a ce probléme avec l'avénement des nouvelles technologies de calcu-
lateurs ayant de grandes capacités. Le temps d’exécution est défini par le nombre d’opé-
rations élémentaires effectuées par un algorithme pour avoir un résultat, ce temps qui ne
dépend pas du calculateur employé, croit trés rapidement avec la dimension du systéme
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et peut étre contraignant dans certaines applications. Ces caractéristiques peuvent rendre
difficile la résolution des problémes liés a la grande dimension (d’observation et/ou de
commande...), si 'on prend le systéme tel qu’il est. Dong, il est primordial de décompo-
ser un systéme de grande dimension en plusieurs sous systémes. Cette décomposition qui
peut étre physique ou mathématique peut aboutir a des structures plus faciles a gérer.
Cela implique la mise en oeuvre d’algorithmes décentralisés sur un environnement multi-
processeurs pouvant réduire considérablement le temps de calcul : ¢’est I'un des objectifs
principaux de la décomposition des systemes et de la décentralisation des calculs.

1.4 Description des grands systémes linéaires dynamiques
invariants

Dans la suite, on fera une distinction entre modéles interconnectés et modéles non
interconnectés. En effet, on appelle modéle interconnecté tout modéle faisant apparaitre
un ensemble de sous-systémes faiblement ou fortement couplées par des relations d’in-
terconnections explicites. C’est la représentation naturelle des systémes physiquement
interconnectés qui n’admettent pas forcément une représentation d’état globale [SL73].
Cependant, les modéles qui ne sont pas naturellement interconnectés peuvent étre trans-
formés en modéles interconnectés par un changement de base adéquat dans ’espace d’état
[Bas92|.

1.4.1 Les modéles non interconnectés

Considérons un systéme dynamique linéaire, invariant et singulier décrit dans le cas
le plus général par les équations suivantes :

EX(t) = AX(t)+ Bu(t) (1.3a)
Z(t) = HX(t) (1.3b)

ou les matrices £, A € IR™", B € IR"™, H € R™" et les vecteurs X € IR", u € IRY et
Z € IR™ représentent le semi état, I’entrée et la sortie (ensemble des observations issues
des différents capteurs de l'installation).

Ces modéles peuvent étre qualifiés de grande dimension lorsque le nombre de variables
d’état est suffisamment grand pour que le traitement global sur ordinateur devienne in-

abordable.

1.4.2 Les modéles interconnectés

Les modeéles interconnectés peuvent se présenter sous une grande variété de formes qui
dépendent soit de la nature du systéme physique qu’ils décrivent (systémes interconnec-
tés), soit de la nature du probléme a résoudre. Dans ce dernier cas, on cherche un modéle
interconnecté approprié a la résolution d’un probléme donné. Pour des systémes physiques
naturellement interconnectés, 1’'idéal serait de développer des outils d’analyse et des sys-
témes de commande qui tiennent compte de cette structure, ce qui met le concepteur face
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a des difficultés d’ordre pratique liées a la dimension et a la topologie du systéme. On
distingue deux classes de modéles : les modéles relatifs aux systémes découplés dynami-
quement et les modéles relatifs aux systémes découplés par les observations (ou par les
sorties).

Les modéles interconnectés découplés dynamiquement

Un systéme dynamique est représenté par un modéle découplé dynamiquement s’il
s’écrit sous la forme suivante :

Z(t) = HX() (1.4D)

avec : F;, Ay € R B, € IR™*%, H € IR™*", x; € IR™ et X € IR" c’est 'état du
systéme globale, avec n = ZZ]\LI n;.

Sous la forme (1.4), le systéme est constitué de N sous-systémes dont la dynamique
est décrite par I’équation (1.4a) et qui ne sont liés que par 'intermédiaire de 1’équation
algébrique de mesure (1.4b) (figure 1.1 ). Le modéle donné par (1.4) est dit singulier si E;
est singuliére pour au moins un ¢ € {1... N} . Dans le cas ou tous les sous-systémes sont
non singuliers on prendra E; = [,,, et on aura :

Z(t) = HX(t) (1.5b)

Les systémes physiques ayant un centre d’observation commun peuvent étre représentés
par un modéle du type (1.5) appelé modéle interconnecté de la classe 1.1 [Bas92].

Centre d’observation

! l

Sous systeme 1 Sous systéme Sous systéme N

F1G. 1.1 — Structure d’un systéme interconnecté découplé dynamiquement

Les modéles interconnectés découplés par les sorties

Un systéeme dynamique découplé par les sorties, est un systéme dont les équations dy-
namiques sont couplés mais dont les observations sont strictement locales. Il est représenté
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par :

N
J=1j#i

avec : F;, Ay € IR™*™, B; € IR™*% H; € IR™™™ et les vecteurs x; € IR™ et z; € IR™.
Le systéme (1.6) est dit singulier si E; est singuliére pour au moinsun i € {1... N}. Dans
le cas ou tous les sous-systémes sont non singuliers on prendra E; = I,,, et on aura :

Bi(t) = Auxi(t)+ Bu(t)+ Y Aywi(t) (1.7a)
j=1,j7i

4(t) = Ha(t), i€ {1...N} (1.7b)

Les systémes physiques ayant un centre d’observation commun (figure 1.2), peuvent étre
représentés par un modeéle du type (1.7) appelé modéle interconnecté de la classe 1.2
[Bas92|.

BUS D' INTERCONNEXION

— v

" g systéme | " gous systeme | 0 Sous systeme N

| | |

ni) y; ) ¥y o)

F1G. 1.2 — Structure décentralisée naturelle d’un systéme interconnecté découplé par les
sorties.

1.5 Décomposition des systémes dynamiques linéaires
non-interconnectés

Les systémes dynamiques complexes peuvent étre vus comme des interconnexions de
sous-systémes. Ces derniers pourront étre connus soit comme des entités physiques, soit
comme des sous-ensembles mathématiques & identifier par un algorithme de partitionne-
ment. De nombreuses configurations d’interconnexion existent. D’un coté, ces intercon-
nexions peuvent étre absentes ou en nombre réduit et facilement identifiables (au sens
repérable). A 1'opposé, il existe des systémes complexes composés d’un enchevétrement
de sous-systémes complexes, rendant I'isolement physique de sous-systémes difficile, voire
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impossible. De plus on doit tenir compte pour chaque méthode de résolution de la nature
du probléme a résoudre. L’algorithme de partitionnement mathématique pourra étre un
outil utile pour trouver une bonne combinaison d’entités de type entrées sorties ou repré-
sentation d’état permettant d’isoler des sous-systémes afin de faciliter I’étape de synthese
d’observateurs et/ou de commande. Dans ce qui suit, on présentera quelques méthodes
de décomposition de systémes de grande dimension.

1.5.1 Décomposition par les modes d’un systéme linéaire non in-
terconnecté :

On considére le systéme non singulier défini par le systéme d’équation (1.3), ou £ = I :

X(t) = AX(t)+ Bu(t) (1.8a)
Z() = HX(t) (1.8b)

La méthode qui permet de transformer un systéme non interconnecté en un systéme
interconnecté consiste a trouver une transformation de similarité S permettant de mettre
la matrice A de l’équation (1.8) sous forme diagonale sinon diagonale par bloc dans I’espace
d’état tel que :

AH 0 0

B 0 Apm ... 0

STHAS = ] . , , N<n (1.9)
0 0 ... Anyn

Le systéme décrit par le systéme d’équations (1.8) est alors équivalent & un modéle inter-
connecté donné par :

Xi(t) = AuXi(t) + Bu(t) (1.10)
Z(t) = HX,ie{l...N} (1.11)
X1 B

X B
|, H=HS, B=5"'B=|

XN By
1.5.2 Décomposition par les sorties d’un systéme linéaire non in-
terconnecté :

Si la paire (H, A) du systéme d’équation (1.8) est observable, elle peut étre mise sous
forme canonique observable par la transformation de Luenberger S [FGS87] :

A11 A12 Ce Alm Hl 0 c. 0

Ay Awy .. Ay 0 Hy ... O
§lAS = | TH TP o HS=H=| . ],

A 0 ... A 0 0 .. H,

11
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O(n— I, Otn.—1)n, e
Ay = |: (n*l)l n; 1 :|’ Ajj = |: (m*l)n] ] e R™*", H,; = [ 1 Oin,—1) ]

Ou 'astérisque (*) représente une matrice ayant des dimensions appropriées. Le sys-
téme décrit par le systéme d’équation (1.8) est alors équivalent & un modéle interconnecté
de la classe 1.2 [Bas92| donné par :

N
=1
%(t) = HX, ie{l...N} (1.13)
Xl Bl 1
XQ BQ z9
avec : X = S71X = , H=HS, B=S"'B= . , L=
Xm Bm Zm

Remarque 1 1. Dans le cas ou la matrice A est diagonalisable, la transformation S
peut étre prise comme étant la matrice de passage formée par les vecteurs propres
de A. Dans le cas contraire (A n’est pas diagonalisable) on peut opter pour une
diagonalisation par blocs en utilisant la forme canonique réelle de Jordan ou a partir

de la forme réelle de Shur [HJ90).

2. Dans le cas ou la dimension du systéme est trés grande, la décomposition ci - dessus
n’est significative que si le nombre de mesures est assez grand . Cependant, si les
matrices H et A sont mal conditionnées, cette décomposition peut étre affectée par de
grosses erreurs de calcul et peut provoquer la divergence numérique de l’algorithme
de calcul. Dans la littérature, onf peut trouver des formes canoniques observables,
numériquement stables basées sur la forme de Hessenberg mais elles ne permettent
pas de transformer un modele non interconnecté en un systéme de classe 1.2.

3. Dans certains cas, la décomposition par les modes et la décomposition par les sorties
ne permettent pas seules de réduire la dimension du systéme d’une maniére signi-
ficative, mais elles peuvent étre combinées pour obtenir une forte réduction de la
dimension du systeme. On peut dans ce cas appliquer d’abord la décomposition par
les sorties puis la décomposition par les modes au sous-systéme donné par (1.12). On
peut également avoir recours aux outils de structuration des systémes pour ramener
le systeme a une forme particuliére, qui peut simplifier la synthése de la commande
ou de l'observateur décentralisé. Ces outils feront l'objet du paragraphe suivant.

1.6 Outils de structuration des systémes

L’objectif de la structuration d’un systéme est de faire ressortir I'une des structures
cibles pour le modeéle du systéme (telles que par exemple la structure LBT ou de Toe-
plitz...) et ce afin de simplifier le probléme de synthése. En se basant sur des considérations
physiques et /ou mathématiques, la structuration consiste concrétement a distinguer au
sein du modéle du systéme N sous-systémes, le reste du modeéle étant alors considéré
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comme des termes d’interconnexion. Cette tache peut étre décomposée en trois étapes
méthodologiques :

1. Une étape d’analyse du modéle.

2. Une étape de mise en forme : partant du résultat obtenu lors de ’analyse, des
transformations (e.g. un changement de coordonnées) seront nécessaires pour faire
ressortir la structure du systéeme.

3. Une étape de simplification : qui consiste principalement en la troncature de certains
termes conduisant & I'une des structures cibles. Il est important alors de savoir quels
termes d’interconnexion peuvent étre négligés au sein du modele d’origine pour
atteindre un nouveau modeéle ayant une structuration intéressante, tout en restant
proche du modéle d’origine. Cette derniére étape n’est pas nécessaire dans certains
cas, on parle ici de transformation exacte, dans le cas contraire la transformation
est dite approchée.

1.6.1 Outils de structuration pour les systémes Toeplitz

Cet outil présenté dans les travaux de B. Bamieh et al. [Bam97|, [BPD02|, est tres
utile lors de la phase d’analyse, il est dédié a ’analyse des systémes a paramétres distri-
bués spatialement invariants et présentant a la base une structure de type Toeplitz, par
exemple un train infini de véhicules [MK71|. L’objectif étant 'obtention d’'un modéle qui
aprés mise en forme et simplification sera davantage structuré. Dans le cas d’une stratégie
de commande, cet outil permet d’évaluer I'influence des sous-systémes pour la commande
d’un sous-systéme donné, cela par analyse de la structure intrinséeque du régulateur cen-
tralisé (solution du probléme de commande optimisée associé au systéme Toeplitz étudié).
Cependant, cet outil de structuration présente I'inconvénient de nécessiter un caractére
grand systéme pour le processus objet d’étude, pour assurer la convenance de ’analyse
d’une part, mais impose la synthése d’un régulateur centralisé d’autre part, ce qui est
délicat dans le cas d'un systéme de grande dimension.

1.6.2 Outils de structuration basés sur une approche entrée/sortie

Le développement de cet outil a été motivé par la commande des processus chimiques,
il consiste a partitionner les vecteurs d’entrées u et de sorties Z du systéme global en N
sous-vecteurs :

W' = [l W ud ] 1.14)

Z = |+ =2 ... 24 ] (1.15)

Ensuite, selon certaines régles, on peut associer tous les sous-vecteurs u; et z; afin de
constituer des paires (u;, z;) en identifiant les paires en moindre interaction. Une phase
de simplification structurelle vient aprés afin de nous permettre d’extraire le modéle dé-
centralisé. La pseudo-structure recherchée avant simplification doit présenter les termes
d’interconnexions les plus faibles possibles. Toutefois, il nous parait légitime de nous écar-
ter de cette démarche classique, afin de chercher une autre structure donnée par une
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transformation exacte. Dans ce qui suit, nous illustrerons une autre maniére de présenter
les choses, elle consiste a structurer le systéme en lui associant la phase de simplifica-
tion de modéle, permettant notamment de résoudre localement le probléme de commande
et/ou d’observation globale d’un systéme. On s’intéressera dans la suite & quelques outils
de structuration basés sur la modélisation dans ’espace d’état.

1.6.3 Outils de structuration basés sur la modélisation dans 1’es-
pace d’état

Nous nous intéressons ici aux outils de simplification structurelle des systémes qui
exploitent la modélisation dans l'espace d’état. Dans ce contexte, la stratégie de struc-
turation consiste a faire une analyse directe des coefficients des matrices (A, B et H)
constituant la représentation d’état, déterminant a la fois la réalisation structurée attei-
gnable pour le modéle et le changement de base permettant de ’obtenir. Cela nécessite
la mise en forme et la simplification de la structuration. La mise en forme consiste en un
changement de base, menant parfois directement a la structure cible envisagée ; dans ce
cas la phase de simplification n’est pas nécessaire. Sont retenus dans ce paragraphe trois
approches :

— Structuration par identification de la réalisation [BDRRZ92].

— L’analyse du modéle du systéme via la "Théorie des Graphes" [Sil91].

La recherche de recouvrements (overlapping) entre sous-systémes [[S80]

Structuration par identification de la réalisation

Nous présentons ici une premiére stratégie de simplification structurelle basée sur
I'identification de deux réalisations pour le modéle du systéme : la réalisation d’origine,
et la réalisation mettant en exergue une structure cible désirée, cherchant a obtenir les
structures bloc triangulaires (LBT) ou bloc diagonale (D) de la matrice A de (1.3).

Nous présentons ici la méthode développée dans [BDRRZ92| pour un systéme S pré-
sentant uniquement un vecteur d’état partitionné en deux parties et cherchant a obtenir
les structures (LBT) et (D) de la matrice A de ’équation suivante :

X(t) = AX(t)+ Bu(t) (1.16a)
Z(t) = HX(t) (1.16b)

NIy _ ftl _ All Al? _ Bl _
OUX(t)—|:jj2‘|,A—|iA2l A22:|,B—|:B2‘|,H—[H1 H2:|

Recherche de la structure LBT : Considérons le changement de coordonnées sui-
vant :

[i;]:T[il} (1.17)
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1.6. Outils de structuration des systemes

R |
ounT = 0 I

LBT suivante :

] est une transformation appliquée a (1.16) qui conduit a la structure

X(t) = AX(t)+ Bu(t) (1.18a)
Z(t) = HX() (1.18b)

Ce qui est equivalent a la representation suivante :

X(t) = Hi QA&?]X@)%%%@) (1.19a)
Z(t) = [H Hy | X(t) (1.19b)

oit Ayy = Ay — LAy, Agg = Ay — Ay L, By = By — LBy, Hy = Hy — HL, Q:(L) =
A+ AL — LAy — LAy L.

Proposition 1 Condition de "triangularisation” [Cla05] :
Soit l’équation de Riccati :

Ql(L) - A12 + AIIL - LA22 - LAQlL =0 (120)

Sl existe une solution L a l'équation (1.20), alors il existe une réalisation (A, B, H) de
(1.19) pour laquelle la matrice A est de structure LBT.

Preuve 1 Si on annule I’équation (1.20) on aura bien une structure LBT pour A dans
(1.23).

Remarque 2 La procédure précédente peut se généraliser par récurrence pour un vecteur
d’état partitionné en N sous-vecteurs

Recherche de la structure D : De la méme fagon que pour la condition de "trian-
gularisation" (par blocs) pour la réalisation d’origine, nous pouvons définir une condition
de "diagonalisation" (par blocs) pour la réalisation.

On considére le nouveau changement de coordonnées défini comme suit.

{Z}ZTH”W%T:{AZ ?] (1.21)

Sa mise en oeuvre sur (1.19) conduit a la nouvelle réalisation suivante :

&I
|
s
Kl
+
oY)
IS

(1.22a)
Hz (1.22b)
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ol

Ay = An+ Ql(L)M = Ay — LAy + Ql(L)M ( )
Agy = Ap— MQ1(L) = Ay + Ay L — MQI(L) ( )
B, = B, =B, - LB, ( )
By = By— MDB; =By — M(B, — LB>) (1.26)
H, = H,+ HM =H, + (Hy,+ H,L)M (1.27)

o, = Hy=H,+HL (1.28)
Q2(M) = Ag + ApM — MAy — MQy(L)M (1.29)

dans le systéme (1.19).

Hypothése 1 : Condition de "diagonalisation”
Soit les équations de Riccati suivantes :

Q1(L) = Ay + Ay L — LAy — LAy L =0 (1.30)

et
Qa(M) = Agy + (Agy + Ay L)M — M(Ay — LAy) — MQy(L)YM =0 (1.31)
S’il existe une solution L a l’équation (1.30), et une solution M a l’équation (1.31), alors

il existe une réalisation (A, B, H) du systéme (1.22) pour laquelle la matrice A est de
structure D.

Preuve 2 L’annulation de Qi(L) et Qo(M) meéne dans (1.22a) a une structure D pour
A.

1.6.4 Transformation directe

Cette démarche en deux étapes fait apparaitre une hiérarchie dans le traitement. La
transformation globale pour passer de la réalisation 1.16 a la réalisation 1.22 est donnée

par :
b;}:{IJFMLM ?H%] (1.32)

i’l o I —L T
[@2}_{—1\4 I+LM]{1*2} (133)
Remarque 3 Une démarche similaire est possible en passant en premiére étape de "tri-
angularisation” par une réalisation structurée UBT [BDRRZ92].
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1.6. Outils de structuration des systemes

1.6.5 Exploitation de la "Théorie des Graphes"

La seconde stratégie de structuration s’appuie elle aussi sur la recherche d’un change-
ment de coordonnées pour atteindre une réalisation structurée du systéme, mais la phase
d’analyse est caractérisée par la définition d’'un graphe orienté associé au systéme. Les
différents algorithmes proposés dans la littérature [SS86], [Sil91], [SZ95] permettent d’at-
teindre les structures cibles (D), (LBT) ou autre. Nous présenterons le principe d'un seul
de ces algorithmes, leur présentation détaillée nécessite I'introduction de trop nombreux
principes de la "Théorie des Graphes".

Algorithme de structuration sous forme décentralisée

M.E. Sezer et D.D. Siljak dans [SS86], [Sil91], [SZ95] proposent un algorithme permet-
tant d’atteindre une structure décentralisée pour le modéle du systéme. Cet algorithme
s’appuie sur la constatation suivante : les variables mises en jeu au sein d'un systéme
complexe sont fortement ou faiblement interconnectées. L’algorithme proposé permet la
classification des interconnexions en connexions fortes et connexions faibles, afin de les
organiser et au final structurer le systéme en sous-systémes. Le principe de cet algorithme
est le suivant :

1. Associer un graphe (orienté) au systéme considéré

2. Déconnecter au sein de ce graphe tous les arcs associés a un coefficient de la matrice
d’état qui traduit la connexion entre deux variables et qui soit inférieur & un seuil .

3. Identifier les sous-graphes résultants de la déconnexion comme nouveaux sous-systémes.

Nous obtenons ainsi un modeéle de systéme interconnecté, constitué de sous-systémes
couplés par des termes de gain inférieur a e.

Les phases d’analyse et de mise en forme sont ainsi menées en paralléle, avec la ré-
organisation interne des matrices de la représentation d’état au fur et a mesure que l'on
décompose le graphe associé. La simplification consiste simplement & fixer a zéro tous les
termes d’interconnexions "faibles", i.e. inférieurs au seuil fixé.

Toutefois, la négligence des couplages existants entre les divers sous-systémes, peut
conduire, dans le cas de couplages forts, a I'instabilité du systéme bouclé lors d'une stra-
tégie de commande. La prise en compte des couplages entre sous-systémes adjacents a été
réalisée par la méthode du recouvrement de sous-systémes [Sil91].

1.6.6 Recherche de recouvrements

Le concept de recherche de "recouvrements" ("overlapping") entre sous-systémes per-
met de définir dans le cadre mathématique du "Principe de I'Inclusion” [IS80], un modéle
équivalent via une transformation introduisant des redondances : I'idée est que deux cor-
recteurs consécutifs partagent quelques entrées et sorties. En effet, si on considére le
systéme S partitionné donné par :

X(t) = AX(t)+ Bu(t) (1.34a)
Z(t) = HX(t) (1.34b)
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avec une partition en 3 blocs :

Ty A A A T Bi1 Bz Bis Uy

To = Agi Agy Ao Ty | + | Bai By Bas Uz (1.3521)
T3 i | Az Asp Asg Z3 Bs1 Bz Bsg Uus

<1 ] [ Hyy Hyy Hp3 T

Z9 = Hgl HQQ H23 T (135b)
<3 | | H3zy Hsp Hss T3

On peut adopter une démarche classique et distinguer 3 sous-systémes interconnectés
définis par (1,2, r3), mais aussi, on peut opter pour une répartition qui posséde un
recouvrement et qui distingue deux sous systémes comme par exemple :

T ] [ A A 45 By By Uy
. = 1.36
[xz_ _A21 A22}{$2}+{B21 322}{’&2} ( 2)
2 ] [ Hyy Hio T
— 1.36b
[22_ _H21 H22]{l’2} ( )
T ] [ Ay Asg T2 By  Bas Uz
. = 1.
{xzz_ _A32 A33} {$3]+[B32 B33] {U:a} (1.372)
22 ] [ Hyy Hog X2
= 1.37b
{23_ _H32 H33][l’3} ( )

Cette transformation permettant d’étendre des états ou méme des entrées et des sor-
ties, fait apparaitre des sous-systémes dont les interconnexions apparaissent uniquement
dans les blocs non nuls extra diagonaux. Par exemple, de la transformation menant aux
deux sous systémes (1.36) et (1.37), on reconstruit le systéme global suivant :

[ @1 ] [ Ann A | 0 Agg x1 Bi1 Bi2| 0 Bis Uy
T2 _ Agr Az | 0 Agg T2 | Bor Bz | 0 DBas uz |y 38a)
) Ay 0 | Azp A ) Bs1 0 | Bay Bog ug [
| @3 | | A1 0 | Az Ass T3 B31 0 | B3 Bss u3
[ 21 ] [ Hyy Hiz| 0 Hips T1
29 Hyy Hy | O Hag T2
— 1.38b
29 Hyy 0 | Hyp Hos ) ( )
| 23 | | H31 0 | H3» Hss x3

Comme on peut le remarquer la transformation du systéme (1.35) en systéme (1.38), met au
point une configuration du systéme ot on garde uniquement les interconnexions les plus faibles.
On peut alors envisager les stratégies classiques de commande basée observateur pour le systéme
(1.38) en restant fidéle au systéme initial et sans sacrifier certaines informations, tel que cela été
présenté dans la théorie des graphes. Ceci est rendu possible grace & ce principe dit "d’inclusion"
qui garde les fortes interconnexions dans la matrice d’état et écarte les faibles par le biais de
blocs de faibles dimensions en dehors de la diagonale de la matrice d’état. Ce principe fera I'objet
de la partie suivante.
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1.6.7 Le principe d’inclusion

Ce principe, qui constitue le cadre mathématique permettant de définir exactement la trans-
formation menant du systéme (1.35) au systéme (1.38) a été introduit par M. Ikeda et D.D.
Siljak au début des années 80 [IS80]. Des conditions ont été définies pour conserver certaines
caractéristiques entre les deux sous systémes (1.35) et (1.38) telles que la stabilité, 'optimalité
[Sil91], [Ift93], 'observabilité et la commandabilité [BRRRO1], [SS02].

Pour mieux introduire ce principe, on considére deux systémes linéaires S et S donnés par :

g {33 = Ax+ Bu

z = Hzx
g {x = Ajiéa
z = Hzx

avec: x € IR™, u € IR et z € IR™ sont les états, les entrées, et les sorties du systéme S & 'instant
t € T, on T est un intervalle temps donné, & € IR", & € IR? et z € IR™ étant associes & S. On
suppose que les dimensions des vecteurs d’entrées, états et sorties des deux systémes vérifient
les inégalités suivantes : n < n, ¢ < ¢, m < m. z(t;zg,u) et z(t) représentent respectivement la
trajectoire unique de l'état associé a S et de sa sortie, pour un signal de commande u(t) fixé,
et pour l'état initial xg = x(0). Z(¢;Tp, ) et Z(¢) caractérisent la trajectoire de l'état et de la
sortie de S. La transformation assurant le passage entre les systémes S et S est donnée par les
matrices suivantes :

i = Ve,z=Vz (1.39)
@ = Qu, u=Qu (1.40)
= 0z, 2=0% (1.41)

ou V', @, et O sont des matrices constantes, de rang plein colonnes, de dimensions appropriées
et V, Q , et O sont des matrices constantes, de rang plein lignes vérifiant :

VV=I,,QQ=1I,, 00=1I, (1.42)

Dans ce cas, si S inclut S, S est une "expansion" de S, et S est une "contraction" de S.
Le théoréme suivant donne la condition nécessaire et suffisante pour I'inclusion :

Théoréme 1 : Premiere approche du "Principe de 'Inclusion” } .
Le systéeme S inclut le systéme S si et seulement s’il existe un quadruplet (V,V,Q,0) tel
que :

At = VAV, AAB=VABQ
HA" = OHAW , HA'B=OHA'BQ Vi=1,2,3.. (1.43)
Preuve 3 : wvoir [ISW8/].

Si l'on s’interesse plus précisément a la decomposition avec recouvrement, les moyens de générer
des expansions du type S a partir de S sont comme suit : si les paires (V, V), (Q,Q) et (O,0)
sont spécifiées, alors les matrices A, B, et H peuvent étre exprimées comme suit :

A = VAV+M,B=VBQ+N ,H=0HV +L (1.44)

ou M, N et L sont des matrices complémentaires de dimensions appropriées. Ces matrices doivent
étre choisies comme l'indique le théoréme suivant.
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Théoréme 2 : Deurieme approche du "Principe de UInclusion”
Le systeme S inclut le systéme S si et seulement si :

VMV = 0, VM"INQ=0
OLM'V = 0, OLM"'NO=0Vi=1,23..7 (1.45)
Preuve 4 voir [ISW8].

Ainsi, le choix des matrices de transformation (‘7, V), (Q, Q), et (O, 0), et des matrices complé-
mentaires M , N et L qui a permis de générer une expansion S donnée par (1.38) du systéme S
exprimé par 'équation (1.35) est un choix classique donné par les matrices suivante :

I, 0 0 I, 0 0 Imy, 0 0
0 L, o o 1, o 0 I, 0

V=10 15, o9 o1 oY o0 I, o (1.46)
0 0 I, 0 0 I 0 0 I,

avec n;, q; et m; pour ¢ = 1,2, 3 représentent les dimensions respectivement de x;, u; et y; .
Le théoréme suivant propose une autre maniére de choisir les matrices M, N et L offrant
plus de degrés de liberté.

Théoréme 3 Le systeme S donné par (1.38) est une expansion du systéme S défini en (1.35)
(c’est a dire S induit S) et généré par le triplet de transformation (V,Q,O) donné par (1.46) si
et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

pour tout t =2,...,n on a
Mz Ly
Mas + Mss | [Mag + Mss]'™* [ Moy Mas + Maz Moy | = 0 (1.47)
My
[ My Ly
Moz + M3z | [Ma + Ms3]" * [ Na1 Nag+ Naz Nog | = 0 (1.48)
My
[ L Ly
Loz + L33 | [Mag + Ms3]" " [ Moy Mag+ Moz Moy | = 0 (1.49)
Ly
et pour toutt=2,....,n+1 ona :
Lo L,
Log+ L3 | [Mag + Mss]'™*[ Nay Naa+Nag Nog | = 0 (1.50)
Lyo
o
0 Mo —Mi2 0
Mo, Mo Mz Moy
M= 151
—Myy  —(May + Moz + M3z) Mz  —My (1.51)
0 My — My 0

N et L présentent la méme structure que M.
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Preuve 5 wvoir par exemple [BRRR01].

Corrolaire 1 FEn supposant le théoréme précédent vérifié, les matrices fl, B, et H de S (1.39)
sont données par,

Ay $ A1 + Mo $A12 — Mo Ajs
e Aoy + Moy 5A22 + Moo 522 + Moz Agz + Moy (1.52)
Aoy — Moy $As — (Mag + Mas + Msz) A0 + Msg  Asz — Moy '
A3y T Ao + My 3 A2 — My Ass

les matrices B ou H étant déduites de A, en remplacant respectivement /L'j par Bij ou ﬁij,Mij
parN;j ou Lij, pouri=1,...,4 et j=1,..,4.

Preuve 6 Pour A, considérer (1.44), la définition de A dans (1.35a) et de M dans (1.51). Idem
pour B, et C.

Dans ce qui suit, on s’intéressera au probléme de décentralisation des grands systémes.

1.7 Décentralisation des grands systémes

Dans ce paragraphe, on va aborder le probléme de la commande des systémes de grande
dimension. Nous rappelons ici que les systémes considérés sont des systémes linéaires. La synthése
d’une loi de commande pour un systéme de grande dimension est connue pour étre difficile. Elle
doit satisfaire non pas un seul objectif de commande, mais plusieurs sous-objectifs, puisqu’elle
nécessite par nature une décomposition (physique ou mathématique) en plusieurs sous-systémes.
D’autres difficultés viennent s’ajouter a la précédente, & savoir :

— La difficulté de trouver une modélisation parfaite du systéme, a cause de la présence des

incertitudes sur les sous-systémes et sur les interconnexions les liant.

— La synthése d’une loi de commande pour des systémes de grande dimension débouche
sur un probléme numérique de grande taille, confronté par conséquent & des limitations
d’espace mémoire, de capacité de calcul et de précision.

— Finalement, la grande taille & la fois du systéme et du probléme numérique, combinée aux
performances exigées, impose a 'automaticien le choix d’observateur et/ou de commande
décentralisée. C’est pour cela, que nous avons choisi de traiter le systéme en le décomposant
en plusieurs sous-systémes.

La disposition des capteurs dans les installations d’un systéme de grande dimension constitue
aussi un élément important dans la recherche des structures d’estimation dans le cas d’une
commande basée observateur. Lorsque plusieurs capteurs, en général différents, observent un
méme systéme dynamique, il est courant que chacun d’entre eux soit associé localement & un
processeur, lequel est chargé de mettre en forme les mesures et de les transmettre vers un centre
de traitement. La plupart des algorithmes d’estimation suppose le synchronisme des prises de
mesures sur l'installation, ce qui veut dire que toutes les mesures parviennent au centre de
traitement au méme instant. Cette hypothése pourrait étre vérifiée lorsque les capteurs sont
concentrés sur un méme site, en revanche, elle est difficile & justifier dans le cas ou ils sont
dispersés a travers les installations distantes du systéme. La disposition de ces capteurs dans les
systémes présente trois cas de figures :

1. Tous les capteurs sont situés sur un méme site (figure 1.3) : dans ce cas on peut faire
I’hypothése de synchronisme entre sous-systémes.
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Svstéme dvnamique

i h ¢

Capteur 1 Capteur i Capteur m

Processeur 1 Processeur i Processeur m

v

Processeur central

Fi1G. 1.3 — Groupement des capteurs sur un méme site

2. Les capteurs sont dispersés dans des sites différents (figure (1.4)) : dans ce cas, il est naturel
de considérer que les mesures sont prises séquentiellement les unes apres les autres de fagon
cyclique.

Swstéme dvnamique

| . !

Site 1 Sitei Sitem

Capteur 1 Capteur i Capteur m

Processeur central

F1G. 1.4 — Dispersion des capteurs sur plusieurs sites

3. Les capteurs peuvent se présenter dans l'installation sous forme de groupements dispersés,
combinant les deux structures précédentes.

Plus généralement, 1’objectif fondamental est la simplification du probléme d’observation et
de commande, trop complexe pour étre résolu en employant les résultats classiques (centralisé).
J. Bernussou et A. Titli dans [BT82] distinguent différentes stratégies de décomposition du
probléme numérique, verticale ou horizontale.

1.7.1 Décomposition temporelle ou verticale

La décomposition concerne ici la difficulté de synthése. La premiére apparition de cette
technique de décomposition a eu lieu en 1980 sous le nom de " multi-couches " (en anglais,
multilayer). Un schéma classique de commande " hiérarchisée " est donné dans la figure 1.5
[Sch02].

Comme on peut le voir, c’est bien la commande qui est hiérarchisée dans cette stratégie. Le
systéme de pilotage se compose de quatre niveaux hiérarchiques qui communiquent entre eux.
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_ Systeme de
Orgamsation pilotage
Structures ,L |
Adlaptation
Fﬂl‘ﬂln;lr&ﬁ 1, T .
{ Ciptimisation
Cmusug_naa J T
Hegulation
Commandes ¥ ¥ 2 Mesures
¥ L J ¥

= Procédé — >

Fi1G. 1.5 — Vue d’ensemble d’un systéme de grande dimension avec une commande hiérar-
chisée

" "

Le niveau le plus bas est celui de la " régulation " qui est l'organe en contact direct avec le
procédé, duquel il regoit les mesures y(t) et & qui il envoie les commandes u(t) permettant de
satisfaire le cahier des charges imposé. Le niveau d’optimisation fournit quant a lui au régu-
lateur les consignes permettant d’optimiser un certain nombre de critéres de performances, en
se basant sur un modéle dynamique ou statique, ou sur plusieurs modéles de référence dans le
cas d’'une commande multi-modéles ou d’une gestion de situations d’urgence (commande fiable,
détection de pannes, diagnostic de commande...). Le niveau d’adaptation a pour role d’adapter
les paramétres des modéles de référence et/ou du régulateur. Le niveau d’organisation, enfin, fait
intervenir directement ’'opérateur et consiste & choisir les différentes méthodes et a les traduire en
algorithmes transmis aux niveaux inférieurs. Schématiquement, & chacun de ces niveaux peuvent
étre associées différentes techniques et méthodologies :

— Niveau 1 : les outils de la commande.

— Niveau 2 : optimisation (programmation linéaire, non linéaire...), et la génération de la
trajectoire
Niveau 3 : I'identification et la reconnaissance de formes.
— Niveau 4 : la recherche opérationnelle (gestion de fichiers, de données...)

Soulignons qu’en fait, dans la littérature, ce que 'on désigne usuellement par régulateur ou
controleur classiquement dans le monde de la commande, ne fait référence implicitement qu’au
premier niveau, voire parfois au second et troisiéme mais selon un point de vue particulier. Dans
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le cas de contraintes structurelles sur la loi de commande recherchée, il faudra donc envisager
la structuration du premier niveau, mais aussi celui des niveaux supérieurs. Cela n’implique pas
forcément les mémes capacités de calcul & mettre en oeuvre localement. S’agissant de I'estimation
de I’état, la décentralisation hiérarchique a été développée surtout pour les systémes creux. Pichai
et al (1983), ont présenté une méthode basée sur la théorie des graphes, permettant de transformer
de tels systémes en une structure bloc-triangulaire. Ceci nous permettra de décomposer le systéme
selon une hiérarchie descendante (figure 1.6) dans laquelle les interconnexions sont unilatérales.

‘ Sous-centre d observation |
3
10t
' IS
k
| Hous-systéme 1y | """" | Hous-systéme 1) | """ | Sous-systéme My |
|
v
z(f)
:
' :
H ‘ Sous-centre d'observation 1 | '
wit) fow) ] L
',_.. ]
' ' I
: k L]
1
E | Hous-systéme 1 | """" | Hous-systétne i | """ | Sous-systéme M | H
1
: | -
1
Zifg
‘ Sous-centre d observation |
3
—
' 1 I
| Hous-systéme Ly | """" | Hous-systétne iy | """ | Sous-systéme Ny |
|
¥ L 4
Zyit)

F1G. 1.6 — Structure décentralisée hiérarchique pour des systémes creux

L’approche développée par Hodzic et Siljak (1983) pour estimer I’état de ce sous-systéme
consiste a construire I’estimateur global comme une union d’estimateurs locaux associés a chaque
niveau de hiérarchie. Les estimateurs locaux obtenus & partir du filtre de Kalman dans lequel
les séquences d’innovation sont remplacées par des séquences de " quasi-innovation ", combinant
les mesures locales et les estimées précédemment obtenues dans les niveaux supérieurs de la
hiérarchie.

En résumé, P. Bertrand dans [Ber88| suggére que cette approche par hiérarchisation méne a
une analyse plus structurée et rigoureuse du probléme de commande que 1’on se pose, en obligeant
& examiner les divers problémes aux différents niveaux, & les ordonner, & tenir compte dés le
départ de leurs interrelations et des moyens de les coordonner et a répartir les efforts (conception
et communication des niveaux, moyen de calcul...) entre ces divers niveaux, permettant une
meilleure utilisation des moyens. Notons de plus que 'architecture hiérarchisée du systéme de
commande, associée a la rigueur méthodologique suggérée par les trois points précédents, doit
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permettre de prendre en compte des modifications éventuelles du systéme, avec ’adjonction ou
le retrait de sous-systémes par exemple, ce qui est fréquent pour un systéme industriel complexe.
De plus, on peut espérer avoir avec une telle loi de commande hiérarchisée la possibilité d’une
mise en route progressive des diverses parties du systéme. Nous aimerions au final souligner le peu
de supports théoriques disponibles pour les techniques de décomposition verticale, contrairement
au cas des techniques de décomposition horizontale. Ceci peut s’expliquer par la difficulté de
formuler mathématiquement le probléme de décomposition verticale, avec la gestion des périodes
d’intervention de chacun des niveaux, la répartition des capacités de calcul a chaque niveau, ou
bien encore la gestion des modes de fonctionnement normaux et anormaux, qui fait appel dans
ce cadre & un ensemble de savoir-faire de ’automatique au sens large dépassant le seul cadre du
controle /commande. Un autre inconvénient de cette méthode est ’absence d’une formulation
mathématique. Il existe une autre maniére de décomposer le probléme de commande dans le cas
d’un systéme de grande dimension, méthode qui sera exposée au paragraphe suivant.

1.7.2 Deécomposition horizontale ou spatiale

Dans les procédés industriels comportant un grand nombre d’actionneurs et/ou de capteurs,
il peut étre préférable d’employer des observateurs décentralisés plutdét qu’un observateur multi-
variable centralisé, ou global (figure 1.7).

uy 2

Fic. 1.7 — Décomposition horizontale ou spatiale du systéme S et de I'observateur K

On distingue deux méthodes de décomposition horizontale, également appelée décomposition
spatiale [BT82|. La premiére méthode est la méthode dite " sans recouvrement " et la deuxiéme
méthode est appelée " avec recouvrement” (en anglais, overlapping control). La premiére ne
prend pas en compte les interconnexions entre les sous-systémes, a la différence de la deuxiéme.
Dans ce qui suit on présentera en bref le principe de ces deux méthodes.

— Meéthode sans recouvrement : Il s’agit donc d’une décentralisation par blocs. On pourra
alors appliquer & chacun des sous-systémes les techniques de synthése multivariables. Le
choix de la taille des sous-systémes résulte d’'un compromis entre leur taille et leur nombre :
un petit nombre de sous-systémes diminue par voie de conséquence le nombre de correc-
teurs, ce qui garantit une bonne performance du systéme global en terme de poursuite
de trajectoire et de rejet de perturbation. A I'inverse, un grand nombre de sous-systémes,
augmente le nombre de correcteurs, ce qui rend le systéme plus robuste face aux éventuelles
défaillances de capteurs ou d’actionneurs. C’est d’ailleurs une commande strictement dé-
centralisée qui est le plus souvent utilisée dans 'industrie, ainsi que dans les travaux des
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chercheurs qui traitent la fiabilité des systémes de grande dimension. Bien entendu, en
dehors de ces considérations, on peut toujours s’appuyer sur les résultats des outils ma-
thématiques, comme la diagonalisation par blocs de la matrice d’état dans le cas d’une
structure décentralisée par blocs, ou la transformation de Toepliz...

— Méthode avec recouvrement : La négligence des couplages existant entre les divers sous-
systémes, peut conduire, dans le cas de couplages forts, a 'instabilité du systéme bouclé.
La prise en compte des couplages entre sous-systémes adjacents a été réalisée par la mé-
thode du recouvrement de sous-systémes [Sil91] : I'idée est que deux correcteurs consécutifs
partagent quelques entrées et sorties.

1.7.3 Décentralisation par transfert de modéle

La décentralisation par "transfert de modéle" consiste a "transférer" le modéle global du
procédé vers les centres d’observation, encore appelés "noeuds d’observation". Elle reléve du souci
d’attribuer, & chaque noeud d’observation, des moyens de calcul propres. Les différents noeuds
d’observation peuvent alors, dans un premier temps, mettre en oeuvre les équations du filtre de
Kalman en utilisant leurs propres mesures et ce, d’'une maniére parfaitement indépendante. Les
estimées partielles ainsi obtenues sont sous-optimales mais, par une procédure d’assimilation qui
differe selon les auteurs, ces estimées peuvent étre ajustées a leurs valeurs optimales (c’est le
processus d’optimalisation). En effet, plusieurs méthodes de mise en oeuvre ont été proposées
pour traiter les équations d’optimalisation. La plus récente, et la plus intéressante, est celle
proposée par [Rao et Dur 91]. L’optimalisation est traitée localement & chaque noeud recevant,
qui obtient tous les termes qui lui manquent par le biais d’un réseau de communication : & la fin
de ce processus d’optimisation, les estimées obtenues sont identiques et optimales pour chaque
noeud. L’architecture décentralisée proposée par |[Rao et Dur 91| pour la mise en oeuvre de
I’algorithme est illustrée dans la figure 1.8.

Circuits d'interface

Y Y Y

Neeud | Neeud 1 Neeud N
Processeur 1 Processeur 1 Processeur N

Fi1G. 1.8 — Décentralisation par " transfert de modéle "

Les avantages de I'estimateur décentralisé relatifs & cette approche sont la simplicité, ’opti-
malité et la réduction du temps calcul global, lorsque le nombre de processeurs est assez grand.
Ses inconvénients résident dans le fait que dans cette structure décentralisée, seule I’équation de
mesure est décomposée. L’équation d’état est prise globalement avec la méme dimension pour
tous les noeuds d’observation. Par conséquent, il n’y a pas vraiment une réduction de la dimension
du systéme. On peut par ailleurs, sans difficulté, montrer qu’il y a globalement une augmentation
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substantielle du nombre d’opérations et de I’espace-mémoire nécessaires a la mise en oeuvre de
I’algorithme. Malgré un degré de parallélisme élevé en apparence et malgré ’apparente réduc-
tion des échanges de données, cette approche ne répond pas aux questions fondamentales de la
stabilité numérique et de la réduction du cotit global d’implementation.

1.8 Structure décentralisée & orthogonalisations succes-
sives

Le premier véritable estimateur décentralisé optimal, effectuant une décomposition du sys-
téme dans 'espace d’état et un traitement décentralisé des mesures est, sans doute, celui déve-
loppé par [HSST78| et utilisant le filtre de Kalman. Cet estimateur exploite le lemme de projection
orthogonale caractérisant les estimateurs qui minimisent la norme de 'erreur. Ce lemme stipule
que l'erreur d’estimation est orthogonale a I’espace des observations, autrement dit, la meilleure
estimée de I'état x est sa projection orthogonale sur 1’espace Z des observations du systéme qui
est un espace de Hilbert.

Les avantages : lorsque la dimension du systéme est grande et lorsque les sous-systémes
ont un méme nombre d’échantillon de mesures (notamment lorsque ces mesures sont scalaires),
les propriétés numériques du filtre décentralisé ainsi construit sont plus intéressantes que celles
du filtre de Kalman global. En effet, les auteurs ont montré qu’il y a une amélioration de la
stabilité numérique et une réduction du nombre d’opérations et de I’espace-mémoire nécessaire
a 'implémentation.

L’approche par orthogonolisations successives a le mérite d’avoir ouvert la voie a la véritable
décentralisation optimale dans les espaces d’état et des observations. Cependant, sa formulation
est de nature & décourager toute personne désireuse de I'appliquer. En effet, d'une part, les
notations choisies ne sont pas homogénes. De plus, programmer de tels algorithmes conduirait a
une redondance de calculs (par exemple dans I’évaluation des termes)

Dans ce qui suit, on présentera un outil d’analyse spécifique aux "grands systémes" qui porte
sur stabilité et la stabilisation de ces systémes, cet outil n’est autre que le concept de stabilité
connective.

Dans la derniére partie du chapitre, on tient & présenter quelques outils d’analyse de stabilité
de stabilisabilité des systémes de grande dimensions.

1.9 Outil d’analyse des systémes de grande dimension

L’objectif de ce paragraphe est de présenter quelques outils d’analyse de stabilité et de sta-
bilisabilité spécifiques aux "grands systémes - systémes complexes". Ces outils se présentent sur
deux volets :

- La recherche de modes fixes : oul le systéme considéré peut-il étre stabilisé dans le cadre
de la structure envisagée pour la loi de commande. Méme si cet outil parait simple, il est trés
difficile & mettre en oeuvre étant donné le nombre important de variables & manipuler, Il est
d’autant plus difficile a utiliser que 'on traite de la stabilité d’un systéme structuré, c’est a dire
d’un systéme décomposé en sous-systémes interconnectés entre eux [Ben07].

- L’utilisation du concept de stabilité connective : c’est une technique qui permet de garantir
a la fois la stabilité locale du systéme au niveau de chaque sous-systéme et sa stabilité globale
en tenant compte des interactions.
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D’autres outils et méthodes peuvent étre trouvés dans la littérature (tel que la recherche de
modes fixes structurels [Sil91]), mais seule la seconde technique citée ci-dessus sera présentée
dans ce rapport. Son choix étant motivé par sa capacité a illustrer les idées développées durant
ces travaux de theése.

Concept de stabilité connective :

Un systéme de grande dimension peut étre assimilé & un ensemble de sous-systémes intercon-
nectés, il est donc impératif de vérifier sa stabilité en examinant principalement deux aspects :

- La stabilité locale : au niveau de chaque sous-systéme.

- La stabilité globale : en tenant compte des interactions.

De ce fait, assurer la stabilité d’un systéme de grande dimension en dépit des incertitudes
structurelles sur le modéle objet d’étude revient & exploiter la notion de "stabilité connective" du
systéme. Ce concept introduit par D.D. Siljak [Sil78|, [Sil91] fait appel au vecteur de Lyapunov
pour I’étude de stabilité des systémes de grande dimension. Chaque composante de ce vecteur est
une fonction scalaire associée & I'un des sous-systémes, permettant de conclure sur sa stabilité.
L’idée consiste alors a déduire la stabilité du systéme global de 1’analyse conjointe de chaque
fonction scalaire constitutive du vecteur. Une fois la stabilité du systéme global assurée, celle de
tous les sous-systémes est assurée également par voie de conséquence.

Cette notion définie initialement dans le cadre général des grands systémes, sera introduite
dans ce document pour étudier la stabilité d’une nouvelle forme d’observateurs interconnectés
permettant d’estimer I’état d’un systéme de grande dimension qui fera I’objet du chapitre 2.

Définition 5 Stabilité connective
Un systeme de grande dimension vérifie la propriété de stabilité connective si chacun de ses
sous-systemes est stable et s’il est stable au sens de Lyapunov.

Définition 6 [CL98]

Un systéme S formé par N sous systéemes et donné par :

N
Xi(t) = AuXi(t)+ Z AijX;(k) (1.53)
j=T i

est dit connectivement asymptotiquement stable si ’équilibre X = 0 du systeme est asymptoti-
quement stable.

En d’autres termes, nous allons nous intéresser a la stabilité asymptotique globale des observa-
teurs interconnectés, pour le point d’équilibre X = 0, ot X; est I'erreur d’estimation de 1’état,
sous les perturbations structurelles. On peut donc définir la propriété de stabilité connective
comme étant la capacité de I'observateur interconnecté a’étre stable de maniére robuste vis-a-vis
des incertitudes sur les interconnexions entre les sous systémes qui le forment. Plus de détails
concernant la stabilité connective peuvent étre trouvés dans 'ouvrage [Sil91].

1.10 Conclusion

Nous avons présenté dans ce premier chapitre quelques problémes liés & la grande dimension
des systémes, ol on a présenté quelques outils d’analyse de structuration et de décomposition
cherchant a expliciter les caractéristiques du modéle du systéme de grande dimension. Ces dif-
férents outils qui différent selon les objectifs visés (observation et/ou commande) permettent
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de chercher une transformation exacte ou approchée mettant en oeuvre des moyens algébriques
[BDRRZ92], ou reposant sur la théorie des graphes [Sil91] du fait de leur avantage numérique.
Cependant, dans certains cas, la négligence des couplages existants entre les sous-systémes, peut
conduire, dans le cas de fortes interconnexions, & 'instabilité du systéme. La prise en compte de
ces couplages entre sous-systémes adjacents a été réalisée par la méthode du recouvrement de
sous-systémes [Sil91] : 'idée est que deux sous systémes consécutifs partagent quelques entrées
et sorties, voire quelques états. Cette méthode nous sera utile dans les chapitres suivants pour
la synthése par de nouvelles méthodes des observateurs décentralisés et de la commande décen-
tralisée. Enfin, nous avons présenté un outil d’analyse de stabilité et de stablisation de systéme
de grande dimension : on parle ici de la notion de "stabilité connective" qui sera reprise dans
le chapitre 2 afin d’étudier la stabilité d’'une nouvelle forme d’observateur interconnecté. En ef-
fet, le chapitre suivant traite des observateurs décentralisés des systémes de grande dimension a
interconnections inconnues.
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Chapitre 2

Observateur décentralisé des systémes
de grande dimension a interconnexions
iInconnues

2.1 Introduction

L’automatique moderne repose sur la description des systémes et des phénoménes physiques
de plus en plus complexes. Cela nécessite que l'information a priori sur le systéme (structure du
modele ou valeurs des paramétres) et l'information a posteriori sur la réponse du systéme (en-
semble des mesures provenant des différents capteurs) soient disponibles en méme temps. Cette
hypotheése est plutot irréaliste dans le cas de systémes a grande dimension. Ces systémes carac-
térisés par une dispersion géographique et/ou un nombre élevé de variables d’états, ne peuvent
étre traités de maniére efficace que s’ils sont décomposés en sous-systémes interconnectés de
dimensions plus faibles. Ceci méne & une structure décentralisée beaucoup plus simple a manipu-
ler pour une commande basée observateur. La plupart des stratégies de commande développées
suppose que les états des sous-systémes sont disponibles (|[GS89], [GWMO6]...). Cependant, cette
hypothése n’est pas toujours vérifiée en pratique. L’utilisation des modéles de systémes de grande
dimension pour estimer tous ses états, et ceci a partir des mesures d’une partie seulement de
ses états a permis d’économiser l'utilisation d’'un grand nombre de capteurs. En effet, une par-
tie de ces derniers a été remplacée par ce qu’on appelle les capteurs logiciels ou observateurs
(appelé aussi estimateur d’état), d’ou I'intérét économique dans I'industrie de synthétiser des ob-
servateurs. L’estimation de I’état pour les systémes de grande dimension est aussi d'une grande
importance pour le diagnostic et pour la commande. En effet, durant les derniéres décennies
beaucoup de travaux en automatique ont été menés sur la conception d’observateurs pour les
systémes de grande dimension, la plupart sont basée sur le filtre de Kalman et ses différentes
variantes (|Bas92|, [HSST78|...) qui ne présente pas de bonnes propriétés de convergence quand
la dimension du systéme augmente. La méthode de synthése d’observateurs a entrées inconnues
pour les "petits systémes" est due a Darouach et al [DZX94] par la résolution de 'équation de
Sylvester sous contrainte, en utilisant les inverses généralisés. Dans ce travail, une extension de
cette méthode aux grands systémes est présenté.

De ce fait, dans ce chapitre, on propose des approches pour la synthéses des observateurs
décentralisés pour les systémes de grande dimension a interconnections indisponibles. Ces inter-
connections seront considérées comme des entrées inconnues. La synthése d’observateur a entrées
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inconnues pour les systémes de faible dimension a suscité 'intérét de la communauté automa-
tique ces derniéres années ([YWS8S], [GS91]|, [HM92], [Bas92], [DZX94] et [DZB95]...), lorsque la
perturbation du systéme ou une partie de ses entrées n’est pas accessible. Toutefois, trés peu de
travaux traitent la synthése des observateurs des grands systémes. Dans ce chapitre, on propose
de nouvelles méthodes pour la synthése des observateurs décentralisés relatifs aux systémes de
grande dimension avec et sans perturbation [MBDHO09|, [MBDH10|, [MBDH10a]...

On commencera au début de ce chapitre par synthétiser un observateur décentralisé pour les
systémes non singuliers, puis on étendra notre approche au cas de systémes plus généraux ou
singuliers. Le cas du filtre Hy, décentralisé sera également traité [MBDH|, [MBDH10c|, [MBDHd|
. Chaque méthode de synthése proposée est validé par un exemple numérique.

2.2 Observateur décentralisé pour les systémes stan-
dards

2.2.1 Position du probléme

Considérons le systéme linéaire de grande dimension formé de N sous-systémes et décrit par
le modéle d’état suivant :

oX(t) = AX(t)+ Bu(t) + Fw(t) (2.1a)
Z(t) = HX(t)+ Rw(t) (2.1b)

On 0X(t) = X(t + 1) pour les systémes a temps discret, t € IN et 0 X (t) = X(t) pour
les systémes & temps continu, ¢ € IR, X (t) € R", u(t) € R', Z(t) € R™ et w(t) € RY sont
respectivement 1’état, l’entrée connue, la sortie et la perturbation. Considérons la partition des
vecteurs X (t) et Z(t) suivante [Bas92| :

x1(t) z1(t)
X(t) = xz:(t) L 2() = 22:(75) (2.2)
rN () zn(t)

et les matrices A, B, F, H et R sont des matrices réelles et constantes telles que A € IR"*", B €
R™! F e R™4, H e R™™", ReIR™ Ces matrices sont partitionnées selon X () comme

suit :

Aip A ... Ain B R
A I o P 23
H 0 ... 0 R,
0 Hy ... O Ry
—| | R= (2.4)
0 Hy Ry

32



2.2. Observateur décentralisé pour les systémes standards

Remarque 4 Rappelons que la décomposition ci-dessus ne présente pas de contrainte, car comme
on l’a signalé dans le premier chapitre, on peut toujours se ramener o cette forme en utilisant
des transformations de similarité ( voir par exemple [Bas92], [Dal76], [FGS87], [PCK91]...)

Le systéme (2.1) peut alors s’écrire sous sa forme décentralisée, en N sous-systémes interconnec-
tés, chaque sous-systéme est décrit par :

N
ori(t) = Aumi(t) + Bu(t)+ Y Agz;(t) + Fw(t) (2.5a)
J=14#i
Zz(t) = Hﬂ}z(t) + Riw(t), 1€ {1 . N} (2.5b)

ou

Ay € TR AL € RYX™ B, e R™* F, € R™* H; € R™*™ R; € R™*4

etn = ni+...+ny.

Les vecteurs x;(t) et z;(t) sont I’état et la sortie du i-éme sous-systéme respectivement et z;(¢),
j€{1...N} avec j # i représente les interconnections du sous-systéme i avec les sous-systémes
J et qui sont considérées comme inconnues.

Soient maintenant les matrices suivantes :

et
ult) = [0 wa® 2@ o oav®T ]

Le systéme (2.5) devient :

O'{L‘i(t) = A”l'z(t) + Bzu(t) + Divi(t) + Fiw(t) (2.6&)
5(t) = Hai(t) + Ruw(t), i€ {1...N} (2.6)

Dans cette partie, on se propose de synthétiser un observateur décentralisé pour chaque sous-
systéme ¢ donné par (2.6) qui satisfait les performances globales obtenues avec un observateur
centralisé appliqué au systéme (2.1).

Pour cela, on commence par transformer le systéme (2.6) en un systéme équivalent plus adapté
a la synthése d’observateurs a interconnections inconnues. En effet, on répartit les mesures z;(t)
en deux classes, celles qui sont affectées par les perturbations notées z;, (t) et celles qui ne le
sont pas notées z;,(t). L’'idée est d’extraire les mesures z;,(t) libres des perturbations a partir
des mesures réelles.

Soit ¢;, le rang de R;, il existe alors deux matrices non singuliéres i; € IR™ > et Y; € RI*Y
telles que :

Iy, O
R;0; = i 2.
s = | 0] (27)
donc le systéme (2.5) s’écrit alors pour i € {1...N} :
O'.CL‘Z'(t) = z‘l_uﬂfz(t) + Bzu(t) + Dﬂ}i(t) + Filwl (t) + Fi2w2 (t) (28&)
Ziq (t) = Hilxi t) + wq (t) (28b)

(
Ziz(t) = Hizxi(t) (2.8C)
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avec : z;; € R™1, 2, € R™2, F;, € R™*™a F;, € R™ % w; € R%, wy € R% avec
q = ¢, + qi, et m; = m;, +m,, telles que :

Zio H,

12

[ . ] = Uiz, [ . ] = H;, [ 1wU1 ] =0, w, Ay = Ay — F H;
2
et 350, = [ Fil Fiz ] .

Avant d’aborder la synthése des observateurs, on introduit pour cette section I’hypothése suivante.

Hypothése 2 Pour le systéme interconnecté dans sa forme décentralisée décrit par les équations
(2.8) on suppose que :

rang(Hi, [ D; F, ]) =rang [ D; Fy, ] (2.9)

2.2.2 Synthése d’observateurs décentralisés

On considére maintenant le nouveau systéme interconnecté (2.8), le but est de synthétiser un
observateur asymptotiquement stable pour chaque sous-systéme i, i € {1... N} de la forme :

in(t) = szz(t) -+ Lilzil (t) + LZ'2ZZ'2 (t) + Mlu(t) (2.10&)
i‘l(t) fl(t) — G¢Z7;2 (t) (2.10b)

ol &(t) € IR™ est I'état de lobservateur et les matrices N; € IR™*™ M; ¢ R%*! L; €
IR”iXWi, Li, € R *™Miz ot G; € IR™*™i2 sont des matrices constantes qui sont a determiner
telles que tlim (xi(t) — 2;(t)) = 0.

— 00

La proposition suivante donne les conditions d’existence et de stabilité d’un tel observateur.

Proposition 2 Le systéeme (2.10) est un observateur asymptotiquement stable i.e : lim (x;(t) —

k—oo
zi(t)) =0 si:
i) N; est stable.
ii) PiA; — N;P; — Li,H;, =0
iii) PD; =0
i) PF;, =0
U) PiBi — Mi =0
vi) PF;, — L;; =0, ou P, = I,, + G;H;,
Preuve 7 soit e;j(t) = x;(t) — &;(t) Uerreur d’estimation, alors :
ei(t) = zi(t) — &(t) + Giziy (1)
sa dynamique est donnée par :
oe;(t) = Niei(t) + (PiAy; — NiP; — Liy Hy))xi(t) + (PiB; — My)u(t) + (P;Fy, — Ly, )z, (1)
+ PiFizwig (t) + P;D;v; (t) (2.11)
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ei(t) = xi(t) — z;(t) est non biaisée si elle ne depend pas explicitement de ’entrée, des sorties z;,
des interconnections inconnues et des perturbations. Ainsi, en utilisant (2.11) on obtient :

PAj; — N;P;— Li,H;, = 0 (2.12)
P.D; = 0 (2.13)

PF, = 0 (2.14)

PBi—M; = 0 (2.15)

PF, —L;y = 0 (2.16)

Dans ce cas, tlim ei(t) =0 si N; est stable ce qui correspond a la condition i).1
—00

La méthode de synthése d’observateurs a entrée inconnues d’ordre plein qui suit, est due a
Darouach [Dar09] pour la résolution de ’équation de Sylvester sous contrainte en utilisant les
inverses généralisés.

L’équation (2.12) peut s’écrire en tenant compte de 'expression de P;, comme suit :

N; = PiAi; — & H;, (2.17)

ol
R = Li, + N;G; (2.18)
Ly, = & (1 + H;,G;) — PAuG; (2.19)

Alors I’équation régissant la dynamique de l'observateur (2.10) devient
o&i(t) = (Pidu — RiHi,)&(t) + Liyzi, (t) + Ligziy (t) + Miu(t) (2.20)

ou les matrices M;, L;, et L;,, sont obtenues respectivement & partir de (2.15), (2.16) et (2.19).
D’autre part, en utilisant (2.13) et (2.14) on a :

P (D; F,)=0 (2.21)

ce qui est équivalent a :
GiHi, (D; F, )=—(Di F,) (2.22)

La matrice G, solution de (2.22) existe si et seulement si :
rang (sz( D;, F, )) = rcmg( D; F;, ) (2.23)

Cette condition n’est autre que I’hypothése donnée par 1’égalité (2.9). Dans le cas ou la condition
(2.23) est vérifiée, la solution générale de (2.22) est donnée par :

Gi=—(Di Fy S+ Z(I-%5)) (2.24)
oll Z; est une matrice arbitraire de dimension appropriée et
Si=H, (D F)

Zj est une inverse généralisée de X; vérifiant EiEjEi =3.
Dans ce cas N; devient :

N; = ANi + ZiANi — .QL'HZ‘Q (2.25)
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avec

Ay, = Ay —(Di F, )i H,Ay (2.26)

Ay, = (I-%50)H;,Au (2.27)
Le probléme de synthése de ’observateur décentralisé se réduit alors a trouver une matrice G; qui
satisfait (2.24) et une matrice £; telle que (P;A;; — &;H;,) soit stable. Ce probléme est équivalent
au probléme standard de synthése d’observateurs quand toutes les entrées sont connues. Les
valeurs propres de (P;A; — R;H;,) peuvent étre fixées arbitrairement, par un choix convenable
de £, si et seulement si la paire (P; Ay, H;,) est observable. Si (P;A;;, H;,) ne I'est pas, alors on
peut trouver une matrice K; de facon a assurer la stabilité asymptotique de 'observateur si et

seulement si (P;A;;, H;,) est détectable.

Remarque 5 Si (P;A;i, H;) est observable, alors on a un placement arbitraire des poles par un
choiz judicieuzr de R;. Cette condition peut étre relazée par la détectabilité de la paire (P;A;;, H;).
Donc on peut trouver une matrice R; assurant la stabilité asymptotique de l’observateur si et

seulement si la paire (P; Ay, Hy,) est detectable, dans ce cas, les poles fizes de l'observateur sont
les zeros invariants du systeme.

Les conditions nécessaires et suffisantes de stabilité sont données par le théoréme suivant :

Théoréme 4 [MBDH10] Pour le systeme (2.8), l'observateur (2.10) existe si et seulement si :

i) rang(H;, ( Di Fy, ))=rang( Di Fy, )= d;
AP; — PiA;;
H;

pour le cas discret.

i1) rang ) ni Y AeC, avec Re(\) > 0 pour le cas continu et |\ > 1

Preuve 8 la condition i) est nécessaire pour [’existence de G; et par conséquent de l’observateur,
cela peut se déduire de [’équation (2.23). D’autre part, de (2.22) on peut trouver une matrice K;

telle que (2.17) soit asymptotiquement stable si et seulement si (P;A;;, H;,) est detectable ce qui
conduit @ : _
ran M, — Bidii ) _ n;
g Hl - 7

c’est a dire VYV X € C avec Re(X) > 0 pour le cas continue et || > 1 pour le cas discret,

I,, AG; Mo, — PA; \ AP, — P Ay
rang 0 1 H,, = rang H,,

Ce qui compléete la démonstration.l

Le théoréme suivant donne la condition i) en fonction des zéros invariants du sous-systéme
i.

Théoréme 5 [MBDH10] On suppose que rang (H;, Dy,) = d;, avec Dy, = ( D; F;, ), alors
les conditions suivantes sont équivalentes :
Z) (PZA_” — &sz) est détectable,
AP; — P Aj;
H;
pour le cas discret.

i1) rang > =n; YA € C, avec Re(\) > 0 pour le cas continue et |\ > 1
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2.2. Observateur décentralisé pour les systémes standards

)\Inl - Au Dz Fi2
H; 0 0
et |A| > 1 pour le cas discret.

iii) rang > =n; +d;, Y\ € C, avec Re(\) > 0 pour le cas continue

Preuve 9 Les relations i) et ii) sont équivalentes grace au Théoréme 4. Afin de montrer que
iii) est équivalente a i), définissons les deur matrices :

P 0 I 0
Si=| Dj 0 |.T;= < + + i >,

ou S; est de rang plein colonne et T; une matrice non singuliére et D;{_ est linverse généralisé
K2
de Dy, , alors on a :

M, = Aii Dy, M, — Ay Dy, AP, — PiAi; 0
rang H. 0 = rang |S; 7. 0 T;| = rang 0 I,
’ Z Hig 0

AP; — P A;;

= d; +rang < I
iz

) =d;+n
= rang(Dy,) +n;
ce qui prouve le théoreme.l

L’observateur (2.10) est complétement déterminé si 'on trouve le paramétre Z; (voir équation
(2.24)) .
En effet, il existe deux méthodes pour la determination du paramétre Z; :

1. Soit par placement de pole.
2. Soit par les inégalités matricielles linéaires LMI.

Dans la suite, on ne présentera que la deuxiéme méthode, basée sur les LMI, la premiére
méthode est évidente et ne nécessite pas de démonstration. Par ailleurs, les conditions d’existence
du paramétre Z; tel que l'observateur (2.10) est stable sont données par le théoréme 6. Seul le
cas discret est traité, le cas des systémes a temps continu peut étre calculé de maniére analogue.

Avant d’annoncer nos résultats, on propose de rappeler un lemme trés utile relatif & la réso-
lution de ces inégalités matricielles linéaires. Ce lemme connu sous le nom de lemme de Schur
est trés important pour la suite de ce travail du fait que la majorité de nos résultats repose sur
I'utilisation des LMIs.

Lemme 1 (Lemme de Schur) [BGFB94]
Etant données trois matrices Q, R et S (Q = QT et S = ST'), les deux propositions suivantes
sont équivalentes

(i)

[RQT IS‘] <0 (2.28)
(ii)
S<0etQ-RS!RT <. (2.29)

La matrice Q — RS™'RT est aussi appelée complément de Schur de S. Il faut remarquer
également que l'inégalité peut changer de sens.l
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Le théoréme suivant donne une méthode de calcul de la matrice Z; paramétrant toute les matrices
de 'observateur.

Théoréme 6 [MBDH10a]

Pour le systéme a temps discret (2.8), on suppose que l’hypothése 2 est vérifiée et que la paire
(Pi/_l,-,-,HZ-) soit détectable alors il existe un observateur asymptotiquement stable de la forme
(2.10), s’il existe une matrice symétrique Xi = X;T >0, et deuz matrices Qp, et Qg satisfaisant
linégalité matricielle linéaire (LMI) suivante :

X; AL X + AL 0F, — HTOL

XiAn, + Qz, AN, — Qg Hi, -X, <0 (2.30)

ot Ay, et Ay, sont données respectivement par les équations (2.26) et (2.27) et les matrices Z;

et R; sont données par :

Z, = X Qg (2.31)
R = X', (2.32)

Preuve 10 D’aprés la proposition 2, Uerreur d’estimation relative au systéme discret (2.7) est
donnée par :

€i(t—|—1) = Niei(t)

On peut alors en déduire que la condition nécessaire de stabilité de 'observateur est en fait la
stabilité de N; ou de maniére équivalente la détectabilité de la paire (P;Ay, Hy,) .
Maintenant, on considére la fonction de Lyapunov suivante :

Vi(t) = ef (1) Xieq(t)

ot Xj > 0, on obtient alors

AV, = Vi(t+1) - Vi(t)
_|_

= ef( D)Xe(t+1) — ?(t)Xlel(t)
= elT(t)N X;iN;e;(t) — elT(t) iei(t) (2.33)
= el (t) [N'XiN; — X;] e;(t)

Si AV; < 0, quand e;(t) # 0 alors e;(t) — 0 lorsque t — oo et la condition i) de la
proposition 2 est remplie. De [’équation (2.33), AV; < 0 si

NIXiN; —X; <0
et en utilisant le lemme de Schur [BGFB94] on obtient :

“Xi NTXi ] _
XiN,  —X;

En substitutant N; par sa valeur donnée en (2.25), et en posant Qx, = X8 et Qz, = X2,
on obtient le résultat du théoréme 6.
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La résolution de la LMI (2.30) permet de determiner X;, Qk, et Qz, , d’ot on peut déduire &;
et Z; en utilisant respectivement les relations suivantes :

& = Xy 'O, (2.34)

zZ = X;7'Qy (2.35)

k3

Remarque 6 On peut reconstruire l’observateur global relatif au systéme donné par (2.1) qui
apparait sous la forme suivante :

oE(t) = NE(t) + L1Zy(t) + LaZa(t) + Mu(t) (2.36a)
Xi(t) = &) —G2Z() (2.36b)

ot £(t) € IR™ est Uétat de l'observateur et les matrices N € IR™"™, M € IR™!, L; € IR™™ |
Lo € IR™"™2 et L € IR™ ™2 sont des matrices constantes telles que

Ny O 0 L, 0 0 Ly, 0 0
N = 0 , L1 = 0 , Lo = 0 )
0 Ny 0 Ly, 0 Ly,
M, Gy 0 0
M = : et G = 0
Mn : 0... Gy

Dans ce qui suit, on illustrera les résultats developpés précédemment par deux exemples. Dans
le premier exemple le paramétre Z; est déterminé par placement de péle tandis que dans le
deuxiéme il est déterminé par la formulation LMI. Pour la méthode de placement de pole, les
valeurs des poles sont fixés a —0.015, —0.02 et —0.07.

2.2.3 Exemples numériques

Exemple 1 : Considérons le systéme interconnecté a temps discret décrit par les équations
(2.1) tel que :

1 -1 01 0 OO0 0 2 1 0 00 1
0o -2 02 0 1,0 1 1 0000 1
0 1 -1j0 1 O] 1 O 1 10 00 0
o o o012 0 1}|1 0 O 0100 1
A = $1 0 10 1 0|0 =2 0 ,B=1 0010 |,F=]1
o 2 o001 —-1,0 0 1 0000 0
-1 0 00 -1 0|1 0 O 00 01 1
r1 0o 01 0 O0|-1 =2 0 0000 1
o o 10 2 0|0 1 =2 00 01 0

w
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1 10/0 0 0}]0 0 O
10 0j0 0 0]O0 O O
01 040 0O0j]0 00O
0 0 0|1 0 1/0 0O
0 0 0|0 O 1(0 0 O
00 01 00j0 00O
0 0 0|0 O0Of1 1 O
0 0 0|0 0 O0OJO0O 1T O
00 0/00O0j1 0O

Ce systeme peut étre décomposé en trois sous-systémes interconnectés comme suit :

Le sous-systéme 1 :

o - O

o - O

S O -

S O O

Le sous-systéme 2 :

(
~// I
S O nmz
— — O
— O O
(\
1
I «
N
Q 53
< -
. —
— - O
o~ o
o oo
oo«
— O
S —H O o _
(\
1 .
I & —
Amﬂ. i oo o
- - SN——
-
. o oo I
— o &
[ e )
OHH OO _
NOO o000 oo o
I 1 Il
N A &
< a &

Le sous-systéme 3 :

, —
e ===
O OO N~
— Il
_02
o
o — O -
(\ N
__ — - O
o SN——
o™
< Il
)
/o~ &
O O - -

RS
Co0O oo o
‘I_*lo_l.lo
A o o= O

(

Il
= Il .
< By -~ ~
- aw o o o
- N - N~ —
N I N
o o
[ I
oV ooo
000\|a/
110
| oo oo o
Il Il Il
2 3 7
< . <
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L’observateur décentralisé :
Pour le sous-systéme 1 on obtient :

—0.015 0 0 04787 0 0 O
Ny = 0 —0.02 0 My =1 —-0.1276 0 0 0 |,
0 0 -0.07 0 000
0.0187 —0.0145 —0.1262 -1 0 1
Ly, = 0.0122 —-0.0124 -0.09103 |,G; = 0 0 -1
—0.0033 0.0034  0.08873 1 -1 -1
Pour le sous-systéme 2 on obtient :
—0.015 0 0 0 0222 -0.222 0
Ny = 0 —0.02 0 ,May=1| 0 0208 -0.222 0 |,
0 0 -0.07 0 —0.326 0.666 O
0.0444 0.133 —0.0887 -1 -1 1
Ly, = 0.0416 0.098 —0.0706 | ,Ga2 = 0 -1 0
—0.0652 —0.01044 0.0547 0o 1 -1
Pour le sous-systéme 3 on obtient :
—0.015 0 0 0 0 0 0.0555
N3 = 0 —0.02 0 ,Ms=1 0 0 0 0.00042 |,
0 0 —0.07 0 0 0 0.222
0.118 —0.0405 0.110 -1 0 O
Ls, = 0.021 0.443  —0.000514 | ,Gs3 = 0 -1 0
—0.015 —-0.191 —0.444 0o 0 -1

Les figures 2.1, 2.2 et 2.3 donnent I’évolution des composantes de ’erreur pour les trois sous-
systémes ol on compare les différentes composantes de ’état du systéme global par rapport
aux états estimés et qui sont donnés par 1’observateur décentralisé. Il est clair que la méthode
présentée permet la convergence de 'estimateur décentralisé vers ’état du systéme global.

&)

| €111 110bs |

[erreur &
(o]
T

(o] 20 40 60 80 100
nombre d’échantillons

[erreur &)
(0]
T

o 20 40 60 80 100

nombre d’echantillons
o.1
= €137 237 *130bs

P

z  of
=

—0.1 L L L L
(o] 20 40 60 80 100

nombre d’échantillons

F1G. 2.1 — Les composantes de I'erreur e; relative au ler sous systéme
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- 0.2
T €217X47X210bs
g of
=
—_o0.2 L L L L
(o] 20 40 60 80 100
nombre d’échantillons
o~y 1 j—
™ C227 X5 *550bs
z of
=
—1 . . . .
(o] 20 40 60 80 100
nombre d’échantillons
2 T T T
< €237%6" *230bs
D 1+ -
=]
=
s °r
—1 L L L L
(o] 20 40 60 80 100

nombre d’eéchantillons

F1G. 2.2 — Les composantes de I'erreur e relative au 2éme sous systéme

- 0.5
™ €31=>7" > 3100bs
S of
=
—_o.5 . . . .
(o] 20 40 60 80 100
nombre d’échantillons
—~ 0.5
o ©32=Xg7 X320bs
2 of
=
—_o.5 . . . .
(o] 20 40 60 80 100
nombre d’échantillons
a1 T T T
o3 €337 9" X330bs
s of
=
1 L L L L
(o] 20 40 60 80 100

nombre d’échantillons

F1G. 2.3 — Les composantes de l'erreur es relative au 3 éme sous systéeme

Exemple 2 :
On considére un systéme formé de deux pendules identiques couplés par un ressort de constante
de raideur k£ et soumis & une perturbation w comme le montre la Figure 2.4. Cette perturbation
agit simultanément sur le sous-systéme 1 et sous-systéme 2. On choisit les vecteurs d’état comme
suit :

01(t

21(t) = { elit },@(t)

~— —
I

—
. D
[\
~—~
~

Pour le sous-systéme 1, on obtient le modéle suivant :

a0 = [y e o Ja@+[ 3 Jeor [ @ g e
2(t) = [0 1 ]ai(h)
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Pour le sous-systéme 2, on a :

I P P S I EECRY I PG
»(t) = |1 ()n]l:m(t) "

La position du ressort peut changer en fonction de la longueur [ du pendule et les incertitudes
sur les interconnexions sont présentées en prenant a(t) une fonction du temps comme inconnue
avec a(t)/l € [0,1] (|GS89] , [SS93]). Pour cette simulation, on a considéré les paramétres suivants
[Wu07] :

g/l=1, 1/mi®>=1, k/m=2, a/l =0.5.

F1G. 2.4 — Pendules inverses couplées

Le modéle en temps continu est discrétisé en utilisant I’approximation "forward rectangular"
(fonction ‘bilin’ avec en option ‘FwdRec’ dans Matlab) avec une période T' = 0.001s. on obtient
les modéles & temps discret suivants :

Le sous-systéme 1 :

1 pu—
z1(t+1) [ 05 0 ] x1(t) + [ 1 ]w(t) + { 05 0 ] xo(t)
z1(t) = [ 10 ] x1(t)

Le sous-systéme 2 :

zo(t+1) = [0'5 O]xg(t)—l—[l]w(t)—k[of) O]xl(t)
() = [1 0 ]z()

L’observateur décentralisé :
La résolution de la LMI du théoréme (2.30) permet de déduire les matrices de 'observateur telles
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que :
Pour le sous-systéme 1 on a :
—0.2775 0 0.5 0 0 —0.49
M= [ 0 —0.10]’L12_{0 0]’G1_[—1 0 ]

Pour le sous-systéme 2 on a

—0.2775 0 0.5 0 0 —0.49
Mo = [ 0 —0.10]’L22_[0 o]’GQ_[—1 0 ]

Les Figures 2.5 et 2.6 donnent les résultats de simulations obtenus ot 'on trace les formes
d’onde des composantes des erreurs d’estimation obtenues pour les différents sous-systémes. Sur
les figures 2.5 et 2.6 les états x11, x12, 21 et xoy représentent respectivement 6y, 91, 0 et 02
Les états T11obs, T120bs, T210bs, L220bs SONt respectivement les estimées de x11, T12, To1, T22. La
méthode présentée permet la convergence de ’estimateur décentralisé vers le systéme réel.

| €117>11" > 110bs |

[erreur &
| |
o 0
AN
T T
|

|
0
o

T

I

\
o
®

10 20 30 40 50
nombre d’échantillons

0

12127 120bs

0.05 - -

[erreur &,

—0.05 . . . .
o 10 20 30 40 50

nombre d’échantillons

F1G. 2.5 — Evolution des composante de 'erreur d’estimation du sous systéme 1

0.06 T T T
= —x
21~ 21 “2i1obs

0.04 -

0.02 -

[erreur &

—_0.02 . . . .
(o] 10 20 30 40 50
nombre d’échantillons

—X
22 22 220bs
0.8

0.6 -

0.4 -

[erreur &

0.2 -

(o] 10 20 30 40 50
nombre d’échantillons

F1G. 2.6 — Evolution des composante de 'erreur d’estimation du sous systéme 2
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2.3 Observateur décentralisé pour les systémes singu-
liers

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a ’observation des systémes singuliers de grande dimen-
sion. Comme nous le savons tous, ces systémes représentent un des éléments essentiels dans
notre société. On peut citer a titre d’exemple, les systémes de transport, de communication in-
formatique, les systémes d’énergie, les systémes économique ... C’est pour cela que les problémes
d’estimation de I'état relative a de tels systémes sont soulevés dans ce paragraphe, surtout lorsque
ces états ne sont pas tous accessibles ou n’ont pas pu étre mesurés pour des raisons techniques
et / ou économique.

Dans ce qui suit, on va présenter notre travail relatif a la synthése d’un observateur décen-
tralisé pour les systémes singuliers de grande dimension [MBDH10b|. L’approche proposée est
validée sur un exemple numérique.

2.3.1 Position du probléme

Considérons le systéme singulier de grande dimension composé de IV sous-systémes et décrit
par le modéle suivant :

EocX(t) = AX(t)+ Bu(t) (2.37a)
Z(t) = HX(t) (2.37b)

Ou ox(t) = z(t + 1) pour les systémes a temps discret, ¢t € IN et ox(t) = @(t) pour les systémes
a temps continu, t € IR.

Les vectors X (t) € IR™, u(t) € R' et Z(t) € IR™ sont respectivement 1’état, ’entrée connue et la
mesure connue du systéme.

Les vecteurs X (t) et Z(t) et les matrices A, B et H sont partitionnés de la méme maniére que
celle présentée dans le paragraphe 2.2.1 par les équations (2.2), (2.3) et (2.4). La matrice E est
singuliére réelle constante de dimension appropriée telle que :

EF, 0 ... O
0 B ... 0

= . o (2.38)
0 ... ... Eyn

Le systéme de grande dimension donné par (2.37) peut s’écrire sous la forme de N sous-systémes
interconnectés comme suit :

N
Eial'i(t) = Aiixi(t)—FBiu(t)—i— Z Aijxj(t) (2.39&)
J=1,j#i
5(t) = Hy(t), i€ {1...N} (2.39b)

avec A;; € R™*™ A;; € R™*™ | B; € R™*! H; e R™ ™ et n=nq + ...+ ny. Les vecteurs
x;(t) et z;(t) sont respectivement 1'état du ¢ — eme sous-systéme de dimension n; et sa sortie de
dimension m;.

L’objectif de ce paragraphe est de synthétiser un observateur décentralisé pour chaque sous-
systéme donné par (2.39) qui satisfait les performances globales obtenues avec les observateurs
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centralisés. En effet, pour résoudre le probléme de l'estimation décentralisée, on va considérer
que les interconnections du sous-systéme i avec les sous-systémes j € {1 ... N} et j # i, sont
inconnues. Le systéme (2.39) peut s’écrire de la forme suivante :

Eioxi(t) = Auzi(t) + Biu(t) + Divi(t) (2.40a)
Zi(t) = Hi;ci(t), 1€ {1 . N} (2.40b)
Di = [ Ail Ai(i—l) Ai(i-l-l) AiN ]
vt) = [a®T ... zia@T w0 o oan@T )"

Le but de ce travail est de synthétiser un observateur complétement décentralisé pour chaque
sou-systéme ¢ qui converge vers ’état du systémes global. Pour cela on introduit les hypothéses
suivantes :

Hypothése 3 Pour le systeme global on suppose que la matrice [ fl ] est de rang plein colonne.
N . . s Ji Jo
sous cette hypotheése, il existe une matrice non singuliére J telle que : J = Ie et
3 J4
JsE+J H = 0 (2.42)

Hypothése 4 Pour le systéeme décentralisé, on suppose que les matrices [ ‘ } sont de rangs

H;
pleins colonnes.

Sous cette hypothése, il existe une matrice non singuliére J; telle que : J; = [ T i ] et

Jis

JisE; + JuH; = 0 (2.44)

Les deux hypothéses (3) et (4) ne sont pas restrictives, elles respectivement sont liées a 1’obser-

vabilité du systéme global donné par (2.37) et aux sous-systémes décentralisés donnés par (2.40).
On introduit également le lemme suivant qui nous sera utile dans la suite de ce travail

Lemme 2 Soient X une matrice de dimension m xn etY une matrice de dimension n X p alors
rang (XY) =rang (Y), si et seulement si

X JR—
rang |y yy+ | =0

On présentera en premier lieu la synthése d’observateur pour le systéme global, puis on enchainera
par 'observateur décentralisé.
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2.3.2 Observateur global pour les systémes interconnectés

L’observateur global relatif au systéme (2.37) :

{ o&(t) NE() + Mu(t) +TZ(t)
X)) = &)+ (L - KJ)Z(t)

(2.45)

ot X est lestimée X , & est le vecteur d’état de l'observateur, les matrices N, M, I' et K
sont inconnues de dimensions appropriées et qui seront déterminées telle que lerreur e(t) =
X (t) — X(t) soit non biaisée, (i.e sa dynamique est indépendante explicitement de u(t) et X (¢),
et converge vers zero quand ¢ — 00).

Dans la suite, on présente la Proposition 3 qui donne les conditions d’existence et de stabilité de
I'observateur (2.45) sous I’hypothése 3.

Proposition 3 Sous I’hypothése 3, le systéme (2.45) est asymptotiquement stable (i.e : tlilgo X(t)—
X(t)=0) si:
i) N est stable.
i) WA - NUE—TH =0
iii) OB — M =0
avec U = (J; — K J3)

Preuve 11 Soit e(t) = X(t) — X(t) Uerreur entre Uétat réel et 'état estimé, en utilisant la
matrice J définie par les relations (2.41 — 2.42), on obtient ’erreur de l’estimation suivante :

e(t) = (J1—KJ3)EX(t) —£(t) (2.46)
sa dynamique est donnée par :

oe(t) = (J1— KJ3)EoX(t) — o&(t)
= (J1 — KJ3)(AX(t) + Bu(t)) — N¢(t) — Mu(t) — T Z(t)
— Ne(t)+ (VA — NUE — TH)X(t) + (UB — M)u(t) (2.47)

L’erreur e(t) est indépendante de X (t) et u(t) si

(VA— NUVE-TH) =0 (2.48)
UB—M=0 (2.49)

Dans ce cas tlim e(t) = 0 si et seulement la matrice N est stable, ce qui correspond a la condition
— 00

i), ce qui compléte la démonstration.l
Maintenant, pour résoudre les équations i) et iii) de la proposition 3, sous I’hypothése 3, et en

utilisant la matrice J définie par les relations (2.41 — 2.42) et I’expression de ¥, on peut réécrire
I'équation (2.48) de la maniére suivante :

JIA— KJsA— NJJE — LH =0 (2.50)
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avec L=NKJy+1T.
L’équation (2.50) peut s’écrire de la facon suivante :

YL =0 (2.51)
L E
oY =[N K L], S=| JsA |etQ=JA
H

Sous I'hypothése 3, il existe une solution & (2.51), si et seulement si

rang [?2] — rang (%) (2.52)

En utilisant I'expression de J et les relations donnée par (2.41) et (2.42) , on obtient

[ LW E I—JH
rang(¥X) = rang | J3A | =rang | J3A
o H
(1, 0 —J3 I,
= rang |0 I O J3A| =n
o0 I ||H

ce qui garantie que (2.51) a une solution donnée par
Y =¥t - Z(I - %) (2.53)

oll Z est une matrice arbitraire de dimension appropriée et 1 est une inverse généralisé de X
qui satisfait XXTY = .
Ainsi on peut déduire les matrices N, K, L, M et I' comme suit :

I
N = [t -ZI -3 ]| 0 (2.54)
L 0 -
F o0
K = [t -ZUI-3x%) ] | I (2.55)
L 0 -
F o
L = [t —ZI -3 ]| 0 (2.56)
L I -
I' = L-NKJ, (2.57)
M = UB (2.58)

La stabilité de 'observateur est garantie par le théoréme suivant :

Théoréme 7 [MBDH10b] Sous l'hypothése 3, le systéme (2.45) est un observateur asymptotique
au systeme (2.39) si et seulement si VA € C , Re(A) > 0 pour le cas continue et |\ > 1 pour le
cas discret on a :

AE =4 } =n, (2.59)

rang [ I
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Preuve 12 De l’équation (2.50) on peut déduire que la matrice N s’écrit comme suit :

N = 3+86

§ = J1A

& =[G P]

P = N(o—GJy)-T
[ -5A

o = | '

Dans ce cas, la matrice N est stable si la paire (&,F) est detectable [Kail80] et [Kuc91], ce qui
est equivalent a :
Pour tout A\ € C, avec Re(X) > 0 pour le cas continue et |\ > 1 pour le cas discret, on a

mng[)\lgs} =n

Maintenant, on doit montrer que la détectabilité de la paire (&,F) est équivalente a la condition
(2.59). Cela peut étre obtenu grice a la l’égalité suivante :

\E— A AE— A
rang I = rang AH
il
[ J Je 0 AE— A
= rang | J3 Jy O AH
L 0 0 I H
[ A — J A
= rang —J3A
i H
= ran A -3
= g i 6
ce qui prouve le théoreme.l
2.3.3 Observateur décentralisé
On considére le systéme suivant :
Ugi(t) = N@f@(t) + Mlu(t) + Fizi(t) (2.60&)
i‘z(t) = gz(t) + (Jig — GiJM)Zi(t) (2.60b)

ou Z; est 'estimée de z;, & est le vecteur d’état de l'observateur. Le systéme (2.60) est un
observateur asymptotique pour le systéme (2.40) si tlim (xi(t) — z;i(t)) = 0. Le probléme de
— 00
I’observateur décentralisé revient a determiner les matrices IN;, M;, I'; et G; telle que tlim (zi(t)—
—00

zi(t)) = 0. Les matrices Jj2 et J;3 sont données par les relations (2.43) et (2.44).
La proposition suivante donne les conditions qui garantissent la convergence de l’erreur d’es-
timation x;(t) — Z;(t).
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Proposition 4 Sous l’hypothése 4, le systeme (2.60) est un observateur asymptotique pour le
systéme (2.40). i.e : tlim xi(t) —zi(t) =0 si :
—0Q

1) N; est une matrice stable .

)
iii) WU;D; =0
iv) U;B; — M; =0

o V; = Ji1 — G;Ji3

Preuve 13 Soit e;(t) = zi(t) — Zi(t) Uerreur d’estimation donnée par :
ei(t) = (Ji — GiJiz)Ewi(t) — &(1) (2.61)
sa dynamique est donnée par :
oei(t) = (Ja—GiJi)Eioxi(t) — o&(t)
= (Jil — GzJ13)(A“J?Z(t) + Bzu(k) + Divi(t)) — Nz&(t) — Mlu(t) — Fizi(t)
= Niei(t) + (‘I&Am — N,V F; — FlHl)l'l(t) + (\Ilel — Mz)u(t) + \I/Z'Dﬂ}i(t) (2.62)
avec \Ifi = (Jil — G1J23)

Dans ce cas, Uerreur d’estimation e;(t) est indépendante de x;(t), u(t) et des interconnexions
mconnues st :

WAy — NU,E; —T:H;, = 0 (2.63)
U,D; = (2.64)
U,B;—M; = 0 (2.65)

donc tlim e;(t) =0 si N; est une matrice stable.l
—00

La syntheése de 'observateur (2.60) est réduite a trouver les matrices N;, M;, I'; and G; telles
que (2.63) — (2.64) et (2.65) soient satisfaites et IV; est stable.
Maintenant, en utilisant ’expression des matrices J; et U;, les relations (2.63) et (2.64) peuvent
s’écrire :

Ni+ GiJisAii + LiH; = JinAg

(Jio — GiJiz)D; = 0

et L; = —(N/L(J/LQ — Gsz4) =+ Fl)
Cette expression est équivalente & la forme compacte suivante :

Y% = O (2.66)
I 0
on:Yi=[ Ny G L |,%=| JsAu JisDi | ,Qi=[JaAu JaDi].
H; 0

Les conditions nécessaires et suffisantes pour 'existence d’une solution a (2.66) sont données
par le lemme suivant :
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Lemme 3 [MBDH10b] Sous ’hypothése donnée par (4), il existe une solution a (2.66) si et

seulement si
E; Di| _ _
rang |:-HZ 0 ] =n; + rang(D;) (2.67)

Preuve 14 La condition nécessaire et suffisante pour ['ezistence d’une solution a (2.66) est
>
rang | | = rang (3;) + rang(D;) = n; + rang(D;) (2.68)
K3
ou de maniére équivalente

et en utilisant I’Hypothése 4 et la Définition de la matrice J; on aura :

E; D] Ja Ju)| [Ei Di
rang HZ 0 = rang Jz JZ H@ 0
= rang |:é :?;g{| =n,; + rangJigDi

D’autre part, on a

aDil g Jin Jig| | D;
JisD; Jiz  J; 0
= rang(D;)

rang(JisD;) = rang [J' D

ce qui prouve le lemme.l

Sous 'Hypothése 4 et la condition (2.67), une solution générale a (2.66) peut étre donnée par :
Y, = 5t — Z,(I - 5,5)

ol les Z; sont des matrices arbitraires de dimensions appropriées. Comme pour le cas des systémes
non singuliers, ces matrices seront déterminées ultérieurement par placement de poéle, puis par
LMI.

On définit maintenant les matrices suivantes :

I I 0 0
A =03 [0 [,Bu=I-S3"]0|,Ane=03"|1|,Bea=I-53")|1],
0 0 0 0
(0] 0
Az = QZ-Zf 0 |,et Big=({— EZ-ET) 0 |, alors les matrices N;, K;, L;, I'; et M; sont
| 1 I
données par :
N, = Ay - Z2Ba (2.69)
Gi = A2 —Z;Bj (2.70)
L; = A;3— Z,Bis (2.71)
I = Li+ (Ni(Jio — GiJi) (2.72)
M; = ;B (2.73)

La stabilité de 'observateur est garantie par le théoréme suivant :
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Théoréme 8 [MBDH10b] Sous I’Hypothése 4 et la condition (2.67), le systéme (2.60) est un
observateur asymptotique pour le systéme (2.40) si et seulement si YA € C, avec Re(\) > 0 pour
le cas continu et |\ > 1 pour le cas discret

rang |: AE}_; A; _(l))i ] =n; + rangD; (2.74)
(2

Preuve 15 De la relation (2.69) on peut voir que N; est stable si est seulement si la paire

AL =B ]):ni,VAe(C, A > 1.

Aqn
D’autre part de (2.74), pour tout A € C , avec Re(\) > 0 pour le cas continue et |\ > 1 pour
le cas discret, on a :

(Bi1, Aj1) est detectable, i.e rang([

\E — A —D; [ \E; — Ay —D;
rang ZH- w 0 ¢ ] = rang AH; 0
! H; 0
= rang | Jiz Jiu O AH; 0
0 o0 I H 0
M = Jn Ay —JuD;
= rang | —JiAs  —JisD;
o 0
AT 0] = [JudAu JaDi]
= rang —JizAi; —JizD;
I H; 0
- 0,
= rang |AX; — | 0 (2.75)
0

comme Qizf& = ; et en utilisant le Lemme 2 on a :

O,
QZ ! +
rang [A¥; — | 0 = rang AL 8 > >
0 I-%,5F
= rang(%;)
= n; +rang(D;) (2.76)

|
2.3.4 Exemple numérique

On considére le systéme de grande dimension a temps discret régi par les équations (2.37) ou
E, A, B et H sont données par :
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1 0 0{0 O 0|0 O 07 r1 -1 0|1 O 0 0 0 2 7
01 0{0 0 0|0 O O 0O -2 012 0 1 0 1 1
0 00|00 O[O0 0O 0 1 —-1(0 1 0 1 0 1
0 00|1 0 0[O0 0 O 0 0 02 O 1 1 0 0
E=]100 0{0 1 0|0 0 O0|A= 1 0 110 1 0 0 -2 0
0 00|00 O[O0 0O 0 2 0j0 1 —-1,0 0 1
0 00j0OO0O0O|1 0O -1 0 00 -1 0 1 0 0
0 0 0|0 O 0|0 1 O 1 0 0|1 0 0|]-1 -2 0
L0 0 0{0 O 0|0 O O] L O 0 110 2 0 0 1 -2 ]
1 0 0 07 1 0 1{0 0 0]0 0 07
0 00O 00 1{0 0 0|0 O O
1 000 1 0 0/0 O 0|0 O O
0100 0 0 0|1 0 0/0 0 O
B=|001O0|,H=|(0 000 0 1/0 0 O
0 00O 0 0 0{1 0 1{0 0O
0 001 0 0 0j/0 0 O0O|1 01
0 0 0O 00 0|0 O 0|0 O 1
L0 0 0 1] L0 0 0{0 O 0|1 O O]
Ce systeme est composé de trois sous-systémes interconnectés tels que :
Pour le sous-systéme 1 :
[1 0 0] 1 -1 0 1 00
B, = 01 0f,Ar=0 -2 0 , Alo=12 0 1 |,
L0 0 0 | o 1 -1 010
[0 0 2] 1 0 0 O 1 01
A13 = 01 1 s B1 = 00 0 O et H1 = 0 0 1
|1 0 1| 1 0 00 1 00
Pour ce sous-systéme on a :
[ 04 0 0 0.2 -0.2 04
Ji = 0 1 0 |,J12= 0 0 0 ,
| 0.2 0 0 04 06 -0.2
[ —04 0 -06 0.47 —-0.47 —0.053
Jiz = 02 0 =077 |,Juu= —-04 0.4 0.2
| 0.6 0 0.16 —-0.12 0.12 0.74

Dans ce cas, les matrices Z; sont déterminées par placement de pole, ces poles sont fixés & —0.015,
—0.070 et —0.001. En utilisant les résultats de la section 2.3, on obtient :

[ —0.015 0 0 0.088 0 0 0
Ny = 0  -0070 0 , My =] —0.022 0 0 0 |,
0 0 —0.001 | —0.111 0 0 0
—0.068 —0.088 —0.090 1.999 —0.999 2
r, = | —0119 0060 0176 |, G;= 0 1 -1
| —0.116  0.111  0.272 —0.999 1.999 -2
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Pour le sous-systéme 2 :
1. 0 0 2 0 1 0 00
Ey, = 01 0|,A»=]101 0 |,A;=(10 1],
|0 0 0 01 -1 0 20
1 0 0 0100 100
Ao = 0 =2 0|,Bs=|0010}|,Hs=|0 01
|0 0 1 0 00O 1 01
La matrice Jo est définie par :
[ 04 0 O 0.4 —-0.2 0.2
Jog = 0 1 0], Jo= 0 0 0o |,
| —02 0 0 -0.2 06 04
[ —0.61 0 0.16 0.74 0.12 —-0.12
Jog = 02 0 =077 |, Juu= 0.2 0.4 —-0.4
| —0.41 0 -0.61 —0.053 —0.47 0.47
Les paramétres de ’observateur sont donnés par :
[ —0.015 0 0 ] 0 —0.044 0 0
Ny = 0 —0.070 0 , Moo= 10 0 0.044 0 |,
|0 0 —0.001 | 0 0.09 -0.133 0
[ —0.046 —0.048 0.110 1 0 0
ry = 0.208 0.026 —-0.115 |, Go=| =1 1 —-0.999
| —0.259 -0.129 0.173 0 O 2
Pour le sous-systéme 3 :
[1 0 0 1 0 O -1 0 0
By = 01 0|, A33=|-1 =2 0 |, Ag1 = 1 0 0],
[ 0 0 0 0o 1 =2 0 01
[0 -1 0 0001 1 01
Az = 1 0 0|,B3=]000O0]|,H3=1]00 1
0 2 0 0 001 100
[ 04 0 O 0.2 —0.2 04
J31 = 0 1 0|,Js= 0 0 0 )
| 02 0 0 04 06 —0.2
[ —0.41 0 —0.61 0.47  —0.47 —0.053 ]
J3z = 0.2 0 =077 |,J3q = —-0.4 0.4 0.2
| —0.61 0 0.16 —0.126 0.126  0.74
Les paramétres de ’observateur sont :
[ —0.015 0 0 0 0 0 0.666 ]
N3 = 0 —0.070 0 , Ms= |0 0 0 —-0.666 |,
0 0 —0.01 0 0 0 —0.999 |
[ 0.527  0.388  0.222 0999 0 1
Iy = —0.526 —0.388 —0.222 [, Gs=| —0.999 0 -1
| 0.947  0.444  0.555 0 1 1
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2.3. Observateur décentralisé pour les systémes singuliers

La figure 2.9 trace I’évolution de l'erreur entre les différentes composantes de ’état du systéme
global et de I’état estimé moyennant l'observateur décentralisé. On remarque bien qu’il y a
convergence de l'erreur vers 0.
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2.4 Filtrage H,, des systémes singuliers de grande di-
mension

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au probléme de filtrage H,, des grands systémes sujets a
des perturbations a énergie finie. Pour cela on considére que I’'Hypotheése 4 citée dans la section
précédente est vérifiée. Mais avant d’aborder ce volet, on introduit quelques résultats prélimi-
naires dont on aura besoin pour la suite de ce chapitre.

2.4.1 Reésultats préliminaires

Avant de commencer ce chapitre, nous donnons ici quelques définitions et un rappel qui nous
seront utile dans la suite.
Considérons le systéme LTI décrit par

ox(t) = Ax(t)+ Bw(t) (2.77a)
z = Huz(t)+ Dw(t) (2.77Db)
ou z(t) est le vecteur d’état, z(t), le vecteur de sortie et w(t) celui de 'entrée.

Définition 7 (Norme H,,) [Fra87]
La norme Hoo du systéme (2.77), stable ou instable, est définie par

|G|l := sup /\mam(ﬁ(jw)@T(_jw)) (2.78)

welR

ot &(s)=[ A, B, H, D | estla matrice de transfert &(s) = H(sI — A)"'B+ D.
Dans le cas ot le systéme (2.77) est continu et n’a pas de pole sur l’axe imaginaire, avec Az
la valeur propre du module mazimale de (&(jw)ST (—jw)), on peut écrire :

™

18 ]|0c == Sup o (& (exp(j0)) " (exp(—0))) (2.79)

Dans le cas ou le systéme (2.77) est discret et n’a pas de pole sur le cercle unité, on utilise & est
la valeur singuliére mazimale de (& (exp(j0)) &1 (exp(—30))).

Définition 8 (Energie d’un signal) L’énergie €y d’un signal w(t) est l'intégrale de sa puis-
sance, et elle est donnée par

&= [ uto)Pa (2.80)

La norme H,, d’une fonction de transfert représente le maximum sur toute la bande de
fréquence de la valeur singuliére maximale (o) de la réponse fréquentielle du systéme considéreé.
Elle est recommandée pour traiter les problémes de robustesse.

Que le systéme soit stable ou instable, la norme Hy, est définie par (2.78), tant que le

1

systéme ne posséde pas de poles sur 'axe imaginaire. En effet, Hﬁ”oo = |ls=gllec = 1, tandis

que H%HOO = oo. Toutefois, pour une entrée bornée, le systéme 5-1%1 posséde une sortie bornée, ce
qui n’est pas vrai pour le systéme i Il est donc nécessaire de définir le gain Lo.
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Définition 9 (Gain Ly) |[GNLC93|
Si le systeme (2.77) est asymptotiquement stable, alors, w(t) € Lo implique z(t) € Lo et,
pour x(0) =0, le gain Lo du systéeme (2.77) est donné par

12l
1Glloo = , [lwll2 #0 (2.81)
weLs |[wll2
dans le cas continu et par
Z||2
1Gloe = sup 1202y, 0 (2.82)
weLs [lwll2

dans le cas discret.

La notion de gain Lo est utile pour quantifier la facon dont le systéme rejette les perturbations
externes. En effet, il sert & mesurer la quantité d’énergie transmise par le systéme.

Remarque 7 (Norme H., et gain Lo) La relation (2.81) peut étre vue comme un gain sur
les signauz (la norme Lo d’un signal temporel est la méme que la norme Lo de la transformée
de Laplace de ce méme signal). Ainsi, pour un systéme stable, la norme Hy, de la fonction de
transfert est la norme induite Lo de ['opérateur d’entrée-sortie associ€ au systéme, c’est donc le
gain Lo du systéme.

Considérons maintenant le systéme singulier suivant :
Eox(t) = Ax(t)+ Bw(t) (2.83a)
z(t) = Hux(t) (2.83b)

ot oz(t) = x(t + 1) pour les systémes discrets, t € IN et ox(t) = &(t) pour les systémes a
temps continu, ¢t € IR.

Dans ce qui suit, on utilisera le symbole E- pour désigner une matrice E vérifiant ELEL" >0
E1E = 0. Lorsque F est de rang plein alors E+ = 0.

Pour w(t) =0 on a:

Définition 10 Le systéme donné par (2.83) est dit régulier ou la paire (E, A) est dite réguliére
s’il existe A € C tel que det(AE — A) est différent de zero.

Définition 11 Le systéme donné par (2.83) ou la paire (E, A) est sans impulsions pour le cas
continu (causal pour le cas discret) s’il existe A € C tel que deg(det(\E — A)) = rang(F).

Définition 12 Le systéme (2.83) est dit admissible, (ou encore la paire (E, A) est dite admis-
sible) sl est régulier, sans impulsions et stable (régulier, causal et stable pour le cas discret).

Dans la suite de ce travail on va considérer pour le systéme a temps continu, l'indice de
performance Hy J. qui est donné par :

o0
T = [T ®2(0) -2 (@) w(e)ds
0
Pour un v > 0 donné. On considére entre autre les lemmes suivants

Lemme 4 [MK0S97
Pour les systémes a temps continu de la forme (2.83) : la paire (E,A) est admissible si et
seulement s’il existe une matrice non singuliere P telle que :
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i) ETP=PTE >0
ii) ATP+PTA <.

Lemme 5 [MKO0OS97
Pour les systémes a temps continu de la forme (2.83) : la paire (E, A) est admissible et | T(\) =

H(\E — A)7'Blloo < v si et seulement s’il existe une matrice P € IR™ ™ telle que :
i) ETP=PTE >0
ii) A"P+PTA+H"H + ZPTBB'P < 0.

Lemme 6 [M0OS98/
Pour les systéemes a temps continu de la forme (2.83) le critére Hyo, JS, < 0 est satisfait pour
un v. > 0 si et seulement si il existe une matrice symétrique Pe = Pl > 0 telle que la LMI
suivante est vérifiée :
-P.A-ATP, P.B  HT
BTP, vI — =DT | >0 (2.84)
H -D Vel

Lemme 7 [MOS98/
Pour les systémes a temps discret de la forme (2.83), le critére Hoo JS, < 0 est satisfait pour un
ve > 0 si et seulement si il existe une matrice symétrique Pq = Pq’ > 0 telle que

P4 0 P4yA P4B
0 val H D
ATP,  HT P, 0 >0 (2.85)
BTpy DT 0 ~val

Pour les systémes & temps discret, 'indice .J,,, de performance H,, est donné par :

[e.9]

Jow = (27 (1) 2 (8) = y*w () w (1))

t=0

Pour les systémes singuliers on aura besoin du lemme suivant [ZXS08| :

Lemme 8 [ZXS08]

On considére le systéme discret singulier donné par (2.83). La paire (E, A) est admissible et la
matrice de transfert Ty, (\) = H(AE — A)"'B est a norme Hoo bornée par un réel positf v (i.e.
| Towlloo < ), si et seulement s’il existe une matrice definie positive P et une matrice symétrique
S telles que :

b1 Pro
<0
[ oy By ]

ou

oy = AT(P - EYTSEYNA-ETPE+HTH
d, = AT(P-ETSENB
®yy = —~*I+BT(P - ETSEY)B
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2.4. Filtrage Hy, des systémes singuliers de grande dimension

2.4.2 Position du probléme

On considére le systéme de grande dimension composé de N sous-systémes interconnectés et
décrit par les équations suivantes

EoX(t) = AX(t)+ Bu(t)+ Fuw(t) (2.86a)
Z(t) = HX(t)+ Rw(t) (2.86b)
Les X (t) € IR", u(t) € R! et Z(k) € IR™ sont respectivement les vecteurs d’état, d’entrée connue

et de la sortie mesurée. w (t) € IR? est la perturbation & énergie finie associée au systéme
Les vecteurs X (t) et Z(t) sont partitionnés comme suit :

I (t) Z1 (t)
X(t) _ xg.(t) ,Z(t) _ ZQ.(t)
xn(t) Zn (1)

Les matrices A, B, H, F' et R sont réelles de dimensions appropriées dont la partition est donnée
par (2.3) et (2.4) quand a la partition de la matrice E, elle est donnée par (2.38) (E bloc diagonal).
Le systéme (2.86) peut s’écrire comme l'interconnection de N sous-systémes comme suit :

EiO'CCZ' (t) = AllIZ(t) + Blu(t) + Dﬂ)i(t) + Flw(t) (287&)
%(t) = Hizi(t) + Raw(t), i € {1...N} (2.87b)

Di = [Ain .. Aoy Ay oo Aiv | (2.88)
wut) = [a®T ... 2@ w2 o oan@T )" (2.89)

avec Ay € IRniXm, Aij S IRnixnj, B, € IRnin , H; € IR™i*™ et p = ny+...+ny.
Les vecteurs x;(t) et z(t) sont I'état et la sortie du sous-systéme i.
Dans cette partie, on suppose que I’hypothése 4 citée précédemment est vérifiée.

2.4.3 Filtrage H., décentralisé

Pour le systéme (2.87), on propose le filtre suivant :

:iz(t) = fz(t) + (JZ'Q — GiJi4)Zi(t) (290b)
ou z; est 'estimée de x; et &; est le vecteur d’état du filtre. Le probléme de la synthése du filtre

décentralisé consiste & déterminer les matrices IN;, M;, I'; et G; telles que erreur d’estimation
satisfait ltlim (xi(t) —z4(t)) =0, quand w (t) = 0 et |le; (t)|ly < vi [Jw (t)]l5, quand w (t) # 0 avec
—00

ei(t) = xz(t) — fl(t)
Sous I'hypothése 4, et en utilisant la definition de la matrice J; et les relations (2.43) et (2.44),
lerreur d’estimation e;(t) = x;(t) — Z;(t) est donnée par :

ei(t) = (Ji1 — GZJH)EZ‘TZ(t) — gl(t) — (Jig — GiJM)Riw(t) (2.91)
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Chapitre 2. Observateur décentralisé des systémes de grande dimension a interconnezrions inconnues

sa dynamique est donnée par :

+ (\I}Z.FZ + NZ(JZQ - GlJM)RZ)’UJ(t) - Flew(t) - (JZQ - GiJu)RiO'w(t) (292)
ol \I/i = (Jz’l — szlg)
La synthése du filtre est réduite a determiner les matrices N;, M;, I'; et G; telles que le
systéme (2.90) soit stable pour w (t) = 0 et ||e; (¢)|ly < vi|lw (t)][5

De I’équation (2.92), on peut déduire la proposition suivante qui donne les conditions d’existence
et de stabilité du filtre (2.90) pour w (¢) = 0.

Proposition 5 Le systéme (2.90) est un filtre asymptotique i.e. : tlim (xi(t)—7;(t)) = 0, lorsque
—00
w(t)=0 si:
i) N; est stable.

i1) ’équation de Sylvester généralisée suivante est satisfaite :

YAy — NV E; —T'iH; =0,
sous la contrainte W;D; = 0.
ii1) V;B; — M; =0, ou V; = (J;i1 — GiJi3).

Remarque 8 La condition ii) est équivalente a la forme compacte suivante

VS, = Q (2.93)
ou :
I 0
Vi=[ N Gi Li |,%i=| JsAu JsDi |, Q= JadAu JaD; |
H; 0
et

Li = —=(Ni(Jiz — GiJia) + 1), V;B; = M;.

Les conditions d’existence de la solution & (2.93) ont été déja discutées dans le paragraphe
2.3.3, elles sont données par le Lemme 3, quand & la stabilité elle est donnée par le Théoréme 8.
Donc sous 'Hypothése 4, les conditions du Lemme 3 et celles du Théoréme 8, la solution générale
a (2.93) est donnée par :

[N Gi L | =% — Z,(I-%,5)) (2.94)

ol Z; sont des matrices arbitraire de dimensions appropriées et X est I'inverse généralisée de
qui satisfait EXTY = ¥,
De (2.94), on peut déduire N;, G;, L;, I'; et M; :

Ni = Ap - Z By (2.95)
Gi = Aj— 2 Bi (2.96)
Li = Aiz—Z; B3 (2.97)
Ty = —(Li+ (Ni(Jio — GiJia)) (2.98)
M; = (Jiy — GiJi3)B; (2.99)
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2.4. Filtrage Hy, des systémes singuliers de grande dimension

ou :
A = Q% (2.100)
Bi = ([-%2)) (2.101)
Aip = Q% (2.102)
Bz = (I-%2)) (2.103)
Az = Q% (2.104)
Bis = (I-%X%)) (2.105)

La dynamique de l'erreur (2.92) devient alors :

067;<t) = Niei(t) + in(t) + Viaw(t) (2.106)
ou
U = ay —Zif (2.107)
Vi = iy, — Zibi, (2.108)
0
@iy = Jiy BB | T F (2.109)
R;
0
ai, = —JpRi+ QX | iR (2.110)
0
[0
O = I=%%) | JiF; (2.111)
| R
[0
et Bi, = (I-%%)| JiRi (2.112)
0

Remarque 9 Beaucoup de travauz, qui s’adressent au probléme de la dynamique de [’erreur
qui depend de la dérivée de la perturbation ow(t), ont pu résoudre ce probleme en introduisant
une contrainte additionnelle ou en utilisant un autre type de filtre tel que le filtre de Kalman,
([Bas92]...). Mais, ce filtre nécessite la connaissance préalable des propriétés statiques du bruit.
Ici, et afin de contourner le probléme de l'apparition de la dérivée de la perturbation dans la
dynamique de l’erreur, on propose une autre méthode qui consiste o réécrire cette dynamique
sous une forme singuliére.

En effet, I'équation (2.106) est équivalente & :

Eiaxi(t) = Aixi(t)+8iw(t) (2.113&)
eil(t) = Cixi(t) (2.113b)
& = [é _Vi] (2.114)
A = [JBQ ij}} (2.115)
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B = ?_ ] (2.116)
G = [I 0] (2.117)
o | e

xi(t) = ) } (2.118)

avec e;(t) est U'erreur d’estimation et 7;(¢) est un état fictif tel que n;(t) = w;(t).

Dans ce qui suit on va utiliser les résultats précédents pour définir le filtre H,, pour les cas
discrets et continus. On utilisera les notations Z;, et Z;, comme suit :

- Z;. = Z;, pour le cas continu et

— Z;q = Z; pour le cas discret.

2.4.4 Le filtre H,, décentralisé : cas continu

Dans ce paragraphe, on représente le Théoréme 9 qui donne les solutions du filtre Ho, dé-
centralisé pour les systémes & temps continu :

szz<t) = Au.%'z(t) + Blu(t) -+ Fivi(t) + Diw(t) (2.119&)
Zz(t) = Hz$z<t) + Riw(t), 1 € {1 ... N} (2.119b)
Théoréme 9 [MBDH10c| Sous l’hypothése 4 , il existe un paramétre Z; tel que le filtre :
&) = Ni&(t) + Myu(t) + Tyizi(t)
zi(t) = &)+ (Jig — GiJia)zi(t)

soit non biaisé et permet de résoudre le probleme du filtrage Hyo pour le systéme singulier (2.119),
st et seulement s’il existe deur matrices définies positives Pi1¢ et Pi2¢ et une matrice 1z, telles
que les inégalités matricielles linéaires suivantes soit satisfaites :

1)
P ¢ P;;°0;” ] _ [ P;: ¢ P;;°0;” >0
O;Pi1¢ —OiPi1°asn —abPin® —alLPj0; | ~
2)
(1,1) (1,2) —Piufape I
(1,2)7 (2,2) P;»° 0 <0
(=Pirain)  (Pi2)T -1 0
I 0 0 —v1
ou
(1, 1) = A’-lIl‘Pilc — BEQEZC + Pichil — QZiCBil
1,2) = —AfPi‘ai — BiQY qio + Pirain — Qz, B + Pirais
(2,2) = —pPuo, + a0z, 8, + (—ahPin‘as + apQz,6,)" — 2Pi°
avec

Bi = (I-3u,06)) Ba
B, = (I—0Bu6;)6
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2.4. Filtrage Hy, des systémes singuliers de grande dimension

et Qz. = Pi1°Zi. avec Z;. vérifiant
Zie = Zie(I — Bi2B) (2.120)

Preuve 16 Pour powvoir étudier le systéme (2.113), il faut que la matrice & soit indépendante
du parametre Z;. . Cela peut s’obtenir en choisissant la matrice gain de l’observateur comme
sutt :

Zie = Zie(I — BiaB3) (2.121)
Dans Cce cas, on aura :

N, = Ay —ZiBa

U = oy — Zicfy
Vi = aiz
Bii = (I-03.,06)) Ba

/B’Lj = ([ - 51251—;)611

En utilisant les résultats du Lemme 4 pour les systémes singuliers a temps continu, le critere
H est satisfait s’il existe une matrice définie positive Pi¢ telle que :

E'P¢ = P, >0 (2.122)
- 1
.AZTPiC + PiA; + CzTCZ + ?XIBZBZTXI <0 (2.123)

et en appliquant le lemme de Schur [BGFB94] a l'inégalité (2.123), on obtient :

.A;TFPiC +Pi¢A; P;i°B; CiT

(P°B;)T —I 0 <0
C; 0 —~I

On pose maintenant

P;¢ Pjuc0;i”

. —
Pi O;P;1¢ Pji° ’

(2.124)

ot Pi1¢ et Pio€ sont des matrices définies positive a déterminer et O; = —ag;.

Notons que la matrice Pi¢ n’est pas diagonale, la structure diagonale trés utilisée dans la
littérature est conservative. On relaze cette condition en optant pour la structure non diagonale.

En remplagant les matrices & A;, B;, C; et Pi¢ par leurs expressions respectivement en
(2.114), (2.115), (2.116), (2.117) et (2.124) et en posant ot Qz,. = Pi1°Z;. on obtient les LMIs
du théoreme 9. B

2.4.5 Le filtre H,, décentralisé : cas des systémes discrets

De cette partie, on va développer la synthése du filtre H,, pour les systémes a temps discret
donné par (2.87), elle est donnée par le théoréme suivant :
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Théoréme 10 [MBDH10c|
Sous Uhypothése 4, il existe une matrice parameétre Z;q telle que le filtre :

Gt+1) = Ni&i(t) + Myu(t) + Tizi(t)
2i(t) = &)+ (Jiz — Gidia)2i(t)

est mon biaisé et qui permet de résoudre le probléme du filtre Hoo pour le systéeme singulier
(2.125) sous sa forme discréte, si et seulement s’il existe une matrice Qz,, et des matrices définies
positives Pij1 et Pia, et une matrice symétrique Sy telles que l'inégalité matricielle linéaire stricte
est satisfaite :

P +1 (7)) 0 (1, 4) (1, 5)
ol —S; + abaio Si QiPi; Pi>
0 S; ~Si—~21  (3,4) (3,5 | <0
(1,4)" (QiPiy)" (3,4)T -Pi1 —PuQ’
(1,5)" Piy" (3,57  —QiPu  —Pi
ou :
(1,4) = Au'Pi— B_ilT(QZid)T
(1,5) = An"PuQ’ - By 0f QT
(3,4) (A’ + o] — Qi)Pix — (Buaia + 81)" Q%
(3,5) (A" + of))Pi1 Qi — Pia — (Binaia + 8:1)7 Q7 ,Qi"

TA.T_ , T
Qi = apAn” +oj

Le gain Z;q est donné par :
Zia=Pi 'z,

Preuve 17 Avant d’entamer la démonstration du théoréme on va transformer le systéme singu-
lier (2.113) décrit par (&, Ai, Bi,C;) en un systéme singulier équivalent décrit par (&;, A;, B;, C;)
tel que :

5iUXi(t) = Aixi(t)—i-giw(t) (2.125&)

ei(t) = Cixi(t) (2.125b)
ol :

- I 0

& = @i&-Ai_{O 0] (2.126)

. N; 0

A = @iAiAi:[ 0 I} (2.127)

B, = 0,8, = [ NiVi’;r Ui] (2.128)

Ci = CMAN =1 V] (2.129)

et ©; et A; sont des matrices non-singuliére définies par :

. I NV, +U; o IV
o = [o a0 7]
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Comme on peut le remarquer dans la définition de la matrice B; donnée par I’équation (2.128),
Uexistence du terme N;V; représente une non linéarité en Z;q. Pour remédier a ce probléme , on

définit la matrice Z;q comme suit :

Zig = Zia(I — B, 57)

il s’en suit :

Bi1
/B’il

(2.130)

A1 — Zi4Bi
ai1 - Zld/B’Ll
ab

(I - B,5;) Ba
(I - B E)Bs,

Pour le systéeme (2.125) et en utilisant le lemme 8 et le lemme de Schur [BGFB94], || Twe,|lco < i
st et seulement s’il existe une matrice définie positive Py et une matrice symétrique S; telles que :

D;,
P; = [qjﬁl . ] <0

112 22

(2.131)

avec

N

O, = AP —-&TTSEN)A - E P+ GG
O, = A (Pi-&TSiIEDB
O, = I+ BiT(Pi - giLTSigiL)Bi
En utilisant les expressions de &;, A; et B; données respectivement par (2.126), (2.127) et (2.128),
on a:

Les matrices ®;,,, ®;,, et ®;,, deviennent alors :
O, = A PiA - &TSET &P+ GG
o, = A PB; + &S
Oy, = 721+ B PiB; — S;
En utilisant le lemme de Schur, l'inégalité (2.131) peut s’écrire comme suit :

gilTSigZ'J_ — (‘jiTPigi + C_ZTC_Z giLTSi ./_liTPi

i€ ~Si—22 B'P; | <0
En posant
[ Pu PaQi”
P; = QPsy P , (2.132)

00 Pi1 = Pi1T > 0 et Pjg = Pi2” > 0 sont a déterminées et Q; = (ozg;AilT + 0‘5)-

En remplagant les matrices & A;, B; C; et Py par leurs expressions définies respectivement par
les équations (2.126), (2.127), (2.128), (2.129) et (2.132) en utilisant le fait que & = [0 1],
on obtient la LMI du théoréme 10, ot Qz,, = Pi1.Z;q.M
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Remarque 10

1. Dans le Théoréme 10 (respectivement le Théoréme 9) une inégalité matricielle linéaire pour
un systeme de grande dimension singulier discret (respectivement continu) a été définie,
ot toutes les matrices sont constantes, donc en utilisant la "LMI Control Toolbox" dans
Matlab, le parameétre Qz,, est donné et la solution admissible Z,;q est déterminée en utilisant
Pexpression Z; = Pil_IQZW par suite le filtre est complétement déterminé.

2. on peut reconstruire l'observateur global de la forme :

oe(t) = NE(t)+ Mu(t) +TZ(1)
X(@t) = &)+ (J2—GJ)Z(t)

ot X est Uestimée de X, & est le vecteur d’état du filtre et

Ny 0 0 M, Iy 0 0 G 0 0

N = | 0 M=| : [,I'=]|0 ,G=1] 0 :
| ¢ 0... Ny My 0... 'y 0... Gy
Jiz 0... 0 Juu 0... 0 Ey 0... 0

Jy = 0o . : ,Ja=1] 0 - : JE=1 0 :
0. e L 0. Jw : 0... By

La procédure de synthése du filtre H,, décentralisé est résumée dans ce qui suit :

i) Etape 1 : On calcule ¥; et €.

i1) Etape 2 : On en déduit toutes les matrices nécessaires pour la résolution de la LMI a
savoir : Ay, By,, iy, Biy, uy, Bi, dont les expressions sont données respectivement par :
(2.100) , (2.101), (2.109), (2.110), (2.111), (2.112).

iii) Etape 3 : On résoud la LMI du Théoréme 9 pour le cas des systémes de grande dimension
a temps continu (la LMI du Théoréme 10 pour le cas des systémes a temps discret), pour
obtenir le gain €1z, (respectivement Q) qui conduit & Zie = X517 10 7. (respectivement
Zia =P 10 7., bour le cas discret). Par conséquent la matrice Z; paramétrant toutes les
matrices du filtre est déterminée.

iv) Etape 4 : On calcule les matrices du filtre N;, G; et M; en utilisant respectivement (2.95),
(2.96) et (2.99).

v) Etape 5 : Finalement le filtre (2.90) est complétement déterminé en calculant L;, et T'; en
utilisant respectivement (2.97) et (2.98).

Dans la suite, on considére un exemple discret pour la simulation.
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2.4.6 Exemple numérique

On considére le systéme de grande dimension & temps discret donné par (2.86), tel que :

1 0 0|0 0 O [ —1.6 0 0 0.96 0.58 0.06 7
01 0j]0 0 O 0 1.3 0 0.96 0.58 1.01
5 — 0 0 0j0 0 O A 0 0 —2.42 | —-2.82 0.88 1.65
N 00 0|1 0O0]| " |20 -091 218 1.4 0 0
0 0 0j0 1 O 0.17 024 -1.14 0 -19 0
L0 0 0/0 0O O | 0.1 —-0.24 0.08 0 0 —2.2 |
1 0 17 1] 1] (1 0 1({0 0 0
0 01 1 1 0 0 1{0 0 O
1 10 1 1 1 0 00 0 O
B=ottp ==t 000101
011 1 1 0 0 0|0 0 1
| 0 0 1 | | 1 ] | 1 ] L0 0 0|1 0 0 |
Ce systéme peut étre partitionné comme suit :
Sous-systéme 1 :
NN P
E = 01 0|,411= 0 1.3 0 , A9 = _é 29 0‘88 1.65 ,
L0 0 0 | 0 0 —242 ' ' '
[1 0 17 1 01 1 1
B, = 0O 01|,Hh=|001|,FAi=|1|,Ri=|1
|1 1 0 | 1 00 1 1
Pour ce sous systéme on a :
04 0 0 0.2 —-0.2 04 0.419 0 -0.61
Ji1 = 0 1 0],Ji12= 0 0 0 ,J13 = 0.2 0 —-0.774 |,
| 02 0 0 0.4 0.6 —-0.2 —-0.619 0 0.163
0.473 —0.473 —0.053
Jig = —-0.4 0.4 0.2
| —0.126  0.126  0.746
Dans ce cas, on obtient :
[ —0.6867 0.0780 —0.5023 —0.1110 —0.0666 —0.0888
Ny = 0.3734 —0.4253 0.1294 | ,M; = | —0.0964 —0.0888 —0.0597 |,
| 0.6544 —0.8813 0.0136 —0.1443 —0.1332 —0.0222
0.2415 0.1085  0.1676 2 -1 2
I, = —0.01793 0.0420  0.0665 ,G1 = 0 1 -1
| —0.2277  —0.0317 —0.0167 -1 2 =2
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Sous-systéme 2 :

10 0 14 0 0 2.05 —0.91 2.18

Ey = |01 0],4A0=1] 0 —19 0 |,Ay=]017 024 —1.14 |,
(0 0 0| 0 0 —22 0.1 —0.24 0.08
[0 1 17 101 1 1

By = |01 1|,H=|001|,FR=|1|R=]|1
0 0 1| 100 1 1

il en découle que la matrice J, est telle que :

04 0 O 0.2 -0.2 04 0419 0 -0.61
Jor = 0 1 0],Jn= 0 0 0 , Jag = 0.2 0 —-0.774 |,
| 0.2 0 0 04 06 -0.2 —-0.619 0 0.163
0.473 —0.473 —0.053
Jog = -04 0.4 0.2
| —0.126 0.126  0.746

Les matrices No ,Ms, I'y, Go de 'observateur sont données par :

[ —0.1873 —0.3443  0.0753 0 —0.2442 —-0.5551
Ny = —0.0893 0.0349 —0.0157 | ,My= | 0 —-0.0815 —0.1037 |,
| —0.0557 0.2044 —0.0496 | 0 0.0444 0.1332
0.3613 —0.5085 —0.1383 | 2 -1 2
'y = 0.0722 —0.0096 —0.2159 | ,G2 = 0o 1 -1
| —0.0678 0.2474 —0.3182 | -1 2 =2

Les figures (2.10)-(2.15) comparent les états estimés et les états du systéme global. La figure (2.16)
donne I’évolution de ’erreur e; entre la i-éme composante du systéme global et son estimée Z;
relative au i-éme sous-systéme. Comme on peut le remarquer la méthode proposée assure la
convergence de ’état estimée vers I'état du systéme réel.
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100
real <1
— — — - estimated <11
80 -
S0 - -
40 - —
20 - E
ob i
_200 10 20 30 40 50 [S1e]
F1G. 2.10 — L’état réel x; du systéme global et son estimée
100
real <2
— — — - estimated x12
80 -
60 -1
a0 - 4
20 -
° i
_sol i
—4a0
o 10 20 30 40 50
F1G. 2.11 — L’état réel xo du systéme global et son estimée
a0l réal x3 n

— — — - estimated x13

F1G. 2.12 — L’état réel x3 du systéme global et son estimée
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10 T
— real x4
8 | — — — - estimated x21 B
6l o
al -
> |
ofF — — — —— o
2 o
—_al o
—6 | o
—_s| o
—10 . : : ’ - .
o 5 10 1s 20 25 30 35
F1G. 2.13 — L’état réel z, du systéeme global et son estimée
20 T T T T T T
— real x5
1s L | — — — - estimated x22 n

—10 |} -

—20

F1G. 2.14 — L’état réel x5 du systeme global et son estimée

estimated %23 -

| — real <6

—100
o 20 40 60 80 100

FiG. 2.15 — L’état réel x4 du systeme global et son estimée
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1
el=x1—x1l1lobs
ol
-1 | | | | | | | | |
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.2
e2=x2—x12obs
ok
_02 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
(o] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.2
e3=x3—x130bs
ol
_02 | | | | | | | | |
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.2
e4=x4 —x21lobs
ol
_02 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
(o] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
2
e5=x5—x220bs
ok
_2 | | | | | | | | |
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
2
e6=x6—x230bs
ol
-2 | | | | | | | | |
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

F1G. 2.16 — L’erreur d’estimation entre les états du systéme global et leurs estimées

Dans la suite du chapitre, on propose une nouvelle méthode de synthése d’observateurs
décentralisés dont certaines interconnections sont supposées inconnues [MBDH].

2.5 Observateurs décentralisés ayant certaines des in-
terconnections inconnues

Dans ce paragraphe on s’intéresse a ’étude des observateurs décentralisés des systémes sin-
guliers de grande dimension, mais cette fois-ci on présente une autre méthode ot on n’utilise

pas la décomposition en valeurs singuliére de la matrice [ tel que l'on a fait dans le pa-

H
ragraphe précédent. En effet, 'approche est basée sur une nouvelle méthode de paramétrage
d’une équation de Sylvester généralisée, qui permet d’unifier la synthése d’observateur d’ordre
plein, d’ordre réduit et d’ordre minimal pour les grands systémes. Les conditions d’existence de
I’observateur décentralisé sont données & 1’aide des LMIs. Un exemple est donné pour valider
I’approche proposée.

2.5.1 Position du probléme

On considére le systéme linéaire singulier de grande dimension composé de N sous-systémes
décrit par :

EocX(t) = AX(t)+ Bu(t) (2.133a)
Z(t) = HX(t) (2.133D)

Les vecteurs X(t) et Z(t) sont définis respectivement par (2.2) et les matrices A, B, H et E
sont définies respectivement (2.3), (2.4), (2.38). Le systéme partitioné (2.133) peut s’écrire sous

71
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la forme de IV sous-systémes interconnectés comme suit :

El'U.CEZ'(t) = A“acz(t) + Bzu(t) + Dﬂ}i(t) (2.134&)

Zz(t) = Hixi(t), 1€ {1N} (2.134b)

ot D; et v; sont donnés respectivement par (2.88) et (2.89). L’objectif de ce paragraphe est de
synthétiser un observateur décentralisé pour chaque sous-systéme donné par (2.134) qui satisfait

les performances globales obtenues avec les observateurs centralisés.
On se propose de partitioner la matrice D; et le vecteur v; comme suit :

D;v; = [ Di1 Do ] [ Zﬂ ] telle que la matrice D;; soit de rang plein colonne.
12
Donc, selon la partition de D;, le systéme interconnecté (2.134), devient :
EiO'ZEi(t) = Auﬂfz(t) + Blu(t) + Dilvﬂ(t) + Digvig(t) (2135&)
zi(t) = Hizi(t), ie{l...N} (2.135Db)
ou v;1 est I’ensemble des interconnexions supposées inconnues et v;o interconnexions & énergie

finie. Par conséquent, pour la matrice D;1, il existe donc une matrice de rang plein ligne Ejji €
IR"*"™ telle que Ef% [ E; Dj ] =0.

Remarque 11 5i [ E; Dj ] de rang plein colonne alors Ef)i =0.

Le but de ce travail est de synthétiser un observateur complétement décentralisé dont I’état global
converge vers I'état du systéme global. Pour cela on introduit I’hypothése suivante qui correspond
a la condition d’existence d’un observateur interconnecté & interconnections inconnues :

Hypothése 5

E; Dj;
rang EﬁiAii 0 =n; + rang D;.
H; 0

Remarque 12 L’Hypotheése 5 est une généralisation de la condition d’existence d’un observateur
a entrées inconnues au cas des systemes singuliers. Pour le cas des systémes non singuliers, i.e.
E;, =1,,,0ona E%)Z- = 0 l’hypothese 5 devient :

In,- Dil

rang [ H 0 } =n; +rang D;;.

ce qui est équivalent a rang H; D;jy = rang Dyy (voir par exemple [DZX9]]).
Pour le systéme singulier (2.135), on propose de synthétiser un observateur de la forme suivante :
O'fi(t) = lel(t) + Mzu(t) + Fizi(t) (2.136&)
i’z(t) = szz(t) — QZEJD'ZBzu(t) + Gzzz(t) (2.136b)

ol Z; est 'estimée de x;, &; est le vecteur d’état de I'observateur, les matrices N;, M;, I';, P;, Q;
et G; sont des matrices inconnues de dimension appropriée et doivent étre déterminées telle que
lerreur d’estimation e;(t) = 2;(t) — x;(t) est non biaisée, i.e sa dynamique est indépendante de
u(t) et x;(t) si vie = 0, converge vers zéro pour t — 0.
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Remarque 13 Pour la matrice singuliére [ E; Dj ] il existe toujours deuxr matrices non sin-
guliere M; et N; telles que [Dar06] :

[ B Da|=M; [ é 8 } N; (2.137)

Dans ce cas, EJD-Z, peut s’écrire comme suit :
Ep =L;[ 0 I]M;* (2.138)

avec L; une matrice arbitraire non singuliére de dimension appropriée.
Donc de I’équation (2.138), on peut voir que Eﬁ_ n’est pas unique.

Remarque 14 (Unicité de l’observateur)
A partir de (2.138) de la Remarque 13 sur EJ-Z,, on peut déduire que la matrice L; n’est pas
unique. Soit L1 une autre matrice inversible telle que

Ep, =La[0 I ]|M;! (2.139)
et
Ep, [ B D ]=0 (2.140)

Donc, il existe une matrice ®; de dimension appropriée telle que
oLy =L; (2.141)

L; étant la matrice définie dans 1’équation (2.138). D’autre part, en utilisant I’expression de
Pestimée de l’état donnée par ’équation (2.136b) on aura :

zi(t) = P&t

(t) — Q:EpB,Biu(t) + Gizi(t)
Pi&(t

(

(

Q ( [ 0 I ]M I)Biu(t) + Gizi(t)
Q; ((I) Lzl [ 0 I ] M;l)Blu(t) + Glzz(t)
Qi®ES Biu(t) + Giz(t) (2.142)

) —
) —
= P&(t) -
= P&(t) -

Par conséquent, le probleme de synthese d’observateur est indépendant du choix de Eﬁ.

Remarque 15 Du systéeme donné par (2.136), on peut reconstruire [’observateur global pour le
systéme (2.133) tel que :

of(t) = NEt) + Mu(t) +TZ(t) (2.143)
X(t) = PE&(t) — QETBu(t) + GZ(t) (2.144)
o :
Ny 0 0 M, 0 0
N=1| 0 M=| : |IT=]0 ,
0... Ny My 0... Ty
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P 0 0 Q1 0 0 Gy 0 0
P = 0 Q=10 ,G=1 0
0 Py 0 Qn 0 GN
E{ 0 0
et BX = 0 : est telle que EYE = 0
0... Ey

Dans ce qui suit, on procédera & la synthése d’un observateur décentralisé de la forme (2.136)
pour le systéme singulier (2.134) qui satisfait le critére H, c’est & dire :

Soivin = /Oo(zzT (t) zi (t) — vaviy () viz (£))dt < 0 (2.145)
0

pour les systémes a temps continu et pour 7y, > 0 et

o0

Teve =D (& (1) 2 () = 7ok (8) via (1)) (2.146)
t=0

pour les systémes a temps discret et pour 4 > 0.

2.5.2 Synthése d’observateur décentralisé

Dans ce paragraphe, on considére le probléme d’estimation de I'état du systéme singulier
(2.134), I'observateur décentralisé & synthétiser est donné par le systéme (2.136). La proposition
suivante donne les conditions d’existence et de stabilité de I'observateur (2.136)

Proposition 6 Pour via(t) = 0 le systéme (2.136) est un observateur asymptotique (i.e. :

tli)rglo Zi(t) —xi(t) =0) si :
) o€i(t) = Niei(t) est asymptotiquement stable.

i) NiT,E; — TyA; + T;H; = 0
)
)

111) T;D;1 =0
w) M, =T,B;
T E;
H;

T, est une matrice arbitraire a determiner.
Preuve 18 Soit
ei(t) = &i(t) — TiExi(t) (2.147)

Uécart entre &;(t) et T;E;xi(t), sa dynamique est donnée par :

oei(t) = o&(t) — T;E;oz;(t)
= Ni&(1) + Myuy(t) + TiHzi(t) — T; Aigi(t)
- TZBZu(t) - TiDil’Uz‘l(t) — TZ‘DZ‘QUZ‘Q(ZL/) (2.148)
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en utilisant (2.147), U’équation (2.148) devient :

UEi(t) = Nifi(t) + (NzﬂEz +1I';H; — TZA“) xz(t)
+ (Mz — TZBZ) u(t) — TiDﬂUﬂ(t) — nDZ’Q’UiQ(t) (2.149)

la dynamique de Uerreur €;(t) est indépendante de [’état x;(t), de l'entrée u(t) et des intercon-
nexions inconnues v;1(t), et observateur (2.136) est asymptotiquement stable pour via(t) = 0,

st
oei(t) = Niei(t) (2.150)

est asymptotiquement stable et [’équation de Sylvester généralisée sous contrainte ci-dessous est
satisfaite :
N/TE; — T; Ay + IvH; = 0
T:Dyp = 0
M; 1;B;

Ceci correspond aux conditions i), ii), iii) et iv) de la Proposition 6.
D’autre part, de l’équation (2.144) on peut écrire

2i(t) = Piei(t) — QiEp, Byu(t) + GiHiz;(t) (2.151)
de Uéquation (2.134a) et en utilisant le fait que El%iEi =0, on peut déduire :
—Eﬁ,Biu(t) = EJD'ZA”JJZ(ZL/) + E%)iDiQ'UZ‘Q(t) (2.152)

donc en utilisant ["équation (2.152), on peut écrire ’équation (2.151) comme suit :

T;E;
#i(t) = Piei(t) + QiEi Digvio(t) + [ P, Qi Gi | | Ep, Ay | ai(t) (2.153)
H;
On définit maintenant Uerreur e;(t) comme suit :
ei(t) = Cﬁi(t)—l’i(t)
T;E;
= Piei(t) + QiEp,Divio(t) + ([ P Qi Gs | | Bp,Au | — In)ws(t) (2.154)
H;
Donc, pour via(t) = 0, Uerreur e;(t) est non biaisée si :
T E;
[P Qi Gi]| EpAiu | =1y (2.155)
H;

et on a lim e;(t) = lim (Z;(¢t) — z;(t)) = lim Pie;(t) = 0, car lime;(t) =0 ce qui compléte la
t—00 t—o0 t—o0 t—00

démonstration de la proposition.l
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Remarque 16 Pour vja(t) # 0, et si les équations ii), iii), iv) et v) de la Proposition 6 sont
satisfaites on obtient :

O'q(t) = Niﬁi(t) - EDiQ'UiQ(t) (2156&)
€; (t) = Piei(t) + QiEf'DiQUiQ(t) (2.156b)

Donc les conditions d’existence de 'observateur (2.136) seront déterminées par l’étude du systéme
(2.156) ci-dessus qui conduit a la résolution d’une LMI.

Dans ce qui suit, on déterminera les paramétres de ’observateur par la résolution des équa-
tions i), i7i) et tv) de la Proposition 6.

2.5.3 Détermination des paramétres de ’observateur

Dans ce paragraphe on va determiner les paramétres de I'observateur a savoir les matrices
inconnues N;, M;, I';, P;, Q; et G;. Pour cela on doit résoudre les équations i), iii), iv) et v) de
la proposition 6. On commence par résoudre les équations i), iii) et iv), pour cela on définit la
matrice TZ-/ telle que

T, =T; + U;®; (2.157)

ou V¥, est une matrice arbitraire. Sous 'Hypothése 5, et en utilisant le fait que que Ej-)iEi =0
on peut réécrire les équations i7) et v) de la Proposition 6 comme suit :

T'E;
N, U, T, ] TN [T-’An]
ELA; | =" 2.158
[B Qi Gi b I, (2.158)
1

D’autre part, comme Ef)i D;; = 0, 'équation #i7) de la proposition 6 est équivalente a T{Dﬂ =0,
qui a pour solution générale
T, = T;(In;, — Da D) (2.159)

ot T; est une matrice arbitraire a déterminer. D’otl, 'équation (2.158) devient :

T, o
N; ;T S| LA
TR AR

ou

Par conséquent, la synthése de I'observateur décentralisé donné par (2.136) est réduite a trouver
les matrices T;, N;, ¥;, I';, P, Q;, G; et M; satisfaisant la condition (2.160).

Dans ce qui suit, on va donner la solution a I’équation de Sylvester généralisée donnée par
(2.160), mais avant on présente le Lemme suivant qui donne la relation entre I’'Hypothése 5 et le
E;

rang de la matrice Eﬁ,Aii
H;
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Lemme 9 Les conditions suivantes sont équivalentes :

E;  Djn
1) rang EﬂAii 0 =n; +rang Dj
| H; 0
g
2) rang ElLDiAii =n,.
H;
B I—-DyD} 0 - 7
Preuve 19 Soient i; = DilD; 0 | une matrice de rang plein colonne et*U; = [ +
0 I —Dj B
une matrice non singuliére, on a alors
E; Diy o Ei  Da |
rang @iEJ@Aii 0 = rang | Y EfiAii 0 0;
H; 0 H; 0
C B0
= ran 0 Da
- "N ES A 0
H; 0
E;
= rang Eﬁ_Aii + rang Dy
H;
= n;+rang Dp
ce qui prouve le lemme.l
R;
Soient R; une matrice de rang plein ligne et ¥; = EﬁAii telle que rang X; = n;. Sous
H;
I'Hypothése 5, il existe deux matrices T} et Gj, telles que [DB09] :
E;
[T: Gi| | Ep,Ai | =R; (2.161)
H;
L’équation (2.161) admet une solution si et seulement si
E. _
EL A, Ei
rang %f " =rang ElL)iAii =n,. (2.162)
1 .
R; A

Cette condition est vérifiée sous 'Hypothése 5 car rangd; = n;,.

7
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Dans ce cas, une solution de (2.161) est donnée par :

- E/L - -i- I
T; = R; | Ep, As [ } (2.163)
d 0
H;
et B
— El - T 0
Gi=R; | Ep Ay [ ] (2.164)
‘ 1
H;
On a aussi sous 'Hypotheése 5, la solution générale a (2.160) est donnée par
N, v, Iy ] [ TAu t Y; ( , T)
[ PO, G } = [ L, Q; Z. I—-Q;Q (2.165)
TE; v
O = Eﬁ_Aii € RMitre;tmi)xni ot [ Zl~ ] est une matrice arbitraire de dimension appropriée.
H; !
on obtient alors
Ni = A, —YiA,, (2.166)
Iy = A, —YiA, (2.168)
P = APi — ZiAp, (2.169)
Gi = A, —Zi, (2.171)
avec :
o I
Ay, = zAiiQ:;r 0 (2.172)
0
1
Ay, = I-209D |0 (2.173)
0

78

(2.174)

(2.175)

(2.176)

(2.177)



2.5. Observateurs décentralisés ayant certaines des interconnections inconnues

I
Ap, = Q[0 (2.178)
0
Ap = (I-2090) |0 (2.179)
0
0
Ag, = Q|1 (2.180)
0
0
Ag, = (I-0D |1 (2.181)
0
0
Ag, = |0 (2.182)
I
0
Ag, = I-209D |0 (2.183)
I

Remarque 17 On peut présenter une méthode qui permet de determiner la matrice R; telle que
Y, est de rang plein colonne [DB0Y] :

EL A
Soit la décomposition en valeurs singuliéres de { %‘ " } comme suit :
1
H; - 0 O '
ot ﬁi et ﬁ sont des matrices unitaires et Il; est une matrice diagonale avec des éléments et rang
E5 Ai .
IT; = rang [ %l " }, alors un des choix pour la matrice R; est [ 0 I }’Bi. En effet 3; peut
(2

I 0
s’écrire comme X; = [ ~T
i

0 I
II; 0 | Ui, qui est de rang plein colonne.
0 0

Les conditions d’existence des matrices Y; et Z; telle que le systéme (2.156) soit asymptotiquement
stable pour v;2(t) = 0 , et telle que pour v;a(t) # 0 le critére Ho, soit satisfait (c’est a dire
v < Yei pour le cas des systemes continus et Jim < 7g; pour les systéme a temps discret).
Dans la suite, on présente une solution au probléme d’observation décentralisé aussi bien
pour le cas continu qu discret.

2.5.4 Observateur décentralisé : cas des systémes continus

Théoréme 11 /MBDH]
Sous Uhypothese 5 et pour un ~y.; > 0 donné, il existe un observateur de la forme (2.136) telle
que Uerreur e; (t) donné par (2.156) est asymptotiquement stable pour vi(t) = 0 et ||e;(t)|, <
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Yei [[via(t) |y pour via(t) # 0, s’il existe une matrice Xe, = Xe,© > 0 et une matrice Qy; telle que
la LMI suivante soit satisfaite

1,1 (L2 (AP,- - ZZAPi)T

(1,2)T e, I (2,3)7 >0 (2.184)
APi - ZiA,, (2,3) Ve, L
ou :
(L) = —XeNi— N Xy = —Xe Ay, + QA — AL Xo, + AL QY
(1,2) = —XoTiDip = —Xo, (T — qull)) Dis
= —X¢Ti(In, — DiaDj}) Dia + Xe,Aw, Ep, Dia — Qy, A, Ep5, Dig
(2,3) = —QEp,Dip = —AQiEﬁiDiQ + ZZ-AQZ_Ea_Di2

ou QYz = XciY;’-

Preuve 20 En utilisant i) de la proposition 6 et en utilisant le fait que T; = T;(I — Dy D) —
\IliEll)i, on peut écrire

&(t) = Nigi(t) — TiDigvia(t)
= Niei(t) - (Tzl)_zg - \I/iEJliiDig)’UiQ(t) (2.185)

ot Do = (I — Dj1 D) Dis.
et en utilisant I’équation (2.153) on obtient

ei(t) = Bei(t) + QiEJﬁiDiQUiQ(t> (2.186)

et en appliquant le lemme 6 au systéme donné par les équations (2.185) - (2.186) et en remplagant
Ti, Ni,V;, P; et QQ; par leurs valeurs respectives données par (2.163) — (2.166) — (2.167) — (2.169)
et (2.170) et en posant Qy, = X¢,Y;, on obtient la LMI du théoréme 11.1

2.5.5 Observateur décentralisé : cas des systémes discrets

Théoréme 12 [MBDH]

Sous Uhypotheése 5 et pour un vq; > 0 donné, il existe un observateur de la forme (2.136) telle
que lerreur e; (t) donnée par (2.156) soit asymptotiquement stable pour via(t) =0 et |le;(t)]], <
Yai |lvia(t) |y pour via(t) # 0, s°il existe une matrice Xq, = Xq,” > 0 et une matrice Qy, telle que
la LMI suivante soit satisfaite

X 0 (1,3) (1,4)
0 va, I Ay = ZiD,, (2,4) -
T >0 2.18
(1,3)T (APZ, - ZiA,.,) Xg, 0
(1,4)T (2,4)T 0 Ya; I
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ou
(1,3) = Xg,N; = Xg,An, — Xq,YiAp,
Xa, Ay, — Qy, Ay,
—Xa;T; Di2
= —XgT;(In, — DitD}})Dis + Xg,Aw,Ep, Dio — Qi A, Ef, Dis
(2,4) = QiEp,Diz = A, Ep, Dig — ZiA, Ep, Diy
ot Qy, = Xq,Y;.

—
—_
W

SN—

Il

Preuve 21 De la relation i) de la proposition 6 et en utilisant le fait que T; = Ti, — \IJiELi, on
peut écrire

€i(t+1) = Ni€(t) — TiDigvia(2)
== N,L'Ei(t) — (ED12 — \IflEﬁl)Ulg(t) (2188)

ol Dig = (I — D/Ll_Dji)DZQ
En utilisant I’équation (2.153) on a :

61'(15) = PZ‘GZ‘(t) + QZ'EJL_)Z_DiQ’UZ'Q(t) (2.189)

Par suite, en appliquant le lemme 7 au systéme donné par les équations (2.188) - (2.189), et
en substituant les matrices T;, N;, W;, P; et QQ; par leurs valeurs on obtient la LMI du Théoréme
12.1

Un avantage trés important de la méthode proposée peut étre illustré par la remarque suivante.

Remarque 18 On remarque que l’observateur (2.136a — 2.136b) a une dimension 3; < n;, donc
la méthode présentée donne une approche unifiée au probléme de syntheése d’observateur. L’obser-
vateur d’ordre plein s’obtient lorsque B; = n;, l'observateur d’ordre réduit obtenu pour B; = n;—my;
et lobservateur d’ordre minimal obtenu pour B; = n; — ry, —m;.

On résume dans la suite dans un algorithme, les différents étapes de synthése de I'observateur
décentralisé proposé :

R;
— Etape 1 : Trouver la matrice R; telle que X; = Ejéi Ay | de rang plein colonne.
H;

— Etape 2 : Calculer la matrice T; en utilisant (2.163), et déduire Ti/ de I’équation Ti/ =T
(In, = DaD}}).

— Etape 3 : Résoudre la LMI du Théoréme 11 pour le systéme a temps continue et le
Théoréme 12 pour les systémes & temps discret, pour calculer les matrices de paramétres
Y; et ZZ

— Etape 4 : Calculer N;,U;,T';, P;, Q; et G; et en utilisant les équations (2.166), (2.167),
(2.168), (2.169), (2.170) et (2.171) respectivement.

— Etape 5 : Calculer T; et en utilisant le fait que T; = TZ-, — \IJZ-El%i, on peut déduire M; en
utilisant Mz = TzBl

Dans le paragraphe suivant, on va appliquer les résultats développés précédemment & un

exemple numérique.
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2.5.6 Exemple numérique

On considére le systéme interconnecté de la forme (2.133) avec

E1 0 . AH A12 . Bl . H1 0
E [ 0 Ez}’A_[Azl Ago B = By H = 0 Hy |~
Sous systéme 1 :
Il est composé des matrices suivantes :
[1 0 0 -1 0 O [ 0.001 0 0
Ey = |01 0],A4=102] 0 -2 0 |,Ap=D= 0 —0.002 0
| 0 0 0 0o 0 -3 . 0 0 —0.003
[ 0.001 0 0 1 0 1] 10 0
D11 = 0 ,D12 = —0.002 0 ,Bl = 0 0 1 et H1 = |: 10 1 :|
|0 0 —0.003 1 1 0|

Pour ce systéme EJD-Z_ = [O 0 1]. Dans ce cas, il est facile de voir que 'hypothése 5 est vérifiée.

Pour l'observateur d’ordre réduit (pour 5 = 1), soit

Ri=[0 1 0]
La solution & la LMI du Théoréme 12 est donnée par
0 0 0 0 0
Z1 = |—222.04 -040 —-67.98 67.98 135.97
0 —0.002 0 0 0
Y1 = [0.44 0.0008 0.13 —-0.13 0—0.27] et
Xd1 1.3705.
Les matrices de I’observateur sont
0
Ny = —0.0020,M;=[0 0 1],[1'=10""[ -058 058 |,P =1 |,
0
111 111 0
QEp B = 1002 -5 -5 0 7(;1:[_066??3 ggg}
—222 =222 0 ’ '
Sous systéme 2 :
Il est composé des matrices suivantes : :
100 -1 0 O
Ey = |01 0],40=10* 0 -4 0 |,
0 00 0 0 -5
—0.0005 0 0
Ayy = Dy = 0 —0.0008 0 ,
0 0 —0.0002
[ —0.0005 0 0
Dy = 0 ,Dog = | —0.0008 0
i 0 0 —0.0002
(1 0 1
By = 0 00 etng[igg}
|1 10
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Pour ce systéme El%u: [0 0 1]. Dans ce cas, il est facile de voir que I'hypothése 5 est
vérifiée. Pour l'observateur d’ordre réduit (pour 81 = 1), soit

Ri=[0 1 0]

0 0.0005 0 0 0

Zy = |-22204 —0.15 —157 157 0

0  —0001 0 0 0
Y, = [0.0888 0.0001 0.0628 —0.0628 0] et
X; = 2.3705.

Les matrices de I'observateur sont alors données par :

Ny = —0.0004,M;=10"*[ -2 -2 0],
Iy = 100%[ -12.73 -6.9 |,
[0 125 125 0
P, = | 1|,QEpBy=10""%| -0.03 -0.03 0 |,
0 —25 =25 0
10
Gy = 0 0
-1 1

Les figures (2.17), (2.18), (2.19) et (2.20) montrent les résultats de simulation obtenus et par
conséquent 'efficacité de 'approche proposée.

x1
— — — - x1lobs

state
o]

state

10 20 30 40 50 60 70 80 920 100
Time

state

Time

F1G. 2.17 — Les états z; (t), z2 (1), z3 () du systéme global (en trait continu) comparé
aux états estimeés 217 (t), T12 (t), 13 () (en trait interrompu )
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LT/ /= EP
8 of -
.l i
720 10O XS] =0 a0 S0 so o 20 S0 ENS T}
Thee
=
T E—— S
- - T - —Icocne
g ofE-\ |

S

F1G. 2.18 — Les états x4 (t), x5 (t), 26 (t) du systéme global (en trait continu) comparé
aux états estimeés Tog (t), Too (1), o3 (1) (en trait interrompu )

C—m——cii1—=<1i1 <iiob5]

oy
0
0
o
T T
|

[ ca=—<1= <i1=ob=)

iy
0

o EXs) =o EXS) Ao XS] SO Zo =0 So Too
Times

F1G. 2.19 — L’erreur entre I'état du systéme global et 'état estimé du sous-systéme 1

o.a
[——mm————cz1i—x<=1_ <—iob5|
oc.os -
= o
=
—o.os -
—o.a
[S) EXS) =o =0 Ao =) so Zo =0 So Too
Times
o.a ——
S=o—<o= <ooobs
oc.os -
= o

o EX=) =o =0 ao sSo Sso o [=T=) =Y=Y 100
Times

o.a
Ce—mm——— e _—25 <506
c.os | .
= o
=
—oc.os |- i
—o.a
S EX=) =S =c =S =Te) EC) =) 5o Too

=X=)
Times

F1G. 2.20 — L’erreur entre I'état du systéme global et ’état estimé du sous-systéme 2

L’étude des observateurs interconnectés pour les systémes de grande dimension, fera ’objet
de la derniére partie du chapitre.
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2.6. Observateur interconnecté des systémes de grande dimension

2.6 Observateur interconnecté des systémes de grande
dimension

Dans cette section, on s’interesse & ’étude des observateurs interconnectés pour les systémes
singuliers de grande dimension. Cette étude est motivée par le fait que les estimateurs d’état de
ces systémes se présentent dans certains cas comme un ensemble constitué de sous-observateurs
interconnectés. Dans ce cas, on doit garantir en méme temps la stabilité locale et globale du
"grand observateur". Pour assurer la stabilité locale, on doit I’étudier au niveau de chaque sous-
observateur, quant & la stabilité globale elle doit étre étudiée en tenant compte des interactions
qui en général présentent des incertitudes. L’idée est proposer une nouvelle méthode permettant
de synthétiser une nouvelle forme d’observateurs interconnectés connectivement stable.

La méthode consiste a :

1. Décomposer I'observateur global en sous-observateurs localement stables.
2. Associer des fonctions de Lyapunov a chaque sous-observateur.
3. Montrer, la stabilité de 'observateur global en utilisant la notion de stabilité connective.

Avant d’entamer la synthése de 'observateur, quelques définitions et résultats préliminaires sont
a rappeler.

2.6.1 Reésultats préliminaires

Définition 13

Une matrice W = (wij)a<ij<n) de dimension N x N est dite "M-matrice” (ou matrice de
Metzeler) quand tous ses éléments extra-diagonaux vérifient w;; < 0 pour i # j et tous ses
mineurs principaus sont positifs c’est a dire :

w11 w12 ... Wik
w w oW

Ap(W)y=| 2 72 k1> 0,vkeN
WE1 Wg2 ... Wk

On utilisera aussi dans la suite le lemme suivant :

Lemme 10 /CL98]
Soient X;,Y; deuz vecteurs appartenant o IR", R; une matrice définie positive et g; une constante
strictement positive , alors on a :

XI'RY; + YR X; < o X R Xi + 0, 'Y' RY; (2.190)

Théoréme 13 On considére une matrice C € RN*N telle que C est une (-M)-matrice (ie : —C
est une (M)-matrice), alors les propositions suivantes sont équivalentes :

- MC) C C™ (stabilité asymptotique)

~ (=D*AR(C) > 0 : (condition de Sevastyanov-Kotelyanski)

— 1l existe un y € R™ tel que y > 0 et Cy <0

Preuve 22 voir par exemple [FP62].
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Dans la suite de ce chapitre, on présentera une méthode de synthése d’un observateur intercon-
necté pour les systémes de grande dimension et on s’intéressera a la capacité d’un tel observateur
& étre stable de maniére robuste vis-a-vis des incertitudes sur les interconnexions entre les sous
observateurs qui les forment.

2.6.2 Position du probléme

Soit le systéme de grande dimension suivant composé de N sous-systémes interconnectés a
temps continu :

EX(t) = AX(t)+ Bu(t) (2.191a)
Z(t) = HX() (2.191b)

O le vecteur X (¢) € R™ %, u(t) € R>! et Z(t) € R™*! sont respectivement I'état, 'entrée
connue et la sortie mesurée. Les matrices F/, A, B et H sont constantes réelles de dimension

appropriée.
Considérons la partition suivante pour les vecteurs X (¢) et Z(t) :
1(t) z1(t)
xo(t 2o(t
X(t) = .() » 4(t) = .()
zn(t) 2y (t)

Les matrices F, A, B et H sont partitionnées selon X (t) de maniére suivante :

E, 0 ... 0 A ... AN By H 0 ... 0
0 FEy ... 0 A21 AQN By 0 Hy ... 0
E=1 . , . A= o . , B = . LH= . :
0 ... ... EyN ANI ANN By 0 ... ... Hy

Le systéme de grande dimension (2.191) peut s’écrire comme 'ensemble de N sous-systémes
interconnectés de la forme :

N
Ezﬂj‘z(t) = A“wl(t) + Blu(t) + Z Azj$j(k) (2.192&)
i=1,ji
Z’Z(t) = Hixi(t), 1€ {1 .. ]\;} ’ (2.192b)

ou : A; € IR™M*M Aij e IR™*" B; € R xb S H, e R™* ™ etn=mny+...+np.
Les vecteurs x;(t) et z;(t) sont respectivement ’état et la sortie du i-éme sous-systéme.

B ] sont de

Hypothése 6 Pour le systeme décentralisé (2.192), on suppose que les matrices [ o
K3

rang plein colonne.

Il existe alors une matrice non singuliére J; = [ jz jz ] telle que,
(2 (2
JiEi + JigHi = In, (2.193)
Jiski + JiuH; =0 (2.194)

86



2.6. Observateur interconnecté des systémes de grande dimension

2.6.3 Observateur interconnecté pour les systémes de grande di-
mension

Dans ce paragraphe, on s’interesse a I’étude de I'observateur interconnecté relatif au systéme
(2.192). Cet observateur peut s’écrire sous la forme :

N
&) = Ni&(t) + Myu(t) + Tizi(t) + Z N;;&(t) Z Tyzj(t)  (2.195a)
J=Llj#1 J=L1j#i
Zi(t) = &)+ (Jio — GiJia)zi(t) (2.195Db)

ou Z; est 'estimé de x;, & est I'état de I'observateur, les matrices N;, N;; M;, I';, I';; et G;
sont inconnues et doivent étre déterminées telles que 'erreur d’observation e;(t) = x;(t) — ;(t)
soit non biaisée, (i.e sa dynamique est indépendante de u(t) et z;(t), et converge a zéro quand
t — 00).

L’observateur isolé relatif au sous-systéme ¢, obtenu quand toutes les interconnections sont nulles,
est donné par :

&(t) = Ni&i(t) + Myu(t) + Tizi(t) (2.196a)
il(t) = g’L( ) ( - G; Jz4)zz( ) (2'196b)

Sous la condition de I’hypothése 6 et en utilisant la définition de la matrice J;, erreur
d’estimation de I'état e;(t) = z;(t) — T;(t), relative & 'observateur interconnecté est donnée par :

ei(t) = (le - GZJB)EZSL‘Z(]S) - fz(t) (2197)
sa dynamique obéit & :
i(t) = Nei(t Z Nijej(t) + (U;B; — Mi)u(t) + (U; Ay — NiW, By — T H;)axq(t)
J=1,g#i
N
+ Y (WiAi — Ny U By — TiHj)ay(t) (2.198)
=1,

ou ¥; = (Ji — G;Ji3) et U, = (le — ijjg,) .

La synthése de I'observateur interconnecté consiste a trouver les matrices N;, N;j, M;, T,
I';j et G; telles que I'observateur (2.195) est asymptotiquement connectivement stable Puls7 de
I’équation (2.198) on peut déduire la proposition suivante qui donne les conditions d’existence
et de stabilité de I'observateur (2.195).

Proposition 7 Le systéme (2.195) est un observateur asymptotique pour le systéme (2.192) (i.e :
tlim (xi(t) —2i(t)) =0) si :
—00

i) €i(t) = Niei(t) + Z;V:l’j# Nijej(t) est asymptotiquement connectivement stable.

)
i) WAy — Ny By — TyH; = 0
iii) W;B; — M; = 0.
iv) (U;Aij — NyU,E; —TyH;) =0, Vje{l,... N}etji
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Pour résoudre les équations i) et iii) de la Proposition 7, sous 'Hypothése 6, on va réécrire
I’équation 4i) comme suit :

avec L; = N;G;J;4 + I';, ol on a utilisé I’expression de V.
Ceci est équivalent a I’équation algébrique suivante :

VY, = (2.200)
Ja E;
o Yi=[ N Gi L |,%i=| Jzdi | et Q= JnAy.
H;
Cette équation admet toujours des solutions car 3J; est de rang plein colonne (voir paragraphe
2.3.3).
Ces solutions sont de la forme

Y, =3 - Z(I - 5,5)) (2.201)

oll Z; est une matrice arbitraire de dimension appropriée.
Les matrices N;, G;, L;, M; et I'; sont alors données par :

I
Ni = (QEf-zZ([I-%%f) |0 (2.202)
. 0 -
0
Gi = (WS -z -%x0) | I (2.203)
L 0 -
0
Li = (WS -2Z0-%35)]0 (2.204)
- I -
I'i = L;—N,G;Jis (2.205)
M; = ;B (2.206)
D’autre part I’équation iv) de la proposition 7, s’écrit :
[ Nij Lij | ©j =1 (2.207)
ou 0; = Jj;IEj }, vij = WiAij et Liyj = NijGjJjq + Ty
J
L’équation (2.207) admet une solution si et seulement si :
;
rang vl = rang (©;) (2.208)
ij

Sous I'hypothése 6 et en utilisant la matrice J;, on obtient :

rang(©;) = rcmg[ J%Ej ] = rang [I _}]Ij-ij]
i j

_ Jin O |Ej| _
= T’CLTLg 0 I H] = n]
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donc,
I
Nij = (%9 — Z5(1 — ©,0]) { 0 ] (2.209)
0
Ly = (vw0] — 25 —-0,07) [ 7 ] (2.210)
et
Lij = Lij— NijGjJjs (2.211)
Les matrices G; sont calculées par :
0
Gj= (2 - Z(I-%50) | I |, Vj#i (2.212)
0

Dans ce qui suit, on va s’intéresser a ’étude de stabilité de ’observateur interconnecté, on donnera
les conditions pour lesquelles I'observateur (2.195) est asymptotiquement connectivement stable.
En effet, en utilisant les fonctions de comparaisons [Sil91], on démontre que sous des conditions
relativement simples la stabilité de 1'observateur découplé (2.196) obtenu quand les intercon-
nexions sont nulles implique la stabilité de I'observateur interconnecté (2.195). Ces conditions
sont données par le théoréme suivant.

Théoréme 14 Pour le systéme (2.192), l'observateur interconnecté (2.195) est asymptotique-
ment connectivement stable, si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. L’observateur découplé (2.196) est asymptotiquement stable.

2. Pour l'observateur interconnecté, il existe un nombre positif A;;, tel que :
| Nij 1< Ay V5 #d (2.213)

3. Il existe deux matrices de Lyapunov Py et Ry et une matrice C = (cij)Nxn, telle que C
est une (—M)-matrice, avec :

Preuve 23 Soit, e;,,., l'erreur d’observation relative a l'observateur découplé (2.196). Sa dyna-
mique est donnée par :

Cigecy (1) = Ni€ig,, (t) (2.214)

Cette erreur converge vers zéro quand t — oo si N; est une matrice de Hurwitz. Donc, il existe
une matrice définie positive Ry telle que :

NIR; + R;N; = —P; (2.215)
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avec P; > 0.
Maintenant, on définit la fonction de Lyapunov suivante :
vi(t, e;) = el (t)Ries(t) (2.216)
On a alors :
Anin(Ry)|€i]]? < viles) < Amaz(Ry)|€i]|?, i € {1... N} (2.217)
En utilisant (2.214) et (2.215) on a :
@i(t, ei) < _)\min(Pi)Hei||27 1€ {1N} (2.218)
D’autre part, on a :
N
éi=Nie;+ Y Niej(t)ie{l...N} (2.219)
=1

On définit la fonction de Lyapunov suivante :

Vilt,e;) = Zylvz eit)i€{l...N} (2.220)

ot y; > 0. La fonction Vi(e;,t) satisfait l'inégalité suivante :
pillelloo < Vileist) < pollelloo, i€ {1...N} (2.221)
ou 1 et pa sont définis par :

wr = min(yi, Amin(Ry)) >0 (2.222)
p2 = Y Ui Amaz(Ri) >0 (2.223)

Pouri,j € {1...N}, la dérivée de Vi(t,e;) le long des solutions de (2.219) est donnée par :

N
Vi(t, ;) Zyz NTR + R;N;] el—|—Zyl Z e]TNgRIeZ—{—Zyze R; Z Nije;j
=1 j=1,j#i J=1j#i

en utilisant le Lemme 10 on peut déduire :
N
Vilt,e:) Z%vz + Zyze Rie; + Z%R S AND Y N
J=1,j#i J=1j#i

et pour définir les bornes des interconnections entre les sous-observateurs, on utilise les valeurs
propres de (Nile-:]F-) telles que A;; = /\max(NijNitJF-), on a alors

Vilt,e;) < Z{ Yidmin (Po)ll€sl|* + Yirmaz (Ri)llesl|* + yitmaa( Z Aijlles1*}
Jj=1,g#1

mzn )+Amax( )
Zyz R, lleill* + E Asjlle; |}
Amaa (Rs) J=1j#i

IN

IN

yTC¢(||6H)
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avec .
v\ = [w v - yn ]
€11 €12 ... CIN
21 C22 ... C2N
C =
cN1T ++.. ... CNN
T
¢ (lell) = [ lledll* lleall® - el ]
o _)\mzn(Pl) + )\mam(Ri)
" )\mam(Ri)
cij = Ay

Comme toutes les composantes de ¢(||e||) sont non negatives et C satisfait la condition 3) du
Théoréme 14, alors toutes les valeurs propres de C' sont a parties réelles négatives (voir Théoréme
13) et V; est une fonction bornée comme lindique la relation (2.221) alors en utilisant le principe
de comparaison [Sil91], Vi(e;,t) < 0 donc Uerreur d’estimation de I’état est asymptotiquement
connectivement stable.l

Remarque 19 Le terme d’interconnection N;; entre les sous-observateurs est donnée par :

I
Nij = (O] - 2;(I - 6;0]) [ 0 ] (2.224)

ou Z;j est une matrice arbitraire & determiner telle que lobservateur (2.195) soit asymptotique-
ment connectivement stable, ot on utilise les résultats du théoréeme 14 (le fait que C est une
(—M) — matrice). En pratique, on peut choisir la matrice Z;; telle que /\max(NijNi?) >0, en
particulier pour Z;; = 0

2.6.4 Exemple numérique

On considére le systéme de grande dimension & temps continu décrit par (2.191), tel que :

[ [E1 0 },A:[AH A12},

0 FE» Ag1 Ago
[ B [ H 0
5= g )= al

Les sous-systémes sont composées des matrices suivantes :

Pour le sous-systéme 1 :

10 0 0.6 0 0 0.96  0.58 0.06
EL = |01 0|,4:=|-01 03 0 |,Ap=] 096 058 101 |,
[0 0 0| —0.5 0.8 —0.42 —2.82 0.88 1.65
(10 0] 10 0
Bl = |01 0]|,H=|101
0 0 1| 00 1
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Pour le sous-systéme 2

1 00 —0.40 0 0 2.05 —-0.91
Ey = 0 1 0],A9n= 05 —-09 0.1 Ao = | 0.17  0.24
| 0 0 0 | -0.3 —-0.7 -0.2 0.1 -0.24 0.08
[0 1 07 1 0 1
By = 0 0 1|,H=]00020
| 0 0 0 | 0 01
Il s’en suit que :
Pour le sous-systéme 1, on obtient :
04 0 O 04 02 -0.2 —0.61 0
Jii = 0 1 0 ],Ji2= 0 0 0 ,Jiz=| —0.41 0
-02 0 O | —0.2 04 0.6 02 0
et
0.74 -0.12 0.12
Jiu = —0.05 047 —-0.47
0.2 —-0.4 0.4
Dans ce cas on a :
-0.15 0 0
Ny = 0 -0.7 0
0 0 -0.1
qui est déterminée par placement de poles avec
[ 0.101 —0.028 0.024 T
—-0.016 0.501 0.008
0.024 0.014 0.197
—0.003 —-0.138 0.004
Z1= | —0.016 0.358 0.010
—0.013 0.497 0.006
—0.017 —-0.097 0.015
—0.004 —0.180 0.005
0.012 —0.082 —0.009 |
On a aussi
[ 036 0 0 —0.10 —-0.05 0.05
M, = 0.009 1 —-05|,I1= 0.03 0.12 0.08 ,
| —0.183 0 0 0.047 0.02 —-0.02
[ —0.038 —0.02 0.012 0.102 0.038 0.294
Gy = 0.091 -0.29 —-0.39 |, N2 = 0.038 0.044 0.181
0.016 0.011 —0.005 0.294 0.181 1.173
1.24 0 -1.35
'y = —0.083 0 0.084
| —1.82 0 3.20
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0t Apae(N12N{y) = 1.277

Pour le sous-systéme 2, on a :

[ 066 0 0 033 0 —-0.33
Jo1 = 0 1 0|, Jo= 0 O 0 ,
| —033 0 0 0.33 0 0.66
[ —0.471 0 —0.57 0471 0 —-0.47
Jog = 0 0 ,Jog = 0 1 0
033 0 -0.81 —-0.33 0 0.33
[ —0.15 0 0 0 062 O —0.155 0 0.155
Ny = 0 -0.7 0 , Moo= |0 0122 1 |, Ty= 0.622 0 -—0.465 |,
| 0 0 —0.2 0 —-0.314 O 0.0598 0 —0.059
—0.0562 0 0.039
Gy = 0.007 0 —0.355
| 0.0213 0 -0.015
pour,
[ —0.0049 0.312 0.077 T
0.0217 0.0435 —0.0108
0.0774 —0.1561 0.1712
—0.006 —-0.119  0.0097
oy = 0 0 0
—0.033  0.0083 0.012
0.0348 —0.215 0.00049
0 0 0
| —0.0285  0.227 —0.003 |
—0.846 —0.564 0.466 0.662 1.007 0.345
No1 = 0.449 0.197 —-0.346 |, I'yy = 0.408 —0.244 —-0.652
0.361 0.286 —0.41 —0.341 -0.513 —-0.172

avec Amaz(N21 N3, ) = 1.956.

Les figures (2.21)-(2.26) comparent les composantes de 1'état du systéme global (en trait
continu) et leurs estimées moyennant l’observateur interconnecté (en pointillé) et les figures (2.27)
et (2.28) tracent I’évolution de l'erreur d’observation. On peut bien remarquer la convergence

des résultats de la méthode proposée.
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State

60 70 80 Q[0 100

30 40 50
time

F1G. 2.21 — La premiére composante du systéme global x; () (en trait continu) comparé

a son estimée (en pointillé)

State

30
time

20

F1G. 2.22 — La deuxiéme composante du systéme global x5 () (en trait continu) comparé

a son estimée (en pointillé)

Sate

as 50

a0

30 35

1s 20 25
time

F1G. 2.23 — La troisiéme composante du systéme global z3 (t) (en trait continu) comparé

a son estimée (en pointillé)
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State

time

F1G. 2.24 — La quatriéme composante du systéme global x4 (¢) (en trait continu) comparé

a son estimée (en pointillé)
‘ ‘ x5
= x22hat

State

60 70

20 30
time

F1G. 2.25 — La cinquiéme composante du systéme global x5 (¢) (en trait continu) comparé

a son estimée (en pointillé)

3

State

time

F1G. 2.26 — La sixiéme composante du systéme global x4 () (en trait continu) comparé a

son estimée (en pointillé)
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o.4a T T T T T T T
[ ell=x1—x1llhat
o.2 — —
g ot
=
—_o.2 - _
_o.a L L L L n L " " "
o 10 20 30 a0 S50 6o 70 80 S0 100
time
oO.04a T T T T T T T
[ elz2=x2—x1z2hat
_ ooz —
s
>
ol
_o.02 L L L L n L " " "
o 10 20 30 a0 50 60 70 80 20 100
time
o.a T T T T T T T
[ el13=x3—x13hat
o.2
g ol
=
—_o.2 - _
_o.a L L L L L L . " "
o 10 20 30 40 50 S0 70 80 Q0 100

time

F1G. 2.27 — L’erreur d’estimation de I'état entre les 3 premiére composantes du systéme
global et les composantes du sous-systéme 1

O.06 T T T T T T T
[ e2l=x4—x21hat
o0.04 -
£ .02 —
=
ol
_o.02 n L L L L L " " "
o 10 20 30 40 50 S0 70 80 Q20 100
time
a
[ e22=x5 —x22hat
_ o5 —
s
=
ol
_o.s L L n n L n " " "
o 10 20 30 ao S50 6o 70 80 s0 100
time
3 T T T T T T T
[ e23=x6—x23hat
> _
g afp |
S
ol
1 L . L L . . . " "
o 10 20 30 40 50 S0 70 80 Q0 100

time

F1G. 2.28 — L’erreur d’estimation de 1’état entre les 3 derniére composantes du systéme
global et les composantes du sous-systéme 2

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté des méthodes de synthéses d’observateurs et de filtrage Ho,
décentralisés pour les systémes de grande dimension aussi bien pour le cas continu que pour le
cas discret. La complexité des observateurs centralisés et /ou la dispersion géographique de ses
composantes constituent une motivation a I’étude de la structure décentralisée de ces estimateurs
d’état.

Dans une premiére étape, on s’est intéressé & 1’étude des observateurs décentralisés pour les
systémes standard de grande dimension ou les interconnections sont considérées comme incon-
nues. On a fait des transformations sur le modéle initial afin d’extraire la partie des mesures
libres des entrées inconnues. On a illustré les conditions d’existence relatifs & ces observateurs et
on a présenté deux méthodes de calcul de la matrice de gain de ’observateur ; la premiére utilise
le placement de pole et la deuxiéme est basée sur les inégalités matricielles linéaires (LMIs). Les
deux méthodes précédentes ont été testées sur deux exemples numériques.

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, on s’est intéressé a la synthése des observateurs
et des filtres Hy, pour les systémes singuliers de grande dimension continus et discrets. Les
interconnections sont considérés comme entrée inconnues et les perturbations du systéme sont
inconnues mais a énergie bornée. On a proposé dans ce contexte, une méthode de determination
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de la matrice gain Z; du filtre basée sur les LMIs. Cette méthode assure aussi bien la stabilité
du filtre décentralisé que I'atténuation des perturbations. La formulation LMI est obtenue en
transformant ’équation de la dynamique de 'erreur en systéme singulier, et ce afin de contourner
le probléme de la dérivée du bruit qui apparait dans cette dynamique. Une application numérique
permettant d’illustrer I'efficacité de I’approche proposée.

La suite de ce chapitre, a été consacrée a 1’étude d’une nouvelle forme d’observateur dé-
centralisé pour les systémes singuliers de grande dimension. On a proposé une approche unifiée
au probléme de synthése d’observateur décentralisé qui couvre les observateurs d’ordre plein,
d’ordre réduit et d’ordre minimal. Cette méthode est basée sur une nouvelle paramétrisation de
I’équation de Sylvester généralisée. Les inégalités matricielles linéaires (LMIs) sont utilisées pour
le calcul de la matrice gain de I’'observateur et 'approche est validée par un exemple numérique.

Dans la derniére partie de ce chapitre, on a proposé une nouvelle méthode pour la synthése
des observateurs interconnectés pour les systémes singuliers de grande dimension. Cette méthode
consiste & synthétiser un observateur interconnecté connectivement stable. Cette stabilité est
assurée non seulement en la présence ou non des interconnections entre sous-observateurs, mais
aussi pour certains types de non-linéarité au niveau de ces interconnections. L’analyse de stabilité
est basée sur l'utilisation des fonctions de Lyapunov quadratiques et ’approche de la stabilité
connective. Il faut noter que vue la similitude de ’approche pour le cas continu et pour le cas
discret, on a choisi de traiter uniquement le cas des systémes continus. La méthode proposée est
testée sur un exemple numérique. Toutes les approches développées le long de ce chapitre sont
récapitulées par un algorithme résumant les différentes étapes de syntheése.

La suite de ce travail sera consacré a la commande basée-observateur pour les systémes de
grande dimension standards et singuliers, ceci fera 'objet du chapitre 3.
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Chapitre 3

Commande décentralisée des systémes
de grande dimension

3.1 Introduction

Pour les systémes de grande dimension, la mise en oeuvre de lois de commande présente un
intérét croissant. La satisfaction des performances spécifiques est tributaire d’un choix judicieux
du correcteur, chose qui nécessite la disponibilité des états et des entrées du systéme. Cependant,
devant 'impossibilité d’installer un grand nombre de capteurs & cause de leurs cofits ou & cause
de contraintes liées au systéme, la disponibilité de I’état n’est que partielle. De plus, les mesures
peuvent étre affectées par des bruits de mesure. Dans ce cas, le défi a relever est de trouver un
correcteur performant en se basant sur des mesures partielles et qui sont aussi affectées par du
bruit. La synthése de ce type de correcteur est souvent basée sur des observateurs ou des filtres
qui estiment soit 'intégralité du vecteur d’état, soit la partie non mesurée de ce vecteur, soit
une combinaison linéaire des coordonnées de celui-ci. Le vecteur de commande pourrait étre vu
comme 'estimation d’une combinaison des composantes du vecteur d’état.

Ce chapitre, peut étre vu comme une validation des différentes méthodes d’estimation propo-
sées précédemment sur la commande. On aborde alors le probléme de la commande basée obser-
vateur pour les systémes de grande dimension standards mais aussi pour les systémes plus géné-
raux ou singuliers. L’approche est une extension des travaux de Kalsi et al ([KLZ08|, [KLZ09a] et
|[KLZ09b]...) développés pour les systémes déterministes au cas des systémes standards perturbés
et aux systémes singuliers. Le but est de synthétiser une commande basée sur un filtre H,, pour
les systémes standards et singuliers de grande dimension ayant des interconnections non linéaires,
considérées comme quadratiquement bornées [KLZ09b|. Dans un premier temps, on commence
dans ce chapitre par la synthése de la commande basée sur un filtre pour les systémes standards
de grande dimension affectés par une perturbation exogéne. Le gain par retour d’état et le gain
du filtre sont paramétrés a 'aide des inégalités matricielles linéaires (LMIs). Une validation de
I’approche proposée sera réalisée sur un exemple pratique de systéme électrique composé de trois
générateurs interconnectés. Le choix de cet exemple est motivé par sa particularité de satisfaire
la contrainte quadratique sur les interconnections.

Dans le second volet de ce chapitre, on s’intéresse aux systémes singuliers de grande di-
mension, dont les mesures et ’état sont affectées par une perturbation exogéne. Le but est de
determiner une loi de commande en utilisant un filtre qui satisfait un critére de performance
H, dont la perturbation est supposée étre inconnue mais & énergie finie. Notons que le fait de
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considérer les systémes singuliers permet de couvrir la classe la plus générale des systémes et
qu’on peut retrouver le cas standard étudié par Kalsi et al en prenant la matrice E = 1. De
plus, le fait d’introduire un bruit exogéne a énergie finie dans ’équation d’état, permet d’étudier
la commande basée sur un filtre H.,, contrairement aux travaux réalisés par par Kalsi et al ol
I’étude porte sur la commande basée sur un filtre pour un systéme déterministe et standard. Le
gain du filtre est paramétré en utilisant les conditions de non biais sur la dynamique de I'erreur
d’estimation. Les conditions d’existence du filtre sont obtenues a I'aide des inégalités matricielles
linéaires (LMIs). Ce qui génére des conditions de solvabilité moins restrictives que celles intro-
duites dans [KLZ08]. Dans ce chapitre, contrairement aux études de Kalsi et al. (voir [KLZO0S|
par exemple), on n’impose aucune condition sur la distance entre la paire de matrices formée
par la matrice d’état et la matrice d’entrée et ’ensemble de paires de matrices incontrélables.
De plus, on tient compte de la maximisation des bornes de I’interconnexion inconnue, ce qui est
trés important en pratique.
Le probléme a résoudre dans cette partie peut étre défini comme suit :
— Synthétiser un gain par retour d’état qui stabilise la boucle fermée du systéme objet
d’étude.
— Ce méme systéme augmenté par I'erreur d’estimation doit étre admissible et 'erreur d’es-
timation doit satisfaire le critére de performance H..
La synthése de la commande décentralisée basée sur un filtre Hy proposée [MBDHa|, [MBDHDb|
opére en deux étapes :
— La premiére étape consiste a trouver le gain par retour d’état qui permet d’atteindre les
objectifs de commande (stabilité, atténuation de perturbation...).
— La deuxiéme étape porte sur la synthése de la commande basée sur le filtre Hyo, qui nous
permettra de reconstruire cette loi de commande a travers un observateur (filtre).
Les inégalités matricielles linéaires sont utilisées pour le calcul du gain par retour d’état et les
paramétres du filtre. L’avantage de la méthode proposée est de construire un filtre qui a la méme
dimension que la commande, donc d’ordre réduit. Dans ce cas, la commande est exprimée en
fonction de 'état (une fonctionnelle de 1'état) a savoir u; = K;x;. Notons que l'avantage majeur
de 'approche proposée dans ce chapitre est d’utiliser un filtre H,, qui permet d’estimer la loi de
commande sans pour autant passer par ’estimation de tous les états du systéme. Cela permet
donc de réduire 'ordre du correcteur via un filtre Hy, du fait que le filtre et la loi de commande
synthétisée sont du méme ordre. Une application numérique permettant d’illustrer I'efficacité de
I’approche proposée a la fin de ce chapitre.
Il est & noter que vu la similitude de ’approche entre le cas continu et le cas discret, seul le
cas des systémes continu de grande dimension est traité.

3.2 Commande basée sur un filtre pour les systémes
non singuliers de grande dimension

Considérons une classe de systémes interconnectés perturbée décrite par le modéle suivant :

xz(t) = A”.%l(t) + Blul(t) + Dl’UZ(X) + Fiwi(t) (3.1&)
Zz(t) = Hzﬂj‘z(t) +Riw¢(t), 1 € {1N} (3.1b)
avec A;;, B;, D;, F;, H; and R; sont des matrices constantes de dimension appropriées. Les vec-

teurs z; € IR™, u;(t) € RY, 2;(t) € IR™ et w;(t) € IR% sont respectivement I'état, 'entrée, la
sortie et la perturbation du systéme, qui est supposée a énergie finie.
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z1(t)
. 2(t)
La variable X (t) est 'état du systéme global donnée par X (t) = ) € IR" représente le
oy (t)
vecteur d’état du systéme globale, avec n = Zf\i 1 M-
v;(X) représente l'interconnection du i-éme sous systéme qui est supposée globalement bornée,
avec ||v;(X)|| < p; pour p; > 0 [KLZ10| et satisfait la contrainte quadratique donnée par I'Hy-
pothése 7 citée ci-aprés.

Remarque 20 On peut déduire que pour F; = 0 et R; = 0, on obtient le systéeme déterministe
standard considéré dans [KLZ08|, [KLZ09a] et [KLZ09b].

Dans la suite de ce chapitre, on présentera la procédure de synthése de la commande décentralisée
basée sur un filtre pour les systémes non singuliers de grande dimension. On commence par
introduire les hypothéses de travail.

3.2.1 Probléme et hypothéses de base

Dans la suite, on pose les hypothéses suivantes :

Hypothése 7 On suppose que les interconnections du systéme vérifient la méme contrainte
quadratique que dans [KLZ08], [KLZ09b] et [KLZ10], c’est a dire :

(D) Dyv; < 2 X7l X (3.2)

ot o est une constante positive connue et 7; € IR™*™ est une matrice connue de dimension
appropriée.

Hypothése 8 La matrice d’entrée B; est de rang plein colonne.

Remarque 21 Les Hypothéses T et 8 ne sont pas restrictives car la condition (3.2) est généra-
lement satisfaite en pratique comme on peut le voir dans [KLZ09c| par exemple et la condition
imposée par Uhypothése 8 est une condition standard et nécessaire pour le calcul de la loi de
commande.

On propose maintenant la structure suivante du correcteur basé sur un filtre H,, donné par

[MBDHBb :

f,(t) = szz(ﬂ + Mzuz(t) + Jizi(t) (3.3&)

ui(t) = &(t) + Gizi(t) (3.3b)
avec &; € RY est le vecteur d’état du filtre, N;, M;, J; et G; sont des matrices inconnues de
dimensions appropriées, qu’on déterminera dans la suite de ce chapitre.

Avant de présenter la méthode de synthése proposée, on donne quelques definitions et quelques
résultats préliminaires qui nous seront utiles dans la suite.

Définition 14 Le systéme donné par (3.1) est dit asymptotiquement stabilisable basé sur un
filtre, si et seulement si il existe une loi de commande donnée par (3.3b) telle que, pour w;(t) =0 :
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1. Il existe un gain K; pour chaque sous systéme tel que u; converge vers K;x;. En d’autres
termes, l’erreur d’estimation donnée par :

ei(t) = Ul(t) — KZIZ(t) (34)

converge vers zéro, c’est a dire limy_,o €;(t) = 0.

2. Le systéme en boucle fermée formé par (3.1) et le correcteur (3.3b) est asymptotiquement
stable .

On utilisera aussi 'indice de performance H,, défini par
> T T
Jejw;, = / (ele; — v2w!l w;)dt (3.5)
0

pour un scalaire v; > 0 donné.
Alors, le probléme & résoudre dans cette partie peut étre posé comme suit :

Probléme : Construire un correcteur basé sur le filtre Hy, donné par (3.3) tel que :

— Le systéme (3.1) est asymptotiquement stablilizable (voir la Définition 14) basé sur le filtre
donné par (3.3)

— Le systéme (3.1) augmenté par l'erreur d’estimation (3.4) est admissible et l'erreur d’esti-
mation satisfait le critére de performance Hy, J¢,p, < 0 pour un scalaire v; > 0.

3.2.2 Synthése d’une commande basée sur un filtre

Dans cette partie, on propose de résoudre le probléme de la commande basée sur un filtre
H.. Pour cela, on commence par calculer les paramétres de 1’observateur & synthétiser.
D’aprés l'expression de la commande w;(t) donnée par (3.3b), 'erreur d’estimation définie dans
(3.4) s’écrit :

€i(t) = Uz(t) — Kzl‘l(t)
= fl(t) + Gz (t) — Kz; (t) (36)

D’aprés l'expression de z;(t) donnée par (3.1b), on obtient :
ei(t) = &(t) +vnzi(t) + GiRyw;(t) (3.7)
avec
Ya =GH; — K; (3.8)
La dynamique de I'erreur d’estimation obéit a :

éi(t) = é}(t) + Vi &i(t) + GiRjw;(t)
= N&(t) + Myui(t) + JiHiwi () + JiRiwi () + i Aiwi(t) + i Biwi(t)
+ Y Divi(X) + Ya Fowi(t) + G Riti(t) (3.9)

et d’aprés (3.7) on a :

fz(t) = €i(t) — wilxi(t) — GZRlU)Z(t) (3.10)
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En remplacant &;(¢) par son expression donnée par (3.10), on aura :
€i(t) = Niei(t) — Nibinai(t) — N;Gi Ryw; (t) + i A (t) + J; Hixi (¢)
+ (Y1 Bi + Mi)u;(t) + in Divi(X) + in Frw;(t) + GiRibi(t)
= Niei(t) — (Nivvir — ir Ais — JiH;)xi(t) + (Vi Bi + M;)u;(t)
+ i Divi(X) + [(Ji — NiGi) R + Vi Filw;(t) + GiRiw;(t) (3.11)
Alors, la synthése du filtre Ho, se réduit & déterminer les matrices N;, M;, J; et G; telles que :

1. L’observateur donné par (3.3) est non biaisé (c’est a dire que la dynamique de l'erreur
d’estimation ne dépend pas explicitement de l'etat x; et de Uentrée u; du systéme (3.1)
pour w;(t) = 0).

2. L’observateur (3.3) est stable, c’est a dire N; est Hurwitz.

Les conditions 1) et 2) ci-dessus sont satisfaites si I’équation de Sylvester suivante est vérifiée :

—vYinAii + Ny — JiH; = 0 (3.12)
et
M; = —¢aB; (3.13)
En utilisant (3.8), ’équation de Sylvester (3.12) peut étre écrite sous la forme matricielle suivante :
VX = (3.14)
ou :
Vi = [N Gi L; | (3.15)
K;
¥ = | Hidu (3.16)
H;
Q = KAy (3.17)
et
Li = Ji—N,Gi (3.18)

L’équation (3.14) posséde une solution si et seulement si la condition (3.19) suivante est satisfaite :

rang [ éZ ] =rang %; (3.19)

Dans ce cas la solution générale de (3.14) est donnée par
[N Gy L |=Q%-2Z(I-%%)) (3.20)

avec Z; est une matrice arbitraire de dimension appropriée & déterminer dans la suite. La matrice
E;r est une inverse généralisée de ¥; vérifiant ZiEfZi = Y;. Une fois la matrice Z; calculée, le
filtre est complétement déterminé et les matrices N;, G;, L;, J; et M; sont données alors par :

N; AN, — ZiAN, (3.21)
Gi = Ag, — ZiAg, (3.22)
L; = Ap, —ZiAg, (3.23)
J; = L;+ N;G; (3.24)
M;, = —yYub; (3.25)
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avec
I
Ay, = 35| 0 (3.26)
0
I
Ay, = (I-%20) |0 (3.27)
0
0
Ag, = QF | I (3.28)
0
0
Ag, = I-%5)| 1 (3.29)
0
0
A, = 3|0 (3.30)
I
0
Ay, = (I-%2DH)1]0 (3.31)
I

D’autre part, d’aprés (3.12) et (3.13), la dynamique de lerreur d’estimation (3.11) devient

¢i(t) = Niei(t) + i1 Divi(X) + tigwi(t) + tizii(t) (3.32)

avec :
Yio = LiRi+v¢ak; (3.33)
VYiz = GiR; (3.34)

En remplacant les matrices ;1, G; et L; par leurs valeurs données respectivement par les équa-
tions (3.8), (3.22) et (3.23), on obtient :

Yva = Ag,Hi— ZiAg,Hi — K, (3.35)
VYio = ApL,Ri+ Ag,H;F; — K;F; — Zi{(ApL, R + Ag, Hi Fy) (3.36)
Yis = Ag,Ri— ZiAgR; (3.37)

Les équations (3.35), (3.36) et (3.37) précédentes nous seront utiles dans la suite pour la formu-
lation de la LMI qui permettra de déterminer la matrice inconnues Z;.

Notons que 'équation de la dynamique de lerreur d’estimation (3.32) contient la dérivée de
la perturbation w;(¢). Un grand nombre d’auteurs résout ce probléme en ajoutant une contrainte
supplémentaire sur les matrices de 1’observateur.

Afin de résoudre ce probléme, on propose de réécrire la dynamique de 'erreur d’estimation sous
une forme singuliére. Dans ce cas, I’équation (3.32) peut étre réécrite comme suit :

Exi = Aixi +Biw; +VY;D;v; (3.38a)
ei(t) CiXi 1€ {1 R N} (338b)
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avec&:[é _q(’)z)i?’],Ai:{]gi %i;];gi:|:?:|aq/i:|:¢61:|aci:[l 0]

_ | e®)
X { ni(t) ]
Le vecteur y; représente ’état du systéme décrit par (&;, A;, By, ¥;D;,C;), ei(t) est lerreur
d’estimation et n;(¢) est un état fictif tel que n;(t) = w;(¢).
Pour étudier ce systéme, la matrice & doit étre indépendante du paramétre Z; . Cela peut
s’obtenir en choisissant la matrice gain du filtre comme suit :

Zi = V(I - Ag,A¢) (3.39)

Dans ce cas, on aura :

Y = AgHi—K; (3.40)
Yo = Ay, — Vily,, (3.41)
VYis = AgR; (3.42)
N; = Ay, —VilAy, (3.43)
Gi = Ag, (3.44)
Li = A, — Vi, (3.45)
avec .
Ay, = A, Ri + (Ag, H; — K;) F; (3.46)
Ay, = ALR (3.47)
Ay, = (I-AgAE)AN, (3.48)
A, = (I-AgAL)AL (3.49)

Compte tenu des équations (3.1), (3.4) et (3.38), le systéme en boucle fermé peut s’écrire

comme suit :
b al o] = [ R [a]me

+ [ \1{] Divis(t) (3.500)

Xi(t)

Le probléme de synthése de la commande basé sur un filtre H, est réduit a I’étude du systéme
(3.50). L’admissibilité du systéme (pour w;(¢) = 0) garantit la stabilité du systéme en boucle
fermée. Le théoréme suivant donne des conditions pour 'existence du correcteur basé sur le filtre
(3.3) et permet de determiner le gain par retour d’état K; et la matrice gain de ’observateur ).

at) = [0 ¢ [5’3"(’5}] (3.50b)

Théoréme 15 [MBDHb/

Sous les Hypothéses 7 et 8, il existe une matrice de gain de retour d’état K; telle que le systéme
en boucle fermée (3.50) est stable et une matrice Y; paramétrant toutes les matrices du filtre telles
que la paire (&;,A;) est admissible pour w;(t) = 0 et satisfait le critére de performance Ho,
Jew; < 0, pour w;(t) # 0 et pour un scalaire donné ., > 0 s’il existe des matrices symétriques
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définies positives P;1, Pio, Q; et les deur matrices Q, et Qy, telles que les deux LMI suivantes
soient satisfaites :

(L1)e V3L, V28.Qu

V3L, I, 0 < 0 (3.51)
Til 0
[ 0 Ty ] < 0 (3.52)
ou
[ (171)6 (112)6 (1>3>6 CzTB;T C'LT
(1,2)f  —Iig11,) 0 0 0
Ta = | (L,3)! 0 —I(gi+1:) 0 0 (3.53)
BiC; 0 0 —Iguy O
LG 0 0 0 Iyt
[ —’Yi[qi BZT ‘FZT
T = B, -1, O (3.54)
L F’L _qu'
(1,1, = QiAj, + AuQi + QF, B + B, (3.55)
_ (1,1) (1,2)
(L1e = [ (1,2)7 (2.2) (3.56)
(1,1) = PuAy, + AN, + (PaAy,)" + (Qy,AN,)" (3.57)
—T
= —Pjs+ Pil/‘\@[,i2 — QYZ.A%.Q — A%iPilwi?) + ANZ. 951%3 (3.58)
(27 2) = _¢£(P11A¢i2 - QYiA?/Jz‘z) - (PilAwiQ - QYiAl/)m)TQb?B
+ 5P+ Pia i3 (3.59)
P;; Pj2 ]
1,2)e = 3.60
(1,2) [ —Pi1 —phPio (3.60)
—Pi1(Ag, Hi — K;) ]
L,3)e = ! 3.61
(1,3) [ —(i3) TP (A, Hi — K;) (3.61)
avec

N
ﬂ = Za?Amax(TiTTi)
=1

et Amaz(®) est la valeur propre mazimale (e).
Alors le gain par retour d’état K; est donné par :
Ki = Qg (Qi) ™ (3.62)
et
Y =Py 'Qy, (3.63)
Dans ce cas, le gain de l’observateur est donné par :

Z; =P Qg (I - Ag,AG) (3.64)
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Preuve 24 On définit les fonctions de Lyapunov suivantes :
Ve i (t) = Ve, (£) + Ve, (1) (3.65)
ot Vy,(t) et Vg, (t) sont des fonctions de Lyapunov définies par :

N

Vi(t) = > (i) Quai(t) (3.66)

i=1
ot Q; est une matrice définie positive.
Ve, (t) est définie par [Owens85],[Peter03] :

N
Ve(t) = > (Enxa() PiEixi(t) (3.67)

=1

odPi:[ P Pi2]>0

Piy" Pig
La dérivée de Vg, 4, (t, x4, xi) le long de la solution de (3.50) est donnée par :

N
Vi = Y a Quri+ o] Qudi + (Ea) "Pil€ixi) + (Exi) "Pi(Eixs) (3.68)
i=1
En remplagant &; et E;x; par leurs valeurs respectives données par (3.1a) et (3.38a), on obtient :

N
Vi = Y al(Ai + BiEK:) " Quzi + 2] Qi(Aii + BiK;)z; + (Bie))" Qimi + z] Qi Bie;
=1
+ (Do) Quzi + o] QiDiv; + (Faws)" Qiws + 2] QiFyw; + x| Al Pi&ixi
+ Xi EPiAG + w] BIPiEixi + X & PiBiw; + v} D] U Pi&x;
+ xi &Py Dy, (3.69)

En utilisant le Lemme 10 on obtient pour g; = 1 les inégalités suivantes :

el B] Qizi + 2] QiBie;

TPHTO. . TOY. .oy

vy Dz lez + X; QID’LUZ
wl Fl Qiz; + = Qi Fiw;

wl BIP:E;xi + XTI PiBiw;

vf DIV Pi&ixi + X! EF Py, Dy,

ef B] Biei + x] QiQix; (3.70)
v} DI Dyv; + =] Qi Qs (3.71)
wi F Fiw; + o] QiQu; (3.72)
wiTBZ-TBiw,- + XlTEZ-TPiPigiX,' ( )
vl DI Djv; +xFEIP; Psi;UIPEx;  (3.74)

VAN VAN VAN VAN VA

Compte tenu des inégalités (3.70), (3.71), (3.72), (3.73), (3.74) et de I’équation (3.69) on a :
] N
Vi < Y af[(Au+ BiKi) Qi + Qi(Aii + BiK;) + 3QuQils
=1

+ X?[.AzTPIEZ + gZTPPAl + ngPiPiEZ' + giTPi\I/Z'\I’?PiEi]XZ’
+ eI BI'Bje; + 20! DI Div; + w!'[BY B; + F FjJw; (3.75)
et a partir de I’Hypothése 7 on peut écrire
N
'UiTDiTDZ‘UZ‘ < ﬁz leTl'Z (3.76)

=1
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Chapitre 3. Commande décentralisée des systemes de grande dimension

avec
ﬁi = a%)\maw(TzTTi) (377)

En remplagant Uerreur d’estimation e; par son expression donné par (3.38b) et en tenant compte
de (3.75) et de (3.76), on obtient :

N
Vi < Y ol [(Au+ BiK)"T Qi + Qi(Ai + BiK:) + 3QuQs + 281, |

=1
+ XI[ATPE + ETPiA; + ETPiPiE + EF P00 P& + ¢ B BiCili
+ w][B] Bi + F] FJw; (3.78)

avec = Zf\il Bi.

Maintenant, définissons le critére de performance Hoy pour un scalaire donné v. > 0 :

o
Jew = / (eT'e — y2wlw)dt (3.79)
0
€1 w1
€9 ! w2 .
avec e = . € IR etw = . € IR? sont respectivement le vecteur des erreurs et la
eN WwN

perturbation du systéme global avec | = Zfil l et q = Zfil q;- Alors, pour un scalaire donné
Ve, > 0, Uéquation (3.79) peut s’écrire :

N
o0
oy = / Z(eiTei - ygiwiTwi)dt (3.80)
0 =1
En utilisant le fait que V(0) =0 et V(oc0) > 0, on peut écrire que :

Jew < / (eTe —2wlw + V(t,x;))dt
0

N
o0
< /0 S 0T CT o — 22wl wi} + V(t,w)]dt (3.81)
=1

Les inégalités (3.81) peuvent se réécrire sous la forme compacte suivante :

N T
o x; ©i1 0 x;
o< [PR[L]S e ][5 ]a

(3.82)
ol
S [ Xi
w; = s ] (3.83)
0i1 = (Ai+BiK)TQ; + Qi(Ais + B K;) +3QiQ; + 261, (3.84)
. [ 91‘1 0

O = 0 6 ] (3.85)

et 0 = AIP& + EPiA; + EIPPE + EFPy 0,0 IPLE + CE B BiC; + C1'C; (3.86)

Oip = —ily + BB+ FF; (3.87)
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3.2. Commande basée sur un filtre pour les systémes non singuliers de grande dimension

Alors, si
0,1 < 0 (388)
et
Op < 0 (3.89)

alors Jew < 0, (et aussi Ve, 4,(t) < 0).
Soit maintenant Q; = Qi !, en multipliant de part et d’autre Iinégalité (3.88) par Qj, on
obtient :
Qi(Aii + BiKi)" + (Ais + BiK;)Qi + 31, +28Q;.Q; < 0 (3.90)
En appliquant le complément de Schur [BGFB94] a (3.90) et (3.89), on obtient :
(L1), V3L, v28.Q;
V3L, I, 0 <0 (3.91)
V20 .Q; 0 -1,

et
[ 0 Ty } <0 (3.92)
ou
[ (1,1). &'py glpyy, BT cr
P& g4y 0 0 0
T = | V[P 0 —I(g,+1) 0 0 (3.93)
BZ‘CZ' 0 0 _I(qz'Hz') 0
L G 0 0 0 ~L(gi+1y)
T = B; —Ig, 0 (3.94)
L F; 0 _Ifh'
(L1)e = QAj +Qk Bl + A;Q; + BiQ, (3.95)
(1,1)e = A'Pi& + ETPiA; (3.96)
N
ﬂ = Za?Amax(TiTTi) (397)
i=1

et Amaz(®) est la valeur propre mazimale de (e).

En remplagant B;, C;, &, A; et U; par leurs expressions données par le systéme (3.38) et en
Pi1 P2
Pix" Pis

Une fois la LMI donnée par (3.51) est résolue, on obtient Q; et Qk, et on peut déduire K;
comme suit :

utilisant le fait que Py = [ ], on obtient les LMIs du Théoréme 15.

Ki = Qp, (Q) 7! (3.98)

A partir de la solution de la LMI (3.52), on obtient la matrice Qy, et par suite la }; est donnée
par :

Vi =Py 'Qy, (3.99)
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Chapitre 3. Commande décentralisée des systemes de grande dimension

le gain du filtre Z; est donc donné par :
Z; =P 'Oy (I - Ag,AL) (3.100)

ce qui compléte la preuve du Théoreme 15.1

Le Théoréme 15 illustré précédemment peut étre relaxé en utilisant uniquement les inégalités
(3.71) et (3.74), ce qui donne le théoréme suivant :

Théoréme 16 [MBDHb/

Sous les Hypotheéses 7 et 8, il existe un gain de retour d’état K; et une matrice Y; paramétrant
toute les matrices du filtre, telle que le systéme en boucle fermée (3.50) est admissible pour
w;(t) = 0 et satisfait le critére de performance Ho, Je;u, < 0, pour w;(t) # 0 et pour un scalaire

— T —~— T
Ye; > 0 donné, s’il existe trois matrice définie positive Pi; = Piz > 0, Pig = Pia > 0 et

= =T
Qi = Qi >0 et deux matrices Qg et Qy, telles que les LMIs suivantes sont vérifiées :

[ (1L1)g V2BQ. I BC F 0 0
V2BQ: -1 0 0 0 0 0
I 0 -1 0 0 0 0
crBf 0 0 (LDp (L2p (1L3)p (Lap | <0 (10D
FT 0 0 (1,28 -rI 0 0
0 0 0 (1,35 0 —I 0
L 0 0 0 (174)£ 0 0 ezz'qu' i
ot
(1,D)g = AuQs+ QAL + 0% BT + By, (3.102)
_ (1,1) (1,2)
(1,1) = PuAy, + PuAn)’ — Qv Ay, — (Qy,AN)7 (3.104)
— — = ——T
(1,2) = —Pio — AL Puthis + Py, + Ay, QL iz — Qv Ay, (3.105)
(2,2) = —¢iPialy, — Wly,) — Py, — Qv Ay,) i
—~— —T
+ PPi2 + Pia i3 (3.106)
2)p = | puleth k) (3.107)
— ;3P (Ag, H; — K5)
Py
1,3)p = 3.108
(1,3) “TPr ( )
(1,4)p = [I 0] (3.109)
Dans ce cas, le gain K; est donné par :
K; = Qk, @—1 (3.110)
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3.2. Commande basée sur un filtre pour les systémes non singuliers de grande dimension

et
Vi = (Pi) "'y, (3.111)
et la matrice gain du filtre est donnée par :
Zi = Vil - Ag,A¢) (3.112)

Preuve 25 On définit les fonctions de Lyapunov suivantes :

ou
~ N —
Vo, () = ) (i) Qiai(t) (3.114)
i=1
~ T
avec Qi = Q;
~ N —_—
Ve(toxi) = D (Exi(t) Pi€ixi(t) (3.115)
i=1
s | Pu P — T A
avec P; = lf)vT 5 définie positive ou aussiPi1 = P71 >0 et Pig — Pi2 Pj1 Pj2 > 0.
i2 i3

On dérive Vg, 5,(t,zi, xi) le long des solutions de (3.50) et en tenant compte des inégalités
(3.71), (3.74) et (3.76), on obtient :

N
Vi < ) af[(Au+ BiK:) Qi + Qi(Au + BiKy) + QiQi + 261, )2 + (Bies) " Qias + 2] QiBie
i—1
+ (szz)T@.% + x?@szwz + X;'F[A;‘Ff):gz + 81Tﬁlv41 + S?ﬁqlzq/?ﬁgz]xz
+ wlBI'Pi&Exi + Xt & PiBiw; (3.116)

En utilisant le fait que V(0) = 0 et V(co0) > 0, l'indice de performance Hs donné par (3.79),
Jew satisfait linégalité :

N
o0
T < [ Yl sl Vit
0 =1
o0 N .
< / [Z{X?C?Cixi — ’ygiw;wi} + V(t,x;)]dt (3.117)
0 =1

L’inégalité (3.117) peut s’écrire dans la forme compacte suivante :

T

oo N ) ajlp ai2 @13 T
Jow < / Z Xi ¥ a2 a93 xi | dt (3.118)
0 i=1 w; * * ass W;
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Chapitre 3. Commande décentralisée des systemes de grande dimension

ou

ail
a12
ai13
a2
az3

ass

Sion a

= (Au+ Bz‘Ki)TQVi + Q(Au + B, K;) + QiQ;i + 231y,

QiBC;
QiF;
ATPiE + €[ PiA; + €T Pl U] Pig; + ¢ ¢

= 5ZT1?iBi

ail aiz2 ais
* a9 493 < 0
* * ass

alors Jew < 0, (et V(t, xi,x;) <0).
En appliquant le complément de Schur [BGFB94] a la LMI (3.125), on obtient :

* K K X K K

ou

= -1
On considere maintenant Q; = Qi , en pré- et postmultipliant l'inégalité (3.126) par :

[ by

V2L, Qi QB¢ QF; 0 0

-1 0 0 0 0 0

* -1 0 0 0 0

x «  bu  ETP,; T ETPB; | <0
* * * —I 0 0

* * —1I 0

* * * * —’y?Iqi

b = (Au+ BiK:) Qi + Qi(Ai + BiK;)
ap = AIPi& +EIPiA;

Q 00000 O
0O 7 000 OO
0O 01 00 OO
0O 0 0O I 0 O0O0
0O 0 0O0OI 0O
0O 0000 TITIO
| 0 000 0 0 I |
on obtient la LMI suivante :
el V28Qi I BiG F; 0 0
* I 0 0 0 0 0
* * -I 0 0 0 0
x x « by ETP; T &TPB; | <0
* * * -1 0 0
* * * * * -1 0
| x * * * * * —fyZ»QIql i
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3.2. Commande basée sur un filtre pour les systémes non singuliers de grande dimension

ol

e = Qi(Ai+ BiK)" + (i + BiK) Qi (3.131)
(3.132)

en remplagant &, A;, Bi, C;, V; et E par leurs valeurs respectives et en utilisant les équations

(3.40), (3.41), (3.42), (3.43) on obtient la LMI du theorem 16, ou K;Q; = Ok, et PiYi = Qy, .
Si la LMI (3.101) est vérifiée, on obtient les deux matrices Qg, et Qy, et on peut déduire K;
et Y; telles que :

K = Qx(Q)7" (3.133)
et
Y, =Pu Oy, (3.134)
Le gain du filtre est conséquent par donné par :
Zi = V(I - Ag,A¢) (3.135)

ce qui compléte la démonstration du Théoréme 16.1

L’approche proposée est résumée dans I'algorithme suivant. Sous la condition de I’'Hypothése 7,
les principales étapes de synthése d’une loi de commande basée sur un filtre pour une classe de
systéme de grande dimension sont :
— Etape 1 : Trouver le gain K; qui garantit la stabilité du systéme en boucle fermée donné
par (3.1); en résolvant la LMI (3.51).
— Etape 2 : Calculer 3; et §2; en utilisant respectivement (3.16) et (3.17).
~ Etape 3 : Calculer An,,An;, Ag,, AL, ALy, Y, iz, Ny, 5 Dy, et Ay, en utilisant
respectivement les équations (3.26), (3.27), (3.28), (3.30), (3.31), (3.35), (3.37), (3.46),
(3.47) et (3.48),.
— Etape 4 : Résoudre la LMI (3.52) afin de déterminer Pj; et Qy; et en déduire ) et Z; .
— Etape 5 : Calculer N;, G; et L; en utilisant respectivement (3.21), (3.22), (3.23) et déduire
J; et M; des équations (3.24) et (3.25). Ainsi la commande basée sur un filtre Hy, est
déterminée.

La stratégie de commande proposée est validée sur un exemple de systéme électrique composé
de trois machines interconnectées qui sera illustré dans la section suivante.

3.2.3 Simulation

On considére I'exemple donné dans [KLZ09c|, ot on a modifié le modéle pour avoir un
systéme perturbé. Le modéle décrit une classe de systéme d’énergie multimachines composé de
trois machines interconnectées dont 1’équation d’état est donnée par le systéme (3.1), ol :

0 1 0 0 0
4 - 0 —5& $&(1-Fp) %%{FIPZ- s |0
i = 0 0 _Tjn_ T:; , by = 0 ,
Ke; ‘ 1 1
0 - Te;T3wo 0 Te, Te;
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S O O =
—_ O O O
=
Il
| — |
o
—

o
o
—_
=
|
| — |
[S—

o
| I

Ty = 7ui:PC¢7

wE. E By
’UZ(X) = Z pij% Sln(5i—5j).
j=Li#i '

La dynamique des différentes composantes de ce systéme électrique d’alimentation peut étre
trouvée dans [KLZ09c|, [GWHO00|, [WHG98.

d; : angle du rotor de la i-iéme machine en degré.

w; : vitesse relative de la i-iéme machine en rad/sec.

wo : vitesse synchrone en rad/sec.

Bj; :lai-éme ligne et la j-iéme colonne de la matrice de susceptance nodal en (p.u.)

d; : coefficient d’amortissement de la i-iéme machine en(p.u.).

E;Z- : tension transitoire interne de la i-iéme machine en (p.u.), supposée étre constante.
E(;j : tension transitoire interne de la j-iéme machine en (p.u.), supposée étre constante.
Frp, : fraction de la puissance de la turbine générée par la pression intermédiaire (IP).
S; : inertie constante de la i-iéme machine en sec.

K¢; : gain du régulateur de vitesse de la i-éme machine.

K, : gain de la turbine de la i-éme machine.

P,.; : Puissance de controle de la i-éme machine.

pij : Une constante qui indique si la la i-éme machine est connectée a la j-éme machine elle prend
deux valeurs 0 ou 1.

P,,; : Puissance mécanique de la i-éme machine en (p.u.).

r; : régulation constante de la i-éme machine en (p.u.).

Te; : Constante de temps du régulateur de vitesse de la i-éme machine.
T,.; : Constante de temps de la turbine de la i-éme machine.

Xe; : ouverture de la soupape de vapeur de la i-iéme machine en (p.u.).

On applique la méthode développée précédemment de synthése du correcteur basé sur un filtre
H,, pour la commande du systéme formé par I’ensemble "turbine/régulateur de vitesse" afin
de stabiliser le systéme électrique composé de générateurs contre les défauts et les perturbations
(Figure 3.1). Le générateur 3 est considéré comme noeud infini ayant la méme dynamique que le
générateur 2 [EB02].

On considére un court-circuit triphasé symétrique (comme dans [GWHO00], [WHG98|) sur la
ligne de transmission entre la premiére et la seconde machine (Figure 3.1).

Les valeurs des paramétres de chaque machine sont résumées dans le tableau suivant [WHG98| :
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(61) (e2)
R R A
¥ ¥

Fas
o

et

Lt
=1
I

Tt

P
[ G
N

i

F1G. 3.1 — Systéme électrique composé de trois générateurs

Parameétre | Machine 1 | Machine 2
S; 4 5.1
d; 5 3
Frp, 0.3 0.3
T, 0.35 0.35
T, 0.1 0.1
T 0.05 0.05
Ky, 1 1
K., 1 1
wo 314.159 314.159

Les données complétes du systéme utilisé pour la simulation sont données dans [GWHOO0].
On applique la méthode illustré dans [KLZ09¢| pour le calcul de 3; et B2 ou 1 = 16.3231 et

B2 = 11.5260 Le point de fonctionnement pour chaque sous-systéme est donnée par [KLZ09c| :
zi0=1[49 0 057 057 ] etasp=[53 0 056 0.56]".

En utilisant la procédure de synthése de commande basée sur un filtre H,, proposée précé-
demment, on obtient :
Pour le générateur 1 :

0 —0.5572 —0.1429 —2.4326

0 1 —2.8571  2.8571
1 = | 0 —0.2616 27.4889 21.7810 |, =[0 1.8969 —14.9091 —31.2990 |

1 0 1 0

1 1 0 1
Y11 = [ —7.8158 —0.3966 —6.7192 1.4788 |, thig =] —5.9669 0 |, ¢y3=| —6.8620 0 ],
Ki = [0 —05572 —0.1429 —2.4326 |
Zy = 10*[ —0.3472 1.3139 —2.9450 —0.9814 —1.0068 ]
alors N1, G1, L1, J1 et M7 sont données par :
N = —48294 .Gy = —6.8620 —0.9538 |, Ly =[ 0.3701 —0.3701 |, J; = [ 3.3176 0.4569 |
M; = —10.7382

115



Chapitre 3. Commande décentralisée des systemes de grande dimension

Pour le générteur 2 :

b))

a1
)23
Z9

0 —0.4302 —0.1429 —2.4326
0 1 —2.8571  2.8571

0 —0.1268 21.56 1924 |, Qy=[0 17595 —8.8662 —28.7092 |
1 0 1 0

1 1 0 1

[ —6.6566 —0.3514 —5.7321 1.6510 |, tbo = [ —8.6408 0 |,
[ —5.8750 0], Ko =[0 —0.4302 —0.1429 —2.4326 |
10% [ 3.4198 —6.9473 —7.6484 0.0376 0.6997 |

alors No, Go, Lo, Jo et My sont données par :

Ny = —26.1573,Go = [ —5.8750 —0.7816 |, Ly = [ —3.6352 3.6352 |,
Jy = [ 15483 0.2101 |, My = —9.4774

La Figure 3.2 illustre la forme d’onde de la perturbation qui est supposée a énergie finie et les
Figures 3.3 et 3.4 montrent le comportement de ’erreur d’observation relatives aux sous-systémes
1 et 2 respectivement.
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Commande basée sur un filtre pour les systémes non singuliers de grande dimension

0.5

0.45 - -

o.4 -

0.35 -

0.3 -

0.25 -

La pertubation w.

o.2 .

0.15 -

Oo.1 .

0.05 - -

Temps

F1G. 3.2 — La perturbation du systéme

70

50 |- —

4o | -

30 |- —

estmation error 2

20 —

10 —

—10

Time

FiG. 3.3 — L’erreur d’estimation du systéme 1

60 - —

Lerreur e2

—20 | .

—a0 .

Temps

F1G. 3.4 — L’erreur d’estimation du systéme 2
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Chapitre 3. Commande décentralisée des systemes de grande dimension

Dans la suite de ce chapitre, on étendra notre approche proposée au cas des systémes singuliers
sujet & des perturbations & énergie finie. En effet, on s’intéresse a la commande basée sur un filtre
des systémes singuliers de grande dimension.

3.3 Commande décentralisée basée sur un filtre H,, pour
les systémes singuliers de grande dimension

L’approche présentée dans ce paragraphe est une extension des travaux de Kalsi et al ([KLZ08§]|,
[KLZ09a| et [KLZ09b]...) développées pour les systémes déterministes standards aux cas des sys-
témes singuliers affectés par une perturbation. La synthése de la commande décentralisée basée
sur un filtre H,, est faite sur deux étapes

La premiére consiste a trouver le gain par retour d’état pour la synthése de la loi de
commande.

La deuxiéme concerne la synthése de la commande basée sur le filtre H, qui nous permet-
tra de reconstruire cette loi de commande. Les inégalités matricielles linéaires sont utilisées
pour le calcul du gain par retour d’état et celui des paramétres du filtre.

3.3.1 Position du probléme

On considére le systéme singulier interconnecté décrit par le modéle suivant :

ou E;, Ay, Bi, Dy, F;, H; et R; sont des matrices réelles constantes de dimensions appropriées avec
rang (E;) = r; < n; et B; vérifiant 'Hypothése 8 citée dans la section précédente. Les vecteurs
z; € R™, u;(t) € RY, z(t) € R™ et w;(t) € IR% sont respectivement l'état, I'entrée, la sortie
et la perturbation du systéme, qui est supposée a énergie finie.

z1(t)

T2 (t)
La variable X (t) = ) € IR™ représente le vecteur d’état du systéme global, avec n =

()
POAREY
i=1 "
v;(x) représente I'interconnection du i-éme sous systéme qui est supposée globalement bornée,

lvi(z)|| < pi pour p; > 0 [KLZ10] et satisfait la contrainte quadratique donnée par I’hypothése
7 déja présentée dans la section 3.2.

Remarque 22 Nontons que pour E; = I,,,, F; = 0 et R; = 0, on retrouve le systeme déterministe
standard définit par [KLZ08|, [KLZ09a] et [KLZ09b].

Pour la suite de ce chapitre on suppose que I’hypothése suivante est vérifiée :
Hypothése 9 On suppose que la matrice I est de rang plein colonne [Dar06].
(2

Remarque 23 L’Hypothése 9 n’est pas restrictive, elle est liée a observabilité du systéme
(3.136) .
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De I'Hypotheése 9, on peut déduire qu’il existe une matrice non singuliére J; = [ i’ jl ]
K2 (2
telle que
JiaEi + JigH; = Iy, (3.137)
Jiski + Jiul; = 0 (3.138)

La matrice J; est obtenue par la décomposition en valeur singuliére (SVD) de la matrice Ej.

Considérons le correcteur basé sur un filtre Hy, suivant [MBDHa)| :

&(t) = Ni&(t) + Myui(t) + Lizi(t) (3.139a)

avec & € RY est le vecteur d’état de I’observateur, N;, M;, L;, K; et G; sont des matrices
inconnues de dimensions appropriées, qui seront déterminées dans la suite telle que l’erreur
d’estimation obéit a :

ei(t) = ul(t) — Kll‘l(t) (3.140)

converge vers zéro, c’est a dire limy_, o, €;(¢) = 0.
Le probléme a résoudre dans cette partie peut étre posé comme suit :

Probléme : On cherche & déterminer une loi de commande basée sur un filtre H, telle que :
— Le systéme (3.136) est admissible basé sur le filtre donné par (3.139) et satisfait la perfor-
mance H,, donné par :

(o.9]
Joiw; = / (2] 2z — viw] wi)dt < 0 (3.141)
0
pour un scalaire v; > 0 donné.

— Le systéme (3.136) augmenté par l'erreur d’estimation (3.140) est admissible et l'erreur
d’estimation satisfait le critére de performance H,

[e.9]
Jew;, = / (ele; — fygiwiTwi)dt <0 (3.142)
0
pour un scalaire 7., > 0.

3.3.2 Synthése du gain par retour d’état

Dans cette section , on considére le probléme de synthése par retour d’état. Pour cela, on
remplace u; par K;x;, et on aura :

FE,z; = (A” + BzK@)wz + Dlvz(X) + Fiwi(t) (3.143)

Le lemme suivant donne une méthode de synthése du gain par retour d’état K; qui garantit aussi
bien l'admissibilité que le critére Hy, du systéme en boucle fermée (3.143).
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Lemme 11 /MBDHa| Le systéeme (3.143) est admissible pour w(t) = 0 et satisfait le critére
Heo, Jow;, <0, pour w(t) # 0 et pour un scalaire v; > 0 s’il existe une matrice définie positive

Qi = Qi7" et une matrice Qpk, telles que les LMIs suivantes soient satisfaites :

\/BI ni

o H, -iL,, 0 0
A= L qE 0 -tr, o |<°
L \/Blm' 0 0 _Ini

ou :

(1,1)
Qpk, =

N
B = ZagAmax(TiTTi)
=1

Ay QiE; + Qpk, E; + E] QAL + Bl Qf
QiB; K;

et Amaz(®) est la valeur propre mazimale de (e).

Dans ce cas, le gain K; est donné par :

K; = (B!'B)'BI'Qi'Qpx,

Preuve 26 On considére la fonction de Lyapunov suivante [Owens85],[Peter03]

N
Vit,z) =) (Eixi(t)" QiEixi(t)
i=1
ot Qy est définie positive.
La dérivée de V (t,x;) par rapport aux solutions de (3.143) est donnée par :

N
Vit,z) = Y {(EBid:)" QiBiwi + (Biz:) " Qi(Eidi)}

i=1

En utilisant l’équation (3.143), la relation (3.148) s’écrit de la maniére suivante :

V(t, .I,) =
i=1
N

(3.144)

(3.145)

(3.146)

(3.147)

(3.148)

N
Z{[(A“ + B,Kz)ﬂ% + D;v; + Fiwi]TQiEixi + (EZxZ)TQl((A” + BZK,)JJZ + D;v; + F,wi)}

= > {a] (Aii + BiK:)"QiEiw; + 2] B Qi(Asi + BiK,)x; + v] D] Qi Eix; + ] B} Qi Dyv;

=1
+ (Fw)T"QiEiz; + ] EF Qi Fyw;}

en utilisant le Lemme 10 avec p; = 1 on obtient :

v! DI'QiE;z; + o] Ef QiDyv; < vl DI Div; + 2] B QiQiE;ix;
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wZTF'ZTQlEZ.Z‘Z + I‘ZTE'ZT(QII*—’ﬂUz < wZTFZ-TFiwi + $ZTEZTQ1Q1EZ$Z (3.151)

Des équations (3.149), (3.150) et (3.151) on peut déduire

N
V(t,z:) < Y {«][(Au+ BiK:)"QiEi + Ef Qi(Ai; + BiK:) + 2E] QiQ; il
i=1
+ (D) Dyv; + wl FF Faw;} (3.152)
De Vinégalité (3.2) de I’Hypothése 7 on a :

N
(Divi) T Divi < & Anaw (T )T 2 < B; Z:cZTxZ (3.153)
i—1

ou fB; = a%)\max(TlTTi). Par la suite, de (3.152) on obtient :

N
V(t,z;) < Y {2l [(As+ BiKi))"QE; + Ef Qi(Aii + BiK;) + 2E] QiQ; Eilu;
i=1

N
+ B Y xlwi+w F R} (3.154)

=1

On définit maintenant le critéere de performance Hy pour un scalaire v > 0 par :

o0
Jow = / (212 — Ywlw)dt (3.155)
0
21 w1
Z2 w2
otz = ) € R™ etw = . € IR? représentent respectivement le vecteur de sortie et
ZN wN

le vecteur de perturbation du systéme global, avec m = Zfil m; et q = Zfil qQ;-
Donc pour ~; > 0, on peut donc réécrire (3.155) comme suit :

Jow = (2 2 — yPw] wi)dt (3.156)
0 =1

En utilisant le fait que V(0) =0 et V(co0) > 0, on peut obtenir :

Jow < / (272 — YwTw + V(t,2;))dt
0

N
o
< / [z:{avgp]iﬁT]iQacz + 2T HY Ryw; + w! R Hiz; + wl RT Ryw; — 2wl w;}
0 =1
+ V(t,2)]dt (3.157)

en utilisant le Lemme 10 on a :

zZTHiTRZ‘wi + wiTRZTHiJIi < xlTHlTH,xZ + ’LUiTerRiwi (3.158)

121



Chapitre 3. Commande décentralisée des systemes de grande dimension

De (3.154), (3.157) et (3.158) on déduit que :
~ N
Jow < / > {«l @H]H; + (Aii + BiK)T QiE; + B Qi(Aii + BiK;) + 2E] QiQi )
0 =1

N
+ w] (FF 4 2RI Ry — v} Dwi} + 8 x z]dt
i=1

N
oo

/ > {z] @HH; + (Aii + BiKi)" QiE; + E] Qi(Aii + BiK;)
0 =

<
a =1
+ 2ETQiQiE; + BIL.)x; + wl (FIF; — 421, + 2RI R))w; }dt (3.159)
ou
N
B = Z Bi (3.160)
=1

L’inégalité (3.159) peut étre réécrite sous forme compacte :

N T
> T ;1 0 x;
<
SN o N A T

(3.161)
ot
01 = (Ai+ BiK)"QiE; + E] Qi(Ai; + B;K;) + 2E] Qi Qi E;
+ B, +2H ' H; (3.162)
O = FlF,+2R[ R, —~}1, (3.163)
Donc, si
@ﬂ < 0 (3.164)
et @ig < 0 (3.165)

alors J., < 0, (et on aura également V (t,2;) < 0).
En appliquant le complément de Schur ([BGFB94]) aux équations (3.164) et (3.165) on obtient
les LMIs du Lemme 11.

Comme la matrice B; est de rang plein colonne (selon Uhypoyhése 8) la résolution des LMIs
(3.144) et (3.145), donne ’expression du gain K; donné par

K; = (BI'B) 'BI'Q; 'Qp,

Ce qui termine la démonstration du Lemme 11.1

3.3.3 Synthése d’une commande basée sur un filtre H

Comme les états du systéme ne sont pas toutes accessibles pour une commande par retour
d’état, dans ce paragraphe on procéde & la synthése de la commande basée sur un filtre pour le
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systéme (3.136) en utilisant le gain par retour d’état obtenu dans le paragraphe 3.3.2 D’aprés le
premier point de la Définition 14, I'erreur d’estimation est définie par :

Gi(t) = ’U,Z(t) - KZSUl(t) (3166)
En remplagant u; par sa valeur donnée en (3.139b) on obtient

ei(t) = &(t) + KiJiQZi(t) + G1JZ4ZZ(t) — sz'z(w
§z(t) — Kl‘(l — JQHZ)J}Z(I‘,) + GZJ14H1.T}Z(t) + (KiJZ’Q + G¢Ji4)RZ‘wi(t) (3.167)

et en utilisant les équations (3.137) et (3.138), 'équation (3.167) devient :
ei(t) = &(t) +vaEwi(t) + (KiJio + GiJia) Riwi(t) (3.168)
ou
vio = —(KiJa +GiJiz) (3.169)
la dynamique de 'erreur d’estimation peut s’écrire comme suit :

&i(t) = &)+ Eidi(t) + (Kidia + GiJia) Ry (t)

= Ni&i(t) + Miui(t) + Lizi(t) + i1 (Auzi(t) + Biu(t) + Divi(X) + Fywi(t))

+ (KiJia + GiJia) Riwi(t)

= Niei(t) + (Vi1 Ais — Nivir E; + Li H;)x;(t) + (Vi Bi + M;) i (t)

+ Vi Divi(X) + (VirF + Li Ry — N;(KiJio + GiJia) R )w;(t)

4 (Kidip + Gidig) Rain(1) (3.170)
le probléme de synthése du filtre est réduit a la détermination des matrices N;, M;, L;, G; telles
que :

1. Le filtre donné par les équations (3.139a) — (3.139b) est non biaisé pour w;(t) = 0 (i.e il
ne dépend pas explicitement du vecteur d’état du systéme x;(t) et de w;(t))

2. Le critére Hy, est satisfait, i.e. [|e;(t)|y < Yei ||wi(t) ||y

la condition 1) ci-dessus est vérifiée si et seulement si ’équation de Sylvester généralisée sous
contrainte suivante est réalisée :

YiaAii — Nivan By + LiH; = 0 (3.171)
YaBi+ M; =0 (3.172)

en utilisant (3.137), (3.138) et (3.169), I'équation (3.171) peut s’écrire sous la forme suivante :

Y% = Q; (3.173)
ou :
Y, = [Ny Gi Ty] (3.174)
K;
¥ o= | —Jdisdu |, (3.175)
H;
Qi = KZJﬂA“ (3.176)
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et

L’équation (3.173) admet une solution si et seulement si

rang [ 3’ ] =2
7
dans ce cas une solution générale de (3.173) peut étre donnée par :
[N; G T | =05 —Z(I-%5) (3.178)

oll Z; est une matrice arbitraire de dimension appropriée qui sera déterminée dans la suite de ce
chapitre en utilisant les LMIs.

Une fois la matrice de paramétre Z; trouvé, le filtre est complétement déterminé et les matrices
N;, G;, I';, L; et M; sont données par :

Ni = An, — ZiAn, (3.179)
Gi = Ag, — ZiAg, (3.180)
I = Ap,— Z;Ar, (3.181)
Li = —Ti—Ni(KiJio + K;Jia) (3.182)
M; = —YaB; (3.183)
avec
I
Ay, = Q5|0 (3.184)
0
I
Ay, = (I-%25H)] 0 (3.185)
0
0
Ag, = QF | 1 (3.186)
0
0
Ag, = I-55H) |1 (3.187)
0
0
Ar, = 3]0 (3.188)
I
0
Ar, = I-%3H) |0 (3.189)
I

D’autre part, compte tenu des équations (3.171) et (3.172) la dynamique de lerreur d’observation
(3.170) devient

éi(t) = Niei(t) + ’(/leDﬂ)Z(X) + Yiow; (t) — ”gbigwi(t) (3190)
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ou
Yio = Yk + LiRi + Niis (3.191)
Yis = —(KiJio+GiJi)R; (3.192)
Soit
Yizs = Ay — Zilyy, (3.193)
avec
Ay, = —(Kidu+ Mg, JuR) (3.194)
Ay, = —AgJulR; (3.195)

les matrices données par (3.194) et (3.195) nous seront utile pour la démonstration du Théoréme
17 ci-aprés.

Notons que dans I'expression de la dynamique de 'erreur (3.190) on a la dérivée du bruit
w;(t). Pour contourner ce probléme , on réécrit 'erreur du systéme dans une forme singuliére.
Dans ce cas, I'équation (3.190) peut s’écrire comme suit :

b = Aib; + Biw;
{ ei(t) = C#b; i1€{l...N} (3.196)
e |1 3 Ny i [ waD:i © o e
e [0 0 }AZ_[ 0 —f]’ B,_{ I 0]’ Gi=[10] 6= [m(t) :
w; = :;% , 0; représente I’état du systéme représenté par (&;, A;, B;, C;) et n; est un état fictif

K3
tel que n;(t) = w;(t) .
Le théoréme suivant donne les conditions d’existence du filtre (3.139) en étudiant le systéme
donné par (3.196).

Théoréme 17 [MBDHa/
Il existe une matrice paramétre Z; telle que la paire (&;,A;) est admissible et la fonction de
transfert &(s) vérifie
18(s) = Ci(sEi = Ai) " Billoo < e,
pour un scalaire ve, > 0 si et seulement si il existe des matrices Pjy = P4 > 0, Pjp = PL >0
et Qz; telles que les LMIs suivantes soient vérifiées :

1)

Pll PilA'ﬁ/%S :| — |: Pll PilA"pzS > 0
AiiSPll Ai,-gPllsz?) A51.31311 Ai’igPllA’l/)Zg, -
2)
(L) (1L2) (L3 0 I
LT (22) (23 0 0
(1,3)7 (2,37 =21 0 0 | <0
0 0 0 =2l 0
I 0 0 0 —1I
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ol
(1,1) = ALPi+Puly, — ANZ-TQEZ' — Q7 A,
7T [
(1a 2) = Aj];fiPilA¢i3 + Pil(Awiz - sz‘s) - ANi QgiAwis - QZiAd)iz
(1,3) = PuAy, +PuvaD;
— T
(2,2) = A£i3Pi1A1/Ji2 + AiigpilAwis - A£¢3QZiAwiz — Ay QgiAwis —2Pj2
(2,3) = A} PutaD;+Pi
et
N
Ay, = (I-AgALUT-%%) | 0 (3.197)
- 0 -
e
Ar, = (I-AgAL)T-%X) | 0 (3.198)
1
A, = —(Ar, + AN, (KiJi2 + Ag, Jia)) (3.199)
TLi = _(TFZ + ANi(KiJiQ + AG¢Ji4)) (3.200)
Aww = —-K;JqF;,— AGiJigFi + ALiRz‘ - A]\/i/\wi3 (3.201)
Awm = ALle — ANiA¢i3 (3.202)
Dans ce cas Z; est donnée par :
Zi=(Pu) " 'Qz(1 — Ay A7) (3.203)

Preuve 27 Tout d’abord, de l’équation (3.193) et de ’expression de &;, on peul voir que cette
matrice est dépendante de Z;, tandis que pour appliquer les résultats de [MKOS97], il faut que
la matrice &; soit indépendante du paramétre Z;. D’aprés (3.193) et (3.195), la matrice Z; doit
alors satisfaire la condition suivante :

ZiAg, =0 (3.204)

11 existe toujours une matrice Z; qui est solution de (3.204) telle que :

Zi = Zi(I — Ag,AL) (3.205)
Dans ce cas, on aura :
Ni = An, — ZiAn, (3.206)
Gi = Ag (3.207)
I = Ar, — ZAr, (3.208)
Li = Ap,—Z/Ap, (3.209)
Yo = —(KiJa + Ag,Jis) (3.210)
Yio = Ay, — Z’L'A'IZ)Z'Q (3.211)
iz = Ay, (3.212)

avec An,, Ag;, Ar;, Mgy, AN, A, AL, Ar, Ay, et Ay, sont données respectivement par
(3.184), (3.186), (3.188), (3.194), (3.197), (3.198), (3.199), (3.200), (3.201) et (3.202) .
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Les matrices &;, A; et B; intervenant dans le systéme (3.196) deviennent :

S [T sz‘s
£ - o ] (3.213)
A = | AN ZidN A, = Zidy, (3.214)
L 0 _I
- _ [ vaD; 0
B — b (3.215)
G = [1 0] (3.216)

Soit maintenant, une matrice Py = P;r > 0 telle que

(3.217)

P, — { P;;  PuSit }

SiPi1 Pi2

En appliquant les résultats de Masubuchi [MKOS97] au systéeme singulier (3.196) on obtient :

EIPi=Pi& >0 (3.218)
et
.A,LTPi +P;A; P;B; CZT
BI'P; -1 0 | <0 (3.219)
Ci 0 I

en remplacant les matrices &;, A;, B;, Ci et Py par leurs valeurs respectives données par (3.213),
(3.214), (3.215), (3.216) et (3.217) dans les LMIs (3.218) et (3.219), on obtient les LMIs du
théoreme 17.

Si les LMIs du théoréme sont satisfaites, Z; et Z; peuvent étre déduites en utilisant les relations

suivantes Z; = (Pi1) 10z, et parsuite Z; = (Pi1) " 1Qz, (I — A¢i3AL3).I
Remarque 24

— Notons que dans [KLZ08|, la synthese du filtre dépend d’une condition restrictive portant
sur la distance entre la paire (A;, B;) et l’ensemble des paires des matrices incontrolables.
La deuxiéme condition restrictive établie par Kalsi et al. porte sur les interconnections
qut sont supposées inconnues et dont les bornes me peuvent pas étre maximisées, ce qui
est tres important pour l’étude des systémes électriques et en robotique [Swa-2008]. Dans
ce travail, ces conditions sont relaxées par 'utilisation des inégalités matricielles linéaires
(LMIs) pour la synthése de la commande basée sur le filtre Hoo. Ceci offre un degré de
liberté additionnel par le filtre Hoo ot les interconnections ne sont plus considérées comme
mconnues tout en tenant compte de la mazimisation des bornes de ces interconnections.
Ce qui aboutit a une résolution de la LMI.

— La synthése du filtre et celle de la commande sont couplées, donc, le principe de sépara-
tion n’est pas établi. Cependant, I'avantage offert par la solution combinée a la synthése de
commande basée sur le filtre Hy, c’est de relaxer les conditions restrictives sur les intercon-
nections. Dans ce qui suit, on donne quelques remarques sur le principe de séparation pour
les systémes de grandes dimension ot on détaillera les avantages offerts par la solution
combinée présentée dans ce travail.
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3.3.4 Principe de séparation

Dans cette partie, on aborde le principe de séparation pour la commande basée observateur
des systémes de grande dimension. On présente I'avantage apporté par la solution combinée au
probléme de la commande basée sur un filtre présenté dans notre travail. En effet, la difficulté dans
la synthése de commande basée sur un filtre est : "comment combiner la solution du probléme
d’estimation et celui de la commande". Il est trés connu [Kail80] que dans la théorie de commande
classique, 1'observateur et la commande peuvent étre synthétisés séparément, comme le prouve
une multitude de travaux. Cependant, pour les systémes de grande dimension, le principe de
séparation n’est pas toujours établi & cause des interconnections entre les sous-systémes.

En effet, pour le cas non singulier et d’aprés 1'équation (3.4), la loi de commande u; peut étre
écrite comme suit :

ul(t) = K;x; (t) + ei(t) (3.220)

Alors, en insérant (3.220) dans le systéme (3.1a) et en utilisant l'expression de la dynamique
d’erreur (3.190), on obtient le systéme augmenté en boucle fermée suivant :

T; (t) . A;; + B, K; B; xT; (t) D; ‘ F; '
[ €(t) ] B [ 0 N; ] [ ei(t) * YinD; vilX) + Yo wilt)
0
— w;(t 3.221
P (3.221)
Pour le systéme singulier on a le systéme augmenté en boucle fermée suivant :

2 )[4 - [ 8] e 2]

0 .
— [ } w;(t) (3.222)
Vi3

D’aprés (3.221) et (3.222) , on peut déduire que le principe de séparation est établie lorsque
Vi D; = 0.

Cette contrainte algébrique correspond & I’hypothése que les interconnections soient des entrées
inconnues. Cette hypothése n’est pas toujours vérifiée en pratique.

L’approche proposée peut étre résumée par ’algorithme suivant :

— Etape 1 : Déterminer le gain de retour d’état K; assurant ’admissibilité et ’atténuation
H, du retour d’état du systéme (3.136), en résolvant les LMIs du Lemme 11.

— Etape 2 : Calculer les matrices X; et €; en utilisant respectivement (3.175) et (3.176).

~ Etape 3 : Calculer Ay;, Ag,, Ar,, My An,, Ar,, Az, Ap, Ay, et Ay, en utilisant
respectivement (3.184), (3.186), (3.188), (3.194), (3.197), (3.198), (3.199), (3.200), (3.201)
et (3.202)

— Etape 4 : Résoudre la LMI du Théoréme 17 afin d’obtenir Z;.

— Etape 5 : Calculer N;, G;,T'; en utilisant (3.179), (3.180), (3.181) respectivement et déduire
L; et M; a partir (3.182) et (3.183) respectivement, alors le filtre est complétement défini.

3.3.5 Exemple Numérique

Considérons le systéme singulier interconnecté de la forme (3.136) formé par deux sous-
systémes.
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Sous-systéme 1 est donné par :

100 01 0 0 1 1
Er=1010],Au=|00 1 |, Bi=|1]|,D = B =

000 00 —1 0 1 0
H=[011],R=1
Sous-systéme 2 est donné par :

1000 —0.5 1 0 0 0 1

0100 0 0.6 1 0 0 1
E2=1o 01042~ | a8 —145 935 1 "= |1 P2= o]

0000 1 0 0o -1 1 1

1

0 1101 1
=1 ’HQ_[I 00 1}’R2_[1]'

0

Pour le sous-systéme 1 et sous I’'Hypothése 8, les matrices Ji1, Ji2, Ji13 et Jis4 sont données
par :

1 0 0 0 o 17
Ji=10 1 0|, Ji2=|0 [, Jiz3=| 0 , J1a = 0.
0 -1 0 1 -1

et pour le sous-systéme 2 les matrices Jo1, Joo, Jog et Jog sont :

1 0 00 0 0
0 066 0 0 0.33 —0.33 0 —0.44 0 —0.63
Jn=1 o 10727 o 0 =109 036 o0 —o077 |
~1 —0.33 0 0 0.33  0.66
G| 044 —0.44
#7036 036

Synthése du gain de retour d’état

Le gain de retour d’état K; (i = 1,2) qui assure 'admissibilité et le critére de performance H,
selon la section 3.3.2, est déterminé en résolvant la LMI du Lemme 11 pour 5 = 0.08 [KLZ0§|,
on obtient :

Pour le sous-systéme 1 :

T =9et K11 =10 x [ 0 —2.02 0 ] avec, Qg1 =108 x [ 0 —2.7608 0 |

Pour le sous-systéme 2 :

Yo =Tdet Koy = —28.78 —28.94 —2.46 0 ]avecQgo = | —0.9683 —0.4361 —0.1597 0 |

Synthése du correcteur basé sur un filtre

En se référant a la section 3.3.3, on obtient :

Pour le sous-systéme 1
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0 —20202 0.0000 O

Y1=10 0 -1 1|, =10"x[0 1.2121 0 0 ],An, =—0.6,
0 1 1 0
0
Ar,, = —2.2901 x 1075 Ap,, = —3.8169 x 107°, Ay, = 1079 x | —0.067 | ,Ap,, = 1075 x
0.27

0 0
011 |,Ar,=10
—0.66 0

Pour ., = 8, on obtient
Qz, =10* x [ 0.1638 0.1638 0.1638 |,Z; = [ 0.0116 0.0116 0.0116 |
Alors, les matrices du filtre sont données comme suit :
Ny =—0.6, K1 = —2.9913 x 1078, L1 = —6.4646 x 1078 et G1; = —2.0202 x 10%.
Pour le sous-systéme 2

—28.78 —28.94 -2.46 0 0
0.63 0.269 0.448 -0.63 1.07

Yo = 0.77  —021 —0.36 —0.77 041 |,Qy =] 11478 —4.68 3.71 246 —48.08 |
1 1 0 1 0
1 0 0 1 0
0.99
—0.04
An, = —0.6, Ap,, = 4.7835,Ar,, = —1.7764 x 107°, Ay, = 107 x | —0.006 | ,Ar,, =
—0.065
—0.062
—0.40 0
0.0109 0
107° x | 0.0028 | ,Ar,, = | 0
0.0196 0
0.01 0

et pour v, = 12, on a

—1.62 7" —8.66
~1.62 —8.66
Qz, = 10x | —1.62 | , Z,=10°x | —8.66
~1.62 —8.66
~1.62 ~8.66

Alors, les matrices du filtre sont données comme suit :
Ny = —6.4060 , K1 = [ —38.9187 —14.7962 |, Ly = —6.4646 x 10~ et Ga1 = 33.5649.

La figure 3.5 représente le comportement de la perturbation utilisée w;(t) et les figures 3.6 et 3.7
montrent respectivement I’évolution des erreurs d’estimation du correcteur basé sur le filtre H,
des sous-systémes 1 et 2. Ce qui montre 'efficacité de I’approche proposée.
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Chapitre 3. Commande décentralisée des systemes de grande dimension

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a proposé dans le premier volet, une méthode de synthése d’'une com-
mande basée sur un filtre H,, pour une classe de systéme standard de grande dimension. Ce
systéme, dont les interconnections sont considérées comme globalement bornées et vérifiant une
contrainte quadratique, est soumis & des perturbations & énergie bornée. L’approche est une ex-
tension des travaux de Kalsi et al. développée pour les systémes standards déterministes au cas
des systémes perturbés. Le gain de ce filtre est paramétré en utilisant les conditions de non biais
de la dynamique de l'erreur d’estimation et les conditions d’existence de ce filtre sont obtenues
a l'aide des inégalités matricielles linéaires (LMIs). L’utilisation des LMIs génére des conditions
de solvabilité moins restrictives que celles introduites dans les travaux de Kalsi et al. et qui se
rapportent & la distance entre la paire de matrices formée par la matrice d’état et la matrice
d’entrée d’une part et l’ensemble de paires de matrices incontrélables d’autre part. De plus, on
tient compte de la maximisation des bornes de l'interconnexion inconnue, ce qui est trés impor-
tant en pratique. Cette premiére partie est récapitulée par un algorithme résumant les différentes
étapes de synthése et elle est cléturée par 'application des résultats proposés sur un systéme
électrique composé de trois machines interconnectées. Le choix de cet exemple est motivé par sa
particularité de satisfaire la contrainte quadratique sur les interconnections.

Dans le second volet du chapitre, on a considéré le probléme de la commande via un filtre Hy,
pour une classe de systéme singulier de grande dimension soumis a des perturbations & énergie
bornée. Les interconnections de ce systéme sont aussi considérées comme globalement bornées
et vérifiant une contrainte quadratique. L’approche est une extension des travaux de Kalsi et al.
au cas des systémes singuliers perturbés.

Il s’agit de synthétiser un gain par retour d’état qui stabilise la boucle fermée du systéme
objet d’étude. Un filtre Hy, est proposé par la suite afin de reconstruire ce retour d’état. Les
inégalités matricielles linéaires sont utilisées pour le calcul du gain par retour d’état et du gain
du filtre. L’avantage de cette méthode est de construire un filtre qui a la méme dimension que la
commande, car la sortie du filtre donne directement la commande a estimer. La derniére partie du
chapitre est consacré & une application numérique permettant d’illustrer 'efficacité de 'approche
proposée.
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Principales contributions

On s’est intéressé tout au long de nos travaux, a ’estimation, au filtrage Hy, et & la commande
basée-observateur pour les systémes de grande dimension. L’étude porte sur les systémes linéaires
standards mais aussi sur les systémes algébro-différentiels appelés aussi systémes singuliers pour
couvrir la classe la plus large possible des systémes de grande dimension.

Ainsi on a commencé par un état de ’art concernant la problématique des systémes de grande
dimension ol on a donné quelques définitions relatives aux systémes de grande dimension inter-
connectés et non interconnectés. Les outils de structuration et de décentralisation des systémes
sont aussi présentés tels que la méthode des graphes, les techniques de recouvrements...

Dans le chapitre 2, on a proposé des méthodes de synthése d’observateurs décentralisés et
de filtrage Hy, pour des systémes de grande dimension standards et singuliers. On a cherché &
éliminer l'effet des interconnections, considérées comme inconnues, sur la dynamique de ’erreur
d’observation. La synthése de l’observateur est basée sur des LMIs permettant de déterminer
la matrice de gain paramétrant toutes les matrices du dit observateur. La formulation LMI est
basée sur I’approche de Lyapunov et déduite des différents lemmes bornés.

Ensuite, on a proposé des filtres décentralisés qui permettent d’assurer, en plus de la stabilité,
un critére de performance H,,. Cela veut dire qu’on a cherché & atténuer l'effet des perturbations,
supposées étre inconnues mais & énergie finie, sur la dynamique de l'erreur d’estimation. On a
proposé alors, une approche unifiée au probléme de synthése des observateurs décentralisés qui
couvre les observateurs d’ordre plein, d’ordre réduit et d’ordre minimal. Cette méthode est basée
sur une nouvelle paramétrisation de I’équation de Sylvester généralisée. Les inégalités matricielles
linéaires (LMIs) sont utilisées pour le calcul du gain de 'observateur et 'approche est validée
par un exemple numérique.

On a abordé a la fin du chapitre 2, I’étude des observateurs interconnectés pour les systémes
singuliers de grande dimension. En effet, on a proposé une nouvelle méthode permettant de
synthétiser une nouvelle forme d’observateurs interconnectés connectivement stables. On s’est
intéressé & la capacité d’un tel observateur & étre stable de maniére robuste vis-a-vis des in-
certitudes sur les interconnexions entre les sous-observateurs qui les forment. Cette stabilité est
assurée non seulement en présence des interconnections entre sous-observateurs, mais aussi pour
certains types de non-linéarité au niveau de ces interconnections. L’analyse de stabilité est basée
sur I'utilisation des fonctions de Lyapunov quadratiques et I’approche de la stabilité connective.
La méthode proposée est testée sur un exemple numérique.

Enfin, on s’est intéressé dans le chapitre 3, & I’application des méthodes d’estimation propo-
sées dans le cadre de la commande. En effet, dans un premier temps, on a proposé une commande
décentralisée basée sur un filtre H,, pour une classe de systémes de grande dimension standards
4 interconnections non-linéaires. L’approche est une extension des travaux de Kalsi et al. aux
cas des systémes perturbés standards. En effet, on a commencé par le calcul du gain de retour
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d’état qui satisfait les spécifications du systéme bouclé. Puis, on a synthétisé un filtre qui a pour
but de fournir en sortie une estimée de ce retour d’état. L’approche a été validé sur un exemple
de systéme composé de trois machines électriques interconnectés.

Dans le second volet du chapitre, on a considéré le probléme de la commande via un filtre H,
pour une classe de systéme singulier de grande dimension soumis & des perturbations & énergie
finie. Les interconnections de ce systéme sont aussi considérées comme globalement bornées et
vérifiant une contrainte quadratique. L’approche est une extension des travaux de Kalsi et al. au
cas des systémes singuliers perturbés. Un gain par retour d’état qui stabilise la boucle fermée du
systéme objet de I’étude est synthétisé et un filtre H, est proposé par la suite afin de reconstruire
ce retour d’état. Les inégalités matricielles linéaires sont utilisées pour le calcul du gain par retour
d’état et des paramétres du filtre. ’avantage de cette méthode est de construire un filtre qui a
la méme dimension que la commande, car la sortie du filtre est bien la commande & estimer.

L’un des principaux apports de nos travaux, a été de proposer une nouvelle méthode de
synthése de commande basée sur un filtre Hy, qui est s’appuie sur des conditions de solvabilité
moins restrictives que celles introduites dans les travaux de Kalsi et al. Ainsi, on a relaxé les
contraintes qui portaient sur la distance entre la paire de matrices formée par la matrice d’état et
la matrice d’entrée d’une part et I’ensemble de paires de matrices incontrdlables d’autre part. De
plus, la méthode tient compte de la maximisation des bornes de I'interconnexion, ce qui est trés
important en pratique. La derniére partie du chapitre est consacrée a une application numérique
permettant d’illustrer I'efficacité de ’approche proposée.

Au final, on tient & préciser qu’on a choisit volontairement dans ce travail de ne pas employer
des techniques de simplification telles que la troncature ou la théorie des graphe qui permet de
négliger certains termes faiblement interconnectés. Le but était de couvrir une plus large variété
de systémes a faibles et fortes interconnexions. Ce choix nous a permis de présenter a l'utilisateur
deux type d’observateurs & savoir les observateurs décentralisés & interconnections inconnues et
les observateurs interconnectés connectivement stables. Cela est d’autant plus important qu’on
sait que les observateurs interconnectés connectivement stables sont les mieux adaptés aux sys-
témes ou la dimension des interconnections est grande. De plus, ils assurent & la fois la stabilité
locale au niveau de chaque sous-systéme et la stabilité globale en tenant compte des interactions.
Pour la synthése des observateurs décentralisés & interconnections inconnues, certes, les hypo-
théses formulées dans ce rapport dependent du niveau de complexité des systémes étudiés car les
dimensions des interconnections peuvent limiter 1'utilisation de ces observateurs, mais, en contre
partie, on a présenté a 'utilisateur des outils de structuration permettant de faire ressortir une
forme plus adaptée a I’analyse. Un des outils de structuration est la recherche de recouvrement ;
cet outil constitue une des alternatives a la complexité car il permet de réduire la dimension des
interconnections. Cependant, la décomposition par recouvrement augmente la dimension de la
matrice d’état et n’est applicable que sur des sous-systémes qui se partagent physiquement des
états, des entrées et des sorties.

En ce qui concerne la partie commande, nos travaux de thése sont, 4 notre connaissance,
parmi les premiers travaux de thése & essayer de synthétiser une commande basée observateur ot
les interconnections ne sont pas considérés comme inconnues. Cela permet d’étudier des systémes
de plus en plus complexe ot les dimensions des interconnections sont élevée.

Perspectives
Comme perspectives & ce travail, nous proposons d’utiliser d’autres méthodes de décentrali-

sation pour la synthése d’observateurs des systéme de grandes dimensions, telles que la recherche
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de recouvrements (overlapping) et le principe d’inclusion. Signalons qu’on n’a considéré dans ce
mémoire que la décentralisation des systémes, mais I’étude des systémes de grande dimensions
nous fait prendre conscience du manque de méthodologies de synthése exploitant des structures
de systéme autre que décentralisée. Des travaux comme ceux de K. Hiramoto et al. [HBGO05] s’in-
téressant au cas des systémes mécaniques symétriques ouvrent des perspectives intéressantes. Un
autre point qu’on pourrait développer, serait d’exploiter la stabilité connective pour la synthése
d’une commande basée sur un observateur interconnecté.

Enfin, il serait intéressant de penser & une méthode de synthése d’observateur décentralisé
et de commande basée observateur pour les systémes de grande dimension & retard, en tenant
compte des contraintes de communication.
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Résumé

Dans ce mémoire, on s’est intéressé aux problémes d’estimation, de filtrage Ho, et de la
commande basée observateur des systémes de grande dimension. L’étude porte sur les systémes
linéaires standards mais aussi sur les systémes algébro-différentiels appelés aussi systémes singu-
liers pour couvrir la classe la plus large possible des systémes de grande dimension.

Ainsi, on a commencé notre travail en proposant des méthodes de synthése d’observateurs
décentralisés & interconnexions inconnues pour des systémes de grande dimension standards
et singuliers. On a cherché & éliminer l'effet des interconnections inconnues sur la dynamique
de l'erreur d’observation. La synthése de I'observateur est basée sur des LMIs permettant de
déterminer la matrice de gain paramétrant toutes les matrices de 'observateur. La formulation
LMI est basée sur I'approche Lyapunov et déduite des différents lemmes bornés.

Ensuite, on a proposé des filtres décentralisés qui permettent d’assurer, en plus de la stabilité,
un critére de performance Ho, c’est & dire qu’on a cherché & atténuer l'effet des perturbations,
supposées étre inconnues mais & énergie bornée, sur la dynamique de l’erreur d’estimation. On a
abordé aprés I’étude des observateurs interconnectés pour les systémes de grande dimension, ot
on a proposé une nouvelle méthode permettant de synthétiser une nouvelle forme d’observateurs
interconnectés connectivement stable. On s’est intéressé a la capacité d’un tel observateur a
étre stable de maniére robuste vis-a-vis des incertitudes sur les interconnexions entre les sous
observateurs qui les forment.

Enfin, on s’est intéressé a ’application des méthodes d’estimation proposées dans le cadre de
la commande. En effet, dans un premier temps, on a proposé une commande décentralisée basée
sur un filtre H,, pour une classe de systémes de grande dimension standards & interconnections
non-linéaires. L’approche est une extension des travaux de Kalsi et al. aux cas des systémes
perturbés standards. FEn effet, on a commencé par le calcul du gain de retour d’état qui satisfait
les spécifications du systéme bouclé. Puis, on a synthétisé un filtre qui a pour but de fournir
en sortie une estimée de ce retour d’état. L’approche a été validée sur un exemple de systéme
composé de trois machines électriques interconnectées.

Dans le second volet du chapitre, on a considéré le probléme de la commande via un filtre Hy,
pour une classe de systéme singulier de grande dimension soumis & des perturbations & énergie
bornée. L’approche est une extension des travaux de Kalsi et al. au cas des systémes singuliers
perturbés

L’un des principaux apports de nos travaux, a été de proposer une nouvelle méthode de
synthése de commande basée sur un filtre Hy, qui générée par des conditions de solvabilité
moins restrictives que celles introduites dans les travaux de Kalsi et al. Ainsi, on a relaxé les
contraintes qui portait sur la distance entre la paire de matrices formée par la matrice d’état et
la matrice d’entrée d’une part et I’ensemble de paires de matrices incontrélables d’autre part. De
plus, on tient compte de la maximisation des bornes de l'interconnexion, ce qui est trés important
en pratique.

Mots-clés: Systéme de grande dimension, Systéme singulier, Observateur décentralisé, Obser-
vateur interconnecté, Filtrage H,,, Commande basée observateur
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Abstract

In this dissertation, we investigated the problems of the estimation, Ho, filtering and the
controller based-observer design for standard large scale systems and for algebro-differentials
ones called also singular large scale systems.

So, we began to propose methods for decentralized observer design with unknown intercon-
nections for standard and singular systems. We search here to decouple the unknown intercon-
nections and the dynamics of the observation error. The method is based on LMIs approach to
find the gain matrix implemented in the observer matrices. The LMI formulation is based on
Lyapunov approach and deduced from various bounded lemmas.

We propose then, filters that permits to ensure, in addition to the stability, an H,, per-
formance criteria; we search to attenuate the perturbations effect, supposed unknown but of
bounded energy, on the dynamics of the estimation error. We discussed after the study of inter-
connected observers for large systems, we have proposed a new method to design a new form of
interconnected observers connectively stable. We are interested in the ability of a such observer
to be robustly stable towards uncertainties in the interconnections between sub-observers.

Finally, we are interested to the application of the proposed estimation methods to the control
purpose. Indeed, in a first step, we propose a decentralized control based on a filter H,, for a
class of large scale standard systems with nonlinear interconnections. Then, Then, we focus our
attention on the observer based control for singular systems to search for a control law which
ensures an H, performance criteria. The approach is an extension of recent works of Kalsi and
al. to the case of disturbed large scale systems.

One of the main contributions of our work was to propose a new method of control design
based on a filter H,, which generated by using less restrictive conditions than those introduced
in the work of Kalsi and al. Thus, we have relaxed the constraint on the distance between the
pair of matrices formed by the state matrix and input matrix and the set of pairs of matrices
uncontrollable. In addition, we consider the maximization of the bound of the interconnection,
which is very important in practice.

Our approach is obtained into two steps. The first one consist on calculating the gain state
feedback that meets the specifications of the closed loop system. The second one , then we
reconstruct this control law using our previous results on the H., filtering. The approach has
been validated on an example of a system composed of three interconnected electrical machines.

Keywords: Large scale system, Singular system, Decentralized observer, Interconnected ob-
server, H filtering, Observer based control
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