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Introduction générale

Les systémes de transmission et de communication actuels, tels que la radio et la téléphonie
mobile, sont principalement fondés sur I’émission et la réception d’une onde électromagnétique.
Les ondes électromagnétiques ont la particularité de véhiculer de I'information, permettant ainsi
d’explorer et de surveiller 'environnement qui nous entoure a partir d’un systéme RAdio De-
tection And Ranging (on retrouve l'acronyme RADAR ainsi que 'écriture radar). Le systéme
radar peut étre utilisé dans un environnement maritime afin de surveiller les cotes maritimes ou
de controler le traffic maritime. Ces objectifs impliquent alors de détecter et d’effectuer un suivi
de cibles, comme par exemple de hors-bord dans une lutte anti-drogue, de bateaux pratiquant le
dégazage sauvage ou la péche illégale. Lors de I’étape de détection, il est important de pouvoir
distinguer le signal utile réfléchi par la cible des échos indésirables réfléchis par la surface ma-
ritime, appelés aussi fouillis de mer. La caractérisation du fouillis de mer est alors primordiale
pour obtenir de bonnes performances de détection.

Il est possible de trouver une technologie analogue au radar dans le milieu sous-marin : il
s’agit du systéme SOund Navigation And Ranging (on retrouve l'acronyme SONAR ainsi que
Iécriture sonar). Le sonar différe du radar notamment par 'utilisation d’ondes acoustiques.
Le systéme sonar est utilisé dans le cadre d’applications civiles, comme la cartographie sous-
marine, la prospection miniére ou la surveillance de 'accrétion océanique. Le développement
d’algorithmes de classification automatique des sédiments marins est une étape importante pour
mener a bien ces applications.

Les données acquises par ces technologies sont issues de situations naturelles et engendrées
par des phénomeénes aléatoires. La motivation principale de ce manuscrit de thése porte sur la
caractérisation, I'analyse et le traitement de ces données. La nature dite complexe des données
peut étre générée par des données manquantes, imprécises et/ou incertaines. En régle, générale,
ces données considérées comme aléatoires vont étre caractérisées, analysées et traitées a partir
d’une approche statistique. En traitement du signal, les méthodes statistiques ont longtemps été
fondées sur I’hypothése que les données soient issues d'une loi de Gauss dite aussi loi normale,
comme son nom 'indique a été introduite au xix®™® siécle par Johann Carl Friedrich Gauss. I
s’agit de la loi la plus connue et utilisée des lois de probabilité théoriques. En effet, la loi de
Gauss est célébre grace a la représentation en forme de cloche de sa densité de probabilité. De
plus, elle est trés souvent utilisée car elle posséde des propriétés intéressantes :

— la loi Gaussienne est stable par combinaison linéaire.

— le théoréme de la limite centrale établit la convergence en loi de la somme de n variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées vers une loi Gaussienne justifiant
son utilisation dans de nombreuses applications.

— la méthode des moindres carrés dans la théorie des erreurs d’observation permet de mini-
miser I'impact des erreurs sous ’hypothése d’erreurs normalement distribuées.

Historiquement, la méthode des moindres carrés a été introduite par Gauss pour calculer I’orbite
d’une planéte [67]. En 1801, un moine italien du nom de Giuseppe Piazzi observa 'astéroide
Cérés pendant 41 jours consécutifs avant de perdre toute trace de I'astre. Gauss proposa alors
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sa méthode des moindres carrés permettant de calculer I'orbite d’une planéte avec peu d’ob-
servations et prédit correctement ou et quand Cérés réapparaitrait. Cependant, les méthodes
fondées sous ’hypothése Gaussienne ne sont plus valables dés lors que cette hypothése n’est plus
vérifiée. L’opérateur va alors se tourner vers d’autres lois de probabilité théoriques utilisées et
exploitées dans plusieurs domaines : en mécanique, communication, télécommunication. ..dont
voici une liste non-exhaustive : Weibull, Rayleigh, K, log-normal, Rice... L’hypothése que les
données soient issues d’une loi de probabilité va étre ensuite validée ou rejetée au moyen de
tests statistiques comme celui du x? ou de Kolmogorov-Smirnov. En pratique, il est possible
d’observer sur les histogrammes construits a partir des données une asymétrie et /ou une queue
lourde. L’asymétrie est caractérisée par le fait que la densité de probabilité n’est pas symétrique
par rapport & un mode. Le phénoméne de queue lourde se traduit par une décroissance asymp-
totiquement plus lente de la queue de la distribution considérée par rapport a la queue d’une
distribution Gaussienne. Ces propriétés obéissent a des lois appelées distributions a-stables. Le
concept de distributions a-stables a été introduit par Paul Lévy [141] en 1924 dans larticle
intitulé Théorie des erreurs. La loi de Gauss et les lois exceptionnelles ou il reprend la théorie
des erreurs fondée sur la loi de Gauss. La premiére application des lois stables a été introduite
bien avant la parution de 'article de Lévy [141] par I'astronome danois Holtsmark [102] : la force
gravitationnelle exercée par le systéme stellaire sur un point de 'univers obéit a une loi stable
d’exposant caractéristique o« = 1.5. La particularité de ces distributions est qu’elles sont dites
stables par combinaison linéaire, ce qui induit que la loi Gaussienne est un cas particulier de
lois stables. Cette propriété permet alors de généraliser le théoréme de la limite centrale appli-
qué au cas Gaussien au théoréme de la limite centrale généralisé appliqué a la loi a-stable : la
somme de n variables indépendantes appartenant & une méme loi stable converge vers une loi
stable. En pratique, la définition d’une loi stable est établie a partir de I’expression de la fonction
caractéristique dépendant de quatre paramétres : I'exposant caractéristique «, le paramétre de
symétrie 3, le paramétre de dispersion v et le paramétre de position d. Cependant, il existe plu-
sieurs paramétrisations de la fonction caractéristique suivant l'application choisie comme celles
proposées par Zolotarev [236] ou par Taqqu et Samorodnisky [213]. L’expression de la densité de
probabilité est obtenue par une transformée de Fourier de la fonction caractéristique : la densité
de probabilité n’a donc pas d’expression analytique [162]. A la suite de la parution de I’article de
Lévy, les lois stables ont été peu utilisées jusqu’aux travaux de Mandelbrot [142] appliqués a la
finance au début des années 60, phénomeéne illustré par la Figure 1 (cette figure est fondée sur la
bibliographie réalisée par Nolan [164]). Le modéle fondamental des variations des prix, introduit
par Bachelier [12] en 1900, suivait une loi de Gauss. Cependant, le modéle Gaussien est limité
puisqu’il ne prend pas en compte le hasard boursier, représenté par une succession de hausses
et baisses. Depuis quelques années, les problémes de communication [127,160] s’intéressent a
modéliser des bruits a faibles probabilité d’apparition mais a fortes amplitudes, qu’on appelle
bruit impulsif.

Dans ce manuscrit, nous utilisons une approche statistique a partir des distributions a-
stables afin d’estimer des données issues de phénoménes aléatoires dans le domaine maritime : la
caractérisation des fonds marins et la caractérisation des échos indésirables réfléchis par I'envi-
ronnement, appelés aussi fouillis de mer (clutter en anglais). Ces deux applications utilisent des
technologies analogues afin d’acquérir les données : sonar et radar. En effet, chaque systéme émet
une onde en direction d’une cible, cette cible va alors a son tour réfléchir ’'onde regue puis au final
un récepteur capte 'onde réfléchie. Le sonar utilise une onde acoustique alors que le radar utilise
une onde électromagnétique. Il s’avére que les données issues des capteurs peuvent se caractériser
par des phénoménes de queues lourdes et d’asymétrie. Dans une problématique de caractérisation
des sédiments marins, la surface des océans nous pousse a retenir une classification automatique.
Du point de vue applicatif, cette problématique se justifie dans des domaines divers [140] : la
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FIGURE 1 — Représentation des années de publications en fonction de la somme cumulée des
articles.

prospection miniére, la recherche de pétrole, la surveillance de 'accrétion océanique, la carto-
graphie maritime... De nombreux travaux sur la classification automatique de fonds marins ont
notamment été proposés par le passé. Par exemple, les logiciels QTC-View [179] et RoxAnn [38]
sont actuellement utilisés dans le domaine de la cartographie maritime. Des travaux ont aussi
été réalisés permettant de classifier ou de segmenter les fonds marins & partir de méthodes que
nous qualifions de répandues : k plus proches voisins [64], réseaux de neurones [151], machines &
vecteurs de support [220]... Par exemple, Laanaya [129] développe une méthode de classification
supervisée d’images sonar fondée sur la notion de texture a partir de méthodes comme les ma-
chines a vecteurs de support ou l’algorithme des k plus proches voisins. Leblond [132] utilise une
classification par la méthode des k plus proches voisins. Karoui [110] segmente des images a par-
tir d’attributs texturaux sélectionnés par un critére de similarité. Une classification supervisée a
partir d’'une méthode Bayésienne a aussi été utilisée par Williams [231] ou les attributs continus
sont modélisés par une densité de probabilité. L’inconvénient avec ce genre de méthodes est que
les données mesurées peuvent étre imprécises et/ou les attributs ont des opinions différentes sur
le type de sédiments & classer : ce phénoméne engendre de l'incertitude et/ou de I'imprécision.
Ces deux notions peuvent étre prises en compte par des théories dites incertaines :

— la théorie des probabilités imprécises [223].

— la théorie des possibilités [235].

— la théorie des fonctions de croyance [50,197,202].

Dans le cadre de la caractérisation des fonds marins [80], nous avons montré 'intérét d’uti-
liser la théorie des fonctions de croyance plutdét qu'une méthode Bayésienne. Les attributs des
distributions étaient modélisés par un mélange de Gaussiennes. Les données réelles que nous
avons a notre disposition sont acquises par un sondeur monofaisceau puis traiter par le logiciel
QTC-View pour obtenir les attributs. La représentation de la densité de probabilité des attri-
buts présente les propriétés de queues lourdes et d’asymeétrie : il convient donc de modéliser ces
attributs par des distributions a-stables.

Les phénomeénes de queues lourdes [71] peuvent étre observés lorsqu’il s’agit de caractériser
statistiquement le fouillis de mer, par opposition & ’écho utile issu de I'objet d’intérét. Le fouillis
de mer se caractérise par de grandes valeurs de signaux (que 'on nomme par abus de langage
spike) [93]. La caractérisation du fouillis de mer est primordiale dans des problématiques de
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surveillance maritime car il permet de distinguer le fouillis de mer du signal utile de la cible. Des
travaux ont déja été effectués a partir de distributions de log-normal [215], Weibull [75], K [105,
106]... Cependant, nous n’avons pas a notre disposition de données réelles représentant du fouillis
de mer. Des travaux au sein du groupe Radar, Electromagnétisme et Télédétection (REMT) de
IPENSTA Bretagne et aussi membre du Laboratoire des sciences et techniques de 'information,
de la communication et de la connaissance (Lab-STICC UMR CNRS 6285) ont notamment été
réalisés afin de caractériser le fouillis de mer dans différents contextes. Par exemple, Arnold-
Bos [7] étudie le probléme de détection d’un navire dans des images haute-résolution a partir du
sillage de navires; Rochdi [187] estime la contribution du champ diffusé par une cible complexe
placée sur une surface maritime. Le simulateur du champ diffusé est issu de ces travaux. Le
calcul du champ diffusé se décompose en deux étapes. Tout d’abord, il est nécessaire de générer
une surface maritime. Cette derniére se décompose en une somme de surfaces sinusoidales avec
des fréquences, des directions et des amplitudes différentes. Plusieurs spectres de mer comme
le spectre de Philips [173], Pierson et Moskowitz [176], Fung et Lee [84], JONSWAP [100] et
Elfouhaily [69], modélisant les caractéristiques géométriques et électromagnétiques de la surface
de mer, ont été proposés dans la littérature. A partir de cette surface générée, il ne reste plus
qu’a déterminer le champ électromagnétique diffusé. Il existe deux grandes familles de méthodes
permettant de déterminer le champ diffusé : les méthodes asymptotiques [16, 26, 183] et les
méthodes exactes [18,98|. Les méthodes exactes ont la particularité d’étre cotiteuses en temps
de calcul. Par conséquent, dans ce travail nous avons utilisé une méthode asymptotique pour
déterminer les coefficients de diffusion. La méthode asymptotique retenue est appliquée en tenant
compte de différents contraintes, d’hypothéses et de la complexité de I'objet a considérer (arétes,
bords...).

Organisation du manuscrit

Le mémoire de thése est organisé en quatre chapitres. Le premier chapitre permet tout
d’abord d’introduire les systémes et technologies permettant d’acquérir les données ainsi que les
différents domaines d’applications associées : SOund Navigation And Ranging (sonar) et RAdio
Detection And Ranging (radar). Nous développons plus en détail le formalisme utilisé en radar
qui sera repris dans le quatriéme chapitre. Les données issues de capteurs vont étre ensuite
analysées & partir d’une approche statistique. Nous rappelons notamment la notion de variable
aléatoire, de fonction de répartition et de densité de probabilité. Nous fournissons une liste non-
exhaustive de lois de probabilité théoriques couramment utilisées en traitement de données et de
signaux. Ces modéles servent ainsi & estimer des données représentées par une variable aléatoire.
En régle générale, on introduit 'hypothése que les données soient issues d’une loi £ puis on
vérifie si cette hypothése est vrai. Cette démarche correspond en statistique descriptive a des
tests d’ajustement permettant d’accepter ou de rejeter une hypothése. L’ensemble des méthodes
statistiques vont permettre d’analyser les données issues des différents capteurs considérés.

Dans le deuxiéme chapitre, nous définissons une classe de distributions particuliére ap-
pelée distributions a-stables. L’avantage de ces distributions est de pouvoir modéliser les ca-
ractéristiques de queue lourde et d’asymétrie rencontrées sur la représentation de la densité de
probabilité. Nous définissons les notions de stabilité, de fonction caractéristique, de fonction de
répartition, de fonction de densité de probabilité ainsi que les propriétés comme le théoréme
de la limite centrale généralisé. Nous présentons aussi ’algorithme permettant de générer une
distribution a-stable. Ensuite, nous exposons les méthodes permettant de décrire ou caractériser
une variable aléatoire issue d’une loi a-stable. Les estimateurs des lois stables sont comptabilisés
au nombre de quatre : quantile, moment, maximum de vraisemblance et moindres carrés. Il est
important de noter que nous n’avons pas trouvé dans la littérature un algorithme traitant de la
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méthode des moindres carrés appliquée aux lois a-stables : nous nous proposons de la dévelop-
per. Dans ce chapitre, les performances des différents estimateurs sont étudiées en comparant
les vitesses de temps de calcul ainsi que 'erreur quadratique moyenne. Les lois a-stables ont
aussi été généralisées dans R™. Les définitions de la stabilité et de la densité de probabilité sont
notamment exposées. L’estimation de ces lois dans R se fait & partir de deux estimateurs : la
méthode de projection [150] (appelée méthode PROJ) et la méthode de la fonction caractéris-
tique empirique [166| (appelée méthode ECF pour Empirical Characteristic Function Method).
Nous comparons aussi les performances de ces deux estimateurs.

Le troisiéme chapitre porte sur la premiére application traitée dans ce travail. Nous uti-
lisons les distributions a-stables dans le cadre d’une problématique de classification automa-
tique de sédiments marins. Tout d’abord, nous présentons une liste non-exhaustive de méthodes
couramment utilisées en classification : k plus proches voisins [64], réseaux de neurones [151],
méthode Bayésienne. L’inconvénient avec ces méthodes est qu’elles ne modélisent pas les notions
d’imprécision et /ou d’incertitude des données. Des méthodes dites incertaines ont été proposées
afin de prendre en compte ces notions : la théorie des probabilités imprécises [223], la théorie des
possibilités [235] et la théorie des fonctions de croyance 50,197,202, 204|. Des approches floues
et crédibilistes ont été étendues a la méthode des k plus proches voisins [53,112] (par exemple la
méthode des k plus proches voisins crédibiliste utilise le formalisme de la théorie des fonctions de
croyance adapté a la méthode des k plus proches voisins) et aux réseaux de neurones [34,54]. Dans
notre étude, nous avons choisi d’utiliser le formalisme de la théorie des fonctions de croyance du
fait de sa souplesse d’utilisation. Le formalisme de la théorie des fonctions de croyance a d’abord
été introduit dans le cas discret [50,197|, avec la fonction de masse qui attribue une confiance sur
des hypotheéses non-exhaustives. Dans notre cas, I'information fournie par les capteurs (sonar) va
étre modélisée par une densité de probabilité. La théorie des fonctions de croyance a été étendue
aux nombres réels [202,209], ou la densité de masse attribue une confiance sur des intervalles
de R. II sera donc important de développer le calcul de la fonction de masse dans le cas ou les
données sont modélisées par une distribution a-stable. Un premier travail a été effectué sur des
données génériques issues de lois Gaussiennes et a-stables ol les taux de classification obtenus
par une méthode Bayésienne et une méthode dite par fonctions de croyance sont comparés. Nous
observons aussi I'influence dans le choix du modéle d’estimation sur les taux de classification.
Dans un second temps, le travail précédent a été complété en considérant des données réelles
acquises par un sondeur monofaisceau.

Le quatriéme chapitre a pour objectif de caractériser d’'une maniére statistique les coef-
ficients de diffusion électromagnétique d’une surface de mer. Comme il est difficile de disposer
dans ce domaine d’application de données réelles, nous nous sommes dirigés vers des données
simulées. Dans un premier temps, nous présentons les caractéristiques physiques [39,40,49] et
géométriques de la surface de mer. Afin de générer une surface de mer réaliste, nous l'avons
considérée comme étant une somme de sinusoides de fréquences, de directions et d’amplitudes
différentes [91]|. Pour atteindre cet objectif de description géométrique, nous avons adopté une
description spectrale. Une liste non-exhaustive de spectres (69, 84, 100, 173, 176] généralement
utilisés est détaillée et nous expliquons les raisons du choix du spectre d’Elfouhaily [69]. Quant
au calcul de la signature électromagnétique de la surface maritime générée, nous avons opté pour
I'utilisation de I’Optique Physique [97], qui est répertoriée parmi les méthodes asymptotiques.
Ces deux étapes permettront de constituer une base de données de signaux en fonction de diffé-
rents parameétres (configuration géométrique, polarisations, vitesse du vent et direction du vent).
Cette base de données est ensuite analysée par une approche statistique, en comparant plusieurs
lois théoriques : K, Weibull et a-stables. Un test de Kolmogorov-Smirnov est utilisé pour valider
ou non une hypothése d’adéquation. Aprés analyse critique, nous avons retenu la description
statistique de la signature électromagnétique de la surface maritime exprimée en décibel (noté
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dB) par le modéle a-stable. L’influence de la polarisation de I'onde et des caractéristiques géo-
métriques d’observation sur les paramétres des distributions a-stables est analysée.

En dehors des cing annexes qui ont pour objectif de clarifier et d’apporter des précisions a
certains passages, la conclusion dresse un bilan de ’ensemble des travaux réalisés en présentant
différentes perspectives offertes au sujet abordé.




Chapitre 1

Systémes d’acquisition et outils de
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Dans ce chapitre, nous présentons tout d’abord les systémes d’acquisition utilisés en milieu
maritime. Nous exposons le principe de fonctionnement du radar et du sonar, ainsi que leurs do-
maines d’application. Nous développons plus en détails le formalisme électromagnétique découlant
des équations de Mazwell nécessaire a la compréhension du chapitre 4. Nous extrayons ensuite
Uinformation fournie par les capteurs. Nous introduisons la théorie des probabilités permettant
de caractériser les phénomenes aléatoires. Ces phénomeénes étant continus, nous développons les
notions de fonction de densité de probabilité, fonction de répartition, moment ainsi que les lois
de probabilité les plus utilisées en analyse de données et en traitement du signal. Cependant, un
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processus aléatoire dépend souvent de plusieurs phénoménes. Par conséquent, il est difficile de
choisir une loi permettant de représenter finement un tel processus. Dans ce sens, des tests statis-
tiques comme X2 ou de Kolmogorov-Smirnov sont généralement utilisés pour évaluer l’adéquation
entre les mesures théoriques et réelles.

1.1 Introduction

La réalisation d'un systéme radar n’a été possible qu’au travers d’expériences permettant
la découverte de différentes propriétés électriques et magnétiques. Le lien entre électricité et
magnétisme a été mis en évidence expérimentalement par le chimiste danois Oersted en 1820 :
il constata la déviation d’une aiguille aimantée placée a proximité d’un fil parcouru par un
courant électrique. Cette relation électricité/magnétisme a été renforcée par 'expérience du
physicien britannique Faraday : en effet, si un courant électrique a des effets magnétiques,
Faraday démontra qu’un aimant peut aussi avoir des effets électriques. Le mathématicien et
physicien frangais Ampére prit connaissance des travaux d’Oersted et développa la théorie qui
allait permettre I’émergence de I’électromagnétisme. En 1864, Maxwell reprend les différents lois
de D’électricité et du magnétisme plus connues aujourd’hui sous le nom d’équations de Maxwell.
Il s’agit d’environ une vingtaine d’équations qui permettent de lier électricité et magnétisme. 1l
émet aussi ’hypothése que la lumiére soit une onde électromagnétique. En 1887, le physicien
allemand Hertz confirme expérimentalement la théorie de Maxwell selon laquelle la lumiére
est une onde électromagnétique. Hertz découvrit aussi a l'aide d'un oscillateur d’autres ondes
électromagnétiques invisibles, se propageant a la méme vitesse que la lumiére et susceptibles
de se diffracter, de se réfracter et de se polariser. Ces travaux sont notamment a l'origine de
la télégraphie sans fil du physicien italien Marconi qui permit considérablement de développer
les antennes. Ces ondes électromagnétiques sont aussi utilisées par le systéme RAdio Detection
And Ranging (radar), dont le principe est d’émettre et de recevoir une onde pour déterminer
la vitesse et/ou la position d’un objet. Officiellement, la conception du radar est & mettre a
Iactif de I'ingénieur écossais Watson-Watt en 1934. Cependant, la premiére version du radar a
été développée par le technicien allemand Hiilsmeyer apparue sous le nom de Telemobiloskop
en 1904. Cette technologie s’est considérablement améliorée durant la seconde guerre mondiale
avec notamment la mise en place par les britanniques d'un réseau de radars, appelé Chain
Home, permettant de surveiller, prévenir et combattre les attaques de la Luftwaffe. A la fin
de la guerre, des applications civiles ont vu le jour comme le controle aérien, la surveillance
maritime, ’observation de la terre ou la météorologie. Au final, le radar n’est pas le fruit d’un seul
individu mais il est 'héritage de contributions de plusieurs chercheurs de différents nations. Ce
systéme a été transcrit dans I'eau sous I'appellation de SOund Navigation And Ranging (sonar).
Cependant, on utilise des ondes acoustiques a la place des ondes électromagnétiques puisque les
ondes électromagnétiques ont une trés faible portée dans ’eau. Les premiéres expériences sur le
sonar ont été menées par Colladon et Sturm bien avant les travaux sur le radar. La premiére
application des ondes sonores apparait a la veille de la premiére guerre mondiale avec la lutte
anti sous-marine. Ce systéme s’est amélioré notamment durant la seconde guerre mondiale et
pendant la guerre froide. Aujourd’hui, les ondes acoustiques sont utilisés pour la cartographie
maritime, la péche, la recherche pétroliére...

Par conséquent, nous présentons dans ce chapitre la chaine d’acquisition des données : les
systémes radar et sonar. Un rapide historique de ces deux technologies est présenté ainsi que
leurs domaines d’application. Nous avons besoin d’introduire le formalisme électromagnétique
utilisé en radar, fondé sur les équations de Maxwell, pour la compréhension du chapitre 4.

La théorie des probabilités est souvent utilisée en analyse de données et en traitement du
signal pour caractériser des phénoménes et variables aléatoires. Elle s’appuie sur la notion de
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variable aléatoire, qui correspond au résultat d’une expérience aléatoire. L’ensemble des résultats
possibles de cette expérience aléatoire constitue I'espace des réalisations. Une variable aléatoire
est dite discréte lorsque ’espace des réalisations est dénombrable ou dite continue lorsque ’espace
des réalisations est indénombrable. Dans le cadre de notre travail, les phénoménes aléatoires
observés sont continus et par conséquent les définitions présentées ci-dessous font référence a des
variables aléatoires continues. Ces phénoménes aléatoires peuvent étre mis sous forme intégrale,
on parle alors de densité de probabilité. Il existe un large choix de lois de probabilité, dont voici
une liste non-exhaustive que nous présentons dans la suite du chapitre : Gaussienne, Weibull,
Rayleigh, Gamma et IC. En régle générale, il est difficile de choisir une loi de probabilité dont
est issu un échantillon de données. En statistiques, il existe des tests d’hypotheéses utilisés pour
déterminer si un échantillon suit bien une loi donnée connue. Dans la suite, nous présenterons
les deux principaux tests statistiques : le test du x? et le test de Kolmogorov-Smirnov.

Au cours de ce chapitre, nous présentons dans un premier temps les systémes d’acquisition
des données en milieu maritime. Nous développons plus particuliérement le sonar et le radar en
rappelant un historique de ces systémes, leurs modes de fonctionnement ainsi que leurs domaines
d’application. Les données issues des systémes d’acquisition ont la particularité d’étre aléatoire.
Le traitement et l'analyse de telles données est possible grace a la théorie des probabilités.
Par conséquent, dans la seconde partie de ce chapitre, nous introduisons différentes définitions
utilisées en théorie des probabilités telles que la densité de probabilité, la fonction de réparti-
tion... Nous donnons aussi une liste non-exhaustive de lois de probabilité couramment utilisées
en traitement du signal. Enfin, nous présentons les tests statistiques permettant d’évaluer la
correspondance entre distributions observées et théoriques.

1.2 Systémes d’acquisition

Dans cette partie, nous présentons les systémes permettant d’acquérir les données et signaux
en environnement maritime : le systéme sonar et le systéme radar.

1.2.1 Systémes acoustiques
1.2.1.1 Historique

Les premiéres expériences de ’acoustique sous-marine ont été menées bien avant l'existence
du radar par le physicien suisse Jean-Daniel Colladon et le mathématicien francais Charles-
Frangois Sturm [42]. Leur expérience a été réalisée en 1826 sur le lac Léman (illustrée par la
Figure 1.1, gravure provenant de “Les phénoménes de la physique” par Amédée Guillemnin,
édition Hachette, Paris, 1868). Ils se trouvent chacun dans un bateau distancé de 13 km. Sur
I'un des bateaux est suspendu une cloche en bronze frappée par un marteau articulé. A chaque
coup de cloche, le manche du marteau va allumer une masse de poudre. L’observateur placé dans
I'autre bateau est muni d'un cornet acoustique dont le pavillon est dirigé vers ’autre bateau.
L’expérience se déroule de nuit afin de pouvoir observer le feu indiquant le départ de 'onde.

Le début de la premiére guerre mondiale voit la naissance de la premiére application des
ondes acoustiques : la lutte anti-sous-marine. Cependant, la détection reste passive (écoute d’un
son). Langevin imagina une détection active, c’est-a-dire que le systéme envoie un son et 'on
regoit 1’écho du son renvoyé par un obstacle. Ce systéme est fondé sur les travaux de Curie
sur les matériaux piézoélectriques. L’acoustique sous-marine prend réellement son essor avec la
seconde guerre mondiale notamment pour traquer les U-boot allemands avec la mise au point des
sonars a balayage latéral par les ingénieurs de ’ASDIC (Anti Submarine Detection Investigation
Committee).




Chapitre 1 : Systéemes d’acquisition et outils de traitement des données

FI1GURE 1.1 — lustration de I'expérience de Colladon et Sturm réalisée sur le lac Léman.

Aprés 'armistice de 1945, le monde entra dans une période dite de guerre froide entre I’Ouest
et I’'Union Soviétique. Cette période est marquée par une course a 'armement. Le développement
des sous-marins nucléaires a nécessité ’amélioration des technologies existantes. Les américains
prennent alors un léger avantage avec leur systéme sonar (SOund NAvigation and Ranging).

Les techniques d’imagerie apparurent conjointement avec 1'utilisation de signaux rétrodiffusés
par un sonar latéral. Les premiéres images étaient bruitées et avec une mauvaise résolution. Dans
les années 70 apparaissent les sondeurs multifaisceaux permettant de réaliser une cartographie
des fonds marins.

Aujourd’hui, les ondes acoustiques sont utilisées pour détecter les bancs de poissons, pour
effectuer de la recherche pétroliére ou pour mesurer la température de I'eau a 1’échelle mon-
diale (climatologie) [140]|. Toutes ces applications civiles sont intéressantes, mais en quittant le
domaine militaire, cette discipline a perdu les moyens financiers et humains.

1.2.1.2 Systémes et technologies de traitement

Le sonar permet de détecter ou localiser une cible ou un objet immergé. Il existe deux

principes de fonctionnement pour le systéme sonar [140] :

— le sonar actif émet un signal et regoit ’écho du signal émis par une cible

— le sonar passif recoit le bruit rayonné par une cible.

Plusieurs technologies [140] ont été développées permettant de travailler avec un signal brut de
I’écho ou une image issue du traitement de ce signal brut de I’écho :

— le sonar a balayage latéral (ou par abus de language sonar latéral) est un systéme acoustique
de haute définition permettant d’obtenir une image en niveau de gris et en continue du fond
marin. Le sonar latéral permet d’insonifier a différentes fréquences, et perpendiculairement
a la trajectoire du navire, une bande constante de 50 & 1000 m de largeur en fonction de la
profondeur. Le sonar latéral est notamment utilisé pour la péche, la cartographie d’herbiers
de posédonie, la détermination des fonds marins, la détection de mines sous-marines ...

— Les sondeurs monofaisceaux sont parmi les sondeurs les plus couramment utilisés. Une
onde acoustique va étre émise par un transducteur a large ouverture angulaire latérale
(plus de 30°). Ce méme transducteur va alors détecter I’écho du fond. Il est alors possible
de déterminer le profil bathymétrique a I’aide du temps de parcours entre ’onde et le fond
ainsi que la célérité de 'onde dans 'eau.

— les sondeurs multifaisceaux sont des systémes acoustiques sous-marins installés sous la
coque du navire. L’avantage de tels sondeurs est qu’il est possible en un seul passage
de réaliser la topographie sous-marine sur plusieurs kilométres de large. Les sondeurs
multifaisceaux permettent de sonder sur toute une fauchée perpendiculaire a 'axe du
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bateau, et non uniquement & la verticale du bateau comme le fait le sondeur monofaisceau.
Les sondeurs multifaisceaux sont fondés sur la technique dite des faisceaux croisés, c’est-
a-dire que I’émission de 'onde acoustique et la réception de I’écho réfléchi s’effectuent sur
le fond, selon des faisceaux perpendiculaires dont l'intersection présente la surface sondée.

1.2.2 Systémes micro-ondes
1.2.2.1 Historique

L’invention du radar n’est pas le fruit d’un seul homme ou d’une seule nation. Le radar
est le résultat de l'accumulation de nombreuses recherches auxquelles ont participé plusieurs
scientifiques de différents pays. Cependant, il existe des repéres qu’il convient de mentionner.

FIGURE 1.2 — Telemobiloskop exposé au musée de Munich.

En 1865, le physicien anglais Maxwell développe sa théorie de I'électromagnétisme en dé-
crivant l'onde électromagnétique ainsi que sa propagation [119]. En 1886, le physicien allemand
Hertz démontre 'existence physique des ondes électromagnétiques et confirme ainsi la théorie
de Maxwell. Le technicien allemand Hiilsmeyer pose le brevet du Telemobiloskop [47] en 1904
(illustré par la Figure 1.2). Cet appareil est alors utilisé pour la prévention de collision de ba-
teaux en mer lors d’un épais brouillard. Hiilsmeyer calcule alors le temps de parcours de I'onde
électromagnétique, sur le trajet aller-retour, entre I’antenne et le navire métallique. En 1922,
Taylor et Young, chercheurs au Naval Research Laboratory, arrivent & détecter pour la premiére
fois un navire en bois. Hygland réalise en 1922 la premiére détection d’un aéronef. A la veille de
la seconde guerre mondiale, différentes technologies radar existent. Elles sont développées par
les Etats-Unis, la France le Royaume-Uni, I’Allemagne, la Russie et le Japon. Les britanniques
ont notamment élaboré un systéme radar afin de surveiller leurs cotes. Les technologies radar
vont étre considéramment améliorées durant la seconde guerre mondiale.

A la sortie de la seconde guerre mondiale, le radar trouve sa place dans le domaine civile avec
notamment le contréle aérien, la météorologie ou I'imagerie terrestre. La surveillance maritime
n’a été possible qu’a la découverte du radar a imagerie.

1.2.2.2 Systémes et technologies de traitement

Le principe du radar est simple : il s’agit d’émettre une onde électromagnétique vers une
cible. Cette cible va alors a son tour réfléchir ce signal via un écho. Cet écho va alors étre capté
par un récepteur. Il est alors possible de mesurer la position de I'objet grace au temps de trajet
aller-retour ainsi que la vitesse de 'objet a partir du changement de fréquence du signal par
effet Doppler.

Il existe deux grandes familles de radar :

— les radars imageurs qui permettent de disposer d’'images de zone d’intérét (en présence

d’objets) comme par exemple le radar & synthése d’ouverture (noté RSO ou aussi SAR
pour Synthetic Aperture Radar en anglais)

11



Chapitre 1 : Systéemes d’acquisition et outils de traitement des données

— les radars non-imageurs qui permettent d’estimer ou d’observer les propriétés d’une zone
ou d'un objet comme par exemple le radio altimétre.

Le systéeme radar peut fonctionner en configuration dite :

— monostatique, c’est-a-dire que I’émetteur et le récepteur sont confondus.

— bistatique, c’est-a-dire que I’émetteur et le récepteur sont disjoints.
L’avantage d’un systéme monostatique est qu’on limite I’encombrement et les problémes de
synchronisation puisque 1’électronique et ’antenne sont partagés entre émission et réception.
Par contre, le probléme est que ce systéme est facilement détectable par un appareil ennemi par
rapport au systéme bistatique et/ou multistatique. De plus, le systéme bistatique a une plus

grande souplesse de configuration et donc permet d’augmenter le nombre d’informations sur la
cible.

1.2.2.3 Formalisme électromagnétique

Précédemment, nous avons exposé un historique du systéme radar. Il est important de com-
prendre que cette technologie est issue de phénomeénes physiques. Les phénoménes électroma-
gnétiques ont été traduits sous forme d’équations par Maxwell. Le but de cette section est
d’introduire notamment les grandeurs physiques définies dans les équations de Maxwell, ainsi
que la notion de polarisation de 'onde. Les définitions de bilan de liaison et surface équivalente
radar, essentielles dans la notion de fouillis de mer, sont aussi abordées. Le formalisme développé
ci-dessous est nécessaire a la compréhension du chapitre 4.

1.2.2.3.a Equations de Maxwell

En 1865, Maxwell développe la théorie de 1’électromagnétisme en décrivant 'onde électroma-
gnétique ainsi que sa propagation. Les lois de I’électromagnétisme ont été proposées par Maxwell
vers 1865. Il reprend les lois expérimentales découvertes en électrostatique et magnétisme pour
en faire une synthése sous forme d’équations locales. Ces équations ont été traduites sous forme
vectorielle par Heaviside. Les équations de Maxwell sous forme locale [23| sont définies par :

divB = 0 (1.1)
0B
tE = —— 1.2
ro o (1.2)
dvE = ° (1.3)
€
E
rotB = uJ—F/,Leaat (1.4)

avec :

— p représente la densité volumique de charge (en C/m?).
J le vecteur densité de courant (en A/m?).

— E le vecteur champ élecrique (en V/m).

— B le vecteur champ magnétique (en A/m).

— ¢ la permittivité du milieu (en F/m)

— p la perméabilité du milieu (en H/m).
Les équations (1.1) et (1.2) sont valables quelque soit le milieu considéré tandis que les équa-
tions (1.3) et (1.4) dépendent du milieu considéré. L’équation (1.1) est appelée équation relatif au
flux magnétisme. L’équation (1.2) est appelée équation de Maxwell-Faraday. L’équation (1.3) est
appelée équation de Maxwell-Gauss dont découle le théoréme de Gauss (sous forme intégrale).
L’équation (1.4) est appelée équation de Maxwell-Ampére dont découle le théoréme d’Ampére
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(sous forme intégrale). Il est possible d’exprimer la permittivité et la perméabilité du milieu a
partir de leurs valeurs dans le vide par :

€ = €€ (1.5)

wo = Hrio

avec :
— €, la permittivité relative du milieu
— ¢o la permittivité relative du vide
— u, la perméabilité relative du milieu
— po la perméabilité relative du vide
Il faut noter que dans le vide €, = 1 et u, = 1.
Dans le cas particulier ou il n'y a pas de charge (milieu non conducteur avec p =0 et J = 0), il
est possible de montrer que le champ électrique E vérifie I'équation :
O’E

2 _

V? correspond a 'opérateur laplacien.

1.2.2.3.b Polarisation de 'onde

Dans le cas d'une onde plane monochromatique se propageant vers l'axe (Oz) vers les z
croissants (progressive suivant l’axe (0z)), le champ E(r,t) s’écrit sous la forme :

|Ey| cos (wt — kz + 05)
E(r,t) = ¢ |Ey|cos (wt — kz + &) (1.8)
0

avec k = 27” le vecteur d’onde (le produit scalaire k.r = z car k = [0 0 k:} )

Une onde plane est caractérisée par le fait que les fronts d’onde sont des plans infinis, per-
pendiculaires & la direction de propagation. L’équation (1.7) peut alors étre simplifiée sous le

nom d’équation de Helmholtz :
2

0°E
V?E + ,uew2ﬁ =0 (1.9)

Il est important de noter que les caractéristiques du champ électrique (amplitude et phase) varie
en fonction du milieu de propagation.
L’équation de la trajectoire est obtenue en éliminant le temps :

cos” (wt — kz) + sin® (wt — kz) = 1 (1.10)
(R R sin1(5)>2 (oo - o t00) sin1(5)>2 -
(1.11)

Apres simplification, nous avons :

2
E? E; 2E,E,

+ C
|Ex®  |Ey[? |Ea||Ey]

os (§) = sin® (0) (1.12)
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z z

H\ E\
E< H H< e
kX %/ Ko %/
‘\\‘ ,,' L ‘\» ,'/ kr

(a) Polarisation HH. (b) Polarisation VV.

F1GURE 1.3 — Exemple de polarisation en émission et en réception.

avec 0 = 0, — 0. L’équation (1.12) correspond a I'’équation d’une ellipse. L’ellipse est totalement
caractérisée par le couple d’angles (¢,7) (Figure 1.4). L’angle noté ¢ entre I’horizontale et le
grand axe de lellipse est appelé angle d’orientation de l'ellipse et est compris entre [—%; g]
L’angle noté 7 caractérise lellipticité, vérifie la relation tan (7) = |E,|/|E;| et appartient a
I'intervalle [—%; ﬂ . L’onde électromagnétique polarisée elliptiquement est lévogyre ou polarisée
elliptiquement & gauche (resp. dextogyre ou polarisée elliptiquement & droite) si le champ tourne
dans le sens trigonométrique direct (resp. rétrograde) pour un observateur qui voit 'onde arriver
vers lui. L’onde est dite polarisée horizontale (resp. verticale) si 'angle 7 = 0 et ¢ = 0 (resp.
Y = 7). L’onde est dite polarisée circulairement gauche (resp. droite) si 7 = +7% ou 7= —7 et
= =% (resp. ¥ = ).

Dans notre étude, nous supposons que notre onde est polarisée horizontalement ou vertica-
lement. La polarisation horizontale, notée polarisation H, est aussi appelée transverse électrique
ou perpendiculaire. De méme, la polarisation verticale, notée polarisation V, est aussi appelée
polarisation transverse magnétique ou paralléle.

En général, on s’assure d’avoir la méme polarisation en émission et en réception : on parle
alors de polarisation directe (co-polarization en anglais). Cependant, il est possible de travailler en
polarisation croisée (cross-polarization en anglais) mais ce mode de fonctionnement a pour effet
d’avoir une perte importante en dB. On préfére utiliser une forme matricielle pour représenter
I’état de polarisation.

1.2.2.3.c Bilan de liaison

On considére un radar en configuration bistatique. Lorsque 'antenne émettrice génére une
onde, 'antenne réceptrice ne regoit pas la méme puissance. En effet, la cible ne va diffuser quune
petite partie de 'onde émise qui plus est dans des directions différentes. Le bilan de puissance
est alors définie & partir de I’équation radar :

G, G\
P, =p, P (1.13)

(47)? RZR?
avec P, (resp. P.) la puissance regue (resp. émise), G, (resp. Ge) le gain de I'antenne receptrice
(resp. émettrice), R, (resp. R.) la distance entre la cible et le récepteur (resp. distance entre la
cible et ’émetteur), A la longueur d’onde du radar et 0,4 la surface équivalente radar avec p (resp.

14



1.8 — Théorie des probabilités

|Ex|

FIGURE 1.4 — Ellipse de polarisation.

q) la polarisation de l'onde diffusée (resp. incidente). L'un des objectifs va étre de calculer la
valeur de la surface équivalente radar. La surface équivalente radar quantifie le pouvoir réflecteur
de la cible. Elle dépend de plusieurs facteurs :

— la polarisation de 'onde émise et diffusée.

— la forme de l'objet.

— la longueur d’onde du radar.

— la matiére constituant la cible.

— la position de 'objet déterminé par la distance et ’angle entre le radar et la cible.
La surface équivalente radar peut étre définie de la maniére suivante [158] :

2
s _ 2| E°(r)]
Opg = Tlggollwr R (1.14)
avec E' le champ électrique incident et E® le champ électrique réfléchi. La limite suppose que
I’on travaille en champ lointain et par conséquent que ’onde est supposée plane.

Cette premiére partie permet d’exposer les différents systémes d’acquisition utilisés en envi-
ronnement maritime. L’objectif de la partie suivante est d’introduire la théorie des probabilités
permettant de caractériser les données issues de capteurs.

1.3 Théorie des probabilités

L’objectif de cette section est de développer les principes fondamentaux statistiques des lois
continues utilisées pour modéliser des phénomeénes aléatoires et qui sont utiles par la suite [192].

1.3.1 Définitions

La théorie mathématique des probabilités a été introduite au xvil®™® siécle par Cardano puis
reprise par Fermat et Pascal au xvii®®™ siécle permettant de résoudre les jeux de hasard. Par

exemple, il est possible de se demander quelle est la probabilité de tirer le méme numéro sur trois
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lancés de dés a six faces 7 Les résultats possibles appartiennent a 'ensemble 2 = {1,2,3,4,5,6}.
L’ensemble Q est appelé espace des réalisations et un élément w €  tel que |w| = 1 est
appelé événement élémentaire. Lors d’'une expérience aléatoire, un événement est choisi parmi
un ensemble d’événement A, ot A est un sous-ensemble des parties de ). L’ensemble des parties
de Q est noté P(Q). Par exemple, si Q = {a, b, ¢}, ensemble des parties de Q est constitué de 2/
éléments avec P(Q2) = {0, a, b, ¢, (a,b), (a,c), (b, c),2}. Il est possible de traiter des problémes en
considérant un sous-ensemble A de Q. La définition axiomatique d’une loi de probabilité P a été
proposée par Kolmogorov sous forme de 3 axiomes :

1)VA C Q,P(4) >0
2)P(Q) = 1 (1.15)
3)Si AN B =0,P(AU B) = P(A) + P(B)

Lorsque l'espace des réalisations est continu, il devient plus difficile de dénombrer ’ensemble A.
Cependant, la notion de tribu permet de le réaliser.

Définition 1.3.1 (Tribus). Un ensemble A de parties de © (A € P(€2)) est une tribu si :

1)e A
2)Si A € A, alors le complémentaire /A € A (1.16)
3)Si 'on dispose d’'une suiteAy, ..., A, d’éléments de A, alors I'union Uy, € A

La tribu sur R, appelée aussi tribu des boréliens, est la tribu engendrée par des intervalles
de R. Le couple (2, .A) est appelé espace mesurable.

Définition 1.3.2 (Espace de probabilité). Un espace de probabilité est un triplet (€2,.4,P) ou
A est une tribu sur Q et P est une probabilité sur A

Définition 1.3.3 (Mesure). Une mesure p est une mesure sur une tribu A tel que :

Du(4) > 0
2)Si Vi,o e N, A;N A, =0, alors u(Uga,) = > u(4;) (1.17)
3)3A € A tel que pu(A) < +o00

Définition 1.3.4. Lorsque I'espace des réalisations est R, on parle de variable aléatoire continue.
Définition 1.3.5. La fonction de répartition d’une variable aléatoire X, notée F'x est définie

par :
)R — [0; 1]
Fy: {x POY < 1) (1.18)

continue a droite et vérifiant les conditions aux limites :

Er_n Fx(z) = 0 (1.19)
ILI\IJPOOF)((.%) =1 (1.20)

Définition 1.3.6. Une variable aléatoire est dite a densité si sa fonction de répartition est
dérivable. La fonction de densité appelée plus communément fonction de densité de probabilité
d’une variable aléatoire X, notée fx vaut :

R— R
Ix: {x s F (o) (1.21)
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1.8 — Théorie des probabilités

Lorsque la fonction de densité de probabilité est intégrable, on obtient les propriétés suivantes :

Ve e R, fx(x) > 0 (1.22)
_+OO fx(x)de = 1 (1.23)
Fx(z) = /I fx(u)du (1.24)

Définition 1.3.7. L’espérance mathématique d’une variable aléatoire & densité X est définie
par :
+o0
E[X] —/ rfx(x)dx (1.25)
—o0

L’espérance est appelée aussi moment d’ordre 1.

Définition 1.3.8. Il est possible d’estimer les moments & des ordres supérieurs & 1. Un moment
d’ordre k noté M, est définie par :

+oo
Mk(X):IE[Xk]:/ 2 fx (z)dz (1.26)

—0Q
Définition 1.3.9. La fonction caractéristique d’une variable aléatoire X, notée ¢x, est obtenue
a partir de la relation :

1 [t
éx (1) = Elexp (juX)] = / fx () exp (juz)dz (1.27)

2
Il est possible d’obtenir la fonction de densité de probabilité en calculant la transformée de
Fourier de sa fonction caractéristique :

Fx) = [ ox(u)exp (—juz)du (1.28)

Définition 1.3.10. Soit un couple de variables aléatoires (X,Y) défini par une fonction de
densité conjointe fx y(z,y). Les fonctions de densités marginales sont définies par :

fX(x):/RfX’y(m,y)dy (1.29)

fy(y):/RfX’y(z,y)dx (1.30)

Définition 1.3.11. Soit un couple de variables aléatoires (X,Y’) défini par une fonction de
densité conjointe fx y(z,y). Les lois conditionnelles sont obtenues par :

Pipvlafn) = P2 (1.31)

Définition 1.3.12. Deux variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes si leurs lois

marginales sont égales & leurs lois conditionnelles.

Propriété 1.3.1. Lorsque deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes, on a la relation :

fxy(@,y) = fx(x)fy(y) (1.32)

Propriété 1.3.2. Soient X et Y deux variables aléatoires a densité tel que Y = ¢g(X), avec g
bijective et dérivable. La densité de probabilité fy (y) est déterminée par la relation :

~ fx(g'(w)

W) =150 Tw)

(1.33)
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1.3.2 Quelques lois continues

Nous proposons ci-dessous une liste non-exhaustive de lois continues couramment utilisées
en statistique. Elles ont la particularité d’étre unimodales.

Remarque 1.3.1. 11 est important de noter que les lois ayant pour support x € R sont généra-
lisables sur R par un changement de variable y = x — 6.

1.3.2.1 Loi Gaussienne

La loi normale a été découverte par de Moivre en 1733 comme étant la limite d’une loi
binomiale. Cependant, Gauss formalisa mathématiquement cette loi. On la retrouve comme
modéle pour les distributions d’erreurs de mesure autour d’une valeur vraie. On dit que X suit
une loi normale ou Gaussienne de parameétre § € R et 0 € R™ (c.f. Figure 1.5(a)), notée
X ~ N(8,02), si elle admet une densité de probabilité de la forme :

f (z) = ! RICEIAY Ve e R (1.34)
/\/(5,02)$ = 26Xp 2 pn , VI .

2ro

Le parameétre § est appelé la moyenne et le paramétre o I’écart-type (on peut parler de variance
2
avec o).
La fonction de répartition d’une variable aléatoire Gaussienne X ~ N(§,02) (c.f. Figure 1.5(b))
est définie par :

1 -9
FN((;’gz)(x) = 5 <1 + erf <$0_\/§)> , Ve e R (1_35)

avec erf correspondant a la fonction erreur de Gauss :

erf(z) = \/27? /OZ exp (—¢?)d¢ (1.36)

Un estimateur de la moyenne et de la variance & partir d’un vecteur échantillon x = (z1, ..., z,)
est donné par :

[STH
Il

1 n
" i=1

7= LS by (1.38)

n—14
=1

1.3.2.2 Loi de Weibull

La loi de Weibull a été introduite par Waloddi Weibull [229]. Elle est trés souvent utilisée
pour modéliser des durées de vie.

On dit que X suit une loi de Weibull de paramétre Ay € RT* et ky € RT*, notée
W(Aw, kw), si sa densité de probabilité (c.f. Figure 1.6(a)) est déterminée par la relation :

kw [ (kw—1) 2 \Fw
Wt _ = D>
wow k) (@) = ¢ Aw <)\W> P <>\W> =0 (1.39)

0 sinon.

avec Ay appelée le paramétre d’échelle et ky le paramétre de forme.
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(a) Représentation de la fonction de densité de pro- (b) Représentation de la fonction de répartition
babilité Gaussienne. Gaussienne.

FIGURE 1.5 — Influence des paramétres de la loi normale sur les variations de la densité de
probabilité et la fonction de répartition.

La fonction de répartition d’une variable aléatoire de Weibull X ~ W(Aw, kw) (c.f. Fi-
gure 1.6(b)) a pour expression :

z \"w
1—ex — | — sixz >0
Fyw(ay ) () = P (Aw> - (1.40)

0 sinon.

La distribution de Weibull a notamment été utilisée pour modéliser les échos parasites ré-
fléchies par la mer appelés aussi fouillis de mer [75] (on peut parler aussi de clutter de mer), le
fouillis terrestre [74,196| et le fouillis de glace [30].

Il est possible d’estimer les paramétres de la loi de Weibull a4 partir d’un maximum de
vraisemblance.

1.3.2.3 Loi de Rayleigh

La loi de Rayleigh apparait souvent pour décrire le bruit de certains récepteurs de trans-
mission. Une variable aléatoire X suit une loi de Rayleigh de paramétre op € R™*, notée
X ~ R(oR), si sa densité de probabilité (c.f. Figure 1.7(a)) s’écrit sous la forme :

xT

22
——exp | — siz >0
fR(UR)(x) = O'R2 P < 20'R2> - (1.41)
0 sinon.

(1.42)

La fonction de répartition d’une variable aléatoire de Rayleigh X ~ R(og) (c.f. Figure 1.7(b))

19



Chapitre 1 : Systéemes d’acquisition et outils de traitement des données

J —)\W=0.5,kw=2 ol —)\W=0.5,kw=2
: -- k2 ' -- bk,
14F - -AW=1.5,kW=3 08- - ')‘w=1'5‘kw=3
1o Sy 07 T
06F
g 3
3 508
208F 0
041
067
03r
o 02f
0.2’ 01+
G | L | 1 | G | | 1 1 1 |
-1 3 4 5 6 7 8 -1 3 4 5 6 7 8
X X
(a) Représentation de la densité de probabilité de la  (b) Représentation de la fonction de répartition de la
loi de Weibull. loi de Weibull.

FIGURE 1.6 — Influence des paramétres de la loi de Weibull sur les variations de la densité de
probabilité et la fonction de répartition.

est obtenue par :

22

1l—exp| — sixz >0
FR(UR) (.%') = P ( 20R2> B
0 sinon.

(1.43)

1.3.2.4 Loi exponentielle

La loi exponentielle est trés souvent utilisée pour modéliser la loi de la durée de vie d'un
atome radioactif ainsi que les risques de panne. Une variable aléatoire X suit une loi exponentielle
de paramétre ap € RT*, notée aussi X ~ &(ag), si sa fonction de probabilité s’écrit :

[ agexp(—agpz) sixz >0
fe(ap) (@) = { 0 <inon. (1.44)

La fonction de répartition d’une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle X ~ E(ag) est
définie par :

1 —exp(—agzx) siz>0
Fe(ap) (x) = { 0 o, (1.45)

L’espérance et I'écart-type d’une loi exponentielle sont égaux et valent 1/ap.

1.3.2.5 Loi gamma

La loi gamma est utilisée comme loi de probabilité pour prévoir la durée de vie des appareils
qui subissent une usure. Une variable aléatoire X suit une loi gamma de paramétre ag € R et
Ba € R, notée aussi X ~ G(ag, fg), si sa fonction de probabilité (c.f. Figure 1.9(a)) s’écrit :

1 x
71‘&G71 ex <—> six > 0
fa(ac.pe)(®) = ¢ Ba™T(ag) P\ Bq - (1.46)

0 sinon.
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FiGURE 1.7 — Influence des paramétres de la loi de Rayleigh sur les variations de la densité de
probabilité et la fonction de répartition.
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FIGURE 1.8 — Influence des paramétres de la loi exponentielle sur les variations de la densité de
probabilité et la fonction de répartition.

avec ' représentant la fonction d’Euler.

La fonction de répartition d’une variable aléatoire d’une loi gamma X ~ G(ag, 8a) (c.f.
Figure 1.7(b)) est définie par :

1 x t
—_— toe—lex <—> dt sixz>0
Fgag,p0)(®) = ¢ Bc"“T'(ac) /0 P\ B (1.47)
0

sinon.
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FiGure 1.9 — Influence des paramétres de la loi de gamma sur les variations de la densité de
probabilité et la fonction de répartition.

Il est possible d’estimer les paramétres de la loi gamma a partir de ses moments :

M = a¢fa (1.48)
M; = ag(ag + 1)8¢* (1.49)
On aura alors :
M

iy = 1.50
G M, - M2 (1.50)

. My — M?
- - 1.51
Ba M (1.51)

Lorsque o est entier, la quantité I'(ag) = (ag — 1)!. La loi Gamma G est alors une somme
de o variables aléatoires indépendantes suivant une loi exponentielle de paramétre (B¢, plus
connue sous le nom de loi d’Erlang.

1.3.2.6 Loi K

La loi K a été introduite par Jakeman et Pusey [105] pour décrire les statistiques de la
diffusion issue de la surface de mer. Ce modéle suppose que le nombre de diffuseurs & 'intérieur
d’une cellule de résolution est décrit par un processus aléatoire de naissance, mort et migration
(birth-death-migration process en anglais). L’utilisation de la loi I suggére plusieurs hypothéses.
Le champ diffusé par la surface est la somme d’ondes réfléchies par plusieurs diffuseurs réparties
dans une cellule de résolution. Les amplitudes et les phases de ces ondes réfléchies sont des
variables aléatoires indépendantes. En supposant que la cellule de résolution est grande par
rapport a la longueur d’onde, la phase est distribuée uniformément sur [0; 27]. Ensuite, le nombre
de diffuseurs a l'intérieur de la cellule de résolution est une variable aléatoire distribuée selon
une loi binomiale négative de paramétre ap. On suppose ensuite que le nombre de diffuseurs
est grand dans chaque cellule. Lorsque ap est infini, les diffuseurs sont supposés indépendants
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entre eux, le nombre de diffuseurs suit une loi de Poisson. Le champ diffusé suit alors une loi de
Rayleigh. Mathématiquement, une variable aléatoire X suit une loi K, de parameétres pg, € R
et vg, € RT™, notée X ~ K(ugk,, VK, ), si sa densité de probabilité s’écrit sous la forme :

21K, (MKNC)’% ,
Ky, —1(pug,z) six>0
f’C(MKl 7l’Kl)(ZE) = F(VKl) 2 YL !
0 sinon.

(1.52)

avec L, le facteur d’échelle, vk, le parameétre de forme (et aussi le parameétre de la loi binomiale)
et Ky, —1 une fonction modifiée de Bessel de seconde espéce d’ordre vk, — 1 [1]. En résumé,
cette loi a été introduite pour représenter 'amplitude statistique du fouillis de mer [106].

A noter qu'il est possible de trouver d’autres paramétrisations pour la loi X impliquant
3 paramétres [14], aussi appelée loi K généralisée. Une variable aléatoire X suit une loi K
généralisée, de paramétres ux € R, vg € R™ et L € RY notée X ~ K(ug,vi,L), si sa
densité de probabilité s’écrit sous la forme :

L+UK

2 (Lvgxz\ 2 1 Lvkx .
- — K, 1|2 >0
frwen)(®) =9 ( MK ) N(L)T(vk) °* L ( LK ) S = (1.53)

0 sinon.

avec K, _r, une fonction modifiée de Bessel de seconde espéce d’ordre v — L [1].

Cette loi est notamment utilisée en imagerie [227]. En effet, les données brutes doivent avoir
un traitement différent suivant les échelles de représentation utilisées pour constituer I'image. En
général, on enregistre les données brutes a une résolution spatiale constante fixée par 'opérateur.
Lorsque la taille du pixel de I'image excéde cette résolution spatiale, la réflectivité associée a
un pixel de I'image correspond au moyennage des réflectivités des L données brutes situées a
Iintérieur du pixel. En imagerie SAR, la quantité L est appelée le nombre de looks.

Remarque 1.3.2. Une variable aléatoire X qui suit une loi IC généralisée est obtenue par le produit
de deux variables aléatoires, 'une étant une distribution gamma de moyenne 1 et de paramétre
de forme L, l'autre une distribution gamma de moyenne px et de paramétre de forme vy .

Remarque 1.3.3. 1l est possible de réécrire 'équation (1.52) de parameétres vi, > —1 et ug, > 0,
notée X ~ K(uk,,Vk,) (c.f. Figure 1.10(a)) :

2 r \/K2t! x
< ) K, () sixz >0
flC(MKTVKQ)(x) - MKZF(VKQ + 1) 2MK2 Kz MK, - (154)
0 sinon.

Par la suite, nous utilisons cette paramétrisation. Le lien entre I’équation (1.52) et I'équa-
tion (1.53) est détaillé en Annexe A.

La fonction de répartition d’une variable aléatoire X suivant une loi K (c.f. Figure 1.10(b))
est obtenue par :

1 T viot+l T
1— < ) Ky .11 <> siz>0
FIC(,uKQ,VKg)(x> = 2VK2F(I/K2 + 1) HEK2 K2 LE2 - (155)
0 sinon.

La loi K donnée par I’équation (1.52) ou l'équation (1.54) a été appelée par Ward et al. [225]
comme la loi I composée. La paramétrisation d’une variable aléatoire suivant une loi X com-
posée (compound K-distribution en anglais) de parameétres vi. > —1 et pug. > 0, notée X ~
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IC(,U’KC7 VKC) :

4 Vietl 2x
K —_— siz >0
Stugewrce) @) =9 prl (Vice + 1) <MKC> Vi <ch> - (1.56)
0 sinon.

Cette distribution a une justification physique. Elle est obtenue par le produit de deux compo-
santes : une composante distribuée suivant une loi gamma modélisant les phénomeénes de grandes
échelles avec des variations lentes (vagues de gravité) et une composante distribuée suivant une
loi de Rayleigh modélisant les phénomeénes a variations rapides (vagues de capillarité). La com-
posante modélisant les phénomeénes a variations lentes est appelée modulation et la composante
modélisant les phénomeénes a variations rapides est appelée tavelure (speckle en anglais). Il est
possible de relier ce modéle statistique au modéle composite & deux échelles, qui est une méthode
asymptotique permettant de calculer la contribution des vagues de gravité et de capillarité dans
le calcul du coefficient de diffusion [43].
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(a) Représentation de la densité de probabilité de la  (b) Représentation de la fonction de répartition de la
loi K. loi K.

F1GURE 1.10 — Influence des paramétres de la loi IC sur les variations de la densité de probabilité
et la fonction de répartition.

Il est possible d’estimer les paramétres de la distribution d’une loi I & partir d’un maximum
de vraisemblance [5,55].

1.3.2.7 Loi ?
Une variable aléatoire X suit une loi du x? de paramétre oy, notée aussi X ~ X2(ax), si sa

densité de probabilité s’écrit sous la forme :

1 2 - ( :C) ixz>0

— exp(—=) siz>

23 (%) 2 (1.57)
0 sinon.

Fe(ax)(z) =

Le parametre o, correspond au nombre de degrés de liberté de la loi.
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La fonction de répartition d'une variable aléatoire d'une loi du x? X ~ x?(ay) a pour
expression :

f0§ exp (—t)taTX_ldt )
>0
Fya(a)(a) = ey i (1.58)
0 sinon.
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FIGURE 1.11 — Influence des paramétres de la loi du x? sur les variations de la densité de
probabilité et la fonction de répartition.

Dans la suite de ce manuscrit, les lois de Gauss, Weibull et K sont notamment utilisées pour
estimer les données issues de capteurs sonar et radar dans les chapitre 3 et 4.

1.3.3 Théorémes de convergence

Théoréme 1.3.1 (Convergence en loi). Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires définies
sur un espace probabilisé (Q,P(Q2),P), F, leurs fonctions de répartitions, et X une variable
aléatoire définie sur le méme espace, de fonction de répartition F'.
On dit que la suite (X,,) converge en loi si et seulement si en tout point x ot F' est continue, on
a:

ngl}rloo F,.(z) = F(x) (1.59)
Théoréme 1.3.2 (Théoréme de la limite centrale). Soit (Xj)ren une suite de n variables aléa-
toires indépendantes qui suivent une méme loi d’espérance § et de variance 2. La quantité :

n
ZXk —nd
k=1
Y,="———
" ov/n

converge en loi vers N (0,1) lorsque n tend vers l'infini.

(1.60)

Dans cette section, nous avons présenté diverses distributions utilisées en statistique pour
caractériser des données. Cependant, ces modéles ne sont pas toujours adaptés pour représenter

25



Chapitre 1 : Systéemes d’acquisition et outils de traitement des données

ces données issues d’expériences ou de phénoménes aléatoires. Par conséquent, la partie suivante
liste deux test statistiques permettant de vérifier 'adéquation entre les données théoriques et
réelles : le test du x? et le test de Kolmogorov-Smirnov.

1.4 Tests statistiques

Il est difficile d’évaluer visuellement la qualité d’un modéle obtenu & partir d’échantillons. Le
probléme est donc de trouver un critére permettant d’évaluer la pertinence d’un modéle. Plu-
sieurs mesures de similarité entre distributions observées et théoriques permettent de quantifier
la validité d’'un modéle :

— distance du x? [172].

— distance de Kolmogorov-Smirnov [145].

— la divergence de Kullback-Leibler [126].

— distance de Bhattacharya [21].

Nous nous intéressons plus particuliérement aux mesures découlant de tests statistiques de qua-
lité d’ajustement (goodness-of-fit en anglais). Il existe deux grandes familles de tests statistiques :
I'une appelée tests paramétriques et I’autre appelée tests non paramétriques. La différence entre
ces deux familles est que le test non paramétrique se porte sur la loi elle-méme et non sur les
paramétres de la loi sous-jacente. L’objectif est de savoir si la loi choisie peut modéliser ou non
les données. Les deux tests non paramétriques [192] permettant d’évaluer la validité d’une hypo-
thése sont le test du x? et le test de Kolmogorov-Smirnov. Par la suite, nous détaillons ces deux
tests non paramétriques. Nous supposons x = (1, ..., x,) un vecteur échantillon et ’hypotheése
Hy :

— Hp : Les échantillons x suivent la loi £ avec D paramétres a estimer.

1.4.1 Test du \?

Le test du x? a été initié par Karl Pearson en 1900. Avant de réaliser un test, il est nécessaire
de formuler une hypothése ou les données sont issues d’une loi quelconque. Les données ont été
préalablement rangées en classe. Le test du x? se décompose ensuite en plusieurs étapes. On
détermine le nombre de degrés de liberté & partir du nombre de classes. Ensuite, on fixe un seuil
ou risque de se tromper. A partir de ces deux quantités, il faut calculer la distance critique a
I'aide d’une table de x2. On calcule enfin la distance entre les échantillons et la loi. Au final
I’hypothése est rejetée si la distance est supérieure & la valeur critique; dans le cas contraire,
I’hypothése est validée.

Mathématiquement, ce test est formulé de la fagcon suivante. Tout d’abord, nous répartissons
les n échantillons dans NV classes distinctes, notées C; avec @ € [1; N]. On détermine ensuite les
effectifs théoriques des classes par n x P (C;). Pour que le test soit valable, les effectifs théoriques
de chaque classe doivent vérifier nxPz(C;) > 5. Sice n’est pas le cas, il est nécessaire de regrouper
certaines classes entre elles. Une fois que cette contrainte est vérifiée, on calcule la quantité y3 :

N
Xo=_ (Ni = nPo(C)) (1.61)

Le X% mesuré sur ’échantillon suit une loi du x? avec N — D — 1 degrés de liberté. A seuil fixé,
si x2 > x? I'hypothése peut étre validée.

Lors qu’on réalise un test du x?, les effectifs théoriques doivent étre supérieurs a 5 et donc
par conséquent nous devons étre attentifs au découpage entre les différentes classes.
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1.4.2 Test de Kolmogorov-Smirnov

Le test de Kolmogorov-Smirnov compare la fonction de répartition des échantillons avec celle
de la loi considérée.

Soient (F},)nen les fonctions de répartition empiriques d’échantillons de taille n, engendrées
par une loi de fonction de répartition F. On a :

i P (x| Fa(o) - F(0)| 2 ) = a0 (1.62)
a(e) =2 (=1)" Texp (—2i%c?) (1.63)
=1

Lorsque nous effectuons un test de Kolmogorov-Smirnov, nous précisons la valeur critique per-
mettant de rejeter I'hypothése nulle (notée p-value dans le chapitre 3) ainsi que I’écart maximal
entre la fonction de répartition observée et attendue (noté ksstat dans le chapitre 3).

L’avantage du test de Kolmogorov-Smirnov par rapport au test du x? est de travailler di-
rectement avec la fonction de répartition, ce qui ne pose pas de probléme de découpage dans la
définition des classes. Par conséquent, nous préférons par la suite utiliser le test de Kolmogorov-
Smirnov plutét que le test du y2.

1.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les systémes radar et sonar utilisés en milieu maritime.
Nous avons pu voir qu’il existe une analogie entre ces deux technologies. Dans la suite de ce
manuscrit, nous nous intéressons a deux problémes : la caractérisation des sédiments marins et
la caractérisation du fouillis de mer.

La théorie des probabilités utilisée par la suite a été présentée afin de caractériser des phéno-
meénes aléatoires. Le probléme est qu’il existe un grand nombre de lois de probabilité et qu’il est
parfois difficile de faire un choix. Pendant longtemps, les méthodes statistiques ont été fondées
sur ’hypothése que les données pouvaient étre modélisées par une loi Gaussienne. En pratique,
I’hypothése Gaussienne n’est pas toujours vérifiée. Les données que nous considérons dans le
cadre de ce travail ne sont pas Gaussiennes et présentent deux propriétés : une propriété d’asy-
métrie qui caractérise le fait que la densité de probabilité ne présente pas de symétrie par rapport
a un mode et une propriété de queue lourde qui caractérise le fait que la queue de la distribution
décroit plus lentement qu’une queue de loi Gaussienne. Cependant, il est possible de considérer
ces propriétés & partir des distributions a-stables. Par conséquent, le chapitre suivant est consa-
cré au développement des différentes définitions des distributions a-stables qui sont retenues
dans le présent travail.
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Chapitre 2

Distributions a-stables : définitions et
estimation
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Dans le chapitre précédent, nous avons introduit les différents systémes d’acquisition des don-
nées issues de la perception et de l’observation de [’environnement naturel, ainsi que des éléments
théoriques de probabilité permettant la description statistique de linformation. Nous avons no-
tamment fait linventaire des lois de probabilité les plus utilisées. Le probléme avec ces lois est
qu’elles n’arrivent pas toujours a représenter les phénomenes de queue lourde et d’asymétrie de
la densité de probabilité considérée. Par conséquent, nous utilisons une famille de lois appelée

les distributions «-stables permettant de prendre en compte ces contraintes. Nous développons
notamment la définition de stabilité ainsi que [’expression de sa fonction de répartition et de
sa densité de probabilité. Nous exposons notamment les différentes familles d’estimateurs d’une
loi a-stable basées sur : les quantiles, la fonction caractéristique, le mazimum de vraisemblance.
Nous développons aussi ’algorithme des moindres carrés que nous avons proposé pour l’estima-
tion des distributions a-stables et comparons les performances avec les autres estimateurs. Enfin,
nous étudions ’extension des définitions des lois stables & plusieurs dimensions.
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2.1 Introduction

Nous avons présenté dans le chapitre précédent les différentes notions mathématiques autour
d’une variable aléatoire. Nous avons exposé plusieurs lois continues utilisées en analyse de don-
nées et en traitement du signal. L’objectif de ce chapitre est de présenter une classe particuliére
de lois : les distributions a-stables que nous avons retenues dans le cadre de notre travail.

La loi normale ou dite de Gauss est la distribution statistique la plus connue et la plus utilisée
depuis longtemps. Plusieurs ouvrages [122,130] attribuent la découverte de la loi normale au
mathématicien frangais Abraham de Moivre apparue dans sa seconde édition de The doctrine
of chance [48]. 11 y décrit la loi normale comme une approximation de la loi binomiale pour
des tailles d’échantillons n grands. Toutefois, Stigler [207] rejette cette hypothése puisque de
Moivre n’utilisait pas la notion de densité de probabilité normale. En réalité, la paternité de la
loi normale est dii aux travaux de Gauss [85] sur la minimisation de l'erreur de mesure a partir
de la méthode des moindres carrés. Laplace contribua fortement aux travaux sur la loi normale
notamment en explicitant le calcul de l'intégrale d’Euler (bien avant Gauss) et en démontrant
le théoréme de la limite centrale. Par la suite, Maxwell montra que la loi normale n’était pas
juste un outil mathématique mais bien un modéle permettant de modéliser des phénoménes
naturelles [148]. En réalité, la loi Gaussienne n’est qu'un cas particulier des distributions a-
stables. Fn effet, Laplace s’est intéressé a trouver ’expression analytique de la transformée de
Fourier d'une densité de probabilité : il en arrive & la conclusion que la transformée de Fourier
d’une Gaussienne a la méme expression que la densité de probabilité Gaussienne. Par la suite,
Cauchy étend les travaux de Laplace en calculant la transformée de Fourier d’'une fonction de
Gauss généralisée du type fr(x) = % 0+°° exp(—cth) cos (tz)dt avec h € N. Bien que Cauchy n’ait
pas réussi a résoudre ce probléme, il arriva tout de méme & ’expression de la loi de Cauchy dans
le cas ot h = 1. Dans le cas ol ’entier naturel h est remplacé par un réel o, on obtient la famille
des lois a-stables. L’inconvénient a cette époque est que cette famille de lois n’était pas considérée
comme une densité de probabilité. Les travaux de Polya et Bernstein ont permis d’établir que
les lois stables étaient des densités de probabilité dans le cas ot av €]0; 2] [107]. Généralement, on
attribue la découverte des lois stables a Lévy en 1924 dans 'article Théorie des erreurs. La loi
de Gauss et les lois exceptionnelles [141]. Dans cet article, Lévy étudie le théoréme de la limite
centrale et note que lorsqu’on utilise la contrainte d’une variance infinie, la loi limite est une loi
stable. Lévy se propose ensuite de déterminer ’expression de la transformée de Fourier de toutes
les densités de probabilité a-stables. La densité de probabilité d’une distribution a-stable est
souvent caractérisée par 'appellation de loi & queue lourde (heavy-tailes en anglais), du fait que la
queue de la distribution décroit asymptotiquement plus lentement que la loi Gaussienne. Elle est
aussi caractérisée par un coefficient d’asymétrie (skewness en anglais), qui traduit le fait que la
densité de probabilité n’est pas symétrique par rapport a son mode. Elle se caractérise aussi par
un phénoméne de leptokurticité, c¢’est-a-dire que I'on observe la plupart des événements proches
de la moyenne. La notion de stabilité vient du fait que toute combinaison linéaire de variables
aléatoires stables donne aussi une loi stable. Cependant, le principal obstacle & I'utilisation des
lois stables est le manque d’expression analytique exacte pour sa densité de probabilité.

Plusieurs domaines d’application utilisant les distributions a-stables sont recensés dans la
littérature. Une bibliographie trés détaillée a été réalisée par Nolan [165] et Uchaikin et Zo-
lotarev [216]. Nous rappellons un bref historique des domaines d’application des distributions
a-stables. La premiére application des lois a-stables est & mettre a 'actif de ’astronome danois
Holtsmark [102]. Il découvrit en 1919 que la force gravitationnelle exercée par le systéme stellaire
sur un point de I'univers était modélisée par une distribution a-stable d’exposant caractéristique
o= % Par la suite en 1924, Lévy décrit mathématiquement la définition des lois stables comme
une extension des lois Gaussiennes utilisées dans la théorie des erreurs. Le probléme avec la
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définition des lois a-stables est qu’elles n’ont pas d’expression analytique, sauf pour des cas
particuliers comme la loi de Gauss, la loi de Cauchy ou la loi de Lévy. Par conséquent, les lois a-
stables sont restées dans ’anonymat jusqu’aux travaux réalisés en finance par Mandelbrot dans
les années 60 [142] (voir figure 2.1). A cette époque, les marchés financiers étaient exclusivement
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FI1GURE 2.1 — Représentation du nombre de publications par décennie.

fondés sur les travaux de Bachelier [12] respectant trois principes :

— la loi des grands nombres selon laquelle les fluctuations aléatoires se neutralisent et de-
viennent insignifiantes lorsque le nombre d’observations a suffisamment augmenté.

— le théoréme de la limite centrale selon lequel une variable aléatoire peut étre modélisée par
une Gaussienne.

— toute action du présent est indépendante de son passé.

Cependant, ces modéles mathématiques ne sont plus valides lorsque les marchés sont confron-
tés & une crise. Mandelbrot suggére alors de modéliser les variations du prix du coton & partir
d’une distribution a-stable. Les lois stables sont utilisées pour représenter les fluctuations de la
spéculation boursiére, les taux d’intérét [72,180]. L’une des principales qualités des distributions
stables est de pouvoir modéliser des bruits impulsifs. En effet, le bruit impulsif apparait dans
de nombreux domaines : en radar [3,13], en traitement de l'image [128], en télécommunications
pour les lignes terrestres [211] et les téléphones portables [86, 88|, en acoustique [2,37]. L’ou-
vrage de Nikias et Shao [160] décrivent les techniques utilisées en traitement du signal a partir
de distributions a-stables symétriques. Plusieurs théses en traitement du signal font référence
aux distributions a-stables. Par exemple, nous pouvons citer la thése de Kidmose [116] qui traite
de la séparation aveugle de sources dans le cas ol les observations sont des mélanges linéaires de
sources modélisées par des distributions a-stables. Sahmoudi [191] présente dans son mémoire
de thése des techniques d’estimation et de séparation dans des milieux présentant des phéno-
ménes impulsifs se caractérisant par des processus admettant des distributions & queue lourde
Boubchir [25] propose dans sa thése une méthode de débruitage ou les coefficients en ondelettes
sont déterminés par un a priori a-stable.

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons les différentes propriétés et définitions des
distributions a-stables.
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Chapitre 2 : Distributions a-stables : définitions et estimation

2.2 Distributions a-stables unidimensionnelles

Dans cette partie, nous allons présenter les différentes définitions, propriétés et méthodes
d’estimation des distributions a-stables.

2.2.1 Deéfinitions
2.2.1.1 Définition de la stabilité

Il existe plusieurs définitions équivalentes des lois stables ainsi que plusieurs paramétrisations.
Dans la suite, nous présentons trois définitions équivalentes des lois stables.

Définition 2.2.1 (Stabilité). Une variable aléatoire X est stable si V (a,b) € (RT)?, il existe
c€RT et d € R tels que :

aX;+bXo=cX +d (2.1)

avec X1 et Xo deux variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de méme loi
que X.

L’équation (2.1) définit la notion de stabilité mais ne donne en aucun cas la fagon de para-
métriser les distributions a-stables. Pour y parvenir, les distributions a-stables sont décrites a
partir de leurs fonctions caractéristiques.

Les lois stables sont couramment définies & partir de leurs fonctions caractéristiques. Il
existe dans la littérature plusieurs paramétrisations des distributions a-stables [213,236]. La
plus connue est celle décrite par Samorodnitsky and Taqqu. Cependant, la plus utilisée semble
étre celle définie par Zolotarev. Samorodnitsky and Taqqu proposent dans [213] de définir une
variable aléatoire stable X a partir de sa fonction caractéristique. La paramétrisation de la
fonction caractéristique (appelée paramétrisation (5)) vérifie :

Définition 2.2.2 (Samorodnitsky and Taqqu [213]). Une variable aléatoire X est dite stable,
notée X ~ S,(8,7,9), si sa fonction caractéristique s’écrit sous la forme :

exp(jtd — |yt|*[1 = jBtan(T)sen(t)]) sia# 1

. ) . (2.2)
exp(jtd — |yt|[1 —i—]ﬁ;sgn(t) log [t]]) sia=1

B (8,,0) () =

avec les contraintes pour les paramétres o €]0;2], 8 € [—1;1], v € R™ et § € R et sgn la
fonction signe.
On peut interpréter les 4 parameétres précédents de la maniére suivante :

— « est appelé I'exposant caractéristique. Il permet de caractériser la queue de la distribution.
Par exemple, plus « est proche de 2 et plus la probabilité d’observer des valeurs de la
variable aléatoire loin de la position centrale est faible et inversement.

— [ correspond au paramétre d’asymétrie (appelé skewness). Si 5 = 1, la distribution est dite
totalement asymétrique a droite. De méme, la distribution est dite totalement asymétrique
a gauche si g = —1.

— 7 désigne le paramétre de dispersion. Il permet de mesurer la dispersion de la loi autour
du paramétre 6.

— 0 est appelé le paramétre de position. Il permet de positionner la loi suivant 'axe des
abscisses.

Zolotarev a proposé dans [236] une autre expression de la fonction caractéristique d’une

distribution a-stable (aussi appelée paramétrisation (2)).
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2.2 — Distributions a-stables unidimensionnelles

Définition 2.2.3 (Zolotarev [236]). Une variable aléatoire X est dite stable, notée X ~ S, (3,7, )
si sa fonction caractéristique s’écrit :

PR G + 3B tan(T)sen() (' = D)) sia#1 0
SalB O exp(jtd — |yt|[1 —i—jﬁ%sgn(t) log [t]]) sia=1 .

Nolan [165] discute la paramétrisation a choisir. La paramétrisation proposée par Samorod-
nitsky et Taqqu [213] n’offre pas la continuité de la fonction caractéristique aux points ot av = 1
et B =0, alors que celle de Zolotarev est continue par rapport a tous les paramétres. Pour cette
raison calculatoire, la paramétrisation de Zolotarev est utilisée couramment (c’est le cas dans la
suite de ces travaux).

La propriété de stabilité des lois stables entraine qu’elles sont les seules limites possibles a
une somme de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Cette remarque
définit le théoréme de la limite centrale généralisé. I a été formalisé dans [28] :

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de limite centrale généralisé). Soit (X;);en une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Il existe une suite a,, > 0 et une suite
b, € R tels que la quantité :

(X1 +---+Xn)

an

+ by, (2.4)
converge en loi vers une loi stable.

Propriété 2.2.1. Soient X; et X5 deux variables aléatoires indépendantes avec X; ~ S, (55, Vi, 0;)
avec i = {1,2}. On a X7 + Xo ~ Su(5,7,0) avec :
_ Bt + B8

- B

'ﬁ“rv?l
—y=07+1)=
— 0 =201+ 09

Toutes ces définitions ne donnent en aucun cas la maniére de représenter les lois stables. Par
conséquent, nous développons par la suite la facon de représenter les lois stables.

2.2.1.2 Densité de probabilité et fonction de répartition

La relation entre la densité de probabilité fg, (4.4) et sa fonction caractéristique ¢g, (5.5
est connue a travers la transformée de Fourier :

fSa(B,'y,é)(m):/ B, (8,7,0)(t) exp(—jtz)dt (2.5)

Cependant, la densité de probabilité d’une a-stable est difficile & représenter & partir de cette dé-
finition pour deux raisons. Tout d’abord, la fonction & intégrer est complexe. Ensuite, les bornes
de l'intégrale sont infinies. Nolan propose dans [162] un moyen de représenter les distributions
a-stables préalablement normalisées, ¢’est-a-dire pour v = 1 et § = 0. Il s’appuie principalement
sur des changements de variables lui permettant d’obtenir une intégrale aux bornes finies. Les
détails des calculs permettant d’obtenir la densité de probabilité d’'une distribution a-stable sont
présentés en Annexe B. En s’appuyant sur les résultats obtenus dans I’Annexe B, nous représen-
tons l'influence de chaque paramétre des distributions a-stables pour plusieurs configurations
en Figure 2.2.

En général, il est difficile de modéliser les différentes distributions & partir de la fonction
caractéristique. Cependant, pour des valeurs de paramétres bien précises, il est possible de
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FIGURE 2.2 — Représentation de la densité de probabilité des distributions a-stables.

modéliser des distributions connues. En effet, dans le cas ot @ = 2 et § = 0, on obtient une
distribution Gaussienne de densité de probabilité :

1 (x — 6)?
sz(O,a/\/i,d)(x) = % exp <_%t2 (2.6)
avec ¢ correspondant a la moyenne et o2 a la variance. Il faut noter que o2 = 2+2.

Propriété 2.2.2 (Comportement asymptotique des queues de distribution [160]). Les lois a-
stables sont souvent caractérisées par un comportement de queue lourde. Si une variable aléatoire
X suit une loi a-stable symétrique S, (0,7,0), on a alors la propriété suivante :

Jlim P >2) = Calgy (27)
x11_>H010 l’O‘P(X < _;(;) — Ca¥,ya .
avec 1
-«
00 1 2 —a) 7y sia#1
Co = </ P sin(m)d:c) ; a) cos( "5 2.8)
’ - Si =
T
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Cette quantité permet de distinguer les lois stables par rapport aux lois normales. En effet,
la queue de la distribution stable décroit selon une loi de puissance tandis que la queue de la
distribution Gaussienne décroit selon une loi exponentielle [160]. Concrétement, la queue de
la distribution stable décroit plus lentement que la queue d’une distribution Gaussienne (cf.
figure 2.3).

0.0351

0.03

0.025

FI1GURE 2.3 — Comportement asymptotique des lois stables

Remarque 2.2.1. Dans le cas ol a # 2, la variance est infinie. Cette propriété peut étre observée
en utilisant deux tests. Le premier est appelé le test de la variance infinie [90]. On considére n
échantillons d’une distribution quelconque et on calcule la variance empirique :

2= 3 (w7 (29)

1 n
avec T = — g €X;.
n-
=1

On trace ensuite S2 est fonction de n. Si n augmente et la variance est finie alors le tracé doit
converger.
Le deuxiéme est appelé le test du log de la queue [142]. Il consiste a fixer t et de calculer la

quantité :
1 n
g(t) = log (n > 1|zi|>t> (2.10)
i=1

On trace ensuite g(t) en fonction de log(t). Si la pente devient finie & partir d’une valeur de ¢,
la loi a une variance infinie.

Il est possible de décrire une distribution de Cauchy pour des valeurs de a =1 et § = 0. La
densité de probabilité s’écrit alors :

1 Y

S ey (2.11)

f$1(0,7,6) ()

De plus, on décrit une distribution de Lévy pour des valeurs de a = % et 8 = 1. L’expression de
sa densité de probabilité est la suivante :

1
Fs1ps17.0) (@) = QZT(Q;(S)g exp (—2(3:7_5)> (2.12)
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avec x > . Les trois lois (définies par les équations (2.6), (2.11) et (2.12)) sont les seules & avoir
une expression analytique exacte de leurs densités de probabilité et appartiennent a la classe des
lois a-stables symétriques.

Définition 2.2.4. Une variable aléatoire est dite a-stable symétrique si § = 0 et § = 0. De
méme, une variable aléatoire est dite symétrique par rapport a4 d si § = 0.

Pour les autres cas, la densité de probabilité d’une distribution a-stable peut étre obtenue a
partir d’'un développement en série entiére |20, 76| :

Ly 0 pai+ (%) sin (Fa+0)so<a<t

T = 2 2
faaB) =91 | il it N h (2.13)
D D (a“)(r) Sin<2a<0‘+<>> sil<as?

2 - o
avec ( = —— arctan(n), r = (1 + 7]2)2Tt et n = ﬁtan(T).

7T
Cependant, la nature infinie de la somme fait qu’en pratique il est difficile d’utiliser cette for-
mulation.

2.2.1.3 Simulation d’une variable aléatoire stable

Kanter [109] fut le premier a engendrer des variables aléatoires stables S,(1,1,0) avec a < 1.
Par la suite, Chambers, Mallows et Stuck [36] étendent la méthode au cas général. Ils définissent
Z et Y comme étant deux variables aléatoires indépendantes, telles que Z soit uniformément
distribuée sur [—7, 5] et Y soit distribuée exponentiellement de paramétre 1. On peut définir

une variable aléatoire stable normalisée, noté X ~ S, (3,1,0) par :

1—«a

t sin(az) — (c?s(az) <cos((1 —)z) — ¢sin((1 — a)z)) To Satl
X=0, (cos(z))= 21 c05(2) y (2.14)
7r<(2+/6’)tan(z)—61n (M)) sia=1
avec ( = —ftan("%*). Pour obtenir une variable aléatoire Sq(f3,7,6), on a :
YX +95 ~Su(B,7,0) sta#1l
(2.15)

2
~vX + ;Bylog(y) +0 ~Su(B,7,0) sia=1

Nous avons développé les définitions des distributions a-stables de deux maniéres équivalentes :
la définition de la stabilité et la fonction caractéristique. Nous avons aussi montré comment
obtenir une variable aléatoire a-stable. L’objectif de la partie suivante est d’exposer les différentes
méthodes d’estimation des paramétres d’une distribution a-stable.

2.2.2 Estimation des paramétres

Il existe quatre grandes familles d’estimateurs dont découlent plusieurs méthodes fondées
sur :

— les quantiles [73,149].

— la fonction caractéristique [123, 124,181, 182].

— le maximum de vraisemblance [31,65,147,162|.
les moindres carrés.
Dans cette section, nous allons présenter une liste non-exhaustive de méthodes permettant d’es-
timer les paramétres des distributions a-stables.
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(a) Influence du parameétre « sur la fonction de (b) Influence du parameétre S sur la fonction de
répartition pour 5 =0,v=1et d =0. répartition pour a« = 1.5, y =1 et § = 0.

(c) Influence du paramétre v sur la fonction de (d) Influence du paramétre ¢ sur la fonction de
répartition pour « = 1.5, 8 =0et § = 0. répartition pour a« = 1.5, 3 =0et v = 1.

FIGURE 2.4 — Représentation de la fonction de répartition des distributions a-stables.

2.2.2.1 Meéthodes fondées sur les quantiles

Les méthodes présentées dans cette section utilisent les quantiles afin d’estimer les paramétres
d’une distribution a-stable.

2.2.2.1.a Meéthode de Fama-Roll

Fama et Roll [73]| ont développé une méthode permettant d’estimer les paramétres des dis-
tributions a-stables a partir d’échantillons. Cependant, il existe plusieurs contraintes puisque
les distributions doivent étre symétriques et o €]1,2]. La méthode développée s’appuie sur les
quantiles des échantillons empiriques. Le f-quantile de la variable aléatoire X est calculé par

P(X <z)>f.

1
Dans un premier temps, on estime la quantité o = ya :

To,72 — To,28
1,654

o=

(2.16)
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Pour des valeurs de fractiles f élevés (0,95; 0,96 ou 0,97), Fama et Roll proposent de calculer la

quantité :

Tp—21_y
26

Zy correspond a un estimateur du fractile f d’une distribution a-stable symétrique réduite. L’es-

timation de « est déterminée a partir de tables fournies par Brothers et al. [32] et Samorodnitsky

et Taqqu [213].

i = (2.17)

2.2.2.1.b Méthode de McCulloch

McCulloch [149] a proposé un algorithme dérivé de l'estimateur de Fama-Roll. I a 'avantage
de travailler dans le cas non-symétrique mais présente la contrainte a € [0.6,2]. McCulloch
définit :

0,95 — 0,05 _ X0,95 T Z0,05 — 2705

Vg = ———— et (2.18)
20,75 — 20,25 20,95 — 20,05
A partir de ces valeurs, il est possible d’estimer « et /3 par :
& = 1(Va, 03) et B = tha(Pa, 13) (2.19)

En effet, pour chaque £, McCulloch a remarqué que la fonction v, est une fonction strictement
décroissante de a; ce qui permet une estimation de . De méme, pour chaque «, la fonction vg
est une fonction strictement décroissante de (5 ; ce qui permet d’estimer 5. Les valeurs de « et 3
sont obtenues respectivement dans les tableaux C.1 et C.2 de I’Annexe C.
Ensuite, on définit la fonction v, par :
075 — &
vy = 0,75 0,25 (2.20)
Y

Il est possible de connaitre les variations de v, en fonction de 13(c, ) donnée dans le tableau C.3

de I’Annexe C. On obtient alors : . .
20,75 — 20,25

= — (2.21)
w3 (av /8)
Enfin, on peut aussi définir la fonction v :
ve = (=05 (2.22)
Y

Les variations de v sont connues & partir de la fonction v5(c, ) donnée dans le tableau C.4
de I’Annexe C. On obtient alors ¢ = Zo 5 + Y95(&, 5). Enfin, le parameétre de position est donné
par :

§=C— B'Aytan(%) (2.23)

2.2.2.2 Méthodes fondées sur la fonction caractéristique

Pour déterminer les paramétre de la loi a-stable, d’autres méthodes sont fondées sur I'util-
sation de la fonction caractéristique empirique :

5(0) = 3 exp(jtar) (2:21)
i=1

La loi des grands nombres permet de dire que la fonction caractéristique empirique ngS(t) est
un estimateur cohérent de ¢. Ces méthodes s’appuient sur des transformations de la fonction
caractéristique.
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2.2.2.2.a Meéthode de Press

Press [181,182| propose une estimation fondée sur des transformations de la fonction carac-
téristique. Cette méthode est simple a mettre en oeuvre. Pour tout « :

|6(8)| = exp (—7*[t]%) (2.25)

En passant au logarithme décimal pour ty # to :

log 108 |$(t1)]
& = log |f’(t2)| (226)
log ||
et pour o # 1
log [t1]log (— log |¢ ~1 log (— log |¢(t
log 6 = og |t1]log (—log [¢(t2)|) togltzl og (—log [¢(t1)]) (2.27)
log |71
En définissant u(t) = S(log ¢(t)), il est possible de déterminer 5 et 0 :
u(t) = 5t + y*|t|* Bsgn(t) tan (%) (2.28)
En choisissant deux valeurs t3 # t4, on obtient 2 équations :
t
“(t’“) =545 (’yo‘|t|a_1 tan (%)) (2.29)
k

et

tand(t) = ——-—— (2.30)

A partir des équations (2.29) et (2.30), on résout un systéme linéaire & deux équations :

alta) _ a(ts)

5 ta 13
= - - - - 2.31
P = (a1~ jtyo1) 64 tan & (231)

et
| |a 1ut3) — |t ‘a 1u(t4)
6= |t4]°‘ T ’tg‘a T (2.32)
Dans le cas ot o = 1, on obtient :
. log|é(ty)]
¥ = —T (2.33)
o alts)  ulte)
B= it (2.34)
24log|
“ a(ts) a(ts)
. loglts Ut" log |t3 Ut“
+ g 44l 42| — log 13| 42| o)

log |t4! log [t3]
Weron [230] souléve le probléme du choix des valeurs ty, t9, t3 et t4. Par exemple, Koutrouve-
lis [123] propose de travailler avec t; = 0,2, ty = 0,8, t3 = 0,1 et t4 = 0,4. Cependant, Weron
remarque que la méthode de Press [181,182] est efficace dans le cas d’une distribution a-stable
symétrique (8 =0 et 6 = 0) avec 7 proche de 1 avec t; = 0,2 et to =0, 8.
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2.2.2.2.b Méthode de Koutrouvelis

Koutrouvelis propose une premiére version de sa méthode de type régression linéaire en
1980 [123]. L’algorithme proposé est implémenté de maniére itérative et se divise en deux étapes.
La premiére étape va permettre de déterminer o et v a partir d’'une régression linéaire de la
quantité :

In(—1In|o()|?) = In(27y*) 4+ aIn |¢| (2.36)

L’équation (2.36) peut se voir comme étant du type yx = m + awy, + € avec m = In(2~?),
yr = In(—1In |¢(t)]?), wr = In|tg| et ex qui correspond aux termes d’erreurs. Les termes d’erreurs
sont supposés indépendants et identiquement distribués de moyenne nulle. Koutrouvelis choisit
ty = kgs, k=1,..., K. Le nombre de points optimal pour réaliser la régression liné¢aire dépend
de lestimation du paramétre « et de la taille d’échantillons (voir Tableau C.5 de I’Annexe C).

La deuxiéme étape consiste a déterminer les paramétres 5 et § & partir d’une autre régression

linéaire. Tout d’abord, il est nécessaire d’introduire les deux relations suivantes :

R(6(1)) = exp(—|yt|") cos (6t — |yt|” Bsgn(t) tan( )

(6(1)) = exp(—|yt|") sin (5t — 71| Bsgn(t) tan( ) ) (2.37)

En combinant ces 2 équations, on obtient une relation de type régression permettant de calculer
Betd:

%(as(tz))) ra

arctan | ————= | = dt; — By“ tan(—)sgn(;)|t;|* (2.38
(Riee g Fenltalit )
avec t; = W%, l=1,...,L. De méme, le nombre de points optimal dépend aussi de ’estimation

du paramétre o et du nombre d’échantillons (voir Tableau C.6 de I’Annexe C). Nous donnons
un pseudo-code pour cette algorithme (voir algorithme 1). Weron [230] simplifie le choix de K
et L sans perte de performance.

Koutrouvelis propose une seconde version de son algorithme [124|. Les parameétres a, 3, 7
et § sont solutions d’un systéme au sens des moindres carrés. Cet estimateur est consistent et
asymptotiquement non-biaisé. Il existe d’autres méthodes d’estimation s’appuyant sur la fonc-
tion caractéristique telles que la méthode des moments de Press [182] et la méthode de Paulson,
Holcomb et Leitch [171]. Cependant, il a été prouvé dans [4] que la méthode de Koutrouvelis
est bien meilleure au niveau de la consistance, du biais et de l'efficacité. L’algorithme de Kou-
trouvelis est notamment utilisé dans le chapitre 3 pour estimer les données issues d’un sondeur
monofaisceau.

2.2.2.3 Meéthode par maximum de vraisemblance

Le maximum de vraisemblance (Mazimum Likelihood Estimation en anglais noté aussi MLE),
introduit par Fisher, est une méthode d’optimisation permettant d’estimer les paramétres d’une
distribution. On recherche & maximiser la quantité :

n
L(x;B) = [[ f(2:;B) (2.39)

i=1
avec f la densité de probabilité, = les paramétres a estimer et & des échantillons indépendants

et identiquement distribués. En général, on préfére travailler avec le log-vraisemblance.

On distingue deux grandes familles utilisant le maximum de vraisemblance : les méthodes
quasi-newtoniennes et l'algorithme Espérance-Maximisation [51] ( Ezpectation-Mazimization al-
gorithm en anglais noté aussi EM). Les méthodes quasi-newtoniennes estiment les paramétres
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2.2 — Distributions a-stables unidimensionnelles

Algorithme 1 Algorithme de Koutrouvelis
ENTREES: z1,29,...,2, échantillons
SORTIES: «, 3, v, et d

Initialisation par la méthode de McCulloch ou Press : a < ag, 8 < 8o, v < 70, et d < dg.
€Ty — 1)

Ti <
v
tantque i < MaxIter faire

Fixer K a partir de a et n (tables) tel que ¢ = ];—g aveck=1,...,K
n

1
Qest €t Yest solution de — Z exp(jtrx;) = In(27%) + aln |tg]
n
i=1
Q= Qest et v v * Yest
K3

€T; <
Vest
Fixer L a partir de « et n (tables) tel que t; = g—g avec [ =1,...,L
- S(e(t)) o
t 0, lut d t — L =0t — Byt — )|t |
Best €t 0cst solution de arctan <§R(¢(tl)) 1 — By tan( 5 )sgn(ty)|t]

B <= Best €t 0 <= 0 + 7y * Oest
Tj & Tj — 6est
fin tantque

itérativement en corrigeant la valeur du paramétre a l'itération précédente avec une approxima-
tion de la matrice Hessienne inverse et du gradient de la fonction a estimer. L’algorithme EM
se décompose en deux étapes : la premiére consiste & calculer I'espérance du log-vraisemblance
et la seconde consiste & maximiser le log-vraisemblance par rapport aux paramétres & estimer.

Dans le cas des distributions a-stables, I’estimation & partir du maximum de vraisemblance a
principalement été étudiée dans le cas symétrique. Dumouchel [65] se place dans le cas ot 5 =0
et 6 = 0. Dumouchel [66] a montré que les estimateurs obtenus sont consistants et asymptoti-
quement normaux moyennant différentes hypothéses sur a et le maximum de vraisemblance. Le
probléme avec la méthode du maximum de vraisemblance est le calcul de la densité de probabilité
puisqu’il n’existe pas de formule analytique pour la calculer. Des tables de valeurs de la densité
de probabilité des lois a-stables pour différentes valeurs de « et 8 ont été fournies par Holt et
Crow [101]. De méme, des tables des fonctions de répartition des lois a-stable symétriques ont
été proposées par Wordsale [232] et Panton [169]. Des tables sur les quantiles ont été fournies
par Brothers et al. [32] et Paulson et Delahantry [170]. McCulloch a développé des algorithmes
permettant d’approcher la densité de probabilité et la fonction de répartition symétrique avec
a > 0,85. Zolotarev [236] propose de représenter la densité de probabilité et la fonction de
répartition symétrique a partir d’un calcul d’intégrale. Brorsen et Yang [31]| s’appuient sur cette
définition pour maximiser le logarithme de la vraisemblance. Nolan [162] généralise le calcul de
Zolotarev [236] aux densités de probabilité non symétriques. Il est possible d’estimer une densité
de probabilité d'une a-stable a partir des résultats présentés dans [147]|. Chaque dérivée d’une
densité de probabilité a-stable par rapport a chaque paramétre y est étudiée. Les différentes
représentations des dérivées sont observables en figure D.3, figure D.2 et figure D.1 de ’An-
nexe D. L’inconvénient de cette approche est qu’il est nécessaire d’effectuer une initialisation
des différents paramétres. Nous utilisons un algorithme génétique [87| pour réaliser cette étape.
Il est possible d’aborder le cas non symétrique en procédant de maniére analytique puisque la
densité de probabilité s’exprime & partir d’un calcul d’intégrale aux bornes infinies. L’estimation
des paramétres se fait & partir de méthodes numériques quasi-newtoniennes '. L’avantage avec le

1. En Matlab, on utilise la fonction mle
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Chapitre 2 : Distributions a-stables : définitions et estimation

maximum de vraisemblance par rapport aux autres méthodes d’estimation est qu’il est possible
d’étendre assez simplement I'estimation & partir d’un modeéle de mélanges.

L’algorithme Espérance-Maximisation (EM) proposé par Dempster et al. [51] est un algo-
rithme récursif permettant de calculer le maximum de vraisemblance des paramétres d’une loi
probabiliste. Cet algorithme est notamment utilisé pour estimer une densité de probabilité multi-
modale & partir d'un mélange de Gaussiennes. Considérons x = (x1, ..., ) un vecteur contenant
n observations. On cherche & déterminer la fonction g qui permet d’approcher ces observations.
On suppose qu’il faut K Gaussiennes pour le mélange. Il faut donc estimer le vecteur poids
m = (71, ..7K ), le vecteur moyenne § = (d1,...0k) et le vecteur variance o2 = (07, ...,0%). L'en-
semble de ces paramétres & estimer est représenté par 2. L’expression de la densité de probabilité
du mélange de Gaussiennes g au point x est la suivante :

K
g(x) = _mif(x,d,0) (2.40)
=1

Ensuite, il faut introduire la notion de log-vraisemblance des données complétées par :

n K
L(x,2) = > > zmilog(m; f (wm, 65, 04)) (2.41)

m=1 i=1
avec z = (z1,...z,) un vecteur inconnu.

Comme son nom l'indique, I'algorithme EM se décompose en deux étapes. La premiére consiste
a calculer 'espérance du log-vraisemblance des données complétées. On obtient a I’étape [ :

n K
=202 Elemi/x,Elog(mif (€m, 8:,04)) (2.42)

m=1 i=1

[

Q(E,

Cette étape revient donc a calculer la quantité hp,; = Elzmi/X, El}, avec :

wtf(zm, 8, ab)

hmi =

= — (2.43)
> wf (@m, 8, 00,)
u=1

Une fois cette étape terminée, il faut maintenant maximiser la quantité log-vraisemblance des
données complétées par rapport aux poids, moyennes et variances. Les différents poids de chaque
Gaussienne sont donnés par :

1 n
P = = P 2.44
™= mE:1 (2.44)

L’expression de la moyenne estimée est :

n
m=1

pi = (2.45)
D humi
m=1
Finalement, la variance estimée a pour expression :
n
Z honi (T — i) (Tm — i)’
012 — m=1 — (2.46)
D hmi
m=1
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Algorithme 2 Algorithme EM avec mélange de Gaussiennes

ENTREES: 21,29,...,x, ¢chantillons, K Gaussiennes
SORTIES: [7;, d;, 0] avec j € [1, K]

Initialisation

l+1

L; < Log-vraisemblance

Lo + 21,

tantque \%&LOH et | < MaxlIter faire

Etape E :

pour i = 1: N faire
! 11
B i f (Xm, 07, 07)

K
>l f(@m, 8, 0h)
u=1

fin pour
Maximisation
pour i = 1: K faire

1 n
T < — E hmz‘
n
m=1

m=1

Giem=l

n
m=1
n

fin pour
Ll . Ll+1
L1« Log-vraisemblance
l+—1+1
fin tantque

A Tétape 1 + 1, si la condition |L(E™) — L(EY)| < seuil est vérifice, 1'algorithme s’arréte. Le
pseudo-code est donné par ’algorithme 2.

Il est possible d’étendre I'estimation d’une densité de probabilité multimodale en utilisant un
mélange de distributions a-stables. Comme dans le cas Gaussien, on considére que le mélange
a estimer est constitué de IV distributions a-stables symétriques (c’est-a-dire § = 0). On estime
le vecteur poids 7 = (1, ... ), le vecteur paramétre caractéristique e = (ay, ... ), le vecteur
paramétre échelle v = (v1,...7x) et le vecteur paramétre de localisation § = (d1,...0x ). L'en-
semble de ces paramétres a estimer est représenté par E. La fonction g correspond & la densité
de probabilité du mélange de distributions a-stables et a pour expression :

K
g(x) = mif(x, i, Vi, 6:) (2.47)
i=1
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On définit la log-vraisemblance des données complétées pour un mélange par :

n K
L(x,z) = Z szz log(mi f(zm, o, Vi, 0:)) (2.48)

m=1 i=1

On calcule alors I'espérance de 'équation (2.48) :

[

n K
l) = Z Z Elzmi/x%, El] log(mi f (m, @iy Vi, 05)) (2.49)

m=1 i=1

QE,

Comme dans le cas Gaussien, il faut calculer h,,; = E[zp:/x, !, avec :

7wl f (@m, ot 7L, 0))
K
>l f@ms Ak, 6L)

u=1

hmi =

(2.50)

— =]

On maximise la quantité Q(E,E") par rapport a chaque paramétre. Les différents poids de
chaque a-stable sont donnés par :

1 n
= = Pomi 2.51
s ”m§1 (2.51)

Pour les autres paramétres, il est nécessaire de procéder de maniére numérique. En effet, la
densité de probabilité d’une a-stable symétrique est complexe a cause de l'intégrale. Par consé-
quent, pour maximiser Q(Z, '), il suffit de calculer la dérivée de Q(Z, E') par rapport a chaque
paramétre et de regarder lorsqu’elle s’annule. Des travaux ont été réalisés pour calculer numéri-
quement ces différentes dérivées [147]. Ces calculs sont détaillés en Annexe D. L’algorithme EM
pour l'estimation d'un mélange de distributions a-stables a fait 'objet d’une publication [82].
L’inconvénient de cette méthode est qu’il est nécessaire d’avoir une initialisation correcte. Dans
le cadre de cette thése, 'initialisation se fait & partir d’'un algorithme k-means de partitionnement
de données.

Nous avons aussi traité le cas d’'un mélange de densités de probabilité a-stables non symé-
triques. Il n’est pas possible de traiter analytiquement la densité de probabilité. La maximisation
du log-vraisemblance revient & minimiser la log-vraisemblance négative 2

2.2.2.4 Meéthode par moindres carrés

L’estimation & partir de la méthode des moindres carrés (Least Squares Estimation en anglais
noté LSE) est un algorithme d’optimisation permettant d’approcher des données expérimentales,
déterminées par les points (z1,y1), ..., (Tn,yn) & partir d'un modele donné f. Cette méthode
a été élaborée indépendamment par Gauss et Legendre. Le but est de minimiser la fonction de
cotit 2

min f(z) = min ||F(z)||> 2.52
min f(z) = min ||F(2)] (252
f ($ » L 1) — N
avec F'(z) = :
f('T? fL’n) —Yn

On parle de régression linéaire lorsque la fonction utilisée est affine. Dans le cas de modéles

non-linéaires, les algorithmes tels que la méthode a région de confiance [41] ou la méthode de

2. En Matlab, nous avons utilisé la fonction de minimisation avec contraintes fmincon.
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2.2 — Distributions a-stables unidimensionnelles

Levenberg-Marquardt [135,143] permettent d’estimer les valeurs des parameétres. Il est également
possible d’étendre 'estimation & partir des moindres carrés aux mélanges de distributions a-
stables dont le pseudo-code est donné par l'algorithme 3. La méthode des moindres carrés est

Algorithme 3 LSE pour un mélange de distributions a-stable

ENTREES: X, (21,%1),..., (Zn,yn) et N composantes
SORTIES: w;, O, ﬁi, Yi et 5z
Initialisation :

X; + kmeans(X, N)
pour i =1 — N faire
(w?;ad, 89,49, 89) «— Koutrouvelis(X;)
fin pour
Minimisation :
(wi, i, Bi, i, 6i) = min || F(w; a; B;7; 0) I3

utilisée dans le chapitre 4 pour estimer la densité de probabilité du champ électromagnétique
diffusé par une surface maritime.

2.2.2.5 Comparaison entre les différents estimateurs

Dans cette partie, nous proposons de comparer les différents estimateurs au travers de 2 cas :

— une densité de probabilité unimodale.

— une densité de probabilité multimodale.
Pour le cas unimodal, nous comparons les performances des estimateurs suivants :

— la méthode des quantiles de McCulloch [149] (Quantile).

— la méthode de la fonction caractéristique de Koutrouvelis [124] (Moment).
la méthode par maximum de vraisemblance (MLE).

— la méthode des moindres carrés (LSE).
En effet, les autres méthodes sont soient trés cotiteuses en temps de calcul, ou ont des contraintes
de calculs trop fortes (par exemple la méthode de Fama et Roll ne doit pas étre utilisée pour
a < 1, la méthode de Press donne un écart-type élevé pour des valeurs de v n’étant pas égal
a 1). Les performances des estimateurs sont évaluées en comparant les temps de calcul moyens
ainsi que la somme des résidus moyens. Nous donnons notamment un intervalle de confiance ot
la borne inférieure correspond au premier quartile et la borne supérieure au troisiéme quartile.
Les temps de calcul des algorithmes proprement dits ont été déterminés sous Matlab, avec un
processeur Intel Xeon & 3,47 GHz, sans optimisation particuliére. Les temps de calcul sont donnés
en unité CPU.

Dans un premier temps, nous faisons varier D'exposant caractéristique
o = [0,8 1,2 1,4 1,6 1,8 2] et en fixant le paramétre d’asymétrie S = 1, le paramétre
de dispersion v = 1 et le paramétre de position § = 0. A paramétre fixé, nous générons une
distribution a-stable composée de n = 1000 échantillons en estimant chaque paramétre. La pro-
cédure d’estimation est répétée 15 fois sur des échantillons indépendants et de méme loi. Nous
observons sur la Figure 2.5 que le maximum de vraisemblance a le temps de calcul moyen le plus
élevé avec une grande dispersion. La méthode de Koutrouvelis et des quantiles ont sensiblement
le méme temps de calcul qui est de l'ordre de la milliseconde avec une faible dispersion, tandis
que la méthode des moindres carrés donne un temps de calcul de l'ordre de la seconde avec
une faible dispersion. En termes de minimisation de la somme des résidus, on remarque que
les estimateurs ont le méme comportement. On note aussi que la somme des résidus augmente
lorsque o > 1,6. En termes d’estimation des paramétres, on remarque que les quatre méthodes
donnent des résultats satisfaisants pour le parameétre a. Pour les autres paramétres, les valeurs
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exactes ne sont pas forcément vérifiées mais les ordres de grandeurs sont respectés. En réalité,
une distribution a-stable est caractérisée par quatre parameétres lui permettant d’avoir plus de
souplesse en termes d’estimation, en ce sens qu’il y a plus de degrés de liberté pour l'estimation
des paramétres.

Dans un second temps, nous varions le paramétre d’asymétrie 8 = [71 -0,5 0 0,5 1] et
nous fixons 'exposant caractéristique a = 1,4, le paramétre de dispersion v = 1 et le paramétre
de position § = 0. La Figure 2.6 permet d’observer les performances des différents estimateurs
en faisant varier le parameétre 5. Nous remarquons que le maximum de vraisemblance est plus
cotiteux en temps de calcul mais reste raisonnable (environ 3 minutes). En terme de minimisation
de la somme des résidus, la méthode des moindres carrés est la plus performante. Les estimateurs
permettent d’offrir une estimation exacte du paramétre d’asymétrie 5. Cependant, les autres
paramétres sont plus ou moins bien estimés.

Ensuite, le paramétre de dispersion est étudié en le faisant varier pour des valeurs
y = [O, 5 1 5] et en fixant 'exposant caractéristique o = 1,4, le parameétre d’asymétrie g = 1
et le paramétre de position § = 0. Comme dans les cas précédents, le maximum de vraisemblance
est le moins performant en terme de temps de calcul tandis que la méthode des moindres carrés
est la plus performante en terme de minimisation de la somme des résidus (Figure 2.7). Pour
les quatre méthodes, le parameétre de location v semble étre bien estimé tandis que les ordres de
grandeur des autres paramétres sont respectés.

Enfin, le paramétre de position est modifié sur une plage de valeurs § = [—5 0 5] tandis
que nous fixons 'exposant caractéristique o = 1.4, le paramétre d’asymétrie § = 1 et le para-
métre de dispersion v = 1. La performance du maximum de vraisemblance est faible en terme
de temps de calcul tandis que la méthode des moindres carrés offre la meilleure performance
pour la minimisation de la somme des résidus (Figure 2.8).

Exemple 1 Exemple 2
0,6 0,4 0,5 & 7]
1,4 1,6] | [1,9 1,4 1,2
[0,5 —0,5] | [0,3 0,2 —1]
2 0,5] (1,26 1,5 3]
-6 0] 8,5 0 5]

>R || Q=

TABLE 2.1 — Valeurs des paramétres.

Dans le cas d’une densité de probabilité multimodale, la méthode des quantiles et celle de
Koutrouvelis ont des performances limitées puisque la densité de probabilité & estimer est suppo-
sée unimodale. Par conséquent, nous limitons notre étude a celle des performances du maximum
de vraisemblance et de la méthode des moindres carrés. Nous considérons deux exemples :

— une densité de probabilité bimodale (exemple 1 dans la Table 2.1).

— une densité de probabilité avec trois modes (exemple 2 dans la Table 2.1).

Dans les deux cas, on remarque que l’estimation par la méthode des moindres carrés est plus
performante que la méthode par maximum de vraisemblance en terme de temps de calcul et
de minimisation de l'erreur quadratique (Figure 2.9(a) et Figure 2.9(b)). Nous donnons un
exemple de résultats obtenus par les deux méthodes et pour les deux exemples (Figure 2.10(b)
et Figure 2.10(a)).

Dans cette section, nous avons présenté les définitions et méthodes d’estimation des pa-
rameétres d’'une distribution a-stable unimodale et multimodale monodimensionnelle. Les dis-
tributions a-stables permettent de modéliser les phénomeénes de queue lourde et d’asymétrie
d’une variable aléatoire. Un des problémes majeur est ’absence d’expression analytique pour
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FI1GURE 2.10 — Comparaison entre le MLE et le LSE dans le cas d’un mélange de distributions.

la fonction de densité de probabilité, sauf pour les lois Gaussienne, de Cauchy et de Lévy. En
terme d’estimation, ’algorithme de Koutrouvelis est le plus utilisé puisqu’il permet d’obtenir
de meilleures performances en termes de consistance, de biais et d’efficacité. En pratique, la
méthode par maximum de vraisemblance est peu utilisée a cause de ’expression de la densité de
probabilité. Nous avons développé l'algorithme des moindres carrés adapté aux lois a-stables.
[’algorithme des moindres carrés est un bon compromis entre minimisation de la somme des ré-
sidus et temps de calcul. Il sera notamment utilisé pour estimer les données dans le chapitre 4. La
méthode des moindres carrés et du maximum de vraisemblance permet d’estimer des mélanges
de distributions a-stables, contrairement aux méthodes des quantiles et de la fonction caracté-
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ristique. L’objectif de la section suivante est d’étendre les définitions et méthodes d’estimation
au cas de distributions a-stables multidimensionnelles.

2.3 Distributions a-stables multidimensionnelles

Dans cette section, nous exposons les définitions des distributions a-stables multivariées. Les
ouvrages [160,213| présentent les principales définitions exposées ci-dessous.

2.3.1 Définition
2.3.1.1 Définition de la stabilité

Il est possible d’étendre les distributions a-stables dans R?. Les définitions sont similaires au
cas monodimensionnel.

Définition 2.3.1. Le vecteur aléatoire X est stable dans R% si V a,b € R*, il existe ¢ € Rt et
D € R tels que :

aXi+bXy9g=cX+D (253)

ot X1 et X9 sont deux vecteurs aléatoires indépendants et identiquement distribués et de méme
loi que X.

Une définition de la stabilité a partir de la fonction caractéristique peut étre utilisée.

Définition 2.3.2. Le vecteur aléatoire X est stable dans R?, noté X ~ Sa,a(0?,0), si sa fonction
caractéristique s’écrit sous la forme :

exp —/ <t,s>|°‘(1—jsgn(<t,s>)tan(ﬂ-;)as(ds)+j<5,t>) si a#l
DS a(os,6)(t)= 3 (2.54)

2
exp —/ <t,s>|(l4j —sgn(<t, s>)In(<t, s>))o°(ds) +j<4, t>) sia=1
Sd ™

avec
— 891 = [z € R? tel que ||z|| = 1}.
— o° est une mesure finie sur la sphére unité S ! appelée mesure spectrale.
- §eRL
— < .,.> correspond au produit scalaire dans I’espace euclidien.

Remarque 2.3.1. En pratique, il est difficile de représenter les distributions a-stables multivariées.
Cependant, il est possible de travailler avec une mesure spectrale discréte [163]. Une mesure
spectrale discréte s’exprime de la maniére suivante :

N
o () =) ids,(.) (2.55)
=1

ol 7; correspond & des poids et d5, est une mesure de Dirac. Dans le cas d’une densité de
2 (i—1)

probabilité a 2 dimensions avec N, points de masse, s; = {cos(¥;),sin(¥;)}, avec ¥; = =J—".
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2.3.1.2 Densité de probabilité

Dans [163], la densité de probabilité s’exprime de la maniére suivante :

fSa’d(o-s76)(X) = (27r)_d /Sd cos[< x,t > +3(Ix(t))] exp (—R(Ix(t)))dt (2.56)
/ | <t,s>|%(1—jsgn(< t,s >)tan(%)as(ds) sia#1
Ix(t) = ! (2.57)

2
j | <t,s>|(1+j—sgn(<t,s>)In(| <t,s>|))o’(ds) sia=1
Sd ™

Par soucis de représentation, nous travaillons dans R? [167].

2.3.1.3 Simulation de vecteurs aléatoires stables

Il est possible de générer un vecteur aléatoire stable dans R%. Les auteurs [157] font ’hypo-
thése d'une densité spectrale discréte. Le vecteur aléatoire stable X s’obtient par :

N,
Z(C’z‘s)éwsi+5 sia#1
X=9 N (2.58)
: 2
S oi(Vi+ ~In(o®)s;) + 6 sia=1
T
=1

avec V1, ..., Vi des variables aléatoires stables indépendantes et identiquement distribuées, nor-
malisées et totalement asymétriques a droite, c’est-a-dire que V; est du type S, (1,1,0).

2.3.2 Estimation des paramétres

11 est généralement difficile d’estimer les distributions a-stables multidimensionnelles & cause
de la mesure spectrale continue. Cependant, le probléme peut se simplifier si ’on choisit une me-
sure spectrale discréte. Dans [137], auteur énumeére différentes méthodes permettant d’estimer
une densité de probabilité a-stable dans RY. Cependant, deux méthodes sont principalement
utilisées :

— l'une est fondée sur la fonction caractéristique empirique, appelée méthode ECF [166].

— lautre se fonde sur des projections, appelée méthode PROJ [150].

Nous présentons ces deux méthodes ci-dessous.

2.3.2.0.a Meéthode de la fonction caractéristique

La méthode de la fonction caractéristique empirique [166] consiste & minimiser la distance
euclidienne entre les valeurs empiriques et les valeurs réelles de la fonction caractéristique. Ma-
thématiquement, cette méthode est définie par :

Considérons un vecteur aléatoire X = (Xy,...,X,,) de dimension d constitué de n échan-
tillons (par exemple X; = [x%, e ,x‘f]’ ). Les données a estimer sont donc « et 4, puisque l'on
discrétise espace S¢ pour définir les s;. Tout d’abord, la quantité o est calculée de la maniére
suivante : on considére que chaque dimension i de X (par exemple le vecteur [z},...,2%]) est
une variable aléatoire stable dont on calcule les paramétres «; (5; 7; et d;. Nous obtenons la

quantité a = é Zle «;. La fonction caractéristique empirique est déterminée par :

b(t) = % > exp(j < t,X; >) (2.59)
=1
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ainsi que la fonction d’exposant empirique par :

i(t) = —In(s(t)) (2.60)

spec
’

On fixe un nombre L de points tels que VI € [1, L], #; € S% Pour calculer la quantité o
il faut résoudre le systeme I = Wo*P¢ avec :

¢a(<t1,81 >) wa(<t1,sL >)
U — . . .

Ya(< t.L,sl >) Ya(< ti,sL >)

et
) u[*(1 — jsgn(u) tan(%)) sia#l -
. lul(1 +j%sgn(u) () sia=1 |

2.3.2.0.b Meéthode de projection

La méthode de projection a été proposée par McCulloch [150] et est définie de la maniére
présentée ci-dessous.

Considérons un vecteur aléatoire X = (Xy,...,X,,) de dimension d constitué de n échan-
tillons et un nombre L de points tels que VI € [1,L],t; € S?. La premiére étape va étre de
projeter chaque élément de x sur chaque ¢;. On obtient alors L vecteurs de dimension 1 a n
éléments < t, X >= [< t;,X; >,...,< t;,X,, >]. Ces vecteurs sont considérés comme des
variables aléatoires stables. Il est donc possible de calculer, pour chaque projection sur t;, les

L
1
a(ty), B(tr), v(t;) et o(t;) correspondant. On obtient une estimation de o = 7 Za(tl). On
=1

calcule pour chaque t; la quantité suivante :

() (1 —jB(t) tan(TY)) st # 1
1) = { V) — g siact (2.62)

11 suffit ensuite de résoudre le méme systéme utilisé avec la méthode ECF.

spec

Remarque 2.3.2. La résolution du systéme peut donner des valeurs de o complexes. Ce

probléme est soulevé dans [166] et suggére de minimiser la quantité :
||II — Uo®PeC|| tel que o*P°“ > 0 (2.63)

2.3.2.0.c Application au cas bidimensionnel

Par un soucis de représentation, nous nous limitons dans cette partie au cas bidimensionnel.
Plusieurs exemples sont donnés dans [167]. Nous présentons deux exemples de distributions a-
stables bidimentionnelles (c.f. Table 2.2) centrés en 0 ( i.e. 6 = [0 0]/). Un vecteur de 5000
échantillons est généré a partir de [157] pour chaque distribution. L’estimation des différentes
distributions se fait en choisissant 12 points de masse, c’est-a-dire que chaque point est séparé de
30° de son suivant sur le cercle unité. Les courbes de niveaux sont présentées en Figure 2.11. On
considére deux densités de probabilité a-stables bidimensionnelles. Nous représentons la mesure
spectrale cumulée réelle avec la mesure spectrale cumulée estimée. Il est difficile de comparer
les différents estimateurs de mesure spectrale puisqu’on discrétise nos points de masse. Nous
comparons les résultats d’estimation des paramétres « et de la mesure spectrale & partir d’une
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« 9 o SPec
Saq,2(01,6) | 1,25 ) @ = o)
Sas2(02,6) | 0,75 ] (0,25 0,25 0,25 0,25) | (0 5 7 2F)

TABLE 2.2 — Paramétre a et mesures spectrales.

x10° x 10

(a) Densité de probabilité pour Sa, 2(01,0) (b) Densité de probabilité pour Sa, 2(02,d)

=

i — Mesure spectrale réelle

- i - -Mesure spectrale estimée par la méthode ECF
~ Mesure spectraleréelle ) [ - - Mesure spectrale estimée par la méthode PROJ
- ~Mesure spectrale estimée par la méthode ECF ‘

- - Mesure spectrale estimée par la méthode PROJ

Densité spectrale cumulée
=

Densité spectrale cumulée
= =
Py o

=

04

01

1 1 1 1 1 1
3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
Angle (rad) Angle (rad)

f 1 1 1 1 1
0

0 1

(¢) Estimation de la mesure spectrale cumulée (d) Estimation de la mesure spectrale cumulée
pour Sa, 2(01,9) pour Sa, 2(02,9)

FIGURE 2.11 — Isocontours des densités de probabilité d’une loi a-stable dans R? ainsi que les
densités spectrales réelles et estimées par les méthodes PROJ et ECF.

boite de Tukey. La procédure d’estimation est répétée 100 fois sur des échantillons indépendants
de méme loi.

Nous pouvons remarquer que les mesures spectrales cumulées moyennées obtenues par les
méthodes PROJ et ECF sont satisfaisantes lorsqu’on les compare aux mesures spectrales réelles
(Figure 2.12). Cependant, il est possible d’observer une différence pour le cas Sy, 2(02,6) qui
s’explique par la discrétisation.
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(a) Estimation de la mesure spectrale cumulée (b) Estimation de la mesure spectrale cumulée
pour Sa, 2(02,9) par la méthode ECF pour Sa, 2(02,9) par la méthode PROJ

=
o
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=
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=

Densité spectrale cumulée

=
>

1 1 1 1 1 1
157 314 4n 6.28 157 344 4n 6.28

Angle (rad) Angle (rad)
(c) Estimation de la mesure spectrale cumulée (d) Estimation de la mesure spectrale cumulée
pour Sa,,2(01,9) par la méthode ECF pour Sa,,2(02,0) par la méthode PROJ

FIGURE 2.12 — Boites de Tukey des paramétres o et mesures spectrales pour chaque densité a
partir des méthodes PROJ et ECF.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une classe particuliére de distributions statistiques : les
distributions a-stables. Ce sont des distributions permettant de prendre en compte les notions
d’asymétrie et de queue lourde. Les distributions de Gauss, de Cauchy et de Lévy sont des
cas particuliers de distributions a-stables. Les distributions a-stables satisfont le théoréme de
la limite centrale généralisé, qui est une extension du théoréme de la limite centrale dans le
cas Gaussien. L'un des inconvénients des distributions a-stables réside dans I'expression de sa
fonction de densité de probabilité. En effet, elle est calculée & partir d’un calcul d’intégrale aux
bornes infinies d’une fonction complexe.

Il existe quatre grandes familles d’estimateurs permettant d’estimer une variable aléatoire
a-stable unimodale : la méthode des quantiles, la méthodes utilisant la fonction caractéristique,
le maximum de vraisemblance et la méthode des moindres carrés. La méthode par maximum
de vraisemblance est trés peu utilisée car elle est cofiteuse en temps de calcul. La méthode uti-
lisant la fonction caractéristique proposée par Koutrouvelis semble étre un meilleur algorithme
lorsque 'on prend en compte le temps de calcul et la qualité de 'estimation que celui de la
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méthode des quantiles proposée par McCulloch. Curieusement, nous n’avons pas retrouvé de
méthodes utilisant les moindres carrés dans la littérature. Cette méthode a été programmeée
et nous constatons qu’elle permet de bien minimiser 'erreur quadratique lorsqu’on la compare
aux autres méthodes. L'un des avantages du maximum de vraisemblance et de la méthode des
moindres carrés est qu’il est possible d’estimer des distributions multimodales. Dans le cas multi-
modale, nous avons adapté I’algorithme EM et la méthode par maximum de vraisemblance au cas
d’un mélange de distributions a-stables. Nous avons aussi développé une méthode par moindres
carrés permettant d’obtenir un bon compromis entre temps de calcul CPU et minimisation de
la somme des résidus.

Les distributions a-stables ont été généralisées dans R?. Il existe deux méthodes utilisant un
maillage de R? pour estimer les paramétres d’une distribution a-stable dans R% : une méthode
de projection et une méthode utilisant la fonction caractéristique empirique. Ces deux méthodes
sont similaires en temps de calcul et en résultats d’estimation.

Dans les deux chapitres suivants, les distributions a-stables sont utilisées afin de modéliser les
signaux non-gaussiens issus des capteurs sonar ou radar. Les lois a-stables sont calculées & partir
de la définition de la fonction caractéristique de Zolotarev. Dans le chapitre 3, 'estimation des
paramétres est réalisée a partir de ’algorithme de Koutrouvelis dans le cas monodimensionel et
de la méthode PROJ dans le cas multidimensionel. Dans le chapitre 4, la méthode des moindres
carrés est utilisée pour estimer la densité de probabilité du champ électromagnétique diffusé
par une surface maritime. Ce choix a été réalisé car les erreurs d’estimation peuvent avoir des
répercussions sur les performances de détection : la méthode des moindres carrés permet de
minimiser la somme des résidus.
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Dans le chapitre précédent, nous avons introduit les distributions a-stables. Cette classe de
distributions a la particularité de représenter les phénomenes d’asymétrie et de queue lourde.
Ces phénomenes sont observables notamment dans le cas de données issues d’un sondeur mono-
faisceau. Nous proposons une méthode de classification supervisée basée sur une modélisation des
attributs via une densité de probabilité de type a-stable. Nous introduisons des méthodes que nous
qualifions de répandues tels que la méthode Bayésienne, la méthode des k plus proches voisins
et les réseaur de neurones. Chaque attribut fournit une information différente pour chacune des
classes. Il y a donc une imprécision et une incertitude sur les données. Cependant, il est possible
de prendre en compte ces notions a partir de théories dites de lincertain telles que la théorie
des probabilités imprécises, la théorie des possibilités ou la théorie des fonctions de croyance.
Dans ce chapitre, nous exposons plus en détails la théorie des fonctions de croyance du fait de sa
souplesse d’utilisation. Tout d’abord, nous présentons le formalisme de la théorie des fonctions
de croyance dans le cas discret puis son extension au cas continu.
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Ensuite, nous appliquons ce formalisme au cas de la classification de données générées et
réelles. Dans un premier temps, nous introduisons les données sur lesquelles seront effectuées la
classification. Nous montrons que le choiz de modéle s’avére primordiale dans le cadre d’une pro-
blématique de classification par modéle statistique. Nous comparons les résultats obtenus avec la
méthode par la théorie des fonctions de croyance avec ceux obtenus par une approche Bayésienne.
1l sera intéressant de regarder l'influence du modéle d’estimation pour chaque méthode.

3.1 Introduction

La classification automatique de sédiments marins est a l'origine de nombreuses applications
comme la cartographie sous-marine, la prospection miniére, la détection de mine, la péche... Il
est possible de travailler soit a partir du signal brut issu directement du capteur, soit & partir
de I'image obtenue.

Des logiciels ont notamment été commercialisés a cet effet comme les logiciels QTC-View [179]
développé par le Quester Tangent Corporation of Sydney BC, Canada, qui utilise une approche
fondée sur le premier écho, et RoxAnn [38| développé par le Marine Micro System of Aberdeen,
Ecosse, qui utilise 'énergie des deux premiers échos. Le systéme RoxAnn permet de caractériser
les natures de fond grice au traitement du signal acoustique recu par un sondeur bathymé-
trique. Les informations fournies sont des coefficients de dureté et de rugosité des fonds. Aprés
calibration, ils sont traduits en nature de sédiments. Le logiciel QTC-View utilise I'information
fournie par le premier écho. Il peut fonctionner en mode supervisé ou non supervisé. Le logiciel
calcule 166 paramétres qu’il combine & partir d’'une Analyse en Composante Principale (ACP).
Ces deux logiciels ont été comparés par Hamilton [94]. Cependant, nous n’avons pas accés a
ces logiciels. Par conséquent, il est donc naturel de choisir une méthode de classification fondée
sur un modéle, ot nous modélisons les attributs extraits des signaux bruts par des densités de
probabilité.

La plupart des travaux concernant la classification des fonds marins sont fondés sur la notion
de texture d’images, introduite par les travaux d’Haralick [95,96]. Des travaux sur ce sujet
ont notamment été réalisés en interne au laboratoire comme ceux développés dans la thése de
Hicham Laanaya [129] ou il propose une classification supervisée d’'images texturées a partir
de méthodes comme les machines & vecteurs de support ou l’algorithme des k plus proches
voisins. La méthode des k plus proches voisins a aussi été utilisée par Leblond et al. [133]. Des
méthodes de segmentation ont été proposées (approches qui différent de la classification car
on n'a pas d’a priori sur les classes) comme par Karoui [110] ou les paramétres de textures
pertinents sont sélectionnés a partir d’un critére de similarité, ou par Le Chenadec [131] ou il
segmente des images sonar en utilisant deux descripteurs énergétiques et statistiques appliqués
a un algorithme combinant les méthodes par machines & vecteurs de support dans un cadre
markovien. Récemment, Williams [231| propose une approche Bayésienne afin d’effectuer une
classification multi-vues des fonds marins. L’auteur modélise des attributs par des mélanges
de Gaussiennes qu’il va ensuite combiner pour effectuer la classification. Ces méthodes font
intervenir la notion de probabilité a priori, qu’il est parfois difficile & définir. Dans la suite de ce
chapitre, nous exposons une liste non exhaustive de méthodes de classification répandues.

La classification est effectuée sur différents attributs considérés comme issus de capteurs
différents. Chaque capteur ne donne pas la méme information, ce qui engendre de l'ignorance
caractérisée par deux phénomeénes : I'imprécision et l'incertitude. Ces notions peuvent étre prises
en compte par les théories de I'incertain comme par exemple la théorie des ensembles flous [63],
la théorie des possibilités [235], la théorie des fonctions de croyance [50,197]...Dans ce travail, la
théorie des fonctions de croyance est utilisée pour sa simplicité de programmation. Les travaux
de Demspter [50] puis Shafer [197] ont permis d’établir les bases mathématiques de cette théorie.
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Smets [204] a repris les travaux de Dempster et Shafer pour développer la théorie des fonctions de
croyance transférables en introduisant notamment la transformation pignistique indispensable
a l'étape de décision. La théorie des fonctions de croyance a d’abord été développée au cas
ou l'espace de décision est discret. Strat [209] puis Smets [202] ont étendu le formalisme des
fonctions de croyance au cas continu. Il convient donc dans la suite de ce chapitre de présenter
la théorie des fonctions de croyance discrétes et continues. Des approches utilisant la théorie
des fonctions de croyance ont déja été employées pour effectuer la classification de fonds marins
a partir de la fusion de classifieurs [129, 144] ou pour effectuer du recalage d’images [188]. La
classification de sédiments marins a partir de la théorie des fonctions de croyance continues a
récemment été abordée [57,80]. Le but est de modéliser des attributs définis sur un espace continu
s’exprimant sur un ensemble de classes définies a partir d’'une densité de probabilité. L’une des
propriétés intéressante recherchée par les auteurs est de considérer une fonction de croyance
consonante. Par exemple, Smets [202] se propose de déterminer la densité de masse de moindre
engagement associée a une densité de probabilité unimodale et univariée (qu’il qualifie de bell-
shaped). L’approche pratique a été initiée par Ristic et al. [184,186] ou les auteurs classifient des
données cinématiques modélisées par des Gaussiennes. Caron el al. [35] ont étendu 1'expression
de la densité de masse de moindre engagement associée & des Gaussiennes et des mélanges
de Gaussiennes dans R™. L’approche de Caron et al. [35] a notamment été appliquée pour
modéliser des paramétres de textures extraits d’images sonar a partir d’'un modéle de mélanges de
Gaussiennes. Elle a notamment été utilisée pour classifier des sédiments marins [80]. Cependant,
I’approche de Smets présente des limites notamment pour prendre en compte des éléments
focaux disjoints. Doré et al. [56, 58] ont proposé de décrire les éléments focaux a partir de
fonctions d’indices appliqués a& une problématique de classification de sédiments marins [57].
Les paramétres de texture utilisés dans [80] ont été aussi estimés a partir d’'un mélange de
distributions a-stables 79| puis comparés & un mélange de Gaussiennes en construisant les
fonctions de masse & partir de fonctions indices. Les résultats obtenus ne permettent pas de
conclure quand & la pertinence du modéle a-stable par rapport au modéle Gaussien. En effet, il
est possible d’estimer correctement n’importe quelle densité de probabilité a partir d’un nombre
fixé de composantes constituant le mélange. Par conséquent, les données considérées dans la
section 3.3 sont unimodales pour montrer I'intérét d’estimer des données a partir d’'un modéle
a-stable par rapport & un modéle Gaussien.

3.2 Techniques de classification

Dans cette section, nous exposons différentes méthodes de classification. Tout d’abord, nous
développons des méthodes de classification répandues comme la méthode Bayésienne, la méthode
des k plus proches voisins et les réseaux de neurones. Ensuite, nous introduisons des méthodes de
classification qualifiées d’incertaines comme les probabilités imprécises, la théorie des possibilités
et la théorie des fonctions de croyance.

3.2.1 Meéthodes classiques
3.2.1.1 Meéthode Bayésienne

La méthode Bayésienne [64] est issue de la théorie des probabilités. Comme son nom 'indique,
elle est fondée sur le théoréme de Bayes et a pour but de déterminer la classe d’appartenance
d’un vecteur test x. Dans un probléme & K classes, la régle de Bayes permet de calculer les
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probabilités a posteriori au point x :

p(Cy/x) = ’ (3.1)

avec p(C;) correspondant a la probabilité a priori de la classe C;. La probabilité a priori est
difficile & déterminer mais on la calcule comme étant le rapport d’éléments appartenant & une
classe sur le nombre total de vecteurs. La décision est choisie en calculant le maximum des
probabilités a posteriori. La mesure de probabilité modélise 'incertitude mais représente trés
mal 'imprécision. L’incertitude dans 'approche Bayésienne se traduit par le fait qu’il est difficile
de prévoir le résultat final d’une expérience aléatoire. L’une des limites de I'approche Bayesienne
est qu’on travaille nécessairement en monde fermé, c’est-a-dire qu’on ne peut pas prendre une
décision autre que celle prévue par les classes annoncées.

3.2.1.2 Meéthode des k plus proches voisins

Classe 1 . . . *
) o
®

o o7 H-
o »
o0 X * % %
* % »
* Classe 2

FIGURE 3.1 — Schéma décrivant la méthode des k plus proches voisins.

La méthode des k plus proches voisins [64] (que I'on notera aussi k-ppv) s’appuie sur une
mesure de distance f permettant de choisir les k plus proches voisins du vecteur x & classer.
Cet algorithme est I'un des plus simples en classification. La classe affectée au vecteur test x
est celle qui obtient le plus grand nombre d’occurrences parmi les étiquettes des k plus proches
voisins de = (Figure 3.1). Lors de 'implémentation de cette méthode, il est donc nécessaire de
fixer le parameétre k ainsi que la distance a utiliser. Le probléme de cette méthode est le temps
de calcul lorsqu’il faut explorer les k plus proches voisins en calculant toutes les distances des
données présentes.

La méthode des k plus proches voisins a été étendue au cas flou [112| (k-ppv flou) et crédi-
biliste [53] (k-ppv crédibiliste).

3.2.1.3 Reéseau de neurones

Le réseau de neurones est une méthode de classification développée dans les années 40 par
McCulloch et Pitts [151]. Le réseau de neurones simule le mode de fonctionnement du neurone
biologique (voir Figure 3.2 issue de'!). Les neurones biologiques sont reliés entre eux par les
axones. Les axones jouent un role important car ils véhiculent les signaux électriques de la sortie

1. http://www.cours-pharmacie.com/physiologie/systeme-nerveux.html
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d’un neurone vers l'entrée (synapse) d’un autre neurone. En général, un neurone a pour fonction
de sommer plusieurs signaux électriques qu’il recoit en entrée et suivant le résultat, fournit en
sortie un courant. Un neurone biologique est constitué de trois parties :

— le somma qui correspond au centre du neurone

— l"axone qui conduit les impulsions électriques

— les dendrites qui recoivent les impulsions des autres neurones.

Corps Synapses
cellulaire

FIGURE 3.2 — Schéma d’un neurone biologique.

Neurone biologique Neurone formel
Synapses poids synaptiques
Axone Signal de sortie
Dendrite Signal d’entrée
Somma Fonction d’activation

TABLE 3.1 — Analogie entre le neurone formel et biologique

Il est possible de faire une analogie entre le neurone formel et biologique (Tableau 3.1). Un
neurone formel est une fonction algébrique paramétrée, a valeurs bornées, de variables réelles
appelées entrées. Le calcul de la valeur de cette fonction se décompose en deux étapes (Fi-
gure 3.3). Tout d’abord, le neurone calcule une combinaison linéaire des entrées X :

v =w'X + wp (3.2)

avec w appelé poids synaptiques et wqg le biais. La quantité v est appelée potentiel du neurone.
Lorsque v est supérieur a une valeur seuil prédéfinie s, le neurone est alors dit actif. La sortie
du neurone est évaluée en calculant la quantité y = f(v), avec f une fonction d’activation.
11 existe plusieurs fonctions d’activation [59] comme la fonction sigmoide, la fonction tangente
hyberbolique... Le signal de sortie ainsi obtenu peut étre binaire (0 ou 1), bipolaire (-1 ou 1) ou
réelle.

Fonction d'activation | Sortie

Entrées | Poids Sommation

|
" !
|
|

FIGURE 3.3 — Schéma d’un neurone formel
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Il est possible d’interpréter 1’équation (3.2). Considérons un probléme & N entrées. Si le
produit scalaire entre w et X est positif, le point X appartient a la classe +1, sinon il appartient
a la classe -1. Par conséquent, I’hyperplan défini par la normale w et la distance & 'origine
w) = wp — S, fait une séparation linéaire des points X en deux classes.

Il existe plusieurs architectures pour représenter un réseau de neurones. Le plus connu est
appelé le perceptron multicouches introduit par Rosenbrat [189]. Les connexions entre les dif-
férents neurones se font entre les couches adjacentes. Les neurones d’une méme couche ne sont
pas connectés entre eux. Le réseau de neurones se décompose souvent en trois couches : une
couche d’entrée (la rétine), fournissant des données a une couche intermédiaire, chargée des
calculs, cela en fournissant la somme des impulsions qui lui viennent des cellules auxquelles
elle est connectée, et elle répond généralement suivant une loi définie avec un seuil, elle-méme
connectée a la couche de sortie (couche de décision), représentant les exemples & mémoriser.
Seule cette derniére couche renvoie des signaux a la couche intermédiaire, jusqu’a ce que leurs
connexions se stabilisent. D’autres modéles ont été proposés comme celui de Hopfield [103] ou
de Kohonen [120].

Dans ce type de méthodes, la phase d’apprentissage est trés importante pour la classification.
Le comportement du neurone va étre modifié au cours du temps jusqu’a obtention des valeurs
de sortie du neurone les plus proches. Dans le cas du perceptron multicouches, I’apprentissage
se fait a partir d’'un algorithme de rétro-propagation du gradient de I'erreur. L’objectif de cet
algorithme est de trouver les poids synaptiques qui minimisent ’erreur quadratique moyenne
commise par le réseau sur ’ensemble d’apprentissage.

3.2.2 Théories de l'incertain

Les méthodes présentées précédemment sont limitées pour représenter les notions d’impréci-
sion et /ou d’incertitude des données. Cependant, il est possible de prendre en compte ces notions
a partir des théories de 'incertain. Nous présentons donc une liste non exhaustive de théorie de
I'incertain, en détaillant la théorie des fonctions de croyance que nous utilisons par la suite.

3.2.2.1 Théorie des probabilités imprécises

La probabilité réelle peut étre parfois difficile & déterminer lorsque nous ne disposons pas assez
d’informations pour caractériser cette probabilité. Cependant, il est possible de contourner le
probléme en encadrant la vraie probabilité par une probabilité supérieure P et une probabilité
inférieure P : cette théorie est appelée la théorie des probabilités imprécises introduite par
Peter Valley [223]. Lorsque la probabilité d’un phénomeéne est déterminée de maniére précise, les
probabilités inférieures et supérieures sont égales. Dans le cas ou il n’y a pas de connaissance sur
la probabilité d’un événement A, la probabilité inférieure vaut P = 0 et la probabilité supérieure
vaut P = 1. Le formalisme de cette théorie est lourd & manipuler.

3.2.2.2 Théorie des possibilités

La théorie des possibilités est issue des travaux de Zadeh [235] sur la théorie des sous-
ensembles floues. La théorie des possibilités a été repris en France par Dubois et Prade [61]. Elle
permet notamment de représenter 'imprécision et 'incertitude. La théorie des possibilités permet
notamment de manipuler 'incertitude attribuée & des mots en langage naturel comme “taille
moyenne”. En effet, 'agent doit alors définir a partir de quelles valeurs un individu peut étre
considéré de “taille moyenne”. Cette théorie s’appuie essentiellement sur deux mesures permettant
de décrire 'incertitude d’un événement :

— la mesure de possibilité
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— la mesure de nécessité

Définition 3.2.1. Une distribution de possibilité [61] IT est une application de P(£2) représentant
I'ensemble des parties de Q dans [0,1], 3A € Q tel que II(A4) = 1.

En d’autres termes, lorsque la possibilité d’un événement est proche de 1, cela signifie que cet
événement est possible. Dans le cas contraire, c¢’est-a-dire que la possibilité d’un événement est
proche de 0, on dira que cet événement est impossible. Il est possible de construire une mesure
de possibilité a partir d’une distribution de possibilité :

II4) = gsclelgﬂ(x) (3.3)
VA,B C Q,II(AUB) = max(II(A),II(B)) (3.4)

La mesure de possibilité ainsi construite définit une probabilité haute dominant un ensemble de
distributions de probabilité.

La mesure de possibilité est une mesure non-additive, au contraire d’'une mesure de pro-
babilité. Par exemple, un événement A et son contraire A sont tous les deux possibles, ce qui

induit que II(A) = 1 ou II(A) = 1, alors qu’avec la théorie des probabilités, la probabilité d'un
événement est totalement déterminée par son événement contraire puisque P(A) + P(A) = 1.
Dans ce cas, on introduit une ambiguité puisque les deux événements sont réalisables. Pour lever
cette ambiguité, on introduit la mesure de nécessité qui permet de quantifier 'impossibilité de

I’événement contraire. La mesure de nécessité correspond au dual de la mesure de possibilité.

Définition 3.2.2. Une distribution de nécessité [61] N est une application de P(£2) représentant
I'ensemble des parties de 2 dans [0,1], 3A € Q tel que N(A) = 1.

Une mesure de nécessité est définie & partir d’une distribution de nécessité :
N(A) = ingN(x),N(A) =1-TI(A) (3.5)
S
VA,BC Q,N(ANB) = min(II(A4),II(B)) (3.6)

La mesure de possibilité ainsi construite définit une probabilité basse minorant un ensemble
de distributions de probabilité.

Reprenons I'exemple sur la taille. D’un point de vue pratique, I'expert fournit 'information
suivante : “Je suis certain de définir un individu de la taille moyenne, si la taille est comprise
dans l'intervalle [1m50;2m00] mais les valeurs les plus vraisemblables appartiennent a I'inter-
valle [1m70;1m80|”. L'intervalle défini par I'expert ol il est certain de trouver la taille “moyenne”
est appelée le support, tandis que l'intervalle défini ot la taille dite “moyenne” est la plus vrai-
semblable est appelé noyau (explicité par la Figure 3.4). Ces deux intervalles sont reliés par
une fonction affine : on a alors construit une fonction de possibilité trapézoidale associée a la
taille dite “moyenne”. Cette distribution de possibilité peut étre interprétée comme un ensemble
d’intervalles de confiance emboités défini par les a-coupes (appelés aussi coupe de niveau a.
L’intervalle I,,,, pour le niveau ., est défini par :

I,,,, = {z € S|IIl(z) > acut} (3.7)

3.2.2.3 Théorie des fonctions de croyance

Les origines de la théorie des fonctions de croyance proviennent des travaux de Dempster [50]
sur les inférences Bayésiennes a la fin des années 60. Le probléme de Dempster était de caracté-
riser les échantillons issus d'une population a partir d’une densité de probabilité. Il s’est apergu
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F1GURE 3.4 — Illustration d’une distribution de possibilité.

qu’il existait plusieurs densités de probabilité possibles permettant de modéliser ces échantillons.
Il a alors eu I'idée d’encadrer cette densité de probabilité a partir d’une probabilité haute et une
probabilité basse.

Dans A mathematical theory of evidence [197], Shafer présente les fonctions de croyance
comme une représentation des incertitudes. Il introduit le formalisme appelé fonction de masse
permettant d’attribuer une croyance a un ensemble d’événements. Il combine plusieurs fonctions
de croyance entre elles a partir de la régle de Dempster. Cette théorie prend alors le nom de
théorie Dempster-Shafer. Smets [204] reprend les idées de Shafer pour formaliser le concept
du modele des croyances transférables (MCT). Le modéle des croyances transférables traite
Pinformation sur deux niveaux :

— le niveau crédal (du latin credo, “je crois”) permet de représenter, manipuler et combiner

plusieurs sources d’information a 'aide de fonctions de masse.

— le niveau pignistique (du latin pignus, “je parie”) ou la décision est prise aprés avoir trans-

formé les fonctions de masse, s’exprimant sur des ensembles non-disjoints, en probabilité
pignistique afin de ramener l'information sur des ensembles disjoints.

3.2.2.3.a Cas discret

Notions de base La théorie des fonctions de croyance est un outil mathématique permettant
de modéliser 'information provenant d’un capteur en affectant une croyance sur un événement.
Un capteur est capable de fournir une opinion sur plusieurs événements réalisables. L’ensemble
de ces événements réalisables est appelé cadre de discernement.

Définition 3.2.3 (Cadre de discernement [197]). Le cadre de discernement est un ensemble
fini d’éléments disjoints not¢ C = {Ci,...,C;,...,Cn}. La théorie des fonctions de croyance
permet de prendre en compte toutes les disjonctions possibles de C, qui n’est rien d’autre que
I'ensemble des parties de C noté 2.

Définition 3.2.4 (Fonctions de masse [197]). Une fonction de masse est une fonction définie
sur 2¢ & valeurs dans [0, 1] vérifiant la propriété de normalisation :

> mfa)=1 (3.8)

Aeg2¢

On définit parfois 'hypothése de monde fermé avec mC()) = 0. Au contraire, on peut sup-
poser que C n’est pas exhaustif. L’hypothése de monde ouvert est alors proposée et vérifie
C
m©(0) > 0.
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Définition 3.2.5 (Elément focal). Lorsqu'un élément A de 2¢ vérifie m©(A) > 0 , on dit que
c’est un élément focal. L’ensemble des éléments focaux est appelé le noyau.

Définition 3.2.6 (Singleton). On appelle singleton un élément focal A € C tel que la cardi-
nalité de A vaut 1 (notée |A| = 1).

Définition 3.2.7 (Fonction de masse consonante). Une fonction de masse est dite conso-
nante si ses éléments focaux sont emboités.

Remarque 3.2.1. La théorie des fonctions de croyance est assimilée a une théorie permettant de
représenter les notions d’incertitude et d’imprécision. Par exemple, 'ignorance totale consistera
a avoir m¢(C) = 1, tandis qu’une connaissance précise et certaine correspondra a attribuer une
masse totale sur un singleton A tel que mC(A) = 1. Une connaissance imprécise et certaine se
traduit par le fait d’attribuer la masse totale & un élément focal qui n’est pas un singleton tandis
que la connaissance incertaine se manifeste par la masse partagée sur plusieurs éléments focaux,
singletons ou non singletons.

A partir d’une fonction de masse, il est possible de définir d’autres fonctions de croyance. La
fonction de crédibilité de A notée bel(A) correspond & I'ensemble des croyances qui croit par-
tiellement en A. Elle traduit une probabilité basse. La fonction de plausibilité de A notée pi¢(A)
représente la croyance maximale que nous pouvons avoir en A. Elle traduit une probabilité haute.
La fonction de communalité de A notée ¢©(A) a été introduite par Dempster [50], et nommée
ainsi par Shafer [197|. Elle représente la somme des masses attribuées aux sous-ensembles de A.
Elle est utilisée pour la programmation de la combinaison conjonctive.

Définition 3.2.8 (Fonctions de croyance). Une fonction de masse m® permet de construire
les fonctions de croyance suivantes :
— fonction de crédibilité [197] :

bel(A)= > mB) VA e 2¢ (3.9)
BCA,B#)

fonction de plausibilité [197] :

plf(A) = > mf(B) VA € 2¢ (3.10)
ANB#0D

— fonction de communalité [197] :

A= > mfB) VA e 2¢ (3.11)
Be2¢,BDA
— fonction d’implicabilité :
bE(A) =Y mC(B) = bel®(A) + mE(0) (3.12)
BCC

Lors de I’étape de décision, il est nécessaire de transformer une fonction de masse en mesure de
probabilité. L’opération consistant & transformer une fonction de masse en probabilité pignistique
est appelée la transformation pignistique.
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Définition 3.2.9 (Transformation pignistique [203]). La transformation pignistique se dé-
finie par :

mC (A
Ae2€,CieA

ou |A| représente la cardinalité de A.

La transformation pignistique répartit uniformément la masse des éléments focaux sur les
singletons qui les composent.

Lors de I’étape de décision, il existe plusieurs critéres tels que le maximum de plausibilité et
le maximum de crédibilité. Nous utilisons le maximum de probabilité pignistique [203| qui est
un compromis entre le maximum de plausibilité et le maximum de crédibilité.

Propriété 3.2.1 (Principe de moindre engagement [201]). Il est possible a partir de la pro-
babilité pignistique de déterminer une fonction de masse. En pratique, le probléme s’avére délicat
puisqu’a une méme probabilité pignistique peut correspondre a plusieurs fonctions de masse :
elles sont alors dites isopignistiques et appartiennent a 'ensemble Biso(BetP). La démarche a
suivre est de rechercher la fonction de masse la moins informative pour ne pas introduire de
I'information dont nous ne disposons pas : il s’agit du principe de moindre engagement (least
commitment principle en anglais). Le principe de moindre engagement ordonne les fonctions de
croyance a partir de critéres. En général, les relations d’ordre utilisées sont celles définies par la
plausibilité et la communalité :

(VA CCpli(A) S pl5(A) & (mf Cpms) (3.14)
(VACCoqf(A) < g5(4) & (mf Sqm§) (3.15)

Smets [202] prouve notamment que la fonction de masse la moins informative au sens de la
communalité est la fonction de masse consonante.

En général, nous disposons de plusieurs sources d’informations définies sur le méme cadre
de discernement. Par conséquent, nous présentons dans la partie suivante la fagcon de combiner
plusieurs fonctions de masse entre elles.

Etape de combinaison Dans cette partie, nous exposons deux opérateurs utilisés par la
suite afin de combiner plusieurs fonctions de masse, suivant le probléme rencontré. L’étape de
combinaison permet alors d’obtenir qu'une seule fonction de masse. La combinaison conjonctive
prend différentes formes suivant I’hypothése que 'on fait. Historiquement, elle apparait sous sa
forme normalisée dans [50] permettant de travailler en monde fermé tandis que la forme non
normalisée permet de travailler en monde ouvert. La combinaison conjonctive non normalisée a
été introduite par Smets [200].

Définition 3.2.10 (Combinaison conjonctive non-normalisée [200]). Soient M fonctions
de masse m§. Le résultat de la combinaison conjonctive non normalisée (opérateur noté @ ) est
définie pour VA € 2¢ par :

M
m(A) =" > ][miB) (3.16)
BiN---NB,=A#0 i=1

Le calcul de la fonction de masse peut étre lourd lorsque le cadre de discernement est grand.
La fonction de communalité permet d’alléger les calculs. En effet, il suffit de convertir chaque
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masse en sa fonction de communalité puis de calculer la fonction de communalité résultante
définie par :

M
¢“(4) =] (1) (3.17)
i=1

Enfin, il suffit d’exécuter 'opération inverse pour la fonction de masse résultante. L’avantage
de cette régle est qu’elle permet de conforter les hypothéses sur lesquelles les sources sont en
accord et d’affaiblir celles ot elles sont en désaccord. Le probléme est qu’il est possible d’affecter
une masse non nulle & I’ensemble vide : on travaille alors en monde ouvert. Lorsque les sources
sont en désaccord, la valeur de masse non nulle attribuée a I’ensemble vide correspond & une
mesure de conflit. Lorsque ’on combine une source avec elle méme, la masse non nulle attribuée
a l’ensemble vide est appelée auto-conflit [168|.

La combinaison conjonctive normalisée est apparue dans [50] puis reprise dans [197]. Elle
permet de combiner plusieurs fonctions de masse en une seule. En utilisant cette régle, on
suppose 'hypothése de monde fermé. Par conséquent, on force la masse de ’ensemble vide & 0.

Définition 3.2.11 (Combinaison conjonctive normalisée [50,197]). Soient M fonctions de
masse m{. La fonction de masse résultante de la combinaison conjonctive normalisée (opérateur
noté @) ) est définie pour VA € 2¢ par :

M
1
¢ — C(B; s
m(A) = — > Hmi(Bl) si A#( (3.18)
Bin--NBp=Ai=1
m¢ () =0 sinon.
M
avec L = Z H mlc (B;) représentant une mesure de conflit entre les sources.

BiN...Bp=01i=1

A noter que cette régle est commutative et associative. En pratique, pour utiliser la combi-
naison normalisée, on travaille d’abord dans le cas non normalisé et on divise aprés par la masse
attribuée a I'ensemble vide. Nous illustrons ces propos par un exemple dans le tableau 3.2.

0 Cr Co O
mp 0 0,5 0 0,5
ma 0 0,6 | 0,2 | 0,2

my@®me | 0,1 | 0,7 0,1 0,1

my1 Q) ma 0 |0,78 0,11 | 0,11

TABLE 3.2 — Comparaison entre la combinaison conjonctive normalisée et non normalisée.

La combinaison conjonctive citée précédemment permet de prendre en compte les intersec-
tions d’événements. Cependant, il est possible de travailler & partir d’'unions d’événements avec
la combinaison disjonctive [60,201].

Définition 3.2.12 (Combinaison disjonctive [201]). Soient M fonctions de masse m§. La

fonction de masse résultante de la combinaison disjonctive est définie pour YA € 2 par :

M
C C
mf(A)= Y J[miB) (3.19)
B1U---UBp=Ai=1
Il existe beaucoup d’autres combinaisons qui traitent différemment le conflit. Par exemple,
Yager [233| répartit la masse de l'ensemble vide sur I'ignorance totale; Dubois et Prade [62],
avec la combinaison mixte, font un compromis entre la combinaison conjonctive et disjonctive.

67



Chapitre 3 : Classification sédimentaire des fonds marins

Opération sur les espaces produits Il est possible de fournir une croyance sur plusieurs
cadres de discernement en méme temps. Par exemple, il est possible d’attribuer une croyance
sur un type de sédiment C = {roche, vase, sable} a partir d’information sur la texture d’images
© (en fait I'ensemble © correspond & 'ensemble des nombres réels étendus R qui est utilisé
dans le cas continu et est spécifié par la définition 3.2.18). Par conséquent, nous présentons les
différentes opérations sur les espaces produits, notamment le théoréme de Bayes généralisé.

Définition 3.2.13 (Marginalisation). L’opération de marginalisation (marginalization en an-
glais) d’une fonction de masse définie sur un espace produit C x © sur © consiste a transférer
CxO vers sa projection sur O :

mE* e (4) = > m®*®(B) (3.20)
{BCCxO|Proj(B{O©)=A}

chaque masse m

Remarque 3.2.2. 1 existe plusieurs fonctions de masse m€*®+® dont la marginalisation sur © est
m®. L’opération d’extension a vide permet de choisir la fonction de masse la moins informative.

Définition 3.2.14 (Extension a vide). L’opération d’extension a vide [197,201] (vacuous
extension en anglais) consiste a transférer chaque masse m® vers I'espace produit C x © :

(S : _
m@TCX@<B) — { gfL (A) S1 BSIEO(I:; X @ (321)

Supposons maintenant une fonction de masse m€*® définie sur un espace produit C x ©. Il
est possible de calculer la fonction de masse m® sachant que ’hypothése D C ©. Cette opération
s’appelle le conditionnement.

Définition 3.2.15 (Conditionnement). La fonction de masse conditionnelle m®[D] est définie
par :
mO[D] = (mC*OmCO)le (3.22)

Définition 3.2.16 (Déconditionnement). L’opération inverse s’appelle le déconditionnement
en choisissant la fonction de masse la moins informative :

mP[D]"*®((A x D)U (C x D)) = m®[D](A) (3.23)
Toutes ces définitions vont permettre d’introduire la notion d’affaiblissement.

Définition 3.2.17 (Affaiblissement). L’opération d’affaiblissement (discounting en anglais) a
été introduite par Shafer [197] puis justifier formellement par Smets [201]. L’objectif va étre d’af-
faiblir une fonction de masse a partir de la fiabilité (reliability en anglais) des sources. Supposons
deux cadres de discernement :
— R ={R, NR} caractérisant la fiabilité de la source avec R : Fiable ,NR : Non Fiable.
— ) étant le cadre de discernement sur lequel s’exprime la source S.

La fonction de masse m§ s’exprimant sur R est définie par :
R
.24
R (324
9,,,0

Il est possible d’obtenir la fonction affaiblie Ym® a partir de :

STOXR
m® = m8[m%, m®] = (me[D]ﬂcxemsT *R¥e (3.25)
L’équation peut étre simplifiée par :

Im®(A) (1 —-9)m(A)si ACO
UmP(A) = (1—-9)m(A)+9si0=A

(3.26)
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Théoréme 3.2.1 (Théoréme de Bayes généralisé [201]). Considérons deux cadres de dis-
cernement C et ©. VC; € C, nous connaissons chaque masse conditionnelle m®[C;]. Lorsque la
condition X C O est vérifiée, la fonction de masse conditionnellement & X est obtenue par la
relation :

m[X](4) = [] »®l1(x) [T @ - p®lci(x)) (3.27)

CieA CieA

Cette partie a permis de développer le formalisme des fonctions de croyance dans le cas
d’un cadre de discernement discret. Cependant, ce formalisme n’est plus valide lorsque le cadre
de discernement est continu, comme par exemple les données fournies par un capteur. Par
conséquent, I'objectif de la partie présentée ci-dessous est d’exposer la théorie des fonctions
de croyance continues.

3.2.2.3.b Cas continu

Généralités Les fonctions de croyance ont d’abord été étudiées dans un cadre de discerne-
ment dénombrable. Cependant, ce modéle n’est plus valide lorsque I'information fournie par les
capteurs est a variable continue. Strat [209] puis Smets [202] propose d’étendre cette théorie
au cas continu. Dans cette section, les fonctions de masse deviennent des densités de masse, les
fonctions de crédibilité, plausibilité et communalité deviennent des intégrales de ces densités et
la probabilité pignistique devient une densité pignistique. L’objectif de cette partie est de pré-
senter les différentes définitions des fonctions de croyance continues, notamment la construction
d’une densité de masse a partir d’une densité de probabilité. Le but va étre alors d’attribuer une
masse & des intervalles.

Modélisation des densités de masse

Définition 3.2.18 (Ensemble des nombres réels étendus [202]). L’ensemble R = R U
{—00; +00} est appelé I'ensemble des nombres réels étendus.

Pour pouvoir attribuer une masse sur un intervalle Z C R, Smets [202] introduit les ensembles
ZetT.

Définition 3.2.19. Supposons (a,b) € R x R avec a < b. L’ensemble 7 [202] est défini par :
Tiap) = {la; 0], ]a; 0], [a; 0], ]a; b[|(a; b) € R x R} (3.28)

T correspond a I’ensemble des intervalles fermés, ouverts et semi-fermés de R.

Définition 3.2.20. Supposons (a,b) € R x R avec a < b. L’ensemble T [202] est défini par :
Tiap) = {(a;0)|(a;b) € R x R,a < b} (3.29)

Un intervalle fermé de Z peut étre vu comme un point dans un espace étendu a deux dimen-
sions. La figure 3.5, tirée de [202], illustre ces propos dans le cas ot R se limite & [0; 1]. Le point
K = (a;b) a Vintérieur du triangle Tj,1) définit Uintervalle [a;b] C [0;1].

Il est possible de discrétiser I'ensemble Zjg.;) en un ensemble fini d’intervalles A = (A,-\Ai € I[0;1]>~
On peut alors construire une fonction de masse (on parle de basic belief assignment en anglais)
m* sur A. A partir de cette définition de la fonction de masse, il est alors possible de définir les
fonctions de croyance bel, ¢ et pl. Pour clarifier, nous utilisons un exemple concret donné
par Smets [202| en Table 3.3.
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yAO 5 b 1 X
1 T
K
b b
[a;b]
a a
0 0

FIGURE 3.5 — Représentation graphique de 7.

Az’ B [ai; bz} A= [O, 2; 0, 7]
i mA | a; bi | bel(A) | ¢A(A) | plA(A)
1 0,07 | 0,3 0,4 0,07 0 0,07
2 0,18 | 0,1 0,9 0 0.18 0,18
3 0,25 | 0,1 0,8 0 0,25 0,25
4 0,15 ] 04 0,9 0 0 0,15
) 0,05 | 04 0,5 0,05 0 0,05
6 0,30 | 0,8 0,9 0 0 0
somme 1 0,12 0,43 0,70

TABLE 3.3 — Exemple de bba définie sur [0;1] avec un nombre fini d’éléments focaux.

Pour calculer la fonction de crédibilité attribuée & A, on recherche tous les A; C A puis on
ajoute les masses. Il est possible de généraliser cette approche dans Zg. On peut alors définir
une densité de probabilité f7 qui a tout intervalle Z fait correspondre une valeur dans LO; +o0].

A cette densité de probabilité, il est possible de définir une densité de masse, notée m® (Basic
Belief Density en anglais) qui permet d’attribuer une masse sur un intervalle [a;b] :

R T (a; sia
wFasth = { 5“0 Ses) (3.30)

Les éléments focaux sont des intervalles fermés de R. Toutes les notions vues dans le cadre discret
en section 3.2.2.3.a peuvent étre transposées au domaine continu par cette définition.
Définition 3.2.21. A partir des densités de masse, il est possible de définir, Va < b avec
(a;b) € R x R, les fonctions de croyance suivantes :

— fonction de crédibilité :

_ z=b py=b
bel®([a, b]) = / / o, y)dyds (3.31)
r=a Jy=x
— fonction de plausibilité :
= rz=b y=400
st = [ (@, y)dyda (3:2)
z=—00 Jy=mazx(a,r)
— fonction de communalité :

o r=a =400
F(lasb]) = / / " fa,y)dyda (3.33)
x y

=—00 =b
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Ya b " y b "

0 a 1 X 0 a 17
1 1 1 1
b b b

laib] laib]

a a a a
0 0 0 0

(a) Fonction de crédibilité (b) Fonction de plausibilité (c¢) Fonction de communalité

FIGURE 3.6 — Illustration dans T des fonctions de crédibilité, plausibilité et communalité.

Les fonctions de crédibilité, plausibilité et communalité sont représentées graphiquement
dans 7 par la Figure 3.6 dans le cas ot R est limité a [0; 1].

Définition 3.2.22 (Densité pignistique [202]). La probabilité pignistique BetP devient une
densité pignistique Betf et est calculée de la maniére suivante pour a < b :

peree /y:+°° |[a; 0] N [z; ]|
y=x

T T T .
oy T )dedy (3:34)

et (ast) = [

=—00
avec |[z;y]| =y — @ et [[a; 0] N [z; y]| = min (y; b) — max (z; a).

Construction d’une fonction de masse consonante a partir d’une densité de pro-
babilité unimodale La seule information que nous avons a notre disposition est la fonction
de densité pignistique Betf[C;] conditionnellement a la classe C; € ©. Dans les travaux de
Smets [202], cette fonction de densité est supposée unimodale de mode v, continue et stricte-
ment monotone croissante (décroissante) a gauche (a droite) du mode (qu’il nomme bell-shaped).
Cette propriété est vérifiée pour toutes les distributions a-stables (et donc pour le cas Gaus-
sien) [234]. Il est possible d’associer a cette densité de probabilité pignistique Betf plusieurs
densités de masse. L’ensemble de ces fonctions de masse vérifiant cette propriété est appelée
ensemble isopignistique Biso(Betf). Smets [202] prouve que la densité de masse m® attribuée
a un intervalle Z = [a; b] avec b > v est déterminée par :

' ([a;b]) = 0(0)3(a — v (b)) (3.35)
avec v(b) satisfaisant la condition Betf(v(b)) = Betf(b) et 0(b) :

o(b) = (o) ~ 1) PG (3.36)

La fonction de masse ainsi construite est consonante et appartient a ’ensemble Biso(Betf).

Cas Gaussien Dans [35], Caron et al. construisent une fonction de masse associée a une
densité de probabilité Gaussienne de moyenne p et d’écart-type o. L’ensemble des éléments

focaux I,,,, est défini par :

(z = 0)?
2

Iacut = {:E € R| = acut} = [5 — 0/ Qecut; d+ O/ Qeut (3-37)
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La masse attribuée a ’ensemble I, est définie comme étant une fonction de densité de proba-

Qcut

bilité du y? avec 3 degrés de liberté :

B (Io,,) = Yoo : (3.38)

\/ﬂ exp (_7O¢cut)a avec Qg > 0

2
Caron et al. calculent les fonctions de croyance avec a leur disposition une densité pignistique
Gaussienne de mode & et de matrice de covariance X. Les fonctions de masse sont construites
de telles sortes que les isosurfaces (surfaces ayant la méme probabilité) S;, avec 1 > i > n sont
les éléments focaux. Par exemple dans le cas d'une Gaussienne dans R?, les isosurfaces sont des
ellipses (exemple Figure 3.7). Les auteurs généralisent les fonctions de croyance dans RY. Les

m

0.4

0.35
3 0.35
03
2 03
0.25 ] 0.25
02 = 0 @ 0.2
015 -1 0.15
-2 0.1
0.1
B2 4 o0 1 2 3 °%®

FIGURE 3.7 — Densité de probabilité et isosurfaces pour une Gaussienne de moyenne § = <0)

0

et de matrice de covariance ¥ = 0,25 0,3 .
0,3 1

éléments focaux sont définis comme l’ensemble des intervalles emboités HV, , délimités par les

hypersurfaces de méme probabilité HC,,,, = {x € R?(x — §)!2 7! (x — d)}. Le principe de

moindre engagement permet d’obtenir la densité de masse :

a2 _q
1
m(HVacut) = ¥F(%) exp (_Qacut) avec Oyt > 0 (339)

L’équation (3.39) définit une loi du x? avec d + 2 degrés de liberté. La fonction de plausibilité
au point x appartenant a 'hypersurface S; correspond a un hypervolume délimité par S;.

Calcul de la fonction de plausibilité Lorsqu’on dispose de sources d’information s’expri-
mant sur plusieurs hypothéses possibles, il est possible de construire une fonction de masse a
partir du théoréme de Bayes généralisé. Cette opération nécessite de travailler a partir des fonc-
tions de plausibilité. Dans le cas d’une densité de probabilité unimodale, Smets [202] définit la
fonction de plausibilité, pour = > v, par :

dBet f(t)

+oo
el o) = [ (o) -0 et (3.40)
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Lorsque la densité pignistique Bet f est symétrique, I’équation (3.40) se simplifie par intégration

par parties :
400
pl[Cil(1a,,,) = 2(a — v)Betf(a) + 2 Bet f(t)dt (3.41)

a

Cas a-stable symétrique Nous développons le calcul de la fonction de plausibilité dans le
cas d’une densité de probabilité a-stable unimodale [83], i.e. § = 0 et v = §. Le théoréme de
Chasles nous permet de calculer fa+oo Bet f(t)dt :

“+o00o a “+o00o
/ I50(0,,8) (D) dt = / J50(0.4,6)(L)dt + / [50(0.4,8) (L)dt (3.42)

Par définition d’une densité de probabilite, [T fg o.5(t)dt = 1 et

‘O f t)dt = F. a) avec F représentant la fonction de répartition d’une
N N 50 (0.7.0) Sa(0,7,6) T€P P
loi a-stable. L’équation (3.41) se simplifie :

PUCi](Toens) = 2(a = 0) fs, (04,6 (@) +2(1 = Fs, 04,5 (a)) (3.43)

Remarque 3.2.3. Dans le cas particulier d'une densité de probabilité Gaussienne, Caron et al.
proposent une autre expression pour la fonction de plausibilité. La fonction de plausibilité ainsi
obtenue vaut :

P (Loe) = / —\/i dt exp (—flt) v <0 (3.44)
X avec .
cut » (x;g)Q /2 2 I cut

L’équation (3.44) se simplifie par :

pl®(a €R)=1— Fj ((“;25)2) (3.45)

avec Fy la fonction de répartition d’une loi du y? avec 3 degrées de liberté. Cette expression est
similaire a ce que nous obtenons.

pdf(v)

a-coupe

a=v(b) \ b

FIGURE 3.8 — Représentation graphique de la fonction de plausibilité pl([a; b])

Lorsque I'expression de la fonction de densité de probabilité n’a pas de forme analytique, il
est difficile de trouver la fonction v telle que Bet f(v(b)) = Bet f(b). Cependant, il est possible de
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travailler de maniére numérique. La fonction de plausibilité attribuée a un intervalle 1., = [a; ]

cut

peut étre interprétée comme 'aire définie sous I'a-coupe tel que ay: = Betf(a) (Figure 3.8).

a +00
PlCil(Iawy,) = / Betf(t)dt + (b — a)Betf(a) + /b Bet f(t)dt (3.46)

—00

Par définition d'une densité de probabilité, [?_ fsaro)t)dt = Fs, (346 (a) et

f;roo fSa(8.6)(t)dt = 1=Fg_ (3.5 (b). En général, nous ne disposons que d’un seul point b. Il faut
donc procéder numériquement pour obtenir I'autre point a tel que fs_ (5.,5)(0) = fs.(8,4.5)(a@)-
La fonction de plausibilité attribuée a l'intervalle I, , est définie par :

cut

PUC(Tagy) = 1+ Fs, (8,4,6)(@) = Fs,(8,6)(b) + (b —a)fs, (8.5 (a) (3.47)

Par la suite, supposons que nous cherchons a attribuer une étiquette a un vecteur

X = [21, ..., Ty). L’équation (3.47) va permettre de calculer la fonction de plausibilité au point
associée a une densité pignistique a-stable. Pour un méme attribut (par exemple le paramétre
d’Haralick “homogénéité”), nous disposons de plusieurs densités pignistiques associées a un type
de sédiment (roche, vase et sable). Le théoréme de Bayes généralisé va ensuite permettre de dé-
terminer la fonction de masse associée a 'attribut en question. La méme démarche est effectuée
sur différents attributs (comme par exemple, le paramétre d’Halarick “contraste”) au point xs.
Les fonctions de masse sont combinées puis transformées en probabilité pignistique en vue de
I’étape de décision.

Validation de ’approche Pour valider la calcul de la fonction de plausibilité dans le cas
d’une densité de probabilité Gaussienne avec ’équation 3.45, nous reprenons ’exemple de Ristic
et al. [185,186] pour classifier des données cinématiques d’avions défini par le cadre de discer-
nement C = {avion commercial, Bombardier, Avion de chasse}. Le profil de vitesse de chaque
avion correspond & une densité de probabilité gaussienne. L’objectif va donc étre de détermi-
ner la classe d’appartenance a partir d’'une mesure de la vitesse. Nous calculons les fonctions
de plausibilité a partir des équations 3.43 et 3.45. A partir du théoréme de Bayes généralisé,
on détermine la classe d’appartenance sachant la vitesse. Nous représentons la probabilité pi-
gnistique obtenue pour chaque approche (Figure 3.9). Nous remarquons que les deux approches
s’avérent identiques. Le probléme avec I'approche de Smets est qu’il est difficile de représenter
des éléments focaux correspondants a des intervalles disjoints. Doré [56] généralise le calcul de la
fonction de plausibilité a partir d’'une fonction de densité de probabilité quelconque. Il introduit
la fonction de mesure crédale et fonction indice.

Mesure crédale Notre objectif va étre de calculer la fonction de plausibilité pour n’importe
quelle densité de probabilité a-stable. Le probléme est qu’il n’existe pas d’expression analytique
pour la densité de probabilité d’une telle distribution. Doré |56] propose de calculer les fonctions
de croyance pour n’importe quelle densité de probabilité & partir d’une fonction indice f!. Cette
fonction indice va permettre de parcourir tous les éléments focaux F associés a une fonction de
croyance a partir d’un espace indice I et est définie par :

;)L — F
f: {y}_} ) (3.48)

Il est possible alors de faire correspondre un élément y de I & un élément focal fI(y). Il
exhibe une mesure crédale ;i telle que I} 7 dpft(y) < 1. Une fonction de croyance sur € est alors
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F1GURE 3.9 — Validation de notre approche a partir de celle de Caron et al. dans le cas d’'une
classification de données cinématiques modélisées par des densités de probabilité Gaussienne

déterminée par le couple ( fL, ,uQ) correspondant & une mesure de probabilité. Il est nécessaire
de définir les ensembles suivants afin de calculer les fonctions de croyance [56] :

Fca = {yel|f'(y) C A} (3.49)
Faa = {yellf'(y)nA+#0} (3.50)
Foa = {yel|f'(y) 2 A} (3.51)

Ces ensembles permettent alors de définir [56] :

bel(4) = /F () (3.52)
pIA) = /F a2 (y) (3.53)
£4) = /F A (y) (3.54)

Par la suite, la fonction de croyance consonante permet de construire une relation d’ordre sur
F a partir de 'opérateur C. Il est alors possible de définir une fonction indice f de R* vers F
telle que :

y >z = f(y) C f() (3.55)

Les éléments focaux sont construits a partir d’une fonction continue g de R vers RT. L’ensemble
des éléments focaux correspondent ainsi aux a-coupes de g :

L ={z € RYg(2) > eur} (3.56)

Cette définition permet alors de définir la fonction indice :

LT =[0,max (aew)] —  {fL(Ccut)|eu € I} (3.57)
Qeut > fh(eut) (3.58)
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L’information que nous avons & notre disposition est une densité de probabilité continue Betf.
Plusieurs fonctions de masse peuvent étre associées a cette densité de probabilité. Le principe
de moindre engagement va permettre de choisir la fonction de masse la moins informative, dont
les éléments focaux sont les a-coupes de Betf tels que :

d:u'Q(y)(acut) = AL(fcls(O‘cwf))d)‘[/(Oécut) (359)

Comparaison du calcul de la fonction de plausibilité par la méthode de Caron [35]
et celle de Doré [58] dans le cas d’un mélange de Gaussiennes Le calcul d’un mélange
de Gaussiennes par la méthode de Caron est évalué comme la somme pondérée des fonctions de
plausibilité de chaque Gaussienne considérée indépendamment. La méthode de Doré utilise une
mesure crédale permettant de calculer la fonction de plausibilité. Nous considérons le mélange
de Gaussiennes suivant : 7 = [1/3;3/4], u = [2;6] et 0% = [1;1]. On remarque que la méthode

0.35 T T 1 T

— Densité de probabilité Gaussienne 09F |—Fonction de plausibilité par la méthode de Caron
0.3F i ——Fonction de plausibilité par la méthode de Doré

0.2F

pdf(x)
pI(x)
s
=

0.1F 4 0.3f

0.05f

o
-5 0 5 10 %
X

(a) Densité de probabilité Gaussienne. (b) Fonctions de plausibilité.

FIGURE 3.10 — Comparaison entre les fonctions de plausibilité obtenues par la méthode de Caron
et Doré dans le cas d’'un mélange de Gaussiennes.

de Caron sous-estime la fonction de plausibilité par rapport a celle proposée par Doré. Lorsque
la densité de probabilité du mélange de Gaussiennes est maximale, la valeur de la fonction de
plausibilité doit valoir 1, ce qui est le cas avec la méthode proposée par Doré.

Dans la suite de cette thése, la démarche introduite par Doré n’est pas utilisée dans le cas
d’une densité de probabilité a-stable univariée car les attributs que nous considérons présente
un seul mode. Par contre, cette approche est utilisée dans le cas d’une densité de probabilité
a-stable multivarié car la densité de probabilité a-stable ne dispose pas d’expression analytique.
Le calcul de la fonction de plausibilité associé & une densité de probabilité a-stable multivariée
s’effectue numériquement en discrétisant ’espace des attributs.

3.3 Classification suivant la théorie des fonctions de croyance

Dans cette section, nous proposons d’appliquer la théorie des fonctions de croyance dans le
cadre de la modélisation et la classification de données générées de type Gaussien et a-stable ainsi
que des données réelles issues d’un sondeur monofaisceau. Nous comparons ’approche utilisant
la théorie des fonctions de croyance continues avec une approche Bayésienne et la méthode des k
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plus proches voisins. L’influence du modéle d’estimation des attributs est évaluée & partir d’un
test de Kolmogorov-Smirnov en considérant deux hypotheéses :

— Hjy : les échantillons suivent le modéle Gaussien.

— Hsy : les échantillons suivent le modéle a-stable.
Nous nous limitons & un vecteur de paramétres de dimension d < 2. En effet, la généralisation
des densités de probabilités a-stables en dimension d > 2 augmente le temps CPU car il n’existe
pas d’expression analytique des densités de probabilité. Les attributs, sur lesquels sont effectués
la classification, sont considérés soit a :

— une dimension ot chaque dimension est considérée comme une source d’information.

— deux dimensions ol nous considérons un vecteur de deux dimensions.

3.3.1 Classification de données générées

Dans cette section, nous allons tout d’abord classifier des données générées de type Gaus-
siennes puis de type a-stables.

3.3.1.1 Cas Gaussien

Dans cet exemple, nous simulons trois classes artificielles générées a partir de distributions
Gaussiennes et caractérisées par les vecteurs moyenne et matrices de covariance définis dans
R? (table 3.4). La base d’apprentissage est composée de 1000 vecteurs et la base de test de
1747 vecteurs (en effet par soucis de représentation, on se limite aux données comprises dans
le maillage [—4;4] x [—4;4]). Les vecteurs de la base test sont représentés dans la figure 3.12.
Lorsque nous observons les vecteurs de la base de test, nous remarquons que les classes sont
mélangées pour des abscisses de [—2;2] x [—1;1]. Dans la suite de notre étude, nous comparons
les performances de classification en utilisant des méthodes des k plus proches voisins (classique
et crédibiliste) et des méthodes se fondant sur des modéles (Gaussien et a-stable). Tout d’abord,

uw >

2 1 1,5
Classe C1 <3> (1’ 5 3 )

1 3 1,5
Classe Cy <1> (1’ 5 >

-1 1 0
Classe C3 < 1 > (0 3>

TABLE 3.4 — Moyennes et matrices de covariance des distributions Gaussiennes.

nous appliquons les méthodes de classification par la méthode des k plus proches voisins. Les
vecteurs ont été classifiés et leurs classes d’appartenance peuvent étre observées en figure 3.13.
Nous remarquons que la classification est correcte. La confusion entre les classes se fait aux
valeurs de bord des différentes distributions. On remarque qu'un nombre plus important de
vecteurs sont classifiés de type Co car les vecteurs de classe Cy ont tendance & se mélanger
avec les deux autres classes, ce qui est confirmé par les matrices de confusion (Table 3.5). Le
taux de classification de la méthode des k plus proches voisins classique est de 73,03 % contre
72,86 % pour la méthode des k plus proches voisins crédibiliste. Les deux méthodes peuvent étre
considérées comme similaires puisque ’écart entre les deux taux n’est pas significatif.

Ensuite, nous allons comparer ces résultats a partir d’'une approche type modéle présentée en
section 3.2.2.3.b. Dans un premier temps, nous supposons que chaque composante des vecteurs
de R? peut étre considérée comme un attribut. La base d’apprentissage permet d’estimer les
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F1GURE 3.11 — Représentation de la densité de probabilité pour chaque classe.
Type de fonds Type de fonds prédits Type de fonds Type de fonds prédits
vérité terrain Cq ‘ Coy ‘ Cs vérité terrain Ch Co Csy
C1 19,63 % | 829 % 1,14 % e 19,63 % | 824 % 1,20 %
Co 332% | 25,52 % | 5,66 % Co 3,60% | 25,18 % | 572%
Cs 0,57 % 795 % | 27,87 % Cs 0,62 % 772 % | 28,04 %

TABLE 3.5 — Matrice de confusion dans le cas de données générées par une Gaussienne (a gauche
kppv et a droite kppv crédibiliste)

paramétres de chaque distribution univariée Gaussienne et a-stable. Le test de Kolmogorov-
Smirnov ne rejette aucune hypothése (Table 3.7) ce qui permet d’affirmer que ces deux modéles
sont valides. L’approche Bayésienne nécessite d’introduire les notions de probabilités a priori
sur les classes que nous ne connaissons pas forcément : chaque probabilité a prior: de chacune
des 3 classes est égale a la proportion de vecteurs correspondante de cette classe contenus dans
la base d’apprentissage. L’approche Bayésienne avec le modeéle Gaussien (cf. Figure 3.14(a) et
Table 3.6) et a-stable (c¢f. Figure 3.14(b) et Table 3.6) n’est pas performante puisqu’elle offre
un taux de classification de 52,66 % et 52,94 %, inférieure a celui obtenu avec les méthodes
des k plus proches voisins. Une grande proportion de vecteurs appartenant aux classes C; et
Cj5 se retrouve en classe Cs. L’approche avec les fonctions de croyance continues avec le modéle
Gaussien (cf. Figure 3.15(a) et Table 3.8 ) et les a-stables (cf. Figure 3.15(b) et Table 3.8),
permet d’améliorer significativement les résultats et d’obtenir des taux de 68,28 % et 67,83 %.
La classe C5 n’est plus majoritaire.

Dans un second temps, nous travaillons avec un vecteur de deux dimensions. Comme pour
le cas a une dimension, le test de Kolmogorov-Smirnov est vérifé pour les deux hypothéses
(Table 3.9). L’approche Bayésienne avec le modéle Gaussien (cf. Figure 3.14(c) et Table 3.6)
et a-stable (c¢f. Figure 3.14(d) et Table 3.6) donne des résultats significativement proches de
I’approche avec les fonctions de croyance continues a une dimension. L’approche avec les fonc-
tions de croyance permet d’obtenir des résultats significativement meilleurs de 'ordre de 74,81 %
pour le modéle Gaussien (cf. Figure 3.15(c) et Table 3.8) et 73,61 % pour le modéle a-stable
(¢f. Figure 3.15(d) et Table 3.8) qui sont trés légérement supérieurs aux méthodes des k plus
proches voisins. Nous remarquons que ’approche avec les fonctions de croyance & deux dimen-
sions permet d’avoir des résultats de classification meilleurs que ceux obtenus avec les autres
méthodes. Cependant, il existe une petite différence entre les résultats de classification avec le
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(a) Méthode k-ppv. (b) Méthode k-ppv crédibiliste.

FIGURE 3.13 — Représentation de la classification des vecteurs par la méthode des k plus proches
voisins.

modéle a-stable et Gaussien. Ce phénomeéne s’explique dans le cas 2 dimensions par le fait que
nous faisons un maillage de [—4;4] x [—4;4] sur 20 points de discritésation pour calculer la fonc-
tion de plausibilité pour le modéle a-stable. Les méthodes Bayésiennes ont tendance a donner
des résultats moins bons que ceux obtenus & partir des méthodes par fonctions de croyance
continues. L’un des problémes majeur est de savoir quel a priori nous avons sur les différentes
classes, probléme qui ne se pose pas avec les fonctions de croyance continues.

3.3.1.2 Cas a-stable

Dans cet exemple, nous simulons trois classes artificielles générées a partir de distributions
a-stables caractérisées par les données définies dans R? (Table 3.10). La base d’apprentissage
est composée de 1000 vecteurs et la base de test de 1554 vecteurs. Les vecteurs appartenant a
la base de test sont représentés en Figure 3.17. La méthode des k plus proches voisins classique
donne un taux de classification de 85,82 % et le cas crédibiliste 85,89 %. Les deux approches
sont équivalentes. Les matrices de confusion (Table 3.11) permettent d’observer une confusion
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FIGURE 3.14 — Représentation de la classification de données générées Gaussiennes par la mé-
thode Bayésienne.

pour la classe C'1 qui est soit classée Cy ou Cf.

Ensuite, nous comparons les résultats obtenus & 'aide des différentes méthodes utilisant
une approche de type modéle. Dans un premier temps, nous supposons que chaque composante
des vecteurs peut étre considérée comme un attribut. La base d’apprentissage permet d’estimer
les paramétres de chaque distribution univariée Gaussienne et a-stable. L’hypothése H; : “Les
échantillons suivent un modeéle Gaussien” n’est pas vérifiée par le test de Kolmogorov-Smirnov
(Table 3.13). Ceci est confirmé si l’on trace la fonction de répartition réelle et celle estimée avec le
modéle Gaussien (Figure 3.20). La fonction de densité de probabilité est donc mal estimée dans
le cas Gaussien (Figure 3.21). En réalité, il faudrait stopper la classification et rejeter 'hypothése
H;. Cependant, nous continuons la classification. Par contre, I'hypothése Hs : “Les échantillons
suivent un modéle a-stable” est bien vérifiée par le test de Kolmogorov-Smirnov (Table 3.13).
L’approche Bayésienne avec le modele Gaussien (cf. Figure 3.19(a) et Table 3.12 ) donne un taux
de classification 51,56 % et le modeéle a-stable (¢f. Figure 3.19(b) et Table 3.12) donne un taux
de classification de 86,36 %. La matrice de confusion obtenue pour le modéle Gaussien permet de
revoir une grande confusion entre les classes C; et C5 ainsi que les classes C3 et C. La méthode
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Type de fonds Type de fonds prédits Type de fonds Type de fonds prédits
vérité terrain Cq ‘ Cy ‘ Csy vérité terrain Ch ‘ Co ‘ Csy
C1 10,93 % 17,85 % 0,28 % Ch 11,61 % 17,17 % 0,28 %
Ca 0,45 % 31,13 % 2,91 % C 0,62 % 30,91 % 2,97 %
C3 0,17 % 25,64 % 10,58 % C3 0,17 % 25,81 % 10,41 %
Type de fonds Type de fonds prédits Type de fonds Type de fonds prédits
vérité terrain Ch Coy Cs vérité terrain Cq Co Csy
Cq 14,02 % 14,42 % 0,62 % Cq 11,61 % 17,17 % 0,28 %
Co 0,34 % 33,42 % 0,74 % Co 0,62 % 30,91 % 2,97 %
C3 0,74 % 13,96 % | 21,69 % C3 0,17 % 25,81 % 10,41 %

TABLE 3.6 — Matrice de confusion dans le cas de données générées Gaussiennes (en haut a gauche :
approche Bayésienne avec le modéle Gaussien 1d; en haut a droite : approche Bayésienne avec
le modéle a-stable 1d; en bas a gauche : approche Bayésienne avec le modéle Gaussien 2d, en
bas a droite : approche Bayésienne avec le modéle a-stable 2d)

H,y Hy
p-value | ksstat | p-value | ksstat
C:1 | 1% composante | 0,1797 | 0,0843 | 0,8799 | 0,0452
2'°me composante | 0,8799 | 0,0452 | 0,9575 | 0,0392
Cy | 1% composante | 0,4291 | 0,0681 | 0,4890 | 0,0650
2'°me composante | 0,3736 | 0,0712 | 0,3228 | 0,0743
Cs | 1% composante | 0,9985 | 0,0290 | 0,5956 | 0,0580
2'°me composante | 0,4719 | 0,0638 | 0,6602 | 0,0551

TABLE 3.7 — Valeurs statistiques obtenues pour un test de Kolmogorov-Smirnov avec un niveau
de signification de 5 % effectué sur des données issues d’une loi Gaussienne dans R.

par fonctions de croyance pour le cas Gaussien donne un taux de classification de 76,84 % (cf.
Figure 3.22(a) et Table 3.15) tandis que le modéle a-stable donne un taux de classification de
87,15 % (cf. Figure 3.22(a) et Table 3.15). On peut voir que dans le cas Gaussien, I’approche
avec les fonctions de croyance donnent des résultats significativement meilleurs que la méthode
Bayésienne.

Ensuite, nous considérons un vecteur & deux dimensions a classifier. Un test de Kolmogorov-
Smirnov est réalisé au préalable pour évaluer la validité des modéles. L’hypothése Hi peut étre
rejetée puisque le test de Kolmogorov-Smirnov n’est pas vérifié (Table 3.14).

Cependant, I’hypothése Hs est valide. L’approche Bayésienne avec le modéle Gaussien donne
un taux de classification de 51,56 % (cf. Figure 3.19(c) et Table 3.12) tandis que le modéle a-
stable donne un taux de classification de 86,49 % (cf. Figure 3.19(d) et Table 3.12). On peut
voir que ’approche & une dimension et a deux dimensions sont similaires s’expliquant par le
fait que les classes sont plus disjointes que pour I'exemple Gaussien. L’approche & partir des
fonctions d<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>