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INTRODUCTION

Une équation diophantienne est une équation dont les coefficients sont des entiers
dont on cherche les solutions entieres. On étend parfois la définition aux solutions
rationnelles. Historiquement, les équations diophantiennes trouvent leur source dans
la Grece antique.

Au cours des siecles, la résolution des équations diophantiennes a motivé un grand
nombre de mathématiciens. Leurs études ont fourni de nombreux développement
dans la théorie des nombres, la géométrie, la géométrie algébrique...

L’exemple le plus fascinant est sans nul doute ’équation de Fermat. Au XVII eme
siecle, P. Fermat conjecture que 1’équation

"ty =2" n>3,

n’a pas de solutions non triviales. La résolution compléte de ce probleme a occupé les
plus grands mathématiciens pendant plus de trois siécles, et a contribué a dévelop-
per de nombreuses théories telles que la théorie des corps de nombres, des courbes
elliptiques, des courbes modulaires ...

En cherchant a résoudre les équations diophantiennes on est amené a introduire
d’autres objets mathématiques. Par exemple lors de ’étude des équations de Pell-
Fermat 22 — Ny?> = %1, on peut introduire le corps de nombre Q(v/N), et les
solutions de I’équation sont les unités de ce corps de nombres.

Dans d’autres cas, on peut considérer la courbe associée a 1’équation. En ef-
fet lorsque I’équation est polynomiale, elle définit une courbe algébrique dont les
propriétés peuvent permettre de résoudre l'équation de départ. Dans cette direc-
tion, le Théoreme de Siegel nous permet d’obtenir la finitude du nombre de solution
d’une équation Diophantienne en fonction des invariants géométriques de la courbe
associée.

On appelle alors probléeme diophantien dans un sens plus large, la recherche des
points entiers ou rationnels sur des courbes algébriques. On étendra encore un peu
plus la définition, en cherchant des points "spéciaux' sur les courbes algébriques.

Dans cette situation, le théoreme de Siegel nous offre un point de départ permet-
tant a priori de décider du nombre (fini ou infini) de solutions. Lorsque le théoreme
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de Siegel assure la finitude du nombre de solution, on s’intéresse a la recherche de ces
solutions. Malheureusement, le théoreme de Siegel n’est pas effectif et nous permet
pas de conclure.

La recherche d’une méthode permettant de trouver explicitement les solutions
d’une équation diophantienne était le neuvieme probleme que D. Hilbert a posé
au début du XX eme siecle. En 1970, Yu. Matiassevitch répond négativement a
ce probleme et démontre l'impossibilité de trouver un algorithme permettant de
résoudre toutes les équations diophantiennes. Ce théoreme ferme la porte a une
étude des équations diophantiennes en toute généralité, mais laisse la possibilité
d’une étude spécifique a chaque situation.

Dans cette thése nous allons étudier deux problemes diophantiens distincts. Le
premier concerne les points entiers d'une classe de courbe modulaire et le second
concerne les points de multiplication complexe sur les droites

Courbe modulaire

Sans rentrer dans les détails, une courbe modulaire peut étre vue comme le quo-
tient du demi-plan de Poincaré, formé des nombres complexes de partie imaginaire
strictement positive par un sous groupe du groupe modulaire.

Les courbes modulaires sont des surfaces de Riemann et par suite des courbes
algébriques complexes. Elles sont en fait, définies sur des corps cyclotomiques. Les
équations polynomiales définissant les courbes modulaires sont souvent trés com-
pliquées, et la recherche des points entiers via la résolution d’équation diophantienne
est alors vaine.

D’un point de vue algébrique, les courbes modulaires parametrisent les courbes
elliptiques ayant une certaine structure. Par exemple, chaque point complexe de
X (1) = SLy(Z) correspond a une classe d’isomorphisme de courbes elliptiques.

Dans cette these nous nous intéresserons plus précisément aux courbes modu-
laires associées aux normalisateurs de Cartan non déployé, noté Xt (p) ou p est un
nombre premier. Les principaux résultats connus jusqu’ici concerne les cas p = 5
[Ch99], p = 7 [Ke85] et p = 11 [ST12]. Dans les deux premiers cas les auteurs
trouvent une paramétrisation des solutions en utilisant le genre 0 de la courbe et
en déduisent les points entiers. Dans le troisieme article, la courbe est de genre 1 et
la méthode précédente ne fonctionne plus. Les auteurs établissent un isomorphisme
exceptionnel entre Xt (11) et une courbe elliptique. Dans tous les cas, les méthodes
utilisées se généralisent mal, et n’ouvrent pas la voie a une étude systématique.

Nous présenterons une méthode algorithmique, permettant de trouver tous les
points entiers de ces courbes. La méthode décrite ici, nous a d’ores et déja, permis
de traiter les cas 7 < p < 71.



Introduction 13

Multiplication complexe

Le deuxieéme probleme que nous étudierons concerne les points de multiplication
complexe. Etant donnée une courbe C affine plane complexe, on cherche les points
de C s’écrivant (j(7),7(7")), ou 7 et 7’ sont des nombres quadratiques imaginaires
et j est 'invariant modulaire. On appelle de tels points des points de multiplication
complexe.

Un cas particulier de la conjecture de André-Oort, démontré par Y. André lui-
méme assure que si C est bien choisie (n’est ni une droite verticale, ni une droite
horizontale, ni une certaine classe de courbe modulaire) alors C n’a qu'un nombre
fini de points de multiplication complexe.

Le résultat de Y. André, établit la finitude de solution mais n’établit aucune
borne sur les solutions. Nous nous proposons dans cette these d’établir une méthode
algorithmique de recherche des points de multiplications complexes sur les droites
complexes.

Pour étudier ces deux problemes nous allons combiner deux types de méthodes.
D’un coté la théorie de Baker sur les formes linéaires en logarithmes. D’un autre
cOté les méthodes d’approximation diophantienne effectives. Nous expliquons ces
méthodes dans les grandes lignes ci-dessous.

Théorie de Baker

Une forme linéaire en logarithmes est une quantité A :
n
A= Z Bilog ai,
i=1

ol les «; sont des nombres algébriques et §; € Z. La théorie de Baker, qui a valu
la Médaille Fields a son auteur en 1970, dit que si une telle forme est non nulle
alors elle ne peut étre trop petite. Les résultats de Baker permettent de minorer
explicitement A, en fonction des nombres [3;.

Depuis les années 60, ce théoreme a été amélioré plusieurs fois. Dans cette these
nous utiliserons le résultat de Matveev [Ma00] qui offre une borne optimisée dans
notre cas et le théoreme de Waldschmidt [Wa00] qui permet d’étendre le résultat au
cas ou les nombres 3; sont algébriques.

La méthode générale pour la résolution des équations diophantiennes par la méth-
ode de Baker, est de construire a partir des solutions de I’équation un élément A\
proche de 1 et appartenant a un sous groupe multiplicatif de C. Dés lors, en prenant
A =log A, on obtiendra une petite forme linéaire en logarithmes. Typiquement, les
relations recherchées sont

IAl=0 (G—Cmaxwi\) '

Dans nos situations précises on obtiendra les formes linéaires de deux manieres

différentes. Dans le cas des courbes modulaires, nous construirons a partir d’un
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point entier P, une fonction modulaire vérifiant U(P) proche de 1 et telle que U(P)
soit une unité d’un sous-corps de corps cyclotomique. Dans le cas des points de
multiplication complexe nous utiliserons directement les propriétés de la fonction j
pour obtenir une forme linéaire en deux logarithmes.

Cette méthode permet de montrer des résultats de finitude effective du nombre de
solution, en bornant explicitement celle-ci. En regle générale, on obtient des bornes
tres grandes ( de I'ordre de 10°° pour max b;) qui laissent un grand nombre de cas a
traiter, rendant impossible I’énumération de tous les cas possibles.

Les résultats de Baker et ceux qui suivirent ont les défauts de leurs qualités. En ef-
fet, ces résultats sont tres généraux et englobent, de fait, des situations défavorables.
Ceci explique, en partie, la grandeur de la borne trouvée. Pour pallier ce probleme
nous allons utiliser des arguments d’approximation diophantienne effective.

Approximation Diophantienne

De maniere générale ’approximation diophantienne consiste a approcher un nom-
bre réel par un nombre rationnel. On distingue deux types d’approximation, d'un
coté les résultats théoriques, comme par exemple le théoréme de Dirichlet assurant
que pour tout réel z et pour tout réel @) > 1 il existe un rationnel p/q tel que

P 1
r—=|<— avec q<Q.
<%

q q

D’autres résultats, comme le théoreme de Roth [Rob5] assure que I’équation ci-dessus
est quasi-optimale dans le cas des nombres algébriques. Plus précisément, si x est
un nombre algébrique de degré > 2 on a

1

>Cpe——.
q2+5

p
l‘__

q

Une autre approche consiste a chercher explicitement le nombre rationnel véri-
fiant la premiere inégalité. Dans ce cadre le principal outil pratique et ’algorithme
des fractions continues.

Revenons a notre probleme initial, ici on oublie les logarithmes, on a alors de
maniere générale

|frar + -+ Buan| = O <€7cmax|5i|) ., Bi€ZetxzeR.

De plus la méthode de Baker nous a permis de majorer max [3; par une constante
explicite By. Dans le cas ou n = 2, on a alors

A

— -«

e

ol a € R. Les fractions continues permettent alors de trouver rapidement la fraction
de dénominateur inférieur a By minimisant le terme de gauche. En comparant avec

-0 (e—cmaxml) 7
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le terme de droite on trouve ainsi une nouvelle borne. Historiquement cette idée est
due a A. Baker et H. Davenport dans [BD6Y).

Lorsque n est supérieur a trois cette méthode ne s’applique plus. En effet, les frac-
tions continues permettent d’approcher un seul nombre réel; or dans le cas général,
il faut approcher n nombres réels simultanément. La méthode de Baker pour la
résolution des équations diophantiennes connait alors un ralentissement jusqu’a la
découverte de 'algorithme LLL. Cette algorithme permet, entre autres, de trouver
le "presque" plus petit vecteur d'un réseau. En 'appliquant a un réseau judicieuse-
ment choisi, B.M.M. De Weger et N. Tzanakis dans [TW89] franchisse une étape et
permettent de réduire la borne de Baker dans le cas général pour résoudre effective-
ment les équations de Thue. Leur méthode a ensuite été raffiné par M. Mignotte
et B.M.M. De Weger [MWO96], puis par B.M.M. De Weger et M. Bennett [BW9S].
Enfin dans [BH96] Yu. Bilu et G. Hanrot montrent que dans le cas des équations
de Thue le recours a 'algorithme LLL n’était finalement pas nécessaire. Dans cette
these nous exploiterons leurs idées pour les courbes modulaires.

Ces techniques d’approximations s’averent tres efficaces et permettent d’obtenir
une borne autorisant une énumération systématique de toutes les solutions.

La these se découpe en deux parties indépendantes. La premiere partie composée
des trois premiers chapitres étudie les points entiers de la courbe modulaire X (p).
Nous commencerons par introduire les courbes modulaires dans un premier chapitre.
Dans le second chapitre, nous entamerons une étude plus spécifique a notre situation
et concluons par une borne théorique sur les solutions. Enfin dans un troisiéme
chapitre, nous cherchons explicitement toutes les solutions a notre probleme. Dans
la deuxieme partie, composée du quatrieme chapitre, nous étudions les points de
multiplication complexe sur les droites. Dans les deux cas, de nombreux exemples
numériques viendront illustrer nos méthodes.

Les résultats de cette theése seront publiés dans les articles suivant :

1. Bounding j-invariants of integral points on X[ (p), A. BAJOLET, M. SHA,
arXiv :1203.1187v1. soumis.

2. Finding integral points on Xt (p), A. BAJOLET, YU. BILU.

3. Finding singular moduli on a complex line, A. BAJOLET (soumis).






CHAPITRE 1

COURBES MODULAIRES

1.1 Prérequis a I’étude des courbes modulaires

Dans cette partie, on expose les prérequis a l'’étude des points entiers sur la
courbe Xt (p). En particulier on définit les courbes modulaires, en introduisant tous
les invariants nécessaires a leurs études. En général les démonstrations ne seront pas
données. On peut les trouver dans de nombreux ouvrages traitant le sujet comme
par exemple : [DS05] ou [Sh71]. Nous allons commencer par introduire la notion de
courbe modulaire, de maniére géométrique, via I’action d'un groupe sur le demi-plan
de Poincaré. Les propriétés de 'action de groupe permettront de munir ’ensemble
des orbites, d’une structure de surface de Riemann. Ce sera l'occasion de rappeler
les principales notions liées aux surfaces de Riemann (genre, ramification, ...). De
telles surfaces ont des propriétés algébriques, le théoreme de Riemann assure qu’elles
sont des variétés algébriques définies sur C. C’est-a-dire définies par les zéros d’une
famille de polynomes homogenes complexes de degré 2. Les courbes modulaires ont
la propriété plus forte d’étre définies sur les corps cyclotomiques, ouvrant ainsi la
voie a une étude arithmétique. Enfin, nous étudierons le lien étroit qu’il existe entre
les courbes modulaires et les courbes elliptiques.

1.1.1 Introduction
Premieres Définitions
Soit H le demi-plan de Poincaré, c’est-a-dire
H ={z € C,Im(z) > 0},

I’ensemble des nombres complexes de partie imaginaire strictement positive. Le
groupe modulaire SLj (Z), agit par homographie sur #, via I'action :

a b Z_az—i—b
c d e+ d
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On vérifie la stabilité de H sous l'action de SLy(Z) :

= > 0.
cz+d

VeeH. Im az+b _ [m(z)2
lcz + d|

On peut alors définir un domaine fondamental pour 'action de SLj (Z) sur H,
c’est-a-dire un sous ensemble D de H tel que toute orbite de SLs (Z)\H ait un
unique représentant dans D. Le domaine fondamental standard, noté D (cf. figure
[LT]), désigne le sous ensemble de H défini par :

D={z€M,~1/2<Re(z) < 1/2et |2| > 1}\ {z €}, |2| =1 et Re(2) > 0}
1

(1.1)

FIGURE 1.1 — Le domaine fondamental standard

L’ensemble SLy (Z) \'H est le premier exemple de courbe modulaire, on la note
Y(1).

Topologiquement, on peut voir la courbe Y (1) en identifiant d’une part les deux
demi-droites verticales de D et d’autre part les deux arcs de cercle autour de 7. On
obtient ainsi une surface a laquelle il manque un point a I'infini pour étre compacte.
Si on ajoute ce point, on obtient une surface homéomorphe a la sphere de Riemann.

L’action s’étend facilement aux sous-groupes de SLy(Z), en choisissant de "bons'
sous-groupes, on construira des surfaces ayant de "bonnes" propriétés.

Le groupe modulaire

Dans cette partie nous étudions le groupe modulaire des matrices carrées de taille
2 a coefficients dans Z et de déterminant 1 noté communément SLy(Z), ce groupe
est engendré par deux éléments S et T :

s=(1%) =0 1),

Soit N un entier positif, on considere les sous-groupes de SLy(Z) suivant :

I(N)={MeT(1)|M=1L (mod N)}.
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['(N) peut étre vu comme le noyau du morphisme

TN : SLQ(Z) — SLQ(Z/NZ)

M — M (mod N) (1.2)

de sorte que I'(N) est un sous-groupe normal de SLy(Z) d’indice

1
[SLy(Z) : T'(N)] = |SLy(Z/NZ)| = N? H <1 — —2> .
p|N p
On a l'égalité SLo(Z) = I'(1).
Nous pouvons désormais définir les sous-groupes de congruence.

Définition 1.1. Soit I" un sous-groupe de I'(1), on dira que I' est un sous-groupe de
congruence de niveau N §'il existe un entier N tel que I'(V) C I'. Le groupe I'(V)
est appelé sous-groupe principal de congruence de niveau N .

Les sous-groupes de congruence sont d’indice fini et agissent par homographie
sur H.

Parmi ces sous-groupes, nous avons les exemples classiques :

= <Z‘) :) (mod N)}
Ty (N) = {(‘C‘ Z) € SLy(2) | (‘C’ Z) = <é ’{) (mod N)}.

Le groupe I'g(N) est appelé sous-groupe de Borel de niveau N.

1.1.2 Formes modulaires

Dans cette partie, nous introduisons rapidement les notions de fonctions et de
formes modulaires. En particulier, la fonction j, invariant modulaire, qui jouera un
role singulier dans la suite.

Définition 1.2. Soit k£ un entier, I" un sous-groupe de congruence de SLy(Z), une
fonction f : H — C est une forme modulaire de poids k par rapport a I si
— f est holomorphe sur H

— f(v(1)) = (er + d)F f(7) pour tout T € H et tout y = <CCL Z) el.

- Vy = <Z Z) € SLy(Z), (et 4+ d) " f(y(7)) est holomorphe & Dinfini.
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Il nous faut éclaircir le dernier point, et définir ce que ’on entend par holomorphe
a l'infini. Tout d’abord une fonction vérifiant le deuxieme point, vérifie pour un
certain T' € N
fr+T)=f(r), VY7e€H.

En effet, si I'(IV) est un sous-groupe de I' alors la matrice

o)

correspondant a la translation par N appartient a I'.

De plus, Papplication ¢(7) définie sur H par ¢(7) = e envoie H sur le
disque épointé D* = {z € C*, |z| < 1}. La fonction g définie par ¢ (q) = f(7),
est alors holomorphe sur D*. On dira alors que f est holomorphe a l'infini si g
s’étend holomorphiquement en 0. La fonction g a alors un développement en série
de Laurent, faisant intervenir uniquement des puissances positives de ¢. On a ainsi
défini I'holomorphie a l'infini pour une fonction vérifiant le deuxieme point de [L.2]
Or si f vérifie cette propriété il est facile de voir que la fonction (e +d) ™" f(v(7))
vérifie la méme propriété pour le sous-groupe de congruence v~ 'T'y.

Dans la fin de cette partie, nous allons donner quelques exemples importants de
forme modulaire. Soit k£ un entier, on définit les fonctions G sur ‘H par

2inT /T

1

Gi(T) = T dF

2>\{(0,0)}

Les fonctions G}, sont des formes modulaires de poids k par rapport a I'(1). On
définit alors trois autres fonctions dérivées de celles-ci :

g2(7) = 60G4(7), g3(r) = 140Gs(7) et A(7) = (g2(7))" — 27(gs(7))*.

La fonction A appelée discriminant modulaire est une forme modulaire de poids 12
par rapport a I'(1).
La fonction n de Dedekind peut étre définie a partir de A :

n(r) = 5= A (13)

Elle peut également étre définie par un produit infini
n(r) =g T[(1—¢"), oug=em (1.4)
n=1

et vérifie
(T + 1) = exp(2mi/24)n(T)

n(=1/7) = V~irn(r).

Nous utiliserons ces proriétés dans la partie 2.2

(1.5)



1.1. Prérequis a I’étude des courbes modulaires 21

Enfin on définit [’invariant modulaire j(T) par

. o 92(7)3
Jjir) = A (1.6)

Comme g5 et A sont de poids 12, la fonction j est de poids 0. Ainsi pour tout
v € SLy(Z), on a
J(y(7)) = j(7).

D’ou le nom d’invariant modulaire. Cependant j n’est pas une forme modulaire,
puisqu’elle possede un pole a 'infini. On peut calculer le développement de j en série
de Fourier en suivant par exemple [JS87]. Les premiers termes de ce développement
sont :

1
G(T) = — + 744 + 196884q + 21493760¢* + 8642999704¢° + 202458562564 + - - - .
q
(1.7)

ol ¢ = e*™. Le terme 1/q confirme le pole & I'infini. Les coefficients du développe-
ment, ont la propriété remarquable d’étre tous positifs.

1.1.3 Les courbes modulaires
Définitions

Dans cette partie nous allons voir une premiere méthode de construction de
courbes modulaires ainsi que leurs premieres propriétés. Soit I' un sous-groupe de
congruence de I'(1). Commengons par étudier les propriétés topologiques du quo-
tient,

Ve =T\H.

Ce quotient n’est pas compact. En effet si 'on considere le cas de Y'(1) et son
domaine fondamental D, il est clair qu’il y a un défaut de compacité en oco. Il nous
faut donc ajouter ce point a "'infini" pour obtenir un objet compact. Pour généraliser
ce raisonnement nous allons introduire la notion de pointe. On étend l'action de I’

aHUQU {oo} en posant
a b)Y _o
c d) T

I’action sur Q étant la méme, que l'action sur H, en posant de plus

a by —d_
c d] ¢ 7
L’ensemble QU{ oo} est stable sous 'action de I, et nous avons la définition suivante.

Définition 1.3. Soit I' un sous-groupe de congruence de I'(1), et Yr = I'\H. On
appelle pointes de Yr, les orbites de Q U {oco} sous I'action de T'.
De plus on notera H = H U QU {oo} le demi-plan de Poincaré étendu.
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Dans la suite nous noterons systématiquement c,, la pointe correspondant a
I'orbite de oo.

Remarquons que Y (1) posséde une seule pointe c,,. Ce n’est bien sir pas le cas
général, et le nombre de pointe aura une importance capitale dans notre algorithme
de recherche des points entiers. Celui-ci s’appliquera si nous avons trois pointes ou
plus.

Surfaces de Riemann

La présentation faite ici est essentiellement une synthese de [Sh71] et [DS05]. Son
but est de fixer les notations et d’éclairer les notions qui seront utilisées par la suite.
Les preuves ne seront pas données mais peuvent étre trouvées dans les ouvrages cités
en référence ou tout livre traitant de la théorie élémentaire des courbes modulaires.

Soit I un sous-groupe de congruence de I'(1), on définit alors la courbe modulaire
associée a I', par

Xr =T\H.
Il s’agit de ’ensemble Y auquel on adjoint les pointes afin de le rendre compact.

Le premier résultat concernant les courbes modulaires est le suivant

Théoréme 1.4. Soit I' un sous-groupe de congruence de I'(1), alors la courbe mod-
ulaire Xr est une surface de Riemann compacte.

Pour une preuve de ce résultat on peut se référer au chapitre 2 de [DS05]. Ce
résultat ne tient pas de la forme particuliere des sous-groupes de congruence. Il est
en fait un corollaire d’un résultat plus général assurant que le quotient de H par
un groupe fuchsien (sous-groupe discret de SLy(R)) est une surface de Riemann. On
pourra se référer au chapitre 5 de [JS87] ou au chapitre 1 de [Sh71] pour ce théoreme
général.

Comme pour X (1) on peut définir un domaine fondamental pour Xr. En effet
en trouvant un systéme de représentants de I'/I'(1), noté par exemple 7;,...7, ou
r=[I'(1) : T']. Un domaine fondamental pour X est donné par

A=|J~D (1.8)
=1

ot D = DU {oo} est défini par (L))

Topologiquement, une surface de Riemann est une somme connexe de tores. Le
genre est le nombre de tore composant la surface de Riemann. L’objectif de ce qui
suit est de calculer, ou du moins de donner une méthode de calcul du genre de la
surface. Nous verrons dans la partie que nous pouvons calculer tres simplement
le genre de la courbe qui nous intéressera. Afin de calculer, ce genre nous aurons
besoin de quelques définitions.

Définition 1.5. Soit z € H, on dit que z est un point elliptique pour I'; s’il existe
un élément v € I' tel que v -2z = 2.
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Soit z est un point elliptique, on note I', le stabilisateur de z dans I" ¢’est-a-dire
le sous-groupe de I' vérifiant

I',={yeTl, v-z==z2}.

Alors, T', est un sous-groupe cyclique fini de I'. On peut faire une étude plus fine
de T',. Dans [Sh71], 'auteur montre que les éléments de I'(1) fixant un élément
elliptique sont conjugués a 1'un de ces éléments

i(? _01>, i(? j) i(j é) (1.9)

On appelle période d’un point elliptique 1'entier

{30/ {1}

Un calcul facile nous permet d’affirmer que les points elliptiques sont de périodes 2
ou 3. Dans le cas de X (1), on connait les points elliptiques, il s’agit des orbites de i
et de e27/3,

Nous allons introduire la ramification : celle-ci nous sera tres utile par la suite,
d’abord pour calculer le genre de notre courbe mais également plus tard, lorsque nous
introduirons les parametres locaux. Cette notion est liée aux surfaces de Riemann.
Soit X et Y deux surfaces de Riemann compacte et f une fonction holomorphe
non-constante de X vers Y, alors f est surjective. Soit y € Y, alors f~1(y) est
un ensemble fini de X. Soit x € f~(y), t un paramétre local en = (c’est-a-dire
un homéomorphisme d’un voisinage de x vers un ouvert de C compatible avec les
cartes de la surface de Riemann sous-jacente) et u un parametre local en y tels que
t(z) = u(y) = 0, on appelle alors indice de ramification de f en x et on note e,, la
multiplicité de u o f en z. En d’autres termes, au voisinage de x on a

u(f(2)) = at(2)= + bt(2)=T + ..., a#0.
On a alors le résultat suivant : pour tout point y € Y l'entier
d= Y e (1.10)
z€f~1(y)

est indépendant de y et dépend seulement des surfaces de Riemann et de la fonction
f, c’est pourquoi on I'appelle degré de f.

Définition 1.6. Soient X et Y deux surfaces de Riemann compactes, f : X — YV
une fonction holomorphe et x € X, on dira que x est ramifié si e, > 1, sinon on
dira que x est non ramifié.

La formule de Riemann-Hurwitz lie le genre de X et de Y. On note g le genre
de X et ¢’ le genre de Y. On a alors

29—-2=4d(2g' - 2) + 2}:{(%— 1) (1.11)
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Genre des courbes modulaires

Regardons maintenant ce qui se passe dans le cas des courbes modulaires. Soit I"
un sous-groupe de congruence de I'(1). On a alors une application naturelle de Xp
vers X (1) qui nous permet via la formule de Riemann-Hurwitz (LIT), de déduire le
genre de Xt du genre de X (1) et des propriétés arithmétiques de Xr. Etudions de
plus pres le genre de X (1) et la ramification de Xt — X(1).

On constate, par exemple en regardant le domaine fondamental de X (1) (figure
[Tl page [O8), que X (1) est simplement connexe. La seule surface de Riemann com-
pacte simplement connexe étant la sphére de Riemann, on en déduit que X (1) est
de genre 0.

Pour ce qui est de la ramification de Xt — X (1), observons de plus pres 'appli-
cation ¢ suivante,

Id

X

H

T T

Xpp — X
A r

ou mp et 7 sont les projections naturelles et
I'<r<r(.

Avant d’étudier le degré de I'application, on remarque que l'action de I, et —I5 sur
— = =/

H coincide, il parait alors opportun d’introduire I' (respectivement I"), le quotient
de T" (respectivement I'') par {£1,}. soit P € X on a alors

¢ (=) = (n5'(2)) = 7o (T - 2) = (TT) - =

Le degré de ¢ est donc {f : f,}.
Etudions maintenant les éventuels cas de ramification, pour cela nous utilisons
la proposition 1.37 de [Sh71] qui lie 'indice de ramification et les stabilisateurs.

Proposition 1.7. On utilise les notations précédentes. Soient P € Xr, {Q1,...,Q}
limage réciproque de P par p, et ey, lindice de ramification de ¢ en Qy. On choisit
alors z, € H tel que mri(2x) = Qr on a alors la formule

€ = |:FI sz:| s

Z
ot f;k et T, sont toujours les stabilisateurs de z, dans leurs groupes respectifs.

On remarque ainsi, que seuls les points "au dessus" d’un point elliptique ou d’une
pointe peuvent étre ramifiés.

Cela permet d’énoncer la proposition suivante qui en découle en 'appliquant a
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Théoréme 1.8. Soit I' un sous-groupe de congruence de I'(1). Soit f : X — X(1)
la projection naturelle de degré d. Soit vy et v3 le nombre de points elliptiques de
période 2 et 3 dans Xr, et vy le nombre de pointes de Xr. Alors le genre g de Xr
est donné par

Pour finir cette partie, on donne 'exemple de X (N). En remarquant qu’aucun
des éléments de (L9) n’appartient a I'(N) pour N > 1, la proposition précédente
nous permet de calculer le genre gy de X (V) en fonction de v,, nombre de pointe
de X(N). On a

gN:1+——_.

Pour calculer v, on calcule 'indice de ramification des pointes, c¢’est-a-dire I'indice
de ramification des points "au dessus" de oo, on conclut grace a la formule (LI0).
Or on a les stabilisateurs suivants (voir [Sh71])

0w =((g 1)) o Ta=((y )

Donc l'indice de ramification de toutes les pointes est égal a N. Si 'on note d le
degré de 'application on a

.. d d
Voo =d/N d’ou gN—1+E+ﬁ-

Finalement on peut expliciter complétement gy, en calculant d = [F(l) (N )}
Si N =2, I, € '(2) et on obtient d = 6 et donc g, = 0.
Si N > 2 alors —I, ¢ I'(N) ainsi

T(1): T(N)] = (1) : T(N)] /2 = A I1 <1 - %) .

Finalement pour N > 2, on a

gN:1+]2V—j(N—6)H<1—i2>.

p|N p

1.1.4 Un autre point de vue sur les courbes modulaires
Liens avec les courbes elliptiques

Soit E'/K une courbe elliptique définie sur un corps de caractéristique nulle,
a alors, une équation de Weierstrass :

y2 =42 — o1 — ¢35,
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ol ¢9, c3 € K et A = ¢3 — 27¢2 # 0. On appelle j-invariant de E, noté jg,

O (1.12)
JE = A :
Soient E et E' deux courbes elliptiques définies sur C, E et E’ sont isomorphes
si et seulement si elles ont le méme j-invariant.
Soit E une courbe elliptique définie sur C. Alors il existe un réseau A de C tel
que E(C), 'ensemble des points complexes de E, soit isomorphe a C/A. On note g
de Weierstrass associée a A,

1

o 2 (e )

weA\{0}

pa(2) =

définie pour z € C \ A. Alors I'isomorphisme mentionné ci-dessus est

C/A —s E(C)

2 — (pa(2), £ (2)) (1.13)

Réciproquement a tout réseau de C on peut associer une courbe elliptique définies
par I’équation
y? = 4a® — go(AN)x — ga(A),
ou go(A) = 60G4(A), g3(A) = 140G¢(A) et

1

AL

Gi(AN) = Y

weA\{0}

On a ainsi une bijection entre les courbes elliptiques définie sur C et les réseaux
de C. Deux courbes elliptiques ainsi définies par A et A’ sont isomorphes s'il existe
A€ C* tel que A = MA.

Soit A un réseau de C et wy,wy € C tels que wy/wy € H. On s’intéresse ici a la
classe d’isomorphisme de la courbe elliptique E définie sur C et correspondant a A,
d’apres ce qui précede, la courbe elliptique définie par

N="7a07
)
est isomorphe a E. Ainsi pour chaque classe d’isomorphisme de courbe elliptique &,
il existe w € H tel que la courbe Ey € £ ou A = WwZ $ 7.

Enfin deux tels réseaux sont égaux s'il existe v € SLy(Z) tel que {w, 1) = v {(w’, 1).
Finalement I'application qui a une classe d’isomorphisme £ associe un élément w de
L(1)\H tel que E,zez € € définit une bijection entre les classes d’isomorphisme de
courbes elliptiques définies sur C et la courbe modulaire Y (1).

Cette bijection, explique le lien entre le j-invariant introduit au début de cette
partie et I'invariant modulaire introduit a la partie[LT.2l Soit 7 € H, on peut calculer
I'invariant modulaire associé & 7 noté j(7). Ce méme 7 conduit via la bijection,
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introduite plus haut, a une classe d’isomorphisme de courbes elliptiques définies sur
C, ayant toute le méme j-invariant je. On a alors

J(T) = Je

Dans toute la suite, on parlera indifféremment de l'invariant modulaire et du
j-invariant de E.

La loi de groupe induite par I'addition sur C/A, peut se transposer aux courbes
elliptiques, de sorte que 1'on peut munir les courbes elliptiques d'une loi de groupe
abélien sur ses points. On note O le neutre pour cette loi, End(E) le groupe des
endomorphismes de E et Aut(F), le groupe des éléments inversibles de End(FE).

Soit m € Z, alors la multiplication par m, notée traditionnellement [m] :

m]: E — FE
P+P+---4+P sim>0

P— m fois
—-P—-P—...— P sim<0

(1.14)

Dans la plupart des cas les multiplications par m seront les seuls endomorphismes
de E, de sorte que End(F) ~ Z. Si End(FE) est strictement plus grand que Z, on
dira que E a une multiplication complexe.

Soit E[N] le noyau de la multiplication par N, c’est-a-dire : les points de N-

torsion de E . Alors
Z 7

Nz NZ

Il existe une forme bilinéaire antisymétrique non dégénérée de E[N] x E[N] dans
le groupe des racines N-éme de 'unité appelée couplage de Weil noté ey(-,-). On
peut se référer a la partie I11.8 de [Si08] pour une construction du couplage de Weil.

Soit @y un isomorphisme entre E[N] et (Z/NZ)>. On dira alors que le couple
(E, ¢n) est muni d’'une structure de niveau N.

Soit E une courbe elliptique définie sur Q, alors le groupe de Galois Gal(Q/Q),
agit sur les points de torsions de E. En identifiant E[N] avec (Z/NZ)?, on obtient
ainsi une représentation galoisienne de Gal(Q/Q) :

pr : Gal(Q/Q) —s GLy(Z/NZ) (1.15)

E[N]

Cette représentation galoisienne joue un role important dans la suite et motive une
partie des résultats. Si on se restreint la question a N = p, un nombre premier :
J.P. Serre montre dans [Se72] que pour toutes courbes elliptiques définies sur Q
sans multiplication complexe, cette représentation galoisienne est surjective, a partir
d’un certain rang dépendant de la courbe elliptique. Il a alors conjecturé que ce
rang pouvait étre indépendant de la courbe elliptique. Actuellement, on pense que
p = 37 est un bon candidat pour cette conjecture. Pour étudier cette conjecture, on
suppose que py, (Gal(@/ (@)) n'est pas égal & GLy(Z/pZ), il est alors inclus dans un
sous-groupe maximal de GLy(Z/pZ). Or ces sous-groupes sont bien connus il s’agit

de :
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— Les sous-groupes de Borel, projection de I'y(p) modulo p

— Les sous-groupes dits exceptionnels, c¢’est-a-dire isomorphes a 2, &, As.

— Les normalisateurs de sous-groupes de Cartan déployés

— Les normalisateurs de sous-groupes de Cartan non déployés.
Serre a résolu la conjecture dans le deuxieme cas, Mazur dans le premier, et Yu.
Bilu et P. Parent dans le troisieme. En revanche le dernier cas est toujours ouvert.

Soit E une courbe elliptique définie sur C. On dira que (F, py) est muni d’une
structure de niveau N canonique si

en (on'(1,0),03'(0, 1)) = ™/~

Comme pour les courbes elliptiques, on peut relier les classes d’isomorphisme de
courbes elliptiques, munies d’une structure de niveau N, aux courbes modulaires.
Par isomorphisme on entend un isomorphisme f de E vers E’, tel que le diagramme
suivant commute

E[N] L E[N]

S

(Z/NZ)* = (Z/NZ)*

Alors on a une bijection entre les classes d’isomorphisme de courbes elliptiques
munies d'une structure de niveau N et la courbe modulaire Y (V). La bijection
explicite est traitée dans [Ma77].

1.1.5 De X(N) a Xy

Nous avons vu dans la partie que les courbes modulaires ont une structure
de surface de Riemann compacte. Un résultat classique de géométrie algébrique et
analytique, nous assure que les courbes modulaires ont une structure de courbe
algébrique complexe. Dans le cas des courbes modulaires de niveau N on peut étre
plus précis et montrer qu’il y a un modele standard sur Q ((x), que nous utiliserons
dans la suite. Par exemple la courbe X (V) est définie sur Q((x) et la courbe X (1)
est définie sur Q. On peut alors facilement déterminer le corps de définition des
courbes modulaires.

Quand on étudie une courbe algébrique, on s’intéresse généralement a leur corps
de fonctions. L’étude du corps de fonctions des courbes modulaires apporte beaucoup
d’informations sur celles-ci. Nous avons déja construit une fonction rationnelle sur
X (1) dans la partie [LT.2l En effet, 'invariant modulaire j est une fonction de degré
1 de Q(X (1)) non triviale. On a
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Le corps de fonctions de X (NN) est bien connu, une description compléte est don-
née dans le chapitre 7 de [DS05], ou encore dans le chapitre 6 de [Sh71]. Au dela des
éléments composant Q (¢,) (X (NN)), c’est la structure de celui ci qui nous intéresse.
En effet, Q(¢,,) (X (V)) est une extension galoisienne de Q(X (1)) de groupe de Ga-
lois GLy2(Z/NZ)/{+£I>}. Nous présentons dans la proposition suivante les propriétés
essentielles concernant les fonctions de X (V).

Proposition 1.9. Soit f € Q((y) (X(N)) on a les propriétés suivantes :

1. Soit 0 € SLo(Z/NZ) on a
f7=Ffoo,
ot d droite on considére f comme une fonction I'(N)-automorphe sur H, et

o est le relévement de o a I'(1) = SLo(Z). Le résultat est indépendant du choix
du relévement.

2. Soit 0 € GLy(Z/NZ) on a
C3 = C¥ete. (1.16)

3. La fonction f a un développement

F= 3 ad™ € Q) ().

k=ko

Alors pour o = (}9) le développement de f7 est

7= alq"™N.

k=Fko
L’action de Galois de o € GLy(Z/NZ) sur Q ({,) est donnée par

o (Cn) = Cseto'

De sorte que 1'on a Gal (Q (¢,) (X(N))/Q (¢n) (j)) = SLo(Z/NZ)/{£I>}.On a donc

les extensions galoisiennes suivantes :

Q (¢n) (X(N))
SLy(Z/NZ) {1} <
Q(G) (X(1)) | GL2 (Z/NZ) [{+1:}

(Z/NZ)* <

Q(X (1))



30 Chapitre 1. Courbes modulaires

Soit H un sous-groupe de GLy (Z/NZ) contenant —I5, on peut alors identifier
H avec un sous-groupe de Gal (Q (¢,,) (X(N))/Q(X(1))). On obtient par correspon-
dance de Galois un sous-corps de Q (¢,,) (X (N)) auquel correspond une courbe mod-
ulaire notée X¢. L'image de H par ’application déterminant est alors un sous-groupe
de (Z/NZ)™ isomorphe a Gal (Q(¢y)/Q) noté det(H). La courbe modulaire X est
définie sur Q((p)detH),

On peut relier cette construction algébrique des courbes modulaires, a la con-
struction géométrique vue dans la partie [LIT.3l On note G = H N SLy(Z/NZ), et
I un relevement de G a SLy(Z). La courbe X (C) est alors isomorphe a la courbe
modulaire Xr.

Les courbes modulaires générales peuvent également étre reliées aux courbes
elliptiques. Dans la partie précédente, nous avons vu que la courbe X (IV), classifie les
classes d’isomorphismes de courbes elliptiques munies d’une structure de niveau N.
Soit (E, ¢xn) un point de X (N). Alors GLy(Z/NZ) agit sur X(N). Cette action est
induite par I'action du groupe linéaire sur E[N] ~ (Z/NZ)*. Soit ¢ € GLy(Z/NZ),
'action de o sur les points de X (V) est définie par

o ((E,¢n)) = (E,00¢N).

Soit G un sous-groupe de GLy(Z/NZ) comme ci-dessus. On peut alors définir une
relation d’équivalence induite par les G-orbites de X (V) et définie par

(E,pn)R(E',¢y) <= E~F et dJo € G, ¢on=00y.
On a alors Xg = G\X(N) = X(N)/R.

1.2 La courbe modulaire X (p)

Dans la partie [LT.4] on a vu que le normalisateur du sous-groupe de Cartan
déployé, joue un role important dans I’étude de la représentation galoisienne associée
a une courbe elliptique. A ce jour la question de la surjectivité de cette représentation
reste ouverte dans le cas de normalisateur de sous-groupes de Cartan non déployés.
Dans la partie[2.1] nous verrons que la surjectivité de p, se ramene a la recherche des
points rationnels sur la courbe modulaire associée au normalisateur du sous-groupe
de Cartan non déployé de niveau p.

A partir de maintenant on se restreint a un niveau p premier impair.

1.2.1 Sous-groupes de Cartan non déployés et leurs normal-
isateurs

A tout sous-groupe G de GLy(F,), on peut associer une courbe modulaire. G
est alors inclus dans un sous groupe maximal. L’étude des sous-groupes maximaux
de GLy(F,), conduit a quatre familles : les sous-groupes exceptionnels, les sous-
groupes de Borel et les sous-groupes de Cartan déployés et non déployés et leurs



1.2. La courbe modulaire X/ (p) 31

normalisateurs. Nous nous intéressons a la derniere famille et commencons par définir
les sous-groupes de Cartan non déployés.

Soit = € [F), qui ne soit pas un carré dans F,,. De sorte que le corps [Fj2 est un
[F,-espace vectoriel de dimension 2 de base {1,a} ol « est une racine de X? — =.
F, [Z]* agit naturellement sur F,[Z]. Cette action induit une injection de F, [a]”
dans GL; (IF,). On appelle sous-groupe de Cartan non déployé , et 'on note Cys(p)
I'image de F, [a]*. On a la présentation suivante de Cps(p) :

e ={ (5 ). @nem (0.0, (L7

De sorte que 1'on a |Cps(p)| = p? — 1. Si p = 3 (mod 4), on peut prendre = = —1.
Soit C%(p)
Cos(p) = {g € GLa(F,) | 9Cus(p)g ™" = Cus(p)}.

le normalisateur de Cps(p).
Tout d’abord, un petit calcul permet de voir que

<(1) _01> € Co(p).

Pour déterminer le normalisateur completement, on le fait agir par conjugaison
sur Cps(p). Soit S € Cf(p) C GLo(F,), on a alors le morphisme induit,

Cns H CHS
(p) (p)_1 (1.18)
X = SXS
En identifiant, le sous-groupe de Cartan non déployé avec F, [=]*, on obtient un
automorphisme de corps
Fp— T
e (1.19)
X — STS
Comme [F,2 : F,] =2, il n’y a que deux automorphismes de corps : I'identité et
la conjugaison. Si I'automorphisme trouvé est 'identité, alors s commute avec tous
les éléments du corps et donc s € F; et par suite S € Cys(p). On a donc construit
une application de C;(p) dans Aut(F,2/F,) de noyau Cps(p). Ainsi Cys(p) est d’'indice
2 dans C(p) de sorte que l'on a

ez =t (5 4 D=0 ) (5 ) @nerrioo

(1.20)
On a donc |C(p)| =2 (p* — 1)

Remarque 1.10. Si on choisit un autre élément = qui ne soit pas un carré de [F,
on obtient un sous groupe conjugué.
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1.2.2 La courbe modulaire X, (p)

Pour définir la courbe modulaire associée a C,(p), on suit la présentation faite
dans [LT.5 On plonge C/(p) dans le groupe Galois

Gal(Q(¢p) (X (p))/Q(1)) ~ GLa(Fy) /{+ 12}

On peut se référer a la figure page pour avoir une représentation des ex-
tensions de corps utilisées ici. Par correspondance galoisienne, on construit alors la
courbe modulaire correspondant au sous-corps Q(,)(X (p))%=®). L'image de C.L(p)
par le déterminant est (Z/pZ)*. De sorte que, la courbe X1 (p) est définie sur

(@(Cp)(l/w)X =Q.
Géométriquement, en notant I'yg(p) le relevement de Ci(p) N SLy(Z/NZ) au
groupe modulaire, on a la bijection

X (0)(C) = Tus(p)\H.
Le lemme [BI11l Lemma 2.3] dit & Yu. Bilu et M.Illengo, nous permet d’étudier
les pointes éventuelles de X% (p), et leurs représentations dans la bijection ci-dessus.

Soit M, = ((Z/pZ) x (Z/pZ)) \ {(0,0)}, et Gy = C(p) N SLa(Z/pZ). Alors
G1\M,, ~ {pointes}.

On obtient la proposition :

Proposition 1.11. Les pointes de X[ (p) sont en bijection avec les ensembles
L.={(r,y) € M, 2* — Zy* = +c},
ot c € ¥ /{#1}. Ainsi la courbe X (p) posseéde (p —1)/2 pointes.

Démonstration. Pour démontrer cette premiere proposition, on montre que chaque
L. est stable sous 'action de GG;. Soit M € (G; donnée par

M = (a :Z)), avec a® —Zh? =1
b a

a Zb) (xz) _ [ax+ Zby
b a y] \ bx+ay
De sorte que 1'on a

(az + Zby)* — E (bx + ay)® = 2 (a* — 2b%) — Ey” (-2b” + ) = ¢,

et (x,y) € L. on a alors

et (ax + Zby, bxr 4+ ay) € L.. La méme vérification fonctionne avec la matrice

b %)

Et les ensembles L. sont bien stables par G;. On conclut la preuve en vérifiant la
transitivité de ’action. O
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Les pointes de X,f(p) sont définies sur le sous-corps réel maximal de Q((,), noté
Q(¢)"T = Q(¢p + (). Ainsi le groupe de Galois Gal (Q(¢,)"/Q) ~ FX/{£1}, agit
sur les pointes.

L’action naturelle de C,(p) sur F>\ {(0,0)} induit une action sur les pointes. Au
vu de la démonstration de la proposition [LT1], cette action est entierement déter-
miner par le déterminant de la matrice.

Soit H un sous-groupe de F’ contenant —1. On définit le sous-groupe de Ct(p),
Gy par

Gy ={g€Cli(p):detge H}. (1.21)

En particulier, Gx = C;/(p) et G{1y = G1. Ainsi G agit sur les pointes de X, (p).
Soit ¢ une pointe, L. I'orbite associée et H comme ci dessus on a alors

Gu-L.=Leq.

Notons d = [F : H|, Paction de G sur M, a exactement d orbites. Chaque orbite
est définie sur K = Q((,)", sous-corps de Q((,) de degré d.

A partir de ces orbites on peut trouver un systeme de représentants des pointes
dans QU {oo}. Soit ¢ € F5/{£1}, et (z,y) € L, tels que

Soit
1 =
M, = ( ‘7 “y> € SLy(F,).

—c 'y x

On note o, € SLy(Z) un relevement de M. Cette matrice vient directement de la
proposition [[L13] ci-dessous. L’algorithme [Il donnera un moyen rapide pour effectuer
un tel relevement. Alors I'ensemble

{oc(00), c € Fp/{+1}},

est un systeme de représentants des pointes.
Intéressons nous a présent a la ramification de XX (p) — X (1), d’apres ce que
nous avons vu dans la partie [LT.3] le degré est égal a

[SLo(Z) : Tws(p)] = [SLe(Z/pZ) : G| = 2(p? —pl)_/?p Y _ p(pz— 1)_

De sorte que chaque pointe a un indice de ramification égal a p.

Afin de déterminer le genre de la courbe Xt (p) nous devons étudier la ramifica-
tion au dessus de i et e*7/3 = p.

Or la proposition 7.10. de [Bal(], nous donne le nombre de points elliptiques de
X £(p). Nous en donnons ici une version adaptée a notre situation.
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Lemme 1.12. Soit v, v3 le nombre de points elliptiques de Xt (p) d’ordre 2 et 3
respectivement. On a alors

el gip=1 (mod 4) 1sip=2 (mod 3)
—) 2 _
V2= { P2 sip=3 (mod 4) €t V5= 0 sinon (1.22)

On en déduit le genre de la courbe

’% sip=1 (mod 12)

®=5)° i =5 (mod 12)
Xtp) ={ T SIP=

Pl i) =11 (mod 12)

(1.23)

Le genre d'une courbe a une influence toute particuliere sur le nombre de points
entiers de celle-ci. En effet, un théoreme de Siegel [Si29] assure qu’une courbe de
genre ¢, avec Vs, pointes vérifiant

2—-29— 1y <0,

a un nombre fini de points entiers. La formule trouvée pour le genre de X (p) nous
permet d’affirmer que, si p > 7 la courbe Xt (p) n’a qu’'un nombre fini de points
entiers. La preuve du théoreme de Siegel n’étant pas effective, la description de
ceux-ci reste une question ouverte, c’est 'objet du chapitre 2l Nous supposerons
donc dans la suite p > 7.

Pour conclure cette partie, nous allons chercher le domaine fondamental associé
a une courbe X[ (p). D’apres ce que 'on a vu dans la partie [LT3] il nous suffit
de trouver un systeme de représentants de I',\I'(1). Pour cela il suffit de trouver
un systéme de représentants de G1\SL2(F,). On utilise alors la proposition 6.3.
de [Bal0] qui nous donne :

Proposition 1.13. Pour tout c € F), on choisit un élément de (z.,y.) de L.. Alors
l’ensemble

1 =
S:{(C Te _yc+axc>’ oaceF;,aer},

—c Yy, T.—a
est un systéme de représentants de G1\SLy(IF,)

On retrouve la matrice M, introduite plus haut pour représenter les pointes. Il
nous reste maintenant a relever chaque matrice de S a SLy(Z). Pour cela on utilise
I’algorithme suivant

Démonstration. Pour obtenir U et V', on effectue des opérations sur les lignes et les
colonnes. Le théoréeme des diviseurs élémentaires nous assure alors leurs existences.

On vérifie alors
1

1—&1

WUMVX = ( ?) (mod p).

€SLy(Z)
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Algorithme 1 Relever une matrice de SLy(F,) a SLy(Z)

ENTREES: M € My(Z) telle que det(M) =1 (mod p).
SORTIES: N € Sly(Z) telle que N = M (mod p).
1: On cherche U,V € SLy(Z) telles que

UMV = <“1 0) € SLo(Z/pZ).
0 (05}

L a9 1 L 1 —Qa9 .
v (,000) x=( 1)

1 0) v1y-1
o 1>X VL

2: On pose

3: Retourner N := U~ 'W—! (

Enfin N € SLy(Z) comme produit de matrices de SLy(Z) et
N =M (mod p).
O
Cet algorithme conjugué a la proposition [L.I3] nous permet donc de trouver un
systéme de représentants de I'/ \I'(1).
Un systeme de représentants est dit optimal X si

(01,02 € £ | 01(ic0) = 0a(ic0) mod T',) == o1 (io0) = 7a(i00).

On peut toujours trouver un systeme de représentants optimal & partir d’un systeme
de représentants . En effet, la I'} -équivalence de oq(ico) et oq(ico) définit une

relation d’équivalence sur Y. Soit oy, . .., 0, une classe d’équivalence. Alors il existe
Yoy -« oy Ym € Tk tel que o1 (ic0) = 7y, 0 oy (ic0) pour k = 2, ..., m. On remplace alors
02,...,0m PAT Y20 09,...,%m © 0. En recommencant l'opération pour toutes les

classes d’équivalence on obtient un systeme de représentants optimal.
Dans la suite on fixe ¥ un systéme de représentants optimal. D’apres (L8) un
domaine fondamental de X (p) est donné par

A= | o(D) (1.24)

oEY

L’utilisation d'un systeme de représentants optimal, nous permet d’obtenir des do-
maines connexes autour de chaque pointe. Dans la figure [[L2], nous avons représenté
un domaine fondamental de X (7). A priori le domaine obtenu par la méthode
précédente n’est pas connexe, mais en utilisant des éléments bien choisis de I'}, on
peut le rendre connexe.
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T =0
A
t70(P)
L 0 L~ 0l
SAKE
Co C3

FIGURE 1.2 — Domaine fondamental de X (7)

Pour finir cette partie nous introduisons deux notions utiles dans la suite. Soit
P un point de X (p)(C). On notera 7 = 7(P) I'image de P par la bijection

X(p)(C) = T(p)/H.

Soit A un domaine fondamental de X (p) donné par (I.24]). On a alors une projec-
tion naturelle de A sur D donné par

A—D

T+ 0, (1) ouT € oyD) (1.25)

On notera 79(P) I'image de 7(P) par cette projection. On remarque que pour tout
P e X} (p)(C), on a |r(P)| > 1 et Im(p(P)) > %2

Pour toute pointe ¢ on note €. et on appelle voisinage de ¢ dans X (p)(C),
I’ensemble :

2. = image de ( U O’DO) U{c}. (1.26)
o(ico)=c

ou D° = D\ {7||r| = 1 ou Re(r) = 1/2} Les ensembles 2. sont disjoints, et re-
couvrent X f(p)(C) privée des points tels que |75(P)| = 1. Dans le figure [L2], on a
représenté en gris le voisinage (2., de cs.

Soit P € XL (p)(C), on dira que c est la pointe la plus proche de P si 7(P) € Q..
Dans le figure [L.2] la pointe la plus proche de P est cy. Par abus de langage, il nous
arrivera de dire que P appartient a €2,
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Enfin, pour effectuer des calculs nous aurons besoin d’un parametre local. La
fonction 7+ ¢(7) = ¢*™" est une fonction analytique sur H (cf partie LIT2, qui
s’annule en ico; on l'appelle g-paramétre. Soit ¢ une pointe de X (p), on définit
le g-paramétre en ¢ comme suit. Soit o € 3 tel que o(ico) représente c. Alors le
g-parametre en ¢ est défini par g. = ¢ o o~ !. Plus explicitement on a

qc<P) — 621'7TT0(P).

Puisque X est optimal, ¢. dépend seulement de X2, mais pas du choix particulier de o.
La fonction ¢, est analytique sur H et s’annule en o(ico). Comme pour P € ). on

a Im(m(P)) > v/3/2 d’on
lge(P)] < e™™3 < 0.0044. (1.27)

L’indice de ramification de I'application Xt (p) — X (1) en chaque pointe étant
p, Papplication P — ¢!/? est un parameétre local en ¢ de sorte que pour une fonction
u sur X (p) on a
Ord.u
p

Ces définitions vont nous permettre de faire des calculs sur la courbe modulaire,
ainsi que sur ses fonctions. On a toujours le g. développement de I'invariant

Ord,u = (1.28)

1
§(T) = —+T744-+196884q,+214937604>+864299970¢>+20245856256 ¢+ - - . (1.29)

dc






CHAPITRE 2

POINTS ENTIERS SUR LA COURBE
_|_
Xis(p)

La courbe X (p) est une courbe algébrique définie sur Q. On définit la var-
iété affine Y. (p) comme la courbe X[ (p) privée des pointes. On note Y1 (p)(Q)
I'ensemble des points rationnels de Y,f(p). On considére a présent les points entiers
de Yt (p), c’est-a-dire les points de Y. (p) ayant des coordonnées entieres. J.P Serre,
a montré dans [Se97] que les points entiers P de Y, (p) sont les points rationnels
vérifiant j(P) € Z.

Le but de ce chapitre est de trouver, étant donné un nombre premier p > 7, tous
les points entiers de Y. (p). Pour cela nous utiliserons la méthode de Baker. Nous
serons amenés a manipuler des objets techniques tels que les unités modulaires et
les formes de Siegel que nous introduirons dans les paragraphes et 2.2 Dans la
partie[2.6] nous conclurons ce chapitre en trouvant une borne générale explicite pour
j(P) ou P est un point entier de X (p). Cette premiere approche a été introduite
dans [BS12], on obtient une borne théorique permettant de démontrer le théoreme
de Siegel dans notre situation de maniere effective. Elle a le mérite d’étre totalement
explicite. Malheureusement, cette borne est beaucoup trop importante pour espérer
énumérer tous les cas possibles. Dans le chapitre [3] nous entamerons une étude plus
approfondie basée sur des méthodes introduites dans [BH96], nous permettant de
trouver tous les points entiers d’une courbe donnée.

On rappelle que dans tout ce chapitre p désigne un nombre premier supérieur ou
égal a 7.

2.1 Interprétation modulaire des points entiers et
premieére remarque

Dans ce paragraphe les résultats ne dépendent pas de la primalité de p et reste
valable pour un entier quelconque. Les références données ci-dessous établissent des
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énoncés pour un entier N quelconque.

La courbe modulaire X (p) est définie sur Q, ses points rationnels correspon-
dent & des classes d’isomorphisme de courbes elliptiques ayant certaines propriétés.
Nous allons décrire une interprétation modulaire des points rationnels on suivra
notamment 'appendice de [Se97] et 'article de [Bal(].

On note Y (p), la courbe X (p) privée de ces pointes. On rappelle (cf. partie [LT.5)

que le groupe de Galois Gal (@/Q) agit sur Y (p)(Q). En effet soit o € Gal (@/@),

et (E,¢,) € Y(p)(Q) on a alors

7 ((E,¢p) = (E7, ¢po0).

Cette action induit la représentation galoisienne p, (cf. (LIH)).

Considérons maintenant un point rationnel P de XX (p), c’est-a-dire un point de
X1 (p)(Q) stable par Gal(Q/Q). Alors P s’identifie & un élément de X (p)(Q)/C.(p).
C’est-a-dire une classe d’isomorphisme de courbes elliptiques F, munies d'une C;f,(p)
classe d’équivalence de structure de niveau p notée ,. On rappelle que deux struc-
tures de niveau p, (E,p,) et (£, ¢)) sont C,f,(p) équivalentes s'il existe M € C,f,(p)
telle que

op =M - ‘P;;-

Comme P est stable par ’action du groupe de Galois il est clair que E est définie

sur Q. De plus, on doit avoir au vu de ce qui précede

Vo € Gal(Q/Q), ©p € Pp,

ou encore

Vo € Gal(@/@), dM, € C;;(p) PpCO = M, - Pp>

et donc 'image de Gal(Q/Q) par la représentation galoisienne p, (cf (LIH)) est
incluse dans C/ (p). Dans [Se97, Appendice A.5 |, J.P Serre montre quun point
entier est un point rationnel vérifiant j(P) € Z.

Finissons cette partie avec une remarque sur le g.-parametre d’'un point entier.
On a le lemme suivant

Lemme 2.1. Soit P un point de X.£(P), on a alors I’équivalence suivante
(P)eR ou |np(P)|=1<= j(P) e R.

Démonstration. Commencons par le sens direct. Si ¢.(P) € R alors au vu de (L.29),
on a clairement j(P) € R. Si maintenant 7o(P) =1 on a

J(1o(P)) = j(=1/(P)) = j (~7a(P)).

D’autre part, on a ¢(—7) = ¢(7), pour tout 7 € H et donc
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On en déduit que si |[7p(P)| =1 on a

J(mo(P)) = j(1o(P)).

On remarque que l’ensemble des points vérifiant ’assertion de gauche forme un
ensemble connexe de D. En effet si ¢.(P) € R et 79(P) € D on a alors Im (75(P)) =0
ou 1/2. On représente ci-dessous 1’ensemble en question :

A

homéomorphisme
_—

FIGURE 2.1 - j(P) € R

On voit que I'ensemble en question est homéomorphe a un cercle privé d’un point
(correspondant au point a 'infini).
Pour le sens indirect, on considere I'application continue bijective

FN1\H — C

T — (1) (2.1)

Alors I'image réciproque de R par cette application est homéomorphe & un cercle
privé d’un point. Si on a donc un point vérifiant j(P) € Ret ¢.(P) ¢ Ret |70(P)| # 1
on ajoute alors un point a notre ensemble et on obtient une image réciproque qui
n’est plus homéomorphe a un cercle privé d'un point.

O

Ainsi, si j(P) € Z on a soit 7o(P) appartient & la demi-droite [e2™V3/2 joo[ de
sorte que ¢.(P) <0et j(P)>0(ona j(ee%m@p) = 0); soit il appartient a [i, co[,on
a alors q.(P) et j(P) strictement positif. Soit il appartient au segment hyperbolique
Ji, e%™V3/2[ et alors j(P) €]0,1728].

2.2 Fonctions de Siegel

2.2.1 Définitions

Poursuivons notre étude de la courbe X[ (p) en étudiant certaines de ses fonc-
tions. Pour cela comme bien souvent nous allons définir des fonctions de X (p), puis
en prenant la norme galoisienne nous en déduirons des fonctions sur notre courbe.
Pour commencer nous introduisons les fonctions de Siegel a 1'aide des formes de

Klein.
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Soit 7 = (ry,79) € Q*\ Z?, on note &,.(7) la forme de Klein associée a r. Elles sont
définies a partir de la fonction o de Weierstrass, comme par exemple dans [KL81]
ou dans [KSI0]. On a une présentation des formes de Klein sous forme de produit
infini comme dans [EKS11] :
im"g(rlfl)q%rl(rlfl)(l . qr162i7rr2) IO_O[ (]' - qn+r162zm‘2) (1 _2qn7711672””12)
n=1 (1—q")

E(7"177’2)(7_) =e€

(2.2)
Les formes de Klein sont des fonctions holomorphes sans pdle ni zéro sur H.

Dans la suite, nous utiliserons plusieurs ensembles isomorphes. Il convient de fixer
les notations. Ainsi nous noterons toujours a les éléments de (Z/pZ)* ~ (p~'Z/7)’.
Le contexte imposera toujours le choix de I'un des deux ensembles. Enfin nous
noterons a un relévement de a a p~1Z2.

Les formes de Klein ont les propriétés suivantes

2
Proposition 2.2. Soit a = (a1/p,az/p) un relévement de a € (%Z/Z) , ety =

a b
<c d) € I'(p) on a alors

tiov(7) = (e — d)_lkva = (e — d)ea(y)ta(7),

ot e5(7)* = 1, plus précisément on a

5~(’7) _ _(_1)(a;101+§a2+1)(a771a2+§a1+1)6i7r<ba%+(d—a)a1a2—ca%)/pQ
a = .

De plus si @' = (a}/p,as/p) est un relévement de a € iZQ \ Z? est tel que a = a’
mod Z? on a
6 (1) = o b (1) = 60 (1) (2.3)

ol €54 est une racine de l'unité d’ordre divisant 2p.

Démonstration. Voir la propriété K3 de [KL81, Propriété K3] p. 28 pour la premiére
partie. La deuxiéme partie est donnée par la proposition 2.3 de [KS10]. O

Au travers de cette proposition, on voit que les formes de Klein sont "presque"
stables sous l'action de I'(p). En effet on peut supprimer la racine de 1'unité en
élevant a une puissance judicieusement choisie. Reste, alors, le terme (e — d)7!.
Pour le neutraliser, nous allons utiliser la fonction 1 de Dedekind introduite a la
définition [[L3l La fonction ainsi construite, sera appelée fonction de Siegel,

Définition 2.3. Soit & un relevement de a = (ay/p,as/p) € %ZQ/ZQ, on appelle
fonction de Siegel la fonction gz définie par
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En utilisant les formules (L4) et (Z2)), on obtient la formule

gé(T) _ _qu(al)/2e7ria2(a171) 10_0[ (1 _ qn+a1 e2m’a2) (1 _ qn+1*a1€*2m'a2) ) (2.4)

n=0

ou By(T) =T? — T + # est le second polynéme de Bernoulli.

Cette formule nous permet d’étudier plus précisément le comportement de g,.
Par exemple on voit qu’elle a un zéro ou un péle en oo d’ordre By(a;)/2. On peut
faire une analyse plus fine du comportement des fonctions de Siegel au voisinage de
00.

Dans la suite on utilise la notation O(-) signifiant

A=0:(B)«=|A|<B (2.5)
Cette notation nous permet d’expliciter les constantes des O(-) classiques.

Proposition 2.4. Soit a un relévement de a = (ay,as) € (p1Z/Z)? et 0 < a; < 1.
Soit n un entier positif. Alors

BQ(al) = a1 2mia —a1 ,—2mia
log |ga(q)| = =25 logla| + 3 (log |1 — ¢ e 4 log |1 — g +1mene i)
k=0
+ 01(2.02|¢|™).
(2.6)
Démonstration. Nous devons seulement évaluer la somme
Z (log ‘1 . qk+a1 e2miaz| 4 log }1 . qk+17a1€f2m'a2 ) .
On rappelle que |g| < 0.0044.
De plus on a le lemme général suivant :
Lemme 2.5. Pour |z] <r <1ona
—log(1 —r
‘log|1+z\‘ < #M (2.7)

En appliquant ceci a chaque terme de la somme avec r = 0.0044, on obtient

n+ai n+l—aq
L oozld™™™ +1dl

< 2.02|q|",
I~ 4

comme voulu. O
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Comme d’apres ([ILH)), pour tout v = (Z Z) €I'(1), on a

n** o y(1) = (er — )0 (7).

La fonction g vérifie pour tout v = (Z d) e I'(p)

ga(m)!% 0y = (er — d) "' (1) (e — ) P2 = g3 (1) (2.8)

De sorte que g,?p soit ['(p)-automorphe de poids 0. De plus au vu du développement
en produit de la fonction g, Z4) on a g2 € Q(¢,)(X (p)). Désormais on notera wuz
la fonction g5*".

De plus, I'égalité ([23) nous assure que uz = uz si a =a mod Z%. Ainsi la
fonction wz ne dépend pas du choix du représentant de a. La fonction u, est bien
définie pour un élément a non nul de groupe abélien (p~'Z/Z)?. Dans la suite on
notera u, au lieu de uz et 'on fixera pour chaque a non nul son relévement a vérifiant
0< ai, o < 1.

Les fonctions u, ont la propriété remarquable suivante. L’action de GLy(Z/pZ)
sur (p~'Z/7Z)? est compatible avec 'action de Galois a droite de

Gal(Q(¢) (X (1) /Q()),

isomorphe & GLy(Z/NZ). En effet pour a € (N'Z/Z)? non nul et 0 € GLy(Z/NZ)
on a (cf p.36 de [KL8&1])
Uao = UZ. (2.9)

a

De plus, le groupe SLy(F,) ~ I'(p) /T'(1) agit naturellement (& gauche) sur I’ensem-
ble des points X (N)(C) identifié avec le quotient T'(N)\H. Cette action est, elle
aussi, compatible avec les deux autres. Soit a un élément non nul de (p~'Z/Z)?* et
0 € SLy(Z/NZ) on a

Uay = Uy = Uy O O.

Ces actions sont détaillées dans [BP10, secion 4.2].

On attire 'attention, sur la coexistence de plusieurs actions. L’action a droite
de GLy(Z/pZ) sur I'ensemble M,, correspond a l’action de Galois sur les fonctions de
Siegel. Alors que 'action a gauche correspond a l'action de Galois sur les pointes.

2.2.2 Unités modulaires sur X (p)

Les unités modulaires sont des fonctions n’ayant ni zéro ni pole en dehors des
pointes. Elles jouent un role important dans la théorie des courbes modulaires et de
leurs fonctions. Notre méthode repose sur I’existence de deux unités modulaires mul-
tiplicativement indépendantes. Pour construire de telles unités nous allons utiliser
la théorie déja existante, en utilisant les fonctions de Siegel. Le but de cette partie
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et de la suivante est d’introduire les unités modulaires sur Xt (p) ainsi que leurs
propriétés.

Commengons par voir que les fonctions u, sont des unités modulaires sur X (p).
Au vu de (Z4), sur D, la fonction u, = ¢gl* a uniquement un zéro ou un pole
potentiel en co. De plus X (p) est en bijection avec I'(p)\H. De sorte que les zéros
et les poles de u, sont des pointes. Donc u, est bien une unité modulaire.

Considérons le groupe abélien libre engendré par les diviseurs principaux des
unités modulaires (uy) ot a € (p~'Z/Z)? \ {(0,0)},. Les diviseurs de u, sont a
supports sur les pointes, ainsi le rang du groupe est majoré par le nombre de pointes.
De plus, les diviseurs principaux sont de degré 0, ce qui nous donne une relation sur
le groupe. On a ainsi un groupe abélien libre de rang au plus v, (X (p)) — 1. En fait,
ce rang est maximal, c’est 'objet du théoreme suivant.

Théoréme 2.6. Les diviseurs principaur (ua) engendre un groupe abélien libre de
rang vao(X (p)) — 1.

Démonstration. Une preuve de ce théoréme se trouve dans le livre [KL81] au Chapitre
2, Théoreme 3.1. U

On a alors la relation suivante sur les fonctions u,.

Proposition 2.7. Avec les notations ci-dessus, en rappelant que l’on note

M, = (pZ/Z)* \ {(0,0)}.

On a

IT te=+p™.
acM,

Démonstration. Commencons par montrer que [],c M, Ua est constant. Pour tout
o € GLy(F,), la formule (29)), entraine

(H ua) = ] wva= II vao= ]I va (2.10)

acMp aeMy aeMp a€Mp

par stabilité de M, sous l'action de GLy(F,). De sorte que [lacns, ta est stable
sous I'action du groupe de Galois Gal(Q((,)(X (p))/Q(X(1))) et donc est une unité
modulaire de X (1). Seulement X (1), a une seule pointe et donc les unités modulaires
de X (1) sont constantes de sorte que

II ua €@ (2.11)

acM,
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A Taide de la formule (Z4)), on évalue u, en oo (24), et on obtient :

H Uy = W H lo_O[ (1 o qn+a1€27ria2>12p(1 o qn+1—a16—27ria2)12p
acM, (al,ag)GMp n=0
=w J[ (1)t en évaluant en ¢ =0 (2.12)

(a1,a2)eMp
a1=0

_ wspp(l)wp — W - p12p.

ou w est une racine de I'unité et ¢, et le p-éme polynéme cyclotomique. Les seules
racines de I'unité rationnelles sont +1. D’ou la proposition. O

Puisque u, n’a ni zéro ni pole en dehors des pointes, u, et u;' sont entiers sur
I'anneau C[j]. En fait on a un peu plus :

Proposition 2.8. Soit a € M,,. Alors u, et (1 — (,)"*Puyt sont entiers sur Z[j].

Démonstration. Voir [BP10, Proposition 4.2 :(i)]. O

2.3 Unités modulaires sur X (p)

2.3.1 Construction d’unités modulaires

Nous présentons dans cette partie une méthode de construction d’unité modulaire
sur X.f(p). Signalons que cette méthode est valable pour n’importe quelle courbe
modulaire X, il suffit de remplacer dans la suite le groupe Cf(p) par G.

Dans la partie précédente nous avons construit des unités modulaires sur X (p).
C’est-a-dire des fonctions de Q((,)(X(p)), ayant des zéros et des pdles uniquement
sur les pointes. On peut déduire de ces fonctions sur X (p), des fonctions sur X (p).
En utilisant Pextension galoisienne Q((,)(X (p))/Q(X5(p)), de groupe de Galois
Cl(p) et la norme induite, on construit une unité modulaire sur X (p). Plus pré-
cisément, si H est un sous-groupe d’indice d de F, contenant —1 on définit Gy
comme dans (L21)). Alors Gy agit a droite sur M, Notons O une orbite pour cette
action. De méme que dans la proposition [L1]], on a une équation pour les orbites a
droites, elles sont du type :

O, = {(z,y) € M, 2* ==7'y* € aH} (2.13)

oua€Fy/H. On a ainsi d orbites. Définissons maintenant les fonctions qui vont
nous intéresser :

uo = [] ua (2.14)

acO

Par construction, on a pour tout o € Gal(Q(¢,)(X (p))/Q(¢) (X (p))%H,

u%z(Hua>U:Hug: T e — uo,

acO acO acOo
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de sorte que up est un élément de Q((,)(X(p))e" = Q(¢)" (X,5(p)). On notera
dans la suite K = Q(¢,)", on a donc [K : Q] = d.

Remarque 2.9. On aurait pu tout aussi bien se contenter de travailler avec le
groupe G4i. On aurait alors construit des fonctions de Q(¢,)*. L’utilisation d’un
groupe intermédiaire entre G1; et C.t,(p) nous permet de travailler dans un corps plus
petit que Q(¢,)". D’un point de vue algorithmique, ceci a une importance capitale.
En effet, nous aurons besoin de calculer un systéeme d’unités fondamentales, ou du
moins de rang maximal. Ce probleme est un probleme difficile a résoudre en général.
Il est préférable de travailler dans des corps aussi petits que possible (de degré
et de régulateur petits). A 'opposé, si nous utilisons le groupe C(p) tout entier,
nous n’aurions qu’une seule orbite de pointes. Or nous avons vu au théoreme [2.6]
que le nombre de pointe est intimement lié au rang du groupe engendré par les
stabilisateurs.

Pour tout a,b € F)/H, on peut choisir o, € C(p) tel que det oy, = b, on définit
I’action de b sur O, par

b- Oy = Oy0p = {(:an) : (ZL‘,y) < Mpv z? — EilyQ S (le}

Le méme calcul que celui de la démonstration de la proposition [L.TI], montre que
I’action de o, ne dépend que de la classe modulo H du déterminant de oy,. Ainsi cette
action dépend uniquement de bH, et ne dépend ni du choix d’un représentant b ni
du choix de g,. On définit ainsi une action de Gal(K/Q) sur les orbites de M,,/Gy.
Par extension, on définit 'action sur les fonctions up. Soit 0 € Gal(K/Q), on a alors

UH = Uos (2.15)

Ainsi toutes les fonctions que nous avons construites dans (214 sont conjuguées
sur Q.

On a I'analogue du théoreme 2.6, dans ce cas. Il relie le rang du groupe engendré
par les diviseurs et le nombre d’orbites de pointes.

Théoréme 2.10. Soit v, (X, (p)), le nombre de pointes de la courbe XX (p). Soit
H un sous-groupe de ) contenant —1. On a vu dans la partie [L2.2, que H agit
sur les pointes de la courbe. On note v (XX (p)) le nombre d’orbite ainsi obtenues.
Alors le groupe engendré par les diviseurs des fonctions (up), ot O parcourt les Gy
orbites de M, est un groupe libre de rang vE (X (p)) — 1

Remarque 2.11. Dans la remarque faite plus haut on expliquait I'importance de
travailler dans un corps le plus petit possible. Dans la suite nous aurons besoin de
deux unités modulaires multiplicativement indépendantes. Il faudra donc trouver
un corps le plus petit possible dans lequel le groupe engendré par les diviseurs des
unités modulaires ainsi construites a un rang supérieur ou égal a 2. Or nous pouvons
facilement compter ce rang avec le théoréme précédent, en effet on a v (X1 (p)) = d,
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on doit donc prendre d supérieur ou égal a trois. Pour chaque nombre premier p on
cherche alors le plus petit diviseur supérieur a 3 de (p — 1)/2. Malheureusement il
arrive que ce nombre d ne soit autre que (p — 1)/2 lui-méme. Comme par exemple
pour p = 47,59,83,.... Les nombres premiers p tels que 2p + 1 est un nombre
premier sont appelés nombre premier de Sophie Germain . On a tres peu de résultats
concernant ces nombres, on conjecture qu’il y en a une infinité. Le plus grand premier
de Sophie Germain connu est 18543637900515 x 2666667 _ 1

2.3.2 Une unité modulaire spéciale

Dans les parties précédentes, on a construit des unités modulaires vérifiant les
conditions requises. Pour cela nous avons di utiliser les fonctions g'?, pour obtenir
une fonction sur X (p). Cette puissance p-eéme, aura 'inconvénient de ralentir consid-
érablement notre algorithme, notamment en faisant intervenir des "gros" coefficients
dans les diviseurs des unités modulaires. Dans notre cas, la puissance 12p peut étre
remplacée par une constante plus petite. Pour cela on utilise la forme particuliere
des orbites O,.

Les propriétés que nous décrirons dans les deux prochains paragraphes sont énon-
cées pour un nombre premier p. Cependant elles restent vraies, avec une légere
modification des énoncés, pour des nombres entiers.

Relations quadratiques

L’idée principale est d’utiliser les relations quadratiques décrites le théoreme 5.2.
de [KL&I1].

Théoréme 2.12. A chaque élément non nul a = (ay,as) € (Z/pZ)?* on associe un
entier m(a). On fize a — & un relévement de l’ensemble (Z/pZ)*. On note

M= > m(a). (2.16)

ac(Z/N7)2
a#0

1. Alors
I &® (2.17)

ac(z/pz)?
a#0

est T'(N)-automorphe (de niveau —M ) si et seulement si

> ma)ai= Y m@a= > mla)aa;=0. (2.18)

a€(z/pL)? ac(z/pz)? a€(z/pz)?
a#0 a#0 a#0

2. Sip>5, alors
I 4@ (2.19)

ac(z/pL)?
a#0

est I'(p)-automorphe (de niveau 0) si et seulement si on a (2.I8) et 12 | M.
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On remarque que 'on a 1’égalité

M &®= ] e®.ame (2:20)
a€(z/pz)? a€(2/p7)?
a#0 a#0

ou A = n*,

De plus, la deuxiéme partie du théoréme entraine que le produit (ZI9) est une
fonction de C(X (p)) ; en développant la fonction en série on s’apergoit que la fonction
appartient plus précisément a Q(¢,)(X(p)).

Nous devons faire attention, contrairement a ce qui se passait pour les fonctions
de la partie précédente, les fonctions définies par (ZI9) dépendent du choix d'un
représentant a de a. On a la proposition suivante :

Proposition 2.13. A tout élément non nul a € (Z/pZ)? on associe un entier m(a)
et on fire deux relévements distincts a v+ a et avr> a' des éléments non nuls de
(Z/pZ)?. Il existe, alors, une racine 2p-iéme de ['unité notée ¢ telle que

[ &®=c I e®. (2.21)

a€c(z/pz)? a€c(z/pz)?
a#0 a#0

Si, de plus, 12 | M, ou M est défini par (210)), alors

11 ggf(a) =c ] g;n(a). (2.22)
a€(z/pr)? ac(z/pz)?
a#0 a#0

Si pour tout a, on a 2 | m(a) alors,
e =1, (2.23)

Démonstration. Les égalités ([221)) et ([223]) se déduisent des propriétés des formes
de Klein de la proposition 221

Enfin I'égalité ([2:22)) se déduit facilement du reste en remarquant que dans 1’é-
galité (2.20) le terme A ne dépend pas de a et donc pas du relevement choisi. [

Action Galois

Dans la section précédente nous avons décrit une fonction sur X (p) définie par
(219). Dans cette partie nous décrivons l'action de Galois sur ses fonctions.

Proposition 2.14. A chaque élément non nul a = (a1, as) € (Z/pZ)? on associe un

entier m(a). On fize a — a un relévement de l’ensemble (Z/pZ)?. On suppose que
UVon a I égalité (2.I8)) et 12 | M. On note

f= 11 &

ac(z/pz)?
a#0

Alors f définit une fonction de Q(¢,)(X (p)).
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1. Soit o € SLo(Z/pZ) et G un relévement de o a I'(1). Alors

= I oo, (2.24)
ac(z/pL)?
a#0

2. Soit 0 € GLo(Z/pZ). Alors il existe un relevement 6 € Mo(Z) tel que l'on
a (224)).
Démonstration. La premiere partie de la proposition, se déduit en utilisant d’une

part la proposition [, appliquée a la fonction &,, puis la proposition et la
définition de g, assure le résultat. Plus précisément en notant

on a B
fo(r) = fod(r)
~ m(a) M/12
- H (Eé o 0(7')) (A o 0(7'))
ac(z/pZ)?
a#0
= (et +d)™ H E{,a(T)m(a) (e + d)MA(T)M/12
a€(z/pL)?
a#0

= H gé&(T)m(a)v

ac(z/pL)?
a#0

ol A = n* est le discriminant modulaire défini dans la partie [LT.2, en particulier
A est une forme modulaire de poids 12 par rapport a I'(1).

Pour la seconde partie de la proposition, on décompose ¢ en produit d’un élément
de SLy(Z/pZ) et d’un élément de la forme

o3)

Une telle décomposition existe toujours, on choisit alors un relevement de o, & en
relevant d. On obtient alors le résultat en utilisant la proposition [[L9 précisant
I’action de Galois des éléments de cette forme et le développement de g, en produit

infini (2.4]). O

Conclusion

Dans cette partie nous cherchons un entier s tel que

I % (2.25)

acO

définit une fonction de K(X,5(p)), ou K = Q((,)". On a déja montré dans la par-
tie que l'on peut prendre s = 12p. Nous montrons dans cette partie que I’'on peut
faire mieux dans notre cas. On fixe une racine primitive p-eme de 1'unité notée ¢,.
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Théoreme 2.15. Soit p > 7, H un sous groupe d’indice d de )’ contenant —1, Gy
défini par (L21) et O une Gy-orbite a droite de M,. Supposons que

doai =Y aa= > a5 (2.26)

acO acO acO

Soit s un entier vérifiant
2| s, 12 | 5|0O]. (2.27)

On fize un relévement a — a de O et on note [ le produit [225). Alors f définit
une fonction sur Q(¢,)(X.L(p)). De plus il existe un entier k € Z (unique modp) tel

que G f € K(X(p), ot K =Q(¢,)".

Démonstration. Pour démontrer ce théoréme on utilise le résultat général de Théorie
de Kummer suivant :

Lemme 2.16. Soit p un nombre premier et F' un corps de nombre de caractéristique
différente de p. Soit o un élément de la cloture algébrique F, et Cp € F une racine
primitive p-éme de 'unité. On suppose que o € F'. Alors soit [F(«) : F| = p, soit il
existe k € Z (unique mod p quand C, ¢ F') tel que Cﬁa € F. En particulier, si (, € I
on a soit [F(a): F]=p soit « € F.

Le théoréme entraine que f definit une fonction de Q(¢,) (X (p)). On étudie
I'action de Galois de Gy sur f. On fixe 0 € Gg. La proposition {2 entraine
I'existence ¢ € My(Z) tel que

7= 11 ge (2.28)
acO

Comme O est Gy-invariant, on a Oo~! = O. En considérant un autre relévement

—_~—

a— a’ de O defini par 8’ = ac~15, ott ac—! est le relevement de ac~!. Alors (2.28))

peut s’écrire
fa — H gg/
acO
Enfin la proposition 13| entraine que f?/f est une racine primitive p-éme de

I'unité. On a montré que f? est invariant sous l'action du groupe de galois G, d’ou
P € K(Xg). Le Lemme [216] suffit pour conclure. O

Avant de montrer que les orbites a droite vérifient la condition (2:26]), nous
étblissons le corollaire suivant permettant d’éviter la multiplication par une racine
de I'unité.

Corollaire 2.17. On garde les mémes notations que dans le théoréme [2Z.15. On
suppose de plus que le relevement choisit pour O wvérifie la condition pour a =

(a1,a2) € O (on a alors (a1, —az) € O car (é _01> €Gy)

P

(a1, —ag) = (a1, —az) (2.29)
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Alors
f € K(X5(p).

Démonstration. Comme —1 € H, on a K C Q((, + fp). De plus, la condition sur

. . . 1
les relevements entraine que f est stable sous 'action de 0 _01> Le sous-corps de

Q(¢) (X (p)) fixé par 'élément de G ci-dessus est Q(¢, + (,) (X% (p). Le théoréme
entraine alors e QG+ G)(XE(p) et ¢F e K(XK(p). On a alors ¢k e QG+ G)
et donc k = 1. O

On peut maintenant énoncer le théoréme final de cette partie, établissant les
unités modulaires que nous allons utiliser dans la suite.

Théoréme 2.18. Soit p > 7, H un sous-groupe d’indice d de F; contenant —1, Gy
défini par (L2I)) et O une Gy-orbite a droite de M,. On note K = Q((,)". On fize
un relevement de O vérifiant la condition ([2.29). Soit s un entier vérifiant

2| s, 12 | 5]0).

Alors
f=11I ¢ € K(X5(»)).

acO

Démonstration. 11 nous suffit de vérifier que toute Gy-orbite a droite de M, : O

satisfait (2.26]).

Rappelons que si = € [F, n’est pas un carré mod p alors
O = {(ay/p,as/p) tels que a] — Za3 € cH}.

Commencons par calculer S ,c0 a? en distinguant deux cas :
— Si —1 est un carré modulo p, disons —1 = A2, alors si (a1, as) € O, (Zay, Aay) €
O d’apres la forme particuliere des orbites, de sorte que :

Z al = Z(Eal)2 = — Z a2,
acO acO aeO

d’ott le résultat dans ce cas. On remarque d’ailleurs que la méme démonstration
tient pour Y c0 a3 = 0.
— Si —1 n’est pas un carré modulo p, alors les orbites sont de la forme

{(a1,a2), |ai + a3 € cH}.

Soit hy € H il y a alors p + 1 éléments de O tels que a? + a3 = hy et p+ 1

éléments tels que a? + a2 = —h; enfin si (a1,a2) € O alors (az,a;) € O, on
obtient :
acO acO heH

L 2 _ 2 _
Ainsi Y ,coaf = Yacoa; = 0.
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I nous reste a calculer Y ,cp ajaz, or comme (ay,as) € O = (a1, —az) € O on

2 Z a109 = Z ajas + Z aj(—az) =0 (2.30)

aeO acQO acQO
d’ou le résultat. O

Remarque 2.19. En utilisant le cardinal des orbites O : |O| = 2(p + 1)|H|, on
montre que l'on peut choisir

1
5= 2-pgcd(3,z%|H\).

Ainsi s = 2 ou 6. Il est important dans la suite, de garder en mémoire que le nombre
5 est un entier parfaitement connu. Nous majorerons s par 6 dans la suite, sans le
préciser systématiquement.

Avant de conclure cette partie on donne le diagramme suivant permettant de
visualiser les extensions de Galois correspondant aux corps de fonctions des courbes
modulaires X (1), X (p) et XL(p) .

GLy(Fp)/{%12}

QXK (p) —— K(X.L(p)

Q) (X (1))

Q(X (1)) —— K(X(1))
FIGURE 2.2 — Extensions de corps de fonctions des courbes modulaires

Dans la suite nous désignerons up par [[,co go- Les résultats que nous avons
obtenus tels que la proposition [27] ou le théoreme 210 s’adaptent parfaitement a
cette situation.
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2.4 Etude asymptotique des unités modulaires

Dans cette section nous poursuivons ’étude des unités modulaires. Nous allons
étudier leurs comportement au voisinage des pointes. Cette étude nécessite une cer-
taine finesse dans les majorations. Notamment en vue de I’étape de réduction décrite
dans la partie B.Il Nous avons déja étudier rapidement le comportement asympto-
tique des fonctions de Siegel, au voisinage de la pointe a l'infini dans (2.6]). Nous
avons ici deux objectifs, tout d’abord nous voulons déterminer completement les
diviseurs des unités modulaires introduites plus haut. Pour cela nous aurons besoin
d’estimer leurs ordres au voisinage de toutes les pointes. Mais pour notre travail,
la simple connaissance de 'ordre des unités modulaires au voisinage des pointes ne
suffira pas, il nous faudra étudier le comportement au voisinage de chaque pointe.

2.4.1 Diviseurs des unités modulaires

Soit ¢ une pointe de Xf(p), on fixe un systéme de représentants optimal 2 comme
défini dans la partie [[2Z:2l Soit o € ¥ tel que o(o0) = ¢. Alors pour P € ., on a

Ua(P) = ua(7(P)) = ttag (07(7(P))) = tas(0(P)).

Grace a cette formule on peut calculer I'ordre de up en ¢

Proposition 2.20. Soit ¢ une pointe de X, (p). Soit up une unité modulaire comme
décrite dans la partie ot O est une Gy orbite a droite de M,. On a alors

3 By (a; — LalJ).

Ord.(up) = sp 5

a=(a1,a2)€00

Démonstration. D une part on a l'ordre

By (a; — |a1])

Ordq (g;) =5 2 )

par 1-périodicité du polyndéme de Bernouilli. D’autre part chaque pointe ¢ de X[ (p)
a un indice de ramification p. De sorte que pour chaque pointe ¢, d’image oo par
le morphisme naturel X (p) — X (1), on a

By (a1 — |a1))

Ord... (g2) = sp 5

Par somme, on obtient le résultat voulu pour ¢ = c¢,. En ce qui concerne 1'étude
d’une pointe quelconque. La formule précédant la proposition donne pour o € ¥ tel
que o(o0) = ¢,

Ord.(ua) = Ord._ (tay)-

D’ou le résultat. U
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Cette formule nous permet de calculer facilement les diviseurs des unités modu-
laires considérées.

Exemple 2.21. Soit p = 13, en prenant H = {£1,£5} et en notant O; les orbites
a droites de M, définies par

O, ={(z,y) € M, > —27'* € iH}, i=1,2,4.

On note alors U; = Up,. La courbe X (13) a 6 pointes décrites par les orbites a
gauche de M,. On note ¢; la pointe correspondant a l'orbite £; :

Li={(z,y) € M, 2> —2y* = +i}, i=1,2,...,6.

On obtient alors les diviseurs suivants :

(Ul) = —260 (Cl) + 364 (CQ) + 364 (Cg) — 104 (04) — 260 (05) — 104 (CG)
(Us) = —104 (1) — 260 (c3) — 260 (c3) 4 364 (c4) — 104 (c5) + 364 (cg)
(Ug) == +364 (Cl) — 104 (CQ) — 104 (Cg) — 260 (04) + 364 (05) — 260 (CG)

2.4.2 Deéveloppement asymptotique des unités modulaires

Nous allons maintenant chercher un développement asymptotique des fonctions
ue au voisinage d’une pointe arbitraire ¢. On rappelle que les pointes de X (p) sont
ramifiées d’indice p.

Proposition 2.22. Soit n un entier positif. Then for P € Q.

B Ord,(up)

log [up(P)| log |q.|

+5 Z "z—:l (log ‘1 — grtrargPmie:

(a1 ,ag)EOac k=0

+01(2.025]0)|g.|"),

+ log ‘1 . q[l:4:+17a16727ria2

)

(2.31)
ou on note q. au lieu de q.(P) et pour a € Q/Z on définit ¢* comme ¢%, ou a est
un reléevement de a a [0,1).

Démonstration. Comme on a

log |up(P)] =5 Y log|ga(qc)l.

acOo,c
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En utilisant les formules (2.6]) et (I28)) on voit facilement que

Ord.(uo)
log |uo(P)| =————log ||
n—1
(a1,a2)€00. k=0
+s Y 01(202q.]")
(a1,a2)€00,
(2.32)
Ce qui, en additionnant les restes 01, conduit au résultat voulu. O

Dans la formule (Z31]), le terme sous la somme peut étre coupé en deux. En
effet, excepté pour les termes avec a; = 0, ce terme est asymptotiquement petit. Il
parait donc judicieux d’extraire ceux-ci de la somme. Notons

’Yc — H (1 _ 627Tia2 )5.

(a1,a2)€00c
a1=0

L’équation (23] s’écrit alors

Ord.(up)

logluo(P)| = log |ge| + log ||

s Z Z lOg ‘1 k+a1 27ma2 4 Z Z lOg ‘1 k: 27rza2

(a1,a9)€00c k=0 (a1,a2)€00c k=1
v af#o v af—O (233)

+5 Z Z log ‘1 k+1 al 727ria2

(al,ag)EOUc k=0

+01(2.025|0]|g.|").

En utilisant ceci avec n = 1, on obtient

Proposition 2.23. On suppose que |q.(P)| < 1077. On note
@c - k:é?_%ﬁ_l‘{<al7a2> S OO'C rap = k/N}‘

Alors
Ord.(up)

C

Démonstration. En utilisant (27)) avec r = 1077 et I'équation (Z.33)) avec n =1 on
obtient :

log [uo(P)| = log|q| + log || + O1(3s0c|q.['?)  (2.34)

Ord.(u
log o (P)] = 22940 105 10,1 + Tog |

C

—log(1 —1071) =
+ 0, (%@C o8 >Z|qc|’“/N+2.o2s\OHqc|>-

10-1
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On estime le reste O, par

—log(1 —1071)
“10-1- (1— 107

250 |o|M? + 2.025|O||qe| < 2.3550.|q|"? + 2.025|0|q.|. (2.35)

Finalement, comme |O| < pO, et |g.| < 107?~V|g|'/?, on majore le terme de droite
par 350.|q.|'/? (Ici on utilise p > 7). O

Remarque 2.24. On peut obtenir une formule plus uniforme en majorant ©.. En
effet I'orbite est de la forme

O ={(v,y) € M,, 2* —="'y* € bH}.

Si l'on fixe z, on a 2|H| choix pour y, tel que (z,y) € O. Comme |H| = (p —1)/d,
le nombre d’élément de O ayant pour premiere coordonné z est au plus 2(p — 1)/d.

Cette majoration nous sera utile dans la suite. L’hypothese faite sur |g.(P)| n’est
pas d'une grande importance, nous verrons que si elle n’est pas vérifiée nous aurons
une bonne borne.

2.5 Borne de Baker

Dans cette partie, nous allons utiliser tout ce qui précede pour trouver une borne
sur les points entiers de la courbe. Cette borne donnera lieu dans la partie suivante
a une étude théorique permettant de majorer le j-invariant d’un point entier. La
méthode de Baker introduite dans de nombreux problemes diophantiens, repose sur
I’estimation de formes linéaires de logarithmes. En effet, la théorie de Baker permet
de minorer une telle forme en fonction de ses coefficients. Il nous suffit alors de la
majorer convenablement pour en déduire des informations sur ses coefficients. Nous
allons essayer de mettre cette méthode en ceuvre dans cette partie.

2.5.1 Préliminaires

Dans la suite, on fixe une unité modulaire U = up € K(X[(p)). On note
Gal(K/Q) = {0y = Id,09,...,04} et U; = U% = Up,,. Enfin P désigne un point
entier de X (p), tel que 7(P) € Q..

D’apres la proposition 2.7 on a,

I U ==p, (2.36)
oeGal(K/Q)

La proposition 2.8, entraine que l'idéal de K engendré par U(P) est un idéal
entier de la forme (u)%, ol

1= Nog)x(1—G),
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et by est un entier positif. Comme p se factorise dans K en

on déduit by = s.
De plus, par stabilité galoisienne sur Q de 'idéal (1), on a (U;(P))° = (u)¥,
pour i = 1,...,d. De sorte que

U(P) = p* -,
oun € K*. Dans la suite au note ny = p°.
Soit n1,...,Mq—1 un systeme d’unités de rang maximal. On note m l'indice du

groupe des unités engendré par ce systeme dans le groupe des unités. Comme le
systeme est de rang maximal 'indice m est fini, on verra dans la suite comment on
peut le majorer. On a

U(PY™ =" i1

Lorsque l'on a un systeme d’unités fondamentales, ce qui peut étre le cas par
exemple si le degré de K est petit, alors on a m = 1.

Soit o}, € Gal(K/Q), alors

(U (PY)™ = ()™ - (7)™ -~ (mg, )" (2.37)

En considérant le logarithme de toutes ses expressions on obtient un systeme
linéaire. On peut alors en déduire une expression pour les exposants by en inversant
le systeme.

Puisque les nombres algébriques réels ny,...,n4_1 sont multiplicativement in-
dépendants, la matrice réelle d x d :
Ok
[log [7¢ |]0§k,£§d—1’
est inversible. Notons {akl} son inverse. Alors
1<k,(<d—1
d—1
b =m Y agelog |U(P)| (k=1,...,d—1). (2.38)
=1

On a la proposition suivante :

Proposition 2.25. Soit ¢ une pointe de X1.(p), on note :

ldfl ‘
50,]9 =m-— Z OékgorchUZ, Ye,p = H (1 _ 627r2a2 )5’
=1 (ay,a9)€00poc
“r (2.39)
d—1 d—1

Bekg =m > agelog|veel, K= max > el
/=1 (=1
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Alors pour un point entier P € Q. tel que |q.(P)| < 107? on a

—1
b = 60108 |ge] + Box + O <6m5p _ K|qc|1/p> L (k=1,...,d—1). (240)

ot l'on note q. au lieu de q.(P)

Démonstration. Dans ’équationZ38 on remplace log |U%¢(P)| par I’estimation obtenue
dans (235). On obtient apres calcul

bk = Ocik 10g |qc| + ﬂc,k + Ol (3m/‘€5@c|QC|1/p) : (241)
On conclut, en utilisant la remarque 2.241 O

2.5.2 Forme linéaire de logarithmes et majoration

Commencons cette partie par un heuristique. Considérons deux unités modu-
laires U et U?, multiplicativement indépendantes et P € 2. un point entier proche
d’une pointe c. D’apres 'équation (Z3T) on a

U(P) ~ ,ycqg)rdqcU’ U(P)U ~ ,yc’qurquUU.

[

De sorte que

U)o (U(P)7) O

ol « est une constante. D’un autre coté, au vu de (237 il est clair que le terme
de droite est une unité de K. Ainsi « est proche d’une unité, en décomposant cette
unité dans le systeme d’unités maximal et en prenant le logarithme on obtient alors
une forme linéaire de logarithmes, notée A proche de 0. La théorie de Baker nous
donnera alors un minorant pour |A|, tandis que le travail réalisé plus haut, sur le
comportement asymptotique des unités modulaires nous donnera un majorant. La
comparaison des deux nous permettra alors d’obtenir une borne.

W pordel? (o) =0rdel i Ord U # 0
) UsiOrd U =0 ’

De sorte que W n’ait ni pole ni zéro en c. La construction d’une telle fonction est
possible grace au théoreme 210}, en imposant

d> 3.
Si Ord. U = 0, 'équation [2.34] conduit a

_ -1
log |U(P)| = = log || ™" + 01 (36"——lac| ") (2.42)

Si Ord.U # 0, on obtient alors

Ord.Ue |—1

Ve
Ord.U

—1
log |U(P)| = —log +0, <361’T (|0rd U] + [Ord, U?)) |qc|1/p> . (2.43)
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ou

Yoo = H (1 - e2m’a2 )5’

(ay,a9)EOQ00c
a1=0

Pour majorer les ordres nous utilisons la proposition .20, ainsi que la majoration
| Bo(x)| < 1/6 pour tout x € [0, 1[. On obtient ainsi :

2
—1
ord. U] < Ljo) = p@Tl). (2.44)
Ainsi dans tous les cas en notant
OrdcU? -1 .
ag = W S1 Orch # 0 (245>
7| sinon

on obtient en minorant d par 3, et en majorant les termes p — 1 et p?> — 1 par p et
p? respectivement :

log|W (P)| = —log aq + Oy (12p°|q|'/7) . (2.46)

D’autre part, on sait que U(P)/ny € Uk, ou Uk est le groupe des unités de K. Soit
donc 7y, ..., 141 un systéme d’unités de rang maximal. De sorte que (U(P)/n)™ €
(M1, .. .,ma—1) ou m est 'indice de [(ny,...,n4_1) : Uk]-

Pour 1 <k <d— 1, on note

,'701“ch‘7 ,'701“ch‘7

O‘k:‘ oD | (4= SOrdU :
(g7 ) Orde (mg)Orde (2.47)

Si Ord.U # 0 et '
ag =[], aq=aq|nol.
sinon. On remarque que dans tous les cas a; € Q (Cp)+.
Soit
A=blogay + -+ by_1logay_1 +mlogay. (2.48)

En divisant W (P) par 19, On obtient ainsi une forme linéaire de logarithmes, qui
vérifie
A] < 12mp°|q|'/” (2:49)

2.5.3 Théorie et Borne de Baker

La théorie de Baker permet de minorer une forme linéaire de logarithmes. Nous
utiliserons la forme suivante de I'inégalité de Baker due a Matveev [Ma00, Corol-
lary 2.3].
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Théoreme 2.26. Soit K un corps de nombre de degré D sur Q, plongé dans C.
Soit aq,...,«a, des éléments non nuls de K, et by,...,b, des entiers. On fixe les
valeurs des logarithmes log aq, . .., log a, et on pose

A=bloga; + -+ b,loga,.
Soit Ay, ..., A, des nombres réels vérifiant
Ap > max{Dh(ak), | log a|, 0.16},

ot h(-) est la hauteur logarithmique absolue. Enfin, on pose

[1ifKCR B
gb—{ 2 otherwise ’ O=Ai- A,

L L N s 85 gen20
C(n) = min —(—en) 30" ops 20" :
P \2
Alors si A #0 on a
log |A| > —C(n)d*UB(1 + log d)(1 + log B). (2.50)

ot B = max |b;].
1<i<n

Le cas A = 0, nécessite une étude plus approfondie que nous réaliserons dans la
partie 2.6.6l

On suppose que A # 0,

On applique ce théoreme a notre situation, on obtient

exp <—01(d) (1’%1)29(1 +1og L+ 10 B)) <Al (2.51)

ou
C1(d) = min {§d4'530d+3, 26d+20} ,

1
Akzmw#} h(ay), |log awl,0.16}, 0 <k <d,
Q= Ay Ay,

B = {|b1|7'-'a|bd—1|7m}

Pour conclure a une borne sur B, nous devons majorer le terme de droite de
([2:49)), par une expression dépendant de B et non de g.. On suppose |g.(P)| < 1077,
de sorte que nous avons (Z:41]). D’ou en notant

5max = m%X ‘50,14:‘7 Bmax = Il’lé%ﬁX |Bc,k‘7 (252>
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on obtient
B =max{|b|,. .., |bi_1|,m} < Smax 108 |¢; | + Bumax + 1.2mpk, (2.53)

d’ou
‘qc‘ S e(*B+Bmax+1~2mpR)/(5max) (254)

On remarque que l'on n’utilise pas ’hypothése A # 0 dans la derniere égalité.
Finalement on a

exp(—C1(d)d*Q(1+log d)(1+log B)) < |A| < 12mp°e(~BHBmaxt1.2mpr)/(pomax) (9 55)
En comparant, le terme de droite et le terme de gauche, on a
B S Kl lOgB—i—KQ,

ou

K, = — ) Q141 —_—
1 5maxpcl<d) ( 2 + 0og 2 ) (256)
Ky = K1 + Brmax + 20°mk + Omaxp log (12mp5).

Enfin le lemme suivant permet de conclure

Lemme 2.27. Soit z, K, deux nombres réels positifs et Ky un nombre réel tels que
2z < Kilogz + K.

Alors
z < 2(K1 lOg Kl + KQ)

Démonstration. On applique le lemme 2.2 de [PW87] avec h = 1. O

On trouve la borne By pour B suivante

B S BQ = Q(KllogKl +K2)

Dans la suite nous désignerons By comme [a borne de Baker .
On obtient ainsi une borne explicite pour B. Pour pouvoir calculer explicitement
cette borne nous devons majorer m en fonction de p.

2.6 Borne pour j

Cette partie est indépendante des suivantes, elle reprend en partie le travail
effectué avec M. Sha dans [BS12]. L’objectif est de donner une borne explicite, ne
dépendant que de p, pour j(P) ou P est toujours un point entier de Xt (p). La
relation entre j(P) et ¢;' donnée dans la proposition 3.1 de [BP10] :
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7 (P)] < 2ge| ™ (2.57)
nous incite & majorer |g.|~!. Enfin au vu de (Z351]) et (249) on a

0" < (12mp°)” exp(pCy(d) (1%1>2 0 (1 +log <1%1)> (1+log By)). (2.58)

Il nous reste donc a majorer en fonction de p les constantes de la formule ci dessus.
Tout d’abord nous devons trouver un systéme d’unités de rang maximal. Pour
cela on introduit les unités circulaires dans Q((,)™.

= k/2
I_C;;C:Cp _§£/2
1_<‘p éfpl/Z_ ;/27 5

G = G

On sait, d’apres le lemme 8.1 de [Wa82] que {&i,...{p-3)2} est un systeme
d’unité de Q((,)* de rang maximal. Notons m’ son indice dans le groupe des unités.
Le lemme 8.1 et le théoréme 8.2 de [Wa82] donnent m’ = h'*, ou h'* désigne le
nombre de classe de Q((,)™".

Remarque 2.28. Pour p < 67, on sait que AT = 1. On en déduit que les unités &
sont fondamentales.

Pour obtenir un systeme d’unité dans le corps K, on prend

o p—3
nk:NQ(Cp)+/K(€k): H gka kzla---a 9 -
o€Gal(Q(¢p) T/ K)
Notons m l'indice du groupe engendré par {n;,---,ny-3} dans le groupe des
2
unités de K modulo les racines de I'unité. Puisque [Q(¢,)" : K] = |H|/2 = &}, on
a
m'(p—1)
) 2.59
m|— (2.59)
Comme m est fini et le rang des unités de K est d—1, le rang du groupe (ny, - - -, n%)

modulo les racines de 'unité est d — 1. Dans la suite on suppose, sans perdre de
généralité, que les unités ny, - - - , ng_1 sont multiplicativement indépendantes et for-
ment un systeme de rang maximal.

2.6.1 Majoration de m

Soit h™, R et DT le nombre de classe, le régulateur et le discriminant de Q(¢,) ¥,
respectivement.

D’apres ce qui précede, en particulier 'équation (2359), pour majorer m il nous
suffit de majorer h'.
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La proposition 2.1 et le lemme 4.19 de [Wa82|, donnent |D*| = p"7". La formule
du nombre de classe, page 37 de [Wa82], donne

p—3
p\ =+ 1
W= <1) -7 L0
x#1

Le théoréme 2 de [CF91] appliqué a Q(¢,)*/Q, donne
R* >0.32.

En appliquant le théoréme 1 de [Lo98] a l'extension Q((,)"/Q on obtient

1
|L(1,x)| < 510gp+0.03 <logp, ifx#1.

d’ot . .
ht <p T (logp) =
Enfin (2359), nous permet d’avoir
hH(p—1 T (p—1)(logp)T b -
< 0=1) p7(p—1)(logp) < p" (log p) (2.60)

- 2d 2d

2.6.2 Calcul de A; pour k=1,...,d—1

Nous allons maintenant trouver les nombres Ay, pour k = 1,...,d — 1, définis
dans le théoreme 2.26] :

p—1

Ap, > max{ 5

h(ag), | log axl,0.16} (2.61)

On rappelle la définition de la hauteur logarithmique absolue d’un nombre al-
gébrique x € L ou L est un corps de nombre :

1
h(x) = log* [§(P)’], (2.62)
[L : Q] O'ZLZ‘—>(C
ot log™ = max{log, 0}. )
On a alors les formules usuelles, pour tout n € Z et a1, -+ ,ax,« € Q, on a

(
h(CLl s ak) S h(al) + -t h(ak),
h(a") = |n|h(a),
h(¢) =0, pour toute racine de I'unité { € C*.

Soit a € )’ et 0, € Gal (Q((,)/Q) induit par "'automorphisme de Q((,) qui a ¢,
associe (. Alors Gal(Q(¢)T/Q) = {o1, -+ ,0(p-1)/2}
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Pourlgagl%l,ona

- ak/2 a 1
Ta Cp — Cpk/z = sin(rak/p)
k1 7pa/2 B ;/2 sin(ma/p) )

On en déduit
h(&pe,) < 2log2.

D’ou ( 1) log 2
oa p—1)log
h(r2,) < 0 (2.63)
En remarquant que pour —5 <z < 7, on a % > % On déduit
1 1 P
el < < < =
6l = T el S sntep) < 2
et 9
&kl = [sin(mak/p)| = sin(w/p) > >
Donc on a »
[log |g72, ]| < log -
Finalement, on obtient
o (p—1)log§
| log [n724]| < SR (2.64)

Soit 1 < k <d — 1, pour calculer A, on distingue deux cas.
— Si Ord U = 0, alors on a oy = %1, de sorte que 'on peut choisir

— Si Ord. U # 0, alors on a
yOrdeU?

()07

ak:‘

Comme on a |Ord.U| < % ( voir (2.44))), on a

[S

P M) < PP i o) <

De la méme maniére on obtient

p(* —1)(p — 1)log (p/2)
22

S|

5
p
[log ay| < < ol

Finalement on peut prendre
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2.6.3 Calcul sur 7

Tout d’abord posons

Mo = NQ(Cp)/Q(Cp)+(1 - Cp) = (1 - Cp)(l - ép)-

Alors
1= No,)+/x (Ho)-

En suivant la méme méthode que dans la partie précédente, on obtient
h(p’) < 2log2.

Donc

(p—1)log2 (p—1)log2

d
De ug® = 2 — 2 cos(2am/p), on tire d'une part |ug*| < 4 et d’autre part

s m\ 2\°
|M8“\22—2cos—:4<sin—> > <—> :
p 2p p

- p
|log |pg*|| < 2log 3.

h(p?) < et h(ng") <s (2.65)

et

Finalement, on obtient

(p—1)log’ (p—1)log§
d

| log ||| < q et |log[ng|l <s (2.66)

2.6.4 Calcul de A,

On rappelle que
o= I (1= ety

(a1,a2)€000,
a1=0

et
2p—1)
d

En suivant toujours le méme raisonnement que pour 7, on obtient

[{(a1,a2) € Ogo. a1 =0} <O, <

2s(p—1)log?2
) < B0 Dlos2
Sia; =0onaay€ {%, e ,%}. On a donc la majoration |1 — e*™2| < 2 et la
minoration
2imas |2 2 T 4
[T — ™% = 2(1 — cos 2maz) > 2(1 — cos7/p) = 4sin” — > —
p D

[\



2.6. Borne pour j 67

On en déduit A
log |1 — e¥m2|| < logg,

et donc
2s(p —1)log &
y .

[ log [7e,0| < (2.67)

En distinguant deux cas on trouve
— Si Ord U = 0, alors on a ag = £, 1y de sorte que I'on a

3s(p—1)log g_

3 —1)log2
h(ag) < 2= DIB2 o iog ) <

d d
On pose
2
p
Ad = 383
— Si Ord.U # 0, alors on a
rde o —1 rd. o
= |2 | 2
(,ycﬁ)sOrch (ntof)Orch

d’ou

3sp(p+1)(p —1)*log &
22

3ps(p+ 1)(p—1)?log 2
h(Oéd) S 22

Dans ce cas, on peut prendre

et [log|agl| <

3sp°
Ai=p

2.6.5 Conclusion

Nous pouvons maintenant calculer la quantité €2 = A;---A;. En comparant,
pour chaque Aj les valeurs obtenues si Ord.U = 0 ou # 0, on majore Ay par la
deuxieme valeur, de sorte que 1’on obtient

3sp° [ d—1 35pd
Q 3? (ﬁ < i (2.68)

Pour pouvoir conclure il nous reste a estimer les quantités (ax, Omax €t £. En re-
gardant leurs expressions, on s’apercoit qu’il nous suffit de majorer la valeur absolue
de Ok g

Soit C' la comatrice de L = (log |77§‘“|)

1<k (<d—1

formule d’Hadamardé nous permet de majorer les cofacteurs en fonction des coef-
ficients de la matrice. Grace a (Z.64]), nous pouvons majorer les coefficients de la
matrice et donc obtenir

et Cy ses cofacteurs. Alors la

|Cre| <

d—2
(p—1)Vd— 21og§]
2d .
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Comme |ay | = |det L|7!|Cyyl, il nous suffit donc de minorer |det L|. Soit Ry le
régulateur de K. Par [Wa82, Lemma 4.15], on a |det L| > mRg. En appliquant
[CE91], Theorem 2] & I'extension K/Q, on Rx > 0.32. et donc

| det L| > 0.32m.

De sorte que

(p—1)vd—2log2]"?3.125
2d m

3p—15

< (p2logp) = /m < p~ 7 logp)'T /m.

lag o] <

On obtient donc ,
-
4

k<p T - (logp) T /m.
Comme on peut majorer Bpax par mk maxlog |v. |, en utilisant (2.67) et s <6, on

obtient

3p—11 3

6max§7'p 4 (logpy)%
De méme, en utilsant la définition de 0., et (2.44]) on a

p—5

5max SPLIH ' (logp) 2.

Commed < (p—1)/2etp>T7ona
Ci(d) = min {gd4.530d+3’ 26d+20} < 24433003 < o8,

Nous pouvons majorer les constantes K7 et Ky de (Z56), on utilise ici les majora-
tions larges des inégalités ci-dessus, ceci n’a pas une grande influence puisque nous
prendrons ensuite le logarithme de celles-ci. On trouve apres calculs :

K, < p ¥ (logp)?, Ky < 4p 15 (log p)" 2,
By < 12p 3 (log p)r Y, 1+ log By < 6plog p”

Enfin, grace & (257) et (2.58)) on obtient
log j(P) < 3pCy(d)d*Q(1 4 log d)(1 + log By)

< CdP2(log(p)* (2:69)

ott C'(d) = 108 - 3043 - d=465(1 + log d)
Avant de traiter le cas ou A = 0, on peut s’intéresser au cas extrémes ou d = 3
et d = (p — 1)/2. Dans le premier cas on obtient

log |j(P)| < 7,73 - 10"*p"" (log(p))".
Dans le second cas, si (p — 1)/2 est un nombre premier, on obtient

Pl
2

log [j(P)| < 1,2 p*%-30"% - (logp)"= .
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2.6.6 Lecas A=0

Dans cette partie, on traite le cas ou A = 0. Nous verrons que dans ce cas on
obtient une borne plus petite que celle obtenue dans la partie précédente log |j(P)|.
L’objectif de cette partie est de montrer le résultat suivant

Proposition 2.29. Soit P un point entier, tel que A = 0 alors
log |(p)| < 23p® log(p) + log 2.

On trouve donc dans ce cas une borne meilleure que celle trouvée dans (2.69).

On distingue deux cas, si Ord.U = 0 et si Ord .U # 0. Les deux cas se traitent
avec la méme méthode. Dans toute cette partie on fixe v une valeur absolue sur
Q(¢p) normalisée pour prolongéer la valeur absolue de Q.

Le cas Ord .U = 0 étant plus favorable, nous le traitons en premier. On a alors
|U(P)| = |ve|- Puisque U(P) et ~, sont des nombres réels, on en déduit

U(P)* =7,

Lemme 2.30. [l existe une fonction f(-) d valeurs dans Z et X§, X5, A5 - € Q((,)
tels que V1 € )., on a

1 M -9 N S gR/P 9
0g 20rd.U 7T.]C(qtl)l—i_ Z ke ( 70)
2qe " b=l
et
), < k|t si v est finie,
"= | 4sp(k+p) siv est infinie.

En particulier, pour chaque k > 1 on a
h(A}) < log(4sp” + dskp) +log k = log(dskp® + 4sk?p).

Démonstration. Par construction de U on a
U?(qe) .
log —owar = 27 f(qc)i+
V2qe ”

Z Z 2510g n+a1 27rza2 ZQﬁlOg n+1 —aq —27ria2)

acQ0o,
n+a1 #O

Le développement en série de Taylor des logarithmes permet d’obtenir la formule
(270). Pour obtenir une estimation des termes |A{|, on majore chaque coefficient du
développement de log(1 — g7t e?™a2). Soit n > 0, on écrit

log(l . qn+a1 27rza2 261 k/N
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et
10g(1 _ qZLJrlfaleQm‘ag) — Z 6I§qk/N
k=1
On peut facilement majorer f; par
; |k|;1 si v est finie, :
< v = .
1Bl < { 1 si v est infinie. 1=12

Pour conclure la preuve il suffit de remarquer que A est la somme d’au plus 2(k/p+1)
termes de la forme BJZ O

L’idée générale de ce qui suit est de remarquer que si U%(P) = v, et Ord.(U) = 0
alors le terme de gauche de (270) est nul. On en déduit 'annulation du terme de
droite, puis en comparant le premier terme de la série avec le reste on obtiendra une
bonne borne. Pour pouvoir conclure il nous faut estimer le rang a partir duquel les
termes de la série de Taylor sont non nuls.

Lemme 2.31. Sous ’hypothése Ord U = 0, il existe k < p* vérifiant X # 0.

Démonstration. Puisque Ord .U = 0 et U n’est pas constant, il existe Af, # 0. Comme
on suppose Ord.U = 0, on a U(c) = 7., et donc f(q.(c)) = 0 ou f est définie dans

7).
On étend la valuation Ord, de K(Xp) au corps des séries formelles K ((q/?)).
Alors Ord.q}/? = 1 et pour obtenir le lemme il nous suffit de majorer

Ord, (—27rf(qc)i + log(UQ/fch)) < Ord.log(U?/~?) = Ord (U?/~? — 1).
On majore le membre de droite par le degré U?/~% — 1,qui est égal au degré UZ.

Enfin, le degré de U? est égal a 3" |Ord,, U|, ot la somme est prise sur les (p—1)/2
€0
pointes de Xp. On obtient donc

1pp2—1
2

ng\OrdcoU\gp;

co

On peut alors conclure cette partie

Proposition 2.32. On suppose A =0 et Ord .U = 0, alors
log |7 (P)| < p*log(24p° + 24p°) + plog(48p(p* + p+ 1)) + log 2.

Démonstration. Soit n le plus petit &k tel que \j, # 0. D’apres le lemme précédent on
an < p'. On peut supposer sans perdre de généralité que |g.(P)] < 1077. Comme
Ord. U =0 et U?(P) =+2, (210) on tire

2 f(qu(P))i + - Aqu(P)? = 0.
k=n
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Si f(q.(P)) = 0. Alors |X¢q.(P)"?| = | Z )\ch(P)k/p|. On majore le terme de

droite par

Z Neae(PYP) < 37 INllae(P)FP < 37 dsp(k + p)lae(P)[*”
k=n+1 k=n+1 k=n+1 (2.71)

= 8sp(n + p+ 1)|g.(P)| D72,
On minore le terme de gauche grace a la formule :
IAS] > e~ [QG):QARAG) > (4snp? + 4sn’p) P+, (2.72)
En combinant (Z71)) et (Z72) on obtient la majoration suivante
log |qo(P) ™| < p?log(24p” + 24p°) + plog(48p(p* +p + 1)),

ou on utilise la majoration s > 6. Le résultat suit de (2.57).
Si f(q.(P)) # 0. Alors 21 < | = A¢q.(P)*?| < 48p(n + p)|g.(P)[?. Et on a
k=n

log |q.(P)™!| < plog(48p(p* + p)). D’out
log |j(P)| < plog(48p(p* + p)) + log 2.
O

On suppose a présent Ord. U # 0. Par (2.36), on peut choisir U tel que Ord .U <
0. On prend alors o tel que Ord.U? > 0. On pose n; = —Ord.U et ny = Ord . U°.
Puisque U(P) et 7, sont réels, on a U(P)**2U7(P)*" = 42"~2%, cest-a-dire

U2(U7)*™M(P) = 42"

Le théoreme ZI0 nous assure que W = U?"2(U?)?*™ n’est pas constante.
On applique la méme méthode que précédemment la formule (Z70) reste valable
avec des majorations légerement modifiées.

Lemme 2.33. [l existe une fonction f(-) d valeurs dans Z et X§, X5, A5 - - € Q((,)
tels que V1 € )., on a

Wq.)

log OrdeW 27Tf QC i+ Z )\iq(]f/p, (2'73)
fYCan}/inq p k=1
et
g, < k| st v est finie,
V= 4dspt(k +p) siwv est infinie.

En particulier, pour chaque k> 1 on a

h()\) < log(4sp® + 4skp®) + log k = log(4skp® + 4sk?p?).
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Démonstration. On refait la méme preuve que pour le lemme .30, en remarquant
que

Ord.W = 2(ny + ny)Ord.U,

en majorant

p2_1 3

(ny +ng) < (Ord U 4 Ord.U%) < 2p 5 <p.

Dans cette situation le lemme 231 devient

Lemme 2.34. I] existe k < p” tel que |0] # 0

Démonstration. Par le méme raisonnement que pour le lemme [Z.31] on montre que
k existe car W n’est pas constante. On majore k par le degré de W, d’ou

1 lp—1 p(r*—1) _p—1p*(p* - 1)?
k< - AW <229 <
—2§0r Wegg2mim) =0 < 2d

<p"

Proposition 2.35. On suppose A =0 et Ord .U = 0, alors
log [5(P)| < p*log(p*®) + log 2.

Démonstration. Encore une fois on raisonne de la méme maniére que pour le cas
Ord.U = 0. Soit n le plus petit k tel que A\ # 0. D’apres le lemme précédent on a
n < p’. On peut supposer sans perdre de généralité que |q.(P)| < 107P. Dans ce cas
on obtient la majoration

DT Ma@e(PYP < YT X qe(P) PP = 8sp*(n + p + 1)|qe(P)| P (2.74)
k=n+1 k=n+1
et la minoration

XS] > e (RGO > (4gnp® 4 45n%pt)~PHL (2.75)

En combinant (Z71) et (Z72)) on trouve apres calcul, et majoration large pour la
seconde inégalité

log |¢.(P) ™" < p*log(p™* + p™) + plog(p"® + p7) < p*log p™.

ou on utilise la majoration s > 6. Le résultat suit de (2.57).
Le cas f(q.(P)) # 0 se traite de la méme maniere et conduit & une borne plus
petite. ]

Dans tous les cas on voit que la borne obtenue pour j(P) est plus petite que la

borne obtenue dans (2.69).
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Remarque 2.36. Dans la partie suivante, on s’intéressera non pas a j(P) mais a
By. Dans le cas général (A # 0) on obtiendra la borne par calcul explicite de toute
les constantes qui donnera une borne plus petite que la borne théorique trouvée
dans cette partie. Pour la partie A = 0 on peut déduire du travail effectué dans
cette partie une borne sur By. On trouve alors si A = 0, en utilisant 2.53]

By < 230 maxp” log p. + Pmax + 1.2mpk,

qui se trouve étre toujours plus petit que la borne trouvée dans le cas général. On
note encore By la plus grande des deux bornes ainsi trouvées.






CHAPITRE 3

RECHERCHE EXPLICITE DES POINTS
ENTIERS SUR X (p)

3.1 Reéduction

A partir de maintenant et jusqu’a la fin de ce chapitre, nous adoptons une philoso-
phie différente. Notre objectif est d’exposer une méthode effective et efficace pour
trouver, non seulement la taille des points entiers mais surtout expliciter ceux-ci.
Nous avons déja bien avancé dans cette direction. En effet, en faisant appel aux
unités modulaires puis aux unités du corps de nombres K, nous avons discrétisé le
probleme. Ceci nous permet d’espérer énumérer toutes les solutions. Si P est un
point entier il lui correspond un d-uplet (bg, b1, .. .,bs_1). La borne de Baker trouvée
dans la partie (2.5]), nous donne un champ de possibilités pour ce d-uplet. Mal-
heureusement, cette borne est tres grande. Lorsque I'on fait les calculs précisément,
on obtient une borne plus petite que la borne théorique obtenue dans la partie 2.6l
Toutefois les bornes trouvées sont beaucoup trop grandes (de 1'ordre de 10°°) pour
pouvoir tester tous les cas possibles. Dans cette partie nous allons décrire comment
réduire cette borne, pour se ramener a un nombre raisonnable de cas a tester. Les
techniques de réduction de la borne de Baker sont des techniques faisant appel a
des approximations rationnelles simultanées de nombres réels. Pour cela on utilisera
deux outils : les fractions continues et ’algorithme LLL.

Historiquement, ces méthodes ont été introduites pour la résolution des équa-
tions de Thue ou semblables & des équations de Thue. Dans leur article [BD69],
A. Baker et H. Davenport, ont utilisé les fractions continues pour résoudre un sys-
teme d’équations diophantiennes. Il se rameéne a une forme linéaire avec trois loga-
rithmes. Puis 'algorithme des fractions continues leurs permet de trouver une bonne
approximation rationnelle d'un des logarithmes pour en déduire une nouvelle borne.
Cette méthode tres efficace, présente l'inconvénient de fonctionner avec une petite
forme linéaire. Si on augmente la taille de la forme linéaire, on doit alors approximer
simultanément plusieurs logarithmes, ce qui nous empéche d’utiliser les fractions
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continues.

Au début des années 80, A. Lenstra, H. Lenstra et L. Lovasz ont construit leur
algorithme LLL, permettant de trouver une base réduite d'un réseau. En 1987,
[TW89] N. Tzanakis B.M.M. de Weger utilisent cette algorithme pour trouver des
approximations simultanées de nombres algébriques et étendent ainsi la méthode
de [BDG6Y]. Avec cette méthode, pour résoudre une équation de degré Thue d, on est
amené a utiliser 'algorithme LLL en dimension d. Ceci peut devenir problématique,
lorsque d devient grand.

A la fin des années 90, toujours en voulant résoudre des équations de Thue,
G. Hanrot et Yu. Bilu ont montré dans [BH96], que I’on pouvait éviter le recours aux
formes linéaires en logarithme quel que soit le degré pourvu que 'on ait un systeme
d’unités fondamentales. Il se ramene alors a 'utilisation des fractions continues.
Enfin dans [Ha00], G. Hanrot résout les équations de Thue sans l'utilisation de
groupe d’unités fondamentales, en augmentant la dimension de la forme linéaire de
logarithmes de un et en faisant appel a 'algorithme LLL en dimension 3.

On traitera tout d’abord le cas ou l'on a trouvé un groupe d’unités fondamentales,
en adaptant la méthode de [BHI6] & notre situation. Puis on traitera le cas général
en utilisant ’algorithme LLL en dimension 3.

3.1.1 Reéduction avec un systeme d’unités fondamental

On suppose tout d’abord que nous disposons d’un systeéme {7, ..., 74_1} d'unités
fondamentales. Dans la pratique ce sera le cas si (p—1)/2 a un petit diviseur (< 11)
ou si p est un nombre premier inférieur a 67 et K est le sous-corps réel maximal de
Q(¢p). En reprenant les notations des parties précédentes, on a alors

by_
U(P) = non}* - g,

oll P est un point entier de X[ (p) proche d’une pointe c. Pour alléger les notations
on note dans cette partie

Ok = Ocky N ="eir Br=Bek
Considérons ’équation (2.40), de maniere heuristique, elle donne pour k; et ks :

bkl ~ 5k1 log |QC| + Bkl

3.1
bk, ~ Ok, 10g |qe| + Br, (31)
De sorte que by, et by, sont liés. En effet, on a
bk, — B
logge| ~ ——=—
M (3.2)
ka - ﬂ/m
log |gc| ~ —5—

ko
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On en déduit que la quantité

ka - Bk‘z N bk‘l - 6/61 %bk o 51626161 B 51?16’62)

Ok, o % (ka o Ok,

est proche de zéro. En notant ki et ky deux entiers tels que 1 < kj,ky < d—1 et
|6/€2| < |5k1| et

o % _ 51926]91 - 6k‘16k‘2

b=—=—2, A
5191 5191
On obtient explicitement
by — b, + A
—1
= 81,108 .l + B — 865, 105 ] = 360, + A+ O (62— (1 + )lq./ ")
—1
= By = 08 + A+ Or (65— (1 4 3)wlac|'7)
-1
= 01 (65"~ (1+ 8)wla.]")
(3.3)
On majore ensuite |g.|"? en utilisant (Z53), pour obtenir
b, — 0b, + A| < K3 exp(—B/pdmax) (3.4)
ol
] Bmax + 17 2p<p - 1)"{‘
K; :Gﬁp_ (1+0)ke Omax

et Omax est défini dans (2.52]).

Ce qui suit est indépendant de notre situation, nous allons utiliser un lemme
d’approximation diophantienne général. Si I'on suppose que 0 et A rationnelle-
ment indépendants, c’est-a-dire qu’il n’existe pas d’entier a,b,c, avec ¢ # 0 et
pged(a, b, c) =1 tels que

a+b)+ch=0,

alors une approximation rationnelle suffisamment bonne pour 4, ne sera pas une

bonne approximation pour A. Ainsi en minorant le terme de gauche de (B4 par sa

distance a Z on obtiendra une majoration de B en fonction du logarithme de B.
Dans la suite on note pour x € R

|z|| = min |a — z|.
a€’Z

Lemme 3.1. Soient by et by deux nombres entiers, T un nombre réel supérieur a 2
et & et X\ deux nombres réels vérifiant

by — 0by + \| < Ce B/ (3.5)
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ou C,C" sont deuz constantes réelles et B < By. Soit q un entier (on fera attention
a ne pas confondre q avec le paramétre local q.) vérifiant

1<q<TBy, |éql <(TBy)™",  [Aqf =277

On a alors
B < C' (log By + log(CT?)) .

Démonstration. En multipliant (3.5) par ¢, on obtient
q-|by — by + A\ < CTByexp(—B/C"). (3.6)
En minorant le terme de gauche par sa distance a zéro, on obtient
¢+ [by = 0by + Al = || £ bullgd]| + gAll = [lgAll = ballgd || = [lgAl| =771 > T,
En comparant avec le terme de droite de (3.3]) on obtient le résultat. O

Ce lemme s’applique facilement a notre méthode. De cette maniere on réduit
fortement la borne By. Dans la pratique, on choisit par exemple 7" = 10. En calculant
des réduites successives de ¢ par I'algorithme des fractions continues on trouve ¢ tel
que

1< q<TB, |ldgll < (TBy)™

On vérifie si  ||[Aq|| > 2771, Si ce n’est pas le cas on recommence avec T = 10T,
jusqu’a obtenir 'inégalité.

Comme le lemme est général, on peut appliquer a nouveau cette méthode avec la
nouvelle borne obtenue. De cette maniere on réduit encore la borne. En pratique, on
effectue 3 ou 4 étapes de réduction pour obtenir une borne optimale. Par exemple,
pour p = 7, on trouve By ~ 10?°, apres une étape de réduction on trouve 1191, aprés
deux étapes on trouve 380, puis 308. Si on effectue une autre réduction on retombe
sur 308.

Cette méthode est tres efficace et nous permet d’énumérer tous les cas possibles.

Avant de passer au cas ou le systeme d’unités est seulement de rang maximal,
nous devons traiter le cas ou les nombres § et A vérifient une équation du type

a+bd+ch=0.

En pratique, on s’apercoit qu’on est dans ce cas, lorsqu’en multipliant 7" par 10
beaucoup de fois on obtient toujours pas de mauvaise approximation pour A. On
suspecte alors une relation de dépendance rationnelle, que 1’on établit par recherche
exhaustive. Dans tous les cas traités les nombres a, b, ¢ étaient de valeurs absolues
inférieures & 10%. Dans ce cas, en utilisant la relation de dépendance rationnelle et
(34) on obtient

b, — a — 8 (by +b)| < |gs] K3 exp(—B/pomas) (3.7)
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on minore encore une fois le terme de gauche par sa distance a 7Z :

lbg, —a—0 (b +b) > 0(by+b) | > min |zd].

T z€Z,|x|<Bo+b

On détermine alors le terme de droite, grace aux fractions continues. Puis par com-
paraison, on obtient une nouvelle borne pour By, du méme type que précédemment.

3.1.2 Reéduction avec un systéme d’unités de rang maximal

Ce paragraphe n’est pas utilisé dans I'implémentation dans les calculs que 'on a
fait. En effet, dans tout les cas traités la recherche d’un groupe d’unités fondamen-
tales aboutie sans trop de difficultés, alors que l'utilisation d’un groupe d’unités de
rang maximal, conduit a une borne plus grande et une énumération tres longue.

Trouver un systeme d’unités fondamentales dans le cas général est un probleme
algorithmique difficile. Sans rentrer dans les détails, on cherche d’abord le groupe
des classes, en cherchant des relations entre des idéaux de K de norme "petite"
(inférieur & 121og® | D|). En considérant ensuite le plongement logarithmique des re-
lations obtenues sous formes de matrice et en effectuant des opérations élémentaires
sur la matrice on obtient des relations triviales qui conduisent a des unités. On
cherche ensuite assez de relations pour obtenir un systeme de rang maximal, donné
par le théoreme de Dirichlet.

Sous 'hypothese de Riemann généralisée, on peut s’assurer que les unités ainsi
obtenues sont fondamentales. Sans I’hypothese de Riemann généralisée, nous devons
soit garantir que les unités sont fondamentales en faisant appel a des méthodes de
certifications qui sont tres lentes dés que le degré et/ou le régulateur augmente. Soit
nous nous passons d’un systeme d’unités fondamentales et considérons uniquement
un systeme de rang maximal. Dans notre cas, nous travaillons dans des sous-corps
d’un corps cyclotomique Q(¢,). Or dans ce cas on connait un systeme d’unités de
rang maximal, donné par la norme des unités circulaires du sous-corps réel maximal,
c’est ce que nous avons fait dans la partie 2.6

L’utilisation d'un systeme de rang maximal a un cofit : elle ajoute une variable
m. On a vu dans la partie que si P est un point entier de Xt (p) proche d’une
pointe c. Alors on a

m m ba—
U<P) =T 7751)l -mfif-

On a une majoration pour m donnée par l'indice du groupe engendré par le systeme
d’unités de rang maximal dans le groupe des unités de K. Lorsque nous avons
voulu trouver une borne théorique pour j, nous avons été amené a majorer m de
maniere théorique. Dans le cas d'un calcul explicite on peut faire beaucoup mieux,
simplement en calculant le régulateur du systeme d’unité. Rappelons d’abord la
définition du régulateur d’un systeme d’unités dans un corps totalement réel,

Définition 3.2. Soit K un corps totalement réel de degré d, et {n,...,ns-1} un
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systeme d’unités de rang maximal. Soit L la matrice

L = (log |n”

)1§z’,j§d71 ’

ou o; sont les d — 1 plongements réels de K. Alors cette matrice est inversible et
son detérminant noté Ry, . .. .y dans la suite est le régulateur du systéme d’unités.
Si 'on a un systéeme d’unité fondamentale, alors le régulateur ne dépend pas du
systeme choisi et est noté Ry.

Comme dans la partie2.6, on peut appliquer le théoréme 2 de [CE91] & I'extension
K/Q, pour obtenir une minoration de R

Ry > 0.32.

Cette minoration n’est pas optimale, mais suffit dans notre situation. On peut se
référer a 'article de [CE91], pour plus de commentaires sur ces bornes générales.

L’indice du groupe engendré par le systéeme d’unités de rang maximal dans le
groupe des unités de K est donné par

R{nl7"'7nd71} < R{n17"'7nd71}
Ri - 0.32

La majoration pour m suit alors facilement, notons m la borne ainsi trouvée pour
m.

Il existe des méthodes plus fines de minorations du régulateur, nous ne les dis-
cutons pas ici, mais on peut se référer a 'article de G. Hanrot [Ha00] par exemple.

Pour réduire la borne By, on adopte ici une méthode de G. Hanrot introduite
dans [Ha00].

Dans les formules définissant les quantités d.j et f5.x de I'équation (239), ap-
parait la quantité m. Afin de séparer les quantités effectivement calculable et les
quantités inconnues nous modifions légerement les notations. Dans cette partie, on
fixe une pointe ¢, et on note

1 1
0k = —Ocks Yei = Br=—Bck
m m

De sorte que 'ona pour 1 <k <d—1

—1
b, = mdy log |q| + mpBx + O (Gmsp y ff|qcl”p) -

En raisonnant comme dans le cas ou 'on a un systeme d’unités fondamentales,
en notant k; et ko deux entiers tels que 1 < ki, ko < d — 1 et |0p,| < |0k, | et

- 5192 _ 51926]91 - 6k‘16k‘2
0= Ok, A= Ok, ’




3.1. Réduction 81

de sorte que |§| < 1. On obtient explicitement

—1
by, — 8bg, +mA| < 6m5pT|qc|1/p < Ky exp(—B/pomay) (3.8)
ou
Bmax + 1, Qmp(p — ].)K,
p—1 5
Kg = 6ms (]_ + 5)/{6 max
et
Pma = 13?25(—16“ Omax = 13%25(—15’“

La méthode de la partie précédente ne s’applique plus, en raison de 'apparition
du coefficient m. Pour minorer le terme de gauche, nous allons considérer le réseau
engendré par

| By/m| 0 0
A= 0 1 0
[C-0] [C-)N C
On discutera du choix de C, a la fin de cette partie. Dans son article, G Hanrot
considere un réseau de dimension 4, en combinant deux relations du type (B.8).
[ci comme nous supposons seulement d > 3, on peut n’avoir que deux b; et donc
une seule relation. Bien siir en dimension supérieure, on peut adapter la méthode
de [Ha00]. L’utilisation de plusieurs relations permet de raffiner la majoration que
I’'on obtiendra. En revanche, on fera attention a ne pas trop augmenter la dimension
(5 semble étre une bonne limite), auquel cas on ralentirai 1’algorithme.

En appliquant 'algorithme LLL, au réseau engendré par les colonnes de la ma-
trice A. On obtient une base réduite, on note ¢ la longueur de son plus petit vecteur.
On a alors pour tout x dans le réseau

lz| > 271

Soient (m, b, p,,) € Z on a alors,

€2
(IBo/m]m)” + 8, + ([C - 0)m + [C - Ay, + Chi) = 7
or )
|[C : 5]771 + [C : )\]bkl + Cbkg - C(bk2 — 5bk1 + m)\)| < %

Ce qui conduit en supposant ¢ > \/By/4 a

1 2 By +m
bk, — by, +mA| > (,/Z—zﬁg— 02 )

En comparant avec (3.8)), on obtient

1 2
By < (log (,/% _ B2 602““) —1ogK30) ,
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si 0 > /983 + 2Bym + m?

On obtient ainsi une nouvelle borne. Comme dans la méthode précédente, on
peut appliquer a nouveau la méthode pour réduire la nouvelle borne. En pratique 3
ou 4 étapes suffisent.

Il nous reste a discuter du choix de C il nous faut le choisir le plus petit pos-
sible tel que l'inégalité devant étre vérifiée soit validée. De maniere heuristique,
les vecteurs de la base réduite sont "presque orthogonaux" et "presque de la méme
longueur", de sorte que le discriminant de cette base est proche de ¢3. D’un autre
coté, le discriminant de la matrice A est C'|By/m| de sorte que

C =~ £3m/30.

Or l'inégalité devant étre vérifié par £, nous indique que

0> 9B} + 2Bym + m? ~ B,

Finalement, on peut prendre C' = TB2™ avec T' = 10. On teste alors si on a la
condition, sinon on augmente 7.
Dans la suite on notera BB; la borne réduite trouvée.

3.2 Enumération

Dans les parties précédentes, nous avons trouvé une borne B; qui nous autorise
une énumération de tous les cas possibles. Toutefois la borne obtenue n’est pas aussi
bonne que 'on aurait pu l'espérer. Il nous faut donc faire tres attention pendant
cette étape, qui sera la plus cofiteuse algorithmiquement. Nous allons commencé par
une approche générale qui s’applique a tous les cas. Nous verrons ensuite comment
I'on traite les cas ol |q.| est supérieur a 1077, cas que l'on avait laissé de coté dans
nos recherches.

3.2.1 Enumération des solutions

Soit b tel que |b] < By. L’idée générale est la suivante, on a vu dans la partie
2.7, que I'on peut exprimer by, en fonction de log |U?(P)|. A laide de 'étude asymp-
totique des unités modulaires faites dans la partie (24]), on peut ainsi exprimer
b en fonction de g. On rameéne ainsi notre probleme a un probleme de résolution
numérique d’équation. En pratique I'estimation faite pour les unités modulaires fait
intervenir beaucoup de terme du type log |1 — ¢®t@e%™2| qui a pour effet de con-
sidérablement ralentir ’algorithme. L’idée est alors d’utiliser le développement en
série de Taylor de ces logarithmes. Mais alors, un autre probleme apparait lorsque
¢"+ ™ est trop grand, le développement en série de Taylor génére un reste trop grand
a rang constant. Nous optons donc pour une solution intermédiaire. C’est 'objet du
lemme central de cette section.
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Lemme 3.3. Soit P un point entier de la courbe X\ (p) proche d’une pointe c. Soit
k=1,...,d—1, pour n un entier, on a

bk —0Oc,k 108; |QC| + ﬁc,k

d—1 . )
3 5 log [1 — ggte*me2| if ap <1/2
+s ke { Cl—a —2ima :

/=0 (al,aQ)i(go.ZO.C log ‘1 — qC 16 2| Zf aq > 1/2
aj

+ P, (qcl/p) + Oq (25

(e )
d de (1 - \/q_c)2” n(l - |QC|n)(1 - |qc|)
(3.9)

ot P, est un polynome en ¢'/P de degré np.

La preuve de ce résultat est tres technique, I'idée a été expliqué plus haut, on
développe en série de Taylor en faisant attention a contréler explicitement le reste.
Nous allons voir la preuve en détail ci-dessous.

Démonstration. On commence, par étudier le cas des fonctions de Siegel. Soit g,
pour a, on en déduira u, et U facilement. Tout d’abord, on a la formule

(3.10)
Pour estimer la somme on distingue deux cas, si k4 a; ou k+ 1 — a; est inférieur

a 1/2, on laisse le logarithme sans y toucher. Sinon on développe le logarithme a
I’aide du lemme

Bs(ay
log |ga(QC)| - Qé ) |qc| + Z (log ‘1 kf“l‘al 27T’La2

+ log ‘1 k+1—a16—27ria2

Lemme 3.4. Soit m un entier positif et z un nombre compleze, |z| < 1. Alors

|Z|m+1

log(1 =) == 2, R e (310

Démonstration. Dans le cas ou z = |z| est un nombre réel positif, (B.II]) est une
conséquence immédiate de la formule de Taylor-Lagrange. Dans le cas général on se
ramene au cas ou 2z est positif, grace a

m  k

log(1 — 2) + Z z
=k

k=m+1

O

(respectivement &

Si k4 a; < n, on applique ce lemme a log ‘1 — ghtarg?miaz

k+1—a1 6727Tia2

log |1 — g7 ), quand k4 a; (respectivement k+1—ay) est plus grand que
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1/2, avec m = my, = | 75| (respectivement m = my, = |7=-]), on a

mg .
o1 gt = 5305200 sy
=1 J
‘q |(mk1+1 (k+a1)
@)
mp . -
log ‘1 . q(l:<:+17a16727ria2 _ ZQ COS Q?TJGQ |qc|(k+17a1)j
=1 ]
o || (r2 HD(1—a1)
BN (R P e
Sinon, on a la majoration
_ _ 4|q.|”
Z lOg ‘1 . qéc—i—ale—Zﬂ'zag + IOg ‘1 . q§+1—a16—27rza2 < 1 |?L | - )
ktaron n(1 = Jge[")(1 = gl)
(3.13)
En utilisant les inégalités,
< 1< 1
k+ aq S M+ LS k+ a; T
et n
< 1< 1
k+1—a1 mk2+ ]{Z+1—CL1+ ’
on peut majorer le terme O; de (B.12),
log ‘1 . k+a16727ria2 + log ‘1 . k‘+17a1€727ria2
Z cos 27rja2 o[ +an)i 4 Z cos 27rja2‘ Jlrmai o, 2qe|™
=1 (1= /lael)>
(3.14)
Finalement en notant
1/p o cos 2mjas (k+a1)j &2 cos 2mjasy (k+1—a1)j
Pan(g.’?) = Y > gl +> gl ;
1/2<k+a1<n \j=1 J = J
on obtient
Bsy(ay) log |1 — g1 e%m2| if ap<1/2
log |ga(q0)| = 9 lo | | + log |1 B qg—a1€—2i7ﬂm| if a > 1/2

3.15
2] g ) (3.15)

1/p
+ P, n(Qc ) + O <(1 B |C_Ic|)2n n(l - \qc\")(l - |q0‘)
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Enfin en posant
d—1
P, = Zgakﬁ Z Pa,na
f*O aGOoloc

et la proposition vient de

d—1
bk:ZOzkglog“]W(P” ]C:O,l,...,d—l.

=0

Notons alors, en posant x = qgl/p,

fk,n<x> - — c,k:p lOg ‘SL’| + Bc,k
d—1 — 2 .
log |1 — x7Pa1emaz| if a;<1/2
todow 2 { log |1 — g P1-ae-2mae| if g >1/2 (3.16)
' a1#0 ¢
+ P, (xil)
et
_ —np n 2
enle) = 28(p+ Ldnz] <<1 “ep A==l 7))

Commengons par traiter les solutions vérifiant |g.|] > 1077, on a donc = < 10.
Dans ce cas, nous obtenons une borne pour les b; en utilisant (2.53]). Supposons que
x soit supérieur a e™3/P e cas négatif ou nul est similaire et le cas 0 < x < e™V3/p,
conduit & j(p) € {1,...,1727} et sera discuté plus loin. On commence par chercher
n vérifiant

En(e™3/P) <,

ou 7 est I'erreur que nous discuterons plus tard.

La forme de la fonction f,,, nous autorise a étudier ces variations sur l'intervalle
{e’”/g/ P 10] Pour cela, on calcule la dérivée de f;, qui est rationnelle, on localise
alors ses racines, grace a l'algorithme de Sturm [St1835], dans la plupart des cas
on trouve que la fonction est monotone. Il arrive de rare cas ou la dérivée s’annule,
dans ces cas, on calcule la racine de la dérivée dans l'intervalle concerné en utilisant
une méthode de résolution numérique de I'équation f; , = 0. Dans notre cas nous
avons utilisé la méthode de Brent [Br73|, implémenté dans [Pari], cette méthode
combine plusieurs méthodes bien connues (Dichotomie, méthode de la sécante et
interpolation quadratique inverse) de maniére optimisée.

Supposons que la fonction soit monotone sur l'intervalle [e’r‘/g/ b 10} (si ce n'est
pas le cas on raisonne de la méme maniere sur chaque intervalle de monotonie), en
calculant le minimum et le maximum de la fonction, on obtient ainsi un encadrement
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pour b. L’encadrement est généralement, bien meilleur que celui trouvé pour |q.| <
1077,

Enfin pour chaque b compris dans 'intervalle trouvé, on résout grace a la méthode
de Brent les équations,

Jun(T) = b=, =0,

et
frm(x) —b+4¢e, =0.

On trouve alors deux solutions, z; et z5 tels que si P est un point entier on a
q.(P) € (21, 22), conduisant chacune a deux ¢ = 2} et go = 2%, puis a deux valeurs
possibles pour j : j; et jo tels que j(P) € (j1, jo). Si |j1 — ja| > 1075, on recommence
le méme procédé en augmentant n. On vérifie enfin §’il existe j € Z N (j1, j2)-

Revenons au choix de 7, il nous faut le choisir tel que la condition finale |j; — 75| <
107° soit réalisée, en fait 1 dépend de plusieurs parameétres : on perd de la précision,
lorsque nous élevons le résultat a la puissance p. Cette erreur est maitrisable si I'on
connait a ’avance x, or ici nous avons seulement un encadrement de x. De plus
I'écart entre z; et x5 dépend de la dérivée de f. Empiriquement, n = 1071, semble
étre une valeur possible. On donne ci-dessous ’algorithme [2] servant a I’énumération
des "petits" points entiers.

Algorithme 2 Recherche des "petits" points entiers de X (p)

ENTREES: 507]?, Bc,lm k1 9, k et OO’[O'C
SORTIES: L une liste contenant les potentiels points entiers vérifiant |g.| > 107P.
1: @ On pose n = 10710,

2: o On calcule n tel que ¢, < n

3: @ On étudie les variations de fi,, sur [e"F?V3/7 10]

4: o On en déduit un encadrement de b : B; < b < B,.

5: Pour b de B; a B, faire

6:  Pour chaque intervalle de monotonie faire

7: e Résoudre fyx,(z1) —b—e=0et fi,(22) — b+ e =0 avec une précision
de 1077713,

8: e Calculer j; = j(x,") et jo(x3").

9: Si |j1 — jo| > 107 alors

10: e Retourner a I'étape @ avec n = n - 1075,

11: Fin Si

12: Si |j1 — Jja] > 1075 et [|51]| < 107° alors

13: e Ajouter ||7;]| & la liste L.

14: Fin Si

15:  Fin pour
16: Fin pour

Avant de considérer le cas |g.(P)|™' > 107, nous devons faire une petite étude
concernant la précision, cette étude servira également dans le cas |g.(P)|~" > 107.
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En effet, lorsque nous obtenons x; avec une précision €, on a donc
x1 €lry —e, 21 + €.

Mais lorsque nous calculons ) on obtient le résultat avec un erreur potentiellement
grande. De méme lorsque nous calculons ensuite j(z;”). Discutons du lien entre
Ierreur € sur x; et 'erreur finale sur j;. Soit & une valeur approchée de z. Alors si

|z — Z| <e.

On a la majoration
2P — 7P| < ep|i + |7

Concernant le calcul de j(z7!), le développement en série de Laurent de j nous
indique clairement que x est le terme dominant. C’est la raison pour laquelle nous
avons posé z = ¢ /P et non ¢. = x'/P. Commencons par remarquer que nous
pouvons utiliser ce méme développement tronqué a un rang N sans perdre trop de
précision. On se rameénera alors au probléeme de propagation de 'erreur dans une
fraction rationnelle. Soit N un entier (dans les exemples numériques N = 50 suffit).
On note alors v

Iv=q T+
i=1
ol ¢; désigne les coefficients du développement de j en série de Laurent. On a alors
par positivité des ¢;

1O = liv@I < > ald' < Y alol’ < 5(r0) = dn(n0), (3.17)
i=N+1 i=N+1

oll 7o = v/—3/2 et gy = €*™™. Par exemple pour N = 50 on obtient une majoration
de Terreur de 1.06 x 10733 ce qui est largement suffisant. On remarque d’ailleurs
que plus 7 devient grand, plus 'erreur sera petite.

Supposons que 'on connaisse x” = ¢! avec une précision €’ et nous souhaitons
calculer j(g.) pour cela nous utilisons la fonction Jy = jy o ¢~ que nous devrons
évaluer en ¢, !'. Nous composons par l'inverse de maniere & éviter de perdre de
la précision en calculant q., puis & nouveau ¢.! qui est le terme dominant. On
majore ensuite l'erreur grace au théoreme des accroissements finis. Par exemple
pour N = 50, on obtient une majoration de |Ji| sur [e™3, 00[ de 8 et de 1 sur
|—o00, —€®"]. Si l'on note ¢.~! la valeur de ¢;! approchée avec une erreur ¢, on a
alors

‘J50 (q;l) — J50 (Cj’c*l)‘ < 8.
Finalement en regroupant les résultats ci-dessus, si x est donné avec une précision
e alors j(z7P) = J(zP) est donnée avec une précision de 8p(x + )P~L. Ainsi si nous
voulons avoir une précision sur j; de 107! nous devons calculer x; avec une erreur

de
1071

e <
=g

|z|~P~D),
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En considérant p < 100 on peut prendre une erreur de 10737, dans le cas ol
|z| < 10 comme indiqué dans ’algorithme.

Dans le cas o |¢.(P)|~! > 107, nous ne pouvons pas majorer a priori q.(p)~?,
toutefois comme nous l'avons vu dans la partie réduction on a une estimation
grossiere :

b — B
log [qc| ~ 5
On a donc
| b, — B
oglz| ~p 5|

On pose alors n = 1, et on calcule une premiere fois x en résolvant 1’équation avec
£, et une précision de
p ’7 —‘ .

On trouve alors une valeur approchée de x. On peut alors réitérer 'algorithme
précédent avec le méme type d’erreur en remplagant |z| par la valeur approchée
trouvée. Finalement on écrit 1'algorithme [3] de recherche des grands points entiers.

by, — Br
60,]9

Algorithme 3 Recherche des "grands' points entiers de X% (p)

ENTREES: 0.1, Bk, ok, S, k et Oojo,

SORTIES: L une liste contenant les potentiels points entiers vérifiant |g.| < 1077,
1: Pour b de —B; a B, faire
2: e n—=1.

3:  Pour chaque intervalle de monotonie faire

4: e On résout fy1(x) — b= 0 avec une précision de p[ % W

5 Fin pour 7

6: e On posen=10"1.

7. e On calcule n tel que e,(x) <n

8: e On étudie les variations de fy, sur [10,4o00]

9:  Pour chaque intervalle de monotonie faire

10: e Résoudre fy,(r1) —b—ec=0cet fxn(x2) —b+ e =0 avec une erreur de
10711p71|x|7(p71).

11: e Calculer j; = j(x,") et ja(x3").

12: Si |j1 — jo| > 107 alors

13: e Retourner a létape B avec n =1 - 107 et x = min (21, o).

14: Fin Si

15: Si |j1 —Jja] > 1075 et [|51]| < 107° alors

16: e Ajouter [[j1] a la liste L.

17: Fin Si

18:  Fin pour
19: Fin pour
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Pour conclure cette partie, il nous reste a discuter des cas ou j = 1,2,...,1727
Dans ces cas, soit J dans lintervalle considéré De J on tire ¢ avec une bonne
précision, en résolvant 1’équation polynomiale :

jnlg) —J =0.

A ce stade il est important de constater que le calcule de ¢ peut étre fait au préalable.
Enfin on élimine généralement ces cas en testant si || frn(q)|| < e.

Nous avons maintenant fini I’étape d’énumération des possibilités, apres cette
étape ne subsistent que quelques points potentiellement entiers.

3.2.2 Vérification des solutions potentielles

Si on trouve |g.(P)|, par cette méthode, on peut raffiner un peu en vérifiant si
| fernll < €n, pour tous les k' # k.

Toutefois nous n’avons pas I'assurance d’obtenir réellement un point entier sur
X (p). Heuristiquement, si ’on suppose que les valeurs de j sont distribuées de
manieére uniforme, on peut dire que la probabilité que 1'on obtienne j; proche a
+1073 d’un entier est de 2 -1073. Si l'on vérifie cela pour chaque 1 < k < d — 1,
on obtient une probabilité de 247110731 d’obtenir d nombres qui soient proche
d’un nombre entier. Bien stir on peut rendre cette probabilité aussi petite que I'on
veut. Cependant, nous aimerions pouvoir assurer inconditionnellement si un point
est entier ou non.

On rappelle rapidement les résultats de la partie [Z1]: un point P € X (p) est
entier s'il lui correspond une courbe elliptique définie sur Q (par exemple donné par
le j invariant entier), telle que

pn(Gal(Q/Q) C C/(p).

On considére donc E une courbe elliptique définie sur Q, correspondant a j(P). On
distingue deux cas suivant la structure du groupe d’endomorphisme de F.

Si F a une multiplication complexe, un résultat classique sur les courbes ellip-
tiques assure que si E est définie sur un corps de nombre K, alors j(E) est un entier
algébrique de degré h(K) ou h(K) est le nombre de classe de K. Comme j(P) € Z,
on en déduit que h(K) = 1. En fait on a bien plus,

Proposition 3.5. Soit d > 0 sans facteur carré et Q <\/—_d) un corps de nombres
imaginaire quadratique de nombre de classe 1 et d’anneau d’entier Og. Soit p un
nombre premier inerte dans K. Alors, a toute courbe elliptique avec multiplication
complezxe par K (c’est-a-dire End(E) ~ Ok ), on peut faire correspondre un unique
point entier sur X (p).

I n’y a que 13 ordres O dans un corps K avec h(O) = 1. Pour chacun de ces 13
ordres, on connait le valeur de j(O) dans Z. Ainsi, si apres I'étape d’énumération,
on trouve j(P) appartenant a l'une de ces 13 valeurs :
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0, 54000, —12288000, 1728, 287496, —3375, 16581375, 8000, —32768,

—884736, —884736000, —147197952000, —262537412640768000

Alors on cherche le d correspondant a cette valeur, en se référant par exemple
au tableau page 192 de [Se97]. On vérifie alors facilement si p est inerte ou non dans
Q (\/——d) Un point entier obtenu de cette maniere sera dit point a multiplication
complexe.

Dans nos calculs, pour p > 11, seuls des points a multiplication complexe sont
apparus. Si toutefois d’autres points entiers apparaissent il faudrait calculer, au cas
par cas, I'image de la représentation galoisienne.

3.3 Algorithme de recherche des points entiers
sur X, (p)

Dans cette derniere partie, nous allons donner une version algorithmique de ce
qui a été fait plus haut. L’intérét de notre méthode est son caractere effectif. En effet,
tous les résultats obtenus plus haut sont parfaitement explicites. Ils nous autorisent
a écrire un algorithme prenant en entrée un nombre premier p, et donnant en sortie
tous les points P € Xt (p) entiers. L’écriture d’'un tel algorithme nous a permis de
retrouver les résultats déja connus pour X (7) ( [Ke85]) et pour X5 (11) ( [ST12]).
Nous présenterons les résultats obtenus pour 7 < p < 67. En particulier nous verrons
que, hormis pour le cas p = 7, toutes ces courbes n’ont que des points entiers avec
multiplication complexe.

3.3.1 Algorithme et commentaire

En combinant tout ce que nous avons fait jusqu’ici nous disposons de 'algorithme
[l Qui prend en entrée un nombre premier p et donne en sortie la liste des points
entiers de X (p).

Nous allons essayer d’analyser cet algorithme afin d’en étudier ses capacités et
ses limites.

La premiere remarque concerne le choix entre un systéeme d’unités fondamen-
tales et un systeme de rang maximal. Le second a l'avantage d’éviter de recourir
a I’hypothese de Riemann généralisée ou a un certificat tres lent. En revanche, il
oblige a introduire une nouvelle variable m dont on a une mauvaise majoration. Ceci
aura pour effet, d’augmenter la borne réduite et donc de considérablement ralentir
la derniere étape de 'algorithme. D’apres les calculs effectués, on peut se contenter
du premier choix au moins pour les petits nombres premiers. Le premier nombre
premier qui pose probleme est 83, qui nécessite la recherche des unités d'un corps
de degré 41.
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Algorithme 4 Recherche des points entiers de X (p)

ENTREES: p > 7 un nombre premier.
SORTIES: L une liste contenant tous les points entiers de X[ (p).

1

2:

8:

9:
10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:

22:

23
24

25:
26:
27:
28:

29:

30

: @ Trouver le plus petit diviseur d > 3 de (p — 1)/2 et calculer H 'unique sous-
groupe de F* d’ordre d.
e Si d est petit essayer de calculer un systéeme d’unités fondamentales de K =
Q(¢,)™ et poser m = 1. Sinon calculer un systéme de rang maximal.
e Calculer une borne pour m (partie B.1.2)).
e Calculer un systéme de représentants optimal (partie [L2.2)).
e ['ixer une orbite a droite O de G\ M,, et calculer le diviseur de U = up.
Pour chaque pointe c faire
e Chercher U? tels que Ord.U = 0 et construire W. Sinon construire W a
partir de U et U”.
e Calculer la borne de Baker B.
Sim =1 alors
Pouridela (p—1)/2 faire
e réduire la borne By grace a méthode de la partie 3111
Fin pour
B; := la borne réduite.
Fin Si

Sim > 1 alors
Pouridela (p—1)/2 faire
e réduire la borne By grace a méthode de la partie B.1.2
Fin pour
e 3; := la borne réduite.
Fin Si

e Trouver les solutions vérifiant |g.(P)| < 1077 avec 'algorithme 2l (Retourne
une liste Ly).
e Trouver les solutions vérifiant |g.(P)| > 1077 avec l'algorithme Bl (Retourne
une liste Ls).
: Fin pour
: Pour tous les éléments j de Ly et Lo faire
Si j € {0,54000,—12288000, 1728, 287496, —3375, 16581375, 8000, —32768,
—884736, —884736000, —147197952000, —262537412640768000} alors
Si p est inerte dans Q(v/d) ot d est le discriminant correspondant  j. alors
eAjouter j a L.
Fin Si
SinonVérifier si j correspond a un point entier.
Fin Si
: Fin pour
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Outre le calcul des unités, le deuxieme point pouvant conduire a une limite de
I'algorithme est 1’étude de la monotonie des fonctions fy,, en effet apres calcul
de la dérivée nous obtenons une fraction rationnelle ayant des poles en dehors des
intervalles qui nous intéresse. Le numérateur de cette fraction rationnelle est un
polynéme d’ordre np — 1 + 2|O|, dont nous devons localiser les racines. Dans la
plupart des cas, 'algorithme de Sturm nous assure rapidement que ce polynome
n’a pas de racine, dans les intervalles concernés. Dans le pire des cas rencontrés le
polynome a une seule racine que 1’on calcule avec la méthode de Brent. Cette étape,
peut toutefois étre assez longue, mais nous la réalisons qu’une fois pour chaque
pointe.

Enfin, I'étape la plus lente est I’étape d’énumération. Lorsque p augmente, on
a un double effet négatif : tout d’abord la réduction est moins bonne ce qui nous
amene a considérer des solutions potentielles de plus en plus grande et nous oblige
donc a augmenter la précision. Le deuxieme effet négatif, vient de I'augmentation
de p elleeméme. En effet, dans les algorithmes d’énumération la précision dépend
directement de p. On est donc obligé lorsque p augmente de traiter plus de cas avec
une plus grande précision. De plus, au vu de la forme de fx ., les fonctions vont étre
plus difficiles a évaluer et donc ralentir la méthode de résolution. Heureusement, d’un
point de vue purement pratique, on peut pallier en partie la difficulté d’énumération
en "parallélisant” I'algorithme. En effet, les énumérations sur chaque pointe sont
indépendantes. On peut donc effectuer I’énumération sur toutes les pointes en méme
temps.

3.4 Exemples numériques

3.4.1 Points entiers sur X (7)

On considére la courbe modulaire Xt (7) définie sur Q. Cette courbe a trois
pointes définies par L1, Lo, L3 définie sur le corps Q(¢7)". Comme [Q({7)" : Q] =
3, on prend d = 3 et K = Q({7)". On a alors un systéeme d’unités fondamentales
n1, N2 donné par exemple par les unités circulaires. Soit P un point entier de X (7).
Supposons que P soit proche de la pointe a l'infini ¢;. Le calcul de la borne de
Baker donne dans ce cas By = 5.34 x 10'?, apreés trois étapes de réduction on obtient
By = 301. L’étape d’énumération nous donne trois "petits" points

J(P) =2°8% g, (P) " "/P ~2.453
§(P) =0, o (P) P~ —2.175 (3.18)
j(Ps) = =2 g, (P3)"VP ~ —4.43
et trois "grands" points
G(Py) =257 g, (P)~VP =~ 17.729
§(Ps) = 2°17519%29%149%, ¢, (P5)~ "% ~ 3530.64 (3.19)
J(Ps) = —293%5311%, ¢, (Ps)™Y/P ~ —39.392
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En ce qui concerne la pointe c,, on obtient une borne de Baker de By = 1.85 x 10%.
Apres trois étapes de réduction on obtient B; = 218,L’étape d’énumération nous
donne un "petit" point

J(Pr) = 2333113, g, (Pr)~'/P ~6.02 (3.20)
et un "grand" point
J(Ps) = 2183353233298 ¢, (Ps) VP ~ —307.93 (3.21)

En ce qui concerne la pointe cs, on obtient une borne de Baker de By = 1.719 x 10%.
Apres trois étapes de réduction on obtient B; = 308. L’étape d’énumération nous
donne un "petit" point

F(Ps) = 2953, qu,(Ps)” /P ~ 3.558 (3.22)
et trois "grands" points

j(Py) = 2°11323%149°269°,  q.,(Py)~1/P ~ 1822.31
§(Pro) = 23537° quy(Pro) ™"/ =~ 10.769 (3.23)
J(Pry) = —2183353 ) g, (Py) P ~ —18.97

On retrouve ainsi tous les points de [Ke85]. On constate que l'on a trois points
sans multiplication complexe. Ce sera la seule fois que cela arrive dans nos calculs.
Le temps de calcul complet est de deux minutes et trente quatre secondes pour
XE(7).

3.4.2 Points entiers sur X, (11)

On considére la courbe modulaire Xt (11) définie sur Q. Cette courbe est le
deuxiéme et dernier cas déja traité dans [ST12]. Cette courbe & cinq pointes définies
par Li; pour 1 < ¢ < 5 définie sur le corps Q(¢1)*. Comme [Q(¢i1)t : Q] = 5,
on prend d = 5 et K = Q(¢11)". On a alors un systéme d’unités fondamentales
M1, N2, N3, N4 donnée par exemple par les unités circulaires. Soit P un point entier de
XE(11).

En effectuant le calcul sur chaque pointe on obtient une borne de Baker au pire
égale & By = 4.85 x 10?7, apres trois étapes de réduction on obtient une borne B;
comprise entre 528 et 1123. Finalement apres I'étape d’énumération on trouve les
points suivant : Dans €., ,

Jj(P) =233 g, (P)" VP~ 177 (3.24)
Dans €2.,,
J(Py) = 2333113, q.,(Py) /P ~3.13

3.25
G(Ps) = —2835%, ., (Ps) VP ~4.41 (3.25)
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Dans €,
J(P1) =0, qe,(Py) "7~ -1.63 (3.26)
Dans €,,
J(Ps) = —2'83353233203 ¢, (Ps)~'/? ~ —38.33 (3.27)
Dans €2

C4)»

§(Ps) = 213353 q.. (Ps) /P ~ 2.69
J(Py) = —2°3%5%113, .. (Pr)"YP ~ —10.36

Tous les calculs ont été effectués en 36 minutes et 2 secondes.

(3.28)

3.4.3 Points entiers sur X (13)

Avant de donner les résultats obtenus sans détails dans la prochaine partie, con-
sidérons le cas p = 13. Ce cas est intéressant pour plusieurs raisons, tout d’abord
c’est le premier cas non traité. Ensuite c’est le premier cas ou nous allons pouvoir
utiliser un sous-corps de Q((,)™, enfin c’est le premier cas ou nous allons obtenir
un faux positif. On considére donc la courbe modulaire X1 (13) définie sur Q. Cette
courbe a 6 pointes définies par L1, Li9, Li3, Lig, Lis et Lig définie sur le corps
Q(¢i3)™. Comme [Q((13)T : Q] = 6, il existe un sous-corps de Q((i3)* de degré
d = 3 sur Q, il s’agit du corps K = Q((13) ot H est le sous-groupe de F;; définie
par H = {£1,£5}. Le corps étant "petit" on trouve sans recourir a ’hypothese de
Riemann généralisée un systeme d’unités fondamentales exprimées en fonctions de
C13

m = (i3 + (T + (i3 + Cis
T2 = 11 — (= L

Soit P un point entier de X;;(lB). En effectuant le calcul sur chaque pointe on
obtient une borne de Baker au pire égale & By = 3.18 x 10%!, aprés trois étapes
de réduction on obtient une borne B; comprise entre 424 et 863. Finalement apres
I’étape d’énumération on trouve les points suivant :

(3.29)

3°5%, g, (P)"YP ~ —1.89
—218335323320% ¢, (Py)"1/P ~ —21.87
—2193% ., (Ps) VP ~ —2.86
3353173, qe,(Py) VP ~ 3.59 (3.30)
—219335%113, ¢, (Ps) VP ~ 3.59
Ps) = 2553, q..(Ps)™Y/P ~1.98
P)=—2Y . (P)"YP~—-223

Y

EICIE

)

J(Pr)
J(F)
J(Ps)
J(Py)
J(F5)
J(Ps) =
J(

Enfin, a ceux-ci s’ajoute un point potentiellement entier qui s’avere ne pas étre
entier. Détaillons un peu ce cas. Apres I'étape d’énumération pour by = 766, on
trouve

J(@ey(P)) = =2-3-T-p1 - pa,
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ou p; et ps sont deux grands nombres premiers. On calcule alors by correspondant a
e, (P) on trouve alors

by = 130,497.

avec une erreur au moins inférieure & 107%. Ce qui nous permet d’écarter ce cas
finalement.

3.4.4 Points entiers sur X (p) avec 17 < p <67

Dans cette derniére partie nous présentons les résultats obtenus pour p compris
entre 17 et et 67, dans chacun de ces cas nous avons obtenus uniquement des points
de multiplications complexes. De plus en choisissant ¢, < 107!° nous n’avons eu
aucun 'faux positifs' a traiter. L’étape de vérification a donc été triviale dans tous
les cas. A titre d’exemple, le temps total de calculs pour p = 17 a été de 6 heures
et 4 minutes, alors que le temps total de calculs pour p = 67 a été d’environ 145
jours, en calculant simultanément sur chaque pointe le temps de calculs est ramené
a 8 jours et 20 heures.






CHAPITRE 4

POINTS DE MULTIPLICATION
COMPLEXE SUR LES DROITES

4.1 Introduction

Dans cette deuxiéme partie, on s’intéresse a un autre probleme diophantien. Pour
illustrer celui-ci observons que

415(v/=1) + 215§ (HT\/_—?> +27=0.

qui s’obtient en remarquant que j(y/—1) = 1728 et j (H‘/_) —3375 ou j désigne
toujours l'invariant modulaire. De sorte qu’il existe un couple (z1,z5) sur la droite
complexe d’équation

417 + 21y +27 =0,

ou x; = j(1;). On se demande si d’autres couples existent sur cette droite. Plus
précisément, on appelle module singulier les nombres complexes s’écrivant j(7) ou 7
est un nombre quadratique imaginaire. Par conjugaison on peut supposer que 7 est
dans M. Etant donnée une courbe complexe C on appelle points de multiplication
complexe de C un couple de modules singuliers (z1,z2) € C.

En 1998, Y. André a montré dans [An98|, que si une courbe irréductible affine
plane n’est ni une droite horizontale ni une droite verticale ni la courbe modulaire
Yo(n), alors elle contient un nombre fini de points (x1,z2), tels que x1 et xo sont des
modules singuliers.

Ce résultat est le cas le plus simple de la conjecture d’André-Oort toujours
ouverte a 1’heure actuelle.

La preuve faite par Y. André, n’est pas effective. Entre autres, elle utilise des
arguments galoisiens ainsi que des minorations du nombre de classe des corps quadra-
tiques imaginaires non effectives.



98 Chapitre 4. Points de multiplication complexe sur les droites

Plus récemment dans [Kh12] Lars Khiine a rendu effective cette preuve en util-
isant la théorie de Baker sur les formes linéaire en logarithme. Il majore explicitement
les discriminants des modules singuliers.

Parallelement, dans [BMZ12] Yuri Bilu, David Masser et Umberto Zannier ont
également établit une preuve effective. Ils illustrent leurs propos en montrant que la
courbe xy = 1 n’as pas de points de multiplication complexe.

L’objectif de ce chapitre et légerement différent du point de vue de [BMZ12] et
[Kh12]. Nous souhaitons déterminer complétement tous les points de multiplication
complexe de notre courbe. Pour cela nous nous restreignons au cas ou C est une
droite D nous écartons les cas triviaux ou D est une droite horizontale, vertical ou
d’équation x = y conduisant chacun a un nombre infini de solutions.

Notre algorithme utilise la théorie générale des formes linéaires de logarithmes.
Contrairement a ce que nous avons fait dans la partie précédente, nous aurons une
forme linéaire de logarithmes avec des coefficients algébriques ce qui nous obligera
a adapter notre stratégie et a utiliser un résultat de Waldschmidt tiré de [Wa00].
On obtiendra alors une majoration pour les discriminants. Malheureusement cette
majoration sera trop faible et ne nous permettra pas d’obtenir ainsi tous les points
de multiplication complexe. Pour pallier a ce probleme nous aurons recours a des
techniques de réductions. La encore, la forme particuliere de notre forme linéaire
nous contraindra a utiliser un algorithme de réduction en dimension 3. Enfin nous
pourrons énumérer tous les cas possibles et trouver tous les points entiers.

4.2 Préliminaires

Soit j 'invariant modulaire sur le demi-plan de Poincaré H. On note 7 un nombre
imaginaire quadratique de H. Alors 7 est une racine d’un polynéme du type

aX?+bX +c, (a,b,c) € 7, a# 0, ged(a, b, c) = 1.

Notons —A = 4ac — b* > 0 lopposé de son discriminant. Soit K = Q (Z\/Z) le
corps imaginaire quadratique défini par A. Soit E la courbe elliptique associée a
isomorphisme preés a j(7). On note L, le réseau de C égal & Z + 7Z. Son anneau
d’endomorphisme End(L,) est isomorphe & un ordre O, inclus dans O, 'anneau
des entiers de K. Alors la courbe elliptique £ a une multiplication complexe par O, .
De plus on a une bijection entre les £y ou # parcourt les conjugués de j(7) et les
classes d’idéaux de O,. Dans la littérature, on trouve beaucoup d’ouvrages traitant
des courbes elliptiques avec multiplication complexe, on peut se référer au Chapitre
2 de [S194] par exemple. Dans notre cas nous aurons besoin du résultat suivant :
J(7) est un entier algébrique de degré h(O;), ou h(O,) désigne le nombre de classe
de O,. On définit le polynéme de Hilbert associé a j(7) par :

H=][(X-j(r)),
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ou j(7)? décrit les conjugués de j(7). Les conjugués de j(7) sont les nombres j(6;)
ol

6, =

—}. RVAAN
MGD,

2a;
et (a;, b;) décrit les formes quadratiques réduites (ie avec |b;| < a; < ¢; de coefficient
(a;, b;, ¢;) de de discriminant —A. Le calcul des polynémes de Hilbert est un probléeme
algorithmiquement difficile en général. On distingue plusieurs types de méthodes, la
premiere consiste a calculer des valeurs approchées de la fonction j en chaque 6;,
puis en développant le polynéme H et en arrondissant les coefficients on obtient le
polynéme de Hilbert. Heuristiquement, cette méthode fonctionne en utilisant une
assez bonne précision. Le probleme de cette méthode réside dans le contrdle de 'er-
reur sur les coefficients du polyndéme pouvant conduire a une erreur d’arrondi. Dans
notre situation, cette méthode suffira, on controlera ’erreur de maniere précise dans
le peu de cas ot nous en aurons besoin. Cette méthode est décrite dans le livre de
Henri Cohen [I] : Algorithme 7.6.1. On peut trouver une analyse de la complex-
ité dans [En09]. La deuxiéme méthode utilise I'analyse p-adique, elle est introduite
dans [CHO2| et [Br(07] et consiste & trouver des courbes elliptiques modulo des pe-
tits nombres premiers ayant une multiplication complexe par Og. Cette méthode
présente I'avantage d’étre garantie. Enfin une derniére méthode consistant a réduire
le polynome modulo de petits nombres premiers, puis a utiliser le théoreme des
restes chinois est décrite dans [ALV04].
Soit (a, 3,7) € Z3, on considere la droite complexe D définie sur Q par

D:aX+ Y +~v=0.

La droite n’étant pas verticale et horizontale on a « - § # 0. On suppose de plus
~v # 0. Quitte a diviser par le pged(«, 3,7) on peut supposer

pged(a, B,7v) = 1.

Soit (z1,x2) € D des points de multiplication complexe (on notera points CM
dans la suite), notons 7 et 7, les deux nombres quadratiques imaginaires de H
vérifiant z; = j(7;) pour i = 1 et 2. On note

2
a;T; + biTi + C;.

ou (a;, b;, ¢;) € Z? les polyndmes minimaux des 7;. On note —A; = b7 — 4a;c; < 0 le
discriminant des ;.
Par symétrie on peut supposer, A; > Ay. On a x; = j(71) et donc a priori

—by — V=4
m=———"""".
2&1
Cependant, comme D est définie sur Q, on ne change pas I’équation en faisant
agir le groupe de Galois du corps de Hilbert. Ainsi si (z1,22) € D alors (2§,25) € D
pour tout élément du groupe de Galois. Or les conjugués de x; sont connus, il s’agit
des j(6) ou 6 décrit les racines appartenant a D des polynomes ayant un discriminant

égal a —A;.



100 Chapitre 4. Points de multiplication complexe sur les droites

Lemme 4.1. Il existe un conjugué de x1 s écrivant

J_.<A1+2\/——A1> j(wé——Al)

1 — = 9

ot ¢ =0 si Ay est pair et ¢ =1 sinon.
Démonstration. On peut faire appel a la bijection entre les classes d’idéaux et les
réseaux L,. En prenant la classe correspondant aux idéaux principaux on trouve

AL+ VA
2

Quitte a remplacer x; par son conjugué on peut donc écrire

. c+ V=4
z1 = j(m), 71:72 :
La partie réel de 11 est alors nulle ou égal a 1/2, de sorte que x; est un nombre réel.
élément z; étant fixé, intéressons-nous a z,. Comme pour z; on a a priori
L’élément z; étant fixé, int C

b+ v—As
T — ————————
2a
ol a,b € Z et a > 0. De plus sans modifier x5, on peut appliquer des homographies
modulaires & 75. Ainsi on peut supposer que 75 € D ou D est définie dans (LJ).
Cette condition nous donne

(4.1)

a > |bl.
De plus, le lemme 5.3.4 de [I] donne

CLS A2/3

Cette majoration nous sera utile dans la suite. Enfin on a b = Ay (mod 2).
Finalement comme z; € R et (1, 25) € R on a x5 € R et donc d’apres 2 on a
trois possibilités
b=0, b=a ou |n|=1et0<Re(rn)<1/2
Ces remarques nous seront tres utiles dans I'étape d’énumération.

Avant de passer a 1’étude proprement dite des points de multiplication complexe
de D, écartons un cas trivial. Supposons que x; est nul, alors on a

Ty = —7/B €Q,

mais comme o est un entier algébrique on obtient x5 € Z, les modules singuliers
dans Z sont bien connus. Il s’agit des j-invariants de courbes elliptiques avec mul-
tiplication complexe par I’anneau des entiers d’un corps imaginaire quadratique de
nombre de classe 1 ainsi x5 est égal a I'un des nombres

0, 54000, —12288000, 1728, 287496, —3375, 16581375, 8000, —32768,
—884736, —884736000, —147197952000, —262537412640763000

Le méme raisonnement tient pour x, = 0, dans la suite on suppose x1, x5 # 0.
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4.3 Réduction a une forme linéaire de logarithmes

Tout d’abord nous allons réduire ce probleme a une forme linéaire de logarithmes.
On suppose pour le moment que a # +4.

Soit (1, x2) un point de multiplication complexe de D. Au vu de 'équation de
D on a

L
AT AT
donc
log b = |log 1+l
QT ary

Pour |x1| > 2|v|/|cl|, on applique le lemme 25 avec r = 0.5

< 21052) o[ (42)

On obtient ainsi une forme linéaire de logarithmes, avec une bonne majoration.
Seulement nous souhaitons majorer le discriminant A;. De maniere schématique
d’une part on a

log |z2| — log [z1] + log

P
(0%

log |z2| — log |z1| + log |§| ~ 0.

D’autre part on montre dans la suite que lorsque x; devient grand on a

Ty ~ e 2T 744 (4.3)

Ainsi en combinant, ces deux résultats et en rendant les ~ effectifs, nous allons
obtenir une inégalité sur les A; du type

ﬂ\/A»g/a—ﬂ@+log|§| ~ 0. (4.4)

A partir de maintenant on suppose que A; > 6. Pour les cas ou 6 > A; > A,
nous avons un petit nombre de cas a tester, nous verrons dans la partie énumération,
comment traiter ces cas.

On note ¢, les coefficients du développement en série de Laurent de la fonction
j. On a la propriété remarquable ¢, > 0. On peut maintenant préciser l'inégalité
(#3). Pour A; > 6, en utilisant la positivité des coefficients ¢,, on obtient

00 00 /6
< Z Cnlq]™ < Z cn«f’m\/6 <J (—) — ™6 < 839. (4.5)
k=0

13(m)] = |V 5

. ) , . , e
Nous pouvons maintenant préciser 'égalité
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Proposition 4.2. On rappelle que A1 > 6, on suppose de plus que |As/a®| > 6, on
a alors ’égalité

< ke VA2 (4.6)

)

VA
- 2 /A + log g

‘ﬂ

ol K = 2128+3m

o’

Démonstration. Tout d’abord, les équations ([£3) et (E2]) donnent

log |za| — log |z1| + log (4.7)

£|| < 2log 2|9| < g ey
af| 7 Jaf (envAr —839)

En utilisant encore le développement en série de Laurent de j, on montre que
log |z1| est proche de mv/A; sous certaines hypotheses raisonnables sur A;, on peut
faire la méme chose avec v/As/a. En détail, pour |¢| < e=™8, le méme argument
que pour (£3) nous donne

Z qun—l—l

n>0

< 839|¢| < 0.39.

ol les ¢, sont toujours les coefficients du développement en série de Laurent.
On applique le lemme avec r = 0.39 on obtient alors

1+ g™
n>0

log |7(7)| —log|q|| = [log < 1064|q/|. (4.8)

En Pappliquant & q; = 2™ et gy = ™™/% et en utilisant (Z7) on obtient

‘7? B —my/ Ay + log

a

EH < <1064 + 3%) e VAL 4 1064e VB
(6% (8%

ce qui nous donne le résultat. O

Remarquons que si 7 € D, alors sa partie imaginaire est minorée par /3 /2. En
utlisant le méme raisonnement que dans (L3), on montre le Lemme 1 de [BMZ12] :
si 7 € D et y est sa partie imaginaire on a

15 (T)] — e*™| < 2079.

On peut voir que la condition imposée & Ay/a?, peut se ramener & une condition
sur A;. En effet, si I'on suppose que As/a? < 6 on a,

o] < e™VB2/% 4 2079 < ™V 42079 < 4277.
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Enfin en utilisant I’équation de D, on en déduit une majoration de x, puis de Aq,
1 4277 ?
A< <_ log (2079 ¥ M)) —Ca.
T «

Par exemple, en supposant que les coefficients de 1’équation de D sont bornés en
module par 100, on obtient A; < 18.

L’important ici est le comportement de la forme linéaire lorsque A; grandit.
Lorsque v/As/a devient grand, alors la forme linéaire se rapproche de zéro. En
particulier 7 (\/A_2 Ja — \/A_l) est trés proche de log |3/l lorsque /Ay /a est grand.
Avant de passer a la théorie de Baker qui nous permettra de minorer la forme linéaire
de logarithmes, puis par comparaison de majorer les discriminants, nous avons besoin
de remplacer A, par A; dans la proposition

Lemme 4.3. Avec les mémes notations, en supposant de plus que
1 ? 1+1 ?
By/a® = (—Og“> A > (—+ OgW‘”) ,
T

on a : \/_ \/_

a

Donc (4&8) devient

2 b —mV/A
\/A 1 < T A1/2 A.
|7r< — AL+ og |— ke ( 9)

a

Démonstration. La condition sur Ay et (£.6]) nous donne

1+10g|5/04| \/_

La derniere inégalité étant obtenue en utilisant '’hypothese faite sur A;. O

Ici aussi on peut retranscrire la condition sur A, en une majoration de Ay, on
obtient de la méme maniére

«

1 42 2
T

Notons

1+1 ?
)1 = max (C’Al, Ch,; <M> ,6).

™

On suppose dans la suite que A; > 41, de sorte que 'équation (€3], reste valide.
Avant de passer a la théorie des formes linéaires de logarithmes, traitons le cas
a = £ (On rappelle que le cas (1,—1,0) est exclu et conduit a une infinité de
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solutions), que nous avons laissé de c6té. Dans ce cas on a log|5/al = 0 de sorte
que I'équation (L9) devient

VA
— /A
On distingue deux cas. Tout d’abord si le terme de gauche est nul, on a alors

A,
= CL2.

A

< Bemnvai2, (4.10)
T

De sorte que A; | Ag, mais Ay > Ay d'ott Aj = Ay et @ = 1. Mais alors z; et x9
sont conjugués, plus encore on sait que

,<Oou1+\/A_1>’ x2:j<b+2ﬂ>.

1= 9

avec |b| <a =1, donc b =0 ou 1. Ainsi si 27 et x5 sont de méme signe alors, a =
et 11 = xo = —y/(2cr). Si 1 et x5 sont de signes opposés, sans perdre de généralité
on peut supposer x; > 0. Soit A un entier supérieur ou égal a 5 et Ay > A. On a

alors
w1 = ™AL 44 ¢

(4.11)
Ty = —e™A 1744 1 g,

ol &1 et £5 peuvent étre facilement bornés par une constante commune Cy dépendant
de A en utilisant le développement de 7. On remarque que C'4 tend vers zéro lorsque
A tend vers l'infini. On distingue deux cas :
— Si a = —f, alors 2¢™VAL 4 g1 — €3 = v/a. On note € = g1 — €5 de sorte que
le| < 2C4. On obtient alors

2
s 5 (3 )
s 2 la
Par exemple pour (o, 8,7) = (2,-2,3), avec A = 5 on obtient Cy = 159 et
donc A < 2.
- Sia=pfona
1488 4+ €1 + g9 = 7/av.

Tout d’abord on remarque que si y/a = 1488 alors, on a

2
e1t+er =) coq =0.
p=>1

Et alors ¢, = 0. Il n’y a donc pas de solution dans ce cas. Si A; > 5 on a
dans le pire des cas € < 35, ainsi si v/« ¢ |1488,1523] il n’y a pas de solution.
Enfin pour les cas restants, quitte a augmenter A on peut prendre Cjy telle
que 2C4 < |y/a — 1488|. Alors il n’y pas de solution pour A; > A, et on teste
tous les Ay < A.
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_AQ
a

D’un autre coté si 6 = — VA1 est non nul. On a I'inégalité classique

Y

‘5| > efdh(é)

oud = [Q(J) : Q] et h(-) désigne la hauteur logarithmique absolue définie par (2Z.62).

On a alors
h(§) <h <\/§> +h (@) +1log2 < log <2¢E) (4.12)

D’ott en combinant (4I0) et (AI2]), on obtient une tres bonne borne pour A; :

16 2
A1§—2<4log§+logﬁ+4log2> .
T T T

Ce qui donne une majoration de quelques centaines, permettant une énumération
rapide.

4.4 Forme linéaire de logarithmes et théorie de
Baker

L’inégalité (£.9) nous donne une forme linéaire, majorée en fonction de notre
parametre Ay, ceci va nous permettre d’appliquer la méthode de Baker. Celle-ci va
nous conduire a minorer le terme de gauche puis par comparaison nous majorerons
Ay, mais avant tout réécrivons (£9), on pose

VB

a

5: _Al-

de sorte que

A = |5 “log (—1) +1og|5 < ge VA2, (4.13)

«

Nous ne pouvons pas appliquer le théoreme de Matveev [2.26], celui-ci nécessite
des coefficients entiers. Or ici, nous avons un coefficient algébrique : §. C’est pourquoi
nous utilisons le [Wa00, Theorem 9.1 ], retranscrit ici :

Théoréme 4.4. Pour m > 1, il existe une constante positive C(m) ayant la pro-
priété suivante. Soit Ay, ..., Ay, des logarithmes nombres algébriques Q -linéairement
indépendants. Soient oi; = exp (A;) pour 1 < j < m. Soient Py, ...,y des nombres
algébriques non tous nuls. On note D le degré du corps de nombres

Q(alw'waﬂ’hﬁ(]u--wﬁm)v
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sur Q. Enfin B, E, E* sont des nombres réels positifs > e et Ay,..., A,, sont des
nombres réels. On suppose que

ElX\;| log E
log A; > max {h(aj), %,%} (1<j<m),

1 D
log E* > max {5 log E, log <@>} ,

et B> E*. De plus

B> max og and log B > max h(5;).
et
A:ﬂo+ﬂl>\1++ﬂm>\m
SiN#0 ona

A > exp (—C(m)D™**(log B)(log A1) (log Ay,)(log E) (log E) ™ ") .
En pratique on peut prendre C(m) = 226mm3™,
On applique ce théoréme a notre situation. Ici, nous majorons v/A; et donc A;.

Proposition 4.5. On suppose

Ay > max{(elw)2 ) (el log \6/a|)2}.

Alors
\/Al S 2 (K1 10gK1 —+ Kg) s
o

2
K, =2%.11-log|B/a|, K= K;log2+ =logk.
v

Démonstration. On applique le théoreme, pour cela on pose

51:5,52:1,a1=—1,a2=|£ , B =e.
a

On commence par calculer log A; et log A, on a
log A1 > max{0,er/2,1/2} = en/2.

De méme on trouve
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On peut prendre £E* = 4, il nous reste a trouver B,on rappelle que nous avons

calculer la hauteur de ¢ dans (EI12)
h(d) < log (2y/A1).

donc B doit vérifier

gH} et log B > log (2/A;) > h(6).

B=2/A,.

|A] > exp <—264 -33 - |log |8/« ~log2\/A1) .

En comparant avec ({I3) on obtient finalement

V< Kilog /B + Ko

Enfin le lemme 2.27 nous permet de conclure. O

Finalement on prend

On obtient alors

Dans les hypotheses du théoreme précédent on ajoute une condition sur Aj, on
note encore 8, = max (01, {(e'7)”, (e' log|8/a|)).
On remarque que la borne de Baker notée By dans la suite est completement
explicite :
4
By =2%.11. log‘é‘ - log <265 -11 - log ‘ED +2% .11 -log2- log‘é‘ + —log k.
o o al m
On obtient de cette maniére une grande borne pour A;, de l'ordre de 10°°. Par
exemple, dans le cas

A1z + 21y +27 =0,

on obtient By ~ 2.72 x 10%. La borne By, est beaucoup trop grande pour espérer
tester toutes les possibilités. Le point crucial est son existence. A partir de By, nous
allons pouvoir calculer une borne B; plus petite telle que ces points de multiplication
complexe de la droite vérifie A; < By.

Il nous reste a traiter le cas A = 0. Supposons qu’il existe un point de multipli-
cation complexe sur D tel que A = 0, alors on obtient

0=0 et b= +a,

nous qui nous conduit au cas déja traités plus haut.

Enfin, remarquons que l'on a démontré ici la finitude du nombre de points de
multiplication complexe sur D. En effet on a montré que si (z1,x2) € D alors le
discriminant correspondant a x; et xs est majoré par By. Les discriminants étant
des entiers positifs, et chaque discriminant conduisant a un nombre fini de solutions
on a bien la finitude du nombre de points de multiplication complexe.
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4.5 Réduction de la borne de Baker

On utilise ici une méthode semblable a celle de la partie Nous sommes
contraints d’utiliser l'algorithme LLL. La principale difficulté dans ce cas réside,
une fois encore, dans la forme des coefficients de A. En effet, on a affaire ici a
des nombres algébriques de degré 2. Les méthodes de réduction basées sur LLL
utilisent des formes linéaires a coefficients entiers. Pour pallier ce probléeme nous
allons multiplier A par tous ses conjugués. Nous obtiendrons, ainsi, une forme linéaire
A" & coefficients entiers. Cette manipulation, va avoir 'inconvénient d’augmenter de
maniere drastique la majoration faite sur A. Toutefois, nous obtiendrons a la fin de
cette partie une borne permettant une énumération systématique.

Tout d’abord, nous linéarisons A. En effet les coefficient de A ne sont pas des
entiers mais des nombres algébriques irrationnels. On multiplie A par tous ses con-
jugués puis par a* pour supprimer le dénominateur, on obtient

N =[x

(Ay — a®Ay)? + 2a%72 log? ‘%’ (Ag + a’Ay) + a*log?

Remarquons que par conjugaison complexe on a,

VA VA
‘—m - Q—ZW\/—Al—i-lOg gHZ i 2+z7m/—A1+log

P
(){ )
\/—A

& —imy/— A1+log —l—Zﬂ'\/ Al—i-log‘ H

En regroupant les termes ayant la méme valeur absolue et supposant A; > 9; on

N = a'lir

2
< ghp2e-mVAT </{€—7r\/A_1/2 4 on /—Al) < gt e 5V

ot k' = ke 3™V6/2 L driPe ™02 L An2k2. La majoration, a < /Ay/3 < \/A,/3,

nous donne finalement

INESIZEat (4.14)
Dans le but de simplifier les notations nous notons
A = ayn + agny + agns,

oua; € Zpourt=1,2,3et

4
m=m, 772—27T 10%
ﬁ

[0
?73:10g4‘5‘-
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Soit B = maxj<;<3|a;|, alors on a B < A}/9 < B3/9 =: B).

La méthode de réduction utilisée dans la partie [3.1.2], utilisait les relations entre
deux variables. Dans notre cas, nous avons trois variables dont il parait difficile
d’extraire une relation entre deux d’entre elles. Nous revenons donc a la méthode
originel de N. Tzanakis et B.M.M. de Weger introduite dans [TW89].

Soit C' un "grand" entier dont on discutera la taille a la fin de cette partie. On
considere le réseau engendré par les colonnes de

1 0 0
A= 0 1 0
[C-m] [C-na] [C-n
L’algorithme LLL, nous donne une base réduite du réseau {b;,bs,...,b.} telle
que
| > 2732y,

On réécrit ici la proposition 3.1 de [TW89] appliquée & notre situation
Proposition 4.6. Si ||b;|| > 2%2\/11B), alors

1
N2 & (V2 - 288 - 35)

En comparant ceci avec ([AEI4)), on obtient

, 2
Al S lOg we .
V273llbu|| — 288 — 3B}

On peut appliquer récursivement ce procédé jusqu’a obtenir une borne optimale.
Avant de passer a I’énumération de tous les cas possibles, nous devons discuter
du choix de C'. On doit trouver C tel que

01| > 2¥2V/11B}. (4.15)

On a d'un coté, le discriminant du réseau engendré par les colonnes de A est proche
de C. D’un autre coté, les vecteurs de la base réduite sont "presques' de la méme
taille et de la méme longueur de sorte que le discriminant du réseau est de 'ordre de
|b1]|2. Ainsi C = ||by||?. La condition (&I5) entraine que ||b;]| doit étre légérement
plus grand que Bj. Ainsi un choix possible pour C' est kB avec k = 10. Si la
condition (IH) n’est pas vérifiée on recommence en multipliant x par 10.

Dans la suite on notera B; la borne réduite par cette méthode. En pratique 3 ou
4 étapes de réduction suffisent pour obtenir une borne optimale. Apres cette étape
la borne a été considérablement réduite, et n’est que de quelques centaines pour
VA;. Par exemple pour la droite

41z + 21y + 27 = 0,

VA < 89.

on obtient la condition
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Remarque 4.7. La borne obtenue pour A; donne une borne pour a;, as, az dans
I'expression de A’. En particulier, on a a* < %4- On peut facielement énumérer les
entiers a satisfaisant une telle égalité. Dans nos calculs nous avons dans le pire des
cas obtenus,

1<a<10.

4.6 Enumération

Dans la partie précédente, nous obtenons une borne sur A;. Cette borne est
suffissamment petite pour pouvoir tester tous les cas possibles. Cependant, vu le
nombre de tests a effectuer il est raisonnable d’essayer d’éliminer a priori certains
cas. Pour les autres cas, nous présentons une méthode systématique permettant une
énumération rapide.

Pour résumer, nous allons choisir A; < By, I'équation vérifiée par (z1,x2) € D,
nous donnera une bonne estimation de x,. Puis par une résolution numérique on en
déduit une approximation réelle de A,/a®. Enfin, par une approximation rationnelle
nous en déduirons A, /a?.

Le point crucial est le contrdle de la précision, celui ci nous permettra a la fin de
cette partie de nous assurer de 'exactitude des calculs.

Enfin, la derniere étape de cette partie consistera a calculer x; et x5 avec les
valeurs de Ay et A, trouvées, puis de vérifier si

azy + By + 7,

est proche de zéro ou non.

Dans la suite, on note & 'approximation du nombre réel x.

Soient (z1,x2) € D et Ay inférieur a B;. On note z1 = j (CJ”Q/E) calculé avec
une précision ¢, de sorte que

|.f1 —.Tl‘ S g.

On calcule alors x5 grace a I’équation de la droite avec une précision ae/f. On a alors
trois possibilités a distinguer suivant la valeur de x5. Tout d’abord si 0 < x5 < 1728,
alors || = 1 et 0 < Re(mz) < 1/2. En utilisant la forme particuliere de 7 (voir

(#10) on doit avoir
0<b<a, and Ay =(2a—10b)(2a+0D).

En utilisant la remarque A7 il ne reste qu'un petit nombre de cas a tester pour
lesquels on connait a, b et As.
Si x9 < 0 est négatif alors on a

1+ 1v/As
m=T g,

Sizy > 1728 alors on a

To =1
2a
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Soit N un entier positif, on rappelle le travail fait dans la partie 3.2 On note
N .
GN(T) =1/ + 744 + Zciq’,
i=1
ol ¢; désigne les coefficients du développement de j en série de Laurent et ¢ = %77
est le parametre local. On a alors par positivité des ¢;

1O = liv@I< > ald' < Y alol < 5(r0) = in(n), (4.16)
i=N+1 i=N+1

oll 7o = v/—3/2 et gy = €*™™. Par exemple, pour N = 50 on obtient une majoration
de lerreur de 1.06 x 10733, On note

en = j(70) — jn(70).

On note ¢ et ¢’ les solutions des deux équations suivantes

Lo —E—EN
o+ €+ en

in(q)

jn(d) (A7

On a alors €*™™ € [q, ¢']. On obtient alors

A [logm 10g|f1’|]

2a -2 =27
et donc ) ,
A 1 | !
B _2(0g\QI> ’_2<0g\q\> ] .
a T T
2 N2
Soit 7 = |2 (‘&))" — 2 (*eslel)”),

En jouant sur U'entier NV et sur 'erreur € on peut rendre n aussi petit que 'on
veut. L’'idée maintenant est de dire que si 7 est suffisamment petit alors il ne peut y
avoir qu’'un seul nombre rationnel de dénominateur majoré par /3 dans l'intervalle
considéré.

En effet soit r/s et r'/s’ deux nombres rationnels distincts de dénominateurs
s, s < By/3 alors

roor 1 9
-—=lZz2 =25
s & ss' — B3
Supposons que 7 soit inférieur a %, alors si /s est la meilleure approximation

rationnelle de Ay/a® (que I'on calcule grace aux fractions continues) vérifiant s <
. 1 2 1 N 2
Bi/3, alors si £ € [—2 (%‘q‘) =2 (%) } on a

AQ r

a? s



112 Chapitre 4. Points de multiplication complexe sur les droites

2|2 g [2 (o) -2 (220

Par exemple dans le cas

En effet, sinon

—54x — 89y — 352 = 0.

Prenons A; = 12, avec N = 50 on obtient, n = 3,33 x 107%. L’algorithme des
fractions continues donne les approximations successives suivantes :

2 3 11

171 4

La réduite suivante a des coefficients largement supérieurs a A;. On vérifie que

2 N 2
1 [_2 <log|q|> L <1og|q|> ]
4 T ™

On pose alors Ay = 11 et @ = 2. Enfin on a
| —54x; — 89z — 352 < 10795,

On conclut a une solution en remarquant que z; = 54000 et x5 = —32768 sont des
modules singuliers entiers.

Dans le cas ou, les modules singuliers sont entiers on vérifie simplement si un
point tres proche de D est solution ou non. Pour pouvoir conclure I’algorithme il
nous reste a discuter de cette vérification dans les cas généraux.

4.7 Veérification

Dans cette partie on se donne Aq, Ay, a et les points x; et xy correspondant. On
suppose que

loxy + By + | < e (4.18)

ol ¢ est aussi petit que l'on veut.

Plus précisément, si 'on calcule x; et x5 avec une erreur absolue de ¢, alors
Verreur de |ax; + fxs + | doit étre inférieure a (|| + |B]) €, si ce n’est pas le cas
alors (x1,x5) ¢ D. Ainsi on peut rendre aussi précis que 1'on veut le calcul du terme
de gauche de (LI8). De cette maniére on écarte presque tous les cas en prenant
e < 1075 Pour les cas restants, on pense que (x,73) € D. Dans cette partie on
décrit une méthode nous permettant de I'affirmer.

Pour cela on va considérer le polynome minimal de x; et x5 qui n’est autre que le
polynoéme de Hilbert. Notons H; le polynéme minimal de x;. Nous avons discuté dans
la partie du calcul de tels polynomes. Nous verrons dans les exemples comment
nous pouvons maitriser les erreurs d’arrondis.
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On a alors H;(z;) = 0, H; € Z [X] et I'idéal de Q [X] engendré par H; est I'idéal
3., ={P € Q[X], P(x;) =0}.

Si(z1,29) € D,on a
. —Bry — 7y
€Ty = )
a

—BX—y
«

le polynéme P = H, ( ) annule x5 de sorte que

Hy | P.
De plus, au vu de I'équation de D, x, et x5 ont le méme degré. Finalement on a
H2 =cCcX P,

ouc € Q.
Inversement, si H, =c¢ x P, on a

e (m) o,

«

donc (—fze — )/ est un des conjugués de 1 et on obtient un point CM.

4.8 Algorithme et Calculs

Avant de donner les résultats obtenus, nous écrivons 'algorithme utilisé dans
I’algorithme [ page 1141
Nous avons déja étudié le cas

D : —b4x; — 89xy — 352.
qui a conduit a une solution dans ce cas plus précisément, on trouve une borne
By ~ 1,5 x 10*, une borne réduite conduisant a

Ay < 7706.

Finalement on trouve un point CM :

() (5570

Le temps de calcul étant d’environ huit secondes.
Intéressons nous maintenant a un cas légerement plus complexe, soit D la droite
d’équation,
701192 + 461312y — 254145600 = 0.
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Algorithme 5 Recherche des points CM sur la droite ax + Sy + v =0

ENTREES: «, 3, trois entiers tels que afy # 0 et ged(a, 8,7) = 1.
SORTIES: 1, %2, A1, Ay tels que (21, x2) € D.
Calculer &
Si a = —p alors
A=6
Calculer

2
Cy, B = (l log (1 ’1’ + CA)) .
s 2«
Fin Si
Si o = [ alors
Si v/a € ]1488,1523] alors

A=6

Calculer C'y4

Tant que 2C, > ‘% — 1488‘ faire

A=A+1
Fin Tant que
Fin Si
Fin Si

Si o # £ alors
Calculer la borne de Baker Bj.
Calculer la borne réduite B;.
Fin Si
Pour A; < B faire

Enumérer toutes les possibilités et calculer 77 et 2, avec une précision

1075 (max (o, 5)) .
Si |azy + by + ¢| < 107 alors
Si axy + bxy + ¢ = 0. alors
Retourner (z1, xe, Ay, Ay)
Fin Si
Fin Si
Fin pour

Le calcul de la borne de Baker donne By ~ 2,25 x 10% et le calcul de la borne

réduite impose
A = 10245.

Pour A; = 20, on obtient

r1 = 1264538.9094751 . ..
ro = —191657.832862 . ..

Finalement 'approximation par les fractions continues donne

Ay =15, a=2.

(4.19)
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Le calcul donne alors avec une erreur de 107
V20 1+14vV15
70119 -4 (ZT> + 461312 - 5 (#) — 254145600

On suspecte alors que 1'on est en présence d’une solution. Pour le vérifier on calcule
les polyndémes de Hilbert de x; et z5. On décrit le calcul de Hy, on a

Hy(X) = ][ (X —a9).

Or les conjugués de z; sont les j(f) ou € décrivent les racines dans le domaine
fondamental D des polynémes de discriminant A; = —20, L’algorithme 5.3.5 de [I]

conduit a deux 0 :
W20  ,  —241v/20
f=n=— =—71

<1077,

On trouve alors
7(6) = 1264538.90947514.... et j(0') = —538.909475140...

Pour obtenir le résultat de maniere stire il nous suffit de calculer j(6) - j(0') et
J(0) + j(0") avec une erreur strictement inférieure a 1/2. Soient j(0) et j(6) les
approximations respectives de j(6) et j(6') avec une erreur €. On a alors

5(0) +3(8) — j(0) + j(0)] < 2e,

et
50) - 50" = 5(0) - 50| < (|3 (0)] + |50

Ainsi ¢ = 1072 suffit on trouve alors

+e)e < (126400 + e)e.
3(8) - §(6") = —681472000, 0000002 et. j(8) + j(6’) = 1264000, 000000000.
D’ou

Hi(X) = X2 — 1264000X — 681472000,

en recommencant avec xa on trouve
Hy(X) = X* +191025X — 121287375.

La substitution donne
I (—461312)( + 254145600)
1

70119
75759616 2+_535999283200 12604506112000 (4.20)
1750329 64827 2401 '
75759616
= ————H)(X)
1750329

et finalement
(V20 [(1+iV15
] ZT , J T & D

Enfin les calculs pour |af, |5, |v| < 10, ne conduisent a aucun point de multi-
plication complexe. Pour aucun des cas nous n’avons eu a calculer le polynéme de
Hilbert.
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Résumé

Nous étudions ici deux problemes diophantiens distincts. Le premier concerne les
points entiers sur les courbes modulaires associées au normalisateur de sous-groupe
de Cartan non déployé. Le deuxiéme concerne la recherche de point de multiplica-
tion complexe sur les droites. Dans les deux cas la méthode de résolution est algo-
rithmique. On utilise la méthode de Baker sur les formes linéaires en logarithmes
ainsi que des méthodes de réduction effectives. En particulier cette méthode permet
d’obtenir les points entiers sur X (p) pour 7 < p < 71.

Mots clés

Points entiers, Courbe modulaire, méthode de Baker, forme linéaire en loga-
rithme.

Abstract

We study here two diophantine problem. The first one deals with integral point on
modular curves associated to normalizer of non-split Cartan subgroup. The second
one is about finding singular moduli on straight line. In both cases, we solve the
problem in an algorithmic way. We use Baker’s method on linear form in logarithm
and some effective technical of reduction. In particular this method gives integral
points on X (p) for 7 < p < 71.

Keywords

Integral point, modular curves, Baker’s method, linear form in logarithm.
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