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Introduction générale

Un milieu hétérogène est un milieu formé de matériaux di�érents. Dans un système à deux ou trois

dimensions, il est généralement composé d'un milieu hôte (ou matrice) à l'intérieur duquel se trouvent

des inclusions de formes plus ou moins complexes. Ces inclusions peuvent être réparties de manière

périodique dans la matrice, on parle alors de cristaux phononiques. Mais généralement, la connaissance

du milieu n'est que statistique : on ne connaît que le nombre n0 de di�useurs par unité de volume

et par extension la concentration volumique φ des inclusions. Les di�useurs sont alors considérés être

répartis aléatoirement et de manière uniforme dans la matrice, dé�nissant ainsi des milieux aléatoires.

Les milieux hétérogènes peuvent avoir des propriétés étonnantes que ne possèdent pas les matériaux

naturels. On parle alors de métamatériaux. Il a été démontré depuis longtemps qu'un cristal phononique

possède des bandes fréquentielles interdites [1] à l'intérieur desquelles les ondes ne peuvent pas se

propager. Cette caractéristique a des applications pratiques telles que l'amélioration de l'isolation

phonique d'un bâtiment, ou la conception de guides d'ondes parfaits (la ré�exion des ondes à chaque

interface étant totale). Ce principe est utilisé pour concevoir des �bres optiques à faibles pertes [2],

déjà disponibles sur le marché.

Le théorème de Floquet nous dit qu'une in�nité d'ondes planes (dont les nombres d'onde sont pé-

riodiques) se propagent dans un milieu périodique. La période des nombres d'onde des ondes présentes

dans le cristal dépend de la périodicité spatiale des di�useurs. C'est pourquoi on ne détermine que le

nombre d'onde de Bloch, qui se situe dans la première zone de Brillouin. Il peut être déterminé en uti-

lisant par exemple la méthode de décomposition en ondes planes [3] (méthode implicite). Cependant,

une expression analytique du nombre d'onde de Bloch est accessible aux basses fréquences [4, 5].

Les cristaux phononiques peuvent présenter des bandes fréquentielles à l'intérieur desquelles la

vitesse de groupe de l'onde de Bloch est négative (branches à pentes négatives dans les diagrammes de

bandes), ce qui donne lieu au phénomène de réfraction négative [6]. Veselago [7] a montré, dans le cadre

de l'électromagnétisme, que lorsque le rapport nϕ des vitesses de phase entre une plaque et le milieu

environnant vaut nϕ = −1, cette plaque se comporte comme une lentille convexe. Pour obtenir ce

type de lentille à faces parallèles (nommé depuis superlentille), il a proposé d'utiliser un métamatériau

dont les propriétés électromagnétiques sont de norme égale à celle du milieu environnant et de signe

opposé. Cette lentille s'avère être une lentille parfaite (nommée hyperlentille) car elle restaure les ondes

évanescentes au niveau du point focal [8]. L'image d'un point source n'est plus une tâche mais un point.

Les superlentilles sont actuellement conçues uniquement à partir de cristaux phononiques soit

anisotropes [9�15], soit isotropes à vitesse de phase de l'onde de Bloch négative [16�27]. Ces lentilles

ont un inconvénient : l'énergie de l'onde incidente est distribuée sur plusieurs modes dans le cristal.
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Ainsi, même si l'onde de Bloch satisfait la relation nϕ = −1, les autres modes générés peuvent perturber

l'image créée par la lentille.

La littérature traitant des métamatériaux à structure désordonnée et présentant un indice négatif

est quant à elle très limitée [28, 29]. Li et Chan [30] ont par exemple montré à l'aide de formules

analytiques qu'un milieu aléatoire peut se comporter comme un métamatériau à indice négatif lorsque

les di�useurs résonnent à basses fréquences. Une seule onde se propageant dans un milieu aléatoire à

matrice �uide, ces milieux semblent être plus appropriés au dimensionnement de métamatériaux.

L'objectif de cette thèse est de contribuer au développement et au dimensionnement de métama-

tériaux acoustiques à partir de milieux aléatoires. Son succès repose sur le développement d'outils

prédictifs du comportement acoustique macroscopique de structures hétérogènes basés sur des tech-

niques d'homogénéisation dynamique.

Homogénéiser un milieu hétérogène consiste à déterminer un milieu homogène équivalent, ou milieu

e�ectif, dont le comportement est régi par les équations de la mécanique des milieux continus et dont

la réponse à une sollicitation donnée est identique à celle du milieu hétérogène. Les premiers modèles,

tels que ceux de Voigt [31], Reuss [32], Eshelby [33] ou Mori et Tanaka [34], ont été établis pour des

sollicitations mécaniques statiques. Les propriétés mécaniques (e�ectives) du milieu homogène équi-

valent ainsi obtenues, permettent par exemple de décrire les réponses sous chargement d'un matériau

composite. En dé�nissant la masse volumique e�ective comme le rapport entre la masse totale du

milieu hétérogène et son volume total, on montre qu'elle suit la loi des mélanges.

Lorsque la sollicitation est une onde acoustique, on parle alors d'homogénéisation dynamique. La

longueur d'onde de l'onde se propageant dans la matrice est alors supposée grande devant la géométrie

des inclusions. Généralement, ces modèles sont développés à la limite quasi-statique (limite lorsque la

fréquence tend vers 0) [35�38]. Ce faisant, les propriétés mécaniques e�ectives quasi-statiques tendent

vers celles des modèles statiques lorsque la matrice est solide. Cependant, lorsque la matrice est �uide,

Ament [35] a montré qu'à cause d'e�ets inertiels entre les phases, ce n'était plus le cas. Kuster et

Toksöz [36] ont, par la suite, proposé une technique d'homogénéisation généralisant les résultats obtenus

par Ament pour tous types de matrice et d'inclusion (�uide ou solide). Le lecteur pourra se référer au

manuscrit de thèse de Parnell [39], où l'auteur présente dans le chapitre 2 une bibliographie exhaustive

sur ce sujet.

Lorsque la fréquence est quelconque, la connaissance des propriétés d'un milieu e�ectif est essentielle

a�n de simuler la propagation des ondes sismiques dans la croûte terrestre, celle des ondes ultrasonores

dans un matériau composite (en vue par exemple du contrôle non destructif), celle des ondes dans

l'océan (furtivité acoustique), etc. Les inclusions di�usant les ondes dans toutes les directions de l'espace

sont également nommées di�useurs. Il se produit alors un processus de multidi�usion qui complexi�e

l'étude du comportement des milieux hétérogènes. Si la position exacte de chaque di�useur est connue,

il est possible de résoudre numériquement le problème de manière déterministe, l'arrangement pouvant

être périodique ou issu d'un tirage aléatoire. Cependant, ce type de méthode devient rapidement

coûteux en temps de calcul lorsque le nombre de di�useurs est important.

La caractérisation des propriétés moyennes des milieux aléatoires passe par celle de l'onde cohérente,

c'est-à-dire l'onde qui résiste au désordre. Elle est obtenue en moyennant le champ siégeant dans le
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milieu aléatoire sur toutes les con�gurations possibles de positions des di�useurs. Lorsqu'un milieu

aléatoire est insoné par une onde plane, l'onde cohérente est également plane. Du point de vue de cette

onde, un milieu aléatoire est alors décrit comme un milieu homogène équivalent. Cette méthode a été

proposée par Foldy [40] en 1945, qui a ainsi accédé au nombre d'onde de l'onde cohérente, que l'on

nommera par la suite nombre d'onde e�ectif. De nombreux auteurs se sont ensuite inspirés de cette

méthode a�n de déterminer le nombre d'onde e�ectif selon deux formalismes di�érents : les fonctions

de Green [41�43] et les décompositions modales [40, 44�54]. Les di�érentes modélisations disponibles

di�èrent par les hypothèses de fermeture choisies pour tronquer le processus récursif de multidi�usion.

Il existe également des méthodes implicites telles que la CPA [55] (coherent potential approximation).

Le travail présenté dans ce manuscrit se focalise sur les modèles explicites, et plus spéci�quement sur le

formalisme de décomposition modale. Comme l'ont noté Parnell et Abrahams [53], les nombres d'onde

e�ectifs obtenus dans la littérature sont linéarisés en fonction du nombre n0 de di�useurs par unité de

volume bien que ce terme puisse être grand même lorsque la concentration est faible. Or, la linéarisation

d'une fonction quelconque doit être développée en fonction d'une quantité dont la norme est inférieure

à un. C'est pourquoi dans ce manuscrit, nous avons choisi de développer toutes les linéarisations en

fonction de la concentration φ ∈ [0 ; 1].

Dans la suite du document, nous nous sommes intéressés aux seules émulsions constituées de phases

�uides non dissipatives. Mécaniquement, un �uide n'est connu dans sa globalité que lorsque sa masse

volumique ρ et son module de compressibilité κ le sont. Il possède ainsi deux paramètres mécaniques

distincts, qui peuvent être à valeurs réelles ou complexes. Ces quantités mécaniques sont liées aux

propriétés acoustiques suivantes : le nombre d'onde et l'impédance Z. Généralement, les théories de

di�usion multiple se limitant au seul nombre d'onde, ne permettent pas de connaître le milieu e�ectif

dans sa globalité. Pour répondre à ce problème lorsque le milieu est aléatoire, des techniques d'ho-

mogénéisation dynamique ont été établies sous l'hypothèse de di�usion simple (les interactions entres

les di�useurs sont négligées) [30,56] ou multiple [46,47,57�61]. Dans le cadre des milieux périodiques,

d'autres méthodes d'homogénéisation dynamique ont également été développées à la limite des basses

fréquences [62�64].

Ce manuscrit se décompose en deux parties. La première partie se focalise sur l'homogénéisation

de milieux aléatoires et la seconde partie sur le comportement acoustique et le dimensionnement de

métamatériaux. Le premier chapitre traite de la validité de di�érentes techniques d'homogénéisation

dynamique de milieux aléatoires. Pour cela, les modules des coe�cients de ré�exion et de transmission

d'un écran de di�useurs ainsi que le nombre d'onde e�ectif prédits par des modèles analytiques seront

comparés à ceux obtenus à l'aide de simulations numériques par FDTD (�nite di�erence time domain).

Les confrontations entre les résultats numériques et les modèles analytiques seront e�ectuées pour

trois systèmes di�érents a�n de véri�er la robustesse des techniques d'homogénéisation en présence

de concentrations élevées et de résonances basses fréquences de di�useurs. L'analyse des propriétés

e�ectives quasi-statiques issues des modèles dynamiques précédents montre que les mécanismes de

multidi�usion semblent négligeables dans cette limite.

Le second chapitre répond à cette interrogation en présentant une technique d'homogénéisation

de milieux hétérogènes basée sur les méthodes de Willis [65] et de Nemat-Nasser [64]. Contrairement
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aux techniques classiques d'homogénéisation de milieux aléatoires qui ne considèrent que les champs

extérieurs aux di�useurs, cette technique prend en compte tout le champ acoustique : celui de l'onde

incidente, celui de l'onde di�usée et celui de l'onde siégeant à l'intérieur du di�useur. L'homogénéisation

est réalisée sur un volume considéré comme représentatif du milieu hétérogène. En considérant un

di�useur isolé, le champ excitant le di�useur est réduit au champ incident, ce qui équivaut à l'hypothèse

de di�usion simple. Lorsque le système est composé de deux di�useurs, les multiples interactions entre

ces di�useurs sont prises en compte explicitement par ce modèle.

Les propriétés mécaniques e�ectives obtenues par les techniques d'homogénéisation présentées dans

le premier chapitre sont à valeurs complexes. De plus, suivant le système considéré, les parties réelles

et imaginaires de ces propriétés mécaniques peuvent être positives ou négatives. A�n de déterminer

les propriétés acoustiques du milieu e�ectif, il est donc nécessaire d'étudier la propagation des ondes

dans un milieu quelconque (ρ, κ) ∈ C2. C'est pourquoi l'analyse menée par Veselago [7] sera étendue

aux ondes acoustiques dans le troisième chapitre. Ainsi les propriétés acoustiques d'un matériau ayant

une masse volumique et un module de compressibilité à valeurs réelles négatives seront obtenues. Il

apparaît que les ondes se propageant dans un métamatériau acoustique (comme dans un métamatériau

électromagnétique) à indice négatif ont des vecteurs d'onde et de Poynting de sens opposés. Une fois

ces relations établies, elles sont généralisées aux cas où les propriétés d'un matériau sont à valeurs

complexes. Avec cette étude, nous avons extrait un critère simple permettant de caractériser un méta-

matériau à indice négatif. Ce critère est basé sur le nombre d'onde des ondes homogènes se propageant

dans le milieu. Par ailleurs, l'étude de Pendry [8] sera reprise dans le cas d'une lentille acoustique à faces

parallèles. Le phénomène physique impliquant l'ampli�cation des ondes évanescentes sera examiné en

détail. Finalement, nous étudierons le comportement acoustique du milieu homogène équivalent à un

milieu aléatoire dont les di�useurs résonnent à basses fréquences en fonction de la concentration.

Dans le quatrième chapitre, nous cherchons à obtenir des e�ets de type métamatériau à partir d'un

milieu aléatoire réaliste. Pour cela, nous nous sommes intéressés à un milieu composé de matériaux du

commerce. Comme dans le premier chapitre, nous comparons les réponses en ré�exion et transmission

d'un écran de di�useurs répartis aléatoirement issues de modèles analytiques avec celles obtenues

à partir de simulations numériques. Di�érents régimes de fonctionnement sont alors identi�és puis

reliés au champ de pression lors de la di�usion d'une onde plane par un cylindre isolé. Finalement,

nous comparons les réponses de cet écran avec celles d'un écran dont les di�useurs sont répartis

périodiquement.



Première partie

Homogénéisation de milieux aléatoires





Chapitre 1

Homogénéisation dynamique des milieux

aléatoires

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux techniques d'homogénéisation de milieux aléatoires

composés de di�useurs cylindriques �uides répartis aléatoirement et uniformément dans une matrice

�uide in�nie. Ce problème est indépendant de la coordonnée ez. Les �uides sont considérés comme

parfaits, donc non dissipatifs. Dans le plan (ex, ey) la concentration surfacique de di�useurs φ est

dé�nie comme le rapport de la surface totale occupée par les di�useurs sur la surface du milieu aléatoire.

L'objectif de ce chapitre est d'étudier la validité de di�érentes techniques d'homogénéisation dynamique

en fonction de la concentration des di�useurs et du contraste entre les propriétés mécaniques de la

matrice et des di�useurs. Pour ce faire, nous comparons le comportement acoustique d'un écran de

di�useurs sollicité par une onde plane prédit par des modèles analytiques avec ceux obtenus par des

simulations numériques réalisées à l'aide d'un code de di�érences �nies dans le domaine temporel

(FDTD). Ces comparaisons se feront sur les coe�cients de ré�exion et de transmission, ainsi que sur

le nombre d'onde e�ectif de l'onde plane cohérente siégeant dans l'écran.

Dans un premier temps, nous exposerons un rapide historique des théories de di�usion multiple

adaptées aux milieux aléatoires, puis nous présenterons le problème canonique de di�usion d'une onde

plane par un cylindre isolé, mécanisme élémentaire considéré dans les modélisations analytiques re-

portées jusqu'ici. Les con�gurations des simulations numériques seront alors présentées, suivies de la

comparaison des résultats issus des modèles analytiques avec les résultats numériques, pris dans ces

travaux comme éléments de référence (expériences numériques). Nous montrerons ainsi que ces modèles

analytiques sont naturellement en bon accord avec les simulations pour de faibles concentrations de

di�useurs. Pour de plus fortes concentrations, l'accord est toujours acceptable aux basses fréquences,

et plus qualitatif que quantitatif pour des fréquences plus élevées. Finalement, nous analyserons à

la limite quasi-statique les relations entre les valeurs des propriétés mécaniques e�ectives issues des

di�érents modèles.
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1.1 Historique des descriptions des phénomènes de di�usion multiple

présents dans les milieux aléatoires

L'article fondateur de Foldy [40] concernait la multidi�usion d'une onde scalaire (onde longitudi-

nale P dans un �uide ou transverse horizontale SH dans un solide) par des di�useurs ponctuels et

isotropes (monopoles), et par suite la détermination du nombre d'onde e�ectif jusqu'au premier terme

en φ. Par la suite, Lax [44] a introduit l'approximation quasi-cristalline, notée également QCA, et a

généralisé le résultat de Foldy pour des di�useurs anisotropes (au sens de la di�usion). À l'aide de

la QCA, Waterman et Truell [45] ont introduit sans l'utiliser la notion de distance d'exclusion b a�n

d'interdire l'interpénétration (ou recouvrement) des di�useurs. En considérant des di�useurs ponctuels,

ils accèdent au second ordre en φ du nombre d'onde e�ectif. À la même période, Twersky [46, 47] a

étudié un écran de di�useurs (di�useurs de dimensions 1, 2 ou 3) sous incidence quelconque. Il a ainsi

obtenu un nombre d'onde e�ectif dépendant de l'angle d'incidence. Dans le cas de l'incidence normale,

il obtient le même résultat que Waterman et Truell. Ensuite, Fikioris et Waterman [48] ont développé

un formalisme permettant de prendre en compte une distance d'exclusion quelconque (nommée hole

correction). Leur nombre d'onde e�ectif est alors solution d'une équation de dispersion transcendan-

tale. Notons que pour des di�useurs ponctuels, ils ont déterminé l'expression exacte du nombre d'onde

e�ectif à la limite quasi-statique, identique à celle dé�nie à partir des résultats de Kuster et Toksöz.

Par la suite, Lloyd et Berry [49], en utilisant ce formalisme pour des di�useurs ponctuels, ont obtenu

une linéarisation du nombre d'onde e�ectif dont le terme au second ordre en φ est di�érent de celui

de Waterman et Truell. Récemment, Linton et Martin [52], dans le cadre du travail de Fikioris et Wa-

terman, ont accédé, pour une distance d'exclusion b quelconque, à une expression explicite du nombre

d'onde e�ectif (éq. (4.32) dans [52]), dont la limite lorsque k0b→ 0 (éq. (4.33) dans [52]) est identique

à celle établie par Lloyd et Berry (k0 est le nombre d'onde dans la matrice). Dans un second article,

Linton et Martin [51] se sont intéressés à des di�useurs cylindriques et ont déterminé, pour une dis-

tance d'exclusion b quelconque, une expression explicite du nombre d'onde e�ectif (éq. (81) dans [51]),

dont la limite lorsque k0b → 0 (éq. (82) dans [51]) est di�érente de celle fournie par Waterman et

Truell au second ordre en φ. Luppé et Conoir [61] ont montré que cette formule (éq. (82) dans [51])

est équivalente à celle obtenue avec le formalisme de Fikioris et Waterman lorsque les di�useurs sont

linéiques (b→ 0). Parnell et Abrahams [53], en remaniant les formulations de Linton et Martin [51],

ont déterminé l'expression exacte du nombre d'onde e�ectif à la limite quasi-statique pour des di�u-

seurs linéiques. Elle est identique à celle dé�nie à partir des formules de Kuster et Toksöz. Finalement,

Norris et Conoir [54] ont développé les équations (81) et (82) de Linton et Martin [51] respectivement

jusqu'au troisième ordre (éqs. (39) et (40) dans [54]) et quatrième ordre (éqs. (41) et (46) dans [54])

en φ.

Lorsque les ondes sont vectorielles (ondes longitudinales P et transversales dans le plan SV dans

un solide) la détermination du nombre d'onde e�ectif est plus complexe du fait des conversions de

modes lors de la di�usion d'une onde par un di�useur. E�ectivement, lorsqu'un di�useur est insoné

par une onde P ou SV, il di�use en même temps des ondes P et SV. Les premiers résultats [66, 67]

ont été développés uniquement à basses fréquences, soit en négligeant les conversions de modes, soit
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en considérant que les ondes cohérentes longitudinale et transverse sont découplées, c'est-à-dire que le

nombre d'onde e�ectif de l'onde P (respectivement SV) ne dépend pas des ondes SV (respectivement

P). Récemment, Conoir et al. [68] ont montré qu'en utilisant le formalisme de Waterman et Truell,

les ondes cohérentes longitudinale et transverse sont couplées uniquement lorsque les di�useurs sont à

section non circulaire. Par contre, dans le cadre de la description de Linton et Martin, ce découplage

ne peut être considéré [69].

1.2 Di�usion d'une onde plane par un objet cylindrique

Considérons une matrice �uide 0 in�nie contenant un cylindre à section circulaire �uide 1 de rayon

a (�g. 1.1). Les deux �uides en présence sont isotropes, homogènes et non visqueux. Les indices 0

et 1 seront respectivement associés aux propriétés mécaniques et acoustiques de la matrice et du

di�useur. La convention e− iωt est considérée dans l'ensemble de ce document. Finalement, la relation

de dispersion déduite de l'équation de la dynamique :

k2
i = ω2 ρi

κi
, (1.1)

relie pour une pulsation ω donnée la masse volumique ρi, le module de compressibilité κi et le nombre

d'onde ki du ie (i = 0, 1) �uide en question.

Le cylindre est centré sur l'origine du repère cylindrique (O ; er, eθ). La position d'un point M

quelconque est ainsi dé�nie par le vecteur rM = rMer (θM ) ou encore par le couple (rM , θM ). Une

onde incidente longitudinale, plane et monochromatique, se propageant suivant les x positifs, insone

ce système. Ce problème peut être résolu à l'aide du potentiel de déplacement longitudinal φ (r) [70]

dé�ni par :

u (r) = ∇φ (r) , (1.2)

et satisfaisant l'équation de Helmholtz :

(
∆ + k2

)
φ (r) = 0, (1.3)

où k est le nombre d'onde de l'onde considérée. La résolution de cette équation en coordonnées cylin-

driques est présentée dans l'Annexe A.1.

Oey
ex

(1)

(0)

a

Figure 1.1 � Di�usion d'une onde plane par un cylindre 1 de rayon a, immergé dans un �uide 0.

Le potentiel de déplacement longitudinal φinc (r) de l'onde incidente de vecteur d'onde k0 s'écrit
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sous la forme :

φinc (r) = A eik0·r = A
∑

n

in Jn (k0r) einθ, (1.4)

où A est l'amplitude du potentiel de déplacement (exprimée en m2), Jn(x) est la fonction de Bessel

cylindrique de première espèce et
∑

n

est la notation abrégée pour
+∞∑

n=−∞
, n ∈ Z.

Lorsque l'onde incidente excite le cylindre, une partie de cette onde est di�usée dans toutes les

directions de l'espace, on parle alors de l'onde di�usée décrite par le potentiel φdiff (r). La partie

restante de l'onde se propage à l'intérieur du cylindre, on parle alors de l'onde interne décrite par le

potentiel φint (r). Ces potentiels respectant l'équation de Helmholtz, ils s'écrivent sous la forme générale

présentée dans l'équation (A.16). Les conditions aux limites du problème conduisent, en considérant

un potentiel incident normé (A = 1), aux expressions (annexe A.2) :

Φdiff (r) =
∑

n

Tn inH(1)
n (k0r) einθ, (1.5)

Φint (r) =
∑

n

Cn in Jn (k1r) einθ, (1.6)

où H
(1)
n (x) est la fonction de Hankel cylindrique de première espèce, Tn et Cn sont respectivement

les coe�cients d'amplitude modale des potentiels de déplacement des ondes di�usée et interne. Ces

coe�cients sont déterminés à partir des conditions de continuité à l'interface ‖r‖ = a (éq. (A.40)) qui

permettent d'obtenir le système (A.46).

1.3 Les techniques d'homogénéisation

A�n de déterminer les propriétés mécaniques e�ectives d'un milieu aléatoire, considérons une dis-

tribution aléatoire et uniforme de N di�useurs �uides 1 immergés dans une matrice �uide 0. Pour de

faibles concentrations, ou encore à la limite quasi-statique, les interactions entre di�useurs peuvent être

négligées en première approche. On parle alors de di�usion simple car les di�useurs ne sont excités que

par l'onde incidente. Nous commencerons par présenter, sous cette hypothèse, la méthode de Kuster et

Toksöz [36] à la limite quasi-statique, puis de quelle manière Li et Chan [30] (KT) ont intégré la fré-

quence dans ces premiers résultats. Dans un second temps, des modèles analytiques établis en prenant

en compte les interactions entre les di�useurs et donc des mécanismes de multidi�usion [45,51,58,61],

seront présentés.

Dans la suite, le centre du je di�useur est localisé dans le repère cylindrique global par le vecteur

bj . Lorsque les propriétés mécaniques et acoustiques varient d'un di�useur à l'autre, elles seront no-

tées avec l'indice j correspondant, et lorsque les cylindres sont identiques et de rayon a, elles seront

repérées par l'indice 1. Par ailleurs, les phases en présence étant �uides, nous introduisons dans cette

section, par soucis de généralité, le champ acoustique ψ (r) solution de l'équation de Helmholtz qui

représente indi�éremment le champ de potentiel de déplacement (ψ (r) = Φ (r)) et le champ de pression
(
ψ (r) = −k2Φ (r)

)
.
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1.3.1 Les modèles de di�usion simple

a) Limite quasi-statique

Un grand nombre de modèles de comportements homogénéisés ne considérant que des mécanismes

de di�usion simple est établi à la limite quasi-statique. Un des plus célèbres est celui de Kuster et

Toksöz [36]. Dans leur article, ils appliquent une technique simple et intuitive à des di�useurs sphé-

riques. Les résultats qu'ils obtiennent dépendent uniquement de la nature (�uide ou solide) de la

matrice. Nous présentons ici le cas de N di�useurs cylindriques (�uides ou solides) répartis aléatoi-

rement dans une région Ω cylindrique, de rayon a0 et dont le centre est localisé par b0 (�g. 1.2 a).

Lorsque tous les di�useurs sont identiques et de rayon a, leur concentration est alors dé�nie par :

φ = N
a2

a2
0

. (1.7)

M

(0) :

a0

(ρ0, κ0)

rM

(ρj , κj , aj)

(a)

����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������

����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������

M

(0) :

a0

(ρ0, κ0)

rM

(ρe�, κe�)

(b)

Figure 1.2 � Homogénéisation locale : a) milieu hétérogène constitué de N cylindres distribués aléatoirement
dans la matrice 0, b) milieu homogène équivalent inséré dans la matrice 0.

Lorsque ce système est insoné par une onde plane incidente, l'hypothèse de di�usion simple dé�nie

le champ acoustique total, évalué au point M , ψtot (rM ), comme la superposition du champ incident

ψinc (rM ) et de tous les champs di�usés par chaque cylindre :

ψtot (rM ) = ψinc (rM ) +

N∑

j=1

ψ
(j)
diff (rM ), (1.8)

où ψ(j)
diff (rM ) est le champ di�usé par le di�useur j, évalué au point M . Lorsque le point M est dans

le champ lointain, l'approximation :

‖rM − bj‖ ≈ ‖rM‖ , ∀j ∈ {0, 1, . . . , N} , (1.9)

équivaut à considérer que tous les di�useurs sont centrés sur l'origine. L'équation (1.8) se réécrit alors
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sous la forme :

ψtot (rM ) = ψinc (rM ) +
N∑

j=1

∑

n

in T (j)
n H(1)

n (k0rM ) einθM , (1.10)

où les coe�cients d'amplitude modale T (j)
n du champ di�usé est associé au je di�useur.

Remplaçons maintenant le milieu hétérogène contenu dans la région Ω par un milieu homogène

équivalent à symétrie cylindrique, de masse volumique et de module de compressibilité e�ectifs respec-

tivement notés ρeff et κeff (�g. 1.2 b). Le champ acoustique total au point M s'écrit alors comme la

superposition du champ incident et du champ di�usé par la région Ω considérée comme homogène :

ψtot (rM ) = ψinc (rM ) +
∑

n

in T (eff)
n H(1)

n (k0rM ) einθM , (1.11)

T
(eff)
n désignant les coe�cients d'amplitude modale du champ di�usé par le cylindre homogène équi-

valent. Finalement, en supposant que les champs acoustiques (1.10) et (1.11) sont égaux et en tenant

compte de l'orthogonalité des harmoniques cylindriques entre elles, nous établissons l'égalité suivante :

T (eff)
n =

N∑

j=1

T (j)
n . (1.12)

La linéarisation des amplitudes modales de di�usion T (j)
n et T (eff)

n pour de faibles valeurs du nombre

d'onde k0 présentée dans les annexes A.3.1 et A.3.2 conduit à :

Tn ∝ k2
0, n ∈ {−1, 0, 1} ,

Tn = o
(
k2

0

)
, |n| > 1.

(1.13)

Ainsi, les expressions quasi-statiques des coe�cients T0 et T1 = T−1 (éqs. (A.47) et (A.49)), appli-

quées à la relation (1.12), conduisent aux deux égalités suivantes :

κeff − κ0

κeff
a2

0 =
N∑

j=1

κj − κ0

κj
a2
j + o(1),

ρ0 − ρeff

ρ0 + ρeff
a2

0 =

N∑

j=1

ρ0 − ρj
ρ0 + ρj

a2
j + o(1),

(1.14)

qui deviennent après avoir introduit la concentration φ (éq. (1.7)) :

κ0

κeff
= 1− φ

(
1− κ0

κ1

)
+ o(1),

ρeff

ρ0
=
ρ0 (1− φ) + ρ1 (1 + φ)

ρ0 (1 + φ) + ρ1 (1− φ)
+ o(1).

(1.15)

Le module de compressibilité e�ectif κeff ainsi obtenu est identique au résultat de Reuss [32] (loi

des mélanges appliquée au coe�cient de compressibilité χ =
1

κ
). Récemment, ces expressions quasi-

statiques ont été retrouvées par Sheng et al. [71] pour un cristal phononique, et Parnell et Abrahams [53]

pour un milieu aléatoire.
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b) Introduction de la fréquence dans les formules de Kuster et Toksöz (1.15)

Li et Chan [30] ont proposé des expressions analytiques des propriétés mécaniques e�ectives dé-

pendant de la fréquence, qui correspondent à la limite quasi-statique à celles de Kuster et Toksöz

(éq. (1.15)). Elles s'obtiennent en gardant dans l'expression quasi-statique de la relation (1.12), les

formes dynamiques des coe�cients d'amplitude modale de di�usion d'un cylindre
(
T

(1)
0 et T (1)

1

)
. Seuls

les coe�cients du milieu e�ectif T (eff)
0 et T (eff)

1 sont pris sous leur forme linéarisée. Ceci conduit à :

− iπ

4

κeff − κ0

κeff
k2

0a
2
0 + o

(
k2

0a
2
0

)
= NT

(1)
0 ,

− iπ

4

ρ0 − ρeff

ρ0 + ρeff
k2

0a
2
0 + o

(
k2

0a
2
0

)
= NT

(1)
1 ,

(1.16)

qui, en considérant la concentration φ, équation (1.7), se réduit à :

κ0

κeff
= 1− 4 iφT

(1)
0

πk2
0a

2
+ o(1),

ρeff

ρ0
=
πk2

0a
2 − 4 iφT

(1)
1

πk2
0a

2 + 4 iφT
(1)
1

+ o(1).

(1.17)

1.3.2 Les modèles de di�usion multiple

Nous allons présenter dans cette section des techniques d'homogénéisation dynamique permettant

de déterminer les paramètres e�ectifs en considérant les mécanismes de multidi�usion entre des di�u-

seurs identiques (de rayon a), répartis uniformément et aléatoirement. La distribution des di�useurs

étant uniforme, le nombre de di�useurs par unité de surface n0 et leur concentration
(
φ = n0πa

2
)
sont

constants dans le milieu.

Deux types de régimes peuvent apparaître dans un milieu aléatoire : un régime dit propagatif et un

régime dit di�usif. En régime propagatif, l'onde subit peu de phénomènes de di�usion et garde alors la

mémoire de la direction de propagation de l'onde incidente. Cette onde, appelée moyenne ou cohérente,

résiste au désordre. Elle est modélisée à partir d'une moyenne sur toutes les con�gurations possibles

de positions des di�useurs, appelée moyenne con�gurationnelle. Lorsque le milieu aléatoire est insoné

par une onde plane, l'onde cohérente est plane elle aussi. Suivant le modèle considéré, cette condition

est supposée a priori ou montrée a postériori. Les propriétés mécaniques du milieu aléatoire sont alors

vues comme homogènes par l'onde cohérente. Cette démarche a été initiée par Foldy [40] qui a alors

établi une première expression du nombre d'onde e�ectif keff de l'onde cohérente. En régime di�usif,

le champ est di�us (l'intensité est la même en tout point de l'espace) et l'onde cohérente a perdu la

mémoire de la direction de propagation de l'onde incidente. On considère alors la progression d'un halo

d'énergie.

Le régime devient di�usif lorsque le trajet parcouru par l'onde cohérente et très supérieur au libre

parcours moyen élastique dé�ni par :

le =
1

2= (keff)
, (1.18)

où = (x) désigne la partie imaginaire du nombre à valeurs complexes x. Cette quantité est représentative
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de la distance moyenne entre deux processus de di�usion. Lorsque l'onde cohérente a parcouru une

distance égale à le, son amplitude est divisée par
√

e.

Dans la suite du manuscrit, nous nous intéresserons au seul régime propagatif. Dans un premier

temps, seront présentés les principes de la modélisation de l'onde cohérente dans un milieu in�ni. Puis

seront reportés des résultats en présence d'interfaces, conduisant en particulier à l'identi�cation de

l'impédance acoustique e�ective Zeff du milieu aléatoire et par suite à celles des propriétés mécaniques

associées, ρeff et κeff .

a) Introduction à la di�usion multiple

Équations de la di�usion multiple

Dans un milieu hétérogène, le champ acoustique total ψtot (r) en un point du plan s'écrit :

ψtot (r) = ψinc (r) +
N∑

j=1

T (j) (r,bj)ψ
(j)
ex (bj), (1.19)

où T (j) (r,bj) est un opérateur exprimant le champ di�usé par le cylindre j dans le repère général à

partir des amplitudes modales T (j)
n et :

ψ(j)
ex (bj) = ψinc (bj) +

N∑

i=1
i6=j

T (i) (bj ,bi)ψ
(i)
ex (bi), (1.20)

représente le champ excitant le je di�useur. L'équation (1.19) peut être résolue de manière récursive

lorsque la position de tous les di�useurs est connue (description déterministe), mais cette méthode,

lourde à mettre en place, ne se résout que de manière numérique. Pour une description stochastique,

la résolution de ce problème nécessite d'introduire une hypothèse de fermeture.

Probabilité de présence

La modélisation de l'onde cohérente repose sur le calcul d'une moyenne con�gurationnelle du champ

acoustique. Pour ce faire, Foldy [40] a introduit les fonctions de probabilité de présence des di�useurs.

Ainsi, la moyenne con�gurationnelle d'un champ acoustique ψ (r, r1, . . . , rN ), notée 〈ψ (r)〉, est dé�nie
par :

〈ψ (r)〉 =

∫
. . .

∫
ψ (r,b1, . . . ,bN ) p (b1, . . . ,bN ) d b1 . . . d bN . (1.21)

Les di�érentes intégrations se font sur le volume V contenant les N cylindres. La densité de probabilité

p (r1, . . . , rN ) est la probabilité de trouver le premier di�useur en r1, le second di�useur en r2, etc.

Cette fonction est normée :

∫
. . .

∫
p (b1, . . . ,bN ) d b1 . . . d bN = 1. (1.22)

Ainsi, l'application de la moyenne con�gurationnelle dé�nie par la relation (1.19) conduit à :

〈ψtot (r)〉 = ψinc (r) +
N

S

∫

V
T (1) (r,b1)

〈
ψ(1)

ex (b1 |b1 )
〉

d b1, (1.23)
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où apparaît la moyenne con�gurationnelle de champ acoustique lorsqu'un di�useur est �xé en b1 :

〈ψ (r |b1 )〉 =

∫
. . .

∫
ψ (r,b1, . . . ,bN ) p (b2, . . . ,bN |b1 ) d b2 . . . d bN , (1.24)

avec :

p (r1, . . . , rN ) = p (r1) p (r2, . . . , rN |r1 ) et p (r1) =
1

S
. (1.25)

En suivant une démarche similaire, la moyenne con�gurationnelle de la relation (1.20) se réduit à :

〈
ψ(1)

ex (b1 |b1 )
〉

= ψinc (b1) +
N − 1

S

∫

V
g (r21)T (2) (b1,b2)

〈
ψ(2)

ex (b2 |b1,b2 )
〉

d b2, (1.26)

où :

〈ψ (r |b1,b2 )〉 =

∫
. . .

∫
ψ (r,b1, . . . ,bN ) p (b3, . . . ,bN |b1,b2 ) d b3 . . . d bN , (1.27)

représente la moyenne con�gurationnelle de champ acoustique lorsque les di�useurs sont �xés en b1 et

b2, avec :

p (b2, . . . ,bN |b1 ) = p (b2 |b1 ) p (b3, . . . ,bN |b1,b2 ) . (1.28)

Dans cette dernière relation, apparaît la probabilité conditionnelle p (b2 |b1 ) dé�nie par :

p (b2 | b1) =
g (r21)

S
, (1.29)

où la fonction de corrélation de paire g (r21) dépend de la distance r21 entre les di�useurs �xés en b1

et b2, et est associée à la probabilité de trouver un di�useur en b2 sachant qu'un premier est en b1.

Hypothèse de Foldy

A�n de résoudre l'équation (1.23) indépendamment de l'équation (1.26), Foldy a supposé l'existence

d'une onde plane cohérente de nombre d'onde e�ectif keff se propageant selon la direction de l'onde

plane incidente et considéré que le champ excitant chaque di�useur est identique au champ total :

〈ψtot (r)〉 ≈
〈
ψ(1)

ex (r |r1 )
〉
. (1.30)

Cette description ne considère explicitement que la di�usion du di�useur 1 lorsqu'il est insoné par

le champ cohérent (éq. (1.23)). Twesky [72] a néanmoins montré que la condition (1.30) associée à

l'équation (1.23) conduit à prendre en compte implicitement une succession de di�usions au sein d'une

chaîne de di�useurs où les interactions aller-retour entre deux di�useurs ne sont pas considérées. Par

ailleurs, la densité de probabilité de présence (1.25) considère des di�useurs linéiques et autorise donc

l'interpénétration des di�useurs.

L'approximation quasi-cristalline

Lax [44] s'est concentré sur le champ d'excitation moyen
〈
ψ

(1)
ex (b1 |b1 )

〉
évaluée sur di�useur 1

(éq. (1.26)), a�n d'évaluer le champ cohérent. En considérant un nombre N de di�useurs élevé :

lim
N→∞

N − 1

S
= lim

N→∞
N

S
= n0, (1.31)

et en intégrant l'équation (1.26) sur une surface su�samment importante, la densité surfacique n0 de
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di�useurs apparaît alors dans cette équation. En supposant que le champ d'excitation cohérent lorsque

deux di�useurs sont �xés est le même que lorsqu'un seul l'est, Lax a proposé l'approximation :

〈
ψ(2)

ex (r |r1, r2 )
〉
≈
〈
ψ(2)

ex (r |r1 )
〉
, (1.32)

connue sous le nom d'approximation quasi-cristalline (QCA). Seule la di�usion du di�useur 2 lorsqu'il

est insoné par le champ cohérent est prise en compte explicitement dans la relation (1.26). Le cylindre

1 ne di�usant pas, on pourrait supposer que le raisonnement de Twersky s'applique également à la

QCA, ce qui signi�erait que les interactions aller-retour ne sont pas prises en compte dans cette

approximation.

r∆r

Figure 1.3 � Détermination de la fonction de corrélation de paire.

Un des intérêts de la formulation (1.26) est de considérer la position relative des deux di�useurs

et potentiellement d'interdire leur interpénétration grâce à la fonction de corrélation de paire g(r21).

Tout en étant normée par la densité n0 de di�useurs, elle est géométriquement dé�nie par le nombre

de cylindres par unité de surface présent dans des anneaux de rayon interne r et d'épaisseur ∆r,

entourant un cylindre centré sur l'origine du repère (�g. 1.3). Dans le cas de sphères indéformables [73],

la résolution de l'équation intégrale de Percus-Yevick [74] permet le calcul de la fonction de corrélation

de paire. En présence de cylindres indéformables, seules des solutions numériques ont été mises en

÷uvre actuellement [75, 76]. Dans ce cas, la distance minimale entre les centres des deux cylindres

étant de 2a, nous avons :

g(r21) = 0, ∀r21 < 2a. (1.33)

Lorsque la concentration est faible, la fonction de corrélation de paire s'apparente à la fonction de

Heaviside (�g. 1.4.a) :H (r21 − 2a). Pour des concentrations plus élevées, elle tend vers la représentation

de la �gure 1.4.b.

Une première fonction de corrélation de paire, adaptée aux faibles concentrations, a été introduite

par Fikioris et Waterman [48], qui avec la hole correction n'autorise pas l'interpénétration des di�useurs.

La notion de distance d'exclusion avait néanmoins déjà été introduite par Waterman et Truell [45],

avant de l'abandonner au pro�t de di�useurs linéiques (distance d'exclusion nulle).
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Figure 1.4 � Fonction de corrélation de paire g(r21) obtenue par simulations numériques pour une distribution
aléatoire de cylindres : (a) φ = 0, 5%, (b) φ = 44%.

b) Les modèles analytiques

Nous présenterons dans cette section les résultats obtenus par Aristégui et Angel [57,58,60] (AA)

dans le cadre des travaux de Waterman et Truell [45] et ceux établis par Luppé et Conoir [61] (LC) qui

se rapprochent de ceux de Linton et Martin [51] en imposant la non-interpénétration des di�useurs.

L'étude de la réponse acoustique de di�useurs linéiques situés dans une région bornée ou semi-

in�nie de l'espace et immergés dans une matrice �uide occupant tout l'espace, entraîne l'apparition

d'interfaces �ctives. La continuité des champs cohérents plans, à ces interfaces, conduit à la dé�nition

d'une impédance acoustique e�ective Zeff , qui, associée au nombre d'onde e�ectif keff , conduisent à

l'identi�cation de la masse volumique e�ective ρeff et du module de compressibilité e�ectif κeff :

Zeff =
ρeffω

keff
=
keffκeff

ω
. (1.34)

Observons que le �uide homogène équivalent est naturellement dissipatif car représentatif d'une struc-

ture réelle, siège de mécanisme de multidi�usion. Par suite, les paramètres e�ectifs (Zeff , keff , ρeff , κeff)

sont nécessairement à valeurs complexes.

L'introduction d'une interface soulève la question de � l'existence � de l'onde cohérente en présence

de cette � frontière �. Chekroun et al. [77] ont par exemple montré que dans un demi-espace, elle ne

s'établit qu'après avoir parcouru une distance supérieure à
2√
n0

. Cependant, pour les structures de

dimension �nie envisagée (écran de di�useurs), nous supposons que le champ cohérent apparaît dès la

première interface à cause de la superposition des ondes planes progressive et régressive.

Le modèle d'Aristégui et Angel [58]

Ce modèle porte sur les réponses acoustiques d'un écran de di�useurs d'épaisseur e et d'extension

in�nie suivant ey (�g. 1.5), lorsqu'il est insoné par une onde incidente plane de direction de propagation

normale à ses interfaces. À partir de l'analyse des champs cohérents ré�échi et transmis, les coe�cients

de ré�exion et de transmission de l'écran de di�useurs ont été identi�és :

R = − Q e− i k0e

1−Q2 e2 i keffe

(
1− e2 i keffe

)
, (1.35)
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T =
1−Q2

1−Q2 e2 i keffe
ei(keff−k0)e, (1.36)

avec :

Q =
Z0 − Zeff

Z0 + Zeff
. (1.37)

Par suite, l'étude des ondes cohérentes à l'intérieur de l'écran, a permis de déterminer le nombre d'onde

e�ectif, identique à celui obtenu précédemment par Waterman et Truell [45] :

k2
eff

k2
0

= 1− 4 i
φ

πk2
0a

2
f (0)− 4

(
φ

πk2
0a

2

)2 [
f2 (0)− f2 (π)

]
, (1.38)

où f (θ) est la fonction de forme angulaire dé�nie par :

f (θ) =
∑

n

Tn einθ. (1.39)

ey

ex(0)

ψin

ψR

ψT

e

(a)
���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
��� ey

ex(0)

e�

e

ψin

Tψin

Rψin

(b)

Figure 1.5 � Ré�exion et transmission d'un écran de di�useurs : a) système hétérogène, b) milieu homogène
équivalent.

Ces coe�cients de ré�exion et de transmission s'écrivent exactement comme ceux d'une plaque

homogène isotrope via l'impédance e�ective :

Zeff = Z0
k0

keff

(
1− 2 iφ

πk2
0a

2
[f (0)− f (π)]

)
. (1.40)

Les paramètres mécaniques e�ectifs sont ensuite obtenus grâce aux équations (1.34) et (1.38), en

considérant le milieu e�ectif comme homogène et isotrope [58] :

ρeff

ρ0
= 1− 2 iφ

πk2
0a

2
[f (0)− f (π)] . (1.41)

κ0

κeff
= 1− 2 iφ

πk2
0a

2
[f (0) + f (π)] . (1.42)

Ces expressions sont garantes de la continuité aux interfaces de la pression et du vecteur déplacement

cohérents [60].

Le modèle de Luppé et Conoir [61]

Ce modèle est un développement du modèle proposé par Le Bas et al. [78] qui avaient obtenu, dans

le cadre des travaux de Fikioris et Waterman [48], les expressions implicites des coe�cients de ré�exion
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et de transmission d'un demi-espace en fonction de l'angle d'incidence α de l'onde incidente (�g. 1.6).

Luppé et Conoir ont ainsi exprimé ces résultats pour des di�useurs linéiques en suivant la méthode

proposée par Linton et Martin [51]. Le coe�cient de ré�exion R0 eff de l'onde cohérente s'écrit alors de

manière explicite :

R0 eff =
Z0 cos (αr)− Zeff cos (α)

Z0 cos (αr) + Zeff cos (α)
, (1.43)

où αr est l'angle de réfraction de l'onde cohérente, dont l'expression du nombre d'onde e�ectif est

identique à celle obtenue par Linton et Martin [51] :

k2
eff

k2
0

= 1− 4 i
φ

πk2
0a

2
f (0)− 8J(0)

(
φ

πk2
0a

2

)2

, (1.44)

où :

J(α) =
∑

n

∑

m

|m− n|TnTm einα, (1.45)

l'expression de l'impédance acoustique e�ective étant donnée dans [61].
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Figure 1.6 � Ré�exion et transmission d'un demi-espace contenant des di�useurs : a) système hétérogène, b)
milieu homogène équivalent.

Dans le cas de l'incidence normale (α = 0), les propriétés mécaniques e�ectives sont dé�nies par

les relations suivantes :

ρeff

ρ0
= 1− 2 i

φ

πk2
0a

2
[f (0)− f (π)] + 4C

(
φ

πk2
0a

2

)2

, (1.46)

κ0

κeff
=

ρ0

ρeff

[
1− 4 i

φ

πk2
0a

2
f (0)− 8J(0)

(
φ

πk2
0a

2

)2
]
, (1.47)

avec :

C =




1

2

(
f(0)2 − f(π)2

)
+
f(π)− T0 − f(0)

f(0)
J(0) +

T0

f(0)
J(π)

+ T0
f(0)− T0

f(0)
I(π)− T0

2f(π)− f(0)− T0

f(0)
I(0)


 , (1.48)

et :

I(α) =
∑

n

|n|Tn einα. (1.49)

Observons que lorsque le di�useur est un tube d'aluminium vide, Le Bas et al. [78] ont montré de
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manière surprenante que deux ondes cohérentes étaient susceptibles de se propager, le milieu e�ectif

se comportant dès lors comme un solide dissipatif.

1.4 Simulations numériques

A�n d'accéder à l'onde cohérente à partir de simulations numériques, l'onde est moyennée en

un point donné de l'espace sur un nombre su�sant de con�gurations de di�useurs. Lors de cette

opération, l'onde incohérente disparaît et seule subsiste � l'onde moyenne � supposée correspondre à

l'onde cohérente [77] (�g. 1.7).
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Figure 1.7 � Signal transmis au travers un écran de di�useurs : a) pour une con�guration donnée, b) moyenne
sur 90 simulations.

L'intérêt de la mise en ÷uvre des simulations numériques réside dans le contrôle total de la géométrie

du problème, et en particulier de la polydispersité des tailles des di�useurs. C'est pourquoi nous nous

sommes tournés vers les simulations de la propagation d'ondes dans un milieu inclusionnaire à l'aide

d'un code FDTD [79�81]. Ayant été développé au sein du département Acoustique Physique de l'I2M,

ce code o�re la possibilité de mener des campagnes de simulations aisément. La �gure 1.8 présente les

con�gurations géométriques utilisées dans nos simulations. Nous imposons qu'un di�useur soit tangent

à chacune des interfaces horizontales de l'écran. Le format de l'écran de di�useurs est toujours le

même dans chaque simulation : l'épaisseur et la largeur de l'écran sont respectivement égales à 18a et

200a. Des conditions périodiques ont été imposées sur les côtés perpendiculaires à l'écran de di�useurs

a�n de simuler un écran d'extension latérale in�nie. Nous avons véri�é que la largeur de l'écran est

su�samment grande pour que les e�ets de périodicité soient négligeables. Des PMLs [82, 83] (perfect

match layer) sont placés au dessus et en dessous de l'écran a�n qu'il n'y ait pas de ré�exion des ondes

sur les bords du domaine d'étude.

Deux lignes de récepteurs, placées de chaque côté de l'écran de di�useurs, relèvent les champs ré-

�échi et transmis. Ces lignes sont composées de récepteurs ponctuels qui relèvent la pression au n÷ud

du maillage où ils se trouvent. E�ectuer la moyenne de la pression sur une ligne revient à simuler un

transducteur, car un transducteur intègre la pression agissant sur sa surface. Nous e�ectuons plusieurs

simulations où seule la con�guration de positions des di�useurs change, puis la moyenne sur ces con�-

gurations des ondes ré�échie et transmise est calculée. On suppose que les ondes cohérentes ré�échie

et transmise sont obtenues lorsque ce processus de prises de moyenne a convergé. Notons qu'avec les
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simulations que nous avons e�ectuées, nous avons observé que plus la concentration est élevée et plus la

convergence de la moyenne est rapide (elle converge un nombre moindre de con�gurations). De même

plus le rapport entre la vitesse de phase des ondes se propageant dans les di�useurs et dans la matrice

est faible, plus la convergence est rapide. De plus, plus la fréquence augmente, plus la convergence de

la moyenne est lente.

Outre la réponse cohérente de l'écran de di�useurs, le nombre d'onde cohérent keff (et par suite la

vitesse de phase ceff et l'atténuation αeff e�ectives de l'onde cohérente) est déterminé à partir d'une

ligne de récepteurs placée parallèlement à la direction de propagation de l'onde incidente dans toute

l'épaisseur de l'écran. La pression p(x) de l'onde cohérente le long de sa direction de propagation est

alors recherchée sous la forme suivante :

p(r) = P0 e
i
(

ω
ceff

+iαeff

)
x
, (1.50)

où l'inconnue P0 est l'amplitude à valeurs complexes de la pression. L'expression (1.50) suppose la

présence d'une seule onde cohérente (progressive) à l'intérieur de l'écran, cette hypothèse ayant été

justi�ée dans le contexte de cette étude [84]. Le nombre d'onde e�ectif est obtenu en minimisant

l'écart quadratique entre l'équation (1.50) et l'onde cohérente progressive obtenue après �ltrage dans

le domaine des nombres d'onde [85].

L'onde source générée est sous forme d'un sinus cardinal pondéré par une fonction gaussienne

(�g. 1.7). Ainsi, le spectre fréquentiel de cette onde tend vers une fonction porte commençant à fré-

quence nulle et �nissant à la fréquence centrale du sinus cardinal. Les coe�cients de ré�exion et de

transmission sont déterminés en divisant respectivement le spectre des ondes cohérentes ré�échie et

transmise par celui de l'onde source.

ligne

soure

ligne de

réepteurs

PML

4a

ep

4a

PML


o
n
d
it
io
n
p
é
ri
o
d
iq
u
e


o
n
d
itio
n
p
é
rio
d
iq
u
e

2a

Figure 1.8 � Géométrie d'une simulation pour l'évaluation des champs
cohérents ré�échi et transmis.

eMST

ep

Figure 1.9 � Dé�nition des épais-
seurs.

Dans la section suivante, nous comparerons les résultats numériques ainsi obtenus, avec les tech-

niques d'homogénéisation présentées précédemment pour des di�useurs linéiques : KT, AA et LC.

Comme le montre la �gure 1.9, l'épaisseur � théorique � eMST est donnée par la distance entre les

centres des cylindres les plus éloignés suivant la normale à l'interface, et l'épaisseur � physique � ep est
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dé�nie par la tangente à ces cylindres. Les concentrations correspondant à ces deux épaisseurs satisfont

les relations :

φMST =
Nπa2

SMST
, (1.51)

φp =
Nπa2

Sp
, (1.52)

où N est le nombre de di�useurs dans l'écran, SMST et Sp sont respectivement l'aire de l'écran dé�nie

avec l'épaisseur � théorique � et l'épaisseur � physique �.

1.5 Confrontation modèles-simulations : réponse acoustique d'un écran

de di�useurs

Dans cette partie, les coe�cients de ré�exion et de transmission, et le nombre d'onde e�ectif sont

calculés respectivement à partir des équation (1.35) , (1.36) et (1.1) dans lesquels les paramètres ef-

fectifs sont ceux de KT (éqs. (1.17)), d'AA (éqs. (1.41) et (1.42)) et de LC (éqs. (1.46) et (1.47)).

La convergence du processus de prise de moyenne des ondes a été véri�ée pour chacun des systèmes

a�n d'accéder aux ondes cohérentes. Nous avons observé que la convergence de la moyenne de l'onde

transmise est beaucoup plus rapide que celle de l'onde cohérente ré�échie : une soixantaine de simu-

lations au maximum est nécessaire pour obtenir l'onde cohérente transmise, alors que pour certaines

con�gurations, le calcul de l'onde cohérente ré�échie demande trois cents simulations. L'amplitude de

l'onde ré�échie étant parfois inférieure à l'amplitude de la partie incohérente du signal, l'extraction de

la partie cohérente nécessite alors un grand nombre de simulations.

Nom Masse volumique en g.cm−3 Module de compressibilité en GPa
Eau ρ = 1 κ = 2, 25

Fictif 1 ρ = 0, 8 κ = 2, 152

FC72 (per�uorohexane) ρ = 1, 68 κ = 440.10−3

Fictif 2 ρ = 1, 3 κ = 13.10−3

Tableau 1.1 � Propriétés mécaniques des matériaux utilisés dans les simulations.

Les comparaisons sont réalisées pour trois systèmes dont le contraste entre les vitesses de phase de la

matrice et des di�useurs di�ère, a�n de faire apparaître des phénomènes de résonance des di�useurs de

plus en plus marqués et véri�er la robustesse des modèles au voisinage de ces résonances. Ces résonances

correspondent à l'apparition d'un pic marqué des modules des coe�cients d'amplitude modale Tn de

l'onde di�usée. Dans la suite, nous étudions les propriétés acoustiques e�ectives des trois systèmes

suivants :

1. un système non résonant, constitué de di�useurs d'eau distribués dans le matériau �ctif 1,

2. un système faiblement résonant, constitué de di�useurs de FC72 immergés dans l'eau,

3. un système fortement résonant, constitué de cylindres de matériau �ctif 2 distribués dans l'eau.

Les propriétés mécaniques des milieux choisis sont données dans le tableau 1.1.
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1.5.1 Système non résonant : di�useurs d'eau distribués dans le matériau �ctif 1

Les modules des coe�cients d'amplitude modale de l'onde di�usée Tn sont présentés sur la �-

gure 1.10 en fonction de la fréquence réduite k0a. Lorsque k0a = 3, la longueur d'onde de l'onde

incidente est de l'ordre de la taille des di�useurs. Cette �gure montre qu'il n'y a pas de résonance sur

la plage fréquentielle d'étude.

La �gure 1.11 présente les coe�cients de ré�exion et de transmission pour les concentrations sui-

vante : φMST = 4, 42%, 13, 2% et 34, 4%. À faible concentration (�g. 1.11.a), les modèles analytiques

sont en bon accord avec les résultats numériques sur toute la plage d'étude, tout en sous-estimant lé-

gèrement les coe�cients de ré�exion et de transmission numériques. À forte concentration (�g. 1.11.c),

le coe�cient de ré�exion prédit par les modèles décroît avec la fréquence, alors que le résultat numé-

rique croît jusqu'à k0a = 1, avant de décroître. Les modèles analytiques sont en bon accord avec les

simulations jusqu'à k0a = 0, 5, au delà l'accord est qualitatif. En�n, plus la concentration est élevée,

plus la gamme fréquentielle de validité des modèles est étroite.
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Figure 1.10 � Module des coe�cients d'amplitude modale di�usée d'un système composé de di�useurs d'eau
distribués dans le matériau �ctif 1.

Par ailleurs, le modèle de KT, bien que provenant de l'hypothèse de di�usion simple prédit des

résultats très proches de ceux de AA et LC. Cela s'explique par le fait que les modes monopolaire T0

et dipolaire T1 sont prédominants (�g. 1.10). À partir de k0a = 2, 5, le mode quadripolaire T2 devient

non négligeable et le modèle de KT s'écarte des autres modèles (�g. 1.11). Observons, néanmoins, aux

très basses fréquences [85], que la ré�exion prédite par le modèle de LC est plus proche de celle simulée

par FDTD.

Les réponses en ré�exion de l'écran de di�useurs présentent des résonances d'épaisseur di�érentes

lorsque les épaisseurs théorique et physique, et leurs concentrations respectives (éqs. (1.51) et (1.52)),

sont insérées dans les modèles analytiques. Les fréquences de la première résonance d'épaisseur cor-

respondant à chaque dé�nition encadrent la résonance d'épaisseur des résultats numériques. Cette

résonance d'épaisseur numérique peut être alors atteinte à l'aide des modèles analytiques en dé�nis-

sant une épaisseur e�ective, et sa concentration associée, qui satisfait l'inégalité eMST < eeff < ep [85].
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Figure 1.11 � Coe�cients de ré�exion et de transmission d'un système composé de di�useurs d'eau distribués
dans le matériau �ctif 1 pour di�érentes concentrations φMST : a) 4, 42%, b) 13, 2% et c) 34, 4%. Comparaison
entre les résultats numériques (trait plein épais) et ceux issus des modèles de KT (trait plein), de AA (tirets)
et de LC (trait mixte).
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1.5.2 Système faiblement résonant : di�useurs de FC72 immergés dans l'eau

La �gure 1.12 représente les modules des coe�cients d'amplitude modale de l'onde di�usée Tn en

fonction de la fréquence réduite k0a. Le mode monopolaire T0 ne présente pas de résonance marquée

contrairement aux modes dipolaire T1 et quadripolaire T2 qui, eux, résonnent respectivement aux

fréquences k0a = 0, 903 et 1, 33, ces fréquences seront repérées par des pointillés verticaux sur les

�gures 1.12, 1.13 et 1.14.
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Figure 1.12 � Module des coe�cients d'amplitude modale di�usée d'un système composé de di�useurs de
FC72 immergés dans l'eau. Dans la suite du document, les pointillés verticaux correspondent aux fréquences de
résonances des di�useurs.

a) Ré�exion et transmission de l'écran

Les coe�cients de ré�exion et de transmission de l'écran de di�useurs sont présentés sur la �-

gure 1.13 pour les concentrations suivantes : φMST = 4, 42%, 13, 2% et 31, 4%. Lorsque la concentra-

tion est faible (�g. 1.13.a), les modèles analytiques et les résultats numériques sont en bon accord.

Seul le modèle de KT di�ère lorsque k0a > 1 (pour les trois concentrations), car l'amplitude du mode

quadripolaire devient non négligeable par rapport aux modes monopolaire et dipolaire (�g. 1.12).

Aux concentrations intermédiaires (�gs. 1.13.b), il y a toujours un bon accord entre les modèles ana-

lytiques (AA et LC) et les résultats numériques, le pic du coe�cient de ré�exion autour de k0a = 0, 5

n'étant néanmoins pas prédit. Comme pour le premier système, les coe�cients de ré�exion et de trans-

mission calculés à l'aide du modèle de LC sont plus proches des résultats numériques respectivement

aux basses et hautes fréquences. Pour les fortes concentrations (�g. 1.13.c), les modèles analytiques ne

sont valides qu'aux très basses fréquences : k0a < 0, 2.

b) Nombre d'onde e�ectif

Les nombres d'onde e�ectifs prédits par les modèles classiques de la di�usion multiple ont été

comparés à des résultats expérimentaux ou numériques dans des con�gurations ou les di�useurs ne

résonnent pas [67,77,84,86�94]. Les formules explicites établies par Foldy [40], Waterman et Truell [45],

etc., sont valides lorsque la concentration est faible et à basses fréquences. Lorsque la concentration

est élevée, les techniques implicites basées sur la CPA [55] (coherent potential approximation) se sont

avérées être plus adaptées [89]. L'impact des résonances de di�useurs sur la validité des prédictions du
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Figure 1.13 � Coe�cients de ré�exion et de transmission d'un système composé de di�useurs de FC72 immergés
dans l'eau pour di�érentes concentrations φMST : a) 4, 42%, b) 13, 2% et c) 31, 4%. Comparaison entre les
résultats numériques (trait plein épais) et ceux issus des modèles de KT (trait plein), de AA (tirets) et de LC
(trait mixte). Les résonances sont repérées par les pointillés verticaux.
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nombre d'onde e�ectif keff par les modèles analytiques est ici étudiée au travers de la vitesse de phase

e�ective ceff et de l'atténuation e�ective αeff (�g. 1.14).
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Figure 1.14 � Vitesse de phase et atténuation e�ectives d'un système composé de di�useurs de FC72 im-
mergés dans l'eau pour di�érentes concentrations φMST : a) 4, 42%, b) 13, 2%. Comparaison entre les résultats
numériques (trait plein épais) et les théories de KT (trait plein), de AA (tirets) et de LC (trait mixte).

Les vitesses de phase e�ectives sont présentées sur la �gure 1.14, courbes de gauche. On remarque

que le modèle de KT se démarque des deux autres modèles sur toute la plage d'étude, les modèles

de AA et de LC restant proches l'un de l'autre. À basses fréquences, les résultats numériques ne

correspondent pas aux prédictions théoriques. En e�et, à ces fréquences, les longueurs d'onde sont

beaucoup plus grandes que l'épaisseur de l'écran, il est donc di�cile d'évaluer précisément la vitesse

de phase e�ective à l'aide de la FDTD. En dehors de ce domaine fréquentiel, les modèles sont en

bon accord avec les simulations numériques à basse concentration (�g. 1.14.a). Pour une concentration

intermédiaire (�g. 1.14.b), le modèle de KT n'est plus adapté, ceux de AA et de LC étant, quant à

eux, toujours en bon accord avec le résultat numérique, hormis au voisinage de la résonance dipolaire.

Or, sur cette gamme fréquentielle, les forts niveaux d'atténuation e�ective peuvent entraîner une plus

grande incertitude dans la détermination de la vitesse de phase e�ective.

Les courbes de droite de la �gure 1.14 représentent l'atténuation e�ective adimensionnée par le

rayon des di�useurs, αeffa. L'augmentation de l'atténuation e�ective aux voisinages des résonances

explique les chutes du coe�cient de transmission sur ces mêmes plages fréquentielles (�g. 1.13). De

plus, contrairement à la vitesse de phase e�ective, l'atténuation e�ective prédite par le modèle de KT

est proche de celle prédite par les autres modèles tant que les modes monopolaire et dipolaire sont
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dominants. À faible concentration (�g. 1.14.a), les modèles sont en bon accord avec les simulations,

seul le premier pic numérique n'est pas prédit par les modèles. Pour la concentration intermédiaire

(�g. 1.14.b), l'atténuation e�ective est qualitativement bien décrite, excepté au voisinage de la résonance

dipolaire où elle est sous-estimée.

Ces simulations montrent par ailleurs que nous décelons l'onde cohérente même lorsque le régime

di�usif est prépondérant. En e�et, au voisinage de la fréquence de résonance dipolaire, le libre parcours

moyen correspond à 14% de l'épaisseur de l'écran lorsque φMST = 13, 2%. Ce résultat avait déjà été

obtenu par Tourin [42] qui observait expérimentalement des traces de l'onde cohérente après qu'elle

ait parcouru 15 fois le libre parcours moyen élastique.

1.5.3 Système fortement résonant : cylindres de matériau �ctif 2 distribués dans

l'eau

La �gure 1.15 représente les modules des coe�cients d'amplitude modale de l'onde di�usée Tn en

fonction de la fréquence réduite k0a. Le mode monopolaire T0 possède deux fréquences de résonance

sur la plage d'étude lorsque k0a = 6.10−2 et 0, 272, ainsi qu'une fréquence d'antirésonance à k0a =

0, 257 (|T0| = 0). Les modes dipolaire T1 et quadripolaire T2 possèdent chacun une fréquence de

résonance respectivement lorsque k0a = 0, 166 et 0, 264. Dans la suite, les fréquences de résonance et

d'antirésonance seront repérées respectivement par des pointillés verticaux et un trait mixte vertical.
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Figure 1.15 � Module des coe�cients d'amplitude modale di�usée d'un système composé de cylindres de
matériau �ctif 2 distribués dans l'eau.

a) Ré�exion et transmission de l'écran

Les coe�cients de ré�exion et de transmission de l'écran de di�useurs sont présentés sur la �-

gure 1.16 pour les concentrations suivantes : φMST = 4, 7% et 14, 14%. Il apparaît que le modèle de

LC devient inapproprié pour certaines fréquences, car, au voisinage des résonances dipolaire et qua-

dripolaire, les modules des coe�cients de ré�exion et de transmission sont supérieurs à 1 (le matériau

e�ectif semble devenir ampli�ant).

Pour les faibles concentrations (�g. 1.16.a), il y a toujours un bon accord, principalement qualitatif,

entre les modèles analytiques et les simulations numériques. Contrairement au cas faiblement résonant,

les résonances monopolaire et dipolaire entraînent une baisse des coe�cients de transmission et de
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ré�exion. Des réponses atypiques apparaissent avec ce système tels des pièges à ondes au voisinage de

la résonance monopolaire. À cette fréquence, les modules des coe�cients de ré�exion et de transmission

tendent tous les deux vers 0. L'onde rentre donc dans l'écran de di�useurs sans ré�exion, puis s'atténue

totalement à l'intérieur. Au voisinage de l'antirésonance monopolaire, l'écran de di�useurs devient

transparent à l'onde cohérente. La ré�exion est nulle et la transmission est totale. La �gure 1.15 montre

qu'à cette fréquence, seul le coe�cient d'amplitude du mode dipolaire est non nul, mais d'amplitude

faible : |T1| ≈ 0, 05. L'onde incidente n'est donc pas perturbée par la présence des di�useurs. Par

ailleurs, lorsque la concentration est su�samment élevée (�g 1.16.b), la transmission est quasiment

nulle sur une large bande fréquentielle : k0a ∈ [0, 09 ; 0, 23].

Lorsque la concentration augmente, les modèles analytiques sont toujours en accord avec les simu-

lations aux très basses fréquences : k0a < 0, 03. Les modules des coe�cients de ré�exion prédits par

les modèles de AA et de KT sont en accord qualitatif avec les résultats numériques. Concernant le co-

e�cient de transmission, cette concordance n'est atteinte qu'aux très basses fréquences et au voisinage

de l'antirésonance monopolaire.
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Figure 1.16 � Coe�cients de ré�exion et de transmission d'un système composé de cylindres de matériau
�ctif 2 distribués dans l'eau pour di�érentes concentrations φMST : a) 4, 7% et b) 14, 14%. Comparaison entre
les résultats numériques (trait plein épais) et ceux issus des modèles de KT (trait plein), de AA (tirets) et de
LC (trait mixte). Les résonances sont repérées par les pointillés verticaux et l'antirésonance par le trait mixte
vertical.

On observe que, contrairement au modèle de AA, celui de KT prédit correctement la chute du

coe�cient de ré�exion au voisinage de la résonance dipolaire et sa dépendance à la concentration. Cette
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chute se retrouve toujours à la même fréquence avec le modèle de AA, alors que selon le modèle de KT, la

fréquence centrale de cette bande fréquentielle diminue avec la concentration, ce que l'on retrouve sur les

simulations. Cette diminution de la fréquence centrale peut provenir de l'augmentation des interactions

entre les di�useurs lorsque la concentration augmente, qui modi�e la fréquence de résonance dipolaire

de chaque di�useur [95]. Dans le cas présent, elle semble diminuer lorsque la concentration augmente.

b) Nombre d'onde e�ectif

La méthode d'identi�cation du nombre d'onde e�ectif keff présentée dans la partie 1.4 nous a permis

de déterminer la seule atténuation e�ective représentée sur la �gure 1.17. Il apparaît que l'épaisseur

de la plaque est très supérieure au libre parcours moyen élastique sur une majeure partie de la plage

d'étude, le régime est alors sensé être di�usif. Cependant, numériquement, les moyennes des ondes

ré�échie et transmise de part et d'autre de l'écran de di�useurs convergent, et conduisent aux ondes

cohérentes, qui, à certaines fréquences, ont parcouru 19 fois le libre parcours moyen élastique.
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Figure 1.17 � Atténuation e�ective adimensionnée par le rayon d'un di�useur d'un système composé de cy-
lindres de matériau �ctif 2 distribués dans l'eau pour di�érentes concentrations φMST : a) 4, 7% et b) 14, 14%.
Comparaison entre les résultats numériques (trait plein épais) et ceux issus des modèles de KT (trait plein), de
AA (tirets) et de LC (trait mixte). Les résonances sont repérées par les pointillés verticaux et l'antirésonance
par le trait mixte vertical.

On remarque qu'aux fréquences où les modules des coe�cients de ré�exion et de transmission

prédits par le modèle de LC sont supérieurs à 1, le matériau est ampli�ant et le nombre d'onde e�ectif

véri�e l'inégalité inattendue suivante :

< (keff)= (keff) < 0, (1.53)

où < (x) désigne la partie réelle du nombre à valeurs complexes x. Le sens de cette inégalité sera discuté

plus en détail dans le chapitre 3.

À faible concentration (φMST = 4, 7%), les modèles de KT et de AA sont en bon accord avec les

simulations numériques hormis au voisinage de la résonance monopolaire. Les modèles prévoient un pic

d'atténuation à la fréquence de résonance, pic que les simulations numériques prédisent à des fréquences

plus élevées. Aux concentrations intermédiaires, les résultats issus des modèles ne correspondent plus

à ceux obtenus avec la FDTD.
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1.6 Propriétés mécaniques quasi-statiques

Nous comparerons dans cette section les limites quasi-statiques des modèles introduits précédem-

ment aux résultats disponibles dans la littérature.

1.6.1 Module de compressibilité e�ectif

Tous les modèles actuellement disponibles (aussi bien ceux issus de la di�usion simple que ceux

issus de la di�usion multiple) possèdent la même limite quasi-statique du module de compressibilité

e�ectif :
κ0

κeff
=

1− φ
κ0

+
φ

κ1
, (1.54)

qui est connu sous le nom de � loi de Reuss �. Cette propriété e�ective n'est donc pas a�ectée par les

interactions entre les di�useurs.

1.6.2 Masse volumique e�ective

La masse volumique e�ective, quand à elle, di�ère selon les modèles utilisés. Ainsi les limites quasi-

statiques des modèles de AA (éq. (1.41)) et de LC (éq. (1.46)) sont :

lim
ω→0

ρAAeff = 1− 2φρ̃+ o(1), (1.55)

lim
ω→0

ρLCeff = 1− 2φρ̃+ 2φ2ρ̃2 + o(1), (1.56)

où :

ρ̃ =
ρ0 − ρ1

ρ0 + ρ1
. (1.57)

Observons que l'expression (1.56) est identique à celle déterminée par Martin et al. [96]. La démarche

suivie repose sur l'analyse de l'expression quasi-statique du nombre d'onde e�ectif identi�é pour une

distribution aléatoire de di�useurs linéiques non autorisés à s'interpénétrer. En supposant que la masse

volumique e�ective dépend uniquement de la masse volumique des di�érents milieux en présence, et

que le module de compressibilité e�ectif ne dépend que des modules de compressibilité des di�érents

milieux, ces auteurs ont établi les relations (1.54) et (1.56).

En suivant cette démarche et en l'appliquant à l'expression dynamique du nombre d'onde e�ectif

établie par Norris et Conoir [54] pour des concentrations plus importantes de di�useurs linéiques non

autorisés à s'interpénétrer, nous avons :

lim
ω→0

ρNCeff = 1− 2φρ̃+ 2φ2ρ̃2 − 2φ3ρ̃3 + 2φ4ρ̃4 + o(1). (1.58)

En�n, plus récemment, pour ces mêmes distributions de di�useurs linéiques, dans le cadre de la

di�usion multiple et à l'aide de la QCA, Parnell et Abrahams [53] ont déterminé le nombre d'onde

e�ectif quasi-statique exact, avant d'en extraire la masse volumique e�ective, identique à celle obtenue
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par Kuster et Toksöz (éq. (1.15)) :

lim
ω→0

ρPAeff =
1− φρ̃
1 + φρ̃

+ o(1). (1.59)

Contrairement aux travaux de Norris et Conoir, la dépendance à la concentration du nombre d'onde

e�ectif n'est maintenant plus polynomiale.

La linéarisation pour de faibles concentrations (φ < 1) de l'expression quasi-statique (1.59) :

lim
φ→0

ρKTeff = 1 + 2
∞∑

q=1

(−φρ̃)q, (1.60)

montre que les masses volumiques e�ectives obtenues avec les di�érents modèles basés sur la QCA

(éqs. (1.55), (1.56) et (1.58)) correspondent à une linéarisation en φ de celle établie par Kuster et Toksöz

(éq. (1.15)) dans le cadre de la di�usion simple : AA, LC et Norris et Conoir accèdent respectivement

aux ordres q =1, 2 et 4. La masse volumique e�ective quasi-statique n'est donc pas a�ectée par les

multiples interactions entre les di�useurs représentatives des mécanismes de multidi�usion.

1.6.3 E�ets inertiels entre phases

Dans la section précédente, nous avons observé que la masse volumique e�ective (éqs. (1.55), (1.56),

(1.58) et (1.59)) ne satisfait pas la loi des mélanges (ρeff = (1− φ) ρ0 + φρ1). Ce résultat inhérent aux

systèmes à matrice �uide avait déjà été montré par Ament [35]. Cela est dû à des e�ets inertiels entre les

deux phases : lorsque la matrice est solide le déplacement quasi-statique est identique en tout point du

système (�g. 1.18.a), alors que lorsque la matrice est �uide, l'amplitude du déplacement quasi-statique

de la matrice est di�érent de celle du cylindre, ceci induisant un écoulement de la matrice autour du

cylindre (�g. 1.18.b).

(a) (b)

Figure 1.18 � Vecteur déplacement particulaire quasi-statique : a) matrice solide et di�useur quelconque (�uide
ou solide), b) matrice �uide et di�useur quelconque (�uide ou solide), pour plus de clarté, le vecteur déplacement
utot (r)− uint (r) est représenté.



1.7 Conclusion 33

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le domaine de validité d'une technique d'homogénéisation

dynamique basée sur l'hypothèse de la di�usion simple, et de deux autres basées sur les modèles

de di�usion multiple. Pour cela nous avons calculé les modules des coe�cients de ré�exion et de

transmission d'un écran de di�useurs à partir des modèles analytiques de Li et Chan [30], Aristégui

et Angel [58], et Luppé et Conoir [61] et nous les avons comparés à ceux obtenus à l'aide d'un code

de simulations numériques par FDTD. Ces modèles sont en accord avec les simulations sur une large

bande fréquentielle lorsque la concentration est faible. La largeur de cette bande fréquentielle diminue

lorsque la concentration augmente. Pour une concentration donnée, elle diminue également lorsque le

contraste entre les propriétés mécaniques de la matrice et des di�useurs augmente.

Le modèle proposé par Li et Chan [30] est valide tant que les coe�cients d'amplitude des modes

monopolaire et dipolaire de l'onde di�usée sont prédominants (à basses fréquences). Ce modèle est le

plus simple des trois car il a été établi sous l'hypothèse de di�usion simple. Malgré cela, lorsque les

di�useurs résonnent fortement, il semble le mieux adapté car il traduit la diminution de la fréquence

de résonance dipolaire lorsque la concentration augmente.

Les modèles de Aristégui et Angel [58] et de Luppé et Conoir [61] sont équivalents pour toutes

les con�gurations testées. Celui de Luppé et Conoir tendant néanmoins à être plus proche des simu-

lations numériques. Toutefois, le modèle de Luppé et Conoir devient inapproprié lorsque les di�useurs

résonnent fortement car le milieu e�ectif prédit est non physique.

Le modèle de Aristégui et Angel (et par extension celui de Luppé et Conoir tant qu'il est valide)

est en très bon accord avec les simulations lorsque la concentration de di�useurs est faible, même

en présence de résonances des di�useurs. Lorsque le contraste entre les propriétés mécaniques de la

matrice et des di�useurs est faible (�g. 1.11.a), ce modèle reste satisfaisant jusqu'à k0a = 3, i.e. pour

des longueurs d'onde de l'onde incidente du même ordre de grandeur que le diamètre des di�useurs.

Nous avons également observé que les modèles pouvaient s'avérer satisfaisants dans des régimes

considérés comme di�usifs : le milieu e�ectif est alors fortement atténuant et la majeure partie de

l'onde incidente est ré�échie. On accède cependant à une onde cohérente transmise s'étant propagée

sur des distances supérieures à dix fois le libre parcours moyen élastique.

Pour certaines con�gurations, nous avons comparé les nombres d'onde e�ectifs prédits par ces

modèles avec ceux déterminés numériquement. Les résultats numériques montrent que l'atténuation

e�ective augmente au voisinage des résonances des di�useurs. Pour de faibles concentrations, la vitesse

de phase e�ective et l'atténuation e�ective prédites par les modèles analytiques sont en bon accord

avec les simulations, mais lorsque la concentration augmente, ils ne sont plus conformes.

Les propriétés mécaniques e�ectives à la limite quasi-statique obtenues par Parnell et Abrahams [53]

à partir du nombre d'onde e�ectif exact, en utilisant le formalisme de la di�usion multiple et la

QCA, sont identiques à celles obtenues par Kuster et Toksöz [36] sous l'hypothèse de di�usion simple.

Dans cette limite, la QCA ne semble donc pas considérer les interactions entre di�useurs. Dans le

chapitre 2, nous étudierons en quoi la prise en compte de ces interactions a�ecte l'expression des

propriétés mécaniques e�ectives du milieu homogène équivalent ρeff et κeff .





Chapitre 2

Homogénéisation quasi-statique par les

moyennes de champs

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les propriétés mécaniques e�ectives quasi-statiques

d'une distribution uniforme et aléatoire de di�useurs obtenues avec l'approximation quasi-cristalline

(QCA) en considérant les mécanismes de multidi�usion entre objets sont identiques à celles détermi-

nées sous l'hypothèse de di�usion simple. Ceci semble indiquer que les interactions aller-retour ne sont

pas prises en compte avec cette approximation, ce qui montrerait que les modèles l'utilisant ne sont

pas adaptés aux fortes concentrations dans le régime quasi-statique. Rappelons que dans ce manuscrit

nous cherchons à obtenir des propriétés acoustiques atypiques à partir d'un milieu aléatoire, telles que

des bandes fréquentielles interdites ou de la transparence acoustique. Ces comportements non conven-

tionnels n'apparaissent qu'à forte concentration dans un milieu où les di�useurs résonnent à basses

fréquences (cf. section 1.5.3). Dans ces milieux, il y a de nombreuses interactions, c'est pourquoi nous

avons cherché à développer une technique d'homogénéisation prenant en compte toutes les interactions

a�n de prédire correctement les propriétés acoustiques du milieu e�ectif. Ainsi, nous accédons aux pro-

priétés mécaniques quasi-statiques e�ectives, généralisant les formules de Kuster et Toksöz [36] à un

nombre d'interactions quelconque entre deux di�useurs. Nous obtenons également les propriétés méca-

niques quasi-statiques e�ectives d'un milieu constitué de N di�useurs. Cependant ce dernier modèle est

incomplet car il autorise l'interpénétration des di�useurs et ne prend pas en compte les interactions au

sein d'une chaîne de di�useurs. Contrairement aux techniques classiques d'homogénéisation, cette mé-

thode utilise l'ensemble des champs acoustiques (incident, di�usé et interne) et considère explicitement

les interactions entre di�useurs.

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une technique d'homogénéisation de milieux aléatoires qui est

une hybridation de la méthode de Nemat-Nasser et al. [64] reliant les propriétés mécaniques e�ectives

à la moyenne surfacique des champs acoustiques et de la méthode de Willis [65] reliant les propriétés

mécaniques e�ectives à la moyenne con�gurationnelle de ces mêmes champs. Ainsi, en suivant l'ap-

proche de Nemat-Nasser et al., le milieu est homogénéisé à l'intérieur d'un volume Vp qu'on considère
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comme représentatif. La statistique du milieu aléatoire est prise en compte à travers la moyenne con�-

gurationnelle. On suppose que les caractéristiques mécaniques du milieu e�ectif ne dépendent ni de la

forme, ni de la taille de ce volume. Cette hypothèse nous autorise à lui imposer une forme géométrique

permettant de simpli�er les calculs.

Considérons un milieu aléatoire composé d'une matrice �uide et de di�useurs cylindriques �uides ou

solides. Les di�érents milieux sont homogènes, isotropes et non dissipatifs. La concentration volumique

de di�useurs est notée φ. Dans ce milieu, tous les di�useurs sont susceptibles d'interagir entre eux.

On peut sélectionner à l'intérieur de ce milieu, le volume représentatif Vp dont la concentration est

identique à celle du milieu étudié. Les di�useurs en dehors du volume Vp n'interagissent pas avec ceux

appartenant audit volume. Ceci revenant à considérer qu'il baigne dans la matrice homogène (�g. 2.1).

Ainsi, lorsqu'un seul di�useur est présent dans le volume d'homogénéisation Vp, il est uniquement

excité par l'onde incidente, con�guration associée à l'hypothèse de di�usion simple. Les multiples

interactions sont prises en compte explicitement lorsque plusieurs di�useurs sont présents dans le

volume représentatif Vp.

φ

(0)

(i)

(a)

φ

(0)

(i)Vp

(b)

Figure 2.1 � Homogénéisation d'un volume représentatif contenant une concentration φ de di�useurs distribués
dans une matrice �uide 0 : a) système in�ni dans une con�guration donnée : toutes les interactions sont présentes ;
b) volume représentatif : seules les interactions entre les di�useurs inclus dans le volume sont prises en compte.

Dans ce chapitre, nous commençons par présenter les di�érentes notations et moyennes utilisées,

puis le principe de la méthode. Ensuite, nous développons cette technique d'homogénéisation en ne

considérant qu'un seul di�useur a�n de se placer sous l'hypothèse de di�usion simple. La masse volu-

mique e�ective et le module de compressibilité e�ectif ainsi obtenus sont identiques à ceux déterminés

par Kuster et Toksöz [36], ceci validant notre approche à la limite quasi-statique. Finalement, a�n d'in-

troduire un processus de multidi�usion, nous écrivons le problème à N di�useurs en interactions, que

nous expliciterons pour deux. La géométrie du problème est identique à celle considérée par la QCA :

un di�useur est �xe et un deuxième di�useur est mobile relativement au premier. La probabilité de

présence du deuxième di�useur est uniforme sur la surface d'homogénéisation tout en interdisant l'inter-

pénétration des di�useurs. Le système est insoné par une onde source connue et toutes les interactions

possibles peuvent être prises en compte explicitement. Cette dernière description n'est pas autorisée

par la QCA où seul un processus de di�usion est explicite. Nous montrons que la masse volumique

e�ective ainsi obtenue dépend du nombre d'interactions aller-retour entre di�useurs et que, lorsqu'il

y a moins de deux interactions, elle est identique à celle établie dans le cadre de la di�usion simple.

Le module de compressibilité e�ectif, quant à lui, ne dépend pas des interactions entre di�useurs et

est toujours identique à celui déterminé dans le cadre de la di�usion simple. Finalement, à l'aide des
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résultats obtenus avec deux di�useurs, nous avons pu étendre cette approche à N di�useurs, où chaque

di�useur n'interagit qu'avec le di�useur �xe.

2.2 Notations, paramètres, moyennes de champ

Dans ce chapitre, les tenseurs d'ordre supérieur ou égal à un seront notés en gras, le produit scalaire

· et le produit vectoriel ×. L'opérateur nabla (∇) étant tensoriel, la divergence d'un tenseur est notée

∇·, son gradient ∇ et son rotationnel ∇×. On appelle V le volume de l'objet et S la surface qui

entoure ce volume. Observons que le problème de di�usion acoustique traité étant un problème à deux

dimensions, la quantité V s'apparentera à l'aire de la section de l'objet et S à son périmètre.

2.2.1 Vecteurs positions des objets et du point d'observation

Le système étudié dans ce chapitre comporte un repère global (O0 ; er, eθ) et des repères locaux

attachés aux centres des N di�useurs en présence. Le repère local associé au di�useur i de centre Oi,

est noté (Oi ; er, eθ). Le vecteur position d'un point M sera noté r = rer (θ) dans le repère global

et ri = rier (θi) dans le repère local associé au di�useur i. La position du centre du di�useur i dans

le repère local associé au di�useur j est dé�nie par bij = rijer (θij), avec θji = θij + π. b0i et bi0

désignent alors respectivement la position du centre du repère global dans le repère local associé au

point Oi et la position du centre du di�useur i dans le repère global. Ces notations sont synthétisées

sur la �gure 2.2.

ex

ey

Oi

Oj

(j)

O0

M

(i)

(0)

θj

θi,j

ri θi

r
θ

rj ri,j

Figure 2.2 � Vecteurs positions dans les repères locaux attachés aux di�useurs et dans le repère global.

On appellera f (r) et f (ri) deux expressions d'un même champ évaluées en un même point géomé-

trique. Dans la première et la seconde fonctions, les coordonnées du point d'observation sont exprimées

respectivement dans le repère global et dans le repère local associé au di�useur i.
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2.2.2 Dé�nition de la concentration

A�n de simpli�er le calcul des di�érentes moyennes de la section 2.2.3, nous avons choisi d'utiliser

un volume d'homogénéisation cylindrique (�gs. 2.3 et 2.8). Lorsque N di�useurs de rayon a sont

intégralement présents dans le volume représentatif, la concentration est dé�nie par :

φ =
Na2

R2
p

, (2.1)

où Rp est le rayon du volume représentatif Vp. Cette dé�nition considère qu'aucun di�useur n'intersecte

la surface Sp entourant le volume Vp. Le volume VMST, de rayon RMST = Rp − a, est le plus petit

volume englobant tous les centres de di�useur. Ce volume est relié au nombre n0 de centres de di�useur

par unité de volume utilisé dans les modèles de di�usion multiple :

n0 =
N

πR2
MST

.

Ce volume est lié à la dé�nition � théorique � de la concentration φMST :

φMST = n0πa
2 =

Na2

R2
MST

. (2.2)

Les deux dé�nitions de la concentration satisfont les égalités suivantes :

1

φMST
=

1

φ
+

1

N
− 2√

Nφ
,

1

φ
=

1

φMST
+

1

N
+

2√
NφMST

.

D'après les équations (2.1) et (2.2), pour de faibles concentrations ou pour un nombre de di�useurs

su�samment grand, on a :

lim
φ→0

Rp ≈ lim
φ→0

RMST et lim
N→∞

Rp ≈ lim
N→∞

RMST,

Rp et RMST tendant vers l'in�ni. Sous ces conditions, les deux concentrations sont donc identiques.

2.2.3 Moyennes de champ

Soit un milieu hétérogène composé de N di�useurs. Le champ acoustique f (r,b10, · · · ,bN0) évalué

au point d'observation r dépend de la position de tous les di�useurs bi0. Dé�nissons dans cette section

les di�érentes moyennes que nous allons appliquer à ce champ.

a) Moyenne spatiale

On appelle ici moyenne spatiale de f (r,b10, · · · ,bN0), notée f (b10, · · · ,bN0), la moyenne du

champ sur l'espace des points d'observation r contenus dans le volume représentatif Vp :

f (b10, · · · ,bN0) =
1

πR2
p

∫

Vp

f (r,b10, · · · ,bN0) d r. (2.3)
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Cette dernière quantité ne dépend plus que des positions des di�useurs bi0.

b) Moyenne con�gurationnelle

D'une manière générale, les propriétés d'un milieu aléatoire ne sont connues que d'une manière

statistique, c'est-à-dire qu'on ne connaît que la concentration des di�useurs et non leur emplacement

exact. On s'a�ranchit alors de la connaissance exacte des positions des di�useurs grâce à une moyenne

con�gurationnelle.

Nous considérons dans la suite un nombre restreint de di�useurs (un ou deux) répartis dans un

volume �ni (ce volume dépendra du nombre de di�useurs et de la concentration). Nous calculerons la

moyenne con�gurationnelle en tenant compte d'une probabilité de présence des di�useurs, uniforme sur

le volume représentatif et interdisant l'interpénétration des di�useurs. Nous présentons ici la dé�nition

des moyennes con�gurationnelles mises en ÷uvre.

Système à un di�useur

La méthode proposée utilise la totalité des champs de contrainte et de déplacement : elle s'appuie

sur les champs dans la matrice et à l'intérieur du di�useur. Nous avons ainsi choisi que le di�useur n'in-

tersecte pas la surface entourant le volume d'homogénéisation. La moyenne con�gurationnelle 〈f (r)〉
d'une fonction f (r,b10) est alors calculée sur le volume VMST (�g. 2.3) :

〈f (r)〉 =
1

πR2
MST

∫

VMST

f (r,b10) d b10. (2.4)

exO0

a1

RMST
RP

ey

O1

V1

Vp

VMST

Figure 2.3 � Géométrie du système à un di�useur. Le cercle en tirets représente une position extrême du
di�useur.

Système à deux di�useurs

En vue d'homogénéiser un système multidi�usant, nous avons également considéré le cas de deux

di�useurs. Leur distribution spatiale étant considérée uniforme, les positions absolues importent peu.

Seule leur position relative a�ecte la moyenne con�gurationnelle. Ainsi, nous avons �xé le di�useur 1

de rayon a1, au centre du volume d'intégration (b10 = 0). Le di�useur 2 de rayon a2, peut être situé

n'importe où dans ce volume. La moyenne con�gurationnelle 〈f (r)〉 d'une fonction f (r,b10,b20) est
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alors dé�nie par :

〈f (r)〉 =
1

πR2
MST

∫

VMST−V12

f (r,b10,b20) d b20, (2.5)

où V12 est le volume d'interpénétration. Dans le cas présent, V12 est un cercle de rayon a1 + a2, centré

sur le volume d'intégration. Ainsi, les bornes d'intégration interdisent le recouvrement des di�useurs

et con�nent les di�useurs à l'intérieur du volume d'homogénéisation, comme le montre la �gure 2.8.

Lorsque ‖b20‖ = a1 + a2, le contact entre di�useurs est négligé.

c) Théorème de Green

Soit un volume V , de frontière S, le théorème de Green s'écrit :

∫

V
∇ · f (r) d r =

∫

S
f (r) · d S, (2.6)

où f (r) est une fonction vectorielle dont les composantes doivent être C1 sur le domaine d'intégration

et d S = n dS est l'élément de surface élémentaire, où dS est la mesure de l'élément de surface et n

(‖n‖ = 1) est la normale sortante (du volume).

Par la suite, toutes les surfaces sont des cercles. Lorsque le milieu considéré entoure un cercle, la

normale au domaine est dirigée vers le centre du cercle, alors que lorsqu'il est à l'intérieur, la normale

est dirigée vers l'extérieur du cercle. Ainsi, pour éviter toutes confusions sur le sens du vecteur normal,

l'élément d S sera dé�ni dans la suite de ce chapitre par :

d S = r d θ er,

dans le repère associé au centre du cercle considéré. Par conséquence, on exprimera toujours la fonction

vectorielle f (r) dans le repère associé au centre du volume considéré. Ainsi, l'intégrale sur un volume

cylindrique Vi de rayon ai, s'exprime d'après (2.6) :

∫

Vi

∇ · f (r) d r =

∫

Si

f (ri) · d S =

∫ 2π

0
rif (ri) · er d θi

∣∣∣∣
‖ri‖=ai

. (2.7)

Cette égalité permet de simpli�er grandement les calculs d'intégrales volumiques, qui se réduisent alors

à des intégrales sur la seule variable angulaire. Lorsque le volume considéré entoure le volume Vi, la

normale est inversée, cela revenant à multiplier les intégrales de surface par −1 dans l'équation (2.7).

d) Composition des moyennes

Le champ fint (r,b10) à l'intérieur du di�useur et le champ ftot (r,b10) dans la matrice étant deux

fonctions di�érentes, la moyenne con�gurationnelle (2.4) est dé�nie par :

〈f (r)〉 =

∫

VMST−V1

ftot (r,b10) d b10 +

∫

V1

fint (r,b10) d b10.

La �gure 2.4 montre que lorsque ‖r‖ ≤ RMST − a les contours d'intégration sont composés de deux

cercles. Par contre lorsque ‖r‖ > RMST − a, la forme du contour d'intégration n'est plus aussi simple,
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ceci complexi�ant le calcul de la moyenne. Les contours d'intégration lors du calcul de la moyenne

spatiale sont toujours composés de deux cercles (�g. 2.3) qui, pour les positions extrêmes des di�useurs,

sont tangents. C'est pourquoi nous commencerons par calculer la moyenne spatiale des champs, puis

la moyenne con�gurationnelle dont le contour du domaine d'intégration se réduit alors simplement à

SMST. Rappelons par ailleurs que les fonctions dé�nissant le champ étant continues et bornées sur les

domaines d'intégration, l'ordre d'intégration n'a pas d'importance.

exO0

ey

S1

SMST

r

(a)

exO0

ey

SMST − S1

r

(b)

Figure 2.4 � Moyenne con�gurationnelle : a) ‖r‖ ≤ RMST − a ; b) ‖r‖ > RMST − a. Les contours d'intégration
sont repérés par les tirets.

2.3 Dé�nition des paramètres e�ectifs par les moyennes de champs

2.3.1 Approche con�gurationnelle

La méthode de Willis [65] relie les paramètres mécaniques du milieu e�ectif aux champs moyens

d'un système donné :

〈q (r)〉 = ρeff 〈v (r)〉 ,
〈σ (r)〉 = Ceff : 〈ε (r)〉 ,

(2.8)

où q (r) est le champ des quantités de mouvement, v (r) est le vecteur vitesse particulaire, σ (r) et

ε (r) sont respectivement les tenseurs d'ordre deux des contraintes et des déformations. Les moyennes

considérées dans les équations (2.8) sont prises au sens con�gurationnel (éqs. (2.4) et (2.5)), dé�nissant

dès lors des champs cohérents (éq. (1.23)). Les relations (2.8) sont valables uniquement à fréquence

nulle (régime quasi-statique) comme nous le véri�erons plus tard. Lorsque la fréquence est quelconque,

Willis [97] a proposé d'inclure des termes de couplage : la quantité de mouvement moyenne 〈q (r)〉 et les
contraintes moyennes 〈σ (r)〉 dépendent alors simultanément de la vitesse particulaire moyenne 〈v (r)〉
et de la déformation moyenne 〈ε (r)〉. Dans ce manuscrit, nous négligeons ces termes de couplage. À

la lecture des relations (2.8), la masse volumique e�ective ρeff est de façon générale un tenseur d'ordre

2 et le tenseur des rigidités e�ectives Ceff un tenseur d'ordre 4. N'ayant aucune information a priori

sur le tenseur Ceff , le matériau peut être à symétrie triclinique. Avec cette dé�nition, le milieu e�ectif

est un milieu anisotrope dont le comportement est régi par 24 constantes à déterminer dans le cas
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d'un système tridimensionnel (21 constantes pour le tenseur des rigidités e�ectives et 3 pour le tenseur

des masses volumiques e�ectives). Pour un système à deux dimensions, le nombre de constantes est

réduit à 8. À partir des équations constitutives (2.8), l'enjeu de la méthode est de calculer les champs

moyens 〈q (r)〉, 〈v (r)〉, 〈σ (r)〉 et 〈ε (r)〉, puis d'identi�er dans un second temps les tenseurs ρeff et

Ceff , dé�nissant le milieu homogène équivalent.

2.3.2 Approche � macroscopique �

Nemat-Nasser [64] a quant à lui proposé une approche portant sur le comportement global d'un

milieu. Dans cette version, les équations constitutives relient les propriétés mécaniques e�ectives aux

moyennes spatiales des champs (éq. (2.3)) :

q (b10, · · · ,bN0) = ρeffv (b10, · · · ,bN0) ,

σ (b10, · · · ,bN0) = Ceff : ε (b10, · · · ,bN0) .
(2.9)

Cette méthode d'homogénéisation a été appliquée aux milieux périodiques. Les paramètres mécaniques

e�ectifs dépendant alors directement de la con�guration considérée, cette méthode n'est pas adaptée

aux milieux aléatoires.

2.3.3 Approche mixte

La méthode de Willis est dédiée à la description de milieux aléatoires. Cependant, comme nous

l'avons vu dans la section 2.2.3, l'évaluation de la moyenne con�gurationnelle des champs en certains

points du domaine d'intégration peut s'avérer délicate (�g. 2.4). De plus, il faudrait s'assurer que les

paramètres mécaniques e�ectifs soient indépendants du point d'observation. La méthode de Nemat-

Nasser s'attache au comportement global d'un volume représentatif et ne dépend donc pas du point

d'observation. Nous proposons l'approche mixte suivante :

〈q〉 = ρeff 〈v〉 ,
〈σ〉 = Ceff : 〈ε〉 .

(2.10)

Le problème posé par chacune des méthodes est résolu par l'emploi simultané des deux. Comme nous

le verrons dans la section 2.4.3, cette méthode n'est cependant rigoureusement valide qu'à fréquence

nulle.

2.3.4 Application à un système à symétrie axiale

Considérons un volume représentatif cylindrique composé d'un seul cylindre ayant le même centre

que le volume représentatif, b10 = 0. Ce système est indépendant de l'angle d'incidence de l'onde

incidente. Lorsque le cylindre n'est plus centré, ce n'est plus le cas. Cependant, lorsque l'on fait une

moyenne con�gurationnelle sur toutes les positions possibles du centre du di�useur au sein du volume

représentatif, le système est indépendant de l'angle d'incidence (la distribution étant uniforme, la

probabilité de présence est identique en tout point du volume). Il en est de même lors de l'étude

de deux cylindres dont un est �xé au centre du volume représentatif et l'autre a une probabilité de
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présence uniforme. Les deux systèmes que nous allons étudier possèdent une symétrie macroscopique

axiale par rapport à l'axe de révolution du volume Vp, ce qui signi�e que la masse volumique e�ective :

ρeff = ρeffI,

dépend du scalaire ρeff , I désignant le tenseur identité d'ordre deux. Cette symétrie nous informe

également que le milieu e�ectif est isotrope transverse et plus précisément isotrope dans le plan per-

pendiculaire à l'axe de révolution du volume Vp :

Ceff =




C
(eff)
11 C

(eff)
12 0

C
(eff)
12 C

(eff)
11 0

0 0 C
(eff)
66


 ,

où C(eff)
66 =

C
(eff)
11 − C(eff)

12

2
.

a) Détermination du module de compressibilité e�ectif

La matrice étant �uide, seules les ondes longitudinales se propagent en son sein. Le milieu e�ectif se

comporte alors comme un �uide, quelle que soit la nature des di�useurs (�uides ou solides) : C(eff)
66 = 0,

soit C(eff)
11 = C

(eff)
12 = κeff . Cette hypothèse est justi�ée lorsque tous les milieux sont �uides. Elle sera

véri�ée a posteriori à la limite quasi-statique, lorsque les di�useurs sont solides.

Dans un milieu homogène isotrope i, le tenseur des contraintes est relié au tenseur des déformations

via la relation :

σ(r) = λi tr[ ε(r) ]I + 2µi ε(r).

On a ainsi :
1

2
tr[σ(r)] = κi∇ · u (r) , (2.11)

où le terme de gauche de cette équation représente la pression isostatique et :

κi =
C

(i)
11 + C

(i)
12

2
= λi + µi.

λi et µi sont respectivement le premier et le second coe�cients de Lamé. Dans le cas d'un �uide parfait,

le coe�cient de cisaillement est nul (µi = 0).

Soient V0 le volume occupé par la matrice et Vi le volume occupé par le di�useur i. La moyenne

spatiale (2.3) de la pression isostatique dans un système donné s'exprime, à l'aide de la propriété (2.11) :

1

2
tr(σ)(b10, · · · ,bN0) =

1

2

N∑

i=0

tr(σ)
(i)

(b10, · · · ,bN0) =

N∑

i=0

κi∇ · u(i)
(b10, · · · ,bN0), (2.12)

où :

∇ · u(i)
(b10, · · · ,bN0) =

1

Vp

∫

Vi

∇ · u(r,b10, · · · ,bN0) d r, (2.13)

est la contribution de la divergence du déplacement dans le milieu i à la moyenne totale de la divergence
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du déplacement.

Le milieu e�ectif étant supposé �uide, l'expression (2.10) reliant les déformations moyennes aux

contraintes moyennes se réduit, grâce à l'équation (2.11), à :

1

2

〈
tr(σ)

〉
= κeff

〈
∇ · u

〉
, (2.14)

qui, à l'aide des équations (2.12) et (2.14), conduit à l'expression suivante du module de compressibilité

e�ectif :

κeff =

〈
N∑

i=0

κi∇ · u(i)

〉

〈
N∑

i=0

∇ · u(i)

〉 . (2.15)

Notons que la détermination de ce module ne nécessite �nalement que le calcul de la moyenne spatiale

de la divergence du déplacement dans chacun des volumes, ∇ · u(i)
(b10, · · · ,bN0).

b) Détermination de la masse volumique e�ective

La quantité de mouvement dans un milieu homogène i est dé�nie par :

q (r) = ρiv (r) .

La moyenne spatiale (2.3) de la quantité de mouvement s'écrit donc :

q (b10, · · · ,bN0) =
N∑

i=0

ρiv
(i) (b10, · · · ,bN0), (2.16)

où :

v(i)(b10, · · · ,bN0) =
1

Vp

∫

Vi

v(r,b10, · · · ,bN0) d r,

est la contribution de la vitesse particulaire dans le milieu i à la moyenne totale de la vitesse particulaire.

D'après (2.10), la masse volumique e�ective ρeff étant un scalaire :

〈
q · d

〉
= ρeff

〈
v · d

〉
, (2.17)

elle relie la quantité de mouvement moyenne suivant la direction de propagation de l'onde incidente

d à la vitesse moyenne suivant cette même direction. L'équation (2.17), à l'aide de l'équation (2.16),

conduit à l'expression suivante de la masse volumique e�ective :

ρeff =

〈
N∑

i=0

ρiv · d(i)

〉

〈
N∑

i=0

v · d(i)

〉 . (2.18)

Notons que la détermination de cette masse volumique ne nécessite que le calcul de la moyenne spatiale
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de la vitesse particulaire suivant la direction de propagation de l'onde incidente dans chaque volume,

v · d(i)
(b10, · · · ,bN0).

2.4 Paramètres e�ectifs dans le contexte de la di�usion simple

L'objectif de cette section est de calculer le module de compressibilité e�ectif κeff et la masse volu-

mique e�ective ρeff à l'aide des relations (2.15) et (2.18). Ces expressions sont évaluées analytiquement

en considérant des géométries cylindriques du volume représentatif et du di�useur.

Soit une onde incidente plane harmonique se propageant suivant la direction ex. L'origine des phases

de cette onde est �xée en x = 0. Un seul di�useur cylindrique de rayon a1 est présent dans le volume

représentatif. La position quelconque du centre de ce di�useur est dé�nie par le vecteur position b10.

Les caractéristiques se rapportant à la matrice sont notées avec l'indice 0 et celles du di�useur avec

l'indice 1. Les champs de déplacement acoustiques :

u (r) = ∇φ (r) +∇×Ψ (r) ,

s'expriment en fonction des potentiels de déplacement φ(r) et Ψ (r) associés respectivement aux ondes

longitudinales et transversales [70].

L'onde source est dé�nie par son potentiel de déplacement :

Φinc (r) = eik0·r =
∑

n

Ainc(n)Jn (k0r) einθ, (2.19)

où Ainc(n) = in est l'amplitude modale du potentiel de déplacement de l'onde incidente longitudinale,

k0 est le nombre d'onde longitudinal dans la matrice et
∑

n

représente la somme
+∞∑

n=−∞
. La relation (2.19)

devient, dans le repère local du di�useur :

Φinc (r1) = eik0·(b10+r1) = eik0·b10
∑

n

Ainc(n)Jn (k0r1) einθ1 .

Le potentiel de déplacement de l'onde di�usée par le cylindre et celui de l'onde longitudinale siégeant

à l'intérieur du di�useur s'écrivent respectivement :

Φdiff (r1) = eik0·b10
∑

n

TnAinc(n)H(1)
n (k0r1) einθ1 ,

Φint (r1) = eik0·b10
∑

n

CnAinc(n)Jn (kL1r1) einθ1 ,

où kL1 est le nombre d'onde longitudinal dans le di�useur. Le potentiel de déplacement Ψint (r1) =

ψint (r1) ez1 de l'onde transversale est tel que :

ψint (r1) = − i eik0·b10
∑

n

DnAinc(n)Jn (kT1r1) einθ1 ,

où kT1 est le nombre d'onde transversal dans le di�useur. La détermination des coe�cients d'amplitude
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modale Tn, Cn et Dn est présentée dans les annexes A.3.1 (pour un di�useur �uide) et A.3.2 (pour un

di�useur solide).

2.4.1 Détermination du module de compressibilité e�ectif

A�n d'évaluer le coe�cient de compressibilité e�ectif κeff (éq. (2.15)) considérons la divergence du

champ de déplacement :

∇ · u (r) = ∇ · [∇Φ (r) +∇×Ψ (r)] = ∆Φ (r) , (2.20)

qui s'exprime en fonction du laplacien du potentiel des ondes longitudinales. Quelle que soit la nature

du milieu (�uide ou solide), la connaissance seule du champ Φ (r) su�t pour déterminer le module de

compressibilité e�ectif. Le champ de contrainte relatif aux ondes source et di�usée ne s'exprime que

dans le volume V0 = Vp−V1 délimité par la surface S0 = Sp∪S1 (�g. 2.3). Celui relatif à l'onde au sein

du di�useur est dé�ni à l'intérieur du volume V1 de frontière S1 (�g. 2.3). À l'aide de l'égalité (2.20),

la moyenne spatiale (2.3) de la divergence du déplacement sur la surface Vp s'exprime alors :

∇ · u (b10) =
1

πR2
p

(∫

V0

∆ [φinc (r) + φdiff (r)] d r +

∫

V1

∆φint (r) d r

)
. (2.21)

Le champ de contrainte étant continu dans V0, l'application du théorème de Green (2.6) à la première

intégrale de l'expression (2.21) conduit à :

∫

V0

∆ [φinc (r) + φdiff (r)] d r =

∫

Sp

∇ [Φinc (r) + Φdiff (r)] · d S−
∫

S1

∇ [Φinc (r1) + Φdiff (r1)] · d S.

Le signe moins apparaît car le volume V0 entoure le volume V1 (cf. section 2.2.3.c). Le champ de

contrainte étant également continu à l'intérieur du volume V1, on peut appliquer le théorème de

Green (2.6) à la seconde intégrale de l'expression (2.21) qui se met alors sous la forme suivante :

∇ · u (b10) =
1

πR2
p




∫

S0

∇ [Φinc (r) + Φdiff (r)] · d S0

+

∫

S1

∇ [Φint (r1)− Φinc (r1)− Φdiff (r1)] · d S1


 . (2.22)

En tenant compte de la géométrie cylindrique des surfaces, l'expression (2.22) devient :

∇ · u (b10) =
1

πR2
p




∫ 2π

0
Rp

∂

∂r
[Φinc (r) + Φdiff (r)]

∣∣∣∣
r=Rp

d θ

+

∫ 2π

0
a1

∂

∂r1
[Φint (r1)− Φinc (r1)− Φdiff (r1)]

∣∣∣∣
r1=a1

d θ1


 . (2.23)

Notons que dans le cas où la matrice et le di�useur sont �uides, la continuité du déplacement radial

sur la paroi du di�useur entraîne :

∂

∂r1
[Φint (r1)− Φinc (r1)− Φdiff (r1)]

∣∣∣∣
r1=a1

= 0. (2.24)
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Cette égalité n'est plus vraie lorsque le di�useur est solide.

Observons que la première et seconde intégrales de l'équation (2.23) sont respectivement exprimées

dans le repère global de Vp et dans le repère local attaché au di�useur. L'évaluation de Φdiff (r) sur le

contour Sp (première intégrale de l'équation (2.23)) nécessite l'application du théorème d'addition de

Graf [98] :

H(1)
n (kri) einθi =





∑

m

H
(1)
n−m (krji) ei(n−m)θji Jm (krj) eimθj , ‖rj‖ < ‖bij‖ ,

∑

m

Jn−m (krji) ei(n−m)θji H(1)
m (krj) eimθj , ‖rj‖ > ‖bij‖ ,

(2.25)

avec, comme on peut le voir sur la �gure 2.2, ri = bji + rj . Le potentiel de déplacement de l'onde

di�usée s'exprime donc dans le repère global :

Φdiff (r) = eik0·b10
∑

n

TnAinc(n)
∑

m

Jn−m (k0r01) ei(n−m)θ01 H(1)
m (k0r) eimθ.

Nous utilisons ici la seconde forme du théorème d'addition de Graf (2.25), car le champ di�usé sera

évalué sur la frontière Sp, sur laquelle ‖r‖ > ‖b01‖. La moyenne spatiale de la divergence du déplace-

ment (2.23) s'exprime en fonction des contributions (2.13) de l'onde di�usée ∇ · u(0)
diff (b10) et de l'onde

incidente ∇ · u(0)
inc (b10) dans la matrice et de celle de l'onde au sein du di�useur ∇ · u(1)

int (b10) :

∇ · u (b10) = ∇ · u(0)
diff (b10) +∇ · u(0)

inc (b10) +∇ · u(1)
int (b10) . (2.26)

Sachant que :
∫ 2π

0
einθ d θ

{
= 2π , n = 0,

= 0 ,∀n ∈ Z∗,
(2.27)

et [99] :
∂Jn (kr)

∂r
= −kJn+1 (kr) +

n

r
Jn (kr) , (2.28)

on montre que :

∇ · u(0)
diff (b10) =

−2k0

R2
p



Rp eik0·b10 H

(1)
1 (k0Rp)

∑

n

TnAinc(n)Jn (k0r01) einθ01

− a1Ainc(0) eik0·b10 T0H
(1)
1 (k0a1)


 ,

∇ · u(0)
inc (b10) =

−2k0

R2
p

Ainc(0)
[
RpJ1 (k0Rp)− a1 eik0·b10 J1 (k0a1)

]
,

∇ · u(1)
int (b10) =

−2kL1

R2
p

Ainc(0)a1 eik0·b10 C0J1 (kL1a1) .

(2.29)

a) Limite quasi-statique

À la limite quasi-statique, en considérant que k0Rp, k0a1, k0r10 et kL1a1 tendent tous vers zéro, les

développements asymptotiques des fonctions de Bessel et de Hankel (éqs. (D.16) et (D.18)) conduisent
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à :

lim
ω→0

Rpk0TnJn (k0r10)H
(1)
1 (k0Rp) =





2T0

π
+ o

(
k2

0

)
, n = 0,

o
(
k2

0

)
, ∀n ∈ Z∗,

(2.30)

lim
ω→0

a1k0T0H
(1)
1 (k0a1) =

2T0

π
+ o

(
k2

0

)
, (2.31)

où T0 ∝ k2
0 + o

(
k2

0

)
. La valeur quasi-statique de ∇ · u(0)

diff (b10) dans la relation (2.29) satisfait donc :

lim
ω→0
∇ · u(0)

diff (b10) = o
(
k2

0

)
. (2.32)

En substituant maintenant le développement asymptotique de J1 (x) (éq. (D.11)) :

lim
x→0

J1 (x) =
x

2
+ o (x) , (2.33)

dans les relations (2.29), nous obtenons :

lim
ω→0
∇ · u(0)

inc (b10) =
−Ainc(0)

R2
p

k2
0 (1− φ) + o

(
k2

0

)
, (2.34)

lim
ω→0
∇ · u(1)

int (b10) =
−Ainc(0)

R2
p

k2
L1C0 + o

(
k2

0

)
. (2.35)

En considérant les expressions quasi-statiques (2.32), (2.34) et (2.35) des contributions (2.29), nous

déduisons de la relation (2.26) :

lim
ω→0
∇ · u (b10) =

−Ainc(0)

R2
p

[
k2

0 + φ
(
k2
L1C0 − k2

0

)]
+ o

(
k2

0

)
. (2.36)

Observons que même si les expressions générales (2.29) sont fonctions de toutes les ondes (incidente,

di�usée et interne) et de tous les modes n du cylindre, elles sont indépendantes de l'onde di�usée

(éq. (2.32)). De plus, cette limite quasi-statique (2.36) ne dépend plus que du mode monopolaire du

cylindre (Ainc(0) et C0).

Les développements asymptotiques (A.47) et (A.49) des coe�cients d'amplitude modale de l'onde

à l'intérieur du cylindre montrent que, quelle que soit la nature du di�useur (�uide ou solide), lorsqu'il

est insoné par une onde plane incidente (Ainc(0) = 1) :

lim
ω→0

C0 =
ρ0

ρ1

κ1 + µ1

κ1
+ o (1) . (2.37)

En substituant l'équation (2.37) dans l'équation (2.36), on obtient :

lim
ω→0
∇ · u (b10) =

−k2
0

R2
p

[
1 + φ

(
κ0

κ1
− 1

)]
+ o

(
k2

0

)
, (2.38)

qui, d'après l'équation (2.12), conduit à :

lim
ω→0

1

2
tr(σ) (b10) =

−κ0k
2
0

R2
p

+ o
(
k2

0

)
. (2.39)
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Finalement, en considérant les relations (2.38) et (2.39), l'expression quasi-statique du module de

compressibilité e�ectif κeff (2.15) donne :

lim
ω→0

κ0

κeff
= 1− φ

(
1− κ0

κ1

)
+ o (1) , (2.40)

égalité connue sous le nom de loi de Reuss, préalablement identi�ée par Kuster et Toksöz [36] (éq. (1.15)).

Le module de compressibilité e�ectif (2.40) ne dépendant pas de la position du di�useur b10 dans la

surface d'homogénéisation, sa valeur ne sera pas a�ectée par le calcul de la moyenne con�guration-

nelle (2.4).

A�n de montrer que le milieu e�ectif se comporte comme un �uide à la limite quasi-statique,

lorsque le di�useur est solide
(
C

(eff)
66 = 0

)
, véri�ons que 〈σrθ〉 = 0 et 〈εrθ〉 6= 0. La moyenne spatiale

de la contrainte de cisaillement est dé�nie par :

σrθ (b10) =
1

πR2
p

∫

V1

σ
(1)
rθ (r,b10) d r =

1

πR2
p

∫ a1

0

∫ 2π

0
r1σ

(1)
rθ (r,b10) d θ1 d r1.

À l'aide de l'expression de εrθ (A.36) et de l'équation (2.27), cette intégrale se réduit à :

σrθ (b10) =
2π

πR2
p

D0µ1Ainc(0) eik0·b10

∫ a1

0

[
k2
T1r1J0(kT1r1)− 2kT1J1(kT1r1)

]
d r1,

or :
∂

∂r1
[2J0(kT1r1) + kT1r1J1(kT1r1)] = k2

T1r1J0(kT1r1)− 2kT1J1(kT1r1),

donc :

σrθ (b10) = − 2π

πR2
p

D0µ1Ainc(0) eik0·b10 [2− 2J0 (kT1a1)− kT1a1J1 (kT1a1)] . (2.41)

La substitution du développement asymptotique de la fonction Jn(x) (éq. (D.11)) dans l'expression

dynamique (2.41) de la moyenne spatiale de la contrainte de cisaillement, conduit à :

lim
ω→0

σrθ (b10) = o
(
k2

0

)
. (2.42)

À la limite quasi-statique, le milieu e�ectif se comporte ainsi comme un �uide lorsque le di�useur est so-

lide, car la contrainte de cisaillement est négligeable devant la pression isostatique lim
ω→0

(
1

2
tr(σ)(b10) ∝ k2

0

)
.

b) Expression dynamique, cas du di�useur �uide

La moyenne con�gurationnelle d'une fonction f (b10) = f1 (b10) + f2 (b10) + f3 (b10) est égale à la

somme des moyennes con�gurationnelles de chacune des fonctions fi (b10), 〈f〉 = 〈f1〉+ 〈f2〉+ 〈f3〉, car
les intégrales sont distributives par rapport à l'addition. On peut donc calculer séparément la moyenne

con�gurationnelle (2.4) de chacun des termes des équations (2.29) dépendant de b10.

Soit la composante de ∇ · u(0)
diff (b10) dépendant de Rp, notée :

∇ · u(0)
diff (Rp,b10) = C (Rp) eik0·b10

∑

n

TnAinc(n)Jn (k0r01) einθ01 , (2.43)
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où C (Rp) =
−2k0

Rp
H

(1)
1 (k0Rp) ne dépend pas de b10 et n'intervient donc pas dans le calcul de la

moyenne con�gurationnelle. Sachant que Ainc(n) = in pour une onde incidente plane dont le potentiel

de déplacement est normé et que θij = θji+π, l'équation (2.43) se réécrit sous la forme suivante, après

avoir décomposé la fonction exponentielle (2.19) en somme de fonctions de Bessel :

∇ · u(0)
diff (Rp,b10) = C (Rp)

∑

n,m

in+m (−1)m TnJn (k0r10) Jm (k0r10) ei(n+m)θ01 , (2.44)

où
∑

n,m

est la notation abrégée pour
∞∑

n=−∞

∞∑

m=−∞
. La moyenne con�gurationnelle (2.4) de l'équa-

tion (2.44) s'écrit alors comme une intégrale volumique :

〈
∇ · u(0)

diff (Rp)
〉

=
1

πR2
MST

∫ 2π

0

∫ RMST

0
r10∇ · u(0)

diff (Rp,b10) d r10 d θ10. (2.45)

D'après la propriété (2.27), l'égalité (2.45) devient :

〈
∇ · u(0)

diff (Rp)
〉

=
2

R2
MST

C (Rp)

∫ RMST

0
r10

∑

n

(−1)n TnJn (k0r10) J−n (k0r10) d r10.

On montre que :

∂

∂r

(
r2

2

[
J2
n(kr)− Jn−1(kr)Jn+1(kr)

])
= (−1)nrJn(kr)J−n(kr), (2.46)

et donc �nalement :

〈
∇ · u(0)

diff (Rp)
〉

= C (Rp)
∑

n

Tn
[
J2
n (k0RMST)− Jn+1 (k0RMST) Jn−1 (k0RMST)

]
. (2.47)

Après avoir établi dans l'équation (2.47) la moyenne con�gurationnelle de l'expression (2.43), consi-

dérons maintenant celles des trois autres termes de (2.29) dépendant de la position du centre du di�u-

seur via la seule fonction eik0·b10 . Sachant que ∆
[
eik0·b10

]
= −k2

0 eik0·b10 , la moyenne con�gurationnelle

de cette fonction via le théorème de Green (2.6) s'écrit :

∫

VMST

eik0·b10 d b10 =
−1

k2
0

∫

SMST

∇ eik0·b10 ·d S.

En décomposant la fonction exponentielle en somme de fonctions de Bessel, nous obtenons :

∫

VMST

eik0·b10 d b10 =
−1

k2
0

∫ 2π

0
RMST

∂

∂r10

[∑

n

in Jn(k0r10) einθ10

]∣∣∣∣∣
r10=RMST

d θ10,

qui se réduit à l'aide des équations (2.27) et (2.28) sous la forme suivante :

∫

VMST

eik0·b10 d b10 =
2π

k0
RMSTJ1(k0RMST). (2.48)

À l'aide des équations (2.47) et (2.48), les moyennes con�gurationnelles des relations (2.29), sachant
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que Ainc(0) = 1, s'écrivent :

〈
∇ · u(0)

diff

〉
=

−2

R2
pR

2
MST



RpR

2
MSTk0H

(1)
1 (k0Rp)

∑

n

Tn
[
J2
n (k0RMST)− Jn+1 (k0RMST) Jn−1 (k0RMST)

]

− 2a1RMSTT0H
(1)
1 (k0a1) J1(k0RMST)


 ,

〈
∇ · u(0)

inc

〉
=

−2

R2
pR

2
MST

[
RpR

2
MSTk0J1 (k0Rp)− 2a1RMSTJ1 (k0a1) J1(k0RMST)

]
,

〈
∇ · u(1)

int

〉
=

−2

R2
pR

2
MST

2a1RMST
kL1

k0
C0J1 (kL1a1) J1(k0RMST).

(2.49)

En�n, le rapport entre la somme des moyennes con�gurationnelles (2.49) pondérées par le module de

compressibilité des phases associées et la somme de ces trois mêmes moyennes conduit au module de

compressibilité e�ectif κeff (éq. (2.15)).

c) Expression dynamique, cas du di�useur solide

Comme nous l'avons vu avec l'équation (2.42), lorsque le di�useur est solide, la contrainte de

cisaillement moyenne est non nulle. On peut montrer que, dans le cas d'un di�useur solide dans une

matrice �uide, quelle que soit la fréquence,
〈
εrθ

(0)
〉

= 0, sachant que naturellement
〈
σrθ

(0)
〉

= 0. La

relation dé�nissant le module de cisaillement e�ectif, déduite de (2.10), se réduit alors à
〈
σrθ

(1)
〉

=

C
(eff)
66

〈
εrθ

(1)
〉
et par identi�cation, nous obtenons C(eff)

66 = µ1. Cette quantité e�ective ne dépendant

pas des propriétés de la matrice, la technique d'homogénéisation proposée (2.10), n'est pas adaptée

aux di�useurs solides en dehors de la limite quasi-statique. En e�et, à cette limite, nous avons établi

que le milieu e�ectif se comporte comme un �uide parfait de module de cisaillement C(eff)
66 nul.

2.4.2 Détermination de la masse volumique e�ective

Comme nous l'avons vu dans la section 2.3.3, la masse volumique e�ective ρeff a été dé�nie comme le

rapport de la quantité de mouvement moyenne sur la vitesse moyenne selon la direction de propagation

de l'onde incidente. Pour une onde harmonique de pulsation ω, la vitesse particulaire v (r) =
d u (r)

d t
et le déplacement particulaire u (r), satisfont :

v (r) = − iωu (r) . (2.50)

Dans la suite, l'étude du champ de vitesse se fera à travers celle du champ de déplacement.

Les composantes du vecteur déplacement des ondes incidente, di�usée et interne, ont été déterminées

dans l'annexe A dans le cadre de la di�usion d'une onde incidente plane par un cylindre. Sans perte de

généralité, considérons que l'onde incidente se propage suivant les x positifs. Déterminons la composante

cartésienne x du déplacement particulaire u (r) :

ux (r) = ur (r) cos (θ)− uθ (r) sin (θ) , (2.51)

où les éléments ur (r) et uθ (r) sont développés dans l'équation (A.32). Comme nous l'avons présenté

dans la section 2.3.4, nous calculons séparément la contribution des di�érentes ondes à la moyenne
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totale. Ainsi :

ux (b10) = uint,x
(1) (b10) + udiff,x

(0) (b10) + uinc,x
(0) (b10) ,

où b10 est le vecteur position du centre du di�useur 1. A�n de présenter la méthode permettant de

déterminer la contribution de chaque onde à la moyenne totale, on développe les calculs à partir du

déplacement à l'intérieur d'un di�useur solide qui est le cas le plus général ici. En introduisant les

expressions (A.36) dans l'équation (2.51) et en notant J ′n (kr) ≡ ∂Jn (kr)

∂r
, on obtient :

uint,x (r1) = eik0·b10
∑

n

Ainc(n)



Cn

[
J ′n (kL1r1) cos (θ1)− in

r1
Jn (kL1r1) sin (θ1)

]

+Dn

[
n

r1
Jn (kT1r1) cos (θ1)− i J ′n (kT1r1) sin (θ1)

]


. (2.52)

Ce déplacement se décompose en une composante associée à l'onde longitudinale uLint (r1) et une com-

posante associée à l'onde transversale uTint (r1) :

uint,x (r1) = uLint,x (r1) + uTint,x (r1) . (2.53)

Sachant que les déplacements associés aux ondes longitudinale et transversale respectent l'équation de

Helmholtz :

∆uLint,x (r1) = −k2
L1u

L
int,x (r1) et ∆uTint,x (r1) = −k2

T1u
T
int,x (r1) , (2.54)

et en rappelant que ∇ · ∇ = ∆, nous déduisons des relations (2.54), l'expression suivante du déplace-

ment (2.53) :

uint,x (r1) = −∇ ·
[
∇uLint,x (r1)

k2
L1

+
∇uTint,x (r1)

k2
T1

]
.

De la même manière, on obtient pour les champs incident et di�usé :

uinc,x (r) = −∇ · ∇uinc,x (r)

k2
0

,

udiff,x (r) = −∇ · ∇udiff,x (r)

k2
0

.

L'application du théorème de Green (2.6) au calcul de la moyenne spatiale (2.3) du déplacement conduit

à :

uint,x
(1) (b10) =

a1

πR2
p

∫ 2π

0

∂

∂r1

[
uLint,x (r1)

k2
L1

+
uTint,x (r1)

k2
T1

]∣∣∣∣∣
r1=a1

d θ1. (2.55)

À partir des expressions (2.52) et (2.55), nous obtenons :

∂uLint,x (r1)

∂r1
= eik0·b10

∑

n

Ainc(n)Cn



J ′′n (kL1r1) cos (θ1)

+

[
in

r2
1

Jn (kL1r1)− in

r1
J ′n (kL1r1)

]
sin (θ1)


 einθ1 ,

∂uTint,x (r1)

∂r1
= eik0·b10

∑

n

Ainc(n)Dn



− i J ′′n (kT1r1) sin (θ1)

+

[
n

r1
J ′n (kT1r1)− n

r2
1

Jn (kT1r1)

]
cos (θ1)


 einθ1 .

(2.56)
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Sachant que :
∫ 2π

0
cos (θ) einθ d θ =




π, n = ±1,

0, n ∈ Z/ {−1, 1} ,

∫ 2π

0
sin (θ) einθ d θ =




± iπ, n = ±1,

0, n ∈ Z/ {−1, 1} ,

J−n (x) = (−1)n Jn (x) , n ∈ N,

les intégrales des équations (2.56), pour θ1 ∈ [0, 2π], se réduisent à :

∫ 2π

0

∂uLint,x (r1)

∂r1
d θ1 =π eik0·b10 [Ainc(1)C1 −Ainc(−1)C−1]

∗
[
J ′′1 (kL1r1) +

1

r1
J ′1 (kL1r1)− 1

r2
1

J1 (kL1r1)

]
,

∫ 2π

0

∂uTint,x (r1)

∂r1
d θ1 =π eik0·b10 [Ainc(1)D1 +Ainc(−1)D−1]

∗
[
J ′′1 (kT1r1) +

1

r1
J ′1 (kT1r1)− 1

r2
1

J1 (kT1r1)

]
,

(2.57)

où ∗ représente le produit de deux scalaires.

À l'aide de l'équation de Bessel suivante [99] :

J ′′1 (kr) +
1

r
J ′1 (kr)− 1

r2
J1 (kr) = −k2J1 (kr) ,

et des égalité C−1 = C1 et D−1 = −D1 (sections A.3.1 et A.3.2), la substitution des expressions (2.57)

dans l'équation (2.55) conduit à :

uint,x
(1) (b10) =

a1 eik0·b10

R2
p

[Ainc(1)−Ainc(−1)] [C1J1 (kL1a1) +D1J1 (kT1a1)] . (2.58)

En appliquant la même méthode à l'onde di�usée et sachant que T−n = Tn, on obtient :

udiff,x
(0) (b10) =

eik0·b10

R2
p




RpH
(1)
1 (k0Rp)

∑

n

Ainc(n)Tn

×
[
Jn−1 (k0r01) ei(n−1)θ01 −Jn+1 (k0r01) ei(n+1)θ01

]

− a1 [Ainc(1)−Ainc(−1)]T1H
(1)
1 (k0a1)



. (2.59)

La somme sur n provient de l'utilisation du théorème d'addition de Graf (2.25). Le même raisonnement,

appliqué à l'onde incidente, conduit à :

uinc,x
(0) (b10) =

1

R2
p

[Ainc(1)−Ainc(−1)]
[
RpJ1 (k0Rp)− eik0·b10 a1J1 (k0a1)

]
. (2.60)
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a) Limite quasi-statique

À la limite quasi-statique, on considère que kL1a1, kT1a1, k0r01, k0a1 et k0Rp tendent tous vers

zéro. D'après les expressions (A.47) et (A.49), nous avons :

lim
ω→0

C1 =
2ρ0

ρ0 + ρ1

κ1 + µ1

κ1

√
ρ0 (κ1 + µ1)

κ0ρ1
+ o (1) ,

lim
ω→0

D1 =− 2ρ0

ρ0 + ρ1

µ1

κ1

√
ρ0µ1

κ0ρ1
+ o (1) .

(2.61)

Lorsque le di�useur est �uide, il su�t de prendre µ1 = 0 dans les relations (2.61). En considérant le

comportement asymptotique (2.33), la valeur quasi-statique de la moyenne du champ (2.58) siégeant

à l'intérieur du di�useur est telle que :

lim
ω→0

uint,x
(1) (b10) =

1

R2
p

[Ainc(1)−Ainc(−1)]
ρ0

ρ0 + ρ1
k0a

2
1 + o (k0) . (2.62)

Par ailleurs, les développements asymptotiques (D.11), (D.16) et (D.18) permettent de montrer

que :

lim
ω→0

T1H
(1)
1 (kr) ∝ k + o (k) ,

lim
ω→0

TnJn−1 (kr)H
(1)
1 (kr)




∝ k + o (k) , n = 1,

= o (k) , ∀n ∈ Z\ {1} ,

lim
ω→0

TnJn+1 (kr)H
(1)
1 (kr)




∝ k + o (k) , n = −1,

= o (k) , ∀n ∈ Z\ {−1} ,

le champ (2.59) se réduit alors à :

lim
ω→0

udiff,x
(0) (b10) =

1

R2
p

[Ainc(1)−Ainc(−1)]T1

[
RpH

(1)
1 (k0Rp)− a1H

(1)
1 (k0a1)

]
+ o(k0).

Or le développement asymptotique (D.16) montre que :

lim
ω→0

RpH
(1)
1 (k0Rp) = lim

ω→0
a1H

(1)
1 (k0a1) =

−2

πk0
+ o

(
k−1

0

)
.

Ainsi, à la limite quasi-statique, le déplacement dû à l'onde di�usée est nul en moyenne au premier

ordre en k0 :

lim
ω→0

udiff,x
(0) (b10) = o (k0) . (2.63)

Déterminons la limite quasi-statique de l'équation (2.60) après y avoir substitué la relation (2.33).

Nous obtenons :

lim
ω→0

uinc,x
(0) (b10) = k0

1

2R2
p

[Ainc(1)−Ainc(−1)]
(
R2

p − a2
1

)
+ o(k0). (2.64)

Déduisons maintenant des expressions quasi-statiques des moyennes des déplacements (2.62), (2.63)

et (2.64), celles des champs de vitesse associés, à l'aide de l'égalité (2.50). Leur somme constitue la
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vitesse particulaire moyenne suivant la direction ex :

lim
ω→0

vx (b10) = − i

2
ωk0 [Ainc(1)−Ainc(−1)]

(
1− φ+ 2φ

ρ0

ρ0 + ρ1

)
+ o(k0). (2.65)

Observons que l'expression (2.65) ne dépend pas de la position du di�useur. Elle ne sera donc pas

a�ectée par le calcul de la moyenne con�gurationnelle (2.4).

D'après la dé�nition (2.16) de la moyenne spatiale de la quantité de mouvement, nous déduisons

de l'expression (2.65) :

lim
ω→0

qx (b10) = − i

2
ωk0 [Ainc(1)−Ainc(−1)]

[
ρ0 (1− φ) + 2φ

ρ0ρ1

ρ0 + ρ1

]
+ o(k0). (2.66)

Finalement, la masse volumique e�ective ρeff étant dé�nie par la relation (2.18) comme le rapport

des moyennes (2.65) et (2.66), satisfait à la limite quasi-statique la relation suivante :

lim
ω→0

ρeff

ρ0
=
ρ0 (1− φ) + ρ1 (1 + φ)

ρ0 (1 + φ) + ρ1 (1− φ)
+ o (1) . (2.67)

Ce résultat est identique à celui de Kuster et Toksöz [36], bien que ces derniers ne considèrent que l'onde

di�usée par un di�useur. La démarche proposée ici dépend également des champs de déplacement dus

à l'onde source et à l'onde à l'intérieur du di�useur. Observons d'après l'équation (2.59), comme pour

la compressibilité e�ective, que même si la masse volumique e�ective (2.18) dépend de tous les modes

du cylindre par la contribution de l'onde di�usée, à la limite quasi-statique elle ne dépend que des

modes n = ±1 (Ainc(±1) dans les équations (2.65) et (2.66)).

b) Expression dynamique

La formule (2.18) reliant la masse volumique e�ective au déplacement moyen est indépendante de la

nature (�uide ou solide) de la matrice et des di�useurs. Si le di�useur est �uide, la contribution (2.58)

du déplacement à l'intérieur du di�useur sera obtenue en prenant D1 = 0 et la valeur de C1 dé�nie

dans l'équation (A.46). Si le di�useur est solide, on utilisera les valeurs de C1 et de D1 dé�nies dans

l'équation (A.48).

Comme dans le cas de la compressibilité e�ective, pour déterminer l'expression dynamique du

tenseur des masses volumiques e�ectives, nous e�ectuons une moyenne con�gurationnelle au cours

de laquelle la dépendance en b10 disparaît. Soit udiff,x
(0) (Rp,b10), la contribution du déplacement

particulaire moyen (2.59), due à l'onde di�usée par le di�useur, dépendant de Rp :

udiff,x
(0) (Rp,b10) = C (Rp) eik0·b10

∑

n

Ainc(n)Tn

[
Jn−1 (k0r01) ei(n−1)θ01 −Jn+1 (k0r01) ei(n+1)θ01

]
,

(2.68)

où C (Rp) =
H

(1)
1 (k0Rp)

Rp
est indépendant de b10 et n'interviendra donc pas dans le calcul de la

moyenne con�gurationnelle (2.4). En développant la fonction eik0·b10 en somme de fonctions de Bessel
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et sachant que θij = θji + π, l'équation (2.68) prend la forme :

udiff,x
(0) (Rp,b10) = C (Rp)

∑

n,m

in+m TnJm(k0r10)


 (−1)n−1Jn−1 (k0r10) ei(m+n−1)θ10

− (−1)n+1 Jn+1 (k0r10) ei(m+n+1)θ10


 . (2.69)

Ainsi, en considérant la propriété (2.27), la moyenne con�gurationnelle de (2.69) devient :

〈
udiff , x

(0) (Rp)
〉

=
2 i

R2
MST

C (Rp)
∑

n

Tn

∫ RMST

0
r10


 (−1)n−1Jn−1(k0r10)J1−n(k0r10)

+ (−1)n+1Jn+1(k0r10)J−n−1(k0r10)


d r10.

qui se simpli�e en utilisant l'égalité (2.46) :

〈
udiff,x

(0) (Rp)
〉

= iC (Rp)
∑

n

Tn


 J2

n−1(k0RMST) + J2
n+1(k0RMST)

− Jn(k0RMST) [Jn−2(k0RMST) + Jn+2(k0RMST)]


 . (2.70)

Après avoir évalué la moyenne con�gurationnelle (2.70) du champ moyen (2.68), l'égalité (2.48) nous

permet de calculer celles des champs moyens (2.58) et (2.60) et de la partie du champ moyen (2.59)

indépendante de Rp. Finalement nous obtenons :

〈
vdiff,x

(0)
〉

=
− iω

R2
pR

2
MST




iRpR
2
MSTH

(1)
1 (k0Rp)

∗
∑

n

Tn


 J2

n−1(k0RMST) + J2
n+1(k0RMST)

− Jn(k0RMST) [Jn−2(k0RMST) + Jn+2(k0RMST)]




− 4

k0
a1RMSTJ1(k0RMST)T1H

(1)
1 (k0a1)



,

〈
vinc,x

(0)
〉

=
− iω

R2
pR

2
MST

[
4RpR

2
MSTJ1 (k0Rp)− 4

k0
a1RMSTJ1(k0RMST)J1 (k0a1)

]
,

〈
vint,x

(1)
〉

=
− iω

R2
pR

2
MST

4

k0
a1RMSTJ1(k0RMST) [C1J1 (kL1a1) +D1J1 (kT1a1)] .

(2.71)

En�n, le rapport entre la somme de ces champs (2.71) pondérés par la masse volumique des phases

associées et la somme de ces trois mêmes champs conduit à la masse volumique e�ective ρeff (éq. (2.18)).

2.4.3 Critique du modèle

a) Comportement dynamique des paramètres mécaniques e�ectifs

Dans cette section, nous étudions les expressions dynamiques obtenues avec notre technique d'homo-

généisation dans le cas d'un système composé d'une matrice �uide constituée de FC72 et de di�useurs

�uides d'eau dont les caractéristiques mécaniques sont fournies dans le tableau 2.1. Les �gures 2.5 et 2.6

présentent respectivement la masse volumique e�ective et le module de compressibilité e�ectif pour une

concentration φ = 5% en fonction de la fréquence adimensionnelle k0a1. Les variations brusques des

propriétés e�ectives ne sont pas dues à des résonances des di�useurs, inexistantes sur la plage d'étude.

Elles sont induites par la valeur nulle des dénominateurs des expressions (2.15) et (2.18) de κeff et ρeff ,

à savoir les moyennes de la divergence du déplacement et de la vitesse particulaire. Quelle que soit la
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forme du volume d'homogénéisation, il existe toujours des fréquences ou les moyennes de la divergence

du déplacement ou de la vitesse particulaire tendent vers zéro, ce problème est inhérent à la méthode.

FC72 ρ = 1, 68 g.cm−3 κ = 0, 44 GPa c0 = 512 m.s−1

eau ρ = 1 g.cm−3 κ = 2, 25 GPa c0 = 1500 m.s−1

Tableau 2.1 � Caractéristiques mécaniques des �uides utilisés dans le modèle.

0 10,80,60,40,2
-0,5

0

0,5

1,5

1

k0a1

ρ

e�

/ρ
0

quasi-statique

partie imaginaire

partie réelle

Figure 2.5 � Masse volumique e�ective en fonction de
la fréquence adimensionnelle.

0,2 0,4 0,80,60 1

0,5

1

0

-0,5

k0a1

quasi-statique

partie imaginaire

partie réelle

1,5

κ

e�

/κ
0

Figure 2.6 � Module de compressibilité e�ectif en
fonction de la fréquence adimensionnelle.

b) Introduction de termes de couplage

Le principe fondamental de la dynamique, appliqué au milieu e�ectif, s'écrit :

F = i keffκeff

〈
∇ · u

〉
− iωρeff 〈vx〉 , (2.72)

où F est homogène à une force volumique. Étant donné qu'aucune force volumique n'est présente dans

le milieu aléatoire, il devrait en être de même pour le milieu e�ectif. Le modèle n'est donc valide que

lorsque F = 0, condition pour laquelle l'équation d'onde est véri�ée par l'onde moyenne. Cette quantité

F est présentée sur la �gure 2.7 en fonction de la fréquence adimensionnelle. On s'aperçoit que F étant

nulle uniquement à la limite quasi-statique, le modèle proposé n'est valide qu'à cette limite.

Cette limitation se retrouve dans des modèles similaires utilisés aussi bien dans des problèmes

d'électromagnétisme que d'acoustique [65]. A�n de répondre à ce problème, certains auteurs [97,100] ont

proposé d'introduire des termes de couplage dans les lois de comportement (expression de l'impulsion

et de la contrainte) : 
〈σ〉
〈q〉


 =


Ceff Seff

S†eff ρeff




〈ε〉
〈v〉


 ,

où S†eff est l'adjoint formel de Seff , c'est-à-dire le transposé du conjugué de Seff . On retrouve également

ce type de relation en électromagnétisme [62].
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0 10,6 0,80,40,2
k0a1

-0,02

-0,015

-0,01

-0,005

0

0,005

0,01

0,015

0,02

F

partie imaginaire

partie réelle

Figure 2.7 � Quantité F (éq. (2.72)) au sein du milieu e�ectif en fonction de la fréquence adimensionnelle.

2.5 Cas de N di�useurs en interactions : di�usion multiple

Dans cette section, nous appliquons notre technique d'homogénéisation basses fréquences à un

volume représentatif où N di�useurs interagissent entre eux. Puis nous étudierons le cas de deux

di�useurs en interaction. Le problème de la di�usion d'une onde plane par deux cylindres est présenté

dans l'annexe C. On y retrouve la résolution du problème harmonique (avec toutes les interactions),

ainsi que la résolution par séries de Debye (interactions successives entre les deux di�useurs). Le

système, présenté sur la �gure 2.8, se compose d'un cylindre 1 (de centre O1 et de rayon a1) et d'un

cylindre 2 (de centre O2 et de rayon a2). Les points O1 et O2 sont respectivement repérés par b10 et

b20.

Soit Φ
(i)
ex (ri, ι) le potentiel de déplacement de l'onde excitatrice sur un di�useur i, dépendant du

nombre d'interactions ι considérées et de l'onde incidente. Il s'écrit sous la forme :

Φ(i)
ex (ri, ι) =

∑

n

A(i)
ex (n, ι)Jn (k0ri) einθi .

Le potentiel de déplacement de l'onde incidente, exprimé en fonction des coe�cients d'amplitude

modale Ainc(n), est dé�ni dans le repère global par :

Φinc (r) =
∑

n

Ainc(n)Jn (k0r) einθ,

lorsque l'origine des phases de l'onde est située en x = 0. Dans le repère local associé au di�useur i, il

est égal au potentiel de l'onde excitatrice sans interaction sur ce di�useur :

Φ
(i)
inc (ri) =

∑

n

A(i)
ex (n, 0)Jn (k0ri) einθi ,

avec A(i)
ex (n, 0) = Ainc(n) eik0·bi0 . Le potentiel de déplacement de l'onde di�usée Φ

(i)
diff (ri, ι) par le
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di�useur i s'écrit alors :

Φ
(i)
diff (ri, ι) =

∑

n

A(i)
ex (n, ι)T (i)

n Jn (k0ri) einθi ,

et les potentiels des ondes longitudinales et transversales à l'intérieur du di�useur i sont dé�nis par :

Φ
(i)
int (ri, ι) =

∑

n

A(i)
ex (n, ι)C(i)

n Jn (kLiri) einθi ,

ψ
(i)
int (ri, ι) = − i

∑

n

A(i)
ex (n, ι)D(i)

n Jn (kT iri) einθi .

O1

a2

RP

ey

ex

O2

a1

R
(2)
MST

SMST

Sp

S2

S1

Figure 2.8 � Géométrie du système à deux di�useurs. Le di�useur 1 est considéré �xe et est centré sur le repère

global. Les cercles représentés en tirets montrent des positions extrêmes que prend le di�useur 2, R
(2)
MST = Rp−a2.

Dans cette section, nous commençons par déterminer la moyenne spatiale (2.3) des champs de

contrainte et de vitesse particulaire. Dans une con�guration donnée, nous connaissons exactement les

frontières séparant les di�érents milieux, la moyenne spatiale est alors calculée à l'aide du théorème de

Green (2.6). Finalement, nous introduirons la statistique du milieu à travers une moyenne con�gura-

tionnelle et obtiendrons un résultat indépendant de la position des di�useurs.

Les coe�cients d'amplitude modale de l'onde excitant chaque di�useur dans un système multidif-

fusant ont été dé�nies dans l'annexe C. À la limite quasi-statique, ils ne dépendent que des éléments

T±1±1 de la matrice T des di�useurs. Or comme le montre l'équation (B.18) de l'annexe B, que l'on

considère les Tnn calculés en fonction de la pression incidente ou les Tn calculés en fonction du potentiel

de déplacement incident (formalisme utilisé dans ce chapitre), les coe�cients d'amplitude modale de

l'onde excitatrice sont identiques car Tnn = Tn. De plus, comme établi dans l'annexe A, que le di�useur

soit �uide ou solide, les coe�cients d'amplitude modale de l'onde di�usée sont équivalents à la limite

quasi-statique. Le développement du raisonnement suivi dans cette section est donc issu des résultats

obtenus dans l'annexe C, indépendamment de la nature (�uide ou solide) des di�useurs.

2.5.1 Problématique de la troncature des champs à l'interaction ι

Dans cette section, nous développons la problématique de la troncature des champs à l'interaction

ι dans un système multidi�usant. Cette troncature entraîne une discontinuité des champs à l'inter-
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face entre di�useurs et matrice, qui n'apparaît pas lorsqu'on considère le problème harmonique du

système. Nous présentons ici les di�érentes manières de tronquer le champ. Pour plus de concision,

nous considérons le champ de pression et non pas les potentiels de déplacement. Par soucis de clarté,

les expressions seront données à la limite quasi-statique pour deux di�useurs, mais le raisonnement

présenté s'applique également pour une fréquence et un nombre de di�useurs quelconques.

Lorsqu'on recherche à déterminer les coe�cients d'amplitude modale de l'onde di�usée et de l'onde

siégeant à l'intérieur d'un di�useur i, la condition de continuité des champs n'est considérée qu'à

l'interface de ce di�useur. Soit p (r, ι) la pression associée à l'onde longitudinale, l'équation de continuité

à l'interaction ι s'écrit :

p(i)
ex (Si, ι) + p

(i)
diff(Si, ι) = p

(i)
int(Si, ι), (2.73)

où Si est l'ensemble des vecteurs positions ri dé�nissant le contour du di�useur i, dé�ni par ‖ri‖ = ai.

Dans un système à N di�useurs, le champ de pression excitateur s'écrit :

p(i)
ex (Si, ι) = p

(i)
inc(Si) +

N∑

j=1
j 6=i

p
(j)
diff(Si, ι− 1).

Comme on peut le voir dans l'équation (C.27), les coe�cients d'amplitude modale de l'onde excitatrice

peuvent être dé�nis par une suite récurrente :

lim
ω→0

A(i)
ex (ι) =

ι∑

q=0

PqAinc = lim
ω→0

A(i)
ex (ι− 1) + PιAinc,

où Aex, Ainc et P sont donnés dans l'annexe C. Chaque terme de la série PqAinc correspond à une onde

qui a suivi un trajet au cours duquel elle a été di�usée q fois par un cylindre. La pression excitatrice

et la pression di�usée se décomposent alors comme une somme de pressions ayant subies chacune q

processus de di�usion :

p(i)
ex (Si, ι) =

ι∑

q=0

qp(i)
ex (Si) et p

(i)
diff(Si, ι) =

ι∑

q=0

qp
(i)
diff(Si).

L'équation de continuité (2.73) est exprimée pour chaque di�useur indépendamment : lorsqu'on

s'intéresse à un di�useur, on ignore le second. Lorsqu'on s'intéresse à deux di�useurs en même temps,

alors le champ excitateur sur le second di�useur est à l'ordre ι + 1 quand le premier di�useur di�use

à l'ordre d'interaction ι. Il faut donc dé�nir comment tronquer les champs à un ordre d'interaction

donné. On peut considérer par exemple que la composante ι+1p
(i)
ex (Si) du champ excitateur existe mais

n'excite pas le di�useur i. La pression à l'interface du di�useur est alors discontinue car :

p
(i)
int(Si, ι) =

ι∑

q=0

qp
(i)
diff(Si) +

ι+1∑

q=0

qp(i)
ex (Si),

= p
(i)
diff(Si, ι) + p(i)

ex (Si, ι) + ι+1p(i)
ex (Si).

D'un autre point de vue, on peut supposer que l'onde excitatrice sur le di�useur i à l'interaction ι
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soit celle correspondant à l'équation de continuité (2.73) des champs. Pour cela, nous considérons que

le terme en q = ι de l'onde di�usée par l'autre di�useur est nul :

p
(i)
int(Si, ι) = p(i)

ex (Si, ι) + p
(i)
diff(Si, ι)− ιp

(i)
diff(Si),

= p(i)
ex (Si, ι) + p

(i)
diff(Si, ι− 1).

Remarquons que même s'il y a discontinuité des champs à l'interface entre deux milieux, l'utilisation

du théorème de Green est toujours possible, car au sein d'un milieu donné le champ reste continu.

Comme nous l'avons vu dans la section 1.3.2, dans les modèles de di�usion multiple le dernier

di�useur de la chaîne de di�usion ne di�use pas. La deuxième méthode de troncature présentée ici

étant conforme à cette dé�nition, nous avons choisi de la privilégier. Notons que si on avait supposé

que la dernière onde di�usée ιp(i)
diff(r) par le premier di�useur ignore la présence du deuxième di�useur

(elle serait alors dé�nie sur le volume Vp−V1 et non sur Vp−V1−V2), le résultat obtenu serait identique

à la méthode de troncature que nous avons choisi, car comme nous l'avons vu dans les sections 2.4.1

et 2.4.2, lim
ω→0
∇ · u(i)

diff

Vp−Vi
= o

(
k2

0

)
et lim

ω→0
u

(i)
diff,x

Vp−Vi
= o (k0).

2.5.2 Formulation générale : N di�useurs dans une con�guration donnée et ι in-

teractions entre eux

a) Détermination du module de compressibilité e�ectif

On peut généraliser aisément l'équation (2.22) à N di�useurs :

∇ · u (b10, · · · ,bN0) =
1

πR2
p




∫

Sp

[
∇Φinc (r) +

N∑

i=1

∇Φ
(i)
diff (r, ι− 1)

]
· d S

+
N∑

i=1

∫

Si

[
∇Φ

(i)
int (ri, ι)−∇Φ(i)

ex (ri, ι)−∇Φ
(i)
diff (ri, ι− 1)

]
· d S



.

Cette équation se réécrit simplement en remplaçant les coe�cients d'amplitude modale de l'onde inci-

dente par ceux de l'onde excitatrice sur chaque di�useur dans les formules obtenues à la section 2.4.1.

Les équations (2.29) deviennent alors :

∇ · u(0)
(b10, · · · ,bN0) =

−2

R2
p




Rpk0Ainc(0)J1 (k0Rp)

+Rpk0

N∑

i=1

eik0·bi0
∑

n

A(i)
ex (n, ι− 1)T (i)

n Jn (k0r0i) einθ0iH
(1)
1 (k0Rp)

−
N∑

i=1

k0ai

[
A(i)

ex (0, ι− 1)T
(i)
0 H

(1)
1 (k0ai) +A(i)

ex (0, ι)J1 (k0ai)
]




.

∇ · u(i)
(b10, · · · ,bN0) =

−2

R2
p

kLiai eik0·bi0 A(i)
ex (0, ι)C

(i)
0 J1 (kLiai) ,

(2.74)

où ∇ · u(0)
(b10, · · · ,bN0) = ∇ · udiff

(0)
(b10, · · · ,bN0) + ∇ · uinc

(0)
(b10, · · · ,bN0) réunit les champs

incident et di�usé.
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À la limite quasi-statique, selon l'annexe C nous avons :

lim
ω→0

A(i)
ex (0, ι) = Ainc(0) + o(1), ∀ι,

lim
ω→0

A(i)
ex (±1, ι) ∝ Ainc(±1) + o (k0) , ∀ι.

(2.75)

À l'aide des équations (2.30) et (2.31), la substitution de la relation (2.75) dans les expressions (2.74)

conduit à :

lim
ω→0
∇ · u (b10 · · ·bN0) =

k2
0

R2
p

[
1 +

N∑

i=1

a2
i

R2
p

(
κ0

κi
− 1

)]
+ o

(
k2

0

)
.

En appliquant la relation (2.15) à N objets dans une con�guration quelconque, on retrouve de nouveau

la loi de Reuss (2.40) pour la compressibilité e�ective. Ce résultat ne dépendant pas de la position des

di�useurs, il reste inchangé après la moyenne con�gurationnelle (2.5).

b) Détermination de la masse volumique e�ective

Les équations (2.58) à (2.60) se généralisent pour N di�useurs :

ux
(i) (b10, · · · ,bN0) =

ai
R2

p

[
A(i)

ex (1, ι)−A(i)
ex (−1, ι)

] [
C

(i)
1 J1 (kLiai) +D

(i)
1 J1 (kT iai)

]
,

ux
(0) (b10, · · · ,bN0) =

1

R2
p




N∑

i=1

RpH
(1)
1 (k0Rp)

∑

n

A(i)
ex (n, ι− 1)Tn


 Jn−1 (k0r01) ei(n−1)θ01

− Jn+1 (k0r01) ei(n+1)θ01




−
N∑

i=1

ai

[
A(i)

ex (1, ι− 1)−A(i)
ex (−1, ι− 1)

]
T

(i)
1 H

(1)
1 (k0ai)

+ [Ainc(1)−Ainc(−1)]RpJ1 (k0Rp)

−
N∑

i=1

ai

[
A(i)

ex (1, ι)−A(i)
ex (−1, ι)

]
J1 (k0ai)




.

(2.76)

À la limite quasi-statique, en reprenant les résultats établis dans la section 2.4.2, on montre que :

lim
ω→0

vx (b10, · · · ,bN0) = − iω
k0

2

[
[Ainc(1)−Ainc(−1)] +

N∑

i=1

[
A(i)

ex (1, ι)−A(i)
ex (−1, ι)

]
φ(i)ρ̃i

]
+ o(k0),

(2.77)

avec les notations suivantes :
ρ̃i =

ρ0 − ρi
ρ0 + ρi

,

φ(i) =
a2
i

R2
p

.
(2.78)

La moyenne spatiale (2.16) de la quantité de mouvement selon ex est alors évaluée en fonction de la

moyenne vx (b10, · · · ,bN0) (éq. (2.77)) :

lim
ω→0

qx (b10, · · · ,bN0) = − iω
k0

2
ρ0

[
[Ainc(1)−Ainc(−1)]−

N∑

i=1

[
A(i)

ex (1, ι)−A(i)
ex (−1, ι)

]
φ(i)ρ̃i

]
+o(k0).

(2.79)
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Aex(±1, ι) est le seul terme des équations (2.77) et (2.79) dépendant de la position relative des di�useurs

(cf. annexe C). Calculons maintenant la moyenne con�gurationnelle de ce terme lorsque N = 2.

2.5.3 Résolution du système avec deux di�useurs identiques ne s'interpénétrant

pas

Dans cette section, nous considérons que les deux di�useurs sont identiques. Leurs paramètres

mécaniques et acoustiques seront notés avec l'indice 1. Étant donné qu'un des di�useurs est �xé au

centre de la surface d'homogénéisation, la géométrie du problème impose que le rayon minimum du

volume représentatif pour deux di�useurs identiques soit Rp = 4a1. La concentration maximale atteinte

avec notre méthode impliquant deux di�useurs est donc :

φ =
2

9
≈ 22, 2%.

L'onde excitatrice sur chaque di�useur a été déterminée dans l'annexe C. À la limite quasi-statique,

nous avons lim
ω→0

A(1)
ex (n, ι) = lim

ω→0
A(2)

ex (n, ι) et :

lim
ω→0

Aex(±1, ι) =




ι̃∑

q=0

(X1X−1)q −X±1

ι̃−1∑

q=0

(X1X−1)q


Ainc(±1) + o(1), ι = 2ι̃,

lim
ω→0

Aex(±1, ι) =


(1−X±1)

ι̃∑

q=0

(X1X−1)q


Ainc(±1) + o(1), ι = 2ι̃+ 1,

(2.80)

avec X±1 = X e∓2 i θ12 et X = ρ̃1
a2

1

r2
12

. Du fait que Ainc(−1) = −Ainc(1), l'équation (2.80) se réécrit sous

la forme :

lim
ω→0

[Aex(1, 2ι̃)−Aex(−1, 2ι̃)] = Ainc(1)


2

ι̃∑

q=0

X2q −
(

e2 i θ21 + e−2 i θ21

) ι̃∑

q=0

X2q+1


+ o(1),

lim
ω→0

[Aex(1, 2ι̃+ 1)−Aex(−1, 2ι̃+ 1)] = Ainc(1)



(

2−X
[
e2 i θ21 + e−2 i θ21

]) ι̃∑

q=0

X2q


+ o(1).

(2.81)

Comme : ∫ 2π

0
e∓2 i θ12 d θ12 = 0,

la moyenne con�gurationnelle des limites (2.81) dépend linéairement de
ι̃∑

q=0

X2q. La valeur de la quan-

tité 〈Aex(1, ι)−Aex(−1, ι)〉 change toutes les deux interactions, soit à chaque aller-retour entre les

di�useurs. Ainsi, nous avons :

∫ RMST

2a1

∫ 2π

0
r12X

2q d θ12 d r12 =





π
[
R2

MST − (2a1)2
]
, q = 0

2πρ̃ 2q
1

a4q
1

4q − 2

[
−1

r4q−2
12

]RMST

2a1

, q > 0.
(2.82)
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La simpli�cation de l'équation (2.82) pour q > 0 :

∫ RMST

2a1

∫ 2π

0
r12X

2q d θ12 d r12 =
2πa2

1

(4q − 2) 24q−2
ρ̃ 2q

1

[
1− (2φMST)2q−1

]
,

conduit à :

lim
ω→0
〈Aex(1, 2ι̃)−Aex(−1, 2ι̃)〉 = lim

ω→0
〈Aex(1, 2ι̃+ 1)−Aex(−1, 2ι̃+ 1)〉 ,

= 2Ainc(1)


1− 2φMST +

ι̃∑

q=1

φMST

(4q − 2) 24q−2
ρ̃ 2q

1

[
1− (2φMST)2q−1

]

+ o(1),

(2.83)

qui, à l'aide de l'équation (D.1), prend la forme suivante :

lim
ω→0

〈Aex(1, 2ι̃)−Aex(−1, 2ι̃)〉
2Ainc(1)(1− 2φMST)

= 1 +
ι̃∑

q=1

φMST

(4q − 2) 24q−2
ρ̃ 2q

1

2q−2∑

p=0

(2φMST)p + o(1). (2.84)

La substitution de la limite (2.84) dans les moyennes con�gurationnelles de vx (b10, · · · ,bN0) et

qx (b10, · · · ,bN0) (éqs. (2.77) et (2.79)), conduit �nalement, pour un nombre d'interaction donné ι =

2ι̃ ou 2ι̃+ 1, à l'expression quasi-statique de la masse volumique e�ective (2.18) :

lim
ω→0

ρeff(2ι̃+ 1)

ρ0
= lim

ω→0

ρeff(2ι̃)

ρ0
=

1− φρ̃1


1 +

ι∑

q=1

φMST

(4q − 2) 24q−2
ρ̃ 2q

1

2q−2∑

p=0

(2φMST)p




1 + φρ̃1


1 +

ι∑

q=1

φMST

(4q − 2) 24q−2
ρ̃ 2q

1

2q−2∑

p=0

(2φMST)p




+ o(1). (2.85)

Pour une in�nité d'interactions, en appliquant l'équation (D.3) à l'égalité (2.83) et sachant que∣∣∣∣
ρ̃1

4

∣∣∣∣ < 1 et

∣∣∣∣
ρ̃1φMST

2

∣∣∣∣ < 1 (éq. (2.78)), on montre que :

lim
ι→∞

ι∑

q=1

φMST

(4q − 2) 24q−2
ρ̃ 2q

1

[
1− (2φMST)2q−1

]
=
ρ̃1φMST

4
ln

[
(4 + ρ̃1)(2− ρ̃1φMST)

(4− ρ̃1)(2 + ρ̃1φMST)

]
.

On accède alors à la limite harmonique (ι→∞) de l'expression (2.83). En suivant la même démarche

que précédemment, nous obtenons :

lim
ω→0
ι→∞

ρeff(ι)

ρ0
=

(1− φρ̃1) (1− 2φMST)− ρ̃ 2
1 φφMST

4
ln

[
(4 + ρ̃1)(2− ρ̃1φMST)

(4− ρ̃1)(2 + ρ̃1φMST)

]

(1 + φρ̃1) (1− 2φMST) +
ρ̃ 2

1 φφMST

4
ln

[
(4 + ρ̃1)(2− ρ̃1φMST)

(4− ρ̃1)(2 + ρ̃1φMST)

] + o(1). (2.86)

Notons que si nous avions privilégié la première hypothèse de troncature présentée dans la sec-
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tion 2.5.1 au lieu de la deuxième, l'expression de l'équation (2.77) aurait été :

lim
ω→0

vx (r) = k0
π

2




[Ainc(1)−Ainc(−1)]−
N∑

i=1

[Aex(1, ι)−Aex(−1, ι)]φ(i)

+

N∑

i=1

[Aex(1, ι+ 1)−Aex(−1, ι+ 1)]
2φ(i)ρ1

ρ0 + ρ1




+ o(k0).

Après calcul, la valeur de la masse volumique e�ective ρeff(ι) (on ne la développe pas ici) change

à chaque interaction. Lorsque le nombre d'interactions est pair, les deux méthodes de troncature

conduisent à la même valeur de ρeff .

2.5.4 Système comportant une in�nité de di�useurs susceptibles de s'interpéné-

trer

Nous aurions pu e�ectuer tous nos calculs avec l'hypothèse utilisée en di�usion multiple qui postule

que les interactions de N−1 di�useurs sur un di�useur �xe sont équivalentes à N−1 fois les interactions

entre deux di�useurs. Les di�useurs mobiles i > 1 interagissent seulement avec le di�useur 1 (�xe) et

l'absence d'interaction entre ces di�useurs mobiles, est incompatible avec le processus de di�usion dans

une chaîne de di�useurs. Par ailleurs, la description choisie est telle que le di�useur 1 ne s'interpénètre

pas avec les autres di�useurs alors que ceux-ci sont susceptibles de s'interpénétrer.

À la limite N →∞, on a φMST = φ et Rp = RMST. La masse volumique e�ective (2.86) devient :

lim
ω→0
ι→∞

ρMST
eff (ι)

ρ0
=

(1− φρ̃1) (1− 2φ)−
(
ρ̃1φ

2

)2

ln

[
(4 + ρ̃1)(2− ρ̃1φ)

(4− ρ̃1)(2 + ρ̃1φ)

]

(1 + φρ̃1) (1− 2φ) +

(
ρ̃1φ

2

)2

ln

[
(4 + ρ̃1)(2− ρ̃1φ)

(4− ρ̃1)(2 + ρ̃1φ)

] + o(1). (2.87)

La superposition des di�useurs étant autorisée, cette formule est dé�nie pour φ ∈ [0, 1]. Le processus

de di�usion ne se faisant qu'entre deux di�useurs entraîne un biais sur la détermination de ρMST
eff (ι).

2.5.5 Champ excitant un di�useur à la limite quasi-statique : e�et des aller-retour

et des boucles de di�usion

A�n de déterminer quelles interactions sont prises en compte avec le formalisme de la QCA, étudions

comment se comporte le champ moyen (au sens con�gurationel) excitant un di�useur 1 centré sur le

repère global (b10 = 0), en fonction des di�érentes interactions prises en compte. Supposons dans un

premier temps que la QCA prend en compte toutes les interactions possibles entre di�useurs, comme

par exemple les interactions aller-retour entre deux di�useurs et les boucles d'interactions entre N

di�useurs. On entend par boucle le processus au cours duquel une onde est di�usée par un di�useur i

vers un di�useur j, puis du di�useur j vers le di�useur k etc., jusqu'à ce qu'elle soit di�usée par un

di�useur l vers le di�useur i. L'onde revient alors à son point de départ.
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a) Aller-retour entre deux di�useurs

Lorsque le champ excitant le di�useur 2 dépend des interactions avec tous les autres di�useurs, les

coe�cients d'amplitude modale (dominants) du champ excitant le di�useur 1 (ne prenant en compte

que la participation du di�useur 2) s'écrivent à la limite quasi-statique, d'après l'annexe C, sous la

forme :

lim
ω→0

A(1)
ex (0, ι) = Ainc(0) + o(1),

lim
ω→0

A(1)
ex (±1, 2ι̃+ 1) =

Ainc(±1) +




−1 + (1−X±1)

ι̃∑

q=0

(X1X−1)q


Ainc(±1) + o(1)


A(2)

ex (b32, · · · ,bN2).

Nous avons vu que lorsque l'ensemble des positions relatives possibles b20, dé�ni par la moyenne

con�gurationnelle est un anneau, alors seuls les coe�cients d'amplitude modale associés aux ondes

ayant subies un nombre pair d'interactions entre les di�useurs 1 et 2 sont non nuls après moyenne

con�gurationnelle (pour n = ±1) :

lim
ω→0

∫

VMST

A(1)
ex (±1, 2ι̃+ 1) d b02 =

Ainc(±1) +




ι̃∑

q=0

〈
(X1X−1)2q

〉
Ainc(±1) + o(1)



∫

VMST

A(2)
ex (b32, · · · ,bN2) d b21.

(2.88)

Quel que soit le champ excitant le di�useur 2, si les interactions aller-retour entre les di�useurs 2 et 1

ne sont pas prises en compte (ι̃ = 0), alors la moyenne con�gurationnelle (2.88) du champ excitant le

di�useur 1 est égale au champ incident à la limite quasi-statique.

b) Boucles d'interactions entre N di�useurs

Intéressons nous maintenant au cas où l'onde parcourt une boucle sans aller-retour entre deux

di�useurs (elle ne passe qu'une seule fois par chaque di�useur présent dans la boucle). Considérons la

première boucle entre trois di�useurs : le champ incident insone le di�useur 1 (considéré comme �xe),

puis l'onde est di�usée de 1 vers 2, de 2 vers 3 et en�n de 3 vers 1. Les coe�cients d'amplitude modale

de l'onde excitant le di�useur 1 s'écrivent alors, à la limite quasi-statique (en se basant sur le travail

e�ectué dans le cas de deux di�useurs développé dans l'annexe C) :

lim
ω→0

A(1)
ex (0) = Ainc(0) + o (1) ,

lim
ω→0

A(1)
ex (±1) =

[
1 + f (r21, r32, r13) ei(∓2θ21±2θ32∓2θ13) +o (1)

]
Ainc(±1).

(2.89)

Après moyenne con�gurationnelle sur les di�useurs 2 et 3, en considérant les coe�cients d'amplitude

modale (2.89) et en rappelant l'égalité (2.27), le champ excitant le di�useur 1 sera di�érent du champ

incident, lim
ω→0

〈
A(1)

ex (±1)
〉
6= Ainc(±1) + o (1), lorsque 2θ21 − 2θ32 + 2θ13 est constant pour tout triplet

(θ21, θ32, θ13). Cette condition n'est respectée que lorsque le triangle formé par les centres des trois

di�useurs est un triangle isocèle. Elle ne peut pas être systématiquement satisfaite lors du calcul de la
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moyenne con�gurationnelle. Finalement, le champ excitant le di�useur 1 se réduit nécessairement au

champ incident. On supposera dans la suite que cette propriété reste vraie quel que soit le nombre de

di�useurs dans la boucle.

c) Boucles d'interactions aller-retour

Lorsque l'onde parcourt une boucle aller-retour (elle parcourt la boucle dans un sens puis dans le

sens inverse), alors, la deuxième ligne de la relation (2.89) devient :

lim
ω→0

〈
A(1)

ex (±1)
〉

=
[
1 + f2 (r21, r32, r13) + o (1)

]
Ainc(±1).

Cette expression montre que le champ moyen excitant le di�useur (�xe) 1 est modi�é à chaque boucle

aller-retour. Ce résultat a été véri�é quel que soit le nombre de di�useurs.

d) Récapitulatif

Dans un milieu in�ni, lorsqu'on applique la moyenne con�gurationnelle sur toutes les positions

possibles des di�useurs, l'ensemble des positions relatives entre deux di�useurs est toujours un anneau

dont le rayon extérieur est in�ni. Ainsi, en reprenant de manière récursive les trois raisonnements pré-

cédents, le champ moyen excitant le di�useur �xe est égal au champ incident à la limite quasi-statique

lorsqu'il n'y a pas de processus de di�usion aller-retour entre deux di�useurs ou dans une boucle. Les

ondes peuvent cependant parcourir des boucles de di�usion sans aller-retour, cela ne modi�era pas le

champ moyen excitant le di�useur �xe.

Nous avons vu dans le chapitre 1 qu'à la limite quasi-statique, les paramètres mécaniques e�ec-

tifs obtenus par Parnell et Abrahams [53], sous les hypothèses de la di�usion multiple (QCA), sont

identiques à ceux établis par Kuster et Toksöz [36] en di�usion simple, les replaçant alors dans un

contexte de di�usion simple
(〈
A

(1)
ex (±1)

〉
= A

(1)
inc(±1)

)
. On en déduit donc que les aller-retour entre

di�useurs ne sont pas considérés avec les hypothèses utilisées par Parnell et Abrahams. Finalement,

la QCA ne prendrait en compte, à la limite quasi-statique, qu'une suite de di�usions au sein d'une

chaîne de di�useurs où l'onde ne passe qu'une et une seule fois par chaque di�useur. Elle semble donc

considérer les mêmes processus de di�usion que l'hypothèse de Foldy [72] (cf. section 1.3.2.a).

2.5.6 Comparaison du modèle avec des résultats de la littérature

Dans cette partie, nous comparons la formule (2.86) de la masse volumique e�ective ρeff (ι =∞),

obtenue en prenant en compte toutes les interactions entre deux di�useurs, à celle obtenue par Kuster

et Toksöz [36], ρKTeff , en di�usion simple (éq. (2.67)).

La �gure 2.9.a montre les masses volumiques e�ectives ρeff (ι =∞) et ρKTeff en fonction du rapport
ρ0

ρ1
pour une concentration φ = 22%. L'écart entre les deux masses volumiques e�ectives étant di�cilement

observable, l'écart relatif est présenté sur la �gure 2.9.b pour φ = 1, 10 et 22%. Pour une concentration

φ = 1%, il est négligeable et monte à 3% pour une concentration φ = 22%. De plus, lorsque les valeurs

de ρ0 et de ρ1 sont proches, l'erreur est naturellement négligeable. Lorsque
ρ0

ρ1
s'éloigne de un par

valeurs croissantes ou décroissantes, l'écart relatif augmente continûment.
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Figure 2.9 � Comparaison entre ρeff (ι =∞) et ρKTeff en fonction de
ρ0

ρ1
: a) masses volumiques e�ectives pour

une concentration φ = 22%, b) écart relatif er =
∣∣ρKTeff − ρeff (ι =∞)

∣∣ /ρKTeff entre les deux formules pour trois
concentrations di�érentes : φ = 1, 10 et 22%.

L'expression (2.87) de la masse volumique e�ective ρMST
eff étant valable pour toutes les concentra-

tions (φ ∈ [0, 1]), comparons la à celle établie par Parnell et Abrahams [53], ρPAeff , dans le cadre de la

di�usion multiple. Leur sensibilité au rapport
ρ0

ρ1
est analogue à celle des paramètres ρeff (ι =∞) et

ρKTeff , la di�érence entre ρMST
eff et ρPAeff étant néanmoins plus élevée. La �gure 2.10 montre les évolutions

de ρMST
eff et ρPAeff en fonction de la concentration φ, la concentration maximale φmax =

π

2
√

3
≈ 90, 7%,

de di�useurs cylindriques étant atteinte pour un arrangement hexagonal compact. Cette concentration

sera repérée par des pointillés verticaux sur la �gure 2.10. Le rapport des masses volumiques choisi

est
ρ0

ρ1
= 1000. Il correspond à des di�useurs d'air immergés dans de l'eau. Plus la concentration

augmente, plus l'écart relatif entre les deux masses volumiques e�ectives augmente. Il apparaît que

ρMST
eff peut avoir une valeur négative lorsque la concentration est très élevée tout en étant inférieure à

la concentration maximale. Ceci n'étant pas admissible, il serait nécessaire de prendre en compte dans

notre modèle des mécanismes de di�usions supplémentaires.
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Figure 2.10 � Comparaison entre ρMST
eff et ρPAeff en fonction de φ lorsque

ρ0

ρ1
= 1000 : a) masses volumiques

e�ectives, b) écart relatif er =
∣∣ρPAeff − ρMST

eff

∣∣ /ρPAeff entre les deux formules. La concentration maximale de
di�useurs cylindriques est repérée par les pointillés verticaux.
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2.6 Conclusion

La technique d'homogénéisation que nous avons développée pour les milieux aléatoires prend en

compte tous les champs acoustiques présents dans un volume considéré comme représentatif. Lorsqu'un

seul di�useur est présent dans ce volume, le seul champ excitant le di�useur étant le champ incident,

cette description est conforme à l'hypothèse de di�usion simple. En procédant ainsi, nous avons établi

les propriétés mécaniques e�ectives à la limite quasi-statique (ω → 0) : le module de compressibilité

e�ectif ne dépend que du mode monopolaire du cylindre (n = 0) alors que la masse volumique e�ective

ne dépend que des modes dipolaires (n = ±1). Ces propriétés mécaniques e�ectives sont identiques

à celles déterminées par Kuster et Toksöz sous l'hypothèse de di�usion simple [36]. Ceci permet de

penser que ce modèle est pertinent.

Nous avons également étendu cette technique aux propriétés mécaniques e�ectives dynamiques

(ω 6= 0). Or il apparaît que, en dehors de la limite quasi-statique, le milieu e�ectif ne respecte plus

l'équation d'onde sur les champs moyens. Finalement, a�n d'étendre cette technique au cas dynamique,

une solution serait d'identi�er une nouvelle loi de comportement du milieu e�ectif.

Dans la section 2.5, nous avons étudié, à la limite quasi-statique, le cas où N di�useurs sont présents

dans le volume d'homogénéisation. Bien que prenant en compte les interactions entre di�useurs, on

montre que le champ excitant le mode monopolaire d'un di�useur est uniquement le champ incident.

Ceci implique que le module de compressibilité e�ectif n'est pas a�ecté par ces interactions. Par contre,

le champ excitant les modes dipolaires d'un di�useur dépend des multiples interactions. A�n d'accéder à

une expression analytique de la masse volumique e�ective, nous nous sommes intéressés au cas où seuls

deux di�useurs sont présents dans le volume représentatif. Nous avons ainsi montré que l'expression

de la masse volumique e�ective dépend du nombre d'interactions aller-retour entre les deux di�useurs.

La concentration maximale accessible avec notre modèle est φ ≈ 22% à cause de la géométrie du

système à deux di�useurs. A�n de pouvoir prendre en compte des concentrations plus importantes à

la limite quasi-statique, nous avons étendu le système à deux di�useurs à un système composé d'une

in�nité de di�useurs. Pour ce faire, nous avons supposé que les interactions de N −1 di�useurs avec un

di�useur �xe sont identiques à N − 1 fois les interactions d'un di�useur avec le di�useur �xe. La non

prise en compte des interactions entre les N − 1 di�useurs mobiles, propre à cette description, a�ecte

alors l'identi�cation de la masse volumique e�ective ρMST
eff .

L'illustration de la prise en compte des interactions avec le di�useur �xe est par suite réalisée à partir

de la confrontation avec le modèle de Parnell et Abrahams [53] développé dans le cadre de la QCA. Ce

modèle s'apparente à l'hypothèse de di�usion simple du point de vue des propriétés mécaniques quasi-

statiques. La di�érence entre les deux modèles montre le fort impact que peuvent avoir les interactions

aller-retour à forte concentration sur les paramètres mécaniques e�ectifs.

Par ailleurs, nous avons montré que le champ moyen excitant un di�useur �xe se réduit au seul

champ incident (con�guration conforme à l'hypothèse de di�usion simple) si les interactions aller-retour

entre deux di�useurs et au sein d'une boucle de di�usions sont négligées (seules les interactions au sein

d'une chaîne de di�useurs sont conservées). Finalement, les mécanismes quasi-statiques propres à la

QCA pourraient correspondre aux phénomènes de di�usions siégeant dans une chaîne de di�useurs.
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Deuxième partie

Les métamatériaux





Chapitre 3

Propriétés acoustiques des métamatériaux

Veselago [7] a montré que si l'on attribuait à un milieu une permittivité ε1 négative et une perméa-

bilité magnétique µ1 négative, alors les vecteurs d'onde et de Poynting d'une onde électromagnétique

se propageant au sein de celui-ci auraient des sens opposés. Il a nommé les milieux possédant cette

spéci�cité des � matériaux main gauche � car le trièdre formé par les vecteurs champ électrique, champ

magnétique et d'onde est indirecte. Par la suite la dénomination � métamatériau � s'est imposée. Les

métamatériaux ont des propriétés atypiques. L'e�et Doppler est par exemple inversé dans ces mi-

lieux [7], ou encore la réfraction d'une onde plane entre un matériau classique et un métamatériau est

négative : la composante parallèle à l'interface du �ux d'énergie moyen transmis est de sens opposée à

celle du �ux d'énergie moyen incident. Ces propriétés très spéci�ques conférées à ce type de structures,

ne peuvent pas être attribuées aux milieux homogènes, même vus jusqu'à l'arrangement atomique ré-

gulier ou amorphe. Ce sont un arrangement et des propriétés particulières à l'échelle mésoscopique qui

font qu'un milieu peut être dit métamatériau à l'échelle macroscopique. À cette dernière échelle, le mi-

lieu peut être considéré comme homogène (la longueur d'onde des ondes se propageant étant beaucoup

plus grande que les arrangements mésoscopiques) et être décrit, on l'espère, par des théories de milieux

e�ectifs. Les métamatériaux ne sont en aucun cas réellement homogènes, mais sont vus comme tel par

les grandes longueurs d'onde des phénomènes ondulatoires s'y propageant.

Dans la suite de ce chapitre, le terme métamatériau désignera les milieux à indice négatif, c'est-à-

dire lorsque les vecteurs d'onde k et de Poynting P des ondes se propageant en son sein sont de sens

opposés (i.e. k ·P < 0). Le terme matériau classique s'appliquera aux milieux à indice positif dont ces

mêmes vecteurs sont de même sens (i.e. k ·P > 0).

Le point de départ de l'étude menée ici est de considérer que n'importe quel couple de valeurs de

la masse volumique ρ et du module de compressibilité κ est envisageable dans un milieu quelconque,

qu'ils soient à valeurs réelles ou complexes. Il s'agit par la suite de déterminer les propriétés acoustiques

correspondantes et d'en déduire la nature du milieu : métamatériau ou matériau classique, atténuant

ou ampli�ant.

Dans la première partie de ce chapitre, nous suivrons la démarche de Veselago, en reprenant les

équations fondamentales de l'acoustique. Nous considérerons les propriétés acoustiques de milieux ayant

une masse volumique ρ et un module de compressibilité κ à valeurs réelles positives, puis négatives.

On arrive ainsi aux mêmes conclusions que Veselago quant aux propriétés des vecteurs d'onde et de



74 3 Propriétés acoustiques des métamatériaux

Poynting dans le cas d'une onde acoustique lorsque les propriétés mécaniques sont toutes les deux né-

gatives. Dans une seconde partie, nous généraliserons ces résultats, au cas où les propriétés mécaniques

du milieu sont à valeurs complexes tout en précisant la nature atténuante ou ampli�ante du milieu

associé à ces valeurs. Si, de façon générale, les milieux sont supposés passifs, alors les couples (ρ, κ)

impliquant une ampli�cation des ondes seront considérés comme non physiques. Ensuite, nous nous

intéresserons au phénomène d'ampli�cation des ondes évanescentes dans un métamatériau parfait, puis

dans un métamatériau faiblement dissipatif. Ce point sera abordé à travers l'étude de la lentille idéale,

puis faiblement absorbante, de Pendry [8]. En�n, nous terminerons avec l'analyse des propriétés méca-

niques et acoustiques e�ectives d'un milieu aléatoire dont les di�useurs résonnent à basses fréquences,

leurs résonances monopolaire et dipolaire a�ectant les propriétés de type métamatériau.

3.1 Les milieux parfaits et homogènes

Dans cette section, nous étudions les propriétés de structures parfaites, �uides, homogènes et iso-

tropes. Par parfait, on entend un milieu dont les propriétés mécaniques ρ et κ sont à valeurs réelles et

de même signe. Ces milieux ne sont donc pas atténuants. Nous commencerons par établir les équations

régissant la propagation d'une onde dans un milieu indépendamment des signes de ρ et κ. Nous dé-

terminerons ensuite la relation entre le vecteur d'onde k et le vecteur de Poynting P, dans un premier

temps lorsque les propriétés mécaniques sont à valeurs positives et dans un second temps lorsqu'elles

sont à valeurs négatives.

3.1.1 Établissement des propriétés acoustiques

Soit l'équation d'Euler linéarisée pour les perturbations acoustiques :

ρ
∂v(r, t)

∂t
= −∇p(r, t), (3.1)

où p(r, t) et v(r, t) sont respectivement la surpression acoustique et la vitesse particulaire évaluées au

point d'observation dé�ni par le vecteur position r et au temps t. En injectant l'équation d'état du

�uide :

p(r, t) = −κ∇ · u(r, t), (3.2)

(u(r, t) est le déplacement particulaire) dans l'équation d'Euler (3.1), on obtient l'équation d'onde :

(
∆− ρ

κ

∂2

∂t2

)
u(r, t) = 0, (3.3)

qui donne l'équation de Helmholtz en régime harmonique :

(
∆ +

ρ

κ
ω2
)

u(r, t) = 0. (3.4)

Les solutions de cette dernière équation sous forme d'ondes planes :

u(r, t) = u0 ei(k·r−ωt), (3.5)
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satisfont la relation de dispersion suivante :

k · k = k2 = ω2 ρ

κ
=
ω2

v2
ϕ

, (3.6)

où k (resp. k) est le vecteur d'onde (resp. nombre d'onde) de l'onde considérée, vϕ la vitesse de phase

de l'onde et ω la pulsation. Finalement, on obtient :

k = ±ω
√
ρ

κ
. (3.7)

Notons que le nombre d'onde peut prendre deux valeurs réelles (ρ et κ étant de même signe) à une

pulsation donnée, qui correspondent à l'onde progressive et à l'onde régressive. Ces deux ondes ont une

direction de propagation identique, mais sont de sens strictement opposés dans un milieu in�ni.

Observons que les champs de pression et de vitesse particulaire relatifs aux ondes planes sont

également solutions de l'équation de Helmholtz (3.4) :

p(r, t) = p0 ei(k·r−ωt),

v(r, t) = v0 ei(k·r−ωt) .
(3.8)

Le vecteur de Poynting P (�ux d'énergie moyen), est donné par :

P =
1

2
< (p(r, t)v∗(r, t)) . (3.9)

L'équation d'Euler (3.1) pouvant se réécrire sous la forme :

kp(r, t) = ρωv(r, t), (3.10)

en exprimant le vecteur vitesse particulaire en fonction de la pression dans la relation (3.9), on obtient :

P =
1

2
|p(r, t)|2<

(
k

ρω

)
. (3.11)

Lorsque la masse volumique est à valeurs complexes, ρ = ρ′ + i ρ′′, le vecteur de Poynting s'écrit alors

sous la forme :

P =
1

2
|p(r, t)|2 ρ

′k′ + ρ′′k′′

|ρ|2 ω
. (3.12)

Toutes les expressions établies jusqu'ici sont valides pour (ρ, κ) ∈ C2. Nous les prenons néanmoins

dans un premier temps à valeurs réelles a�n d'établir les critères distinguant un matériau classique

d'un métamatériau.

a) Cas d'un matériau classique : (ρ, κ) > 0

Considérons que les propriétés mécaniques respectent ρ > 0 et κ > 0. On déduit de l'expres-

sion (3.11) que :

k ·P > 0. (3.13)
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Dans un matériau classique, les vecteurs d'onde et de Poynting ont toujours le même sens (éq. (3.13)).

b) Cas d'un métamatériau : (ρ, κ) < 0

Les propriétés mécaniques respectant maintenant ρ < 0 et κ < 0, la relation (3.11) conduit à :

k ·P < 0. (3.14)

Dans un métamatériau, les vecteurs d'onde et de Poynting sont de sens opposés (éq. (3.14)). Notons

que la propriété (3.14) se rencontre déjà en dehors du contexte des métamatériaux, par exemple avec

les ondes élastiques guidées (ondes de Lamb [101]) ou bien dans les cristaux phononiques (branches à

pente négative dans les diagrammes de bandes).

c) Cas particulier : ρκ < 0

Considérons le cas particulier où les propriétés mécaniques sont de signes opposés : sgn (ρ) =

− sgn (κ). Selon l'équation (3.7), le nombre d'onde est alors imaginaire pur. Les ondes ne se propagent

pas. Ce régime de propagation est équivalent aux bandes fréquentielles interdites présentes dans un

cristal phononique.

3.1.2 Conséquences

Le fait que les vecteurs d'onde et de Poynting soient de sens opposés (k ·P < 0) dans un métamaté-

riau a des conséquences étonnantes. Celle qui intéresse particulièrement les physiciens est la réfraction

d'une onde plane par une interface plane séparant un matériau classique et un métamatériau. Nous

présentons dans cette section quelles sont les di�érences lors de la réfraction d'une onde plane entre

une interface séparant deux matériaux classiques, et une interface séparant un matériau classique et

un métamatériau.

a) Réfraction d'une onde plane par une interface plane entre deux matériaux classiques

Soit une interface plane in�nie séparant deux matériaux classiques 0 et 1 (milieux respectant la

condition (3.13)). L'interface est parallèle à ex et sa normale est ey (�g. 3.1). L'onde incidente plane

monochromatique, provenant du milieu 0, insone l'interface sous l'angle d'incidence θ0. Les quantités

se référant aux ondes incidente, ré�échie et transmise sont notées respectivement avec les indices inc,

R et T. La décomposition des vecteurs d'onde suivant la base orthonormée s'écrit :

k = kxex + kyey, (3.15)

avec :

k2 = k2
x + k2

y. (3.16)

Les relations de Snell-Descartes (relatives à la conservation du vecteur d'onde tangentiel) imposent :

kinc,x = kR,x = kT,x. (3.17)
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Étant donné que le signe de kinc,y est une donnée du problème et que kR,y = −kinc,y, il ne reste plus

maintenant qu'à déterminer le signe de kT,y qui peut prendre théoriquement les deux valeurs :

kT,y = ±
√
k2

T − k2
T,x. (3.18)

Si l'onde transmise est une onde de volume, alors le choix de la racine se fait sur des considérations

énergétiques à l'aide du vecteur de Poynting. En e�et, les ondes ré�échie et transmise doivent s'éloigner

de l'interface au sens de l'énergie. Cela se traduit par PR ·ey < 0 et PT ·ey > 0. Le vecteur de Poynting

dans un matériau classique homogène et isotrope étant de même direction et de même sens que le

vecteur d'onde (cf. éq. (3.13)), on montre que :

kT,y = +
√
k2

T − k2
T,x. (3.19)

On construit ainsi la �gure 3.1, où l'angle θ1 est déterminé à l'aide des équations (3.6) et (3.17) :

sin (θ0)

vϕ,0
=

sin (θ1)

vϕ,1
, (3.20)

où la vitesse de phase vϕ,i dans le milieu i est dé�nie par :

vϕ,i =
ω

ki
. (3.21)

vϕ,i ne désigne pas ici une grandeur thermodynamique, mais une grandeur acoustique, qui peut être

négative, sgn (vϕ,i) = sgn (ki). Dans le cas présent, on a vϕ,1 > 0.

θ0 θ0

(0)

(1)

kin kR

θ1 kT

ex
ey

(a)

θ0 θ0

(0)

(1)
ey

ex

PRPin

θ1 PT

(b)

Figure 3.1 � Réfraction d'une onde plane monochromatique par une interface séparant deux matériaux clas-
siques : a) vecteurs d'onde, b) vecteurs de Poynting.

b) Réfraction d'une onde plane par une interface plane entre un matériau classique et un

métamatériau

On reprend le même système que précédemment, à la di�érence que le milieu 1 est maintenant un

métamatériau. En suivant le même raisonnement, il apparaît pour les ondes de volumes que PR ·ey < 0

et PT · ey > 0. Dans un métamatériau homogène et isotrope, le vecteur de Poynting étant de même

direction et de sens opposé au vecteur nombre d'onde (cf. éq. (3.14)), on obtient :

kT,y = −
√
k2

T − k2
T,x. (3.22)
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On construit ainsi la �gure 3.2. Il apparaît que le vecteur de Poynting de l'onde transmise est dirigé

vers les x négatifs, alors que celui de l'onde incidente est dirigé vers les x positifs. Ce phénomène est

appelé réfraction négative. La notion de réfraction négative a été introduite par Mandel'shtam [6], mais

les applications possibles de ce phénomène ont été imaginées par Veselago [7].
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kRkin

θ1kT

ey

ex

(a)

θ0 θ0

(0)

(1)

PRPin

θ1PT

ex
ey

(b)

Figure 3.2 � Réfraction d'une onde plane monochromatique par une interface séparant un matériau classique
et un métamatériau : a) vecteurs d'onde, b) vecteurs de Poynting.

c) La superlentille (lentille à faces parallèles)

Considérons une plaque �uide de masse volumique ρ1 et de compressibilité κ1, immergée dans un

�uide de masse volumique ρ0 et de compressibilité κ0, et dont les propriétés mécaniques sont dé�nies

par :

ρ1 = −ρ0,

κ1 = −κ0.
(3.23)

Comme nous l'avons vu dans la section 3.1.2.b, l'onde transmise à l'interface séparant le milieu 0 et le

milieu 1 est une onde dont l'énergie s'éloigne de l'interface (PT · ey), cela se traduisant par :

k1 = −k0, (3.24)

et donc (cf. éq. (3.21)) :

vϕ,1 = −vϕ,0. (3.25)

Le rapport des vitesses de phase nϕ (équivalent à l'indice de réfraction en électromagnétisme), dé�ni

par nϕ =
vϕ,0
vϕ,1

, vaut donc nϕ = −1. À chaque interface la réfraction est négative, et d'après (3.20) :

|θ1| = |θ0| . (3.26)

Comme l'a remarqué Veselago [7], la plaque se comporte comme une lentille (nommée par la suite

superlentille 1) comme on peut le voir sur la �gure 3.3. La rupture d'impédance étant nulle aux inter-

faces, les ondes sont transmises sans ré�exion. Avec ce système, deux images de la source sont formées :

une à l'intérieur de la plaque, et une autre derrière la plaque. La qualité de ces images dépend de

la résolution de la lentille. Ces images se forment lorsque l'épaisseur de la plaque est supérieure à la

distance source-plaque (d1). La distance entre la source et la deuxième image est alors de deux fois

l'épaisseur de la plaque.

1. superlentille = lentille à faces parallèles
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ey
ex

(0) (1) (0)

d1 d1 d2 d2

Figure 3.3 � Rayons transmis par une superlentille, les vitesses de phase dans les deux milieux étant opposées,
vϕ,1 = −vϕ,0.

3.1.3 Problématique du choix de la dé�nition d'une onde progressive, et consé-

quence sur la notion d'impédance acoustique

Dans cette section, on se propose de discuter du choix de la dé�nition du caractère progressif

ou régressif d'une onde plane dans les matériaux classiques et dans les métamatériaux, ainsi que de

la notion d'impédance acoustique associée. Notons que l'impédance est une quantité apparaissant

systématiquement dans les problèmes de ré�exion et transmission à une interface, et qu'à ce titre, il est

important de se poser la question de sa dé�nition. Dans la suite, les ondes progressives seront dé�nies

au sens de la phase (resp. de l'énergie), lorsque la phase (resp. l'énergie) se propage dans le sens des

valeurs croissantes de la variable position. La vitesse de phase (resp. de l'énergie) de l'onde progressive

sera dès lors positive.

Caractère progressif d'une onde plane

Dans un matériau classique, les vecteurs d'onde et de Poynting étant de même sens (k ·P > 0), la

question ne se pose pas de savoir si une onde progressive est dé�nie à partir de la propagation de la

phase ou de l'énergie. Cependant, dans un métamatériau, cette problématique apparaît nécessairement

car ces vecteurs di�èrent en sens. Nous allons voir ici les implications du choix de la dé�nition du

caractère progressif de l'onde plane sur la valeur de l'impédance associée à ce choix.

Impédance acoustique

Classiquement, la notion d'impédance acoustique Z d'un milieu est dé�nie à partir du rapport

pression sur vitesse particulaire de l'onde progressive au sens de la phase suivant la direction de

propagation de l'onde (v(r, t) et k étant colinéaires) :

p(r, t)

v(r, t)
= Z =

ρ0ω

k0
. (3.27)

Notons que ρ0 et k0 = ω

√
ρ0

κ0
sont ici positifs, et considérés en tant que propriétés du milieu. Pour une

onde régressive, le rapport pression sur vitesse particulaire devient :

p(r, t)

v(r, t)
= −Z. (3.28)

L'impédance acoustique (3.27) d'un matériau classique est donc toujours positive. Qu'en est-il pour
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un métamatériau, (ρ0, κ0) < 0 ?

a) Onde progressive dé�nie par la vitesse de phase de cette onde

Si on dé�nit le caractère progressif d'une onde plane à partir de sa vitesse de phase, alors l'impédance

acoustique du métamatériau, dé�nie à partir de (3.27), est négative (Z < 0) car la masse volumique

est négative alors que k0 = ω

√
ρ0

κ0
est toujours une quantité positive.

Comme nous l'avons vu dans la section précédente, lors de la réfraction d'une onde plane par une

interface, la composante du vecteur de Poynting de l'onde transmise suivant la normale à l'interface

est positive (PT · ey > 0), car l'énergie de cette onde s'éloigne de l'interface. Le milieu à l'aval de

l'interface étant un métamatériau (d'impédance acoustique Z négative comme on vient de le relever),

l'onde transmise sera régressive suivant la normale ey à l'interface. Le rapport pression sur vitesse

particulaire, égal à −Z pour une onde régressive d'après l'équation (3.28), est alors positif −Z > 0.

En conclusion, l'impédance Z associée à l'onde progressive est négative pour un métamatériau et

positive pour un matériau classique. Néanmoins que le milieu soit classique ou de type métamatériau,

le rapport pression sur vitesse particulaire de l'onde transmise à une interface est toujours à valeurs

positives.

b) Onde progressive dé�nie par la vitesse de l'énergie de cette onde

Soit une onde progressive au sens de l'énergie, caractérisée par une vitesse de l'énergie positive.

L'impédance (3.27) associée est positive car la masse volumique et le nombre d'onde du métamatériau

(PT · k < 0) sont tous les deux négatifs. À l'aide de la relation de dispersion (3.6), l'impédance prend

également la forme suivante :

Z =
√
ρ0κ0(> 0). (3.29)

En conclusion, l'impédance Z associée à l'onde progressive est toujours positive que le milieu soit

un matériau classique ou un métamatériau. Avec la dé�nition (3.29), on respecte toujours p(r, t) =

+Zv(r, t) pour une onde progressive, et p(r, t) = −Zv(r, t) pour une onde régressive. De plus, la

relation (3.29) étant indépendante des paramètres acoustiques (nombre d'onde, vitesse de phase), la

problématique du choix de la racine (cf. équation (3.16)) ne se pose pas. Finalement, les formalismes

considérant explicitement l'impédance pour décrire, par exemple, les mécanismes de réfraction aux

interfaces (ré�exion, transmission), sont indépendants de la nature du milieu.

Dans le cas où (ρ0, κ0) ∈ C2, l'impédance est dé�nie par la racine carrée à partie réelle positive.

Observons que dans le cas de la dé�nition de l'onde progressive au sens de la phase, l'impédance

aurait été telle que Z = ±√ρ0κ0 selon que le milieu soit un matériau classique ou un métamatériau.

3.2 Généralisation aux propriétés mécaniques à valeurs complexes

Pour des couples (ρ, κ) ∈ C2 quelconques, la relation de dispersion (3.6) indique, avec la convention

e− iωt, que les vecteurs d'onde peuvent être à valeurs complexes :

k = k′ + i k′′. (3.30)
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La relation (3.13) dé�nissant un matériau classique se réécrit alors :

P · k′ > 0, (3.31)

et la relation (3.14) dé�nissant un métamatériau devient :

P · k′ < 0. (3.32)

3.2.1 Critères de milieux atténuants ou ampli�ants

Parmi tous les couples (ρ, κ) à valeurs complexes, certains correspondent à des milieux atténuants

et d'autres à des milieux ampli�ants, que ceux-ci soient des matériaux classiques ou des métamatériaux.

Les milieux dissipatifs sont tels que l'amplitude de l'onde diminue dans le sens du vecteur de

Poynting. Ceci s'exprime par :

k′′ ·P > 0. (3.33)

À l'inverse, un milieu ampli�ant est synonyme d'une augmentation de l'amplitude dans le sens du

vecteur de Poynting :

k′′ ·P < 0. (3.34)

Cette dernière solution n'est donc pas considérée comme physique dans le contexte d'un milieu passif

sans apport d'énergie. Les critères (3.33) et (3.34) constituent des principes généraux indépendants de

la nature des ondes.

3.2.2 Comportement des ondes homogènes en fonction des paramètres méca-

niques à valeurs complexes

Écrivons maintenant les paramètres mécaniques sous la forme module-argument :

ρ = ρ0 ei θρ ,

κ = κ0 ei θκ ,
(3.35)

avec (θρ, θκ) ∈ ]−π, π]. Chaque type de milieu (matériaux classiques ou métamatériaux) possède deux

relations : une reliant la vitesse de phase à la vitesse de l'énergie (éqs. (3.31) ou (3.32)) et une concernant

l'atténuation (éq. (3.33)). On peut donc déterminer pour chaque type de milieu les couples (θρ, θκ)

respectant ces conditions. L'onde considérée est une onde homogène, c'est-à-dire que les vecteurs k′ et

k′′ sont colinéaires.

La relation de dispersion (3.6) devient, à l'aide des relations (3.35) :

k2 = ω2 ρ0

κ0
ei(θρ−θκ) = ω2 ρ0

κ0
[cos (θρ − θκ) + i sin (θρ − θκ)] , (3.36)

conduisant à l'expression suivante du vecteur d'onde :

k = ±ω
√
ρ0

κ0
ei

θρ−θκ
2 d = ±ω

√
ρ0

κ0

[
cos

(
θρ − θκ

2

)
+ i sin

(
θρ − θκ

2

)]
d, (3.37)
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d désignant la direction de propagation. À l'aide des relations (3.11) et (3.37), le vecteur de Poynting

prend alors la forme suivante :

P = ±1

2
|p(r, t)|2 1√

ρ0κ0
<
(

e− i
θρ+θκ

2

)
d = ±1

2
|p(r, t)|2 1√

ρ0κ0
cos

(
θρ + θκ

2

)
d. (3.38)

a) Relation dé�nissant un milieu atténuant

Les ondes se propageant dans un milieu atténuant véri�ent le critère (3.33). On voit, à l'aide des

équations (3.37) et (3.38), que cette condition est respectée lorsque :

ω

2
|p(r, t)|2 1

κ0
sin

(
θρ − θκ

2

)
cos

(
θρ + θκ

2

)
> 0. (3.39)

Les quantités ω et κ0 étant réelles positives, cette inéquation se réduit à :

sin

(
θρ − θκ

2

)
cos

(
θρ + θκ

2

)
> 0, (3.40)

qui peut facilement être résolue de manière graphique (comme nous le verrons plus tard), en utilisant

les relations :
sin
(x

2

)
> 0 ⇔ x ∈ ]0, 2π[ ,

sin
(x

2

)
< 0 ⇔ x ∈ ]−2π, 0[ ,

cos
(x

2

)
> 0 ⇔ x ∈ ]−π, π[ ,

cos
(x

2

)
< 0 ⇔ x ∈ ]−2π,−π[ ∪ ]π, 2π[ .

(3.41)

b) Cas des matériaux classiques

En associant les équations (3.31) et (3.33), on remarque que le critère de matériau classique atté-

nuant est, pour une onde homogène :

k′k′′ > 0. (3.42)

Or :

k2 = k′k′ − k′′k′′ + 2 i k′k′′, (3.43)

ce qui signi�e que, dans le cas d'une onde se propageant dans un matériau classique, la propriété de

milieu atténuant se traduit par la relation :

=
(
k2
)
> 0. (3.44)

Notons que la propriété de matériau classique ampli�ant serait caractérisée par =
(
k2
)
< 0.

Avec l'équation (3.36), on montre que :

sgn
[
=
(
k2
)]

= sgn [sin (θρ − θκ)] . (3.45)
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Ainsi l'inéquation (3.44) se réduit à :

sin (θρ − θκ) > 0. (3.46)

Les couples (θρ, θκ) solutions de cette inéquation respectent la condition :

(θρ − θκ) ∈ ]0, π[ . (3.47)

c) Cas des métamatériaux

En associant les équations (3.32) et (3.33), on remarque que le critère métamatériau atténuant,

pour une onde homogène, s'écrit :

k′k′′ < 0. (3.48)

Dans le cas d'une onde se propageant dans un métamatériau, l'équation (3.43) montre que la propriété

de métamatériau atténuant se traduit par :

=
(
k2
)
< 0. (3.49)

Notons que la propriété de métamatériau ampli�ant serait caractérisée par =
(
k2
)
> 0.

En substituant la relation de dispersion (3.36) dans le critère (3.49), nous obtenons :

sin (θρ − θκ) < 0. (3.50)

Les couples (θρ, θκ) solutions de cette inéquation respectent alors la condition :

(θρ − θκ) ∈ ]−π, 0[ . (3.51)

d) Cas particuliers

Pour compléter les analyses précédentes, il reste à étudier deux cas particuliers :

=
(
k2
)

= 0 (3.52)

et

k′′ ·P = 0. (3.53)

La relation (3.52) est satisfaite dans les trois situations suivantes :

1. k′ = 0. Le nombre d'onde est alors imaginaire pur, représentatif d'un phénomène non propagatif

(au sens de la phase). À l'aide de l'équation (3.37), on montre que cela se produit lorsque :

θρ − θκ = ±π. (3.54)

Ce type de milieu est équivalent à une bande fréquentielle interdite dans un cristal phononique.

2. k′′ = 0. Le nombre d'onde est alors à valeurs réelles, caractéristique des milieux non dissipatifs.
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D'après l'équation (3.37), cela se traduit par :

θρ − θκ = 0. (3.55)

Lorsque le milieu est un matériau classique (k′ ·P > 0), l'expression du vecteur de Poynting (3.12)

conduit alors à :

< (ρ) > 0 ⇔ θρ ∈
]
−π

2
,
π

2

[
. (3.56)

Pour un métamatériau (k′ ·P < 0), nous établissons :

< (ρ) < 0 ⇔ θρ ∈
]
−π,−π

2

[
∪
]π

2
, π
[
. (3.57)

3. k′ = k′′ = 0. Ce cas est impossible car les critères (3.54) et (3.55) sont incompatibles lorsque

ω 6= 0.

Pour les ondes homogènes dont les vecteurs k′, k′′ et P sont colinéaires, la relation (3.53) est

satisfaite dans les trois situations suivantes :

1. ‖k′′‖ = 0. Le nombre d'onde est à valeurs réelles et le milieu est non dissipatif.

2. ‖P‖ = 0. La norme du vecteur de Poynting est nulle (pas de �ux d'énergie et donc pas de propaga-

tion d'énergie). Les ondes ne peuvent pas se propager dans ce type de milieu. L'expression (3.38)

du vecteur de Poynting montre que ceci se produit lorsque :

cos

(
θρ + θκ

2

)
= 0, (3.58)

soit :

θρ + θκ = ±π. (3.59)

3. ‖k′′‖ = ‖P‖ = 0. Cette con�guration est une combinaison des deux cas précédents.

3.2.3 Représentation graphique des zones dites � matériau classique � et � méta-

matériau � (pour des ondes planes homogènes)

Nous avons vu que les propriétés de matériau classique ou de métamatériau dépendent directe-

ment des arguments θρ et θκ de la masse volumique et du module de compressibilité via les inéqua-

tions (3.40), (3.47) et (3.51) provenant respectivement des critères :

1. P · k′′ > 0, dé�nition d'un milieu absorbant (milieu passif) ;

2. =
(
k2
)

= 2k′k′′ > 0, critère de matériaux classiques pour une onde plane homogène ;

3. =
(
k2
)

= 2k′k′′ < 0, critère de métamatériaux pour une onde plane homogène.

On peut facilement résoudre graphiquement les inéquations (3.40), (3.46) et (3.50) à l'aide des

bornes de ces inéquations. Par exemple, l'inéquation (3.46) dé�nissant un matériau classique a comme

bornes θρ = θκ et θρ = π + θκ. Les solutions de cette inéquation sont donc tous les couples (θρ, θκ)

compris entre ces deux droites. La résolution de toutes les inéquations permet d'obtenir la �gure 3.4.

Les di�érents cas particuliers sont notés par les droites (traits pleins, tirets et trait mixte). Les points
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repèrent les cas de milieux parfaits présentés dans la section 3.1. On remarque que la surface occupée

par les matériaux classiques est strictement égale à celle occupée par les métamatériaux. La surface

restée blanche représente les solutions non physiques (correspondant à des milieux � ampli�cateurs �).

La surface occupée par ces milieux est strictement égale à celle occupée par les milieux absorbants.

La �gure 3.4 montre que la masse volumique et le module de compressibilité ne doivent pas néces-

sairement avoir tous les deux une partie réelle positive pour qu'un milieu soit un matériau classique.

De même ils ne doivent pas nécessairement avoir tous les deux une partie réelle négative pour qu'un

milieu soit un métamatériau.
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κ′ < 0

κ′′ > 0

κ′ > 0

κ′′ > 0

κ′ > 0

κ′′ < 0

κ′ < 0

κ′′ < 0

ρ′ < 0

ρ′′ > 0

ρ′ > 0

ρ′′ > 0

ρ′ > 0

ρ′′ < 0

ρ′ < 0

ρ′′ < 0

|k′′| = 0

|k′| = 0

|P | = 0

−π

−π

−π

2

métamatériau

matériau naturel

−π

2
π

π

2

π

0

π

2

θρ

θκ

milieu ampli�ant

(ρ, κ) > 0

(ρ, κ) < 0

Figure 3.4 � Relation entre le type du milieu et les arguments des propriétés mécaniques (à valeurs complexes)
de ce milieu. θρ et θκ sont respectivement les arguments de la masse volumique et du module de compressibilité.

3.2.4 Commentaires sur les ondes hétérogènes

Le comportement métamatériau (ou matériau classique) d'un milieu quelconque est intimement

lié à la structure des ondes se propageant en son sein. Pour les ondes homogènes, on est capable de

caractériser les comportements matériau classique et métamatériau à partir de la masse volumique et

du module de compressibilité (cf. �g. 3.4). Par contre, si la structure des ondes est hétérogène (k′ et k′′

ne sont plus colinéaires), le critère absolu permettant de discriminer un métamatériau d'un matériau

classique concerne les seules propriétés acoustiques à travers le signe de P · k′. Sa transposition en

terme de propriétés mécaniques (ρ et κ) reste un problème ouvert.

Un milieu est considéré comme atténuant lorsque l'amplitude d'une onde se propageant diminue
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suivant la direction de propagation de son énergie (éq. (3.33)). Les critères dé�nissant un matériau

classique et un métamatériau sont toujours respectivement dé�nis par les relations (3.31) et (3.32). On

aurait pu supposer que les relations (3.42) et (3.48) (dé�nissant respectivement un matériau classique

et un métamatériau pour les ondes homogènes) se généralisent respectivement par :

k′ · k′′ > 0,

k′ · k′′ < 0,
(3.60)

pour les ondes hétérogènes. Ces deux inégalités sont satisfaites dans la majeure partie des situations,

mais nous présentons ici les deux con�gurations pour lesquelles ces critères sont mis en défaut. Rap-

pelons que le vecteur de Poynting s'exprime comme une combinaison linéaire des vecteurs ρ′k′ et ρ′′k′′

(éq. (3.12)).

Cas où ρ′ > 0 et ρ′′ > 0

Considérons la valeur de P · k′ en fonction de l'orientation de P, pour un vecteur d'onde k donné.

Sur la �gure 3.5, nous présentons, conformément à l'expression (3.12), les di�érentes orientations du

vecteur de Poynting lorsque k′ ·k′′ > 0 (�g. 3.5.a) ou k′ ·k′′ < 0 (�g. 3.5.b). Le vecteur de Poynting est

orienté dans la partie du plan dé�nie par les tirets. Lorsque k′ · k′′ > 0, tous les vecteurs P possibles

satisfont les relations (3.31) et (3.33), caractérisant les matériaux classiques atténuants. Cependant,

lorsque k′ · k′′ < 0, on voit sur la �gure 3.5.b que selon l'orientation du vecteur de Poynting, le milieu

peut se comporter comme un matériau classique (cas de P1) ou comme un métamatériau (cas de P2).

Pk′′

k′

(a)

P2 · k′ < 0
P2 · k′′ > 0

P1 · k′ > 0
P1 · k′′ > 0

k′

P2P1

k′′

(b)

Figure 3.5 � Orientation du vecteur de Poynting en fonction du vecteur d'onde k = k′ + i k′′ d'une onde
hétérogène : a) k′ · k′′ > 0, b) k′ · k′′ < 0.

Cas où ρ′ < 0 et ρ′′ > 0

Considérons la valeur de P · k′ selon l'orientation de P, pour un vecteur d'onde k donné. Sur

la �gure 3.6, nous présentons les di�érentes orientations du vecteur de Poynting lorsque k′ · k′′ > 0

(�g. 3.6.a) ou k′ · k′′ < 0 (�g. 3.6.b). Comme dans le cas précédent, le vecteur de Poynting est orienté

dans la partie du plan dé�nie par les tirets. Lorsque k′ · k′′ < 0, tous les vecteurs P possibles satisfont

les relations (3.32) et (3.33), dé�nissant les métamatériaux atténuants. Cependant, lorsque k′ ·k′′ > 0,

on voit sur la �gure 3.6.a que selon l'orientation du vecteur de Poynting, le milieu peut se comporter

comme un matériau classique (cas de P2) ou comme un métamatériau (cas de P1).
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P2 · k′ > 0
P2 · k′′ > 0

P1 · k′ < 0
P1 · k′′ > 0

P2P1

k′′

k′

(a)

k′
Pk′′

(b)

Figure 3.6 � Orientation du vecteur de Poynting en fonction du vecteur d'onde k = k′ + i k′′ d'une onde
hétérogène : a) k′ · k′′ > 0, b) k′ · k′′ < 0.

3.3 Analyse du phénomène d'ampli�cation des ondes évanescentes

dans les métamatériaux

Pendry [8] a montré qu'il est possible d'obtenir une lentille parfaite grâce à un métamatériau

ayant un rapport des vitesses de phase nϕ = −1 avec le milieu extérieur. Ce système est identique

à celui étudié précédemment par Veselago [7] : les propriétés électromagnétiques de la lentille (la

permittivité ε1 et la perméabilité magnétique µ1) sont égales en norme à celles du milieu environnant

mais opposés en signe, l'impédance restant inchangée. Le nombre d'onde, et par conséquent la vitesse

de phase de l'onde (cf. éq. (3.21)) dans la lentille sont également de signes opposés à ceux du milieu

environnant. Le métamatériau est alors susceptible d'ampli�er les ondes évanescentes [8]. Bien que ce

résultat ait suscité de vives réactions [102�110], il a ensuite été con�rmé par des simulations [111] puis

des expérimentations [112]. Par la suite, Ambati et al. [113] ont transcrit l'article de Pendry pour les

ondes acoustiques. Ils ont également observé que les ondes acoustiques évanescentes sont ampli�ées.

Ils ont repris les conclusions de Pendry pour expliquer ce résultat. La justi�cation du mécanisme

d'ampli�cation par des résonances d'ondes d'interface a été remis en cause par 't Hooft [102]. Nous

con�rmerons dans la suite les invraisemblances physiques relevées. Nous verrons dans cette section que

la justi�cation avancée par Pendry [8] est une conséquence du choix inapproprié du signe de la racine

carrée permettant d'obtenir le nombre d'onde suivant la normale à l'interface dans le métamatériau. En

fait, la solution physique (seule solution possible au problème mathématique) impose que l'amplitude

de l'onde évanescente soit croissante au sein du métamatériau. Le principe d'ampli�cation sera illustré

en considérant les phénomènes de réfraction à une interface d'une onde hétérogène sous incidence

oblique.

3.3.1 Ré�exion et transmission d'une onde plane monochromatique à une inter-

face séparant deux milieux semi-in�nis

Considérons la ré�exion et la transmission d'une onde plane monochromatique par une interface

plane séparant deux milieux �uides semi-in�nis notés 0 et 1. Soient ey la normale à l'interface et ex sa

parallèle. Les vecteurs ex et ey forment une base orthonormée cartésienne. Le système est présenté sur

la �gure 3.7. L'interface est le plan d'équation y = 0. Soient pinc (r, t) la pression de l'onde incidente

dé�nie par :

pinc (r, t) = P0 ei(kinc·r−ωt), (3.61)
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pR01 (r, t) la pression ré�échie :

pR01 (r, t) = R01P0 ei(kR01
·r−ωt), (3.62)

et pT01 (r, t) la pression transmise :

pT01 (r, t) = T01P0 ei(kT01
·r−ωt) . (3.63)

La vitesse particulaire de chaque onde s'exprime à l'aide de l'équation (3.10) :

v (r, t) =
k

ρω
p (r, t) . (3.64)

En posant k = kxex+kyey, la composante de la vitesse particulaire de chaque onde suivant la normale

à l'interface s'écrit, à l'aide la relation (3.64) ou encore de l'impédance d'une onde progressive au sens

de l'énergie (3.29) :

vinc,y (r, t) =
kinc,y

ρ0ω
pinc (r, t) =

cos(θ0)

Z0
pinc (r, t) ,

vR01,y (r, t) =
kR01,y

ρ0ω
pR01 (r, t) = −cos(θ0)

Z0
pR01 (r, t) ,

vT01,y (r, t) =
kT01,y

ρ1ω
pinc (r, t) =

cos(θ1)

Z1
pT01 (r, t) .

(3.65)

Notons l'intérêt du choix de considérer des impédances Z0 et Z1 toujours positives quelle que soit

la nature du milieu (matériau classique ou métamatériau). E�ectivement, le troisième terme dans les

expressions (3.65) ne fait pas apparaître le signe du nombre d'onde dans les deux milieux.

ey
ex

(0) (1)

pR01

pin

θ0
θ0 pT01

Figure 3.7 � Ré�exion et transmission d'une onde plane monochromatique par une interface plane séparant
deux milieux semi-in�nis pour un angle d'incidence θ0 quelconque.

Les deux milieux étant �uides, on détermine les coe�cients de ré�exion et transmission (en pression)

du système présenté sur la �gure 3.7 grâce aux conditions de continuité de la pression et de la vitesse

normale à l'interface :
1 +R01 = T01,

kinc,y

ρ0
(1−R01) =

kT01,y

ρ1
T01,

(3.66)

qui s'écrivent sous la forme matricielle suivante :

(
−1 1

1 τ

)(
R01

T01

)
=

(
1

1

)
, (3.67)



3.3 Analyse du phénomène d'ampli�cation des ondes évanescentes 89

où τ =
k1,yρ0

k0,yρ1
=
Z0 cos(θ1)

Z1 cos(θ0)
. Ce système est du type Ax = b et possède une solution x unique et �nie

si et seulement si det (A) 6= 0. Dans le cas présent :

det (A) = − (1 + τ) . (3.68)

Il apparaît que si τ = −1, le déterminant de la matrice A est nul et que, les deux lignes du système

linéaire (3.67) n'étant pas linéairement dépendantes, ce système n'a pas de solution. Lorsque τ 6= −1,

l'unique couple de solutions est :

R01 =
1− τ
1 + τ

,

T01 =
2

1 + τ
.

(3.69)

Notons que dans le cas particulier où τ = 1, la ré�exion est nulle et la transmission est totale (T01 = 1).

Dans le cas d'une onde de volume incidente, la superlentille de Veselago [7] telle que Z0 = Z1 et

|θ0| = |θ1| (éqs. (3.23) et (3.26)) satisfait τ = 1. La ré�exion est donc nulle à chaque interface de la

superlentille. Par contre, une valeur de τ = 1 lorsque l'onde incidente est évanescente, rasante selon ex(
θ0 =

π

2

)
et d'amplitude décroissante suivant ey impliquerait la transmission d'une onde évanescente

rasante
(
|θ1| =

π

2

)
d'amplitude croissante suivant ey dans le métamatériau : l'explication (théorique)

de ce résultat contre intuitif est donnée dans la section suivante.

a) Onde évanescente incidente rasante : cas du métamatériau parfait de Veselago (ρ1 = −ρ0

et κ1 = −κ0)

Pendry [8] a étudié la transmission d'une onde incidente évanescente rasante par la lentille de Vese-

lago (structure à deux interfaces, avec |θ0| = |θ1| =
π

2
et k1 = −k0) : les propriétés électromagnétiques

de la plaque sont de signes opposés à celles du milieu environnant. Il s'est aperçu que ces ondes sont

ampli�ées par la lentille, ce qu'il explique par des résonances d'ondes d'interface impliquant des ampli-

tudes in�nies des coe�cients de ré�exion et de transmission à chaque interface. Ces valeurs extrêmes

sont atteintes en privilégiant la solution k1,y = k0,y, représentative de la décroissance de l'amplitude de

l'onde évanescente transmise dans le métamatériau. Le coe�cient τ du système (3.67) associé à cette

solution est égal à −1.

Par ailleurs, pour les ondes de volume, les propriétés de la lentille de Veselago impliquent τ = 1,

traduisant la continuité des impédances aux interfaces. Observons dès à présent, en considérant l'onde

évanescente comme un cas limite des ondes de volumes, l'incohérence entre les valeurs que prennent

les rapports τ respectifs, −1 et 1.

Considérons ici l'équivalent acoustique du problème traité par Pendry. Les propriétés mécaniques

de la lentille sont alors dé�nies par ρ1 = −ρ0 et κ1 = −κ0, les deux milieux étant non atténuants

et k1 = −k0. Nous nous intéressons uniquement à la ré�exion et à la transmission par une interface

séparant ces deux milieux. Invoquant la relation de Snell-Descartes, k1,x = k0,x, nous avons k2
1,y =

k2
0,y soit k1,y = ±k0,y. L'onde incidente est une onde évanescente rasante d'amplitude décroissante

(k0,x > k0). Les deux milieux étant non absorbants, la composante des nombres d'onde suivant la

normale à l'interface k0,y et k1,y est imaginaire pure dans ces deux milieux, k2
1,y = k2

1 − k2
0,x < 0.
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Ceci implique, d'après l'expression (3.12), que le vecteur de Poynting de l'onde transmise dans le

métamatériau est parallèle à l'interface quel que soit le signe de k1,y choisi. Dans cette situation

précise, le critère d'une onde s'éloignant de l'interface (au sens de l'énergie) n'est donc pas pertinent.

Pendry a alors basé son choix sur une décroissance � physique � de l'onde évanescente transmise,

k1,y = k0,y impliquant τ = −1 et par suite des valeurs in�nies des amplitudes des coe�cients de

ré�exion et de transmission (3.69) à l'interface. Pendry a interprété ces dernières valeurs comme étant

dues à des résonances d'ondes d'interface. 't Hooft [102] avait déjà critiqué ce choix, en a�rmant que

les coe�cients de ré�exion et de transmission ne pouvaient pas être in�nis. En regardant de plus près

le système (3.67), il apparaît qu'il n'a tout simplement pas de solution lorsque τ = −1, valeur liée au

choix k1,y = k0,y. Si l'on souhaite malgré tout trouver une solution à ce problème de réfraction, il ne

reste plus que le choix k1,y = −k0,y, c'est-à-dire à considérer une onde évanescente rasante d'amplitude

croissante. Avec ce choix, τ = 1 et le système (3.67) admet alors un couple de solutions uniques et

�nies : R01 = 0, T01 = 1.

En conclusion, si une onde évanescente rasante d'amplitude décroissante lorsque y →∞ insone une

interface séparant ces deux milieux, alors l'onde transmise est une onde évanescente rasante d'amplitude

croissante lorsque y → ∞ (�g. 3.8 a). Inversement, lorsque l'onde incidente est une onde évanescente

rasante d'amplitude croissante lorsque y → ∞, alors, comme τ = 1, l'onde transmise sera une onde

évanescente rasante d'amplitude décroissante lorsque y →∞ (�g. 3.8 b).
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y0

(0) (1)

P0e
ik0,xxeαyP0e

ik0,xxe−αy

k′
1k′

0

P0

k′′
0 k′′

1 P1

(a)

ey

ex

y0

(0) (1)

P0e
ik0,xxeαy P0e

ik0,xxe−αy

k′
1k′

0

k′′
0 k′′

1P1

P0

(b)

Figure 3.8 � Structure des ondes évanescentes lors de la ré�exion et de la transmission d'une onde évanescente
à l'interface entre un matériau classique et un métamatériau de Veselago (τ = 1) : a) onde incidente d'amplitude
décroissante, b) onde incidente d'amplitude croissante.

Dans le cadre d'une interface séparant deux milieux semi-in�nis, lorsque l'onde incidente est une

onde évanescente rasante d'amplitude décroissante, = (k0,y) > 0, l'onde transmise est une onde éva-

nescente rasante d'amplitude croissante, = (k1,y) < 0. Cela signi�e qu'à l'in�ni dans le second milieu,

l'amplitude du champ acoustique sera in�nie. Si le milieu a maintenant une épaisseur �nie (introduc-

tion d'une seconde interface), l'onde transmise à la seconde interface sera une onde évanescente rasante

d'amplitude décroissante, = (k0,y) > 0. L'amplitude du champ acoustique à l'in�ni sera alors nulle. Le

paradoxe d'un champ in�ni à l'in�ni disparaît lors de l'étude d'une structure réelle (à deux interfaces).

Nous avons vu mathématiquement que le choix d'une onde transmise évanescente rasante d'ampli-

tude croissante s'imposait dans le problème de la réfraction d'une onde évanescente incidente d'am-
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plitude décroissante à l'interface matériau classique/métamatériau de Veselago. Ce résultat est ma-

thématiquement clair, mais la physique sous-jacente n'est pas triviale et même contre-intuitive. Nous

proposons maintenant une vision du problème qui permet de clari�er pourquoi l'amplitude de l'onde

évanescente transmise doit être croissante.

Reprenons le problème de la réfraction d'une onde évanescente incidente sur l'interface matériau

classique/métamatériau de Veselago, mais cette fois-ci avec un angle d'incidence θ0 (�g. 3.9). Comme

précédemment, l'amplitude de l'onde incidente est décroissante suivant ey (k′′0 · ey > 0). Dans le cas

où k1,y = k0,y (�g. 3.9.a), l'amplitude de l'onde transmise est elle aussi décroissante suivant ey. Par

contre, cette con�guration correspond à un rapport τ = −1, solution mathématiquement impossible.

On le voit d'autant mieux avec un angle d'incidence di�érent de
π

2
, car elle correspond à une onde dont

l'énergie est dirigée vers l'interface. À l'inverse, dans la con�guration de la �gure 3.9.b, bien que l'onde

transmise soit d'amplitude croissante suivant ey, l'énergie de l'onde transmise s'éloigne de l'interface

et satisfait en plus τ = 1. En somme, lorsque l'onde incidente n'est pas rasante
(
θ0 6=

π

2

)
, le critère

énergétique est en accord avec l'unique solution du système mathématique.

Comme les milieux considérés sont non dissipatifs, les amplitudes des ondes restent constantes le

long des directions de propagation de la phase et de l'énergie. Compte tenu du vecteur k′′0, l'amplitude

du champ le long de la trajectoire a(0) est plus grande que celle du champ le long de la trajec-

toire b(0) pour l'onde incidente. Comme il n'y a pas de rupture d'impédance entre les deux milieux,

(R01 = 0 et T01 = 1), les amplitudes du champ le long des trajectoires a(1) et b(1) sont respectivement

égales à celles du champ le long des trajectoires a(0) et b(0). Il devient alors évident, sur la �gure 3.9.c,

que l'amplitude croît entre B′ et A′, c'est-à-dire suivant les y croissants. La limite θ0 =
π

2
de ce système

est le cas présenté précédemment.
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Figure 3.9 � Réfraction d'une onde hétérogène insonant une interface avec un angle d'incident θ0 : a) k1,y = k0,y,
b) k1,y = −k0,y, c) trajectoires à amplitudes constantes des ondes incidente et transmise lorsque k1,y = −k0,y.

b) Onde évanescente incidente rasante : cas du métamatériau de Veselago faiblement

absorbant (ρ1 = −ρ0 + i ε et κ1 = −κ0 + i ε′)

Considérons maintenant un milieu 0 non absorbant et un milieu 1 dont les propriétés mécaniques

sont ρ1 = −ρ0 + i ε et κ1 = −κ0 + i ε′, avec |ε| << 1 et |ε′| << 1. La �gure 3.4 montre que pour avoir

un métamatériau absorbant, sans restriction sur les normes des parties imaginaires, on doit avoir ε > 0

et ε′ < 0. Le métamatériau est maintenant faiblement absorbant, k′′1 << 1. Ce milieu s'apparente à
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la superlentille de Veselago, car la vitesse de phase vϕ,1 dans le milieu 1, possède une norme proche

de celle dans le milieu 0 et est de signe opposé, vϕ,1 =
ω

< (k1)
≈ −vϕ,0. Le milieu étant dissipatif,

l'expression (3.12) montre que le vecteur de Poynting n'est plus colinéaire à k′1 et, étant donné que

ε > 0, il est dirigé dans le secteur formé par −k′1 et k′′1.
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Figure 3.10 � Vecteurs d'onde et de Poynting de l'onde transmise à une interface séparant un matériau
classique non absorbant et un métamatériau de Veselago faiblement absorbant selon le choix de la racine de la

composante du nombre d'onde suivant la normale à l'interface k1,y = ±
√
k2

1 − k2
0,x : a) racine à partie réelle

négative, k
′(−)
1 · ey < 0 ; b) racine à partie réelle positive, k

′(+)
1 · ey > 0.

Le milieu 1 étant un métamatériau du point de vue des ondes homogènes, le nombre d'onde k1

respecte la relation (3.49) : =
(
k2

1

)
< 0. De plus, k′′0 étant colinéaire à ex, k0,x est à valeurs réelles. On

en déduit donc que :

=
(
k2

1,y

)
= =

(
k2

1 − k2
0,x

)
= =

(
k2

1

)
< 0, (3.70)

les parties réelle et imaginaire de k1,y sont donc de signes opposés. C'est pourquoi l'angle géométrique

entre les vecteurs k′1 et k′′1 est obtus.

Lorsque k0,x > <(k1), la composante k1,y = ±
√
k2

1 − k2
0,x n'est plus imaginaire pure (k′1,y 6= 0).

Comme k1 6= k0, alors |k1,y| 6= |k0,y| induisant τ 6= ±1. L'argument précédent, permettant de rejeter

une des deux solutions ±
√
k2

1 − k2
0,x en fonction de la valeur ±1 du rapport τ associé, ne peut plus être

avancé. Notons k(+)
1,y la racine de k2

1,y à partie réelle positive, et k(−)
1,y la racine à partie réelle négative.

Comme on le voit sur la �gure 3.10.a, l'onde dé�nie par la racine k(−)
1,y est une onde dont l'énergie

s'éloigne de l'interface, et qui décroît lorsque y → ∞. À l'inverse, l'onde dé�nie par la racine k(+)
1,y est

une onde dont l'énergie est dirigée vers l'interface, et qui croît lorsque y → ∞ (�g. 3.10.b). Lorsque

le métamatériau est non absorbant, nous avons vu dans la section précédente que l'onde transmise

est une onde croissante lorsque y → ∞. Le milieu ici présent étant faiblement absorbant, on peut

supposer que le milieu se comporte de la même manière, et donc que l'onde transmise est dé�nie par

k
(+)
1,y (�g. 3.10.b). L'autre solution k(−)

1,y semble néanmoins acceptable d'un point de vue physique, car

elle est associée à une onde dont l'énergie s'éloigne de l'interface (�g. 3.10.a). Dans la section suivante,

nous identi�ons un critère (basé sur la convergence de la série de Debye) permettant de retenir une de

ces deux solutions, k(+)
1,y ou k(−)

1,y .
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3.3.2 Ré�exion et transmission par une plaque à faces parallèles.

Les coe�cients de ré�exion et de transmission d'une onde plane monochromatique par une plaque

d'épaisseur d peuvent être déterminés à l'aide des conditions de continuité de la pression et de la vitesse

particulaire normale à l'interface du système harmonique présenté sur la �gure 3.11. Soient pinc (r, t)

la pression incidente dé�nie par :

pinc (r, t) = P0 ei k0,xx ei k0,yy e− iωt, (3.71)

pR (r, t) la pression ré�échie :

pR (r, t) = RP0 ei k0,xx e− i k0,yy e− iωt, (3.72)

et pT (r, t) la pression transmise :

pT (r, t) = TP0 ei k1,xx ei k1,y(y−d) e− iωt . (3.73)

ey
ex

(0) (0)

d

pin p+

pR p−

(1)

θ0
θ0 pT

Figure 3.11 � Ré�exion et transmission d'une onde plane monochromatique insonant, avec un angle d'incidence
θ0, une plaque in�nie suivant ex.

Après calcul, il s'avère qu'en utilisant la dé�nition d'une onde progressive au sens de l'énergie, les

coe�cients de ré�exion et de transmission sont toujours donnés par les formules bien connues d'un

système composé de matériaux classiques, quelle que soit la nature des deux milieux en présence :

R =

(
τ2 − 1

) (
1− e2 i k1,yd

)

(τ + 1)2 − (τ − 1)2 e2 i k1,yd
,

T =
4τ ei(k1,y−k0,y)d

(τ + 1)2 − (τ − 1)2 e2 i k1,yd
,

(3.74)

avec :

k1,y = ±
√
k2

1 − k2
1,x. (3.75)

Les relations (3.74) sont indépendantes du choix du signe de k1,y. E�ectivement, elles sont identiques

qu'elles soient exprimées avec la racine k(+)
1,y (racine de k2

1,y à partie réelle positive) et le rapport

τ (+) correspondant, ou avec la racine k(−)
1,y (racine de k2

1,y à partie réelle négative) et le rapport τ (−)

correspondant : R
(
k

(+)
1,y

)
= R

(
k

(−)
1,y

)
et T

(
k

(+)
1,y

)
= T

(
k

(−)
1,y

)
, car τ (−) = −τ (+).

Le coe�cient de transmission s'exprime également sous la forme d'une série de Debye qui traduit
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les multiples ré�exions et transmissions à chaque interface de la plaque :

T = T01 ei(k1,y−k0,y)d T10

∞∑

n=0

R2n
10 e2n i k1,yd, (3.76)

où R10 et T10 sont respectivement les coe�cients de ré�exion et transmission à une interface, lorsque

l'onde incidente provient du milieu 1. La série (3.76) converge lorsque :

|C| =
∣∣∣R2

10 e2 i k1,yd
∣∣∣ < 1, (3.77)

où k1,y est la composante du nombre d'onde suivant ey de l'onde transmise à la première interface. Ce

critère de convergence C, exprimé en fonction de la racine k(+)
1,y (noté alors C(+)) ou de la racine k(−)

1,y

(noté alors C(−)), est tel que :

C(+) =

(
τ (+) − 1

)2
(
τ (+) + 1

)2 e2 i k
(+)
1,y d,

C(−) =
1

C(+)
.

(3.78)

D'après (3.77), il apparaît alors que la série de Debye ne converge que pour une seule des deux racines,

les critères (3.78) permettent �nalement de répondre au problème présenté dans la section 3.3.1.b, en

retenant la solution k(+)
1,y ou k(−)

1,y . Notons que dans le cas où on a
∣∣C(+)

∣∣ =
∣∣C(−)

∣∣ = 1, la série de Debye

diverge quel que soit le choix de la racine, sauf dans le cas où les critères respectent C(+) = C(−) = −1,

la limite (in�nie) de la série (3.76) étant alors indéterminée.

3.3.3 Étude de la lentille idéale : ρ1 = −ρ0, κ1 = −κ0

La résolution d'une lentille dépend de la plus petite longueur d'onde λx

(
=

2π

k0,x

)
associée à la com-

posante spectrale k0,x suivant la parallèle à l'interface que peut transmettre la lentille. Par conséquent

elle dépend de la plus grande composante k0,x transmise, qui est telle que :

max (k0,x) = k0, (3.79)

dans le cas où les ondes évanescentes ne sont pas transmises par la lentille (classique). La résolution

d'une lentille étant égale à 0, 5 min (λx) [114], elle vaut alors dans cette situation 0, 5λ0. En considérant

la transmission des ondes évanescentes, nous verrons dans la suite que cette limite de résolution peut

être dépassée à l'aide de la superlentille idéale de Veselago (ρ1 = −ρ0 et κ1 = −κ0). Ce type de lentille

est communément nommé hyperlentille.

Considérons une lentille de Veselago d'épaisseur d. La première interface est dé�nie par le plan

y = 0 et la seconde par y = d. Nous étudions la transmission des ondes évanescentes rasantes produites

par une source ponctuelle placée en y = −d1. La pression de ces ondes s'exprime par :

pinc (r, t) = P0 ei(k0,xx−ωt) e
−
√
k2

0,x−k2
0(y+d1)

, (3.80)

où k0,x > k0. Comme nous l'avons vu dans la section 3.3.3.a, la ré�exion est nulle à chaque interface, la
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première interface supporte le système d'ondes évanescentes présenté sur la �gure 3.8.a, et la seconde

supporte le système d'ondes évanescentes présenté sur la �gure 3.8.b (l'unique onde à l'intérieur de la

plaque est donc une onde évanescente d'amplitude croissante). On montre que l'onde transmise par la

plaque s'exprime alors par :

pT (r, t) = P0 ei(k0,xx−ωt) e

√
k2

0,x−k2
0(2d−d1−y)

. (3.81)

Comme on le voit sur la �gure 3.3, les ondes sont focalisées à une distance de 2d de la source (point

focal de la lentille). Ce point focal se situe ici en y = 2d−d1. L'amplitude des ondes évanescentes (tout

comme celle des ondes de volume) au niveau de l'image est donc égale à celle des ondes au niveau

de la source : pT (y = 2d− d1) = pinc (y = −d1). Toutes les ondes évanescentes incidentes telles que

k0,x > k0 sont restaurées au niveau du point focal. La plus petite longueur d'onde λx transmise est donc

théoriquement in�niment petite suivant ey. La lentille est alors dite parfaite (hyperlentille) : l'image

d'un point source est également un point. La limite de résolution d'une lentille classique (0, 5λ0) est

donc dépassée avec cette hyperlentille.

Contrairement à ce que prône Pendry [8], il n'y a pas de multiples ré�exions au sein de la plaque,

car la ré�exion est nulle à chaque interface. L'ampli�cation en sortie de lentille des ondes évanescentes

est due au caractère croissant de l'unique onde évanescente dans la lentille et non à des résonances

d'ondes d'interface.

3.3.4 Étude d'une lentille faiblement absorbante : ρ1 = −ρ0 + i ε, κ1 = −κ0 + i ε′

Nous considérons maintenant le problème d'une lentille de Veselago faiblement absorbante, c'est-

à-dire d'une lentille initialement parfaite pour laquelle les propriétés mécaniques deviennent très lé-

gèrement complexes. En reprenant les paramètres de la section 3.3.1.b, posons : ρ1 = −ρ0 + i ε et

κ1 = −κ0 + i ε′, avec ε et ε′ petits et respectivement positif et négatif. Étant donné que le rapport

d'impédance τ est di�érent de ±1, utilisons le critère de convergence (3.77) de la série de Debye a�n

de déterminer si l'ampli�cation des ondes évanescentes est due à des ondes évanescentes d'amplitude

croissante au sein du métamatériau lors de la transmission à la première interface (comme dans la

section 3.3.4) ou à des résonances d'ondes d'interface.

A�n de pouvoir déterminer la relation entre l'ampli�cation des ondes évanescentes rasantes et le

signe de la racine de k2
1,y, nous avons étudié la norme du critère de convergence de la série de Debye

selon le choix de la racine en fonction de k0,x. Soient ρ0 = 1 g.cm−3 et κ0 = 1 GPa, l'épaisseur de la

plaque est d = 5 mm. Nous avons considéré di�érentes valeurs du couple (ε, ε′) :

� a : ε = 10−2 et ε′ = 0 (�g. 3.12.a), on a alors
√
ρ1

κ1
≈ −1 + 5.10−3 i,

� b : ε = 0 et ε′ = −10−2 (�g. 3.12.b), on a alors
√
ρ1

κ1
≈ −1 + 5.10−3 i,

� c : ε = 10−3 et ε′ = 0 (�g. 3.12.c), on a alors
√
ρ1

κ1
≈ −1 + 5.10−4 i,

� d : ε = 0 et ε′ = −10−3 (�g. 3.12.d), on a alors
√
ρ1

κ1
≈ −1 + 5.10−4 i.

Les cas a et b sont similaires car le rapport
√
ρ1

κ1
dans la plaque est identique dans les deux cas. Il en
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est de même pour les cas c et d. Les résultats sont présentés sur la �gure 3.12, sur laquelle la norme de

la pression adimensionnée de l'onde transmise par la plaque au niveau de l'image
|pT (y = 2d− d1)|
|pinc (y = −d1)|

est également reportée. La pression transmise est calculée à l'aide de la formule (3.73), dans laquelle

est inséré le coe�cient de transmission (3.74) déterminé à partir du système harmonique. Notons klim

la valeur de
k0,x

k0
> 1 pour laquelle

∣∣C(+)
∣∣ =

∣∣C(−)
∣∣ = 1. Cette fréquence adimensionnée correspond

à
|pT (y = 2d− d1)|
|pinc (y = −d1)| = 0, 5. La résolution d'une lentille étant caractérisée par la plus grande valeur

spectrale kx transmise (éq. (3.79)), elle sera d'autant plus �ne que la bande spectrale sur laquelle le

rapport des pressions est proche de 1 est large (�gure 3.12). Il apparaît dès lors que la valeur de klim

constitue un indicateur qualitatif de la résolution atteinte avec le jeu de paramètres mécaniques choisis.

Plus il est élevé, meilleure est la résolution.

On voit apparaître trois zones di�érentes dans les courbes de la �gure 3.12 :

1. lorsque l'onde incidente est une onde de volume,
k0,x

k0
∈ [0 ; 1], le critère représentatif de la

convergence de la série de Debye est C(−) (C(−) << 1). L'onde transmise dans le métamatériau

est alors une onde de volume dont l'énergie s'éloigne de l'interface.

2. lorsque la composante spectrale parallèle à l'interface de l'onde incidente respecte
k0,x

k0
∈ [1 ; klim],

la série de Debye converge avec le critère C(+). La partie imaginaire de k1,y étant de signe opposée

à sa partie réelle (cf. éq. (3.70)), l'onde évanescente transmise dans le métamatériau est donc une

onde d'amplitude croissante (�g. 3.10.b). Les coe�cients de ré�exion et de transmission valent à

chaque interface, pour τ → 1 : R10 ≈ R01 ≈ 0 et T10 ≈ T01 ≈ 1.

3. lorsque
k0,x

k0
∈ [klim ; +∞[, le critère représentatif de la convergence de la série de Debye est C(−).

L'onde évanescente transmise dans le métamatériau est donc une onde d'amplitude décroissante

(�g. 3.10.a). Dans cette zone, les amplitudes des modules des coe�cients de ré�exion et de trans-

mission sont très importantes (courbes non représentées ici). Cela correspond à des résonances

d'ondes d'interface. Cependant, l'onde qui se propage une seule fois dans le métamatériau res-

pecte
∣∣∣T01 ei k

(−)
1,y d
∣∣∣ < 1, ce qui signi�e que lorsqu'elle arrive à la seconde interface, son amplitude

est inférieure à celle de l'onde incidente à la première interface. Les fortes amplitudes de l'onde

transmise à la première interface sont donc compensées par la décroissance de l'amplitude de

l'onde évanescente.

Il apparaît que l'amplitude de la pression des ondes évanescentes transmises par la plaque (k0,x > k0)

au niveau du point focal est proche de l'amplitude des ondes incidentes au niveau de la source lorsque∣∣C(+)
∣∣ << 1 (deuxième zone). Ainsi, comme dans le cas de la lentille idéale (de Veselago), si on insone

la première interface avec une onde évanescente d'amplitude décroissante lorsque y →∞, alors l'onde

transmise dans le métamatériau est une onde d'amplitude croissante lorsque y →∞ (cas présenté sur la

�gure 3.10.b). Comme dans la section précédente, il y a donc ampli�cation des ondes évanescentes car la

solution à prendre en compte est la solution d'amplitude croissante, les résonances d'ondes d'interface

n'intervenant pas dans le processus. Notons que Deschamps [115] a observé expérimentalement un

comportement analogue lors de la ré�exion et la transmission d'une onde évanescente de volume par

une plaque à faces parallèles. Il a montré que l'onde transmise à la première interface est une onde

plane hétérogène d'amplitude croissante ou décroissante selon l'angle d'incidence.
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Figure 3.12 � Norme de C(+) (trait plein), C(−) (tirets) (éq. (3.78)) et de la pression transmise adimensionnée
au niveau de l'image (pointillés). L'épaisseur de la plaque est d = 5 mm, avec : a) ε = 10−2, ε′ = 0, b) ε = 0,
ε′ = −10−2, c) ε = 10−3, ε′ = 0 et d) ε = 0, ε′ = −10−3. Les zones 1, 2 et 3 sont décrites dans le texte.

On observe sur la �gure 3.12 que la norme de la pression transmise adimensionnée au niveau du

point focal reste proche de 1 pour de plus grandes valeurs de k0,x lorsque ρ1 est à valeurs réelles (ε = 0)

(cf. tableau 3.1). Pour une épaisseur d = 10 mm (non présentée ici), le résultat est di�érent : la norme

de la pression transmise adimensionnée au niveau de l'image reste proche de 1 pour de plus grande

valeur de k0,x lorsque κ1 est à valeurs réelles (ε′ = 0). Finalement, il apparaît que le critère permettant

d'améliorer la résolution de la lentille (i.e. la valeur de klim) ne dépend linéairement ni de ε, ni de ε′.

Nous avons vu que les ondes évanescentes sont ampli�ées lorsque
∣∣∣C
(
k

(+)
1,y

)∣∣∣ < 1 (deuxième zone).

Le terme

(
τ (+) − 1

)2
(
τ (+) + 1

)2 varie peu en fonction de k0,x, car, avec k1 ≈ −k0 et ρ1 ≈ −ρ0, nous avons :

τ (+) ≈ 1, ∀k0,x ∈ [1 ; klim] . (3.82)

La norme de C
(
k

(+)
1,y

)
(éq. (3.78)) est donc principalement pilotée par celle du terme e2 i k

(+)
1,y d. Ce qui

signi�e que si on diminue l'épaisseur de la plaque, alors pour obtenir une valeur de
∣∣∣e2 i k

(+)
1,y d
∣∣∣ identique

au cas d'une plus grande épaisseur, la composante k1,y, et par conséquent k0,x, doit nécessairement
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être plus élevée. La résolution d'une lentille étant donnée par la plus petite longueur d'onde λx (λx

inversement proportionnelle à klim) pouvant être transmise par la lentille, la résolution de la lentille

sera améliorée. Nous avons tracé sur la �gure 3.13 les normes des di�érentes fonctions (critères de

convergence de la série de Debye et norme de la pression au point focal) pour les cas a et b pour avec

épaisseur de lentille plus faible : d = 1 mm. La valeur de klim en fonction de l'épaisseur de la plaque

est donnée dans le tableau 3.1 pour les di�érents cas. On voit ainsi qu'en divisant l'épaisseur par 5, on

multiplie la valeur de klim par 3,8 lorsque κ1 est purement réel et par 6,5 lorsque ρ1 est à valeurs réelles.

La résolution d'une hyperlentille faiblement absorbante est donc améliorée en diminuant simplement

son épaisseur.
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Figure 3.13 � Norme de C(+) (trait plein), C(−) (tirets) (éq. (3.77)) et de la pression transmise adimensionnée
au niveau de l'image (pointillés). L'épaisseur de la plaque est d = 1 mm, avec : a) ε = −10−2, ε′ = 0 et b) ε = 0,
ε′ = 10−2.

d en mm ε ε′ klim

5
−10−2 0 1, 4

0 10−2 1, 65

5
−10−3 0 1, 78

0 10−3 2, 16

1
−10−2 0 0 5,37

0 10−2 10, 79

Tableau 3.1 � Nombre d'onde limite en fonction des valeurs de ε, ε′ et d.

3.4 Dimensionnement d'un métamatériau à partir de techniques d'ho-

mogénéisation de milieux aléatoires : potentialité

Contrairement aux milieux périodiques, une seule onde se propage au sein d'un milieu aléatoire. Les

milieux aléatoires semblent donc être plus adaptés à la conception de métamatériaux, à la condition

que le comportement visé (indice négatif) puisse être obtenu avec ce type de milieux. Théoriquement,

ceci est possible lorsque le milieu est composé de di�useurs résonant fortement à basses fréquences [30].

Nous donnons ici quelques exemples du comportement des paramètres mécaniques e�ectifs d'un milieu
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homogène équivalent à un tel milieu aléatoire (dont on espère un comportement de type métamatériau),

selon la technique d'homogénéisation choisie. Nous présentons les résultats obtenus avec les modèles de

Li et Chan [30] et de Aristégui et Angel [58]. Le système considéré est le système fortement résonant

présenté dans le chapitre 1. Il est composé de di�useurs constitués du milieu �ctif 2 (ρ = 1, 3 g.cm−3,

κ = 13 kPa, vϕ = 100 m.s−1) immergés dans une matrice d'eau (ρ = 1 g.cm−3, κ = 2, 25 GPa, vϕ =

1500 m.s−1). Les modules des coe�cients d'amplitude modale Tn sont présentés sur la �gure 1.15 du

chapitre 1 en fonction de la fréquence réduite k0a. Nous considérons trois concentrations φ di�érentes :

5%, 15% et 30%.

Les parties réelles de la masse volumique e�ective adimensionnée < (ρeff/ρ0) et du module de

compressibilité e�ectif adimensionné < (κeff/κ0), ainsi que la partie imaginaire du carré du nombre

d'onde e�ectif adimensionné =
(
k2

eff/k
2
0

)
sont représentées sur la �gure 3.14. Les modèles de Aristégui

et Angel et de Li et Chan sont respectivement présentés sur les courbes de gauche et de droite. La

largeur des bandes fréquentielles (BFs) sur lesquelles les parties réelles de la masse volumique et

du module de compressibilité e�ectifs sont négatives augmente avec la concentration pour les deux

modèles. De même, la largeur de la BF où le milieu e�ectif est un métamatériau
(
=
(
k2

eff/k
2
0

)
< 0
)

augmente avec la concentration. On remarque que la partie réelle du module de compressibilité e�ectif

est négative sur une BF plus large que la masse volumique e�ective.

Le module de compressibilité e�ectif prédit par le modèle de Li et Chan est très proche de celui

prédit par le modèle de Aristégui et Angel. Il n'y a qu'au voisinage de la résonance quadripolaire (T2)

que les deux modèles se distinguent l'un de l'autre car le modèle de Li et Chan ne prend pas en compte

ce mode. La BF où la partie réelle du module de compressibilité e�ectif est négative commence à la

résonance monopolaire (T0), et la fréquence à laquelle elle s'arrête augmente avec la concentration. Avec

ce système, cette BF est toujours comprise entre la première résonance monopolaire et l'antirésonance

monopolaire.

Les masses volumiques e�ectives prédites par les deux modèles sont quant à elles di�érentes. Selon

le modèle de Aristégui et Angel, la BF sur laquelle sa partie réelle est négative commence toujours à

la résonance dipolaire (T1). Alors que selon le modèle de Li et Chan la fréquence à laquelle commence

cette BF est inférieure à la résonance dipolaire, et cette fréquence diminue avec la concentration.

La BF sur laquelle la partie réelle de la masse volumique e�ective est négative est toujours comprise

dans la BF où la partie réelle du module de compressibilité est négative. Nous ne le montrons pas en

détail, mais la BF sur laquelle la partie imaginaire du carré du nombre d'onde e�ectif est négative ne

coïncide pas à la BF où les parties réelles de la masse volumique et du module de compressibilité e�ectifs

sont négatives en même temps, mais sur une BF légèrement plus large. Il est donc insu�sant de ne

considérer que la partie réelle des paramètres mécaniques pour caractériser un métamatériau. Notons

que la BF où le milieu e�ectif se comporte comme un métamatériau est tout de même principalement

pilotée par la BF où la partie réelle de la masse volumique e�ective est négative.
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Figure 3.14 � Paramètres mécaniques du milieu e�ectif obtenus avec les modèles de Aristégui et Angel (gauche)
et de Li et Chan (droite) : (a) partie réelle de la masse volumique e�ective adimensionnée par la masse volumique
de la matrice, (b) partie réelle du module de compressibilité e�ectif adimensionné par le module de compressibi-
lité de la matrice et (c) partie imaginaire du carré du nombre d'onde e�ectif adimensionné par le nombre d'onde
dans la matrice. Les paramètres mécaniques sont déterminés pour trois concentrations φ di�érentes : 5% (noir),
15% (gris foncé) et 30% (gris clair). Les résonances sont repérées par les pointillés verticaux et l'antirésonance
par le trait mixte vertical.
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3.5 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre que les conclusions de Veselago [7] sur les métamatériaux électro-

magnétiques sont transposables au cas de l'acoustique. Dans un métamatériau acoustique, les vecteurs

d'onde et de Poynting sont de sens opposés. La réfraction d'une onde plane monochromatique par une

interface séparant un matériau classique et un métamatériau est alors négative. En dé�nissant une

onde progressive au sens de l'énergie, l'impédance acoustique d'un milieu est toujours une quantité à

partie réelle positive quelle que soit sa nature (matériau classique ou métamatériau).

La première section de ce chapitre a permis de déterminer les caractéristiques acoustiques d'un

matériau classique et d'un métamatériau. Cela se traduit par une inéquation reliant la partie réelle

du vecteur d'onde au vecteur de Poynting. La relation dé�nissant un matériau classique ou un méta-

matériau a ensuite été étendue au cas où les propriétés mécaniques sont à valeurs complexes. Nous

avons ainsi montré que les parties réelles des propriétés mécaniques d'un matériau classique ne doivent

pas nécessairement être toutes les deux positives (�g. 3.4). De même, les parties réelles des propriétés

mécaniques d'un métamatériau ne doivent pas nécessairement être toutes les deux négatives.

Ensuite, en reprenant l'étude menée par Pendry [8], nous avons pu montrer qu'une hyperlentille

constituée d'un métamatériau acoustique peut également ampli�er les ondes évanescentes, même si

celui-ci est légèrement absorbant. Par contre, ce phénomène n'est pas dû à des résonances d'ondes

d'interface, mais au fait que la solution physique à retenir est une onde d'amplitude croissante dans

le métamatériau. On montre ainsi que la résolution d'une hyperlentille absorbante peut être amélio-

rée simplement en diminuant son épaisseur. Bien entendu, puisqu'à l'heure actuelle les superlentilles

acoustiques sont conçues uniquement à partir de cristaux phononiques [22], il est nécessaire d'avoir

su�samment de mailles dans l'épaisseur pour que les multiples interactions puissent faire apparaître

la réfraction négative, limitant ainsi l'épaisseur minimale d'une superlentille.

Finalement, nous avons appliqué des techniques d'homogénéisation à un milieu aléatoire où les dif-

fuseurs résonnent fortement à basses fréquences. Nous avons ainsi montré que la résonance monopolaire

entraîne une chute de la partie réelle du module de compressibilité e�ectif qui devient alors négative.

La partie réelle de la masse volumique e�ective, elle, peut devenir négative au voisinage de la réso-

nance dipolaire. Les modèles prédisent que ce milieu aléatoire se comporte comme un métamatériau

sur une bande fréquentielle dont la largeur augmente avec la concentration, et dont l'existence n'est

pas strictement liée à des valeurs négatives des parties réelles des paramètres mécaniques e�ectifs.





Chapitre 4

Étude du comportement de structures

localement résonantes, candidates aux

e�ets de type métamatériau

À l'heure actuelle, les métamatériaux acoustiques (électromagnétiques) à indice négatif n'ont été

conçus qu'à partir de milieux périodiques : les cristaux phononiques (photoniques) (CPs), cf. annexe E.

Cependant, certains auteurs ont supposé qu'il pourrait être possible d'en concevoir à partir de milieux

aléatoires (MAs) [28, 29]. Ainsi, Felbacq et Bouchitté [28], en moyennant le champ transmis par un

MA sur 50 con�gurations n'ont pas observé de réfraction négative, contrairement à Chen et al. [29]

dont l'étude n'étant basée que sur une seule con�guration d'un MA est sujette à caution.

Dans ce chapitre, nous proposons un MA localement résonant à deux dimensions réaliste constitué

de matériaux du commerce et présentant, d'après les techniques d'homogénéisation et le critère établi

dans le chapitre 3, un comportement de type métamatériau à indice négatif. Ce phénomène sera induit

par les résonances des di�useurs apparaissant à basses fréquences grâce au contraste important entre

les vitesses de phases des deux matériaux utilisés. Nous nous intéressons alors à la manifestation

de comportements atypiques via l'analyse des champs acoustiques de part et d'autre d'un écran de

di�useurs.

Dans la suite, nous commencerons par présenter le milieu sélectionné. Nous verrons, pour une

concentration donnée, que les bandes fréquentielles sur lesquelles le MA se comporte comme un mé-

tamatériau à indice négatif di�èrent selon la technique d'homogénéisation considérée. Les coe�cients

de ré�exion et de transmission d'un écran de di�useurs formé à partir de ce MA seront déterminés à

partir de modèles analytiques et d'un code FDTD, cf. chapitre 1. Les simulations numériques réalisées à

l'aide de ce code de calcul seront assimilées à des expériences numériques, représentatives des réponses

� réelles � du système. À très forte concentration la transmission de cet écran étant non nulle sur la

bande fréquentielle où l'indice négatif est attendu, on espère observer ce comportement. Par ailleurs,

les di�érents régimes de fonctionnement de l'écran de di�useurs ont été ensuite reliés au champ de

pression di�usé par un di�useur isolé. Finalement, a�n d'améliorer les caractéristiques de l'écran, les

di�useurs ont été arrangés périodiquement. Les réponses du MA sont ensuite comparées à celles de

CPs à maille carrée et triangulaire. Nous verrons que lorsque la concentration est importante, éton-
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namment les réponses de l'écran sont (quasi)indépendantes de l'arrangement (aléatoire ou périodique)

des di�useurs.

4.1 Caractéristiques du milieu hétérogène, candidat aux propriétés

de type indice négatif

Dans cette section, nous présentons le milieu hétérogène, candidat potentiel à l'apparition d'e�ets

de type métamatériau. A�n de mettre en évidence un indice négatif avec un milieu aléatoire, des

di�useurs résonants à basses fréquences sont utilisés [30]. Dans l'optique d'une conception future, les

caractéristiques des matériaux composant ce milieu sont basées sur celles de matériaux réels, supposés se

comporter en première approche comme des �uides parfaits (non dissipatifs). Les propriétés mécaniques

de ces matériaux sont données dans le tableau 4.1. Quatre concentrations sont considérées : φ = 3, 74%,

11,22%, 22,44% et 37,4%.

Masse volumique Module de compressibilité Vitesse de phase
Matrice (eau) ρ = 1 g.cm−3 κ = 2, 25 GPa v = 1500 m.s−1

Di�useurs ρ = 0, 64 g.cm−3 κ = 57, 6 MPa v = 300 m.s−1

Tableau 4.1 � Caractéristiques des constituants de la structure localement résonante.

4.1.1 Di�usion par un di�useur isolé

Les modules des quatre premiers coe�cients d'amplitude modale de di�usion Tn d'un di�useur

isolé sont présentés sur la �gure 4.1 en fonction de la fréquence adimensionnée k0a, où k0 désigne le

nombre d'onde dans la matrice et a le rayon des di�useurs. Le mode monopolaire (n = 0) présente

une antirésonance (|T0| = 0) lorsque k0a = 0, 777. Les fréquences de résonances des di�érents modes n

sont données dans le tableau 4.2.

T0 T1 T2 T0 T3
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Figure 4.1 � Module des coe�cients d'amplitude modale de di�usion Tn en fonction de la fréquence adimen-
sionnée k0a. Les résonances des modes du cylindre sont repérées, comme sur les �gures suivantes, par les traits
pointillés verticaux et l'antirésonance par le trait mixte.
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Mode n du cylindre 0 1 2 3
Fréquence de résonance k0a = 0, 158 k0a = 0, 438 k0a = 0, 711 k0a = 0, 969

Tableau 4.2 � Premières fréquences de résonance adimensionnées des di�érents modes de di�usion du cylindre.

4.1.2 Nombre d'onde e�ectif

Comme nous l'avons vu dans la section 3.2.2 (éq. (3.49)), un milieu atténuant se comporte comme

un métamatériau à indice négatif lorsque la partie imaginaire du carré du nombre d'onde de l'onde

se propageant en son sein est négative =
(
k2
)
< 0. Ainsi, a�n de déterminer les plages fréquentielles

sur lesquelles l'indice négatif est attendu à travers le milieu e�ectif, nous avons déterminé les nombres

d'onde e�ectif keff de l'onde cohérente à l'aide des modèles de Li et Chan [30] (KT), équations (1.1)

et (1.17), de Waterman et Truell [45] (WT), équation (1.38), et de Linton et Martin [51] (LM),

équation (1.44). Lorsque la concentration est su�samment importante (φ = 22, 44% et 37,4%), une

bande fréquentielle à indice négatif est identi�ée pour chacun des modèles au voisinage de la résonance

dipolaire T1 (�g. 4.2). Plus la concentration augmente et plus cette bande s'élargit (tab. 4.3). Le modèle

de LM prédit des bandes fréquentielles à indice négatif supplémentaires au voisinage des fréquences de

résonance autres que la monopolaire.
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Figure 4.2 � Partie imaginaire du carré du nombre d'onde e�ectif déterminé avec les modèles de KT (trait
plein), de WT (tirets) et de LM (trait mixte), pour di�érentes concentrations de di�useurs : a) φ = 3, 7%, b)
11, 22%, c) 22, 44% et d) 37, 4%.

Modèle LC WT LM
φ = 22, 44% k0a ∈ [0, 42 ; 0, 455] k0a ∈ [0, 45 ; 0, 477] k0a ∈ [0, 44 ; 0, 51]

φ = 37, 4% k0a ∈ [0, 4 ; 0, 49] k0a ∈ [0, 44 ; 0, 56] k0a ∈ [0, 44 ; 0, 59]

Tableau 4.3 � Bandes fréquentielles adimensionnées sur lesquelles le milieu aléatoire présente un indice négatif,
d'après les modèles utilisés et en fonction de la concentration φ.
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4.2 Réponses en ré�exion et transmission du milieu hétérogène

Dans cette section, nous comparons les coe�cients de ré�exion et de transmission d'un écran de dif-

fuseurs répartis aléatoirement, déterminés à partir de simulations numériques FDTD (voir section 1.4)

avec les prédictions issues des modèles analytiques présentés dans le chapitre 1. Le modèle de Luppé

et Conoir [61], non adapté aux MAs dont les di�useurs résonnent fortement (section 1.5.3), ne sera pas

utilisé ici.

Di�érents régimes de fonctionnement seront identi�és à partir des ondes cohérentes ré�échie et

transmise. A�n d'évaluer une application industrielle de ces milieux, nous étudierons la dispersion du

coe�cient de transmission de l'écran sur un nombre restreint de simulations.

4.2.1 Comparaison entre les prédictions issues des modèles analytiques et les si-

mulations numériques

Dans cette section, nous comparons les modules des coe�cients de ré�exion |R| et de transmis-

sion |T | d'un écran de di�useurs d'épaisseur eMST = 12a (cf. section 1.4) prédits par les modèles

de KT et de Aristégui et Angel [58] (AA), à ceux obtenus par des simulations numériques FDTD

(�g. 4.3). Analytiquement, ces coe�cients sont calculés à partir des relations (1.35) et (1.36), dans

lesquelles sont substitués les paramètres mécaniques associés aux modèles respectifs de KT (éq. (1.17))

et AA (éqs. (1.41) et (1.42)). Les ondes cohérentes ré�échie et transmise obtenues avec les simulations

numériques sont issues de moyennes con�gurationnelles e�ectuées sur 150, 120, 90 et 60 simulations

correspondant respectivement aux concentrations φ = 3, 74%, 11,22%, 22,44% et 37,4%. Chacune de

ces concentrations correspond respectivement à un système composé de 17, 50, 100 et 167 di�useurs

dans nos simulations.

Comparons les réponses en ré�exion et transmission du MA fortement résonant de la section 1.5.3

avec celles du MA présenté précédemment, �gures 1.16 et 4.3. Les relations entre les fréquences de

résonance (ou antirésonance) et les coe�cients de ré�exion et de transmission sont communes aux

deux MAs. Pour ce type de structure, il semblerait que les résonances et antirésonances pilotent le

comportement acoustique d'un MA.

À faible concentration (φ = 3, 74%, �g. 4.3.a), les prédictions issues des modèles analytiques sont

en très bonne adéquation avec les résultats numériques. Chaque résonance entraîne une diminution du

module du coe�cient de transmission, diminution que le modèle de KT ne prévoit que pour les deux

premiers modes du cylindre. Au delà, ce modèle n'est plus adapté car il ne prend pas en compte les

coe�cients d'amplitude modale strictement supérieurs à un (cf. section 1.3.1).

Pour des concentrations plus élevées (�g. 4.3.b à d), l'accord entre les modèles analytiques et les

résultats numériques devient uniquement qualitatif : la prédiction du comportement en ré�exion de

l'écran reste acceptable, contrairement à celle du comportement en transmission.

Sur ces dernières �gures, on voit apparaître des plages fréquentielles sur lesquelles le module du

coe�cient de transmission tend vers zéro. On dé�nit alors une bande passante (BP) comme étant une

plage fréquentielle sur laquelle le module du coe�cient de transmission (numérique) respecte la relation

|T | > 0, 05. Aux concentrations intermédiaires (φ = 11, 22% et 22,44%), l'écran de di�useurs possède

deux BPs et pour les fortes concentrations (φ = 37, 4%), il en possède trois. La première BP s'arrête
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Figure 4.3 � Modules des coe�cients de ré�exion et de transmission. Comparaison entre les résultats numé-
riques (trait plein épais) et ceux issus des modèles analytiques de AA (tirets) et KT (trait plein) pour des
concentrations de di�useurs de : a) φ = 3, 74%, b) 11, 22%, c) 22, 44% et d) 37, 4%.

Concentration
milieu e�ectif milieu statistique

(onde cohérente transmise) (moyenne sur cinq simulations)
11,22% k0a ∈ [0, 21 ; 0, 46] k0a ∈ [0, 24 ; 0, 37]

22,44% k0a ∈ [0, 25 ; 0, 7] ∪ [0, 82 ; 1] k0a ∈ [0, 26 ; 0, 37] ∪ [0, 54 ; 0, 57] ∪ [0, 82 ; 1]

37,4% k0a ∈ [0, 28 ; 0, 39] ∪ [0, 5 ; 0, 73] ∪ [0, 83 ; 1] k0a ∈ [0, 28 ; 0, 39] ∪ [0, 5 ; 0, 73] ∪ [0, 83 ; 1]

Tableau 4.4 � Bandes fréquentielles adimensionnées sur lesquelles l'écran de di�useurs présente des pseudo-
BFIs.
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au voisinage de la résonance monopolaire (T0). Plus la concentration est élevée et plus sa largeur est

importante. La deuxième BP se manifeste au voisinage de l'antirésonance monopolaire (T0) et diminue

lorsque la concentration augmente. À forte concentration (φ = 37, 4%), une troisième BP intermédiaire

apparaît au voisinage de la résonance dipolaire (T1), dont le domaine fréquentiel correspond à celui où

le modèle de KT prédit un indice négatif (cf. tab. 4.3).

Aux concentrations φ = 3, 74%, 11,22% et 22,44%, l'écran de di�useurs présente des pièges à ondes

au voisinage de la résonance dipolaire T1 (les modules des coe�cients de ré�exion et de transmission

tendent tous les deux vers 0).

On dé�nit maintenant une pseudo-bande fréquentielle interdite (pseudo-BFI) comme étant une

plage fréquentielle sur laquelle le module du coe�cient de transmission (numérique) est très faible

(|T | < 0, 05). Ces bandes fréquentielles sont données dans le tableau 4.4 en fonction de la concentration.

Contrairement aux BFIs d'un CP, l'onde n'est pas totalement ré�échie et une partie de l'énergie est

dissipée à l'intérieur de l'écran de di�useurs. La première pseudo-BFI émerge à une concentration

relativement faible (φ = 11, 22%) et sa largeur augmente avec la concentration. Une BP vient scinder en

deux cette pseudo-BFI au voisinage de la résonance dipolaire lorsque la concentration est su�samment

élevée (�g. 4.3.d). Aux fortes concentrations (φ = 22, 44% et 37,4%), une pseudo-BFI se forme après

l'antirésonance monopolaire.

4.2.2 Comportement statistique en transmission de l'écran de di�useurs

T3T0T2T1T0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

|T
|

k0a
(a)

T3T0T2T1T0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

|T
|

k0a
(b)

T3T0T2T1T0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

|T
|

k0a
(c)

T3T0T2T1T0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

|T
|

k0a
(d)

Figure 4.4 � Module du coe�cient de transmission moyen sur cinq simulations (noir) et de la moyenne plus ou
moins l'écart type de ces cinq simulations (gris) pour di�érentes concentrations de di�useurs : a) φ = 3, 74%,
b) 11, 22%, c) 22, 44% et d) 37, 4%.

Les MAs peuvent exhiber des comportements de types métamatériaux tels que les pseudo-BFIs, et

ceci pour de faibles épaisseurs de l'écran et pour de faibles concentrations de di�useurs. Ces phénomènes
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concernent les ondes cohérentes (moyennes) ré�échie et transmise. Dans un contexte d'ingénierie leur

manifestation à partir d'une unique con�guration de positions de di�useurs est indispensable. Ainsi,

en gardant les mêmes concentrations, nous avons calculé à l'aide du code FDTD le coe�cient de

transmission moyen sur cinq con�gurations, ainsi que l'écart type correspondant. La �gure 4.4 montre

que plus la concentration augmente, plus l'écart type diminue. De plus, au voisinage de l'antirésonance

monopolaire la dispersion du coe�cient de transmission est négligeable. Par ailleurs, hormis le système à

3,74%, l'écran de di�useurs possède au moins une bande fréquentielle où le coe�cient de transmission

et l'écart type sont nuls. Les pseudo-BFIs se forment donc même avec une unique con�guration de

positions des di�useurs.

La comparaison des �gures 4.3 et 4.4 montre que, mis à part aux très fortes concentrations

(φ = 37, 4%), les largeurs fréquentielles des pseudo-BFIs augmentent avec le processus de moyen-

nage (tab. 4.4). Ainsi, pour la concentration φ = 22, 44%, l'onde cohérente transmise présente une

pseudo-BFI très large entre la résonance et l'antirésonance monopolaire T0 (�g. 4.3.c), alors que pour

un seul échantillon il existe une BP à l'intérieur de cette pseudo-BFI au voisinage de la résonance di-

polaire T1 (�g. 4.4.c). Notons que cette BP correspond à la bande fréquentielle à l'intérieur de laquelle

le modèle de KT prédit un indice négatif.

4.2.3 Bilan

Aux faibles concentrations, les réponses de l'écran de di�useurs sont bien prédites par les techniques

d'homogénéisation.

Les MAs possèdent des pseudo-BFIs qui apparaissent même pour une unique con�guration de

positions de di�useurs. Ces expériences numériques sont donc encourageantes pour l'utilisation de

ce type de structure à des �ns d'isolation sonores ou ultrasonores. Notons que dans le cas de la

concentration φ = 22, 44%, la pseudo-BFI est très large du point de vue de l'onde cohérente (�g. 4.3.c)

et semble donc très prometteuse. Cependant avec une seule con�guration, cette pseudo-BFI est scindée

en deux par une BP (�g. 4.4.c).

De plus, aux concentrations φ = 22, 44% et 37, 4%, la BP au voisinage de l'antirésonance monopo-

laire T0 est peu dispersive et de faible largeur fréquentielle (�gs. 4.4.c et d). Les MAs constituent donc

des candidats potentiels au �ltrage fréquentiel.

4.3 Relations entre les réponses d'un écran de di�useurs et la di�usion

d'une onde plane par un di�useur isolé

Avant d'examiner l'e�et de l'arrangement des di�useurs sur les réponses acoustiques de l'écran,

étudions dans cette section en quoi elles sont a�ectées par les propriétés de di�usion d'un seul objet

dans la matrice adjacente.

Nous nous intéresserons successivement à la fonction de forme angulaire f(θ) et à la section e�cace

de di�usion d'un objet cylindrique σeff , puis au champ de pression environnant ledit cylindre (champ

incident plus champ di�usé). Pour mettre en évidence les corrélations entre les réponses d'un ensemble

de di�useurs (écran) et d'un di�useur isolé, des zones hachurées correspondant aux pseudo-BFIs du
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MA, identi�ées sur la �gure 4.3.d (φ = 37, 4%), sont reportées sur les �gures de cette section. Nous

verrons en particulier que l'analyse du champ de pression dans la matrice �uide permet de comprendre

la formation des pseudo-BFIs.

4.3.1 Fonction de forme angulaire et section e�cace de di�usion

Comme nous l'avons vu dans le chapitre 1, le nombre d'onde e�ectif dans un milieu aléatoire

s'exprime à travers la fonction de forme angulaire f(θ) du di�useur, et plus particulièrement en fonction

des propriétés de di�usion vers l'avant f(0) et vers l'arrière f(π). Le module et la phase de ces deux

fonctions sont tracés sur la �gure 4.5. On remarque que les pseudo-BFIs apparaissent à des fréquences

où les normes de f(0) et f(π) n'ont pas de valeurs extrêmes. On voit également qu'à l'intérieur de la

première BP (k0a ≤ 0, 28), les phases de f(0) et de f(π) sont égales, et sont approximativement en

quadrature de phase dans les deux autres BPs. Néanmoins, ces résultats ne permettent pas d'établir

une corrélation manifeste entre les réponses de l'écran et les valeurs de la fonction de forme f(θ).
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Figure 4.5 � a) Module et b) phase de la fonction de forme angulaire d'un cylindre immergé dont les propriétés
sont reportées dans le tableau 4.1. Comme sur les �gures suivantes, les zones hachurées correspondent aux
pseudo-BFIs de l'écran, identi�ées sur la �gure 4.3.d pour φ = 37, 4%.

Considérons maintenant la section e�cace de di�usion σeff , quantité énergétique qui correspond à

la moyenne sur une surface circulaire S du rapport de la puissance di�usée pdiff(r) par le cylindre sur

la puissance incidente pinc(r) [116] :

σeff =
1

S

∫

S

pdiff(r)

pinc(r)
d r =

4

k0

+∞∑

n=−∞
|Tn|2. (4.1)

La section e�cace de di�usion, basée sur la di�usion suivant toutes les directions de l'espace, est pré-

sentée sur la �gure 4.6. Comme dans le cas de la fonction de forme angulaire, les pseudo-BFIs sont
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observées pour des valeurs de la section e�cace de di�usion qui ne sont pas extrêmes. Cette obser-

vation est contradictoire avec celle faite par Sutter-Widmer et Steurer [117], qui reliait les BFIs d'un

quasicristal phononique (cristal à symétrie circulaire) aux maxima de la section e�cace de di�usion.
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Figure 4.6 � Section e�cace de di�usion du même système que celui de la �gure 4.5.

4.3.2 Champ de pression

A�n d'appréhender les phénomènes mis en jeu dans la formation des pseudo-BFIs, calculons le

champ de pression total lors de la di�usion d'une onde plane monochromatique par un cylindre isolé

pour di�érentes fréquences. Ce champ est représenté sur les �gures 4.7 à 4.9, où l'onde incidente va de

la gauche vers la droite. Le di�useur est placé au centre des �gures et le nombre de longueurs d'onde

(de l'onde incidente) sur chaque graphique étant le même, la taille du di�useur varie relativement à

la taille de la fenêtre. Ces représentations sont équivalentes à un système où la pulsation ω est �xe et

pour lequel on ferait varier le rayon a du cylindre a�n de modi�er la fréquence adimensionnée k0a. À

saturation (rouge et bleu foncés), l'amplitude de la pression est supérieure ou égale à l'amplitude de

la pression incidente. Pour une fréquence f donnée, on détermine la période τ =
1

f
de l'onde. Pour

accéder à l'évolution de la pression, il su�t de la connaître sur un quart de période, c'est pourquoi

nous avons choisi de la représenter à trois instants t distincts : t = 0,
1

8
τ et

1

4
τ .

Soient les fréquences k0a ∈ {0,1 ; 0,158 ; 0,46 ; 0,73 ; 0,778} correspondant, d'après la �gure 4.3, à

des BPs du MA. Pour chacune de ces fréquences, le champ de pression en présence d'un seul di�useur

est représenté sur les �gures 4.7.a et b, 4.8.a et d, et 4.9.a. L'onde incidente est très peu perturbée par

l'objet pour la première, la deuxième et la dernière fréquences. Par contre, l'amplitude de la pression

est faible derrière le di�useur lorsque k0a = 0, 46 et 0,73 (�gs. 4.8.a et d).

D'après la �gure 4.3, des pseudo-BFIs se forment lorsque la concentration est su�samment élevée

pour les fréquences k0a ∈ {0, 35 ; 0, 55 ; 0, 88 ; 0, 911}. À ces fréquences, l'amplitude de la pression

est faible derrière le di�useur (�gs. 4.7.c, 4.8.b, 4.9.b et c). Plus on s'éloigne du di�useur et plus la

pression augmente, jusqu'à correspondre à la pression incidente. Ainsi, à fortes concentrations, les BFIs

apparaîtront d'autant plus facilement que chaque di�useur aura tendance à être situé dans une zone

d'ombre d'un di�useur (pression faible), diminuant encore plus l'amplitude de la pression derrière lui.

Aux fréquences de résonance dipolaire k0a = 0, 438 et quadripolaire k0a = 0, 711 (�gs. 4.7.d et
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(a)

t = 0 t = τ/8 t = τ/4

(b)

t = 0 t = τ/8 t = τ/4

(c)

t = 0 t = τ/8 t = τ/4

(d)

t = 0 t = τ/8 t = τ/4

Figure 4.7 � Champ de pression à : a) k0a = 0, 1 (Bande Passante, |T | > 0, 05), b) k0a = 0, 158 (résonance mo-
nopolaire, BP), c) k0a = 0, 35 (pseudo-Bande Fréquentielle Interdite, |T | < 0, 05) et d) k0a = 0, 438 (résonance
dipolaire, indice négatif).
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(a)

t = 0 t = τ/8 t = τ/4

(b)

t = 0 t = τ/8 t = τ/4

(c)

t = 0 t = τ/8 t = τ/4

(d)

t = 0 t = τ/8 t = τ/4

Figure 4.8 � Champ de pression à : a) k0a = 0, 46 (indice négatif), b) k0a = 0, 55 (pseudo-BFI), c) k0a = 0, 711
(résonance quadripolaire, pseudo-BFI) et d) k0a = 0, 73 (BP).
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4.8 c), ou pour une fréquence proche k0a = 0, 46 (�g. 4.8.a), la pression derrière le di�useur est en

opposition de phase avec l'onde incidente. Ce phénomène pourrait rentrer en jeu dans le phénomène

de réfraction négative. Par ailleurs, l'amplitude de la pression juste derrière le di�useur aux fréquences

de résonance est supérieure à celle de l'onde incidente. En s'éloignant du di�useur, cette amplitude

décroît et devient inférieure à celle de l'onde incidente. Ainsi, aux fortes concentrations, le coe�cient

de transmission de l'écran sera d'autant plus élevé que les di�useurs auront tendance à se trouver en

aval d'un autre di�useur, zone de fortes pressions.

(a)

t = 0 t = τ/8 t = τ/4

(b)

t = 0 t = τ/8 t = τ/4

(c)

t = 0 t = τ/8 t = τ/4

Figure 4.9 � Champ de pression à : a) k0a = 0, 778 (antirésonance monopolaire, BP), b) k0a = 0, 88 (pseudo-
BFI) et c) k0a = 0, 911 (résonance hexapolaire, BP).

4.4 E�et de l'arrangement sur les réponses en ré�exion et transmis-

sion d'un écran de di�useurs

Nous avons vu précédemment que le module du coe�cient de transmission de l'écran de di�useurs

est faible au niveau de la bande fréquentielle où l'indice négatif peut potentiellement apparaître. Ceci
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provient des résonances des di�useurs dont les e�ets augmentent l'atténuation au sein du milieu e�ectif.

A�n de contrecarrer ce mécanisme naturel, nous avons décidé d'arranger périodiquement les di�useurs

arguant que la structuration du réseau peut compenser ces pertes. En e�et, dans un CP in�ni, le

nombre d'onde de Bloch est purement réel au sein d'une BP.

Nous comparons dans cette section les réponses en ré�exion et transmission d'un MA et d'un CP

à maille carré (de même épaisseur), puis celles de ce même CP avec un CP à maille triangulaire (les

deux épaisseurs sont légèrement di�érentes). Les comparaisons ont été réalisées à partir de résultats

sur les milieux périodiques obtenus avec le code éléments �nis ATILA par Charles Croënne et Anne-

Christine Hladky-Hennion de l'Institut d'Electronique de Microélectronique et de Nanotechnologies

(UMR CNRS 8520, Lille). Les résultats propres aux MAs ont été obtenus par un code FDTD, dont les

réponses ont été précédemment présentées sur la �gure 4.3.

Le lecteur pourra se référer à l'annexe E pour une introduction au comportement acoustique des

milieux périodiques.

4.4.1 Dé�nition de l'épaisseur de l'écran

L'épaisseur eCP d'un CP est dé�nie comme un multiple du paramètre de maille d (tirets horizontaux

sur la �gure 4.10.b). A�n de pouvoir comparer les réponses acoustiques d'un MA à celles d'un CP,

l'épaisseur e correspondant à la distance maximale entre les bords des di�useurs et le nombre N de

di�useurs dans la zone ainsi dé�nie sont communs aux deux milieux (traits pleins sur la �gure 4.10).

La concentration φ d'un écran de largeur L correspondant à cette dé�nition s'écrit alors :

φ =
Nπa2

eL
. (4.2)

Lors de l'étude de l'in�uence de la concentration sur les réponses d'un écran pour une maille donnée,

son épaisseur reste identique pour toutes les concentrations. Selon la maille considérée, l'épaisseur

du CP et le paramètre de maille correspondant sont présentés dans le tableau 4.5 en fonction de la

concentration.

eMST e

(a)

eCPe

(b)

Figure 4.10 � Di�érentes dé�nitions de l'épaisseur de l'écran : a) pour un MA et b) pour un CP à maille
carrée.

Épaisseur Paramètres de maille
Concentration φ 3, 74% 11, 22% 22, 44% 37, 4%

Maille carrée e = 14a d = 12a d = 6a d = 4a d = 3a

Maille triangulaire e = 13, 1a d = 12, 82a d = 6, 41a d = 4, 27a d = 3, 2a

Tableau 4.5 � Paramètres de maille en fonction de la maille et de la concentration.
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4.4.2 Comparaison entre un MA et un CP à maille carrée

La �gure 4.11 représente les modules des coe�cients de ré�exion et de transmission d'un MA et d'un

CP à maille carrée pour quatre concentrations (tab. 4.5). Aux très basses fréquences (k0a ∈ [0 ; 0, 01]),

leurs réponses sont parfaitement superposées quelle que soit la concentration ; le milieu e�ectif ne

dépend donc pas de l'arrangement des di�useurs.
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Figure 4.11 � Modules des coe�cients de ré�exion et de transmission : comparaison entre un CP à maille
carrée (tirets) et un MA (traits pleins) pour di�érentes concentrations de di�useurs : a) φ = 3, 74%, b) 11, 22%,
c) 22, 44% et d) 37, 4%.

À faible concentration (φ = 3, 74%) et en dehors de cette limite fréquentielle, les réponses du CP et

du MA sont totalement di�érentes. Notons qu'à partir de k0a = 0, 45, les modules des coe�cients de

ré�exion et de transmission du CP peuvent être supérieurs à un. Cela doit provenir d'ondes évanescentes

d'ordres supérieures car la mesure est e�ectuée proche des interfaces de l'écran.

Lorsque φ = 11, 22%, les réponses du MA et du CP sont très proches les unes des autres aux
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basses fréquences, k0a ∈ [0 ; 0, 35]. La pseudo-BFI du MA et la première BFI du CP se retrouvent

exactement sur la même bande fréquentielle. Aux concentrations plus importantes, φ = 22, 44%, les

réponses des deux milieux sont semblables sur la quasi-totalité du domaine d'étude. La BP au voisinage

de la résonance dipolaire n'apparaît pas sur le coe�cient de transmission du MA, bien que la baisse du

coe�cient de ré�exion correspondante soit identique pour les deux milieux. Aux très fortes concentra-

tions, φ = 37, 4%, les réponses des deux milieux sont semblables sur toute la plage d'étude. Observons

qu'une BP de très faible largeur est identi�ée sur les réponses du CP uniquement, au voisinage de la

résonance quadripolaire, lorsque φ = 37, 4%.

On remarque sur les �gures 4.11.c et d que les fréquences de résonances d'épaisseurs du MA sont

très proches de celles du CP, montrant que les vitesses de phase e�ectives sont similaires dans les deux

milieux.

Finalement, à la lumière de ces comparaisons, de manière surprenante on en déduit que plus la

concentration augmente, plus les réponses du MA sont proches de celles du CP et sur une bande

fréquentielle plus large.

4.4.3 Comparaison entre un CP à maille carrée et un CP à maille triangulaire

Dans cette section, nous comparons les modules des coe�cients de ré�exion et de transmission d'un

CP à maille carrée à ceux d'un CP à maille triangulaire pour les quatre concentrations considérées

(�g. 4.12). Même si les épaisseurs des deux écrans sont di�érentes, cela n'a�ecte en rien la mise en

évidence des BPs et BFIs qui sont indépendantes de l'épaisseur.

Comme dans la section précédente, plus la concentration augmente et plus la bande fréquentielle

sur laquelle les réponses des deux milieux sont superposées est large. Ainsi, lorsque la concentration

est su�samment importante, BPs et BFIs sont indépendantes du type de maille du CP. Ce résultat

con�rme ceux d'études antérieures [118�121], où il avait été observé que la fréquence centrale et la

largeur de certaines BFIs ne dépendaient pas du type de maille d'un CP composé de di�useurs résonants

à basses fréquences.

Notons que, quel que soit le type de maille, la BP au voisinage de la résonance dipolaire (�gs. 4.12.c

et d) correspond exactement à la bande de fréquentielle sur laquelle le modèle de KT (cf. section 1.3.1)

prévoit un indice négatif pour ces deux concentrations, φ = 22, 44% et 37,4%. Nous ne le montrons

pas ici, mais la vitesse de groupe de l'onde de Bloch est négative à l'intérieur de cette BP quel que

soit le type de maille. Ceci con�rmant que la structure proposée est un candidat potentiel aux e�ets

de type métamatériau. Des investigations supplémentaires mériteraient d'être menées a�n de mettre

en évidence les mécanismes de réfraction négative dans le champ acoustique.
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Figure 4.12 � Modules des coe�cients de ré�exion et de transmission entre un CP à maille carrée (traits pleins)
et un CP à maille triangulaire (tirets) pour di�érentes concentrations de di�useurs : a) φ = 3, 74%, b) 11, 22%,
c) 22, 44% et d) 37, 4%.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un MA composé de matériaux du commerce qui possède,

selon les modèles analytiques, une bande fréquentielle à indice négatif. Cependant, ce phénomène n'a

pas pu être observé avec les études de champ que nous avons e�ectuées sur les simulations numériques.

Ainsi, il serait utile de poursuivre ces investigations a�n de con�rmer ou d'in�rmer que les e�ets de

structures, dus à la périodicité de l'arrangement des di�useurs, sont indispensables à la formation d'une

bande fréquentielle à indice négatif.

Cette étude a mis en évidence la possibilité d'obtenir des pseudo-BFIs large bande avec un MA. Ces

pseudo-BFIs apparaissent même dans un écran de faible épaisseur, et avec une unique con�guration

de di�useurs. La présence d'une BP de faible largeur au voisinage de l'antirésonance monopolaire

(|T0| = 0) montre que les MAs peuvent également être utilisés en tant que �ltres fréquentiels.

Les phénomènes mis en ÷uvre dans les di�érents régimes observés (pseudo-BFIs et BPs) ont été

identi�és à l'aide du champ de pression lors de la di�usion d'une onde plane par un di�useur isolé.

Ainsi, dans une BP, l'onde incidente est peu perturbée par la présence du di�useur, alors que dans

une pseudo-BFI, l'amplitude du champ de pression est faible derrière le di�useur. De plus, nous avons

observé qu'aux fréquences où l'indice négatif est sensé se manifester, le champ de pression de l'onde

derrière le di�useur est en opposition de phase avec l'onde incidente.

Finalement, en comparant les réponses d'un MA et de CPs localement résonnants, nous avons

montré que plus la concentration est élevée, plus les réponses de l'écran de di�useurs sont indépendantes

de leur arrangement (aléatoire ou périodique) sur une bande fréquentielle d'autant plus large. La bande

fréquentielle à l'intérieur de laquelle les modèles analytiques prévoient un indice négatif correspond à

une BP pour les deux CPs, à l'intérieur de laquelle la vitesse de groupe de l'onde de Bloch est négative

(bande passante à indice négatif). La meilleure concordance entre les prédictions théoriques et les

résultats numériques de cette bande fréquentielle étant paradoxalement obtenue avec le modèle de Li

et Chan, qui est pourtant le plus simple des deux modèles pris en compte dans ce chapitre.
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Dans ce manuscrit, nous nous sommes d'abord intéressés à l'homogénéisation de milieux aléatoires

à deux dimensions constitués de di�useurs cylindriques distribués aléatoirement dans une matrice

�uide non dissipative. Les techniques d'homogénéisation pouvant constituer des outils de prédiction du

comportement acoustique de type métamatériau, nous avons ensuite étudié la propagation des ondes

dans ces milieux, puis considéré des di�useurs résonants à basses fréquences susceptibles d'engendrer

à l'échelle macroscopique un indice négatif.

Les modèles de di�usion multiple classiques ne permettent généralement d'obtenir qu'une informa-

tion partielle sur le milieu e�ectif, à savoir le seul le nombre d'onde e�ectif keff . Cependant, depuis

quelques années des techniques d'homogénéisation dynamique complètes ont été développées, condui-

sant à l'impédance acoustique e�ective Zeff ou encore aux paramètres mécaniques e�ectifs : la masse

volumique e�ective ρeff et le module de compressibilité e�ectif κeff . Dans ce contexte, nous avons donc

cherché à valider certaines de ces techniques d'homogénéisation (Li et Chan [30], Aristégui et Angel [58],

Luppé et Conoir [61]) via l'analyse des réponses en ré�exion et transmission d'un écran de di�useurs

répartis aléatoirement. Ces modèles analytiques ont ainsi été confrontés à des simulations numériques

par FDTD (Finite-Di�erence Time-Domain). Pour de faibles concentrations de di�useurs et lorsque

le contraste des vitesses de phase entre les constituants est faible, il y a un très bon accord entre les

trois modèles et les simulations numériques sur une large bande fréquentielle. Plus la concentration

augmente ou plus le contraste entre les vitesses de phase augmente, plus cette bande fréquentielle

diminue. Paradoxalement, lorsque les di�useurs résonnent fortement à basses fréquences, le modèle de

Li et Chan, bien qu'étant le plus simple des trois car basé sur l'hypothèse de di�usion simple, est en

meilleur accord avec les simulations numériques que les autres modèles : il traduit en particulier la

diminution de la fréquence de résonance dipolaire lorsque la concentration de di�useurs augmente.

La mise en compétition des modèles d'homogénéisation nous a conduits à analyser plus précisément

leur comportement à la limite quasi-statique. À ce titre, l'e�et de la prise en compte des interactions

entre di�useurs sur les expressions des propriétés mécaniques e�ectives ρeff et κeff a été examiné. Les

propriétés mécaniques e�ectives quasi-statiques, établies sous l'hypothèse de di�usion multiple dans

le cadre de l'approximation quasi-cristalline [53] ont été trouvées identiques à celles de Kuster et

Toksöz [36], déterminées sous l'hypothèse de di�usion simple. Il semblerait donc que les interactions

entre di�useurs sont négligées, à la limite quasi-statique, par l'approximation quasi-cristalline (QCA).

A�n de véri�er cette hypothèse, nous avons proposé une technique d'homogénéisation dé�nissant les

propriétés mécaniques e�ectives à partir des moyennes des champs acoustiques présents dans un volume

considéré comme représentatif et qui permet de prendre en compte explicitement les interactions entre
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di�useurs. Sous l'hypothèse de di�usion simple (un seul di�useur dans le volume représentatif), nous

avons obtenu (logiquement) des expressions des paramètres mécaniques e�ectifs identiques à celles

de Kuster et Toksöz. En prenant en compte les multiples interactions entre deux di�useurs, la masse

volumique e�ective change alors à chaque interaction aller-retour supplémentaire, tandis que le module

de compressibilité e�ectif n'est pas a�ecté. Finalement, l'expression de la masse volumique e�ective est

développée en prenant en compte l'intégralité des interactions.

A�n de proposer des structures aléatoires exhibant des comportements macroscopiques atypiques,

nous avons recherché des critères pertinents, représentatif des e�ets ciblés. Ainsi, nous nous sommes

intéressés à la propagation des ondes dans les métamatériaux acoustiques homogènes. Nous avons en

particulier repris la démarche de Veselago [7] dans le cadre des ondes acoustiques, c'est-à-dire étudier

le comportement acoustique d'un milieu dont les propriétés mécaniques sont à valeurs réelles négatives.

Il apparaît que, comme dans le cas des ondes électromagnétiques, les vecteurs d'onde et de Poynting

sont de sens opposés dans ce type de milieu (P · k′ < 0). Cela nous a permis de généraliser ce concept

à des valeurs complexes de la masse volumique et du module de compressibilité, a�n de prendre en

compte le caratère dissipatif des milieux, et d'établir un critère de caractérisation du comportement

métamatériau (éq. (3.49)). Par la connaissance seule des propriétés mécaniques d'un milieu, il est alors

possible de connaître le comportement acoustique (matériau classique ou métamatériau) du milieu

associé. Ensuite, nous avons montré que l'ampli�cation des ondes évanescentes dans une lentille plane

constituée d'un métamatériau est due à une croissance de l'amplitude de l'onde évanescente au sein de

ce métamatériau et non à des résonances d'ondes d'interface, comme avancé par Pendry [8].

Finalement, nous avons cherché à obtenir des comportements de type métamatériau à partir d'un

milieu aléatoire composé de matériaux du commerce. D'après les valeurs des propriétés e�ectives pré-

dites (chapitre 1) et les critères établis (chapitre 3), le fort contraste des propriétés mécaniques entre

les phases du milieu aléatoire sélectionné (chute drastique de la célérité de phase) est susceptible de

conférer à la structure proposée des comportements de type métamatériau. En particulier, ce milieu

est sensé présenter des bandes fréquentielles à indice négatif. Di�érents régimes de fonctionnement ont

été identi�és et reliés aux propriétés de di�usion d'un di�useur isolé. En comparant les réponses de

cet écran avec celles d'un cristal phononique (répartition périodique des di�useurs), nous avons mon-

tré que plus la concentration est élevée, plus les réponses de l'écran de di�useurs sont indépendantes

de leur arrangement (aléatoire ou périodique) sur une bande fréquentielle d'autant plus large. Ces

cristaux phononiques possèdent des bandes passantes à indice négatif dont les bandes fréquentielles

correspondent à celles prédites par le modèle de Li et Chan.

Il restait alors à mettre en évidence la manifestation des comportements recherchés dans les réponses

acoustiques d'un écran constitué du milieu aléatoire choisi. La réfraction négative n'a pu être observée.

Il faudrait maintenant con�rmer (ou in�rmer) que les e�ets de structure dus à la périodicité d'un milieu

sont nécessaires à l'apparition de ce phénomène. Cela pourrait peut être se faire à travers l'étude d'un

milieu aléatoire dont le contraste entre la matrice et les di�useurs est encore plus important a�n de

décaler le phénomène voulu à des fréquences plus basses et pour des concentrations moins importantes

a�n de se rapprocher des conditions où les modèles analytiques sont en bon accord avec les simulations

numériques.
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En�n, l'étude menée dans le chapitre 2 mériterait d'être étendue aux matrices solides. Trois cas

seront alors à considérer selon que l'onde incidente est longitudinale (P), transversale dans le plan (SV)

ou transversale hors plan (SH). À la limite quasi-statique, nous avons véri�é que la masse volumique

e�ective respecte la loi des mélanges ρeff = (1 − φ)ρ0 + φρ1, il reste à considérer les composantes

du tenseur des rigidités et les interactions entre di�useurs. Le cas des ondes SH dans un solide étant

équivalent au cas des ondes P dans un �uide, on devrait obtenir des résultats similaires à ceux obtenus

dans ce chapitre. Cela devrait se traduire par le remplacement de la masse volumique des �uides par

l'inverse du module de cisaillement des solides et de l'inverse du module de compressibilité des �uides

par la masse volumique des solides dans les expressions des paramètres mécaniques e�ectifs.
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Annexe A

Di�usion d'une onde plane par un

obstacle cylindrique

Dans cette annexe nous présentons la méthode utilisée pour calculer le champ de déplacement u (r)

et le champ de contrainte σ (r) lors de la di�usion d'une onde plane par un obstacle cylindrique en

tout point M , de coordonnées (r, θ), d'un plan quelconque normal à l'axe du cylindre. Pour cela nous

résolvons l'équation de Helmholtz en coordonnées cylindriques, puis nous dé�nissons les champs de

déplacement et de contrainte selon que l'onde se propage dans un milieu �uide ou un milieu solide.

Finalement, nous déterminons le système à résoudre dans le cas d'un cylindre plein suivant que la

matrice et le di�useur soit �uide ou solide. Dans chacun des cas, la limite quasi-statique des coe�cients

d'amplitude modale de l'onde di�usée est donnée.

A.1 Résolution de l'équation de Helmholtz en coordonnées cylin-

driques (er, eθ, ez)

Soit l'équation d'onde appliquée au déplacement u (r, t) d'une particule au temps t, dont la position

est donnée par le vecteur r : (
∆− 1

c2
0

∂2

∂t2

)
u (r, t) = 0, (A.1)

où c0 est la vitesse de phase de l'onde considérée.

Considérons une onde plane harmonique et monochromatique, en appliquant la méthode de sépa-

ration des variables, le vecteur déplacement s'écrit :

u (r, t) = R(r)Θ(θ)Z(z) e− iωt . (A.2)

La substitution de (A.2) dans (A.1) conduit à l'équation de Helmholtz :

(
∆ + k2

0

)
u (r, t) = 0, (A.3)

où :

k0 =
ω

c0
. (A.4)
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L'opérateur Laplacien s'écrit en coordonnées cylindriques :

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
+

∂2

∂z2
, (A.5)

En supposant que les solutions de (A.3) s'exprime sous la forme (A.2), on obtient :

R′′(r)
R(r)

+
1

r

R′(r)
R(r)

+
1

r2

Θ′′(θ)
Θ(θ)

+
Z ′′(z)
Z(z)

= −k2
0, (A.6)

où :

F ′(x) =
∂F (x)

∂x
. (A.7)

Les fonctions R(r), Θ(θ) et Z(z) étant supposées indépendantes, on peut écrire :

Z ′′(z)
Z(z)

= −k2
0 −

[
R′′(r)
R(r)

+
1

r

R′(r)
R(r)

+
1

r2

Θ′′(θ)
Θ(θ)

]
= −k2

z , (A.8)

qui permet de déterminer la fonction :

Z(z) = Az ei kzz +Bz e− i kzz . (A.9)

Posons :

k2
0 − k2

z = k2
w, (A.10)

l'équation (A.6) prend alors la forme suivante :

Θ′′(θ)
Θ(θ)

= −k2
wr

2 −
(
r2R

′′(r)
R(r)

+ r
R′(r)
R(r)

)
= −ν2, (A.11)

qui conduit à la fonction :

Θ(θ) = Aθ ei νθ +Bθ e− i νθ . (A.12)

L'équation (A.6) se réduit alors à la forme :

1

R(r)

∂2R(r)

∂r2
+

1

rR(r)

∂R(r)

∂r
+ k2

w −
ν2

r2
= 0. (A.13)

En posant kwr = s, soit ∂s = kw∂r, l'équation (A.13) devient :

∂2R(r)

∂s2
+

1

s

∂R(r)

∂s
+

(
1− ν2

s2

)
R(r) = 0, (A.14)

qui est une équation di�érentielle de Bessel, dont la solution peut s'exprimer sous les deux formes

suivantes :
R(r) = ArJν(kwr) +BrYν(kwr),

R(r) = CrH
(1)
ν (kwr) +DrH

(2)
ν (kwr).

(A.15)

Les fonctions Jν(x), Yν(x), H(1)
ν (x) et H(2)

ν (x) sont respectivement les fonctions (cylindriques) de

Bessel, de Neumann et de Hankel de première et deuxième espèce d'ordre ν.



A.2 Déplacements et contraintes en coordonnées cylindriques 129

Finalement, le champ harmonique solution de (A.1) s'écrit :

u (r, t) = [ArJν(kwr) +BrYν(kwr)]
(
Aθ ei νθ +Bθ e− i νθ

)(
Az ei kzz +Bz e− i kzz

)
e− iωt . (A.16)

A.2 Déplacements et contraintes en coordonnées cylindriques

A.2.1 Formules générales

Dans cette section, nous utilisons le formalisme des potentiels de déplacement, adapté à la pro-

pagation d'ondes dans un milieu solide [70]. Pour ce faire, on décompose le déplacement u = urer +

uθeθ + uzez en fonction du potentiel de l'onde longitudinale Φ et de celui de l'onde transverse Ψ :

u(r) = ∇Φ(r) +∇×Ψ(r), (A.17)

soit :

u(r) =




∂Φ(r)

∂r
+

1

r

∂Ψz(r)

∂θ
− ∂Ψθ(r)

∂z
1

r

∂Φ(r)

∂θ
+
∂Ψr(r)

∂z
− ∂Ψz(r)

∂r
∂Φ(r)

∂z
+

1

r

(
r∂Ψθ(r)

∂r
− ∂Ψr(r)

∂θ

)



, (A.18)

les potentiels respectant l'équation de Helmholtz :

(
∆ + k2

L

)
Φ(r) = 0, (A.19)

(
∆ + k2

T

)
Ψ(r) = 0, (A.20)

où kL et kT sont respectivement les nombres d'ondes des ondes longitudinale et transverse.

Dans le cas d'un milieu isotrope, le tenseur des contraintes est relié au tenseur des déformations

par la relation :

σ(r) = λ tr[ ε(r) ]I + 2µ ε(r), (A.21)

où I est le tenseur identité d'ordre 2, et ε(r) =
1

2

[
∇ u(r) + (∇ u(r))T

]
, où T représente l'opérateur

transposé, avec en coordonnées cylindriques :

∇ u(r) =




∂ur(r)

∂r

1

r

(
∂ur(r)

∂θ
− uθ(r)

)
∂ur(r)

∂z
∂uθ(r)

∂r

1

r

(
∂uθ(r)

∂θ
+ ur(r)

)
∂uθ(r)

∂z
∂uz(r)

∂r

1

r

∂uz(r)

∂θ

∂uz(r)

∂z



. (A.22)

Le tenseur des déformations s'écrit donc :

ε(r) =




∂ur(r)

∂r

1

2

(
1

r

∂ur(r)

∂θ
+
∂uθ(r)

∂r
− uθ(r)

r

)
1

2

(
∂ur(r)

∂z
+
∂uz(r)

∂r

)

1

r

(
∂uθ(r)

∂θ
+ ur(r)

)
1

2

(
∂uθ(r)

∂z
+

1

r

∂uz(r)

∂θ

)

sym
∂uz(r)

∂z



. (A.23)
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On considère une onde plane longitudinale incidente de direction de propagation ex. Ce système

étant indépendant de z, nous avons
∂

∂z
= 0, uz(r) = 0, et Ψr(r) = Ψθ(r) = 0. Finalement, on obtient :

Ψ(r) =




0

0

Ψ(r)


 , (A.24)

u(r) =




∂Φ(r)

∂r
+

1

r

∂Ψ(r)

∂θ
1

r

∂Φ(r)

∂θ
− ∂Ψ(r)

∂r
0


 , (A.25)

σrr(r) = λ∇ · u(r) + 2µ
∂ur(r)

∂r
,

σθθ(r) = λ∇ · u(r) +
2µ

r

(
∂uθ(r)

∂θ
+ ur(r)

)
,

σrθ(r) = µ

(
1

r

∂ur(r)

∂θ
− uθ(r)

r
+
∂uθ(r)

∂r

)
.

(A.26)

La substitution de (A.25) dans (A.26), conduit à :

σrr(r) = (λ+ 2µ) ∆Φ(r) + 2µ

[
∂

∂r

(
1

r

∂Ψ(r)

∂θ

)
− 1

r

(
∂Φ(r)

∂r
+

1

r

∂2Φ(r)

∂θ2

)]
,

σθθ(r) = (λ+ 2µ) ∆Φ(r)− 2µ

[
∂

∂r

(
1

r

∂Ψ(r)

∂θ

)
+
∂2Φ(r)

∂r2

]
,

σrθ(r) = µ

[
∂

∂r

(
2

r

∂Φ(r)

∂θ

)
+

1

r2

∂2Ψ(r)

∂θ2
− r ∂

∂r

(
1

r

∂Ψ(r)

∂r

)]
.

(A.27)

A.2.2 Cas d'un milieu �uide

Le �uide étant supposé parfait (µ = 0), il n'y a pas d'onde transverse se propageant dans le milieu

et la contrainte de cisaillement est nulle. Le potentiel de déplacement d'une onde longitudinale s'écrit :

Φ(r) =

∞∑

n=−∞
[Anfn(kLr) +Bngn(kLr)] einθ, (A.28)

où fn(x) et gn(x) représentent soit le couple Jn(x) et Yn(x), soit le couple H(1)
n (x) et H(2)

n (x). Dans le

cas où A−n = (−1)nAn et B−n = (−1)nBn, l'équation (A.28) est équivalente à :

Φ(r) =

∞∑

n=0

εn [Anfn(kLr) +Bngn(kLr)] cos(nθ). (A.29)

Soit la formule de dérivation :

∂fn (kr)

∂r
= kfn−1 (kr)− n

r
fn (kr) = −kfn+1 (kr) +

n

r
fn (kr) , (A.30)

satisfaite par les fonctions Jn, Yn, H
(1)
n ou H(2)

n . Les harmoniques cylindriques einθ (ou cos(nθ)) étant
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orthogonaux entre eux, le déplacement radial ur(r) et la contrainte longitudinale σrr(r) s'écrivent sous

la forme :
ur(r) =

∑

n

ur,n(r) einθ,

σrr(r) =
∑

n

σrr,n(r) einθ,
(A.31)

où la notation compacte
∑

n

=
∞∑

n=−∞
, valable pour la suite de l'annexe, a été introduite. On montre

que :

(
rur,n(r)

r2σrr,n(r)

)
=

(
nfn(kLr)− kLrfn+1 (kLr) ngn(kLr)− kLrgn+1 (kLr)

−λ(kLr)
2fn(kLr) −λ(kLr)

2gn(kLr)

)(
An

Bn

)
. (A.32)

A.2.3 Cas d'un milieu solide

Quand le milieu est solide, en plus des ondes longitudinales, des ondes transversales se propagent.

Elles ont pour potentiel de déplacement :

Ψ(r) = − i
∞∑

n=−∞
[Cnfn(kT r) +Dngn(kT r)] einθ, (A.33)

où fn(x) et gn(x) représentent soit le couple Jn(x) et Yn(x), soit le couple H(1)
n (x) et H(2)

n (x). Lorsque

C−n = (−1)n+1Cn et D−n = (−1)n+1Dn, cette équation est équivalente à :

Ψ(r) =
∞∑

n=0

εn [Cnfn(kT r) +Dngn(kT r)] sin(nθ). (A.34)

D'après les équations (A.25) et (A.27), les déplacements et les contraintes s'écrivent sous la forme :

ur(r) =
∑

n

ur,n(r) einθ,

uθ(r) =
∑

n

uθ,n(r) einθ,

σrr(r) =
∑

n

σrr,n(r) einθ,

σrθ(r) =
∑

n

σrθ,n(r) einθ,

(A.35)

avec : 


rur,n

ruθ,n
r2σrr,n
µ

r2σrθ,n
µ




=




P11 P12 P13 P14

P21 P22 P23 P24

P31 P32 P33 P34

P41 P42 P43 P44







An

Bn

Cn

Dn



, (A.36)
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où :

P11 = nfn(kLr)− kLρfn+1(kLr), P13 = nfn(kT r),

P21 = −nfn(kLr), P23 = kT rfn+1(kT r)− nfn(kT r),

P31 =
[
2n(n− 1)− (kT r)

2
]
fn(kLr) + 2kLrfn+1(kLr), P33 = 2n(n− 1)fn(kT r)− 2nkT rfn+1(kT r),

P41 = 2n(1− n)fn(kLr) + 2nkLrfn+1(kLr), P43 =
[
2n(1− n) + (kT r)

2
]
fn(kT r)− 2kT rfn+1(kT r),

où les huit coe�cients manquants Pi2 et Pi4 sont obtenus à l'aide des relations Pi2 = Pi1 et Pi4 = Pi3

en remplaçant fn(x) par gn(x).

A.2.4 Conditions aux limites et équations de continuité

A�n de pouvoir caractériser entièrement le système étudié, établissons les équations de continuité

qui relient les champs acoustiques entre eux. Celles-ci s'expriment à l'interface entre deux milieux et

di�èrent selon la nature �uide ou solide des milieux. Nous étudions les trois cas possibles en fonction

de la nature des phases en présence.

a) Conditions aux limites

Le potentiel de déplacement longitudinal de l'onde di�usée Φdiff (r) par un objet (centré sur le

repère) peut s'écrire sous la forme :

Φdiff (r) =
∑

n

[
AnH

(1)
n (kr) +BnH

(2)
n (kr)

]
einθ. (A.37)

Cette onde di�usée doit respecter la condition de radiation de Sommerfeld en deux dimensions (avec

la convention T (t) = e− iωt) :

lim
r→∞

√
r

(
∂

∂r
− i k

)
u(r) = 0. (A.38)

Cette condition est respectée lorsque Bn = 0, ∀n.
Le potentiel de déplacement longitudinal de l'onde siégeant à l'intérieur du di�useur Φint (r), il

s'exprime sous la forme :

Φint (r) =
∑

n

[CnJn (kr) +DnYn (kr)] einθ. (A.39)

Le champ acoustique doit être à valeur �nie dans tout le domaine. La fonction de Neumann étant

in�nie lorsque son argument est nul, on montre que Dn = 0, ∀n. Le même raisonnement s'applique

aux ondes transverses.

b) Interface entre deux milieux �uides

Dans un milieu �uide non visqueux, les contraintes de cisaillement sont nulles et aucune condition

de continuité sur le déplacement tangentiel n'est imposée car un �uide est susceptible de � glisser � sur



A.3 Coe�cients d'amplitude modale d'une inclusion de type cylindre plein 133

un autre milieu. Nous avons alors les conditions suivantes :

u(0)
r (L) = u(1)

r (L) ,

σ(0)
rr (L) = σ(1)

rr (L) ,
(A.40)

où L est l'ensemble des vecteurs positions dé�nissant l'interface et les exposants 0 et 1 se réfèrent aux

deux milieux en présence.

c) Interface entre un milieu �uide et un milieu solide

Soit un milieu �uide 0 et un milieu solide 1, du fait des propriétés des �uides citées précédemment,

nous avons :
u(0)
r (L) = u(1)

r (L) ,

σ(0)
rr (L) = σ(1)

rr (L) ,

0 = σ
(1)
rθ (L) .

(A.41)

A.3 Coe�cients d'amplitude modale d'une inclusion de type cylindre

plein

Oey
ex

(1)

(0)

a

Figure A.1 � Di�usion d'une onde plane par un cylindre.

Dans cette section, nous allons étudier la di�usion d'une onde plane par un cylindre de rayon a

comme présentée dans la �gure A.1. Les propriétés mécaniques et acoustiques se référant à la matrice et

au di�useur seront notées respectivement avec les indices 0 et 1. Commençons par dé�nir les di�érents

potentiels de déplacement des ondes en présence. Le potentiel de déplacement de l'onde incidente

longitudinale est dé�ni par :

Φinc (r) = eikL0·r =
∑

n

AnJn (kL0r) einθ, (A.42)

celui de l'onde longitudinale di�usée par :

Φdiff (r) =
∑

n

AnTnH
(1)
n (kL0r) einθ. (A.43)
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À l'intérieur du di�useur, le potentiel de l'onde longitudinale s'écrit :

Φint (r) =
∑

n

AnDnJn (kL1r) einθ, (A.44)

et celui de l'onde transversale :

ψint (r) =
∑

n

AnEnJn (kT1r) einθ. (A.45)

A.3.1 Matrice �uide, di�useur �uide

Les équations (A.32) et (A.40) conduisent au système suivant :




nH
(1)
n (ω̃)− ω̃H(1)

n+1(ω̃) bJn+1(b)− nJn(b)

−ω̃2H
(1)
n (ω̃)

λ1

λ0
b2Jn(b)



(

Tn

Dn

)
=

(
ω̃Jn+1(ω̃)− nJn(ω̃)

ω̃2Jn(ω̃)

)
, (A.46)

où ω̃ = k0La est la fréquence adimensionnelle et b = k1La. Pour déterminer les coe�cients d'amplitude

modale de chacune des ondes, il su�t de résoudre ce système d'équations en utilisant par exemple

la méthode de Cramer, on remarquera que T−n = Tn et D−n = Dn. À la limite quasi-statique, les

coe�cients solutions de (A.46) se réduisent à :

lim
ω̃→0

T0 =
− iπ

4

κ1 − κ0

κ1
ω̃2 +

(
ω̃2
)
,

lim
ω̃→0

T±1 =
− iπ

4

ρ0 − ρ1

ρ0 + ρ1
ω̃2 +

(
ω̃2
)
,

lim
ω̃→0

Tn = o
(
ω̃2
)
, |n| > 1

lim
ω̃→0

D0 =
ρ0

ρ1
+ o (1) ,

lim
ω̃→0

D±1 =
2ρ0

ρ0 + ρ1

√
κ1ρ0

ρ1κ0
+ o (1) ,

lim
ω̃→0

Dn = O (1) .

(A.47)

A.3.2 Matrice �uide, cylindre solide

Des équations (A.32), (A.36) et (A.41), nous déduisons le système suivant :




P11 P12 P13

P21
µ1

λ0
P22

µ1

λ0
P23

0 P32 P33







Tn

Dn

En


 =




I1

I2

0


 , (A.48)
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où :

P11 = nH
(1)
n (ω̃)− ω̃H(1)

n+1(ω̃), P12 = bJn+1(b)− nJn(b),

P13 = −nJn(c), P21 = −ω̃2H
(1)
n (ω̃),

P22 =
[
2n(1− n) + c2

]
Jn(b)− 2bJn+1(b), P23 = 2n [(1− n)Jn(c) + cJn+1(c)] ,

P32 = 2n [(1− n)Jn(b) + bJn+1(b)] , P33 =
[
2n(1− n) + c2

]
Jn(c)− 2cJn+1(c),

I1 = ω̃Jn+1(ω̃)− nJn(ω̃), I2 = ω̃2Jn(ω̃),

avec ω̃ = kL0a, b = kL1a et c = kT1a. Remarquons que T−n = Tn, D−n = Dn et E−n = −En. À la

limite quasi-statique, les coe�cients solutions de (A.48) s'écrivent :

lim
ω̃→0

T0 =
− iπ

4

κ1 − κ0

κ1
ω̃2 + o

(
ω̃2
)
,

lim
ω̃→0

T±1 =
− iπ

4

ρ0 − ρ1

ρ0 + ρ1
ω̃2 + o

(
ω̃2
)
,

lim
ω̃→0

Tn =o
(
ω̃2
)
, |n| > 1,

lim
ω̃→0

D0 =
ρ0

ρ1

κ1 + µ1

κ1
+ o (1) ,

lim
ω̃→0

D±1 =
2ρ0

ρ0 + ρ1

κ1 + µ1

κ1

√
ρ0 (κ1 + µ1)

λ0ρ1
+ o (1) ,

lim
ω̃→0

Dn =O (1) ,

lim
ω̃→0

E0 =0,

lim
ω̃→0

E±1 =∓ 2ρ0

ρ0 + ρ1

µ1

κ1

√
ρ0µ1

κ0ρ1
+ o (1) ,

lim
ω̃→0

En =O (1) .

(A.49)

Remarquons qu'en posant µ1 = 0, les limites quasi-statiques (A.49) sont alors identiques à celles

obtenues pour un système composé d'une matrice �uide et d'un di�useur �uide (éq. (A.47)).





Annexe B

Formalisme de la matrice T appliqué au

champ de pression

Dans cette annexe, nous présentons le formalisme de la matrice T [51, 69], où l'onde incidente est

dé�nie par son champ de pression et non par son potentiel de déplacement. Nous allons présenter la

résolution de ce problème, puis le relier au formalisme des potentiels de déplacement. Soit la di�usion

d'une onde plane par un cylindre �uide immergé (milieu 1) dans une matrice �uide (milieu 0) (�g. A.1).

Considérons une onde incidente plane monochromatique d'amplitude P0 se propageant suivant l'axe

ex et dont l'origine des phases se situe en x = 0. La surpression acoustique pinc (r) générée par cette

onde s'écrit :

pinc (r) = eik0·r =
∑

n

anψ̃n (k0 · r), (B.1)

où le point d'observation est dé�ni par son vecteur position r, k0 est le vecteur nombre d'onde dans la

matrice, an désigne le coe�cient d'amplitude du mode n de la surpression acoustique (n ∈ Z) et :

ψ̃n (k0 · r) = Jn (k0r) einθ . (B.2)

Notons que pour une onde plane d'amplitude de pression P0, nous avons :

an = P0 in . (B.3)

L'équation (B.1) peut également s'écrire sous la forme d'un produit scalaire de deux vecteurs colonnes

in�nis :

pinc (r) = a · Ψ̃ (k0 · r) , (B.4)

où les éléments de a et de Ψ̃ sont respectivement toutes les amplitudes an et les fonctions ψ̃n (k0 · r).

Le produit scalaire a ·Ψ̃ de la relation (B.4) peut être remplacé par la multiplication d'un vecteur ligne

par un vecteur colonne : aT Ψ̃. Dans la pratique, la série de l'équation (B.1) est tronquée à l'ordre N

(n ∈ [−N,N ]), de sorte que les vecteurs a et Ψ̃ (k0 · r) ont (2N + 1) éléments.

De même, la surpression acoustique di�usée pdiff (r) par un cylindre in�niment long, de rayon a, et
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celle à l'intérieur du di�useur pint (r) s'écrivent sous forme vectorielle :

pdiff (r) = c ·Ψ (k0 · r) , (B.5)

pint (r) = d · Ψ̃ (k1 · r) , (B.6)

où c et d sont respectivement composés des amplitudes modales de l'onde di�usée et de l'onde à

l'intérieur du cylindre, et les éléments de Ψ (k0 · r) sont dé�nis par :

ψn (k0.r) = H(1)
n (k0r) einθ . (B.7)

Les composantes des vecteurs c et d (notées respectivement cn et dn) étant proportionnelles à

l'onde incidente, dans le cas général, l'amplitude d'un mode n des ondes di�usée et � intérieure � est

susceptible de dépendre de tous les modes de l'onde incidente. Ainsi, nous avons :

c = Ta, (B.8)

d = Ua, (B.9)

où T et U sont deux matrices de taille (2N + 1, 2N + 1). Les modes d'un cylindre étant orthogonaux

entre eux, ces matrices sont diagonales. Par ailleurs, la continuité de la pression sur le contour du

di�useur induit la relation suivante :

Unn =
Jn (k0r) + TnnH

(1)
n (k0r)

Jn (k1r)
. (B.10)

On détermine la vitesse particulaire vr(r) grâce à l'équation d'Euler :

ρ
∂v(r)

∂t
= −∇p(r). (B.11)

La continuité de la vitesse particulaire permet d'obtenir :

1

ρ0

∂

∂r

[
ψ̃n (k0 · r) + Tnnψn (k0 · r)

]∣∣∣
‖r‖=a

=
1

ρ1

∂

∂r

[
Unnψ̃n (k1 · r)

]∣∣∣∣
‖r‖=a

. (B.12)

En notant :

f ′(k · r) =
∂f(k · r)

∂r
, (B.13)

on obtient �nalement :

Tnn =

ρ1

ρ0
Jn(k1a)J ′n(k0a)− Jn(k0a)J ′n(k1a)

H
(1)
n (k0a)J ′n(k1a)− ρ1

ρ0
H
′(1)
n (k0a)Jn(k1a)

. (B.14)

Cette expression est identique à celle obtenu par la méthode des potentiels de déplacement en résolvant
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le système (A.46). On peut remarquer que certains auteurs [51] utilisent la notation :

kf ′(k · r) =
∂f(k · r)

∂r
, (B.15)

ce qui fait apparaître le rapport d'impédances des deux milieux.

Sachant que :

p(r) = −λ∆φ(r) = λk2φ(r), (B.16)

on montre :
an =λ0k

2
0An,

cn = Tnnan =λ0k
2
0TnAn,

dn = Unnan =λ1k
2
1DnAn,

(B.17)

où les coe�cients Tn et Dn sont dé�nis dans la section A.3.1. Les termes Tnn et Unn sont reliés aux

coe�cients d'amplitude modale déterminés dans l'annexe A par les relations :

Tnn =Tn, (B.18)

Unn =
λ1k

2
1

λ0k2
0

Dn =
ρ1

ρ0
Dn. (B.19)





Annexe C

Di�usion par deux cylindres

Nous avons remarqué avec notre technique d'homogénéisation que le milieu e�ectif à la limite

quasi-statique dépend uniquement du champ incident et du champ à l'intérieur des cylindres. Plus

précisément, le coe�cient de compressibilité κeff et la masse volumique ρeff ne dépendent respectivement

que du mode monopolaire et du mode dipolaire d'un cylindre. La question que nous nous sommes donc

posée est de savoir si les propriétés mécaniques du milieu e�ectif sont toujours données par les formules

de Kuster et Toksöz [36] si les interactions entre di�useurs sont prises en compte.

Dans une première approche nous avons décidé de véri�er si la limite quasi-statique du champ di�usé

par deux di�useurs change par la prise en compte ou non des interactions entre ces deux di�useurs.

Nous allons donc présenter la résolution complète d'un système composé de deux di�useurs dans une

con�guration quelconque, puis développer le résultat en prenant en compte au fur et à mesure chaque

interaction entre les di�useurs (décomposition en série de Debye). Le résultat �nal est alors obtenu

lorsque le nombre d'interactions entre les di�useurs tend vers l'in�ni. Nous véri�erons que les deux

résultats sont identiques.

C.1 Présentation du problème

Dans cette annexe nous cherchons à déterminer le champ total dans un système à deux dimension

composé d'une matrice �uide et de N di�useurs cylindriques �uides en interactions. Pour cela, nous

allons exprimer le champ excitant chaque di�useur en fonction du champ di�usé par tous les autres

di�useurs. Cette formulation prend en compte toutes interactions entre les di�useurs. Ensuite, nous

développerons ces expressions dans le cas où seuls deux di�useurs sont présents dans ce système. Nous

considérerons que ces di�useurs sont identiques. Cela nous permettra d'exprimer le champ excitant

chaque di�useur à la limite quasi-statique.

Le système étudié dans ce chapitre est composé d'un repère globale (O0 ; er, eθ) et de repères locaux

attachés aux centres des N di�useurs en présence. Le repère local associé au di�useur i, de centre Oi,

est noté (Oi ; er, eθ). Le vecteur position d'un point M dans le repère global sera noté r = rer (θ), et

dans le repère local associé au di�useur i il sera noté ri = rier (θi). La position du centre du di�useur

i dans le repère local associé au di�useur j est noté bij = rijer (θij), avec θji = θij + π. b0i désigne

alors la position du centre du repère global dans le repère local associé au point Oi, et bi0 désigne la
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position du centre du di�useur i dans le repère global. Ces notations sont présentées sur la �gure C.1.

On appellera f (r) et f (ri) deux expressions d'un même champ évaluées en un même point géomé-

trique. Dans la première et la seconde fonctions, les coordonnées du point d'observation sont exprimées

respectivement dans le repère global et dans le repère local associé au di�useur i.

C.2 Résolution harmonique du système à deux di�useurs

ex

ey

Oi

Oj

(j)

O0

M

(i)

(0)

θj

θi,j

ri θi

r
θ

rj ri,j

Figure C.1 � Di�usion d'une onde plane par deux cylindres.

Une onde plane monochromatique d'amplitude P0, se propageant suivant l'axe ex et dont l'origine

des phases se situe en x = 0 excite ce système. La surpression acoustique pinc (r) générée par l'onde

incidente s'exprime dans le repère général :

pinc (r) = P0 eik0·r =
∑

n

Ainc(n)ψ̃n (k0 · r) = Ainc · Ψ̃ (k0 · r) , (C.1)

Dans le repère associé au jième di�useur, elle s'écrit :

p
(j)
inc (rj) = A

(j)
inc · Ψ̃ (k0 · rj) , (C.2)

où :

A
(j)
inc = eik0·bj0 Ainc. (C.3)

Les éléments du vecteur Ψ̃ (k0 · rj) sont dé�nis dans l'équation (B.2).

La surpression acoustique p(j)
diff (rj) de l'onde di�usée par le di�useur j s'exprime quant à elle :

p
(j)
diff (rj) = c(j) ·Ψ (k0 · rj) , (C.4)
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où les éléments de Ψ (k0 · rj) sont dé�nis par l'équation (B.7), et c(j) dépend des coe�cients d'ampli-

tude modale A(j)
ex (n) de la pression p(j)

ex (r) excitant le di�useur j (cf. annexe B) :

b(j) = T(j)A(j)
ex , (C.5)

où T(i) (matrice T du di�useur i) est connue.

L'onde incidente totale excitant le di�useur j est constituée de l'onde source et de toutes les ondes

di�usées par tous les di�useurs en présence. L'onde di�usée par un di�useur i s'exprime dans le repère

local associé au di�useur j grâce au théorème d'addition de Graf :

ψn (k0 · ri) =
∑

m

ψn−m (k0 · bji)ψ̃m (k0 · rj) , ‖rj‖ < ‖bji‖ . (C.6)

Le champ excitant un di�useur est composé du champ incident et des champs di�usés par tous

les autres di�useurs. La surpression acoustique p(j)
ex (rj) de l'onde totale excitant le di�useur j d'un

système composé de N di�useurs, s'exprime alors, grâce à l'équation (C.6) :

p(j)
ex (rj) =p

(j)
inc (rj) +

N∑

i=1
i6=j

∑

n

∑

m

c(i)
n ψn−m (k0 · bji) ψ̃m (k0 · rj),

=
∑

m


eik0·bj0 Ainc(m) +

N∑

i=1
i6=j

∑

n

c(i)
n ψn−m (k0 · bji)


 ψ̃m (k0 · rj) ,

=
∑

m

A(j)
ex (m)ψ̃m (k0 · rj) .

(C.7)

Elle peut s'écrire sous forme vectorielle :

p(j)
ex (rj) = A(j)

ex · Ψ̃ (k0 · rj) , (C.8)

avec :

A(j)
ex = A

(j)
inc +

N∑

i=1
i6=j

P (k0 · bji) c(i), (C.9)

où A
(j)
ex , A

(j)
inc et c(i) sont trois vecteurs de dimension in�nie et P (k0 · bji) est une matrice carrée in�nie.

Considérons que (n,m) ∈ [−N,N ], l'élément de cième ligne d'un des trois vecteurs correspond alors à

n = c−N−1, et la matrice P (k0 · bji) est de dimension (2N + 1, 2N + 1) dont l'élément Pcd (k0 · bji)
de la cième ligne et de la dième colonne est dé�ni par :

Pcd (k0 · bji) = ψd−c (k0 · bji) . (C.10)

Dans le cas d'un système a deux di�useurs 1 et 2 de rayons respectifs a1 et a2, le problème se réduit
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à deux systèmes couplés de 4N + 2 équations à 4N + 2 inconnues :

A(1)
ex =A

(1)
inc + P (k0 · r12)T(2)A(2)

ex ,

A(2)
ex =A

(2)
inc + P (k0 · r21)T(1)A(1)

ex .
(C.11)

Le système (C.11) permet de réécrire les coe�cients d'amplitude modale de la pression excitant le

di�useur 1 sous la forme :

A(1)
ex =

[
I−P (k0 · r12)T(2)P (k0 · r21)T(1)

]−1 [
A

(1)
inc + P (k0 · r12)T(2)A

(2)
inc

]
,

A(1)
ex =

[
I−P (k0 · r12)T(2)P (k0 · r21)T(1)

]−1 [
eik0·r10 I + eik0·r20 P (k0 · r12)T(2)

]
Ainc,

(C.12)

où I est la matrice identité de dimension (2N + 1, 2N + 1). Ce système est maintenant indépendant

de la pression excitant le di�useur 2.

La limite asymptotique (D.16) montre que :

lim
ω→0

ψd−c (k0 · bji) ∝ k−|d−c| + o
(
k−|d−c|

)
. (C.13)

En substituant les équations (A.47) et (C.13) dans l'équation (C.10), on obtient :

lim
ω→0

P (k0 · bij)T(j) =




0 0
ρ0 − ρj
ρ0 + ρj

a2
j

r2
ij

e2 i θij

0 0 0

ρ0 − ρj
ρ0 + ρj

a2
j

r2
ij

e−2 i θij 0 0




+ o(1). (C.14)

Lorsque les deux di�useurs sont identiques et de rayon a, en notant les propriétés des di�useurs

avec l'indice 1 et sachant que A−n = (−1)nAn, la substitution de (C.14) dans (C.12) donne :

lim
ω→0

A(1)
ex (0) =Ainc(0) + o(1),

lim
ω→0

A(1)
ex (±1) =

r2
12 (ρ0 + ρ1)

[
r2

12 (ρ0 + ρ1) + a2 (ρ0 − ρ1) e∓2 i θ12
]

r4
12 (ρ0 + ρ1)2 − a4 (ρ0 − ρ1)2 Ainc(±1) + o (1) .

(C.15)

En prenant en compte les multiples interactions entre les di�useurs, l'amplitude de la pression excitant

le mode n est di�érente de celle di�usée par le mode −n (Aex(−1) 6= Aex(1)). On notera également

que :

lim
ω→0
r12→∞

A(1)
ex (±1) = Ainc(±1), (C.16)

ce qui signi�e que lorsque la distance entre les deux di�useurs est importante, les interactions sont

négligeables. La pression excitant chaque di�useur se réduit à la pression incidente, ce qui explique

l'hypothèse de di�usion simple au sein d'un milieu hétérogène où la concentration est très faible.

Sachant que θij = π + θji, il apparaît que :

e∓2 i θ12 = e∓2 i θ21 , (C.17)
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ce qui permet de montrer que :

lim
ω→0

A(1)
ex (0) = lim

ω→0
A(2)

ex (0),

lim
ω→0

A(1)
ex (±1) = lim

ω→0
A(2)

ex (±1).
(C.18)

C.3 Résolution par récurrence du système à deux di�useurs

Nous allons maintenant nous intéresser aux interactions successives entre les di�useurs : dans un

premier temps l'onde source excite le di�useur 1, à l'étape suivante le di�useur 2 est excité par l'onde

source et par l'onde di�usée par le di�useur 1 à l'étape précédente, etc. et on répète l'opération une

in�nité de fois. Le système étudié ici est celui présenté sur la �gure C.1. En se référant à l'équation

(C.9), on peut exprimer l'amplitude modale de la pression excitatrice A(1)
ex (m, ι) du modem du di�useur

1 lors de la ιième interaction par :

A(1)
ex (m, ι) = Ainc(m) +

∑

m

ψn−m (k0 · b21)T (2)
nn A

(2)
ex (n, ι− 1), (C.19)

où A
(2)
ex (n, ι − 1) est la pression excitant le mode n du di�useur 2 lors de l'interaction précédente.

Notons :

P12 = P (k0 · b12)T(2), (C.20)

alors on peut montrer de manière récursive que l'amplitude de la pression excitatrice sur le di�useur 1

s'écrit sous la forme :

A(1)
ex (ι) = A

(1)
inc + P12A

(2)
inc + P12P21A

(1)
inc + P12P21P12A

(2)
inc + . . . (C.21)

On remarque que la pression excitant le di�useur 1 contient tous les processus de di�usion des interac-

tions précédentes, c'est-à-dire qu'elle est composée de l'onde incidente, de l'onde di�usée par le di�useur

2 excité par l'onde incidente, de l'onde ayant fait un aller-retour, etc. La pression excitatrice sur le

di�useur 2 est obtenue en inversant les 1 et les 2 dans l'équation (C.21). Substituons l'équation (C.3)

dans l'équation (C.21) :

A(1)
ex (2ι̃) =


eik0·b10

ι̃∑

q=0

(P12P21)q + eik0·b20 P12

ι̃−1∑

q=0

(P21P12)q


Ainc,

A(1)
ex (2ι̃+ 1) =


eik0·b10

ι̃∑

q=0

(P12P21)q + eik0·b20 P12

ι̃∑

q=0

(P21P12)q


Ainc,

(C.22)

à la vue de l'équation (C.14), il apparaît qu'à la limite quasi-statique :

lim
ω→0

A(1)
ex (0, ι) = lim

ω→0
A(2)

ex (0, ι) = Ainc(0) + o(1). (C.23)

Le mode monopolaire de l'onde excitatrice n'est donc pas a�ecté par les interactions entre les di�useurs,

comme nous l'avions vu dans la section C.2.
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Intéressons nous à la première interaction, à la limite quasi-statique elle s'exprime :

A(1)
ex (1) =


I +




0 0 X−1

0 0 0

X1 0 0










Ainc(−1)

Ainc(0)

Ainc(1)


+ o(1), (C.24)

où :

X±1 =
ρ0 − ρ1

ρ0 + ρ1

a2
1

r2
12

e∓2 i θ12 , (C.25)

les propriétés mécaniques des di�useurs sont notées avec un indice 1 car les deux di�useurs sont

identiques. L'équation (C.24) nous montre qu'à la limite quasi-statique, le mode 1 d'un di�useur est

excité par l'onde di�usée par le mode −1 de l'autre di�useur et inversement.

On a (éq. (C.17)) :

lim
ω→0

P12 = lim
ω→0

P21 = P =




0 0 X−1

0 0 0

X1 0 0


+ o(1), (C.26)

ce qui se traduit par :

lim
ω→0

A(1)
ex (ι) = lim

ω→0
A(2)

ex (ι) =

ι∑

q=0

PqAinc. (C.27)

Sachant que Ainc(−1) = −Ainc(1), il apparaît que :

lim
ω→0

A(1)
ex (±1, 2ι̃) = lim

ω→0
A(2)

ex (±1, 2ι̃) =




ι̃∑

q=0

(X1X−1)q −X±1

ι̃−1∑

q=0

(X1X−1)q


Ainc(±1) + o(1),

lim
ω→0

A(1)
ex (±1, 2ι̃+ 1) = lim

ω→0
A(2)

ex (±1, 2ι̃+ 1) =


(1−X±1)

ι̃∑

q=0

(X1X−1)q


Ainc(±1) + o(1).

(C.28)

Sachant que |X±1| < 1, après une in�nité d'interactions l'onde incidente s'exprime (éq. (D.2)) :

lim
ω→0
ι̃→∞

A(1)
ex (±1, 2ι̃) = lim

ω→0
ι̃→∞

A(1)
ex (±1, 2ι̃+ 1) =

1−X±1

1−X−1X1
Ainc(±1) + o (1) . (C.29)

En insérant l'équation (C.25) dans l'équation (C.29), on retrouve l'équation (C.15). Cette approche

permet donc de retrouver le résultat que la résolution harmonique. Contrairement à la résolution

harmonique, cette méthode ne nécessite pas le calcul d'une matrice inverse, cependant il faut déterminer

le résultat d'une somme in�nie.



Annexe D

Limites asymptotiques des séries et

fonctions utilisées

Dans cette annexe, nous donnons les limites in�nies des séries utilisées dans ce document, ainsi

que les développements asymptotiques de di�érentes fonctions qui nous ont aidées à déterminer les

di�érentes limites quasi-statiques dont nous avions besoin.

Pour déterminer les coe�cients d'amplitudes modaux (C.28), on rappelle que :

n−1∑

p=0

xp =
1− xn
1− x , (D.1)

et donc :

lim
n→∞

n∑

p=0

xp =





+∞, |x| ≥ 1,

1

1− x, |x| < 1.
(D.2)

On a également :
∞∑

q=1

x2q

(4q − 2)
=
x

4
ln

(
1 + x

1− x

)
. (D.3)

Les développements en séries de Taylor-Maclaurin permettent d'obtenir une approximation d'une

fonction f(x) donnée, dérivable n fois au voisinage de la valeur 0 :

lim
x→0

f (x) =

n∑

p=0

xp

p!

(
∂

∂x

)p
f (x)|x=0 + o (xn) , (D.4)

où o (xn) est le reste de Young de la série qui est négligeable devant xn, et a! est la fonction factorielle

de a ∈ N∗ dé�nie par :

a! =

a∏

k=1

k, (D.5)

par convention :

0! = 1. (D.6)
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L'équation (D.4) permet de développer la fonction exponentielle en 0 :

lim
x→0

ex =
∞∑

k=0

xn

n!
(D.7)

et donc au premier ordre :

lim
x→0

ex = 1 + o (1) . (D.8)

On a également :

lim
x→0

1

1 + x
= 1− x+ o (x) . (D.9)

D'une manière générale la fonction de Bessel s'exprime [122] lorsque n ∈ N :

Jn(x) =
∞∑

k=0

(−1)k

22k+nk! (k + n)!
x2k+n, (D.10)

et donc au premier ordre non nul :

lim
x→0

Jn(x) =
xn

2nn!
+ o (xn) . (D.11)

La fonction de Neumann se développe [123] :

lim
x→0

Y0(x) =
2

π
[ln (x)− ln (2) + γ] + o (ln (x)) , (D.12)

où γ est la constante d'Euler-Mascheroni [124] :

γ = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− ln (n)

)
≈ 0, 57721, (D.13)

et pour n strictement supérieur à 0 :

lim
x→0

Yn(x) = −2n (n− 1)!

π
x−n + o

(
x−n

)
. (D.14)

Or la fonction de Hankel de première espèce est déterminée par :

H(1)
n (x) = Jn (x) + iYn (x) , (D.15)

ce qui amène à :

lim
x→0

H
(1)
0 (x) = 1 +

2 i

π
[ln (x)− ln (2) + γ] + o (ln (x))

lim
x→0

H(1)
n (x) = −2n (n− 1)!

π
x−n i +o

(
x−n

)
.

(D.16)

Sachant que :

f−n = (−1)n fn, (D.17)

où fn représente soit la fonction de Bessel cylindrique, soit la fonction de Neumann cylindrique, soit

les fonctions de Hankel de première ou deuxième espèce.
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Les équations (A.30), (D.11) et (D.16) permettent de déterminer la limite quasi-statique de l'équa-

tion (B.14) :

lim
ω→0

T00 =
−iπ

4

κ1 − κ0

κ1
(k0a)2 +

(
(k0a)2

)
,

lim
ω→0

Tnn =
−iπn

4n(n!)2

ρ0 − ρ1

ρ0 + ρ1
(k0a)|2n| +

(
(k0a)|2n|

)
, n 6= 0,

(D.18)

de même en utilisant l'équation (B.10), on voit que :

lim
ω→0

U00 = 1 + o (1) ,

lim
ω→0

Unn =

(
ρ0κ1

ρ1κ0

) |n|
2 2ρ0

ρ0 + ρ1
+ o (1) , n 6= 0.

(D.19)

Elles permettent également de montrer que les solutions du système (A.48) respectent :

lim
ω→0

T0 ∝ (k0a)2 + o
(
(k0a)2

)
,

lim
ω→0

Tn ∝ (k0a)|2n| + o
(

(k0a)|2n|
)
, n 6= 0

lim
ω→0

Dn ∝ 1 + o(1),

lim
ω→0

En ∝ 1 + o(1).

(D.20)





Annexe E

Cristaux phononiques et métamatériaux

acoustiques

La notion de métamatériau n'est pas récente, elle a été initiée par Veselago [7] en 1968, mais

il a fallu attendre le début du XXIe siècle avant que les premiers échantillons n'apparaissent. Le

développement des métamatériaux a commencé en électromagnétisme, où il a d'abord été montré

qu'on pouvait obtenir une permittivité e�ective εeff négative [125,126] et une perméabilité magnétique

e�ective µeff négative [127] à l'aide de milieux périodiques. Puis en 2000, en constituant un système

hybride conçu pour avoir ces deux paramètres négatifs sur une même bande fréquentielle, le premier

métamatériau électromagnétique a été étudié en laboratoire [128].

L'émergence des métamatériaux acoustiques ne se fera qu'à partir de 2004. Dans un premier temps,

ils ont été obtenus avec des cristaux phononiques (CPs) 2D [9,10], puis 3D [11]. Il a été montré par la

suite qu'avec des matériaux anisotropes naturels, de la réfraction négative pouvait se manifester [129].

À l'heure actuelle, les métamatériaux acoustiques n'ont été conçus qu'à partir de CPs. La majorité

d'entre eux sont à matrice �uide [9�23, 25, 30, 130], mais depuis peu, des études se concentrent sur les

cristaux à matrice solide [20,24,26,27,131], structures plus faciles à manipuler.

Dans cette annexe, nous commencerons par rappeler les principes de la propagation des ondes dans

les milieux périodiques. Ensuite, nous présenterons les façons d'obtenir de la réfraction négative avec

un CP. Finalement nous feront un état de l'art des métamatériaux acoustiques à réfraction négative.

E.1 Introduction à la propagation des ondes dans les cristaux phono-

niques

E.1.1 Réseau de Bravais et réseau réciproque

Dans les milieux périodiques à deux dimensions, on s'intéresse principalement à deux types de

mailles : la maille carrée et la maille triangulaire (triangle équilatéral). Un schéma de ces deux types

de CPs, où la maille élémentaire est repérée par des tirets, est présenté sur la �gure E.1.

Ces réseaux périodiques sont caractérisés par deux vecteurs élémentaires a1 et a2, tels que la

structure reste invariante par translation d'une combinaison linéaire de ces deux vecteurs ([132] annexe
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(a)

√
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2
d

d

d

(b)

Figure E.1 � Réseau de Bravais d'une maille carrée a) et triangulaire b).

A ou [3] chapitre 1). Ces vecteurs sont les vecteurs de base du réseau dit de Bravais et dépendent du

paramètre de maille d. Ainsi, pour une maille carrée, on a :

a1 = dex,

a2 = dey,
(E.1)

et pour une maille triangulaire (triangle équilatéral) :

a1 = dex,

a2 =
1

2
dex +

√
3

2
dey.

(E.2)

On dé�nit les vecteurs de base du réseau réciproque b1 et b2 tels que :

ai · bj = 2πδij , (E.3)

où δij est le symbole de Kronecker. Ainsi, pour une maille carrée, on obtient :

b1 =
2π

d
ex,

b2 =
2π

d
ey,

(E.4)

et pour une maille triangulaire (triangle équilatéral) :

b1 =
2π

d
ex −

2π

d
√

3
ey,

b2 =
4π

d
√

3
ey.

(E.5)

Ces vecteurs dé�nissent le vecteur réciproque général G qui est une combinaison linéaire des vecteurs

de base du réseau réciproque :

G = pb1 + qb2, (p, q) ∈ Z2. (E.6)
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Le théorème de Floquet nous dit que le champ à l'intérieur d'un CP (mais également les champs ré�échi

et transmis) est composé de la superposition d'une in�nité d'ondes planes dont les vecteurs nombre

d'onde k valent :

k = kB + G, (E.7)

où kB = kB,xex + kB,yey est le vecteur d'onde de Bloch. Le nombre d'onde de Bloch est dé�ni dans

la première zone de Brillouin qui est l'équivalent de la cellule Wigner-Seitz (du réseau direct) dans

le réseau réciproque (cf. [132], annexe A). Les symétries du réseau peuvent permettre de réduire la

première zone de Brillouin à une zone de Brillouin irréductible (�g. E.2). Finalement, la connaissance de

la relation de dispersion du nombre d'onde de Bloch (dans la zone de Brillouin irréductible) su�t pour

caractériser complètement la relation de dispersion d'un CP. Ce nombre d'onde peut être déterminé,

par exemple, grâce à la méthode de décomposition en ondes planes ([3] chapitre 1).

Γ X
kB,x

M

kB,y

(a)

Γ M
kB,x

kB,y

K

(b)

Figure E.2 � Première zone de Brillouin et zone de Brillouin irréductible (en gris) pour une maille a) carrée
et b) triangulaire.

Dans un CP, la vitesse de l'énergie ve, dé�nie par le vecteur de Poynting P de l'onde Bloch, est

strictement égale à la vitesse de groupe vg de cette onde :

ve = vg =
∂ω

∂<(kB)
. (E.8)

E.1.2 Les e�ets de type métamatériau

Nous allons présenter ici certains e�ets de type métamatériau qui peuvent être obtenus avec un

CP : les bandes fréquentielles interdites (BFIs) et la réfraction négative.

a) Les bandes fréquentielles interdites

Quand un CP est insoné par une onde dont la fréquence est comprise dans une BFI, l'onde est

totalement ré�échie par le CP. À l'intérieur de ces bandes fréquentielles, la longueur d'onde de l'onde

de Bloch est égale à deux fois la période du cristal suivant la direction de propagation. Ainsi avec un

CP à maille carrée, dans une BFI suivant la direction ΓX on a :

< (kB) =
π

d
. (E.9)



154 E Cristaux phononiques et métamatériaux acoustiques

b) La réfraction négative

Les e�ets de réfraction négative sont obtenus de deux manières di�érentes avec les CPs, soit à l'aide

de l'anisotropie (la vitesse de phase de l'onde de Bloch est positive), soit lorsque la vitesse de phase de

l'onde de Bloch est négative dans un CP isotrope.

Les cristaux anisotropes

Pour induire de la réfraction négative, certains auteurs se servent de l'anisotropie d'un CP. Pour

cela, ils utilisent l'équivalent des surfaces des lenteurs, appelé EFS pour equifrequency surfaces. Une

EFS est la courbe de dispersion de l'onde de Bloch dans le plan (kx, ky) du domaine de Fourier spatial,

dans un cristal d'extension in�nie et pour une pulsation ω donnée. La normale à une EFS donne donc la

direction du vecteur de Poynting dont le sens est dé�ni en choisissant l'onde progressive ou régressive.

À certaines fréquences, ces EFSs peuvent avoir une forme telle que de la réfraction négative à lieu

même si la vitesse de phase de l'onde de Bloch est positive.

milieu inident CP

interfae

ky

0
kx

3

2

1

1

2

3

Figure E.3 � EFS du CP étudié par Bucay et al. [15], à gauche le milieu incident, à droite le cristal anisotrope.
Les vecteurs de Poynting sont repérés par les �èches en gras, et les vecteurs d'onde par les autres �èches. Les
vecteurs d'onde de l'onde ré�échie sont repérés en tirets.

Considérons un CP dont la normale à l'interface est ex, il est insoné par une onde plane se propa-

geant suivant les x positifs. On note k0 le vecteur d'onde de l'onde incidente. Les vecteurs d'onde et

de Poynting (vecteurs gras) de l'onde incidente et de l'onde de Bloch sont présentés sur la �gure E.3

suivant l'angle d'incidence grâce aux EFSs des deux milieux. Ces EFSs sont similaires à celles de Bucay

et al. [15] mais sont tracées de manière arbitraire a�n d'illustrer le principe des EFSs. Le milieu incident

étant isotrope, son EFS est circulaire, et les vecteurs d'onde et de Poynting sont colinéaires. Dans cette

con�guration, une onde progressive (au sens de l'énergie) est une onde dont le vecteur de Poynting

est dirigé vers les kx positifs. Dans le CP, si le vecteur de Poynting est dirigé vers les ky positifs, la

réfraction sera positive et inversement, s'il est dirigé vers les ky négatifs, la réfraction sera négative.

Ainsi, sur la �gure E.3, trois cas de �gure sont représentés, dans le cas 1 la réfraction est positive, dans

le cas 2 la réfraction est nulle et dans le cas 3 la réfraction est négative (bien que la vitesse de phase

au sein du CP soit positive, <(kB,x) > 0 et <(kB,y) > 0). On peut noter que si l'angle d'incidence est

nul, alors la transmission à l'interface sera nulle. E�ectivement l'EFS du CP ne croise pas l'axe ky = 0,

ce qui signi�e que suivant cette direction de propagation le CP présente une BFI.

Les cristaux isotropes dont la vitesse de phase de l'onde de Bloch est négative
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Dans un CP, une vitesse de phase négative est due à des e�ets de réseau. E�ectivement, les interfé-

rences constructives et destructives peuvent former des BFIs, mais également des bandes fréquentielles

où la vitesse de phase de l'onde de Bloch est négative.
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Figure E.4 � Courbe de dispersion suivant la direction ΓX d'un CP à maille carrée dont les propriétés sont
données dans le tableau E.1 pour une concentration de 25,7%, dans la première zone de Brillouin.

La courbe de dispersion de la partie réelle du nombre d'onde de Bloch dans la première zone de

Brillouin permet de dé�nir les di�érents régimes de fonctionnement d'un CP. La courbe représentée

sur la �gure E.4 (courbe fournie par Charles Croënne et Anne-Christine Hladky-Hennion de l'IEMN de

Lille) a été déterminée à partir de la ré�exion et de la transmission d'un CP dont les propriétés de la

matrice et des di�useurs sont données dans le tableau E.1. Ce CP, de concentration 25, 7%, est à maille

carrée. Les zones hachurées numérotées (2) représentent les BFIs. La zone numérotée (1) représente

une zone ou les vitesses de phase vϕ et de groupe vg de l'onde de Bloch sont positives. Dans la zone

numérotée (3), la fréquence décroît lorsque la partie réelle du nombre d'onde croît. L'onde de Bloch

est donc régressive (au sens de l'énergie) car la vitesse de groupe est négative. La courbe de dispersion

de l'onde progressive correspondante s'obtient alors en faisant la symétrie de cette partie de la courbe

par rapport à l'axe <(kB) = 0. La vitesse de phase de cette onde est de signe opposée à sa vitesse de

groupe, on est donc sur une bande fréquentielle à réfraction négative.

Masse volumique Module de compressibilité Vitesse de phase
Matrice (eau) ρ = 1 g.cm−3 κ = 2, 25 GPa vϕ = 1500 m.s−1

Di�useurs ρ = 0, 64 g.cm−3 κ = 57, 6 kPa vϕ = 300 m.s−1

Tableau E.1 � Caractéristiques des matériaux composants le CP.

E.2 État de l'art

E.2.1 Les bandes fréquentielles interdites

Les premiers e�ets de type métamatériau ayant été mis en évidence sont les BFIs. Elles ont d'abord

été démontrées pour les ondes transversales hors plan (SH) [1], puis pour les ondes longitudinales

(P) dans un CP �uide [133], et en�n pour les ondes longitudinales et transversales dans le plan (P

et SV) [134]. Plus récemment, il a été montré que les résonances de di�useurs peuvent induire des
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BFIs [118�121, 135�138]. Ces BFIs apparaissent à des fréquences beaucoup plus basses que les BFIs

classiques dites de Bragg. Pour certaines con�gurations [118�121], ces BFIs sont indépendantes du

type de maille. Pour plus d'informations sur les CPs à deux dimensions, le lecteur pourra se référer à

l'article de synthèse [139].

E.2.2 La réfraction négative

Depuis 2004, les travaux portant sur les métamatériaux se sont beaucoup développés, l'enjeu étant

de pourvoir faire des superlentilles et des hyperlentilles a�n de pouvoir améliorer les systèmes d'imagerie

acoustique.

La majorité des études faites sur les CPs à réfraction négative utilisent un système à deux dimen-

sions. Mais a�n d'obtenir une gamme d'applications plus grande, il est préférable d'avoir un CP à trois

dimensions. Lorsque la matrice est solide, la réfraction négative n'a été observée qu'à partir des courbes

de dispersions de l'onde de Bloch [20]. Une superlentille a été obtenue expérimentalement avec un CP

à trois dimension dont la matrice est �uide [11].

La réfraction négative a été constatée à l'aide de deux méthodes di�érentes (cf. section E.1.2) : la

première consistant à se servir de l'anisotropie du cristal [9�15], la deuxième étant basée sur l'obtention

d'un cristal dont la partie réelle du nombre d'onde de Bloch est négative [16�27].

a) Les cristaux anisotropes

Les premiers CPs à avoir mis en évidence la réfraction négative utilisaient l'anisotropie d'un cristal.

À cause de l'anisotropie, l'angle de réfraction dépend de l'angle d'incidence de l'onde incidente. Il

n'existe donc pas de point focal unique derrière une lentille à faces parallèles constituée d'un tel CP.

Cependant, il a été montré à l'aide de simulations [10,14] et d'expériences [11�13] que des superlentilles

pouvaient être ainsi obtenues. La majorité de ces CPs sont à maille carrée.

He et al. [14] ont réussi à dépasser la limite de résolution d'une lentille conventionnelle égale à 0, 5

λ0 (λ0 étant la longueur d'onde de l'onde incidente) avec un CP anisotrope grâce à ce qu'ils appellent

un phénomène de canalisation. Pour cela, ils utilisent un CP dont l'EFS tend vers une forme carrée,

ainsi quel que soit l'angle d'incidence, toutes les ondes de Bloch ont un vecteur de Poynting dont la

direction est normale à l'interface. Ceci est également vrai pour les ondes incidentes évanescentes. En

concevant le CP de telle manière que la fréquence d'étude corresponde à une fréquence de résonance

d'épaisseur du CP, une résolution de 0, 16 λ0 a été atteinte numériquement en imageant un point

source.

b) Les cristaux à vitesse de phase négative

Les cristaux isotropes (leur EFS est circulaire) sont plus performants que les cristaux anisotropes,

car un point focal unique peut être formé derrière une superlentille constituée de tels CPs. Cette

focalisation à été mise en évidence à l'aide de simulations [17,27] et d'expériences [16,19,21,22,25]. Un

rapport des vitesses de phase nϕ = −1 entre la lentille et le milieu extérieur a même été obtenu avec un

CP à matrice �uide [17,21,22]. Ainsi, une résolution de 0, 37 λ0 a été mesurée expérimentalement [22].
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À la connaissance de l'auteur, c'est le seul CP (acoustique) ayant à ce jour a�ché expérimentalement

une résolution inférieure à 0, 5 λ0.

Pour améliorer la résolution d'une superlentille, il faut que la source soit proche de l'interface [22].

La propriété de super-résolution disparaît lorsque la distance entre la source et l'interface du CP est

supérieur à la moitié de la période du réseau de Bravais suivant la direction parallèle à l'interface [22].

Une étude récente a également montré que la résolution d'une superlentille est meilleure lorsque la

source est placée devant un di�useur que lorsqu'elle est placée entre deux di�useurs [25].

À l'heure actuelle, lorsque la matrice est solide, seule la réfraction négative a été mise en évidence

expérimentalement [26,27]. De plus, les CPs à matrice solide ont pour l'instant le désavantage d'avoir

un coe�cient de transmission faible [24].

En résumé, les CPs sont e�caces pour fabriquer des superlentilles et des hyperlentilles. Cependant,

des ordres de di�ractions supérieurs peuvent apparaître (p et/ou q di�érent de 0 dans (E.6)) [15, 18]

et perturber une potentielle superlentille. De même lorsque la dispersion de la position des di�useurs

dans un CP est trop importante, un CP peut perdre sa propriété de focalisation [22].

La réfraction négative a également été obtenue expérimentalement avec des quasi-cristaux [130],

ainsi qu'avec des CPs constitués de résonateurs de Helmholtz [23]. Elle a également été observée ex-

périmentalement pour des ondes de surface dans un liquide [12], pour des ondes de Rayleigh [140] et

pour des ondes de Lamb [141].
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