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Introduction

La problématique générale de la controlabilité consiste a étudier s’il est possible, pour un systéme
donné, d’amener n’importe quel état initial vers une cible donnée en un temps initialement fixé. Les
moyens utilisés pour agir sur un systéme de fagon a le diriger vers une cible sont appelés contriles.
Bien entendu, plus on s’autorise de libertés sur le nombre de contréles & mettre en action, plus on a la
possibilité de contréler un systéme. En revanche, dans la pratique, le champ d’actions sur un systéme
donné est plutot restreint : par exemple, lorsque la zone d’action qui est accessible par le manipulateur
n’est qu’une partie de la frontiére de ’objet. Un des principaux enjeux de la théorie de la contrélabilité
consiste a controler des systémes avec un nombre minimal de contrdles. Cette thése s’inscrit au coeur
de cette problématique. Son objectif est de présenter quelques résultats de controlabilité, par un
nombre réduit de controles, de systémes gouvernés par des équations aux dérivées partielles. Deux
axes principaux sont abordés. Le premier axe concerne la controlabilité, par le bord, d'un systéme
hyperbolique du second ordre en temps pour lequel 'opérateur associé posséde un spectre essentiel. Le
second axe concerne la controlabilité des systémes paraboliques & coefficients non constants.

La partie I du manuscrit rappelle les définitions et résultats fondamentaux qui sont nécessaires
pour aborder ces deux axes de recherche.

La définition de la controlabilité d’un systéme reposant essentiellement sur le sens que ’on donne a
ses solutions, on présente dans le chapitre 1 des résultats généraux d’existence et d’unicité de solutions,
a la fois pour des systémes d’équations aux dérivées partielles qui entrent dans le cadre de la théorie
des semi-groupes, et pour des systémes paraboliques.

Le chapitre 2 présente, d’un point de vue général, les différentes notions de controlabilité ainsi
que la dualité entre controlabilité et observabilité. On formule également, dans ce chapitre, les problé-
matiques de controlabilité pour les deux systémes auxquels on s’intéresse et on établit les inégalités
d’observabilité associées.

Le chapitre 3 est consacré a la présentation de deux outils qui sont utilisés pour démontrer la
controlabilité d’équations aux dérivées partielles de types équation des ondes et équation de la chaleur :
I'inégalité de Ingham et I'inégalité de Carleman. On présente également des applications de ces deux
outils a la contrélabilité de certains systémes hyperboliques et paraboliques.

La partie II de la thése est découpée en deux chapitres. Elle présente deux résultats principaux
qui ont été obtenus au cours de ces années de doctorat.

Le chapitre 4 concerne I’étude de la controlabilité exacte, par le bord et avec un seul controle,
d’un systéme hyperbolique de deux équations avec spectre essentiel qui provient de la modélisation
des coques élastiques. Ce chapitre est le fruit d’un travail en collaboration avec Farid Ammar Khodja
et Arnaud Miinch qui a fait 'objet d’une publication dans SIAM Journal on Control and Optimiza-
tion, intitulée “Exact boundary controllability of a system of mixed order with essential spectrum?”,
[AKMM11]. Dans ce chapitre, on démontre que la présence de spectre essentiel empéche la contro-
labilité d’avoir lieu uniformément en les données initiales et on caractérise précisément l'espace des
données initiales uniformément contrélables. L’argument principal consiste a établir une inégalité de
type Ingham qui repose sur une étude détaillée des valeurs propres de I'opérateur considéré et de ses
propriétés spectrales. Enfin, on présente quelques résultats d’expériences numériques pour illustrer le
fait que les données initiales qui sont engendrées par une infinité de fonctions propres associées aux
valeurs propres générant le spectre essentiel ne sont pas controlables, alors qu’il y a controlabilité
uniforme lorsque les données initiales ne sont engendrées que par les fonctions propres associées aux
valeurs propres du spectre ponctuel.



Le chapitre 5 traite de la controlabilité aux trajectoires, par un ou deux controéles localisés en
espace, d’un systéme parabolique linéaire de trois équations & coefficients non constants. Ce chapitre
a initialement été motivé par 'étude de la controlabilité aux trajectoires d’un systéme non linéaire
de réaction-diffusion modélisant une thérapie du cancer du cerveau. En cherchant a étudier la contro-
labilité du systéme linéarisé de ce systéme de réaction-diffusion, on s’est rapidement heurté au vide
constitué par le peu de résultats existant sur la controlabilité des systémes paraboliques linéaires a
coeflicients non constants. S’est alors naturellement imposée I'idée d’essayer d’élargir la classe des sys-
témes paraboliques linéaires pour lesquels on peut formuler une condition suffisante de controlabilité.
On présente, dans le chapitre 5, une nouvelle approche pour étudier la controlabilité des systémes pa-
raboliques linéaires de trois équations & coefficients non constants. La méthode consiste & décomposer
de maniére adaptée la solution & controler, en s’appuyant sur ’existence d’une solution controlée par
trois contrdles (existence qui est assurée par I'inégalité de Carleman) et sur la démonstration d’une
inégalité d’observabilité a poids en lien avec la controlabilité sur tout le domaine d’un systéme non
homogéne de deux équations. La partie théorique du chapitre 5 fait 'objet d’un article intitulé “On
the null controllability of a parabolic system with non-constant coefficients by one or two control
forces”, qui est en cours de publication dans Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, [Maul2].
En plus du résultat théorique, on présente a la fin du chapitre 5 une illustration numérique, sur un
exemple en deux dimensions d’espace, de 'utilisation de la méthode présentée dans la premiére partie
du chapitre, pour approcher une solution controlée d’un systéme parabolique de trois équations a
coeflicients constants.



Premiére partie

Une introduction a la controlabilité
des systémes






Chapitre 1

Résultats d’existence et d’unicité pour
des systémes d’évolution des premier
et second ordres

Ce chapitre est consacré aux problémes d’existence et d’unicité de solutions pour deux classes
de systémes d’équations aux dérivées partielles : les systémes du premier et du second ordres en
temps associés & des opérateurs maximaux dissipatifs et, les systémes paraboliques a coeflicients
non constants. Cette question d’existence et d’unicité de solutions est inhérente & la définition de la
controlabilité puisqu’elle donne un sens aux solutions des systémes considérés.

Dans la section 1.1, on commence par rappeler des résultats généraux sur les opérateurs maxi-
maux dissipatifs et les semi-groupes de contractions qu’ils engendrent, puis on énonce des résultats
d’existence et d’unicité pour des problémes de Cauchy homogénes et non homogénes associés a ce
type d’opérateurs. Enfin, on introduit le systéme hyperbolique pour lequel on étudiera, en détails, la
controlabilité exacte dans le chapitre 4 et, on utilise la théorie des semi-groupes pour donner un sens
aux solutions de ce systéme.

Dans la section 1.2, on énonce un théoréme abstrait d’existence et d’unicité de solutions pour des
problémes d’évolution du premier ordre en temps (voir [DL88]), que l'on applique au cas des systémes
paraboliques a coefficients non constants.

1.1 Opérateurs maximaux dissipatifs et problémes de Cauchy
abstraits

Dans cette section, on présente des résultats d’existence et d’unicité pour les solutions de problémes
d’évolution de la forme

W (t) = Ay(t) + f(t), te0,T],
y(0) =",

ou A: D(A) C H — H est un opérateur maximal dissipatif (cf. Définition 1.1). Dans le chapitre 2,
les termes sources f qu’on considérera pour les différentes problématiques de contrélabilité seront de
la forme f(t) = Bv(t), ou B: D(B) C U — H_; désigne un opérateur non borné entre deux espaces
de Hilbert U et H_; et v € L?(0,T;U) désigne un contréle.

1.1.1 Opérateurs maximaux dissipatifs et semi-groupes de contractions

Dans la suite, le terme opérateur désignera une application linéaire. On ne considérera que des
opérateurs A : D(A) C H — H définis sur un espace de Hilbert compleze H muni d’un produit scalaire
(-,-) et de la norme Hilbertienne || - ||z qui en découle. On identifiera 'espace H avec son dual H' et
on notera L(H) l'ensemble des opérateurs bornés (ou continus) de H dans H. Certains des résultats
qui seront énoncés sont aussi valables pour des opérateurs définis sur un espace de Banach quelconque.
Mais, puisque pour les applications qui suivent on ne considérera que des espaces de Hilbert, on se
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place dés maintenant dans le cadre de ces espaces, ce qui permet de simplifier bien des énoncés. Cette
partie se référe a [BC93|, [Brell] et [TW09).

1.1.1.1 Les opérateurs maximaux dissipatifs

Définition 1.1.
— On dit que A est dissipatif (sur H) si

Vo € D(A), Re(Az,z) <0.

— Si de plus I — A est surjectif de D(A) dans H, alors on dit que A est mazimal dissipatif (sur

La proposition suivante donne une caractérisation des opérateurs dissipatifs qui est utilisée pour
démontrer de nombreux résultats concernant les opérateurs maximaux dissipatifs.
Proposition 1.2. Soit A: D(A) C H — H un opérateur. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
1. A est dissipatif sur H.
2. A vérifie
Vo € D(A), VYA>0, |z|g <A YAz — Az|y.

3. A vérifie
Vo € D(A), VAE€Cso, ol < ReX) ™" ||Ae — Az m,

ot Cso = {\ € C/ ReA > 0} .

Cette caractérisation des opérateurs dissipatifs permet d’établir une caractérisation des opérateurs
dissipatifs qui sont maximaux dissipatifs.
Proposition 1.3. Si A est dissipatif alors les assertions suivantes sont équivalentes.
1. A est maximal dissipatif.
2. Il existe Ao > 0 tel que Im(Aol — A) = H.
8. Pour tout A > 0, A\l — A est inversible, d’inverse borné dans L(H) et (A — A) ™ | gy < A1
4. Pour tout X € Cso, X — A est inversible, d’inverse borné dans L(H) et ||[(A — A) ™|z <
(ReX) .

Remarque 1.4. On rappelle la définition de I’ensemble résolvent p(A) d’un opérateur A : D(A) C
H— H:
p(A) = {\ € C/ X — A est inversible et (\] — A)™* € L(H)},

et du spectre o(A) de A :

o(A) = T\ p(A).
La Proposition 1.3 implique que le spectre d’un opérateur maximal dissipatif est contenu dans le
demi-plan C<o = {A € C/ ReX < 0}.

On énonce maintenant une propriété importante des opérateurs maximaux dissipatifs.

Proposition 1.5. Si A est mazximal dissipatif alors
1. D(A) est dense dans H,
2. A est fermé (i.e. gr(A) = {(z, Az); x € D(A)} est fermé dans H x H ).

Remarque 1.6. On rappelle que lorsque 'opérateur A : D(A) C H — H est fermé, 'égalité

1/2
I llgecay = (l2lf + [Azl7) ", Vo € D(A),
définit une norme sur D(A) pour laquelle (D(A), || - [[gr(4)) est un espace de Hilbert. La norme ||-|[gr(4)
est appelée norme du graphe sur D(A). Pour cette norme, A € L(D(A), H). Ainsi, si A est maximal

dissipatif, alors pour tout A > 0, (A\I — A)~! € L(H, D(A)).
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La Proposition 1.5 assure ’existence de ’adjoint de A, lorsque I'opérateur A est maximal dissipatif,
puisque dans ce cas D(A) est dense dans H. On rappelle que I'adjoint de A est 'opérateur A* :
D(A*) C H — H défini par

D(A*)={z€H/3c>0, VyeDA), [(Ay,2)|=<cllylu},
et, par le fait que, pour tout x € D(A*), A*z est I'unique extension linéaire et continue a H de la
forme linéaire a, : y € D(A) — (Ay,z) € C vérifiant [|[A*z|g = [|ac|/(pca)) (dont l'existence est
assurée par le théoréme de Hahn-Banach). On peut alors démontrer le résultat suivant.

Proposition 1.7. Si A: D(A) C H — H est mazimal dissipatif, alors son adjoint A* : D(A*) C
H — H est maximal dissipatif.

1.1.1.2 Les semi-groupes de contractions et leurs générateurs

Définition 1.8.
— Une famille (S(¢)):>0 C L(H) est appelée semi-groupe de contractions si elle vérifie les propriétés
suivantes :

1. S(0) =1,
2. ¥s,t >0, S(s+t)=5(s)S(t),
3.Vt >0, [[SOlecn <1,
4. pour tout x € H, l'application ¢ € [0, +oo[— S(t)x € H est continue.
— On appelle générateur d’un semi-groupe de contractions (S(t));>o 'opérateur A : D(A) C H —
H défini par :

S(t)x —

1. D(A) = {x €EH/ %g% * existe dans H},
t>0

2 Ve D(A), Ap—lim2HWEZT

t—0 t

L’importance des opérateurs maximaux dissipatifs se mesure dans le résultat suivant dont on
pourra trouver une démonstration dans [Paz83].

Théoréme 1.9. [Lumer-Phillips-Hille- Yosida/
Soit A: D(A) C H — H un opérateur.

1. A est maximal dissipatif si, et seulement si, A est le générateur d’un semi-groupe de contractions
(S(t)i>0 C L(H). Le semi-groupe (S(t))i>0 est alors donné par

Vee H, Yt>0, S(t)z=lim ez,
A—=0
A>0
ot Ay = A(I — NA)~! € L(H), pour tout A > 0.
2. Dans ce cas, pour tout y° € D(A), le probléme de Cauchy
F() = Ay(t), te0,+oof,
y(0) =y,
admet une unique solution y € C ([0, +o0o[, D(A)) N C* ([0, +oc[, H). De plus,
vt € [0, +oof, y(t) = S(t)y".
Remarque 1.10.
— La famille (Ax),., C L(H) est appelée approzimation de Yosida de A.
— Si A est maximal dissipatif, alors lorsque y" n’appartient pas & D(A) mais & H seulement,

Iapplication y : t € [0,+o0o[— y(t) = S(t)y° est appelée solution faible (mild solution, en
anglais) de (1.1).

Il est facile de démontrer le résultat suivant sur ’adjoint d’un opérateur maximal dissipatif.

Proposition 1.11. Si A est le générateur d’un semi-groupe de contractions (S(t))e>o0, alors (S(t)*)e>o0
est un semi-groupe de contractions, de générateur A*.
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1.1.1.3 Caractérisation des opérateurs auto-adjoints maximaux dissipatifs

Définition 1.12. Soit A: D(A) C H — H un opérateur tel que D(A) = H et soit A* 'adjoint de A.
— On dit que A est auto-adjoint si D(A*) = D(A) et A* = A.
— On dit que A est symétrique si :

V(z,y) € D(A) x D(A4), (Az,y)= (x,Ay).

De maniére équivalente, A est symétrique si et seulement si D(A) C D(A*) et Alpay = A. Ainsi, si
A est auto-adjoint alors il est symétrique, mais la réciproque n’est pas vraie, en général, si 'opérateur
A n’est pas borné. Le résultat suivant donne 1’équivalence entre ces deux notions lorsque A est maximal
dissipatif.

Proposition 1.13. Si A : D(A) C H — H est mazimal dissipatif, alors A est auto-adjoint si, et
seulement si, il est symétrique.

Remarque 1.14. L’hypotheése “A : D(A) C H — H est maximal dissipatif” n’est pas nécessaire.
Plus généralement, le résultat est encore vrai si on remplace cette hypothése par “Il existe A € R tel
que Al — A : D(A) C H— H est inversible”.

1.1.2 Restrictions et extrapolations des opérateurs maximaux dissipatifs

Dans cette sous-section, on construit, & partir d’'un opérateur maximal dissipatif A : D(A) C
H — H donné, deux nouveaux opérateurs maximaux dissipatifs : d’abord un opérateur A(;) appelé
restriction de A qui, comme son nom l'indique, est la restriction de A & un sous-ensemble de D(A),
ici D(A?), puis un opérateur A(_1), appelé extrapolation de A, qui étend A en un opérateur défini sur
I'espace H tout entier.

1.1.2.1 Restrictions des opérateurs maximaux dissipatifs

On rappelle que les puissances entiéres d’un opérateur A : D(A) C H — H sont définies de la
fagon suivante.

Définition 1.15. Pour tout k € N*, 'opérateur A* : D(A*) ¢ H — H est défini par
" D(A) = [z € D(AF1) / Az € D(A* )},
— Vo € D(AF), AFz = AF-1(Ax).

Soit A : D(A) C H — H un opérateur mazimal dissipatif qui génére un semi-groupe de contrac-
tions (S(t))¢>0 et soit A un réel strictement positif. On a vu dans la Remarque 1.6 que (D(A), || [|gx(a))
est un espace de Hilbert. La Proposition 1.2 permet de construire une nouvelle norme sur D(A). En
effet, I'inégalité

|zl < ATHIA = A)z|lm, Vo € D(A),

implique, en particulier, que 'application € D(A) + [|[(A — A)z|| g définit une norme sur D(A). On
note Hy ) I'espace vectoriel normé D(A) muni de cette norme : ||z|| g, , = [[(A — A)z|/x.

Lemme 1.16. Sur D(A), la norme || - ||, , est équivalente a la norme du graphe. Plus précisément,
il existe deux constantes c; > 0 et co > 0 telles que

cillzllgrcay < llzlle s < collzllgeay, V€ D(A). (1.2)

On construit maintenant une restriction de A qui est un opérateur maximal dissipatif sur H; », de
domaine D(A?).
Proposition 1.17. L’opérateur An) ) : D(Aqyx) C Hyx — Hyx défini par
D(A(1y\) = D(A?),
Aqyae = Az, Vo e D(Aq) ),
est maximal dissipatif sur Hy x. Le semi-groupe de contractions (S1A(t))¢>0 engendré par Ay x vérifie

la relation :

Sia(t)r = (A — A)TLS()(N — Az, VYa € Hy .
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La norme du graphe || - [ (4) étant équivalente a la norme || - ||z, , sur D(A), on déduit de la
Proposition 1.17 le résultat suivant.

Corollaire 1.18. Si A: D(A) C H — H est mazximal dissipatif, alors l'opérateur Ay : D(Aq)) C
Hy — Hy défini sur 'espace de Hilbert Hy = D(A) muni de la norme du graphe || - [|gr(a), par

A(l)x = Ax, Vzre€ D(A(l)), .

est maximal dissipatif sur Hy.

Remarque 1.19. L'opérateur A(;) n’est rien d’autre que la restriction de A a D(A?). En itérant la
Proposition 1.18, on construit une suite (A,))nen d’opérateurs maximaux dissipatifs,

A(n) : D(A(n)) = Hn+1 CH,—H, VYneN,
associée a la suite
"'CHn+1CHnC"'Cch.H():H, (14)

d’espaces de Hilbert emboités définie par H,, = D(A™), pour tout n € N. Remarquons au passage que
chaque inclusion de la chaine (1.4) est continue et dense.

1.1.2.2 Extrapolations des opérateurs maximaux dissipatifs

Dans tout ce paragraphe, A : D(A) C H — H désigne un opérateur mazimal dissipatif et A un réel
strictement positif. L’objectif ici est de prolonger A en un opérateur maximal dissipatif de domaine
H.

D’aprés la Proposition 1.7, A* : D(A*) C H — H est maximal dissipatif sur H. On peut donc
considérer, comme dans le paragraphe précédent l'espace de Hilbert HY , = D(A*) muni de la norme
|zl[a; , = (A — A")z||m (équivalente & la norme du graphe || - [|g(a) sur D(A*), d’aprés le Lemme
1.16).

On note maintenant H_; 5 le dual de Hy , par rapport a l'espace pivot H. Dans le Lemme 1.16
appliqué a A*, I'inégalité de gauche dans (1.2) donne en particulier

* 1 *
A" 2||g < —|zllar,, VYze D(AY),
C1 ’
ce qui établit la continuité de A* comme opérateur de Hy \ dans H. On note g)\ € L(H,H_1)
l'adjoint de A* € L(HY y, H).

Lemme 1.20. L’opérateur ZA et l’espace H_; » vérifient les propriétés suivantes.
1.VeeH, |z|g_,,=IN—A) " z|n.
2.Vee H, |z|g_,, < A2 g
3. L’injection H C H_y ) est continue et dense.
4. AVA est l'unique extension continue de A comme opérateur de H dans H_; ).

5. Ve € H, ey, <A = Azla, .
Remarque 1.21. L’espace H_; ) est le complété de H pour la norme
Il = (M = A) " .
De plus, H_1 5 = H si, et seulement si, A € L(H).

On note A(_1)x : D(A—1),n) C H_1x — H_1\ l'opérateur défini par

D(Anya) =H
A(_l))\ r=Axx, Ve D(A(_l))\).

Le Lemme 1.20 permet de démontrer facilement le résultat qui suit.
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Proposition 1.22. A_y)  est ['unique prolongement de A en un opérateur mazimal dissipatif sur
H_y  de domaine H.

En fait, I'espace H_; ) et U'opérateur A(_y) ) ne dépendent pas de A. En effet, soient H{ = D(A*)
muni de la norme du graphe || - [[g(a+) et H_; le dual de H{ par rapport a I'espace pivot H. La norme
du graphe sur D(A") étant équivalente & la norme || - ||gy , H-1 s’identifie & H_y et on déduit de
la Proposition 1.22 le résultat suivant.

Proposition 1.23. Si A : D(A) C H — H est mazimal dissipatif, alors A peut étre prolongé de
maniére unique en un opérateur mazimal dissipatif A_yy : D(A(—y)) C H-y — H_; de domaine
D(A_1)) = H sur l’espace de Hilbert H_;.

Remarque 1.24. Comme c’est la cas pour les restrictions de A, on peut construire
— une suite (H_,)nen d’espaces de Hilbert emboités

HO:HCH—IC"'CH—n+1CH—WLCH—TL—IC"'7

chaque inclusion étant continue et dense, ot pour tout n € N, H_,, = (D((A*)"))/ est le dual
de (D((A*)"), Il - ||gr((A*)n)) par rapport a ’espace pivot H,
— une suite (A(_,))nen d’opérateurs maximaux dissipatifs

Acny : D(A(—p) =H_ i1 CH_, » H_,, VneN,

tels que A(_) )= A, pour tout n € N.

|D(A

1.1.3 Reégularité des solutions du probléme de Cauchy homogéne

En raisonnant par récurrence (sur lentier k£ du Théoréme 1.25) et en utilisant les différentes
restrictions de l'opérateur A, on peut établir le résultat de régularité suivant pour les solutions du
probléme de Cauchy (1.1).

Théoréme 1.25. Siy® € D(A*) pourk > 1, alors la solutiony de (1.1) vérifiey € C*~9 ([0, +oo[, D(A%))
pour tout j =0,1,--- k.

Le théoréme qui suit, dont on pourra trouver la preuve dans [Brell| (page 194), concerne le cas
des opérateurs auto-adjoints.

Théoréme 1.26. Si l'opérateur A : D(A) C H — H est auto-adjoint et mazimal dissipatif, alors
pour tout x € H, le probléme

{d?;(t) = Ay(t), t€]0,+o0],
(0) ==,

<

admet une unique solution
y € C(]0,+00f, D(A)) N C ([0, +o0[, H) N C* (J0, +-00[, H) .

De plus,
y € C* (10, +oc[, D(AY)), Vk,l€N.

1.1.4 Problémes de Cauchy non homogénes

Dans cette sous-section, on étudie ’existence et I'unicité de solutions pour deux types de problémes
de Cauchy non homogénes : les problémes de Cauchy avec terme source et les problémes de Cauchy
avec donnée au bord non homogéne.
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1.1.4.1 Problémes de Cauchy avec terme source

On s’intéresse, dans ce paragraphe, aux problémes de la forme

@) =4y + (1), te0.T],
y(0) =y°,
ot y° € H et ot la fonction f : [0,T] — H est intégrable au sens de Bochner (noté f € L1(0,7T; H)).

Pour plus de détails sur cette notion d’intégrabilité, on renvoie le lecteur a [Zab92] (§A.4., p. 248). On
définit pour le probléme (1.5) la notion de solution faible grace au lemme suivant.

Lemme 1.27. Si A : D(A) C H — H est mazimal dissipatif et f € L*(0,T; H), alors pour tout
yY € H, la fonction y : [0,T) — H définie par

(1.5)

y(t):S(t)yO—i—/O S(t—s)f(s)ds, Ve 0,T], (1.6)

ot (S(t))i>0 est le semi-groupe engendré par A, est continue de [0,T] dans H.

Démonstration. (S(t));>0 étant un semi-groupe de contractions, on sait déja que t — S(t)y° est

continue sur [0, +o00[. L’objectif est de démontrer que la fonction g : ¢ — fot S(t—s)f(s)ds est continue
de [0,T] dans H. Remarquons déja que g est bien a valeurs dans H puisque pour tout ¢ € [0, 7],

\43wﬁﬂ@®

Soient maintenant ¢ € [0,7] et h € R tels que t + h € [0,T] (i.e. h € [-t,T — t]). Supposons, dans
un premier temps, que h € [0,T — t]. On peut alors évaluer la différence g(t + h) — g(t) de la fagon

suivante :
/t+hS(t+h—sf(s)ds—/OtS(t—s)f(s)ds
/s t—sf(s)ds+/tt+h5(t+h—s)f(s)ds
/St—s

= /S —7)f(t+7)dr,

ou la derniére intégrale a subi le changement de variable 7 = s — ¢ pour ¢t < s <t + h. On en déduit
que

t
S/O 1S = )l e lf ()l ds < fllLro,75)-
H

g(t+h) —g(t)

h
lg(t +h) —g®llm < [1S(h)g(t) — g(t)llm +/0 1t +7)]a dr,

puisque [|S(h — 7)||z(m) < 1. Ainsi, en utilisant & nouveau le fait que h +— S(h)g(t) est continue sur
[0, +00] (et donc en particulier en A = 0) et Uintégrabilité (au sens de l'intégrale de Lebesgue) de
7= ||f(t+ 7)||lg sur [0,T —¢], il vient que

lim|lg(t +h) —g(t)[ = 0. (1.7)
—0
h>0

Si, maintenant, h € [—t, 0], alors le raisonnement précédent appliqué a t =t + h € [0,] et h=—he
[0,t] donne

lim |lg(t +h) — g(t)|[a =0,

h—0

h>0
i.e.

lim[lg(t) — g(t + h)llz = 0. (1.8)

h—0
h<0

(1.7) et (1.8) établissent alors la continuité de g en tout point ¢ € [0, T}, ce qui démontre le lemme. [
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Dans la suite, A désignera un opérateur maximal dissipatif sur H dont le semi-groupe associé sera
noté (S(t))tZO

Définition 1.28. Si f € LY(0,7; H), alors on appelle solution faible de (1.5) la fonction y €
C([0,T], H) définie par (1.6).

Le théoréme qui suit justifie ’emploi de la terminologie de solution.
Théoréme 1.29. Si f € C1 ([0, 7], H) ety® € D(A), alors (1.5) admet une unique solution (classique)
y € C([0,T],D(A)NnC* ([0,T],H).
De plus, la solution y est donnée par (1.6).
Ce résultat repose sur les quatre lemmes qui suivent.

Lemme 1.30 (Unicité). Pour toute fonction f € LY(0,T;H) et toute donnée initiale y° € H, le
probleme (1.5) admet au plus une solution y dans la classe C ([0, T), D(A))NC*([0,T],H).

Démonstration. Supposons que y; et ya sont deux solutions de (1.5) dans la classe C ([0,T7], D(A4)) N
C* ([0, T), H). Alors la différence y = y; — y2 est un élément de C ([0,7], D(A)) N C* ([0,T], H) qui
vérifie le systéme

W) =Ay(t),  telo,T],

y(0) = 0 € D(A).

La solution de ce probléme étant unique d’aprés le Théoréme (1.9), il suit que y = 0, puisque la
fonction identiquement nulle est également solution. Cela prouve que y; = yo et démontre que si (1.5)
admet une solution dans C ([0,7], D(A)) N C* ([0,T], H), alors celle-ci est unique. O

Lemme 1.31. Si f € C([0,T], H), alors pour tout t € [0,T], la fonction fsi: s S(s)f(t —s) est
continue de [0,t] dans H.

Lemme 1.32. Si f € C* ([0, T, H), alors pour tout t € [0,T], I’élément

g(t) = /0 S(t—s)f(s)ds, (1.9)

vérifie
tim S0 —00) / S(s)f(t - 5)ds + S F(0) — (1),
h>0

En particulier g(t) € D(A) et on a l’égalité

Ag(t) = 1y S0 =0
h>0

_ / S(s)f'(t— s)ds + S()F(0) — f(2).

Lemme 1.33. La fonction g : [0,T] — H définie par la formule (1.9) est un élément de C ([0, T], D(A))N
C([0,T),H) et

g'(t) = Ag(t) + f(t), Vte[0,T].
Par souci de clarté, on ne détaillera pas les démonstrations des Lemmes 1.32 et 1.33 qui sont

essentiellement calculatoires. L’idée est d’utiliser des arguments du méme type que ceux développés
dans la démonstration du Lemme 1.27 et d’appliquer le Lemme 1.31 avec f et f.

Remarque 1.34. La conclusion du Théoréme 1.29 est encore vraie si on remplace f € C*([0,7], H)
par f € HY(0,T; H).
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1.1.4.2 Problémes frontiéres non homogénes abstraits

On s’intéresse maintenant & ’existence et & 'unicité des solutions de systémes avec des conditions
au bord non homogénes, du type :

Gult) = olt),  te [0, 7], (1.10)
y(0) =9° €Y,

ou U, Y et H sont des espaces de Hilbert tels que U'injection Y C H est continue, L € L(Y, H) et
G e L(Y,U).

On définit ci-dessous la notion de probléeme frontiére non homogéne abstrait qui est développée
dans [TW09].

Définition 1.35. On appelle probléme frontiére non homogéne abstrait sur U, Y et H tout couple
(L,G) € L(Y,H) x L(Y,U) pour lequel il existe A € C tel que les propriétés suivantes soient vérifiées :

1. G est surjectif,
2. ker GG est dense dans H,
3. (M — L)|xer i est bijectif.

Soit (L,G) un probléme frontiére non homogene abstrait. Puisque G € L(Y,U), ker G est un
sous-espace vectoriel fermé de Y, donc I'espace vectoriel

H, =kerG,
muni de la norme || - ||y est un espace de Hilbert. On définit alors l'opérateur
A= Ly, € L(Hy,H).

D’aprés le point 3 de la Définition 1.35, A\I — A est inversible et (A\] — A)~! € L(H, Hy). On peut ainsi
considérer le complété H_; » de H pour la norme

lollzr_y s = A = A)~ ]|

Puisque A € L(Hy, H) et que H s’injecte de fagon continue dans H_q x, on a aussi A € L(Hy, H_1 ).
H; =ker G étant dense dans H d’aprés le point 1 de la Définition 1.35, on en déduit que A se prolonge
de maniére unique en un opérateur A € L(H, H_1 ).

La proposition qui suit permet de réécrire le probléme avec condition au bord non homogéne (1.10)
sous la forme d’un probléme avec terme source comme ceux étudiés au paragraphe précédent :

W) = Ay(t) + Bu(t), te€[0,T),
y(0) = y°.

Proposition 1.36. Soit (L, G) un probléme frontiére non homogéne abstrait sur U, Y et H.

1. Il existe un unique opérateur Be LU, H_1 ) tel que
L= A+ BG. (1.11)

2. De plus, si p € p(A), alors (ul — g)_lé e L(UY) et
Gul — A)'B=1. (1.12)

Démonstration. 1. B € L(U, H_, ) vérifie (1.11) si et seulement si

BG=L—-A. (1.13)
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L’opérateur G € L(Y,U) étant surjectif (d’aprés le point 1 de la Définition 1.35), il admet un
inverse a droite G4 € L(U,Y). Supposons qu’un tel opérateur B existe. Puisque GG4 = I €
L(U), on déduit de (1.13) que pour tout x € U,

Bz = BG(Gaz) = (L — A)Ggx,

d’out

B = (L— A)Gy.
Cela démontre I'unicité de B. Réciproquement, posons B = (L — E)Gd et montrons que B
appartient & L(U, H_1 ) et vérifie (1.13). Puisque G4 € L(U,Y), L € L(Y,H) et l'injection
H C H_,  est continue, alors on a déja LG4 € L(U, H_1 ). De méme l'injection Y C H étant
continue, on a aussi Gq € L(U, H) et donc AGy € L(U, H_1,), dou B e L(U, H_,,). Par
définition de B , on a la suite d’équivalences suivante :

(113) < (L—A)GG=L-A
= (L-A)(GsG—-1)=0

— L(G4G —1) = A(G4G —I).

Puisque GG4 = I, on a G(I — G4G) = 0, donc Im(I — G4G) C ker G. Comme Lo g = A et
/Nl| kerc = A, on en déduit que

L(GaG — I) = A(G4G — ),

ce qui implique bien (1.13) d’aprés la suite d’équivalences ci-dessus. Par conséquent B vérifie la
relation (1.11).

2. Soit 1 € o(A). On remarque déja que, par définition de X, ul — A est inversible d’inverse
(ul — A)~' € L(H_1 ., H), et donc que (ul — A)~'B € L(U, H). Montrons, qu'en fait, (ul —
A)7'B € L(U,Y). Puisque B = (L — A)Gy, on peut écrire

B = (ul — A)Gq — (uI — L)Gy,
avec (uI — L)Gq € L(U,H). D’ou

(ul —A)'B = Gq— (ul —A)~'(ul — L)Gy
= Gq— (uI = A)~H(pul - L)Gy.

Puisque (ul — A)~' € L(H,Hy), on a (ul — A)~Yul — L)Gy € L(U,Hy) et donc, (ul —
ANl — L)Gy € LU,Y) car || - g, = || - ||y 1l suit immédiatement de I’égalité précédente
que (uI —A)"'B e L(U,Y). De cette égalité découle également le fait que (ul — A)" B — Gy €
L(H, Hy) et donc que

Im ((ul ~A)'B- Gd) C H, = kerG.

D’ou o
Gpl — A 'B=GGy =1,

ce qui achéve la démonstration de la Proposition 1.36.
O

Corollaire 1.37. Si (L,G) est un probleme frontié¢re non homogéne abstrait sur U, Y et H, et que
%(t) € H, pour tout t € [0,T], alors le probleme (1.10) est algébriquement équivalent au probléme
suivant

(1.14)

Wty = Ay(t) + Bu(t), te[0,T),
y(0) =",
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Démonstration. Puisque L € L(Y, H), alors il est évident, d’aprés (1.11), que si y vérifie (1.10) alors y
vérifie aussi (1 14). Réciproquement, supposons que y vérifie (1.14). Alors, en appliquant G(ul — A)~*
a DPéquation % (t) = Ay(t) + Bu(t), on a, d’apres (1.12) :

dt
v(t)

G(ul — A)~' Bo(t)
Gt — D) Wity — Gt — 3 Ay(t)
= —G(ul — A~ Ay(t), (1.15)

puisque %(t) € H (et donc (uI — A)~ d—y(t) (ul — A)_l%(t) € Hy = kerG). En utilisant la
décomposition L = A + BG, on déduit de (1.15) que

o(t) = —G(ul —A)'Ly(t) + G(ul — A)~"'BGy(t)
= G(ul - A)7'BGy(t),

car (ul — A)~'Ly(t) € Hy = ker G. Par conséquent, la relation (1.12) donne

v(t) = Gy(t),

ce qui entraine
d ~ ~ ~ ~
(6 = Ay(t) + Bo(t) = Ay(t) + BGy(t) = Ly(t).

Ainsi y vérifie le probléme (1.10). O

Définition 1.38. Si (L,G) est un probléme frontiére non homogene abstrait sur U, Y et H, alors
on dit que A est le générateur de (L,G) et que lopérateur B donné par la Proposition 1.36 est son
opérateur de contréle

Remarque 1.39. Pour un probléme frontiére non homogene abstrait, I’opérateur de controle B nest
jamais borné de U dans H. Plus précisément, BUNH = {0}. En effet, pour tout € BUNH, il existe
v € Utelquex = Bo donc, d’apres (1.12), v = G(ulfg)’lx = G(ul—A)~1z, puisque z € H. Comme
(ul —A)~t € L(H, Hy), 'élément (ul — A) "'z appartient & Hy = ker G, donc v = G(ul — A)~lz =0
ce qui implique que z = Bv = 0. Cependant, B est borné de U dans H_; 5. On présentera dans la
section 1.1.6 un exemple de probléme avec donnée au bord non homogéne qui peut s’écrire sous la
forme d’un probléme de Cauchy avec terme source du type (1.14), mais qui n’est pas un probléme
frontiére non homogéne abstrait au sens de [TW09], puisque l'opérateur de controle correspondant est
non borné de U dans H_;.

Remarque 1.40 (Construction de E) Dans la pratique, au lieu de construire directement ’opérateur
B, on effectue un relévement de la condition de bord v : pour tout v € U et tout p € p(A), 'élément

y=(ul — ﬁ)*lgv € H est 'unique solution du probléme suivant :

{Ly = [y, (1.16)
Gy =v.

En effet, remarquons déja que la solution de ce probléme est unique : si y; et yo sont solutions de
(1.16), alors z = y; — yo vérifie Lz = puz et Gz = 0, donc d’aprés la formule (1.11) de la Proposition
1.36 et le fait que z € Hy = ker G, on a Az = uz, et donc z = 0, puisque p € p(A). Maintenant,
vérifions que I'élément y = (uI — A)~'Bv € H est bien solution de (1.16) : la relation (1.12) appliquée
a v donne directement Gy = v. D’aprés (1.11), on en déduit que (L — pul)y = (A — ul)y + B(Gy) =
—Buv + B(Gy) = 0, d’ou le fait que y est solution de (1.16).

Maintenant que ’on a fait le rapprochement entre le probléme avec condition de bord non homogéne
(1.10) et le probléme de Cauchy avec terme source (1.14) dans le cas ou (L, G) est un probléme frontiére
non homogéne abstrait, on peut appliquer les résultats du paragraphe précédent pour en déduire des
conditions d’existence et d’unicité des solutions de (1.10).
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Proposition 1.41. Soit (L, G) un probléeme frontiére non homogéne abstrait sur U, Yet H. On sup-
pose que le générateur A de (L, G) définit un opérateur maximal dissipatif A1y = A: D(A_1)\) =
H C H_1 — H_1 . Alors, pour tout T > 0, toute donnée initiale y° € Y et tout v € H?(0,T;U)
tels que Gy° = v(0), le systeme (1.10) admet une unique solution

y e C([0,T],Y)nC ([0,T], H).

Si, de plus, il existe Ty > 0 tel que pour tout v € L*(0, +o00;U),
To _
/ S(_l),)\(TO — S)BU(S) ds € H, (117)
0

ot (S(—1),A(t))s>0 est le semi-groupe de contractions associé a A(_1 ), alors la condition v € H%*(0,T;U)
peut étre remplacée par v € HY(0,T;U).

Définition 1.42. Un opérateur de contrdle Be L(U, H_1.)) pour lequel il existe Tp > 0 tel que la
propriété (1.17) est vérifiée est dit admissible.

On pourra trouver la démonstration de la Proposition 1.41 dans [TW09]|. On démontrera dans la
sous-section 1.1.6 un résultat du méme type pour ’exemple d’un systéme avec condition au bord non
homogeéne qui ne vérifie pas les propriétés des problémes frontiéres non homogénes abstraits et pour
lequel 'opérateur de contrdle n’est pas admissible.

1.1.5 Cas des opérateurs diagonalisables

On note 2 Pensemble des suites (ay)gen< C C de carré sommable et (e)gen+ la base canonique
de ¢? définie par
€Lk ::(07"'705 % 5070707"')7 Vk € N*.

feme

Définition 1.43. On appelle base de Riesz de H toute famille (¢x)ren+ C H pour laquelle il existe
un opérateur inversible Q € L(H, ¢?) tel que

Qo =er, VkEe€ N*.
On dit alors que la famille (gk)keN* définie par
or = Q Qér, Wk N,
est la famille biorthogonale a la base de Riesz (dp)pens-

Remarque 1.44. Remarquons qu'une base Hilbertienne (ou encore, base orthonormale), ¢’est-a-dire
une base telle que pour tous k et j dans N*, on ait

okl =1, (Pr,dj) =0sik#j,

est une base de Riesz : opérateur @ de la Définition 1.43 est dans ce cas un opérateur unitaire (i.e.
Q*Q = QQ* = I) et la famille biorthogonale (¢ )ren+ est la base Hilbertienne (¢y)ren+ elle-méme. De
plus, si (¢r)x est une base Hilbertienne de H, alors tout élément x € H s’écrit x = Y, - (2, d) fy Pr,

avec ||z||3; = Y ren |<x,¢k>H|2, et pour tout (ag)x € £?,

> axgn

keN*

= [l(ax)klle2-
H

Ce résultat se généralise aux bases de Riesz, mais les égalités se transforment, dans ce cas, en
équivalences de normes. Plus précisément,

Proposition 1.45. Soit (¢x), une base de Riesz de H et soient Q et (¢y,), comme dans la Définition
1.48. Soient m = 1/||Q‘1||£(52)H) et M = ||Q|| £,y Tout x € H se décompose de la fagon suivante :

= <~’U7 (Ek>H Pk,

keN
avec

~ 2
m2lelh < Y [(w.6e) | < a2zl
keN



1.1. Opérateurs maximaux dissipatifs et problémes de Cauchy abstraits 17

1.1.5.1 Définition et propriétés des opérateurs diagonalisables

On étudie ci-dessous les propriétés des opérateurs diagonalisables sur un espace de Hilbert com-
plexe.

Définition 1.46. On dit qu’un opérateur A : D(A) C H — H est diagonalisable si son ensemble
résolvent p(A) est non vide (voir Remarque 1.4, page 6, pour la définition de p(A)) et s’il existe une
base de Riesz de H constituée de vecteurs propres de A.

Proposition 1.47. Soit A : D(A) C H — H un opérateur diagonalisable et soit (¢r)r une base
de Riesz de H formée de vecteurs propres de A. On note (A\g)r C C la suite des valeurs propres
correspondantes et (¢r)r la famille biorthogonale associée a (P ).

1. A se décompose de la maniére suivante :

D(A) = {x € H/ Z (1 + \/\k|2) ‘<$,€Zk>’2 < +oo}’
k

Az = Z)\k <$,($k> ¢/C, Vx € D(A)
k

2. A* : D(A*) C H — H est diagonalisable, de vecteurs propres (Ek et de valeurs propres \j.

3. A est maximal dissipatif si et seulement si

sup Re\, < +00.
k

Si c’est le cas, alors le semi-groupe de contractions (S(t))i>0 engendré par A s’écrit, pour tout
t>0 ettoutx € H,
S(t)x = Ze/\’“t <x, qbk> Ok
k

En particulier, dans le cas o A est diagonalisable dans une base Hilbertienne, on a le résultat
suivant :

Proposition 1.48. Si A : D(A) C H — H est diagonalisable, avec une base Hilbertienne (¢r) de
vecteurs propres associés & des valeurs propres (Ag)g toutes réelles, alors A est auto-adjoint et

D(A) = {x € H/ Z (1 —|—/\i) |<a:,¢k)|2 < +oo},
2
Ax:ZAk <'r7¢k‘> ¢k¢a VZ‘ED(A)
k

1.1.5.2 Décomposition des opérateurs diagonalisables coercifs

On définit ici, pour un opérateur coercif, deux nouveaux espaces Hy /o et H_; 5 sur lesquels il peut
respectivement étre restreint ou prolongé. L’introduction de ces nouveaux espaces permettra, dans le
paragraphe suivant, de reformuler certains problémes du second ordre en temps comme des problémes
de Cauchy du type (1.5).

Définition 1.49. On dit que A : D(A) C H — H est coercif si
1. A est auto-adjoint,

2. il existe une constante m > 0 telle que
(Aw,a)y; = mlal}, Vo€ D(A).
Dans ce cas, on note A > ml.

La proposition qui suit caractérise le spectre des opérateurs coercifs.
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Proposition 1.50. Soient A: D(A) C H — H un opérateur auto-adjoint et m > 0. Alors A > mlI
st et seulement si o(A) C [m,+o0].

Dans tout ce paragraphe, A : D(A) C H — H désigne un opérateur coercif tel que A > mI pour
un réel m > 0 donné. On va construire la racine carrée de cet opérateur non borné. Remarquons
d’abord que A est injectif puisque

Vo € D(A), |Az||g > m||x| . (1.18)

En fait, A est inversible. En effet, puisque (ImA)J‘ = ker(A*) et que A est auto-adjoint et injectif,
alors (ImA)L = {0} et, ImA est dense dans H. Or, A étant auto-adjoint, ImA est fermé dans H,
donc ImA = H. On en déduit donc que A est inversible et d’apres (1.18), que A™! € L(H), avec
HA_1||£(H) < m~L 1l est clair que A~! est également coercif. En particulier A~! est un opérateur
borné sur H et positif. On sait alors qu’il admet une unique racine carrée que ’on note

A—1/2 — (A_1)1/2.
L’opérateur A~1/2 est, par construction, auto-adjoint dans H et inversible de H dans le sous-espace
D(AY?) = Im(A~1/?),

muni de la norme de H. Remarquons que, puisque
T
(Im(A2) " = ker ((47/2)") = kex(4~*/2) = {0},

alors D(A'/?) est dense dans H. On note AY/? € £(D(AY?), H) V'inverse de A=/2 ¢ L(H, D(A/?)).

En fait,
1

AL/ = ((A—1)1/2)7 .

On peut vérifier que A2 : D(AY?) ¢ H — H est également un opérateur coercif. Comme dans
le paragraphe 1.1.2.1 (mais avec A = 0, puisque l'on sait que A est inversible), on définit 'espace
H, = D(A), muni de la norme

Iz, = Az||la, Vze H.

De la méme fagon, on peut définir 'espace
Hy)pp = D(A'Y?),

muni de la norme
||y, = 1AV 2|, Vo € Hypo.

On peut montrer que les injections
HyCH,, CH

sont continues et denses. Par définition des normes sur Hy et Hj s, il est clair que les opérateurs
A2 ¢ L(Hy9,H) et A2 ¢ L(Hy, Hy /) sont des isométries.

Comme dans le paragraphe 1.1.2.2 (toujours avec A = 0, puisque les opérateurs considérés sont
inversibles), on construit les espaces H_y = (H;) et H_y/, = (Hy3)", ot les duals sont pris par
rapport a l'espace pivot H, et on peut étendre de maniére unique les opérateurs A et A,/ en des
isométries :

A1y € L(H, H_y), AY*_ip) € LIH,H_,)5).
On remarque que les normes sur H_; et H_;/, vérifient respectivement les relations suivantes
-1
el =1 (Ay)  =llm, (1.19)

et
-1
lzle_y . = I1(AY2 (1)) 2lla (1.20)
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On peut également prolonger A de maniére unique en un opérateur coercif
A2y D(A(Z1y2)) = Hijo C H 15 — H_y 3,

défini par
Acapyn = A2y (AV20), o € Hyps. (1.21)
De plus, A(_1/2) est une isométrie de Hy /o dans H_y ;.

Le résultat qui suit donne 'expression des espaces Hy/p et H_; /5 et la décomposition de A2 en
fonction des vecteurs propres de A, lorsque A est diagonalisable.

Proposition 1.51. On suppose que A est coercif et diagonalisable. On note () la base orthonormale
formée de vecteurs propres de A et (M), C RT la suite de valeurs propres associée.

1. L’opérateur A2 : D(AY?) C H — H est donné par

D(AY?) ={z e H/ Y e |(z.6n) y|” < +00},
k

AV2p =3NS @ di)y ok, Vo€ D(AM?).
k

2. L’espace H_y 5 défini précédemment peut s’écrire comme
H_ipp={zeH /Y N\l o) < +oo},
k

et

1/2
/ey, = (Z A <x,¢k>2> . Vo e H y.
k

1.1.5.3 Opérateurs anti-adjoints et problémes du second ordre en temps

On considére des systémes du second ordre en temps de la forme

d2

y(0) =4°  (0)
ou l'opérateur A : D(A) C H — H est coercif. Afin d’obtenir des résultats d’existence et dunicité des
solutions de (1.22), on va réécrire ce systéme comme un probléme de Cauchy du type

{Zi?é;g)zjz(t), t €[0,7], (1.23)

ou L : D(L) C Z — Z est un opérateur maximal dissipatif anti-adjoint sur un espace de Hilbert
particulier Z.
Tout d’abord, on rappelle la définition d’opérateur anti-adjoint.

Définition 1.52. On dit qu’'un opérateur L : D(L) C Z — Z sur un espace de Hilbert Z est
— anti-adjoint si D(L*) = D(L) et L* = —L,
— anti-symétrique si
V(2,2) € D(L) x D(L), (Lz,%z), =—{2,Lz%),.

Comme pour les opérateurs symétriques et auto-adjoints, il est clair que tout opérateur anti-adjoint
est anti-symétrique. De méme, en analysant la démonstration de la Proposition 1.13 et la Remarque
1.14, on déduit facilement le résultat suivant.

Lemme 1.53. Si lopérateur L : D(L) C Z — Z est anti-symétrique et inversible, alors il est anti-
adjoint.
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On peut également démontrer (voir, par exemple, dans le livre de Tucsnak et Weiss [TW09],
Theorem 3.8.6, p.105) une caractérisation des opérateurs anti-adjoints du méme type que celle des
opérateurs maximaux dissipatifs :

Théoréme 1.54. L : D(L) C Z — Z est anti-adjoint si, et seulement si, L est le générateur d’un
groupe unitaire, i.e. il existe une famille (S(t))ier € L(Z) qui vérifie les propriétés 1 et 4 de la
Définition 1.8 (en remplagant H par Z) et les propriétés suivantes :

2. Vs,teR, S(s+1t)=S(s)S(t),
P VER, VeeZ |ISM)2lz=|z]z.

et pour laquelle

D(L) = {z ez/ lim% existe dans Z},

t—0
t>0
et g
VzeD(L), Lr=lim2W22

t—0 t
>0

Pour transformer le probléme du second ordre (1.22) en un probléme du premier ordre comme
(1.23), l'idée naturelle est de poser
y(t) )
z(t) = .
0=

On reprend les notations Hy, Hy/p, H_1/5 et H_1 du paragraphe précédent. On définit I'espace
Z = H1/2 X H,

muni du produit scalaire

(2,2) 7, = <A1/221,A1/251>H+<2’2,52>Ha Vz = < o >,5— ( 2 ) €Z

22
On consideére alors sur Z l'opérateur L : D(L) C Z — Z défini par

D(L) = D(A) x D(AY?) = Hy x Hy )y

_ 0 I . 29 . 21
LZ_(—A O>2_<—Azl ), Vz—<z2>€D(L).

Cet opérateur vérifie les propriétés suivantes :
Proposition 1.55. L: D(L) C Z — Z est anti-adjoint et inversible.

Démonstration. D’aprés le lemme précédent, il suffit de montrer que L est anti-symétrique et inver-
sible. Puisque A est auto-adjoint et donc, en particulier, symétrique, il est facile de vérifier que L est

anti-symétrique. Montrons maintenant que L est inversible. Soit z = ( ? ) € Z =H;;xH. On
2
cherche a résoudre ’équation
Lz=7Z,
2= ( “ ) € D(L) = D(A) x D(AY/?),
22

qui est équivalente a

2y = 71, —Az =2z,

29 € D(Al/Q), FARLS D(A),
Puisque 21 € Hy/y = D(A'/?), Péquation z; = 2] a une unique solution zp € H, 5. D’autre part, on
a démontré dans le paragraphe précédent, juste aprés (1.18), que A : D(A) C H — H est inversible.
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Puisque 2o € H, I'équation —Az; = Z, a donc une unique solution z; = —A~1Z, € D(A). On en
déduit donc que L est inversible et on remarque, au passage, que ’expression de L~ est donnée par :

_A-1% _p-1 >
ao( ARV (0 AT s o (B ) ez
21 I 0 )

Cela démontre la proposition. O

Comme dans le paragraphe précédent, on peut alors construire 'espace de Hilbert Z; = D(L)
muni de la norme

1/2 1/2
Izl = 1221z = (1420 + Nzl ) = (Nl + iy, . )
On remarque, en particulier que Z; est ’espace de Hilbert produit
Zy = Hy x Hyp. (1.24)
On construit alors le dual Z_; de Z; par rapport a 'espace pivot Z, et on sait, d’aprés (1.19) que
lzllz-, = 1 (L-n2) s

ou L1y € L(Z, Z_1) est 'unique extension continue de L dans £(Z, Z_1). On peut vérifier que L_1)

est donné par
0 I
L — = 9
ey ( —A1p2) 0)

ot A(_1/2y est 'unique extension continue de A dans ﬁ(Hl/Q, H_1/2). Par conséquent,

(L)' = ( 0 (A<701/2>)_1 )

et la norme dans Z_; est donnée par

1 1 1/2
Iz = 1 (@)™ 2llz = (Il + ) (Acy) ™ 2lE,,.)
2 1/2 -1 2\ /2
= (a3 + 1422 (A1) 2al) (1.25)
d’aprés la définition de la norme dans H; /o. D’autre part, (1.21 ) donne
-1 1/2\~1/ 41/2 -1
(Acarm) ™ = (AY2) (A2 )
donc, pour tout z € Z_1,
-1 -1
IAY2 (AZ1y2) " zollm = (A2 (C1y2) " 2elle = llzella_y .
d’aprés (1.20). En revenant a (1.25), on en déduit que
) ) 1/2
veeZoa, Nzla = (laald + lzll,,,)
ce qui établit que I'espace Z_ est en fait le produit d’espaces de Hilbert
Z,] - H X H71/2. (126)
Une propriété importante de l'opérateur L pour ’étude du probléme d’existence et d’unicité de

solutions pour (1.23) et donc pour (1.22)) est le résultat suivant qui est une conséquence du théoréme
de Stone et dont on pourra trouver la démonstration dans [TW09].

Proposition 1.56. L: D(L) C Z — Z est mazimal dissipatif.
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On démontrera ce résultat “a la main” sur 'exemple de la section suivante, sans invoquer le théo-
réme de Stone.

Comme conséquence de cette proposition, L engendre un semi-groupe de contractions (S(t)):>o.
En fait, L est plus que maximal dissipatif, il est méme le générateur d’'un groupe unitaire.

Remarquons que, en posant
(1)
@ )’

alors y est solution de (1.22) avec y° € Hy et y' € Hy /2 si et seulement si z est solution de (1.23) avec
0
20— < 31 ) € Z1 = D(L). En appliquant le Théoréme 1.9 4 L : D(L) = Z; C Z — Z, on en déduit le

résultat suivant :

Proposition 1.57. Pour tout y° € H, et tout y' € Hy/3, le probléeme (1.22) admet une unique
solution
y € C([0,T),H1)nC" ([0,T], Hy o) NC?([0,T],H).

1.1.6 Exemple d’un probléme du second ordre pour un opérateur maximal
dissipatif avec spectre essentiel

Dans le chapitre 4, on étudiera la contrélabilité du probléme suivant

6(;“21 = Aul + Oéamu% ((l‘,y),t) € QT = QX]O7T[7
2
T = —adyuy — aus, Qr,
w1 = vlr, S = 00x]0,T], (1.27)

ul('70):u(1)7 U,Q(',O):Ug, Qa
%(ﬂo):u%ﬂ M(’O :u%a Q,

ou § est le carré unité Q =]0,1[2, T est la partie de la frontiére 9Q de Q définie par I' = {(z,y) €
0Q, 2y = 0}, T est un réel strictement positif et a et « sont deux réels tels que a > a? > 0 et
Va—a?/m ¢ N*.

On se propose ici de donner un sens aux solutions de (1.27), lorsque sont fixées, dans des espaces
adaptés, les conditions initiales u?, ul pour i = 1,2 et la condition de Dirichlet v. Pour ce faire, on
va procéder en deux étapes : d’abord on étudie le probléme homogéne et les propriétés de 'opérateur
auquel il est associé en le reformulant sous la forme d’un probléme de Cauchy homogéne comme dans
le paragraphe précédent, puis on construit un relévement de 'opérateur considéré pour reformuler le
probléme non homogeéne (1.27) comme un probléme de Cauchy non homogéne du type (1.10).

Commengons par réécrire le systéme (1.27) comme une seule équation du second ordre en temps.

Posons
0 1
_ [ w o_ [ U1 1_ [ U
u = 1) U = ) u = 1 )
Uo Us U

—A -0, -
A(aagg a >’ gi(l O)'

Le systéme (1.27) est alors (algébriquement) équivalent au probléme suivant

(e}

et notons formellement

P4 (t) + Au(t) = 0, t €]0, T,
Gu(t) = v(t)1r, t €0, T, (1.28)
w(0) =,  24(0) = ul.

1.1.6.1 Etude du probléme homogéne

On s’intéresse ici au cas ot v = 0. On considére alors ’espace de Hilbert

H=L*Q) x L*(Q)
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et I'opérateur A : D(A) C H — H défini par

D(A) = {u = ( Z; > € HYQ) x L2(Q)/ uy + aA ™ d,uy € Hz(Q)},

Au=Au= < —A (u1 + O‘Ailaf”lm) ) ,

adzuy + aus
olt A est vu comme le Laplacien avec domaine H?(Q2) N H}(Q),
A:D(A) = H*(Q) N HY(Q) C LA(Q) — LA(Q).

On rappelle que les valeurs propres et vecteurs propres associés de opérateur —A sont données

respectivement par
tpg = (P* + ¢*) 7,
¢pq(r,y) = 2sin(prx) sin(qry),  Y(z,y) € Q,

pour tout (p,q) € N* x N*. On introduit alors les notations suivantes, pour (p,q) € N* x N* et
(z,y) € Q-

Mg =3 (Npq tax \/(Npq —a)’ + 4042102”2) ;
Ypq (,y) = 2 cos(pr) sin(gny) ,

(Ae—a) apr

T
+
e =
e < \/(kiq_a)2+a2p2”2 o \/(/\iq—a)z-ﬁ-anQTrz ¢Pq> 7

eq(z,y) = (0, V/25sin (qu))T.

Lemme 1.58. L’ensemble des valeurs propres de A est

Vp(A) = {a} U{N} Fpaz1 U{A,  paz1,

et l’ensemble des vecteurs propres associés est

{eq}qzl U {e;:q p,q>1 U {e;q}pﬂzl :

Démonstration. Soient A une valeur propre de A et u = (u1,u2)” un vecteur propre associé a A. Alors
u est une solution non nulle du systéme

(A —a)ug = adyuq
A (u1 + ozA_laa:ug) +Au; =0 (1.29)
U1|aQ =0.

Supposons dans un premier temps que A = a, le systéme (1.29) entraine alors d’une part, que d,u; = 0
dans ) avec u1 g = 0 donc, que uy = 0 dans © et d’autre part, que 'équation A (u1 + aA’lazug) +
Aup = 0 dans  s’écrit ad,us = 0 dans Q. Par conséquent, on peut écrire uy sous la forme us(z,y) =
f(y) avec f € L?(0,1). On en déduit donc que A = a est bien une valeur propre de A, et que le
sous-espace propre associé est {(z,y) — (0, f(y))T : f € L?(0,1)}. Supposons maintenant que \ # a,
alors le systéme (1.29) peut s’écrire comme

Uy = ﬁ@mul
(14 52 Buwtir + Oyyur + Ny =0 (1.30)
u1)90 = 0.

Puisque la famille (¢p4)p 4>1 des vecteurs propres de —A est une base Hilbertienne de L?(f), u; se

décompose de maniére unique sous la forme u; = > Up 0pq avec (Upg)p.g>1 € €2 uy est alors
p,geN”
solution de (1.30) si et seulement si pour tout (p,q) € N* x N*,

2
(p27r2 (1 - /\O‘_ a) — ¢ + /\> Up,q = 0. (1.31)
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Soit (p,q) € N* x N* tel que uy 4 # 0. I suit de (1.31) que A vérifie 'équation
NM—(a+ @ +¢) ) A+ ((a—?)p* + ag®) n* = 0. (1.32)

Par conséquent,

1
A=2(mﬂﬁ+¥%¥i¢h—@“ﬂ%ﬁf+%%%ﬁ:A%'

Réciproquement, il est facile de vérifier que Aeiq = )‘zﬂiqeiq’ ce qui compléte la démonstration du

lemme. O

Puisque les familles (¢ P . sont deux bases Hilbertiennes de L? (),
Pq/( P9/ (p,q)ENXN

P,q) EN* XN* et
on peut vérifier facilement que la famille B = {eq}q>1 U {e;q}p o1 Y {e;q}p o1 forme une base

Hilbertienne de H = L? (Q) x L? (). On en déduit donc le résultat suivant :

Lemme 1.59. L’opérateur A est diagonalisable dans la base Hilbertienne

B={eg} 5, U {eziryq}p,qg U {e.;q}p,qZI :

Les résultats présentés dans la section 1.1.5 s’appliquent donc & A. En particulier, A vérifie les
propriétés suivantes.

Lemme 1.60. —A est mazximal dissipatif et A est auto-adjoint.

Démonstration. On peut remarquer que, les valeurs propres de A étant toutes positives, on a

sup Re(—X) <0 < +o0.
AEVD(A)

La Proposition 1.47 établit alors que 'opérateur —A est maximal dissipatif sur H. Le fait que A est
auto-adjoint est une conséquence immeédiate de la Proposition 1.48. O

On décrit maintenant les propriétés asymptotiques des deux suites de valeurs propres (Az—;q)(P»q) et
()‘; q)(p,q)'

Lemme 1.61. 1. Lorsque ||(p,q)|| = +o00, la suite X}, a pour développement asymptotique X =
a2p27'r2 p4 ) . .
tpq + ST + 0] (T%q . En particulier,
)\+ pq- (133)

~J
, 1
P4 @)l =+oo

2

2. Tout réel du segment [a — a?,a] est une valeur d’adhérence de la suite ()\

p’Q)(p,q)GN*XN*'

Démonstration. Le premier point consiste en un simple développement limité. En ce qui concerne
le deuxiéme point, il suffit de montrer que tout réel dans Ja — a2, a| est une valeur d’adhérence de
()\;’q)(%q)eN*XN*. Soient A € (a —a?,a) et § €]0,7/2] tel que
A=a—a’cosb.
11 existe une suite (p,) C Q* telle que
Pn — tané.

n—oo
Par continuité, on a
0, := arctanp, — 6.
n—oo

Pour tout n, puisque p,, € Q*, il existe un couple (p,, g,) € N* x N* tel que
P =DPn/Gns  |(Pnsqn)ll — oo
n—oo

Si nécessaire, on peut remplacer (p,, g, ) par (npn,ng,) , de fagon a ce que la condition ||(pn, gn)|| — o

lorsque n — oo soit satisfaite. Par définition de A, . il suit que
. ~ a—a’cosh, ~ a—a’cosh =)\
Prsldn p_s00 " n—oo ’

ce qui démontre le lemme. O



1.1. Opérateurs maximaux dissipatifs et problémes de Cauchy abstraits 25

On rappelle ci-dessous la définition du spectre essentiel d’'un opérateur. Pour plus de détails sur
cette notion, on renvoie a [Dav95].

Définition 1.62. — On appelle spectre essentiel de A 'ensemble o.4s(A) formé des nombres com-
plexes A\ pour lesquels I'une et I'une seulement des conditions suivantes est vérifiée :
1. Al — A est injectif, mais pas surjectif,
2. X est une valeur propre non isolée de A,
3. X est une valeur propre isolée de A, de multiplicité infinie.
— On appelle spectre ponctuel de A Pensemble 0,(A) = 0(A) \ 0ess(A) formé des valeurs propres

de A qui sont isolées et de multiplicité finie.

Dans [GGT7], les auteurs démontrent que le spectre essentiel d’un opérateur auto-adjoint d’ordre
mixte A est composé des réels A\ pour lesquels A — Al n’est pas elliptique au sens de Douglis et
Nirenberg, puis ils donnent une caractérisation du spectre essentiel qui, dans notre contexte, s’écrit

Uess(A) - {>\ S Ra det(As(ghf% )‘)) = Oa 5 = (51752) S sz& 7& (070)} )

2 .
ott Ag(&1,62,\) = < Z|§|£ ;mii > est obtenu a partir de l'opérateur différentiel A en remplacant
L _
0 par i&; et 9y par i§. On obtient immédiatement que

2

A=a-— a2ﬁ, ¢ € R*\ {(0,0)}

d’ott le résultat suivant.
Lemme 1.63. Le spectre essentiel de A est 0css (A) = [a — a?,al.
On déduit des Lemmes 1.61 et 1.63 que 0¢s5(A) est 'ensemble des points d’accumulation de la
suite (A;q)(p,q)eN*xN*' D’autre part, on peut montrer que
Vp, q € N*, )\+ > /\+1 >a> A\, ,>min(a — o?,m?).

Il vient alors que o,,(A) est la réunion de 'ensemble des valeurs propres Af, et d’un nombre fini de

valeurs propres A, ., et que

0(A) = 0ess(A) Uoy(A) C [min(a — o?,72), +ool.

Le réel min(a—a?, %) étant strictement positif, la Proposition 1.50 permet de déduire immédiatement

le résultat suivant :
Lemme 1.64. L’opérateur A est coercif sur H. Plus précisément,
Yu € D(A), (Au,u), > min(a — o, 7%)|ul|F.

On peut donc décomposer, pour § € {1,1/2}, la puissance A° de A comme suit :

26
DAY ={ue H/ S N (el )+ S0 07 (uey )i+ a? (u,eq)y < ool

p,q>1 p,q>1 q>1

et, pour tout u € D(A?),

5 5 _ 0 _ _ 5
Alu = Z )‘;,q <u’€;lI>H 6;_41"_ Z Apa (u, ep7q>Hep,q+Za (u, €q)  €q-

p,q2>1 p,q>1 q>1

Puisque (A, ,)(p,q) st bornée, on peut méme caractériser D(A%) comme

D(A®) ={uec H/ Z A 0 <u,e;q>; < 400} (1.34)

On peut alors exprimer D(Al/ 2) en termes d’espaces usuels.
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Proposition 1.65. D (A'/?) = H} (Q) x L? (Q).
Démonstration. Soit u = (uy,u)’ € H. D’aprés (1.34) et (1.33),

u € D(Al/z) = (A;ql/Q <u, e;;q>H) e’ = (Npq1/2 <u,e;q>H) e 2.
P.q P.q

Or, en revenant a la définition des vecteurs propres e;q (voir juste au dessus du Lemme 1.58), on peut

décomposer j,,'/? (u, e ,) sous la forme

/‘pql/2 <u, e;,q>H = Qpq (U1, @pq>L2(Q) + Bpq (U2, wPQ)LQ(Q) ’

ou
+
_ 1/2 Apg — @ 1/2
Qpg = Hpg 5 ~ Hpq "
\/(A;q_a) 4 a2p2g2 |lotoe
1/2
By = apr Lra apripg 2.

\/(qu —a)’ +azppar N@aloe

De la définition de ju,,, il suit que apmii,, ~*/? < 1, et donc que B,, = O(1) au voisinage de ||(p, )| —

+o0. Il vient alors que la suite (qu (ug, wi"q>L2(Q)> est un élément de £ puisque uy € L?(£) et que
P.q

est une base Hilbertienne de L2(£2). On en déduit donc que
(wpq)p q q

ue DAY?) = (a,,q <u1,<ppq>L2(Q))p \ €

— (,qul/Q (u1, @pq>L2(Q)>p v S5

& weD ((—A)W) — HL(Q),

puisque (¢pq)p.q est une base Hilbertienne de L?(Q) formée de vecteurs propres de l'opérateur —A
de domaine H?(Q) N H (), associés aux valeurs propres fi,,. On en déduit donc que D(A'Y?) =
H}(2) x L*(Q). a

Comme dans le paragraphe 1.1.5.3, on construit ’espace
Z - H1/2 X H,

ot Hy 3 = D(AY?) avec ||z||u, ,, = ||AY22| 4, sur lequel on considére lopérateur anti-adjoint, inver-

sible et maximal dissipatif L : D(L) C Z — Z défini par

= = 0 I
D(L):Hlel/Q, LZ(—A 0)

La Proposition 1.57 donne alors I'existence et I'unicité d"une solution u € C ([0, T], H,)NC* ([0, T, Hy /2)N
C?([0,T), H) , pour le probléme homogéne associé a (1.27) :

02
% + Au =0, 10,77,
u(0) = uP, %(0) =ul,
lorsque u® € Hy et u! € Hy s2- On peut également considérer la premiére extrapolation de L ie.

Vopérateur L : D(L) = Z C Z_1 — Z_; définisurledual Z_; = HxH_; 5 del’espace Z1 = Hy x Hy s
par rapport a l’espace pivot Z, par

= 0 I
D(L):HI/QXHa L:L(—l): ( _A(71/2) 0 >7
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ot A(_y/2) est 'extension de A en un opérateur coercif sur H, /o de domaine H_; /5. Pour des raisons
de cohérence entre les notations de ce chapitre et celles du chapitre 4, on introduit les notations
suivantes

X = HXx H71/27
X1 == H1/2 X H,
X1 = H_yppxHy,

de sorte que L est un opérateur anti-adjoint et maximal dissipatif sur X de domaine D(L) = Xj.
L’espace X_1 n’est rien d’autre que le dual de X; par rapport & 1’espace pivot X. En appliquant le
Théoréme 1.9 4 L : D(L) = X; C X — X, on obtient le résultat suivant :

Proposition 1.66. Pour tout u° € Hyy et tout u' € H, le probleme

ZH+ A1ypu=0, 10,77,
u(0) = P, %(0) =ul,

admet une unique solution

uwe C([0,T],Hy2) NC([0,T],H)NC?([0,T],H_1/2) .

1.1.6.2 Reformulation du probléme non homogéne

On donne maintenant un sens aux solutions du probléme non homogéne (1.27) (ou encore (1.28)).
L’idée est de réécrire ce probléme comme un probléme de Cauchy non homogéne avec terme source afin
de pouvoir lui appliquer le Théoréme 1.29. Comme dans le paragraphe 1.1.5.3, on considére 'opérateur
extrapolé L(_qy : D(L(_1)) C X_1 — X _; de L, donné par

0 I
D(L(—l)) = Xa L(—l) = < _A(—l) 0 > )

ot A_yy : D(A(_yy) = H C H_y — H_; est I'extension de A en un opérateur auto-adjoint sur H_; de
domaine H. On définit formellement Popérateur G = ( G 0 ) de sorte que, en posant z = (u, Z—’;)T et
20 = (u®,u')T, le systéme (1.28) soit algébriquement équivalent au probléme de Cauchy non homogéne
suivant

5 (t) = L_pya(t), t€)0,T],

Gz(t) =v(t)lr,  t€)0,T], (1.35)

2(0) = 2°.
En vertu de la Remarque 1.40 (avec u = 0, puisque L_yy est inversible), le point principal pour
transformer ce probléme en un probléme de Cauchy avec terme source est de construire un relévement
de la condition de bord v1lp. On cherche donc & résoudre le probléme suivant

L(,l)z:O,
Gz =vlp,
2= (21,22)T € X =H x H_y )9,

ce qui revient & poser zo = 0 et a résoudre

A(_l)Zl = 0,
Gz1 = vlr, (1.36)
z1 € H.

Ce probléme sera étudié dans le chapitre 4, section 4.3.1, sous la forme du probléme (4.6). Plus
précisément, on construira un opérateur D : D(D) C L*(I') — H fermé, non borné, de domaine
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D(D) = {v € L*(T") / Dv € H} dense dans L?(T'), défini par le fait que Dv est I'unique solution 21 de
(1.36). On considére alors I'opérateur non borné B : D(B) C L?(T') — X _1, défini par

D(B)=D(D), B= ( A(_Ol)D ) . (1.37)

On démontrera dans le chapitre 4 que le probléme avec condition au bord non homogéne (1.35) peut
se réécrire sous la forme du probléme de Cauchy avec terme source suivant

{%i(t) — L_1)2(t) + Bu(t), t€)0,T],
2(0) = 2°.

En appliquant le Théoréme 1.29(et la Remarque 1.34) a ce probléme, on démontrera le résultat qui
suit :

Théoréme 1.67. Pour toutes données initiales u® € H etu' € H_y 5 et tout élémentv € H' (0,T; D(D)),
le probleme (1.27) admet une unique solution u vérifiant

ue C([0,T],H)NC" ([0,T], H_1/2) N C*([0,T], H_1).

Remarque 1.68. Notons que, contrairement au cas des problémes frontiéres non homogénes abstraits,
lopérateur de controle B que ’on construit ici n’est pas nécessairement borné de 1’espace de Hilbert
U= L*T) dans X_;.

Dans le chapitre 4, on démontrera en détail ce résultat d’existence et d’unicité pour les solutions
du systéme (1.27), puis on étudiera ensuite la problématique de la contréolabilité de ce systéme.

1.2 Systémes paraboliques a coefficients non constants

Dans cette section, on présente les résultats généraux d’existence et d’unicité pour les systémes
paraboliques de n équations (n > 1) & coefficients non constants du type

W DAY+ B (t) - Vy+ A,y + f(2,8), (3,8) € Qr = Ox]0,T],
y=0, (z,t) € X = 00 x]0,T], (1.38)
y(z,0) = y°(x), x €.

Q) désigne un domaine borné de RY (avec N > 1), de frontiére OQ de classe C2, T est un réel
strictement positif, D est une matrice de diffusion diagonale :

dy 0

0 dy,
avec d; >0 pouri=1,--- n, T = (?1, . ,?n)TG L (QT, M"’l(]R)) représente le terme d’advec-
tion (ou terme de couplage du systéme a l'ordre 1) et A = (a;;)1<i,j<n € L™ (Qr, M™(R)) représente
la matrice de couplage a l'ordre 0.

Le chapitre 5 sera consacré a I’étude de la controlabilité interne aux trajectoires de ce systéme
pour n = 3 et b = 0. Les différents cas de controlabilité que 'on considérera consisteront a poser
f(z,t) = Bu(x,t) 1,(x) ol w sera un ouvert non vide contenu dans 2 et la matrice de controle B sera
choisie comme étant la matrice identité B = I3 de M3(R) (controlabilité par trois controles distincts,

chacun agissant sur une des trois équations du systéme), ou bien la matrice B =< 10 ) (controlabilité
0 1

par deux controles distincts vy et vy agissant respectivement sur la deuxiéme et la troisiéme équations),
ou encore comme étant le vecteur B = (0,0, 1)T (controlabilité par un seul controle v agissant sur la
troisiéme équation).
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1.2.1 Un théoréme abstrait d’existence et unicité de solutions

On va déduire l'existence et I'unicité de solutions pour (1.38) d’un résultat abstrait d’existence
et unicité de solutions pour des problémes d’évolution du premier ordre en temps qu’on rappelle ci-
dessous et dont on pourra trouver une démonstration compléte, par la méthode de Galerkin, dans
le Volume 8 de l'ouvrage de Dautray et Lions [DL8§|. Soient H et V deux espaces de Hilbert réels
séparables tels que V s’injecte dans H de fagon continue et dense. On note V' le dual de V' par rapport
a lespace pivot H et on définit I’espace

w(,T;V,V') = {y € L*(0,T;V)/ % € L*0,T; V’)} :

Dans [DLS88§]|, les auteurs démontrent que lespace W (0,T;V,V’) s’injecte de fagon continue dans
C ([0,T], H) et établissent le théoréme qui suit.

Théoréme 1.69. Soit a:[0,T] x V x V — R une application vérifiant les propriétés suivantes :
1. pour tout t € [0,T], (y,2) — a(t;y, z) est une forme bilinéaire sur V xV,
2. pour tout (y,z) € V x V, la fonction t € [0,T] — a(t;y, z) est mesurable,
3. il existe une constante M > 0 telle que

vte[0,T], V(y,2) eV xV, |a(t;y,2)| < Mlylv ll=]lv,
4. il existe deux réels A € R et a > 0 tels que
VyeV, ppt teR, altyy) + Ayl > alyl
Alors, pour tout y° € H et tout f € L*(0,T; V"), le probléeme
{;ﬂ W) D) +alu().2) = (F() 2y dans D(0.T), V=€V,
y(0) =",

admet une unique solution

(1.39)

y e W0, T;V,V').

Remarque 1.70. Une analyse de la preuve des résultats exposés dans [DL88| permet d’établir pré-
cistment la dépendance de la solution y du probléme (1.39) en fonction des données y € H et
fer*0,1;V") :

IN

”y”W(O,T;V,V’)

o1+ ;; (1+ ) @+ 30) (Wl + 1Sl zz02)

1
exp (€ (X 240) ) (19l + o)

IN

ou C désigne une constante générique strictement positive ne dépendant pas des paramétres M, A, «,
ni des données y° et f du probléme, et dont la valeur peut changer d’une ligne & 'autre.

1.2.2 Une application au cas des données initiales dans (L?())"

On remarque que le systéme (1.38) peut s’écrire sous la forme variationnelle (1.39), ou les espaces
de Hilbert H = (L2(Q))n et V= (H&(Q))n sont munis respectivement des normes

n 1/2 n 1/2
lyller = <Z IIinIiz(Q)> v vl = (Z |Vyi||%2(ﬂ)> C Yy =)
i=1

i=1

(auquel cas V' = (Hfl(Q))n) et ou la forme bilinéaire a : [0,7] x V x V — R est définie, pour tout
y=(y1," ,yn)T €V et tout 2 = (21, -+ ,2,)T €V, par

i) = [ (090)-Vz= [ (@Atom:- |

Q Q

édi/ﬂvw.vzi—ii/ﬂaij(.,t)yjzi—z:/ﬂ(7i(.,t).vyl.) o

i=1 j=1

(?(-,t) . Vy) z
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Il est facile de vérifier que a satisfait les hypothéses du Théoréme 1.69 avec

M= (de+ G2+ 0 [T ).

A

11—
Al + 52 [[7]]
allAlle + o |7
_>
i,

ol € > 0 est un réel suffisamment petit bien choisi, Cp > 0 désigne la constante dans 'inégalité de
Poincaré :

€
(07— d0—§

Vu € HY(Q), |ullz2) < Cpl|Vullr2(),

%
et ol do, deo, ||Allco €t H b H sont définis par
oo

g

, - -
do= min di, doo = max di, Al = max ayli=@n. | ¥]| = max |7

L=(Qr)
On déduit donc du Théoréme 1.69 le résultat suivant :

Théoréme 1.71. Pour tout y° € (LQ(Q))n et tout f € L?(0,T;(H1(Q))"), le probleme (1.38)
admet une unique solution

y € W (0,7 (Ho ()", (HH(Q)")
avec

Hy||W(07T;(H3(Q))n,(H—1(Q))n) < eCJwT (||y0||(L2(Q))" + Hf||L2(O,T;(H*1(Q))")) )
ot C=C(n) >0 et
- -
My = 1//do + doe + | Alloo + | 3|+ 14loT + [T T/do + T/do.

En particulier,

ve(j0.11. (£2(@)").

1.2.3 Une application au cas des données initiales dans (H}(Q2))"

On peut également appliquer le Théoréme 1.69 aux deux espaces de Hilbert V' et H définis par

n 1/2
V= (H*Q)NnH) ()", lyllv = <Z IIAyilliz(Q)> , Yy =(y1,un)" €V,
i=1
et
" 1/2
H=(Hy)",  llyla = <Z Vyilliz(m> , Yy=(y1,-- yn)" €H.
i=1

Dans ce cas, le dual de V' par rapport a I'espace pivot H est V' = (L2 (Q))n Le systéme (1.38) s’écrit
alors sous la forme variationnelle (1.39), ot a : [0,T] X V x V' — R est définie par

a(tyy,z) = /Q(DAy)Az—/Q(A(~,t)y)Az+/ (?(-,t)-Vy) Az

Q
n n n n _)
= Zdl/ AylAzl + ZZ/ aij(-,t) Y; Az + Z/ ( b i('7t) . Vyz) AZZ',
i=1 Q i=1 =179 i=179
pour tout y = (y1,- -+ ,yn)? € V et tout 2 = (21, -+, 2,)T € V. De simples estimations permettent
de montrer que a vérifie les hypothéses du Théoréme 1.69 pour
ﬁ
M = n(de+ ChlAl+Cr | 7] ).
1 —
A= g (w7 ).
2€ e’}
€ -
S R )

avec € > 0 bien choisi. Il vient alors :
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Théoréme 1.72. Pour tout y° € (H} (Q))n et tout f € L* (0, T; (L2(Q))n), le probléme (1.38) admet
une unique solution
yew (O,T; (H2(Q) N HY(Q)", (L?(Q))”) .
De plus,
||yHW(o,T;(H2(Q)mH&(Q))",(B(Q))") <M (10 + N1£11)

ot C=C(n) >0 et

My = 1/\/do + doo + || All o + H?Hw AT/ do + H?HZT/CZO +T/dy,

et,
yec (0,1, (H()").

Remarque 1.73. Les Théorémes 1.71 et 1.72 peuvent également se démontrer en adaptant au cas des
systémes les inégalités a priori qui sont établies dans [LSUG7] pour prouver des résultats d’existence
et unicité de solutions pour les équations paraboliques.
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Chapitre 2

Controlabilité de systémes d’équations
aux dérivées partielles

Il existe différentes notions de contrélabilité qui sont toutes équivalentes en dimension finie (c’est-
a~dire pour le cas des systémes d’équations différentielles ordinaires) mais qui sont bien distinctes en
dimension infinie (c’est-a-dire pour le cas des systémes d’équations aux dérivées partielles). Chacune
de ces notions de controélabilité est équivalente & une notion duale que 'on appelle observabilité et
qui est le moyen par lequel, en général, on établit la controlabilité d’un systéme. A titre d’exception,
on présentera dans le chapitre 5 un probléme de controlabilité (pour un systéme parabolique de trois
équations controlé par un ou deux controles) qui ne sera pas résolu en établissant ’observabilité du
systéme adjoint.

Dans ce chapitre, on commence par rappeler dans la section 2.1 les différentes notions de contro-
labilité pour les systémes linéaires de controle formulés de maniére abstraite (controlabilité exacte,
contrdlabilité aux trajectoires qui est équivalente a la controlabilité & zéro, contrdlabilité approchée),
et on présente les concepts d’observabilité qui leur sont associés ainsi que les dualités controlabilité-
observabilité correspondantes. La section 2.2 pointe les spécificités de la controélabilité en dimension
infinie. Dans la section 2.3, on présente trois problémes de controlabilité pour lesquels on établit les
inégalités d’observabilité associées et que ’on étudiera en détails dans les chapitres 4, 3 et 5. Le pre-
mier concerne la controlabilité exacte du systéme de deux équations (1.27), le second la controlabilité
frontiére exacte de I’équation des ondes en N dimension d’espace et le dernier la controlabilité aux
trajectoires d’un systéme parabolique de trois équations du type (1.38) avec n = 3, ? =0et B(t) =B
matrice constante.

2.1 Concepts de controlabilité et d’observabilité

Dans cette section, on considére un systéme de controle abstrait, i.e. un systéme de la forme

(1) = Ay) + B, 1T, T o
y(TO) = yO’ .

ou T et T sont deux réels strictement positifs tels que Ty < T et ot on suppose que pour tout ¢ € [0, 77,
A(t): D(A(t)) C H — H et B(t) : D(B(t)) C U — H_1 sont des opérateurs non bornés, U, H et H_;
désignant des espaces de Hilbert séparables, H s’injectant de maniére continue et dense dans H_;.
Les espaces U et H sont appelés respectivement espace des controles et espace des états. On suppose,
en outre, que A est tel que pour tout Ty > 0, tout T > 0, tout y° € H et tout f € L?(0,T; H), le
probléme

L)y =A)y(t) + ft), t €T, T],
{5@0) =, =

admet une unique solution faible y € C ([Ty, T], H) qui dépend de maniére continue des données y° et
f. On note Ur, v I'ensemble des contréles v € L?(Ty, T;U) tels que la solution y de (2.1) pour y° =0
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vérifie y(T) € H. Pour tout v € U, 1, on note y(t; T, y°, v) la solution du systéme (2.1) & I'instant
t. Lorsque Ty = 0, on note simplement y(t; 4%, v) et on pose Ur = Ur,, 7. On définit alors I'opérateur
non borné

Ly :D(Ly) € L*(0,T;U) — H, D(Lt)=Ur, Lrv=y(T;0,v). (2.3)

En d’autres termes, pour tout v € Uy, Lrv = y(T) ot y est la solution de (2.1) pour y° = 0 et Ty = 0.
On suppose dans la suite que Ly est fermé et de domaine dense.

Remarque 2.1. Généralement, dans la littérature, les opérateurs A et B ne dépendent pas du temps,
A est maximal dissipatif et B est borné de U dans H (voir, par exemple, les livres de Zabczyk [Zab92]
et de Bensoussan, Da Prato, Delfour et Mitter [BDPDM93]) ou B est admissible i.e. B € L(U, H_4)
avec Ly € L (L?(0,T;U),H) (voir, par exemple, les livres de Coron [Cor07] et de Tucsnak et Weiss
[TWO09]). Pour le cas d’opérateurs A et B dépendant du temps, on suppose en général que B est borné
au sens suivant : B € L* (0,T; L(U, H)). Pour chacun de ces cas, il suffit alors de remplacer, dans
tout ce qui suit, Uy par L?(0,T;U). La raison pour laquelle on considére ici un opérateur B non borné
provient du probléme de controlabilité pour le systéme hyperbolique (1.27) présenté au chapitre 1. On
a vu dans le chapitre 1 que le systéme (1.27) pouvait s’écrire sous la forme (2.1) ou B est 'opérateur
fermé, non borné, de domaine dense et indépendant du temps défini en (1.37).

2.1.1 Définition des différentes notions de controlabilité

Le principe de la controlabilité est le suivant : étant donnés deux états y© € H et y' € H du
systéme (2.1), existe-t-il une fonction v (appelée contréle) permettant de passer (en un sens a définir
précisément) de I'état y° a I’état y* en un temps fixé T > 07 Le terme “passer” peut-étre interprété de
différentes maniéres : par exemple il peut signifier que la valeur a I'instant ¢ = T de la solution qui part
de ’état 49 a Iinstant ¢ = 0 soit exactement égale & y*, auquel cas on parle de contrdlabilité exacte ;
mais il peut aussi signifier que la valeur de cette solution a I'instant 7' soit suffisamment proche de
y!, sans nécessairement lui étre égale, auquel cas on parle de contrélabilité approchée. Les notions de
controlabilité peuvent également différer selon la forme des cibles y! que ’'on cherche & atteindre : par
exemple on peut ne chercher & atteindre que 'état nul y' = 0, auquel cas on parle de controlabilité a
zéro, ou alors ne chercher a atteindre que des cibles correspondant & des trajectoires, ce qui consiste &
contrdler auz trajectoires. Ces différents concepts de controlabilité se définissent plus précisément de
la facgon suivante :

Définition 2.2. Soient T > 0 fixé et Ty = 0.
— Controlabilité exacte : On dit que le systéme (2.1) est ezactement contrélable au temps T > 0
si:
V(y'y') e Hx H, Fvelr/ y(T;y°v)=y".

— Controlabilité approchée : On dit que le systéme (2.1) est approzimativement controlable au
temps T > 0 si:

Vil yYe Hx H, VYe>0, FveclUr/ |yT;y°,v)—y'|a <e

— Controlabilité aux trajectoires : On dit que le systéme (2.1) est controlable auz trajectoires
au temps T' > 0 si :

vyl e H, V(P v.) € HxUp, Fveclr/ y(T;y°v)=y(T;9° v.).
— Controlabilité a zéro : On dit que le systéme (2.1) est controlable ¢ zéro au temps T > 0 si :
e H, FveUr/ y(T;y°v)=0.

On peut également définir ces mémes notions de controlabilité pour des systémes non linéaires. On
remarque immédiatement que, pour des systémes linéaires ou non linéaires, la contrélabilité exacte
entraine toujours la controlabilité approchée, la controlabilité aux trajectoires et la controlabilité a
zéro. Le systéme (2.1) que l'on considére ici étant linéaire les concepts de controlabilité aux trajectoires
et de controlabilité & zéro sont équivalentes. En effet, dans ce cas, la controlabilité aux trajectoires
entraine clairement la contrdlabilité & zéro : il suffit de prendre y¥ = 0 et v, = 0 dans la définition de la
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controlabilité aux trajectoires. Réciproquement si (2.1) est controlable & zéro au temps 7', alors pour
tout y° € H et tout y? € H, il existe w € Ur tel que y(T;y° —y0,w) = 0 i.e. y(T;y0,v) = y(T;y°, v.)
pour v = w + v, € Up; d’ott la controlabilité aux trajectoires au temps 7.

De la méme maniére on peut définir des notions plus fortes de contrélabilité qui sont la contrélabilité
exacte totale sur |0, T, la contrdlabilité approchée totale sur ]0, T, la controlabilité aux trajectoires
totale sur |0, T et la controlabilité & zéro totale sur |0, T[. Par exemple,

Définition 2.3 (voir [SM67]). On dira que le systéme (2.1) est :
— totalement exactement controlable sur 10,T si :

VITo, T [C]0. T Y(y'.y') € H x H, Jv€lnz, [/ y(Ti;To,y° 0) =y".
— totalement controlable aux trajectoires sur |0, T si :
V]To, To[C]0,T[, Vy° € H, V(y2,v.) € HxUp, 1y, I €Up, 1, [ y(T1; To,y% v) = y(T1; To, y2, vs).

Dans le cas autonome (A(t) = A et B(t) = B), il y a équivalence entre chacune des notions de
controlabilité au temps T et la notion correspondante de controlabilité totale sur |0, T'[. On verra dans
la section 2.2 un exemple de systéme non autonome qui est totalement exactement controélable.

Remarque 2.4. L’équation de la chaleur

(1) = Ay(t) + B(t)(t), t€]o,T],
y(O) = yov

et plus généralement, les systémes paraboliques ne sont pas exactement controlables au temps T', en
raison de leur effet régularisant. En effet, pour les systémes du type (1.38), par exemple, partant de
y € (L2())", les cibles y' € (L2(2))"\ (HI(2))" ne sont pas atteignables, puisque la solution y de
(1.38) a la régularité

yew (0.7; (12(Q)", (H3()") .

2.1.2 Dualité controlabilité-observabilité

On considére maintenant le systéme (2.1) pour Ty = 0, i.e.

{ffz’(t) = A(t)y(t) + B(t)o(t), t€)o,T],

y(0) =9°. 24

Dans cette partie, on utilise la dualité pour caractériser chacune des différentes notions de controlabilité
pour le systéme (2.4) en termes d’une inégalité d’observabilité que doit vérifier le systéme adjoint.
Commengons d’abord par remarquer que, par linéarité du systéme, la solution de (2.4) se dé-
compose en la somme de la solution homogene (v = 0) et de la solution avec donnée initiale nulle
(y° =0):
vt e [0,T], y(t;y°v) =y(t;4°,0) + y(t;0,0).

En particulier, pour t =T, on a
y(T7 yov ’U) = STyO + Lrv, (25)

ol Lt est donné par (2.3) et St € L(H) est défini par S7y° = y(T;9,0) pour tout y° € H. En utilisant
la décomposition (2.5), on peut réécrire les différentes notions de controlabilité de la Définition 2.2 de
la facon suivante :

Proposition 2.5. Le systéme (2.4) est
- exactement controlable au temps T si, et seulement si, Lt est surjectif,
- approximativement controlable au temps T si, et seulement si, Im(Ly) est dense dans H,
— controlable aur trajectoires (ou encore contrélable & zéro) au temps T si, et seulement si,
Im(S7) C Im(Ly).

Pour traduire en termes de dualité ces propriétés sur les images des opérateurs L et S, on fait
appel aux résultats d’analyse fonctionnelle suivants :



36 2. Controélabilité de systémes d’équations aux dérivées partielles

Théoréme 2.6. Soient E et F' deux espaces de Hilbert et L : D(L) C E — F un opérateur fermé et
de domaine dense.

1. Im(L) = (Ker(L*))". En particulier, Im(L) est dense dans F si et seulement si L* est injectif.

2. L est surjectif si, et seulement si, il existe une constante ¢ > 0 telle que
Vo e D(LY), s < el L.

Théoréme 2.7. Soient E, F et G trois espace de Hilbert, K € L(G,F) et L : D(L) C E — F un
opérateur fermé et de domaine dense. L’inclusion d’images

Im(K) C Im(L)
est satisfaite si, et seulement si, il existe une constante ¢ > 0 telle que
Ve € D(L*), ||[K*z|l¢ <c||L*z|Eg.

On renvoie au livre de Brezis voir [Brell] (Corollary 2.18 p. 45 et Theorem 2.20 p.47) pour la
démonstration du Théoréme 2.6 et au livre de Coron [Cor07] (Lemma 2.48 p.58 et ses références) pour
un énoncé plus complet du Théoréme 2.7.

En appliquant les Théorémes 2.6 et 2.7 avec E := L?(0,T;U), F :== H, G := H, L := Ly et
S := Sp, on peut alors exprimer la controlabilité de (2.4) comme suit :

Corollaire 2.8. Le systéme (2.4) est
— exactement controlable au temps T si, et seulement si, il existe une constante Cr > 0 telle
que
ve? € D(Ly), [6°llm < Crl|lL7¢° |2 0,70, (2.6)

- approximativement contrdlable au temps T si, et seulement si,
v¢? € D(LY), (Ly¢°=0=¢"=0), (2.7)

— contrélable aux trajectoires (ou encore contrélable a zéro) au temps T si, et seulement si, il
existe une constante Cp > 0 telle que

v¢° € D(Ly), 1S7¢°lm < OrlL3¢°lL20m0)- (2.8)

Les inégalités (2.6) et (2.8) sont appelées inégalités d’observabilité respectivement ezacte et auz
trajectoires. La propriété (2.7) est appelée principe de continuation unique.

Dans la pratique, on caractérise ces trois propriétés de L} en termes du systéme adjoint associé a
(2.4). Pour cela, on va supposer que, pour tout ¢° € H, le probléme adjoint

{_fjﬁ(t) = A@t)*¢(t), t€)0,T] (2.9)

H(T) = ¢°

admet une unique solution faible ¢ € C ([0, T, H). On peut alors facilement montrer que S;. est défini
par
Vo' € H, Sy’ = ¢(0),

ol ¢ est la solution de (2.9) et que L% : D(L%) C H — L?(0,T;U), vérifie :
V¢’ € D(Ly), ppt.t€[0,T], (L7¢”) (t) = B(t)*o(1),

ol ¢ est la solution de (2.9).
Cela permet d’obtenir pour chacune des notions de contrdlabilité du systéme (2.4) une formulation
en termes d’observabilité du systéme (2.9) qui est utilisable en pratique :

Théoréme 2.9. Le systéeme (2.4) est
- exactement contrélable au temps T si, et seulement si, il existe une constante Cp > 0 telle
que pour tout ¢° € D(L%), la solution du systéme (2.9) vérifie

T
16°13, < Cr / Bt 6(t)[? dt,
0
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— approximativement contrélable au temps T si, et seulement si, pour tout ¢° € D(L%) la
solution ¢ de (2.9) vérifie le principe de continuation unique suivant : si B(.)*¢ = 0 dans
L?(0,T;U), alors ¢° =0,

- contrélable aux trajectoires (ou encore controlable & zéro) au temps T si, et seulement si, il
existe une constante C > 0 telle que pour tout ¢° € D(L%.), la solution du systéme (2.9) vérifie

T
vweleﬁ,lwwW%SC%A IB(t)* 6(t)|3 dt.

2.2 Controlabilité en dimension finie

Dans le cadre de la dimension finie i.e. pour le cas d’'un systéme d’équations différentielles ordi-
naires, on va voir que toutes ces notions de controlabilité coincident et qu’elles peuvent étre caracté-
risées par une condition algébrique sur les coeflicients du systéme appelée condition de Kalman.

2.2.1 Equivalence entre les différentes notions

On se place dans le cadre de la dimension finie en posant H = H_{ = R" et U = R™ ou m et n
sont des entiers naturels non nuls. On considére A € L' (0,7; M"(R)) et B € L*> (0,T; M™™(R)). 1l
est bien connu que si f € L' (0,T;R") et y° € R", alors le probléme

H(6) = A)y(t) + Btyo(t), t€]0,T],
) (2.10)
y(0) =47,
admet une unique solution
d
y € WH(0,T;R") := {z € L'(0,T;R™)/ d{; € L0, T; R")} ,
qui dépend continiment des données y° et f. De plus, y est donnée par la formule
t
) = MOy + [ MM () ds
0
ot M (t) désigne la solution du probléme suivant
L) = ADM(), t€]0,T],
y(0) =1I.
11 est clair que 'opérateur Sy défini dans la partie 2.1.2 est donné par Sy = M(T), et par consé-
quent que St est inversible dans £ (R™,R™). De plus, si on pose pour tout (s,t) € [0,7]%, S(t,s) =

M(t)M(s)~1, alors
T
Yo € L*(0,T;R™), Lgv= / S(T,t)B(t) dt.
0

L’opérateur Ly est ici borné de L? (0,T;R™) dans R™.

D’aprés la Proposition 2.5, la controlabilité exacte a lieu pour le systéme (2.4) si, et seulement si,
Im(Ly) = R™ et la controlabilité approchée a lieu si, et seulement si, Im(Ly) est dense dans R™. En
tant que sous-espace d’un espace vectoriel normé de dimension finie, Im(Ly) est fermé. Il apparait
donc que les deux notions de contrdlabilité exacte et contrdlabilité approchée coincident. Sy étant
inversible dans £ (R™,R™), on a Im(S7) = R™, de sorte que la Proposition 2.5 donne I’équivalence
entre la controlabilité exacte et la controlabilité a zéro (qui est déja, elle méme, équivalente a la
contrdlabilité aux trajectoires, puisque le systéme est linéaire).

On définit maintenant la matrice symétrique suivante de M™(R), appelée Gramien de contrélabi-
lité -

T
Qr =LrL} = / S(T,t)B(t)B(t)*S(T,t)* dt.
0
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Remarquons que Qr est positive puisque, pour tout ¢° € R”, <QT¢)0, ¢O>Rn = |

0 2
Lr¢ ||L2(O,T;]Rm)' 1l
suit donc que Qr est inversible si, et seulement si, elle est définie positive, ce qui équivaut encore a la
propriété suivante
v¢0 € Rna (<QT¢07 ¢O>]Rn =0 = ¢0 = O) )
qui n’est autre que l'injectivité de LY. Au vu de la propriété (2.7) du Corollaire 2.8, on a donc démontré
le résultat suivant :
Proposition 2.10. Si A € L' (0,T; M™"(R)) et B € L* (0,T; M™™(R)), alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes :
1. Le systeme (2.4) est exactement controlable au temps T .
Le systeme (2.4) est approzimativement contrdlable au temps T.
Le systeme (2.4) est controlable auz trajectoires au temps T

Le systeme (2.4) est controlable a zéro au temps T

AR N I

Qr est inversible.

2.2.2 Le critére de Kalman

On vient de caractériser la controlabilité d’un systéme en dimension finie par une condition pu-
rement algébrique qui est inversibilité de la matrice Q7 = LrL}. On va présenter dans cette partie
un autre critére algébrique de controlabilité en dimension finie, qui va porter sur les coefficients du
systéme (2.4) : le critére de Kalman. C’est Kalman qui a introduit en 1960 dans [Kal60b] les notions
de controlabilité et d’observabilité qui s’avérent étre fondamentales, de nos jours, dans le domaine de
la théorie du controle. Cet article est a 'origine de la premiére version du critére de Kalman pour les
systémes d’équations différentielles ordinaires & coefficients constants dans le cas d’un seul controle
(m = 1). La version générale (m quelconque), dans sa formulation actuelle, a ensuite été démon-
trée dans [Kal60a]. Plus tard, Silverman et Meadows ont généralisé ce résultat au cas des systémes
d’équations différentielles non autonomes (voir [SM67]).

2.2.2.1 Cas des systémes autonomes

On suppose dans cette partie que le systéme (2.4) est autonome, c¢’est-a-dire que pour tout ¢ € [0, T,
A(t) = Aet B(t) = B ou A et B sont respectivement deux matrices de M™(R) et M™™(R). Le systéme
(2.4) s’écrit alors

(1) = Ay(t) + Bo(t), t€]0,T], (2.11)
y(0) ="

On note
K:(B7AB,A2B,"',A’”71B), (212)

la matrice de M™™"(R) dont les colonnes consistent en la concaténation des colonnes des matrices
AJIB pour tout j =0,--- ,n— 1.

Théoréme 2.11 (Critére de Kalman). Les assertions équivalentes 1 a 5 de la Proposition 2.10 sont
équivalentes a la condition de rang suivante

rang K = n.

Remarquons que si la matrice K est carrée (i.e. m = 1), ce qui est le cas si, par exemple on ne
controle le systéme qu’avec un controle agissant sur la derniére équation (B = (0,---,0,1)T € R"),
alors la condition de rang s’écrit det K # 0.

Démonstration. Commencons par remarquer que pour tout ¢ € R”, la solution ¢ du systéme adjoint :

{_‘fj‘f(t) = A*¢(t), t€]0,T],

o(T) = &, (2.13)
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est de classe C°° de [0, 7] dans R™, avec

VieN, e[, T], SO0 = o) = (47)" 6(0).

On en déduit donc que Li.¢ = B*¢ est de classe C*° de [0,7] dans R™, avec

@’ (B*9)
dti

Supposons maintenant que B*¢ = 0 dans L2 (0,T;R"). Alors pour tout ¢t € [0,T] et tout j €
N, on a (AjB)*qS(t) = 0, donc, en particulier, K*¢(t) = 0. Si on suppose que rang K = n, i.e.
Ker K* = {0}, alors on en déduit que ¢(t) = 0 pour tout ¢ € [0,7T], ce qui démontre bien que (2.11)
est approximativement contrélable au temps 7', au vu du Théoréme 2.9.

Réciproquement, supposons que rang K < n, i.e. que Ker K* # {0}. Alors il existe ¢° € R", ¢° # 0
tel que K*¢" = 0. Soit ¢ la solution du systéme (2.13) associée 4 la donnée initiale ¢°. On va montrer
que B*¢ = 0, alors que ¢° # 0, de facon & contredire la controlabilité approchée de (2.11) en vertu du
Théoréme 2.9. La solution ¢ est donnée par

VjieN, Vtelo,T], (t) = B* (A7) ¢(t) = (A7B)" ¢(1).

Vte[0,T], () =T D0 =}" M(A*)%O.

JEN J

Puisque K*¢° = 0, on a B*(A*)) = (AjB)* = 0 pour tout j =0,--- ,n— 1. Donc

+oo (T . t)J .
Vte[0,T], B ¢(t)=» ~—— B (A")¢". (2.14)
j=n
D’autre part, d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton,
n—1 )
(A" + > a; (A7) =0,
j=0
ol ay,- - ,a, désignent les coefficients du polynome caractéristique P(\) = A" + Zj:ol a;N de A*.

On a donc (A4*)" € Vect ({(A*)j ;7=0,---,n— 1}) Par récurrence, on en déduit que pour tout
entier k > n,
(A*)" € Vect ({(A*)j =0, n— 1}) :
d’ou
B* (A" ¢° = 0.
D’aprés la relation (2.14), il vient que B*¢(t) = 0 pour tout ¢ € [0, T ; ce qui achéve la démonstration.
O

2.2.2.2 Cas des systémes non autonomes

Silverman et Meadows ont généralisé dans [SM67], le critére de Kalman au cas des systémes pour
lesquels les matrices A et B dépendent du temps. On suppose que A € C"~2([0,T], M"(R)) et que

B € C" ([0, 7], M™™(R)). On définit la famille (Bj(t))g<jcn_1 en posant
Bo(t) = B(Y), (2.15)
dB;_1 )
By(t) = AWBa(®) - P, =1 m-1, (2.16)

et on considére, pour tout ¢ € [0,T], la matrice K (t) de M™™" (R) définie par
K(t) = (Bo(t), Bi(t), -+~ . Bu-a (1)) -

Remarquons que si les matrices A et B sont constantes, alors pour tout ¢ € [0, 7], K (t) = K, ou K
est la matrice de Kalman donnée en (2.12).
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Théoréme 2.12. Sous les hypothéses exposées ci-dessus,

1. il existe to €]0,T| tel que rangK (to) = n, alors le systéme (2.4) est exactement controlable au
temps T,

2. le systeme (2.4) est totalement exactement controlable sur |0,T[ si, et seulement si, il existe un
sous-ensemble E dense dans |0, T tel que

Vte B, rangK(t) =n.

Dans [SM67], les auteurs démontrent ce résultat en établissant des propriétés vérifiées par la
matrice wronskienne associée & un certain systéme différentiel d’ordre n. Coron démontre par un
contre-exemple, dans [Cor07] que le point 1 du Théoréme 2.12 ne constitue qu’une condition suffisante,
et pas une condition nécessaire, de controlabilité. En revanche, cette condition devient nécessaire dés
que n = 1 ou que les matrices A et B sont analytiques.

Une des questions étudiées actuellement dans le domaine de la théorie du controéle est la généra-
lisation de ces conditions de rang de type Kalman au cas de la dimension infinie, pour caractériser
la controélabilité des systémes d’équations aux dérivées partielles. On verra a la fin du chapitre 3 une
extension des Théorémes 2.11 et 2.12 au cas des systémes d’équations aux dérivées partielles para-
boliques & coefficients constants et & coefficients dépendant du temps. L’objectif du chapitre 5 sera
de présenter une condition suffisante —faisant intervenir la matrice de Kalman— pour la controélabilité
d’un systéme parabolique de trois équations & coefficients non constants.

2.3 Quelques exemples d’inégalités d’observabilité en lien avec
des problémes de controlabilité

Dans cette section, on présente trois exemples de problémes de contrélabilité pour des systémes
d’équations aux dérivées partielles. Le premier concerne la contrélabilité par le bord du systéme
hyperbolique (1.27) présenté dans la sous-section 1.1.6. Le second traite de la controlabilité par le
bord de I’équation des ondes en dimension N. Le troisiéme exemple consiste en la controlabilité
interne des systémes paraboliques du type (1.38) (cf. section 1.2). Pour chacun de ces problémes,
on formule d’abord précisément la problématique de controlabilité étudiée, puis on établit 'inégalité
d’observabilité associée.

2.3.1 Inégalité d’observabilité pour la controélabilité frontiére d’un systéme
du second ordre avec opérateur d’ordre mixte

Dans le chapitre 1, on a reformulé le probléme (1.27) comme un probléme de Cauchy abstrait

G (t) = Liny2(t) + B()v(t), ¢ €)0,T], (2.17)
— .0 .
2(0) = 27,
ou
0o I,
Ly = Ay 0 ) D(Liy))=XCX_1— X,
et

B= ( A(_OUD ) :D(B)=D(D) C L*(I') = X_;.

On dira que le systéme (1.27) est controlable exactement (resp. approximativement, aux trajectoires,
& zéro) au temps T si, et seulement si, le systéme (2.17) I'est. On rappelle que D : D(D) C L*(T) — H
est I'application qui reléve la condition de bord du probléme (1.27) : Dv = ((Dv)1, (Dv)s)” est I'unique
solution du probléme

A(,l)'DU = 0,
(Dv); = vlr,
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et D(D) = {v € L*(I')/ Dv € H}. En vertu du résultat énoncé dans le Théoréme 1.67 et du Théoréme
1.29, Popérateur L fermé et de domaine dense associé a (2.17) est défini par

Ly : D(Ly) C L? (0,T; L*(I)) — X,
ou

Lyv = /T S(T — t)Bu(t) dt,
0

(S(t))ter étant le groupe unitaire associé a I'opérateur anti-adjoint L(_;), dont I'existence est assurée
par le Théoréme (1.54). L’opérateur Sy € £(X) défini comme étant la solution du systéme homogéne
est ici donné par

St = 8(T).
Puisque (S(t))ter est un groupe, St est inversible dans £(X), donc Im(Sy) = X. Il suit donc de
la Proposition 2.5 que, pour le systéme (2.17), la controlabilité exacte et la controlabilité a zéro (ou
encore la controlabilité aux trajectoires) sont équivalentes.

Dans cette thése, on ne s’intéresse uniquement qu’a la controlabilité exacte du systéme (1.27) :
le chapitre (4) y est entiérement dédié. En revanche, le probléme de la controlabilité approchée au
temps 1" pour ce systéme est encore, & I’heure actuelle, un probléme ouvert. D’aprés le Théoréme 2.9,
le systéme (2.17) est exactement controlable si, et seulement si, il existe une constante Cp > 0 telle
que,

T
o' € D(Ly), [l¢°]% < CT/O IB* ¢t 72 dt, (2.18)

olt ¢ désigne la solution du systéme adjoint de (2.17) associée a la donnée ¢°. On a remarqué
dans la sous-section 1.1.6 que lopérateur L : D(L) = X; C X — X est inversible de X; dans
X. Donc tout élément ¢° € D(LZ) peut s'écrire sous la forme ¢ = L¢° ot (Y € D(LLL) =
{¢" e D(L)/ L € D(L%)}, avee |[¢°]| x = [|¢°||x,. La solution ¢ du systéme adjoint de (2.17) :

@ (t) == (Ln) " ot) = Leno®), €0, T, (2.19)
o(T) = ¢°,
est alors donnée par
ot ¢ désigne la solution du systéme suivant :
@ (8) = L), €0, T],
¢(T) = ¢
En effet, d’apreés le Théoréme (1.9), puisque ¢ € D(L), la solution ¢ a la régularité ¢ € C ([0, 7], D(L))N
C* ([0,T], X). Par conséquent, L_1y¢ € C([0,T],X)NC* ([0,T],X_1) et

W(t) - L(_l)%(t) = L1y (L—p¢(t)), VE€)o,T].

De plus, (L(—1)¢) (T) = L(—1)¢® = L = ¢°. Par unicité de la solution dans C ([0, T], X)NC* ([0,T], X_1)

du probléme (2.19), il suit que ¢ = L(_1)(. La condition (2.18) s’écrit donc de maniére équivalente :

T
v € D(LL), [ICO%, < Cr / 1B* Lo 1y C(8)[2ar dt. (2.20)

Dans le chapitre 4 (cf. Lemma 4.9, page 84), on démontrera que pour tout ¢ € [0, 7],

15]
B*L_1)((t) = —( 5;1 +aC1,2V1> ,

r

ou ((t) = ( E;Eg ) € Xy, avec (1(t) = ( gi;gg ) € Hyjy. En posant ¢y = (@07@1)T et (1 =

(go,z/J)T, on peut reformuler le critére de controlabilité exacte pour le systéme du second ordre en
temps (1.27) de la fagon suivante :
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Théoréme 2.13. Le systéeme (1.27) est exactement controlable au temps T si, et seulement si, il
existe une constante Cr > 0 telle que pour tout (<I>U,<I>1) € D(L%L), la solution ® = (@,@D)T
systéme adjoint :

‘I’(T) =, %(T) o,

vérifie l'inégalité d’observabilité suivante

T 2
||(q>07¢1)}|§(1 < OT/ / (gf +oa/11/1> do dt. (2.22)
0 JI

Dans le chapitre 4, on s’attachera a démontrer qu’il existe des données ®° et ®! pour lesquelles la
solution du systéme (2.21) ne vérifie pas I'inégalité d’observabilité. On construira de telles données en
leur attribuant, dans la base Hilbertienne B définie par Lemme 1.59, une infinité de composantes non
nulles selon les vecteurs propres e, . associés aux valeurs propres qui “engendrent” le spectre essentiel
de A. On cherchera ensuite a caractériser au mieux I'ensemble des données ®° et ®! du systéme (2.21)
pour lesquelles (2.22) est satisfaite.

2.3.2 Inégalité d’observabilité pour la contrélabilité frontiére de ’équation
des ondes

On s’intéresse maintenant a la controlabilité de I’équation suivante :

&4 (x,1) = Ay(a, 1), (z,1) € x]0,T],

y(o,t) = v(o, 1), (o,t) € I'x]0, T, (2.23)
y(o,t) =0, (0,t) € (0Q\T) x]0,T7,

y(x’ 0) = yO(:C)’ %(JE, 0) = yl(gj)’ t E]O,T[,

ou © C RN est un domaine borné de frontiére 9 de classe C? et I' est une partie de 9. On utilise
les résultats du chapitre 1 pour réécrire ce systéme comme un systéme du premier ordre en temps. On
reprend les notations des paragraphes 1.1.5.3 et 1.1.4.2. On considére I'espace de Hilbert H = L?(2)
et lopérateur A : D(A) C H — H défini par D(A) = H*(Q) N HE(Q) et A = —A, puis on définit
alors l'espace X = H x H_y 5 et I'opérateur L : D(L) C X — X défini par D(L) = Hy/p x H et

0 I
L= .
( —Ai) 0 >

On introduit alors 'opérateur L_yy: D(L(_l)) C X_1 — X_4 défini sur 'espace de Hilbert X_; =
H_y/o x H_y par D(L(_y)) = X et
0 I
Li_ = .
v ( —Ay 0 )

On définit les espaces W = Hy o @Im(D) et Y = W x H, ou I'opérateur D € L(L*(T), H) est défini
comme suit. Pour tout v € L?(I"), Dv désigne 'unique solution # € H du probléme elliptique suivant :

AO =0,

9‘39 =vlr.
On pose L = L(*I)IY’ de sorte que L € £(Y, X). On peut réécrire formellement le systéme (2.23) sous
la forme

Zﬂ)* (),  te€lo,T],
() v()l t €0, 7], (2.24)

ot Gz(t) désigne la trace sur 9 de la premiére composante de z(t) = (z1(t), z2(t)). Dans [TW09], les
auteurs montrent que le systéme (2.24) vérifie les propriétés des problémes frontiéres non homogeénes
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abstraits (voir la Définition 1.35) et qu’on peut donc I’écrire, comme dans la Proposition 1.36, sous la
forme :

{Ezé;)_:;(l)z(t) + Bu(t), t€0,T], (2.25)

ol B est un opérateur admissible défini par B :(A%U)E L(L*(T), X_1). Comme précédemment, on

dira que le systéme (2.23) est controlable exactement (resp. approximativement, aux trajectoires, a
zéro) si le systéme (2.25) Pest. On raisonne comme dans la sous-section 2.3.1 pour le cas du systéme
1.27 : le Théoréme 2.9 permet d’affirmer que le systéme (2.25) est exactement contrdlable au temps
T si, et seulement si, il existe une constante Cp > 0 telle que

T
Vo e X, 6% < Cr [ 1B 0(0) g e (2.26)
0
ou ¢ désigne la solution du systéme adjoint

1) = Liyyo(t), t€)0,T]
$(T) = ¢

Dans [TWO09], on démontre que B* est donné par

B¢ = —3% (A" ¢2), Vo= ( z; > -

Puisque l'opérateur L € L(X1, X) est inversible, 'inégalité (2.26) est équivalente a

T
v e Xy, ICON%, = ¢l < Cr / 1B Ly C(0) 2 dt,

ou ( vérifie
(1) = L), telo,T]
(1) = CO-

En notant ¢ = (@, ¥), on déduit de l'expression de B* que

0P
B L6 =5

On obtient finalement le résultat suivant en posant (° = (®°, iI’l)T et en rappelant que X1 = Hy o X
H = HY(Q) x L2() :

Théoréme 2.14. Le systeme (2.23) est exactement controlable au temps T si, et seulement si, il
existe une constante Cr > 0 telle que pour tout (®°,®') € H () x L*(Q), la solution ® du systéme
adjoint

%%(J},t) = Aq)(l‘7t)7 (.’L‘,t) (S QX]O,T[,
®(0,t) =0, (0,t) € 90x]0,T7,
O, T :@0, %%(.’T):(I)l, reQ,
vérifie
T 2
2 0P
H( ’ )HHé(Q)XL?(Q) SOT o —| dodt.

Dans le chapitre 3, on donnera différents résultats de controlabilité exacte au temps T' pour le
systéme (2.23), lorsque le temps de controlabilité 7" est assez grand.



44 2. Controélabilité de systémes d’équations aux dérivées partielles

2.3.3 Inégalité d’observabilité pour la controlabilité interne aux trajec-
toires d’un systéme parabolique

Dans cette partie, on s’intéresse a la contrdlabilité aux trajectoires (ou encore a zéro) des systémes
paraboliques du type

ay = DAy + b( t)-Vy+ A(z,t)y + Bo(z,t)1,, (z,t) € Qr = 2x]0,T7,
y=0, (z,t) € L7 = 00x]0,T7, (2.27)
y(z,0) = % (), x € Q,

vérifiant les hypothéses du début de la section 1.2, w étant un ouvert non vide contenu dans 2 et B
une matrice de M™(R). On note
qgr = wx]|0,T7.

Iei H = (LQ(Q))n et U = (L2 (w))m. D’aprés le Théoréme 1.71, ce probléme admet, pour tout y° € H
et tout v € L2(0,T;U) = (L2(gr))"™, une unique solution y qui est continue de [0,7] dans H ;
I'opérateur L7, qui & v associe la valeur en T de la solution du probléme pour y° = 0, est borné de
L?(0,T;U) dans H ; et lopérateur Sz, qui & 3° associe la valeur en T de la solution du probléme pour
v = 0, est borné de H dans H. Un simple changement de variable ¢ — T — ¢ dans le probléme 2.27
donne que le Théoréme 1.71 est encore vérifié pour le probléme rétrograde

a¢> = DA¢ — d1v( b o)+ Az, t)* ¢+ fz,t), (=,t) € Qr,
¢ =0, (z,t) € 2r, (2.28)
d)(va) = ¢O(x)> z € .

D’apres le Théoréme 2.9, le systéme (2.27) est controlable aux trajectoires au temps 7 si, et seulement
si, il existe une constante Cp > 0 telle que, pour tout ¢° € (L2 (Q))n, la solution du systéme (2.28)
pour f = 0 vérifie

lo(, 0l L2y < CT/ |B*¢(z, t)|* dadt. (2.29)

qT

_>
Dans les chapitres 3 et 5, on s’intéressera, en particulier, au cas o m = 3 et b = 0. On se
propose donc, pour clore ce chapitre d’expliciter I'inégalité d’observabilité (2.232, correspondant & la

controlabilité par un, deux ou trois contrdles du systéme (2.27) pour n =3 et b =0.
— Controélabilité par trois controles, chaque controle agissant sur une seule équation.
On considére le probléme de trois équations suivant :

87” = DAy + Az, t)y + v(z, t)1,, (z,t) € Qr,
Yy = Oa (,’,E’t) € ZT? (230)
y(z,0) = y°(2), x e Q.

Théoréme 2.15. Le probléeme (2.30) est controlable aux trajectoires si, et seulement si, il existe
une constante Cr > 0 telle que, pour tout ¢° € (LQ(Q))B, la solution ¢ = (¢1,¢2,¢)3)T du

probléeme
_% :DA(]S-i-A(LE,t)*(b, (l‘,t) 6QT7
(b = Oa (l‘,t) € ETy (231)
¢(z,T) = ¢°(2), T €9,

vérifie

6100y + 62 )2y + 050 ) ey < Cr [ (60 + 5% + 60?) dd.

qT

Dans le chapitre qui suit, on montrera que l'inégalité d’observabilité du Théoréme 2.15 est
satisfaite sans aucune contrainte supplémentaire sur les coefficients de la matrice A(x,t).
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— Controélabilité par deux controdles, chaque contréle agissant sur une seule équation.
Le probléme considéré est le suivant :

0
%{ :DAy—FA(]),t)y—F <v1(z,t))1w, (xat) GQT7
v2(=:f) (2.32)

y=0, (z,t) € X,

y(z,0) = y°(x), z e Q.

Théoréme 2.16. Le probléeme (2.32) est controlable auz trajectoires si, et seulement si, il existe

une constante Cr > 0 telle que, pour tout ¢° € (LQ(Q))?’, la solution ¢ = (¢1,¢2,¢)3)T du
probléme (2.31) vérifie

1610 01720y + 620 0)lI72() + 05(, 0) |72y < OT/ (62 + ¢s%) dadt.

qr

On démontrera dans le chapitre 3 que sous une hypothése adéquate sur certains des coefficients
de A(z,t), il est possible de s’affranchir du terme en ¢; dans le membre de droite de I'inégalité
d’observabilité du Théoréme 2.15.

— Controélabilité par un contréle agissant sur une seule équation. On considére le probléme
suivant :

0
% — DAy + Az, t)y + ( 0 >1w> (z,1) € Qr,
v(z,t)
y:07 (l’,t) € ZT’
y(@,0) = 1°(x), At

(2.33)

Théoréme 2.17. Le probléeme (2.33) est controlable 4 zéro si, et seulement si, il existe une

constante Cr > 0 telle que, pour tout ¢° € (LQ(Q))3, la solution ¢ = (¢1, P, ¢3)T du probléeme
(2.31) vérifie

1910, 0)lIZ2() + ld2( 0) 1220y + I3(-, 0) |72y < CT/ ¢3* da dt. (2.34)
qT

Un des nombreux problémes ouverts qui sont étudiés actuellement en théorie du controle, est la
caractérisation des opérateurs A(z, t) pour lesquels il y a controlabilité du systéme (2.33). Il existe
déja des résultats partiels que ’on présentera, pour certains, a la fin du chapitre 3 : par exemple, le
critére de Kalman pour la classe des systémes avec des matrices A constantes ([AKBDGB09b]) ou
ne dépendant que du temps ([AKBDGB09a]), ou alors des conditions suffisantes de controlabilité
(systémes en cascade [GBAT10], conditions géométriques sur 'ouvert de controle w [BCGdAT11]).
Pour tous ces résultats, la démarche consiste & démontrer I'inégalité d’observabilité (2.34), en
utilisant une inégalité & poids vérifiée par les solutions du systéme adjoint, qui est appelée
inégalité de Carleman, et que 'on présentera dans le chapitre suivant. Dans le chapitre 5, on
établira une condition suffisante de contrdlabilité aux trajectoires pour le systéme (2.33) sans
passer par la dualité controlabilité-observabilité du Théoréme 2.17.
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Chapitre 3

Quelques outils pour la controlabilité
de systémes paraboliques et
hyperboliques

Habituellement, pour résoudre un probléme de controlabilité exacte ou aux trajectoires (ou encore,
a zéro), on utilise la dualité, i.e. on cherche a établir I'inégalité d’observabilité correspondante pour
le systéme adjoint. Plusieurs méthodes sont envisageables pour démontrer une telle inégalité, et, bien
entendu, les outils & utiliser dépendent fortement du type de probléme considéré. Dans le cadre auquel
on s’intéresse ici, i.e. la controlabilité frontiére d’un systéme dont on connait explicitement les valeurs
propres et qui se “comporte” asymptotiquement comme ’équation des ondes (voir la sous-section 1.1.6)
et la controlabilité aux trajectoires des systémes paraboliques présentés a la fin du chapitre précédent,
on a choisi de présenter deux outils : les inégalités de type Ingham et les inégalités de type Carleman.
Dans la section 3.1, on présente I'inégalité de Ingham et ses applications a la contrélabilité de ’équation
des ondes en dimensions un et deux d’espace. La section 3.2 est dédiée a 'inégalité de Carleman pour
I’équation de la chaleur et & ses applications & la controélabilité de systémes paraboliques.

3.1 L’inégalité de Ingham et ses applications a la
controlabilité de I’équation des ondes

L’inégalité de Ingham constitue une généralisation de I'identité de Parseval pour les fonctions de la
forme f(t) =3, _,ane" " lorsque la suite (uy),, oy vérifie une propriété d’écart du type fin1—pn >y
pour tout n € Z, avec v > 0. Son application a la démonstration d’inégalités d’observabilité ne peut se
faire que dans le cas d’opérateurs diagonalisables pour lesquels on connait suffisamment les propriétés
spectrales.

3.1.1 L’inégalité de Ingham et la controélabilité de ’équation des ondes en
dimension 1

Dans cette sous-section, on renvoie a article de Ingham, [Ing36|, pour la démonstration du Théo-
réme 3.1, ainsi qu’au livre de Komornik et Loreti, [KLO05], pour une application de ce résultat a la
controlabilité de I’équation des ondes en une dimension d’espace. On trouvera également dans [KL05],
différentes améliorations et variantes du théoréme de Ingham, ainsi que des applications a la contro-
labilité d’autres systémes (par exemple, équations de poutres, de cordes, de membranes sphériques,
systémes couplés poutre-corde).

Théoréme 3.1 (Ingham, 1936). Soient (iin),,c, une suite de nombres réels et J un intervalle borné
de R. On suppose qu’il existe un réel v > 0 tel que
1.Vn€Z g1 — fn =7,
2
2. |J] > =5
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Il existe alors deux constantes ¢y > 0 et ca > 0 (ne dépendant que de |J| et ) telles que pour toute
suite complexe (ay), ey € €% on ait la double inégalité

aYlad < [10OF &t < @Y JaP (3.1)

nez ner

ot f est définie par
Ft) = ape. (3.2)

ne”

En considérant la fonction f(t) = e'Hnt — eitn+1t et en utilisant 1'inégalité des accroissements
finis ’e“‘”t — ez“"+1t| < |¢||tn — fn+1], on remarque que la condition d’écart 1 du Théoréme 3.1 est
nécessaire pour que 'inégalité de gauche dans (3.1) ait lieu; on a dans ce cas, pour J = [Ty, T,

661
ltin = png1|” > 53, Vn€eL.
n n TB—TO3

Dans les applications de ce résultat a la controlabilité de systémes d’équations aux dérivées partielles,
c’est l'inégalité de gauche dans (3.1) qui est utilisée pour démontrer les inégalités d’observabilité
associées.

Remarque 3.2. L’hypothése 1 dans ’énoncé du Théoréme 3.1 peut étre remplacée par

inf — | = .
.. ltin — tim| =
n#m

On considére, dans la suite, ’équation des ondes en une dimension d’espace sur le domaine ) =
10,7 :
G (2,) = Dy, 1), (1) €)0.7[x]0, T,
y(0,t) =0, y(m,t)=uv(t), t €]0,T7, (3.3)
y(@,0) =y(x), GF@0)=y'(2), te]o,T],
ou le terme v désigne les controles recherchés. On rappelle (voir le Théoréme 2.14), que (3.3) est

exactement contrélable au temps T si, et seulement si, il existe une constante C'7 > 0 telle que pour
tout (CIJO, <I>1) € H}(0,7) x L%(0, ), la solution ® du systéme adjoint

P2 (1,1) = 0,0 B (2, 1), (z,1) €]0, 7[x]0, T,
®(0,t) = ®(m,t) =0, t €]0,T7, (3.4)
®(x,0) = (), %(9@0) = ®l(x), t€)o,T],
vérifie -
2
H@Ov‘I)l)HHg(o,w)xm(o,w) < CT/O (02®(m,1))* dt. (3.5)

Il est bien connu que les valeurs propres de l'opérateur A : D(A) C L?(0,7) — L?(0,n) défini par
D(A) = H?(0,7) N H}(0,7) et A = —0,, sont les entiers de la forme n?, avec n € N*, et que la suite
(€n),en- de fonctions définies par e, (z) = /2/7 sin (nx) pour tout = € [0, 7] est une base Hilbertienne
de L?(0, 7) formée de vecteurs propres de Popérateur A associés a la suite de valeurs propres (nQ)n Nt

Soit (9, @) € H} (0,m) x L? (0, 7). Décomposons ®° et ®! dans la base Hilbertienne (e;,),,cy- sous

la forme
Y = Zagen, ol = Zaien,
n>1 n>1
avec ., n? (a%)Q <4ooety ., (04%)2 < 400. On a alors

H(q)o"bl)Hi{g(o,ﬂ)xm(oﬁ) = Z (”2 (ag)Q + (O‘rlw)2) : (3.6)

neN*
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D’autre part, il est facile de vérifier que la solution ® de (3.4) est donnée par

1 LN 1 ,
O(z,t) = — [(a% - ia"> e+ (a% + ia") e_mf} sin (nx) , (3.7)
2m n n

neN*

pour tout (z,t) €]0,7[x]0,T[. En dérivant cette égalité par rapport a la variable z, on en déduit que,

0. (t,7) = Zanei“”t,

nez
ot, pour tout n € Z,
(:/%w (nal —ial) sin>1,
Un =T, ay, = 0 sin=20,
(\—/% (—n)a’, +ial,) sin< -1

Remarquons que, d’apreés (3.6),
2 1
|| ((I)O’ (I)l) ||H&(0,7T)><L2(077T) = ; Z |an|2'
neL

De plus, pour tout n € Z, pp+1—pn, = (n+1)—n = 1. Donc le Théoréme 3.1 de Ingham s’applique avec
v =1 et donne, pour tout T > 27, lexistence de deux constantes ¢; = ¢1(T) > 0 et co = c2(T) > 0
telles que pour toute suite (z,),,c;, € ¢ on ait

T
oY feal? < / O d < oSl (3.8)

neL nez

ou

f(t) = anei”nt.

nez

En appliquant Iinégalité de gauche de (3.8) a la suite (x),,., définie par x, = a,, on obtient
VT > 2 L@, ot < T(a ® (t,m))° dt
™ ar ’ H3(0,m)xL2(0,m) = [ A0 X ,

ce qui démontre I'inégalité d’observabilité (3.5) avec Cp = 1, pour tout T' > 27. Notons que (3.5)
¢

1
est encore vraie si T' = 27w d’aprés l'identité de Parseval. En effet, I’égalité

2
Sane] = Y an

ne nez

1 27
2T 0
signifie exactement que

T
1 2 o 1 2
q) )HH&(O,TI’)XLZ(O,TF) - 5/0 (aa:q) (t,ﬂ')) dt

En conclusion, le théoréme de Ingham, a permis d’établir le résultat suivant :

I(@°.

Théoréme 3.3. Si T > 2w, alors l'équation des ondes (3.3) est exactement controlable au temps T.

Plus généralement, dans [TWO09], les auteurs démontrent, en utilisant le théoréme de Ingham, un
résultat d’observabilité pour des opérateurs anti-adjoints diagonalisables dans une base Hilbertienne
de vecteurs propres pour lesquels les valeurs propres associées (qui sont de la forme \,, = ip,,) vérifient
la propriété d’écart du théoréme de Ingham.

Le résultat du Théoréme 3.3 peut également s’obtenir en utilisant une méthode de multiplicateurs.
Plus généralement, dans [Lio68|, J.-L. Lions démontre, par une méthode de multiplicateurs le résultat
suivant de controlabilité pour ’équation des ondes en dimension N > 1 d’espace.
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Théoréme 3 4. Soient Q C RY un domaine borné de fronticre Q) de classe C?, z° un point de
RY, et TH(a%) = {a € 69/ (x —a% -v(z) > 0}, ot v(z) désigne la normale extérieure a 0 au point
x € 0. On note R(2°) = max_ g |z — 2] et T(a") = 2R(2°). Pour tout T > T(a") et pour tout
(@°, @) € HF () x L*(2), la solution ® du systeme adjoint

02 (x t) = A®(z,1), (z,t) € 0x]0,T7,
®(o,t) = (0,t) € 002x]0,T1, (3.9)
®(z,0) = (:U), %—‘f(w,O) =®l(z), z€Q,
vérifie . ,
112 0o
(T*T(IO)) H((I)O’(I) )||H3(Q)XL2(Q) < R(l"o)/o /I*Jr(mo) - | dodt.
Par conséquent, le systéeme
%(x,t) = Ay(z,1), (x,t) € Ox]0, T,
y(o,t) = v(o,t), (0,t) € T (2%)x]0, T, (3.10)
y(a, t) =0, (Ja t) (aQ \ FJr(xO)) X}()? T[a
y(@,0) = y°(x), G¢(x,0)=y'(x), weQ,

est exactement controlable au temps T, pour tout T > T'(x0).

Remarque 3.5. Lions démontre également, par une méthode de multiplicateurs, I’admissibilité de
l'opérateur de contréle. Plus précisément, il établit que pour tout T > 0, il existe une constante ¢y > 0
telle que toute solution ® du probléme (3.9) vérifie

[ L

2
£ dodt < cp || (‘IDO, ol

)HH&(Q)XL?(Q) :

Le couple (T(xo), r+ (xo)) du Théoréme 3.4 satisfait la condition d’optique géométrique. Le temps
minimal de contrélabilité T'(z") donné dans le Théoréme 3.4 est optimal ; ce qui est dit & la vitesse de
propagation des ondes. En fait, ce temps minimal de controlabilité T'(z°) peut étre interprété comme
étant le temps maximal que met tout rayon optique satisfaisant les lois de la réflexion sur le bord du
domaine ) pour atteindre la région de controle I't(20). Ainsi, si T' < T'(z°), alors il existe des rayons
optiques qui n’ont encore pas atteint la région I't (z°) au temps T', et qui ne sont donc pas observables
dans T'F(z2%) au temps T'. Par conséquent, si T' < T'(x°), alors (3.10) n’est pas exactement controlable
au temps 7.

On remarque que le Théoréme 3.4 pour N = 1, Q =]0,7[ et 2° = 0 donne le temps optimal
de controlabilité T(z%) = 2. Ce temps coincide avec le temps minimal Ty = 27 du Théoréme 3.3,
obtenu par le théoréme de Ingham. La question que l'on se pose au vu de ces résultats est de savoir
s’il est possible d’appliquer le théoréme de Ingham pour démontrer la contrélabilité de I’équation des
ondes en dimension supérieure N > 1 et, si ¢ ’est le cas, de vérifier si le théoréme de Ingham permet
d’obtenir le temps minimal de contrélabilité donné par la méthode des multiplicateurs. Remarquons
que 'utilisation du théoréme de Ingham nécessite de connaitre les valeurs propres de I'opérateur —A,
non pas explicitement, mais suffisamment pour savoir si elles vérifient la propriété d’écart requise
par ce théoréme. Considérons, dans la sous-section suivante, le cas le plus simple qui est celui de la
dimension 2, avec le carré Q =|0, 7[x]0, 7[.

3.1.2 Cas de la dimension 2

Dans toute cette partie, 2 désigne le domaine borné de R? défini par 2 =)0, 7[x]0, [ et T est la
partie de la frontiére de 2 définie par I' = ([0, 7] x {0}) U ({0} x [0, 7]). Remarquons que I' = I'*(20)
ott 2° est le point de R? de coordonnées x° = (7, 7). D’aprés le Théoréme 3.4, on sait que le systéme
(3.10) est exactement controlable au temps 7' pour tout 7' > T(2°) = 2v/27, le temps T'(z°) étant
optimal. On cherche a démontrer ce résultat en utilisant une méthode de type Ingham.

Rappelons que les valeurs propres de I'opérateur —A avec domaine H2(Q) N H{ (£2) sont les entiers

de la forme p* + ¢%, avec p,q¢ € N*. La suite (€p,q), 4>1 des fonctions définies par e q(21,22) =
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2 sin(pxy ) sin(ga2), pour tout (z1,z2) € €2, est une base Hilbertienne de L*(£2) formée de vecteurs
propres de —A associés respectivement aux valeurs propres p? + ¢2. L’inégalité d’observabilité qui
caractérise la controlabilité exacte du systéme (3.10) s’écrit

<Cr do dt, (3.11)

[ (2°, )HH(}(Q)XLQ(Q) rlov

ou @ est la solution de (3.9). Soit (®°,®') € H}(Q2) x L*(2). On décompose ®° et @ dans la base
(€p.q)p 41 SOUS la forme

= Z ag,qenq(x)v Pl (z) = Z azl;,qep,q(m),

p,q=1 p,q=1

avee 3 (P> +¢2) (a0,)° < +ooet 3 (ab,)? < +oo, de sorte que,
6" M gomroa = 30 (0447 (03.)"+ (03)7) (3.12)
La solution ® de (3.9) s’écrit, dans ce cas, 7
= > apqlt)epq(a),

ol, pour tous p € N* et ¢ € N*,
_ ifp,qt ——— —illp, qt
p,qg(t) = ap g™t +a, ge” e

Hp,qg = V2 +q?
1
%q:1 O‘gqfi —pd :
2 ) /p2+q2

En utilisant I'identité de Parseval pour la suite (sin(pz1)),, et pour la suite (sin(qz2)),>,, on peut
facilement montrer que - B
2

Ut dt |,

o di - Z/

p>1

2 T
qorpq(t) dt"’Z/o Zpap,q(t)

q>1 q>1 p>1

ce qui s’écrit encore

2 2
T
(0.0)) dodt = Z / S ampeitnt| a0 [0S prgetnet| ).
q€EL* q>1 0 pezZ*
(3.13)
ol les suites (Ap,q), ez €6 (Tpq), sez- SOnt définies par
Hp.q sip>letqg>1, ap.q sip>letqg>1,
_ ) —Hp-q sip=letg<—I, ) —ap =4 sip>1letqg<—1,
Apa = —popq sip<—letg>1, Tpa = —a 4, sip<—letg>1, (3.14)
—p—p—q Sip<—letqg<-—1, 0 sip<—letqg<—1.
On peut alors réécrire (3.12) sous la forme
0, 1\]2 _ 2, 2
(% )HH&(Q)xL?(Q) =4y (1 +°)
p,g>1
Au vu de cette égalité et de (3.13), I'inégalité d’observabilité (3.11) s’écrit
o 2
Cr A A
S0 07+ ) lapl* < S Z/ ] Z/ paygetedt| dt) ) (3.15)
p,g=1 p>1 g€z q=1 peL”

de sorte qu’on ait la caractérisation suivante :
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Proposition 3.6. Le systéme (3.10) est exactement contrélable au temps T si, et seulement si, il
existe une constante Cp > 0 telle que, pour toute donnée initiale (®°,®') € Hg () x L*(2), la suite
(Tp.a)p gez~ définie précédemment vérifie linégalité (3.15).

Pour démontrer (3.15), I'idée naturelle est d’appliquer le théoréme de Ingham a la suite de réels
(Ap’q)p aez Le probléme est qu’on ne peut pas le faire directement puisque

inf A — A ;= 0 316
(p,q),(p',q")EL* XL* | 2 P’ ,q | ( )
(p,0)#(p"q")

En effet, on remarque déja que

inf Ayg— A < inf
(0,9),(p',q' ) EL* X L* | p.q p’,q’| —= p217p7
(p,a)#(p",q")

o, pour tout p > 1,
= inf — .
Yp a1 ltp,q — Hp,q'|
a#q’

Puisque pour tous ¢,q" > 1 tels que ¢ # ¢/, on a

q+q
V2PV

alors il est clair que |up,q — php,r| —> 0 pour tous ¢,¢' > 1 et donc que v, — 0, ce qui donne
p—+oo p—r—+oo

(3.16).

Pour démontrer la controlabilité de I’équation des ondes en N dimensions d’espace avec des argu-
ments de type Ingham, Mehrenberger a développé dans [Meh09] une alternative a 'hypothése d’écart
“total” que doit vérifier la suite dans le théoréme de Ingham original. Il a démontré qu’il suffisait que
cette suite vérifie des propriétés d’écarts partiels par rapport & ses indices pour pouvoir adapter la
démonstration du théoréme de Ingham. Il a ainsi obtenu une inégalité d’observabilité pour 1’équation
des ondes en dimension N qui est valable & partir d'un certain temps Ths.. Pour N = 2, et Q et T’
tels qu’on les a choisis ici, il a démontré que le systéme (3.10) est exactement controlable au temps T
dés que T > Tyre = 87, ce qui est supérieur au temps optimal T'(z°) = 2/27 obtenu par la méthode
des multiplicateurs. On va s’inspirer de la démonstration proposée par Mehrenberger en dimension N
pour adapter la preuve du théoréme de Ingham de fagon a établir une inégalité d’observabilité pour le
systéme (3.9) en dimension 2. Plus précisément, on va démontrer le résultat de controlabilité suivant
(voir [Mau08]) :

tpg — tipg| = VDP? + 2 = VP> + 2 =g — ¢| (3.17)

Théoréme 3.7. Soit Ty = 4m\/2++/2. Si T > Ty, alors linégalité (3.15) est satisfaite pour tout
(@°, @) € H(Q) x L*(2), de sorte que le systeme (3.10) est exactement controlable au temps T

Remarquons que le temps minimal de controlabilité Ty = 47v/2 + /2 du Théoréme 3.7 est plus
proche du pas optimal 7'(z°) = 21/27 obtenu par la méthode des multiplicateurs, que le temps minimal
de controlabilité T, = 87 obtenu par Mehrenberger.

La démonstration du Théoréme 3.7 repose essentiellement sur les propriétés d’écarts partiels sui-
vantes :

Proposition 3.8. Soient v, = % et vy = 1+1\/§.

1. vp € N*v VCLQ/ S Z*a |Ap,q - Ap,q" 2 ’71|q - q/| )

2. VpeN*, Vq,q €Z*, (qu, qd>p Apg — Apgr| = 2la—d']),
3. Vge N*, Vp,p' €Z*, (pzq, P >q IAp,q—Apf,qIZ%Ip—p’l),

Ll

4. Yq e N*, Vp,p' € Z*, (péq, P >q Apq — Ap gl = 72lp —1')

Remarque 3.9. Puisque v2 < 71, ce résultat entraine en particulier que
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L. VpeN*, Vq,¢ €Z*, (p <max(q,q) = [Apq—Mpg| =120 — q’l),
2. vq € N*v vpvp/ S Z*a (q S maX(p,p/) - |Ap,q - Ap’,q| Z ’72|P _p/D'

Démonstration de la Proposition 3.8. Comme p et g jouent des roles symétriques, il suffit de démontrer
les deux premiers points.

1. Soient p € N* et q,¢' € Z* tels que ¢ > pet ¢’ > p. Alors |Ap g — Apo| = |tp.g — lp.g |, €6 comme
on l'a déja remarqué en (3.17),

q+d
V2@ VP

ltp.g = tp.gr| = g — q

11 vient done, puisque ¢ > p et ¢’ > p,
q+dq

- - - = _/_
o+ oz i dl

2. Soient p € N* et ¢,q' € Z* tels que g < p et ¢ > p. Supposons, dans un premier temps, que
p>1. Alors, Ap g — Ay ot = fip,g — lip,q €t donc,

‘A:mq - Ap,q/| >lq - q’|

| q+q

[Apq —Ap gl =1a—1 \/p2+q2+\/p2+q/2’

avec, puisque 0 < ¢ < p < ¢,

VP @ VPP SV @ V207 < (V24 1) g+ ).

()Il en dedui‘ d()nC qlle
|AP A /| >— |q q | 2|q q |
»q P,q \/§ ]

Supposons maintenant que ¢ < —1 et démontrons la méme inégalité. Dans ce cas, par définition
de Apg, ona Ay —Apg == (kp,—g + Hpg) = —(/P* + 2+ /P> +¢?). Dot

Apg = Ap | = VP2 + @+ VP2 + a2 > gl +d| =g~ ¢'| > 2lg— ],

ce qui termine la preuve du point 2.
O

Démonstration du Théoréme 3.7. Supposons que T > Tp. On introduit la fonction k£ : R — [0,1]
définie par

k(t) = {Sm (%), site(0,T]

0, sinon,

et on note k la transformée de Fourier k, définie par k(&) = \/% fj;o k(t)e e dt = \/% fOT k(t)e ¢ dt.

Il est facile de vérifier que, pour tout £ € R,
R er cos (%)
T

de sorte que |7<J\| est une fonction paire et que 75(0) = ;\/% est réel. Puisque, pour tout ¢ € [0, 7],

k(t) € [0,1], alors il est facile de montrer qu’on a la minoration suivante :

2
Z/T Z qupgetrt| dt+ Z/T prp,qemp’qt
0 0

p>1 qeL* q>1 peL*

2
dt > I +1272(13+I4), (319)
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ol
. 2
D ) R Cl) Wt
p>1 0 q=p
. 2
L =Y / K1) |3 pry geitot| dt
q=>1 0 P>q
T . .
I; = Z/ k(t) qup,qemp'qt queﬂl\mt dt
p>1 0 qez* qeL*
a<p q=p

T
) S Gl DY D S U
0

q>1 pEL* peEZ*
r<aq p>q

Pour établir 'inégalité (3.15), on va procéder en trois étapes : d’abord on va minorer les quantités I et
I5, puis on va majorer les quantités I3 et I et, enfin, on obtiendra une minoration de I + 1o —2(Is5+14)

qui permettra de conclure, au vu de (3.19).

lére étape : minoration de I; et Is.
Par définition de I; et de la transformée de Fourier de k, on a

T
I, = Z/O k(ﬂ(quMe“\mt) <Zq’xp,qfe‘mv’«’t> dt

p>1 a>p q'>p

= \/ﬂz Z Z qq,xp,qm% (Ap,gr — Apyg) s

p>1 q>p ¢'>p
d’oit
L=V ) <E(0)Zq2 Jpal” — Il(p)),
p>1 q=>p

ou, pour tout p > 1,

Ii(p) = Z qu/ ’:rp,qu,q/ k(Apg — Ap,q)’ .
azp ¢'>p

q’#q

On va monter que, sous les conditions données par la Proposition 3.8, alors on a
Li(p) < K(0) (27r )22q2 2.0l
- ,YIT q=p e

dés que T > i—’; Pour tout p > 1 et tout ¢ > p, on a

qu/ < % <q2|xp,q|22 ’@ (Apg — Apyg)

q'/Zp q:Zp qizp
a' #aq a' #q q'#q

Tp,qTpg k (Apg — Apg)

donc, par parité de \E|, on obtient

Li(p) < ZqQ\xp,qFSp,q,

qz=p

ou

Spq = Z ‘%(Ap,q’ - Ap,q) .

a’>p
q’#q

9 |~
+Zq/2 |Zp,q| ‘k (Ap,gr — Apq)

(3.20)

(3.21)

)

(3.22)
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Remarquons que le réel Ty donné dans ’énoncé du Théoréme 3.7 peut s’écrire Ty = 27, /% + 2, ol
1 72

~1 et o sont donnés par la Proposition 3.8. Soient ¢ > 1 et ¢’ > 1 tels que ¢ # ¢’. La Proposition 3.8

permet alors de noter que

T
~ 1Apq = Aprl - 1>—|q q|—1>1,

puisque T' > Ty > i—f Donc, en utilisant la formule (3.18) pour la transformée de Fourier de k, on
obtient :

)

R 27 1
k(Ap g — Ap7q)‘ < 2 <£>2 G—ar 1 = k(0) <71T> fa—q) - (27”)2

1T

IN
=)
—
e
7N
ﬁ‘t:\f
~
[\V]
by
(S
|
Q| =
N
()
|
—_

D’ou

)

o \? 1 ~ or \?
0) | — — = k0)| —
) (V1T> g 4r? —1 ) (V1T>
En revenant & (3.22), on en déduit bien la formule (3.21), ce qui donne finalement
1> Ro) (1 ( (27) ) VIS el
p>1 q>p
d’aprés (3.20). Les roles de p et ¢ étant similaires, on a de méme :
210 (1= (22) ) I T il
T q>1 p>q
On déduit donc de ces deux estimations que

2
I +1; > E(O) <1 — <’Y217;> ) V2r (ZZ(]2 |Zp.q ? +Zzp2 |wp,q|2> :

p>1 q>p q>1 p>q

D’autre part, il est facile de vérifier que

Z (p2 + qz) |33p,q|2 <2 (Z ZQQ |$p,q|2 + ZZPQ |xp,q|2> )

p,q>1 p>1 q>p q>1 p>q

Il+122E(0)< (le) )[pr +¢%) |zpql?

g>1

ce qui donne donc :

En revenant a la définition de z, 4, on peut réécrire cette inégalité sous la forme :

11+122E(0)< <7T)>\f S 02 + %)l (3.29

p,g>1

2éme étape : majoration de I35 et Iy.
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En utilisant la transformée de Fourier de k, montre facilement que

I3 = \/% Z Z Z qxp,qq/m/k\'(Ap,q' - AP;Q)

p>1 q€Z* ¢/ >p
q<p

IS S S (o

p>1 q€Z* ¢/ >p
q<p

IN

2 2\ |
+ q/2 ‘xp,q’| ) ‘k (Apg —Apg)l-

La parité de |k| permet alors d’écrire que

m 2 2 o—
fs = \/;Z ZqQ |xp~r<1| S;:q + Zqz ‘xp#1| Sp’q ’ <3'24)

p>1 q€Z* a>p
q<p
otl, pour tout p > 1 et tout q € Z*,
S;q = Z ’k (Apg — Ap,q)’ , slqg<np,
qa'>p
Sp_ﬂ = Z ‘k (Apg —Apg)|, sig=>p.
q€Z*

q<p

Si ¢ < p, alors on sait, d’aprés la Proposition 3.8 que, pour tout ¢’ > p, [Ap 4 — Ap.g/| > Y2l¢ —¢'|- On
peut donc en déduire, comme on I’a fait précédemment pour estimer S, 4, que, puisque T > Tj > 277;,

alors )
~ 27 1
<kO) (=) ———
<Kl )<72T) 4g—q¢) -1
s < @<o>(2“)22 !
P wl) = Aa—d) -1

< 50 (%) Ta - ()

r>1

‘E (Ap,q - Ap,q’)

et donc

De la méme fagon, on peut montrer que

~

KO (21 \?
< =
% = 7y (’YzT) 7

ce qui permet d’obtenir, d’aprés (3.24), la majoration suivante

%(0) 2r \? /= 9 2
IS<2<~y2T> 522(] |[Zp.ql” -
p>1 q€Z
Pour des raisons de symétrie en p et ¢, il vient immédiatement que
75(0) or \* /= 9 2
ns 5 (55) VEZE el
q=>1 peZ
ce qui donne

(0 or \° [
I3+ 14 < % (’Y2T> \/g (Z Z ¢ |$p,q|2 + Z sz $p7q|2> .

p>1 qeZ* q>1 per*
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En revenant & la définition de x, ; (voir (3.14)), on en déduit que

Is+ L Sk \/> + a 3.25
s+ Is <72T) S 02 + ) ol (3.25)

p,q>1

3éme étape : minoration de I + I, — 2(I3 + I;) et conclusion.
En additionnant les inégalités (3.23) et (3.25), il vient que

2
T 2w 5
—(1- —2 — > (*+q*) |a
\/; ’YIT <,Y2T> ) (p q )| p7‘I|

p,q>1

\f <1 71 +j)) S 0% + ) lapl

p,q>1

= I B) S el

p,g>1

Y

I+ I — 2(Is + Iy)

En revenant a (3.19), on en déduit que

Z/ qup e'hpat dt—i—Z/

p>1 qEZ* g>1

E P, zAp qt

pEZ®

T I3 2 2 2
dt > p (1_T2) Z>1(p +47) lap,ql™,

i, 0

ce qui démontre I'inégalité d’observabilité (3.15) pour tout T > Tj, avec Cp =

En fait, on a démontré le résultat suivant :

Corollaire 3.10. Soient v1 > 0 et vo > 0 tels que les propriétés 1 o 4 de la Proposition 3.8 soient
vérifiées. Alors, pour tout T > 27, /712 + %, le systéme (3.10) est exactement contrélable au temps T
1 2

De la méme fagon, Mehrenberger a démontré le résultat suivant :
Théoréme 3.11. Soient C; > 0 et Cy > 0 tels que
1. VqeN*, Vp,p' €7, (q <max(p,p') = |Apg = Ap gl = Cilp —p’|>'
2. Vp e N*, Vq,¢ € Z*, (p <max(q,q) = |[Apq—Apg| > Calg— q’|>,
Alors, pour tout T' > 2w, /C%Z + Ci%, le systeme (3.10) est exactement controlable au temps T .

Dans [Meh09], Mehrenberger applique ce résultat avec C; = Cy = ce qui explique le temps

minimal de controlabilité Ths. = 87 qu’il obtient. Dans la méthode q2u\§1 on propose ici, le temps
minimal de contrdlabilité T;, que l’on obtient est Ty = 47v/2 4+ v/2. Ce temps Tj est obtenu avec
v = % et vo = Tl\/i’ ce qui correspond, au vu de la Remarque 3.9, & C4 = Cy = v, = ﬁ
La raison pour laquelle Ty < Thse ne provient que de ce choix plus précis des écarts Cy et Cy, car
la preuve donnée par Mehrenberger repose sur des inégalités plus fines que celles que ’on obtient ici
(par exemple dans (3.19)). On pourrait alors améliorer simultanément les deux temps minimaux de
controlabilité Ty et Thse en appliquant directement le Théoréme 3.11 avec Cy = Cy = ﬁ :

Théoréme 3.12. Soit Thpr = 2mV/6 + 4v/2. Alors, pour tout T > Tarpg, le systéme (3.10) est
exactement controlable au temps T .

Remarquons qu’on a bien T(z°) < Ty < Ty < Tare de sorte que ce résultat est plus précis que
celui qu’on donne dans le Théoréme 3.7 et que celui qui a été démontré dans [Meh09].

Dans le chapitre 4, on adaptera la preuve du résultat de Mehrenberger de fagon & établir, pour
T assez grand, la controlabilité frontiére exacte au temps 7' du systéme (1.27) pour l’ensemble des
données initiales qui s’écrivent comme combinaison linéaire des vecteurs propres ez‘;q (associés aux

valeurs propres )\;; 4 qui se comportent asymptotiquement comme les valeurs propres de —A).
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3.2 L’inégalité de Carleman et ses applications a la
controlabilité des systémes paraboliques

Cette partie traite de I'inégalité de Carleman et de ses applications & la controlabilité des systémes
paraboliques. On se référe essentiellement & [AKBGBdT11]| ot Ammar Khodja et al. passent en revue
des résultats récents portant sur la controlabilité des systémes paraboliques. Le point de vue adopté
dans cet article est celui de la généralisation du critére de Kalman que l'on a présenté dans le chapitre
précédent pour les systémes d’équations aux dérivées partielles. On renvoie également a [FI96] et a
[IYO03] pour l'inégalité de Carleman.

3.2.1 L’inégalité de Carleman pour 1’équation de la chaleur

On considére une équation parabolique rétrograde du type

—%2(2,1) + Lo(x,t)¢(x,t) = fo(x,t), dans Qr = Qx]0, T,
¢ =0, sur Y = 0Qx]0,T7, (3.26)
o(x,T) = ¢°(x), dans €,

ott Q est un domaine borné de RY dont la frontiére est de classe C?, fo € L?(Qr), et ot Lo(-,t) est
un opérateur parabolique auto-adjoint défini par

o9 dy
Lo(z, )y(z,t) = — Y =— (aij(x,t) = (.t
o ute) == 3 o (oute0 5 w0).
les coefficients «;; satisfaisant les propriétés ci-dessous :
(1). a;; € WH(Qr) pour tous 1 <i,5 < N,
(2). wyj(z,t) = aji(z,t) pour tout (z,t) € Qr et tous 1 <4,j < N,
(3). il existe ag > 0 tel que

N

(@ )6 > aolé?, VE= (& &n)T €RY, V(x,t) € Qr.

ij=1

Par exemple, pour «;; = dd;; avec d > 0, on obtient Lo(z,t) = —dA.

Fursikov et Imanuilov ont démontré dans [F196] que les solutions de I’équation rétrograde (3.26)
vérifient une inégalité d’observabilité a poids appelée inégalité de Carleman, I’observation portant sur
n’importe quel sous-ensemble ouvert w C 2. Plus précisément, on a le résultat suivant :

Théoréme 3.13. Soient w un sous-ensemble ouvert non vide de et p € R. Il existe une fonction
strictement positive By € C*(Q) (ne dépendant que de w et ) et deux constantes C, > 0 et ¢, > 0
(ne dépendant que de p, w et Q) telles que pour tout ¢° € L?(2), la solution ¢ de I’équation (5.26)
vérifie, pour tout s > s, = c,(T + T?), linégalité

I(p, ¢) < Cp (817/ e—zsﬁ,y(t)p|¢|2 + Sp—3/ e—ZSﬁ,y(t)p—3|fO|2) ,

qar Qr
ar = wx]0. T, ﬂ(:}c,t):t(ﬁiﬁ(f)t)’ W):ﬁ’

et
1p.0) = & [ e (100 + |80
+sP72 / e 2Py (t)P2 |V

P / e 2B ()P |2,
T
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On pourra trouver dans [[Y03] la démonstration détaillée de ce résultat, ainsi qu’un énoncé plus
complet. Cependant, dans [FI96] et [ITY03], la dépendance en T' du parameétre s, n’est pas explicitée.
On renvoie & [FCZ00] pour l'estimation de s, qui est donnée ici. Dans [AKBGBAT11], les auteurs
démontrent que cette inégalité de Carleman (pour p = 3), combinée avec des estimations d’énergie
sur les solutions de (3.26), permet d’obtenir le résultat suivant :

Corollaire 3.14. Soit w un ouvert non vide de RN contenu dans . Il existe une constante Cp > 0
(qui ne dépend que de w, Q et T) telle que pour tout ¢° € L*(Q), la solution ¢ de (3.26) vérifie

6.0y < Cr [ I arat.
qr

On ne donne pas la preuve de ce résultat ici. On démontrera en détails dans le paragraphe 3.2.2.2
comment passer d’une inégalité de Carleman globale pour un systéme parabolique de trois équations
couplées a une inégalité d’observabilité (portant sur 'observabilité de deux des trois composantes).
Au vu de la partie 2.3.3, une conséquence du Corollaire 3.14 est le résultat qui suit.

Corollaire 3.15. Pour tout ouvert non vide w contenu dans 2, l’équation
% + Lo(z,t)y = vly,, dans Qr,

y =0, sur X,
y(-,0=1", dans QQ,

est contrélable aux trajectoires a tout temps T > 0.

3.2.2 Application a la controélabilité des systémes paraboliques de trois
équations avec deux ou trois forces de controle

On considére les systémes paraboliques (2.32) et (2.30) (voir page 44), ot y = (y1,%2,%3)7. On
rappelle que la matrice de diffusion est donnée par

d 0 0
D=0 d 0 |,
0 0 d

ou d; > 0 pour tout ¢ = 1,2, 3. On utilise I'inégalité de Carleman du Théoréme 3.13 pour établir une
inégalité de Carleman globale pour les solutions du systéme rétrograde non homogéne associé a ces
deux problémes :

—0rp1 = d1Ad1 + agep1 + a1 + azi¢s + f1, dans Qr,

—0;p2 = daAda + a12¢1 + a2 + aze¢z + f2, dans Qr,

=093 = d3A¢1 + a13¢1 + a3z + azzpz + f3, dans Qr, (3.27)
$1 =2 = ¢3 =0, sur X,

01, T)=¢Y, ¢a(-,T) =5, ¢3(-,T)=¢3, dansQ,

pour f = (fi, fo, f5)" € (L3(Qr))" et ¢° = (69, 69, 49) € (L*(Q))”.

Proposition 3.16. Soient p1,p2,p3 € R tels que |p; — pj| < 3 pour tous i,j = 1,2,3 et w un
ouvert non vide contenu dans . Il existe deuzx constantes strictement positives Cy et ¢1 (dépendant
uniquement de p1, pa, p3, w et ) telles que pour tout ¢° € (L?(2))3 et tout f € (L*(Q7))?, la solution

b= (¢1, b, 83)T de (3.27) vérifie

3
I(p1, 1) + 1(p2, ¢2) + I(p3, ¢3) < Cy Z (

j=1

/ e—2sﬁ(8,y)pj|¢j|2+/ 6—286(8,\/)173'_3|fj|2>7 (3.28)

qr Qr

2
55;(”-"3))) (3.29)

pour tout s > s, OU

T2
2 2/3
51 =c1 (T—i—T + 1 max ( max ||ajj||oé ’12}?}’;3”%'

1<5<3
J#i
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Démonstration. On pose Co = max(Cp,,C,,,Cps) et sg = co(T + T?), avec ¢g = max(cp,,Cp,, Cps)
ol les constantes Cj,, et cp,, sont définies dans le Théoréme 3.13. Pour tout j = 1,2,3, on applique
I'inégalité de Carleman du Théoréme 3.13 & la j°™¢ équation de (3.27), avec fo = a1;¢1 + azjp2 +
azj¢sz + f;. On a donc pour tout s > sg > sp,,

I(pj, ;) < Co (/ e 2B (sy)Pi| ;2 +/ e 2P (sy)Pi =3 ay ;b1 + agjda + azjdz + fj2>
qr Qr
< Go [ R ePlosP 4 aC [ e s
qr QT
3
+4||ajj|\ioco/ e P (sy)Pi 3P + 4C0 (”%H;/Q 6_2Sﬁ(87)p'f_3|¢i|2>~

i#]

1/3
Soit ¢ €]0, 1] fixé. Si, de plus, s > T; (%) ||ajogé3, alors (s7)P7 —4|aj;||% Co(sy)Pi=3 > 8(sy)Ps,
puisque v > = sur 0, T, et donc

(pj, ;) < / e 2P [(sy)P 7 (1000517 + |8 °) + (s7)P 2|V ;]

+/ e ((s7)P7 — 4laj; |2 Co(sv)P %) |6

T
< G / ¢=28 (5?4 [ ? + 4C, / ¢ 25 (s )i 3| 2
qr Qr
3
A0y (naijnio / 6‘28’3(87)“‘3I¢il2> |
i=1 Qr
iF#]

En additionnant cette inégalité pour j = 1,2, 3, on obtient, pour tout

4Cy
- (1 ¢ 5) mas a2 (3.30)

Pestimation
3

3
Co [ _u AC . _
o) < Y (S @ epiafa [ i)
1 T

=1

C 3
oy (o R S

j=1

Al

Jj=

[

S

i2]

Cette inégalité peut se réécrire de la fagon suivante :

3
2 / 2 (s 7 (10l + [80i%) + (s7)P 2V il]

3 3
—2sf8 Pi _ @ 12 p;j—3 |12
+> e (s7) 5 > llaij 12 (s7) ||
i=1 YT j=1
J#i

3

C 4C,
o A T L A LT R CEY

Jj=1

11 est facile de vérifier que pour i € {1,2,3} fixé, on a

_ 400 —
7P ZHGUHQ )P ’ =

J#z

3
Z 800”“%]“00
— S’}/ pz (I)J 3)
;
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avec, par hypothése, p; > p; — 3 pour tout j # 7. On en déduit donc que, si

T? c =D 7=
8Cy \Pi— (P~ Pi—(pj—
= T ((5885) 7 a7,

1<5<3
i#i

alors (sy)Pi — 4o Z llaij||2 (sv)Pi=3 > 6(sv)P?, et donc

7#1

s ; 4C, s
[ e ”(m : OZnaUn? (59~ 3)|¢ 2> / 238 (g

J#l

il

Par conséquent, si on suppose, en plus de (3.30), que

T? ) =)
4 8C\ pi—(Pj— p;i—(p;—3
o2 T max ((s5) o 7).

i

alors le membre de gauche dans 'inégalité (3.31) est minoré par & Z?:l I(p;, &;), ce qui donne 'inégalité

annoncée avec Cp = 45%. O

3.2.2.1 Controélabilité aux trajectoires par trois controéles.
La Proposition 3.16 donne en particulier, pour p; = ps = p3, le résultat suivant :

Corollaire 3.17. Pour tout p € R, il existe deuzx constantes Cy et ¢y (dépendant uniquement de p,
w et Q) telles que pour tout ¢° € (L2())® et tout f € (L2(Qr))3, la solution ¢ = (¢1, da, d3)" de
(3.27) vérifie

Moy <0 ([ e eplor+ [ e epie). (3:32)
qr QT
pour tout s > sg, OU
T2
50 = Co <T +7? + — max ||aij||§43>.
4 1<ij<s

Tout comme dans le cas scalaire, on peut montrer que ce résultat, combiné avec des estimations
d’énergie sur les solutions de 3.27, permet d’établir I'inégalité d’observabilité du Théoréme 2.15 (voir
page 44), ce qui méne a la conclusion suivante :

Corollaire 3.18 (Controlabilité par trois controles). Pour tout T > 0 et tout ouvert non vide w
contenu dans Q, le systéme (3.27) est controlable auzx trajectoires au temps T'.
3.2.2.2 Controélabilité aux trajectoires par deux controles.

Pour simplifier, on suppose dans cette partie que D = I et que f; = fo = f3 = 0 de sorte que le
systéme de contrdle que I'on étudie est

0
Oy = Ay + Az, t)y + (vl(m,t) > 1,, dans Qr,

va(@t) (3.33)
y =0, sur X,
y(.T) =19, dans Q,
et que son systéme adjoint s’écrit
—Orp1 = A¢1 + axd1 + an P2 + azi¢s, dans Qr,
—0ip2 = Ag + a12¢1 + a2202 + az203, dans Qr,
=03 = A¢y1 + a13¢1 + azzP2 + azzps, dans Qr, (3.34)
$1 =2 = ¢3 =0, sur Y,

d)l('vT) = (25(1), ¢2(aT) = ¢g7 ¢3(aT) = ¢ga dans Q7



62 3. Quelques outils pour la contrélabilité de systémes

On va voir que sous certaines hypothéses sur les coefficients de la matrice de couplage A(z,t) du
systéme (3.33), il est possible d’éliminer le terme en ¢; dans le membre de droite de I'inégalité de la
Proposition 3.16. La démarche que I'on présente ici reprend une des étapes de la démonstration faite
par Gonzélez-Burgos et de Teresa dans [GBAT10] pour démontrer la controlabilité par un seul contrdle
de systémes paraboliques de n équations en cascade. Plus précisément, on va établir ’estimation
suivante :

Lemme 3.19. Soient p1,p2,ps € R tels que |p; — p;| < 3 pour tous i,j =1,2,3 et w un ouvert non
vide contenu dans Q. S’il existe un ouvert non vide w°® contenu dans w et une constante m > 0 tels
que a1z > m dans ¢% = w°x]0,T[, ou a1a < —m dans g%, ou encore tels que a3 > m dans ¢%, ou
a3 < —m dans ¢%, alors pour tout € > 0, il existe deux constantes strictement positives C4 et Ca .
ne dépendant que de p1, p2, p3, w°, w, Q et ||aijlloo (pouri,j =1,2,3) et respectivement de e, telles

que toute solution ¢ = (¢P1, P2, ¢3)T du systéme (3.84) vérifie

/ e (sy)" ] < €Cal(pr, d1) + Cae / ™2 sy (162 + [05]?)

dr qT

Démonstration. On introduit une fonction de troncature & € C°°(R™) telle que supp(¢) C w, 0 < ¢ <
1, =1sur w’ et

V¢ AL N

— € L*(Q), —&= € L>*(Q,RY),

Ve Ve

et on pose
Ag

meg = Mmax (va
(= 24
Ve

Ve

. (3.35)
Lo (Q,RN)

Supposons, par exemple, que aja > m dans ¢ ou aj2 < —m dans ¢%. Puisque £ = 1 sur w?, on en

déduit que
L,

T

Lo=(Q) , ’

1
2B (7)1 [ < - ‘ / ana€e2B (7)1 6 2] (3.36)
mlJQr

La preuve se divise naturellement en deux étapes : dans un premier temps, on montre que

< el(p1,¢1) + K . Ee 2P (sy )Pt (o] + [@3]?)

LC. / (57)P 2|V 2,
Qr

\ | ange sl

ou K, est donné par (3.47), puis on élimine, dans un deuxiéme temps, le terme en V¢ dans cette
inégalité en démontrant ’estimation suivante

Ee 2B (7)1 P2V | < €1(p1, d1) + M. / e 2P (st (6ol + |93)?)
Qr qr

ou M, est donné par (3.57).
— Etape 1.

On multiplie la 2°™¢ équation de (3.34) par £e2%(s57)P1¢; et on I'intégre sur Q7. On obtient
alors ’expression suivante :

/ arafe™ 2B (s )P = — / anake™ 0 (s9)P by — / a3be P (s7)P by — I, (3.37)
T Qr T
ol

I= : Ee 2P (sy)Pr 10y + : Ee™ 2P (s7)Pr 1 Ao (3.38)
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Puisque super(S'y(t))pl6_253(”) a pour limite 0 en ¢ — 0 et t — T, une intégration par parties
donne :

j e B (s Oy = — ; £8; (e 2P (7)) drba

+ ; £ (s7)P g (A + ar1 by + azi1 2 + azi¢3)

= ¢ [ane ™ (s9)Pt — 8y (72 (s7)"1)] 1662 + / £ 2 (sy)P oAy
Qr Qr

+/QT as1&e” P (s7)P | o |? +/ az1e 2 (s7)P  pa 3.

Qr

D’ot, en revenant a (3.38),

I € [arne P (sy)Pr — 0, (e 2P (s7)"")] p1p + Eem 2P (7)1 (1 Ada + $2 A1)

QT Qr
+/ az1&e 2% (sy)P1|po|? +/ aziée 2P (sy)PL o
T

T

; £ [aue_%ﬁ(sv)pl — 0, (6_23’6(37)”1) + A (6_235(37)1’1)] D102

+ / [2VE€ -V (e72F (s7)P*) + (ALe P (s7)7'] 12
2| &P (sy)P1V ¢y - Vo + / anée 2P (sy)P pa® + / az1ée 2P (s7)P pois.

Qr QT Qr

Finalement, en remplagant I par cette expression dans (3.37), on conclut que

| ange el = bt Lot B Lot I (3.39)
avec '

L o= - /Q age () 9165

- | €[ () = AT ~ (an + ) ()] 016

I = - /Q E T ) (A9 (57 16

=2 £ (s9)P1 V1 - Voo

L = - /Q e ) ol

o= = [ ane (s dan

T

Il est facile de vérifier que, pour tous 7, u et v dans Z tels que u < v, il existe une constante
C,.,» et une constante C), telles qu’on ait sur |0, T :

(s)" < Cup(s7)”,
V (e 2 (sy)M)| < C,e 258 (sy) T,
n
10y (€72 (sy)") | + | A (e72*F (s7)")| < Cye™ %7 (s7)772.

Les estimations qui suivent reposent essentiellement sur ces trois inégalités ainsi que sur 'inéga-

lité classique suivante
2

b
Ve >0, Va,bcR, \ab|§ea2+4—.
€
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Dans la suite, on considérera un paramétre € > 0. Les lettres C' et C désigneront respectivement
des constantes génériques ne dépendant que des paramétres py, p2, p3, w’, w, Q) (resp. et €). Les
valeurs de C et C. sont susceptibles de varier d’une ligne a 'autre.

Estimation de I;. En utilisant les différentes inégalités précédemment citées, on obtient faci-
lement :

| 11]

IA

ellazalloc / €628 (s7)P g2 + o asalloo / €672 (57)P1 g2
Qr Qr

IN

€a32||oo1(p1,¢1)+0ea32||oo/Q e 2P (sy)P g 2. (3.40)

Estimation de ;. De méme, les estimations suivantes
|00 (72 (s7)P) | + A (72 (s7)P1) | < Ce P (sy) 2, (s7)" < C(sy)" 2,

donnent :

L] < C(1+||a11|oo+||a22||oo)/Q e (7)1 g1 ||
T

_9¢ 1 2 —2s 1
< e e ()PP + Cc (1 + [laralloo + [lazz]loo) / e (s7)P1 gy
Qr Qr

< el(p1,d1) + Ce (1 + [[arafloo + lazzlloe)’ /Q Ee™ 2P ()P4 o |2 (3.41)

Estimation de I35. De la méme facon, on utilise les estimations
|v (6_255(37)1’1” < 06_255(8,),)171"1‘17 (sy)Pr < C(S,y)p1+l’
pour en déduire une estimation de I3 :
3] < C [ e 2F(sm)PH (2VE| + |AE]) [ o]
Qr

Cme 0 VEeT P (s9)P 61 |gal,

IN

ol mg est donné par (3.35). On en déduit donc que

Ll < e / ¢ (5P |2 + . / £e29 (s P12 gy 2
T Qr
< eI(pr, ) +C. / £ 2B (57)P1+2| gy 2
Qr
< Ilpr,é) +Co [ e P (s o (3.42)

Qr

Estimation de I,. On a facilement,

Ll < of e Pen2va +C / £e2 (57)P 2V by
Qr Qr

< o) +C. [ € )R To (3.43)
Qr
Estimation de I5. L’estimation (s7)P* < C(sy)P*** donne immédiatement
Bl < Clanle [ €7 0af, (3.44)
Qr
Estimation de Iz. De méme,

ol < Cllasie /Q €628 (s7)P+ (|62 + | g5[?) (3.45)
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Fin de I’étape 1. En rassemblant dans (3.39) les estimations obtenues en (3.40), (3.41), (3.42),
(3.43), (3.44) et (3.45), on obtient la majoration suivante :

‘/ a1a€e 2P (5P o1 2| < e (34 ||asalleo) I(p1, 01)

+K | &P (sy)P T (|2l + |6s]?)

Qr
+C. £ 2B (57)P1H2 |V gy |2, (3.46)
Qr
ou
Ke=C(llastlloo + llasi o) + Ce (1 + llaszlloe + llaz2]Z + llazz2,) - (3.47)

— Etape 2. On pose n(x,t) = e~ 2981 (sy(t))P 2 pour tout (z,t) € Qr. Il s’agit d’établir une
inégalité du type

| V6 < 1m0+ M, [ €0 (2 +aP)
Qr qr
Puisque ¢ = 0 sur X, on a, d’une part en intégrant par parties sur {2,
| ntlvoaP == [ 0:906)- Vo~ | neoaton (3.48)
Qr Qr Qr

D’autre part, en multipliant la deuxiéme équation de (3.34) par n¢s et en intégrant sur Qr, on
peut exprimer la derniére intégrale de 1’égalité précédente comme

- / nEda s — /Q D€ dadhrs + /Q aanédidn + /Q anai€ |l + /Q asanEbads.

En remplacant dans (3.48), on obtient :

/ NE|Va|* = J1 + 2+ Js+ Ju+ Js (3.49)

T

avec

Ji = _/Q $2V (7€) - Vo
Jo = / NEP20: P2
J3 = / a12n€P1 P2

Jy = / azang| 2|’

Qr

Js = / az2néP29s.
T
Estimation de J;. Une intégration par parties en espace donne

n=-1 i V(6) -V (6af%) = & /Q A (7€) [paf?. (3.50)

Puisque
|A (n&) | < [An|§ +n|AE] + 2|V [VE],

et que n = e~ 250 (sy)P1+2 vérifie

[An| < Ce™ 2P (sy)1 1, < Cem®P(sy)P 4, |Vl < Ce 2P (s,
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alors, on a
A ()| < O &+ |Ag] + 2| VE]) e (s7)Pr .

En utilisant la définition de mg¢ et le fait que 0 < & < 1, on obtient

A )] < € (&4 3mey/E) e (s)+ < O/ (s +,

En combinant cette inégalité avec (3.50), il vient que

h<c /Q VEe 28 (5P 4 .

) <C / €725 (577 H g2, (3.51)
qT

puisque 0 < € < 1 et supp(§) C w.
Estimation de J;. Une intégration par parties en temps dans J; donne :

ho=g | meoclion) =3 [ comlof

puisque sup,cqn(t,z) — 0 quand ¢t — 0 ou t — 7. En utilisant le fait que n = e=25(sy)P1 12
vérifie
0| < Cem 0 (sy)P1 4,

et les propriétés de &, on en déduit que
<€ [ e s (352)
qT

Estimation de Js. Il est facile de vérifier que

< el [ ge R )7 6 0o
Qr
< @[ (s o + Collan| / €628 (57)P1 | g2
Qr Qr
< @Iy, é1) + Collanall’ / €2 (57)P1+| 2. (3.53)
qr

Estimation de .J;. Toujours en utilisant I’estimation 7 < Ce™2%8(sy)P14, on peut écrire que

4] < Cllaza]loc / €298 (5771 + 2. (3.54)

qr

Estimation de J;. De méme, on a

el < 10l [ Qe ()2 (uf? + o)

< Ollasls / €28 ()P4 (|gal? + [s[2) . (3.55)
qT

A

Fin de I’étape 2. D’aprés (3.49), les estimations (3.51)-(3.55) permettent de conclure que
56—256(87)P1+2‘V¢2|2 < 621(p1,¢1) + Me/ 6—255(87)p1+4 (|¢2|2 + |¢3|2> , (3.56)
Qr qr

ol
M, = C (14 [lag|% + llas2llZ,) + Cellarz || (3.57)
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— Conclusion. En combinant les inégalités (3.36), (3.46) et (3.56), on obtient finalement

[ e el <

qr

€

— 3+ llaszlloo +€Ce) I(p1, 1)

1 —2s

b (et CM) [ (s (jonf? + [67) - (359)
qar

les constantes K. et M. étant respectivement données par (3.47) et (3.57). En fait, la constante

C. peut étre choisie de la forme C. = < dans (3.46), (3.47) et (3.58), et de la forme C. = &
dans (3.57), ce qui donne finalement

[ ool < S0 lanle 1100

s
a3 m
+Cae [ P (0af +laP).
qr
ou
C 1+ [Jas2loo + la12]|% + llazall?, + llas2l% az|%
Cue=C (|a2100+”a31”00+ laszlloo + llar2s + llazzlls + llaszfls | 122|| .
m € €
(3.59)
O

Proposition 3.20. Sous les hypothéses du Lemme 38.19, pour tout ¢° € (LQ(Q))S, la solution ¢ =
(¢1,¢2,¢3)T du systéeme (3.84) associée a f1 = fo = f3 = 0 vérifie, pour tout s > s1,

I(p1,61) + I(pa, d2) + I(ps, ¢p3) < eCCFIAl=) / e 2 (sy)P 4 (|gal® + |63]%)

qr

ot 51 est donné par (3.29) avec ¢1 ne dépendant que de p1, p2, p3, W et Q, la constante C > 0 ne
dépend que de p1, p2, ps, W, w, Q et m, et ot || Al est défini par ||Alloc = maxi<; j<3 ||aij|oo-

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la Proposition 3.16 a I'ouvert non vide w® et d’appliquer ensuite
le Lemme 3.19 avec € = ﬁ On remarque alors que I’expression de la constante C'4 . obtenue dans

(3.59) conduit a obtention de la constante e©(+I4lle), O

Corollaire 3.21. Soient w un ouvert non vide contenu dans Q et T > 0. S’il existe un ouvert non
vide w0 contenu dans w et une constante m > 0 tels que a1o > m dans q% = wOX]O,T[, ouajx < —m
dans ¢%, ou encore tels que aj3 > m dans ¢%, ou a1z < —m dans ¢%, alors le systéme (3.33) (voir
page 61) est controlable aux trajectoires au temps T .

Pour démontrer ce résultat on va utiliser I’estimation d’énergie suivante :

Lemme 3.22. Soit ¢ une solution du systéme (3.34). La fonction t — eQHA”&th |p(x,t)|? dx est
croissante sur [0,T]. En particulier, on a

2
6, OlFzaqaye < e I=T [ of

Qx[T/4,3T /4]
Pour démontrer ce lemme on peut considérer le systéme vérifié par la fonction ¢ (z, t) = e2l4l=tp(z, ¢).
11 suffit alors de multiplier scalairement par (-, t) ce systéme et d’intégrer sur {2 pour en déduire la

croissance de t — [, [1(z,t)|? dz, et donc de t — e2I4l=t [ |¢(z,t)|? dz, sur [0, T].

Démonstration du Corollaire 3.21. D’aprés le Théoréme 2.16, il s’agit de démontrer que

16+ 0)[2,20qys < Cr / (162 + 65]2) . (3.60)
qr
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avec O > 0 indépendante de la donnée initiale ¢°. On applique la Proposition 3.20 avec p; = py =
ps = p ou p € R. Il suit que toute solution de (3.34) associée a f; = fo = f3 = 0 vérifie

I[(p,¢) < COHIAIL) / €258 (57)P* 4 (|f? + |3]?) (3.61)
qT

pour tout s > sg, oil 5o est défini dans le Corollaire 3.17 (avec ¢y dépendant de p, w° et Q), et ou C
dépend uniquement de p, w®, w, Q et m. On va procéder en deux étapes :
— Etape 1 : minoration de I(p, ¢) par ||o(-, 0)“?[,2(9))3' D’aprés le Lemme 3.22, on a déja

2
I8, 0) s < Ze41=T [ 9P (3.62)

Qx[T'/4,3T /4]

D’autre part, par définition de Sy et de § (voir le Théoréme 3.13), on a, sur 2 x [T/4,3T/4],
e~ 2B (sy)P > e~2Moy (%)p > ¢=2°sMo/T? (%)p, ot My = maxg fy. D’out l'estimation sui-

vante :
P
) o [ e~ (57
Qx[T/4,3T/4]

A
4s
T 5 2
(4) 2°sMo /T /T 6_285(87)p|¢‘2
T2
4s
6

/ 6> <
Qx[T/4,3T/4]

IN

<

) M ] (p, g).

En combinant cette inégalité avec (3.62), on obtient :

2 (T?\" 5 >
H¢(>O)||?L2(Q))d S T <45> 62HA|\00T+2 sMo/T I(p, (b) (363)

— Etape 2 : majoration de S, € 2P ()P (1021 + |631°) par [, (|¢2|* + |¢3]*). Comme la fonc-

tion By est continue sur le compact 2, on a par définition de 3, 'inégalité e=2%7(sy)P+? <
e~ 2mosY (sy)P+4 dans Qr, ol mo = ming fy. Puisque la fonction 7 — e~ 207 7P+ est décrois-

sante pour 7 > p+4 et que v > 7 sur 0, T[, on en déduit que si s > w alors

p+4 p+4
—2s8 p+4 < —(p+4) w — p +4 3.64
729 (s < entoe) (21 P (3.6
Il suit que
253 4 2 p+4 P 2 2
[ eerant e < (52 [ (afcieP. Go)
qT qT

pour tout s > 5q, ol

- +4)1T% T2
50 :50+7(p ) CO(T+T2+ max ||aij||§<{3),
8my 4 1<i4<3

¢o désignant une nouvelle constante ne dépendant que de p, w° et Q.
Finalement, en combinant les inégalités (3.61), (3.63) et (3.65), on obtient, pour tout s > S,

16(+0) 20 < Cre / (162 + |63,
qT

ol

+4 p+42 T2 P
Cro= (B2 2 (T5) o0 (CQ+1A1e) + 20T+ Pt/ %)

ce qui démontre bien l'inégalité d’observabilité (3.60). O
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Remarque 3.23. Il est possible d’obtenir une estimation de la constante d’observabilité Cr dans
(3.60), ce qui est utile en vue des applications a 1’étude de la contrdlabilité de systémes non linéaires.
11 suffit pour cela de prendre s =5, dans l'expression de Cr s, ce qui donne

1
Cr =exp (€ (14 A1+ max o2+ 41T + 1) )
1<i,j<3 T
ot C > 0 est une constante qui ne dépend que de p, w® et Q.

3.2.2.3 Lien avec le critére de Kalman

Remarquons que dans le Corollaire 3.18, aucune condition sur les coefficients de la matrice de
couplage A n’est requise pour établir la controlabilité du systéme de trois équations (2.30) par trois
controles. Notons que ce systéme s’écrit

Oy = Ay+A(x,t)y+Bv(x,t)1w, dans Qr,
y =0, sur X, (3.66)
y(0) = ¢°, dans €,

olt B = I est la matrice identité de M3(R). Supposons, un instant, que A € M3(R) (matrice constante),
alors le critére de Kalman (voir Théoréme 2.11) pour les systémes d’équations différentielles ordinaires

Y1) = Ay(t) + Bolt), €)0,T] 367
y(0) =y’ € R?,
donne ’équivalence entre la controlabilité de (3.67) et le fait que rangK' = 3, ou
K = (B,AB, A’B). (3.68)

Remarquons que, pour B = I, on a toujours rangK = 3 et donc controlabilité de (3.67).
Dans le Corollaire 3.21, on a démontré qu’il y avait controlabilité de (3.66) lorsque

0 0
B=[(1 0],
0 1

sous la condition que I'un des coeflicients a1 ou aq3 soit positivement minoré ou négativement majoré
sur un sous-ensemble ¢ = w?x]0,T[ de la région de contréle gr. Si l'on suppose maintenant que la
matrice A est a coefficients constants, alors le critére de Kalman donne pour ce choix des matrices A
et B que le systéme (3.67) est controlable si, et seulement si, la matrice K admet au moins un mineur
d’ordre 3 non nul. Les mineurs d’ordre 3 étant a1z, a13, a12(a11+a21)+aizas; et ajaasz+aiz(ai;+ass),
il apparait clairement que la condition de controlabilité pour (3.67) est que 'un des deux coefficients
réels a1 ou ay3 soit non nul.

Les deux résultats obtenus dans les Corollaires 3.18 et 3.21 semblent donc conforter la conjec-
ture selon laquelle il serait possible de généraliser le critére de Kalman aux systémes d’équations
différentielles paraboliques. Cette conjecture a fait ’objet de plusieurs travaux ces derniéres années
(voir [AKBGBdAT11]|. Mentionnons particuliérement deux résultats majeurs qui ont été démontrés par
Ammar Khodja, Benabdallah, Dupaix et Gonzélez-Burgos, en utilisant les inégalités de Carleman.

— Critére de Kalman pour les systémes paraboliques a coefficients constants. On consi-

dére le systéme parabolique suivant

Oy = Ay + Ay + Bvl,,, dans Qr,
y=0, sur X, (3.69)
y(0) = 3°, dans Q,

ou A€ M™(R) et Be M™™(R).
Théoréme 3.24 (JAKBDGBO09b|). Le systéme (3.69) est contréolable auz trajectoires & tout
temps T > 0 si, et seulement si, rangK = n, ou K = (B, AB,--- A""1B).
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Ce résultat étend le critére de Kalman du Théoréme (2.11) au cas des systémes paraboliques a
coefficients constants.

Critére de Kalman pour les systémes paraboliques a coefficients dépendant du
temps.

Théoréme 3.25 (JAKBDGB09a]). Soient A € C"~1 ([0, 7], M"(R)) et B € C™ ([0, T], M™™(R)).
On pose By(t) = B(t) et pour tout j =1,--- ,n—1, B;(t) = A(t)B;_1(t) — di’;l (t). On définit
alors la matrice K (t) = (Bo(t), By(t), -+ , Bu_1(t)).

1. S’il existe to € [0,T] tel que rangK(to) = n, alors le systéme (8.69) est controlable aux
trajectoires au temps T

2. Le systéme (3.69) est totalement contrélable aux trajectoires sur 0, T si, et seulement si,
il existe un sous-ensemble E dense dans ]0,T[ tel que

Vte E, rangK(t) =n.

Il s’agit d’une généralisation du Théoréme 2.12 de Silverman et Meadows & la classe des systémes
paraboliques & coefficients non constants. Remarquons que dans ce cas, ’hypothése de régularité
sur les matrices A et B est légérement plus forte que dans le cas de la dimension finie. On
présentera dans le chapitre 5 une condition suffisante de controlabilité du systéme (3.69) par un
seul controle qui renvoie, en un certain sens, a I’égalité rangf( (t) =n.
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Deuxiéme partie

Deux résultats de controlabilité






Chapitre 4

Controlabilité frontiére par une force
de controle d’un systéme hyperbolique
avec spectre essentiel

On étudie dans ce chapitre la controlabilité exacte frontiére du systéme (1.27) qui a été présenté
dans la section 1.1.6.

Ce systéme est issu d’une simplification d’un modéle membranaire de coques élastiques (voir, par
exemple, [SHSP89|). Comme on I’a vu dans le chapitre 1, 'opérateur A posséde un spectre essentiel non
vide. On montre que cette propriété empéche la controlabilité d’avoir lieu uniformément en les données
initiales (uo,ul). On donne ici une caractérisation de ’ensemble des données initiales controlables.
En particulier, on démontre que I’ensemble des données initiales qui sont uniquement engendrées par
les vecteurs propres e;’q de A associés aux valeurs propres )\;; q (qui se comportent asymptotiquement
comme les valeurs propres de —A) est exactement controlable par l'intermédiaire d’un seul contrdle
agissant sur la premiére composante du systéme. La preuve de ce résultat repose sur une inégalité
d’observabilité que 'on démontre en adaptant 'inégalité de type Ingham qui existe pour 1’équation
des ondes en dimension deux (cf section 3.1). Ce travail fournit un exemple de systéme d’équations
aux dérivées partielles controlé par un seul controle. On présente également quelques simulations
numériques pour illustrer ce résultat.

Ce chapitre a fait ’objet d’une publication conjointe avec Farid Ammar Khodja et Arnaud Miinch,
[AKMM11], dans STAM Journal on Control and Optimization. On donne ci-dessous une des versions,
en anglais, de cet article.

4.1 Introduction - Problem statement

Let © = (0,1)? and T be the part of Q defined by I' = {(z,y) € 92, zy = 0}. Let T be a positive
real number and a, a be two real numbers such that a > o? > 0 and va — a2 /7 ¢ N*. We analyze in
this work the exact boundary controllability of the following system in u = (uy,us)”

'+ Au=0 in Qr =Q x (0,7)
Uy =7 1{‘ on ZT =00 x (O,T) (41)
(u(-,0),4/(-,0)) = (u®,u') inQ

—A  —ad,
A= < 00y a >

The study of this system is motivated by the following one in u = (uy, ug, u3)”

where

u + Au =0 in Qr
(u1,u2) = (vi,v2) 1p on Xrp
(u('ao)vul('ao)) = (UO,Ul) in
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where the operator

—adz, —cdy,  —(b+c)d2, —ar 'o,
A= —(b+0)o2, —co2, - aagy —br=1o,
r~lad, =10, r—2a

is used to model a cylindrical membrane elastic shell (see [SHSP89]). Here a = 8u(A + p) /(A + 2p1),
b =4 u/(A+2u) and ¢ = 2u where A, i > 0 denote the Lamé coefficients and 7= > 0 - the coupling
parameter between the tangential displacement (u7,us) and the normal displacement wusz of the shell
- denotes the curvature of the cylinder. This mixed order and formally self-adjoint operator, when
associated with homogeneous Dirichlet boundary conditions on the first two components, enters in
the framework of [GGT77]. It possesses an essential spectrum o.ss(A) that can be computed using
[GGT9]: precisely oess(A) = [0,2r72(3X +2u)/ (A + p)]. Therefore, the spectrum of A is composed
of two distinct parts, the essential spectrum plus a discrete spectrum with asymptotic behavior equal,
up to some constant, to the spectrum of —A. The difficulty here is that the discrete spectrum is not
known explicitly. In this paper, instead of A we consider the operator A which is simpler but presents
the same structure and which spectrum can be explicitly computed.

We set H = L*(Q) x L?(Q) (equipped with the natural scalar product (-,-),) and Hy/,p =
H} (Q) x L?(Q). Let H_j/5 denotes the dual of Hjo with respect to the pivot space H. System
(4.1) is said exactly controllable at time T' > 0 if for any initial data (uo, ul) € H x H_y /3 and any
target (u%, ulT) € H x H_y/, there exists a control function v in a suitable space, such that the unique

solution u = (u1,uz)” of system (4.1) satisfies
(u('vT)»u/('vT)) = (ug‘vu%’) in €.

We point out that the variable ug in system (4.1) is free of any condition on the boundary 9. In
particular, system (4.1) provides a non trivial example for which the number of controls is strictly
lower than the number of components.

As it is usual, the controllability issue is equivalent to an observability inequality that we will
rigorously prove to be:

T 2
H((bo’(bl)”i{l/zxffSC/O/I~<2<5+Q¢V1) dodt, (4.2)

(v = (v1, v2) denotes the unit outward normal to I') for any initial data (<I>0, <I>1) belonging to H; /o x H,
for the homogeneous adjoint system in ® = (¢, )7

P 4+ A® = 0 in Qr
p=0 on L (4.3)
((I)(,O),(I)/(,O)) = ((I)an)l) in Q.

The observation zone I' is defined so that the triplet (2,T",T) satisfies the geometric optic condition.

The originality and difficulty of the - apparently simple - system (4.3) are related to the fact that A
is a mixed order operator, and therefore, possesses a non-empty essential spectrum o.s5(A), as shown
in [GG77] in a general situation. As a consequence, the observability does not hold uniformly with
respect to the data (<I>O, <I>1). Precisely, in [GV00] the authors exhibit Weil sequences, associated with
some elements of o¢ss(A) for which the observability inequality (4.2) is not true. The observability
is therefore only expected, roughly speaking, in the orthogonal of some space related to the essential
spectrum. To our knowledge, the only way used up to now to address this kind of problem is based
on spectral analysis and Ingham type approach which can be used to prove the observability for the
discrete part of the spectrum, provided some spectral gap conditions (see [Ing36]). In that framework,
the existing literature mainly concerns the controllability of dynamical systems modeling the vibrations
of elastic membrane shell, where precisely mixed order and self-adjoint operators appear (we refer to
[SHSP8Y] for a detailed spectral analysis). We also mention [GLV91, GLV93] where the controllability
of a hemispherical cap is studied using a nonharmonic spectral analysis. The analysis, reduced to
the one spatial dimension by axial symmetry, exhibits the loss of uniform observability due to the
essential spectrum composed of a single positive element. A similar study is performed in [AKGMOS]
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for a non-uniform elliptic operator A for which 0 € o.5:(4). We also refer to the Chapter 5 of
[KLO05] for results based on some recent extensions of Ingham type inequalities. For systems of this
kind, the uniform partial controllability, which consists to drive to rest only a restricted number of
components is proved in [LV97]. The observability is obtained by a so-called spectral compensation
argument, remarking that the bad behavior of the part of the spectrum which accumulates to o.s5(A)
is somehow compensated by the suitable gap of the discrete part. In a different context, we also
mention [AZ08, LR09, RR07] for the controllability of systems with spectral accumulation point.

The paper is organized as follows. In Section 4.2, after introducing some spaces in connection
with spectral properties of the operator A, we set our main results. In Section 4.3, we establish the
well-posedness of (4.1) for v and initial data (uo,ul) in suitable spaces. We divide Section 4.4 into
three parts. The first one is devoted to the analysis of the adjoint system and to the formulation of
the observability inequality as (4.2). In the second part, we prove the observability for any initial
data (@0, <I>1) belonging to a closed subspace of Hj/, X H spanned by eigenfunctions of A associated
with the isolated eigenvalues of A with finite multiplicity. The key point is that these eigenvalues
enjoy gap properties similar to those of the eigenvalues of —A with Dirichlet boundary condition,
used in [Meh09]. On the contrary, the third part of Section 4.4 exhibits the lack of observability in
spaces related to the essential spectrum. In particular, by numerical approximation, we check that
the corresponding observability constant is not uniformly bounded with respect to (@0, @1). Section
4.5 concludes this work with some remarks and open problems.

4.2 Preliminaries and main results

We recall that the eigenvalues and normalized eigenfunctions of the operator —A with domain
H? () N Hj (Q) are given by i, = (p? +¢*) 72 and ¢pq(z,y) = 2sin(prz) sin(qry) (for (p,q) in
N* x N* and (z,y) € Q = (0,1)°).

The natural operator we want to consider to transform (4.3) into a second order differential

equation is the operator A = c;@A ?‘Iaf) in H = L?(Q) x L?(Q) with domain D (A4) =

(H*(Q) N Hj () x D(d,). Here 9, is considered as an unbounded operator in L? (€2). We can
prove that this operator A is not closed in H. Therefore we have to consider its closure, still denoted
by A and defined by (see [ALMS94)):

A(£> _ (—A(go—l—aA_;aml/)))’

a0z +a (4.4)

D(4) = {(p. )" € HE (@) x L* (@) [0 + ad 10,0 € H* () }.

We introduce the following notation:

Notation 4.1. For p,q > 1, we set

2
Mg =3 (qu +a=+ \/(qu —a)” + 40‘2172”2) , Hpg = (P* + %) 7%,

©pq (x,y) = 2sin(pra) sin(qry) , Ypq (z,y) =2 cos(pﬂ'o:)TSin(qﬂ'y) ,

(A74=9) apr

(& =
. ( \/(Aiq_a)2+a2p2”2 o \/()‘I{q_a)2+a2p27r2 wpq) ,

eq(z,y) = (0, V2sin (qu))T .

Straightforward computations show that for every (p, q) € N* xN*, we have: Aeiq = )\iqeiq, Aey =

aeq and for each X ¢ {a} U {A\f }p 451 U{N, }pg>1, Ker (A — M) = {0}. In other words, the sets
of eigenvalues and associated eigenfunctions of A are {a} U {\f, }, 451 U{A,  }pg>1 and {egtys1 U

+ - ; ; + ~
ep,q}p,qg U {ep,q}p,q21 respectively. It is also easy to check that A, T Hpq (the order of

approximation being A} = fipq + s L O(i)) and A\, <a< )‘il < A, forall p,g > 1. Thus

- 3
Hpg—a Hpg
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Figure 4.1: Graphs of (/\z;q)(107(;{)6[17100]2 (

Left) and of (/\;;q)(197(1)6[17100]2 (

Right) fora =1 and a = 2.

all the )\;‘, , are isolated eigenvalues (of finite multiplicity). Figure 4.1 depicts the evolution of both
sequences (Af,)pg>1 and (A )p ¢>1 with respect to p and g.

Using the fact that the families {¢}}, -, and {tpq},5 >, are two orthonormal basis of L? (),
we can easily check that the family B = {eq}q21 U {e;q}p’qZI U {e;’q}p’qu forms an orthonormal
basis of H = L? () x L? (Q).

We refer to [Dav95] for the definition of the essential spectrum o,ss(A) of A. As a consequence of the
results in [GG77], we have: ocys(A) = [a — a?, a]. Besides, we can check that the set of accumulation

points of the sequence ()‘;,q)p . is exactly oess(A). Figure 4.2 summarizes these properties.

0 a—az a )\171
- +
Abq Aprq
set of the accumulation )\;qmdp,pq

points of (A;’Q)n.a

Figure 4.2: Distribution of the spectrum of A along R.

Remark 4.2. The asymptotic behavior of ()\;;q)p v is in agreement with [GGT9] where it is shown

that the asymptotic behavior of o(A) is related to the spectrum of the principal part of A, in our case
—A.

The operator A defined in (4.4) is self-adjoint in H, and positive: this last assertion comes from
the formula

<Au,u)H = /Q [(81161 + au2)2 + (a — a2) u% + (6yu1)2} dx dy

(for u = (uy,u2)T € D (A)) and the assumption a > 2.
For any § € R, we recall that the operator A° is defined by

§ _\O _ _
A = Z ()‘;q) <'7€1T,q>He;_,q+ Z ()‘p,q) <"€p7q>Hep,q+aéz<"eQ>H€qv

p,q>1 p,q>1 q=>1

{¢ €H, Z(A;q)25<¢’ 6;q>i1+Z(A;q)26<¢’ e;q>2+ GQ‘SZ@, 6q>§{< OO}'

p,q=1 p,q=1 q=1

D (A%)
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Since ()\pyq b q

), is bounded, D (A%) = {¢> e H Y () (deh ) <oo}. Tn the sequel, we will set

Hs; =D (A%, 6 >0.

The operator A is a bounded operator from D(A), equipped with the graph norm, to H. It is well-
known that A can be extended to a bounded operator from H to D(A)’, the dual space of D(A) with
respect to the pivot space H. We continue to denote this extension by A and, thus, A can be seen as
an unbounded self-adjoint operator on D(A)’ with domain H. A is also a unitary operator from D(A)
to H and from H to D(A)". We will set in the sequel:

H_1 = D(A).
The other extension of A we will use later is the following. A can also be extended to a unitary
operator from D(A'/?) equipped with the graph norm to D(A'/2), the dual space of D(A'/?) with
respect to the pivot space H. We will set:
Hl/Q = D(A1/2), H—l/2 = D(A1/2)/.
For details on these extensions, see for instance [TW09|. The last notation we will need is the following:
H* =span ({eZ,, p.¢>1}), H* =span ({eg, q > 1})

and for § € R,
Hf =HsNH*, Hf = H; N H".

We are now ready to set our main result:

+ _ata2)?
Theorem 4.3. Let v = MT@W and Ty = 2:\/1—1—2()\(1;\}1_2)2). Assume that a < 272. For

any T > Ty, any initial data (uo,ul) € Ht x Hfl/Q and any target (u%,ulT) € Ht x Hirl/Q, there
exist control functions v € L? (T x (0,T)) such that the unique solution u of system (4.1) satisfies

u(-,T) =u and v'(-,T) = uk. in Q.

The significant novelty of this result with respect to the literature mentioned in the introduction
is that it concerns two spatial dimensions. The proof of this theorem, much less straightforward (than
for the one-dimensional situation), relies on the adaptation to our problem of a recent Ingham type
theorem due to Mehrenberger (see [Meh09]) for the wave equation. The restriction to the closed
subspace H' x Hfl /2 is justified by the following proposition:

Proposition 4.4. For any T > 0 and any € > 0, there exist initial data (<I>O,‘I>1) € Hl_/2 x H™ for
which the solution ® = (,¥)T of (4.3) satisfies

2 [T de 2
0 &1\~
(2%, @ )HXI/O/F<8V+@¢V1> dodt < e. (4.5)
This result means that the observability inequality (4.2) does not hold on H 12 X H™ (and thus
on the whole space Hy,o x H). This is in agreement with the result in [GV00] where it is shown that
the lack of observability is related to the essential spectrum.

Before proving these results, we establish that the exact controllability of (4.1) is equivalent to
the observability inequality (4.2). Actually, the control operator associated with system (4.1) is not
bounded from the space of controls L? (I x (0,7)) to the state space X_; (the dual of X; = HyjyxH

with respect to the pivot space X = H x H_y/3). Section 4.3 is devoted to the study of this control
operator and the formulation of the observability inequality.
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4.3 Well-posedness of the controlled system

4.3.1 A Dirichlet map

In this part, we introduce and analyze the Dirichlet map D : D (D) C L? (T') — H corresponding
to system (4.1) defined as follows: D (D) = {v € L?(I'),Dv € H} and for v € L*(T'), we denote by

Do the solution 6 = (6y,6,)" of the abstract elliptic problem
AO = in Q A —
0 @ A= T8 Tad ) (4.6)
01 =vlr on 9N a0y a
For simplicity of notation, we set
+
Oé:t _ m (AZ:EQ —a + 0(2) Bi _ m (Apvq B Cl) (4 7)
P.q 1 B} > Fpag T 1 2 ) )
\/(/\nq —a)” + a?p?n? \/()\p,q —a)” + a?p?n?
The map D satisfies the following continuity property:
Proposition 4.5. For every e € (1/2,1], D € L(H®(I"), H). Moreover for every v € D (D) we have

+ i

Qpq
<DU76PQ>H P U2, + 4T
Apyg Apg

o
994 o (Du,eq)y = rﬁvQ’q (4.8)

with vy, = 2f01 (z,0)sin (prrz) dz and ve 4 = 2f0 v(0,y) sin (¢gmy) dy.

Proof. Let € € (1/2,1] and v € H¢ (T"). Suppose that (4.6) has a solution § € H. Using integrations
by parts, we have

0
O=<A97eiq>H:<0,Aeiq>H+A< gpq —|—a1/) )vdadt

where e (cpp’q,w )T. Since Aep = )\;tq ;tq, this yields

N a:l: Bi
<9’6P»Q>H i Lvgq + g2 i L1 p. (4.9)
Pz, A,

By the same arguments, we obtain
@
0,e = ——Vg,.
(0.¢q) a2 2
This proves that if (4.6) has a solution 6, then this solution is unique and it writes

0= Z <9’epq H pq+ Z 1 €p.q He;q—l—z:(G,eq)Heq,

p,q>1 p,q>1 q=>1

with (6, eiq>H and (0, eq),; given by (4.9) and (4.10) respectively. Now, we have to check that such
a 0 is an element of H. Formula (4.9) gives

+
<9 et e+1 ¥, V2,4 e+1 61741 |Ul7p (4.11)
B Mg P* Mg .
From the asymptotic property /\p a )r”v Upq, We have (see (4.7))
T l(p,g)[l—+o0

Oé+ x
TN Poa T o (p; @)l = +o0.
)\p7q )‘IL’I Pq

Consequently, there exists a positive constant ¢; such that for all (p,q) € N* x N*

+ +
(0% ﬁ C
pa < O apq Lne < O
Apa  Hpg p,a  Hpgq
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Using 0 < € < 1 and the definition of y,, (see Notation 4.1), we immediately obtain
+ +
et1%p.g <4 and ¢¢t+! B < &

+ =3 F >3
Apg T Apg T

+ ¢ (|v2,q] | vl
‘<976p-,q>H’ < 2 < + :

pe q°

p

From (4.11) we deduce that

This gives

S((0cia)u) <2(5) Yrm (Z va0 4 (01, )— Ol (412)

p,g>1 r>1 q>1 p>1

where Cy(€) = 4% L

2 -
r>1

Using the definition of A\, and (4.7), we can prove that as [|(p, q)|| — +o0

|BP7‘1‘

_ p
|0‘p7q|N| | (p T¢2) p2—|—q2'

Since ()\; q)p . is bounded away from 0, there exists a constant co > 0 such that for every (p,q) €
N* x N*: | | | |
a, ¢ p
qu S C2 B 2\ Ziq < C2 b 2"
/\P»q p(p +q ) )\pq P +q
Since 0 < € < 1, this implies that
5+1 e 2—¢ e+1 - l1—e, e+1
a
| p7q| §62p2q <o and 4 |f?p,q’ < p . q . )
I Apg P +q P Apg pe+q
Using (4.9), we deduce that
+1 |8
‘<9 o= > } < P ‘O‘pﬂ’ q° [v2,q| ’Bp,q‘ Pe vl < (qe |va,q] + P |U1,p|) _
P/ H| — q )‘P:q pe pe)\;,q qe — pe qe

Since v € H¢ (T"), we can write from this inequality

S (o)) <2073 <Z<q6w,q>2+2<pfm,p>2> <ol (413)

p,q>1 r>1 q>1 p>1

where Cy(e) = 422 L.

2
r>1

Besides, formula (4.10) clearly gives ({0, ¢q) ) -, € €%, with

Z(<9 eq 2 QZ V2,q) S ||U||L2 . (4.14)

g>1 g>1

Combining (4.12), (4.13) and (4.14), we obtain § € H, with [|0[|; < C(e) [|v] ey and C(e) =
max (01( ), Ca(e), ‘“'). O

Proposition 4.5 gives that H¢ (T') C D (D) for every e € (1/2,1]. This implies that D : D (D) C
L?(T') — H is an unbounded operator with dense domain in L2 (I'). Consequently, the adjoint
operator D* of D is well-defined as an unbounded operator D* : D (D*) ¢ H — L? (T).

Proposition 4.6. D* is given by
-1 9
D (D*) = {g €H, [ (% + (A_lg)2V1> do < +oo},

D*g = <O(A '9), +a(A” lg)2yl)|r’ where A=1 :< gj_igg]g; )
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Proof. Let v € D (D) and g € H. By the definition of the adjoint of an unbounded operator, D (D*)
is the set of the elements g € H such that v — (Dv, g) is a continuous linear form on L?(I'). By
(4.8), we have

By, , _
Poghn = YooY (55 (o) 052 (o))
P,q P.q

p=>1 q=1

at « _ «
+ZU2,q<Z <p )\g_’z <g76;q>H+ pﬁ <g’ep,q>H> + m <g’ eq>H> . (415)

q=1 p=>1 ’

This implies that D (D*) is the set of the elements g € H such that the two following sequences are

s 2. — By, By, -
in /=: <l‘p = Z (q)\gz <97€1J)r,q>H +q>\§_z <g76p7Q>H) > ’
q=1 ’ ’ p>1

Oé+ « — . .
<yq = ,; (p)\gz <g,e;§q>H +p}\g‘;’ <g,ep7q>H) + %\/5 (g, eq>H) . It is also easily seen that
= a>

0(A”g), -1 2 2
H ov +Q(A I L2(T) N H(:Cp)p 22 H(yq)q I
3 *\ 8(‘4719) —1
This allows us to conclude that D (D*) = {g € H,’ ——t+a(A g)2V1HL2(F) < oo}. Now we

—1
suppose that g € D (D*). Then we can easily check that (4.15) leads to (Dv,g) = |- v(w+
Q@ (Aflg)2V1> do. This gives the formula for D*g. O

Proposition 4.7. D: D (D) C L*>(I') — H is a closed operator on L* (T').

Proof. Let (vn), ey be a sequence in D (D) which converges to a certain v in L? (I') and such that
(Dvn), ey converges in H to an element ¢. Let o7, and vy, denote

1 1
vy, = 2/0 vn(z,0) sin (prrz) dx, vy, = 2/0 v (0, y) sin (gmy) dy.

From the convergence of v, to v in L?(T'), we deduce that T p —J>r v1,p for any p € N* and
o n—+4oo

+ +
v, njroo vg 4 for any ¢ € N*. Using (4.8) we conclude that <Dvn, ef,fq)H njroo p%vqu + q%vl,p
and (Dun,eq);  —  —svg 4 for every (p,q) € N* x N*.

n—-+oo av2
Besides, the convergence of Dv,, to 6 in H implies the convergence of <Dvn7 ei q> " (resp. (Dun,eq) ;)

to <0,e§q>H (resp. (0,eq) ) for every (p,q) € N* x N*. Therefore:
+ +
0 + — % Bo.q
Y(p,q) € N* x N* {0, €hua) i PRE V2a TANE, VL
<0764>H = aLﬁUZQ‘

From Proposition 4.5, this implies that § = Dv. It follows that v € D (D), since 6 € H. O

4.3.2 Toward an internal control problem

We introduce the following notation:
X =HxH_yjp, Xoy=H_yjp x Hoy, Xy = Hyjp x H,

and
L:D(L)C X_1 — X_1, L:(_OA 6) D(L) = X.

Note that the operator occurring in the definition of L is the extension of A from H to H_;.



4.4. Controllability and observability 83
In this part we transform the boundary control problem (4.1) into the familiar form of an internal
control problem:

U =LU+B i
firomwem  no o

U©) = (u,ut)’ inQ,

where B is an unbounded control operator from L? (T') to X_;.
Assume that v is an element of H!([0,T],D (D)). For the moment let Z denote the vector

Z = (u,u/)" — (Dv,0)" where u is solution of (4.1). Then Z is the solution of

r_ 0 I Dy’
7=(4a) (%)
Since v € H' ([0,T], D (D)), we have (Dv',0)" € L2([0,T),D (L)). Therefore Z is the solution of

Z'=LZ— (DV, O)T in X_; and the semigroup theory gives

Z(t) = S(t)Z(0) — /0 S(t — s) (D“(;(S)) ds (4.17)

where (S(t)),5 is the C°-semigroup associated with the maximal and dissipative operator L. Inte-
grating by parts in (4.17) and using (Dv(s),0)" € D (L), we obtain

Z(t) = S(t)Z(0) — (D%(t)) +S() (D”0<0>) - /O "S- 9L (D%(5>) ds.

Replacing Z(t) with its definition, we obtain the following expression for (u(t),u/(t))":

(Zj/((?)) =S(t) (Z?) + /Ot S(t — s)Bu(s)ds (4.18)

where
0
B = (AD> :D(B)Cc L*(T) — X_4 (4.19)
is an unbounded operator with dense domain D(B) = D (D). Formula (4.18) means that (u,u/)” is
the mild solution U of the internal control system (4.16).

Theorem 4.8. For any (uo,ul) € X and any v € H' ([0,T],D (D)), system (4.1) has a unique
solution w in H_y 5. Moreover, u € C ([0,T],H) N C* ([0, T], H_1,2) N C?([0,T], H_1).

Proof. The proof is a straightforward consequence of the semigroup theory (see for instance [TW09,
Th. 4.1.6 p. 113|). The main argument is that Bv € H* ([0,7], X_1) (since v € H' ([0,T], D (D))).

O
4.4 Controllability and observability
4.4.1 Formulation of the observability inequality
We introduce the control operator Ly : D (Ly) C L? (I x (0,T)) — X defined by
T
Lo = / S(T — t)Bu(t)dt, (4.20)
0

with domain D (Ly) = {v € L?(I' x (0,T)), Lyv € X }. The exact boundary controllability problem
for system (4.1) is the following: given 7' > 0 large enough, initial data (u’,u') € X and final data
(u},uk) € X, to find a control function v in D (L7) such that the solution u of system (4.1) satisfies
(u(.,T), v'(.,T)) = (u%,u}) in Q. Therefore, system (4.1) is exactly controllable at time 7" if and
only if the control operator Ly is onto.



84 4. Controélabilité frontiére d’un systéme hyperbolique

By Theorem 4.8, D(Lt) contains H'([0,T],D(D)), which is dense in L*(I'x (0,7T)) since D(D) is
dense in L? (T"). Hence D(Lr) is dense in L* (I x (0,T)). This allows us to compute the adjoint L% of
L. Using similar arguments as in Proposition 4.7, we can prove that Ly : D (L) C L* (T x (0,T)) —
X is a closed operator. Consequently, the surjectivity of Ly is equivalent (see for instance [Bre83, Th.
I1.19 p. 29]) to the existence of a positive constant ¢ such that

2

(| WO 7O .
LT \Ijl 2 C qll 5 V 1 G .D (LT) .
L2(T'x(0,T)) X
This last inequality is also equivalent to:
0\ [|? 0\ [|? 0
’L}L(%) > e (%)’ ,V<(I)1>ED(L*TL). (4.21)
L2(I'x (0;T)) X1
Therefore, the exact controllability problem for system (4.1) relies on the “observability inequality”

(4.21).

In what follows, we compute L. L to translate (4.21) in terms of the adjoint system (4.3) of system
(4.1). By the definition of Ly in (4.20) we have L% = B*S(T —-)*, so that it remains to compute the
adjoint of B.

Lemma 4.9. B*: D (B*) C X1 — L*(I') is given by:

D(B*) = {(cbo,cbl)T €X,/d'e D(D*)},

. (4.22)
B* < o > =D o1,
Moreover for every ((IDO, <I>1)T € D (B*L) we have
0 0Py
B*L ( %1 ) = - (E)Vl + a@(Q)Vl) , where ®° = (Y, @g)T. (4.23)
T

Proof. Let v € D(B) = D (D) and (9°, <I>1)T € X;. We recall that since A is self-adjoint in H, L is
skew-adjoint in X_; (i.e. L* = —L). This allows us to write

((80) ) =)o) = (380 ) 2m)

—1
It is easily seen that L=! = ( (I) _’% > so that L™'Bv = < _EU ) This gives

0
<<$1>,Bv> — (', D),
X1,X_1
which leads to (4.22).

0 1
Now, if (<I>0,<I)1)T € D(B*L), then B*L < %1 > = B*(_iq)o) = -D* (A@O) and Proposition
4.6 gives (4.23). O
A direct consequence of Lemma 4.9 is:

Proposition 4.10. L3L: D (L%L) C X1 — L* (T x (0,7)) is given by:

D(L5L) = { (@, o1 € X, / g—f + o € L2 (T x (0,T)) }

0 0
L%L(% > :—(JJrawl)F,

where & = (g@,i/})T is the solution of the backward adjoint system of (4.1):

"+ AD =0 ;
+ in Qr (4.24)
O(,T) =3, &' (,T)=d' inQ.
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Thanks to Proposition 4.10, the observability inequality (4.21) consists in the following inequality:

v(%g)e[) L3L) //(er/wl) dodt > c <¢1>

where & = (¢, w)T is the solution of the backward adjoint system (4.24). Consequently, we have the
following characterization of the controllability:

X1

Corollary 4.11. System (4.1) is exactly controllable at time T if and only if there exists a constant
C(T) > 0 such that for all initial data (®°, <I>1)T € D (L%L), the solution ® = (¢, V)" of the adjoint
system (4.3) with initial data (<I>O, <I>1) satisfies the following observability inequality

1@, @)%, < //(erpul) dodt. (4.25)

4.4.2 Observability inequality in H1 1o X H™*: proof of Theorem 4.3

In view of Corollary 4.11 and since duality does not affect diagonalization, the proof of Theorem
4.3 is done if we prove the following result:

2
Theorem 4.12. Let v = 4\/% and Ty = 7\/ —&-2%. If a < 2m2, then for any
s o 1.1 a

T > Ty there exists a positive constant C*(T) such that for all initial data (Y, <I>1)T in D (L%L) N
(H+ X H+> the solution of (4.3) satisfies the following observability inequality:

1/2
| (2° )||X <CcH(T //( +awu1) dodt. (4.26)

We detail the proof of Theorem 4.12 in three steps.

4.4.2.1 First step: the observability inequality in terms of Fourier series

From now on, we assume that a < 272 and T > Tp. Fix (@07®1)T € D(L:L)N (HD2
By the definition of H;r/2 and HT, ®° and ®' may be written as

Z(I)pq PQ’ Z(I)Pq Pq

p,q>1 p,q>1

xH*).

with > Af, ((bquf < +oco and Y (@Il),q)Z < +00. The solution ® = (¢, )" of system (4.3) with

p,q>1 p,q>1

initial data (@0, @1) is given by

1 e e
(1) = Z [ap,qBZ At +apqe”’ )\;qt} €
p,q=1

with the notation

* * 0 . (I)pq
V(p,q) e N* xN* ap, =&, —i———. (4.27)
Mg

Using the definition of e
easily prove that

/ / ( n awu1> dodt

the definition of o, , and 3, in (4.7) and the Parseval equality, we can

,Z/

q>1

+z/

p>1

p,q’

2
dt

-
> pa, ap VAt e ’\Mt>

p>1

2
Zqﬁpq ap eV vat +Gp.q Mt) dt. (4.28)

q>1
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The left-hand side of (4.26) is given by
2 2 2
1@ @), = 30 (W (@00 + (25.)°) = ¥ lanal”
p,q>1 p,g>1

Consequently, the observability inequality (4.26) is equivalent to the following inequality

2

Z Ap,q |a’P,q Z/ Zpap g ap7qe \/Z +ap, 4 —i\/ Ap, qt) dt
pra21 a>1 p>1
2
+Z/ Zqﬁp,q p g€’ A qt+a TV Qt) dt (4.29)
p>1 q>1

where C(T) is a positive constant which does not depend on (ap,q), . We recall below the main
theorem of [Meh09] for the observability of the wave equation in two spatial dimensions:

Theorem 4.13 (Mehrenberger [Meh09]). Let (Anq), , be a sequence of real numbers. If there exist
~v1 > 0 and 2 > 0 such that for every p, p’, q and q' in N*

p <max(q,q) = [Apg = Apg'| > 71 lg £ |

4.30
q <max (p,p') = [Apg £ Apgl = 12 lp '], (4.30)
then for any T > 2w, /% + %, there exists a positive constant C(T') such that
1 2
2
C(T)Y " (0*+4%) 2.l Z/ > p(zpgerrt +Zpge et )| dt
P,q=>1 q>1 p>1

2

3 / S 4(zpge it 4 zpgeMmt) | dt (4.31)
p>1 q>1

for every complex sequence (z,4) . such that the sums involved are finite.

p.q

The use of Ingham type methods (see [Ing36, KLO05]) is based on some gap properties (here given
by (4.30)). In [Meh09], to obtain the observability inequality for the wave equation, the author applies
this theorem to the sequence \p; = /fipq- In this case, our observability inequality (4.29) is similar to
(4.31) since Af . ~ ppq as ||(p, q)|| tends to +oc. The only dissimilarity is that we have two different

_ — g+ ;
sequences Tp g = a apq and yp 4 = B, a4, 4 instead of one sequence z;, ;. Consequently, we cannot

apply directly Theorem 4.13 with A\, = \/ A\l to obtain the observability inequality (4.29). However,
from the asymptotic property )‘;q ~ lipq and the definition of a;: 4 and B; 4 (see (4.7)) we can prove
that both z, , and y, , are equivalent to the same term ma, ;. This allows us to adapt the proof of
Theorem 4.13. The key point is to prove that we have some good gap properties. To this end, we
introduce the following notation.

Notation 4.14. 1. We denote by (A, 4) a sequence defined by

(p,q)€Z* XZ*

\/ Mg ifp>1 andg>1
pg = —,/)\;rﬁq ifp>1 and g < -1

)‘tznq ifp<—1 and g > 1.

2. For p € Z* and g € N* we write

— afap, ifp>1
b T ,, ifp<—1.
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3. For p € N* and ¢ € Z* we define

) Bran, ifg>1
Ypa = —Yp—q ifg<—1.

With Notation 4.14 we deduce from (4.28) that

//<8y+0“/’1/1) dodt = Z/ > pay gettet

peL*
Thus the observability inequality (4.26) that we have to prove is the following inequality

T) Z AL q|a‘p q‘ < Z/ prp qezA” at dt—f—Z/ qu 1AP qt

p,q>1 q>1 pez* p>1 qeZ*

dt+2/

p>1

> qyp.gee!

q€eZ*

(4.32)

where C(T') is a positive constant which does not depend on the sequence (ap,q), ,-

4.4.2.2 Second step: some gap properties
We prove the following gap properties for the sequence (A, 4) (pq) €7 X T
Proposition 4.15. Let v be as in Theorem 4.12.

1. For allp € N* and all (¢,q") € Z* x Z* such that p < max(q,q’),
[Apq = Aprl = v]a— 4]

2. For all ¢ € N* and oll (p,p’) € Z* x Z* such that ¢ < max (p,p’),
[Apg = Ay gl = vl =P/l

Proof. We only give the proof of the first assertion. The second one can be proved in the same way
by interchanging (p,p’) and (g, ¢’). According to the definition of A, 4, it is sufficient to show that

— for all p € N* and all (¢,¢") € N* x N* such that p < max(qg,q’), we have

Ylg—d',
— for all p, ¢ and ¢’ in N*, we have \/\f, + A;q, >v(¢+¢).
Let us first consider p € N* and (g,¢’) € N* x N* such that p < max(q,q’). Using the definition
of )\;‘7 o (see Notation 4.1 page 77), we can easily check that

AF —)\+

p,q

EEYES (H(p +¢°) —a+(p +¢?) 7 —a>
2 p:q %_

with 8, 4 = ((p +q ) w2 — a) +402p?7?. From the assumption a < 272, we have (p2 + q2) T —a>
272 —a > 0. Therefore |\t — )\;;q, > %2 ’q2 - q’2| and
T q+q

/\+ /\+
’ Ao =\ | = [+ /+ I+ [+
Ap;q A Ap’q Ap q’
Consequently, we are reduced to bounding from below the quantit — a9t The inequalit
q Y g q Yy \/G;ET;*‘N/qu;T q Y
Vo1 + a9 < /x4 /T2 easily gives )\;q < (p2 + q2) 72 + |a| prr, so that

q+q > q+q

NI f\/p +@)m+lalp+ /(P +q?) 7+ alp
pg D,q’

‘ AF o 2

p,q

(4.33)

(4.34)
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By assumption, p < max(q, ¢’). Without loss of generality we can assume that ¢ < ¢’. From (4.34) it
follows that

q+q 1+ 1 !

1
> E—
+ A+ T 24/2
Apaty g f\/ Lt 7T+\oz| 7= +\/< ,2+1)7T+|a|% \/ T+l

Combining this inequality with (4.33) we conclude that

Now, consider any p, ¢ and ¢’ in N*. By the definition of )\]‘;q (see Notation 4.1), it is clear that

Iq dI=~lg—d].

2+\|

)\+q > Q,upq > ;qz, so that

™
VA Ay 2 ﬁ(qﬂl’) >v(qg+q).

This ends the proof of item 1. O

4.4.2.3 Third step: proof of the observability inequality

Notation 4.16. Given T > T, we denote by k the function

k(1) = sin (%) if0<t<T
0 else

and we define the following quantities:

2 2
RN 3 U1 Tl RS oY UL et
p>1 q>p g>1 p>q
T . .
im0 [ ko) | St | | St | ]
p>170 q€L* q€L*
q<p azp
T .
I, := Z/ k(t) szpyqemp’qt prp et | gt
=170 pez* pez*
Pr<q P>q
It is easily seen that the Fourier transform of k is given by
cos (%T)
k(f) =T TV2r Ve e R. (4.35)

j”2§2’

In particular, |E| is an even function and E(O) = g\/g is real. In the following lemma we bound from

below the right-hand side of the observability inequality (4.32), using the quantities I; for j = 1,...,4.

Lemma 4.17.

s/

g>1

qup eZAP q

qeL*

dt>11+12—2(13+14)

E DPTp, qe“\p q

peL*

dt+Z/

p>1




4.4. Controllability and observability 89

qup g

qEL*

Proof. If we prove that Z/ dt > I, — 213, then, replacing p with ¢ and y,, , with

p>1

2
prp q€ ip, qt‘ dt > I — 21,.

q>1 pEL*

Since 0 < k(t) <1 for all t € 10,77, it follows that

Zp,q, We deduce that Z

2 2

O M) ORI o K
p>1 qez* p>170 qez*
2
T . .
= Z/ K(6)| D ap.ge™ " + D ayp.getet| dt
p>1 0 qeZ* qEeT*
azp a<p

2

> I1+Z/ qu e Avat| dt — 215
p>1 q€EZ*
q<p
> I —2I5.

O

As a consequence of Lemma 4.17, the observability inequality (4.32) will be established if we bound
from below I; and Is and bound from above I3 and I,.

Lemma 4.18.
L > 1 E > | .

p>1lqg>p
Proof. By the definition of I; and simple computations, we have
L =v QWZZqunqq/yﬂq’k (Apg —Apg) -
p>1q>pq’>p

< |z1]%+|22]?
— 2

Then, using the inequality |21 22| , we deduce that

2 2, 2 2
n CYp,gl T4 Ypg' | |7
L > \/271'2 <k(0)§ q2|yp7q|2_§ E p.al 5 vp.0| ‘k(Ap,q/ _Amz)D- (4.36)

p>1 q=>p azpq'>p
a’#q
Fix p € N*. From parity of ‘E‘ it follows that
@ |Yp,q 2"‘(1/2|3/p,q/|2 ’\ 2 2 A
ZZ D) ‘k (Apg ) :Zq |Yp.q] Z ‘k (Apg —Apg)| |- (437)
a2pPq'>p azp a’>p
q’'#q q’'#q

Now, consider g € Z* and ¢’ € Z* such that ¢ > p, ¢ > p and ¢’ # ¢. Proposition 4.15 yields

[Apq = Apgl Z71a—q'| > . (4.38)

(Ma—ata?)”
(AT1*“)2
(4.38), we deduce from this inequality that

Since T' > Ty = \/1 +2 > 2, we obtain Ay ¢ — Ap 4| >~ > 7. Using (4.35) and then

- V21 - o\ 2 1
Fr =] < T2y Apaf 2 O <7T) M=) _ (2)
P,q P,q 4 ( £d 5 ) (,ﬁ)

< 50 (%) oo
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Summing over ¢’, we obtain
- ~ f2r)\? 1 ~ 21\’
k(Mg — A ’ <k (= k) ()
S B~ )] <F0) (27) gy =0 (3)
Combining this inequality with (4.37) and (4.36), we conclude that

I > V2rk(0) | 1 2r ) > 22Ty 2r)” > P ypal’
1= ™ AT quq Ypql = . AT quq Yp,ql >
p>1 p>1

which proves the lemma. O
Interchanging p and ¢ and replacing y, , with z, 4, we also get
2
2T 2w 2
I, > — 1—(> P2 lzp.ql”
Since A}, > a, it is easily seen that |z, 4| > |yp | (see Notation 4.14). It follows that
2T 21\ 2 )
I > — 1—<) P* [Yp.ql -
F(-Go) )z

Adding this inequality to that of Lemma 4.18, we obtain

2T o\ 2
Li+1, > - (1 — (7;-1) ) (ZZQZ ‘yp,q|2 + ZZPQ |yp7q|2>
p>1q>p q>1p>q
T o\ 2 2
> p (1 - (’7T> ) pzq;(pg +q2)|yp,q| .

Replacing y, , with its definition gives

2
R (1 -(%) ) >0+ a) lapal (81)" (439)

p,q>1
Now, let us bound from above I3.

Lemma 4.19.

T (27\? 2
B2 () S el (57" (140

p=1g>1

Proof. By the definition of I5 (see Notation 4.16), we have

Is = Vr Zzzqyp,qdm% (Apgr — Apg)

p>1q€L%q' >p
q<p

S S S (Pl + ¢ i) [F Ay

p>1q€Z%q'>p
q<p

IN

Analysis similar to that in the proof of Lemma 4.18 shows that for all p € N* and all ¢ € Z* such that
q < p we have

> [F @ = M) < FO) <Z>ZZ4(q_;/)2_1§@(20) <§;)2

a'>p a’>p
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Therefore

~

szﬁwp,qz < ko ( ) Zq ‘yp,q|

’k (Ap,q’ - Ap,q)
q€Z*q' >p qEeZ*

q<p q<p

Similarly we can prove that

Z an |yp7q'|2 )E (Ap,q’ - Ap,q)

q'>p q€L*
a<p

0 2
= % (’7T> ZQQ |yp,q"2~

a'>p

Adding these last two inequalities, we obtain:

@g@%( ( ) SN P lypal®

p>1qeL*
which gives the desired inequality after replacing y, , with its definition. O

Similarly,
I ( ) > 0 lapal? ( at )’ (4.41)
p,g>1

Adding (4.40) and (4.41) leads to the following inequality (since 0 < Bf, < ajf ):

T (27\°
Is+1, < - (7;) Z (P* + ¢2) |ap.q|? (a;q)Q. (4.42)

p,q>1

From (4.39) and (4.42) it follows that

T
Li+L=2(I3+ 1) > p Z (P +4%) |ap.ql” bp.as (4.43)

p,q=1

where (by,q),, is defined by by, = (1= (3)*)(35,)" - 2(%)” (af,)". To bound from below

p,q YT p, pP,q

2 2
h+L=2(I3+ 1) by > Af, |ap7q|2, it suffices to prove that the sequence (%
P,q

p,q=1

2 )\+ _ 2\2
bp,q 12 + T2 _ <27T) 1 +2( P,q a+0[2 )
T v ()\;q - a)

and it is easy to check that

) is bounded
p,q

from below. Actually

sup (Mg 7a+0‘2)2 _ (A —a+o¢2)2
(p,q) EN* xN* ()\;q _ G)Q ()\iﬁl — a)2

Since T > Ty = 1+ 2(1;&
(Af1-a)”

this implies that by, , > 0 for any (p,q) in N* x N*. Besides,

from the asymptotlc property )\p . )]\V Hpg = (p +q ) 7° we deduce that
p:q)||=+o0
(P° +¢%) bp g - 1
Mg Imalltoo 72 77

2
It is easily seen that lim bpq = (1 -3 (2—}) > Since T > Ty, > /32%, it follows that
l(P.@) || —+o0 v v

(P2+q2)bp,q

bp,q > 0. Consequently, the sequence ( T
P,q

lim ) which is positive with a positive
l(p,@) [l —=+o00 Dyq

)
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limit is uniformly bounded from below by a positive constant, denoted by c. It follows from (4.43)
that

Il —‘1-12 — 2([3 +I4) Z T Z )\;:q |ap’q|2 y
P,q=1

which gives inequality (4.32) (according to Lemma 4.17) and then the observability inequality (4.26).
This ends the proof of Theorem 4.12.

4.4.3 Lack of controllability in H~ x H:1/2

4.4.3.1 Proof of Proposition 4.4

We consider the two sequences (py),,cy- and (gn),, oy~ of positive integers given by p, = n(n+1)/2

and ¢, = n. We denote by &, = (gon,z/Jn)T the solution of the adjoint system (4.3) with ini-
tial data (®9,®;) = (e, ,.,0) € Hy,, x H™. The idea is to write (py,qn) in the polar coor-

dinates (pn,qn) = rn(cos(dy),sin(6,)). It is easily seen that hIJIrl rn, = 400 and 11111 6, = 0.
n—-+0oo n—-+0oo

This leads to 7LETOOA;"’QH = a — a® Since H(@?L,qﬂl)”;l = He;mani{lm = A, g, and a >

o?, it follows that lim |[[(®Y,®}) 2
n—-+oo

2 . . .
HX1 = a — a” > 0. Besides, by simple computations we can

prove that the solution ®,(t) = cos (\/Ap,.q.t)e,, .. of (4.3) associated with (®9,®]) satisfies

2
lim fOT Jr (%4— awnm) dodt = 0. This contradicts the uniform observability and proves Proposi-

n—-+oo

tion 4.4.

4.4.3.2 Numerical experiments

Remark that the counterexample is obtained for (®°, ®!) composed of only one eigenfunction for
which the limit of the associated eigenvalue is A = a — a?. This value is very particular because
any other datum (®° ®!) composed of one eigenfunction associated with A € (a — «?,a] does not
contradict the observability. The loss of observability may be exhibited by considering a (non trivial)
combination of such modes (as done in [GV00] using Weil sequences), in order to enhance the lack of
spectral gap. Simpler, this phenomenon may be observed numerically as follows. Let Hﬁ be the space

of the initial data (9, ®') in Hli/2 x H* spanned by {ef, }1<pq<n. If we denote by ®* € R2V’ the

components of (Y, <I>1)T in the basis {eiq}lgp}qSN, then we can write for every (%, ®!) in Hﬁ
2 Triop 2
(2%, 01|, = (ATDE,8%) 00, /O /1“<al/+ awy1> dodt = (BX®% &%), 2,
where A%, BE € R?N"*2V" denote real symmetric matrices (A¥ is diagonal) and (-, -)gav2 denotes
the scalar product in R?V ’. On H% the observability inequality formally writes
(AT®E @F) .00 < OR(T)(BERE, &%) 0.

The observability constant Cﬁ (T') whose behavior allows us to detect the lack of observability, is then
solution of the generalized eigenvalue problem

CH(T) = max{)\ > 0, AT® = \BT®, & c R*M \ {0}}. (4.44)

In practice, since A¥ is diagonal, it is easier to evaluate (Cﬁ)_1 equal to the lowest eigenvalue of
BE(A%)~!. Table 4.1 gives the value of Cy(T) for various values of N and clearly exhibits the non-
uniform boundedness with respect to N, in contrast to CJ;(T). This is in agreement with Theorem
4.3 and Proposition 4.4.
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| N=5 | N=10 | N=20 | N=40 | N=80
CH(T) | 501 x 1071 [ 543 x 1071 | 5.71 x 1071 [ 5.95 x 1071 | 6.02 x 107!
Cy(T) | 242 x 10 | 441 x10% | 324x10% | 8.6 x 10* 1.01 x 108

Table 4.1: Evolution of the observability constant C3(T) vs. N for (a,a,T) = (4,1,3).

4.5 Concluding remarks and comments

4.5.1 A refined controllability result

We can prove that the observability inequality (4.25) remains true if we consider initial data

(<I>0, <I>1) which are spanned by all the e; > all the e, and a finite number of e, . More precisely, for
every N € N* let us denote by HY  (resp. Hivl_/Q, Hf\;; ) the Hilbert subspace of H (resp. H_1 s,

Hj)5) spanned by {e; ,}1<pq<n. By using Lemma 4.15, we can prove that if a < 272 then the new

and (1) defined by

sequences (A, 4) (e Xz

(p,q)€EZ* x N*
ifp=1

Ay if2<p<N+1 and1<¢g<N
A;;fol,q fN+2<p<2N+1 and1<g< N

i&

Ap,q: T .

’/Ap—N—l,q ifp>2N+2 and1 <¢g< N

1/)\;;1_’(1 ifp>2 andg>N+1

—A_pq ifp<—1 andg>1,

Vva ifg=1

/\;;q_1 fl1<p<N and2<¢q¢<N+1
i )\;q_N_l if1<p<N and N+2<g<2N+1
P,q =

/\gq—N—1 if1<p< N and q>2N +2
ifp>N+1 and g > 2
—Ap—q ifp>1 and ¢ < —1

satisfy the following gap property:
— for all p € N* and all (q,¢") € Z* x Z* such that p < max(q,q’),
A

pa — Mpg| 2N |q - q/| )

— for all ¢ € N* and all (p,p’) € Z* x Z* such that ¢ < max (p,p’),
[Apq = Aprgl 2w Ip = P1
with a gap yn which tends to 0 as IV tends to +00. Using the same methods as in Section 4.4.2.3, we
can prove that there exists a time T > 0 (which tends to 400 with N) such that for every T > Ty
and every initial data (#°,®1) in D (L5L) 01 ((Hiyy ® Hyy© HY, ) x (H* @ HY @ HY)) the
observability inequality (4.25) is satisfied. This leads to the following controllability result:
Theorem 4.20. If a < 272, then there exists Ty > 0 such that for any T > Ty, any initial data
(u®,u') and final data (u},u}) belonging to (H“ OHT® HNf) X (Hﬁ1/2 @ Hjl/z @ HiV172) there

exists a control function v in D (Lt) such that the solution w of (4.1) satisfies (u(-,T),u (-, T)) =

(ud, uk) in Q.

Remark 4.21. As a consequence of Theorem 4.20, U R (Ly) = X (where R (Lr) denotes the range
T>0

of Lt). However, the problem of approximate controllability at a fixed time 7' (which consists in
R (Lr) = X) is still open.
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4.5.2 Controllability with respect to T’

The eigenvalue problem (4.44) allows us to estimate numerically the minimal controllability time for
any a,a, N fixed. Figure 4.3 depicts the evolution of C};(T) with respect to T for (a,a, N) = (4,1, 50)
and suggests that the minimal controllability time is about 2.5. The lower bound time Ty in Theorem
4.3 leading for (a,a, N) = (4,1,50) to Ty ~ 21.96 is thus not sharp.

10

9l

8k

3
ol ¥
*

Figure 4.3: Evolution of C}f;(T') with respect to T for (a,a, N) = (4,1,50).

4.5.3 Partial controllability

Following [LV97], one may analyze the uniform partial controllability which consists in controlling
to rest only the first component wu; of system (4.1). This weaker controllability problem is equivalent
to proving observability inequality (4.25) for initial data (®°,®') of the adjoint system (4.3) such
that ®) = ®1 = 0. From the second equation of (4.3) with ® = ®1 = 0, we express v in terms of ¢
as follows: (-, t) = —« fot Opp(-, 8)sin(v/a(t — s))ds in Q. The variable ¢ is then solution of

0" = Ap — 0? [ Ouap(-, 5)sin(valt — s))ds in Qr,
=0 on X,
((P(',O>,L,0/<'7O)) = (q)(l)aq)%) in Q.

The difference with respect to the full controllability problem, is that the Fourier coefficients in ¢ are
all connected to each other. This should allow a compensation of the modes {e, ,},, by the modes
{es 3pq (we refer to [LVI7] for the analysis on a similar system). Thus the partial controllability

should be uniform with respect to the data (uo, ul). The analysis remains to be fully written.
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Chapitre 5

Controlabilité aux trajectoires d’un
systéme parabolique de trois équations
avec une ou deux forces de controle

Ce chapitre concerne la controlabilité & zéro, par un ou deux controles localisé(s) en espace, d’une
classe de systémes paraboliques linéaires de trois équations a coefficients non constants. On étend
a cette classe de systémes la condition de Kalman qui existe déja pour les systémes a coefficients
constants (Théoréme 3.24) et les systémes a coefficients ne dépendant que du temps (Théoréme 3.25).
Pour démontrer ce résultat, on utilise une décomposition adaptée des solutions & controéler. Cette
décomposition permet de transformer le probléme de contrdlabilité par un seul contrdle (localisé en
espace) en l’étude de la controlabilité a zéro d’un systéme parabolique non homogéne de deux équa-
tions par l'intermédiaire d’un seul contrdle agissant sur tout le domaine. De méme, le probléme de
controlabilité par deux contrdles localisés en espace se rameéne & I’étude de la controélabilité a zéro
d’une équation parabolique non homogéne par 'intermédiaire de deux controles agissant sur tout le
domaine.

Les sections 5.1 & 5.6 qui suivent ont fait ’objet d’une publication, [Maul2], & paraitre dans Journal
de Mathématiques Pures et Appliquées. C’est une des versions de cette publication qui est rapportée
ici, en anglais, dans les six premiéres sections de ce chapitre.

La section 5.7 illustre par des applications numériques, dans le cas d’un exemple simple de systéme
a coefficients constants en dimension deux d’espace, la méthode constructive présentée d’un point de
vue théorique dans les sections 5.1, 5.2, 5.3 et 5.5. En particulier, on construit les approximations
numériques de solutions contrélées par un ou trois controles.

5.1 Statement of the main results and presentation of the
method

The starting point of this work is the study of the controllability to trajectories of drug delivery to
brain tumors for a distributed parameters model (see (5.73) and the comments in Subsection 5.6.3).
As we would like to apply the fixed point method described and used in the scalar case by [FCZ00b| in
particular, we are naturally led to investigate the null controllability of a linear 3 x 3 parabolic system
by a single control force localized in space. In the literature devoted to this kind of systems, most of
the results on null controllability by one force are proved for systems of two equations (see for instance
[AKBDO06], [GBPGO6] ,|Gue07] or, more recently [ABL11]). There are very few results concerning the
case of systems of n equations, with n > 3. To the author knowledge, the first characterizations of
the null controllability for a linear parabolic system of n equations are proved by Ammar Khodja et
al. in [AKBDGBO09b] for the case of constant coefficients and in [AKBDGB09a] for the case of time-
dependent coefficients. For coefficients depending on both variables = and ¢, we mention the paper
of Gonzalez-Burgos and de Teresa [GBAT10| which deals with the case of cascade systems. Recent
results obtained by Benabdallah et al. in [BCGdT10| and [BCGAT11] for 3 x 3 systems get round
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the restrictive hypothesis of cascade systems but assume a geometrical constraint on the boundary of
the control domain. For a recent survey on controllability results for parabolic systems, we refer the
reader to the paper by Ammar Khodja et al. [AKBGBdT11b].
The main goal of the present paper is to provide sufficient conditions to control a parabolic system
of three equations by one or two forces supported in space (for the boundary controllability of parabolic
systems, we refer to [AKBGBdT11a]). More precisely, we analyze the null controllability of the 3 x 3
system
Oy =Ay+ Ay+ Bol, inQr=Qx(0,7T),
y=0 on X =90 x (0,7T), (5.1)
y(,O) = yO in €,

where €2 is a bounded domain in RY (N > 1) with boundary 99 of class C2, w is an arbitrary

nonempty open subset of 0 and T is a positive real number. In (5.1), y denotes a three components
vector y = (y1,y2,y3)%, A = (@ij)1<4,j<3 is a matrix with coefficients a;; € L™ (Qr) forall1 <4,j < 3,

1>9,1370>

with k € {1,2}. We will consider the cases where B equals one of the two matrices

0 0 0
Bi=| 0], B=|10
1 0 1
Let us introduce the following notation.
Notation 5.1. ~ Set gr = w x (0,T) and ¢% = w° x (0,T) for every open subset w® C w of Q.

— WZYqr) = W (qr) N L>=(0,T; W2 (w)), where WP>°(0) = {f /D" f € L>°(0), VO <r <
p}.

— For a given positive measurable function p defined on a subset O of Qr, let us denote by L?(O, p)
the space of functions f such that fp € L*(0), endowed with the norm || f||z2(0,,) = |2l L2(0)-

— For any dense subspace U of a Hilbert space H, we define

W(0,T;U,U") = {¢ € L*(0,T;U) / 0w € L*(0,T5U") }

where U’ denotes the dual of U with respect to the pivot space H. The norm of an element
Y € W(0,T;U,U’) is defined by

1/2
Ielwo,ruuy = (11320000 + 1001320 1.01)

We recall that we have a continuous embedding (see, for instance, [DL88, chap. VIII|):
W (,T;U,U") — C([0,T],H).
For simplicity of notation we write, for every open subset O of €2,

W(19(07T) = W(OaT; H(%(O)ﬂHil(O))v
Wg(0,T) = W(O,T; H?(0O)n H}(0), LQ(@)),

where the pivot spaces are H = L?(O) for W} (0,T) and H = H}(O) for W3 (0, T), respectively.
— We use the symbol ||A|le to denote the norm of A: [|A]« = Z?,j:l llaijlloo, With [laijllec =
llai;ll Lo (@r)-
We state below the well-known result of existence and uniqueness for the solutions to the general
system
8ty:Ay+Ay+f in QT&
Y= 0 on ZT? (52)
y(-,0) =4° in Q.

Proposition 5.2. 1. Ify° € (L3(Q))® and f € L*(0,T; (H~())?), then (5.2) admits a unique
solution y € (W3(0,T)) in the distributional sense

<aty(')7 Z>H*1,Hé +(Vy(-), Vz)r2 = (A()y(-), 2) 2 = (f (), Z>H*1,H§7
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for every z € (H}(Q))3. Moreover, y satisfies the estimate
||y||%wé(o,T))3 < eCMT (||yOH?L2(Q))3 + ||f||%2(O,T;(H*1(Q))3)>7

where C is a positive constant which depends neither on y°, neither on f, nor on y, and My is
given by
My =1+ [|Aflec + T (1 + [|A]2).

2. If y° € (H3(Q))? and f € (L*(Qr))3, then (5.2) has a classical solution y € (W3(0,T))* with
the estimate

||y||?wg(o,T))3 < eCMr (||y0|\?H[}(Q))s 1 F I r2@p)2)s (5.3)

where Mt and C are as above.

For the proof of Proposition 5.2 we refer to the arguments used in the book of LadyZenskaja, Solonnikov
and Ural’ceva ([LSU67, ch. III]). This result can also be obtained by the Galerkin method (see, for
instance [DL88, chap. viii]).

5.1.1 Main results

The aim of this paper is to prove the following controllability result.

Theorem 5.3 (Controllability by one force, B = By). Let us assume that a1z, asz € W(qr) and
that there exist two positive constants o and ¢ such that

lass| > « in qr (5.4)
and
det K : det K :
eT +0, <a1‘3> >c ingr or 62 + O (am> < —c inqr, (5.5)
ass a23 ass a23

where K = (By, ABy1, A?By) is the Kalman matriz corresponding to the matriz A and the control
matriz By. Then for every y° € (L?(Q))3, there erists at least one function v € L?(qr) such that the
solution y to

Oy = Ay + Ay + Bivl,  in Qr,

y=0 on X, (5.6)
y(70) = yO in Q,
satisfies
y(,T)=0 in Q.
Remark 5.4. — We clearly see that if both coefficients a3 and as3 of the coupling matrix A are

identically equal to zero in Q, then the first two equations in system (5.6) are decoupled from
the third one, so that we can not expect controllability in this case. A necessary condition
for the controllability of (5.6) is that either aq3, or ass does not vanish at a place, namely
either supp(ai3) # 0, or supp(ass) # 0. The method presented in this paper supposes that
supp(as3) = gr. This extends to the case supp(ass) N gr # 0. Indeed, applying Theorem 5.3 on
a part gr = @ x (0,T) contained in supp(ass) N qr, we obtain the controllability of system (5.6)
in @ and consequently in w D @. However, the case where supp(as3) and the control domain gr
are disjoint is a difficult open problem and there are only few results concerning this geometrical
configuration. We refer, in particular, to [ABL11] for an example of a system of two coupled
parabolic equations —with coupling terms depending on the space variable z € {2— controlled
by one force acting on a region that can be disjoint from the coupling region.

— In the statement of Theorem 5.3, the coefficients a3 and ass play symmetric roles. More
precisely, the conclusion of Theorem 5.3 is still true if we replace ags by a13 in condition (5.4),
and if condition (5.5) is turned into

det K a det K a
—5— — O (23)20 ingr or 5— — O <23> < —c in gr.
ajs a3 ais a13



100 5. Contrélabilité d’un systéme parabolique de trois équations

Note that (5.5) and the above condition are “equivalent” since we have formally

det K > (det K
aoo(m) - () (G ().
ais a13 ai3 ass a3

and since either a;3 or agg satisfies (5.4).

The proof of Theorem 5.3 is based on a suitable decomposition of the solution y to (5.6) as
y=(1-0y+ndY +F, (5.7)

where
— Y is the solution without control,
— ¥ is a well-chosen controlled solution of (5.1) associated with three control forces i.e. for B = I3
(see Theorem 5.21),
— 0 and 7 are two truncation functions satisfying (5.12), and
— F is to be determined such that y is a controlled solution of (5.6). Such a F' is obtained by the
resolution of a null controllability problem for a 2 x 2 non homogeneous system controlled by
only one force acting on the whole domain.
This decomposition was inspired by [GBPGO06] in the case of a parabolic system of two equations.
In fact, in [GBPGO6], the authors use a similar decomposition to construct, from two controls, a
regularized control acting on only one equation.

Remark 5.5. Theorem 5.3 generalizes the Kalman rank condition given in [AKBDGB09a] for ma-
trices A depending only on time to the case of matrices A depending on space and time. Pre-
cisely, in [AKBDGBO09a/, the authors prove that system (5.1) with A € C?%([0,T]; L(R™)) and B €
C3([0,T); L(R¥,R™)) (n > 2, k > 1), is null controllable if and only if there exists a dense subset E of
(0,T) such that

rank I?kfn(t) =n, Vtek, (5.8)

where Ky () = (bo(t),- - ,bn_1(t)), and the sequence (b;)o<i<n_1 is defined by by(t) = B(t) and
bi(t) = A(t)bi—1(t) — £bi—1(t). For n =3, k=1 and B = By, condition (5.8) writes

det K(t) #0, VteE,

where K(t) = (Bi, A(t)B1, A(t)>B1 — L A(t)B1) and det K(t) = det K(t) — a13 Lazs + azs Lays, with K
defined in Theorem 5.3. The result of [AKBDGB09a] mentioned above ensures the controllability of
(5.6) under this condition. In Theorem 5.3, the coefficient as3 is bounded from both sides, so that
(5.5) is equivalent to

det K(z,t) > ¢, Y(z,t)€qpr, or detK(z,t)<—¢ Y(z,t)E€qr.

However, in the present paper we do not investigate the equivalence between (5.5) and the controlla-
bility of (5.6), and we only deal with the case of the control matrix with constant coefficients B;.

We also apply the decomposition (5.7) to prove the controllability of (5.1) by two forces (B = Ba),
which can be stated as follows.

Theorem 5.6 (Controllability by two forces, B = Bs). Let us assume that aj2, a1z € chgl(qT) and
that there exists a positive constant ¢ such that

lar2|® + |ai3]* > ¢ in qr. (5.9)

Then for every y° € (L?(2))? there exists a vector v = (vy,v2)T € (L%(qr))? such that the solution y
to
Oy = Ay + Ay + Bavly,  in Qr,
y=0 on X, (5.10)
y(-,0) =y° in £,
satisfies
y(,T)=0 1in Q.
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5.1.2 Presentation of the method

In this paragraph, we use hypothesis (5.4) to transform the controllability problem for system (5.6)
into a controllability problem for a 2 x 2 non homogeneous system. Let w® be a nonempty open subset
of ) contained in w. Let (¥, V) be a solution to

Oy =Ay+Ay+vly,  inQr,
y=0 on X, (5.11)
y(-,00=9° (-, T)=0 in Q.

(y,0) will be suitably chosen in Section 5.5. Let us consider p € N and two truncation functions
n € C>=([0,T]) and 0 € C2(Q) satisfying,

0<n<1,

n=1 in[0,7/4],

n=0 in [37/4,T],

0(t) < Cy(T — 2, t e [0,7),

supp(f) C w,
0<0<1, (5.12)
0 =1onwo,

where (), is a positive constant. Let Y be the solution to the system without control which is
Y =AY +AY in Qr,
Y=0 on Y,
Y(-,0) =¢° in Q.
We search a solution y to (5.6) such that y(-,7) = 0 in the form
y=(1-0)y+ndY + F, (5.13)

where F(z,t) is to be determined. Since the researched control forces v are acting on w, the function
F can be chosen with support in w x [0,7T]. In this case, for fixed v, the function y defined by (5.13)
is a solution to (5.6) satisfying y(-,T) = 0 if and only if F' satisfies

F(-,0) = F(-,T) =0 in w, (5.14)
OF — AF — AF —h = (0,0,v)T in qr, ’
where
h=—2V0-Vj— (A0 — (0 — nAO)Y + 29V - VY. (5.15)

Writing F = (F1, Fy, F3)T, Fy = (F1, F2)T, Ag = (aij)1<ij<2, and By = (a13,a23)T, we see that there
exists a function v and a function F satisfying (5.14), with support in w x [0, T}, if and only if there
exists a function Fj3, with

Fy(-,0) = F3(,T) =0 in w, (5.16)

such that the solution Fg to
%Fo 3 AFy+ AoFy + ( ;% ) + BoF3 in gr,
0 =

on o := dw x (0,T), (5.17)
Fo(+,0) =0 in w,

satisfies
Fo(+,T)=0 inw. (5.18)

In this case, the corresponding control v for system (5.1) is given by
U:ath 7AF37£L31F1 70,32F27(133F3 7h3. (519)

Remark 5.7. The decomposition (5.13) enables us to state that controlling system (5.6) with one
force consists in controlling the two equations of (5.17) with the same control force F3. In the 2 x 2
system (5.17) the control operator is By = (a3, a23)” and then Bi¢ = aj3¢1+aaz¢s for ¢ = (¢, ¢2)T.
To the author knowledge, the existing techniques used to prove observability inequalities for parabolic
systems do not apply for a control operator of this form (even if the control acts on the whole domain).
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In view of Remark 5.7, we apply a change of variables to transform (5.17) into a 2 x 2 system
where the control force acts only on one equation. Indeed, hypothesis (5.4) allows us to consider the
new variables

T ai3
zZ = (21722) s F1 - 7F2, Z9 = FQ, u = Fg, (520)
a3

and to rewrite system (5.17) as
8tz:Az+gz+g+§u in gr,

z=0 on or, (5.21)
2(-,0)=0 in w,

Where E = (0,@23)T, A = (aij)1§i7j§2 Wlth

_ 011a23—0a21013

a ams

~ _ 7detK as ais

A o) (5) +2v (22) ¥, (5.22)

a21 = 421,

522 — <1211113;;;;122112?,7

and a
13
9="(91,92)", g1 =l = —=ha, go = hs. (5.23)

23

Remark 5.8. As explained before, z; is chosen by the mean of the change of variables (5.20) so as
to have one control force only. Note that —unlike the localized control force v in (5.6)— this control
force u acts on the whole domain w where the solution z to (5.21) evolves. This will be the key point
of the proofs in the following section.

To shorten notation in the sequel, we set

[Alloo = llar1llo + [[@21]loc + [ld22llco + oo, (5.24)

v (G v (o))

K is the 3 x 3 Kalman matrix given in Theorem 5.3 whose determinant is

where

Ao —

det K = a13(ag2a23 + a21a13) — ags(ai1a13 + a12a23).

Note that a2 is not a L coefficient, but a first order operator in space. We have simplified the
adjoint of the control operator of the 2 x 2 system (5.17). With the new operator B*¢ = ass¢po for
¢ = (¢1,02)T, we are now able to prove the controllability of (5.21). Rewriting conditions (5.16),
(5.18) and (5.19) with the change of variables (5.20), we have:

Lemma 5.9. If there exists a function u € W2(0,T) satisfying

such that the solution z to (5.21) satisfies z(-,T) = 0, then there exists a function v € L*(qr) such
that the solution y to (5.6) satisfies y(-,T) = 0.
Moreover, v can be obtained as

V= atu — Au — as1z] — <CL32 —+ a13a31) Z9 — 433U — h3, (526)
a23

where h is defined by (5.15).

Remark 5.10. For the controllability of system (5.21) we need that the source term g belongs to an
appropriate space. By the definition of g (see (5.15) and (5.23)), this implies some constraints on the
solution (g, ) to (5.11).
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The paper is organized as follows. Sections 5.2 and 5.3 concern the proof of Theorem 5.3. Section
5.2 is devoted to the proof of an observability inequality for the backward system associated with
(5.21). In Section 5.3 we follow the method provided by Lemma 5.9 to prove Theorem 5.3: first,
we prove that, under some hypotheses on the solution (7,?) to system (5.11), the reduced system
(5.21) is null controllable with control forces u € L%(gr), and then, we choose a control u belonging
to W2(0,T) (so that v defined by (5.26) belongs to L?(qr)) and satisfying (5.25). In Section 5.4,
we apply the decomposition (5.13) to investigate the null controllability of (5.1) by two forces and
to prove Theorem 5.6. Section 5.5 is devoted to the proof of the existence of a solution (y,v) to
(5.11) satisfying the hypotheses required in Sections 5.3 and 5.4. Some remarks and further results
are discussed in Section 5.6.

5.2 An observability inequality for the non homogeneous
backward system associated with (5.21)

As it is usual, we state the controllability of system (5.21) as a consequence of the observability of
its adjoint system. Let us consider the following non homogeneous backward system associated with
(5.21):

=091 = A¢g1 +angr +ange + f1 ingr,

—0tp2 = Ago +ajrg1 +asege + f2 ingr,

91 =¢2=0 on or,

$1(5T) =84, é2(,T) = ¢3 in w,
where a7, is the formal adjoint of the operator aq12. This section is devoted to the proof of the following
observability result for the solutions to (5.27).

(5.27)

Proposition 5.11. Under hypotheses of Theorem 5.3, for every p € N, p > 3, there exists a positive
constant Co = Co(Ro, ||Allccs ¢, 0, p, T) (where || A||loo is defined in (5.24) and Ry in (5.35)) such that

for every ¢° = (49, 99T € (L*(w))? and every f = (f1, f2)T € (L?(q7))?, the solution ¢ = (¢p1, p2)T
to (5.27) satisfies

1O 2,202 + / (T — 1]

qr

<o ([ oo -orsEor s [ @-orlse).

qr qr

The proof of Proposition 5.11 is decomposed in two steps (see page 105). In the first step we
establish a weak observability inequality (5.38) with an observation on the two components of the
solution to system (5.27). In the second step we remove the first component ¢1, as it is estimated by
the second one ¢o. This second step is the key point of the proof of Proposition 5.11 and it can be
formulated as the following lemma.

Lemma 5.12. Under hypotheses of Theorem 5.3, for every p € N, p > 3, there exists a positive
constant C1 = C1(||Allso, ¢, p, T) such that, for every ¢° € (L*(w))? and every f € (L?(qr))?, the
solution ¢ = (¢1, )T to (5.27) satisfies

/ tP(T — )P < C4 (/ tP3(T — )P~ 352 +/ tP(T — t)pf|2> . (5.28)

qT qT qr

Proof. Fix § € (0,1). To simplify notations, let us consider the function ¢ defined by
p(t)=t(T —1t), te[0,T].
All along the proof K = K(||Alls,p, T), Ke = K(|| Ao, p, T’ €), and the values of those constants may

change from one line to another. Multiplying the second equation of (5.27) by ¢P¢; and integrating
by parts over qr, we obtain

/ PP(alotr)p1 = /(p@/sﬁp_l — P (@11 + a2)) 102 +2/ WPV 1.V

qr qr qr

- / Pnia® / P (fabr + fida). (5.20)
qr qT
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Besides, by the definition of @12 and simple computations, we can prove that

/ P (@) = / P 1 (G1261)

qT qr

_/OT@p(t) Uw (dzt; 16, (ZZ)) qb12daz] dt. (5.30)

Recalling hypothesis (5.5), we deduce from (5.30) that
o[ war<|[ eaon
qr

ar
Now, from (5.29) and (5.31) and using ¢’(t) = T — 2t € [-T,T] and the inequality ab < ea® + 1b? for
every a,b € RT and € > 0, we deduce that

0/@%12 < €K (/ s0p¢12+/ 90”“V¢1|2>
qr qT qr
+K. (/ sop’llvaﬁz\”/ 90”*3¢22+/ so”f|2>'
qT qT qT

Choosing € such that ¢ — eK > dc, we obtain

: (5.31)

(50/ WPH? < €K PV |2
qr

qr

—|—K€( PV o |? + P=3y% 4 pf2>. 5.32
/qu Vol /quo ) /quoll (5.32)

To “control” the variable ¢, by the variable ¢ and the source term f, we have to eliminate the terms
in Vg1 and Vs in the right-hand side of (5.32). We begin by getting rid of the term in V. To this
end, we multiply the second equation of (5.27) by P~ 1¢, and we integrate by parts over gr:

/@p71|V¢2|2 = —/ P pa Ay
qr qr

= / "o (Opda + Ala1 + a2 + f2)

qr

= / w(soﬁzz—z%lso’)sop’3¢22+/ " (a12¢2) b1

qT qT

—I—/qT P faa. (5.33)

By the definition of @12 (see (5.22)) and integration by parts on w, we can prove that

1~ L (det K
/qTQOp Yawep)pr = —/qTQOp 1( 233 +(A+0) (Z;i))%@

—2/ @p_1¢2v¢1.v (Chg) .
qr a23

< an (/ @p¢12+/ @p“|V¢1I2)
qr qr

a T2
Goo (17 1) p=34.2.
+32 (5 + / s

qT

Thus

/ @p71(512¢2)¢1

qr

Combining this inequality with (5.33) and (5.32), we obtain

5c/ Ph? < €K (/ @P¢12+/ <pp+1|v¢12)
qT qT qT
+K, </ @p’3¢22+/ sa”lf|2>-
qT qT
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Now we choose € such that dc — eK > §2¢, and we deduce from this inequality that

o | soplf|2> . (5.34)

T qr

520/@1792512 S eK S017Jr1|v(251|2_*_];{€ (/
q q

T qT

To eliminate V¢; in the right-hand side of (5.34), we multiply the first equation of (5.27) by @PT1¢;.
After integrations by parts in g7, we obtain

- +1 -
/ @p+1|V¢1|2 = / (pa; — pT@/)<Pp¢12 +/ P g1 1o -I-/ P,

qr qr qT qr

/ PV |? SK(/ <pp¢12+/ 90”_3¢22+/ <pp|f2>-
qT qr qr qrT

Combining this inequality with (5.34) gives

520/ WP’ <eK | oPo” + K. (/ PP 3o +/ SDpf|2> .
qr qT qr qr

For e satisfying 6%c — eK > 63¢, we deduce from this inequality that

K. _
/ PP < P </ @P 3¢>22+/ @p|f|2)~
qr qr qar

This proves the lemma. O

Hence

We also recall the energy inequality satisfied by the solutions to (5.27).

Lemma 5.13. For every ¢° € (L*(w))? and every f € (L*(qr))?, the solution ¢ to (5.27) satisfies
for all (t1,t2) € [0,T)? such that t; < ts

ta
[t 122 ()2 < 64R0(t27t1)H¢(t2)”%L2(w))2 + €4R°(T7t1)/ £ (L2 (w))z dt

t1

where

Ry = Jla1illeo + llarzlee + [la21 oo + [[azz]loo

1
+- (llax1 ]2 + llaxslZ + llaz2illZ, + llas2]%)

4 2
Pl (2] 4o (22 55

a23 a23

We do not give the proof of Lemma 5.13 which is standard.

Proof of Proposition 5.11. Applying Lemma 5.13, firstly with t; = ¢ € [0,T/4], to = T/4, secondly
with ¢, = T/4, t, = t € [T//4,T/2], we obtain

T/4 ReT T/2
16| 2aoyedt < e2Ro / 16220 2t
/0 (L2 (w))? /4 (L2 (w))?

T T/2
+3 T /O LF)]20 0 . (5.36)

Since

T/4 92p T
J@=ipol <1 [ o0 et + 5 [ =100 Rt

qar T/4
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we deduce from (5.36) that

T/2
/ (T—tP|pf2 < Tre2hoT / 1622 it

qar T/4
TP+l T/2
e T [0 et
0
2% g P P 2
v L (T = Pl $(1)] P2yt (5.37)

Using the fact that the functions tP(T —t)P and (T —t)P are lower bounded by a positive constant for
t € [T/4,T/2] and t € [0,T/2] respectively, we obtain from (5.37)

T/2
| @-orep<c ( [ oo+ [ - t)”f(t)II?p(w))zdt) SNCED

qr qr

where C' = C(Ry,p,T). Combining this inequality with (5.28), we finally obtain

[a—wep<c([ eoaw—res [ @),

with C' = C(Ry, HZHOC, ¢,p,T). This ends the proof of Proposition 5.11, recalling that é*(b = ag3¢o
with aq3 satisfying (5.4). O

Remark 5.14. In order to deal with the controllability of non linear systems, it is crucial to know the
explicit dependence on the parameters 7', a and ||a;j]|oc (4,7 = 1,2,3) of the observability constant
Cy in Proposition 5.11. Analyzing in details the proofs of Lemma 5.12 and Proposition 5.11, we can
obtain

Co = exp(kN7),

where £ is a positive constant which depends only on p and ¢, and N is given by

1 1
NT=1+MO+HV(“13>H +— T+ MT + =, (5.39)
23 ) || @ T
2
where My = Ry — HV (Zfi) H , with Ry as in (5.35).
5.3 Controllability of (5.21) and proof of Theorem 5.3
For the moment, let us assume that the source term g in (5.21) satisfies
g € (L*(qr, p))?, (5.40)
where
p(t) = (T —t)"P2 vt e (0,T). (5.41)

This will be proved in details in Section 5.5.

The aim of the present section is to prove Theorem 5.3. According to Lemma 5.9, Theorem 5.3
will be proved if we construct a regular control u for system (5.21) which ensures that the control v
for system (5.6) defined by (5.26) belongs to L%(qr). This is the subject of the following result.

Theorem 5.15. Let assumptions of Theorem 5.3 hold. Then there exists at least one function u €
W2(0,T) satisfying (5.25) and such that the solution z to (5.21) satisfies z(-,T) = 0.

Before proving this theorem, let us recall the well-known result of existence of regular solutions to
the following parabolic system

6tZ:AZ+AVZ+f in qr,
z=0 on or, (5.42)
z(-,0) =0 in w,

whose proof can be obtained using the same method as in [LSU67].
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Proposition 5.16. For every f € (L%(qr))?, system (5.42) admits a unique solution z € (W2(0,T))?,
which satisfies

||ZH?W3(0,T))2 < QCRT”JCH%B((;T))%
where C = C(w) >0 and Ry = (1 +T)(1 + Ry) (with Ry given by (5.85)).

The proof of Theorem 5.15 follows the idea developed by Fursikov and Imanuvilov in [FI96] to
prove the existence of solutions to parabolic equations which exponentially decrease at ¢ = T'. This
method will also be applied in Section 5.4 for the proof of Lemma 5.20 and in Section 5.5 for the proof
of Theorem 5.21.

Proof of Theorem 5.15. Let us introduce the following notation
Lz = 8tz—Azf/Tz, L'¢ = —8t¢fA¢fg*¢.

For p € N with p > 8, we consider the weight functions defined for ¢ € (0,7) and for k € N* by,
~ 1
Polt) = (KT — ) 92 py(t) = (T4 7 —1) P>

Then the observability inequality of Proposition 5.11 may be written as

6, 0)12 2z + 2¢2§c< pa2(B*¢)? + 2L*¢2), 5.43
16C+0)[21a o) /qu|| o/quo< ) /qu| | (5.43)

where Cy = exp(kNr) with Np given by (5.39). All along this proof, C stands for a generic positive
constant depending only on w, p and on the parameter ¢ occurring in hypothesis (5.5). Let us consider,
for each k € N*, the following minimization problem

minimize Jj(u) = 5 f pou’ + 5 qu pilzal?, (5.44)
u € L*(qr, po)

where z, stands for the solution to (5.21) associated with u € L2(qr,po). The functional Jj :
L?(gr,po) — R* is clearly differentiable, coercive and strictly convex on L%(qr,po). Therefore,
following [Lio68], we deduce that the minimization problem (5.44) admits a unique solution u; which
is characterized by the following optimality conditions

Lz =g+ Buy, in qr, zr=0 onop, zr(,0)=0, (5.45)
L*¢y, = prar, ingr, ¢r=0 onor, ¢(-,T)=0, (5.46)
= 75 2B .. (5.47)

Using (5.47) and (5.46), we can write

~ 1 ~ 1
Gitw) =3 [ wHE 0+ [ stlkal

qr qr

Since pr < p, we can deduce from the observability inequality (5.43) that

Futw) = g (10O + | o710, (5.48)
T
Besides, the optimality conditions also imply
. 1 - 1 -
Ti(ug) = —5/ (B*¢r)ur — 5/ (Ordr + Agy + A" ¢r) 2
qaT qT

= ——/ (;SkBuk + 2/ (atzk — Az — /Nl*zk)(bk

ar
= / Prg.
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By (5.48), it follows that

~ C ~
T (ug) < \/?Mlgl(w(qw))”

Consequently,
~ Co
jk(U;k) < ?Hgn%lg(qT’p))z. (549)

Besides, from (5.40) we have ||9H%L2(QT))2 < Tp||g|\?L2(qT,p))2. By the definition of py and the estimate

~ 2p—6
(5.49), we also have ||Buy|[72,,, < llazs||Z% Lo ., Polukl® < lla2sl|3CollgllfLz gy, py2+ SO that the source

term g 4+ Buy, in (5.45) belongs to (L%(gr))?, with the estimate

lg + BurlErzgrye < lazsllZCollglltzz(gr o2

From Proposition 5.16, it follows that the solution zj to (5.45) belongs to (W2(0,7))?, with the
estimate

2kl 0,y < € N9 L2 g p)2s (5.50)

where Sy = Ry + Nr + ||ags|lco- From (5.49) and (5.50), we deduce the existence of subsequences,
still denoted zp and wg, such that as k — oo, we have

U — U in LQ(QTa ﬁo)a
zh = 2 in (WZ(0,7))?,
przk = pz - in (L*(qr))>.

Passing to the weak-limit in (5.45) as k — 400, we see that z is the solution to (5.21) associated
with u. Using the continuous embedding (VVf,(O,T))2 — C ([O,T]; (H} (o.)))2>7 we deduce from z €
(W2(0,7))? that z € C([0,T); (H}(w))?). Therefore, the fact that pz belongs to (L?(gr))? implies
that z(-,T) = 0, since the weight p blows up at t =T.

Note that if u belongs to W2(0,T), then u necessarily satisfies (5.25), since u € L*(gr, po) and
po blows up at t = 0 and t = T. Consequently, the proof of Theorem 5.15 will be ended if we prove
that u belongs to W2(0,T). Let us recall that u is given by the weak-limit of uy in L?(qr, po), where
each wuy satisfies the optimality conditions (5.45)-(5.47). Let k be fixed. The weight function py is
bounded on gr, so that the solution ¢ = (¢x1,dk2) to (5.46) belongs to (W2(0,T))2. It follows
that ux € W2(0,T), since we have by (5.47) uy = —ﬁ62a23¢k’2 with ags € W21(gr). The idea is to
prove that uy weakly converges in W2(0,7). This will be obtained by proving that the norm of uy in
W2(0,T) is bounded from above independently of k. The function vy, = py 2¢y, is the solution to

L*Yy = py 2 pree — 0:(py 2)be in gr, Y =0 on oy, Ur(-,T) = 0.

Using the facts that p > 6 and [ p}|z/* < %HQH?LZWT,M)Z (given by (5.49)), we can prove that

S 1P0 202202 < e“NT NGl 2 gy o2 The estimate [ 100 (B )| < NNl 20 0y
inequality qu p~ 2ol < C0||g||%L2(qT p)2 (obtained by combination of (5.48) and (5.49)) and the fact
that p > 8. Therefore, we have HL*wkH%Lz(qT))z < eCNT||g||(2L2(qT’p))2. Applying the inequality of
Proposition 5.16 to i, we obtain

follows from the

[0 1wz (0,72 < ec(RT+NT)HQH%LQ(qT,p))?’

so that for a subsequence we have 1, — 1 in (W2(0,7))%. Then, B*y, weakly converges to g*w
in W2(0,7T), since azs € W2!(qr). Therefore, up = —ﬁgQE*wk weakly converges to —ﬁgQE*w in
W2(0,T). By the uniqueness of the weak-limit of u; in L?(gr), we obtain u = 7/70_2§*1/), and in
particular u € W2(0,T). This ends the proof of Theorem 5.15. O
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5.4 Application of the method to the controllability by two
forces: proof of Theorem 5.6

In this section we apply the method detailed in Section 5.1.2 to the controllability of system (5.1)
by two forces. The proof is more straightforward in this case than for the controllability by three
forces. Indeed, if the decomposition (5.13) defines a solution y to (5.10) controlled by two forces
v = (vy,v2)T, then (5.14) becomes

{ F(,0)=F(,T)=0 in w, (5.51)

6tF—AF—AF—h: (0,1}1,v2)T in qr,
where h is given by (5.15). This leads to the controllability of the equation

O F1 = ARy 4+ a1 Fi + hy + a1 Fs +as F3 in gp,
Fi=0 on or,
Fi(-,0)=0 in w,

by two control forces Fy and Fj satisfying Fa(-,0) = Fa(-,T) = F3(-,0) = F3(-,7) = 0 in w. The two
control forces v; and vo associated with y are then expressed functions of Fy, F» and F3 thanks to
(5.51). For more readability, we set

Z:F‘l7 U1 :FQ, UQ=F3, u = (ul,UQ)T, Bu:a21u1 + aszius.
The result analogous to Lemma 5.9 is given below.

Lemma 5.17. If there exists u € (W2(0,T))? satisfying
and such that the solution z to

Oz = Az +a112+ h1 + Bu m qr,
z=0 on or, (5.53)
z(-,0) =0 in w,

satisfies z(-,T) = 0 in w, then system (5.10) is null controllable by two forces vi and vo. Moreover,
vy and vy can be obtained as

v1 = Oi1 — Aug — G212 — G22U1 — G3U2 + ha,
vy = Opus — Aug — az12 — azau1 — azsua + hs.

The method provided by Lemma 5.17 to prove Theorem 5.6 is similar to that provided by Lemma
5.9 to prove Theorem 5.3: first, we state that system (5.53) is controllable by two forces u = (uy,us)” €
(L?(qr))?, then we construct some forces u satisfying (5.52) and belonging to (W2(0,T))2.

Let us consider, for p € N, p > 1, the following weight function
po(t) = (T — 1) 072,

Proposition 5.18. Let us assume that hypothesis (5.9) is satisfied. Then there existsu € (L?(qr, po))?
such that the solution z to (5.53) satisfies z(-,T) =0 in w.

By the definition of B, it is easy to prove that Proposition 5.18 is true if we replace u € (L?(qr, po))>
by u € (L*(qr))?, since the source term h; belongs to L?(gr). But we need to construct control forces
u which satisfy (5.52) and belong to (W2(0,7))%. This is the reason why we introduce the weight
functions p and pg, where p is given by (5.41). It will be proved in Section 5.5 that we can assume
hy belonging to L?(qr, p). As a consequence, Proposition 5.18 follows by standard duality arguments
from the following observability result.
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Lemma 5.19. Under hypothesis (5.9), for every p € N, p > 1, there exists k = k(p) > 0 such that,
for every ¢¥ € L?(w) and every f € L*(qr), the solution ¢ to the backward system

—0p=A¢p+ano+f ingr,

¢=0 on or,

¢(T) = ¢ in w,

/ pe’ Se"NT</ p52|6*¢\2+/ p‘2f2>,
ar qr qr

where Np = 7 + (1 + T)(1 + [Ja11|oo)-

satisfies

We do not give the proof of this result which can be obtained by straightforward computations. Note
that the proof is simpler than that of Proposition 5.11, because it concerns only one equation. In
general, there is no difficulty to prove the observability inequality when the number of controls in the
forward system is greater that the number of equations, a fortiori when the control forces act on the
whole domain. B

Now, we apply the arguments of the proof of Theorem 5.15, with 7, replaced with

1 1
T : (L2(qT7p0))2 =R, Ji(u)= 5/ p(2)|u|2 + 5/ piqua
qr qr
to obtain the following result.

Lemma 5.20. If a1z and ai3 belong to WL2(qr), then there exists u € (W2(0,T))? satisfying (5.52)
such that the solution z to (5.53) satisfies z(-,T) =0 in w.

In view of Lemma 5.17, Lemma 5.20 gives the proof of Theorem 5.6.

5.5 Construction of

The aim of this section is to prove that we can construct a solution (g, ) to (5.11) such that the
source terms g in (5.21) and hy in (5.53) respectively belong to (L*(gr, p))? and L?(qr, p), where p is
defined by (5.41).

5.5.1 Statement of the results

The following result states the controllability of (5.1) with three forces and the existence of solutions
which exponentially decrease at ¢t = T.

Theorem 5.21 (Controllability by three forces, B = I3). Ify° € (L?*(2))3 then there exists a function
v € (L%(qr))? such that the solution § to

5t§: qu\+ Ang 611;.) n QTa
y=0 on X, (5.54)
@\<7O) = yO mn Q7

satisfies
G- T) =0 in O,

e (Plenen (7)) vie(Bleren (7))

Corollary 5.22. For every p € N, the function h defined by (5.15) belongs to (L?(qr, p))®, where p
is given by (5.41).

and
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Proof. By the definition of h, we have

[ < 110y ([ v iaty [ e
ar

qr qr

+/ pnl? (IVY]? + |Y|2)> . (5.55)
qT
From Theorem 5.21 and the definition of p, we deduce that 7 satisfies in particular

/ P2VIP + [52) < +oo.

qr
Besides, the definitions of 7 (see (5.12)) and p imply that
| PEQVYE YR <€y [ 9V IVE) < oY Ry mye <+
qr qr

Finally, using that n/(t) = 0 for ¢ € (0,7/4) and ¢ € (3T/4,T), we have

2 2 2 2 s/ ‘Y|2
PIPYE < Ilon [ g
/qT cr((o,11) (T — t)P

T/4
2 4\ 2
< il (57) [ WP <o
By (5.55), this implies that qu p%|h|? < oo, which completes the proof of Corollary 5.22. O

Since Z—;i is bounded in gy (according to hypothesis (5.4)), we deduce from Corollary 5.22 the following
result.

Corollary 5.23. For every p € N, the function g defined by (5.23) belongs to (L*(qr, p))3.

To prove Theorem 5.21 we still apply the method developed by Fursikov and Imanuvilov in [FI96].
We also refer to [FCM11] for a similar proof. As for the proofs of Theorem 5.15 and Lemma 5.20, the
main idea is to state an observability inequality for the backward system associated with (5.54). This
is the goal of the next section.

5.5.2 An observability inequality for the backward system associated with
(5.54)

The main point is to establish a weighted observability estimate without singularity at ¢ = 0 in
the weights. First, we prove a global Carleman estimate for the solutions to the non homogeneous
backward system associated with (5.54):

-0 9 =8¢+ A0+ [ inQr,
$p=0 on X, (5.56)
¢(7T) = ¢0 in €.

Let us first recall the global Carleman inequality satisfied by the solutions to the backward heat
equation.

Lemma 5.24 (Carleman inequality). There exist a positive function By € C%(Q), two positive con-
stants Cy = Co(Q,w) and cy = co(Q,w) such that for every ¢° € L*(Q), every f € L*(Qr) and every
s> 80 := co(T + T?) the solution to

—0p=A¢+ f inQr,
¢=0 on X,
o, T) = ¢° n €,
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satisfies

A;eQ”[@w4«&¢V+%A¢V%+®v)ﬂvw2+¢ﬂ

< CO (/ 6_286(8’}/)_3]02 +/0 6—256¢2> ,
T q

T

where B and vy denote the functions B(z,t) = t?:‘;(fz) (for (z,t) € Qr) andy(t) = ﬁ (fort € (0,T)).

The proof of Lemma 5.24 can be found in [Fur00]. However, in [Fur00] the author does not specify
the dependence of the parameter sg on T'. This explicit dependence has been obtained in [FCZ00a].
Applying Lemma 5.24 to each equation of system (5.56) and summing the three Carleman inequalities
obtained, we can easily prove the following Carleman inequality for the solutions to (5.56).

Lemma 5.25. Let § € (0,1). For every ¢° € (L*(Q))® and every f € (L?(Q71))? the solution ¢ to
(5.56) satisfies

[ e [sn (00 + 186P) + (52) Vol + [of]

T

4C, s, o
S—gt/eQWw)WV+/eQﬁw2,
4 Qr qr

T2 4C 1/3
2= max (o0, 7 (5 ) 4122, (5.57)

for all

where Cy and sg are given by Lemma 5.24.

We deduce from the Carleman estimate of Lemma 5.25 the following weighted observability esti-
mate.

Lemma 5.26. Let s > s1 (s1 given by (5.57)). There exists a positive constant C = C(,w, T, || A]| o, 5)
such that for every ¢* € (L?(2))? and every f € (L*(Qr))? the solution ¢ to (5.56) satisfies

/ 727 [(s9) 7 (100” + |A6[2) + (7) 2|V + o]

sc</62ﬂﬁ>mV+/ezﬁmﬂ,
T qT

where the functions B and v are defined by

Bat) = 28,0, A1) = (1),
Remark 5.27. — We will prove in Subsection 5.5.3 that Lemma 5.26 (through Proposition 5.28)
implies existence of a solution ¥ to (5.54) such that ¥ and Vy exponentially decrease at t = T
The reason why we break the symetry with respect to ¢ in the weight functions is that we can
not impose exponential decay at t = 0, since § must satisfy the initial condition 7(-,0) = y°.
— From Lemma 5.26 to the end of this section, both parameters s and T are fixed and the constant
C in the statement of Lemma 5.26 depends of these parameters.

Proof of Lemma 5.26. Let n be a function in C*°([0,T]) such that 0 < n < 1 in [0,7], n = 1 in
[0,T/4], n =0 in [3T/4,T], and |7’ (t)| < ¢o/T in [0,T] (¢o being a positive constant independent of
T). Let ¢ be the solution to (5.56) associated with ¢ and f. Then the function ¥ (x,t) = n(t)¢(z,t)
is the solution to

—0 =AY+ A +g inQr,

P =0 on Xr,

(-, T)=0 in Q,
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where g = nf —n'¢ € (L?>(Qr))3. In this proof, C' stands for a generic positive constant depending
only on Q, w, T, ||Al|s and s, and x denotes a positive constant depending only on w and Q. The
values of those constants may change from one line to another. Applying (5.3) to ¢ and using the
definition of g and 7, we have

3T /4
Y| < "M g[|?,2 'SC(/ f2+/ /(/)2)'
|| ||(W§22(07T))3 || ||(L (QT))3 QST/4| | T/4 Ql |

From the definition of 3, we have e~ 258 > ¢=16sIBoll/T* for ¢ € [T/4,3T/4], so that the above
inequality implies that

16122 000 < € ( [ ezsﬁ|¢|2). (5.58)
Q374 Qr
Since the weights =257 and 33 are lower bounded for ¢ € [0,3T/4], we have
[ oursc[ ez (559)
Q31/4 Q31/4
The integral term [, e~2581¢|2 in (5.58) can be estimated by applying Lemma 5.25:

/ e [(59) 7 (1001” + 1A6P) + (1) VP + 6]

Qr

([ et [ o)
T qar

(10 [ e AR [ o). (5.60)

since e~258 = ¢=258t/T > =238 and 5=1 = 'V;l > “Y;l for every t € [0,T). This implies that

—258] 4|2 3 —25B( .2\ =3 £]2 —25B 112
e < (10| e e [ e ior). (561

Combining (5.58), (5.59) and (5.61), we obtain

lel?Wé(O,T)P <C (/ 6—23,6’(8’,?)—3”'2 +/ €—2$ﬁ|¢2) )
Qr qr

On the other hand, by the definitions of B and 7, we have

||¢H?W§(0,T))3 2 Hw”%Wé(O,T/‘l))g'
> K j e~ 2B (7)™ (10:0)? + |A0) + (s7) 2| Vo + |9]
T/4

where
_exp(2s ming [y /1?)

T 1+ 212 + ST

Adding the last two inequalities, we have

/Q 727 [(s9)7* (1001 + [A012) + (7)2IVoI? + [0]7]
T/4

<o [ R e [ e lor). (5.62)

For the estimation of e=257 [(s7) 7 (10:0]* + | A0[?) + (s7)72|Ve|? + |#]?] on [T/4,T], remark that
for (z,t) € Q x [T'/4,T] we have

2B ) < Sallfole /T2 =288 t) ()1 < %’Y(t)ﬂ,
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which implies that

T ~
/m e 0 [(s7) 7 (100 + 1861%) + (s7) 2IVol +|6]%]
T

<C . e 2 [(s7) 7 (10691 + [A01%) + (s7) 2Vl + (o] -
4
Combining this inequality with (5.60), we deduce that

T ~
/ e PP [(s7) 7 (100 + 1261%) + (57) 2IVol +|6]%]

T/4

<o [ e [ e or).
T qr

Adding this inequality with (5.62) gives the inequality announced in the statement of Lemma 5.26. [

From now on, let us choose

2 1 2
s = s0+ I (502%) * 1 All%, (5.63)

so that s > s1, with sp and s; given by Lemma 5.24 and (5.57) respectively. In what follows, we will

use the notation: _
esB(x;t)

(T —1)3/2°

Analyzing the different steps in the proof of Lemma 5.26, we can obtain the following estimate of the
constant C for this particular choice of s:

plz,t) = po(z,1) :ﬁ(x,t)(T—t)3/2.

C = enlr,
where k = k(w, Q) > 0 and Pr is defined in the following proposition.

Proposition 5.28. There exists k = r(w,Q) > 0 such that, for every ¢° € (L?(Q))3 and every
f € (L3(Qr))3, the solution ¢ to (5.56) satisfies the inequality

160+ 0) [Zragenys < P ( /Q s+ [ ﬁo_2|¢2> 7 (5.64)
T qr

with 1
Pr=1+ 2 + AL+ T(1+ || Al + | AIL2).

Proof. Lemma 5.26 applied to ¢ with s defined by (5.63) gives

/ 727 [(s9) 7 (100” + |A6[2) + (7) 2|V + o]

< erPr < | oamse | ﬁo‘2|¢>|2> . (5.65)
T qr

By the definitions of E and 7, the weights ¢=25% and (s¥)~! are uniformly bounded from below on
Qr—s by a positive constant, so that (5.65) implies

2 A 2 2 2 kPr ~2 2 ~ =2 2
o(s/QT_5<|at¢| T 1AGR + (V2 + [82) < e (/Qp I +/quo |¢|),

_ 2sllBglloo
TS

with Cs = e n (1, 57262, 3_4‘54)7 for every ¢ € (0,T"). The last inequality reads also

eI{PT . o
6 usoran < g ([ 77202+ [ Atior). (5.66)
g T ar
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Using the continuous embedding
W50, —6) — C([0,T — d]; Hy (),

we deduce from (5.66) the inequality

16Oy <™ ([ 72172+ [ A~2lok).
T qT

which yields (5.64). O

5.5.3 Proof of Theorem 5.21

The construction of ¥ and  can be done in a similar way to that of v and z in Theorem 5.15, the
only difference being in the definition of the functional Jj. Instead of Jk, we consider the functional
Iy, : (L*(qr, 0))* — R, defined by

1 ~ PR
L) =5 [ wRE [ wb,
qr Qr
where y, denotes the solution to (5.54) associated with v and
—~ sB(x) —-3/2
t) = __ ) VT4 1/k—6)"32,  vielo,T).
7ilt) = ex (AT )T+ 1/ 1) 0.7)

Similar arguments to those in the proof of Theorem 5.15 (in particular the use of observability inequal-
ity (5.64)) give the existence of a function o € (L*(qr, p0))®; with [0l1f.2(0, 5593 < €™ 7190112 ()
(Pr defined in Proposition 5.28), such that the solution ¥ to (5.54) associated with v satisfies
g€ (W5(0,7))% § € (L*(Qr,p))* with ||§||?L2(QT,,3))3 < GKPT”yOH(QL?(Q))B and §(-, T) = 0 in (L*(22))°.
In particular, it follows from the definition of p (see (5.41)) that

e ((eron (7))

N x3
The only point remaining is to prove that Vy € <L2 (QT,eXp (ﬁ))) . Multiplying scalarly the

equation of § by p(-,1)%(T — )2 (-, t) and integrating on [0, 7], we obtain

| pa-orwe = [ pa-grsan+ [ #r-oge
Qr Qr ar
1 e ~
5 [ Pa-trae. (5.67)
T

From 3 € (L*(Qr,p))® and the definition of p, we deduce that lim;_,7 p*(-, t)(T — t)?|7(-,t)|> = 0 in
(L?(9))3, so that, integrating by parts on [0, 7] in the last term of (5.67), we obtain

/ PPV = / PO - 175(47) + [ T -0250

qT
+—/ (2,002 |y° ()]

5 [ aG@ -0 e (5.68)
Qr

It is clear that

/ PP(T —)*§ (Ay) < TQIIAHOO/ PGP < e Prlly° ey
T

Qr
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Besides, by the definition of p and pg, we also have

/ AT 1?57 = / (T — )25 57
qr

qT

< T (1122 grns + 13122 r i)
< YNz s (5.69)
and
Tz/ﬂﬁ(w,o)2 1y (z)” < T‘le%“ﬂ‘)““/TZHyo\l?m(m)s < ey 122 s (5.70)

with Sy given in Lemma 5.24. Consequently, it remains to bound the last term in (5.68). Since
o(p*(T —t)*) =p°(T —t +2sBo(z)/T), we can write

i i 2580l
at(p2(T_t)2) |y|2 S (T+ TOO)”y”?Lz(QTvﬁ))S

eﬁPT”yOH%L?(Q))s- (5.71)

Qr

IN

Combining (5.68)—(5.71), we finally obtain

/Q AT — £)2 [V < e |02y
T

1 N x3
vie (1(eren (7))

by the definition of p. This completes the poof of Theorem 5.21.

which ensures that

5.6 Comments and further results

5.6.1 Controllability of n x n parabolic systems by one force.

In a forthcoming paper, we will deal with the null controllability of system (5.1) in the case n > 3
(that is A = (a;;)1<i,j<n € (L°(Q7))™*™ and B = (0,0,0,---,0,1)” € R"), using the same approach
as for the proof of Theorem 5.3 and working by induction.

5.6.2 The nonlinear case.

The knowledge of the dependence of the observability constant C; (see Proposition 5.11 and
Remark 5.14) with respect to the coefficients of A is needed to study the controllability to trajectories
of systems like

Oy =Ay+ F(y)+ Bivl, inQr,
y=0 on X, (5.72)
y(,0) =y° in €,

with a nonlinearity F : R? — R3. The next step of our study is to perform a Kakutani fixed-point
argument on a linearized system of (5.72) to deduce a local controllability result for the solutions to
(5.72).

5.6.3 The case of distinct diffusion coefficients.

The problem of the controllability to trajectories for (5.72) is derived from the study of the con-
trollability to trajectories of the following system which models the therapy for brain tumors:

oy = DAy+ F(y)+ Byvl, inQr,
oy=0 on X, (5.73)
y(-,0) =¢° in Q.
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In this system 8,y = (9,y1,0,y2,0,y3)T stands for the normal derivative of y = (y1,y2,y3)T, D is
a diagonal matrix given by D = diag(dy, dz,ds) with d; > 0 (i = 1,2,3) and the non linearity F is
defined by
a11y191 (Y1) — (ea2y2 + a13ys) v
F(y) = | a22y292(y2) — (211 + aasys)y2 |,
—a33Y3

where either g;(y;) = 1, either g;(y;) = 1 — y;/ki or g;(y;) = In(k;/y;), with k; > 0 for ¢ = 1,2 (see
[CHO5] for more details). As for system (5.72), the study of the controllability to trajectories for (5.73)
begins with the study of the null controllability of the following linear system

Oy = DAy + Ay + Bivl, in Qr,
0,y=0 on X, (5.74)
y(,O) = yO in Q,

where A is a 3 x 3 matrix with coefficients a;; belonging to L>(Qr). Applying the decomposition
(5.13) where Y is the solution to (5.74) with v = 0 and (g, ?) is a solution to

0y = DAY + Ay + vl,, in Qr,
0,7=0 on X,
??(70) :y07 /y\(aT) =0 in Q7

for an open subset w® C w of Q, we obtain, after the change of variables (5.20), the new system posed
in gr

Opz1 = d1Az + a2 + (012 + 2d1V<Z;z> “V+(di — dz)ﬁA> z2 + g1,

Opza = daAzo + G121 + Q2222 + g2 + a23u,

Oyz1 = 0yz9 =0 on oy,
21(+,0) = 22(-,0) =0 in w,

det K
Cl2 = — ZQ + (1A - 8)) (“13> 7

23 a23

with

K being given in Theorem 5.3. The new coefficient:

a2 = ci2 +2d1V <a13) -V + (dy — dQ)EA (5.75)
a23 a23

is a second order operator in space (compare with the corresponding coefficient in the case d; = dy =1
we have considered in the previous sections).

Actually, the starting point of the proof of Lemma 5.12 is the inequality (5.31) which is a conse-
quence of the following property: for almost every ¢t € (0,T), a12(+,t) satisfies

Lo (@ t)y) de = [ (@5, ) de > ¢ [ p?dz, Vo € Hj(w), ( )
or 5.76
[, (a(- ) de < —c [ ¢*dz, Yy € Hj(w).

An inspection of the proof of our main result shows that the assumption (5.5) was only needed in the
proof of Lemma 5.12 to establish (5.76) and so (5.31). Consequently, the assumption (5.5) in Theorem
5.3 can be replaced by the assumption (5.76). Now, taking into account the diffusion coefficients d;,
i =1,2,3, in the proof of Lemma 5.12, we get the following result.

Theorem 5.29. Let us assume that a3, as3 € Wfo’l(qT) and that there exist two positive constants
« and ¢ such that
lass| > v in gr

and for almost every t € (0,T), either

/ P(@ra(- ) do > c/ WP e, W e HE = [ e Hw)/ 0,0 =0},
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or

[ vatw)do< —c [ 0o, voe g,

where Gz is defined in (5.75). Then for every y° € (L%(Q))3, there exists at least one function
v € L?(qr) such that the solution y to (5.74) satisfies

y(uT)=0 1in Q.

Proof. The proof is similar to that of Theorem 5.3, the main step being the proof of Lemma 5.12.
Consequently, we only point out the differences that appear in the proof of Lemma 5.12 when we
consider the diffusion coefficients d;, i = 1,2, 3. First, note that (5.32) is still true because in (5.29) we
only have to change the integral term quT PV o1 - Vs into (dy + dg)qu PV 1 - Vo, where (o1, d2)
is now the solution to the following backward system

—0ip1 = diA¢1 + a1 + a2 + f1 in gr,

—Oip2 = daAg2 + ajaP1 + azada + fo  in g7, (5.77)
6u¢1 = 81,(252 =0 on or, ’
(bl('aT) :¢?7 ¢2(7T) :¢8 in w.

The main difference consists in the estimate of V. Indeed, in (5.33) the term [ ¢P~'|Vs* has
to be changed in dgqu ©P~HVgq|? and the term qu ©P~1(@12¢2)¢1 is now given by the formula

= L (det K
/ P Haag)r = */ P 1( 62 + (0 + d2A) (alg)>¢1¢2
qr qr azs a23
—2d2/ A Y <‘“3>
qr @23
+(d4 —dz)/ @p_lgﬂb Ady. (5.78)
qr @23

Therefore, we need an estimate on A¢; with respect to ¢1 and V¢;. This estimate is obtained by
multiplying the first equation of (5.77) by ¢?T2A¢;. In fact, we have

/ @p+2(A¢1)2 SC</ Qﬁp¢12+/ (pp+1‘v¢1|2+/ ¢p+2¢22+/ (pp+2fl2> )
qT qT qT qT qT

Combining this inequality with (5.78), we obtain for € > 0 small enough

SGC (/ (pp¢12_|_/ SOp+1|v¢1|2) +C€ </ ¢p74¢22+/ (pp+2f12> )
qr qr qr qT

The new estimate on qu ©P~HVq|? follows from the last inequality. Finally, the elimination of

|V1|? is obtained as in Lemma 5.12. This leads to an inequality similar to (5.28) but with the weight
tP=4(T — t)P~* instead of t*~3(T — t)P=3 in front of ¢o°. O

/ PN (a1262) 1

qr

5.7 Une application numérique en 2D au cas de la
controlabilité d’un systéme de trois équations a coefficients
constants avec une force de controéle

On s’intéresse maintenant a ’approximation numérique d’une solution controlée du systéme suivant

0
Oy = cAy + Ay + <0>1w, dans Qr,
v (5.79)
y =0, sur X,

y(0) =4°, dans €,
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ott ) est un ouvert de R?. Dans les simulations numériques, on prendra ¢ = 0.1, Q =]0,1[2 et w =
]0.2,0.8[%. Pour simplifier le probléme, on se placera dans le cadre d'une matrice A & coefficients
constants satisfaisant les hypothéses du Théoréme 5.3 :

0 2 1
A=10 1 1
0 0 O

En particulier, on sait déja que le systéme (5.79) est controlable. Comme on I’a vu dans la sous-section
5.1.2 (en particulier, dans (5.13), (5.20) et le Lemme 5.9), il est possible de construire une solution
contrdlée de ce systéme sous la forme

y=(1-60)y+ndY + F,

ot 7) et A sont deux fonctions de troncature (respectivement en temps et en espace) bien choisies, §
est la solution controlée par trois forces sur un sous-ensemble w® C w construite dans la section 5.5 et
Y désigne la solution non contrdlée. F' est donné par F = (z1 + %zz, z9,u)T, ol z = (21, 22)7 est la
solution du systéme 2 x 2 non homogeéne (5.21), contrdlée par un controle sur tout le domaine w, qui
est construite dans la section 5.3. Rappelons que 1’on a construit les solutions 7 et z en résolvant des
problémes de minimisation de fonctionnelles (voir la sous-section 5.5.3 pour 7 et la démonstration du
Théoréme 5.15 page 107 pour z).

Dans la présente section, on utilise cette décomposition pour construire une approximation numéri-
que de la solution controlée y ainsi obtenue, en construisant d’abord une approximation de la solution
controlée par trois forces 7, puis une approximation de la solution contrdlée par une force z. Dans un
deuxiéme temps, sachant que le systéme (5.79) est controlable, on approche numériquement un controle
v (et la solution controlée associée) en résolvant directement un probléme de minimisation pour ce
systéme. Ces deux méthodes d’approximation d’une solution controlée ont été mises en oeuvre avec le
logiciel d’éléments finis FreeFem++ version 3.18-1 (téléchargeable sur http://www.freefem.org/).

5.7.1 Approche indirecte

Dans cette partie, on approche numériquement la solution contrdlée du systéme (5.79) qui est
définie par
~ AO 0 z

— Ap est la matrice 2 x 2 définie par
1 ws
An = a3
0 < 0 1 > )

Oy = cAy + Ay +vl,0, dans Qr,
y=0, sur Y, (5.80)
9(0) =y, y(T)=0, dansQ,

— (4,0) est la solution de

pour w® C w tel que w® # 0 et w® # w, construite dans la sous-section 5.5.3,
— Y est la solution de

;Y = cAY + AY, dans Qr,
Y =0, sur X, (5.81)
Y (0) = oY, dans Q,

- n e CH[0,T)) et 0 € C%(Q) vérifient (5.12),

— z=(z1,22)T et u constituent la solution du probléme

Oz = cAz—i—gz—l-g—l- (a%u)’ dans gr = wx]0, T,

z=0, sur o = Owx|0, T,
2(0)=0, =(T)=0, dans w,

(5.82)
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qui a été construite dans la démonstration du Théoréme 5.15.
~ T
On rappelle que A est définie par (5.22) et que g = (Gl — 22 G, Gg) ,ou G = (Gy,Gs, G3)T est
donné par

G = —-2cV0-Vy—c(A0)y — (70 — enAd)Y + 2enVo - VY.

Remarquons que pour le choix que I'on a fait ici de la matrice A, on a

~ (01
(5 1)

de sorte que le coefficient a2 n’est pas un opérateur d’ordre 1, mais simplement un nombre réel :

~ det K

a12 = —

1.

2
aszs

Pour les simulations numériques, on choisit w =]0.2,0.8[% et w® =]0.4,0.6[>. On construit les
fonctions 7 et 0 de la fagon suivante (voir [MP10]). Pour tout triplet de réels (r1,re, R), on définit une
fonction ¢, », r € C1([0, R]) en posant

1 si0<r <y,

(r —r2)?(3r; —re — 2r)
(r1 —r2)?

0, sirg <r <R.

Criro,R = sirg <r <o,

On pose alors n = CT/473T/47T et 0 = (ryrp1, @vec 71 et rp vérifiant a1 < 1 < 712 < ag, pour
ay = 2|0 = v/2-107" et ay = L2|w| = 3v/2- 107", On choisit (r1,72) = (0.18,0.26). On cherche un

contrdle amenant la solution a zéro a l'instant 7' = 0.5, en partant de la donnée initiale

yO(x) = (1,2,1.5)T sin(nxy) sin(rxz), Vo = (z1,22) € Q.

La discrétisation en temps que l'on considére est une discrétisation uniforme de pas At = G—TO. Pour
chaque n € {0,---,60}, on note t, = nAt. On discrétise le domaine Q =]0,1[> avec un maillage

uniforme 7;, constitué de 2n,n, triangles (et (ng +1)(ny, + 1) nceuds) pour n, = n, = 29. On note V,
l’espace d’éléments finis de type P> associé a ce maillage. On va construire une approximation y;' € Vj
de y(+,t,), en utilisant la décomposition

i =a-amero (50 ) (). (5.5
ou Y € V), est une approximation de y(-,t,), Y, € V), est une approximation de Y (-, t,), 0, € V), est
une approximation de 6, n = n(-,t,) et (27}, u}) € Vi XV}, est une approximation de (z,u)(-,t,). Dans
le cas considéré, Ay est une matrice & coefficients constants, qui ne dépend donc pas des paramétres de
discrétisation h et n. On procéde en cing étapes pour construire Uapproximation yp, = (y})o<n<eo de y.
D’abord on construit ’approximation Y}, de Y. Dans un second temps, on détermine une approximation
Un de y. Puis, on approche le terme source g dans le probléme en z (5.82) en utilisant les approximations
Y}, et Yn. On construit ensuite une approximation (zx,up) de la solution (z,u) du probléme (5.82).
Enfin, on utilise (5.83) pour obtenir une approximation y, de y.

Etape 1 : construction de Y.

On discrétise en temps le probléme (5.81) via un schéma de Crank-Nicolson :

YRLYE L (cAY ™ 4 AY ) L (cAYT 4 AY™), dans Q,
Yyt =, sur 95).

et YO =90 o, pour chaque m € {0,--- ,nr}, Y™ = Y (-, ,,). La formulation de ce probléme avec la
discrétisation en espace d’éléments finis est la suivante :
e V) =y (approximation de la donnée initiale y),
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e connaissant Y, € Vy, touer Yh"+1 € V) tel que

_ _ At _
VY € Vi, / Yy, = YV + — (—c VYt VY, +/
T T 2

AV
,7-}7/

Th
At n avd n\\

+— —C/ VY, VYh—l—/ (AYh )Yh .
2 T T

On verra par la suite (courbes en noir sur la Figure 5.5), une représentation graphique de I’évolution de
la norme de Yy (t) en fonction du temps ¢ (i.e. I'évolution de ||V (tn)|lv, = (7, Y;*Y;*)Y/2 en fonction
de n) et de ses trois composantes.

Etape 2 : construction de 7.

D’apreés la section 5.5, ¥ est la solution du systéme (5.80) associée au contrdle v = limy_, 4 oo Uk, OU

R . 1 - 1 e
Up = argmin 5/ po’|o|® + 5/ o lyl? )
ve(L*(¢7,70))° ar Qr

T

y» désignant la solution du probléme (5.80) associée a v, et les poids pg et py étant donnés par

po(z,t) = exp (m) ,  pr(z,t) =exp (T(;T(f)t)) (T+ 4 — t)73/2, (5.84)
k

Numériquement, on ne peut pas se permettre de considérer directement le poids py qui n’est pas défini
pour ¢t = T. On approche alors par

_ B sBo(x)
por(x,t) =exp (T(T I t)) . (5.85)

L’idée consiste a choisir & suffisamment grand (k = 1000 dans les simulations) et a faire 'approximation
suivante : U ~ Uy, oil U est I'unique minimiseur dans (L?(qr, po.x))® de la fonctionnelle

1 . 1 _
uw=2/¢mmﬁ+zépm%% (5.56)
qr T

Puisque por(-,T) et pr(-,T) sont respectivement de I'ordre de O(exp(k)) et O(k%/2 exp(k)), il est
nécessaire de choisir une discrétisation suffisamment fine de @7, de fagon & approcher au mieux les
intégrales qui composent Iy (v). D’ou le choix des paramétres de discrétisation At, n, et n,. La fonction
Bo qui apparait dans les expressions de pg 1 et de py est de la forme

Bo(z) = 2Mblle@ — e”\?ﬂ(ﬂﬁ)7

oll A est une constante strictement positive suffisamment grande et ¢ € C?(Q) est une fonction
vérifiant les propriétés suivantes (voir [FI96]) :

¢ >0dans Q, Yoq =0, [Veh| >0 dans Qw0

pour un ouvert non vide w0 C w. Une fonction 1 trés simple qui vérifie ces hypothéses pour n’importe
quel ouvert w® C Q =)0, 1[? contenant le point (0.5,0.5) est la fonction :

Y(x1,x2) = sin(mzq ) sin(nze).

C’est ce choix de fonction 1 que l'on fait pour les simulations numériques. D’autre part, bien que les
valeurs des paramétres s et A doivent étre prises suffisamment grandes, on les choisit relativement
petites (s = 1071, A = 1072) de fagon & ce que les valeurs de po 1 (T) et pr(T) soit accessibles numé-
riquement. Pour approcher le minimiseur ¥ de la fonctionnelle I;, on met en ceuvre Ialgorithme du
gradient conjugué (dans sa version de Polack-Ribiére) que 1’on rappelle ci-dessous (voir, par exemple,
[GLHO8).
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Algorithme du gradient conjugué

o Etape 0 - Initialisation.
— On se donne e > 0 et 90 € U = (L2(q%,p/0)\k))3.
~ On calcule le résidu g(© = DI, (7).
— On pose w(® = (0,
Pour chaque p > 0, tel que 5®), ¢ et w® sont connus, on calcule 5Pt g(P+1) et éventuelle-
ment w®tY de la facon suivante :
e Etape 1 - Optimisation de 9P) dans la direction w'P).

— On pose pe+l) — 5p) — 5nw(P)7 ol

<g(p)7 w(p)>U

b= DL, (@) - w®?

— On calcule le résidu g+ = DI, (5(P+1)),
o Etape 2 - Test de convergence et construction de la nouvelle direction de descente.
— Si [[g®V||u/199||lv < €, alors on pose v = pP+1),
~ Sinon, on pose w®T = gP+1) 14 () o
B <g(p+1),g(p+1) — g(p)>U
kS Rl

)

puis on pose p = p+ 1, et on recommence & partir de ’Etape 1.

Dans notre cas, il est facile de vérifier que les dérivées premiére et seconde de I} sont données par
DIi(v) = (v+ @72@))1&10»
ol ¢, désigne la solution du probléme rétrograde

—0ypy = cAp, + A* P, + EEva, dans Qr,
Pv=0 sur X, (5.87)
¢u(T) =0, dans €,

et
D2I(v).w? = / ol + / 520Gl

qr T

ol ¥y, est la solution du probléme direct

Ot = CAYy + Ay + wlyo  dans Qr,
Yw =0 sur Y, (5.88)
gw(o) = 07 dans Q.

A chaque itération dans la méthode du gradient conjugué, on résout alors le probléme direct (5.80)

associé a 9(P) pour calculer la solution correspondante 7P), puis résoudre le probléme rétrograde (5.87)
pour déterminer la solution ¢() := ¢, et calculer le résidu

g = (@(p) + @—2¢(p)) 1.0.
On résout ensuite le probléme direct (5.88) pour calculer la solution 7®) associée a w(P) et le paramétre

fq% @29(10)10(?)

Jog, POR NP2 + [ PRIGP 2

ﬂp:
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On peut alors définir 9P = 5(®) — B w®) | puis calculer

—2
fq% por gt (gt — g(p))
Jyg ok’ 1g 2

Tp = )

et wPt! = g+l 4 pr(p). On implémente 'algorithme du gradient conjugué sur un nombre maximal

d’itérations fixé & pyee = 2000. On construit alors une approximation Q;Lp ) e V), de chacun des 7).

Comme pour la construction de Y}, on utilise un schéma de Crank-Nicolson en temps pour résoudre
chacun des trois systémes (5.80), (5.87) et (5.88). La Figure 5.1 représente ’évolution (en échelle logg)

de Ik(i}\}(f)), 1@ /1lgO o et ||@\}(Lp)(T)||(L2(Q))3. La Table 5.1 consigne quelques unes des valeurs de

ces trois quantités pour différentes valeurs de p < py,q.- On remarque que le cotit Iy, (ﬁ,(lp )) décroit bien

avec p. C’est également le cas pour la norme de la solution @\,(f ) en T, qui décroit pour atteindre, aprés
Pmaz = 2000 itérations, une valeur de 'ordre de O(10~*). On choisit alors, comme approximation g,
de 7, la solution 7, = 27,(57 mas) g Figure 5.2 représente les normes de g (t) et de ses trois composantes
en fonction de ¢t € [0,T]. On remarque sur ce graphique, que les allures des quatre courbes sont

semblables.

| p=0 | p=400 | p=800 | p=1200 | p=1600 | p=2000
L&) 8.47 x 10° | 2.36 x 10° 8.19 x 10° 5.43 x 10° 3.93 x 10° 3.23 x 10?
(p) R
Ww 1 539 x 107" | 243 x 107" | 1.55 x 107 | 1.10 x 107"* | 5.84 x 107 "°
lon N L2ap.50)
1T (1)l 2 (s 1.23 138x 1073 | 7.80x107* | 587 x107* | 4.65x107* | 3.99 x 10~*

TABLE 5.1 — Evolution du coit, de la norme du résidu et de la norme a 'instant final 7' de la solution

;’g\,(f ), au cours des itérations de ’algorithme du gradient conjugué.

Etape 3 : construction de gj,.

On cherche ici & construire une approximation g du terme source g = (G + %GQ, G>)T dans le
systéme (5.82), oul

Gi = —2cV0 -Vy; — c(AO)y; — (/0 — enAO)Y; +2enVO - VY;, i=1,2.

Connaissant des approximations Y}, et 3, de Y et ¥, on peut maintenant construire des approximations

G}, et Ggp, de G et G2 en utilisant la formulation éléments finis suivante pour tout n =10,--- ,60 :
VGev., [ GiG = —20/ ((V@)h-V@\iﬁ)é—c/ (80), G C
Th h i

- /T ("0 — e (A0),) Y G+ 200" [ (V0), - VY,
h

h

ou n'™ = n/(ty) et (V0), et (Af), désignent respectivement des approximations de V6 et Af dans
Vy,. On en déduit alors des approximations de g; et go :

ais
g1, = Gip + . Gan, 921, = Gap.
23

Etape 4 : construction de (zj,uy).

On rappelle que z est la solution de (5.82) associée & u = limy_y 1 o Uk, OU

. 1 . 1
up = argmin (2/ PO’ + 5/ Pi|Zu|2) ;
weL2(qr,po) qr qr

zz désignant la solution de (5.82) associée a T et les poids pg et pi étant définis par

po(t) = (T — 1)) "2ty = (T + L — )72,
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pour p > 8. Pour les simulations numériques, on choisit p = 8 et k = 1000 et on suppose que u >~ uy
ol uy est I'unique minimiseur dans L?(qr, pok) de la fonctionnelle

~ 1 _ 1
=g [ g [ el
qar qr

—5/2
b

pour
por(t) = ((t+ )T+ 3 — 1)) pr(t) = (T + 5 =)~

On applique alors un algorithme de gradient conjugué sur pm,,.. = 2000 itérations pour résoudre
ce probléme de minimisation. Le probléme (5.82) étant posé sur gr, on doit considérer cette fois
une triangulation 7z de w. On choisit, par exemple, un maillage de méme structure et de méme
taille que Ty, et un espace d’éléments finis Vg de type P>. On obtient pour chaque itération p du
gradient conjugué une approximation ug) de u(®) et une approximation zg)) de la solution de (5.82)

associée & u(P). Les Figure 5.3 et Table 5.2 décrivent 1’évolution du cotit jk(ugf;))

(p)
H

, de la norme du

résidu et de la norme de z;;” en T au cours des itérations du gradient conjugué. On remarque encore

une fois qu’il y a bien décroissance du coiit & chaque itération. La norme de zg’) décroit également

avec T jusqu’a atteindre, aprés ppq. itérations, une valeur de l'ordre de O(107%). On pose alors

(2 urr) = (2 o)),
p=20 p =400 p = 800 p = 1200 p = 1600 ‘ p = 2000
T (usP) 5.42 x 10" | 2.91 x 10" | 2.22 x 10" | 2.04 x 10" | 1.96 x 10'® | 1.84 x 10'®
LT 1 7.98x107% | 275 x 1075 | 6.79 x 1077 | 1.60 x 1075 | 7.17 x 10~°

(0)
HgH ”LZ(quﬁO)

28Tl L2y | 161 x 1071 | 118 x 1071 | 1.03x 107 | 9.88 x 107° | 9.69 x 1075 | 9.40 x 1075

TABLE 5.2 — Evolution du cofit, de la norme du résidu et de la norme a I'instant final T' de la solution

zg), au cours des itérations p de 'algorithme du gradient conjugué.

On définit & partir de 'approximation (zg,uy) de (z,u) dans Vg une approximation (zy,, uy) dans
V, par interpolation.

Etape 5 : construction de y,.

On construit simplement une approximation yp, de y dans V;, en utilisant la décomposition (5.83).
L’élément yp, ainsi défini approche bien une solution controlée (par un controle) du systéme (5.79)
puisque qu'il vérifie ||yx (T)||(r2(q))s ~ 3.27 % 107%. Le graphique de la Figure 5.4 représente I’évolution
au cours du temps de ||yx(t)|l(z2(0))3 et [[yin(t)lL2() pour i = 1,2,3. Contrairement au cas de trois
controles (voir la Figure 5.2), on remarque ici que I’évolution de la norme de yj, est gouvernée par celle
de y3p, ce qui provient du fait que le controle n’agit que sur la troisieme équation du systéme. Dans la
Figure 5.5, on compare, d’une part ’évolution au cours du temps des normes de y(t), Un(t) et Y3 (¢),
d’autre part 1’évolution des normes de y;;, (1), §in(t) et Yi,(t), pour chaque i = 1,2, 3. L’amplitude
des courbes obtenues pour yj et ys, (Bleu) est beaucoup plus importante que 'amplitude de celles
de g et y3n (Magenta). Cela provient du fait que le controle n’agit sur la premiére et la deuxiéme
composantes de y;, que par 'intermédiaire de ys3;, qui doit donc agir de maniére conséquente pour
forcer ypn, et ypo & s’annuler en 7'
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gué.



126 5. Contrélabilité d’un systéme parabolique de trois équations

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50

FIGURE 5.2 — Evolution, en fonction de t € [0,T], de [|Jn(t)|/(r2(0)): (Rouge), [F1a(t)]12() (Bleu,
trait continu), ||g2n(t)||L2() (Bleu, trait discontinu) et ||g3x(t)[/z2(0) (Bleu, trait pointillé).
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FIGURE 5.4 — Evolution, en fonction de ¢ € [0, 7], de [lyn ()| z2(0) (Rouge), |ly1,(t)|z2(q) (Bleu, trait
continu), |y2,(t)||L2(q) (Bleu, trait discontinu) et |lys;, (t)||z2(q) (Bleu, trait pointillé).
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FIGURE 5.5 — Evolution, en fonction de ¢ € [0,7], des normes de y(t), Yi(t), Un(t), vin(t),
Yin(t) et yin(t) pour i = 1,2,3. Haut - Gauche : [jyn(t)||(z20)s (Blew), [[Ya(t)|l(z2())s
(Noir), et [|[yn(t)|l(2() (Magenta). Haut - Droite : ||y1,(t)||2) (Bleu), |[Y1,(t)|r2() (Noir)
et |71n(t)l(z2()s (Magenta). Bas - Gauche : |[jy2;,(t)|z2() (Bleu), [[Ya,(t)|[z2(q) (Noir) et
1D2n(t)]l(z2())s (Magenta). Bas - Droite : |lys;,(t)[lz2() (Bleu) v.s. ||Y3,,(t)][z2(q) (Noir) et
Hggh(t)”(LQ(Q))fi (Magenta).
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5.7.2 Approche directe

Cette approche consiste, puisqu’on sait que le systéme (5.79) est contrdlable, a construire un
contrdle en étudiant un probléme de minimisation pour une fonctionnelle du type

_ 1 _ 1
J(v) = 5/ pov° + 2/Q P2z,
qr T

ou yz est la solution de (5.79) associée a v et le poids p € C ([0, T[,R*

p(t) =i +00. En effet, cela implique que si J(v) < 400 et y, € ( (O T, L*(Q ))3, lorsque le
minimum est atteint pour un certain v € L?(qr, po), alors on a y,(T) = 0. On COnbldéI‘C la méme
fonctionnelle que celle définie dans (5.86) :

*) est choisi de sorte que

Vo € L(gr, 7o), /m%ﬂ 7/ elysl?,
T

avec pox et pr comme dans (5.85) et (5.84), toujours avec s = 107! et A = 1072, Cette fonctionnelle
étant différentiable, strictement convexe et coercive, elle admet un unique minimiseur vg. On pose
v >~ v, pour k grand (kK = 1000). Comme pour 'approximation de g, on met en ceuvre l’algorithme du
gradient conjugué avec pp,q; = 2000 itérations, pour approcher le minimiseur v de Ij et la solution
Y, qui lui est associée. On se place dans les mémes conditions que pour ’approche indirecte, & savoir
Q=]0,1[% w =]0.2,0.81%, T = 0.5 et y°(z) = (2,1, 1.5)T sin(rx; ) sin(rxs).

La Figure 5.6 représente I’évolution du cofit, de la norme du résidu et de la norme de la solution a
I’instant T" au cours de ’algorithme du gradient conjugué. Les ordres de grandeur de ces trois quantités
sont donnés pour différentes valeurs de p (nombre d’itérations du gradient conjugué) dans la Table 5.3.
Comme pour les cas de ¥, et z,, on observe toujours la décroissance du cotit et de la norme en T' de
la solution au cours des itérations, avec aprés p = ppqz itérations, ||y,(1p) (T)lz2(0)ys = 2.69x1073. La

solution yp, := y(p mae) ainsi obtenue semble donc approcher une solution controlée du systéme (5.79).

On peut comparer ces résultats a ceux des Figure 5.1 et Table 5.1 (pour 'approximation de g) : avec les
mémes fonctions poids dans la fonctionnelle & minimiser et au bout du méme nombre d’itérations du
gradient conjugué, la décroissance du cotit et des résidus est beaucoup plus rapide lorsqu’on contréle
le méme systéme avec trois controles (un controle agissant sur chacune des équations) que lorsqu’on le
contrdle avec un seul controle. Il en va de méme de la convergence vers zéro de la norme de la solution
en T. Tout cela semble naturel d'un point de vue pratique : plus on réduit le nombre de controles
agissant sur un systéme, plus il est difficile de controler ce systéme.

| p=0 | p=400 | p=800 | p=1200 | p=1600 | p=2000
Je (v 847 x 108 | 1.87 x 10° | 3.55x10* | 1.89 x 10* | 1.41 x10* | 1.14 x 10*
() ~
”gﬁ‘m 12 ar.z0) 1 6.57 x 107* | 259 x 107" | 1.32x 107" | 1.23 x 10™* | 5.94 x 107°
ls 12 (. 50)
[y (Tl (1202 1.23 1.59x 1072 | 5.04x 107% | 3.43 x 1073 | 2.95 x 107® | 2.69 x 107>

TABLE 5.3 — Evolution du cott, de la norme du résidu et de la norme a Pinstant final 7' de la solution

yglp ), au cours des itérations p de 'algorithme du gradient conjugué.

La Figure 5.7 décrit I’évolution au cours du temps de la norme de I’approximation y; et compare
ce tracé a celui de la norme de ’approximation Y}, de la solution sans contrdle. On remarque bien que
Yy, est controlée & zéro et que la norme de yj, suit encore I’évolution de celle de sa troisiéme composante

y3p, (le controle agit directement sur la troisiéme équation). Dans la Figure 5.8, on trace ’évolution

de la norme du controéle vy, := U}(meaw) au cours du temps.

L’approximation par I’approche indirecte semble fournir de meilleurs résultats que ’approximation
par 'approche directe puisqu’elle construit une solution yj, vérifiant ||yn(T)|(z2(0))s = 3.27 x 1074,
alors que I'approche directe conduit & [lyn(T')||(z2(q)) = 2.69 x 1073. Mais I’approche indirecte est
beaucoup plus cotiteuse en temps puisqu’elle nécessite de construire, au préalable, les approximations
numeériques des solutions de trois systémes (Y}, Up et zp,). Pour pousser encore plus loin la comparaison
entre ces deux approches, on pourrait les tester sur des domaines w plus petits que celui que l'on
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FIGURE 5.6 — Evolution de log;, Jk(v,(f)) (Haut), logy, (Hg}(lp)HLz(qT,ﬁg)/”g}(lO)||L2(qT,ﬁo)) (Milieu)

et logy, ||y£p) (T)l(z2())s (Bas) en fonction du nombre d’itérations p dans l'algorithme du gradient
conjugué.
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a considéré ici (w =]0.2,0.8[?), et bien siir sur des exemples simples de systémes & coefficients non
constants qui vérifient la condition suffisante de controlabilité du Théoréme 5.3. On pourrait également
les tester sur des systémes a coefficients non constants qui ne vérifient pas la condition du Théoréme 5.3
pour vérifier que cette condition n’est pas une condition nécessaire de controlabilité par un controle.
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FIGURE 5.7 — Evolution, en fonction de ¢ € [0, 7], de |lyn(t)ll(z2(0))> IvinOllr2@), 1Ya(t)ll 220y

et ||Yih(t)HL2(Q) (i = 1,2,3). Haut - Gauche : ||yh(t)||(L2(Q))3 (Rouge), ||Yh<t)||(L2(Q))3 (Noir),

ly1n(t) L2y (Bleu, trait continu), ||y, (t)||lr2(0) (Bleu, trait discontinu) et |lys;(t)][z2(q) (Bleu,

trait pointille). Haut - Droite : [[y1(t)||z2(q) (Bleu) v.s. [[Y14(t)||lz2(0) (Noir). Bas - Gauche :

\(\%h(;)HLz(Q) (Bleu) v.s. [|Y25(t)]|22(q) (Noir). Bas - Droite : |lys;,(¢)| 2y (Bleu) v.s. ||Y3,,(2)| 20
oir).
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Conclusion

La problématique de cette thése était d’étudier la contrélabilité, par un nombre réduit de controles,
de certaines classes de systémes gouvernés par des équations aux dérivées partielles.

Dans la partie I, on a d’abord démontré 'existence et I'unicité des solutions pour les systémes
d’équations aux dérivées partielles dont on a étudié, par la suite, la contrélabilité dans la partie II.
Cela a permis, dans un second temps, de définir les problématiques de contrélabilité associées a ces
systémes, puis d’utiliser la dualité pour formuler les inégalités d’observabilité correspondantes.

Le chapitre 4 de la partie II était consacré a la démonstration d’un résultat de controlabilité/non-
controlabilité exacte pour un systéme hyperbolique linéaire, en dimension 2 d’espace, constitué d’une
équation de type équation des ondes, couplée avec une équation de type équation différentielle du
second ordre en temps. La controlabilité n’a été étudiée que dans le cas d’un seul controle agissant
sur la premiére équation du systéme par l'intermédiaire d’une condition de Dirichlet sur une partie
de la frontiére. On a démontré que I'opérateur associé a ce systéme posséde un spectre essentiel non
vide. Cette propriété a permis d’établir 'existence de données initiales non controélables : les données
initiales dont la décomposition dans la base des fonctions propres contient une infinité de termes
associés aux valeurs propres qui engendrent le spectre essentiel. En revanche, on a démontré que si on
ne garde qu’un nombre fini de telles fonctions propres, alors la contrélabilité a lieu uniformément. Ces
deux propriétés ont été illustrées numériquement, en utilisant le fait qu’on peut exprimer la constante
d’observabilité a I'aide d’un probléme aux valeurs propres généralisé.

Dans le chapitre 5 de la partie I, on a présenté une nouvelle fagon d’aborder la controlabilité aux
trajectoires pour des systémes paraboliques linéaires de trois équations & coefficients non constants.
Cette approche a permis d’établir une condition suffisante de contrélabilité par un seul controéle localisé
en espace. Cette condition, qui porte sur les coefficients de la matrice de couplage, peut étre vue comme
une généralisation du critére de Kalman qui existe déja pour les systémes paraboliques a coefficients
constants ou les systémes paraboliques dont les coefficients ne dépendent que de la variable de temps.
L’argument principal a consisté a écrire la solution a controler en fonction d’une solution ¥ controlée
par trois controles bien choisie (solution qui s’annule polynoémialement en ¢ = T, construite a partir
de l'inégalité de Carleman et d’un probléme de minimisation de fonctionnelle) et d’une solution z
d’un systéme parabolique non homogéne de deux équations, solution qui est contrélée par un seul
controle agissant sur tout le domaine et s’annulant en t = 0 et en t = T (U'existence de z a été assurée
par la résolution d’un probléme de minimisation en lien avec une inégalité d’observabilité a poids).
Enfin, on a présenté une application numérique de cette méthode sur un exemple simple de systéme
a coefficients constants en deux dimensions d’espace.

Comme on I’a mentionné a la fin des chapitres 4 et 5 (respectivement dans les sections 4.5 et 5.6),
de nombreuses perspectives sont envisageables. En particulier, il serait intéressant de généraliser les
résultats de ces deux chapitres aux systémes originaux dont proviennent les deux systémes étudiés.
Pour le systéme suivant duquel est issu le systéme étudié dans le chapitre 4 (voir [SHSP89]),

u” + Au =0, dans Qr
(ulvu2) = (Ulva) ]-Fa sur ET?
(u(~,0),u’(~,0)) = (U07’U,1) ) dans Q;
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la difficulté principale est qu’on ne connait pas explicitement les valeurs propres de 'opérateur

—ad2, — 2, —(b+¢)0z, —ar'0,
A= —(b+¢)03, —cd2, —ad;, —br 1o,
r~lad, r=1b0, r—2a

En fait, on ne connait que le spectre essentiel de A et le comportement asymptotique des valeurs
propres de son spectre discret. Le point encourageant est que ce comportement asymptotique est
encore, & une constante prés, celui des valeurs propres (p? + ¢*)7? du Laplacien. Une adaptation de
I’approche de type Ingham exposée dans le chapitre 4 serait envisageable dés lors qu’on arriverait a
établir des propriétés d’écarts partiels pour la suite des valeurs propres discrétes, en se basant sur celles
des valeurs propres du Laplacien. Cela nécessite, au minimum, de connaitre ’ordre d’approximation
dans le comportement asymptotique.

Enfin, le chapitre 5 a été motivé par ’étude de la controlabilité d’un systéme non linéaire de
réaction-diffusion du type

Oy = DAy + F(y) + Bivl,, dans Qr,
o,y =0, sur X,
y(-,0) =", dans 2,

modélisant une thérapie du cancer du cerveau (cf. [CHO5]). En général, I’étude de la controlabilité
aux trajectoires d’un systéme non linéaire commence par celle de son systéme linéarisé. Le résultat du
chapitre 5 ouvre donc une porte sur ’étude des systémes non linéaires. En effet, il serait intéressant
d’utiliser un argument de type point-fixe pour déduire de ce chapitre un résultat de contrélabilité
aux trajectoires pour le systéme non linéaire, et ainsi contribuer, en une trés moindre mesure, & une
solution envisageable de réduction de tumeurs cérébrales cancéreuses.
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Notations

Espaces de fonctions continues

c3(Q

c* ([0, 7]
C([0,T),H
c* ([0, 1],H

)
T))

)

)

D (]0,TT)

ensemble des fonctions 6 : Q — R de classe C? a support compact.

ensemble des fonctions 7 : [0, 7] — R de classe C*°.

ensemble des fonctions continues sur [0, 7] & valeurs dans un espace de Hilbert H.
ensemble des fonctions y : [0,7] — H de classe C*.

ensemble des fonctions f : )0, T[— R de classe C*° a support compact.

Espaces d’applications linéaires

D' (J0,T[) : ensemble des formes linéaires continues sur D(]0,T']).
L(F,G) : ensemble des applications linéaires continues L : F' — G entre deux espaces vectoriels
normés F et G.
L(H) : ensemble des applications linéaires continues d’un espace de Hilbert H dans lui-méme.
M"™(R) : ensemble des matrices carrées a n lignes et n colonnes.
M™™(R) : ensemble des matrices carrées a n lignes et m colonnes.

Espaces L? et (2

L*(0,T;U)

(1)

espace des classes de fonctions de carré intégrable (au sens de Bochner) de [0,7] dans
un espace de Hilbert U.
ensemble des suites de nombres complexes, indexées par un ensemble dénombrable

et de carré sommable. On notera simplement ¢? lorsque I = N*, N* x N* ou Z.

Normes, ensembles et éléments

[RRIPPAIE)

I Wrr2(2)mg ()
|- |
H : ”["(I)

<"'>V’,V

supp
I

00

14

dy

dt

9l @) = IVYllL2(), pour tout y € Hy(Q).
9]l zr2()nma ) = 1AYl| L2 (), pour tout y € H?(Q2) N Hg ().

/
&l = (Zf\; |§i|2)1 2) pour tout £ = (&1,--- ,&n) € RY.

lzlle2ry = (Ziel |mi|2)1/2, pour tout x = (x;)ier € £2(I).

crochet de dualité entre V' et V' lorsque l'injection V' C H est continue et dense et
que V' désigne le dual de V' par rapport a ’espace pivot H.

supp(f) désigne le support d’une fonction f.

peut désigner 'application identité dans £(H) ou dans L(D(A), H) lorsque
Pinclusion D(A) — H est continue, ou encore la matrice identité de M™(R).
frontiére d’un domaine € RY. On note indifféeremment = ou o les éléments de 0.

normale extérieure au domaine Q.

dérivée de y(z,t) par rapport a t. On utilise également les notations y’, % et Opy.
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Résumé

Cette thése présente des résultats de controlabilité pour deux types de systémes d’équa-
tions aux dérivées partielles : un systéme hyperbolique avec spectre essentiel et des systémes
paraboliques & coefficients non constants. On commence par rappeler des résultats généraux
d’existence et d’unicité de solutions pour ces systémes et de dualité entre controlabilité et
observabilité, puis on présente deux outils (I'inégalité de Ingham et 'inégalité de Carleman)
permettant d’établir des inégalités d’observabilité. Cette premiére partie permet de situer
les résultats principaux qui sont démontrés ensuite. Dans la deuxiéme partie, on étudie tout
d’abord la controlabilité exacte, par le bord et avec un seul contréle, d’un systéme hyper-
bolique formé d’une équation des ondes couplée avec une équation différentielle du second
ordre en temps. La présence de spectre essentiel empéchant la controlabilité d’avoir lieu
uniformément en les données initiales, on caractérise I’espace des données initiales contro-
lables. L’argument principal consiste a établir une inégalité de type Ingham reposant sur
une étude détaillée des valeurs propres. Dans un second temps, on prouve une condition
suffisante pour la contrdlabilité interne a zéro, par un ou deux controles, de systémes de
trois équations paraboliques couplées par des termes d’ordre zéro. On présente une nouvelle
approche basée sur 'existence d’une solution contrélée par trois controles et sur la démons-
tration d’une inégalité d’observabilité a poids associée a la controélabilité sur tout le domaine
d’un systéme parabolique non homogéne de une ou deux équations. Les résultats de cette
partie sont illustrés par des exemples numériques.

Mots clés : controlabilité, observabilité, opérateur d’ordre de mixte, spectre essentiel, inéga-
lité de Ingham, systéme parabolique, inégalité de Carleman, critére de Kalman

Abstract

This work presents some controllability results for two kinds of systems of partial differ-
ential equations: a hyperbolic system with essential spectrum and parabolic systems with
non constant coefficients. We first recall some general results of existence and uniqueness of
solutions for these systems and the duality between controllability and observability. Then
we present two methods to prove observability inequalities: the Ingham inequality and the
Carleman inequality. This first part allows us to state the context of the main results, which
are proved in the second part. The second part begins with the study of the exact boundary
controllability of a hyperbolic system, which consists of a wave equation coupled (by means
of first-order terms) with a second-order differential equation in time. For this system, the
presence of essential spectrum prevents the controllability to hold uniformly with respect
to the initial data. Therefore, we characterize the space made up controllable initial data.
To prove the result we establish an Ingham type inequality which relies on a detailed study
of the eigenvalues. Secondly, we prove a sufficient condition for the null controllability—by
one or two controls localized in space—of systems of three parabolic equations which are
coupled by zero-order terms. We present a new approach which relies on the existence of a
solution controlled by three controls and on the proof of a weighted observability inequality
for the null controllability, on the whole domain, of a non-homogeneous parabolic system of
one or two equations. The results of this part are illustrated by numerical experiments.

Keywords: controllability, observability, mixed order operator, essential spectrum, Ingham
inequality, parabolic system, Carleman inequality, Kalman rank condition
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