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Préface

Comme le titre de cette these 'indique, les objets que nous allons étudier
sont les origamis infinis.

Un origami fini peut se définir de plusieurs fagons différentes, des plus
compliquées (point entier d’une strate de I'espace des modules des 1-formes
holomorphes sur une surface de Riemann compacte) aux plus simples (des
carrés collés entre eux).

Voici plus en détail cette définition.

Définition 1 Un origami est une collection finie de carreaux unitaires eu-
clidiens qui sont collés en respectant les regles suivantes :
— chaque coté droit (resp. haut) d’un carreau est identifié au coté gauche
(resp. bas) d’un carreau;
— la surface topologique obtenue est conneze.

Nous pouvons donc de suite donner quelques exemples :

¥
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FiGURE 1 — Trois origamis.

Cette définition s’étend rapidement au cas oll nous avons une infinité de
carreaux : nous parlerons alors d’origamis infinis.

Si nous revenons sur le titre de cette thése, nous allons nous poser deux
questions sur ces origamis infinis : leurs groupes de Veech et la dynamique
du flot linéaire sur ces surfaces.



Etant donnée la définition précédente d’un origami, il est facile de voir
que nous pouvons définir une action du groupe SLy(R) sur 'ensemble des
origamis : les cOtés des carreaux, qui sont paralleles et de méme longueur res-
tent paralleles et de méme longueur apres I'action d’une matrice de SLa(R).

Le groupe de Veech d’un origami va étre alors le stabilisateur de cet
origami sous cette action.

D’autre part, toujours d’apres la définition précédente, un origami définit
une surface possédant une structure supplémentaire : il s’agit d’une surface
de translation. De ce fait, cette surface est munie d’une métrique plate, pour
laquelle les segments géodésiques sont de vrais segments euclidiens.

Ainsi nous appellerons flot linéaire le flot géodésique sur ces surfaces.

Ces deux notions, classiques dans le cas compact, ont été déja étudiées
sur quelques exemples pour les origamis infinis. Nous pouvons par exemple
citer les travaux d’Hubert et Schmithiisen ([HS10]), de Hooper et Weiss
([HWO09]) ou encore d’'Hubert, Lelievre et Troubetzkoy ([HLT09]), Delecroix,
Hubert et Lelievre ([DHL11]) et Avila et Hubert ([AH12]).

Nous allons fournir d’autres résultats, généralisant ou complétant cer-
tains des travaux précédents, ou étudiant d’autres exemples.

Voici la structure de cette these :

Chapitre 1

Dans ce chapitre, nous rappellerons toutes les définitions et résultats que
nous utiliserons sur les surfaces de translation compactes et en particulier
les origamis finis.

Nous donnerons toutes les définitions d’origamis et définirons de maniére
plus précise les notions de groupe de Veech et de flot linéaire dont nous avons
déja parlé.

Chapitre 2

Nous définirons les objets principaux de ce travail : les origamis infinis.
Nous donnerons également la définition d’un G-revétement d’un origami,
notion essentielle pour définir la plupart des exemples d’origamis infinis que
nous étudierons.

Nous démontrerons le théoreme principal suivant, établissant les condi-
tions d’un résultat de récurrence du flot linéaire sur un origami infini.

Théoréme Soit Oy un origami infini vérifiant les deux propriétés sui-
vantes :



— O admet un cusp T de directions complétement périodiques ;

— il existe une constante ¢ > 0 telle que pour chaque direction g eT,
telle que % <1, les cylindres de O, dans cette direction sont tous de
longueur I < c.q.

Alors pour presque toute direction «, le flot linéaire dans la direction «

sur Os est récurrent.

Chapitre 3

Ce chapitre comprend la premiere catégorie d’exemples d’origamis in-
finis, les Z%revétements. Nous pouvons voir cette catégorie comme une
généralisation des travaux de Hooper-Weiss ([HW09]).

Cette catégorie nous permet d’obtenir rapidement une grande variété
d’exemples, pouvant avoir des propriétés remarquables.

Nous démontrerons entre autres le résultat suivant.

Théoréme Il existe des origamis infinis, qui sont des Z*-revétements d’ori-
gamis finis, sur lesquels le flot linéaire est récurrent et qui sont des surfaces
de Veech.

Chapitre 4

Nous étudions ici un exemple particulier, 7¢°, qui est défini comme un
‘H-revétement, ot H est le groupe d’Heisenberg, donc un groupe nilpotent.

Bien que H soit un groupe plus compliqué que Z¢, nous obtenons quand
méme le théoreme suivant.

Théoréme Le flot linéaire sur Tg° est récurrent.

Chapitre 5

Ce chapitre comprend les deux derniers exemples.

Nous rappelons dans un premier temps la définition du modele de wind-
tree, un exemple d’origami infini grandement étudié (voir [HLT09], [DHL11]
et [AH12] par exemple).

Nous démontrerons dans ce modele le résultat suivant.

Théoréeme Pour p et r impairs, q et s pairs, le groupe de Veech du wind-

pr
s

tree de parametres (7, est infiniment engendré.
q

Dans un second temps, nous étudions des B(m, n)-revétements, ou B(m, n)
est le groupe de Burnside libre de rang m et d’ordre n.



Ce groupe possede d’excellents propriétés pour le flot linéaire sur un
B(m,n)-revétement, puisque nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme Il existe des origamis infinis, qui sont des B(m,n)-revétements
d’origamis finis, sur lesquels le flot linéaire est récurrent et qui sont des
surfaces de Veech.
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Chapitre 1

Introduction : surfaces de
translation et origamis finis

1.1 Surface de translation

1.1.1 Définitions

Dans cette section, nous allons définir le cadre général dans lequel vivent
nos objets principaux, les origamis.

Il s’agit des surfaces de translation, objets dynamiques aux propriétés
intéressantes, notamment par leurs liens avec deux grands types de systemes
dynamiques : les billards et les échanges d’intervalle.

Les billards furent parmi les premiers systémes dynamiques étudiés. Nous
pouvons par exemple citer le probleme de Fagnano ([Gut97]) au XVIIleme
siecle, qui a une interprétation dans un billard triangulaire, ou encore les
travaux de Coriolis ([Cor35]) au début du XIXeme siecle, d’un point de vue
mécanique et mathématique.

Les billards ont donné naissance aux surfaces de translation, dans les
travaux de Katok et Zemliakov ([KZ75]) en 1975, qui utilisent ces surfaces
pour déterminer des résultats dynamiques pour le flot dans un billard.

Cependant au fil du temps, les mathématiciens se sont intéressés aux
surfaces de translation pour elles-mémes et a la dynamique qui en découle.

Commencons par définir en toute généralité ces surfaces. Pour plus de
détail, se reporter a Masur-Tabachnikov ([MT02]) ou encore Zorich ([Zor06]).

Définition 1.1.1 Un atlas de translation sur une surface compacte X est
un atlas défini sur X \ X, ou X est un ensemble fini de points de X, et
dont tous les changements de cartes sont des translations. Une surface de
translation est une surface compacte munie d’un atlas de translation.

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Dans toute la suite, nous identifierons naturellement R? et C. Puisque
des translations sont holomorphes, une surface de translation est naturelle-
ment munie d’une structure de surface de Riemann.

L’exemple le plus simple de surface de translation est le tore ”carré”
R?/72, identifié¢ & C/(Z+iZ). 1l s’agit d’'un carré dont les cotés sont identifiés
par translation. C’est ce point de vue que nous allons adopter pour une
définition plus combinatoire d’une surface de translation.

Définition 1.1.2 Une surface de translation est une collection finie de po-
lygones du plan, dont les cotés sont identifiés deux o deux par translation.

Les polygones qui définissent une surface de translation doivent donc
avoir des cotés identifiés par paire : les co6tés d’une paire ont méme longueur,
sont paralleles et d’orientation contraire (si les cotés de tous les polygones
sont parcourus dans le méme sens fixé).

Il faut aussi remarquer, que dans cette définition, la direction verticale
est également fixée.

Par exemple, nous pouvons considérer le cas de 'octogone régulier :

FI1GURE 1.1 — Identifications des cotés de I'octogone régulier.

Dans cet exemple, les cotés opposés sont identifiés. Ainsi tous les som-
mets du polygone sont identifiés en un seul point P et la surface X obtenue
est une surface de genre 2.

Une simple rotation de cet octogone de {z nous donne alors une autre
surface de translation X’ de genre 2.

Il faut remarquer également que cette représentation sous forme de po-
lygones du plan n’est pas unique. En effet, si nous découpons un polygone
en deux, puis que nous recollons ces deux morceaux selon une autre paire
d’arétes identifiées, nous obtenons de nouveaux polygones qui représentent
évidemment la méme surface.
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Reprenons par exemple notre octogone, découpons-le suivant les poin-
tillés puis recollons les arétes c. Nous obtenons un nouveau polygone, différent
de 'octogone du départ, mais représentant la méme surface de translation.

Ainsi deux polygones définissent exactement la méme surface de trans-
lation si nous pouvons passer de 'un a I’autre par découpage et recollement.

FIGURE 1.2 — Découpage et recollement de 'octogone.

Nous voyons alors qu’un probleme se pose dans le cas de l'octogone,
probleme qui n’apparaissait pas dans le cas du carré : 'angle autour du
point P vaut 67!

Ces points apparaissent sur toute surface de translation de genre au
moins 2 et sont appelés des singularités coniques. Ce sont les points qui
forment I’ensemble ¥ de la premiere définition d’une surface de translation.
Une surface de translation est munie d’une métrique plate, provenant de celle
du plan. Ainsi d’un point de vue "moral”, toute la courbure de la surface a
été poussée dans des points isolés de la surface : les singularités.

Une singularité a donc un degré. Il s’agit du nombre de tours supplémen-
taires nécessaires a faire autour de cette singularité pour revenir au point
de départ. Donc si I'angle autour de la singularité vaut 2(d + 1), cette
singularité est de degré d. Par exemple dans le cas de I'octogone précédent,
la singularité P est d’ordre 2.

Si la surface de translation est un tore, elle est toujours munie d’une
métrique plate et n’a jamais de singularité. Pourtant nous marquons toujours
un point sur la surface, qui jouera le role de la singularité dans toutes les
définitions qui suivront, pour étre cohérent avec le reste de la théorie.

Ainsi une géodésique (segment de plus courte longueur joignant deux
points) d’une surface de translation est la plus simple possible, il s’agit du
segment qui réunit ces deux points sur la présentation en réunion de poly-
gones, ou d’une union de segments joignant ces deux points, passant par des
singularités.
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Nous savons déja qu’une surface de translation est munie naturellement
d’une structure de surface de Riemann. Cela se voit sur I'atlas de translation
qui est également un atlas holomorphe, mais cela peut se voir également sur
la décomposition en polygones. En effet, puisque la surface se décompose en
polygones du plan C, elle est naturellement munie d’une structure de surfaces
de Riemann. Mais nous pouvons la munir d’un outil supplémentaire.

Le plan complexe C est muni d’une 1-forme holomorphe naturelle, la
forme dz. Cette forme est bien évidemment invariante par translation. Ainsi
si X est une surface munie d’une structure de surface de translation avec
pour singularités X, la forme dz se releve uniquement et de maniere bien
définie en une 1-forme holomorphe sur X \ ¥, que nous noterons w. Nous
pouvons alors montrer que les éléments de X sont alors les zéros de la 1-forme
holomorphe w, qui est donc bien définie sur X.

Si nous nous placons autour d’un zéro de w, avec comme coordonnée
locale w, nous avons alors w = w?dw, ol d est le degré de ce zéro. Les deux
notions de degré (degré de singularité de la structure de translation et degré
du zéro de la 1-forme holomorphe) correspondent donc.

Ainsi la donnée d’une surface de translation nous donne un couple (X, w)
ou X est une surface de Riemann et w une 1-forme holomorphe sur cette
derniere.

Nous allons voir qu’il y a en fait équivalence. Donnons-nous un couple
(X,w) avec X surface de Riemann compacte et w 1-forme holomorphe sur
X. Cette derniére nous permet de définir les changements de cartes. En effet,
localement autour d’un point Py qui n’est pas un zéro de w, les coordonnées
d’un point P sont naturellement données par

P
/ w.
Py
Si P est dans le voisinage d’un autre point régulier P;, nous avons alors
comme changement de cartes

P P Py
/ w = / w+ / w,
P Py P
qui est clairement une translation. Ainsi (X, w) est naturellement munie
d’une structure de surface de translation, et tout point qui n’est pas un zéro

pour w est régulier.
Si maintenant nous nous plagons autour d’un zéro Py de degré d de w,

nous avons alors
P z
/ w = / wldw,
Py 0
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donc il s’agit d’un revétement de degré d+ 1 autour de ce point, d’angle
2(d + 1)m. Ce point est alors une singularité d’ordre d.

Dans la suite, nous noterons donc (X,w) une surface de translation, ou
X est une surface de Riemann munie d’une 1-forme holomorphe w.

Nous avons vu au début de cette introduction que les surfaces de trans-
lation proviennent a l’origine des billards.
Nous allons nous intéresser en particulier aux billards polygonaux.

Définition 1.1.3 Un billard polygonal est un systéme dynamique composé
d’un polygone (la table de billard), dans lequel nous étudions la trajectoire
d’un point partant dans une direction et rebondissant sur les parois selon les
lois de Uoptique géométrique, c’est-a-dire que l’angle de réflexion est égal a
l’angle d’incidence.

Le billard polygonal est dit rationnel si les angles de la table sont des
multiples rationnel de 7.

L’exemple le plus simple est celui du billard carré :

FiGURE 1.3 — Trajectoire d’un point dans le billard carré.

Ce systeme dynamique est tres simple : si 'angle est un multiple ration-
nel de m, presque toute orbite est périodique, dans le cas contraire presque
toute orbite est dense (et en fait bien plus, mais nous y reviendrons plus
tard). Il a par exemple été étudié dans [Tab95].

Dans leur article ([KZ75]), Katok et Zemliakov ont établi un procédé
permettant de passer d’un billard polygonal rationnel a une surface de trans-
lation : le dépliage.
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Nous allons Pappliquer sur l’exemple précédent, se rapporter a [Zor06]
pour le résultat en toute généralité.

Plutét que de réfléchir la trajectoire du point lorsqu’il arrive contre une
paroi, nous allons plutot réfléchir la table selon cette paroi.

Voici ce que nous obtenons pour le carré :

FIGURE 1.4 — Billard carré déplié.

Le nombre de copies que nous obtenons est fini. Il s’agit du nombre
d’éléments dans le groupe engendré par les réflexions selon les cotés du
polygone. Ce groupe est fini car les angles sont des multiples rationnels de
.

Dans notre exemple, nous obtenons 4 copies du carré, une pour chaque
élément du groupe engendré par deux réflexions d’axes orthogonaux, qui est
bien siir le groupe diédral Ds. La surface obtenue est alors un carré dont les
cOtés opposés sont identifiés : il s’agit d’un tore, 'exemple le plus simple de
surface de translation.

1.1.2 Espace des modules et coordonnées locales

Dans cette partie, nous allons nous intéresser aux surfaces de translation
en tant que points d’un espace : ’espace des modules. Pour plus de détails,
ainsi que pour les démonstrations, se rapporter a [Zor06].

Considérons donc une surface de translation (X,w). Notons ¥ ’ensemble
des zéros de w (donc I'ensemble des singularités de la structure de transla-
tion). Choisissons alors une base de I'homologie relative H;(X,%,C). Si X
est une surface de genre g et X est un ensemble de n points, nous savons
que Hi(X,X,C) est de dimension 2g +n — 1. Notons ay, b1, az, ba, ..., a4, by
une base symplectique de cycles absolus de Hq(X,C) et complétons-la avec
des cycles relatifs ¢y, ..., cp_1.

Nous pouvons alors intégrer w sur chacun de ces cycles. Ainsi I’élément

( fai w, fbi w, fci w) forme les coordonnées locales de (X,w), appelées coor-
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données des périodes

Puisque nous voyons les surfaces de translation comme des surfaces de
Riemann munies d’une 1-forme holomorphe, nous allons nous intéresser aux
espaces des modules des 1-formes holomorphes. Il faut d’abord remarquer
que cet espace est stratifié en fonction des données combinatoires des zéros
de la 1-forme (leur nombre et leurs degrés).

La maniere la plus simple de le voir est la suivante. Considérons la
décomposition d’'une surface de translation sous la forme d’un polygone.
Une légere déformation des cotés de ce polygone nous fournit un autre po-
lygone, donc une autre surface de translation, mais de méme genre, dont les
singularités ont la méme donnée combinatoire.

Par exemple les deux surfaces définies ci-dessous forment deux surfaces
de translation, ayant deux singularités de degré 1, qui sont ”proches” dans
I’espace des modules.

FI1GURE 1.5 — Déformation d’un polygone.
Notons alors ki, . .., kn, les degrés des zéros de w, avec Y ;" | k; = 29 — 2.

Définition 1.1.4 L’ensemble des surfaces de translation de genre g ayant
m singularités de degrés ki, ..., kmn, ou encore l’ensemble des surfaces de
Riemann de genre g munies d’une 1-forme holomorphe w admettant m zéros
de degrés ki, ..., kn est appelé une strate et est notée H(ki, ..., km).

Dans cette définition, nous rappelons que deux polygones équivalents par
découpage et recollement fournissent la méme surface de translation, donc
le méme point d’une strate.

Les deux surfaces de genre 2 définies ci-dessus sont par exemple deux
éléments de H(1,1), tandis que 'octogone et sa version découpée de la sec-
tion précédente représentent le méme élément de H(2).

1.1.3 Groupe de Veech et flot linéaire

Les énoncés de cette section proviennent principalement de Veech ([Vee89)).
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Soit (X,w) une surface de translation comme notée dans la section
précédente. Nous allons nous intéresser aux applications sur cette surface
qui conservent la structure de translation.

Définition 1.1.5 Soit (X,w) une surface de translation, et notons ¥ l'en-
semble de ses singularités. Un difféomorphisme affine est une application
f: X — X telle que :

1. f préserve ¥ ;
2. f est un difféomorphisme sur X \ X ;

3. f est affine : dans les cartes, elle est de la forme z — A.z + b avec

A€ GLI(R) etbeC.

Nous remarquons que la matrice A est indépendante des cartes, puisque
les changements de cartes sont des translations. Elle ne dépend donc exclu-
sivement que de f. De plus, comme la surface X est d’aire finie, il est clair
alors que A € SLy(R). Dans les cartes, nous voyons alors que A = df est
exactement la dérivée au sens usuel. Nous appellerons donc A la dérivée de
f, que nous noterons df ou D(f).

Notons

AffT(X,w) = {f : X — X | f difféomorphisme affine préservant I'orientation}

Nous pourrons également noter ce groupe Aff™(X,X), la donnée de &
nécessaire a la définition étant incluse dans celle de w.

La composition de deux difféomorphismes affines entrainent naturelle-
ment le produit des matrices correspondantes. Nous avons alors un mor-
phisme D : Aff (X, w) — GL3 (R), qui a un difféomorphisme affine f associe
la matrice A = df = D(f).

Définition 1.1.6 Soit (X,w) une surface de translation. Son groupe de
Veech, noté SL(X,w), est l’image du morphisme D : D(Aff*(X,w)).

Puisque nos surfaces de translation sont d’aire finie, le groupe de Veech
est un sous-groupe de SL(R).

Il existe cependant une autre fagon de voir ce groupe. Considérons une
matrice A € GL3 (R). Si (X,w) est une surface de translation, nous obtenons
une autre surface de translation en composant les cartes de (X,w) par A.
Nous remarquons facilement qu’une telle composition ne modifie pas les
données combinatoires de (X, w).

Nous avons donc une action du groupe GL;r (R) sur les strates de I'espace
des modules des surfaces de translation.

Définition 1.1.7 Le groupe de Veech d’une surface de translation est son
stabilisateur sous l’action précédente.
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Bien évidemment, comme X est d’aire finie, son groupe de Veech est un
sous-groupe de SLy(R) : puisque une matrice doit conserver X, elle conserve
en particulier son aire.

Cette action a une traduction bien plus visuelle. Par définition, une sur-
face de translation se décompose en un nombre fini de polygones dans le
plan. SLo(R) agit alors naturellement sur ces polygones, en conservant de
plus les structures affines : deux cotés paralleles de méme longueur res-
tent deux cotés paralleles de méme longueur apres ’action d’une matrice de
SLa(R).

Si les polygones obtenus représentent la méme surface de translation,
c’est-a-dire s’ils peuvent se découper pour reformer les polygones de départ
avec les identifications, alors la matrice est un élément du groupe de Veech.

Par exemple, 'action de la matrice

sur I'octogone précédent nous donne le polygone suivant, ot les cotés opposés
sont identifiés :

FIGURE 1.6 — Action de M sur I'octogone.

En découpant ce polygone comme dans la figure suivante, nous obtenons
notre octogone de départ :

FIGURE 1.7 — Découpage et recollement pour retrouver 1'octogone.

Ainsi, la matrice M est dans le groupe de Veech de la surface X définie
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par 'octogone.

Le groupe de Veech d’une surface de translation finie est donc un sous-
groupe de SLy(R). Nous pouvons cependant en dire plus.

Proposition 1.1.8 Le groupe de Veech d’une surface de translation est un
groupe fuchsien non cocompact.

La démonstration d’un tel résultat peut se trouver dans [Vee89].

Nous rappelons qu'un groupe fuchsien est un sous-groupe discret de
SLa(R). Ainsi pour une surface de translation (X,w), son groupe de Veech
SL(X,w) est un sous-groupe discret de SL2(R) tel que SL2(R)/ SL(X,w)

soit non compact.

Nous finirons ces énumérations des propriétés du groupe de Veech par
une classe spéciale de surfaces de translation.

Définition 1.1.9 Une surface de translation est une surface de Veech si
SL(X,w) est un réseau de SLa(R), c’est-a-dire si SLa(R)/SL(X,w) est de
volume fini.

La mesure sur les quotients de SLa(R) est la mesure hyperbolique clas-
sique de H. En effet, SLy(R) agit par isométries sur le demi-plan supérieur
H. Puisque SL(X,w) est un groupe fuchsien, il agit proprement disconti-
nument sur H et admet au moins un domaine fondamental. Le volume de
H/ SL(X, w) est alors I'aire hyperbolique de n’importe lequel de ses domaines
fondamentaux. Puisque PSLa(RR) est le fibré unitaire tangent de H, nous ob-
tenons que le volume de SLa(R)/ SL(X, w) est celui de H/ SL(X, w), multiplié
par un facteur .

Cette classe de surface aura son importance dans la suite, grace a ses
propriétés dynamiques particulieres.

Nous allons maintenant nous intéresser aux surfaces de translation comme
systeme dynamique. Nous savons déja que les surfaces de translation sont
munis d’une métrique plate, provenant de la métrique dz de C. Nous nous
intéressons donc au flot géodésique sur ces surfaces, que nous appellerons
flot linéaire.

Définition 1.1.10 Le flot linéaire sur une surface de translation (X,w)
dans la direction 0 associe a un point x et a un réel positif t le point x' =
Dy(x,t), situé a distance t du point x sur la géodésique passant par x d’angle
0 par rapport a la direction horizontale.

Nous remarquons encore dans cette définition I'importance de fixer une
direction verticale (ou horizontale) sur les polygones définissant la surface
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de translation. Nous étendrons cette définition dans le cas ol ¢ est négatif
de maniere intuitive : dans ce cas il s’agira du point a distance —t de x dans
la direction 6 + 7.

Revenons maintenant sur les surfaces de translation obtenues par dépliage
d’un billard. Nous voyons clairement sur ’exemple de la section précédente
ce que devient la trajectoire d’un point du billard par le dépliage : il s’agit
d’une orbite sous ’action du flot linéaire.

Ainsi toute la dynamique d’un billard polygonal admet une traduction
dans le langage du flot linéaire sur une surface de translation.

La présence de singularités fait que ce point x’ de la définition n’est pas
toujours défini. Il se peut par exemple que la géodésique passant par x dans
une direction 6 ne se prolonge pas a l'infini : c’est le cas si elle rencontre une
singularité.

Il se peut méme que cette géodésique ne se prolonge pas dans les deux
directions.

Définition 1.1.11 Un lien de selles est un segment géodésique reliant deux
singularités (distinctes ou non).

Dans 'exemple précédent de la surface de genre 2 obtenue a partir d’un
octogone régulier, chaque coté de I’octogone est un lien de selles de la surface.

Définition 1.1.12 Un cylindre sur une surface de translation est une union
de cercles géodésiques homotopes, mazximal pour l'inclusion.

Un cylindre est toujours bordé par des liens de selles (qui peuvent étre
identiques). Cette notion est en fait présente sur toute surface de translation
([Mas82]).

Théoreme 1.1.13 Toute surface de translation admet des directions dans
lesquelles elle admet un cylindre.

Nous pouvons déja citer quelques résultats sur ces notions.

Proposition 1.1.14 L’ensemble des directions dans laquelle une surface de
translation (X,w) admet des liens de selles est dénombrable.

Si p est un lien de selles, I’élément de fpw € C est appelé une période de
w. Nous notons A(w) ’ensemble des périodes de w.

Il se peut que la surface se décompose en un nombre fini de cylindres
dans une direction. Nous dirons alors que le flot linéaire est complétement
périodique dans cette direction.
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Remarque 1.1.15 La notion de périodicité signifie simplement que la sur-
face se décompose en cylindres. Ces derniers peuvent avoir des longueurs
rationnellement indépendantes, donc il n’existe pas forcément de période au
sens classique pour le flot linéaire.

Théoréme 1.1.16 L’ensemble des surfaces de translation admettant une
direction completement périodique est de mesure nulle.

Nous rappelons que les strates de surfaces de translation sont naturelle-
ment munies d’'une mesure, la mesure de Masur-Veech. Les démonstrations
de ces résultats peuvent se trouver dans [Mas82] ou [Vee82].

La notion de complete périodicité est donc tres rare.

Intéressons-nous maintenant a une autre propriété naturelle d’un systeme
dynamique, la minimalité. Nous rappelons qu’un systéme dynamique est mi-
nimal si chaque orbite est dense.

Le résultat suivant est du a Katok et Zemliakov, voir [KZ75] pour une
démonstration.

Théoréme 1.1.17 Si une surface de translation n’admet pas de liens de
selles dans une direction 0, le flot linéaire est minimal dans cette direction.

D’apres la proposition 1.1.14, il est clair que le flot linéaire est minimal
dans presque toute direction.

Il est en fait bien plus. C’est ce que nous dit le théoréme suivant, da a
Kerckhoff-Masur-Smillie ([KMSS86]).

Théoréme 1.1.18 Soit (X, w) une surface de translation. Alors dans presque
toute direction 0, le flot linéaire @y est uniquement ergodique.

Nous rappelons qu’un systéme dynamique est ergodique pour une me-
sure si les ensembles invariants sont de mesure nulle, ou de complémentaire
de mesure nulle. Il est uniquement ergodique si une telle mesure est unique.

Ces deux notions (périodicité et unique ergodicité) sont bien évidemment
disjointes. Il existe cependant une classe de surfaces pour lesquels ce sont les
deux seuls cas possibles. 1l s’agit des surfaces de Veech, déja vues plus haut.

Théoréme 1.1.19 (Alternative de Veech) Soit X une surface de Veech.
Alors pour chaque direction 0, le flot linéaire ®g dans cette direction est soit
complétement périodique, soit uniquement ergodique.

Nous pouvons voir cette alternative comme une généralisation du théoreme
de Weyl ([Wey16]) concernant les rotations du cercle : la rotation est périodique
si et seulement si I’angle est rationnel ; elle est uniquement ergodique si et
seulement si I’angle est irrationnel.
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Cependant ce n’est pas aussi simple dans le cadre des surfaces de Veech.
En effet, pour une surface de Veech quelconque, I’ensemble des directions
completement périodiques est en général inconnu.

C’est par contre connu dans le cas du tore carré, exemple le plus simple
de surface de Veech. Dans ce cas, si I'angle est un multiple rationnel de 7
alors le flot linéaire est completement périodique, dans le cas contraire il est
uniquement ergodique.

D’apres le lien entre le flot linéaire et la dynamique d’un billard, nous re-
trouvons le résultat énoncé pour le billard carré, dans une version améliorée.

Dans la suite, quand nous parlerons de direction d’un flot, nous ne parle-
rons plus d’angle § €]—m, 7], mais de direction a € RU{o0}, o correspondant
a la pente de la droite d’angle 6.

Ainsi, si 0 €] — §, 5], nous avons la relation o = tan(f), avec la conven-
tion tan(%) = co. Pour les autres directions, étudier le flot linéaire ®) dans
la direction @ revient a étudier le flot linéaire <I>9_f;7r dans la direction 6 + 7,
en inversant le sens du temps. Nous pouvons donc nous restreindre a I’étude

des directions v € R U {o0}.

Tous les résultats vus jusqu'’ici se traduisent bien évidemment avec cette
nouvelle définition.

1.2 Origamis

1.2.1 Premiéres définitions

Nous allons maintenant définir les objets principaux de cette these : les
surfaces a petits carreaux, ou origamis.

Les définitions qui suivent sont classiques et peuvent se trouver dans
Hubert-Lelievre ([HLO6]), Yoccoz ([Yocll]) ou encore Zmiaikou ([Zmill]).

Définition 1.2.1 Un origami O est un revétement © : X — T? = R?/7Z>
fini, connexe, non ramifié sauf éventuellement au-dessus de 0 € T2.

D’un point de vue topologique, la surface X est alors obtenue en recollant
des carrés, préimages de T2.
Nous pouvons alors donner une autre définition d’'un origami.

Définition 1.2.2 Un origami est une collection finie de carreauzr unitaires
euclidiens qui sont collés en respectant les régles suivantes :
— chaque coté droit (resp. haut) d’un carreau est identifié au coté gauche
(resp. bas) d’un carreau;
— la surface topologique obtenue est conneze.
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Ces deux définitions sont clairement équivalentes.

Un carreau de O est une composante connexe de 7 '((R\ Z)?/Z?), le
nombre de carreaux correspondant alors au degré du revétement, et le re-
collement étant indiqué par la monodromie de 7.

Réciproquement, si nous donnons l'origami sous la forme de carreaux
collés entre eux, le revétement est naturellement défini en projetant chaque
carreau sur le tore T2, le revétement étant alors ramifié en les sommets des
carreaux.

Il s’agit d’'un cas particulier de surfaces de translation : en effet, nous
savons déja que T? est l'exemple le plus basique de surface de translation.
Il est donc muni d’une 1-forme holomorphe, la forme dz qui provient de C.
Cette 1-forme holomorphe remonte alors sur X via le revétement m, et en
fait donc une surface de translation.

Sauf indication contraire, les origamis dessinés a partir de maintenant
auront leurs cotés opposés identifiés.

Nous noterons généralement un origami O quand nous parlons de ['objet
combinatoire (les carreaux et leurs recollements), tandis que nous noterons
X ou (X,w) si nous parlons de la surface a petits carreaux, vue comme
surface de translation.

Pour distinguer une surface a petits carreaux dans 1’ensemble des sur-
faces de translation, nous utilisons la proposition suivante, démontrée dans

[HLOG6].

Proposition 1.2.3 Une surface de translation (X,w) est une surface a pe-
tits carreauz si et seulement si son ensemble des périodes A(w) est un sous-
réseau de Z2 de rang 2. Nous Uappellerons alors réseau des périodes.

Cette proposition nous donne alors une autre définition d’un origami
comme surface de translation.

Dans toute la suite, nous noterons 77 'origami trivial a un carreau, qui
correspond & un tore. Voyons maintenant la notion de morphisme qui peut
exister entre ces objets.

Définition 1.2.4 Soient O (7 : X — T?) et O' (7' : X' = T2) deux
origamis. Un morphisme de O vers O est une application p : X — X’
continue telle que le diagramme suivant commute :
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Nous noterons un morphisme comme une application p : O — O’, les surfaces
X et X’ étant sous-entendues.

Proposition 1.2.5 Soit p : O — O’ un morphisme avec les notations
précédentes.
Alors p est un revétement fini, non ramifié en dehors de ™~1({0}).

DEMONSTRATION : Notons dans un premier temps que puisque 7’ op = T,
les sommets des carreaux de O sont exactement les pré-images des sommets
des carreaux de O'. Montrons que p est un revétement en dehors de ces
points.

Soit 2’ € X' tel que 7'(z') # 0. Ainsi il existe un voisinage connexe
V de 7'(2') tel que 7~1(V) soit homéomorphe & V x F et n'~1(V) soit
homéomorphe & V' x F’, avec F et F’ finis. Dans ce cas, nous avons

p @ THV)) c AT (V).

Notons f’ € F’ la fibre contenant x/, ¢’est-a-dire 1’élément de F’ tel que
' € V x {f'}. Par continuité de p, il existe une application p : F' — F” telle
que

PV AN =V <  ({))

donc p est un bien un revétement. O

Définition 1.2.6 Un origami O est primitif s’il n’existe de morphismes que
de O wvers lui-méme ou T7.

En clair, un origami est primitif s’il n’est le revétement que de lui-méme
ou de 'origami trivial.

C’est par exemple obligatoirement le cas pour un origami O a p carreaux,
avec p premier. En effet, s’il est le revétement d’un origami O’ a n carreaux,
n divise p, doncn =1 (et O’ =T1) oun =p (et O’ = O).

Définition 1.2.7 Un origami O est réduit si pour tout morphisme p : O —
O’ ot X' est un tore, alors O = O’ ou O' =Tj.

Cette notion est 1égerement différente de la premiere. Un origami primitif
est réduit, le contraire n’est pas toujours vrai.

C’est le cas par exemple sur I'origami de la figure 1.8. Comme le dessin
nous le montre, cet origami n’est pas primitif. Cependant il est réduit, le
seul tore qu’il revét est 'origami trivial 77.

La notion d’origami réduit peut aussi se voir sur la surface de translation,
en utilisant la notion de réseau des périodes. Nous savons déja qu'un origami
admet pour réseau des périodes un sous-réseau de rang 2 de Z2.
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FIGURE 1.8 — Un origami réduit non primitif.

Proposition 1.2.8 Soient O un origami et (X,w) la surface a petits car-
reauz associées, avec g(X) > 2. O est réduit si et seulement si A(w) = Z2.

DEMONSTRATION : Supposons que O ne soit pas réduit. Ainsi il existe un
revétement p : O — T ou T est un tore avec T' # T}. Notons A(w) le réseau
des périodes de O et A(wr) celui de T. Etant donné le revétement P, NOUS
avons A(w) C A(wr). Puisque T est un tore, nous avons A(wr) C Z2.

Ainsi A(w) # Z2.

Supposons maintenant que A(w) # Z2. Considérons alors la surface
R2/A(w). Ce tore est une surface de translation, de réseaux des périodes
A(w) par définition, il s’agit donc bien d’un origami, noté 7', différent de T3.

Si P est un point de O, notons p(P) = fopw mod A(w), qui est un
point de T'. Les singularités de O s’envoient par définition sur le point 0 de
T, application p est clairement continue : il s’agit d’'un morphisme et O
n’est pas réduit. ]

Le cas des tores n’est pas plus compliqué, cependant 1’absence de sin-
gularités rend 1’énoncé plus subtil. Nous savons déja que nous marquons
toujours un point sur le tore (pour définir le groupe de Veech ou encore les
liens de selles par exemple) généralement un sommet de carreau dans le cas
d’un origami.

FIGURE 1.9 — Un origami réduit avec A(w) # Z2.
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Il existe alors des origamis réduits, de réseaux des périodes différents de
72 mais qui sont des tores. C’est le cas par exemple de l'origami de la figure
1.9, qui est primitif donc réduit (car il a 3 carreaux) mais dont le réseau des
périodes est 3Z X Z.

Un origami est donc un revétement ramifié au-dessus du tore T?. Dans
toute la suite, nous allons noter Fy = (x, y) le groupe libre & deux générateurs
x et y, que nous allons identifier au groupe fondamental de la surface connexe
T2\ {0}, olt & et y sont les lacets définis sur le dessin suivant :

FIGURE 1.10 — Générateurs de Fa, le groupe fondamental du tore épointé.

Par la théorie des revétements, en choisissant un point base sur la surface
X\ 7~1({0}), le groupe fondamental de cette surface en ce point base est
un sous-groupe d’indice fini de Fo, 'indice étant le degré du revétement.
Nous voyons alors facilement que ce groupe ne dépend que du carreau ou
I’on choisit le point base.

Définition 1.2.9 Un groupe fondamental d’un origami O est un groupe
fondamental de X \ 7=1({0}) basé en un carreau.

Généralement, nous numéroterons 1 le carreau qui servira de base.

Ainsi un groupe fondamental H d’un origami O a n carreaux est un
sous-groupe d’indice n de FFs. Or puisque Fy est un groupe libre a deux
générateurs, le théoreme de Nielsen-Schreier nous affirme que H est un
groupe libre a n + 1 générateurs (ou de rang n + 1).

Le changement de carreau de base revient alors a conjuguer le groupe
fondamental, comme c’est le cas pour les espaces topologiques.

Considérons par exemple 'origami de la figure 1.11.
Dans le premier cas, une présentation du groupe fondamental est

Hy = (2®, vy~ 22y~ 2, y?, yay ™).
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FIGURE 1.11 — Deux carreaux de base différents pour le groupe fondamental.

Dans le second cas, nous avons
_ /.3 -1 1,2 -1 -1
H2 - <‘T y LY Y, T Y T, T YTy >

Nous obtenons Hy = xHjz~ !, ol x est ’élément permettant de passer
du carreau de base du premier exemple a celui du second.

Nous verrons plus loin une méthode permettant de déterminer une présen-
tation du groupe fondamental d’un origami donné.

Ainsi & un origami a n carreaux correspond une classe de conjugaison de
sous-groupes d’indice n de F.

Réciproquement, considérons un sous-groupe H de Fy d’indice n. En
notant 7 un revétement universel du tore épointé T2\ {0}, nous avons alors
que 7 : T/H — T2\ {0} est un revétement d’ordre n. En complétant 7 /H
par un nombre fini de points, nous obtenons alors un revétement ramifié
du tore, ou encore un origami. Un conjugué de H donne un revétement
isomorphe, donc le méme origami.

Nous pouvons donner ainsi une définition algébrique d’un origami. Cette
définition est celle utilisée dans la these de Schmithiisen ([Sch05]).

Définition 1.2.10 Un origami est une classe de conjugaison de sous-groupes
d’indice fini de Fo.

Voyons maintenant une derniere fagon de définir un origami. Cette défini-
tion a été tres utilisée dans les travaux de Zmiaikou ([Zmill]).

Prenons un origami O a n carreaux et numérotons arbitrairement ses
carreaux. Nous considérons alors les deux permutations o et 7 de §,, définies
de la maniére suivante : le carreau o(i) (respectivement 7(i)) est collé au
coté droit (respectivement haut) du carreau i.
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Définition 1.2.11 Un couple de permutation (o,7) de Sy, est dit transitif si
pour tout couple (i,7), avec 1 < i,j < n, il existe une permutation 6 € (o, T)
tel que 6(i) = j.

Un origami étant connexe, un couple (o, 7) obtenu comme au-dessus est
nécessairement transitif.

La numérotation choisie au départ étant arbitraire, choisir une autre
numérotation donne un couple transitif conjugué. Un couple transitif code
alors de maniere combinatoire comment sont recollés entre eux les carreaux
d’un origami.

Considérons par exemple 'origami suivant, avec deux numérotations
différentes :

FIGURE 1.12 — Deux numérotations du méme origami.

Dans le premier cas, nous obtenons (o1, 7) comme couple transitif, avec
o1 =(123) et 1 = (14), et dans le second cas nous avons le couple transitif
(02, 72) avec o9 = (243) et 75 = (12).

En notant a = (124), nous avons alors acja ™!

= 09 et CtTloéfl = To.

Une autre maniére de le définir est par I’action de monodromie. Puisque
O est un revétement ramifié de 77, il existe une action de Fy sur les car-
reaux de O : I'action de monodromie. Cette action code le revétement, donc
la maniere dont sont recoller les carreaux. Il existe ainsi un morphisme de
groupe p de Fy vers S,,, le groupe de permutation des n carreaux de O. Il
suffit de poser o = p(z) et 7 = p(y) pour obtenir la définition précédente, le
couple (o, 7) étant transitif. Un changement de numérotation entraine une
modification de 'action de monodromie, traduite par une conjugaison de .
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Nous pouvons ainsi nous en servir comme une définition combinatoire
d’un origami.

Définition 1.2.12 Un origami ¢ n carreaux est une classe de conjugaison
d’un couple transitif de Sy,.

Cette définition est la plus pratique pour donner un origami.

Finalement, nous allons énoncer une derniere définition d’un origami,
qui est la définition originelle. Pour plus de détails, se rapporter a Zorich
([Zor06]).

Considérons une strate H(dy, ..., d,) de 'espace des modules d’une sur-
face de translation. Nous rappelons que cette variété est localement iso-
morphe a Pespace H1(X,X,C), ou X est une surface compacte de genre g,
>, est un ensemble de n points de X, les singularités, chacune de degré d;,
avec »_ d; = 2g — 2. Un point de cette variété est une surface de translation
(X, w).

Un point entier de cette variété est un élément dont les coordonnées
locales sont dans

H\(X,%,Z+iZ) C Hi(X,%,C).

Il s’agit alors d’une surface a petits carreaux.

Nous voyons ici que les surfaces & petits carreaux jouent un role impor-
tant dans les strates. Elles permettent par exemple de calculer des volumes
de sous-ensembles de strates, ou de strates normalisées (voir Eskin-Okounkov
([EOO1])).

Pour résumer, voici les différentes définitions d’un origami, chacune étant
utile selon la situation.

Un origami est :

— un revétement connexe fini du tore T?, ramifié au plus au-dessus de
0;

— une collection finie de carreaux identiques collés entre eux;

— une surface de translation dont le réseau des périodes est un sous-
réseau de rang 2 de Z?;

— une classe de conjugaison de sous-groupes d’indice fini de Fo ;

— une classe de conjugaison d’un couple transitif d’'un groupe de permu-
tations;

— un point entier d’une strate.

1.2.2 Groupe de Veech

Nous avons déja vu qu'une surface a petits carreaux est un exemple
particulier de surface de translation. De ce fait, elle admet elle aussi, entre
autres, un groupe de Veech, comme défini dans la section précédente.
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Cependant, les groupes de Veech des surfaces a petits carreaux ont une
propriété supplémentaire, qui permet méme de caractériser ces surfaces. Il
s’agit du théoreme de Gutkin-Judge ([GJ00]).

Théoréeme 1.2.13 Une surface de translation est une surface a petits car-
reaux st et seulement si son groupe de Veech est arithmétique. En particulier,
une surface a petits carreaux est toujours une surface de Veech

Nous rappelons qu’un sous-groupe de SLy(R) est dit arithmétique s’il
partage un sous-groupe d’indice fini avec SLy(Z).

Cependant, pour un origami, nous allons prendre une définition légerement
différente, qui nous permettra de lier la définition algébrique d’un origami a
ce nouveau groupe de Veech par la caractérisation de Schmithiisen ([Sch05]).

Dans la section précédente, pour définir le groupe de Veech SL(X,w)
d’une surface de translation (X,w), nous regardions les difféomorphismes
affines de X qui stabilisaient ’ensemble ¥ des singularités.

Pour le groupe de Veech d'un origami O ( w: X — T? ), I'idée consiste
A garder la méme définition en remplacant ¥ par m—1({0}), 'ensemble des
sommets des carreaux, qui contient bien I’ensemble des singularités.

Définition 1.2.14 (Groupe de Veech d’un origami) Soit un origami O
(r: X — T2). Son groupe de Veech est

T(0) = der(Aff+ (X, w, 71 ({0}))).

Le groupe de Veech d’un origami est donc toujours un sous-groupe de
SLs(Z) : il s’agit d’un élément de SLa(R) qui doit conserver Z2, le réseau des
périodes engendré par les liens de selles reliant tous les points de 7=1({0}).

Nous pouvons alors le voir comme le stabilisateur de ’action naturelle
de SL2(Z) sur les origamis. De plus, un élément de SL2(Z) ne modifiant
pas laire, il transforme un origami en un origami ayant le méme nombre de
carreaux.

Nous en déduisons alors la proposition suivante.

Proposition 1.2.15 Le groupe de Veech T'(O) d’un origami O est un sous-
groupe d’indice fini de SLa(Z).

Le groupe de Veech d’un origami est toujours un groupe fuchsien. Le
groupe de Veech d’un origami est bien évidemment lié au groupe de Veech
de la surface a petits carreaux.

Proposition 1.2.16 Soit O (7 : X — T?) un origami. Alors T'(O) est un
sous-groupe d’indice fini de SL(X,w).
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DEMONSTRATION : Considérons un difféomorphisme affine de X qui préserve
I'ensemble des sommets 7~ 1({0}). Il doit alors conserver les degrés des
points. Ainsi les points réguliers sont envoyés sur des points réguliers, et
les singularités sont envoyées sur des singularités de méme degré.

Il est alors clair que I'(O) C SL(X, w).

Puisque SL(X,w) et SL2(Z) sont commensurables, il existe un sous-
groupe commun G tel que [SLa(Z) : G] < +o0 et [SL(X,w) : G] < +o0.
Nous savons aussi que [SLa2(Z) : I'(O)] < +oo. Dans ce cas, I'(O) N G est
d’indice fini dans SL2(Z), donc dans G et par conséquent dans SL(X,w).

Finalement I'(O) N G C T'(O) C SL(X,w) avec I'(O) N G d’indice fini
dans SL(X,w), donc [SL(X,w) : I'(O)] < +00.

n

Il arrive cependant assez souvent que ces deux groupes soient identiques.

Proposition 1.2.17 Soit O (7 : X — T2) un origami. Si O est réduit,
alors T'(O) = SL(X,w).

DEMONSTRATION : Soit A € SL(X,w). Alors A préserve O et ses singu-
larités, mais également A(w). Puisque O est réduit, A(w) = Z2, et ainsi A
préserve tous les sommets des carreaux de O, donc A € T'(O). O

Nous allons maintenant rappeler les résultats établis par Schmithiisen
([Sch05]), liant le groupe de Veech d'un origami O au stabilisateur d’un
groupe fondamental H de O.

Commencons par un résultat classique de théorie des groupes.

Théoreme 1.2.18 Pourw € Fo, |w|, et |w|, désignent la somme algébrique
des puissances de x et de y respectivement dans w. Alors 'application

B: Out(Fg) — GLQ(Z)
_ V(@) 7 (W)|a
L (!v(x)!y w<y>ry>’

ou y est un représentant de 7, est un isomorphisme.

On notera 3 = Bop, ot p : Aut(F2)—Out(Fq) est la projection canonique.

On notera Autt(Fy) = 571(SLy(Z)) et Out(Fy) = Aut™ (Fy)/ Inn(Fy),
car Inn(Fs) < Aut™(F3) de maniere évidente.

On remarque alors que S(Inn(Fy)) = {I}.

Posons donc
Ys - IFQ — ]FQ

Ty yr—>m_1
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et
YT - IFQ — FQ

r—x , Y=y,

alors vs et yr € Aut™(Fs), B(vs) = S et B(yr) =T,
Ainsi, si A = W(S,T) € SLy(Z), alors en posant y4 = W(vyg,vr) nous
obtenons

va € 57 ({A}).

Le résultat suivant permet de relier le groupe de Veech d’un origami au
stabilisateur d’un de ses groupes fondamentaux. La démonstration se trouve
dans [Sch05].

Théoréme 1.2.19 (Caractérisation de Schmithiisen) Soient O un ori-
gami et H un groupe fondamental de O. Alors

F(O) = B(StabAut+ (]FQ) (H))
Nous en déduisons rapidement le corollaire suivant.

Corollaire 1.2.20 Soient Oy et Os deuz origamis, et Hy, Hy deux groupes
fondamentaux de O1 et Oy respectivement.
Si Hy = Norm(Hs), alors T'(O2) C T'(Oy).

DEMONSTRATION :
Soit v € Stab ¢+ (r,) (Hz), donc v(Hz) = Ha. Ainsi pour w € Hj,

Hy = y(Hz) = y(wHyw™") = y(w)y(Ha)y(w) ™" = ~(w) Hyy(w) ™,

donc y(w) € Hy = Norm(Hz), ou encore 7 € Staby ¢+, (H1).
Ainsi
Stab i+ (ry) (H2) C Staby i+, (H1)

et d’apres le théoreme précédent, I'(O2) C I'(Oy). O

Schmithiisen utilise son résultat pour produire un algorithme qui permet
de calculer des générateurs du groupe de Veech d’un origami donné. En effet,
puisque I'(O) est un sous-groupe d’indice fini de SLg(Z), c’est un groupe
fuchsien de premiere espéce, donc il est de type fini.

Il est donc nécessaire d’avoir un groupe fondamental de ’origami dont
nous voulons le groupe de Veech. Présentons donc ici une méthode pour
déterminer un groupe fondamental d’un origami.

Pour cela, nous allons donner une nouvelle définition d’un origami, sous
la forme d’un graphe.



34 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Définition 1.2.21 Un graphe d’origami est un graphe fini orienté conneze,
dont les arétes sont étiquetées x et y et tel que de chaque sommet part et
arrive une seule aréte x et une seule aréte y.

Ce graphe représente effectivement un origami numéroté : chaque som-
met du graphe représente un carreau, et les recollements sont donnés par les
arétes (z pour les recollements horizontaux et y pour les verticaux). Si O
est un origami a n carreaux, alors son graphe associé a n sommets, n arétes
x et n arétes y.

Par exemple, voici un origami numéroté et son graphe associé :

x

FI1GURE 1.13 — Un origami numéroté et son graphe.

Considérons donc un origami O et notons G un graphe associé. Le groupe
fondamental de O basé en le carreau 1 est alors ’ensemble des lacets de G
basés en 1.

Nous pouvons extraire de G un arbre maximal 7. Par définition, 7 a n
sommets et n — 1 arétes. Chacune des n + 1 arétes de G\ 7 va nous fournir
un générateur du groupe fondamental de maniere classique. Il s’agira de
I'unique lacet passant une seule fois par cette aréte orientée et par aucune
autre de G\ 7.

Reprenons I'exemple de la figure 1.14. Dans ce cas, le groupe fondamental

est alors

1 1

H = (z,y*,y layzy,y 2%y, y o yay).

Le méme raisonnement peut s’appliquer directement sur 'origami une
fois qu’il a été numéroté. 11 suffit de choisir n+1 arétes qui "ne déconnectent
pas” lorigami : il s’agit d’un ensemble S d’arétes telles que O \ S reste
connexe.

Il faut alors prendre les n + 1 mots de Fo qui passent une unique fois par
chaque aréte et aucune fois par les autres. Ces n 4 1 mots vont engendrer le
groupe fondamental de O.

Ainsi sur le méme exemple que précédemment, nous enlevons les arétes
en pointillé pour obtenir les générateurs de H.
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FI1GURE 1.15 — Calcul du groupe fondamental a partir de ’origami.

1.2.3 Flot linéaire sur un origami

Nous parlerons de flot linéaire sur un origami, alors que nous parlons
évidemment du flot linéaire sur la surface de translation associée.

Puisqu’un origami est une surface de translation, les notions de liens de
selles et de cylindres vues dans la section précédente s’appliquent toujours
ici. Cependant, comme pour le groupe de Veech, il existe une notion tres
légerement différente dans le cas des origamis. Ainsi, nous considererons
tous les sommets des carreaux d’un origami quand nous parlerons de liens
de selles ou encore de cylindres. Par exemple, 'origami de la figure 1.16
admet un cylindre dans la direction horizontale mais trois dans la direction
verticale.

Le groupe de Veech d’un origami va également conserver ces décomposi-
tions en cylindres.

Définition 1.2.22 Un cusp d’un groupe fuchsien est une classe d’équivalence
d’un élément parabolique sous l’action de ce groupe.
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FIGURE 1.16 — Un origami avec trois cylindres dans la direction verticale.

Nous pouvons nous reporter a [Kat92] pour plus de renseignements sur
les groupes fuchsiens.

Nous rappelons qu’un élément de R U {oo} est dit parabolique pour un
groupe fuchsien s’il est stabilisé par un élément parabolique, c¢’est-a-dire un
élément de trace £2.

Ainsi dans le cas des groupes de Veech d’un origami, les éléments para-
boliques sont des rationnels (et méme tout ’ensemble Q U {oo}).

Cette notion a un aspect bien plus géométrique qui lui vaut son nom.

Il est connu que SLa(R) agit de maniere naturelle sur le demi-plan de
Poincaré H par homographie.

Cette action a de bonnes propriétés, permettant de dessiner des domaines
fondamentaux. Il est par exemple bien connu que le groupe modulaire SLy(Z)
a pour domaine fondamental la figure suivante, qui nous donne alors la
surface modulaire H/ SLy(Z), homéomorphe & une sphere épointée.

FIGURE 1.17 — Domaine fondamental de SLa(Z) et surface modulaire.
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Le cusp apparait clairement : il s’agit de cette pointe infinie, mais qui
n’empéche pas la surface d’étre de volume finie, son volume étant par défi-
nition l'aire hyperbolique d’un de ses domaines fondamentaux.

Un groupe de Veech d’un origami étant un sous-groupe d’indice fini
de SLy(Z), nous pouvons obtenir un domaine fondamental en prenant un
nombre fini d’images du domaine fondamental précédent de SLo(Z). La sur-
face obtenue est encore de volume finie, résultat que nous connaissions déja,
un origami étant une surface de Veech.

Par exemple, I'origami suivant

F1GURE 1.18 — Un origami O.

admet pour domaine fondamental le domaine suivant, avec la surface
associée :

FIGURE 1.19 — Domaine fondamental de T'(O) et la surface associée.

Nous voyons donc que cet origami admet deux cusps.
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Considérons une direction £ sur un origami O. Cette direction peut aussi
q

étre vue comme un vecteur <Z) . O se décompose naturellement en cylindres

dans cette direction. Puisque O est inchangé par un élément A € T'(0), il

/

est alors clair que dans la direction %, ou

(£)-16)

O se décompose en le méme nombre de cylindres.

Ainsi tous les éléments d'un cusp d’un groupe de Veech d’un origami
nous donnent une décomposition de cet origami en le méme nombre de cy-
lindres. Nous parlerons alors d’un cusp da d cylindres.

Il faut cependant noter que la réciproque est fausse : un origami peut
avoir deux cusps distincts, dans lesquels 'origami se décompose en le méme
nombre de cylindre.

C’est le cas de I'exemple de la figure 1.18. En effet, nous voyons clai-
rement qu’il admet deux cusps, I'un contenant la direction 0 et l'autre la
direction co. Nous remarquons sur la figure 1.18 que dans la direction ho-
rizontale, I'origami se décompose en deux cylindres de tailles différentes,
tandis que dans la direction verticale, I'origami se décompose en deux cy-
lindres de méme taille.

Cet origami admet donc deux cusps a deux cylindres.

Puisqu’un origami est une surface de Veech, il vérifie I'alternative de
Veech 1.1.19. Cependant nous pouvons dans ce cas déterminer directement
les directions périodiques.

Proposition 1.2.23 Soit O un origami et considérons le flot linéaire dans
une direction o. Nous avons alors la dichotomie suivante :
— si « est rationnel, alors le flot linéaire est périodique et 'origami se
décompose en cylindres dans cette direction ;
— si « est irrationnel, alors le flot linéaire est uniquement ergodique dans
cette direction.

Nous finissons cette partie sur un lemme permettant d’estimer les lon-
gueurs des cylindres sur un origami dans une direction rationnelle donnée.

Lemme 1.2.24 Soit O un origami ¢ n carreauzr. Pour chaque direction
g < 1, les cylindres dans cette direction sont de longueur | < n.q.\/2 et de

> 1.
hauteur h > o3
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DEMONSTRATION : Sur le tore, le cylindre dans la direction g est de lon-
21 2 1 1
gueur \/p? + ¢2 < ¢.v/2, car p < ¢, et de hauteur o > PYoL
Ainsi sur 'origami O, puisque ce dernier a n carreaux, un cylindre dans

la direction % est de longueur au plus n.q.v/2 et de hauteur au moins ﬁ/ﬁ.

O
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Chapitre 2

Résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons énoncer les résultats classiques qui nous
seront utiles, et nous allons définir les objets que nous étudierons.

2.1 Origamis infinis

Dans ce travail, nous allons nous intéresser a des origamis infinis, qui
seront des revétements galoisiens d’origamis finis.

Pour clarifier les choses, voici la définition d’origami infini adaptée pour
ce travail.

Définition 2.1.1 Un origami infini O est un revétement 7 : X — T2 =
R2/Z?* infini dénombrable, connexe, non ramifié sauf éventuellement au-
dessus de 0 € T?.

Comme dans le cas des origamis finis, il est facile de voir que cette
définition est équivalente a la suivante :

Définition 2.1.2 Un origami infini est une collection dénombrable de car-
reaux unitaires euclidiens qui sont collés en respectant les regles suivantes :
— chaque coté droit (resp. haut) d’un carreau est identifié au coté gauche
(resp. bas) d’un carreau;
— la surface topologique obtenue en enlevant les sommets des carreaux
est connexe.

Remarquons dans cette définition que nous enlevons les sommets des
carreaux. En effet, un tel origami pourra avoir des singularités coniques
finies, mais également des singularités coniques infinies. C’est ce qui arrive
si apres identifications un sommet appartient a une infinité de carreaux. Bien
évidemment un tel objet n’est plus une surface topologique : autour d’une

41
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singularité infinie, elle n’est plus isomorphe & R?. II suffit juste d’omettre
ces points lors de la définition.

De la méme manieére, nous pouvons définir les surfaces de translation
d’aire infinie, comme une famille dénombrable de polygones donc les c6tés
sont identifiés deux & deux par translation.

De maniere analogue au cas fini, nous pouvons voir un origami infini
comme une classe de conjugaison de couples transitifs (o, 7) de bijections
de Z, ou encore comme une classe de conjugaison de sous-groupes d’indice
infini de Fs.

Nous avons donc les différentes définitions suivantes pour un origami
infini. Il s’agit :

— d’un revétement connexe dénombrable du tore T?, ramifié au plus au-
dessus de 0;
d’une collection dénombrable de carreaux identiques collés entre eux;
d’une surface de translation d’aire infinie dont le réseau des périodes
est un sous-réseau de rang 2 de Z?;

— d’une classe de conjugaison de sous-groupes d’indice infini de Fs ;
— d’une classe de conjugaison d’un couple transitif du groupe S(Z).

Les notions d’origamis primitifs et réduits restent toujours valables dans
le cas des origamis infinis, ainsi que les liens entre les groupes de Veech (du
point de vue surface de translation ou origami). De plus, la caractérisation
de Schmithiisen reste également vraie, puisque la démonstration n’utilise
pas le fait que les sous-groupes sont d’indices finis.

Ces objets sont étudiés attentivement depuis quelques années. Un des
premiers exemples étudiés est I’exemple de 'escalier infini, que nous rever-
rons plus tard, étudié entre autre par Hubert et Weiss ([HW10]), motivé par
I’étude de la dynamique sur une surface de translation infinie par Hooper
([Hoo10]).

Cet origami peut se définir par exemple par le couple transitif (o, 7) de
S(Z) suivant :

o2n)=2n+1 , o@2n+1)=2n VneZ;
T2n)=2n—-1 , 7(2n+1)=2n+2 VneZ.

Dans un origami infini quelconque, une direction rationnelle peut étre
d’un des trois types suivants : 'origami infini se décompose en cylindres (on
dit alors que cette direction est complétement périodique), en bandes, ou
alors cette direction est mixte, c’est-a-dire qu’il existe des cylindres et des
bandes dans cette direction.

Hubert et Weiss ont alors classifié la dynamique du flot linéaire selon la
pente, et ont obtenu entre autres le résultat suivant :
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Théoreme 2.1.3 Soit Oy escalier infini. Alors sur O :
— les directions rationnelles g avec p ou q pair sont des directions comple-
tement périodiques ;
— les directions rationnelles g avec p et q impairs sont des directions a
bandes.

Ils ont également déterminé la dynamique dans des directions irration-
nelles.

Cet exemple a été généralisé pour les Z-revétements d’origamis finis par
Hooper et Weiss ([HW09]). Nous redéfinirons la notion de Z-revétement qui
nous sera utile dans la section suivante.

L’autre question qui nous intéresse est celle des groupes de Veech. Nous
pouvons citer les travaux d’Hubert et Schmithiisen ([HS10]), qui étudient
les groupes de Veech d’une famille d’origamis infinis, qui sont également des
Z-revétements d’origamis finis, et qui sont tous infiniment engendrés.

Ils utilisent notamment le théoreme fondamental suivant :

Théoréme 2.1.4 Soient O un origami fini et Os un Z-revétement de O.
Si O admet une direction a un cylindre, alors le groupe de Veech T'(Os) est
soit un réseau, soit il est infiniment engendré.

Nous finissons cette section sur un autre résultat utilisé pour déterminer
des éléments du groupe de Veech d’un origami infini, liant le groupe de Veech
aux propriétés dynamiques du flot linéaire.

Lemme 2.1.5 Soit O un origami infini et soit A € SLo(Z). S’il existe une

direction a € QU{oo} telle que les directions o et A.cv ne sont pas du méme
type, alors A ¢ T'(O).

Nous utiliserons ce lemme pour déterminer plus loin les groupes de
Veech d’un troisieme exemple : le modele du wind-tree. Ce modele, prove-
nant de la physique des gaz et introduit par le Ehrenfest-Ehrenfest ([EE12,
EE59]), nous fournit, pour de bons parameétres, un origami infini obtenu en
dépliant une table de billard d’aire infinie. Il fut étudié premierement par
Hubert-Lelievre-Troubetzkoy ([HLT09]), puis par Delecroix-Hubert-Lelievre
([DHL11]) et Avila-Hubert ([AH12]), qui fournissent le résultat suivant.

Théoréme 2.1.6 Le flot linéaire est récurrent sur tout origami infini dans
le modéle du wind-tree.

Par contre, le flot linéaire n’est pas ergodique sur un tel modele, comme
nous le prouvent les résultats de Fraczek et Ulcigrai ([FU11]).
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2.2 (G-revétements

Voici les objets essentiels qui seront étudiés dans la suite.

Considérons deux origamis O et O et un groupe G. Nous dirons de
maniere naturelle que O est un G-revétement de O s'il existe une application
7 : O — O qui est un revétement, ramifié au plus au-dessus des sommets de
O, et dont le groupe de revétement est G.

Par la théorie des revétements, il existe un lien entre les groupes fonda-
mentaux de O et O. C’est ce point qui nous servira de définition.

Définition 2.2.1 Soient O un origami et G un groupe. Un origamsi O est
un G-revétement de O si pour un groupe fondamental H de O, il existe un
groupe fondamental H de O tel que H est distingué dans H et H/H ~ G.

Réciproquement, nous pouvons alors définir un G-revétement comme un
morphisme surjectif ¢ : H — G, de noyau H.

Si G est un groupe fini et O un origami fini, alors O est un origami fini
ayant n | G | carreaux, ol n est le nombre de carreaux de O. Dans le cas ou
G est infini, O est alors un origami infini.

Si 'origami de base O est l'origami trivial & un carreau, c’est ce que
Zmiaikou appelle un origami régulier ([Zmill]). Nous étendons naturelle-
ment cette définition au cas ou G est infini.

Nous savons qu'un groupe fondamental H d’un origami O correspond a
un carreau de base et qu’'un changement de carreau de base va mener a un
groupe fondamental conjugué a H.

Ici, si H correspond a un carreau s de O, H correspondra a un relevé de s
sur O. Il correspondra méme a n’importe quel relevé de s, étant donné que H
est distingué dans H. Donc l'origami O correspond a la classe d’équivalence
de H, classe finie (autant d’éléments que la classe d’équivalence de H) com-
posée de sous-groupes d’indice fini, si GG est fini, d’indice infini sinon.

Si O est un origami a n carreaux, nous savons que ses groupes fondamen-
taux sont des groupes libres de rang n + 1. D’apres la définition précédente,
il existe un morphisme surjectif de H dans G. Il faut donc que n + 1 soit
supérieur au nombre minimal de générateurs de G.

D’un point de vue plus combinatoire, pour construire un G-revétement
d’un origami O, il faut d’abord choisir d générateurs (g;)1<i<q de G ainsi
que d arétes (a;)i1<i<q de O, chaque aréte correspondant a un générateur.
Ensuite il faut prendre une copie de O pour chaque point de G, puis recoller
ces copies le long des arétes choisies : nous collons la copie x a la copie y le
long de leurs arétes a; si x.¢g; = y. Il faut donc que les arétes choisies soient
telles que l'origami privé de ces d arétes reste connexe. Il est clair dans ce
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point de vue que si O a n carreaux, il faut clairement que d < n + 1, sous
peine de perdre la connexité de O privé de d arétes.

Considérons un origami O & n carreaux, et un ensemble S = (a;)1<i<n+1
de n + 1 arétes telles que O \ S soit connexe. Nous savons déja qu’a chaque
aréte a; nous pouvons associer un unique élément h; € Fo, comme défini dans
le chapitre précédent. La famille (h;)1<i<n41 ainsi obtenue est génératrice
du groupe fondamental H. Si I’aréte a; est associée a un générateur g; d'un
groupe G, le morphisme ¢ : H — G qui définit le G-revétement est donné
par p(h;) = gi.

Par exemple, prenons pour O 'origami trivial a un carreau 77, de groupe
fondamental Fy , et G = Q = {£1, i, £, £k} le groupe des quaternions.
Choisissons les générateurs i et j, respectivement associés a I'aréte verticale
et a ’aréte horizontale de Tj. Alors le revétement 77 = W ainsi obtenu est
un Q-revétement de T} et il s’agit de 'origami extraordinaire, ou eierlegende
Wollmilchsau, étudié par Herrlich et Schmithiisen dans ([HS08]) :

L
T
.
l
|
l
|
<
1

N
Y

(]
N

-
I
T

FIGURE 2.1 — L’eierlegende Wollmilchsau.

Le groupe fondamental de W est donc obtenu comme noyau du mor-
phisme

p: o

111

S = O

x
Yy
Si O est un G-revétement de O, nous pouvons déterminer les couples
transitifs de O a partir de ceux de O de la manieére suivante. Considérons
(0, T) couple transitif de O, origami & n carreaux, ainsi que les arétes (a;)1<i<d
correspondant a des générateurs (g;)1<i<q de G.
Définissons alors les permutations o et 7 de {1, ..., n} xG par ((j,9)) =
(0(4),9-9i) (respectivement 7((j,9)) = (7(j),g.9:)) si 'aréte a; correspon-
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dant & g; est I'aréte (j,0(j)) (respectivement (j,7(5))), o((4,9)) = (¢(4),9)
(respectivement 7((j,¢9)) = (7(j),¢g)) sinon.

2.3 Mots sturmiens

Nous rappelons que lorsque nous parlons de direction d’un flot linéaire,
nous parlons de la pente de la droite. Ainsi une direction est un nombre
a € RU{oco}.

Dans cette section, nous voulons coder de maniére uniforme une trajec-
toire du flot linéaire dans une direction rationnelle dans un origami quel-
conque. Nous allons définir ce codage en nous appuyant sur les travaux
effectués pour le codage des trajectoires dans les billards, notamment sur les
travaux d’Arnoux ([Arn96]).

Nous rappelons que Fo = (x,y) est le groupe libre a deux générateurs,
vu comme groupe fondamental du tore épointé, ot x est le lacet horizontal
et y le lacet vertical. Ainsi Fy agit sur chaque origami, ou z fait avancer
d’un carreau vers la droite et y fait monter d’un carreau vers le haut.

Nous allons associer a chaque rationnel g un élément de Fy qui code le
cylindre dans la direction g sur 'origami trivial T7. Plus précisément, nous

voulons une application injective p : P1Q — Fg, ott P'Q = Q U {cc}. Nous

noterons chaque élément de P'Q par une fraction %, avec les conventions
pEZ,q>0,0:%etoo:%.

Prenons donc 0 < % < 1 rationnel et considérons le cylindre de direction

g sur 77.

P

2 2
g — xyry

FIGURE 2.2 — Mot associé a la direction %

Notons alors w la classe d’équivalence dans Fo de ’ame de ce cylindre,
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basée en le point P, point de 'aréte inférieure du carré représentant T3 le
plus proche du coin inférieur gauche. Nous définissons alors p (g) = w.

Si maintenant £ > 1 ou £ = oo, alors bien sir 0 < 4 < 1. Notons
v1 € Aut(F2) défini par vi(z) = y et v1(y) = z. Nous définissons alors

i (75) =m (,u (%)) : le mot associé a % est obtenu en permutant les z

et les y dans le mot associé a g. Le point P correspondant est sur ’aréte
gauche, c’est le point de I’ame du cylindre le plus proche du coin inférieur
gauche.

Finalement, si g <0, —g > 0, donc en notant v € Aut(FFy) défini par

y2(x) = z et y1(y) = y~!, nous définissons p (%) = v (u (_§)> : le mot
associé a —% est obtenu en remplacant y par y~' dans le mot associé & Z.
Le point P correspondant est sur ’aréte supérieure, c’est le point de I’ame
du cylindre le plus proche du coin supérieur gauche.

1 1

3 2 2 -1,.2,—
5 — yry-xw -5 o ay x7y

FIGURE 2.3 — Mots associés aux directions % et —%.

Nous obtenons ainsi une application injective p : P'Q — Fy, et nous
associons de plus a chaque pu (g) un point P de Tj.

-z

Définition 2.3.1 Si g cQ, p (2) est appelé mot sturmien associé a

p(B)], = o ln ()], =»

Nous pouvons utiliser ces mots sturmiens pour déterminer les longueurs
des cylindres, le cas échéant.

Soit par exemple O un origami fini, et notons H un groupe fondamental
de O. Prenons une direction £ et notons w le mot sturmien associé. Puisque
H est un sous-groupe d’indice fini de Fo, il existe un k£ > 0 minimal tel que
wh € H.

Q3

Remarquons que nous avons ‘,u (g) ) =ptq,

=4q,
x
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Proposition 2.3.2 Soient O un origami fini et H un groupe fondamental
de O. Sous les notations précédentes, le cylindre dans la direction g, dont

’dme passe par le point P, qui est le relevé du point P permettant de définir
w dans le carreau de base pour H, est d’aire n.

DEMONSTRATION : Nous notons [ la longueur du cylindre dans la direction
% sur 77, en suivant la direction g sur O en partant du point P, nous arrivons
sur le point de la méme fibre, dans le carreau obtenu en suivant le mot w.
En répétant ce processus jusqu’a revenir sur P, ce qui signifie que w™ € H,
nous avons parcouru une longueur nl. Puisque le cylindre est d’aire 1 et de
méme hauteur sur 77, le cylindre est d’aire n sur O. U

Nous en déduisons immédiatement un corollaire nous permettant de
déterminer les directions a un cylindre.

Proposition 2.3.3 Soient O un origami a n carreaux et H un groupe fon-
damental de O. En notant w = (g), si wk ¢ Hpourl<k<netw"eH,

alors % est une direction a un cylindre pour O.

DEMONSTRATION : D’apres la proposition précédente, le cylindre dans la di-
rection g est d’aire n. Puisque O est un origami a n carreaux, il est également

p

d’aire n. Le cylindre dans la direction , recouvre donc intégralement O, et

% est une direction a un cylindre pour O. O

Ce résultat reste vrai pour les directions completement périodiques d’un
origami infini, et nous permettent donc de déterminer les aires des cylindres,
et donc les longueurs de ces derniers.

2.4 Récurrence du flot linéaire sur un origami in-
fini

Dans leur article ([HLT09]), Hubert, Lelievre et Troubetzkoy ont étudié
un des premiers modeles d’origamis infinis, le modele du wind-tree. Ils ont en
particulier étudié le flot linéaire sur ce modele, et ont démontré la récurrence
de ce dernier dans certains cas, en utilisant le théoréeme de Patterson-Sullivan
([Sul82]), dont voici une version plus faible qui nous sera utile :

Théoréme 2.4.1 (Patterson-Sullivan) SoitI' C SLa(Z) sous-groupe d’in-
dice fini et soit T un cusp de I'. Alors pour tout k > 0, il existe un sous-

ensemble O de R de mesure pleine tel que : si o € Oy, alors il existe une

suite infinie de rationnels 2—: €T telle que

Vn e N,
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Nous reformulons alors le théoreme de Patterson-Sullivan de la maniere
suivante, adaptée a notre cas : soit (e,), une suite de réels tendant vers 0,
il existe © C [0,1] de mesure 1 tel que si a € ©, alors il existe une suite de

rationnels (g—") dans T tels que pour tout n dans N
"/ n

o — Pn < 5—;
dn dn

Mais avant cela, nous pouvons nous limiter aux directions comprises
entre 0 et 1.

En effet, étudier la direction o < 0 sur un origami défini par un couple
transitif (o,7) revient a étudier la direction —« sur l'origami défini par le
couple transitif (o, 771).

D’autre part, étudier la direction o > 1 sur un origami défini par un
couple transitif (o, 7) revient a étudier la direction é sur l'origami défini par
le couple transitif (7, 0).

A partir de maintenant, les directions étudiées seront comprises entre 0
et 1. Nous pouvons alors énoncer le théoreme principal.

Théoreme 2.4.2 Soit O un origami infini vérifiant les deux propriétés
sutvantes :

— O admet un cusp T de directions complétement périodiques ;

— il existe une constante ¢ > 0 telle que pour chaque direction g eT,
telle que % <1, les cylindres de O, dans cette direction sont tous de
longueur I < c.q.

Alors pour presque toute direction «, le flot linéaire dans la direction «

sur Os est récurrent.

DEMONSTRATION :

Soient donc Oy, un origami infini et 7" un cusp de directions completement
périodiques pour O. Prenons une suite (e,,), de réels qui tend vers 0, et
considérons ’ensemble © obtenu par le théoreme de Patterson-Sullivan.

Choisissons une direction @ € © et montrons que presque tout point
de O est récurrent pour le flot linéaire dans la direction «. Pour cela,
choisissons une aréte verticale I sur Ox.

Montrons dans un premier temps que ’application de premier retour du
flot linéaire dans la direction « sur I est bien définie pour presque tout point
de I, et que de plus cette application est récurrente.

Considérons donc le flot linéaire dans la direction « & partir de I’aréte I.

D’apres le théoreme de Sullivan, nous avons une suite de rationnels (pq—”)
n
n

dans T vérifiant I’approximation

' - pi S 57;’
qn qn
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Pour chaque entier n, nous pouvons découper I en g, sous-intervalle,
correspondant chacun a un cylindre dans la direction p—z intersectant I,
puisque par hypothese Oy se décompose en cylindres dans chaque direction
de T'. Considérons un de ces sous-intervalles J.

La trajectoire d’un point x de J par le flot linéaire dans la direction «
va donc de nouveau couper intervalle J, sauf si cette trajectoire sort du

cylindre dans la direction % passant par .J. Notons C le sous-ensemble de

n

J des points ne revenant pas sur J.

FIGURE 2.4 — Les points de C ne reviennent pas sur J par l'action du flot
linéaire dans la direction «.

La mesure de C' est donc majorée par ‘0 — n) multiplié par la longueur

an
d’un cylindre, c’est-a-dire

d’apres 'hypothese sur la borne de la longueur des cylindres.

Ainsi, puisque nous avons ¢, sous-intervalles comme J, la mesure du
sous-ensemble B de I des points de revenant pas sur I est majorée par
cfl—z.qn = cey. Ceci étant vrai pour tout n, 'ensemble B est de mesure nulle
et presque tout point de I revient sur I par I'action du flot linéaire dans la
direction a.
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Ainsi action de premier retour du flot linéaire sur I est bien définie
pour presque tout point de I, mais cette application est de plus récurrente.
En effet, un point de I revient sur [ si sa trajectoire reste dans des cylindres

dans la direction 22, cylindres dont la hauteur est 1 : presque tout
qn 2 1 g2

n qn

point de I revient arbitrairement proche de lui-méme, car il est clair que
Pn — +00 et g, — +00.

Posons maintenant A, ensemble des points de O, dont I'orbite positive
sous 'action du flot linéaire dans la direction o rencontre I.

Il est alors clair que presque tout point de A est récurrent pour 'action
du flot linéaire dans la direction «, ces points arrivant sur l'aréte I. Ceci
étant vrai pour n’importe quelle aréte verticale, les différents ensembles A
recouvrent 'origami Oy, par minimalité du flot linéaire.

Nous obtenons alors que presque tout point est récurrent sous ’action
du flot linéaire dans la direction «, puisqu’il y a un ensemble dénombrable

d’arétes I, donc un ensemble au plus dénombrable d’ensembles A.
O
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Chapitre 3

7Z%-revétements d’origamis

Nous allons plus particulierement nous intéresser aux cas ot G = (Z/nZ)?
ou G = Z%. Nous allons ainsi, pour un origami O, créer un Z%revétement
et des (Z/nZ)%revétements intermédiaires.

3.1 Domaine fondamental minimal

Il se peut que deux origamis différents aient un revétement infini com-
mun. Pour différencier ces cas, nous allons définir une ”minimalité” de ’ori-
gami qui sert de base.

Définition 3.1.1 Soient O un origami et Os un Z%- revétement de O. O
est appelé domaine fondamental minimal pour Ou, s’il n’existe pas d’ori-
gamsi O tel que O est un revétement de degré au moins 2 de O et O est
revétement galoisien de 0.

Ainsi, si O est un domaine fondamental pour O, il n’existe pas d’ori-
gami O tel que le diagramme suivant commute :

Oll T est un revétement galoisien.

Proposition 3.1.2 Soient O un origami et Oss un Z%- revétement de O.
1l existe un unique domaine fondamental minimal pour Os.

53
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DEMONSTRATION : Soit Os un Z4% revétement d’un origami O et soient
01 et O9 deux domaines fondamentaux minimaux pour Og.

Nous pouvons alors construire une application continue p de Op vers
02, les fibres des deux revétements étant identiques. Nous avons donc un
revétement entre 01 et Oy d’apres la proposition 1.2.5. Or Op étant un
domaine fondamental minimal pour O, ce revétement p est de degré 1 et
01 et Os sont identiques. O

Il est donc clair que si O est un origami primitif, c’est-a-dire si O n’est
pas un revétement d’un autre origami non trivial, alors O est un domaine
fondamental minimal de n’importe lequel de ses revétements.

3.2 Homologie de 'origami de base

3.2.1 Une autre définition

Soient O un origami et H un groupe fondamental de O. La donnée d’un
Z%-revétement de O est donc la donnée du noyau d’un morphisme de rang
dyo:H— 7%

Puisque Z% est un groupe abélien, nous pouvons de maniére équivalente
nous intéresser aux morphismes surjectifs p : Hy(O \ ©,Z) — Z%, on ici
H(O\ X,Z) est le premier groupe d’homologie de O privé de X, ’ensemble
des sommets des carreaux. En effet, ce groupe est isomorphe a I’abélianisé
de H, groupe fondamental de O \ ¥ basé en un point d’un carreau de O. En
se fixant un morphisme ¢ : H — H1(O \ ¥,Z), nous obtenons de maniére
unique le noyau de ¢ a partir du noyau de p.

Cependant, nous allons plutot nous intéresser a Hy(O,X,Z), premier
groupe d’homologie relative. En effet, considérons la forme d’intersection
< ..> Hi(O\X,Z) x H1(0O,%,7Z), qui est une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée calculant I'intersection algébrique (donc en fonction de 'orien-
tation) entre la classe d’homologie absolue d’un lacet dans O\ ¥ et la classe
d’homologie d’un lacet de O relativement a 3.

Grace a cette forme d’intersection, nous obtenons alors que H(O\ ¥, Z)
est canoniquement isomorphe & Hy(O,X,Z), donc nous pouvons fixer un
isomorphisme entre H1(O \ ¥,Z) et H1(O,%,Z).

Nous sommes donc ramenés a ’étude de morphismes surjectifs
p: H(0,%,7) = 7%

Nous pouvons alors étudier les d morphismes coordonnées
pi: Hi(O,%,Z) = Z,

qui sont indépendants.
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La théorie de 'homologie nous indique alors que pour chaque i, p; est
un élément de H'(O,X,7Z), premier groupe de cohomologie relative de O
par rapport a Y. Maintenant, grace a la dualité de Poincaré, nous avons
H1(0,%,7Z) et H'(O,%,7Z) isomorphes, puisque O est une surface. Nous
pouvons donc voir les p; comme des éléments de Hq(O, %, Z).

Ainsi la donnée d’un Z%revétement de O nous ameéne & la donnée de d
éléments indépendants de H1(O, %, Z).

La réciproque est alors vraie. En effet, la donnée de d morphismes de
H,(0,%,Z) dans Z indépendants nous fournit un morphisme

p: Hi(0,%,Z) — A

avec A C Z% réseau de rang d. Le noyau de p nous donnera donc bien un
Z%-revétement de O.
Nous utiliserons alors la définition suivante :

Définition 3.2.1 Un Z%-revétement d’un origami O est la donnée de d
éléments indépendants de H1(O,3,7Z).

Remarque 3.2.2 Siles d éléments de H1(O,3,7Z) ne forment pas une fa-
mille libre, nous obtenons alors un Zd/—revétements, avec d' < d le rang de
la famille.

3.2.2 Etude de H,(0,%,7)

Considérons donc un origami O et notons X I'ensemble de ses sommets.
Nous nous intéressons au groupe Hi(O,3,7Z). Si O est un origami a k car-
reaux, nous savons déja que H1(O, X, Z) est un groupe abélien libre de rang
k + 1. Il nous suffit donc de trouver k + 1 générateurs de H1(O, X, Z).

Chaque aréte de O va maintenant nous fournir un élément de H;(0, %, 7Z) :
en effet, chaque aréte rejoint deux éléments de ¥ et définit donc un élément
de H1(0, X, Z). Il nous suffit donc de choisir k + 1 arétes qui donneront des
éléments indépendants pour obtenir une famille génératrice de Hq(O, %, Z).

Les relations dans H1(O, 3, 7Z) sont données par la figure suivante :

f1

el €2 e1+ fi=ea+ fo

f2

FI1GURE 3.1 — Relations de I’homologie.
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Considérons par exemple I'origami O de la figure 3.2. Nous choisissons
les arétes en gras, et nous nommons e1, es, f1, fa les éléments de H, (O, X, Z)
correspondants.

F1GURE 3.2 — Choix des générateurs de ’homologie.

Ces quatre éléments sont indépendants dans Hy(O, X, Z), ils engendrent
donc le groupe dans son intégralité.

Dans la suite, e; désignera un élément de H;(O, X, Z) correspondant &
une aréte verticale de O et f; un élément de Hy(O,X,Z) correspondant &
une aréte horizontale.

3.3 Equivalence des Z’-revétements

Considérons un Z?revétement d’un origami O, c’est-a-dire d éléments
indépendants de H; (O, X%, 7Z).

A partir de maintenant, nous fixons une famille génératrice de H, (O, X, Z),
sous la forme (e, ..., ¢€j, f1,..., fr—;). En écrivant les d éléments indépendants
dans cette famille et sous la forme d’une matrice, nous obtenons alors une
définition purement algébrique d’un Z%-revétement de O.

Définition 3.3.1 Un Z%-revétement d’un origami O da k carreauz, d < k+1,
est la donnée d’une matrice M € Mg 1(Z) de rang d.

Cette matrice peut étre vue comme la matrice du morphisme de groupes
abéliens (donc morphisme de Z-modules) de H;(O, %, Z) dans un réseau A
de rang d. Nous devons maintenant voir quand deux matrices déterminent
le méme Z?-revétement.

Considérons M, et M,, deux matrices de revétement d’un origami O.
Nous avons donc deux réseaux A, et A, de rang d et deux applications p,
et py de H1(O,%,Z) a valeurs dans A, et A,, respectivement.

Ces deux Z%revétements sont identiques si et seulement si kerp, =
ker p,,. Alors dans ce cas il est clair qu’il existe un isomorphisme ¥ tel
que le diagramme suivant soit commutatif :
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w

En nous placant d’un point de vue matriciel, nous obtenons alors la
proposition suivante :

Proposition 3.3.2 Deux matrices M, et M,, de 7%~ revétement d’un ori-
gami définissent le méme revétement si et seulement s’il existe une matrice
U € GL;4(Q) telle que

UM, = M,.

Remarque 3.3.3 Nous pouvons préciser les coefficients de U a partir des
réseauxr A, et Ay .

nsidéron I exem rigami i- u
Considérons par exemple 'origami O ci-dessous

FIGURE 3.3 — Un origami O et un carreau de base.

ou les cotés opposés sont identifiés. En se basant en le carreau pointé, nous
avons comme groupe fondamental

H = (2* % yry ' aya ! oy oyt 2Py ).

Cette présentation du groupe fondamental provient de la méthode vue
au chapitre 1 : nous choisissons six arétes de O qui ne le déconnectent pas
(car O a cinq carreaux) et pour chacune de ces arétes, nous prenons le mot
de o qui passe une unique fois par cette aréte et aucune fois par les cinqg
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autres. Ces arétes sont en gras sur la figure.

Construisons par exemple un Z*-revétement de O, c’est-a-dire déterminons
un sous-groupe distingué Ho, de H tel que H/H,, soit isomorphe a Z*.

D’apres ce que nous avons fait précédemment, cela revient a choisir une
matrice de My 6(Z), une fois qu'une famille génératrice de H1(O, ¥, Z) a été
fixée.

f1

€3

fa f3

€2

€1

FIGURE 3.4 — Générateurs de ’homologie de O.

Fixons alors les générateurs comme sur la figure précédente, c’est-a-dire
ceux qui correspondent aux arétes utilisées pour définir H. Dans ce cas, nous
avons H1(0O,%,Z) = (e1, ea, €3, f1, f2, f3).

Nous obtenons un morphisme d’abélianisation ab : H — H;(0,X%,Z)
défini par :

my_lzcy:v_l — el y2 —  f1
23 2 zyle™l = fy
-1 2. -2

yxy ey Tyt e f3

Ce morphisme est construit tres simplement : chaque générateur de H
et de H1(O,%,Z) est associé a une des six arétes de O choisies, et ab relie
les deux générateurs de H et H1(O, X, Z) correspondants a la méme aréte.

Considérons maintenant la matrice

1 0 -1 2 1 1
-1 3 3 0 2 3
My = 1 10 2 2 2
0 -1 -1 1 -1 0

qui est la matrice d'un morphisme p : H1(0O, %, Z) — Z*.

Cette matrice de rang 4 nous définit donc un Z*-revétement Ol de O,
revétement dont nous retrouvons le groupe fondamental H., (basé en un
relevé du point de base servant a définir H) comme noyau du morphisme
poab.
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Si nous considérons maintenant la matrice

M, =

SO O -
O O = O
O = O O
_ o O O
S O = =
— = O O

cette matrice définit un autre Z*-revétement O% . Cependant, nous avons la
relation M, = U.M,,, ou

10 -1 2
-1 3 3 0
U= 11 0 2
0 -1 -1 1
Ainsi ces deux matrices définissent le méme revétement, Ol = 0%,

revétement que nous pouvons voir par le recollage suivant :

(0,0,0,1)

(07 O) 170)

(1,1,0,0)  (0,0,1,1)

7(07 1a 0) O)

—(1,0,0,0)

FIGURE 3.5 — Un Z*-revétement de O.

3.4 Groupe de Veech d’un Zrevétement

A partir de maintenant, notons Nsp = {n € N,n > 2} U {oo}.
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Considérons un origami O, H un de ses groupes fondamentaux de rang k
et un Z4-revétement O, (avec d < k). Nous avons donc un morphisme sur-
jectif oo : H — Z%, et étant données les différentes projections canoniques
7l . 7% — (Z/nZ)¢ pour n > 2, nous avons également des morphismes sur-
jectifs o, : H — (Z/nZ)".

Notons pour n > 2 H,, = ker(p,,), O, les origamis associés (qui sont donc
des (Z/nZ)%revétements de O) et Hy, = ker(¢os). Nous notons également
que O =0 et Hi = H.

Ces noyaux sont liés entre eux de la maniére suivante.

Proposition 3.4.1 Soit O un origami et soient les groupes Hy, n € N>,
comme ci-dessus. Alors

Hy = ﬂ H,.
neN

DEMONSTRATION : Clair en considérant, pour n > 2, le diagramme com-
mutatif suivant :

s

(Z/nZ)

0

La notion de domaine fondamental minimal, vue précédemment, va se
transmettre aux revétements intermédiaires.

Lemme 3.4.2 Soient O et O,, n € N>y, comme précédemment. St O est
un domaine fondamental minimal pour O, alors pour n € Nso, H =
Normy, (Hy,).

DEMONSTRATION : Nous savons déja par définition que pour n € N>o, H,
est distingué dans H. Ainsi, H C Normp, (H,) pour n € Nxs.

De plus, puisque O est un domaine fondamental minimal pour O, cela
signifie en termes de groupes fondamentaux qu’Ail n’existe pas de groupes H
contenant H tel que H., soit distingué dans H. H est donc le plus grand
sous-groupe de Fy dans lequel Hy, est distingué, donc H = Normp, (Ho).

Nous avons donc H = Normy, (H) C Normg, (H,), pour n > 2.

Soit w ¢ H. Alors wHow ™" ¢ H. En effet, en supposant le contraire,
nous avons alors Qe (WHoow ™) = oo (Hoo) = {0}. Donc wHyw ™! C Hy, :
absurde car w ¢ H = Normpy, (H).
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Soient donc w ¢ H et hoo € Hs C Hy, tel que wWheew ™1 ¢ H, donc
wheow™t ¢ H,, donc w ¢ Normp, (H,,).

Ainsi n € N9, H = Normp, (H,,).
O

Considérons maintenant un lemme, que nous pouvons décrire comme
étant une seconde caractérisation de Schmithiisen.

Soit H sous-groupe de Fg et choisissons abs, : H — H;(0,%,7Z) un
morphisme d’abélianisation.

Notons 7% : H1(0O,%,Z) — H;(0,%,7Z/nZ) la projection canonique
obtenue en changeant ’anneau des coefficients et posons, pour n > 2,
ab, = 7F o abs. Fixons une famille génératrice de 1’homologie relative et
notons

ﬁoo : StabAut+(F2) (H) — GLk(Z)

le morphisme induit par abs,, c’est-a-dire que pour v € Stab Aut+ (F2) (H), le
diagramme suivant est commutatif :

H Rl H

iaboo aboo
H1(07 27 Z) M H1(07 E,Z)

Un tel diagramme existe pour chaque y € Staby ¢+, (H) car Noo =
ker(abso) est un sous-groupe caractéristique de H. Nous avons également
B Staby i+, (H) = Aut(H1(0, %, Z/nZ)), induit par aby,.

Lemme 3.4.3 Soit K sous-groupe de H tel que H = Normp, (K), alors
Stab i+ () (K) = B (Stabg,, (abeo(K))),
ou goo = ,Boo(StabAut+(F2) (H))

DEMONSTRATION :

Notons I'(H) = Stab -+, (H). Considérons v € Stabr ) (K), c’est-
a~-dire v € T'(H) tel que v(K) = K. Donc d’apres le diagramme commu-
tatif précédent, nous avons oo (7)(aboo (K)) = aboo (Y(K)) = aboo(K), donc
Boo(7) € Stabg,, (abso(K)). Ainsi Stabp(g) (K) = B (Stabg,, (abso(K))).

D’autre part, puisque H = Normg, (K), nous avons
StabAut+ (F2) (K) - StabAut+(F2) (H) y

et dans ce cas nous avons Stab i+, (K) = Stabr ) (K).
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Ainsi Stab ot (g, (K) = B2 (Stabg.. (abss(K)))-
O

Ce lemme reste clairement vrai en remplagant abs, et H1(O, X, 7Z) par
aby, et H1(O,%,Z/nZ).

Nous pouvons donc maintenant étudier les groupes fondamentaux H,,,
n € N>o, de nos revétements a travers I’abélianisation.

Il existe des morphismes surjectifs po : H1(O,%,Z) — Z% et p, :
H1(0,%,7Z/nZ) — (Z/nZ)? pour n > 1 tels que, pour m | n, le diagramme
suivant soit commutatif :

ok
aboo

H - 1,(0,5,7) ~ H\(0,5, Z/nZ) " H\(0, %, Z/mZ)

Poo Pn Pm
\ ., .

74 (Z/nZ)¢ (Z/mZ)*

ot 7!, et 7r,l%m, pour m | n, sont les projections canoniques.
Posons H s, = abso(Hoo) et pour n > 2, H,, = ab,(H,).

Lemme 3.4.4 1. Hy = ker(pso) et pour n > 1, H, = ker(p,).
2. Pourn>1, mi(Ho) = Hy et sim | n, 71'rkz:,m(ﬁn) = Hp,.

DEMONSTRATION :

1. Nous avons Hoo = aboo(Hs) = abso (ker(npoo)) Or Yoo = Poo © abso,
d’ot1 ker(oo) = ker(poo © abs) = aby) (ker(pso)). Donc

Hoo = aboo(abl (ker(pso))) = ker(poo),

abs, étant surjective.
L’autre résultat s’obtient de la méme maniere.
2. — Soit z € Hoo
D’apres le diagramme commutatif, p, o ¥ (z) = 7o poo( ) =0, car
r € Hoo = ker(poo). Ainsi 7F(2) € ker(p,) = H 8 (Ho) C Hy,.

~ Soit y € H,,.
Soit @ € (%) ({y}). Alors 7% 0 po(x) = pn 0 7E() = puly) = O,
car y € H, = ker(p,). Ainsi po(z) € ker(nd) = n.Z4. Soit donc
¢ € Z% tel que poo(z) = n.£.
Puisque poo est un morphisme surjectif, il existe ( € H1(O, X, Z) tel

que po(€) = §A1n81poo(x n.() = n.(6—€) = 0,donc z—n.C € Hyp
D’autre part, ¥ (z — n.¢) = nk(z) =y, donc y € 7 (H o).
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~ Sim|n, 7k, (Hy) =7k (7k(Hy)) = 7F (Hoo) = Hp.

Voici maintenant le théoréme principal de cette section.

Théoreme 3.4.5 Soient O un origami fini de domaine fondamental H,
Oso un Z-revétement de O de groupe fondamental Hy, et Oy, les (Z/nZ)%-
revétements intermédiaires de groupes fondamentauxr Hy, n > 2.

Supposons que O soit un domaine fondamental minimal pour Oy . Alors
pour tout n > 1,

1. T'(Ox) C T(0O,) CT(0);
2. pour m € N, si m | n alors T'(Oy) C T'(On,) ;
3. P(OOO) = ﬂnzl F(On)~

DEMONSTRATION :

Soient O, O, n € N>g comme précédemment, avec O domaine fonda-
mental minimal pour O

D’apres le lemme 3.4.2, nous savons que H = Normp,(H,), avec n €
N>. Donc Stab g+ () (Hn) C Staby e+, (H), et ainsi, d’aprés la ca-
ractérisation de Schmithiisen (théoreme 1.2.19), nous avons alors I'(O,,) C
F(O), nec NZQ.

Nous sommes dans les hypotheses du lemme 3.4.3, nous avons donc pour
n e NZQ
Stab i+ (ry) (Hn) = B (Stabg., (Hn))-

Soit v € Staby -+ (w,) (H), nous avons d’apres les diagrammes commuta-
tifs précédents un diagramme regroupant toutes les informations nécessaires :

k
aboo

H - 1,(0,5,7) —"~ H\(0,%, Z/nZ) ~" H,(0, 5, Z/mZ)

Y T Boo (7) T Brn(v) T (’Y)T
k k

aboo

H -2 [H,(0,%,Z) "~ H\(0, %, Z/nZ) —" H,(0, %, Z/mZ)

N

T (Z/nZ) — s (7/mTZ)e

Considérons un élément v € Staby .+, (H) tel que V(Hoo) = Heo.
D’apres le lemme 3.4.3, nous avons alors Boo (V) (Heo) =

Selon le diagramme commutatif, 7% o B (v)(Hoo) = ﬁn( ) ok (H o),
d’ou

7rﬁ(FOO) = Bn(7) 0 WQ(HOO)'
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Selon le lemme 3.4.4, cette égalité devient 3,(y)(H,) = H,, donc de
nouveau d’apres le lemme 3.4.3, v(H,,) = H,. Ainsi

Stab i+ (my) (Hoo) C Staby e+ gy (Hn)

donc d’apres la caractérisation de Schmithiisen, pour n € N>o, I'(Os) C

T(Oy).

Le second point s’obtient de maniere analogue, toujours grace au dia-
gramme commutatif et aux lemmes 3.4.3 et 3.4.4.

Le dernier point en découle également. D’apres ce que nous venons de
faire, nous avons I'(Owe) C (,,en I'(On). Linclusion réciproque s’obtient en

utilisant la proposition 3.4.1, donnant He, = (),,cy Hn, et donc

ﬂ StabAut+(]F2) (Hn) C StabAut+(]F2) <ﬂ Hn> = StabAut+(]F2) (HOO),
neN neN

d’ou l'inclusion réciproque selon la caractérisation de Schmithiisen.
O

A partir de maintenant, nous ne considererons que des origamis O et des
revétements pour lesquels O est un domaine fondamental minimal. Dans le
cas contraire, il suffit de choisir le bon domaine fondamental minimal.

Ainsi, pour O origami et Oy Z%revétement de O, nous avons toujours
I'(Ox) C T(O). Nous pouvons alors voir de quel sous-groupe il s’agit grace
a l'action suivante.

Proposition 3.4.6 Soit O un origami. Son groupe de Veech I'(O) agit sur
Uensemble des Z3-revétements de O.

DEMONSTRATION : Soient O un origami et M une matrice de Z?-revétement
de O. Puisque I'(O) laisse fixe O et £, I'(O) agit naturellement sur H;(0, X, 7Z).
Si une famille génératrice de Hy(O, 3, 7Z) est fixée, cette action se traduit
par une matrice V€ GLg(Z), ou k est le rang de H1(O, %, 7Z).

Le revétement obtenu a alors pour matrice M.V, qui est de rang d, et
elle définit donc bien un Z%revétement de O. g

Remarque 3.4.7 Dans ce cas, le groupe de Veech d’un Z%-revétement Ouso
peut étre vu comme le stabilisateur de O sous laction précédente de I'(O).

Nous pouvons directement obtenir un premier type d’exemple.

Corollaire 3.4.8 Soient O un origami d k — 1 carreauz, Oso un Z*-revéte-

ment de O et, pour n > 2, O, les revétements intermédiaires. Alors pour
n e NZQ, F(On) = F(O)
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DEMONSTRATION : Soit O un origami a k — 1 carreaux.

Si Oy est un revétement de dimension maximale k, il n’existe pas d’ori-
gami plus petit que O dont O, est un revétement galoisien. En effet, pour
construire un Z*-revétement, il faut que le rang de Hy(O, ¥, Z) soit supérieur
a k, ce qu’il n’est plus vrai avec un origami plus petit. Ainsi O est un do-
maine fondamental minimal pour O, donc selon le théoreme précédent,

I'Ox) C T'(0,,) C T(O), pour n > 2.

Notons M la matrice du Z*-revétement On. C’est donc une matrice de
M} (Z) de rang k : elle est donc inversible dans Q et le revétement O peut
étre vu comme le revétement de matrice Ij.

Ainsi il n’existe qu'un seul ZF-revétement de O, donc son groupe de
Veech T'(O), qui est le stabilisateur de O, pour l'action précédente, est

T(0). O

3.5 Z%revétements quasi-récurrents

3.5.1 Définitions

Nous savons déja que les directions rationnelles peuvent étre de trois
types différents pour un origami infini, donc en particulier dans le cas des
Z%-revétements.

Cependant, nous ne pouvons en général rien dire de plus sur les propriétés
dynamiques des directions irrationnelles. Pour cela, nous allons introduire
une notion supplémentaire dans les revétements étudiés.

Considérons par exemple l'escalier infini (figure 3.7) en page suivante.
Nous pouvons le voir comme un Z-revétement de 'origami O de la figure
suivante :

€1

FIGURE 3.6 — Un origami servant de base a l’escalier infini.

Ici la matrice du revétement dans la famille génératrice ey, fi, fo de
H1(O,%,7Z) est

(0 -1 1).
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FIGURE 3.7 — Un origami infini classique : ’escalier infini.

Dans une direction non horizontale, nous avons autant de chance de
traverser 'aréte f1 et donc de ”descendre d’un étage” que de traverser I'aréte
fo et de "monter d'un étage”. Cette notion a été généralisée pour les Z-
revétements par Hooper et Weiss ([HW09]), grace notamment a 1’holonomie
d’un élément de H1(O, %, Z).

Nous allons maintenant généraliser cette notion aux Z?-revétements.

Définition 3.5.1 Soit O un origami et soient d éléments indépendants
wy, ..., wg de Hi(O,%,Z) définissant un Z4-revétement Os. Ooo est dil
quasi-récurrent si w; € ker(hol),1 <i <d.

Définition 3.5.2 Soit O un origami ¢ k — 1 carreauz et soit M la matrice
d'un Z%-revétement Os de O. O est dit quasi-récurrent s’il existe 1 < j <
k —1 tel que

J

k
d Mi=0 , ) M=0

i=1 i=j+1

Nous rappelons que la famille génératrice de Hy1(O, 3, Z) est fixée et est
de la forme (ey,...,e;, f1,..., fr—j). La matrice M est écrite dans cette fa-
mille génératrice, donc les j premieres colonnes correspondent aux arétes
verticales et les autres colonnes aux arétes horizontales.

Ces deux définitions sont bien évidement équivalentes. Nous avons tou-
jours hol(e;) = (0,1) et hol(f;) = (1,0).
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Ainsi si w = pre; + ... +pje; +qjr1f1 + ...+ qrpfi—j, alors
hol(w) = (¢j+1+ ...+ @01 + ... +pj).

hol(w;) représente donc la somme des j premiers éléments de la i-éme
ligne de M et des k — j derniers éléments de cette méme ligne.

Puisque ker(hol) est un module de rang k — 2 (si O a k — 1 carreaux), la
dimension maximale d’un revétement quasi-récurrent est k — 2.

3.5.2 Récurrence du flot linéaire

Voyons maintenant tout l'intérét de ces revétements quasi-récurrents.
Nous allons montrer que ces revétements satisfont les hypotheéses du théoreme
2.4.2. Ce résultat généralise le résultat obtenu par Hubert et Schmithiisen
([HS10]) sur les Z-revétements.

Théoréme 3.5.3 Soient O un origami et Oss un Z%-revétement quasi-
récurrent de O. Si o est une direction rationnelle dans laquelle O admet
un seul cylindre, alors a est une direction complétement périodique pour

Oco-

DEMONSTRATION : Notons M la matrice du Z%revétement quasi-récurrent
dans la famille génératrice (e1,...,¢€j, f1,..., fr—;) de Hi(O,3,Z).

Notons a = B la direction rationnelle dans laquelle O admet un seul
cylindre, de longueur [. Ce cylindre va rencontrer chaque aréte verticale
q fois et chaque aréte horizontale p fois, donc notamment le cylindre va
rencontre ¢ fois chaque aréte e; et p fois chaque aréte f;.

Partons d’un carré de Oy, dans la copie 0 de O et suivons la direction «
Apres avoir parcouru un chemin de longueur [, nous nous retrouvons dans
la copie gp(e1 + ...+ ¢€;) +pp(fi + ...+ fr—j)-

Or nous avons

7 k
gpler+...+¢)+pplfr+... + frj) =a > Mi+p > M;=0.
i—1 i=j+1

Ainsi O se décompose en cylindres, tous de longueurs [, dans la direc-
tion a. 0

Nous savons que tout le cusp I'(O).« va étre composé de directions a un
cylindre pour O et est dense dans S!.

Ainsi dans les hypotheses de la proposition précédente, O, admet un
cusp de directions completement périodiques. Nous obtenons également que
tous les cylindres dans une direction complétement périodique de O sont
de méme longueur que ceux de O dans la méme direction.
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Si O est donc un origami a n carreaux possédant un cusp de directions a
un cylindre, et si Os est un Z%revétement de O, alors O admet un cusp
de directions completement périodiques, et pour ces directions g < 1, nous
avons que les cylindres de O, dans cette direction sont de longueur au plus
c.q, avec ¢ = ny/2 d’apres le lemme 1.2.24 et le théoreme précédent.

Nous sommes donc dans les hypotheses du théoreme 2.4.2, d’ou :

Théoreme 3.5.4 Soit O un origami fini admettant une direction & un cy-
lindre. Alors le flot linéaire est récurrent sur n'importe quel Z%-revétement
quasi-récurrent de O.

3.5.3 Groupe de Veech

Les résultats de la section 3.4 restent bien évidement vrais pour les Z?-
revétements quasi-récurrents.
Nous avons par contre un résultat supplémentaire pour ces revétements.

Proposition 3.5.5 Soit O un origami. Son groupe de Veech I'(O) agit sur
Uensemble des Z3-revétements quasi-récurrents de O.

DEMONSTRATION : Soient O un origami et soient (ws, .. ., wq) des éléments
indépendants de ker(hol) définissant un Z?-revétement quasi-récurrent O,
de O.

Soit A € I'(O), et notons 14 son action sur H;(O,3,Z). Alors 14
est un isomorphisme de H1(O,X,Z) qui laisse stable ker(hol). Ainsi I'ori-
gami A.On est un Z%revétement de O, défini par d éléments indépendants

(Ya(wr),...,a(wq)) de ker(hol); ce revétement est donc quasi-récurrent.
g

Nous pouvons alors construire facilement des exemples d’origamis infinis
sur lesquels le flot linéaire est récurrent et dont le groupe de Veech est un
réseaul.

Théoréme 3.5.6 Soit O un origami a k — 1 carreauz et soit Os un ZF2-
revétement quasi-récurrent de O.

Alors T'(O) =T(0).

DEMONSTRATION : Soit M une matrice du revétement O.,. Donc M €
M2 1(Z), est de rang k — 2 et il existe j tel que

J k
ZMi =0 , Z M; = 0.
i=1 i=j+1

Ainsi la matrice obtenue de M en supprimant la j-éme et la derniére
colonne de M est une matrice U inversible. Dans ce cas, nous avons
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1 0 -1 0 0 0
., o 1 -1 0 0 0
UmAM=1y 0 1 0 —1
0 -~ 0 0 0 1 -1

et chaque revétement est équivalent a celui-ci.

Il n’existe alors qu’un seul Z*~2-revétement quasi-récurrent de O, ot k—2
est le rang du module ker(hol), donc I'(O) = I'(O) d’apres la proposition
précédente. O

3.6 Exemples

3.6.1 Les origamis 7,

Nous allons construire un Z-revétement de l'origami trivial, et tous les
revetements intermédiaires. L’un d’entre eux nous sera utile plus loin.

Considérons le morphisme suivant :

Poo - FQ — 7Z
r — 1
y — 1

Son noyau Hs, définit un origami infini 75, que nous pouvons définir
également par I'élément e + f € H1(O,%,7Z), ou e et f sont les éléments
notés sur le dessin ci-dessous :

FIGURE 3.8 — Générateurs de ’homologie de T7.

Nous obtenons ainsi l'origami T, de la figure 3.9, ou les recollements
sont indiqués par les nombres sur les arétes. Ty, est donc un cylindre infini
avec des points marqués.
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FIGURE 3.9 — L’origami T.

Pour n > 2, nous avons 'origami 7;,, défini par le noyau H, du mor-
phisme suivant :

on: Fo — Z/nZ
T = 1
Yy 1

Nous pouvons aussi définir 7;, par un couple transitif (o,,7,), avec
on =Tp = (12...n). Les origamis T, sont tous des tores.
D’autre part, pour w € Fo, w = [[ 2", z; € {z,y}, & € Z, nous
T (1 _ n .
définissons la longueur algébrique de w par. lw|=>" &
De la méme maniere, pour w = [[1_; 2fy*, nous définissons la longueur

algébrique en x (vesp. eny) par |wl, = > iy pi (vesp. |wly = >0 v3).

l.|, ||« et |.|; sont donc des morphismes de groupes de Fy vers Z, et
nous notons |.|, (resp. |.|zn; |-|ly,n) la composée de |.| (resp. |.|5, |.|y) par la
réduction modulo n.

Nous remarquons alors que ¢ = |.| et pour n > 2, ¢, = |.|,. Nous
obtenons alors une autre caractérisation de H,, et H :

H, ={w e Fy||wl|, =0},

Heo = {w € Fy | |w] = 0}.

Il est clair que O est un domaine fondamental minimal pour O, donc
nous pouvons utiliser le théoreme 3.4.5 et ainsi avoir :

N(To) = [ T(Tn).

n=2

Proposition 3.6.1 I'(T,,) = U '.Tg(n).U, avec U = ST et

To(n) = {(CC‘ Z) €SLa(Z), c=0 mod n}
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DEMONSTRATION : Posons T}V = U.T,,, Vorigami régulier défini par le couple
transitif (o, 7,) avec o, = id et 7, = (12...n).
TV est alors défini par le noyau H,; du morphisme

o Fy — Z/nZ
T 0
Yy = 1

et nous avons la caractérisation suivante pour H :

H} ={w € Fa||wl|y, = 0}.

. a b
Soit A = (c d
Alors A € I'(T})) si et seulement si y4(H)) = H}, c’est-a-dire si pour
tout w € HY, ya(w) € HY.
Or nous avons pour w € H,

) € SL2(Z) et notons 4 un relevé de A dans Aut™ (Fy).

[ya(W)lyn = [z [va(@)lyn + [wly-[74Y)lyn
= |z lvA(@)lyn + [0ly 74 Y) g0
zn T d-|w’y,n

=C.|w
= C.|wlgn
ot ¢ = c modn = |[ya(z)|yn et d = d modn = |ya(y)|yn, et car
Donc A € T'(T})) si et seulement si pour tout w € Hy, |[ya(w)|y,n =

C.|w|yn, donc si et seulement si ¢ = ¢ mod n = 0.
Ainsi I'(T)Y) = Tp(n) et

0(T,) =TWU 1% = U . T(1T?).U = U .Ty(n).U.

Nous obtenons alors :

Proposition 3.6.2 I'(T,) = <:|: <_21 é>>

DEMONSTRATION :
D’apres le résultat précédent, nous avons

[(Ty)=U"L. ﬁ To(n).U.
n=2
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Soit A = <i Z) € N2y To(n). Ainsi ¢ mod n = 0 pour tout n > 2,

0 d
o0 11 .
donc (2, To(n) = <j: <0 1) >, d’out

= (= () ))o=(a (3 )

3.6.2 Deux exemples quasi-récurrents maximaux

donc ¢ = 0. Donc A = <a b). Puisque ad = 1, nous avons a = d = +1,

Revenons sur 'escalier infini :

€1

FIGURE 3.10 — L’escalier infini comme Z-revétement de 'origami 7.

Il s’agit d’'un Z-revétement de 'origami T5 défini dans la partie précédente.
D’apres ce que nous avons déja vu, en notant encore (e1, fi, fo) la famille
génératrice de Hy(Ts, X, Z) définie ci-dessus, nous avons alors que ce revéte-
ment est donné par la matrice
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(0 -1 1)

ou encore par I’élément fo — fi.

Il s’agit donc bien évidemment d’'un Z-revétement quasi-récurrent. Mais
nous sommes de plus dans les hypotheses du théoreme 3.5.6. Ainsi, nous
retrouvons le résultat suivant, vu dans [HW10], dont nous donnons une
explication autre que calculatoire :

['(Ex) =T(T2) = (ST)"'.T9(2).(ST) = (S,T?).

Considérons maintenant I'origami O suivant,

fa

FI1GURE 3.11 — Un origami O et des générateurs de son homologie.

avec (e, e, f1, f2) comme famille génératrice pour H1(O, 3, 7Z).
Nous allons définir un Z2-revétement quasi-récurrent Os de O par la

1 -1 0 0
0 0 1 -1

ou encore par les deux éléments indépendants de H1(O,%,7Z) w; = e; — eg
et wa = f1 — fo. Nous obtenons alors 'origami O, sur la figure 3.12.

O admet clairement des directions a un cylindre (la direction 1 par
exemple), donc nous sommes dans les hypotheses du théoreme 3.5.4. D’autre
part nous sommes aussi dans les hypotheses du théoreme 3.5.6. Nous avons

matrice

alors le résultat suivant :

Théoréme 3.6.3 Le flot linéaire sur O, est récurrent, et T'(Os) = T'(0) =
(S,T?).
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FIGURE 3.12 — L'origami O, Z?-revétement de O.



Chapitre 4

Origamis d’Heisenberg

Dans cette section, nous allons nous intéresser a des origamis (finis ou
infinis) étant des G-revétements d’origamis finis, out G est le groupe d’Hei-
senberg, ou une de ses projections finies.

4.1 Groupes d’Heisenberg

4.1.1 Définitions et premieres propriétés

Notons H le groupe d’Heisenberg défini comme suit :

1 a ¢
H = 0 1 bl,a,b,ce’Z
0 1
Posons
1 10 1 00 1 01
X=101 0], Y=1]0 11 et Z=[X,Y]=10 1 0],
0 01 0 01 0 01

matrices de M3(Z).
Ainsi H est le groupe engendré par X et Y, avec les relations XZ = ZX,
YZ=7Y.

Proposition 4.1.1 Toute matrice M de H s’écrit de maniere unique sous
la forme M = XY P77,

DEMONSTRATION : Clair en écrivant :

1
0 — XaYb Zc—ab )
0

O~ Q
_ o0

75
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0

En fait, nous avons la structure algébrique suivante pour H :
Proposition 4.1.2 H ~ Z x Z2.

DEMONSTRATION : Par calcul matriciel, il est facile de voir que pour n’im-
porte quels éléments A et B de H, nous avons [A, B] = Z™ pour un certain
n € 7Z.

De méme, nous pouvons voir que le centre de H est le groupe engendré
par Z.

Ainsi [H,H] = Z(H) est un groupe cyclique infini, et nous avons la suite
exacte courte suivante :

157 —>H—7%—1.

O

Nous pouvons donc voir le groupe d’Heisenberg comme 1’ensemble Z3,
en identifiant X*Y?Z7 et (, 8,7), muni de la loi

(a,8,7).(e/, 8,7) = (a+d, B+ B ,v++ —d'B)

et engendré par les éléments (1,0,0) (c’est-a-dire X)) et (0,1,0) (V).

Soit M = X®YPZ7, nous noterons alors |[M|y = a (respectivement
|M|y = ) le nombre algébrique de X (respectivement Y') dans M. D’apres
la remarque précédente, |.|x et |.|]y sont des morphismes de groupes de H
dans Z.

Nous pouvons aussi voir le graphe de Cayley de H engendré par X et Y
de la maniere suivante :
— les sommets sont les éléments («, 3,7) de Z3;
— il y a une aréte Y partant du sommet («, 3,7) vers le sommet (o, 8+
1,7) et une aréte X du sommet (o, 3, ) vers le sommet (a+1, 8,7—0).
Nous pouvons remarquer qu’en suivant un chemin étiqueté par Z =
[X, Y], nous partons d’un sommet (a, 3,7) vers un sommet (o, 3,7 + 1).

Nous allons aussi considérer les versions finies de ce groupe, grace aux
projections canoniques de SLy(Z) vers SLo(Z/nZ).
Notons ainsi

1 a c
Vn > 2, H, = 0 1 b|,a,bceZ/nZ
0 01

et X, Y, et Z, les images respectives de X, Y et Z dans H,. Il est clair
que X, et Y,, engendrent H,,.
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4.1.2 Structure du groupe H

Nous allons montrer le résultat classique suivant : H est le groupe nil-
potent libre de classe 2 et de rang 2.

Rappelons d’abord qu’un groupe G est nilpotent de classe 2 si tout com-
mutateur dans G est central, c’est-a-dire [G, G| < Z(G).

Plus généralement, un groupe G est nilpotent de classe n si le sous-groupe
G est trivial, ou v0G = G et pour i > 1, v,G = [vi-1G, G|.

La suite

...<"y7;+1G<"in<...§’}/2G<’ylG:G

est appelée suite centrale inférieure de G.

Dans le cas de H, nous savons déja que [H,H] = Z(H), donc il est clair
que H est un groupe nilpotent de classe 2. Il est également sans torsion et
sans autre relation, c’est-a-dire :

Proposition 4.1.3 H ~ 2

Y22
DEMONSTRATION :
Cette démonstration classique peut par exemple étre trouvée dans [BP0S].
Posons G = 715%2. Il est clair que 172G = {1}, donc G est nilpotent de classe

2, de rang 2 et sans torsion. Notons Z et ¢ les générateurs de G, images de
x et y et Z = [Z,y] qui est donc central.

Chaque élément de G s’écrit alors de maniére unique sous la forme
25577 . En effet, raisonnons par récurrence sur la longueur des mots réduits
dans G. Pour [ = 1, la proposition est clairement vérifiée, supposons la vraie
pour les mots de longueur [.

Soit w un mot de G de longueur [ + 1, et écrivons-le w = wjy.a®, avec
a=1Z oua=fy et e==+l. Par hypothése de récurrence, w; = z*1 g1 2.

Si a = g, le résultat est vrai car Z est central. Si @ = Z, nous avons
w = M g7 7527 . Remarquons alors que §z° = Z°5Z . Le résultat est alors
vérifié par récurrence immédiate.

Nous pouvons définir un morphisme de groupes ® de G sur H en posant
(z) =X et P(y) =Y.

C’est un isomorphisme d’apres ce que nous venons de voir, chaque élément,
écrit de maniere unique sous la forme %427, s’envoyant alors sur ’élément
XoYBZ7 de H. O

Nous avons donc la présentation suivante :

H=<X,Y|[X,[X,Y]] = [\,[X,Y] =1>.

Ainsi, pour chaque élément A, B de H, nous avons [A, [A, B]| = [B,[A, B]] =
I3, et réciproquement, si un élément M, vu comme produit de X et Y vaut
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I3, alors il est produit d’éléments de la forme [A, [A, B]], [B, [A, B]] ou leurs
conjugués.

4.2 Origamis réguliers

Rappelons qu’un origami O est dit régulier s’il est un G-revétement de
Porigami trivial a un carreau. Il est équivalent de dire que le groupe fonda-
mental H de O est distingué dans Fo (et G = Fo/H dans ce cas).

D’apres la premiere partie, nous avons donc des morphismes surjectifs
o :Fo — H et pour n > 2, v, : Fo — H,. En considérant les noyaux
H = ker(p) et H, = ker(y,), nous obtenons alors des origamis réguliers,
que nous appellerons origamis d’Heisenberyg.

4.2.1 Cas fini

Posons O,, 'origami régulier de groupe fondamental H,,. D’apres Herrlich
([Her06]), Zmiaikou ([Zmill]) et Yoccoz ([Yocll]), nous avons le résultat
suivant :

Théoréme 4.2.1 - Sin est impair, T'(0,,) = SLa(Z).
- Sin est pair, I'(0,) =T, ou

o a b . . o 2
I'= {(c d) ,a—i—betc—l—dzmpazrs} —<S,T >,

qui est un sous-groupe d’indice 3 de SLa(Z).

DEMONSTRATION :

La démonstration est basée sur une démonstration de Yoccoz ([Yocll]).
Soit n > 2 quelconque.

Considérons g un relevé de S dans Aut™(Fs) défini par vs(z) = y et
vs(y) =2~

Notons g 'automorphisme de H défini par ¢g(X) =Y et ¢s(Y) =
X! ou d’un point de vue matriciel

1 a c 1 —b c—ab
Pg: |10 1 b — (0 1 a
0 01 0 0 1

g est clairement un automorphisme de H, qui passe au quotient dans
H,, : si les coefficients a, b et ¢ d’'une matrice M sont nuls modulo n, il en
est de méme pour les coefficients —b, a et ¢ — ab de g (M).

Il existe donc un automorphisme s, de H,, tel que le diagramme suivant
commute :
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Ty Lﬁ%

-
wS,n

Hn HHn

donc vs(Hy) = Hy et S € T(Oy,).

Considérons maintenant vy un relevé de T dans Aut™(Fy) défini par
Vr(x) == et yr(y) = zy.

Notons cette fois 1p 'automorphisme de H défini par ¢p(X) = X et
Yr(Y) = XY, ou d’un point de vue matriciel

1 a c 1 a+bd c+@
'lﬂTZ 01 b]l—=10 1 b
0 01 0 0 1

C’est toujours un automorphisme de H, mais cette fois-ci il ne passe au
quotient dans H,, que pour n impair. En effet, si n est pair et si b est nul
modulo n, ce n’est pas le cas de b(bi;l).

Donc quand n est impair, il existe un automorphisme 7, de H, tel que

le diagramme suivant commute :

Ty LFQ

-
¢T,n

Hn H’Hn

et ainsi yr(H,) = H, et T € T(O,,).
Donc pour n impair, S et T sont dans I'(O,,), d’ou I'(O,,) =SLa(Z).

Supposons maintenant n pair. Puisque T" ¢ I'(O,,), considérons yp2 un
relevé de T? dans Aut™ (Fg), défini par yp2(z) = = et yp2(y) = 2%y.

Notons 92 "'automorphisme de H défini par 2 (X) = X et pr2(Y) =
X2Y, ou d’un point de vue matriciel

1 a ¢ 1 a+2b c+bb-1)
b |01 b= |0 1 b
0 01 0 0 1

Cet automorphisme de H passe naturellement au quotient dans H,, (et
ce pour n quelconque en fait), d’out I'existence d'un automorphisme 2 ,,
tel que le diagramme suivant commute :
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Y72
Fy — Ty

o
wTQ,n

Hn HHTZ

donc y72(Hy,) = Hy et T? € T(Oy). Ainsi I' = (S,7?%) C T'(O,). Or T
est un sous-groupe d’indice 3 dans SLa(Z), et nous avons vu que 7' ¢ I'(O,,),
donc I'(O,,) # SLa(Z) et T'(O,,) =T. O

4.2.2 Cas infini

Notons Oy 'origami régulier de groupe fondamental H. Nous avons le
théoreme suivant :

Théoréme 4.2.2 I'(O) = SLa(Z).

DEMONSTRATION :

D’apres la partie précédente, nous savons déja que H = ~3F9, qui est
clairement un sous-groupe caractéristique de Fo. Donc Oy est un origami
caractéristique et I'(Ox) = SL2(Z).

O

Nous remarquons que dans ce cas, nous avons, pour n pair, ['(Os) €
I'0O,).

Ainsi, contrairement au cas ot le groupe de revétement est Z?, nous
n’avons pas dans ce cas I'(Oo) = (oo T'(Oy).

Si nous nous intéressons au flot linéaire sur O, nous voyons rapidement
qu’il n’a pas de bonnes propriétés dynamiques.

Proposition 4.2.3 Le flot linéaire sur O est divergent dans toute direc-
tion.

DEMONSTRATION :
O est défini comme H-revétement par 'application

© : F, —» H
r — X
y = Y

Considérons une direction rationnelle g, et notons w = p <§) le mot

sturmien associé, P le point de 77 définissant w et [ la longueur du cylindre

de T} dans la direction %.

Nous allons suivre cette direction rationnelle 2 dans O, en partant du

q
point P dans la fibre de P dans la copie I3 de O.
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Aprés avoir parcouru une distance /, nous nous retrouvons dans la copie
A = ¢(w), en un point P’, toujours dans la fibre de P. Si nous suivons
encore cette direction sur une distance [, nous arrivons en un autre point
P" de la copie A2,

Comme H est sans torsion, en parcourant une distance nl, nous nous
retrouvons dans la copie A™ # I3, sans aucun espoir de retour.

D’autre part, si nous partons d’un certain carreau dans une direction
irrationnelle « et que nous y revenons au bout d’un temps ¢, il existe un
rationnel proche de a pour lequel c’est également le cas, ce qui est absurde
d’apres le paragraphe précédent.

O

Pour espérer obtenir un H-revétement d’un origami sur lequel le flot
linéaire serait récurrent, il faut tenir compte de la relation standard définissant
H. C’est ce que nous allons faire dans la section suivante.

4.3 Un H-revétement récurrent

4.3.1 L’origami T

Soit w € Fo, w = [[I %7, zi € {x,y}, & € Z, nous définissons la
s . n
longueur algébrique de w par |w| =", &;.
De la méme maniére, pour w = [[I; 2"y, nous définissons la longueur

algébrique en x (resp. en y) par |w|, = > i p; (resp. |wly =Y i v4).

|.| est donc un morphisme de groupes de Fg vers Z. Dans la suite, nous
notons H le noyau de ce morphisme, et H,, le noyau de ce morphisme com-
posé par la réduction modulo n, noté |.|,.

Considérons plus en détail 'origami Ty défini dans le chapitre précédent
et représenté sur le dessin suivant, ou les cotés étiquetés par la méme lettre
sont identifiés :

Fi1GURE 4.1 — L'origami 7.

Cet origami est donc défini par le couple transitif (o,7) ot 0 = 7 =
(12345678).
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Notons Hg =< 2%, 2" lyx~% i = 1,..,8 > le groupe fondamental de T.
Nous savons déja que nous avons la caractérisation suivante de Hg :

Hg = {w€F2||w\8 :0}.

Par application de l'algorithme de Schmithiisen, nous obtenons apres
calcul le groupe de Veech I' = I'(T3) de Ty :

(060

Ce groupe de Veech possede quatre cusps :

— le cusp I'.co des directions a un cylindre d’aire 8;

— le cusp I'.1 des directions a deux cylindres, chacun d’aire 4;

— le cusp I'.3 des directions a quatre cylindres, chacun d’aire 2;
— le cusp I'.(—1) des directions & huit cylindres, chacun d’aire 1.

Nous pouvons alors caractériser les éléments de ces cusps assez facile-
ment :

Proposition 4.3.1 Soit a = % € Q, alors :
- a €T'.0o si et seulement si p + q est impair;
- a €l st et seulement sip+q=2 mod 8 ou p+¢qg=06 mod §;
—a €1I'.3 si et seulement sip+qg=4 mod 8;
—a €T.(—-1) si et seulement si p+q=0 mod 8.

DEMONSTRATION :

Revenons maintenant a l'origami Tg. Soit % € Q, et posons w = (g)
le mot sturmien associé.

Nous avons alors les cas suivants :

- % est une direction & un cylindre si et seulement si w® € Hg mais
w* ¢ Hg;

— % est une direction & deux cylindres si et seulement si w* € Hg mais
w2 ¢ Hg )

— P est une direction & quatre cylindres si et seulement si w? € Hg mais
w ¢ Hg;

- g est une direction a huit cylindres si et seulement si w € Hg.

Tout ceci provient des propositions de la section 2.4.

Si nous nous basons au carreau numéroté 1 de Tg, nous remarquons
qu’apres 'application d’un élément w de F9, nous nous retrouvons au carreau
numéroté k + 1 mod 8, ou k = |w| mod 8.

Dans ce cas, nous avons par exemple que g est une direction & un cylindre
si et seulement si 8(p+¢) =0 mod 8 mais 4(p+¢) # 0 mod 8, ce qui signifie
que p + q est impair. Les autres cas s’obtiennent de la méme maniere. [
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4.3.2 L’origami 7g°

Nous voulons obtenir un H-revétement de Tg. Pour cela, nous devons
définir un morphisme de groupes surjectif de Hg vers H Posons ¢ : Hg — H,
morphisme de groupe surjectif, défini par :

p(2%) = I3, p(yz™') = p(2?yz ™) = X, p(atyz") = p(abyz™7) = X,

p(ryz=?) = p(a®yz %) =Y, p(a’ya™) = p(aTy) =V,
et posons Hy, = ker(yp).
Nous allons considérer 'origami 7g°, de groupe fondamental H,, qui est
un H-revétement de Tg. D’un point de vue combinatoire, voici ’étiquetage
des arétes de Ty utilisé pour obtenir 7g° :

X Y X vt x1 v x-1 y!
o/ v/ e/ al e/ 5/ ¢/ n/
-+ 1 2 3 4 5 6 7 8 —+
h a b c d e f g

FIGURE 4.2 — Définition du H-revétement de Tg.

Nous allons nous intéresser au flot géodésique sur Tg°. Rappelons qu'une
direction rationnelle donnée sur 7¢° peut avoir trois propriétés disjointes :

— l'origami se décompose en cylindres dans cette direction, on dit alors

que cette direction est complétement périodique ;

— lorigami se décompose en bandes dans cette direction, on dit alors

que cette direction est divergente ;

— l'origami se décompose en cylindres et en bandes dans cette direction,

on dit que cette direction est mizte.

Regardons déja le cas de la direction verticale. Puisque 7§ est homogene,
plagons nous au carreau 1 de la copie de Tg correspondant a I3 € H. En
parcourant alors 7g*° dans la direction verticale, nous arrivons au carreau
1 de la copie de Ty correspondant & XY XY 'X-lYX-ly—1 = I3 : la
direction verticale est donc une direction compléetement périodique (en fait,
TS a été construit pour ¢a).

Nous avons en fait bien plus.

Théoréme 4.3.2 Les directions de I'.co se relévent en directions compléte-
ment périodiques de Tg°, ou tous les cylindres sont de méme longueur.

DEMONSTRATION : Soit % € I'.oco, c’est-a-dire p 4+ ¢ impair d’apres la pro-

8
position 4.3.1 Montrons donc que ¢ (M <§> ) = I3.
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Posons w = p (9> et n = p+ ¢q. En partant du carreau 1 de la copie I3

q
de Tg, apres application de w nous nous retrouvons au carreau n+1 mod 8

de la copie M7 de Tg, pour un certain My € H. Apres huit itérations, nous
arrivons donc a la copie M = Hle M; = (wS).

Supposons que g > 0 et regardons la construction de M. Pour cela, po-
sons la liste 47 = (X, Y, X, Y1, X1y, X~1 Y1), Considérons également
le vecteur des positions des y dans un mot de Fo, défini de la maniere sui-
vante :

vy Fo — N
arag...an = (jlaj € {y,y™'})
Nous avons que v = vy, (,u (%)) est un vecteur ayant |p| coordonnées.

Nous avons alors

p
My = H f'Uj (A1)7
j=1

ou fi(A1) est le i-eme élément de la liste A, 'indice étant pris modulo 8.
En effet, seules les actions des y dans le mot w vont faire changer de
copies de Tg, leurs positions indiquant la copie d’arrivée, et nous savons
déja que nous sommes au carreau n + 1 mod 8.
En notant Aj les listes obtenues par permutation circulaire de la liste
A (A= (Y, X, YL XL Y, X 1 Y~1 X), etc...), nous avons alors

p
My, = H fo; (Atink-1)),
j=1

les indices étant pris modulo 8 et les fonctions f; restant identiques.

Par exemple, nous avons w = p (%) = xyx?y, avec n = 5. Ainsi vy(w) =
(2,5), d’ou

My = fo(A1)f5(A1) =YX 1, My = fo(Ag) f5(Ag) = XY,

Ms = fo(A3) f5(As) = Y ' X 71 My = fo(As) f5(As) = XY 1,
Ms = f2(As5) f5(As) =YX, Mg = fa(A2) f5(A2) = XY,
M7 = fo(A7) f5(A7) =Y 'X, Mg = fo(Ay) f5(As) = XYL

Posons

H
Xfl
Y

<
1114
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et en étudiant les quatre cas, suivant la valeur de n modulo 8, nous
obtenons

Lemme 4.3.3
Mi+4:p(Mi), 2:1,,4

Remarquons d’abord les liens entre les listes A; : pour i de 1 & 4, nous pas-
sons de la liste A; & la liste A; 4 en modifiant les X en X! et inversément,
sans modifier les Y et Y 1.

Nous pouvons donc écrire M = Myp(My), avec My = My MoMsMy.

Maintenant, nous avons Mz = H§:1 fu;(A142n), donc M3 = ?:1 fo;(A3)
ou Mz =[[%_, fi;(A7) selon la valeur de n. En remarquant qu’entre la liste
Aq et les listes Az et A7, les Y et Y ™! ont été inversés, nous obtenons dans
tous les cas, |Mi|y = —|Msly.

De la méme maniere, nous démontrons que |Ma|y = —|My|y, d’ou

|Moly = |Mi|y + |Maly + |Msly + |Myly = 0.

Ainsi il existe a et v dans Z tels que My = X*Z7. En remarquant que
p(Z) = Z~1, nous obtenons

M = Mop(My) = X“Z'p(X27) = X Z'X 277 = I3.

Si maintenant % < 0, nous utilisons les mémes listes A; que précédement,

et en notant fy,,..., fy_, les fonctions obtenues pour —%, nous avons

p
My = H(fvj—l(Al—i-n(k—l)))il’
j=1

et les relations précédentes s’appliquent toujours, d’ou M = I3.
Par homogénéité du revétement, nous obtenons que tous les cylindres
sont de méme longueur, la méme que celle du cylindre sur Tg. ]

Corollaire 4.3.4 Le groupe de Veech I'(Tg°) est un groupe fuchsien de
premiere espeéce.

En effet, ensemble limite de I'(7g°) contient le cusp I'(Tg).00, qui est
dense dans le cercle.

Nous sommes bien dans les hypotheses du théoréme 2.4.2, d’ou le théoreme
suivant.

Théoréme 4.3.5 Le flot géodésique sur T$° est récurrent
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4.3.3 Groupe de Veech de Tg°

Commencgons par le résultat suivant :
Proposition 4.3.6 I'(Tg°) C T'(Ty).

DEMONSTRATION :

Notons encore Hg le groupe fondamental de Ty, Hy celui de Ty et Ho,
un groupe fondamental de Tg°.

Nous avons H,,<Hg et Hg<Hy, car Hg est d’indice 2 dans Hy. Montrons
que Hy = Norm(Hy).

Premierement, H, < Hy.

Nous avons Hy = Hg U 2*Hg. Puisque Hy, < Hg, montrons que z* nor-
malise Hyo.

Rappelons que Hg =< w;, i = 0,...,8 >, avec w; = z'yx~
i=0,...,6, w; =27y et wg = 8. Nous avons alors :

=1 pour

x4w0x74 = wy, x4w1x74 = ws, x4w2x74 = weg ,

x4w3x_4 = w7.w§1 , x4w4x_4 = wgwowgl ,x4w5m_4 = wgwlwgl ,

$4w6m_4 = wgwgwg_l , 334w7a:_4 = wgwgwgl , $4wgm_4 = ws.
On remarque donc, en utilisant les morphismes ¢ : Hg — Het p: H — H
définis dans la partie précédente, que nous avons

Vw € Hg, p(ztwz™) = p(p(w)).

Ainsi, si w € Heo, p(atwz™*) = p(p(w)) = p(I3) = I3, donc 2*Hoor™* =

Hy, et Hy < Hy, donc Hy C Norm(Hy).

Réciproquement, prenons w ¢ Hy et considérons le chemin associé dans
Tg° partant du carreau 1 de la copie I3 de Tg. Ce chemin se termine sur le
carreau i d'une copie A de Tg, avec i # 1 et i # 5, puisque w ¢ Hy.

Nous avons alors plusieurs cas :

— Sii =2 ou 6, prenons we = yr3yz >, alors wwew ' est un chemin

joignant le carreau 1 de la copie I3 au carreau 1 de la copie AY2A~! £
Is;

— Sii = 3, prenons we, = yx >yx, alors wws,w ! est un chemin joignant

le carreau 1 de la copie I3 au carreau 1 de la copie AX2A™1 # I3

— Sii =6 ou 8, prenons we = yx yzr ", alors wwsw ™! est un chemin

joignant le carreau 1 de la copie I3 au carreau 1 de la copie AY 2A~1 £
I3;

— Sii =7, prenons we, = Yy >yx, alors wwsew ! est un chemin joignant

le carreau 1 de la copie I3 au carreau 1 de la copie AX 2A~! £ I5.



4.3. UN H-REVETEMENT RECURRENT 87

Dans tous les cas wweow ™! ¢ Ho,, donc w ¢ Norm(Hy,) et Norm(Hy,) C
Hy.

Finalement nous obtenons que Hy = Norm(H,), donc d’apreés une ca-
ractérisation de Schmithiisen, I'(75°) C I'(Ty).
O

Grace a lalgorithme de Schmithiisen, nous obtenons :

F(T4)=<<_21 (1)><§ _01>>'

['(T§°) est donc un sous-groupe de ce sous-groupe d’indice 6 de SLa(Z).
En tant que groupe fuchsien de premiére espece, ¢’est soit un réseau (et donc
un sous-groupe de SLy(Z) d’indice fini), soit il est infiniment engendré.

C’est le second cas qui se présente ici.

Théoreme 4.3.7 T'(Tg°) est infiniment engendré.

, 2 1
DEMONSTRATION : Notons A = <_1 0> un des générateurs de T'(Ty).
Nous allons montrer que Vn € N\ {0}, A" ¢ I'(T¢°).
Par récurrence immeédiate, nous avons A" = ntl K )
-n  —-n+1

Nous considérons y4n, un relevé de A™ dans Aut(FFy) défini par :
yan(x) = (y o)y, qan(y) = (y ) ey,
En effet, yan € Aut(Fq) car

n+1 1

zylz)y =2, yan((z7y)" )

var (7 y) =y,

et nous vérifions facilement que B(y An) = A™.

Supposons que A" € I'(Tg°). Dans ce cas, yan (Hxo) et Hoo sont conjugués
dans Fy, ou de manieére équivalente fyA_% (Hs) et Ho sont conjugués : il existe
u € Fy tel que vgi(Hoo) = uHu~! De plus, puisque A € I'(T), yan stabi-
lise Hg, qui est distingué dans [Fs.

Ainsi, en notant ¢ 'automorphisme intérieur de Fo associé a u, nous
avons le diagramme suivant :

YAMOL

Hg —— Hg

oo
H H
avec Hoo = ker(p) = ker(p o yan 01) = (yan 0 1) 1 (Hyo).
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Il existe alors un automorphisme ¢ : H — H tel que nous ayons le
diagramme commutatif suivant :

Ainsi pour chaque générateur w; de Hg, nous avons

© 0 yan o L(w;) = 1 o p(w;).

Posons j = |u|s, de sorte que ux~/ appartienne & Hg. Ainsi

0 7m0 1(w5) = ¢ 0 Yan (wyu )
= (0 Ygn (ux_j.a:jwix_j (ul‘_j)_l)
= poyan(uz™).0 0 yan (@ wiz™).0 0 yan (uz™) ™1
Notons M = ¢ o yan(uz™7) € H, de sorte que
© 0 yan 0 L(w;) = M.poyan(zdwz™). ML,

II nous reste donc & étudier o oy (2/w;z~7). Remarquons d’abord que
la conjugaison par 27/ permute de maniere circulaire les générateurs wy a wr,
quitte & les multiplier par wg ou son inverse, et qu’elle laisse fixe wg. Plus
précisément, nous avons, pour ¢ de 0 a 7 :

~ Sii+4j <6, alors tdwr™d = Wit s

— sii=7,alors 2dwyz ™I = WeW;_1 ;

—sii4j=7,alors tdw;zl = w7w§1 ;
sii+ 7 > 8, alors lw;z™I = wgwiﬂ-ws_l ;

- xngsc_j = ws;

tous les indices étant pris modulo 8.
Cependant, nous avons :

Yan(wg) = V(Y XY "X Y XTY TP XY !
=Y.I;.Y !
=13

Dans ce cas, yan (z/w;x ™) = yan(wit;), les indices étant pris modulo 8.

Finalement, nous obtenons que les deux listes [p o yant(w;),i =0,...,7]
et [1hop(w;)] doivent correspondre & permutation circulaire et & conjugaison
par un élément M € H pres.
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Nous obtenons :

p(yan(wo)) = XZ~ 0D o(yan(wn) = YZ7", p(yan(wa)) = X271,

p(yan(w3)) =Y ' 2% o(yan(ws)) = X' 2" o(yan(ws)) =Y Z7",
o(van(we)) = X1 Z, p(yan(wr)) =Y 1.

et

Plp(wo)) = P(X), Y(p(w1)) = YY), P(p(w2)) = (X)),
D(p(ws)) = (Y H), (p(wa)) = (X7, d(p(ws)) = (),
Y(p(we)) = Y(X ™), v(p(wr)) = DY ).

C’est absurde, car il n’existe aucune permutation circulaire ni conjugai-
son permettant que ces deux listes correspondent.

Donc A™ ¢ I'(Tg°) pour tout n > 1, et I'(7g°) est d’indice infini dans
SL2(Z) et ce n’est pas un réseau. Puisqu’il est de premiere espece, nous
concluons qu’il est infiniment engendré. O
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Chapitre 5

Autres exemples

5.1 Wind-tree

Dans cette section, nous allons rappeler les résultats connus sur le flot
linéaire sur le modele du wind-tree, ou encore du ”vent dans les arbres”.
Ces résultats proviennent de Hubert-Lelievre-Troubetzkoy ([HLT09]) et nous
adopterons leurs notations. Ce modele a également été utilisé dans [DHL11],
[AH12] ou encore [FU11].

Exceptionnellement dans cette section, quand nous parlons de cylindres
ou de groupes de Veech d’origami, il s’agit des définitions pour les surfaces
de translation. Nous rappelons que le groupe de Veech d’un origami est un
sous-groupe du groupe de Veech de la surface de translation associée, et
que les liens de selles d’un origami, délimitant les cylindres, passent par les
sommets de tous les carrés, alors qu’ils ne passent que par les singularités
de la surface de translation associée.

5.1.1 Définitions

FIGURE 5.1 — Une partie de la table R

2
3

=

Considérons la table de billard R, 5, avec 0 < a < 1 et 0 < b < 1, définie
de la maniere suivante : nous considérons le réseau Z2, et enlevons un rec-

91
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tangle de dimensions a et b, centré en le centre de chaque maille du réseau.

Par la méthode classique de dépliage, nous obtenons une surface de trans-
lation associée, notée X 4.

Puisque les angles de la table de billard sont des multiples de 7, il faut

donc 4 copies de la table, et le groupe engendré par les réflexions sur les
obstacles est (Z/2Z)? (voir ([HLT09]) par exemple).

FIGURE 5.2 — L’origami X 1.
272

La figure précédente nous montre les recollements a effectuer sur les 4
copies de R, afin d’obtenir X,y :

— le coté droit de 'obstacle dans la maille (m,n) (qui correspond donc
a un coté gauche dans X, ) est recollé au coté gauche de l'obstacle
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dans la maille (—m,n);
— le c6té haut de l'obstacle dans la maille (m,n) est recollé au coté bas
de l'obstacle dans la maille (m, —n).

Nous remarquons également la présence de cylindres horizontaux, ce qui
est logique étant donné la table de billard.

Si nous prenons des parametres a et b rationnels, quitte a redimensionner,
X,p est une surface a petits carreaux. Ce redimensionnement est tel qu'une
direction « sur la table de billard R, correspondra a une direction % sur la
surface X, . Nous noterons indifféremment X, ; I'origami ou la surface a pe-
tits carreaux et nous noterons wgp la 1-forme holomorphe naturelle sur X, ;.

A partir de maintenant, nous posons a = % et b = %. Notons Y,

I'origami fini défini sur le dessin ci-dessous :

FIGURE 5.3 — L’origami Y, , les longueurs représentent le nombre de car-
reaux.

Il s’agit de la surface obtenue en regardant une "maille” de X, ;, comme
sur la figure 5.4.

C’est une surface de la strate H(2) : ¢’est une surface de genre 2 qui a une
unique singularité d’ordre 2. Cet origami va servir de base pour l'origami
Xabp-
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|
[
|3

Y

FIGURE 5.4 — Une maille de X, ; définit Y.

Cet origami Y,; va nous servir de base pour pouvoir définir I'origami
X,,p comme un G-revétement.

Proposition 5.1.1 X, est un 72 x (Z.)27)2-revétement de Yoo

DEMONSTRATION :

Y,» est obtenue en regardant une seule maille de X, (d’ou le facteur
Z*) sur une seule copie de R, (d’olt le facteur (Z/27)?).

Le groupe Z2 x (7Z/27)? est muni de la structure suivante :
((m,n), (@) + ((m',n'), @) = ((m+ f@m’,n+ f(b)n), (a+a’,b+b),
ot f(0)=1et f(1)=—1.

Nous regardons les recollements sur la figure 5.2. Nous voyons clairement
apparaitre la structure du groupe Z? x (Z/27)3.

Le revétement est alors donné par :
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7((17 0)7 (67 (_)))

FIGURE 5.5 — Définition du Z? x (Z/27)?-revétement.

0

Puisque Y, ; est une surface de genre 2, elle est hyperelliptique : elle
possede une involution qui admet 6 points fixes, appelés points de Weiers-
trass.

Les points de Weierstrass de Y;; sont explicités sur la figure 5.6.

Ce sont donc les centres des 3 rectangles qui composent Y, ; (les points
A, B et (), la singularité (le point D) et les milieux des cotés de longueurs
p et r (les points E et F). L’involution est alors le demi-tour de chacun de
ces trois rectangles.

Nous savons que dans chaque direction rationnelle, Y, ; se décompose
en un ou deux cylindres, comme chaque origami de H(2) (voir ([HLT09])
par exemple). Si Y, se décompose en un seul cylindre dans une direction
donnée, alors quatre points de Weierstrass seront sur des liens de selles, les
deux autres seront dans le coeur du cylindre. Si Y, ; se décompose en deux
cylindres, deux points de Weierstrass seront sur des liens de selles, deux se-
ront dans le coeur d’un cylindre et les deux derniers seront dans le coeur de
I’autre cylindre.

Un cylindre de Y, se releve en cylindre ou en bande dans X, ;. Nous
savons d’apres [HLT09] que si un cylindre de Y, ; contient en son coeur deux
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F C F
[ ] [ ] [
E
- - —— ‘ .
|
A | B
] | °
|
D . E

FIGURE 5.6 — Position des points de Weierstrass sur Y.

des points A, B ou C, alors il se releve en une bande dans X .

5.1.2 Flot linéaire et groupe de Veech

Dans article de Hubert-Lelievre-Troubetzkoy ([HLT09]), nous trouvons
tous les résultats concernant le flot linéaire sur X, .
Posons

r
&= {(p’ > €Q% 0<p<q,0<r<s,petrimpairs, qets pairs}
q’ s
ou les fractions considérées sont irréductibles.
Théoréme 5.1.2 Pour (a,b) € £, le flot linéaire est récurrent sur Xqp.

Ce résultat est démontré dans [HLT09]. C’est ici qu’a été utilisé pour la
premiere fois le théoreme de Patterson-Sullivan. Il a été ainsi démontré que
les directions a un cylindre de Y,; se relevent en directions completement
périodiques pour X, ;. Dans ce cas, nous savons alors que toutes ces direc-
tions sont dans I’ensemble limite du groupe de Veech de X, qui est donc
un groupe fuchsien de premiere espece.

Nous avons déja vu que ce résultat a été amélioré par Avila et Hubert
dans [AH12].
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Théoréme 5.1.3 Pour (a,b) € (0,1)%, le flot linéaire est récurrent sur
Xap-

Nous allons maintenant utiliser le lemme 2.1.5 pour obtenir un résultat
pour le groupe de Veech de X .

Théoréme 5.1.4 Soit (a,b) € &, le groupe de Veech I'yp = T'(Xqp) est
infiniment engendré.

DEMONSTRATION : Remarquons d’abord que puisque p et ¢ sont premiers
entre eux, ainsi que 7 et s, 'origami X, j est réduit. Dans ce cas, nous avons
1—‘a,b = F(Xa,b) = SL(Xa,ba Wa,b)-

Comme (a,b) € £, nous savons déja que I'yp est un groupe fuchsien de
premiere espece. Ainsi c¢’est soit un réseau (et donc un sous-groupe d’indice
fini de SLa(Z)), soit il est infiniment engendré.

Nous allons montrer que I';, n’est pas un sous-groupe d’indice fini de
SL2(Z) en exhibant un élément de SLy(Z) dont aucune puissance n’est dans
LCop.

Dans X, , la direction verticale est dite mixte : X,; se décompose en
bandes et en cylindres dans cette direction. Considérons les matrices sui-

T”_<(1) T),nEZ*.

SiT" € T'yp,n > 0, alors I'image de la direction verticale par T™ serait
mixte. Nous allons donc nous intéresser aux directions T" .00, qui sont les
pentes %,n > 0.

vantes :

Considérons la famille (o )r>0 de pentes dans R, ; décrites dans la figure
ci-dessous :
Nous avons donc oy = %b. Ici b= %, donc

1-% s—r

Etant donné le redimensionnement, nous étudions donc sur X, les di-

rections
sap  S—r
Br=—=
q qk

Puisque nous nous intéressons aux pentes de la forme %, nous allons

étudier la sous famille (8;(s—y)i>0 = (%) )
9/i>0

Dans la direction Sy = %,z’ > 0, Y, 5 se décompose en deux cylindres.

En effet, nous savons déja que Y, se décompose en un ou deux cylindres
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e e

ay [e%:]

FIGURE 5.7 — Définition des pentes ay.

dans une direction rationnelle. Ensuite il est clair que tous les points de X, ,
et donc de Y, ; par projection, ne sont pas atteints en ne considérant que les
bandes de la figure suivante.

O —

-

FIGURE 5.8 — Un cylindre dans les directions 31 et [s.

Ces bandes se projettent toutes sur un cylindre C de Y, ;. Nous pouvons
remarquer en regardant la figure précédente que ce cylindre reste dans le
cylindre horizontal contenant les points A et B. Comme deux points de
Weierstrass doivent étre dans le coeur de C et que E y appartient, I'autre
point est A ou B. Supposons sans restriction qu’il s’agisse de A.

Le second cylindre doit également contenir deux points de Weierstrass
en son coeur. Montrons qu’il contient les points B et C.

En effet, étant données les parités de p, g, r et s, les trois points de
Weierstrass A, B et C de Y, se projettent tous sur le méme point du tore
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T1, le point M central :

FIGURE 5.9 — Point central de T} sur lequel se projettent trois points de
Weierstrass.

Dans le tore, le lien de selles de pente % ne passe pas par le point M. En
effet, iq étant pair, si nous considérons la droite du plan passant par ’origine
et de pente i, aucun point a coordonnées demi-entieres n’appartient a cette
droite. Ainsi en relevant cette direction dans Yy, les points A, B et C ne
sont pas sur des liens de selles, et le point E étant évité par construction,
le second cylindre contient bien les points B et C. D’apres les résultats de
[HLT09], ce cylindre se releve donc également en bandes dans X p.

Ainsi, pour ¢ > 0, X,; se décompose en bandes dans la direction L

. iq

Donc pour ¢ > 0, T ¢ 'y .
Donc I'yp n’est pas d’'indice fini dans SLa(Z) et il est donc infiniment
engendré. O

5.2 Origamis de Burnside

5.2.1 Le probléeme de Burnside

Un groupe G est dit d’exposant n si pour chaque g € G, g" = 1. C’est par
exemple le cas de chaque groupe fini, ou on peut prendre comme exposant
I’ordre du groupe.

Un des problemes de Burnside est le suivant : soit G un groupe de type
fini d’exposant n, est-ce que G est fini?

Pour répondre a cette question, une famille de groupes a été définie.

Définition 5.2.1 Le groupe de Burnside libre de rang m et d’exposant n,
noté B(m,n), est le groupe engendré par m éléments x1, ..., Ty tel que pour
chaque élément x € B(m,n), " = 1, sans aucune autre relation.

Il s’agit simplement du groupe suivant :

B(m’n) = ]Fm/JF?m
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ou I}, est le sous-groupe de F,, engendré par les éléments de F,, a la
puissance n.

Il est libre dans le sens ot si G est un groupe a m générateurs gi, ..., gm
ou Vx € G, 2™ = 1, alors il existe un unique morphisme ¢ de B(m,n) vers
G tel que ¢(x;) = g;.

Nous pouvons donc reformuler le probleme de Burnside de la maniere
suivante : pour quels entiers m et n le groupe B(m,n) est fini?

La question reste encore partiellement ouverte, avec des avancées considé-
rables.

Par exemple, il est connu que B(m,2), B(m,3) (Burnside ([Bur02])),
B(m,4) (Sanov ([San40])) et B(m,6) (Hall ([Hal58])) sont finis. Le résultat
principal provient des travaux d’Adian et Novikov ([AN68]), qui prouvent
que pour n > 4381 impair, il existe m tel que B(m,n) soit infini.

Ce résultat fut amélioré par Adian en 1975 ([Adi75]) :

Théoréme 5.2.2 Pour n > 665 impair, il existe m tel que B(m,n) soit
mfini.

5.2.2 Définition et propriétés d’origamis de Burnside

Pour m et n entiers, nous voulons construire des B(m,n)-revétements
d’origamis finis. Bien évidemment, si B(m,n) est fini, nous allons obtenir
des origamis finis, donc les résultats que nous allons obtenir seront triviaux,
I'intérét étant pour B(m,n) infini.

Soient m et n entiers, et B(m,n) le groupe de Burnside libre de rang m
et d’exposant n. Pour construire un B(m, n)-revétement d’un origami O, il
faut donc que O ait au moins m — 1 carreaux.

Soient O un origami ayant au moins m — 1 carreaux, H un sous-groupe
fondamental de O et ¢ : H — B(m,n) le morphisme définissant un origami
O (qui n’est pas nécessairement infini). Puisque B(m,n) est d’exposant
fini, nous avons la propriété suivante.

Proposition 5.2.3 Soit O un B(m,n)-revétement d’un origamsi fini. Toute
direction rationnelle de O est complétement périodique.

DEMONSTRATION :

Soient donc O un origami fini, H un groupe fondamental de O et ¢ :
H — B(m,n) définissant O

Fixons une direction rationnelle %’, et notons w = p (%) le mot sturmien
associé, P le point de T définissant w et [ la longueur du cylindre de T}

dans la direction %'
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Prenons un point P de O dans la fibre de P, et notons cette fois L = kl
la longueur du cylindre de O dans la direction %, dont ’ame passe par P.

Donc w* € H.
Nous allons suivre maintenant le flot linéaire dans la direction %, en

partant du point P dans la fibre de P dans la copie 1 de O. Si nous suivons

la direction g en partant de P pendant un temps L, nous arrivons en un

point P’, de la méme fibre et dans la copie z = p(w®) € B(m, n).
Ainsi en suivant cette direction pendant un temps nlL, nous arrivons a
la copie ™ = 1, donc sur notre point de départ.
Ceci étant vrai pour chaque cylindre de O, nous en déduisons que Oy
se décompose en cylindres dans la direction s.
d

Nous avons alors le théoreme suivant.

Théoréme 5.2.4 Soient O un origami et B(m,n) le groupe de Burnside
libre de rang m et d’exposant n. Alors le flot linéaire est récurrent sur tout
B(m,n)-revétement de O.

DEMONSTRATION :

Notons Oy le B(m,n)-revétement de O.

D’apres la proposition précédente, O, vérifie la premiere hypothese du
théoreme 2.4.2.

Nous savons de plus que les cylindres de O, sont au plus n fois plus
longs que ceux de O dans la méme direction. En effet, notons H et Hy,

les groupes fondamentaux de O et O respectivement. Si w = p <§) est

I’élément de o associé a la direction g, il existe k > 0 tel que w’ = w* € H.
Par définition des groupes libres de Burnside, nous avons alors w'™ € H.
Dans ce cas, cela signifie que le cylindre dans la direction £ de Oy, est d’aire
au plus n celle du cylindre de O dans cette méme direction. Puisque ces
cylindres sont de méme hauteur, nous obtenons alors que les cylindres de
O« sont au plus n fois plus longs que ceux de O dans la méme direction.
Ainsi, grace au lemme 1.2.24, O, vérifie la seconde hypothése du théoreme

2.4.2. g

Nous allons maintenant nous intéresser aux groupes de Veech de tels
origamis.

En utilisant la caractérisation de Schmithuesen, nous pouvons obtenir le
résultat suivant.

Proposition 5.2.5 Soient O un origami ¢ m — 1 carreaux, B(m,n) le
groupe de Burnside libre de rang m et d’exposant n, et Os un B(m,n)-
revétement de O. Alors I'(Os) = T'(O).
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DEMONSTRATION :

Notons H un groupe fondamental de O, c’est donc un groupe libre de
rang m. Le revétement est défini par le noyau d’un morphisme surjectif
¢ : H— B(m,n), morphisme défini simplement par les générateurs de H.

Ce noyau est alors H,, = H", le groupe engendré par les éléments de H
a la puissance n. Il s’agit clairement d’un sous-groupe caractéristique de H,

donc d’apres le théoréme 1.2.19, nous avons I'(O) = I'(0).
O

Ce résultat est spécial au cas maximal, c’est-a-dire pour les B(m,n)-
revétements d’un origami & m — 1 carreaux. Il n’est sans doute plus vrai
dans les autres cas.
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