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Introdu
tion générale

L'étude présentée dans 
e mémoire de thèse propose d'apporter un soutien à la dé
ision

des te
hniques opératoires utilisées pour la région pelvienne du 
orps féminin. Suite à une

modi�
ation dans leur 
on�guration spatiale, la fon
tion des organes de l'abdomen peut

être altérée, et nuire à la qualité de vie des patientes.

Chaque système organique est unique, qu'il s'agisse de la forme des organes, de leur

taille, de la relation reliant leur fon
tion à leur empla
ement, ou des soins à leur apporter

pour restaurer l'équilibre pelvien. L'obje
tif est alors de 
omprendre et reproduire le 
om-

portement patiente-spé
i�que des organes soumis à une 
ontrainte de poussée abdominale.

La modélisation de la problématique se traduit par la dé
omposition suivante en tâ
hes

élémentaires : a
quérir les 
ontours externes des organes par une segmentation de l'IRM des

patientes, 
al
uler les maillages à l'issue de la modélisation géométrique, appliquer les lois

de 
omportement pour simuler leurs dépla
ements, et véri�er la 
onformité des résultats en

les 
omparant aux IRM dynamiques des patientes.

Ave
 l'avan
ée des te
hniques mini-invasives, de nombreux simulateurs voient le jour. Les

méde
ins 
omptent sur le support de la virtualisation pour gagner en pré
ision et améliorer

le geste 
hirurgi
al, tout parti
ulièrement en mode pré-opératoire. Rapidité et e�
a
ité du

résultat sont en e�et les 
ara
téristiques qu'une opération 
hirurgi
ale doit posséder.

Cependant, la pré
ision des 
al
uls d'un simulateur ne garantit pas l'e�
a
ité du ré-

sultat dans la réalité. Plusieurs appro
hes ont été proposées pour lever 
e verrou s
ien-

ti�que, mais d'une part elles sous-estiment les étapes élémentaires en fusionnant modélisa-

tion géométrique et mé
anique, et d'autre part elles ne reposent pas sur une vérité-terrain

pour véri�er la pertinen
e de leurs simulations.

Une attention parti
ulière s'est alors posée dans notre modélisation pour tenir 
ompte du

rappro
hement ave
 la réalité physiologique. Cette proximité s'exprime notamment par la

prise en 
ompte de l'épaisseur non-négligeable des membranes et d'une vérité-terrain propre

à 
haque patiente. A�n d'apporter un é
lair
issement sur les verrous liés spé
i�quement à

la modélisation géométrique, 
e manus
rit porte ainsi sur la 
réation de maillages dé
rivant

les surfa
es épaisses des organes pelviens. Les données d'entrée sont des points épars.
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Introdu
tion générale

Ce mémoire se 
ompose de six parties. Le premier 
hapitre présente la notion de sur-

fa
es épaisses dans les problématiques industrielles passées et la manière dont elle pourrait

s'intégrer dans le domaine médi
al. Pour 
e faire, un tour d'horizon des simulateurs 
hirur-

gi
aux alliant modélisations géométrique et physique est e�e
tué. Le besoin d'assistan
e au

geste 
hirurgi
al pour la région pelvienne - 
ontexte de notre étude - est mis en éviden
e et

traité dans le 
adre du projet MoDyPe dans lequel s'in
rit 
ette thèse. L'importan
e de l'é-

tape de modélisation géométrique est dé�nie au travers d'une pro
édure en deux étapes : la


onstru
tion de la surfa
e des organes, et l'ajout d'une épaisseur pour 
réer un 
ontour épais.

Le deuxième 
hapitre présente une étude bibliographique des méthodes d'ajustement

de surfa
es à partir de nuages de points épars. Les représentations impli
ite, dis
rète, et

paramétrique sont détaillées et illustrées par di�érents exemples de te
hniques. Les avan-

tages et in
onvénients sont formulés au regard des besoins de la problématique.

Le troisième 
hapitre regroupe les informations 
on
ernant la méthode d'ajustement


réée, basée sur la représentation paramétrique. La surfa
e générée pour représenter les 
orps

fermés et � lisses � des organes est tout d'abord présentée. A�n de fa
iliter la 
onstru
tion

du 
ontour des formes, une initialisation spé
i�que basée sur un axe médian non-linéaire

est proposé. Il sert de guide à la disposition d'une surfa
e initiale au plus près du jeu de

données. Finalement, l'ajustement surfa
ique est détaillé, basé sur un s
héma de relaxation

de type moindres 
arrés. Il dé�nit une fon
tionnelle d'énergie bidire
tionnelle, prenant en


onsidération la distribution du nuage de points et la forme de l'approximant.

Une fois la surfa
e paramétrique appro
hant les données re
onstruite, le quatrième


hapitre propose un se
ond état de l'art, 
ette fois basé sur les te
hniques d'ajout d'épaisseur

aux surfa
es. Les appro
hes o�sets permettent de satisfaire 
e besoin, portant une attention

parti
ulière au problème de repliements de la surfa
e sur elle-même quand la distan
e-o�set

est trop grande par rapport aux rayons de 
ourbure.

Nous présentons ensuite la pro
édure o�set développée au 
hapitre 
inq pour les organes

pelviens. Alors que les appro
hes 
lassiques reposent sur des modèles paramétriques ou dis-


rets qui peuvent ne pas tenir 
ompte de 
ertaines auto-interse
tions, nous dé�nissons une

méthode plus adaptée à notre 
as d'étude, garantissant la 
onstru
tion de maillages sans

erreur sous 
ertaines 
onditions.

À but essentiellement appli
atif, le 
hapitre suivant illustre la validité de la méthode

pour des objets extérieurs au domaine médi
al.

Finalement, une 
on
lusion générale de mes travaux de thèse ainsi que des perspe
tives

visant à améliorer et étendre les idées développées sont données en dernière partie.
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Chapitre 1 Contexte médi
al et 
adre s
ientifique de l'étude

1.1 Introdu
tion

Depuis plusieurs dé
ennies, la notion d'épaisseur a été intégrée aux modèles géométriques

dans de nombreux pro
essus industriels. Parmi 
es environnements d'appli
ation, les te
h-

niques de 
ontr�le de fraisage ont été parti
ulièrement développées, abordant l'asso
iation

entre les notions de traje
toires, d'épaisseurs et d'interse
tions de 
hemins pour 
on
evoir des

objets manufa
turés et parfois 
omposites (
f. par exemple les travaux de [Mar
iniak, 1991℄).

L'avan
ée des te
hnologies a favorisé le développement de partenariats inter-dis
iplinaires,

répondant de 
e fait à d'autres besoins, 
omme l'ajout d'épaisseurs à des surfa
es qui nous

intéresse prin
ipalement dans le 
adre d'une appli
ation médi
ale. Ce 
hapitre a ainsi pour

obje
tif d'introduire la problématique traitée dans 
e mémoire, à savoir la modélisation

des organes permettant de 
ara
tériser les troubles de la statique pelvienne de

la femme , qui s'intégrera dans le pro
essus de 
onstru
tion d'un simulateur 
hirurgi
al.

Après une brève des
ription des 
as d'appli
ation dans le domaine industriel, le 
ontexte

médi
al est développé. Une des
ription des simulateurs existants d'aide aux diagnosti
s est

tout d'abord proposée, di�éren
iant les modèles en termes de 
omplexité et de réalisme.

Les 
ara
téristiques des tissus mous sont ensuite mises en éviden
e à travers la présentation

de te
hniques a
tuelles de déformations des supports géométriques. Finalement, nous nous


entrons sur l'environnement spé
i�que à notre 
as d'étude, à savoir la région de l'abdomen.

Nous y dé�nissons les 
ara
téristiques et hypothèses anatomiques né
essaires à l'élaboration

des modèles géométriques spé
i�ques aux organes pelviens.

1.2 Appli
ation dans un 
ontexte industriel

Les appli
ations industrielles 
onsidérant l'épaisseur de forme ou de traje
toire sont

nombreuses. En robotique, la 
onstru
tion de traje
toires doit prendre en 
onsidération les

obsta
les sur son 
hemin ([Lozano-Pérez and Wesley, 1979℄). Ainsi, l'intégration d'une épais-

seur à davantage le r�le d'intervalle de sé
urité permettant de 
onsidérer la taille de l'objet à

dépla
er pour ne pas entrer en 
ollision ave
 le milieu extérieur. Dans 
ette optique, d'autres

travaux ont été entrepris pour la représentation de pin
eaux ([Kim et al., 1993℄) et la généra-

tion de 
hemins d'outils ([Rohmfeld, 1998, Lartigue et al., 2001, Kim and Yang, 2005℄).

Ce prin
ipe est également appli
able pour les surfa
es. Nous pouvons 
iter notamment les

travaux de lo
alisation de surfa
es par régions de toléran
e ([Patrikalakis and Bardis, 1991℄),

la re
onnaissan
e de 
ara
téristiques par la 
onstru
tion de squelettes et d'axes médians des

modèles géométriques ([Wolter, 1992℄), la 
on
eption de panneaux 
omme le mélaminé 
om-

posite ([Kumar et al., 2002℄), ou en
ore le prototypage rapide ([Park, 2005℄).

La notion d'épaisseur s'utilise ainsi dans tous les domaines requérant un 
ontr�le de

15



Chapitre 1 Contexte médi
al et 
adre s
ientifique de l'étude

traje
toire sur une surfa
e, la 
réation de surfa
es multi-
ou
hes ou de formes 
reuses. Nous

allons voir dans les parties suivantes 
omment elle est employée en environnement médi
al.

1.3 Appli
ation dans un 
ontexte médi
al

A�n d'appuyer les dé
isions des prati
iens et d'aider à leur formation, la méde
ine peut

re
ourir aux domaines de la robotique et de la virtualisation d'environnements vivants.

Toutefois, le modèle unique et globalisé - de la 
ellule à l'a
tivité ma
ros
opique - du 
orps

humain n'existe pas. Un simulateur 
onvient pour une 
on�guration anatomique pré
ise,

dont la qualité dépend de la �délité dans la reprodu
tion de la physiologie.

1.3.1 Génération des simulateurs

Les travaux de [Satava, 1996℄ proposent une 
lassi�
ation des simulateurs 
hirurgi
aux

en trois 
atégories de 
omplexité pour illustrer le vivant (
f. �gure 1.1).

1.3.1.1 Simulateurs de première génération

La première génération est basée sur l'information anatomique, obtenable par l'imagerie

médi
ale (s
anner, IRM, tomographie a
oustique, . . . ). De nombreux simulateurs existent

sur le mar
hé - pour l'endos
opie notamment - mais o�rent peu d'intera
tions ave
 les

organes modélisés. Ils sont davantage utilisés en tant qu'examen 
omplémentaire pour aider

au diagnosti
. Nous pouvons 
iter le système CathSim 
réé par [Ursino et al., 1999℄, un

simulateur médi
al à bas 
oût intégrant un retour d'e�ort et une simulation graphique 3D.

Il a pour r�le prin
ipal la formation du 
orps in�rmier sur les inje
tions par intraveineuse

et les insertions de 
athéter, bien que le réalisme haptique reste limité. [Liu et al., 2001℄ ont


réé un outil pour le lavage péritonéal basé sur le même matériel.

Pathologie Cellules CirculationRespiration

Etat de la matière Cinématique Déformation Forces

Forme Surface MorphologieVolume

Génération I - Anatomie

Génération II - Physique

Génération III - Physiologie

...

...

...

Figure 1.1. Les trois niveaux de 
omplexité de modélisation.
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al et 
adre s
ientifique de l'étude

1.3.1.2 Simulateurs de deuxième génération

Les simulateurs de se
onde génération dé
rivent en plus les propriétés physiques du


orps humain. La modélisation des propriétés mé
aniques des tissus mous permet d'e�e
tuer

des opérations de dé
oupe et de suture. Di�érents simulateurs de 
ette génération ont été

également développés spé
i�quement pour des parties pré
ises du 
orps humain. Les travaux

de [Sierra et al., 2006℄ se 
on
entrent sur la 
onstru
tion d'un simulateur de pré
ision pour

les pro
édures d'hystéros
opie. L'utérus et la 
avité interne doivent don
 être re
onstruits.

Di�éremment, [S
hwartz et al., 2005℄ s'intègre dans la plani�
ation opératoire pour détruire

les 
ellules 
an
éreuses du foie. La di�
ulté réside i
i dans l'impossibilité de déterminer les

propriétés physiques des tissus vivants, bien di�érents de leurs valeurs ex vivo.

1.3.1.3 Simulateurs de troisième génération

La troisième génération est bien plus 
omplexe, puisque des des
riptions anatomique,

physique et physiologique du 
orps sont intégrées. Peu de simulateurs existent, suite à la

di�
ulté d'asso
ier les fa
teurs physique et physiologique (
ir
ulation sanguine, respiration,

fon
tionnement des 
ellules). Une modi�
ation au niveau mi
ros
opique (une pathologie)

va in�uer au niveau ma
ros
opique (
hangement dans la stru
ture des membranes). Des

travaux ont été notamment entrepris par [Sermesant et al., 2004℄.

Quel que soit le simulateur, la déformation des stru
tures élastiques repose sur la nature

des lois de 
omportement des organes appliquées sur le modèle géométri
o-physique, servant

de support aux 
al
uls. Pour 
e
i, deux 
ritères essentiels sont à prendre en 
onsidération : le

réalisme de la modélisation , dépendant des données en entrée et des 
ara
téristiques pro-

pres au modèle, et un faible temps d'exé
ution pour aboutir à une intera
tion temps-réel.

Ce 
hoix dépend de l'obje
tif, à savoir si la simulation est à utiliser pour de la plani�
ation

opératoire ou de la formation. Un simulateur intégrant parfaitement 
es deux 
ritères est

inexistant pour l'instant. Cependant, alors que le fa
teur de temps sera toujours améliorable

grâ
e aux progrès te
hnologiques liés au support matériel des simulations, la question de la

modélisation mathématique du problème reste ouverte. Le paragraphe 1.3.2 dé
rit di�érents

modèles intégrés dans les simulateurs a
tuels, 
hoisis d'après leurs obje
tifs propres.

1.3.2 Modélisations géométri
o-physiques des simulateurs a
tuels

Les travaux de [Nealen et al., 2006℄ présentent un état de l'art sur 
es surfa
es dé-

formables. Durant les deux dernières dé
ennies, le nombre de modèles s'est beau
oup a

ru.

Les appro
hes sont 
lassées en deux 
atégories : 
elles répondant aux prin
ipes de la mé-


anique 
ontinue et 
elles qui n'y répondent pas.

1.3.2.1 Modèles reposant sur la mé
anique 
ontinue

La mé
anique 
ontinue retrans
rit les déformations biomé
aniques par des équations à

dérivées partielles. Nous dé
omptons dans 
ette 
atégorie quatre familles prin
ipales.
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Les éléments �nis 
onsistent en une dé
omposition de l'objet déformable en volumes

simpli
iaux (tétraèdres ou hexaèdres) avant d'appliquer les lois de 
omportement. L'avantage

de 
ette modélisation est sa pré
ision numérique, et son lien dire
t ave
 les équations de la

mé
anique. On peut 
iter par exemple les travaux de [Tillier et al., 2003℄ sur la 
hirurgie

laparos
opique du foie ave
 une loi de 
omportement hyper-élastique. En 
ontrepartie, les

temps de 
al
ul sont importants. Le 
omportement temps-réel peut être appro
hé par les

méthodes d'analyse numérique, 
omme présenté dans les travaux de [Berkley et al., 2004℄

et de [Gar
ía et al., 2008℄.

Similairement, [Wang et al., 2006℄ et [Wang et al., 2007℄ se 
onsa
rent aux tissus mous,

mais 
ette fois-
i pour de la neuro
hirurgie. Les 
al
uls sont restreints sur la surfa
e grâ
e

aux éléments frontières. Au
une ressour
e n'est utilisée dans le volume, 
e qui permet

des 
al
uls temps-réel.

Di�éremment, [Hauser et al., 2003℄ utilisent la dé
omposition modale pour réduire

les modèles de 
al
uls. Le 
omportement mé
anique doit répondre à un système d'équations

non-linéaires. L'utilisation des modes vibratoires de l'objet permet d'aboutir à un système

linéaire plus simple, dans lequel les modes n'interagissent pas entre eux. Le système dé
ouplé

donne 
ependant le même résultat que le système original.

Finalement, [Müller et al., 2004℄ mettent en avant les modèles sans maillage à base

de points, dont la parti
ularité, 
omme son nom l'indique, est de ne pas faire intervenir

de notion de 
onne
tivité. Cal
uls et rendu sont disso
iés, par le dé
ouplement entre le

modèle de déformation à base de points (les phyxels, ou � physi
al volume elements �) et la

représentation de la surfa
e (les surfels, ou � surfa
e elements �).

1.3.2.2 Modèles ne reposant pas sur la mé
anique 
ontinue

A 
ontrario, 
ertaines appro
hes ne reposent pas sur la mé
anique 
ontinue. Nous dé-


omptons dans 
ette 
atégorie deux familles prin
ipales, qui mettent en avant le 
ara
tère

temps-réel de la simulation.

D'une part, les modèles masses-ressorts sont des systèmes de parti
ules d'implémen-

tation fa
ile, ave
 un treillis pour leur 
on�guration, un ensemble de for
es pour l'énergie

de déformation et un s
héma de résolution pour rétablir le système à l'équilibre. Mais 
es

appro
hes sont dites empiriques, 
ar de nombreux paramètres sont à déterminer, et ne

sont liés qu'indire
tement à la physique de l'objet. Longueurs des ressorts, 
onstantes de

raideur, masses, 
÷�
ients d'amortissement sont autant de paramètres à estimer. Des mod-

èles plus généraux ont été 
onçus pour améliorer la pré
ision de la simulation, 
omme les

travaux de [Pi
inbono et al., 2002℄ qui dé�nissent une appro
he à raideur variable. Parmi

les travaux ré
ents, nous pouvons 
iter par exemple les travaux de [Patete et al., 2012℄ sur

la re
onstru
tion mammaire 3D, qui ont 
onstruit un modèle 
omplet, allant de l'a
quisition

des données à la validation des résultats.

Finalement, nous in
luons dans 
e groupe les modèles sans maillage à 
orrespondan
e

de formes. Les travaux de [Müller et al., 2005℄ présentent un système basé sur un s
héma
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géométrique, non lié à des paramètres physiques. Il s'agit d'un système de parti
ules ave


gestion des 
ollisions, sans 
onne
tivité, ni intera
tion entre les parti
ules. La restauration

de la forme de l'objet est assurée par le 
al
ul de transformations (translation et rotation).

Cependant, 
e type d'appro
he intègre di�
ilement dans les déformations.

1.3.2.3 Modèles singuliers

Séparément des autres groupes, nous allons présenter 
ertaines appro
hes singulières.

La première 
on
erne les méthodes hybrides, 
omme 
elle de [Zhu and Gu, 2012℄ pour le

rein et le foie. Un modèle par éléments frontières est utilisé pour 
al
uler les déformations,


ouplé à un système de masses-ressorts pour modéliser les 
omportements dynamiques.

L'intera
tion ave
 
es méthodes rend très utiles les simulateurs de formation qui l'utilisent.

Finalement, [Zhong et al., 2012℄ adoptent un point de vue di�érent en 
onsidérant la

déformation au niveau physi
o-
himique. Le 
omportement des tissus mous est 
ara
-

térisé par la 
on
entration des substan
es dans les membranes. Lorsqu'elles sont soumises

à des 
ontraintes, 
es 
on
entrations varient, et un pro
essus de réa
tion-di�usion se met

en pla
e pour restaurer l'équilibre du système. Le modèle reste 
ependant limité aux surfa
es.

Généralement, les appro
hes 
hoisissent entre la pré
ision de la mé
anique 
ontinue et

les méthodes de temps-réel. La 
omplexité réside toutefois dans les spé
i�
ités de 
haque

objet, d'où la quantité importante de modèles présents dans la littérature (
f. s
héma 1.2).

Figure 1.2. Modèles géométri
o-physiques de simulateurs (image basée

sur [Zygote Body, 2011℄) : [Choi et al., 2009℄, [Székely et al., 2000℄, [Sierra et al., 2006℄,

[Zhong et al., 2012℄, [Zhu and Gu, 2012℄, [Patete et al., 2012℄, [Choi et al., 2004℄,

[Niroomandi et al., 2008℄, [Sela et al., 2007℄.
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Néanmoins, il faut noter que le modèle géométrique est la plupart du temps sous-estimé

en étant dire
tement 
ouplé au moteur de simulation physique. Peu de simulateurs s'af-

fairent à intégrer les 
ara
téristiques signi�
atives des organes. Dans le 
adre de la 
hirurgie

pelvienne, le projet MoDyPe au 
ontraire les prend en 
ompte (
f. paragraphe 1.3.3), en


onsidérant notamment la nature fermée, 
reuse et à membrane épaisse des organes.

Après une présentation des troubles liés à la statique pelvienne, les tâ
hes élémentaires

du projet sont dé
rites, permettant d'une part de positionner la modélisation géométrique

dans 
e 
as appli
atif et d'autre part de dé�nir la stratégie adoptée pour y parvenir.

1.3.3 Troubles de la statique pelvienne et projet MoDyPe

1.3.3.1 Origine des troubles

Le plan
her pelvien et les stru
tures mus
ulaires qui le 
omposent doivent assurer la


ontinen
e urinaire, génitale et re
tale tout en autorisant les opérations de mi
tion, de

défé
ation, de 
oït et de parturition. Cependant le système pelvien repose sur un équilibre

sensible entre positionnement et fon
tionnalités des organes. Une perturbation de 
et

équilibre peut 
onduire à des modi�
ations dans leur 
on�guration spatiale, à partir de

laquelle la qualité de vie des patientes est dégradée.

Les troubles de la statique pelvipérinéale résultent de l'altération des stru
tures de sou-

tien des organes, 
réant un déséquilibre entre les for
es de poussée abdominale et de

retenue du plan
her pelvien (
onstituées par le système d'amarrage des vis
ères et du

plan
her pelvien 
omposé d'éléments �bro-mus
ulaires innervés). Grossesse, a

ou
hement,

vieillissement, 
aren
e hormonale, a
tivités physiques, 
hirurgie périnéale ou pelvienne sont

autant de 
auses qui peuvent fragiliser la statique pelvienne. Comme [Villet, 2003℄ le dé
rit,

la transmission de 
es for
es au niveau périnéal dépend de la taille, de la forme et de la dis-

position des organes pelviens qui dé
rivent une série d'angulations servant d'amortisseurs

aux à-
oups de pression.

1.3.3.2 Nature des troubles et interventions médi
ales

L'intervention initiale du 
orps médi
al 
onsiste à pro
éder à l'évaluation de la patiente,

identi�ant de 
e fait les éventuels fa
teurs de risque. L'obje
tif est de prévenir un trouble

du plan
her pelvien, voire de le prendre en 
harge au début de son développement. Dans les


as de troubles légers (légère des
ente d'organes suite à un a

ou
hement), la réédu
ation

du périnée (exer
i
es renforçant les mus
les du plan
her pelvien) peut réduire le risque futur

de sou�rir d'in
ontinen
e urinaire ou d'une des
ente du plan
her pelvien. A 
ontrario, les


as plus graves (in
ontinen
es et pt�ses) requièrent une 
orre
tion 
hirurgi
ale. L'opération


onsiste à remonter l'organe prolabé dans une position idéale pour ensuite le �xer par une


onsolidation ave
 du matériel lo
al ou du tissu autologue, hétérologue, ou synthétique.

Les travaux de [Villet, 2002℄ mettent en éviden
e la 
omplexité du problème. D'une

part, traiter le 
as de troubles multi-élémentaires (prolapsus vaginal et in
ontinen
e fé
ale
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par exemple) ne 
onsiste pas à employer les solutions unitaires. En outre, une 
hirurgie

extensive peut 
auser davantage d'in
onvénients par la �brose qu'elle entraîne, et être à

l'origine d'un périnée �gé, non fon
tionnel, responsable d'in
ontinen
e, de dyspareunie ou

de dys
hésie. Les gestes élémentaires utilisés doivent être 
ompatibles. D'autre part, la


orre
tion est réalisée par des prati
iens issus de spé
ialités di�érentes (digestive, urologique,

et gyné
ologique), induisant des pratiques qui restent mal évaluées. Le 
hoix de la voie

et de la te
hnique 
hirurgi
ale dépendent des sympt�mes de la patiente, des anomalies

anatomiques identi�ées par les examens 
liniques et les résultats de l'imagerie médi
ale,

mais également de la spé
ialité du 
hirurgien, voire de ses habitudes.

La 
on�guration pelvienne est di�érente d'une patiente à l'autre, et si pour une patiente

une 
on�guration donnée restaure le fon
tionnement de ses systèmes urinaire, gyné
ologique

et digestif, les mêmes résultats ne sont pas garantis ave
 une autre malade. La relation entre

l'anatomie et la fon
tion n'est pas univoque.

Aujourd'hui, la te
hnologie a fait su�samment de progrès dans le domaine de la virtu-

alisation d'environnement 
hirurgi
al pour apporter une aide aux méde
ins. Mais l'é
riture

du 
ahier des 
harges de 
ette tâ
he né
essite une extra
tion des propriétés des organes,

éléments prin
ipaux de la simulation. À 
et e�et, le projet MoDyPe, présenté au para-

graphe 1.3.3.3, a été mis en pla
e pour répondre à 
es besoins.

1.3.3.3 Positionnement du problème et projet MoDyPe

Les troubles de la statique pelvienne 
onstituent un problème important de la santé

publique par la fréquen
e (probablement sous-estimée par la réti
en
e des patients pour

évoquer leurs troubles jugés dégradants) et le handi
ap qu'ils engendrent. A 
ontrario, leur

physiopathologie reste mal 
onnue. Bien que de nombreuses interventions de 
orre
tion


hirurgi
ale ont été développées pour restaurer l'équilibre pelvien, au
une estimation du

résultat fon
tionnel de l'intervention n'est apportée par les outils a
tuels.

Le projet MoDyPe (sous la référen
e ANR-09-SYSC-008) est initié en janvier 2010,

et réunit trois 
entres hospitalo-universitaires (notamment le CHU La Timone) et trois

laboratoires s
ienti�ques (LSIS

1

, LMEE

2

et IBISC

3

). Il a pour obje
tif d'apporter une aide

à la dé
ision pré-opératoire en évaluant le geste 
hirurgi
al appliqué sur la patiente. Il ne

s'agit pas dans un premier temps de produire un système temps-réel, mais de permettre

au 
hirurgien de simuler les modi�
ations envisagées sur un modèle spé
i�que de la

patiente . Au moyen de la modélisation informatique, la 
onstru
tion des organes en 3D

et la reprodu
tion de leur 
omportement sous 
ontraintes de poussée abdominale dé�nit

l'environnement pelvien virtuel. Les déformations sont 
omparées en sortie à une vérité-

terrain (l'IRM dynamique des patientes) pour valider la pertinen
e des résultats.

1. http ://www.lsis.org/

2. http ://lmee.univ-evry.fr/

3. http ://
hallenges-w.lami.univ-evry.fr/
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Alors que les 
entres hospitaliers ont pour r�le de fournir l'expertise né
essaire à la

mise en ÷uvre d'un projet portant essentiellement sur l'amélioration de la thérapeutique,

les équipes s
ienti�ques ont pour r�le prin
ipal de lever les verrous s
ienti�ques et te
h-

nologiques majeurs dans leurs domaines respe
tifs, que sont d'une part l'imagerie médi
ale

et la modélisation géométrique, et d'autre part la modélisation physique et la simulation.

1.3.3.4 De l'IRM à la simulation

Le pro
essus global du projet est séparable en quatre � tâ
hes � (
f. [Bay et al., 2011℄), de

sigles WP1

4

à WP4. Il s'agit de la � Segmentation � (WP1), la �Modélisation Géométrique �

(WP2), la � Modélisation Physique � (WP3) et la � Cara
térisation et Re
alage � (WP4).

Les équipes interagissent entre elles au travers d'interfa
es spé
i�ques (
f. �gure 1.3).

S
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validation
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EXTRACTION DE
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PROJECTION

WP1 WP2 WP3
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Figure 1.3. Étapes du pro
essus de rétro-a
tion.

La tâ
he WP1 : la Segmentation est e�e
tuée par le LSIS

∗
. À partir de l'IRM

statique d'une patiente (dont la pré
ision est de l'ordre du millimètre), le module de � Seg-

mentation � génère un ensemble de points 3D en utilisant le logi
iel OpenSour
e ITK-SNAP

(
f. les travaux de [Yushkevi
h et al., 2006℄ pour davantage de détails sur son utilisation).

Ces points appartiennent à la surfa
e des organes d'intérêts, qui sera quali�ée de surfa
e

externe par opposition à la paroi de la 
avité interne. Cette étape est dire
tement liée à la

� Modélisation Géométrique � puisqu'elle lui fournit les points en entrée.

La tâ
he WP2 : la Modélisation Géométrique est e�e
tuée par le LSIS. Le se
ond

module 
onstruit le support géométrique des organes d'intérêt. En premier lieu, la surfa
e

4. WP signi�e � Work Pa
kage �

∗. 
f. annexe
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externe est 
réée puis sert de base à la génération d'une membrane épaisse pour 
haque


orps mou. L'ensemble est dis
rétisé pour fournir un maillage 3D en sortie.

La tâ
he WP3 : la Modélisation Physique est e�e
tuée par le laboratoire IBISC

∗
.

Le troisième module reprend le maillage des organes, qui sert de support pour reproduire les

mouvements des organes sous 
ontraintes de poussée abdominale. Les lois de 
omportement

sont déterminées par étude des propriétés mé
aniques de la zone pelvienne. Une séquen
e

d'images est produite par proje
tion des sorties des simulations dans le plan sagittal.

La tâ
he WP4 : l'étape de Cara
térisation/Re
alage est e�e
tuée par le LSIS.

La séquen
e d'images est analysée et 
omparée à la vérité-terrain - l'IRM dynamique d'une

poussée abdominale - par le module de � Cara
térisation et Re
alage � pour valider le

réalisme des déformations. L'évaluation qualitative et quantitative des résultats obtenus est

formalisée en 
ollaboration ave
 les experts 
lini
iens. La détermination de 
ritères expli
ites

a pour obje
tif de mesurer la pertinen
e des mouvements propres des organes.

Bien que 
haque module soit indépendant, réussir à unir l'ensemble de 
es dis
iplines

né
essite de 
onsidérer le système dans son ensemble. De 
e fait, un retour en arrière doit

être possible dans le pro
essus, prenant en 
ompte les remarques des modules 
onnexes à

une étape. Il s'agit de la bou
le de rétro-a
tion . Elle s'a
tive si la � Cara
térisation �

n'est pas satisfaite de la 
onsistan
e des résultats (présen
e d'éléments dégénérés). Deux

retours sont alors possibles : l'un vers la Modélisation Géométrique pour améliorer la pré-


ision dans les zones problématiques, et le se
ond vers la Modélisation Physique en 
as de

manque de réalisme dans les mouvements des organes. Cette bou
le est répétée par la tâ
he

WP4 jusqu'à obtenir des résultats 
ohérents ave
 la réalité.

La tâ
he WP2, 
orrespondant à la modélisation géométrique, nous intéresse plus par-

tiulièrement dans 
e mémoire. Le paragraphe 1.3.3.5 
ara
térise pour 
ela l'environnement

pelvien par une des
ription des formes à modéliser, visant à 
on
evoir un support géométrique

aussi �dèle que possible à la réalité et en adéquation ave
 les a
quisitions en entrée.

1.3.3.5 Point-
lé de 
ette étude : la Modélisation Géométrique

La présentation de l'horizon biologique du plan
her pelvien féminin permet de délimiter

la zone pré
ise d'étude et de dé�nir la stratégie globale pour la modélisation.

Les éléments anatomiques à modéliser sont lo
alisés dans la 
avité pelvienne (
f.

�gure 1.4(a)). Cette région est située dans la loge osseuse du bassin et soutenue par un

système mus
ulaire et ligamentaire. Illustrée par la �gure 1.4(b), elle 
ontient des éléments

des systèmes urinaire (vessie), gastro-intestinal (re
tum) et gyné
ologique (vagin et utérus).

La vessie est positionnée dans la partie supérieure de la zone pelvienne, soutenue par le

∗. 
f. annexe
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pelvis et le plan
her pelvien. Pour les femmes, l'urètre passe à travers le plan
her vers le

périnée, et 
onduit dire
tement à l'extérieur du 
orps. Le re
tum - positionné dans la partie

inférieure de l'abdomen - se termine par le 
anal anal. Il pénètre le plan
her vers le périnée.

Le 
anal anal est in
liné en arrière sur le re
tum. Cette �exion est maintenue par les mus
les

du plan
her pelvien et relaxée pendant la défé
ation. Le vagin pénètre le plan
her pelvien

et se 
onne
te à l'utérus dans la 
avité pelvienne. L'utérus est positionné entre le re
tum et

la vessie.

Selon l'âge, l'heure de la journée, l'état de santé, le nombre d'enfants, les dimensions des

organes varient en taille et en épaisseur (
f. les annexes pour de plus amples informations).

(a) La zone pelvienne

(b) Les organes de la 
avité pelvienne

Figure 1.4. La région pelvienne du 
orps féminin (images basées sur [Drake et al., 2004℄).

Les hypothèses anatomiques formulées 
i-dessous et validées par l'expert médi
al sim-

pli�ent l'environnement d'intérêt, tout en autorisant su�samment de degrés de liberté pour

être �dèle à la physiologie féminine. L'en
adré 1.3.1 fournit un ensemble de suppositions du

système bio-mé
anique global à la 
avité pelvienne. Elles 
orrespondent prin
ipalement aux


onditions aux limites pour �xer spatialement les organes.
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Hypothèse 1.3.1 (Système bio-mé
anique pelvien)

1. Les os sont identi�ables sur les IRM, et di�érentiables les uns des autres ;

2. Les mus
les sont situés aux mêmes empla
ements sur les os ;

3. Les organes sont atta
hés aux mêmes empla
ements sur les os ;

4. D'un individu à l'autre, seules di�èrent les dimensions et la forme des os, des

mus
les et des organes.

L'en
adré 1.3.2 se rapporte quant à lui à la nature des organes. Il s'agit des points les

plus importants pour notre étude, puisqu'ils sont dire
tement transposables à des 
ritères de

modélisation propres aux tissus mous et introduisent les 
ontraintes du modèle à respe
ter

quelle que soit la qualité des a
quisitions en entrée.

Hypothèse 1.3.2 (Système organique pelvien)

1. La surfa
e de la membrane extérieure de 
haque organe pelvien est lisse ;

2. L'épaisseur de 
ette membrane n'est pas négligeable devant les autres dimensions ;

3. Un organe présente une 
avité interne ;

4. Les entrées et sorties tubulaires des organes ne sont pas né
essaires pour 
ara
-

tériser le 
omportement des organes.

La 
ara
térisation des propriétés est la première étape dans la 
on
eption d'un simu-

lateur. Elle permet de mettre en pla
e une stratégie appropriée pour la 
on
eption des

organes à membrane épaisse. À partir d'un nuage de points dé
rivant le 
ontour externe

des organes, le maillage volumique sera 
onstruit ave
 une 
avité interne en deux étapes

indépendantes. En premier lieu nous 
onstruirons la surfa
e externe des organes, dont

l'étude se retrouvera à travers les 
hapitres 2 et 3. Puis nous ajouterons l'épaisseur des

surfa
es externes, dont l'étude sera dé
rite à travers les 
hapitres 4 et 5.

1.4 Synthèse

La génération d'épaisseurs, pour une 
ourbe ou une surfa
e, est un 
on
ept étudié depuis

plusieurs dé
ennies dans l'industrie. Son utilisation dans des domaines 
omme le milieu

médi
al n'a pu être jugée intéressant qu'à partir du moment où la question du réalisme des

simulateurs 
hirurgi
aux s'est posée. La 
onstru
tion d'une assistan
e à la 
hirurgie est une

opération 
omplexe. Plusieurs dis
iplines sans point 
ommun au départ sont 
ombinées a�n

que 
haque aspe
t de l'environnement de modélisation soit pris en 
onsidération.
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Chapitre 1 Contexte médi
al et 
adre s
ientifique de l'étude

Dans le 
adre du projet MoDyPe, l'obje
tif a été de 
on
evoir un simulateur de deuxième

génération, permettant d'estimer l'impa
t du geste 
hirurgi
al pour la 
orre
tion des troubles

de la statique pelvienne. L'une des limitations d'un tel système est son paramétrage, qui n'est

possible qu'au travers des 
onnaissan
es physiologiques à notre disposition, mais di�
iles à

obtenir in vivo. La reprodu
tion du 
omportement des organes à partir de 
adavres ne su�t

pas pour maîtriser la stru
ture déformable des tissus vivants.

Le travail présenté dans 
ette thèse s'ins
rit au niveau de lamodélisation géométrique,

permettant d'apporter des informations signi�
atives pour 
ara
tériser la forme des or-

ganes sans pour autant parler expli
itement de paramètres rhéologiques. Véritable support

à l'établissement des lois de 
omportement, la 
onstru
tion du maillage de 
es organes est


onsidérée 
omme une tâ
he à part entière a�n de permettre à la modélisation physique de


réer un 
omportement d'organes pelviens ave
 une mé
anique des 
orps �dèle à la réalité.

Pour y parvenir, le pro
essus est par 
onséquent séparé en deux phases distin
tes, à savoir

la 
réation des 
ontours externes des organes, et l'ajout d'une épaisseur.

A�n d'atteindre 
et obje
tif, l'étude bibliographique du 
hapitre 2 nous permet dans un

premier temps de justi�er le 
hoix du modèle quant à la 
onstru
tion de la surfa
e externe

des membranes.
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Chapitre 2 Stratégies d'ajustement surfa
ique

2.1 Introdu
tion

La re
onstru
tion de formes à partir d'un nuage de points de R
3

orrespond à la


réation d'unmodèle permettant de se représenter les 
ontours d'un objet a�n de pouvoir le

manipuler et/ou le visualiser. L'ensemble de 
es points est ainsi assimilé à un é
hantillon

de la surfa
e à re
onstruire.

Ce 
hapitre apporte une étude bibliographique sur la représentation géométrique des

surfa
es de modèles 3D. La question est 
omplexe, 
ar malgré l'amélioration de la te
hnologie

d'a
quisition 
es dernières années, les te
hniques ne sont pas parfaites d'un point de vue

qualitatif (approximations, bruits, valeurs aberrantes) et quantitatif (densité inhomogène

des nuages, présentant des zones de sous-é
hantillonnage et/ou de sur-é
hantillonnage). Les

données en sortie doivent don
 être manipulées ave
 pruden
e.

Les modélisations a
tuelles reposent sur un équilibre entre les hypothèses liées à la

qualité des données, les 
onnaissan
es disponibles (normales aux points, pré
ision de l'a
-

quisition, . . . ), et les propriétés à satisfaire (
ontinuité, fa
ilité de manipulation, 
omplexité

de formulation) a�n de 
hoisir la re
onstru
tion adéquate.

Ce 
hapitre se 
onsa
re à la génération de la surfa
e (référen
ée plus tard dans 
e

manus
rit sous le nom de � surfa
e externe �) à partir de nuages de points dé
rivant le


ontour externe des formes.

2.2 Présentation du problème général

La modélisation d'une surfa
e à partir d'un nuage de points 3D est un problème mal

posé, i.e. qu'il n'y a pas a priori de solution unique pour un jeu de données. Il est toutefois

possible de guider le 
hoix de la pro
édure de re
onstru
tion à suivre en expli
itant les

propriétés géométriques et/ou topologiques que la surfa
e doit véri�er. Pour 
ette raison, il

est di�
ile de proposer une 
lassi�
ation des te
hniques de re
onstru
tion, 
ha
une étant

propre à un problème spé
i�que. Industrie automobile, aéronautique, s
ien
es médi
ales,

biologiques et géologiques font partie des nombreux domaines d'appli
ations utilisant les

maillages, et se di�éren
ient par leurs besoins propres. Ces 
ontraintes proviennent de la

nature de l'objet à modéliser et de la qualité de l'a
quisition (généralement e�e
tuée

par des s
anners 3D ou des IRM). Elles 
onduisent à des maillages de forme et de topologie

variées (
f. �gure 2.1). La nature de notre maillage est également 
hoisie en fon
tion de nos

besoins :

1. les organes pelviens n'ont pas de 
loisons internes 
omme le 
÷ur. Les surfa
es sont


onsidérées 
omme une 2-variété plongée dans un espa
e eu
lidien de dimension 3 ;

2. les organes sont � lisses � dans la réalité. Un 
ontr�le sur la régularité de la surfa
e

est don
 né
essaire ;
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3. la représentation et la stru
ture de données sont à 
hoisir de sorte que des déformations

ou d'autres opérations dynamiques soient appli
ables sur le maillage. Notre maillage

volumique étant le support des lois de 
omportement des organes, la modi�
ation de

la densité d'éléments sur la surfa
e doit être par exemple possible ;

4. le maillage volumique doit être 
onstitué d'hexaèdres, imposant la présen
e de quad-

rangles sur la surfa
e (
ontrainte de l'étape de Modélisation Physique) ;

5. les entrées sont potentiellement bruitées.

Deux orientations se distinguent pour re
onstruire la surfa
e : l'appro
he 
ombinatoire ,

et l'appro
he par ajustement de modèle . La première repose sur la détermination de

relations d'adja
en
e entre les points de l'é
hantillon, et regroupe don
 des méthodes se

basant essentiellement sur la géométrie algorithmique. La se
onde repose sur l'approximation

du nuage par un modèle - 
ontinu ou dis
ret - impliquant une paramétrisation des données.

L'appro
he 
ombinatoire regroupe di�érentes méthodes basées sur la triangulation de

Delaunay, telle que l'algorithme du Co
one de [Amenta et al., 2000℄, 
elui du Power
rust

de [Amenta et al., 2001℄, ou la méthode Wrap de [Edelsbrunner, 2003℄. Elles ont 
ependant

été mises de 
�té au pro�t de te
hniques � plus souples � pour deux raisons. La présen
e

d'amas aberrants dans nos nuages de points a été 
onstatée, 
e qui n'est pas géré par 
e type

de méthodes puisque les erreurs sont indisso
iables des points réels du 
ontour. En outre, le


ontr�le sur la surfa
e est très limité. Un rapport statuant sur les algorithmes 
ombinatoires

est disponible dans les travaux de [Cazals and Giesen, 2004℄. Nous nous 
onsa
rons ainsi

uniquement aux méthodes par ajustement, dans lesquelles l'é
art entre un modèle mathé-

matique et les données est quanti�é et minimisé.

La modélisation se transforme en un problème d'optimisation. Si tous les é
hantillons

appartiennent à la surfa
e, on parle d'interpolation, sinon d'approximation. La 
ontrainte

d'interpolation est forte, et peut de 
e fait provoquer des ondulations et autres artéfa
ts sur

la surfa
e, voire être inutilisable en 
as de nombre de points trop important. Nous allons

prin
ipalement 
onsidérer le 
as général d'un ajustement par approximation, présenté

par l'équation 2.1. Soit {Di}ni=0 l'ensemble de n+ 1 points à appro
her et positionnés dans

R
3
. Pour l'ajustement surfa
ique, nous introduisons le ve
teur d'état X = {X1,X2, . . . ,Xp},

un p-uplet de paramètres de forme qui 
ara
térise la surfa
e S. La di�éren
iation dans les

représentations de S se situe au niveau de la taille et de la nature de 
e ve
teur d'état,

dépendant des 
ontraintes géométriques imposées par la modélisation. L'obje
tif 
onsiste à

déterminer X en assimilant l'ensemble D à un é
hantillon de S dans R
3
à une approximation

près. L'é
art entre D et S est traduit par la notion d'énergie portée par une fon
tionnelle f

et 
orrespondant à l'heuristique globale du système, dont les paramètres peuvent avoir une

in�uen
e lo
ale ou globale :

X = min
X̃

f
(

X̃,D
)

. (2.1)
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Maillage d’une surface 3D

Non-2-variété 2-variété

Non-orientable Orientable

FerméeOuverte

Genre 0Genre > 0

Figure 2.1. Classement des maillages 3D d'après leurs 
ara
téristiques.
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ique

A�n de 
hoisir la formulation de la surfa
e la plus appropriée, la partie 2.3 propose une


lassi�
ation des méthodes pour isoler leurs spé
i�
ités.

2.3 Di�érentes 
lassi�
ations de modèles

Deux 
lassi�
ations di�érentes des modèles de re
onstru
tion sont présentées 
i-dessous.

La première distingue les appro
hes selon la représentation des surfa
es, tandis que la se
-

onde se base sur les propriétés des méthodes.

2.3.1 Classi�
ation par représentation

Un modèle de re
onstru
tion appartient à la représentation paramétrique, impli
ite,

ou dis
rète, selon que la surfa
e à obtenir est dé�nie expli
itement, ou indire
tement en


onsidérant une distan
e entre la surfa
e appro
hante et le 
ontour réel in
onnu. Cette

partie introduit brièvement 
es représentations. L'ensemble des te
hniques évoquées sont

développées plus loin à partir du paragraphe 2.4.

2.3.1.1 La représentation dis
rète

Les méthodes asso
iées à 
ette représentation reposent sur un nombre �ni de points pour


ara
tériser la surfa
e. Les appro
hes 
ombinatoires basées sur les triangulations de Delau-

nay et diagrammes de Voronoï appartiennent à 
ette 
atégorie. Nous pouvons également

distinguer les appro
hes sans maillage 
orrespondant aux travaux de [Jaillet et al., 1998℄

sur les systèmes de parti
ules. Nous ne 
onsidérerons pas 
e type de méthodes puisqu'elles

ne permettent pas de respe
ter les 
ontraintes du problème.

Les modèles à base de maillage n'impliquant pas de méthode 
ombinatoire 
onstruisent

généralement la surfa
e par propagation de front, et se di�éren
ient par le 
omplexe sim-

pli
ial du maillage (
f. les travaux de [Delingette, 2006℄), et la 
ombinaison des énergies

utilisées pour guider la forme (
f. les travaux de [Sharf et al., 2006℄).

2.3.1.2 La représentation paramétrique

La représentation paramétrique appartient au domaine 
ontinu. Ces surfa
es sont fon
-

tions soit de 
oordonnées 
artésiennes, soit de 
oordonnées paramétriques sur la variété.

Les travaux de [de Boor, 1978℄ restent une référen
e pour les fon
tions polynomiales par

mor
eaux (surfa
es de Bézier, B-spline). Les travaux de [Piegl and Tiller, 1997℄ intègrent

plus tard les NURBS dans 
ette famille. Ces appro
hes permettent de 
ontr�ler la 
ontinuité

et la dis
rétisation de la forme. A 
ontrario, elles sont plus 
ontraignantes, 
ar plus stri
tes

en termes de formalisation par rapport aux méthodes dis
rètes. Elles apportent néanmoins

de grands avantages, notamment sur les questions de 
ontr�le dire
t et de régularisation de

la surfa
e.
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Deux orientations sont distinguables pour obtenir le 
ontour des solides : 
elles 
on-

struisant la surfa
e par modèle 
ontinu déformable, et 
elles plus ré
entes qui déterminent

indire
tement la forme 
ontinue par 
onversion d'un maillage quadrangulaire ou triangulaire

de l'objet (
f. les travaux de [Wang et al., 2012℄).

2.3.1.3 La représentation impli
ite

Cette représentation 
ontinue lo
alise impli
itement des points sur la surfa
e, 
orrespon-

dant aux zéros d'une fon
tion à valeurs réelles. Deux familles de méthodes se distinguent.

La première re
onstruit les surfa
es par un ensemble d'approximants lo
aux. Par ex-

emple, une 
ombinaison de fon
tions de base lisses peut dé�nir une fon
tion s
alaire de

sorte que tous les points des données soient pro
hes de la surfa
e à re
onstruire (
f. les

travaux de [Turk and O'Brien, 1999℄). Les appro
hes lo
ales di�èrent par la nature de la

dé
omposition des données en régions, sur lesquelles une solution est 
al
ulée : le 
hoix de

la fon
tion impli
ite pour extraire le 
ontour de l'objet, et 
elui de la fon
tion de mélange

entre les solutions lo
ales. Les méthodes de base radiale à support 
ompa
t ou de partition-

nement de l'unité appartiennent à 
ette famille (
f. les travaux de [Ohtake et al., 2003℄ ou

de [Tobor et al., 2004℄). La 
onstru
tion est globale et dépend de la résolution d'un grand

système linéaire. Ces méthodes présentent souvent un 
oût plus important en termes de

temps de 
al
ul que 
elles des représentations expli
ites pour des jeux de données impor-

tants.

Di�éremment, les appro
hes globales utilisent les données pour dé�nir une fon
tion de

distan
e signée (travaux de [Hoppe et al., 1992℄) sur des grilles re
tangulaires qui dé
oupent

le volume 
ontenant les entrées du modèle. L'iso
ontour de valeur zéro de la fon
tion signée

est la surfa
e impli
ite. La 
onstru
tion de la fon
tion de distan
e né
essite une appro
he

dis
rète et a besoin d'une estimation des plans lo
alement tangents ou des normales pour

l'orientation. Les travaux de [Hornung and Kobbelt, 2006℄ reposent au 
ontraire sur des

fon
tions de distan
e non signée. Dans la plupart des appro
hes, une distin
tion est faite

entre l'intérieur et l'extérieur, que nous pouvons retrouver dans les méthodes basées sur les

surfa
es algébriques, ou la re
onstru
tion de Poisson de [Kazhdan et al., 2006℄.

Contrairement à 
ette 
lassi�
ation, 
elle présentée à la partie 2.3.2 nous semble plus

intéressante, 
ar elle repose davantage sur les 
ara
téristiques des modélisations que sur la

formulation de la surfa
e.

2.3.2 Classi�
ation par modèles d'ajustement

Deux familles prin
ipales de modèles d'ajustement non-
ombinatoires se distinguent, et

sont résumées par la �gure 2.2. Les modèles d'ajustement de paramètres, présentés

dans la partie 2.4, re
her
hent dire
tement le 
ontour des objets. A 
ontrario, la partie 2.5

introduit les modèles déformables pour lesquels les 
ontours du volume sont obtenus par

déformation itérative d'un germe initial.
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Chaque méthode né
essite plus ou moins de 
onnaissan
es a priori sur les données en

entrée, tout en présentant une sensibilité propre au bruit et à l'égard de l'initialisation. Notre


lassi�
ation, qui s'ins
rit dans la 
ontinuité des états de l'art de [Montagnat et al., 2001℄

et [Allègre, 2006℄, présente pour 
haque méthode de re
onstru
tion la formulation spé
i�que

de la surfa
e et une pro
édure d'ajustement qui l'utilise.

Représentation de modèles surfaciques

Modèles d’ajustement de paramètres

Par fonction de distance signée

Modèles déformables

Par fonction de distance non signée

Par opérateur de projection

Par fonctions de base radiale

Par champ d’indicatrice

Par fonction polynomiale par morceaux

Par level-sets

Par superellipsoïdes

Par maillage simplexe

Par propagation de fronts multiples

Figure 2.2. Classi�
ation de représentations géométriques de surfa
es 3D.

2.4 Modèles d'ajustement de paramètres

Les méthodes évoquées dans 
ette partie utilisent la représentation impli
ite, et déter-

minent don
 les zéros d'une fon
tion 
ontinue dé
rivant le 
ontour de l'objet à re
onstruire.

La fon
tion peut être globale, ou issue d'une 
ombinaison de fon
tions d'in�uen
e lo
ale. Le


al
ul des paramètres 
omposant 
es fon
tions permet d'en déduire la surfa
e �nale.

2.4.1 Re
onstru
tion par fon
tion de distan
e signée

Les travaux de [Hoppe et al., 1992℄ proposent d'estimer une fon
tion de distan
e

signée f entre un point p de R
3
et la surfa
e. L'ensemble des zéros de 
ette fon
tion

f(p) = 0 est notre surfa
e �nale. La surfa
e n'est pas 
onnue, mais est dé�nie par un

ensemble de plans tangents orientés, 
ha
un asso
ié à un point de l'é
hantillon. Chaque

plan tangent est une approximation linéaire lo
ale aux moindres 
arrés du point et d'une

partie de son voisinage. La dire
tion du ve
teur normal au plan est donnée par la dire
tion

de varian
e minimale de la position des points au sein du voisinage.

La distan
e d'un point de l'é
hantillon à la surfa
e est représentée par sa distan
e (en

termes de distan
e eu
lidienne) à sa proje
tion sur le plan tangent asso
ié. Le signe de 
ette

fon
tion de distan
e dépend de quel 
�té de la surfa
e - et don
 du plan tangent - le point
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se trouve.

La stratégie adoptée 
onsiste à propager l'orientation des normales le long d'un

arbre re
ouvrant minimum . Cependant, l'extra
tion de l'isosurfa
e à partir de la fon
tion

de distan
e est ensuite entreprise ave
 un algorithme adapté desMar
hing-Cubes (
f. travaux

de [Lorensen and Cline, 1987℄), 
onduisant à une perte en pré
ision. En outre, les surfa
es

re
onstruites sont de 
ontinuité C0 ∗
, 
e qui est insu�sant pour des formes ne présentant

pas d'arêtes vives. Finalement, des pré
autions sont à prendre sur le 
hoix de la taille du

voisinage, 
ar une valeur trop petite apportera du bruit dans la surfa
e, tandis qu'une valeur

trop grande augmentera la varian
e minimale pour 
haque plan tangent et prendra don


moins en 
ompte les 
ourbures

*

de la surfa
e.

2.4.2 Re
onstru
tion par fon
tion de distan
e non signée

La méthode de Hoppe et al. estime des normales approximatives en 
haque point. A


ontrario, les travaux de [Hornung and Kobbelt, 2006℄ proposent une méthode volumétrique

sans information d'orientation pour des nuages de points épars. Ils s'a�ran
hissent des prob-

lèmes de bruit topologique, présent dans les fon
tions de distan
e signée, où la surfa
e

résultante n'est pas garantie d'être de genre minimal.

Chaque point p de l'é
hantillon est initialement pla
é dans une grille 3D. L'idée 
onsiste

à asso
ier une valeur de 
on�an
e à 
haque voxel de la grille , assimilable à la pseudo-

distan
e du voxel vers le point de l'é
hantillon le plus pro
he. Comme au
une orientation

n'est fournie, le bruit et les é
hantillonnages non-uniformes n'in�uen
ent pas la qualité de

la re
onstru
tion.

La 
on�an
e asso
iée aux voxels 
ontenant les points de l'é
hantillon est initialisée à 0,

et à 1 pour les autres. Une pondération basée sur un �ltre moyenneur est ensuite appliquée

à 
haque voxel. Cette opération de di�usion volumétrique permet de 
onstruire le 
hamp

de distan
es dans un voisinage tubulaire autour de l'é
hantillon de points. Une stru
ture

de graphe est ensuite 
onstruite à partir de 
e voisinage. Chaque n÷ud du graphe est

asso
ié à une fa
e d'un voxel, et 
haque arête (pondérée) 
onne
te deux fa
es voisines du

voxel. Un sous-graphe o
taédrique dont les sommets sont les 
entres des fa
es du voxel est

formé. Le poids d'une arête dépend de la valeur du potentiel de 
on�an
e traversé. Un sous-

ensemble minimal de voxels représentant une surfa
e fermée ave
 une 
on�an
e maximale

est extrait par 
al
ul d'une 
oupe minimale du graphe . Finalement, la dernière étape

est l'extra
tion de la surfa
e en un maillage triangulaire.

Pour obtenir des maillages d'éléments di�érents, une étape de 
onversion est 
ependant

né
essaire. Cependant, 
omme toute appro
he volumétrique, la résolution �nale dépend de

la pré
ision de la grille et des voxels 
e qui peut être rapidement limitant. D'autre part, il

est di�
ile de 
ontr�ler la 
ontinuité de la surfa
e obtenue ave
 
e type d'appro
hes.

∗. 
f. annexe
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2.4.3 Re
onstru
tion par opérateur de proje
tion Moving Least Squares

L'appro
he du � Moving Least Squares � (ou MLS) fait référen
e aux moindres 
arrés,

mais dans le sens où les points sont mis à 
ontribution à des empla
ements variés leur faisant

exer
er une in�uen
e au travers de pondérations di�érentes. Les travaux de [Nealen, 2004℄


ompare la formulation des moindres 
arrés et du MLS. Soient

∏3
m l'espa
e polynomial de

degré maximal m dans l'espa
e R
3
, et {pi}ni=0 les (n + 1) points du nuage épars de R

3
. Au

sens des moindres 
arrés, l'obje
tif 
onsiste à déterminer une fon
tion f de

∏3
m dé�nie

globalement qui appro
he un ensemble de (n + 1) valeurs s
alaires {fi}ni=0. Le problème

de minimisation revient à :

min
f∈

∏3
m

∑

i

‖f(pi)− fi‖2 (2.2)

Di�éremment, au sens du MLS, une fon
tion de pondération θ non-négative dé�nit

lo
alement f :

min
f∈

∏3
m

∑

i

θ(‖p− pi‖)‖f(pi)− fi‖2 , (2.3)

ave
 p un � point test � (qui n'appartient pas né
essairement au nuage de points à ap-

pro
her), et ‖.‖ la norme eu
lidienne. Les fon
tions θ sont nombreuses (gaussienne, quadra-

tique inverse, . . . ), mais véri�ent toutes la même propriété d'aproximation lo
ale : θ(x) tend

vers 0 pour x tend vers l'in�ni, et vi
e-versa. On peut d'ailleurs remarquer que lorsque θ

tend vers l'in�ni, les données sont interpolées.

Dans les travaux de [Alexa et al., 2001℄ et de [Levin, 2003℄, le modèle - basé sur la

représentation impli
ite - 
onstruit la surfa
e par un opérateur de proje
tion. Le prin
ipe se

résume par la proje
tion de points sur une approximation polynomiale lo
ale de la surfa
e

dans un voisinage donné de points tests. Il se dé
ompose en deux étapes majeures.

La première étape , pour une approximation lo
ale, 
onsiste en la détermination d'un

hyperplan de référen
e tangent à la surfa
e, et né
essite la résolution itérative d'un problème

de minimisation non linéaire. Lorsque le point test p est 
hoisi su�samment pro
he de la

surfa
e, le système à résoudre devient linéaire.

La se
onde étape repose sur l'utilisation du domaine de référen
e en p dans son voisi-

nage, pour 
al
uler une approximation polynomiale lo
ale de la surfa
e. Cette approximation


orrespond à la proje
tion des points de l'é
hantillonnage dans le système de 
oordonnées

lo
al induit par l'hyperplan, et 
onsiste à résoudre un problème de moindres 
arrés où les


÷�
ients du polyn�me sont déterminés en résolvant un système linéaire d'équations.

Généralement, la surfa
e �nale est C∞
. Toutefois, le système sou�re de problèmes de

robustesse au bruit. Des travaux ont été entrepris pour améliorer l'appro
he (
f. les travaux

de [Xie et al., 2003℄), et apporter des garanties sur la qualité de la méthode (
f. les travaux

de [Dey and 0002, 2005℄).
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2.4.4 Re
onstru
tion par fon
tions de base radiales

Les fon
tions de base radiale (Radial Basis Fun
tions, ou RBF) sont présentées dans les

travaux de [Turk and O'Brien, 1999℄. Soit {pi}ni=0 l'ensemble des (n + 1) points du nuage

épars de R
3
, auxquels sont asso
iées des valeurs s
alaires {hi}ni=0. L'obje
tif est de trouver

une fon
tion interpolante f : R
3 → R telle que f(pi) ≈ hi. Cette fon
tion se dé�nit à

partir d'une fon
tion de base Φ : R
+ → R, pouvant être à support lo
al ou global, telle

que :

f(p) =

n∑

i=0

wiΦ(‖p− pi‖) , (2.4)

dont les poids {wi}Ni=0 pondèrent la somme des fon
tions de base. Ces poids s'obtiennent en

résolvant un système linéaire d'équations. Chaque fon
tion Φ est une RBF. Toute fon
-

tion Φ satisfaisant la propriété Φ(.) = Φ(‖.‖) est une fon
tion radiale, et dépend seulement

de la distan
e (souvent eu
lidienne) entre un point p et un 
entre c, soit Φ(p, c) = Φ(‖p−c‖)
(un parallèle peut être fait ave
 les fon
tions de pondération θ de l'appro
he par MLS au

paragraphe 2.4.3). Des fon
tions gaussienne, multiquadrique inverse, de plaque min
e sont


ouramment utilisées.

Remarque 2.4.1

La fon
tion f de l'équation 2.4 devient approximante en modi�ant la formulation par

une 
ombinaison d'un terme d'a

ro
hes aux données ave
 une énergie de régularisation,


ontr�lant le lissage de la solution.

L'ensemble des zéros de f dé�nit une surfa
e impli
ite interpolant les 
entres. La 
on-

trainte en tout point est f(pi) = 0 (le même prin
ipe étant appli
able pour une isovaleur

di�érente de 0). Nous 
onstatons que nous avons autant de 
entres que de points du nuage.

Cependant, dans la pratique 
ette formulation peut présenter des problèmes de stabilité.

A�n de garantir l'uni
ité de la solution, une se
onde base est introduite. L'équation 2.4 est

alors modi�ée en intégrant une fon
tion polynomiale h(x) telle que :

f(p) =

n∑

i=0

wiΦ(‖p− pi‖) + h(x) (2.5)

Soient {cj}Mj=0 les 
÷�
ients de h. Puisque (m+1) in
onnues supplémentaires sont à déter-

miner, (m+ 1) 
ontraintes au système sont à dé�nir :

n∑

i=0

wic1 = . . . =
n∑

i=0

wicj = . . . =
n∑

i=0

wicm . (2.6)

La solution triviale est évidemment d'avoir une valeur nulle pour toutes les in
onnues.

Pour les éviter, des 
ontraintes supplémentaires sont ajoutées. Un point-o�set p′i est 
réé le

long de la normale au point pi, et ainsi f(p
′
i) 6= 0. Ce pro
édé, jugé inadapté pour de grands
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jeux de données, est revisité par [Wu et al., 2005℄ en positionnant judi
ieusement un unique

point-o�set par région. Cependant, les RBF ayant un support global, le système d'équation

résultant de 2.5 peut rapidement être de grande dimension pour des données très denses.

Plusieurs solutions ont été développées pour résoudre 
es problèmes :

• [Carr et al., 2001℄ réduit le nombre de 
entres (pour l'instant égal au nombre

de points de l'é
hantillon) par séle
tion itérative d'un sous-ensemble de 
entres qui

s'adapte lo
alement aux erreurs de re
onstru
tion. En outre, une évaluation rapide

des RBF (Fast Multipole Method) est appliquée en évaluant approximativement les

fon
tions de base � éloignées � des 
entres ;

• [Ohtake et al., 2003℄ dé�nit un support 
ompa
t aux RBF, dans lequel le système

linéaire à résoudre pour trouver les poids wi devient 
reux. Le 
hoix des rayons de

support reste di�
ile dans le 
as d'é
hantillons non-uniformes ;

• le modèle RBF peut être 
ouplé à un partitionnement de l'unité . Les travaux

de [Tobor et al., 2004℄ et plus tard 
eux de [Ohtake et al., 2006℄ proposent une sub-

division hiérar
hique du domaine d'intérêt en régions superposées de dimension in-

férieure ave
 un arbre binaire, dans lesquelles une solution lo
ale est 
al
ulée en 
haque

n÷ud. La 
ombinaison du résultat de 
haque région fournit la solution globale ;

• les travaux de [Duplex, 2011℄ proposent une solution pour des sytèmes de grande taille

en reprenant le 
on
ept des RBF à support 
ompa
t, mais en 
ouplant 
ette fois-
i le

pro
essus à une simpli�
ation des données par partitionnement.

Malgré les te
hniques de rédu
tion de 
entres et l'usage de méthodes numériques a
-


élérées, les performan
es de 
ette appro
he reste dépendante du nombre de n÷uds à inter-

poler, du 
hoix des 
entres et de la taille du voisinage, ave
 des temps de 
al
ul élevés. Le

problème reste entier en
ore aujourd'hui.

2.4.5 Re
onstru
tion par 
hamp d'indi
atri
e

La re
onstru
tion de [Kazhdan et al., 2006℄ formalise le 
al
ul du 
ontour d'un solide

M sous forme d'un problème de Poisson . La méthode est appliquée pour un ensemble

de données épars, éventuellement bruité, pour lequel les normales sont fournies. Le

prin
ipe 
onsiste à 
réer une fon
tion indi
atri
e XM disso
iant l'intérieur et l'extérieur

de la forme (
f. �gure 2.3). Le problème revient à déterminer XM et son 
hamp de gradient

~V tels que :

~V = ∇XM . (2.7)

Le pro
essus est dé
omposé en quatre étapes majeures :

1. pour déterminer XM , [Kazhdan et al., 2006℄ ont établi la relation entre le gradient de

l'indi
atri
e 
ouplé à un �ltre de lissage et l'intégrale du 
hamp de normales de la

surfa
e (dans laquelle le �ltre intervient également) ;

2. l'intégrale de la surfa
e est maintenant évaluée : son 
al
ul est appro
hé en partition-

nant le domaine par un o
tree, se ramenant à une somme dis
rète sur les normales
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dans 
haque région d'intérêt. Sa valeur nous donne

~V ;

3. à partir de l'équation 2.7, le problème est ramené à une équation de Poisson :

∆XM = ∇~V . (2.8)

La fon
tion XM est déterminée à l'issue de 
ette étape ;

4. il reste à extraire le 
ontour à partir de la fon
tion indi
atri
e. Une isovaleur est 
hoisie

en moyennant les évaluations de la fon
tion XM en 
haque point des données, et un

maillage triangulaire est obtenu en sortie.

Figure 2.3. Illustration intuitive de la re
onstru
tion de Poisson en 2D (extraite des travaux

de [Kazhdan et al., 2006℄.

L'avantage de 
ette méthode est son adaptation aussi bien à un é
hantillonnage uniforme

et non-uniforme, tout en remplissant les trous dans les zones moins denses en données.

Ce point fort en fait également sa limitation, dans le sens où l'algorithme a tendan
e à


onne
ter deux zones pro
hes mais séparées dans la réalité. Ces travaux ont été repris

par [Bolitho et al., 2009℄ pour paralléliser les algorithmes de 
al
uls.

2.5 Modèles déformables

Ces méthodes 
orrespondent à la se
onde famille des modèles d'ajustement. Ces ap-

pro
hes déforment une surfa
e initiale a�n d'appro
her l'é
hantillon de points. Les défor-

mations proviennent de la minimisation d'une fon
tionnelle d'énergie 
ara
térisant l'é
art

entre les données et la surfa
e approximante.

2.5.1 Re
onstru
tion par level-sets

L'appro
he par level-sets repose sur la propagation spatiale d'un front au 
ours du temps,

présentée notamment dans les travaux de [Zhao et al., 2001℄ et de [Whitaker et al., 2001℄.

Les 
ourbes de niveau font référen
e à la notion d'iso
ontour. À partir d'une surfa
e
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évoluant dans R
3
, le travail est transposé dans une dimension supérieure sur un volume

dans R
3 × R

+
. On introduit alors la fon
tion level-set Φ évoluant au 
ours du temps t et

d'isovaleur k : {

Φ : R3 × R
+ → R ,

Φ(p, t) = k ,
(2.9)

La fon
tion Φ véri�e les propriétés suivantes :

• Φ(p, t) > k si le point p est à l'extérieur de la forme ;

• Φ(p, t) < k si le point p est à l'intérieur de la forme ;

• Φ(p, t) = k si le point p est sur l'iso
ontour.

La surfa
e S est 
omposée de l'ensemble des points de R
3
qui 
ompose la kème isosur-

fa
e de Φ. [Whitaker et al., 2001℄ mettent en éviden
e que l'appro
he permettant le plus

de liberté dé�nit la fon
tion Φ 
omme une fon
tion volumique dynamique Φ(p, t), et rend

l'isovaleur k indépendante du temps. La surfa
e S est obtenue par résolution d'une équa-

tion aux dérivées partielles guidant l'évolution vers les frontières de l'objet, à partir d'une

isovaleur ayant généralement pour valeur 0. La formulation d'une surfa
e S dans R
3
s'é
rit :

S(p, t) = {p /Φ(p, t) = 0} (2.10)

Le pro
essus de résolution modélise l'évolution de S au 
ours du temps. Il est séparé en

deux étapes : l'initialisation et l'évolution de la surfa
e déformable .

À l'initialisation, une grille re
tangulaire englobe les données. Cette grille est dé
oupée

en voxels qui sont à l'extérieur ou à l'intérieur de la forme. Les voxels 
hoisis pour englober

les données servent de point de départ pour l'évolution de la surfa
e.

La déformation se fait par des
ente de gradient, et dépend de la nature de la fon
tion

s
alaire Φ. Cette dernière 
omprend habituellement un terme d'a

ro
he aux données et

un terme de lissage. De nombreux autres termes existent et 
onduisent à des 
omporte-

ments di�érents (attra
tion par gradient, lissage par 
ourbure moyenne, . . . ). Ils peuvent se


ombiner linéairement dans l'équation du level-set. Le terme général se dé�nit par :

∂Φ(p, t)

∂t
= −∇Φ(p, t).dp

dt

= ‖∇Φ(p, t)‖f(p,Φ,DΦ,D
2
Φ, . . .) ,

(2.11)

ave
 f(.) la fon
tion de vitesse d'évolution au point p. Elle peut 
onsister en un ensemble

d'heuristiques lo
ales et globales basées sur les dérivées Di
Φ d'ordre i de la forme pour


ontr�ler la déformation.

Cette formulation impli
ite présente plusieurs avantages, notamment en termes de 
hange-

ment de topologie et de 
apa
ité de segmentation. En 
ontrepartie, l'implémentation du

pro
essus est 
oûteuse en termes de temps de 
al
ul, bien que de nombreuses re
her
hes

se soient pen
hées sur la question (
f. les travaux de [Zhao et al., 2001℄ ave
 l'introdu
tion
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d'une labellisation des 
ellules de la grille, ou l'a

élération ave
 le GPU de l'algorithme

de [Lefohn et al., 2003℄). En outre, il n'y a pas d'intera
tion dire
te ave
 la surfa
e, et la

méthode est très sensible à la qualité des données en entrée.

2.5.2 Re
onstru
tion par superellipsoïdes

Ces surfa
es font partie des superquadriques (
f. les travaux de [Faux and Pratt, 1979℄

pour plus de détails). Leur représentation la plus simple 
onsiste à les exprimer dans leur

forme paramétrique, fournie par l'équation 2.12. Leur avantage est de permettre le 
al
ul

de la normale exa
te en 
haque point.







x(u, v) = a1cos
n1(u)cosn2(v)

y(u, v) = a2cos
n1(u)sinn2(v)

z(u, v) = a3sin(u)

(2.12)

ave
 u ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
et v ∈ [−π, π], a1, a2 et a3 les fa
teurs d'é
helle respe
tifs des axes x, y

et z, n1 et n2 les 
ourbures positives latitudinale et longitudinale de la forme. Comme le

montre la �gure 2.4, les formes dé
rites par 
ette formulation sont nombreuses

1

(une sphère

ave
 n1 = 1 et n2 = 1, ou un 
ube ave
 n1 = 0 et n2 = 0).

Les travaux de [Chevalier et al., 2005℄ représentent les nuages épars par une union de

superellipsoïdes. Deux méthodes y sont proposées.

La première appro
he est basée sur la 
roissan
e de régions. L'initialisation est faite

par un ensemble de superellipsoïdes positionnés dans des zones réduites du nuage 3D. Des

étapes de 
roissan
e et d'élimination de région se su

èdent alors : 
haque superellipsoïde

tente d'a

aparer les points du voisinage (
roissan
e basée sur une régression non-linéaire de

type Levenberg-Marquardt), et les germes dé
rivant une même partie de l'objet sont sup-

primés. Cette méthode a pour in
onvénient de ne pas apporter de garantie sur la représen-

tation de 
haque partie de l'objet 3D par un superellipsoïde.

Une autre appro
he par dé
oupage-fusion est proposée pour y remédier. Elle 
onsiste

en la su

ession d'une étape de dé
oupage et d'une autre de fusion : les données sont ré
ur-

sivement s
indées en plusieurs parties (dé
oupe arbitraire jusqu'à obtenir une zone qu'un

seul superellipsoïde su�t à appro
her), puis des régions voisines sont regroupées.

La méthode permet d'obtenir �nalement un ensemble de superellipsoïdes stru
turé par

un graphe d'adja
en
e.

Cependant, obtenir une représentation pré
ise de 
ertaines formes ave
 un nombre min-

imal d'objets est di�
ile. En e�et, des parties de données peuvent ne pas être prises en


ompte dans la modélisation. En outre, 
ertaines 
on�gurations dé
len
hent des opérations

de fusion inutiles, ajoutant de l'information erronée. Ce type de méthode est pour le mo-

ment exploitable pour un usage de visualisation en basse-résolution, mais inadapté à une

re
onstru
tion 
ontrainte.

1. La �gure 2.4 est issue du site http ://paulbourke.net/geometry/superellipse/
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Figure 2.4. Famille de superellipsoïdes.

2.5.3 Re
onstru
tion par propagation de front à 
onne
tivité 
onstante

Parmi les méthodes de propagation de front, les maillages simplexes sont illustrés

dans 
ette partie pour deux raisons. La première raison est liée à leurs topologies non-


onventionnelles. Toute la géométrie, les opérations de maillage et les ajustements aux don-

nées reposent sur la simple notion de 
onne
tivité 
onstante entre les points du maillage.

La se
onde raison est qu'il s'agit d'une méthode robuste, sans avoir besoin de mélanger les

propriétés de di�érentes représentations 
omme pour les méthodes hybrides. En e�et, les

travaux de [Sharf et al., 2006℄ permettent par exemple de re
onstruire une large gamme de

formes 
omplexes, mais reposent sur de nombreuses appro
hes (multi-résolution, appro
he

par proje
tion, moindres-
arrés, RBF).

Le maillage simplexe est une te
hnique initiée par [Delingette, 2006℄. Méthode très ro-

buste, elle est utilisée dans di�érents domaines, tels que la segmentation d'images, la re
on-

stru
tion de surfa
es et la 
omparaison inter-modèles. Nous pouvons 
iter à titre d'exemples

les travaux de [Heimann and Delingette, 2011℄ et [Subsol et al., 2010℄.
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Un k-maillage simplexe de R
n
est un maillage dont 
haque sommet possède exa
tement

(k+1) voisins. Soit {pi}di=0 l'ensemble des n÷uds du maillage. Un voisinage est dé�ni pour


haque pi par un (k + 1)-uplet (p1(i), . . . , pk+1(i)) véri�ant les propriétés suivantes :

• uni
ité : un n÷ud ne peut être son propre voisin et avoir deux fois le même n÷ud


omme voisin ;

• arête : il ne peut y avoir qu'une seule arête entre deux n÷uds ;

• fa
e (pour les 2-simplexes) : ensemble de n÷uds véri�ant les propriétés de fermeture

(les sommets d'une fa
e sont reliés entre eux par une su

ession fermée d'arêtes join-

tives), d'uni
ité (au
une arête ne partage une fa
e en deux) et d'orientation (tous les

sommets d'une fa
e sont orientés de manière 
ohérente).

Un 2-maillage simplexe est un maillage dis
ret régulier topologiquement dual d'une trian-

gulation (
f. le tableau 2.1). Il n'existe pas d'homéomorphisme transformant les 
oordonnées

d'un maillage simplexe en 
elles de son dual.

Table 2.1. Dualité des 1-,2-maillages simplexes.

1-maillage simplexe 2-maillage simplexe

Primal Dual Primal Dual

Sommet Arête Sommet Fa
e

Arête Sommet Arête Arête

Triangle Sommet

Con
ernant les déformations du maillage simplexe, le modèle dis
ret est régi par la

mé
anique newtonienne du mouvement. Chaque sommet pi est asso
ié à un poids �xe.

L'évolution des maillages simplexes se dé�nit d'après les for
es lo
ales s'appliquant sur le

modèle. Dans sa thèse, [Montagnat, 1999℄ nous donne l'équation 2.13 qu'il faut appliquer

en 
haque pi :

pt+∆t
i = pti + (1− γ)(pti − pt−∆t

i ) + α(i)fint(p
t
i) + β(i)fext(p

t
i) , (2.13)

ave
 γ la vis
osité du milieu, fint et fext les for
es intérieures et extérieures appliquées au

modèle, α(i) et β(i) les poids des for
es internes et externes en pi et ∆t le pas de temps.

Le système est 
onditionnellement stable. Les for
es internes stabilisent le modèle en


ontr�lant la position des sommets par une 
omposante tangentielle sur la surfa
e et la

régularité par une 
omposante normale. Les for
es externes dépla
ent les sommets vers les

données. Elles s'expriment 
omme un 
hamp de ve
teurs de dépla
ement, en termes de

fon
tions de distan
e le long de la normale en 
haque pi. Le 
omportement des points sous

déformation est régi par des métriques 
ontr�lant l'espa
ement relatif entre pi et ses voisins,

et des angles dé�nissant le niveau de 
ontinuité géométrique du modèle. Le maillage initial

est pla
é selon le 
entroïde du nuage de points, et sa forme 
orrespond à une sphère unité.
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Des opérations de dépla
ement de points et de ra�nage se su

èdent alors sur 
haque fa
e

du maillage jusqu'à atteindre la pré
ision voulue.

Ce type de modèle peut représenter des surfa
es de n'importe quelle topologie (
f. �g-

ure 2.5), et sa manipulation est plus simple que les triangulations puisque 
haque sommet

a une 
onne
tivité 
onstante. Cependant, seuls des triangles peuvent être obtenus en sor-

tie, né
essitant un algorithme de 
onversion si des hexaèdres sont requis. En outre, bien

que la manipulation du modèle soit dire
te, la lo
alisation d'un point sur la surfa
e est

di�
ile puisqu'au
une paramétrisation n'est dé�nie. Dans la même idée, il existe également

des méthodes à fronts multiples (
f. les travaux de [Sharf et al., 2006℄), mais présentant les

mêmes désavantages.

(a) Sphère de genre 0 (b) Tore de genre 1

Figure 2.5. Exemples de 2-maillages simplexes de genre di�érent (extraits des travaux

de [Delingette, 2006℄).

2.5.4 Re
onstru
tion par fon
tions polynomiales par mor
eaux

Les surfa
es à p�les reposent sur une formulation paramétrique. Ces p�les sont des points

de R
3
, qui forment ensemble un polytope servant de des
ripteur de 
ontr�le à une surfa
e

ouverte ou fermée. La parti
ularité de 
e modèle est d'intégrer la notion de paramétrisation,

permettant de par
ourir la surfa
e dans deux dire
tions paramétriques (dé�nies par les

paramètres de forme). Trois stru
tures à p�les utilisées de nos jours sont détaillées par la

suite : les surfa
es B-spline, NURBS et T-spline.

2.5.4.1 Présentation des surfa
es à p�les

Les surfa
es à p�les, présentées par exemple dans les travaux de [Piegl and Tiller, 1997℄,

sont formulées sous forme de produit tensoriel selon deux dire
tions paramétriques u et v :

S(u, v) =

m∑

i=0

n∑

j=0

Φi(u)Ψj(v)Pi,j (u, v) ∈ [a, b]× [c, d] , (2.14)

ave
 {Pi,j}m,n
i=0,j=0 un ensemble de points de R

3
dé�nissant le polyhèdre de 
ontr�le (
f.

�gure 2.6), et [a, b] × [c, d] le domaine paramétrique dans R × R. Les fon
tions de base

{Φi} et {Ψj} sont 
hoisies positives et de sorte qu'elles forment une partition de l'unité.
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Tout point S(u, v), situé à l'intérieur de l'enveloppe 
onvexe des points de 
ontr�le, est le

bary
entre des p�les Pi,j a�e
tés des masses Φi(u)Ψj(v).

Figure 2.6. Exemple d'une B-spline ouverte ave
 son réseau de 
ontr�le (obtenue à partir

de [Design Mentor, 2003℄).

Une surfa
e B-spline repose sur des fon
tions polynomiales par mor
eaux (
f. les

travaux de [Daniel, 1989℄, [Piegl and Tiller, 1997℄, [Sederberg, 2011℄ pour plus de détails

sur les 
ourbes et surfa
es B-splines), dont l'expression en tout point (u, v) s'é
rit par :

S(u, v) =
m∑

i=0

n∑

j=0

Ni,k(u)Nj,l(v)Pi,j , (2.15)

ave
 k et l les ordres respe
tifs dans les dire
tions u et v tels que k ≤ (m+1) et l ≤ (n+1).

On utilise généralement l'intervalle paramétrique [0, 1]×[0, 1] pour la dé�nition de la surfa
e,
aisément modi�able selon les besoins. Le nombre de points de 
ontr�le est indépendant des

ordres. Les termes Ni,k et Nj,l sont les fon
tions de base, dont la parti
ularité est d'avoir un

support lo
al gouverné par des séquen
es nodales ordonnées {ηi}m+k
i=0 et {ζj}n+l

j=0 telles que :

{

η0 ≤ η1 ≤ . . . ≤ ηm+k−1 ≤ ηm+k

ζ0 ≤ ζ1 ≤ . . . ≤ ζn+l−1 ≤ ζn+l

(2.16)

À partir de la séquen
e des {ηi}, le système ré
ursif de l'équation 2.17 permet de 
on-

struire l'ensemble des {Ni,k} :
{

Ni,1(u) = 1 si u ∈ [ηi, ηi+1[ , 0 sinon

Ni,s(u) = u−ηi
ηi+s−1−ηi

Ni,s−1(u) +
ηi+s−u

ηi+s−ηi+1
Ni+1,s−1(u) ave
 s = {2, . . . , k} (2.17)

La 
onvention

0
0 = 0 est adoptée. Un point de 
ontr�le Pi,j n'in�uen
e que les 
arreaux

de la surfa
e pour lesquels le produit Ni,k(u)Nj,l(v) n'est pas nul, 
e qui 
orrespond à

l'intervalle paramétrique ]ηi, ηi+k[ × ]ζj , ζj+l[. La formulation de l'équation 2.15 peut se

réé
rire en tenant 
ompte du support lo
al de 
haque p�le :

S(u, v) =
i∑

q=i−k+1

j
∑

r=j−l+1

Nq,k(u)Nr,l(v)Pq,r (u, v) ∈ [ηi, ηi+1]× [ζj , ζj+1] (2.18)
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Remarque 2.5.1

Si les séquen
es nodales sont modi�ées de sorte que 
haque p�le agisse globalement sur la

surfa
e, nous obtenons des surfa
es de Bézier (présentées dans les livres de [Bézier, 1986℄

et [Piegl and Tiller, 1997℄). Elles présentent 
ependant des limitations rendant le polyè-

dre de 
ontr�le dépendant des ordres, 
e qui d'un 
�té 
omplexi�e la gestion de formes


omplexes, mais d'un autre améliore grandement la qualité esthétique des surfa
es.

La 
ontinuité d'une surfa
e est liée à la répétition des valeurs nodales dans les séquen
es.

Au départ, 
haque séquen
e possède des n÷uds à valeur unique. La surfa
e est de 
ontinuité

Ck−1
si les ordres dans 
haque dire
tion sont identiques. Or, r répétitions d'un n÷ud dans

une séquen
e 
onduisent à une surfa
e Ck−r
dans la dire
tion paramétrique asso
iée.

Pour une 
ourbe, une multipli
ité égale à l'ordre aux deux n÷uds extrêmes oblige la


ourbe à passer par les premier et dernier p�les de son polygone de 
ontr�le. Pour une sur-

fa
e ouverte, la multipli
ité pour les deux ve
teurs nodaux 
onduit à une interpolation des

quatre � 
oins � P0,0, Pm,0, P0,n, Pm,n.

Présentée par [Piegl and Tiller, 1997℄ et [Sederberg, 2011℄, une surfa
e NURBS (pour

Non Uniform Rational B-Spline) est l'extension rationnelle d'une surfa
e B-spline (son

équivalent existe pour les surfa
es de Bézier). Plus spé
i�quement, une NURBS est la pro-

je
tion 
onique de 
entre O d'un espa
e R
4
de points de 
oordonnées (x, y, z) pondérés par

un poids w sur l'hyperplan w = 1. Elle permet de représenter de manière exa
te une sphère,


e qui est impossible à obtenir ave
 une B-spline. Le des
ripteur de 
ontr�le étant un 
om-

plexe bary
entrique, l'augmentation du poids asso
ié à un p�le a

entuera son in�uen
e sur

la surfa
e. L'évaluation en tout point (u, v) est dé�nie par l'équation suivante :

S(u, v) =

m∑

i=0

n∑

j=0

Ni,k(u)Nj,l(v)wi,jPi,j

m∑

i=0

n∑

j=0

Ni,k(u)Nj,l(v)wi,j

(u, v) ∈ [0, 1]× [0, 1] , (2.19)

ave
 {wi,j} l'ensemble de poids asso
iés aux points de 
ontr�le {Pi,j}. Ces poids augmentent

le 
ontr�le en 
haque point Pi,j . De même que pour les surfa
es B-splines, 
onsidérer le

support lo
al des points de 
ontr�le modi�e la formulation de la surfa
e :

S(u, v) =

i∑

q=i−k+1

j
∑

r=j−l+1

Nq,k(u)Nr,l(v)wq,rPq,r

i∑

q=i−k+1

j
∑

r=j−l+1

Nq,k(u)Nr,l(v)wq,r

(u, v) ∈ [ηi, ηi+1]× [ζj, ζj+1] (2.20)

Une surfa
e T-spline peut être 
onsidérée 
omme une extension des NURBS, sans

intégrer de paramètre de forme supplémentaire (
f. les notes de 
ours de [Sederberg, 2011℄).

Le prin
ipe repose sur la dé�nition d'une surfa
e 
ontinue dont le polytope de 
ontr�le
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ne respe
te pas for
ément une topologie quadrangulaire . L'intérêt se trouve au

niveau du ra�nement lo
al, qui pour l'instant dispose obligatoirement les points de 
on-

tr�le topologiquement dans une grille re
tangulaire. De nombreux p�les sont don
 super�us

et n'apportent au
une information géométrique, en plus de 
réer diverses nuisan
es telles

qu'une quantité plus importante de données ou des os
illations. Ave
 
e modèle, des suppres-

sions partielles de lignes sont possibles. La parti
ularité visuelle dans les grilles de 
ontr�le

des T-splines - les T-maillages - est l'apparition de � fa
es � appelées T-jon
tions. Les n÷uds

asso
iés à 
es jon
tions ont une valen
e de 2 dans une dire
tion et de 1 dans l'autre.

Les travaux de [Wang et al., 2011℄ présentent en détails la formulation d'une T-spline,

d'équation presque similaire à 
elle d'une NURBS. La di�éren
e réside dans l'utilisation du

support nodal des fon
tions de base. Leur équation est 
omme suit :

S(u, v) =

m∑

i=0

Ni(u)Ni(v)wiPi

m∑

i=0

Ni(u)Ni(v)wi

(u, v) ∈ [0, 1] × [0, 1] , (2.21)

ave
 {Pi}mi=0 les (m+1) points de 
ontr�le, wi le poids asso
ié à 
haque Pi, Ni(u) et Ni(v)

les fon
tions de base B-spline dé�nies ave
 un ordre 4 par les séquen
es nodales lo
ales

ηi = [ηi0 , ηi1 , ηi2 , ηi3 , ηi4 ] et ζi = [ζi0 , ζi1 , ζi2 , ζi3 , ζi4 ] asso
iées à 
haque Pi. On peut noter

la di�éren
e par rapport aux NURBS quant à l'absen
e de ve
teurs nodaux globaux η et ζ

pour la surfa
e, et la perte de la notation de topologie quadrangulaire du réseau de p�les

{Pi} (que l'on retrouve dans l'équation 2.19). À 
haque arête du T-maillage est ajouté un

intervalle nodal (distan
e entre deux n÷uds adja
ents d'un ve
teur nodal). Les valeurs

des séquen
es ηi et ζi sont dé�nies telles que les sommes des intervalles de 
haque 
�té d'une

fa
e soient identiques.

Chaque surfa
e paramétrique 
omporte un avantage signi�
atif. À partir des surfa
es

B-splines, il est possible de dé�nir une lo
alisation pré
ise des points, utile pour les opéra-

tions de ra�nement, de dé
imation et de déformation. À partir des NURBS, l'ajout de la

pondération aux points de 
ontr�le permet d'augmenter le 
ontr�le sur la surfa
e. Les T-

splines vont plus loin en transformant les ve
teurs de n÷uds en séquen
es nodales lo
ales

assignées à 
haque point de 
ontr�le, permettant ainsi de se débarrasser de la 
ontrainte

de topologie quadrangulaire et d'améliorer de 
e fait la qualité de la surfa
e. Cependant,

l'ajout de 
ontraintes augmente la 
omplexité de leur formulation et don
 de leur utilisation

dans les pro
édures de re
onstru
tions paramétriques. Les paragraphes suivants présentent

les méthodes d'ajustement qui leur 
orrespondent.

2.5.4.2 Ajustement de surfa
es à p�les

L'ajustement de la surfa
e paramétrique approximante (appelée approximant par la

suite) sur le nuage de points fait intervenir des in
onnues de 
onstru
tion et d'ajustement.
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Les in
onnues de 
onstru
tion font référen
e aux paramètres présents dans la formulation

de la surfa
e (points de 
ontr�le , séquen
es nodales, poids). Les in
onnues d'ajuste-

ment 
on
ernent la lo
alisation paramétrique de 
haque point du nuage sur l'approximant,

résumant la phase de paramétrisation des données que nous verrons plus loin.

Soit {Ds}Ms=0 l'ensemble des données à appro
her, U = {us}Ms=0 et V = {vs}Ms=0 les

ve
teurs sto
kant les valeurs de paramétrisation des données sur la surfa
e. Elles sont ra-

menées dans l'intervalle [0, 1] × [0, 1]. L'expression la plus 
ommune pour quanti�er l'é
art

entre l'approximant paramétrique S et le nuage de points D repose sur une formulation au

sens des moindres 
arrés ave
 la norme eu
lidienne ‖.‖2. La minimisation d'une fon
tion

d'énergie f générale s'é
rit 
omme suit :

f(U ,V, P, w, η, ζ) =
M∑

s=0

‖Ds − S(us, vs)‖22 (2.22)

Les �gures 2.7(a) à 2.8(b) illustrent la relation entre un point des données et un approx-

imant ouvert puis fermé. La di�éren
e notable se retrouve dans le domaine paramétrique

qui se referme sur lui-même dans l'une des dire
tions pour la fermeture des formes.

b

b

b

b

b

S(0,0)

S(1,0)

S(0,1)
S(1,1)

direction u

direction v

×
Ds

S(us, vs)

(a) Ajustement de l'approximant

0 1
u

1

0

v

+

us

vs

(b) Domaine paramétrique

Figure 2.7. Problème d'ajustement pour une surfa
e B-spline ouverte.

Les degrés de liberté sont �nalement les points de 
ontr�le P , leurs poids w, les deux

séquen
es nodales η et ζ et les deux séquen
es de paramétrisation U et V. Les méthodes de

minimisation se di�éren
ient par la prise en 
ompte de 
ertaines in
onnues tout en �xant

les autres, impliquant des surfa
es B-splines ou NURBS.

2.5.4.3 Ajustement basé sur les p�les

Ce paragraphe 
on
erne les nuages de points dont les données sont disposées dans une

topologie quadrangulaire. La surfa
e n'est dé
rite i
i qu'au travers du réseau de 
ontr�le,

tous les poids sont don
 �xés à 1.

Un problème majeur ave
 
ette appro
he 
on
erne le 
hoix de la paramétrisation et

des séquen
es nodales à prédé�nir avant de 
al
uler les points de 
ontr�le. Il est mis
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S(1,0)

S(0,1)

di
re

ct
io

n
u

direction v

×

Ds

S(us, vs)
b

b

b

v
=

0, v
=

1
(a) Ajustement de l'approximant

0/0
1 v

u

1

b

us

vs

+

(b) Domaine paramétrique

Figure 2.8. Problème d'ajustement pour une surfa
e B-spline fermée.

en éviden
e en transformant la minimisation de l'équation 2.22 en un système d'équations

linéaires à résoudre :

BP = D , (2.23)

ave
 P les positions des p�les à 
al
uler, B la matri
e des fon
tions de base, et D les données.

Les travaux de [de Boor, 1978℄ font référen
e à l'uni
ité de la solution si et seule-

ment si la matri
e B est de rang plein (
ondition de S
hoenberg-Whitney, 
f. les travaux

de [S
hoenberg and Whitney, 1949℄). En e�et, si les données ne sont pas bien réparties, il se

pourrait qu'au
un paramètre ne soit 
ompris entre deux n÷uds de la séquen
e, impliquant

une 
olonne de 0 dans la matri
e du système. Le 
hoix de la paramétrisation et des séquen
es

nodales est don
 primordial.

Les travaux de [de Boor, 1978℄ et [Daniel, 1989℄ dis
utent d'un ensemble de méthodes

pour les établir, 
ha
une spé
i�que à une géométrie de nuages de points :

• la paramétrisation uniforme dé�nit un pas 
onstant entre les paramètres : la méthode

est peu e�
a
e, 
ar elle ignore la géométrie dé
rite par les données ;

• la paramétrisation par la moyenne de [de Boor, 1978℄ : le paramètre ηi par exemple

est obtenu par la moyenne des valeurs nodales ui+1 à ui+k−1. Elle suppose 
ependant

que le ve
teur de n÷uds soit �xé ;

• la paramétrisation par longueurs des 
ordes se base sur la distan
e entre deux points

su

essifs de l'é
hantillon (
f. les travaux de [Rogers and Satter�eld, 1982℄) : 
ette

méthode est e�
a
e et don
 privilégiée dans le 
hoix des paramétrisations ;

• la paramétrisation par longueurs des ar
s se base sur le 
al
ul de l'ar
 entre deux points


onsé
utifs à partir d'une première interpolation (
f. les travaux de [Bézier, 1986℄) :
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elle apporte peu d'améliorations par rapport aux longueurs des 
ordes ;

• la paramétrisation 
entripète détermine un pas minimisant l'a

élération 
entripète

(
f. les travaux de [Lee, 1989℄) : elle présente de meilleurs résultats que les longueurs

de 
ordes pour dé
rire des arêtes vives ;

• la paramétrisation de [Foley and Nielson, 1989℄ 
onsidère les distan
es et les dif-

féren
es d'angles entre les données : elle tient 
ompte des arêtes et des 
oins en

ralentissant la distribution des paramètres. Elle fon
tionne moins bien pour les ap-

proximations que pour les interpolations.

Les séquen
es nodales U et V peut être aussi établies de plusieurs manières :

• une répartition uniforme des n÷uds �xe un é
artement 
onstant ;

• dans les travaux de [de Boor, 1978℄, une répartition moyenne des paramètres est ef-

fe
tuée pour les interpolations : le n÷ud ui+k est obtenu par la moyenne sur les

paramètres ηi+1 à ηi+k−1. Dans ses travaux, [Daniel, 1989℄ a étendu 
ette méthode

pour les approximations ave
 une résolution au sens des moindres 
arrés. Un gain

signi�
atif est obtenu sur le 
onditionnement de la matri
e du système 
réé.

Pour interpoler les extrémités de la 
ourbe/surfa
e, une multipli
ité des n÷uds aux ex-

trémités égale à l'ordre est appliquée.

Comme pré
isé par [Farin, 2001℄, il n'existe pas de réponse universelle pour déterminer

la paramétrisation et des séquen
es nodales. Les 
on
lusions de [Piegl and Tiller, 1997℄ et

de [Daniel, 1989℄ font toutefois état qu'un 
hoix judi
ieux est une paramétrisation par les

longueurs des 
ordes et une répartition moyenne pour les séquen
es nodales. Cependant, il

faut noter que seule une garantie sur l'inversibilité théorique de la matri
e du système à

résoudre est apportée. Dans la pratique, il faut mettre en éviden
e les problèmes numériques

liés au 
onditionnement de la matri
e. Du fait qu'il puisse être relié à l'ordre de la surfa
e

paramétrique, le 
as est ainsi d'autant plus déli
at ave
 une surfa
e de Bézier pour laquelle

le nombre de p�les (et don
 le nombre de 
olonnes de la matri
e) est égal à l'ordre. Il faut

pouvoir trouver un juste milieu entre l'ordre, le nombre de p�les, et la tension de la surfa
e.

2.5.4.4 Ajustement 
onsidérant la paramétrisation

Dans l'idéal, la rédu
tion de la fon
tion f(U ,V, P ) repose sur une détermination optimale

des ve
teurs de paramétrisation U et V. Le 
al
ul de leurs valeurs � exa
tes � étant trop


oûteux, plusieurs études ont été menées en vue de les appro
her. Elles peuvent se 
lasser

en deux 
atégories majeures.

Les appro
hes itératives alternées sont basées sur le prin
ipe de relaxation. Elles


onsistent en l'alternan
e d'une étape de reparamétrisation et d'une étape de rédu
tion

de la fon
tionnelle par rapport aux points de 
ontr�le. Dans la littérature, les te
hniques

di�èrent prin
ipalement par la méthode de reparamétrisation, tandis qu'une minimisation

aux moindres 
arrés linéaire est souvent utilisée pour réduire f par rapport aux p�les.
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Le 
as général que l'on ren
ontre pour la paramétrisation 
onsiste à projeter orthogo-

nalement les données sur les plans tangents de la surfa
e. Soient S une surfa
e B-spline, Ds

un point des données, Tu(us, vs) et Tv(us, vs) les deux dérivées partielles au point S(us, vs).

Déterminer le 
ouple (us, vs) 
onsiste à résoudre le système non-linéaire suivant, illustrée

par la �gure 2.9 :

{

(Ds − S(us, vs)) • Tu(us, vs) = 0

(Ds − S(us, vs)) • Tv(us, vs) = 0
(2.24)

b

b

b

b

b

S(0,0)

S(1,0)

S(0,1)
S(1,1)

direction u

direction v

×
Ds

S(us, vs) Tu(us, vs)

Tv(us, vs)

Figure 2.9. Proje
tion orthogonale sur une surfa
e B-spline ouverte.

Dans 
ette optique, nous pouvons 
iter les travaux ré
ents de [Chambelland, 2006℄. À

partir de données possédant une topologie quadrangulaire, l'auteur propose une méthode

d'ajustement basée sur une minimisation alternée entre une paramétrisation par proje
tion

orthogonale et une rédu
tion de la fon
tionnelle par des
ente de gradient.

Di�éremment, les méthodes 
omme 
elle de [Hos
hek, 1988℄ se basent sur une 
orre
tion

de type Newton-Raphson pour résoudre le système 2.24. [Saux and Daniel, 2003℄ proposent

de résoudre pré
isément le problème de reparamétrisation par la te
hnique d'optimisation

des gradients 
onjugués de Flet
her-Reeves.

Bien que l'étape de paramétrisation a un impa
t notable dans la pré
ision des pro
essus

d'ajustement, elle exer
e également une in�uen
e non-négligeable sur la vitesse et la régu-

larité de la 
onvergen
e.

Les appro
hes itératives globales 
onsidérent simultanément les in
onnues U , V et P .

La te
hnique de résolution repose souvent sur la méthode de minimisation aux moindres 
ar-

rés non-linéaire de Levenberg-Marquardt. [Speer et al., 1998℄ ont initié 
e type d'appro
hes

pour les 
ourbes B-splines, et ont 
onstaté de meilleurs résultats que [Hos
hek, 1988℄ en

termes de temps de 
al
ul et de pré
ision d'approximation. Une ja
obienne doit toutefois

être manipulée pendant le pro
essus, de dimension d(N + 1)((N + 1) + d(m + 1)) (ave
 d

la dimension de l'espa
e dans lequel on se situe, (m+1) le nombre de points de 
ontr�le et

(N + 1) le nombre de point des données).
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Une troisième famille pourrait regrouper des appro
hes plus singulières, 
omme l'ap-

pro
he de [Alhanaty and Ber
ovier, 2001℄. Les in
onnues des problèmes de re
onstru
tion

sont séparées en utilisant la théorie du 
ontr�le optimal. Plusieurs notions sont alors in-

troduites, telles que les variables d'état x, les variables de 
ontr�le u, l'équation d'état

A(x, u) = 0 et la fon
tion de 
oût à minimiser J(x, u). L'idée est de trouver un nouveau


ontr�le ū tel que pour tout état x̄ qui véri�e A(x̄, ū) = 0, la fon
tion de 
oût soit minimal :

J(x̄, ū) = min
(x,u)
{J(x, u) : A(x, u) = 0} (2.25)

La formulation est transposée pour les 
ourbes B-splines, où les points de 
ontr�le sont les

variables d'état, et les paramètres les variables de 
ontr�le. La résolution de J est basée

sur une des
ente de gradient à pas optimal, 
onsistant à déterminer les nouvelles valeurs de

paramètres.

Contrairement aux modèles pré
édents, des alternatives ne faisant pas intervenir les

p�les mais d'autres in
onnues de la des
ription de la surfa
e d'ajustement existent.

2.5.4.5 Ajustement sans les p�les

Di�éremment, la méthode de [Goldenthal and Ber
ovier, 2004℄ �xe tout d'abord les

points de 
ontr�le à l'initialisation. Elle propose une minimisation alternée de la fon
tion-

nelle par rapport aux valeurs de la paramétrisation et aux séquen
es nodales. Le système

est restreint aux 
ourbes, bien que la modélisation soit a priori transposable aux surfa
es.

Cependant, la méthode implique plusieurs 
ontraintes à respe
ter 
omme la 
ondition

de S
hoenberg-Whitney, 
e qui aura for
ément un impa
t notable sur les temps de 
al
ul.

En outre, l'optimisation est moins fa
ile à visualiser et à interpréter géométriquement ave



e type de variables qu'ave
 des p�les.

Un ajustement à partir d'une surfa
e B-spline 
onsiste à modi�er la paramétrisation et

le réseau de 
ontr�le. En utilisant des NURBS, les poids sont maintenant 
onsidérés pour

l'ajustement.

2.5.4.6 Ajustement de surfa
es NURBS en 
onsidérant les poids

Les travaux de [Randrianarivony and Brunnet, 2002℄ dé�nissent une minimisation pour

les NURBS par rapport aux poids, à la séquen
e nodale et aux points de 
ontr�le, alors

que les paramètres sont �xés. Plus ré
emment, [Chambelland and Daniel, 2006℄ �xent les

séquen
es nodales mais 
onsidère à la pla
e les paramètres.

Bien que 
es méthodes soient robustes en 2D, il faut rester prudent lors de la trans-

position aux surfa
es suite à la nature fortement non-linéaire de la fon
tionnelle à opti-

miser. [Chambelland, 2006℄ a proposé une minimisation alternée pour les surfa
es NURBS,

mais le gain de pré
ision se trouve être insigni�ant alors que les temps de 
al
ul sont bien

supérieurs.
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2.6 Synthèse

L'étude bibliographique dans 
ette partie nous a permis d'obtenir une vue d'ensemble des

appro
hes possibles pour re
onstruire notre surfa
e. Quelle que soit la méthode, de nombreux

paramètres de forme entrent en jeu, 
e qui né
essite de �xer nos 
hoix dès le départ d'après

nos 
ontraintes : obtenir une forme fermée, � lisse �, et 
ontr�lable géométriquement en tout

point de R
3
, mais surtout pouvoir se dépla
er sur la surfa
e pour fa
iliter la manipulation

de sa géométrie, voire de sa topologie.

Au travers de la littérature, nous avons pu 
onstater que la représentation impli
ite

propose de nombreuses appro
hes pour 
onstruire une fon
tion s
alaire évaluant la distan
e

entre la surfa
e et les données. La prise en 
ompte de la topologie est un atout impor-

tant, mais pas indispensable dans notre 
as d'étude. En outre, la détermination indire
te

de la surfa
e ne fa
ilite pas l'emploi d'opérations de modi�
ation de maillages. Un 
hange-

ment même lo
al né
essiterait par exemple une ré-estimation des paramètres pondérant les

fon
tions de base lisses des appro
hes radiales.

La représentation dis
rète dé�nit quant à elle des méthodes robustes que nous retrou-

vons dans les travaux de [Heimann and Delingette, 2011℄ et de [Sharf et al., 2006℄. Mais la

lo
alisation sur 
es maillages reste problématique pour leur manipulation. En outre, les

opérations de ra�nement lo
al pour l'ajout de détails seraient limitées à une interpolation

linéaire sur les éléments simpli
iaux du maillage.

Di�éremment, la représentation paramétrique permet de dé�nir une dire
tion de par-


ours sur les surfa
es. La 
ontinuité et la dis
rétisation de la forme obtenue sont 
ontr�lables.

Cette appro
he impose 
ependant diverses opérations à ne pas négliger pour aboutir à une

re
onstru
tion de surfa
e de qualité (
ontraintes de fermeture, paramétrisation des données,

. . . ). Les fon
tionnelles peuvent en outre intégrer de nombreux paramètres de forme, mais

des pré
autions sont à prendre pour éviter les pièges des minima lo
aux.

Finalement, par rapport aux 
orps de genre 0 que nous avons à re
onstruire, 
onserver

une appro
he paramétrique pour la suite est plus judi
ieux pour satisfaire l'ensemble de

nos 
ontraintes géométriques. Nous présentons au 
hapitre suivant une nouvelle méthode de

re
onstru
tion en nous basant sur les travaux de [Chambelland, 2006℄, à savoir une appro
he

paramétrique basée sur les moindres 
arrés. En outre, nous insistons sur le fait que le temps

de 
al
ul n'est pas un fa
teur intégré par la suite 
omme 
ontrainte dans la 
onstru
tion

du modèle géométrique. Bien qu'il faille obtenir des résultats en un temps � raisonnable �,

l'obje
tif n'est pas de fournir un système temps-réel.
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3.1 Introdu
tion

L'étude présentée au 
hapitre pré
édent nous a permis d'e�e
tuer un tour d'horizon des

te
hniques a
tuelles de re
onstru
tion d'une surfa
e. Nous avons vu que la nature des don-

nées issues de l'étape d'a
quisition a motivé le 
hoix d'une appro
he reposant sur un modèle

déformable. En partant d'un nuage de points sans information a priori, la méthodologie

générale de 
onstru
tion doit répondre à 3 règles pour servir de support aux déformations

mé
aniques :

1. 
réer une paramétrisation pour les problèmes de lo
alisation, de dépla
ement, de 
on-

ne
tivités et de 
hangement de densité de la dis
rétisation de la surfa
e ;

2. identi�er les topologies, déte
ter les 
omposants non-
onnexes ;

3. être robuste au bruit et parties manquantes dans les données.

Cependant, puisque les organes à 
onstruire sont de genre 0, les méthodes à topologie

adaptative sont mises de 
�té au pro�t de la paramétrisation. Puisqu'ils sont également


onsidérés en tant que 
orps � lisses � - i.e. qu'ils ne présentent visuellement ni singularité,

ni arête vive - une 
ontinuité au moins C1
devra être garantie en tout point de la surfa
e.

Ce 
hapitre présente �nalement la pro
édure de 
ontru
tion de la surfa
e du modèle

géométrique, par une 
ara
térisation de l'é
art aux données au sens des moindres 
arrés

régularisée. Nous répondrons aux trois questions suivantes par la suite : � Comment dé�nir

la forme paramétrique pour qu'elle soit fermée et au moins C1
? �, � Quelle énergie 
hoisir

pour quanti�er l'é
art aux données ? �, � Quelle méthode de rédu
tion utiliser pour ap-

pro
her le 
ontour des organes ? �.

A�n de fa
iliter la 
ompréhension de la pro
édure globale présentée dans 
e mémoire,

le s
héma 3.1 sera repris à la �n de 
haque étape-
lé en révélant l'opération suivante à

e�e
tuer. Comme illustré par l'extrémité gau
he de la �gure, nous partons du nuage de

point dé
rivant le 
ontour des organes.
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Figure 3.1. Étapes de la modélisation géométrique.
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3.2 Constru
tion d'une surfa
e paramétrique d'approximation

Le pro
essus global de re
onstru
tion né
essite d'une part d'asso
ier les besoins aux

propriétés de la surfa
e initiale, et d'autre part de les 
onserver pendant l'opération d'a-

justement. Après une formulation du problème dans lequel nous rappelons les in
onnues

à déterminer pour 
onstruire une surfa
e paramétrique, nous manipulons 
es di�érents

paramètres de forme pour 
omprendre leur 
omportement. La prise en 
ompte des 
on-

traintes dé�nit ensuite la forme fermée au moins C1
. Nous reprenons dans 
e but la

notion de périodi
ité des surfa
es paramétriques.

3.2.1 Formulation du problème

La forme paramétrique est basée sur une surfa
e B-spline. Nous rappelons que les

NURBS ne sont pas 
onsidérées, a�n de ne pas avoir à appro
her une solution dans un

espa
e à forte présen
e de minima lo
aux. Nous rappelons la formulation non-rationnelle de

la surfa
e S :

S(u, v) =

m∑

i=0

n∑

j=0

Ni,k(u)Nj,l(v)Pi,j (u, v) ∈ [0, 1] × [0, 1] , (3.1)

ave
 k et l les ordres respe
tifs dans les dire
tions u et v, {Pi,j} les points de 
ontr�le, et
{Ni,k} et {Nj,l} les fon
tions de base établies à partir des deux séquen
es nodales η et ζ.

Toutefois, nous retrouvons généralement 
es surfa
es dans des 
on�gurations de forme

ouverte ave
 une interpolation des 4 � 
oins � de la grille de points de 
ontr�le. Une surfa
e


omplexe est alors re
onstruite par un ensemble de 
arreaux (
f. [Chambelland, 2006℄) liés

entre eux par des 
onditions assurant la 
ontinuité globale.

Cependant, la 
onstru
tion d'une surfa
e fermée au moins C1
-
ontinue peut être obtenue

en imposant des 
ontraintes sur le réseau de 
ontr�le et les ve
teurs nodaux . Avant de

les dé�nir, les paragraphes 3.2.1.1 et 3.2.1.2 présentent brièvement 
omment les p�les et les

séquen
es nodales in�uen
ent les formes paramétriques et les ra

ords entre elles.

3.2.1.1 Manipulation du réseau de 
ontr�le

A�n de visualiser plus fa
ilement la 
ondition de ra

ord de 
lasse Cr
, 
onsidérons l'union

de deux 
ourbes de Bézier ave
 l'opérateur de di�éren
e ∆. Soient {Qi}ni=0 et {Q̂j}nj=0 leurs

p�les respe
tifs. Les notations utilisées sont 
elles de la �gure 3.2.1.1. La formalisation


orrespondante s'é
rit :

∆jQn−j = ∆jQ̂0, j = 0 . . . r (3.2)

Nous obtenons alors 
omme 
ontinuité paramétrique :

• un ra

ordement C0
pour Q3 = Q̂0 ;

• un ra

ordement C1
pour Q3 −Q2 = Q̂1 − Q̂0 ;

• un ra

ordement C2
pour Q3 − 2Q2 +Q1 = Q̂2 − 2Q̂1 + Q̂0.
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raccord

Q0

Q1

Q2 Q̂0 Q̂1

Q̂2

b

b

b ⊗ b

b

Q3 /

Figure 3.2. Ra

ord C2
entre deux 
ourbes B-splines.

Contrairement aux formes de Bézier pour lesquelles la 
ondition sur les p�les est su�-

isante, des modi�
ations sont à apporter aux ve
teurs nodaux pour les formes B-splines.

Elles varient selon qu'il s'agisse d'une simple fermeture C0
, d'une 
ontinuité pré
ise à at-

teindre au point de ra

ord entre deux extrémités, ou d'une reparamétrisation pour la fusion

de deux mor
eaux de 
ourbes ou surfa
es (
f. les travaux de [Tai et al., 2003℄).

En 
onsidérant la surfa
e de la formulation 3.1, la fermeture du réseau {Pi,j} dans une
dire
tion paramétrique revient par exemple à dé�nir l'opérateur 
omme suit sur 
haque

iso
ourbe {Pi,.} : {

∆Pi,. = Pi+1,. − Pi,., ∆0 = I

∆jPi,. = ∆j−1Pi+1,. −∆j−1Pi,.

(3.3)

ave
 I l'opérateur identité.

3.2.1.2 Manipulation des séquen
es nodales

Le 
hoix des séquen
es nodales est important puisqu'il in�ue également sur la forme de

la surfa
e. Les �gures 3.3(a) et 3.3(b) illustrent 
e propos, en représentant deux B-splines

d'ordre k = 4 et l = 3 dans les dire
tions respe
tives u et v, et de même réseau de 
ontr�le

P de dimension 4× 3. Seules les séquen
es nodales sont di�érentes. Soient η la séquen
e de

taille 4 + k = 8 dans la dire
tion u et ζ de taille 3 + l = 6 dans la dire
tion v.

En dé�nissant une multipli
ité égale à l'ordre de part et d'autre des ve
teurs dé�nis à

l'équation 3.4, l'interpolation de la surfa
e aux 4 p�les extrêmes est for
ée (
f. �gure 3.3(a)).







η = [0 0 0 0
︸ ︷︷ ︸

k éléments

1 1 1 1
︸ ︷︷ ︸

k éléments

]

ζ = [0 0 0
︸ ︷︷ ︸

l éléments

1 1 1
︸ ︷︷ ︸

l éléments

]
(3.4)

A 
ontrario, la �gure 3.3(b) ave
 les séquen
es de l'équation 3.5 présente le résultat sans


ette multipli
ité.







η = [−0.75 − 0.5 − 0.25 0
︸ ︷︷ ︸

k éléments

1 1.25 1.5 1.75
︸ ︷︷ ︸

k éléments

]

ζ = [0 0 0
︸ ︷︷ ︸

l éléments

1 1 1
︸ ︷︷ ︸

l éléments

]
(3.5)
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(a) Séquen
es nodales ave
 multipli
ité en u (b) Séquen
e nodale sans multipli
ité en u

Figure 3.3. Constru
tion de deux surfa
es B-splines.

3.2.2 Surfa
es périodiques de genre 0

A�n d'obtenir des surfa
es fermées d'une 
ontinuité su�sante, la notion de périodi
ité

est introduite. Elle assure la 
ontinuité des tangentes et des 
ourbures sur l'intégralité du

domaine paramétrique.

3.2.2.1 La périodi
ité par l'exemple

Ce paragraphe présente la périodi
ité appliquée à une 
ourbe. L'idée est transposée

aux surfa
es au paragraphe suivant. L'obje
tif est de dé�nir une 
ourbe fermée d'ordre k

et Ck−2
-
ontinue. Considérons tout d'abord la 
ourbe B-spline C ouverte de paramètre t,

évoluant dans R
3
:

C(t) =

m∑

i=0

Ni,k(t)Qi t ∈ [0, 1] , (3.6)

ave
 {Qi}mi=0 les (m+1) points de 
ontr�le distin
ts et {Ni,k}mi=0 les fon
tions de base. La


ourbe C est Ck−2
par 
onstru
tion.

Intuitivement, sa fermeture 
onsisterait à ajouter un point de 
ontr�le tel que Qm+1 =

Q0. Cependant, pour 
onserver la 
ontinuité au ra

ord, nous ne pouvons pas simplement

avoir une multipli
ité égale à l'ordre de part et d'autre du ve
teur nodal, 
e qui obligerait

les extrémités de C à être en Q0.

Pour y remédier, la 
ourbe est alors rendue périodique en faisant 
oïn
ider les (k−1)

premiers p�les et intervalles paramétriques aux (k−1) derniers, véri�ant de 
e fait

l'égalité C(0) = C(1) (
f. les travaux de [Jaillet et al., 1997℄). La 
ourbe devient :

C(t) =
m+k−1∑

i=0

Ni[m+1],k(t)Qi[m+1] t ∈ [0, 1] , (3.7)

ave
 [ . ] l'opérateur modulo. La séquen
e nodale η est dé�nie de telle sorte que :

η = [η0 . . . ηk−2
︸ ︷︷ ︸

(k-1) éléments

ηk−1 . . . ηm+k
︸ ︷︷ ︸

(m+2) éléments

ηm+k+1 . . . ηm+2k−1
︸ ︷︷ ︸

(k-1) éléments

] (3.8)
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Nous posons ηk−1 = 0 et ηm+k = 1. Puis, pour i = {0, . . . , k − 2}, nous avons :
{

ηk−2−i = ηk−1−i − (ηm+k−i − ηm+k−i−1)

ηm+k+i+1 = ηm+k+i + (ηk+i − ηk+i−1)
(3.9)

Nous pouvons vérifer l'égalité entre la 
ardinalité de la séquen
e η qui est de (m+2k) et la

somme de l'ordre k et de la taille de polygone de 
ontr�le (m+1)+(k−1), soit (m+2k). La

périodi
ité est illustrée par la �gure 3.4, dans laquelle un même 
ode 
ouleur est appliqué

pour mettre en éviden
e les intervalles paramétriques identiques.

η0 ηk−2 ηk−1 ηk
ηm+k ηm+k+1 ηm+2k−1... ......

0 1

(k-1) termes (k-1) termes

Figure 3.4. Séquen
e nodale η périodique dans l'intervalle [0, 1].

Remarque 3.2.1

À l'initialisation, le ve
teur η peut être fa
ilement 
onstruit ave
 une répartition uni-

forme des n÷uds. Cependant, en 
as d'insertion nodale pro
he de ηk−1 et ηm+k, l'égalité

entre les premiers et derniers intervalles paramétriques peut ne plus être véri�ée. La

formulation 3.9 permet de mettre à jour les intervalles d'une extrémité à l'autre.

Les 
ourbes de la �gure 3.5 sont d'ordre 3. La 
ourbe de la �gure 3.5(a) est ouverte

et est 
onstruite ave
 la séquen
e nodale η = [0 0 0 0.5 1 1 1]. La multipli
ité de part

et d'autre de η fait passer la 
ourbe par les p�les extrêmes Q0 et Q3. La 
ourbe de la

�gure 3.5(b) est fermée en ajoutant le point de 
ontr�le Q4, ave
 η = [0 0 0 1
3

2
3 1 1 1].

Une B-spline périodique est 
onstruite à la �gure 3.5(
), ave
 un ve
teur nodal uniforme

η = [−0.5 − 0.25 0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5] et 2 points de 
ontr�le supplémentaires. On


onstate que la 
ourbe ne passe plus par les p�les.

(a) Courbe ouverte (b) Continuité C0
(
) Courbe périodique

Figure 3.5. Constru
tion de trois 
ourbes B-splines.
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Bien que la transposition de la périodi
ité semble dire
te pour les surfa
es, 
onsidérer

deux dire
tions paramétriques né
essite des pré
autions.

3.2.2.2 Surfa
e torique et dégénéres
en
e

Une surfa
e B-spline évolue selon deux dire
tions paramétriques. Cependant, si elle est

transformée de sorte qu'elle soit périodique dans 
haque dire
tion, une surfa
e torique est


réée (
f. �gures 3.6(a) à 3.6(d)). Soit S une surfa
e B-spline bipériodique dans R
3
de

paramètres u et v et d'ordres k et l, dé�nie par :

S(u, v) =
m+k−1∑

i=0

n+l−1∑

j=0

Pi[m+1],j[n+1]Ni[m+1],k(u)Nj[n+1],l(v) (u, v) ∈ [0, 1] × [0, 1] , (3.10)

ave
 [ . ] l'opérateur modulo, {Pij}m,n
i,j=0,0 les (m + 1) × (n + 1) points de 
ontr�le distin
ts,

{Ni,k(u)}mi=0 et {Nj,l(v)}nj=0 les fon
tions de base.

Similairement au paragraphe pré
édent, les séquen
es η et ζ sont 
onstruites à partir de

la formulation 3.8. La surfa
e véri�e ainsi, pour tout (u, v) dans [0, 1]× [0, 1] :

{

S(u, 0) = S(u, 1) ∀u ∈ [0, 1]

S(0, v) = S(1, v) ∀v ∈ [0, 1]
(3.11)

(a) Surfa
e ouverte (b) Périodi
ité dans la dire
tion u

(
) Périodi
ité dans la dire
tion v (d) Périodi
ité dans les deux dire
tions

Figure 3.6. Fermeture dans les dire
tions paramétriques.
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Cette surfa
e bipériodique est toutefois de genre 1, alors que nous voulons un genre 0.

Présenté di�éremment, un tore peut se dé�nir par une surfa
e de révolution en e�e
tuant la

révolution d'un 
er
le C1 dans l'espa
e R
3
autour d'un axe ∆ (
f. �gure 3.7). La traje
toire


ir
ulaire de C1 représente un se
ond 
er
le noté C2.

b
r

Axe∆

R
b

r

R b
bC2

C1

Figure 3.7. Partie d'un tore ave
 ses deux 
er
les de 
onstru
tion.

Considérons deux paramètres r et R, les rayons respe
tifs de C1 et C2. Dans le 
as d'un
tore � 
lassique � (en forme de beignet), R > r (
f. �gure 3.8(a)). Lorsque R = r, le tore est

à 
ollier nul (
f. �gure 3.8(b)). Finalement nous avons un 
as parti
ulier quand R = 0,

puisque la surfa
e devient homéomorphe à une sphère (
f. �gure 3.8(
)).

(a) Surfa
e torique (b) Tore à 
ollier nul (
) Tore dégénéré

Figure 3.8. Contra
tion du réseau de 
ontr�le.

Cependant, la �gure 3.8(
) ne peut pas être utilisée 
omme une forme de genre 0. De

la �gure 3.8(a) à 3.8(
), le même réseau de 
ontr�le est utilisé, mais la rédu
tion du rayon

R de C2 �nit par 
réer un polytope ave
 des doublons de points de 
ontr�le. Suite à la

dégénéres
en
e, la surfa
e torique doit être vue 
omme une somme de deux 
ou
hes : l'une


orrespond à la partie extérieure du tore, et l'autre à la partie intérieure. Cette superposition

a pour 
onséquen
e que la surfa
e est par
ourue deux fois sur le domaine paramétrique, 
ar à


haque évaluation de la surfa
e il existe deux 
ouples paramétriques permettant d'y a

éder :

les points A et B, au départ de part et d'autre du tore sur la �gure 3.8(a), �nissent de 
e

fait par être 
onfondus.

Le paragraphe suivant propose une adaptation de la stru
ture du tore pour 
onstruire

la surfa
e initiale et éviter les p�les-doubles. En reprenant le prin
ipe de la �gure 3.6(b), un

demi-tore de rayon R = 0 est 
onstruit.

60



Chapitre 3 Constru
tion d'une nouvelle méthode d'ajustement

3.2.2.3 Demi-tore dégénéré

Nous allons maintenant travailler de façon di�érente dans 
haque dire
tion paramétrique.

La surfa
e à obtenir étant de forme ellipsoïdale et par analogie ave
 un globe terrestre,

la dire
tion u dont il sera question est la dire
tion des � parallèles � de la forme.

Similairement, la dire
tion v est la dire
tion des � méridiens �. En outre, 
omme toute

forme paramétrique homéomorphe à une sphère générée à partir d'un seul 
arreau, il faudra

tenir 
ompte de la présen
e de deux singularités de part et d'autre des méridiens (
ette

appro
he est à di�éren
ier des travaux de [Shi et al., 2011℄, qui dé
omposent la surfa
e en


arreaux de Coons né
essitant de 
ontraindre la 
ontinuité sur 
haque frontière séparément).

La surfa
e est tout d'abord 
onstruite à partir d'un demi-tore , 
onsistant à appliquer

la périodi
ité dans la dire
tion u uniquement :

S(u, v) =

m+k−1∑

i=0

n∑

j=0

Pi[m+1],jNi[m+1],k(u)Nj,l(v) (u, v) ∈ [0, 1] × [0, 1] (3.12)

Pour ne pas obtenir de surfa
e torique, le réseau dans la dire
tion v et la séquen
e nodale

ζ asso
iée sont soumis à des 
ontraintes de 
onstru
tion. Nous dé
rivons 
i-dessous la pro
é-

dure au travers d'un exemple.

Constru
tion du réseau de 
ontr�le

Les 
ontraintes à apporter au réseau de 
ontr�le {Pi,j}m,n
i,j=0 doivent garantir un 
ontr�le

sur la 
ontinuité de la surfa
e. Comme introduit pré
édemment, le travail dans la dire
tion

u 
onsiste à refermer la surfa
e en tenant 
ompte de la superposition des p�les. Une forme


ylindrique est ainsi obtenue à partir d'un réseau ouvert (
f. �gure 3.9(a)). Pour obtenir un

genre 0, nous ne pouvons 
ependant pas simplement regrouper l'ensemble des p�les des iso-


ourbes aux extrémités du 
ylindre (
f. �gure 3.9(b)), 
e qui ne permettrait pas d'atteindre

une 
ontinuité supérieure à C0
. Nous proposons de 
e fait la 
onstru
tion suivante.

bb

b
b

b

bb

bc

bc

b

b

b
b

b

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

b

directionv

directionu

superposition
de pôles

(a) Réseau périodique dans la dire
tion u

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

b

b

(b) Regroupement des p�les

aux deux extrémités

Figure 3.9. Exemple de fermeture d'un réseau dans la dire
tion u, ave
 k = 4. Les p�les

aux extrémités sont en rouge, et les superpositions pour la périodi
ité sont en vert.
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Nous partons d'une polyligne planaire I de points de 
ontr�le, en forme de demi-ellipse,


entrée en (0, 0, 0), ave
 deux points extrêmes p1(0, 1, 0) et p2(0,−1, 0) (
f. �gure 3.10(a)).
Elle 
orrespond à l'ensemble {P0,.} dans le réseau de la surfa
e. Nous 
hoisissons ensuite

d'appliquer une rotation autour de (Oy) par pas angulaire 
onstant β = 2π
m+1 , 
réant ainsi

les m iso
ourbes de 
ontr�le suivantes {Pi,.}mi=1.

b

b

b

b

b

p1

p2

I

(Oy)

×
O

(a) Iso
ourbe I

b

b

b

p1

p2

I

(Oy)

×
O

b

b

b

p′1

p′2

I ′

angleπ
b

b

b
b

b

b

angleπ

bc

• • • • • •

bc

(b) Rotation de I autour de (Oy)

Figure 3.10. Exemple d'une 
onstru
tion de I ′ par la rotation d'angle π et d'extrémités

p′1 = p1 et p
′
2 = p2.

Une 
ontrainte sur la valeur de m peut alors être mise en éviden
e. En e�et, pour des

raisons liées à la dire
tion v (que nous verrons juste après), à 
haque iso
ourbe I doit


orrespondre une iso
ourbe-image I ′ d'extrémités identiques par une rotation d'angle π

(
f. �gure 3.10(b)). Au départ, les iso
ourbes symétriques I et I ′ sont don
 dé�nies dans

le même plan. De 
e fait, à 
haque multiple p du pas angulaire β entre deux iso
ourbes


orrespond un multiple qβ + π. Ce
i nous permet d'é
rire :

pβ = qβ + π, p, q ∈ N =⇒ (p− q)β = π, on pose p′ = p− q.

=⇒ p′β = π, or β =
2π

m+ 1
.

=⇒ p′ =
m+ 1

2

=⇒ (m+ 1) = 2p′

(3.13)

Par 
onséquent, le nombre de points de 
ontr�le distin
ts dans la dire
tion u doit être pair .

Il reste à dé�nir les 
ontraintes dans la dire
tion v que nous avons évoquées. Di�érentes

orientations peuvent être prises selon nos obje
tifs. L'une des solutions est de 
onsidérer

le 
as illustré par la �gure 3.11. Dans 
et exemple, 
haque iso
ourbe et son image par la

rotation d'angle π se rejoignent de nouveau en p1/p
′
1 et p2/p

′
2. En alignant 
haque point de

jon
tion ave
 les premiers voisins, une 
ontinuité C1
peut être atteinte. Cependant, 
ette

62



Chapitre 3 Constru
tion d'une nouvelle méthode d'ajustement

méthode aura tendan
e à aplatir l'extrémité de la surfa
e, 
e qui sera inadapté si des fortes


ourbures sont requises aux extrémités.

bbb

b

b

b bb b b

bb

b

bb

I I ′

p1 p′
1

p2 p′
2

(a) Iso
ourbes I et I
′

bbcb

b

b

b bbbc b

bb

b

b

I I ′

p1 p′
1

p2 p′
2

(Oy)

(b) Jon
tion des iso
ourbes par une

superposition des extrémités

Figure 3.11. Exemple de jon
tion d'iso
ourbes pour une 
ontinuité C1
.

De 
e fait, une se
onde solution serait de reprendre le prin
ipe de la périodi
ité, en su-

perposant plus d'un point de 
ontr�le à 
haque jon
tion. En partant de l'iso
ourbe I , des
points de 
ontr�le supplémentaires sont ainsi ajoutés de part et d'autre en vue d'être super-

posés à 
eux de son image I ′. En posant par exemple l = 4, une superposition de 3 points de


ontr�le est e�e
tuée pour avoir une 
ontinuité C2
(
f. �gure 3.12(a)). Dans le 
as général,

l − 2

2
p�les sont ajoutés à 
haque extrémité de I pour un ra

ord C l−2

, né
essitant de 
e fait

un ordre l pair . Après rotation autour de l'axe (Oy), deux � 
hapeaux � - 
orrespondants

à l'ensemble des arêtes de 
ontr�le superposées - sont obtenus (
f. �gure 3.12(b)).

I I ′

p1 p′1

p2 p′2

bb

b

b

bb

b

bb

bb

bb

b

b

bb

b

bb

bb

pôles supplémentaires

pôles supplémentaires

(a) Iso
ourbes ave
 ajout de p�les

I I ′

p1 p′
1

p2 p′
2

bb

b

b

bb

b

bb

b

b

bb

b

b

b

b b

b

(Oy)

superpositions

superpositions

(b) Superposition des extrémités

Figure 3.12. Exemple de jon
tion d'i
obourbes pour une 
ontinuité C2
ave
 l = 4.

Un autre avantage est que la 
ontinuité est fa
ilement 
ontr�lable en modi�ant 
es

� 
hapeaux �.
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Finalement, la formulation de la surfa
e devient :

S(u, v) =

m+k−1∑

i=0

n+l−2∑

j=0

Pi[m+1],jNi[m+1],k(u)Nj,l(v) (u, v) ∈ [0, 1] × [0, 1] , (3.14)

ave
 {Pi,j}m+k−1,n+l−2
i,j=0 le nouveau réseau de 
ontr�le, et l et (m+ 1) pairs.

Constru
tion des ve
teurs nodaux

La séquen
e η est 
onstruite à partir de la formulation 3.8, mais pour ζ l'opération est

di�érente. Dans la 
on�guration de la �gure 3.11, il su�t de dé�nir ζ ave
 une multipli
ité

égale à l'ordre aux extrémités du ve
teur nodal. Ainsi, pour tout u, S(u, 0) retourne l'un

des deux sommets de l'ellipsoïde et S(u, 1) le se
ond. La 
on�guration des superpositions

de la �gure 3.12 né
essite toutefois une autre appro
he.

Suite à la symétrie axiale, un e�et isotropique est retrans
rit sur ζ. Nous posons ζl−1 = 0

et ζn+l−1 = 1, puis nous avons pour i = {0, . . . , l − 2} :
{

ζl−2−i = ζl−2−i+1 − (ζl+i − ζl+i−1)

ζn+l+i = ζn+l+i−1 + (ζn+l−1−i − ζn+l−i−2)
(3.15)

La �gure 3.13 illustre la séquen
e ζ, et en parti
ulier le fait que les intervalles paramétriques

soient identiques de part et d'autre de 0 et de 1. Les intervalles de même longueur sont

représentés par un 
ode 
ouleur similaire.

ζ0 ζl−2 ζl−1 ζl
ζn+l−1 ζn+l ζn+2l−2

... ......

0 1

(l-1) termes (l-1) termes

Figure 3.13. Séquen
e nodale ζ dans l'intervalle [0, 1].

Remarque 3.2.2

La propriété de fermeture d'une surfa
e bipériodique de la formulation 3.11 n'est véri�ée

que dans une dire
tion pour obtenir une surfa
e de genre 0, et non une surfa
e torique.

Nous avons : {

S(0, v) = S(1, v), ∀v ∈ [0, 1]

S(u, 0) 6= S(u, 1), ∀u ∈ [0, 1]
(3.16)
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3.2.3 Con
lusions

En travaillant indépendamment dans 
haque dire
tion paramétrique, nous avons pu


onstruire une forme homéomorphe à une sphère en adaptant l'idée d'un demi-tore dégénéré.

Pour 
ela, des 
ontraintes ont dû être apportées sur le réseau de 
ontr�le et les séquen
es

nodales.

Dans la dire
tion u, la surfa
e est rendue périodique en imposant le fait que les (k − 1)

premiers et derniers p�les et intervalles paramétriques soient identiques. Une 
ontinuité

Ck−2
est alors garantie.

Dans la dire
tion v, des 
ontraintes sont imposées au niveau des singularités de la forme

ellipsoïdale en 
onstru
tion, impliquant un ordre l pair. En outre, la symétrie autour de

l'axe de rotation pour la 
onstru
tion du réseau a né
essité d'une part une séquen
e nodale

ζ isotrope aux extrémités de l'intervalle [0, 1], et d'autre part un nombre pair de p�les

distin
ts dans la dire
tion u. En posant l = 4, nous nous assurons une 
ontinuité C2
.

Nous obtenons �nalement une surfa
e de genre 0 et de 
ontinuité au moins C1
. Cette

surfa
e est utilisée tout d'abord à l'étape d'initialisation , dé
rite au paragraphe 3.3, qui

fa
ilite le pro
essus de re
onstru
tion du 
ontour en positionnant la forme paramétrique

initiale �dèlement par rapport aux données.
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Nuage de points Surface initiale Surface finale Surface interne

initialisation ajustement offset

3.3 Initialisation itérative par un axe médian non-linéaire

Toute méthode d'ajustement basée sur un modèle déformable est sensible à l'initialisa-

tion, et d'autant plus que la formulation de la surfa
e impose de 
ontraintes. L'idée dans la

pro
édure suivante vise à pla
er �dèlement la surfa
e initiale par rapport aux données.

Suite aux é
hanges ave
 l'expert médi
al du projet MoDyPe, nous avons tout d'abord

pensé à l'emploi d'un modèle générique a�n de dé�nir une forme générale pour 
haque or-

gane. Chaque 
orps humain possède les mêmes organes, aux mêmes empla
ements. Cepen-

dant, leurs formes se sont révélées très variées. En outre, bien que toutes les patientes
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adoptent une position identique pendant l'IRM, les nombreux fa
teurs en jeu 
onduisent à

de grandes di�éren
es entre deux jeux de données : torsions des organes, pathologie de la

patiente, qualité de l'a
quisition (suite au matériel, présen
e de selles dans le re
tum, . . . ).

Une initialisation patiente-spé
i�que est don
 essentielle.

Puisque des � organes de référen
e � ne sont pas utilisables, il faut s'appuyer sur des

des
ripteurs géométriques (des attributs permettant de 
ara
tériser leur forme) qui leur

sont propres pour 
réer une surfa
e initiale. Ils peuvent être simples 
omme des axes linéaires,

ou plus 
omplexes, 
omme des 
ourbes et des polyèdres.

De 
e fait, l'obje
tif sera de 
al
uler 
omme premier des
ripteur un axe non-linéaire

à l'intérieur du nuage de points, guidant le positionnement du se
ond des
ripteur, à savoir

le polyèdre de 
ontr�le de la surfa
e paramétrique initiale.

3.3.1 Formulation du problème

Nous proposons tout d'abord de déterminer l'axe prin
ipal non-linéaire, permettant

de suivre plus �dèlement le 
ontour externe de l'organe pendant la pro
édure d'initialisation

(
f. [Bay et al., 2012a℄). Il s'apparente à l'axe médian de la forme dé
rite par la distribution

du nuage, dans le sens où il représente l'inertie globale des données. La di�
ulté vient du

fait que l'é
hantillon dé
rit une variété de dimension 2, tandis que l'axe prin
ipal est une

variété de dimension 1. Pour résoudre 
e problème, nous dé
omposons la question en trois

étapes majeures (
f. �gure 3.14) :

1. positionnement initial de l'axe ;

2. dé�nition de la fon
tionnelle d'énergie quanti�ant l'é
art entre les deux variétés ;

3. rédu
tion de la fon
tionnelle d'erreurs ;
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Étape 2-3 : calcul de l’axe non-linéaire
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Figure 3.14. Cal
ul du premier des
ripteur : l'axe 
urviligne.

Finalement, le réseau de 
ontr�le de la surfa
e est disposé par � plans � le long du nuage,

en tenant 
ompte de la distan
e aux données. En e�et, on appelera par abus de langage le
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kème � plan � du réseau {Pi,j} l'ensemble {P.,k}. Le pro
essus 
onsiste en 
inq étapes (
f.

�gure 3.15) :

1. 
réation du polyèdre de 
ontr�le initial le long de l'axe (Oy) ;

2. pla
ement et orientation des plans du réseau orthogonalement à l'axe non-linéaire ;

3. orientation des plans aux extrémités pour s'ajuster plus pré
isément aux données ;

4. 
orre
tion des torsions et des problèmes de par
ours sur le polyèdre de 
ontr�le ;

5. utilisation de l'inertie radiale selon l'axe 
urviligne pour repositionner indépendam-

ment les p�les de 
haque plan.

Étape 5 : adaptation des rayons du polyèdre
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Étape 1 : création du polyèdre de contrôle initial

Étape 2-4 : positionnement le long de l’axe non-linéaire
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Figure 3.15. Positionnement du se
ond des
ripteur : le polyèdre de 
ontr�le.

Cha
une des étapes est détaillée par la suite.

3.3.2 Cal
ul de l'axe non-linéaire

3.3.2.1 Motivations derrière la notion d'axe médian

La surfa
e d'approximation évoluant dans deux dire
tions paramétriques, nous allons


onsidérer l'une d'entre elles pour disposer la surfa
e selon le diamètre généralisé de

la forme. Pour le dé�nir, la notion d'axe médian peut être utilisée, faisant référen
e au

pro
essus de squelettisation introduit par [Blum, 1967℄. Le squelette 
orrespond en e�et

au lieu des 
entres des boules de rayon maximal entièrement 
ontenues dans l'objet 3D.

Les algorithmes dans la littérature sont séparables en deux groupes, à savoir les appro
hes

dis
rète (e.g. les travaux de [Bertrand, 1995℄, [Kimmel et al., 1995℄, [Remy and Thiel, 2000℄
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et [Bouix and Siddiqi, 2000℄), et 
ontinue (e.g. les travaux de [Attali, 1995℄). Cependant,

deux raisons nous font adopter une autre orientation.

La première est que toute méthode de 
al
ul d'axe médian 
onduira à un squelette

3D 
onstitué de surfa
es gau
hes et de bran
hes inutiles dans notre 
as d'étude, alors que

seule la dire
tion prin
ipale re�étant le 
ontour de l'organe est né
essaire. A�n de ne pas

avoir à utiliser une heuristique d'érosion pour les supprimer 
omme dans les algorithmes

d'amin
issement homotopique

∗
, nous 
onstruirons dire
tement 
ette dire
tion de par
ours

à partir d'une appro
he 
ontinue. Nous nous basons de 
e fait sur la forme générale et

patiente-spé
i�que de leur 
ontour, 
onsidérée allongée ave
 deux � extrémités �.

La deuxième raison - qui sera abordée au paragraphe 3.4 - est que la méthodologie mise

en pla
e dans 
ette partie pour les 
ourbes est fa
ilement transposable aux surfa
es.

Les paragraphes 3.3.2.2 à 3.3.2.4 présentent la méthodologie suivie.

3.3.2.2 Première étape : le positionnement initial

Avant de pla
er une 
ourbe à l'intérieur d'un ensemble de R
3
, il est né
essaire de �xer

ses deux extrémités (notées A1 et A2 par la suite). Le 
al
ul de leur position est basé sur

l'ACP. Comme le dé
rit [Jolli�e, 2002℄, 
ette méthode des
riptive multidimensionnelle est

généralement employée pour projeter l'inertie d'un nuage de points sur trois axes prin
ipaux.

L'utilisation de la première 
omposante prin
ipale (
omposante 
orrespondant à la plus

grande proportion de varian
e expliquée de l'inertie du nuage) 
omme dire
tion de par
ours

n'a 
ependant de sens que si l'organe a une forme allongée.

Soit {Di,j}p,qi,j=0 un ensemble de p variables aléatoires à partir d'un é
hantillon 
onnu

de q réalisations de 
es variables. Chaque point est une réalisation qui appartient à R
3
où

les 
oordonnées 
orrespondent aux variables aléatoires, soit p = 3. Nous allons 
al
uler la

matri
e de 
ovarian
e C de 
es variables aléatoires, à partir de laquelle nous extrairons les

valeurs propres et ve
teurs propres qui nous donneront les dire
tions prin
ipales.

Soient

(
D̄1, D̄2, D̄3

)
le 
entre de gravité de nos données, et M la matri
e 
entrée des

variables telle que :

M =






D1,1 − D̄1 · · · D1,q − D̄1

D2,1 − D̄2 · · · D2,q − D̄2

D3,1 − D̄3 · · · D3,q − D̄3




 (3.17)

La matri
e n'est pas réduite a�n de maximiser l'in�uen
e des variables aléatoires dans l'ACP.

La matri
e de 
ovarian
e C de taille 3 × 3 est obtenue par C = MTM . La dernière étape


al
ule �nalement les valeurs et ve
teurs propres de C.

La première dire
tion prin
ipale 
orrespond au ve
teur propre de plus grande valeur

propre. Les trois axes sont utilisés pour 
onstruire la boîte englobante orientée (OBB) du

nuage.

Un exemple 2D est illustré par la �gure 3.16, sur laquelle le segment [S1S2] asso
ié à

la première 
omposante est 
réé, issu de l'interse
tion de la première 
omposante et des

∗. 
f. annexe
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fa
es (ou segments en 2D) orthogonales de l'OBB. Or, 
omme rien ne 
ontraint S1 et S2 à

appartenir au nuage, les points A1 et A2 sont 
hoisis 
omme extrémités de l'axe parmi les

données de sorte qu'ils appartiennent aux fa
es respe
tives qui 
ontiennent S1 et S2 et que

les distan
es ‖A1S1‖ et ‖A2S2‖ soient minimales.
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Figure 3.16. Exemple de re
her
he de l'axe [A1A2] dans un 
as 2D.

Le travail 
onsiste maintenant à transmettre l'inertie du nuage au 
orps de la 
ourbe

entre A1 et A2.

3.3.2.3 Deuxième étape : la fon
tionnelle d'énergie bidire
tionnelle

Soit {Ds}Ns=0 l'ensemble des (N + 1) points du 
ontour à re
onstruire. Ce paragraphe

établit la fon
tionnelle d'énergie f quanti�ant l'é
art entre les données et l'axe non-linéaire.

Pour le représenter, une 
ourbe de Bézier C d'ordre (m+1) et de paramètre t a été 
hoisie

a�n de limiter les os
illations qu'un support lo
al pourrait 
réer :

C(t) =
m∑

i=0

Bi,m(t)Qi t ∈ [0, 1] , (3.18)

ave
 {Qi}mi=0 l'ensemble des points de 
ontr�le, et {Bi,m}mi=0(u) les polyn�mes de Bernstein

de degré m. Les fon
tions de Bernstein sont dé�nies par :

Bi,m(t) =

(
m

i

)

ti(1− t)m−i t ∈ [0, 1] , (3.19)

ave


(
m
i

)
les 
÷�
ients binomiaux.

Pour 
ara
tériser l'erreur de pla
ement de la 
ourbe, il est né
essaire de lo
aliser 
haque

point de {Ds}Ns=0 par rapport à C, en asso
iant ave
 
ohéren
e les données à la 
ourbe

par la paramétrisation. Les travaux de [Hos
hek, 1988℄ et [Chambelland and Daniel, 2006℄


al
ulent par exemple le paramètre ts asso
ié à la donnée Ds par proje
tion orthogonale

sur la tangente T (ts) =
dC
dt (ts) à la 
ourbe (
f. �gure 3.17(a)) en résolvant le système non-

linéaire :

(Ds − C(ts)) . T (ts) = 0 (3.20)

Cependant, les points erronés et la nature non-stru
turée et 
omplexe des données 
on-

duit parfois à des proje
tions-doubles (
f. �gure 3.17(b)). Le problème est i
i évité en n'u-

tilisant pas une proje
tion du premier ordre

1

, l'obje
tif étant uniquement de déterminer

l'allure de la 
ourbe à l'intérieur du nuage de points.

1. Impliquant un développement de Taylor du premier ordre

69



Chapitre 3 Constru
tion d'une nouvelle méthode d'ajustement

+
Ds

b

C(ts)

T (ts)
C

(a) Proje
tion orthogonale de Ds

+
Ds

C(ts2)
C(ts1)

(b) Proje
tions-doubles

Figure 3.17. Proje
tions di�érentes de données sur une 
ourbe.

Soient E l'ensemble des (M+1) points issus de la dis
rétisation uniforme de la 
ourbe, et

T l'ensemble des (N+1) valeurs de la paramétrisation des données. La valeur de (M+1) est

déterminée à partir de la pré
ision des voxels desquels les données sont extraites. Leur taille

étant de l'ordre du millimètre (
f. 
hapitre 1), la 
ardinalité de E est égale à la longueur

de la 
ourbe en millimètres (obtenue par une méthode de type Simpson). Les valeurs de T
sont 
hoisies uniquement parmi les paramètres utilisés pour la dis
rétisation de la 
ourbe.

A�n de mesurer l'é
art entre la 
ourbe et le nuage en entrée, nous introduisons deux

graphes de 
orrespondan
es. Le premier graphe, de dimension (N + 1), 
ontient les

paramètres de T et permet d'asso
ier à 
haque donnée le plus pro
he point de E (
f.

�gure 3.18(a)). Le se
ond graphe, noté G et de dimension (M + 1), 
ontient les points de

l'é
hantillonnage E et permet d'asso
ier à 
haque évaluation de la 
ourbe la donnée la plus

pro
he (
f. �gure 3.18(b)). La distan
e eu
lidienne est utilisée.
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iation de D vers E
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(b) Cara
térisation de l'asso
iation de E vers D

Figure 3.18. Re
her
he de distan
es minimales entre les ensembles D et E (dans le plan).

La fon
tionnelle d'énergie f se formalise par la 
ombinaison de deux sous-fon
tions,


ha
une utilisant l'un des graphes de 
orrespondan
es :

f(Q,T ,G) = f
D→E

(Q,T ) + f
E→D

(Q,G) , (3.21)

ave
 f
D→E

la fon
tion re�étant la dissimilarité de D par rapport à l'é
hantillonnage E de C,

et f
E→D

la fon
tion 
ara
térisant la dissimilarité de E par rapport à D. La fon
tion f
D→E
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s'é
rit 
omme suit :

f
D→E

(Q,T ) = 1

N + 1

N∑

s=0

∥
∥
∥Ds − C

(

tDs

)∥
∥
∥

2
=

1

N + 1

N∑

s=0

∥
∥
∥
∥

Es
D→E

∥
∥
∥
∥

2

(3.22)

ave
 :

∥
∥
∥Ds − C

(

tDs

)∥
∥
∥

2
= min

j

∥
∥
∥Ds − C

(

tj

)∥
∥
∥

2
. Nous retrouvons e�e
tivement la re
her
he

du paramètre le plus adapté en termes de distan
e eu
lidienne minimale pour 
haque point

des données. De la même manière, la fon
tion f
E→D

s'é
rit :

f
E→D

(Q,G) = 1

M + 1

M∑

r=0

‖C(tr)−Dtr‖2 =
1

M + 1

M∑

r=0

∥
∥
∥
∥

Er
E→D

∥
∥
∥
∥

2

(3.23)

ave
 : ‖C(tr)−Dtr‖2 = min
l
‖C(tr)−Dl‖2. L'utilisation de la fon
tion f

D→E
seule 
orre-

spond à une formulation basée sur les moindres 
arrés. La 
ourbe serait 
ependant ajustée

aux données, alors que nous 
her
hons à la faire passer à l'intérieur du nuage.

L'étape suivante 
onsiste à réduire prioritairement la valeur de la fon
tion d'énergie.

3.3.2.4 Troisième étape : la rédu
tion de la fon
tionnelle

La rédu
tion de f repose sur l'alternan
e d'une étape de paramétrisation, et d'une étape

de dépla
ement des points de 
ontr�le Q. L'intérêt est de dé
oupler le pro
essus d'ajuste-

ment en deux sous-problèmes. Au départ, les points de 
ontr�le sont répartis uniformément

le long de la 
ourbe en
ore linéaire (
f. �gure 3.19). Nous rappelons par ailleurs que les p�les

aux extrémités sont �xés en A1 et A2. Les autres p�les sont appelés � internes �.

b

bb

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

bb

b b

b

b

b

b

b

b

b b

b

b

b b b

b
b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b
b b b

b

b

b
b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b
A1

A2

Figure 3.19. Répartition uniforme des p�les sur la 
ourbe C initiale.

La première étape met à jour la paramétrisation ave
 T et le graphe G sans modi�er

les points de 
ontr�le. La fon
tion f peut alors être déterminée.

La se
onde étape au 
ontraire �xe les graphes de 
orrespondan
es et s'intéresse aux

points de 
ontr�le internes de la 
ourbe. Le prin
ipe repose sur la di�érentiabilité de la

fon
tionnelle f par rapport aux p�les. Une des
ente de gradient à pas optimal est alors

appliquée en deux étapes : la dire
tion de des
ente est déterminée, suivi du 
al
ul du pas de

des
ente le long de 
ette dire
tion. Nous insistons sur le fait qu'il s'agit d'une rédu
tion de

fon
tionnelle et non d'une minimisation puisque l'appro
he est itérative et s'arrêtera selon

des 
ritères d'arrêt dé�nis plus loin.

La dire
tion opposée de son gradient par rapport aux p�les est la dire
tion de dé
rois-

san
e maximale (
f. les travaux de [Wang, 2008℄ pour plus de détails). Le gradient ∇Q
est
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formé par la somme des gradients des sous-fon
tionnelles f
D→E

et f
E→D

:

∇Q = ∇Q

D→E
+ ∇Q

E→D
(3.24)

Les gradients ∇Q

D→E
et ∇Q

E→D
sont tels que :







∇Q

D→E
=









∇Q
0

D→E
.

.

.

∇Q
m

D→E









=












− 2

N + 1

N∑

s=0

B0,m(tDs) Es
D→E

.

.

.

− 2

N + 1

N∑

s=0

Bm,m(tDs) Es
D→E












∇Q

E→D
=









∇Q
0

E→D
.

.

.

∇Q
m

E→D









=












− 2

M + 1

M∑

r=0

B0,m(tr) Er
E→D

.

.

.

− 2

M + 1

M∑

r=0

Bm,m(tr) Er
E→D












(3.25)

Les points de 
ontr�le sus
eptibles de se dépla
er sont les p�les qui ne sont pas des

extrémités de la 
ourbe, soit l'ensemble {Qi}m−1
i=1 (
f. �gure 3.20).
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Figure 3.20. Dépla
ement des p�les internes.

Les termes ∇Q
0 et ∇Q

m sont nuls. Nous appliquons un 
orre
tif itératif pour les autres.

Soient Qc les points {Qi}m−1
i=1 à l'itération c, et Qc+1 les points à l'itération (c + 1) tels

que Qc+1 = Qc − α∇Qf(Qc,T ,G). Les termes T et G seront omis par la suite dans la

fon
tionnelle pour alléger l'é
riture.

Les modèles d'ordre 2 
omme la méthode de des
ente à pas optimal permettent d'obtenir

plus d'informations sur les variations de la fon
tion f , 
ar ils requièrent la 
onnaissan
e du

Hessien. Soit dQc = −α∇Qf(Qc) la 
orre
tion apportée entre les deux ensembles de p�les

à 
haque itération. D'après le développement de Taylor du se
ond ordre, on a :

f(Qc + dQc) = f(Qc) +∇Qf(Qc)dQc +
1

2
HPf(Qc) dQc

2 + o(dQc
2)

⇒ ∇Qf(Qc + dQc) = ∇Qf(Qc) +HQf(Qc) dQc + o(dQc)
(3.26)
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La valeur stationnaire α doit annuler toutes les 
omposantes du gradient, soit :

∇Qf(Qc + dQc) = 0

⇒ (∇Qf(Qc))
T • ∇Qf(Qc)− α(∇Qf(Qc))

T • (HQf(Qc)∇Qf(Qc)) = 0

⇒ α =
‖∇Qf(Qc)‖2

(∇Qf(Qc))T • (HQf(Qc)∇Qf(Qc))

(3.27)

Toutefois, nous pouvons annuler toutes les 
omposantes du gradient sans utiliser ex-

pli
itement la matri
e Hessienne, 
omme établi dans le théorème 3.3.1

2

.

Théorème 3.3.1

La fon
tionnelle f(Q− α∇Q,T ,G) atteint son minimum en αmax dans la dire
tion de

des
ente −∇Q
si et seulement si :

αmax =

1

M + 1

M∑

r=0

(

hr. Er
E→D

)

− 1

N + 1

N∑

s=0

(

gs. Es
D→E

)

1

M + 1

M∑

r=0

‖hr‖2 +
1

N + 1

N∑

s=0

‖gs‖2

ave
 : 





Er
E→D

= C
(

tr

)

−Dtr et Es
D→E

= Ds − C
(

tDs

)

hr =
m∑

i=0

Bi,m

(

tr

)

∇Q
i et gs =

m∑

i=0

Bi,m

(

tDs

)

∇Q
i

L'ajustement se résume don
 par l'alternan
e d'une étape de mise à jour des graphes

de 
orrespondan
es pour 
onstruire la fon
tionnelle f , et d'une étape de dépla
ement des

points de 
ontr�le de la 
ourbe par des
ente de gradient à pas optimal.

Toutefois, la méthode dépend dès le départ de la position des extrémités A1 et A2. Bien

que l'utilisation d'une heuristique statistique 
omme l'ACP a permis de 
ara
tériser la forme

linéaire, un a�nage 
omplémentaire - présenté au paragraphe suivant - peut être entrepris

a�n de tirer parti de l'axe 
urviligne nouvellement 
réé.

3.3.2.5 A�nage 
omplémentaire : relo
alisation des extrémités

Dans la pratique, le 
al
ul de l'axe non-linéaire est 
al
ulé deux fois su

essivement

avant de positionner le réseau de 
ontr�le, permettant une meilleure estimation visuelle des

extrémités A1 et A2. En e�et, 
es points sont déterminés en séle
tionnant les points les plus

éloignés et appartenant aux fa
es opposées de l'OBB.

Ce
i doit s'interpréter 
omme la � propagation � d'un � plan � orthogonal à l'axe non-

linéaire à 
haque extrémité. Ces plans sont établis à partir de leur normale, qui sont les

tangentes à la 
ourbe. Au départ, l'axe est linéaire, et les plans sont don
 par 
onstru
tion

2. La preuve est fournie en annexe.
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des fa
es de l'OBB. Les points extrémaux appartiennent don
 déjà aux plans, mais une forte

approximation est faite sur le pro�l de l'organe (
f. �gure 3.21).

Figure 3.21. Détermination des points A1 et A2

Après une première passe, le pro�l est réajusté ave
 l'axe médian non-linéaire. Deux

nouveaux plans sont utilisés, basés 
ette fois-
i sur une estimation plus �dèle de la forme, et

don
 des tangentes (
f. �gure 3.22(a)). Le dernier point ren
ontré par 
haque plan le long

de la tangente près de l'extrémité de la 
ourbe est 
onservé. L'axe non-linéaire est alors

re
al
ulé (
f. �gure 3.22(b)).

(a) Estimation des nouvelles extrémités (b) Cal
ul de la 
ourbe ave
 les nouveaux points

Figure 3.22. Deux 
al
uls 
onsé
utifs de l'axe non-linéaire appliqués à un utérus.

Maintenant que l'axe 
urviligne est déterminé, il nous reste à véri�er si la pro
édure est


onvergente.

3.3.2.6 Étude de la 
onvergen
e du 
al
ul de l'axe médian

L'étude de la 
onvergen
e d'une méthode itérative revient à analyser la 
onvergen
e de la

suite des valeurs itérées 
onstruite par l'algorithme de résolution. Puisque le 
al
ul d'un axe
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urviligne 
onsiste en l'alternan
e de deux étapes, nous allons étudier la 
onvergen
e après

la paramétrisation, puis après la des
ente de gradient. Considérons un état �xe du modèle.

Soient Tc la paramétrisation des données, Gc le graphe de 
orrespondan
es de l'é
hantillon-
nage aux données, Qc les points de 
ontr�le, et fc la valeur de la fon
tionnelle à l'itération

c. Soit Ds un point des données, et tc le paramètre asso
ié dans Tc.
La première étape 
onsidère les ve
teurs T et G. Le problème formalisé pour T s'é
rit :

Tc+1 6= Tc ⇐⇒ ∃p ∈ {0, . . . N} / ‖Ds − C(tp)‖2 < ‖Ds − C(tc)‖2 , (3.28)


e qui est impossible par 
onstru
tion. Le ve
teur n'est modi�é que si la distan
e 
al
ulée

est stri
tement plus petite qu'à l'itération pré
édente. De même, soit C(tr) un point de la


ourbe et Dc la donnée asso
iée à l'itération c. Le problème formalisé pour G s'é
rit :

Gc+1 6= Gc ⇐⇒ ∃q ∈ {0, . . . M} / ‖C(tr)−Dq‖2 < ‖C(tr)−Dc)‖2 , (3.29)


e qui est également impossible pour la même raison. Nous obtenons :

f(Qc,Tc+1,Gc+1) ≤ f(Qc,Tc,Gc)

La se
onde étape 
onsidère les p�les. La rédu
tion de la fon
tionnelle par la des
ente de

gradient à pas optimal nous assure d'atteindre un minimum. Par 
onséquent, nous avons :

f(Qc+1,Tc+1,Gc+1) < f(Qc,Tc+1,Gc+1)

Finalement, nous obtenons par transitivité :

f(Qc+1,Tc+1,Gc+1) < f(Qc,Tc+1,Gc+1) ≤ f(Qc,Tc,Gc)

L'alternan
e des deux étapes nous garantit une dé
roissan
e stri
te de l'erreur entre deux

itérations. L'ensemble des valeurs {fc}c∈N dé
rit une suite stri
tement dé
roissante. Puisque

la fon
tionnelle est 
omposée de sommes de 
arrés, nous pouvons a�rmer que f ≥ 0. La

suite est don
 stri
tement dé
roissante et minorée, la méthode est don
 
onvergente.

La dernière étape de l'initialisation positionne �nalement le polyèdre de 
ontr�le ave
 la

pro
édure détaillée au paragraphe 3.3.3.

3.3.3 Positionnement du réseau de 
ontr�le de la surfa
e initiale

Une fois 
al
ulé, l'axe 
urviligne C n'est plus modi�é. Il sert de support à la disposition

des plans de 
ontr�le selon les étapes suivantes.

3.3.3.1 Première étape : la 
onstru
tion du polyèdre initial

La première étape, illustrée par la �gure 3.3.3.1, 
orrespond à la 
réation d'une surfa
e

B-spline initiale S, 
entrée en (0, 0, 0) et disposée le long de l'axe (Oy) dans un système de


oordonnées 
artésiennes (par 
onvention dans un sou
i d'homogénéité ave
 la partie 3.2.2).

Soient k et l les ordres et {Pi,j} le réseau de 
ontr�le de S. Nous introduisons en outre p1

et p2, les deux p�les du réseau {Pi,j} sur l'axe (Oy) tels que p1 = A1 et p2 = A2.
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...

(Oy)
p2

p1

points de contrôle

Figure 3.23. Étape 1 : 
réation du polyèdre de 
ontr�le initial de S.

3.3.3.2 Deuxième étape : le pla
ement des plans le long de l'axe 
urviligne

La deuxième étape positionne le réseau de 
ontr�le le long de la 
ourbe C. Pour 
e faire,

les plans évoluant dans la dire
tion (Oy) sont pla
és indépendamment les uns des autres en


onsidérant à 
haque fois que leur 
entre de gravité appartient à C. Soient {P.,j} l'ensemble
des p�les du jème plan, et cj son 
entre de gravité.

À partir de l'iso
ourbe de la �gure 3.10 dé
rivant un � méridien � du réseau, le posi-

tionnement des plans s'e�e
tue 
omme suit. Au départ, les 
entres {cj} sont tous alignés
sur (Oy), séparés les uns des autres par un pas 
onstant. Une fois la 
ourbe 
al
ulée, leurs

nouvelles positions sur C doivent répondre au même 
ritère, i.e. de telle sorte que l'ab-

s
isse 
urviligne entre deux 
entres voisins soit identique. Chaque 
entre cj est asso
ié à un

paramètre tj 
orrespondant à sa lo
alisation paramétrique sur C, permettant d'orienter or-

thogonalement le plan {P.,j} par rapport à la tangente T (tj) =
dC

dt
(tj) (
f. �gure 3.24(a)).

Toutefois, 
ompte-tenu de la forme retenue à la �gure 3.11, 
haque ajout d'un p�le

à une extrémité implique une superposition supplémentaire de plans. Pour répondre à la


ontrainte de 
ontinuité dans notre 
as d'utilisation, nous nous limitons à l'ajout d'un seul

point de 
ontr�le de part et d'autre de 
haque méridien. Ainsi, les premiers et derniers plans

se dupliquent. La �gure 3.24(b) permet d'illustrer 
e propos, en mettant en éviden
e le fait

que les 
entres c0 et c2 puis cn et cn−2 soient 
onfondus.

3.3.3.3 Troisième étape : la modi�
ation lo
ale des extrémités

La troisième étape répond à un 
as parti
ulier, puisqu'il améliore l'orientation des plans

non-dégénérés 
onstituant les � 
hapeaux � du réseau de 
ontr�le. Dans notre 
as, il s'agit des

ensembles {P.,0} et {P.,n}, ainsi que des plans qui leurs sont superposés. Ces 
hapeaux étant
déjà sous 
ontraintes de superpositions par 
onstru
tion, nous fa
ilitons l'étape d'ajustement

aux données à suivre en les orientant au mieux par régression linéaire multiple.

Pour l'extrémité p1, 
ette modi�
ation 
onsiste à déterminer le plan P issu de la régres-

sion linéaire multiple des données 
omprises dans la sphère Sp de 
entre p1 et de rayon égal

à la distan
e entre p1 et c0. Il ne reste qu'à réorienter les plans {P.,0} et {P.,2} en 
al
ulant

l'angle entre la tangente T (t0) et la normale nP à P. Les �gures 3.25(a) et 3.25(b) illustrent
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(b) Positionnement d'un réseau ave
 superposition aux extrémités

Figure 3.24. Étape 2 : positionnement et orientation des plans de 
ontr�le, ave
 l = 4.

la di�éren
e d'orientation des iso
ourbes de 
ontr�le ave
 et sans la régression multiple.

D

T (t2)
...

bb

b
b

b

b

b

b

b

bc

bc
bc

bc

bc
bc

bc

bc
b

b

b b

b
b

b b b

bc
bc bc

bc

bc

bcbc
bc

++c1 bc

c0, c2 c3

b
b b

b
b b

b

bb
bb

b

b
b

b

b

b
b

b

+

b

p1

(a) Orientation orthogonale des plans

D

T (t2)

...

bb

b
b

b

b

b

b

b

bc

bc
bc

bc

bc
bc

bc

bc
b

P
b

b b

b
b

bb b b

bc
bc bc

bc

bc

bcbc
bc

++c1 bc

c0, c2 c3

b
b b

b
b b

b

bb
bb

b

b
b

b

b

b
b

b

Sp

+
nP

α

bc

bc
bc
bc

bc

bc
bc

bc

p1

(b) Réorientation par régression multiple

Figure 3.25. Étape 3 : modi�
ation de l'orientation aux extrémités, ave
 l = 4.

3.3.3.4 Quatrième étape : la 
orre
tion des torsions

La quatrième étape 
orrige les torsions éventuelles dans les liaisons entre deux plans de


ontr�le su

essifs, générés par les di�éren
es d'orientation. Soient {P.,j}mj=0 et {P.,j+1}mj=0


es deux plans. Deux problèmes sont mis en éviden
e : une mauvaise 
orrespondan
e

des p�les entre les plans et un sens de par
ours di�érent d'un plan à l'autre.

Pour améliorer la 
orrespondan
e, les p�les de {P.,j+1} peuvent être dé
alés a�n de
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garantir la plus 
ourte distan
e eu
lidienne entre P0,j et P0,j+1 (
hoix des éléments en i = 0

arbitraire). On 
ommen
e par déterminer l'indi
e i⋆ permettant de déterminer le plus pro
he

point de {P0,j} appartenant à {P.,j+1} :

‖P0,jPi⋆,j+1‖ = min
s
‖P0,jPs,j+1‖ (3.30)

Ensuite, les p�les de {P.,j+1} sont dé
alés, 
réant un nouveau plan {P ⋆
i,j+1}mi=0 de sorte

que Pi⋆,j+1 = P ⋆
0,j+1. Le passage de la �gure 3.26(a) à 3.26(b) illustre 
ette modi�
ation.

En�n, le sens de par
ours est véri�é par le 
al
ul de deux sommes. La première 
orrespond

à l'ensemble des distan
es ‖Pi,jP
⋆
i,j+1‖ pour i allant de 0 à m. Similairement, la se
onde

somme 
orrespond au par
ours de {P ⋆
i,j+1}mi=0 dans l'autre sens, soit en partant de P ⋆

0,j+1,

puis en allant de m à 1. La somme la plus élevée 
orrespond au mauvais sens de par
ours.

Si l'ensemble {P ⋆
.,j+1} 
rée les torsions, la séquen
e doit alors être inversée. Le passage de

la �gure 3.26(b) à 3.26(
) illustre 
ette modi�
ation.
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e entre les plans :
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Figure 3.26. Étape 4 : 
orre
tion des 
orrespondan
es entre deux iso
ourbes su

essives

ave
 k = 4, représentées parallèles pour la 
ompréhension (peu fréquent dans la réalité).
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Remarque 3.3.1

Il serait intéressant de tester que les plans de 
ontr�le ne se 
roisent pas, 
e qui n'a pas

pu être e�e
tué au regard des temps de développement. Toutefois, 
ompte-tenu de la

méthode d'ajustement que nous verrons à la partie 3.4, 
ela ne pose pas de problème de

re
onstru
tion.

3.3.3.5 Dernière étape : le positionnement individuel des p�les

La 
inquième étape, illustrée par la �gure 3.27, détermine la distan
e adéquate entre le


entre cj de 
haque plan de 
ontr�le et les p�les {Pi,j}mi=0 qui le 
onstituent. Plut�t que de

prendre une valeur 
onstante �xée par l'utilisateur (
f. �gure 3.27(a)), une distan
e propre

à 
haque point de 
ontr�le est 
al
ulée.

Pour 
ela, les données situées dans le 
�ne de sommet cj et de demi-angle au sommet

ε sont extraites, puis projetées sur la droite (cjPi,j). Le minimum des distan
es entre Pi,j

et les proje
tions servira au positionnement du point de 
ontr�le (
f. �gure 3.27(b)). Soient

{Ds}Ns=0 l'ensemble des données, etHs la proje
tion orthogonale deDs sur
−−−→
cjPi,j . La nouvelle

position du p�le Pi,j est ainsi obtenue par :

Pi,j + Li,j

−−−→
cjPi,j

‖−−−→cjPi,j‖
, (3.31)

ave
 Li,j =

{

‖Pi,jHs‖ t.q. Pi,jHs = min
r

(

‖Pi,jHr‖, acos
(

−−−→
cjPi,j•

−−−→
cjDs

‖
−−−→
cjPi,j‖ ‖

−−−→
cjDs‖

)

< ε

)}

.

La valeur du paramètre ε > 0, �xée au préalable, permet d'éviter les données trop

éloignées de la dire
tion

−−−→
cjPi,j .
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haque p�le

Figure 3.27. À partir de la jème iso
ourbe (trait pointillé), 
al
ul d'une iso
ourbe ave


adaptation du rayon (trait plein).

À l'issue de 
es 
inq étapes, le réseau de 
ontr�le est positionné le long de l'axe médian
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non-linéaire, sans torsion du réseau, en se rappro
hant autant que possible des données par

un positionnement indépendant des p�les.

La pro
édure d'initialisation étant terminée, la partie 3.3.4 illustre maintenant les résul-

tats de son appli
ation donnant lieu à l'axe 
urviligne et à la surfa
e initiale.

3.3.4 Implémentation et résultats

Après la présentation des 
ritères d'arrêt utilisés lors de l'implémentation, les résultats

qualitatifs sur la 
onstru
tion de l'axe non-linéaire et de la surfa
e B-spline seront mis en

éviden
e. Ils ont été produits à partir d'un ordinateur portable de type Intel Core I7 M620

2.67GHz ave
 4Go de mémoire RAM.

3.3.4.1 Critères d'arrêt

La solution exa
te dans le 
adre de 
es problèmes mal posés ne sera jamais atteinte

(à 
ause de la pré
ision numérique, minima lo
aux, . . . ) hormis dans les 
as triviaux. Le

rappro
hement vers une solution � optimale � est 
ontr�lé par le biais de 
ritères d'arrêt,

ayant pour r�le de garantir l'interruption de la pro
édure en 
as de problème de divergen
e

numérique ou d'évolution trop lente.

La nature itérative 
onduit tout d'abord à limiter la pro
édure à un nombre maximal

d'itérations Itmax. En outre, les erreurs mesurant la distan
e aux données pour 
ara
tériser

la pré
ision de la méthode n'interviennent pas, puisque l'obje
tif n'est pas d'ajuster la 
ourbe

sur les points du nuage.

Par 
ontre, la stagnation de l'évolution de la solution est mesurable par la di�éren
e

de l'erreur quadratique moyenne entre deux itérations su

essives. Soient fc(Q,T ,G) et

fc+1(Q,T ,G) les valeurs de la fon
tionnelle aux itérations c et (c + 1). L'évolution de la

solution est 
onsidérée stagnante si le test suivant est véri�é :

fc(Q,T ,G)− fc+1(Q,T ,G) ≤ εstag , (3.32)

ave
 εstag > 0 le seuil de stagnation �xé au préalable. Plus le rapport tend vers 1, plus

l'évolution est lente.

En�n, pour des raisons de stabilité numérique, un 
ritère d'arrêt sur la norme du gradient

est également à 
onsidérer. Au théorème 3.3.1, nous pouvons remarquer que la valeur du

pas de des
ente est indéterminée pour une annulation du gradient, i.e. si et seulement si

toutes les 
omposantes du gradient s'annulent. On pose alors le 
ritère suivant :

‖∇Q‖ =

√
√
√
√

m∑

i=0

‖∇Q
i ‖2 ≤ ε∇ , (3.33)

ave
 ‖.‖ la norme eu
lidienne L2
et ε∇ le seuil �xé pour la norme du gradient.

L'ensemble des 
ritères pré
édents est �nalement intégré dans l'algorithme global de

l'initialisation itérative, représenté par la �gure 3.28.
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Construction de la surface initialeSinit

• c←− c+ 1

• Calcul du pasαc

• Mise à jour des graphesTc+1 etGc+1

• Calcul de∇Q
c+1

• Sauvegarde defc
• Calcul defc+1

• Calcul du ratioεr = fc − fc+1

oui

non

Entrées :D, Itmax ∈ N, εstag ∈ R
+, ε∇ ∈ [0, 1]

Sorties :C(t), Sinit

Critères vérifiés

CRITÈRES D’ARRÊT

Tant que :
•c < Itmax

•εr > εstag

•‖∇Q‖ > ε∇

INITIALISATION

• Axe médian : séquence nodale et polygone de contrôle
• Calcul des graphesT etG
• Calcul def0(Q,T ,G) et de∇Q

• c← 0

ACP surD

• Calcul des points de contrôle :Qc+1 ← Qc − αc∇Q
c

Figure 3.28. Algorithme global de la pro
édure d'initialisation.

3.3.4.2 Étude qualitative des sous-fon
tionnelles

La fon
tionnelle f est la 
omposition de la sous-fon
tionnelle f
D→E


ara
térisant les


onnexions des données à la dis
rétisation de la 
ourbe médiane et de la sous-fon
tionnelle

f
E→D


ara
térisant les 
onnexions de la dis
rétisation de la 
ourbe aux données.

Le premier 
onstat que nous pouvons faire à partir des �gures 3.29 est l'importan
e de

la densité des nuages de points. L'utilisation de la fon
tionnelle f
D→E

a pour obje
tif de

disposer la 
ourbe au 
entre des données. Lorsque les données sont denses, la 
ourbe suit

e�e
tivement le pro�l général de l'organe (
f. �gure 3.29(a)). Pour des données bien moins
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denses, les in�exions de la 
ourbe sont marquées plus que né
essaires (
f. �gure 3.29(b)).

(a) Ajustement ave
 un ensemble de 22K points (b) Ajustement ave
 1200 points

Figure 3.29. In�uen
e de la densité des données ave
 la première sous-fon
tionnelle.

Cette sensibilité est 
ompensée par la se
onde fon
tionnelle f
E→D

. Utilisée seule, elle


ara
térise l'ajustement de la 
ourbe sur l'ensemble de points (
f. �gures 3.30(a) et 3.30(b)).

(a) Ajustement ave
 un ensemble de 22K points (b) Ajustement ave
 1200 points

Figure 3.30. Ajustement de la 
ourbe ave
 la se
onde sous-fon
tionnelle.

Utilisée ave
 f
D→E

, elle régularise la fon
tionnelle, permettant de rester à l'intérieur bien

que les ensembles de points ne soient pas denses (
f. �gure 3.31(b)).

(a) Ajustement ave
 un ensemble de 22K points (b) Ajustement ave
 1200 points

Figure 3.31. A
tion 
ombinée des deux sous-fon
tionnelles.
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3.3.4.3 In�uen
e de l'axe 
urviligne sur le positionnement de la surfa
e initiale

Une 
omparaison qualitative et quantitative est faite entre l'algorithme itératif par l'axe

non-linéaire et l'ACP. Les données utilisées dé
rivent une vessie de 44K points, et un 
ouple

utérus/vagin de 47K points.

Pour la vessie, l'ACP pla
e la surfa
e initiale à 
heval entre l'extérieur et l'intérieur des

données (
f. �gure 3.32(b)), tandis que l'initialisation itérative tient davantage 
ompte de la

forme et positionne la vessie initiale à l'intérieur (
f. �gure 3.33(a)). Les 
artes de distan
es

des �gures 3.32(b) et 3.33(b) illustrent l'é
art aux données. La 
ouleur rouge indique les

zones où l'approximant est à l'extérieur du nuage de points, en bleu les zones à l'intérieur,

et en vert les zones à proximité des données. Nous voyons très nettement une plus grande

portion de zones vertes ave
 l'initialisation itérative.

(a) Surfa
e initiale (b) Carte de distan
e entre la dis
rétisa-

tion de la surfa
e initiale et les données

Figure 3.32. Initialisation pour la re
onstru
tion d'une vessie ave
 l'ACP.

(a) Surfa
e initiale (b) Carte de distan
e entre la dis
rétisa-

tion de la surfa
e initiale et les données

Figure 3.33. Initialisation pour la re
onstru
tion d'une vessie ave
 l'axe non-linéaire.

Le tableau 3.1 nous permet de 
on�rmer quantitativement une plus grande proximité de

la surfa
e par rapport aux données ave
 l'initialisation itérative. Les métriques employées

sont les erreurs quadratiques moyennes pour 
haque sous-fon
tionnelle (EQM
D→E

et EQM
E→D

,

en mm) et l'erreur maximale (Emax, en mm). Les résultats sont donnés pour une passe du


al
ul de l'axe 
urviligne (Axe Curv. ×1) et pour deux passes (Axe Curv. ×2).
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Table 3.1. Comparatif entre l'ACP et l'axe médian non-linéaire pour la vessie.

ACP Axe Curv. ×1 Axe Curv. ×2
EQM
D→E

9.96 4.43 4.02

EQM
E→D

7.23 2.72 2.45

Emax 18.98 14.8 13.5

Bien que les résultats ne permettent pas de 
onstater une nette amélioration visuelle

dans le 
as de la vessie, les erreurs sont toutefois inférieures ave
 deux passes de l'algorithme

qu'ave
 l'ACP ou ave
 une seule passe.

Pour l'utérus, les �gures 3.34(a) à 3.34(
) illustrent davantage la di�éren
e entre l'ini-

tialisation itérative et l'ACP. La zone en
adrée des �gures 3.34(b) et 3.34(
) montre le


hangement d'extrémités ave
 les deux passes de l'algorithme.

(a) Surfa
e initiale ave
 l'ACP (b) Surfa
e initiale ave
 une passe

de l'initialisation itérative

(
) Surfa
e initiale ave
 deux

passes de l'initialisation itérative

Figure 3.34. Initialisation pour la re
onstru
tion d'un utérus.

Le tableau 3.2 nous permet d'aboutir aux mêmes 
on
lusions que pour la vessie.
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Table 3.2. Comparatif entre l'ACP et l'axe médian non-linéaire pour l'utérus.

ACP Axe Curv. ×1 Axe Curv. ×2
EQM
D→E

10.14 6.7 6.08

EQM
E→D

9.16 3.54 2.81

Emax 32.95 16 15

3.3.5 Con
lusions

La pro
édure d'initialisation a pour obje
tif de disposer la surfa
e initiale au plus près

des données. Le prin
ipe repose sur la 
onstru
tion d'une 
ourbe dé
rivant le pro�l général

des données a�n de servir de support au positionnement du réseau de 
ontr�le de la surfa
e

paramétrique initiale de genre 0 (
f. partie 3.2).

L'opération peut 
ependant être déli
ate. Basée sur la rédu
tion d'une énergie bidire
-

tionnelle entre les données et la 
ourbe, au
une garantie géométrique n'est apportée pour

quanti�er le fait que l'axe 
urviligne passe e�e
tivement � au milieu � des données.

La méthode possède toutefois plusieurs atouts. Tout d'abord, elle prend en 
ompte une

plus grande proportion de l'inertie des données que l'ACP. Cet apport devrait être visible

lors de l'ajustement de surfa
e. En outre, 
omparée aux méthodes 
lassiques de 
al
ul d'axe

médian, l'appro
he itérative ne requiert pas de te
hnique d'érosion pour se débarrasser de

bran
hes super�ues puisque seule une traje
toire prin
ipale est 
al
ulée, 
e qui diminue le

nombre de 
al
uls sont né
essaires.

Pour le moment, l'initialisation est limitée à une � dire
tion � pour 
ara
tériser le pro�l

de la forme. En guise de perspe
tive, il serait intéressant de généraliser le pro
essus en


réant un ensemble de 
ourbes inter
onne
tées qui atteindraient des zones de données moins


ara
téristiques.

L'étape suivant l'initialisation est l'ajustement de la surfa
e. Nous allons voir au para-

graphe 3.4 que la méthode dé
rite pré
édemment peut s'adapter pour des variétés de di-

mension supérieure.
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3.4 Ajustement de la nouvelle surfa
e aux données

Jusqu'à présent, nous avons proposé une surfa
e paramétrique respe
tant nos 
ontraintes

anatomiques, et une initialisation itérative pour la positionner d'après le nuage épars en

entrée. L'étape suivante 
onsiste à dé
rire la méthodologie développée pour l'ajuster aux

données et ainsi réussir à 
onstruire le 
ontour extérieur des organes.

Après une formulation du problème, la fon
tionnelle d'énergie 
ara
térisant l'é
art aux

données est formalisée, puis réduite.

3.4.1 Formulation du problème

Nous avons vu au 
hapitre 2 qu'un 
ompromis intéressant pour l'ajustement d'une sur-

fa
e B-spline est de 
onsidérer son réseau de 
ontr�le et la paramétrisation des données.

Par ailleurs, les résultats obtenus au 
hapitre pré
édent ont montré l'e�
a
ité de l'én-

ergie bidire
tionnelle pour 
ontr�ler le positionnement de la 
ourbe paramétrique ave


les graphes de 
orrespondan
es (
f. paragraphe 3.3.2.3).

À partir de 
ela, nous dé�nissons le problème général suivant, dont l'obje
tif est de

déterminer les ve
teurs de paramétrisation U et V, un graphe de 
orrespondan
es G pour

les données, et le réseau de 
ontr�le P de la surfa
e B-spline, soit :

(U ,V,G, P ) = min
Ũ ,Ṽ,G̃,P̃

f
(

Ũ , Ṽ , G̃, P̃ ,D
)

, (3.34)

ave
 f la fon
tion d'énergie bidire
tionnelle, et D les données.

Le pro
essus d'ajustement doit 
onserver la fermeture et la C1
-
ontinuité, en 
réant un


ontour au plus près des données. A 
ontrario, au
une pré
aution n'est prise quant à la

qualité de la surfa
e. Une énergie supplémentaire est né
essaire pour éviter la génération

de repliements lo
aux, d'autant plus que l'existen
e de bruit et de valeurs erronées est avérée.

La variation de la surfa
e est ainsi à quanti�er et à minimiser. Le paragraphe 3.4.2

présente tout d'abord la 
ara
térisation de l'é
art aux données, suivi au paragraphe 3.4.3

de la régularisation de la forme paramétrique à partir des dérivées partielles de la surfa
e.

3.4.2 Fon
tionnelle d'énergie bidire
tionnelle

Cette partie présente la fon
tionnelle d'énergie f quanti�ant l'é
art entre les données

D = {Ds}Ns=0 et la surfa
e appro
hante S.

À la di�éren
e d'une 
ourbe s'ajustant sur des données dé
rivant un solide, la paramétri-

sation de points par proje
tion orthogonale sur le plan tangent de la surfa
e est possible

(
f. �gure 2.9 du 
hapitre 2). Cependant, pour des raisons de 
oût de 
al
uls et de fausses

proje
tions sur des surfa
es fermées (voir plus loin dans la partie 3.4.6 à la présentation des

résultats), le système non-linéaire du paragraphe 2.5.4.4 permettant d'obtenir les paramètres
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n'est pas utilisé. Des graphes de 
orrespondan
es entre les données et la dis
rétisation de

la surfa
e sont de nouveau établis pour avoir la fon
tionnelle d'énergie, en transposant la

méthode dé
rite ave
 l'axe 
urviligne pour les surfa
es.

Chaque ve
teur U et V sto
ke un paramètre du 
ouple (us, vs) asso
ié à 
haque donnée

Ds. Soit {S(uq, vr)}M1,M2
q,r=0 l'ensemble E de points de l'é
hantillonnage de la surfa
e 
onstruit

à partir d'une 
arte paramétrique uniforme telle que :







uq =
q

M1
, pour q ∈ {0, . . . ,M1}

vr =
r

M2
, pour r ∈ {0, . . . ,M2}

(3.35)

Puisque nous travaillons sur une surfa
e bidire
tionnelle, trois graphes de 
orrespondan
es

sont établis (
f. �gure 3.35) :

• les graphes pour U et V asso
ient 
haque donnée Ds aux paramètres uq et vr relatifs

à l'évaluation la plus pro
he sur la surfa
e. Cette 
orrespondan
e est notée Es
D→E

et

véri�e :

∥
∥
∥
∥

Es
D→E

∥
∥
∥
∥
= ‖Ds − S(uDs , vDs)‖ = min

q,r
‖Ds − S(uq, vr)‖

• de même, le graphe G asso
ie 
haque évaluation S(uq, vr) au point de D le plus pro
he.

Cette 
orrespondan
e est notée Eq,r
E→D

et véri�e :

∥
∥
∥
∥
Eq,r
E→D

∥
∥
∥
∥
=
∥
∥S(uq, vr)−D(uq ,vr)

∥
∥ = min

l
‖S(uq, vr)−Dl‖

S(u2, v1)

direction u

direction v

b
b

b
b

b
b

b

b

b
b

b
b

b
b

b
b

b
b

b
b

bb
b

b

b

b
b

b b b

b

b

b

b

b

b
bb

b
b

b

b

b

b

b

b

b

×

×
×

×
D1

b

×

b

S(u1, v5)

D3

D0

S(u5, v2)
S(u4, v2)

Entrées dansG :

S(u2, v1) D0

D1

D3

S(u4, v2)

S(u1, v5)

S(u5, v2)

D3

Entrées dansU etV :
(u3, v0)D0

D1

D3

(u1, v5)
(u5, v2)

S(u3, v0)

Figure 3.35. Exemple de 
onnexions entre la dis
rétisation d'une surfa
e ouverte et un

ensemble D de données.
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D'après le même prin
ipe que la pro
édure d'initialisation, le terme d'a

ro
he aux

données est 
onstitué de deux � sous-fon
tions � dont la formulation est la suivante :

f(P,U ,V,G) = f
D→E

(P,U ,V) + f
E→D

(P,G) , (3.36)

ave
 : 





f
D→E

(P,U ,V) = 1

N + 1

N∑

s=0

‖Ds − S(uDs , vDs)‖2

f
E→D

(P,G) = 1

(M1 + 1)(M2 + 1)

M1∑

q=0

M2∑

r=0

∥
∥S(uq, vr)−D(uq ,vr)

∥
∥2

(3.37)

De même que pour les 
ourbes, le 
hoix de la 
ardinalité M1 et M2 de E est 
omplexe.

Les valeurs sont 
al
ulées de telle sorte que (M1+1)(M2+1) ≈ (N+1). Pour �xer les valeurs

M1 et M2, la dé
ision se base sur la supposition d'une distribution � quasi-uniforme � du

nuage de points en entrée, i.e. de sorte qu'il n'y ait pas de zone présentant des manques

importants de données. On impose de 
e fait (M1 +1) = (M2 +1) = E(
√
N + 1), ave
 E(.)

l'opérateur donnant la partie entière.

L'établissement des graphes permet de �naliser la 
onstru
tion de la fon
tionnelle.

Comme introduit dans la formulation du problème au paragraphe 3.4.1, la partie 3.4.3

introduit maintenant la notion de régularisation.

3.4.3 Régularisation de l'énergie

La régularisation d'une énergie 
onsiste à minimiser la variation de 
ourbure d'une sur-

fa
e S. Les te
hniques di�èrent par le 
hoix de la fon
tionnelle quanti�ant l'énergie in-

trinsèque de déformation dont l'appro
he la plus 
ourante 
onsidère la surfa
e en tant que

plaque min
e, et l'algorithme appliqué pour sa minimisation.

3.4.3.1 Généralisation de l'énergie de plaque min
e

L'expression exa
te de l'énergie de déformation, détaillée dans les travaux de thèse

de [Bousquet, 1997℄, est formulée par la fon
tionnelle ftps suivante :

ftps =

∫

(S)

µ(κ21 + κ22) + 2(1 − ν)κ1 κ2 dA , (3.38)

ave
 κ1 et κ2 les 
ourbures prin
ipales

∗
de S, dA l'élément d'aire de la surfa
e, µ et ν les


onstantes liées à la résistan
e du matériau. À partir d'une surfa
e paramétrée S(u, v), il

est possible d'é
rire :

dA =

∥
∥
∥
∥

∂S

∂u
× ∂S

∂v

∥
∥
∥
∥
dudv (3.39)

∗. 
f. annexe
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La forme non-linéaire de l'équation 3.38 est 
omplexe à résoudre et 
oûteuse en temps

de 
al
ul. Des approximations sont don
 e�e
tuées en 
onsidérant de petites déformations,

retrans
rites sur les valeurs des 
onstantes, les dérivées partielles de la surfa
e et don
 de

sur
roît sur les 
ourbures moyenne et gaussienne H et K :







µ = ν = 1

H =
κ1 + κ2

2
≈ 1

2

(
∂2S

∂u2
+

∂2S

∂v2

)

K = κ1κ2 ≈
∂2S

∂u2
.
∂2S

∂v2
−
∥
∥
∥
∥

∂2S

∂u∂v

∥
∥
∥
∥

2

dA = dudv (simpli�
ation de la formule 3.39)

(3.40)

De 
e fait, en se plaçant sur le domaine paramétrique [0, 1]× [0, 1], la formulation de la

fon
tionnelle ftps devient :

ftps ≈
∫

(S)

(κ21 + κ22) dA

≈
∫ 1

0

∫ 1

0
(κ21 + κ22) dudv

≈
∫ 1

0

∫ 1

0
(κ1 + κ2)

2 − 2κ1κ2 dudv

≈
∫ 1

0

∫ 1

0
(4H2 − 2K) dudv

≈
∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂S2

∂2u
+

∂S2

∂2v

)2

− 2

(

∂S2

∂2u
.
∂S2

∂2v
−
∥
∥
∥
∥

∂S2

∂u∂v

∥
∥
∥
∥

2
)

dudv

≈
∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂S2

∂2u

)2

+ 2

(
∂S2

∂u∂v

)2

+

(
∂S2

∂2v

)2

dudv

(3.41)

D'autres fon
tionnelles ont été proposées dans la littérature. [Hagen et al., 1993℄ présen-

tent par exemple une énergie reposant sur les dérivées partielles d'ordre 3, et [Greiner, 1994℄

introduit un opérateur faisant intervenir le gradient du lapla
ien. Bien que 
es fon
tionnelles

aient été développées pour gagner en pré
ision suite à l'approximation des petites déforma-

tions, la plus grande 
omplexité de leur forme nous fait préférer l'utilisation de l'énergie ftps.

Dans la littérature, nous pouvons distinguer deux orientations di�érentes, à savoir l'op-

timisation globale et lo
ale. Les appro
hes globales ne reposent pas sur le gradient, mais

garantissent un minimum global en autorisant de légères remontées dans l'énergie de défor-

mation. Nous pouvons 
iter les méthodes du re
uit simulé ([Aart and Laarhoven, 1987℄), de

re
her
he tabou ([Friden et al., 1990℄) et des algorithmes génétiques ([Mi
halewi
z, 1996℄).

Ils 
omportent néanmoins de nombreux in
onvénients, tels que la di�
ulté du 
hoix des

paramètres et les temps de 
al
ul très élevés. Par exemple, l'analogie entre le re
uit simulé
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et une te
hnique d'optimisation pour les surfa
es à p�les dépend du 
hoix du nombre maxi-

mal de paliers de température sans amélioration, des dire
tions des perturbations des p�les,

de la proportion de p�les à perturber par rapport au nombre total de p�les libres (points de


ontr�le qui ne sont pas situés au bord), et de la longueur des dépla
ements. Une mauvaise


on�guration ne 
onduira pas à des résultats pertinents.

Puisque nous 
her
hons à 
orriger les défauts sur la surfa
e et non à atteindre un mini-

mum global, les appro
hes lo
ales sont plus appropriées. Elles rassemblent les te
hniques

par des
ente de gradient. Dans la 
atégorie des méthodes automatiques (sans a
tion hu-

maine), [Bousquet, 1997℄ met en éviden
e l'algorithme de [Hadenfeld, 1995℄, avantageux en

termes de pertinen
e des résultats et de temps de 
al
ul ave
 l'environnement intera
tif des

systèmes CAO. Il est basé sur la 
réation d'une 
arte de priorité sto
kant les améliorations

apportées par le dépla
ement de 
haque p�le dans la dire
tion du gradient ∇ftps, et appli-
quant les modi�
ations au p�le qui apporte la meilleure rédu
tion d'énergie.

La méthode de Hadenfeld est appliquée aux surfa
es ouvertes et n'est pas liée à un 
ritère

géométrique pour justi�er son utilisation. Le paragraphe 3.4.3.2 en propose une adaptation.

3.4.3.2 Une adaptation de la régularisation lo
ale de Hadenfeld

Nous rappelons tout d'abord le prin
ipe de la régularisation de Hadenfeld. Soit S une

surfa
e B-spline ouverte d'ordres k et l et de réseau de 
ontr�le {Pi,j}m,n
i,j=0, telle que :

S(u, v) =
m∑

i=0

n∑

j=0

Pi,jNi,k(u)Nj,l(v) (u, v) ∈ [0, 1] × [0, 1] (3.42)

L'énergie de déformation est quanti�ée par l'équation 3.41. Pour 
haque p�le Pr,s, une

nouvelle lo
alisation P̃r,s minimisant ftps peut être 
al
ulée par résolution de l'équation :

∂ftps(P̃r,s)

∂P̃r,s

= 0 (3.43)

La surfa
e, notée S̃, devient :

S̃(u, v) =

m∑

i=0

n∑

j=0

(i,j)6=(r,s)

Pi,jNi,k(u)Nj,l(v) + P̃r,sNr,k(u)Ns,l(v) (3.44)

Pour dé�nir les points de 
ontr�le à dépla
er, une 
arte de priorités est établie par une

heuristique quanti�ant la modi�
ation de la surfa
e avant et après le dépla
ement d'un p�le.

L'algorithme 
orrespond à :

1. déterminer le point de 
ontr�le asso
ié à la plus grande priorité ;

2. appliquer à la surfa
e la nouvelle lo
alisation du point de 
ontr�le ;

3. re
ommen
er à l'étape 1 si l'un des 
ritères d'arrêt n'est pas véri�é : nombre maximal

Itregmax d'appli
ation de la régularisation par p�le atteint, et valeur de la priorité

inférieure à un seuil εp �xé.
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La nouvelle position d'un point de 
ontr�le P̃r,s est dé
idée par la 
ombinaison a�ne

d'un sous-ensemble {Pi,j} du réseau :

P̃r,s =
∑

i

∑

j

(i,j)6=(r,s)

γi,jPi,j (3.45)

À 
haque p�le Pi,j est asso
ié un 
÷�
ient de pondération γi,j 
al
ulé par intégrations de

produits de fon
tions de base B-spline (
f. les travaux de [Hadenfeld, 1995℄ pour les détails).

La méthode de Hadenfeld est 
onçue pour des surfa
es à 
arreaux, où seuls les p�les in-

ternes (ne modi�ant pas les 
ourbes-frontières des 
arreaux, et don
 pas la 
ontinuité pour

les ra

ords) sont sus
eptibles de subir des modi�
ations. De 
e fait, les séquen
es nodales

dont les valeurs dé�nissent les domaines d'intégration ont une multipli
ité aux extrémités.

Nous dé�nissons par la suite une adaptation de l'algorithme, qui s'arti
ule autour des

trois éléments suivants : la périodi
ité de la surfa
e est prise en 
ompte, l'algorithme

s'applique selon la géométrie lo
ale de la forme , la régularisation est 
ontr�lée a�n

de ne pas in�uer sur la pro
édure d'ajustement.

Tout d'abord, nous rappelons que la surfa
e est périodique dans la dire
tion des � paral-

lèles � de la forme. L'utilisation d'intervalles et non de valeurs nodales dans les méthodes de

quadrature pour 
al
uler les 
÷�
ients γi,j permet d'être fa
ilement adaptée aux surfa
es

de genre 0.

Ensuite, si l'un des 
ritères 
i-dessous est véri�é, l'algorithme ne s'applique pas en Pr,s :

1. le nombre itr,s de fois (non 
onsé
utives) où la régularisation s'applique en Pr,s ex
ède

le seuil Itregmax ;

2. il existe au moins un 
ouple (u, v) dans le domaine paramétrique relatif à la portion

de surfa
e 
ontr�lée par Pr,s qui véri�e la relation suivante :

max

(
1

κ1(u, v)
,

1

κ2(u, v)

)

< δκ (u, v) ∈ [ηr, ηr+k[× [ζs, ζs+l[ , (3.46)

ave
 [ηr, ηr+k[×[ζs, ζs+l[ le support lo
al du p�le Pr,s, κ1 et κ2 les 
ourbures prin
ipales

en (u, v) et δκ un seuil �xé. Autrement dit, il ne faut pas qu'en tout point de la zone

de la surfa
e in�uen
ée par le p�le, le maximum des rayons prin
ipaux de 
ourbure

soit plus petit qu'un rayon minimal �xé. Le s
héma 3.36 illustre la pro
édure ave
 un

unique point M = S(
ηr+ηr+k

2 ,
ζs+ζs+l

2 ).

Finalement, a�n de se rappro
her des données nonobstant la régularisation, le p�le P̃r,s

est modi�é de sorte qu'un fa
teur de pondération diminuant l'in�uen
e de l'énergie de

tension au fur et à mesure que le nombre d'itérations augmente soit intégré. Ce
i permet

d'une part de ne pas trop ralentir l'a

ro
he aux données, et d'autre part d'homogénéiser

les dépla
ements de l'ensemble des points de 
ontr�le, en privilégiant 
eux qui n'ont pas

en
ore été solli
ités.
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• Calcul des cœfficients de pondération{γi,j}

oui

non

Entrées :S, Pr,s etM ∈ R
3, itr,s et δκ ∈ N, εp ∈ R

+

Sortie :P̃r,s

Fin

CRITÈRES D’ARRÊT

Si :

• v.p. > εp

• min

(
1

κ1(uM , vM )
,

1

κ2(uM , vM )

)

< δκ

INITIALISATION

• Calcul de la valeur de la prioritév.p. du pôlePr,s

• Calcul deM surS, avecuM =
ηr+ηr+k

2 etvM =
ζs+ζs+l

2

• Application de la position sur les points de contrôle superposés

• itr,s ← itr,s + 1

• Utilisation des cœfficients pour calculer les positionsP̃r,s puis P̂r,s

Figure 3.36. Algorithme de la pro
édure de régularisation.

La régularisation 
ontr�le la qualité de la surfa
e. Couplée à la fon
tionnelle de la par-

tie 3.4.2, 
es deux notions sont à 
ombiner dans l'algorithme global d'ajustement aux don-

nées. Le pro
essus est dé
rit au paragraphe 3.4.4.

3.4.4 Rédu
tion de la fon
tionnelle

La rédu
tion de la fon
tionnelle 3.36 est très similaire à la méthode dé
rite pour les


ourbes au paragraphe 3.3.2.4. Elle repose également sur l'alternan
e d'une étape de paramétri-

sation, et d'une étape de dépla
ement des points de 
ontr�le.

La première étape �xe les points de 
ontr�le et met à jour les graphes de 
orrespon-

dan
es pour 
al
uler la fon
tionnelle f .

La se
onde étape �xe les trois graphes de 
orrespondan
es et applique une des
ente

de gradient à pas optimal par rapport aux points de 
ontr�le. Le gradient ∇P
est - 
omme

pour les 
ourbes - formé par la somme des gradients ∇P

D→E
et ∇P

E→D
, dé�nis par :
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





∇P

D→E
=









∇P
0,0

D→E
.

.

.

∇P
m,n

D→E









=












− 2

N + 1

N∑

s=0

N0,k(uDs , vDs)N0,l(uDs , vDs) Es
D→E

.

.

.

− 2

N + 1

N∑

s=0

Nm,k(uDs , vDs)Nn,l(uDs , vDs) Es
D→E












∇P

E→D
=









∇P
0,0

E→D
.

.

.

∇P
m,n

E→D









=













− 2

(M1 + 1)(M2 + 1)

M1∑

q=0

M2∑

r=0

N0,k(uq, vr)N0,l(uq, vr)Eq,r
E→D

.

.

.

− 2

(M1 + 1)(M2 + 1)

M1∑

q=0

M2∑

r=0

Nm,k(uq, vr)Nn,l(uq, vr)Eq,r
E→D













(3.47)

Soient Pc les p�les {Pi,j}m,n
i,j=0,0 à l'itération c, et Pc+1 les points à l'itération (c + 1)

tels que Pc+1 = Pc − α∇P f(Pc,U ,V,G). La valeur stationnaire α annulant toutes les 
om-

posantes du gradient est donnée par le théorème 3.4.1

3

.

Théorème 3.4.1

La fon
tionnelle f(P − α∇P ,U ,V,G) atteint son minimum en αmax dans la dire
tion

de des
ente −∇P
si et seulement si :

αmax =

1

(M1 + 1)(M2 + 1)

M1∑

q=0

M2∑

r=0

(

hq,r.Eq,r
E→D

)

− 1

N + 1

N∑

s=0

(

gs. Es
D→E

)

1

(M1 + 1)(M2 + 1)

M1∑

q=0

M2∑

r=0

‖hq,r‖2 +
1

N + 1

N∑

s=0

‖gs‖2

ave
 : 





Eq,r
E→D

= S(uq, vr)−D(uq ,vr)

Es
D→E

= Ds − S(uDs , vDs)

hq,r =
m∑

i=0

n∑

j=0

Ni,k(uq, vr)Nj,l(uq, vr)∇P
i,j

gs =

m∑

i=0

n∑

j=0

Ni,k(uDs , vDs)Nj,l(uDs , vDs)∇P
i,j

3. La preuve est fournie en annexe.
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3.4.5 Étude de la 
onvergen
e de l'ajustement de la surfa
e

La 
onvergen
e de la pro
édure d'ajustement est véri�able de la même manière qu'au

paragraphe 3.3.2.6 pour l'axe non-linéaire. D'une itération à l'autre, les graphes de 
orre-

spondan
es et le réseau de 
ontr�le sont modi�és si la valeur de la fon
tionnelle est réduite.

La partie 3.4.6 illustre maintenant les résultats de son appli
ation.

3.4.6 Implémentation et résultats

Après la présentation des 
ritères d'arrêt utilisés lors de l'implémentation, l'appli
ation

de la pro
édure d'ajustement sera mise en éviden
e par son appli
ation sur des formes

génériques 
omme les superellipsoïdes et sur les organes pelviens. Les résultats ont été

produits à partir d'un ordinateur portable de type Intel Core I7 M620 2.67GHz ave
 4Go

de mémoire RAM.

Les deux fon
tionnelles d'énergie quanti�ant les erreurs d'ajustement sont f
D→E

(P,U ,V)
et f

E→D
(P,G). L'analyse de leurs in�uen
es individuelles et 
ombinées permet d'estimer leur

impa
t pendant le pro
essus de re
onstru
tion. Des surfa
es paramétriques d'ordres 4 × 4

sont utilisées par la suite, permettant de reste
ter la 
ontrainte de 
ontinuité.

3.4.6.1 Critères d'arrêt

L'ensemble des 
ritères dé�nis du paragraphe 3.3.4.1 est repris :

• le nombre maximal d'itérations Itmax ;

• le seuil εstag évitant la stagnation de la solution de l'itération c à (c+ 1), tel que :

fc(P,U ,V,G) − fc+1(P,U ,V,G) ≤ εstag ave
 εstag ∈ [0, 1] (3.48)

• la valeur minimale de la norme du gradient ε∇.

En outre, deux heuristiques supplémentaires sont utilisées. La première prend en 
ompte

l'erreur maximale Emax de la fon
tionnelle f , dé�nie par :

max

{

max
0≤s≤N

(

Es
D→E

)

, max
0≤q,r≤M1,M2

(

Eq,r
E→D

)}

(3.49)

La se
onde regroupe les erreurs quadratiques moyennes EQM
D→E

et EQM
E→D

de 
haque sous-

fon
tionnelle, 
al
ulées par :







EQM
D→E

=
√

f
D→E

(P,U ,V)

EQM
E→D

=
√

f
E→D

(P,G)
(3.50)

À partir de 
es heuristiques, les deux 
ritères d'arrêt suivants sont ajoutés. Soit δacq la pré-


ision de l'a
quisition des données (de l'ordre du millimètre dans notre 
as). L'algorithme
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s'arrête don
 également si Emax ≤ δacq ou si EQM
D→E

≤ δacq et EQM
E→D

≤ δacq . Rendre obliga-

toire les deux 
onditions serait trop 
ontraignant, puisque la 
ondition sur l'erreur maximale

implique 
elle sur les erreurs quadratiques moyennes. Dans les 
as où il sera possible de savoir

que la 
ondition sur Emax ne sera pas atteinte (
f. le paragraphe 3.4.6.3 sur la présentation

des données pelviennes), le 
ritère sur les erreurs quadratiques moyennes sera privilégié.

L'ensemble des 
ritères pré
édents est �nalement intégré dans l'algorithme global de

l'ajustement itératif, représenté par la �gure 3.37.

• Calcul du pasαc

Surface paramétriqueS ajustée surD

• c←− c+ 1

•Mise à jour des graphesUc+1, Vc+1 etGc+1

• Calcul de∇P
c+1

• Sauvegarde defc
• Calcul defc+1

• Calcul du ratioεr = fc − fc+1

oui

non

Entrées :D, Itmax, itregmax ∈ N,

Sortie :S(u, v)

Critères vérifiés

CRITÈRES D’ARRÊT

Tant que :

•c < Itmax

•εr > εstag

•‖∇P ‖ > ε∇

INITIALISATION

• Calcul des graphesU , V etG
• Calcul def0(P,U ,V,G) et de∇P

• c← 0

SurfaceS initiale à partir de l’axe médian non-linéaire

•EQM
D→E

> δacq et EQM
E→D

> δacq

•Emax > δacq

• Calcul des points de contrôle :Pc+1 ← Pc − αc∇P
c

• pour chaque pôle, procédure de régularisation :

regulSurface(εp, Itregmax, δκ)

RÉDUCTION DE LA

RÉGULARISATION

FONCTIONNELLE

εstag, δκ, εp, δacq ∈ R
+,

ε∇ ∈ [0, 1]

Figure 3.37. Algorithme global de la pro
édure d'ajustement de la surfa
e.
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Tout d'abord, la méthode est appliquée sur des formes génériques pour étudier quali-

tativement les re
onstru
tions. Ensuite, après une présentation des données pelviennes a
-

quises pour le projet, l'étude se 
onsa
re aux organes.

3.4.6.2 Étude qualitative des termes d'énergie appliqués aux superellipsoïdes

Nous travaillons par la suite ave
 des superellipsoïdes en forme de sphère et de toupie

(
f. partie 2.5.2 du 
hapitre 2).

La �gure 3.38(a) illustre tout d'abord l'ajustement des données d'une sphère ave
 la

fon
tionnelle f
D→E

, qui 
onsidère l'é
art entre 
haque point des données et les plus pro
hes

points de l'é
hantillonnage. Le nuage est 
ontenu dans la surfa
e initiale dé
rivant une

toupie. Le résultat à la �gure 3.38(b) montre 
lairement que les p�les sur la bordure et aux

pointes de la toupie ne sont pas dépla
és : les é
hantillons relatifs à 
es p�les ne sont pas 
on-

sidérés 
omme points 
ara
téristiques par les données dans les graphes de 
orrespondan
es.

(a) Les données de la sphère 
ontenues dans l'ap-

proximant en forme de toupie

(b) P�les immobiles sur la bordure

Figure 3.38. Ajustement ave
 la sous-fon
tionnelle s'exerçant de D vers E.

A 
ontrario, la �gure 3.39(a) représente l'in�uen
e de la se
onde fon
tionnelle f
E→D

,

qui 
onsidère l'é
art entre 
haque point de l'é
hantillonnage et les plus pro
hes points des

données. Cette fois-
i, les données d'une toupie 
ontiennent presque intégralement une

surfa
e initiale dé
rivant une sphère. La �gure 3.39(b) présente les zones aux extrémités

qui n'ont pas pu être atteintes pendant le pro
essus itératif. Au
une de 
es données n'est


onsidérée 
omme point 
ara
téristique d'un é
hantillon de la surfa
e paramétrique.

Finalement, à partir de la fon
tionnelle totale, des re
onstru
tions 
orre
tes de la toupie

et de la sphère sont obtenues (
f. �gures 3.40(a) et 3.40(b)). Les parties de l'é
hantillonnage

et des données les plus éloignées sont prises en 
ompte.
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(a) Les données de la toupie superposées à

l'approximant quasi-sphérique

(b) Zones de données non-atteintes

Figure 3.39. Ajustement ave
 la sous-fon
tionnelle s'exerçant de E vers D.

(a) Ajustement de la sphère (b) Ajustement de la toupie

Figure 3.40. Ajustements ave
 la fon
tionnelle totale.

3.4.6.3 Présentation des données pelviennes

Pour la 
onstru
tion d'organes de la région pelvienne à partir d'ensembles de points

épars, les données de trois patientes sont disponibles. Cependant, mis à part les jeux de

données d'une patiente spé
i�que (une vessie de 44K points, un re
tum de 22K points, et

un utérus de 47K points), les autres �
hiers ont un nombre de points allant de 100 à 2000.

Les anayses sont don
 essentiellement e�e
tuées sur les nuages plus denses.

Une inspe
tion qualitative des nuages a permis de 
on
lure que la vessie à la �gure 3.41(a)

ne montre pas de problème lié à l'a
quisition. Le re
tum de la �gure 3.41(b), quant à lui, ne

dé
rit pas l'intégralité de l'organe. La présen
e de selles à l'intérieur pendant l'a
quisition

est sans doute responsable de l'information manquante. Finalement, l'utérus et le vagin à

la �gure 3.41(
) n'ont pas pu être séparés pendant l'a
quisition dû au manque de pré
ision

de l'IRM. Cela présentera également un problème lors de la 
réation des épaisseurs, nous
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y reviendrons au 
hapitre 4. L'existen
e de nombreux nodules à l'intérieur, 
onséquen
e de

l'étape de Segmentation, est également à noter.

(a) Une vessie de 44K points (b) Un re
tum de 22K points

(
) Un 
ouple utérus/vagin de 47K points

Figure 3.41. Nuages de points utilisés.

3.4.6.4 L'in�uen
e de l'initialisation

Le nuage de points de l'utérus nous permet de mettre en éviden
e le gain qualitatif de

l'initialisation itérative sur l'ACP pour la 
onstru
tion de la surfa
e. La méthode d'ajuste-

ment n'applique pas de régularisation.

La �gure 3.42(a) présente tout d'abord l'appli
ation d'une ACP sur les données, et la

surfa
e initiale résultante. Après la re
onstru
tion de la surfa
e à la �gure 3.42(b), des


hevau
hements sont 
réés. Ce problème provient de la nature de la fon
tionnelle qui n'a

pas de 
ontrainte sur sa tension de l'approximant.

A 
ontrario, ave
 l'initialisation itérative de la �gure 3.43(a), on peut 
onstater une

disparition des repliements de la surfa
e (
f. �gure 3.43(b)). La pro
édure d'ajustement

s'est en e�et exé
utée ave
 une initialisation plus pro
he du jeu de données en entrée, 
e qui

a impa
t non-négligeable sur la qualité du résultat.
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(a) Surfa
e initiale ave
 l'ACP (b) Ajustement de la surfa
e

Figure 3.42. Re
onstru
tion d'un utérus sur 10 itérations, initialisée par une ACP.

(a) Initialisation itérative (b) Ajustement de la surfa
e

Figure 3.43. Re
onstru
tion d'un utérus sur 10 itérations, ave
 l'axe médian non-linéaire.

3.4.6.5 Étude qualitative et quantitative des termes d'énergie appliqués aux

organes pelviens

L'é
art aux données est quanti�é par l'erreur quadratique moyenne et l'erreur maxi-

male. Les tableaux 3.3(a), 3.3(b) et 3.3(
) retrans
rivent leurs valeurs pour 
haque sous-

fon
tionnelle et pour la fon
tionnelle globale. La présen
e du signe � / � dans les tableaux


orrespond à la non-utilisation d'un terme d'énergie pendant la pro
édure d'ajustement.

Nous pouvons tout d'abord remarquer que l'erreur quadratique moyenne atteint le seuil

de la pré
ision pour 
haque re
onstru
tion. Ensuite, l'utilisation de la fon
tionnelle f
E→D

se

justi�e d'un point de vue qualitatif. Les di�érentes re
onstru
tions suivantes d'un re
tum

illustrent nos propos. Dans le 
as où seule la fon
tionnelle f
D→E

est employée, des � pin
e-

ments � sont visibles sur la surfa
e (
f. �gure 3.44(a)). Ils sont issus de la non-solli
itation de

points de 
ontr�le, ayant 
es zones 
omme support. A 
ontrario, en 
onsidérant uniquement

la fon
tionnelle f
E→D

, l'intégralité de la surfa
e est solli
itée mais une partie des données
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Table 3.3. Résultats numériques de l'ajustement des surfa
es pelviennes (30 itérations).

(a) Résultats pour la vessie

Emax (mm) EQM
D→E

(mm) EQM
E→D

(mm) Temps (s)

Initialisation 13.5 4.02 2.47 3

f
D→E

2.12 0.7 / 75

f
E→D

2.53 / 0.59 74

f totale 1.37 0.42 0.35 177

(b) Résultats pour le re
tum

Emax (mm) EQM
D→E

(mm) EQM
E→D

(mm) Temps (s)

Initialisation 11.8 2.86 2.04 1

f
D→E

4.19 0.70 / 36

f
E→D

5.53 / 0.67 36

f totale 1.27 0.41 0.37 80

(
) Résultats pour le 
ouple utérus/vagin

Emax (mm) EQM
D→E

(mm) EQM
E→D

(mm) Temps (s)

Initialisation 15 6.08 2.81 3

f
D→E

8.04 1.37 / 92

f
E→D

6.46 / 1.05 98

f totale 4.88 0.8 0.53 196

n'est pas appro
hée (
f. �gure 3.44(b)). La �gure 3.44(
) présente �nalement la 
ombinaison

des deux qui évite le problème.

Cependant, l'appli
ation de la pro
édure d'ajustement ne 
onduit pas à une erreur max-

imale inférieure à la pré
ision de 1 mm de l'a
quisition (
f. partie 1.3.3.4 du 
hapitre 1).

Ce
i provient dire
tement de la paramétrisation par les graphes de 
orrespondan
es, qui

ne donne pas un aperçu représentatif de la distan
e entre la surfa
e et les données en 
as

de proximité trop forte : le nuage et la dis
rétisation de la surfa
e ne sont pas superpos-

ables. Cependant, du fait de 
ette proximité, les in
onvénients de la proje
tion orthogonale

évoqués au paragraphe 3.3.2.4 sont désormais évités. Une itération supplémentaire de pro-

je
tion orthogonale des données sur les plans tangents de la surfa
e est alors appliquée. Le

tableau 3.4 présente les résultats des erreurs à l'issue de 
ette étape.

Pour la vessie et le re
tum, la pro
édure est arrêtée dès que l'erreur maximale passe sous

le seuil du millimètre. Pour le 
ouple utérus/vagin, la présen
e des nodules à l'intérieur (
f.

�gure 3.41(
)) fausse les résultats numériques, mais la surfa
e ne présente pas de repliement

et repe
te les 
ontraintes en entrée.
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(a) Re
onstru
tion ave
 f
D→E

(b) Re
onstru
tion ave
 f
E→D

(
) Re
onstru
tion ave
 f
D→E

et f
E→D

Figure 3.44. Re
onstru
tions di�érentes du re
tum selon les fon
tionnelles.

Table 3.4. Étape de proje
tion orthogonale après la pro
édure d'ajustement (1 itération).

Emax (mm) EQM
D→E

(mm) Temps (s)

Vessie 0.942 0.158 37

Re
tum 0.988 0.153 49

Utérus/vagin 3.26 1.02 108

En outre, nous pouvons noter des temps de 
al
ul bien plus élevés ave
 la proje
tion

orthogonale. Dans le 
as de la vessie par exemple, le temps moyen d'une itération ave
 les

graphes de 
orrespondan
es est de 2 se
ondes, 
ontre 37 se
ondes ave
 la proje
tion sur les
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plans tangents de la surfa
e. Ces temps restent 
ependant a

eptables dans le 
adre de 
e

projet. En e�et, bien que l'obje
tif ne soit pas de dé�nir un système temps-réel, il ne faut

pas non plus limiter son utilisation.

Les �gures 3.45(a) et 3.45(b) illustrent les 
onstru
tions de la vessie et de l'utérus.

(a) La vessie (b) Le 
ouple utérus/vagin

Figure 3.45. Surfa
es �nales d'organes pelviens 
onstruites ave
 la fon
tion bidire
tionnelle.

3.4.6.6 Validation des résultats

L'expert médi
al donne son avis sur la pertinen
e des 
onstru
tions. La �gure 3.46(a)

présente à 
et e�et des 
ourbures trop importantes. L'utérus étant un organe lisse, la surfa
e

re
onstruite est lissée après le pro
essus d'ajustement ave
 un agorithme de type Hadenfeld

jusqu'à atteindre un aspe
t visuel satisfaisant (
f. �gure 3.46(b)). Compte-tenu de la réalité


linique, bien que nous soyons plus éloignés des données, les résultats sont plus pertinent

d'un point de vue médi
al.

(a) Avant lissage (b) Après lissage

Figure 3.46. Le 
ouple utérus/vagin et le lissage de surfa
e.

3.4.6.7 Évolution des erreurs au 
ours du temps de la pro
édure d'ajustement

Dans les �gures 3.47(a) à 3.47(
), l'évolution de l'erreur quadratique moyenne et de

l'erreur maximum est représentée en fon
tion du temps. Nous pouvons véri�er dans 
haque


as de �gure une diminution stri
te des erreurs au 
ours du temps.
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(a) Évolution pour la vessie

(b) Évolution pour le re
tum

(
) Évolution pour le 
ouple utérus/vagin

Figure 3.47. Évolution des erreurs quadratiques moyennes et maximum de l'ajustement

des surfa
es pelviennes au 
ours du temps.
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3.4.7 Con
lusions

La pro
édure d'ajustement est dé
omposée en deux parties : un ajustement paramétrique

pour réduire l'é
art aux données, et une régularisation du potentiel d'énergie de la surfa
e

pour gérer sa tension.

L'idée développée pour l'axe médian non-linéaire de la partie 3.3 est transposée pour

les surfa
es. Une fon
tionnelle bidire
tionnelle est développée, a�n de prendre en 
ompte

l'ensemble du nuage de points et l'intégralité de la surfa
e approximante par son é
hantillon-

nage. Une des
ente de gradient est également utilisée pour réduire 
ette erreur. Cependant


ette rédu
tion peut 
onduire à des artéfa
ts qui doivent être 
orrigés en 
ontr�lant la

� qualité � de la surfa
e. Cette notion subje
tive est di�
ile à évaluer, et est spé
i�que à


haque problème. Nous avons de 
e fait dé�ni une régularisation de la surfa
e reposant sur

sa forme géométrique lo
ale à partir des rayons prin
ipaux de 
ourbure. En outre, l'ajout de

la fon
tionnelle f
E→D

permet d'améliorer l'ajustement, en 
onsidérant l'intégralité de l'ap-

proximant paramétrique. Finalement, l'énergie quanti�ant par di�érentes appro
hes l'é
art

entre les données et la surfa
e permet de re
onstruire les formes de genre 0 qui ont pu être

guidées par l'initialisation suivant le pro�l 
urviligne général des organes.

Les perspe
tives de 
ette méthode 
onsiste à revenir sur les heuristiques utilisées pour

la régularisation. Plusieurs paramètres sont déterminés de manière empirique. Une étude

plus approfondie de la liaison entre la nature géométrique de la surfa
es et son énergie de

déformation mettrait en éviden
e un 
omportement de 
es paramètres, permettant de les

déterminer de manière adaptative pendant le pro
essus de résolution.

Comme dé�nie au 
hapitre 1, la tâ
he de la Modélisation Géométrique né
essite d'ajouter

une épaisseur aux 
ontours des organes pour se rappro
her de la réalité physiologique à l'issue

de l'ajustement de la surfa
e. Cette étape est développée au 
hapitre 4.
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3.5 Synthèse

L'obje
tif de 
e 
hapitre 
onsistait à fournir l'ensemble des éléments pour 
onstruire la

surfa
e des organes pelviens à partir de nuages de points épars. Contrairement aux méth-

odes présentes dans la littérature, nous avons proposé une appro
he permettant à la fois

de 
onsidérer les 
ontraintes requérant un 
ontr�le de la surfa
e ave
 la formulation

paramétrique, et d'obtenir les résultats es
omptés. La méthode s'est en e�et révélée e�
a
e

pour la re
onstru
tion de formes génériques telles que les superellipsoïdes, tout en évitant

les problèmes qu'aurait engendré la proje
tion orthogonale dans la pro
édure itérative.

Cette partie a été dé
omposée en 3 phases distin
tes. Tout d'abord, la partie 3.2 a dé�ni

la nature de la surfa
e paramétrique utilisée. Pour répondre aux 
ontraintes de 
ontinuité,

nous avons dû développer une formulation B-spline de genre 0 en traitant d'une part le réseau

de 
ontr�le, et d'autre par les séquen
es nodales dans 
haque dire
tion paramétrique. Dans

la dire
tion des � parallèles �, l'établissement du réseau et du ve
teur de n÷uds a reposé sur

la notion de périodi
ité. Dans la dire
tion des � méridiens �, le travail fut di�érent puisque

deux fermetures ont été dé�nies pour 
haque iso
ourbe. En 
hoisissant les ordres 4× 4, une

surfa
e au moins C1
-
ontinue a été obtenue.

Ensuite, la partie 3.3 a détaillé la pro
édure d'initialisation de la surfa
e sur les données,

en disposant plus �dèlement l'approximant par rapport au nuage de points. Notre appro
he


onsiste en la 
réation d'un axe médian non-linéaire, dé
rivant le pro�l général de l'organe à

travers une variété de dimension 1. L'étape a 
onsisté à disposer le réseau de 
ontr�le initial

- en forme de 
ylindre généralisé - par iso
ourbe le long de la 
ourbe. L'utilisation de 
ette

méthode s'est révélée signi�
ative pour la re
ontru
tion des 
ontours 3D.

Finalement, la partie 3.4 a présenté l'ajustement de la surfa
e en partant de l'approx-

imant initialisé. Couplée à un terme de régularisation, nous avons dé�ni une énergie bidi-

re
tionnelle pour quanti�er l'é
art aux données, 
ara
térisant à la fois l'é
art de 
haque

point par rapport à l'approximant et 
elui de la dis
rétisation de la surfa
e par rapport aux

données. Finalement, les surfa
es pelviennes ont été obtenues par un pro
essus de rédu
tion

itérative, 
omposé par l'alternan
e d'une étape de paramétrisation par re
her
he de plus

pro
he élément entre l'é
hantillonnage de la surfa
e et le nuage de points et d'une des
ente

de gradient à pas optimal. Lorsque 
ela était possible, la pré
ision de l'étape d'a
quisition

a été atteinte à l'issue de la pro
édure. Dans les autres 
as de �gure, l'appro
he a permis

d'obtenir des résultats validés par l'expertise médi
ale du projet malgré la présen
e impor-

tante de bruit. L'intérêt de notre méthode est de satisfaire les 
ontraintes en entrée, tout en


onservant les avantages des surfa
es paramétriques en termes de pré
ision de la lo
alisation

et de 
ontinuité.

Maintenant que les surfa
es pelviennes sont 
onstruites, la dernière tâ
he, développée

aux 
hapitres 4 et 5, 
onsiste à ajouter une épaisseur aux 
ontours des organes (dé�nis


omme les � surfa
es externes � par la suite) pour se rappro
her de la réalité physiologique.

Le réalisme des simulations est en e�et le point-
lé de l'étape de Modélisation Physique.
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e

4.1 Introdu
tion

Pré
édemment, nous avons vu que la formulation paramétrique de genre 0 a permis

d'ajuster les ensembles de points dé
rivant le 
ontour fermé des organes. D'après les suppo-

sitions du système pelvien exprimées au 
hapitre 1, nous allons dorénavant nous intéresser à

l'épaisseur des membranes a�n d'intégrer leur valeur signi�
ative dans notre modèle.

Dans 
ette optique, dé�nir l'organe entier en tant que maillage volumique est mis de


�té pour que la di�éren
e de densité entre l'intérieur des formes et les parois soit prise

en 
ompte. De 
e fait, le 
hoix entrepris 
onsiste à 
onsidérer une paroi 
omme la zone

bornée par une � surfa
e externe � (la génératri
e, issue de l'ajustement aux données), et

une � surfa
e interne � à déterminer. Le 
al
ul de 
ette surfa
e interne doit être guidé par

la génératri
e. A�n d'y parvenir, le domaine de la géométrie met à notre disposition des

outils mathématiques, notamment à travers la notion de surfa
e-o�set . Ces deux surfa
es

- la génératri
e et l'o�set - sont alors pour le moment 
onsidérées � parallèles � entre elles,

éloignées l'une de l'autre en tout point d'une distan
e égale à une valeur d'épaisseur (la

distan
e-o�set) dans la dire
tion de la normale.

De nombreuses appli
ations industrielles utilisent la notion d'o�set. Nous pouvons no-

tamment la retrouver dans les domaines suivants : le 
al
ul d'espa
es d'a

ès en robotique

([Lozano-Pérez and Wesley, 1979℄), la lo
alisation de surfa
es par dé�nition de régions de

toléran
e ([Patrikalakis and Bardis, 1991℄), la re
onnaissan
e de 
ara
téristiques par la 
on-

stru
tion de squelettes et d'axes médians des modèles géométriques ([Wolter, 1992℄), la

représentation de pin
eaux ([Kim et al., 1993℄), la 
on
eption de panneaux 
omme le mélam-

iné 
omposite ([Kumar et al., 2002℄), la génération de 
hemins d'outils ([Rohmfeld, 1998,

Lartigue et al., 2001, Kim and Yang, 2005℄), le prototypage rapide ([Park, 2005℄), i.e. pour

des domaines requérant le 
ontr�le d'une traje
toire sur une surfa
e, la 
réation de sur-

fa
e multi-
ou
hes ou de formes 
reuses. Chaque appro
he est asso
iée à la satisfa
tion des


ontraintes propres à la modélisation. L'appli
ation dans un 
ontexte médi
al né
essite de

la même manière une adaptation spé
i�que dépendant des 
onnaissan
es disponibles sur

l'environnement à modéliser.

Après la présentation du problème global et de sa formalisation, une 
lassi�
ation

des méthodes a
tuelles de 
onstru
tion de surfa
es-o�sets est proposée. Elles sont ensuite

développées au regard de notre 
as d'utilisation.

4.2 Présentation du problème général

Pour se rappro
her de la réalité physiologique, un maillage volumique de la membrane

épaisse des organes - et non des organes eux-mêmes - est 
réé. Le problème 
onsiste don


en deux étapes : 
onstruire la surfa
e-o�set et 
réer le maillage hexaédrique. L'étude bib-
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liographique i
i se 
onsa
re à la 
onstru
tion de la surfa
e-o�set, tandis que la 
réation du

maillage sera dis
utée au 
hapitre suivant. Cette partie met tout d'abord en éviden
e les


ontraintes à respe
ter pour notre étude, et les 
onditions de leurs dégénéres
en
es.

4.2.1 Nature de la surfa
e-o�set dans notre étude

Nous 
ommençons par fournir la dé�nition 4.2.1 dé
rivant la surfa
e-o�set que nous al-

lons 
onsidérer. Pour soulager les notations, les �è
hes des ve
teurs normaux seront omises

par la suite.

Dé�nition 4.2.1

L'o�set interne/externe So d'une surfa
e S est l'enveloppe tra
ée par les ve
teurs nor-

maux de S orientés vers l'intérieur/l'extérieur et de norme égale à la distan
e-o�set. Selon

l'environnement d'intérêt, la valeur de 
ette distan
e-o�set est 
onstante ou fon
tion de

la lo
alisation sur la surfa
e. On parle alors d'o�set généralisé.

Ainsi, à partir de la génératri
e S obtenue au 
hapitre 3, l'é
riture de la surfa
e-o�set

So est formalisée ave
 la représentation paramétrique par :

So(u, v) = S(u, v) + f(u, v)n(u, v) , (4.1)

ave
 n(u, v) = Su×Sv

‖Su×Sv‖
la normale unitaire en (u, v), Su et Sv les dérivées premières, f la

fon
tion retournant la distan
e-o�set dépendante de la lo
alisation paramétrique. Un par-

allèle peut être fait ave
 les travaux de [Hagen et al., 1993℄, dans lesquels f est fon
tion des


ourbures prin
ipales pour analyser la qualité de la surfa
e (notamment pour la visualisation

des dis
ontinuités).

Cependant, pour avoir une distan
e-o�set variable ave
 l'équation 4.1, il est né
essaire

de posséder une 
arte d'épaisseur, qui n'est pas disponible dans nos a
quisitions. En e�et les

IRM permettent uniquement d'a

éder aux données de la surfa
e externe de l'organe, sans

pouvoir obtenir d'informations pré
ises sur leur intérieur. De 
e fait, les deux 
hoix suivants

sont e�e
tués. D'une part, une épaisseur de valeur 
onstante est 
onsidérée, i.e. f(u, v) = d,


al
ulée par la moyenne de 
hi�res issus de la littérature . D'autre part, seuls des

o�sets-internes sont à 
onstruire dans notre 
as d'utilisation.

Ave
 d > 0 et n(u, v) orientée vers l'extérieur, l'expression de l'o�set-intene So devient :

So(u, v) = S(u, v) − dn(u, v) (4.2)

L'état de l'art proposé par [Maekawa, 1999℄ met en éviden
e les prin
ipales interrogations

relatives aux o�sets. Plusieurs d'entre elles sont 
ependant laissées de 
�té, a�n de traiter

plus parti
ulièrement les questions qui nous intéresserons par la suite, à savoir :

• 
omment appro
her les surfa
es-o�sets ?

• 
omment dé�nir/améliorer la qualité d'une surfa
e-o�set ?
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En e�et, l'un des problèmes en
ore ouvert ave
 la 
onstru
tion des o�sets 
on
erne la

gestion de leurs auto-interse
tions, des repliements de la surfa
e 
réés en 
as de distan
e-

o�set trop importante. Avant de poursuivre notre étude bibliographique, une présentation

de 
es dégénéres
en
es est e�e
tuée au paragraphe suivant.

4.2.2 Géométrie di�érentielle et singularités des o�sets

Les di�érentes formulations établis par [Farouki, 1986℄ et [Patrikalakis, 2002℄ asso
ient

la géométrie di�érentielle de la surfa
e-o�set et de sa génératri
e, et plus parti
ulièrement

les normales des surfa
es et leur lien ave
 les dégénéres
en
es et la valeur des épaisseurs.

4.2.2.1 Relations à travers les normales

Soient n(u, v) et no(u, v) les normales unitaires respe
tives en (u, v) de S et So. La

relation suivante (issue de [Patrikalakis, 2002℄) les asso
ie :

no(u, n) = ρn(u, v) , (4.3)

où :

ρ =
(1 + dκmax)(1 + dκmin)

|(1 + dκmax)(1 + dκmin)|
± 1 , (4.4)

ave
 κmin et κmax les 
ourbures prin
ipales, et d > 0 la distan
e-o�set. Les ve
teurs n et

no sont de 
e fait 
olinéaires, tout en pouvant être dirigés dans des dire
tions opposées

lorsqu'une opération d'o�set est e�e
tuée dans les régions 
on
aves de la génératri
e.

Par ailleurs, il est important de noter que la formulation 4.4 n'est dé�nie que si κmin(u, v)

et κmax(u, v) sont di�érents de −1
d . La normale indéterminée en 
es points représente une

singularité parti
ulière de la surfa
e. Le paragraphe suivant présente les 
as plus généraux

dans lesquels 
ette dégénéres
en
e s'ins
rit.

4.2.2.2 Singularités des o�sets

La notion d'auto-interse
tion d'une surfa
e peut se disso
ier en deux parties. Tout

d'abord, une auto-interse
tion lo
ale est 
réée lorsque la valeur absolue de la distan
e-

o�set est supérieure au rayon de 
ourbure minimal (
f. �gure 4.1(a)). Di�éremment, une

auto-interse
tion globale se produit lorsque deux zones de la surfa
e qui ne sont pas

supposées être en 
onta
t se 
hevau
hent (
f. �gure 4.1(b)).

(a) Auto-interse
tion lo
ale (b) Auto-interse
tion globale

Figure 4.1. Auto-interse
tions illustrées pour une 
ourbe.
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Plus généralement, une surfa
e-o�set paramétrique présente une auto-interse
tion si et

seulement si il existe deux paires distin
tes de paramètres (u, v) et (s, t) appartenant au

domaine paramétrique de S telles que :

S(u, v) + dn(u, v) = S(s, t) + dn(s, t) (4.5)

Abordée dans de nombreux travaux, 
ette problématique de gestion des singularités peut

se répartir en trois 
atégories :

• traitement des auto-interse
tions lo
ales (
f. les travaux de [Sun et al., 2004℄) ;

• traitement simultanément des auto-interse
tions lo
ales et globales sur la surfa
e

(
f. les travaux de [Kumar et al., 2002℄, [Seong et al., 2006℄, [Pekerman et al., 2008℄,

[Liu and Wang, 2009℄, [Liu and Wang, 2011℄) ;

• 
al
ul de la valeur maximale de la distan
e-o�set garantissant l'absen
e d'artéfa
ts (
f.

les travaux de [Maekawa et al., 1998℄, [Wallner et al., 2001℄). Cependant, puisque les

modèles géométriques dans notre problématique doit intégrer des épaisseurs non-

négligeables, déterminer la valeur de la distan
e maximale est insu�sant. Cette op-

tion ne sera don
 pas prise en 
ompte par la suite.

Après une 
lassi�
ation des appro
hes a
tuelles au paragraphe suivant, les méthodes de


ontru
tions d'o�sets seront dé
rites au paragraphe 4.4.

4.3 Classi�
ation des appro
hes

Comme pour l'ajustement de surfa
es, les te
hniques de 
onstru
tion d'o�sets sont nom-

breuses, variant par la nature de l'entrée et les 
ontraintes posées sur la sortie.

D'une part, les éléments sur lesquels l'opérateur o�set sont appliqués sont très di�érents

selon les appro
hes : maillages polygonaux, nuage de points, voire surfa
es 
ontinues. D'autre

part, 
haque pro
édure se 
onsa
re à la véri�
ation de propriétés spé
i�ques à l'environ-

nement de modélisation (auto-interse
tions, temps de 
al
ul, 
omplexité, pré
ision). Ces

résultats ne peuvent pas être atteints ave
 un algorithme déplaçant simplement les points

du maillage le long des normales (
f. les travaux de [Qu and Stu
ker, 2003℄). Ces méthodes

ont toutefois des points 
ommuns, qui nous permettent de proposer la répartition suivante.

Une 
lassi�
ation en deux familles est e�e
tuée. Tout d'abord, nous introduirons dans

les paragraphes suivants les appro
hes volumétriques, englobant l'environnement de la

surfa
e ave
 l'o�set dans une grille. À partir de 
ela, di�érentes orientations sont pos-

sibles pour 
onstruire l'o�set : 
al
ul de sommes de Minkowski (
f. les travaux de

[Varadhan and Mano
ha, 2004℄), méthodes à bases de points (
f. [Chen et al., 2005℄), ou

détermination de 
hamps de distan
es (
f. par exemple [Pavi
 and Kobbelt, 2008℄, ou

[Liu and Wang, 2011℄). Finalement, les méthodes à base de surfa
es seront présentées,
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opérant ave
 di�érentes représentations (
f. notamment [Kul
zy
ka and Na
hman, 2002℄ ou

[Liu and Wang, 2009℄).

Il faut noter que 
ette répartition est un exemple et n'est pas unique, puisque les ap-

pro
hes sont souvent hybrides, 
ombinant parfois plusieurs représentations (paramétrique,

impli
ite), ou des éléments de dimension di�érente (point, surfa
e, voxels, . . . ).

4.4 Méthodes a
tuelles de 
onstru
tions d'o�sets

L'état de l'art proposé 
i-dessous n'a pas pour obje
tif de présenter une su

ession ex-

haustive de méthodes, mais de 
erner les prin
ipales familles traitant de la 
réation de

maillages ou de surfa
es o�sets, ave
 l'obje
tif de 
onstruire un support à des lois de 
om-

portement.

4.4.1 Les appro
hes volumétriques

Dans 
ette partie, la géométrie en entrée est plongée dans une grille de voxels, permettant

de lo
aliser et d'interagir ave
 l'o�set souvent formulé impli
itement.

4.4.1.1 Méthode par approximation de la somme de Minkowski

Cet opérateur-o�set est un 
as parti
ulier de la somme de Minkowski

∗
, s'appliquant entre

un maillage initial à traiter et une sphère . Une approximation de 
ette somme, qui peut

être une opération très 
oûteuse en temps de 
al
ul et pla
e mémoire, est proposée dans

les travaux de [Varadhan and Mano
ha, 2004℄ pour des solides polyédriques. Le prin
ipe

général 
onsiste à :

1. dé
omposer le polyèdre sur lequel appliquer l'o�set en éléments 
onvexes ;

2. 
al
uler les sommes de Minkowski des éléments 
onvexes ave
 le se
ond polyèdre ;

3. 
al
uler l'union des sommes.

Cette dernière étape est la plus 
onsommatri
e, puisque pour des objets 
omplexes le

nombre d'éléments 
onvexes est souvent important. Le modèle en sortie peut en outre être

sujet à des problèmes de dégénéres
en
es. De 
e fait, Varadhan et al. ont pré
onisé la solution

suivante (qui peut se retrouver d'ailleurs dans des travaux de [Pavi
 and Kobbelt, 2008℄) :

1. utilisation d'une grille de voxels adaptative, permettant d'établir un 
hamp de dis-

tan
es signées entre 
haque 
ellule de la grille et le 
ontour du modèle ;

2. appli
ation d'opérations de type min/max sur le 
hamp de distan
es pour déterminer

les voxels à ne pas prendre en 
ompte pour 
onstruire le modèle-o�set ;

∗. 
f. annexe
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3. adaptation de la méthode du Mar
hing-Cubes de [Lorensen and Cline, 1987℄ ave
 une

isovaleur égale à la distan
e-o�set pour extraire l'isosurfa
e, 
onduisant à l'approxi-

mation des sommes de Minkonwski.

Cette méthode présente 
ependant de nombreuses limitations, 
omme un problème dans

la gestion des auto-interse
tions pour les objets 
omplexes de forme libre. De plus, le nombre

de triangles 
réé par l'algorithme des Mar
hing-Cubes peut être très important.

Di�éremment, d'autres te
hniques modi�ent les maillages polygonaux en entrée a�n de


onstruire l'o�set à partir d'ensemble de points.

4.4.1.2 Méthodes à base de points

Plusieurs appro
hes intègrent les points de la surfa
e-o�set dans leur pro
essus. Les

travaux de [Chen et al., 2005℄ 
entrent leur méthode sur la génération de 
et ensemble, à

partir duquel sont séle
tionnés les éléments qui ne 
réeront pas de dégénéres
en
es.

Son prin
ipe, appliqué aux maillages triangulaires, se dé
ompose en trois étapes. À partir

de 
haque fa
e, arête, sommet, deux ensembles de points sont tout d'abord 
al
ulés :

• une liste 
orrespondant à un é
hantillonnage du maillage ;

• une liste 
orrespondant aux points � 
andidats � du maillage-o�set (dépla
ement des

é
hantillons le long des normales).

Ce se
ond ensemble est ensuite épuré. Pour 
ela, le modèle en entrée est englobée dans

une grille uniforme. Chaque voxel de la grille est étiquetté selon qu'il se trouve à l'intérieur, à

l'extérieur, ou sur la frontière de la géométrie-o�set. Finalement, la surfa
e-o�set est obtenue

en appliquant une méthode de � 
ontouring dual � (
f. les travaux de [Ju et al., 2002℄) sur

les points en
ore présents dans la liste de 
andidats.

Néanmoins, la 
omplexité 
al
ulatoire et en espa
e mémoire est 
ubique, fon
tion de la

résolution des voxels. Les appro
hes suivantes proposent des adaptations pour éliminer une

grande partie des voxels à analyser.

4.4.1.3 Méthodes par 
al
ul de 
hamps de distan
e

Le 
al
ul d'un 
hamp de distan
es est proposé dans les travaux de [Breen et al., 1998℄,

à partir d'un maillage polygonal. Deux ensembles sont tout d'abord déterminés :

• le premier 
orrespond aux n÷uds d'une grille englobant le maillage en entrée, restreinte

à une bande étroite ;

• le se
ond est � l'ensemble zéro �, 
onstitué de points appartenant au maillage.

Le plus pro
he point de l'ensemble zéro est asso
iée à 
haque point de la bande. Un 
hamp

de distan
es est ensuite 
réé par propagation de la plus 
ourte distan
e ave
 un algorithme

de type Fast Mar
hing (
f. les travaux de [Sethian, 1999℄, et de [Baerentzen, 2001℄). L'o�-

set est �nalement obtenu à partir de l'algorithme du Mar
hing-Cubes. [Liu and Wang, 2011℄

font toutefois état que le Fast Mar
hing ne permet pas d'obtenir de résultats pré
is. Diverses

améliorations ont été apportées par la suite, notamment en termes de 
al
ul des distan
es,
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de temps de 
al
ul et de déte
tion des détails.

Les travaux de [Liu and Wang, 2011℄ portent l'a

ent sur 
es trois points, à travers un

pro
essus en trois étapes (
f. �gure 4.2) :

1. 
al
ul d'une bande étroite de voxels autour de l'o�set (in
onnu pour le moment) ;

2. 
al
ul des interse
tions entre la bande et la surfa
e-o�set impli
ite ;

3. extra
tion du maillage-o�set.

Figure 4.2. Pro
essus global pour un o�set interne et externe (de gau
he à droite) : mod-

èle géométrique M ; plongement dans une grille uniforme et étiquetage des 
ellules dans

une bande étroite ; 
al
ul des interse
tions entre la surfa
e-o�set et les arêtes de la grille ;

extra
tion du maillage-o�set (s
héma issu de [Liu and Wang, 2011℄).

Le premier point 
onsiste 
ette fois-
i à établir le 
hamp de distan
e restreint à une

bande étroite autour de l'o�set, in
onnu au départ. Cette bande est déterminée à l'aide de

quatre �ltres, dont deux d'entre eux (importants pour la 
ompréhension) sont présentés par

la suite. Soient M le modèle initial et ∂M son 
ontour. Le premier �ltre relie la surfa
e-o�set

et ∂M . En e�et, un n÷ud de la grille est dit adja
ent à l'o�set de distan
e d et quali�é

de � valide � si la 
ondition suivante est satisfaite :

|dis(p, ∂M) − d| ≤ l , (4.6)

ave
 dis(., .) l'opérateur retournant la distan
e signée entre deux entités et l la largeur

�xée d'une � boîte � de la grille (regroupant plusieurs 
ellules). Des distan
es pré
ises sont

uniquement 
al
ulées à proximité de l'o�set pour diminuer les temps de 
al
ul. L'utilisation

d'une stru
ture d'arbre O
tree permet en outre de restreindre la taille de la bande, en

retirant les n÷uds invalides par subdivision du domaine. Par une 
ombinaison de quatre

�ltres, une bande étroite englobant la surfa
e-o�set d'équation f(p) = dis(p, ∂M) = d est

�nalement 
onstruite.

Le se
ond point détermine les interse
tions entre la bande et la forme impli
ite de l'o�-

set. Les distan
es signées sont évaluées aux n÷uds valides. Soient p1 et p2 deux n÷uds

formant une arête. Elle est interse
tée si la 
ondition f(p1).f(p2) < 0 est satisfaite. Mais le


al
ul exa
t de l'interse
tion étant non-linéaire, Liu et al. proposent une méthode hybride
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ombinant la re
her
he di
hotomique de l'interse
tion (habituellement utilisée, mais lent)

et le 
al
ul analytique de la solution quand 
'est possible.

Finalement, le dernier point 
onsiste à appliquer un algorithme de 
ontouring dual pour

extraire le maillage-o�set, au moyen d'une analyse des 
on
avités de la forme géométrique.

Contrairement à l'utilisation d'un Mar
hing-Cubes, les détails sont préservés.

L'algorithme est robuste et e�
a
e, ave
 une grande pré
ision même en 
as de distan
e-

o�set élevée. Néanmoins, 
omme toute appro
he volumétrique et malgré l'utilisation d'un

O
tree, la résolution dépend essentiellement de la taille de la grille initiale. Di�éremment,

les appro
hes dé�nies au paragraphe suivant ne 
onsidèrent plus de grille volumétrique.

4.4.2 Appro
hes à base de surfa
es

Dans 
ette partie, deux 
onstru
tions di�érentes de surfa
es-o�sets sont présentées. La

première repose sur la représentation impli
ite ave
 les fon
tions de base radiale, et la

se
onde utilise la représentation paramétrique.

4.4.2.1 O�set impli
ite à partir de points orientés

Dans leurs travaux, [Liu and Wang, 2009℄ proposent une appro
he permettant de re-


onstruire simultanément la surfa
e appro
hant un nuage de points orientés et son o�set

à une distan
e δ. A�n de traiter le 
as de données éparses, de la présen
e de trous et

d'une forte valeur δ, une surfa
e impli
ite de type RBF à support 
ompa
t est utilisée

(
f. [Ohtake et al., 2005℄).

Bien qu'étant intéressante, 
ette appro
he est dé
rite dans 
e paragraphe à but essen-

tiellement informatif. En e�et, les 
ontraintes de notre problématique nous ont fait opter

pour une surfa
e ave
 paramétrisation, que nous avons obtenue à 
e niveau de la modélisa-

tion géométrique. Le 
al
ul de la surfa
e-o�set reste possible en 
onsidérant la dis
rétisation

de la surfa
e, permettant en même temps de ré
upérer les normales des points. Toutefois,

nous retrouverions les 
onséquen
es liées à la 
réation d'une surfa
e par une appro
he im-

pli
ite. Au
une 
omparaison ne sera don
 faite ave
 nos appro
hes développées au 
hapitre 5.

La pro
édure de Liu et al. se dé
ompose en deux étapes. Soient P = {p1, p2, . . . , pn} les
points en entrée, 
orrespondants aux é
hantillons de la surfa
e S, Sδ la surfa
e-o�set, et Pδ

un ensemble d'é
hantillons de Sδ.

La première étape 
onsiste à déterminer l'ensemble Pδ. Les points de P sont dépla
és le

long de la normale qui leur est asso
ié sur une distan
e δ. Les points-o�sets � invalides �,

i.e. lo
alisés dans la sphère pla
ée en 
haque point P et de rayon δ, sont alors retirés. Les

éléments restants 
onstituent l'ensemble Pδ = {pn+1, pn+2, . . . , pn+m}.
La se
onde étape 
al
ule le 
hamp s
alaire 3D dé�ni par la fon
tion f telle que :

{

f(pi) = 0 , i = 1, . . . , n

f(pi) = δ 6= 0 , i = n+ 1, . . . , n +m
(4.7)
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Un système linéaire d'équations est obtenu pendant la résolution. Par ailleurs, a�n de 
or-

riger des problèmes dû au 
ara
tère non-monotone de f autour de δ, une appro
he multi-

niveaux est utilisée, établissant une stru
ture hiérar
hique à partir d'un ensemble grossier

de points ré
ursivement subdivisé jusqu'à atteindre la pré
ision des entrées (
f. s
héma 4.3).

Figure 4.3. Ar
hite
ture multiniveaux par subdivisions de P (de gau
he à droite) : niveaux

de hiérar
hie de l'ensemble original P et Pδ ; re
onstru
tions de S et Sδ en se servant des

résultats du niveau pré
édent ; se
tions des fon
tions impli
ites, représentant en trait noir

les 
ontours des deux surfa
es (s
héma issu de [Liu and Wang, 2009℄).

L'augmentation des supports des bases radiales résoudrait le problème, mais la fon
tion

RBF serait globale, ralentissant 
onsidérablement la pro
édure de re
onstru
tion. L'ap-

pro
he hiérar
hique permet au 
ontraire d'interpoler l'ensemble de points au niveau k, en

déplaçant la fon
tion d'interpolation utilisée au niveau (k − 1).

La méthode est stable, robuste au bruit et aux trous dans les données. Des artéfa
ts

peuvent être 
ependant générés dans les zones où des points-o�sets provenant des détails

de la surfa
e ne sont pas 
onsidérés quand la distan
e-o�set est trop importante, 
e qui

est le 
as pour 
ertains de nos organes tels que l'utérus. En outre, les points-o�sets sont

dire
tement dépendants des données en entrée. Si elles présentent des valeurs aberrantes,

les erreurs seront de 
e fait reproduites et transférées à l'o�set de la surfa
e.
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4.4.2.2 O�sets paramétriques

La formulation 4.2 de la surfa
e-o�set paramétrique est plus 
omplexe à manipuler que


elle d'une B-spline, qu'elle soit fermée ou ouverte. Par ailleurs, l'o�set d'une NURBS n'est

pas une NURBS, sauf dans le 
as des surfa
es pythagoriennes introduites dans les travaux

de [Farouki and Sakkalis, 1990℄ et [Pottmann, 1995℄.

La présen
e du dénominateur de la normale 
onduit à privilégier une � évaluation � de

l'o�set, autrement dit une approximation par une formulation de type B-spline, permet-

tant ainsi de la 
ontr�ler plus fa
ilement. En outre, la 
ontinuité asso
iée par 
onstru
tion

aux surfa
es-o�sets dépend de l'appro
he 
hoisie pour la générer. Cette problématique est

indépendante de la question des dégénéres
en
es dans les zones de fortes 
ourbures, dans

lesquelles les auto-interse
tions dé
elées requièrent un traitement a posteriori.

La génération des surfa
es-o�sets - Contrairement aux appro
hes pré
édentes, il

n'est plus question de 
onstruire l'o�set d'un maillage, se limitant à une 
ontinuité C0
,

mais de travailler sur une surfa
e-o�set paramétrique permettant d'atteindre une 
ontinu-

ité supérieure. À 
et e�et, [Kul
zy
ka and Na
hman, 2002℄ présentent di�érentes te
hniques

de 
onstru
tion d'o�sets, réparties en deux familles : les appro
hes a

édant au maximum

une 
ontinuité C1
, et 
elles a

édant à une 
ontinuité C2

. Pour 
omparer les méthodes, une

surfa
e B-spline ouverte est utilisée.

Les appro
hes a

édant au maximum à une 
ontinuité C1
ont pour point 
ommun une

dé
omposition de la surfa
e B-spline en 
arreaux de Bézier, 
al
ulant ensuite l'o�set de 
ha-


un d'entre eux. Nous pouvons 
iter les travaux de [Farouki, 1986℄, de [Hos
hek et al., 1989℄,

et l'appro
he lo
ale par moindres 
arrés.

Comme la plupart des appro
hes paramétriques, Farouki 
her
he une surfa
e appro
hant

un ensemble de points-o�sets. Ils sont obtenus à partir de l'é
hantillonnage de la surfa
e

initiale, en déplaçant 
haque évaluation le long de sa normale (
al
ulée pré
isément grâ
e à

la géométrie di�érentielle de la représentation paramétrique) sur la distan
e-o�set voulue.

Sur les points-o�sets de 
haque 
arreau, une surfa
e bi
ubique est ajustée. L'interpolation

hemitienne utilisée permet de passer par les quatre 
oins des sous-domaines et de respe
ter

les tangentes aux extrémités.

Di�éremment, Hos
hek 
ommen
e par 
al
uler les quatre 
ourbes de la surfa
e-o�set.

Les points de 
ontr�le � internes � (qui ne sont pas situés sur une frontière) sont de nouveau

déterminés par interpolation hermitienne. Comme pour l'appro
he pré
édente, un ordre 2

entre les 
arreaux peut être obtenu à 
ondition d'utiliser une surfa
e biquintique.

L'appro
he lo
ale des moindres 
arrés est appliquée sur 
haque 
arreau, et permet

de la même manière d'intégrer les 
onditions de 
ontinuité C1
au système linéaire à ré-

soudre. Cependant, [Kul
zy
ka and Na
hman, 2002℄ a pu véri�er que l'o�set résultante n'est

généralement que C0
.
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Une autre 
atégorie de méthodes préserve une 
ontinuité C2
. Nous pouvons 
iter les

travaux de [Tiller and Hanson, 1984℄, et l'appro
he globale par moindres 
arrés.

Tiller et al. ont dé�ni une méthode géométrique, en 
onstruisant un o�set à partir du

réseau de 
ontr�le de la surfa
e génératri
e, et non de la surfa
e elle-même. Pour 
haque

p�le, une dire
tion et une longueur de dépla
ement sont déterminées. La dire
tion est tout

d'abord 
al
ulée de sorte qu'elle soit assimilée à la � normale du 1-voisinage � de 
haque

point de 
ontr�le. La longueur est ensuite estimée en fon
tion des angles formées par la

dire
tion de dépla
ement et son 1-voisinage.

Finalement, l'appro
he globale des moindres 
arrés est C2
sur l'intérieur, et 
onsiste

simplement à appliquer la méthode sur l'intégralité du nuage-o�set. Des 
ontraintes sup-

plémentaires sont à apporter aux extrémités pour garantir une 
ontinuité C0
ou C1

aux

frontières.

Les 
on
lusions de 
ette étude ont mis en éviden
e l'e�
a
ité des méthodes géométriques

dans le 
as où la surfa
e génératri
e n'est 
omposée que de points elliptiques, 
e qui est

rarement le 
as. D'un point de vue numérique, les méthodes les plus adaptées se révèlent

être les méthodes par approximation, de type moindres 
arrés.

Ces appro
hes ne traitent pas du problème des auto-interse
tions. Par la nature 
ontinue

et expli
ite de la surfa
e, 
ette gestion est plus 
omplexe que pour d'autres représentations.

Une appro
he volumétrique n'est don
 pas envisagée, 
e qui n'aurait de sens qu'à la 
ondi-

tion de travailler sur une dis
rétisation de la surfa
e.

La gestion des auto-interse
tions - Introduites à la partie 4.2.2, les méthodes dévelop-

pées dans la littérature se 
onsa
rent soit aux dégénéres
en
es lo
ales uniquement, soit aux

dégénéres
en
es lo
ales et globales simultanément. Les 
orre
tions potentielles peuvent s'ap-

pliquer sur la surfa
e-même, sur une modi�
ation des paramètres de formes (les p�les), ou

au travers d'une restri
tion paramétrique.

Dans les travaux de [Sun et al., 2004℄, une gestion des dégénéres
en
es lo
ales est pro-

posée. Un repositionnement des points de 
ontr�le itératif est e�e
tué pour diminuer

la 
ourbure dans les zones sujettes aux interse
tions lo
ales. Après un é
hantillonnage basé

sur la dérivée se
onde, la 
ourbure est 
al
ulée en 
haque point a�n de tester la présen
e

d'interse
tions, et d'identi�er les points de 
ontr�le exerçant une in�uen
e dans 
ette zone.

La méthode s'est révélée plus e�
a
e si l'interse
tion lo
ale est faite dans les dire
tions

paramétriques u et v, 
e qui n'est pas toujours le 
as. Cette méthode ne peut pas servir

aux interse
tions globales. Les travaux suivants gèrent simultanément les auto-interse
tions

lo
ales et globales.

La méthode de [Kumar et al., 2002℄ né
essite un nuage ordonné. Avant d'être interpolé,

les é
hantillons sont reliés en une seule polyligne pour véri�er la présen
e d'inter-
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se
tions. Le travail est entrepris pour 
haque ligne et 
haque 
olonne. Puisque les points


réant des interse
tions sont supprimés, il faut en ajouter dans les zones nettoyées jusqu'à

satisfaire le nombre de points initial, impliquant une densité importante dans les zones à

forte 
ourbure (di�
ulté au niveau de l'interpolation et temps de 
al
ul important).

Di�éremment, [Seong et al., 2006℄ se basent sur une 
arte de distan
e entre la surfa
e ini-

tiale et la surfa
e-o�set. Une fon
tion quadrivariée (basée sur la somme des deux espa
es

bivariés individuels) est formée. La proje
tion des zéros de 
ette fon
tion sur l'espa
e

paramétrique de l'o�set permet de déterminer les zones d'interse
tion ave
 la surfa
e-o�set

(
f. �gure 4.4). Cependant, pour des raisons de stabilité numérique, un paramètre ρ > 0

Figure 4.4. Exemple de forme ave
 des auto-interse
tions lo
ales, et 
al
ul des zéros dans

l'espa
e paramétrique (r, t) de la surfa
e-o�set (�gure issue de [Seong et al., 2006℄).

doit être ajouté à la fon
tion quadrivariée. Ce paramètre est déli
at à manipuler, 
ar plus

sa valeur est grande, plus le 
al
ul des zéros de la fon
tion est robuste, 
e qui donnera lieu

à un résultat de meilleure qualité. A 
ontrario, ρ représente la distan
e-limite au-delà de

laquelle toutes les auto-interse
tions sont déte
tées sur la surfa
e-o�set. Par 
onséquent, les

petites auto-interse
tions à une distan
e inférieure à ρ ne sont pas dé
elées.

Plus ré
emment, [Pekerman et al., 2008℄ présente une méthode de résolution d'interse
-

tions en déterminant les points antipodaux des bou
les dans les surfa
es, i.e. des points

appartenant à la surfa
e, partageant la même normale mais de dire
tion opposée (
f. �g-

ure 4.5). Pour diminuer les interse
tions, une fon
tion d'erreurs 
ara
térisant la distan
e

entre 
es points est réduite en intégrant une 
ontrainte de retournement entre eux.

Figure 4.5. Exemple de 
ourbe iso-paramétrique C d'une surfa
e : 
haque ligne relie deux

points antipodaux de la 
ourbe (�gure issue de [Pekerman et al., 2008℄).
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L'utilisation de 
es méthodes identi�e la plupart des bou
les. Cependant, les pro
édures

sont bien souvent 
onsommatri
es en temps de 
al
ul et les petites auto-interse
tions peuvent

être négligées, 
e qui peut poser de gros problèmes suivant les appli
ations.

4.5 Synthèse

L'étude bibliographique dans 
ette partie nous a permis d'e�e
tuer un tour d'horizon

des méthodes de 
onstru
tion de surfa
es-o�sets. Nous avons pu voir qu'un o�set peut être

établi à partir d'un nuage de points, d'un maillage triangulaire, ou d'une surfa
e 
ontinue.

Les appro
hes volumétriques sont souvent utilisées, malgré le défaut d'être limitées par la ré-

solution de la grille. Ave
 la représentation paramétrique, le travail est plus 
omplexe pour la

gestion des auto-interse
tions, puisqu'il ne s'agit plus de gérer un nombre �ni d'interse
tions

entre arêtes et 
ellules.

La dé�nition d'une surfa
e parallèle est simple en théorie, mais dans la pratique de nom-

breuses pré
autions sont à prendre pour garantir sa qualité quelle que soit la distan
e-o�set.

Dans notre problématique, la méthode adoptée doit permettre la satisfa
tion des 
ontraintes

en sortie, qui sont d'obtenir après dis
rétisation un maillage 
onforme et 
onstitué unique-

ment d'hexaèdres.

Par ailleurs, une limitation des modèles-o�sets n'a pas en
ore été évoquée, et 
on
erne

dire
tement le réalisme de la modélisation. Le travail a reposé jusqu'à présent sur la 
réation

d'une membrane épaisse à épaisseur 
onstante. Cependant, pour des organes possédant

au moins une ouverture 
omme l'utérus et le re
tum, les modèles géométriques doivent

intégrer la possibilité d'obtenir une épaisseur plus faible aux extrémités, qui ne peut être

de même valeur que sur le reste de la membrane puisqu'elles sont à proximité des ori�
es.

Les appro
hes a
tuelles ne tiennent pas 
ompte de 
e fa
teur. Toutefois, faute d'une 
arte

d'épaisseur à notre disposition pour les organes, la question reste en suspend. Di�érentes

appro
hes seront ainsi testées par la suite, exploitant les propriétés des représentations

dis
rète et paramétrique.
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5.1 Introdu
tion et expli
ation des 
ontraintes

L'étude présentée au 
hapitre pré
édent nous a permis de présenter les te
hniques

a
tuelles pour 
onstruire des modèles-o�sets. Nous avons eu l'o

asion de 
onstater que


haque méthode présente ses propres limitations : temps de 
al
ul important, problèmes de

résolution de la grille volumétrique, auto-interse
tions non-dé
elées, . . . Nous devons don



hoisir l'appro
he à adopter à l'égard de nos 
ontraintes spé
i�ques, à savoir :

1. 
réer un maillage d'hexaèdres à partir de la génératri
e et de l'o�set-interne ;

2. pouvoir dé�nir plusieurs 
ou
hes dans l'épaisseur ;

3. gérer les auto-interse
tions ;

4. se rappro
her de � notre vision de la réalité physiologique � détaillée par la suite.

Cha
une de 
es 
ontraintes est maintenant expli
itée.

Le premier point est fa
ile à 
omprendre, et provient essentiellement d'une solli
itation

de l'étape de modélisation physique du projet. À partir d'une surfa
e paramétrique, une

dis
rétisation en quadrangles n'est pas 
ompliquée à obtenir.

Le deuxième point 
onsiste à 
ontr�ler la quantité d'éléments du maillage. En e�et, les


al
uls par éléments �nis seront d'autant plus pré
is que les hexaèdres formant le support

des simulations n'ont pas de forme trop allongée (
f. �gures 5.1(a) et 5.1(b)). Par ailleurs,

l'intera
tion ave
 la stru
ture du réseau héxaédrique permettra de gérer la façon dont les

for
es s'appliquant au maillage se di�useront après un impa
t.
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Figure 5.1. Régularisation de la forme des quadrangles dans le 
as des 
ourbes.

Le troisième point est également expli
ite, et 
her
he uniquement à éviter les dégénéres-


en
es dans le maillage pour assurer la 
ohéren
e des résultats.

Finalement, le dernier point est le plus di�
ile à analyser. Bien qu'il s'agisse de la


ontrainte né
essitant le plus de 
onnaissan
es, paradoxalement très peu d'informations

sont disponibles. Jusqu'à présent, le fait de ne pas respe
ter une épaisseur 
onstante ne

pouvait avoir que deux origines :

121



Chapitre 5 Nouvelles 
onstru
tions de surfa
es-offsets

1. l'épaisseur réelle est 
onnue tout autour de la surfa
e des organes au moyen d'une


arte de distan
e par exemple : 
ette information est 
ependant indisponible ;

2. la présen
e d'auto-interse
tions né
essite une modi�
ation de la surfa
e-o�set.

À la �n du 
hapitre sur l'ajustement des surfa
es, nous avons évoqué une troisième possi-

bilité. Bien que l'épaisseur ne soit pas 
onnue, il devrait être possible dans 
ertains 
as de

déte
ter les extrémités des organes, 
omme 
eux du re
tum. Une adaptation de la distan
e-

o�set permettrait d'avoir une paroi plus �ne à proximité des ori�
es (
f. �gures 5.2(a)

et 5.2(b)), puisque les valeurs théoriques moyennes des épaisseurs 
on
ernent prin
ipale-

ment les � 
orps � des organes. La réalité mathématique derrière la formulation d'un o�set

est à disso
ier de 
elle des tissus mus
ulaires 
omposant les parois organiques, notamment

dans les zones en 
ompression.

Couche externe

Offset

Extrémité non prise en compte

(a) O�set ave
 épaisseur 
onstante

Couche externe

Offset

Extrémité prise en compte

(b) O�set ave
 prise en 
ompte des extrémités

Figure 5.2. Adaptation aux extrémités dans la 
onstru
tion de la 
ou
he interne.

Trois méthodes sont présentées par la suite (
f. �gure 5.3), dé
rites tout d'abord individu-

ellement, puis 
onfrontées ensemble à travers les résultats de di�érentes simulations pour

analyser leurs avantages et in
onvénients mutuels. La première, 
onsistant en une appro
he

paramétrique � 
lassique �, permettra de visualiser les problèmes d'auto-interse
tions.

La deuxième, reposant sur un modèle élastique de la simulation physique, mettra en

éviden
e la gestion de 
es dégénéres
en
es. En�n, la dernière méthode utilisera le pro�l

général de l'organe a�n de respe
ter la réalité physiologique que nous avons dé
rite 
i-

dessus. L'axe non-linéaire sera de nouveau employé 
omme des
ripteur géométrique pour

représenter la surfa
e-o�set .
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5.2 Appro
he par o�set paramétrique

5.2.1 Formulation générale de la méthode

L'obje
tif de 
ette partie est de visualiser le problème d'auto-interse
tions dans notre


as d'utilisation. Une surfa
e paramétrique S est obtenue à l'issue de l'appli
ation de l'a-

justement dé�ni au 
hapitre 3. Soit d la distan
e-o�set 
hoisie négative pour 
onstruire un

o�set-interne So. Le prin
ipe repose sur les quatre étapes suivantes :

1. dis
rétiser la surfa
e paramétrique S à partir d'une 
arte paramétrique uniforme,


réant l'ensemble E = {S(uq, vr)}M1,M2
q,r=0 ;

2. 
al
uler la normale n(uq, vr) en 
haque point évalué Eq,r et 
réer un nuage-o�set Eo

en déplaçant les é
hantillons le long de leur normale asso
iée sur la distan
e d ;

3. appro
her le nuage-o�set par une surfa
e So de genre 0 ave
 la fon
tion bidire
tionnelle

du 
hapitre 3 ;

4. 
onstruire un maillage stru
turé et 
onforme d'hexaèdres à partir de la dis
rétisation

des enveloppes 
réées par S et So.

Cette dernière étape n'ayant pas été en
ore introduite, la 
on
eption du maillage est

dé
rite au paragraphe suivant.

5.2.2 Création du maillage d'hexaèdres

Comme introduit à l'introdu
tion, la qualité des tests e�e
tués sur le maillage lors de

l'appli
ation des lois de 
omportement est en partie liée à la régularisation des formes

des hexaèdres. Pour un organe 
omme la vessie, l'épaisseur peut atteindre 10% de sa

taille [S
huenke et al., 2010℄. Il est alors évident que plusieurs 
ou
hes intermédiaires dans

la maillage de la membrane seront né
essaires (d'autant plus si la dis
rétisation est dense).

Si (Nlay+1) est le nombre total de 
ou
hes (générant Nlay 
ou
hes d'hexaèdres), l'ajout

de Nlay 
ou
hes supplémentaires peut être assimilé à 
onsidérer l'ensemble {Sl
o}

Nlay

l=0 de

surfa
es, telles que :

Sl
o(u, v) = S(u, v) + l

d

Nlay
n(u, v) ∀l ∈ {0, . . . , Nlay} , (5.1)

ave
 S0
o = S et S

Nlay
o = So. Dans la pratique, au lieu de 
onsidérer autant de surfa
es

paramétriques, une fon
tion de répartition linéaire va disposer les éléments intermédiaires

entre S et So dans l'épaisseur. L'emploi d'une distribution de nature di�érente est possible

(par exemple, progression géométrique vers la surfa
e-externe), mais devra être justi�é par

un gain de pré
ision signi�
atif pour les 
al
uls par éléments �nis.

Toutefois, puisque deux singularités sont présentes dans les surfa
es paramétriques util-

isées, l'obtention d'hexaèdres par leur dis
rétisation 
onduit à la 
réation de prismes aux
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extrémités. Soit {Ml
q,r}

Nlay,M1,M2

l,q,r=0 l'hypermatri
e (notéeM) sto
kant l'ensemble des points

de la dis
rétisation du volume. Le terme général s'é
rit :

Ml
q,r = S(uq, vr) + l

d

Nlay
n(uq, vr) (5.2)

À partir de l'hypermatri
e M, on peut établir Nlay M1M2 hexaèdres, dont 2M1 hexaèdres

sont dégénérés en prismes aux extrémités (
f. �gure 5.4(a)). A�n de garantir uniquement la

présen
e d'hexaèdres non-dégénérés (requis en sortie), la pro
édure suivante est appliquée

en trois étapes, aux singularités A = S(0, 0) et B = S(0, 1), et né
essite une valeur M1

paire. Pour l'extrémité A, 
e
i 
onduit à :

1. ré
upérer les 2M1 premiers éléments (hexaèdres et prismes), l'obje
tif étant de modi�er

l'ensemble {S(uq, v1)}M1
q=0 ;

2. 
al
uler la séquen
e {Pi}M1/2−1
i=0 de

M1
2 points intermédiaires entre A et {S(uq, v2)}M1

q=0,

tel que :

Pi = proj





A+ S
(

u2i,
1

2M2

)

2
, S



 ∀i ∈
{

0, . . . ,
M1

2

}

, (5.3)

ave
 proj(p, S) l'opérateur de proje
tion orthogonale de p sur S ;

3. intégrer les

M1
2 nouveaux hexaèdres 
réés dans un ve
teur sto
kant la dis
rétisation

de l'enveloppe de S et So à la pla
e des M1 premiers prismes.
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ations du maillage pour le rendre ho-

mogène

Figure 5.4. Constru
tion du maillage d'hexaèdres.

Le même pro
édé est appliqué près de B. Ainsi, le maillage résultant est 
onforme (au
un

sommet n'est sur une arête ou une fa
e), stru
turé (
haque point du maillage n'a que 4

voisins), et homogène (
onstitué uniquement d'hexaèdres). La pro
édure étant terminée, la

partie 5.2.3 illustre maintenant les résultats de son appli
ation.
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5.2.3 Implémentation et résultats

Après la présentation des 
ritères d'arrêt utilisés lors de l'implémentation, les 
on-

séquen
es de l'appli
ation de la méthode seront mises en éviden
e par son appli
ation sur

des superellipsoïdes et des organes pelviens. Les résultats ont été produits à partir d'un

ordinateur portable de type Intel Core I7 M620 2.67GHz ave
 4Go de mémoire RAM.

5.2.3.1 Critères d'arrêt

La pro
édure s'arrête simplement lorsque le nombre de 
ou
hes à 
onstruire est atteint,


omme illustré dans l'algorithme global ave
 le s
héma 5.5. Les tâ
hes prin
ipales sont la


réation des (Nlay + 1) épaisseurs et du maillage d'hexaèdres.

Entrées :S ∈ R
3, d ∈ R, M1, M2 etNlay ∈ N

Sortie : mailllage d’hexaèdres homogène

CRITÈRE D’ARRÊT

• Tant quel ≤ Nlay

CRÉATION DE LA SURFACE-OFFSET

• Discrétisation uniforme deS : création deE = {S(uq, vr)}M1,M2
q,r=0

• Calcul des normales en chaque point évaluéEq,r

oui

non
Critère vérifié

• Création dunuage-offset Eo, tel que :

• Approximation deEo par une surfaceSo

• Calcul du vecteur d’hexaèdres inhomogène

• Transformation des prismes en hexaèdres avec le patron du schéma 5.4(b)

• l← 0

• Calcul de{Ml
q,r}

Eo
q,r = Eq,r + dn(uq, vr) ∀q, r

Figure 5.5. Algorithme global de la pro
édure d'o�set paramétrique.

5.2.3.2 Appli
ation de l'o�set paramétrique pour les superellipsoïdes

L'o�set d'une sphère est tout d'abord 
al
ulé. Puisque la forme 5.6(a) présente peu

d'irrégularités (une sphère ne peut être représentée de manière exa
te ave
 une B-spline), il

n'est pas étonnant que les �gures 5.6(b) et 5.6(
) ne montre pas de problème dans l'épaisseur,

à moins de prendre une épaisseur avoisinant le rayon de la sphère.
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(a) Surfa
e re
onstruite (b) O�set à 5 
ou
hes (
) Coupe du maillage

Figure 5.6. O�set-interne d'un superellipsoïde � sphère � de rayon 100 unités, ave
 une

épaisseur de 20 unités et une limitation de la pro
édure d'ajustement à 10 itérations.

L'histogramme de la �gure 5.7 fait référen
e à la 
onstru
tion de la �gure 5.6. Il présente

les distan
es d'erreurs (erreurs quadratiques moyennes et erreur maximale) de la fon
tion-

nelle d'ajustement en pour
entage de la taille de la sphère. Ces dernières sont asso
iées ave


la distan
e-o�set que 
haque 
ou
he doit atteindre. Plus l'erreur maximale est pro
he de

� l'épaisseur-obje
tif �, plus la présen
e d'auto-interse
tions est à suspe
ter. Nous pouvons

par ailleurs remarquer que la distribution des épaisseurs n'est pas uniforme, 
e qui n'in�ue

en rien les 
on
lusions apportées.
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Figure 5.7. Erreurs maximales et quadratiques moyennes par 
ou
he

Dans un se
ond exemple, une 
arambole est re
onstruite. L'histogramme de la �gure 5.8

permet de mettre en éviden
e des problèmes pendant la 
onstru
tion, en 
omparant les

valeurs de l'erreur maximale par rapport à 
elles de l'épaisseur-obje
tif.

La �gure 5.9(a) met 
lairement en 
ause la nature du nuage-o�set. Un nombre important

de normales (de norme égale à l'épaisseur totale) sur lesquelles se dépla
eront les points de la

dis
rétisation de l'approximant pour 
onstruire le nuage-o�set sortent de la surfa
e, générant

de 
e fait de nombreuses auto-interse
tions lo
ales (
f. �gure 5.9(b)). Sans une méthode

appropriée, il ne sera pas possible de re
onstruire des formes ave
 des fortes 
ourbures.
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Figure 5.8. Erreurs maximales et moyennes par 
ou
he pour l'o�set-interne d'un superel-

lipsoïde � 
arambole � de 100 unités de hauteur.

(a) Normales de la surfa
e (b) O�set-interne superposé

à la surfa
e transparente

Figure 5.9. Repliements de la surfa
e-o�set dans les zones de 
ourbure plus élevée.

5.2.3.3 Étude qualitative de la 
onstru
tion d'o�sets pour les organes pelviens

La méthode est maintenant appliquée sur deux organes d'intérêt. Le tableau 5.1 reporte

les valeurs des épaisseurs 
onsidérées pour les organes (
f. le livre de [S
huenke et al., 2010℄).

Ces valeurs varient beau
oup d'une femme à l'autre. Les épaisseurs 
hoisies sont la moyenne

Table 5.1. Épaisseurs (en mm) des organes pelviens et proportion des valeurs (en %) par

rapport aux autres dimensions.

Vessie Re
tum Utérus Vagin

min 2 / 2.9% 5 / 16.1% 20 / 30% 3 / 12%

max 5.5 / 7.5% 6 / 18.8% 30 / 44.7% 4 / 15%

des valeurs min et max pour 
haque organe : 3.5 mm pour la vessie, 5.5 mm pour le re
tum
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et 25 mm pour l'utérus. Nous rappelons que le vagin n'est pas 
onsidéré à part entière, 
ar

sa segmentation n'a pu être séparée de 
elle de l'utérus. Les résultats mis en éviden
e par

la suite proviennent de la vessie et du re
tum.

Con
ernant la vessie, illustrée par la �gure 5.10(a), la forme simple de l'organe induit

une 
onstru
tion de l'o�set sans problème. L'épaisseur n'est en outre pas su�sante pour


réer des auto-interse
tions globales. L'histogramme 5.10(b) indique que l'erreur maximale

à 
haque nouvelle 
réation de 
ou
he reste inférieure à la distan
e-o�set à atteindre.

(a) Maillage hexaédrique ave
 3 
ou
hes

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 1.2

 1  2  3

E
rr

eu
rs

 e
t e

pa
is

se
ur

 a
 a

tte
in

dr
e 

(e
n 

m
m

)

Couches

Erreurs des donnees vers l’echantillonnage
Erreurs de l’echantillonnage vers les donnees

Erreur maximale
Epaisseur-objectif

(b) Erreurs moyennes et maximale par 
ou
he

Figure 5.10. O�set-interne d'une paroi vési
ale d'épaisseur 3.5 mm.

Les résultats sont 
ependant di�érents pour le re
tum, ave
 une épaisseur de 5.5 mm.

Ave
 la �gure 5.11(a), nous pouvons 
onstater la présen
e des auto-interse
tions lo
ales à

l'extrémité du re
tum dues aux fortes 
ourbures. L'histogramme de la �gure 5.11(b) retran-

s
rit le problème au niveau de l'erreur maximale.

(a) Auto-interse
tions
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(b) Erreurs moyennes et maximale par 
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Figure 5.11. O�set-interne d'une paroi re
tale d'épaisseur 5.5 mm.
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5.2.4 Con
lusions de l'appro
he paramétrique

La 
onstru
tion de l'o�set a reposé sur l'approximation du nuage-o�set par une méth-

ode moyennante paramétrique. La gestion des auto-interse
tions n'est pas e�e
tuée pour

visualiser le problème des dégénéres
en
es ave
 les valeurs élevées des distan
es-o�sets à


onsidérer. En e�et, pour les organes ne présentant pas une forme 
omplexe 
omme la

vessie, l'ajout de l'épaisseur ne 
rée pas de 
hevau
hement. Cependant, le problème devient

fa
ilement observable ave
 le re
tum dont les 
ourbures sur la surfa
e sont plus importantes,

requérant un traitement approprié.

Plusieurs orientations seraient possibles pour re
her
her une solution à 
e problème :

1. e�e
tuer un travail a posteriori sur la surfa
e-o�set, ave
 un 
hangement de représen-

tation par exemple (
f. les appro
hes mentionnées au paragraphe 4.4 du 
hapitre 4) ;

2. adopter une appro
he itérative pour éliminer les singularités au fur et à mesure de

la 
onstru
tion de la surfa
e-o�set.

Puisqu'il faut fournir un maillage hexaédrique en sortie, travailler dans le domaine dis-


ret semble judi
ieux. Nous mettrons en pla
e un système de 
ontraintes géométriques

a�n de déterminer les auto-interse
tions, qui 
onsitute une limitation de la représentation

paramétrique. Dans 
ette optique, la se
tion 5.3 s'inspire du domaine de la mé
anique en

apportant un 
ontr�le de la qualité du maillage ave
 des for
es élastiques.
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Appro
he élastique

5.3 Appro
he de type masses-ressorts

L'appro
he 
hoisie dans 
ette partie travaille dire
tement sur le maillage pour 
réer un

o�set dis
ret. Puisqu'au
une 
onnaissan
e pré
ise n'est disponible pour analyser l'épaisseur

des organes - sauf en quelques points - nous nous sommes orientés vers un système masses-

ressorts pour 
onstruire la surfa
e-interne. Notre obje
tif i
i n'étant pas d'e�e
tuer de la

déformation, nous di�éren
ions notre modèle des appro
hes mé
aniques 
lassiques.
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5.3.1 Di�érentiation des modèles existants

Dans le 
as général d'un modèle masses-ressorts, un ensemble de (n + 1) parti
ules

{Pi}ni=0 
ompose le système. Cha
une possède une masse mi, une position dans l'espa
e 3D

pi, une vitesse ṗi et une a

élération p̈i à un temps donné t. Le système est gouverné par la

se
onde loi de Newton : Fi = mip̈i, ave
 Fi la somme de l'ensemble des for
es exer
ées au

point Pi. Les for
es se di�éren
ient en deux 
atégories majeures :

• les for
es internes assurant le repe
t des 
ontraintes et la stabilité du système ;

• les for
es externes gérant la gravitation, l'amortissement et la réponse à la 
ollision.

Les systèmes masses-ressorts ont été appliqués dans de nombreux domaines de la modéli-

sation et de l'animation, 
omme la modi�
ation de la géométrie des réseaux (
f. les travaux

de [Terzopoulos and Waters, 1990℄ sur la modélisation fa
iale), ou la 
onservation de forme

(
f. les travaux de [Vassilev and Spanlang, 2002℄ sur la préservation de volume d'ellipsoïdes

déformables). Bien que les treillis des modèles soient souvent semblables, les appro
hes se

distinguent par les for
es mises en jeu et la résolution des équations de la dynamique new-

tonienne (s
hémas expli
ites, impli
ites, ordres d'intégration).

La dualité entre pré
ision et stabilité est toujours présente, né
essitant d'étudier l'es-

pa
e de stabilité des systèmes (
f. les travaux de [Shinya, 2005℄). Les s
hémas impli
ites

requièrent plus de 
al
uls, puisque l'intégration en temps né
essitent la résolution d'un sys-

tème d'équations (parfois non-linéaires) à 
haque pas. Ils apportent 
ependant davantage

de stabilité à la simulation (
f. l'étude menée par [Volino and Magnenat-Thalmann, 2001℄

pour l'animation de tissus). Plusieurs améliorations ont été apportées notamment pour

diminuer les temps de 
al
ul, en dé�nissant par exemple une approximation des vélo
ités

du voisinage pour l'intégration (
f. les travaux de [Mesit et al., 2007℄), ou un s
héma de

prédi
tion-
orre
tion estimant les positions suivantes (
f. [Desbrun et al., 1999℄). Cepen-

dant, les s
hémas impli
ites ne garantissent pas for
ément la pré
ision des 
al
uls 
on-

trairement aux s
hémas expli
ites, à 
ondition d'avoir un pas de temps su�samment petit

(
f. [Volino and Magnenat-Thalmann, 2001℄).

Notre 
as de �gure est atypique, dans le sens où notre modèle n'a pas pour obje
tif de

restaurer le système de formes à l'état d'équilibre, mais de 
onserver la déformation . Le

paragraphe 5.3.2 présente en détails la nature de la méthode développée.

5.3.2 Formulation générale de la méthode

La 
on
eption d'un système masses-ressorts né
essitent de répondre à 4 questions : � Quel

treillis utiliser ? �, � Quelles 
ontraintes de 
onservation (distan
e, aire, volume) et énergies


onsidérer ? �, � Quel s
héma d'intégration employer ? �, � Comment déte
ter et supprimer

les interse
tions entre les mailles ? �. Un paragraphe se 
onsa
re 
i-dessous à 
ha
une de 
es

interrogations.
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5.3.2.1 Choix des parti
ules et des 
onne
tivités

Soient S la surfa
e paramétrique en entrée, et Eext = {S(uq, vr)}M1,M2
q,r=0 l'ensemble des

(M1+1)×(M2+1) points issus de sa dis
rétisation uniforme. Cet é
hantillonnage 
orrespond

à la partie externe du 
ontour épais. Les parti
ules, qui ont pour obje
tif de 
onstruire la


ou
he interne, 
onstitueront l'ensemble Eint = {Eint
q,r }M1,M2

q,r=0 de même 
ardinalité que Eext
.

Chaque Eint
q,r est un triplet (pq,r, ṗq,r, p̈q,r), où pq,r est sa position, ṗq,r est sa vitesse et p̈q,r

est son a

élération. Le système est 
onstruit 
omme suit.

Nous adoptons dès le départ une stru
ture d'hexaèdres formant un 
ontour fermé. De 
e

fait, 
haque hexaèdre est 
onstitué d'une fa
e du maillage formé par les points de Eext
et

d'une fa
e du maillage formé par 
eux de Eint
. Ne 
onnaissant évidemment pas la lo
alisation

des éléments de Eint
, la stru
ture hexaédrique est dégénérée de sorte que toutes les arêtes

reliant Eint
et Eext

soient de longueur nulle (
f. �gures 5.12(a) et 5.12(b)).
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(b) Dépla
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ules Eint

Figure 5.12. Partie de la 
on�guration du système.

Les 
onne
tivités du maillage et du réseau masses-ressorts sont di�érentes. Dans les

paragraphes suivants, nous verrons que des liaisons supplémentaires dé�nirons le treillis du

système, mais n'ont au
un intérêt pour la représentation de l'o�set.

5.3.2.2 Contraintes à préserver et énergies

Dé�nition d'un système sans masse - Bien qu'il s'agisse d'un système masses-ressorts

au
une masse n'est 
onsidérée par la suite, mais elles sont �xées à une valeur de 1 pour tra-

vailler ave
 la mé
anique newtonienne. Puisque nous n'e�e
tuons pas de simulation physique,

le système ne doit pas intégrer la for
e de gravité.

For
e externe issue de la dé�nition de l'o�set - Elle est appliquée à 
haque parti
ule

Eint
q,r . Un 
ouple paramétrique (uq, vr) est asso
ié à 
haque point. La for
e externe est basée

sur la formulation des appro
hes o�sets, en étant orientée dans les mêmes dire
tion et sens

que la normale en 
haque point de l'é
hantillonnage :

Fext(pq,r) = −γ
(
∂S(uq, vr)

∂u
× ∂S(uq, vr)

∂v

)

, (5.4)

ave
 γ > 0 un 
÷�
ient de pondération.
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For
e interne et préservation des distan
es - Parmi les di�érents treillis existants

dans la littérature, le modèle de [Provot, 1996℄ est fréquemment utilisé pour la déforma-

tion de vêtements. Il est 
onstitué par des ressorts d'étirement 
onne
tant les éléments du

voisinage quadrangulaire, des ressorts de 
isaillement liant 
haque parti
ule à son voisinage

diagonal, et des ressorts de �exion 
ontr�lant la résistan
e à la 
ourbure.

Pour 
ontr�ler le positionnement d'un point d'après son voisinage dire
t, nous utiliserons

de même quatre ressorts d'étirement (
f. �gure 5.13(a)). La loi de Hooke, utilisée pour

l'élasti
ité des ressorts et la préservation des distan
es (
f. équation 5.5), permet un retour

des ressorts à leur position de repos en l'absen
e de for
es externes.

Fstretch(E
int
q,r ) =

∑

k,l

kqr,kl
(
(pk,l − pq,r)− L0

qr,kl

) pk,l − pq,r
‖pk,l − pq,r‖

, (5.5)

où kqr,kl est la raideur du ressort entre Eint
q,r et Eint

k,l si elles sont voisines, et L0
qr,kl est sa

longueur au repos.

En outre, le réseau Eint
pouvant néanmoins être sujet à un glissement à l'intérieur de

l'enveloppe de Eext
, un autre ressort est 
onsidéré. Une � for
e de liaison � Flink est 
réée

pour imposer la 
onnexion entre Eint
et Eext

. Les points Eint
q,r et S(uq, vr) sont liés :

Flink(E
int
q,r ) = k̂q,r

(

‖S(uq, vr)− pq,r‖ − L̂0
q,r

) S(uq, vr)− pq,r
‖S(uq, vr)− pq,r‖

, (5.6)

où k̂q,r est la raideur du ressort entre pq,r et S(uq, vr), et L̂
0
q,r est sa longueur au repos.

Finalement, a�n de garantir que la distan
e-o�set soit respe
tée malgré le glissement, un

dernier ressort est ajouté dynamiquement pendant la pro
édure de 
onstru
tion, générant

la for
e Fortho (
f. �gure 5.13(b)). Une proje
tion orthogonale p⊥q,r de Eint
q,r sur la surfa
e S

est e�e
tuée :

Fortho(E
int
q,r ) = k̃q,r

(

‖p⊥q,r − pq,r‖ − L̃0
q,r

) p⊥q,r − pq,r

‖p⊥q,r − pq,r‖
, (5.7)

où k̃q,r est la raideur du ressort entre pq,r et p
⊥
q,r, et L̃

0
q,r est sa longueur au repos.
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p
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,r

L
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L q,
r/q

-1
,r
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kq,
r/q

-1
,r

kq,r/q,r+1

kq,
r/q

+1
,r

0

0

0

0

(a) Loi de Hooke en pq,r

pq,r+1

pq+1,r

pq−1,r

pq,r−1

S(uq, vr)

pq,r

L̂0
q,r k̂q,r

Surface S

L̃0
q,r k̃q,r
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L 0
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L0
qr,qr−1

L0
qr,q−1 r

(b) Treillis à six ressorts

Figure 5.13. Treillis du système en 
haque parti
ule Eint
q,r .
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L'a
tion 
onjuguée des deux ressorts supplémentaires doit permettre d'éviter une dégénéres-


en
e du système interne par les ressorts d'étirement, tout en 
her
hant à 
onserver la di-

re
tion de la normale à la surfa
e. La for
e interne Fint se formule �nalement par :

Fint(E
int
q,r ) = Fstretch(E

int
q,r ) + Flink(E

int
q,r ) + Fortho(E

int
q,r ) (5.8)

D'autres grandeurs sont souvent préservées dans les systèmes masses-ressorts, telles que

l'aire ou le volume. Nous ne voulons pas que le système revienne au repos, 
e qui 
onduirait

au maillage dégénéré initial. Ces deux 
ontraintes ne sont don
 pas utilisées.

For
e d'amortissement - Une for
e d'amortissement de Kelvin-Voigt est ajoutée pour

stabiliser le système, appliquée dans la dire
tion opposée à la vélo
ité :

Fdamp(E
int
q,r ) = −ηṗq,r (5.9)

où η est le 
÷�
ient d'amortissement et ṗq,r la vitesse de la parti
ule Eint
q,r .

5.3.2.3 Le s
héma d'intégration

La for
e totale du système appliquée sur en Eint
q,r à un instant t est �nalement :

Ftot(E
int
q,r , t) = Fint(E

int
q,r , t) + Fdamp(E

int
q,r , t) + Fext(E

int
q,r , t) (5.10)

La méthode 
hoisie pour résoudre la se
onde loi de Newton est le s
héma expli
ite de

Euler. Ce type de s
héma n'est stable qu'à la 
ondition d'utiliser un pas de temps su�sam-

ment petit, 
e qui est déjà le 
as pour la gestion des interse
tions. La mise à jour de la

position pq,r au temps t+∆t s'obtient de la manière suivante :







p̈q,r(t+∆t) = Ftot(E
int
q,r , t)

ṗq,r(t+∆t) = ṗq,r(t) + ∆t p̈q,r(t+∆t)

pq,r(t+∆t) = pq,r(t) + ∆t ṗq,r(t+∆t)

(5.11)

La valeur de ∆t ne doit pas ex
éder la période naturelle du système (
f. [Provot, 1996℄).

Une rédu
tion de 
e pas est né
essaire en 
as d'augmentation des 
onstantes de raideur.

La dé�nition des énergies du système et le s
héma d'intégration 
al
ulant les positions

des parti
ules 
onditionnent le 
omportement du réseau (
f. [Bay et al., 2012
℄), sous réserve

d'un paramétrage adapté. Le paragraphe suivant détaille 
omment la quantité relativement

importante de 
es valeurs in
onnues est prise en 
ompte pour la 
onstru
tion d'o�set.

5.3.3 Paramétrage du système

Les for
es introduites au paragraphe 5.3.2.1 requièrent un fort paramétrage du système.

Au total, nous avons (M1M2 + 2(M1 + 1)(M2 + 1) + 3) paramètres :

• un paramètre γ pour la for
e externe (sous hypothèse d'isotropie) ;
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• un paramètre η pour l'amortissement (sous hypothèse d'isotropie) ;

• un pas de temps ∆t ;

• M1 M2 ressorts d'étirement, 2(M1 + 1)(M2 + 1) ressorts de liaison et orthogonaux

(sans les redondan
es).

Déterminer les valeurs optimales de 
haque paramètre 
onsommerait trop de temps de


al
ul, sans être numériquement justi�able. Cependant, une analyse du r�le de 
haque ressort

permet de diminuer 
e nombre. Les paramètres γ, η et ∆t étant di�
ilement asso
iables à

des quantités physiques, le 
hoix de leur valeur restera empirique.

En émettant l'hypothèse d'un e�et isotropique pour la tension en 
haque parti
ule Eint
q,r ,

les paramètres kqr,kl de l'équation 5.5 sont réduits à une seule in
onnue kqr. Ces valeurs

évoluent pendant les simulations pour éviter les auto-interse
tions (
f. paragraphe 5.3.4).

Similairement, les longueurs au repos L0
qr,kl sont rempla
ées par L0

qr. Leurs valeurs sont les

longueurs des ressorts à l'issue d'une augmentation graduelle de la for
e de tension jusqu'à


e que l'OBB du maillage interne atteigne 10 % de son volume initial (seuil �xé).

Con
ernant les for
es de 
onnexion et orthogonale, la longueur au repos des ressorts est

la distan
e-o�set d, soit L̂0
q,r = d et L̃0

q,r = d. En 
onsidérant une fois en
ore l'hypothèse

d'isotropie, nous �xons k̂q,r = k̃q,r = K, ave
 K le 
÷�
ient de raideur unique 
onne
tant

les maillages interne et externe. Il est déterminé de sorte à avoir un modèle stable en �xant

γ et η à 1. La valeur elle-même est moins importante que l'ordre de grandeur.

En outre, puisque notre priorité n'est pas de 
réer un système temps-réel, prendre un

pas de temps très petit n'est pas un problème.

Finalement, de l'ensemble des (M1M2 + 2(M1 + 1)(M2 + 1) + 3) in
onnues, il reste γ, η

etK à déterminer empiriquement. Leurs valeurs initiales sont référen
ées dans le tableau 5.2.

Table 5.2. Valeurs initiales des paramètres.

Paramètre Valeur

Pas de temps ∆t 0.001 (s)

Pondération γ 1

Pondération η 1

Longueur au repos L0
ij 0.01 (mm)

Longueur au repos L̂0
i,j d (mm)

Longueur au repos L̃0
i,j d (mm)

C÷�
ient de tension kij 102

Raideur orthogonale k̂i,j 102

Raideur de 
onnexion k̃i,j 102

Comme introduit dans 
e paragraphe, la valeur de 
ertains 
÷�
ients est modi�ée en 
as

d'auto-interse
tions dans le réseau. Le paragraphe 5.3.4 détaille le prin
ipe de 
ette gestion.
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5.3.4 Corre
tion des auto-interse
tions lo
ales

Trois types di�érents de 
ollision peuvent 
ohabiter. Les auto-interse
tions lo
ales

(en 
as de 
ourbure trop importante), les auto-interse
tions globales (en 
as d'épaisseur

trop grande ou de manque de 
ontr�le des for
es du système), et les interse
tions entre

organes (en 
as d'erreurs de la dis
rétisation). Cette dernière sera traitée par l'étape de

modélisation physique ave
 l'appli
ation de pénalités sur les maillages en 
onta
t.

Deux orientations majeures peuvent être mises en éviden
e dans la littérature pour le

traitement des 
ollisions entre objets non-
onvexes : la subdivision hiérar
hique de modèles

pour les objets �xes, et la 
ohéren
e temporelle pour les objets déformables. La première

utilise les volumes englobants (OBB, AABB, . . . ) et les stru
tures en arbre pour tester les


onta
ts (
f. les travaux de [Van Den Bergen, 1997, Ramirez et al., 2006℄), mais est inadap-

tée pour les objets déformables. La se
onde 
onsidère la 
ohéren
e temporelle en utilisant les

résultats aux pas de temps pré
édents pour a

élérer les 
al
uls. Une appro
he plus e�
a
e

en termes de temps de 
al
ul est proposée par [Guy and Debunne, 2004℄, dans laquelle des

régions de 
ollision potentielle sont déterminées et mises à jour ave
 une méthode aléatoire

de Monte-Carlo (
f. les travaux de [Tes
hner et al., 2004℄ pour plus de détails).

Au 
ontraire de 
es appro
hes, les propriétés du modèle élastique sont exploitées dans

notre 
as, à savoir un 
ontr�le des repliements par une adaptation des paramètres

de tension . Nous sommes ainsi limités aux auto-interse
tions lo
ales. Par la suite, un

quadrangle du maillage interne est 
onsidéré 
omme présentant une auto-interse
tion s'il

est 
roisé (
f. �gures 5.14(a) et 5.14(b)). La solution suivante 
onsiste en deux phases :

déte
ter les quadrangles présentant une dégénéres
en
e et 
orriger l'erreur.

Normale

Trigonométrique

(a) Angles 
orre
tement orientés

Trigonométrique

Anti-trigonométrique

Normale

(b) Quadrangle 
roisé

+

C−

C+

α

β

(
) Angles orientés α > 0 et β < 0

Figure 5.14. Relation entre quadrangles 
roisés et angles orientés.

La phase de déte
tion repose sur les angles orientés. Soient Eint
q,r la parti
ule en laquelle

l'angle orienté est 
al
ulée, (
−−−−−−−→
Eint

q,rE
int
q+1,r,

−−−−−−−→
Eint

q,rE
int
q,r+1) l'angle orienté. Si la mesure prin
ipale de

l'angle est située sur le demi-
er
le supérieure du 
er
le trigonométrique (
f. �gure 5.14(
)),

l'angle orienté est positif, sinon il est négatif et 
orrespond à une auto-interse
tion.
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La phase de 
orre
tion s'applique si un quandrangle est déte
té 
roisé en Eint
q,r . La

tâ
he 
onsiste à augmenter lo
alement la tension du maillage interne ave
 le 
÷�
ient

de raideur kqr. Des pré
autions sont à prendre pour ne pas dé�nir de raideur trop élevée

par rapport au voisinage. Les valeurs maximales des 
onstantes de raideur sont dé�nies

en prétraitement, et 
orrespondent à 
elles permettant d'atteindre un volume de l'OBB du

maillage interne de l'ordre de 10% de son volume initial (seuil �xé). L'évolution de la raideur

est linéaire (
f. �gure 5.15(a)) jusqu'à atteindre le palier maximal.

Puisqu'une auto-interse
tion peut ne pas être provoquée uniquement par une seule par-

ti
ule mal positionnée, la tension a
quise en Eint
q,r est étalée sur son 2-voisinage (
f. �g-

ure 5.15(b)), ave
 une dé
roissan
e géométrique ge (ave
 g la proportion entre les valeurs

de raideur, et e la profondeur du voisinage pour la parti
ule 
onsidérée).

R
ai

d
eu

r
q

u
ad

ra
n

g
u

la
ire

Tension nécessaire

Raideur menant à 10% du volume initial

Raideur initiale

(a) Évolution de la raideur quadrangulaire

1-Voisinage
2-Voisnage

Particule modifiée
b

b

b

b

b

(b) Re
her
he d'un 2-voisinage

Figure 5.15. Opérations pendant la phase de 
orre
tion.

La pro
édure étant terminée, la partie 5.3.5 illustre les résultats de son appli
ation.

5.3.5 Implémentation et résultats

Après la présentation des 
ritères d'arrêt utilisés lors de l'implémentation, l'appli
ation

de la méthode 
on
ernera les mêmes formes que pour l'o�set paramétrique.

5.3.5.1 Critères d'arrêt

La pro
édure, illustrée par la �gure 5.16, s'arrête lorsque le nombre de 
ou
hes à 
on-

struire est atteint, ou en 
as de stagnation du système, formulée telle que :

max
q,r
‖ṗq,r‖∆ t ≤ εstag , (5.12)

ave
 εstag le seuil de stagnation �xé au préalable.

5.3.5.2 Étude qualitative et quantitative pour les superellipsoïdes

Ce paragraphe 
ompare la 
onstru
tion d'o�sets obtenus ave
 l'appro
he paramétrique

et élastique. Une toupie et une 
arambole, superellipsoïdes à arêtes vives, sont utilisées par la

suite. Puisque la vadilité d'une appro
he o�set dépend de l'absen
e d'auto-interse
tions mais
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Entrées :S ∈ R
3

Sortie : mailllage d’hexaèdres homogène

CRITÈRE D’ARRÊT

• Tant que :

INITIALISATION

• Initialisation à0 de l’ensemble des forces

• Échantillonnage deS : Eext = {S(uq, vr)}M1,M2
q,r=0

oui

non
Critères vérifiés

• Création du système de particules{Eint
q,r }M1,M2

q,r=0

Construction du maillage hexaédrique

P
ou

r
ch

aq
ue
E

in
t

q
,r

• it← 0

it < Itmax

max
q,r
‖ṗq,r‖∆ t ≤ εstag

• Calcul des forcesFint etFext

• Application du schéma d’intégration pour calculerpq,r(t+∆t)

• Vérification des auto-intersections

d, K, η, γ, ∆t, εstag ∈ R

M1, M2, Itmax etNlay ∈ N

• it← it+ 1

Figure 5.16. Algorithme global de la pro
édure d'o�set par l'appro
he masses-ressorts.

également de la pré
ision de la distan
e entre le 
ontour interne et externe, les statistiques

des
riptives suivantes seront utilisées pour dé
rire les résultats :

• la distan
e minimale, maximale et moyenne entre le maillage interne et la génératri
e ;

• l'é
art-type entre 
es mesures ;

• la proportion des éléments situés à plus de 90% et 100% de la distan
e-o�set.

Le tableau 5.3 fait tout d'abord référen
e à une 
arambole (de 200 mm de hauteur).

Nous pouvons 
onstater immédiatement les 
onséquen
es numériques de la présen
e d'auto-

interse
tions ave
 la B-spline. Au 
ontraire, l'appro
he par ressorts a permis de se débarrasser

des dégénéres
en
es, en atteignant au moins une distan
e égale à l'épaisseur de 15mm prévue

pour la 
arambole en tout point. La valeur maximale de 20.4 provient de l'augmentation de

la tension du maillage pour éviter les 
hevau
hements lo
aux.

Table 5.3. Statistiques (en mm) de la 
réation d'un o�set de 15 mm d'une 
arambole.

Min. Max. Moy. E.Type ≥ 90% ≥ 100% Auto-int. Temps (s)

B-spline 0.006 18.0 10.8 22.2 38.4 18.3 oui 13

Ressorts 15.0 20.4 15.6 0.7 100 100 non 8
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Les �gures 5.17(a) et 5.17(b) illustrent les résultats ave
 
haque appro
he. Bien que la B-

spline présente un 
hevau
hement important au niveau des arêtes vives, les for
es élastiques

remédient au problème, 
réant une surfa
e quasiment plane dans 
es zones.

(a) Constru
tion paramétrique (b) Constru
tion par les ressorts

Figure 5.17. Création de l'o�set-interne d'une 
arambole par deux appro
hes.

Nous pouvons retrouver les mêmes 
on
lusions ave
 une toupie (de 400 mm de hauteur).

De nouveau, la méthode masses-ressorts ne présente pas de 
hevau
hements. Ave
 une épais-

seur de 35 mm, les interse
tions se trouvent 
ette fois-
i aux pointes. Une proportion de 5%

environ n'a 
ependant pas été atteint, sans doute dû à la 
ontra
tion dans 
es zones.

Table 5.4. Statistiques (en mm) de la 
réation d'un o�set de 35 mm d'une toupie.

Min. Max. Moy. E.Type ≥ 90% ≥ 100% Auto-int. Temps (s)

B-spline 0.044 44.7 19.7 10.6 20.4 10 oui 15

Ressorts 34.2 43.9 36.5 4.2 100 95 non 9

La �gure 5.18(b) montre 
lairement la disparition des 
hevau
hements aux extrémités

que nous pouvons retrouver à la �gure 5.18(a) ave
 la B-spline.

(a) Constru
tion paramétrique (b) Constru
tion par les ressorts

Figure 5.18. Création de l'o�set-interne d'une toupie par deux appro
hes.
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5.3.5.3 Étude qualitative et quantitative pour les organes pelviens

La méthode est appliquée sur le re
tum, ave
 une valeur d'épaisseur de la membrane de

5.5 mm. Le tableau 5.5 
ompare numériquement les appro
hes paramétrique et élastique.

Table 5.5. Statistiques (en mm) de la 
réation d'un o�set de 5.5 mm d'un re
tum.

Min. Max. Moy. E.Type ≥ 90% ≥ 100% Auto-int. Temps (s)

B-spline 0.78 6.43 4.12 1.54 46.8 26.3 oui 15

Ressorts 2.1 7.4 5.7 1.4 70 66 non 13

Nous pouvons de nouveau remarquer que l'appro
he par masses-ressorts gère mieux

les 
hangements de 
ourbure, puisqu'au
une auto-interse
tion n'est 
onstatée. Les valeurs

inférieures à 5.5 mm sont présentes aux extrémités plus étroites de l'organe.

Les �gures 5.20(a) et 5.20(b) illustrent le maillage résultant sans 
hevau
hement aux

extrémités, 
omparées aux résultats des �gures 5.19(a) et 5.19(b) ave
 la B-spline.

(a) Auto-interse
tions aux extrémités (b) Coupe du maillage

Figure 5.19. Création d'une paroi re
tale ave
 5 
ou
hes par l'appro
he paramétrique.

(a) O�set-interne sans auto-interse
tion (b) Coupe du maillage

Figure 5.20. Création d'une paroi re
tale ave
 5 
ou
hes par l'appro
he masses-ressorts.
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5.3.6 Con
lusions sur la 
onstru
tion par le système masses-ressorts

La 
onstru
tion de l'o�set a reposé sur une appro
he dis
rète gouvernée par un sys-

tème masses-ressorts. Une gestion de la tension entre les parti
ules du maillage interne a

été entreprise pour éliminer les auto-interse
tions lo
ales ave
 les épaisseurs 
onsidérées. La

méthode présente des intérêts par sa fa
ilité d'implémentation qui permet d'obtenir rapi-

dement des résultats pro
hes de 
eux attendus. Les propriétés de la forme paramétrique

sont en outre utilisées, servant entre autres à la lo
alisation pré
ise de points projetés sur

la surfa
e.

Cependant, le paramétrage empirique des for
es est important et inévitable. Un 
ontr�le

du pro
essus serait en
ore né
essaire pour arriver à l'épaisseur exa
te re
her
hée pour des

formes présentant des 
hangements importants de 
ourbure. Les auto-interse
tions globales

ne sont par ailleurs pas traitées, 
e qui pourrait être a

ompli par un pro
essus de pénalité

en 
as de trop grande proximité entre deux parti
ules non-voisines. En outre, dans le 
adre

de la 
réation de l'ensemble utérus/vagin, au
un paramètre de raideur n'a pu être déteminé

sans 
onduire à une instabilité du système, 
onséquen
e de l'épaisseur trop di�érente entre

les deux organes (
f. tableau 5.1). La gestion de la tension par les ressorts est à sa limite, il

nous faut don
 trouver une autre appro
he permettant de traiter 
e 
as de �gure.

L'idée de la te
hnique dé
rite à la partie suivante propose une solution à 
e problème.

Par ailleurs, si la surfa
e présente au départ des irrégularités de forme 
omme le montrent

nos 
as d'étude (un re
tum n'a pas de fortes zones de 
on
avités dans la réalité), elles seront

transmises dire
tement vers l'intérieur. Nous allons de 
e fait nous ins
rire dans une per-

spe
tive inverse, à savoir estimer dire
tement le positionnement de la 
avité interne sans

partir du maillage ou de la surfa
e externe. Le pro�l général de l'organe, représenté par

son diamètre généralisé obtenu à l'étape d'ajustement de la surfa
e, servira de base pour la


réation de l'o�set-interne.
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5.4 Appro
he par 
roissan
e d'axe médian non-linéaire

La représentation dis
rète est une nouvelle fois utilisée dans 
ette partie. Nous proposons


i-dessous de ne pas nous baser dire
tement sur la surfa
e paramétrique pour 
onstruire

l'o�set-interne, 
ontrairement aux méthodes habituelles qui transfèrent ainsi les erreurs

de l'étape d'a
quisition des données (
f. [Bay et al., 2012b℄).

5.4.1 Formulation générale de la méthode

Pour les organes tels que l'utérus, la 
avité interne est si min
e que les parois opposées

semblent a

olées. Parvenir à 
ette extrémité en partant du 
ontour externe de la surfa
e est

une opération 
omplexe. Elle né
essite un système de gestion de 
ontraintes su�samment

robuste pour pallier de plus en plus de dégénéres
en
es sur le maillage interne au fur et à

mesure que l'épaisseur 
onsidérée est grande.

La méthode suivante 
ontourne 
ependant 
ette di�
ulté, en dé�nissant la 
roissan
e

d'un 
ylindre généralisé vers le maillage externe (issu de la dis
rétisation de la surfa
e ajustée

aux données), initialisé à partir de l'axe médian non-linéaire de la forme 3D que nous avons

dé
rit au 
hapitre 3 (
f. �gure 5.21). Son prin
ipe repose sur une su

ession de trois étapes :

1. 
onstru
tion de l'axe médian 
urviligne initialisant le pro
essus ;

2. positionnement du maillage initial le long de 
e pro�l ;

3. évolution du système vers le maillage externe pour 
onstruire la 
avité interne.
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Figure 5.21. S
hématisation 2D de l'appro
he par l'axe médian.

Nous ne reviendrons pas sur le premier point, déjà abordé pendant la phase d'initial-

isation de la pro
édure d'ajustement de la surfa
e S (
f. partie 3.3 du 
hapitre 3). Nous

introduisons les notations né
essaires pour la suite.

On notera C la 
ourbe de Bézier assimilée à l'axe médian des données D, et d'extrémités

A et B. Nous rappelons que l'axe (AB) 
orrespond à la dire
tion prin
ipale du 
ontour de

la forme (issue de l'ACP). Soit {M0
i,j}

M1,M2
i,j=0 le maillage externe 
orrespondant à l'é
han-

tillonnage uniforme de (M1 + 1)(M2 + 1) points de S. La dire
tion paramétrique u évolue
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toujours selon les � parallèles � de la forme fermée (par
ours de M0 en lignes), et la dire
tion

paramétrique v selon les � méridiens � (par
ours de M0 en 
olonnes).

5.4.1.1 Positionnement du maillage initial

Le positionnement du maillage initial présente de nouveau de fortes similarités ave


l'étape d'initialisation. Dans la même idée, 
haque ensemble {M1
i,.}M1

i=0 dé
rit un plan, posi-

tionné à équidistan
e de ses voisins et orthogonalement à la tangente à la 
ourbe. La distan
e

entre leur 
entre de gravité et 
haque point M1
i,j est �xée à 1 mm (seuil 
hoisi 
omme valeur

minimale de la 
avité interne des organes pour éviter un a

olement des parois opposées).

A�n de pouvoir donner un e�et pin
é à la membrane aux extrémités, il est né
essaire

d'éviter que les maillages M0
et M1

soient en 
onta
t en A et B. Les deux ensembles

{M1
i,0}M1

i=0 et {M1
i,M2
}M1
i=0 (dégénérés en un point 
omme {M0

i,0}M1
i=0 et {M0

i,M2
}M1
i=0) doivent

être repositionnés. Soit d⋆ la valeur de leur dépla
ement sur C. A�n de pouvoir ra

our
ir

au besoin la distan
e aux extrémités A et B, la valeur de d⋆ est 
hoisie dans l'intervalle

]0, d[, ave
 d la distan
e-o�set.

Toutefois, des pré
autions sont à prendre, puisque la séquen
e des paramètres asso
iés

aux 
entres de gravité des ensembles {M1
.,j}M2

j=0 peut ne plus être ordonnée ave
 
es dépla
e-

ments. Soit t0 le paramètre 
orrespondant au 
entre de gravité de {M1
i,0}M1

i=0. Une 
orre
tion

est à appliquer si le paramètre immédiatement supérieur à t0 n'est plus t1, 
e qui revient à

déterminer l'indi
e ind tel que :

tind =

{

tk t.q. |t0 − tk| = min
l

(|t0 − tl|) , t0 < tk, 0 < k ≤M2

}

(5.13)

Les paramètres avant t0 sont alors repla
és à égale distan
e entre t0 et tind (
f. �g-

ure 5.22).

t1 t2 t3 t4
×
t

0

t4
×
t

0

t’3t’2t’1t1 t2 t3 t4

t
0

×
t3

...

Paramètres ordonnés Paramètre t0 mal placé Modification des 3 plus faibles valeurs

Figure 5.22. De gau
he à droite : séquen
e ordonnée, et 
as non-ordonnée ave
 
orre
tion.

En�n, une réorientation des points {M1
.,j} de 
haque 
er
le est e�e
tuée pour éviter

un 
roisement des liaisons entre M0 et M1. Pour le jème 
er
le, les points {M1
i,j}M1

i=0 sont

répartis uniformément. Le 
er
le est ensuite orienté a�n d'avoir la plus 
ourte distan
e

Eu
lidienne entre M0
0,j et M

1
0,j . Chaque point M1

i,j , ave
 i ≥ 1, est repositionné tel que la

longueur ‖M1
i,jM

1
i+1,j‖ soit proportionnelle à ‖M0

i,jM
0
i+1,j‖, par rapport à la longueur totale

de {M0
.,j}M2

j=0 (somme des longueurs de 
haque segment de {M0
.,j}M2

j=0. La �gure 5.23 illustre

le résultat.
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Figure 5.23. Pla
ement du maillage interne et repositionnement des extrémités, ave
 cM2−1

le 
entre de gravité de {M1
.,M2−1} et cM2 le 
entre de gravité de {M1

.,M2
}.

5.4.1.2 Évolution du maillage et prise en 
ompte des auto-interse
tions

La dernière étape 
onsiste �nalement à l'évolution du maillage interne vers l'extérieur.

Le système n'autorise le dépla
ement d'un point M1
i,j qu'à la 
ondition que 
ha
une des


ontraintes suivantes soit respe
tée.

1. absen
e d'auto-interse
tions lo
ales : les quadrangles asso
iés àM1
i,j ne sont pas 
roisés

(
f. paragraphe 5.3.4) ;

2. absen
e d'auto-interse
tions globales : le segment

[

M0
i,jM

1
i,j

]

ne traverse au
un quad-

rangle de M0
ou M1

;

3. test de distan
e : la distan
e de M1
i,j à son projeté orthogonal sur S est inférieure à la

distan
e-o�set d.

Soit ∆x > 0 le pas de dépla
ement. La position au temps t+∆t de M1
i,j(t) est 
al
ulée par :

M1
i,j(t+∆t) = M1

i,j(t) + ∆x

−−−−−−−−−→
M1

i,j(t)M
0
i,j(t)

‖M1
i,j(t)M

0
i,j(t)‖

(5.14)

La pro
édure étant terminée, la partie 5.4.2 illustre maintenant les résultats de son

appli
ation.

5.4.2 Implémentation et résultats

Après la présentation des 
ritères d'arrêt utilisés lors de l'implémentation, les 
on-

séquen
es de l'appli
ation de la méthode seront mises en éviden
e par son appli
ation sur

des superellipsoïdes et des organes pelviens.

5.4.2.1 Critères d'arrêt

De même que pour l'appro
he par les masses-ressorts, le pro
essus basé sur l'axe médian

(illustré par le s
héma 5.24) s'arrête dès que le nombre maximal d'itérations Itmax est atteint

ou en 
as de stagnation de l'évolution du système, formulée par :

‖M1
i,j(t+∆t)M0

i,j‖ > d ∀i ∈ {0, . . . ,M1}, j ∈ {0, . . . ,M2} (5.15)
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Entrées :S, C ∈ R
3, d, d⋆, ∆t, Deltax ∈ R

Sortie : mailllage d’hexaèdres homogène

CRITÈRE D’ARRÊT

• Tant que :

INITIALISATION

• Initialisation du mailage interneM1

• Échantillonnage deS pour construireM0

oui

non
Critères vérifiés

Construction du maillage hexaédrique

É
vo

lu
tio

n
de

M
1

• it← 0

it < Itmax

‖M1
i,j(t+∆t)M0

i,j‖ > d ∀i, j

•Mise à jour deM1

• Test d’auto-intersections locales

• Test d’auto-intersections globales

M1, M2, Itmax etNlay ∈ N

• it← it+ 1

POSITIONNEMENT DEM1

• Calcul des centres{cj}M2
j=0

• Déplacement des centres aux extrémités jusqu’à la distanced⋆

• it← 0

• Pour chaque cerclej, positionnement des poins{M1
i,j}M1

i=0

• Test de distance

Figure 5.24. Algorithme global de la pro
édure d'o�set basée sur l'axe médian non-linéaire.

5.4.2.2 Étude pour les superellipsoïdes

La �nalité de 
ette méthode n'est pas de positionner l'o�set-interne à une distan
e au

moins égale à l'épaisseur d en tout point, mais de 
ontr�ler l'é
art entre les 
ontours externe

et interne aux � extrémités � de l'organe ave
 le paramètre d⋆. En appliquant 
e prin
ipe à

la 
onstru
tion de l'o�set d'une toupie ave
 d⋆ = d, le tableau 5.6 
omparent les résultats

numériques obtenus ave
 la méthode basée sur l'axe 
urviligne à 
eux issus de l'appro
he

par masses-ressorts de [Bay et al., 2012
℄.

Table 5.6. Statistiques (en mm) de la 
réation d'un o�set de 35 mm d'une toupie.

Min. Max. Moy. E.Type ≥ 90% ≥ 100% Auto-int. Temps (s)

Ressorts 34.2 43.9 36.5 4.2 100 95 non 9

Axe 
urv. 21 39 34 6.6 72 51 non 11
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La 
onséquen
e est évidemment que bien moins d'éléments sont situés à la distan
e

minimum de 15 mm. Cependant, nous pouvons désormais obtenir un maillage en dé�nissant

des � �xations � du 
ontour interne pour 
onstruire un o�set d'épaisseurs très variables.

5.4.2.3 Étude qualitative et quantitative pour les organes pelviens

La méthode est appliquée sur la vessie, le re
tum et l'ensemble utérus/vagin, ave
 des

épaisseurs respe
tives de 5.5, 5.5 et 20 mm d'épaisseur (la vessie ne présentant pas de prob-

lème pour 3.5 mm, nous testerons l'algorithme jusqu'à la valeur 
orrespondant à l'épaisseur

maximale répertoriée au tableau 5.1).

Étude quantitative - Ce paragraphe 
ompare l'appro
he élastique et 
elle basée sur l'axe

médian pour la vessie et le re
tum.

Le tableau 5.7 résume les statistiques des distan
es entre les 
ontours interne et externe

pour la vessie. La dernière ligne (� Axe (sans) �), 
orrespondant à l'appli
ation de la méthode

par l'axe 
urviligne sans intégrer les points aux extrémités qui n'évoluent pas après le départ,

présente les meilleurs résultats. Les �gures 5.25(a) et 5.25(b) illustrant les appro
hes ne

montrent pas de di�éren
e parti
ulière. Le passage à l'épaisseur de 5.5 mm ne pose au
un

problème.

Table 5.7. Statistiques (en mm) de la 
réation de l'o�set de la vessie.

Min. Max. Moy. E.Type ≥ 90% ≥ 100% Auto-int. Temps (s)

Ressorts 5.27 8.54 7.08 0.4 100 99.6 non 8

Axe 
urv. 4.5 5.6 5.44 0.3 91 79 non 10

Axe (sans) 5.3 5.6 5.5 0.2 100 100 non 10

(a) Appro
he élastique (b) Appro
he par axe médian

Figure 5.25. Constru
tions de l'o�set-interne de la vessie.

Le même travail est e�e
tué pour le re
tum, ave
 le tableau 5.8. Le système de ressorts se

débarrasse e�e
tivement des auto-interse
tions, mais reste pro
he du 
ontour externe dans

les zones qui ont été sujettes aux dégénéres
en
es ave
 un minimum de 2.07 mm.
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Table 5.8. Statistiques (en mm) de la 
réation de l'o�set du re
tum.

Min. Max. Moy. E.Type ≥ 90% ≥ 100% Auto-int. Temps (s)

Ressorts 2.1 7.4 5.7 1.45 70 66 non 24

Axe 
urv. 2.49 5.6 4.96 1 71 66 non 13

Axe (sans) 5.4 5.6 5.5 0.08 100 100 non 13

Contrairement à l'exemple pré
édent, la �gure 5.26(b) met en éviden
e la prolongation

du maillage interne aux extrémités, 
omparé à la �gure 5.26(a) où la forme interne est

davantage 
ontra
tée à l'intérieur.

(a) Appro
he élastique (b) Appro
he par axe médian

Figure 5.26. Constru
tions de l'o�set-interne du re
tum.

La �gure 5.26(b) représente le dé
ouplement entre la surfa
e externe ajustée aux don-

nées et la 
avité interne. En e�et, la 
avité de la forme re
onstruite satisfait la réalité phys-

iologique que nous avons imposée. Les organes doivent être par
ourus d'un bout à l'autre,

et bien qu'il soit di�
ile d'estimer à quel empla
ement les sphin
ters se situent (les mus
les


ir
ulaires assurant la fermeture des 
onduits aux extrémités), ils ne devraient pas être lo-


alisés autant vers l'intérieur du re
tum 
omme l'appro
he par masses-ressorts le suggère.

Le résultat de la �gure 5.26(a) est plus fortement 
onditionné par la forme de la surfa
e (
f.

�gure 5.27) que l'appro
he par axe médian. Nous mettons ainsi en éviden
e l'impa
t des

erreurs produites par l'a
quisition des données sur la 
réation de l'o�set-interne.

Figure 5.27. Surfa
e ajustée du re
tum (génératri
e) : mise en éviden
e (en noir) de la

forme 
reusée à une extrémité, éloignée de la réalité anatomique suite aux erreurs de saisie.
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Stabilité de l'évolution - Les di�éren
es en termes de robustesse et de stabilité entre

les méthodes par masses-ressorts et par axe médian sont mises en éviden
e ave
 la vessie.

Les histogrammes 5.28(a) à 5.28(d) illustrent l'évolution temporelle des épaisseurs.

(a) Ressorts : évolution vers l'intérieur, ave
 γ = 0.5 (b) Ressorts : évolution vers l'intérieur, ave
 γ = 1

(
) Ressorts : évolution vers l'intérieur, ave
 γ = 2 (d) Par l'axe médian : 
roissan
e vers l'extérieur

Figure 5.28. Évolution de l'épaisseur de vessie par rapport au temps de simulation.

Le système masses-ressorts, di�
ile à 
ontr�ler, 
onduit seulement à une épaisseur de 7

mm, 
ontrairement à notre appro
he par l'axe médian pour laquelle l'obje
tif de 5.5 mm a

été atteint (
f. �gure 5.28(d)). En outre, selon le paramétrage initial (valeur du 
÷�
ient

γ notamment) et la gestion des auto-interse
tions, de fortes os
illations sont générées (
f.

�gures 5.28(a) à 5.28(
)).

Proximité du 
ontour externe - D'un point de vue qualitatif, le re
tum présente un

ori�
e à 
haque extrémité de sa paroi. Ave
 l'appro
he basée sur l'axe médian, nous pouvons

fa
ilement diminuer lo
alement sa distan
e au 
ontour externe (
f. �gure 5.29(b)), plus


onforme à la réalité physiologique. Une telle modi�
ation ave
 les masses-ressorts serait

di�
ile à appliquer sans perturber l'énergie élastique du système à proximité des extrémités.

Les �gures 5.30(a) et 5.30(b) montrent qu'il est tout à fait possible de supprimer 
om-

plètement la distan
e ou de l'augmenter si besoin est.
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(a) Ave
 le système masses-ressorts (b) Ave
 l'axe 
urviligne : d⋆ = d

Figure 5.29. Comparaison de la proximité entre le maillage interne et externe aux ex-

trémités de la paroi re
tale.

(a) d⋆ = 0 (b) d⋆ > d

Figure 5.30. Exemples de di�érentes valeurs de d⋆.

Plusieurs épaisseurs - Le dernier point 
on
erne la 
onstru
tion du 
ontour interne de

l'ensemble utérus/vagin. L'épaisseur 
onsidérée est 
elle de l'utérus, qui est grande au regard

des autres dimensions de l'organe. Le tableau 5.9 renseigne les valeurs statistiques relatives

au pro
essus. Le premier 
onstat que nous pouvons faire 
on
erne les distan
es minimales

au 
ontour externe. La valeur de 16.5 mm reste très importante ave
 le système de ressorts.

A 
ontrario, la se
onde méthode présente un résultat de 3.4 mm. Ce dernier provient de

l'arrêt de la pro
édure dans les zones plus étroites relatives au vagin, permettant pour le


ouple utérus/vagin d'avoir un respe
t de la distan
e-o�set pour le vagin, et une adaptation

pour l'utérus plus réaliste qu'ave
 une épaisseur globale faible. Le pro
essus est don
 plus

stable 
omparé aux deux méthodes pré
édentes.

Table 5.9. Statistiques (en mm) de la 
réation de l'o�set de l'utérus/vagin.

Min. Max. Moy. E.Type ≥ 90% ≥ 100% Auto-int. Temps (s)

Ressorts 16.5 26.8 20.7 1.8 93 73 oui 59

Axe 
urv. 3.4 19.4 18.8 5.3 72 58 non 12

Con
ernant la proportion des distan
es par rapport à l'épaisseur théorique, les résultats

sont faussés pour le système de ressorts puisque des auto-interse
tions sont déte
tées et n'ont
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pu être résorbées à 
ause de la valeur trop élevée de la distan
e-o�set (
f. �gure 5.31(a)).

Cependant, l'appro
he par l'axe médian, la valeur de 58% semble 
ohérente ave
 la pro-

portion que l'utérus o

upe dans l'ensemble des deux organes. La �gure 5.31(b) présente

�nalement la paroi interne sans auto-interse
tion.

(a) Auto-interse
tions (en bleu) ave
 le

système masses-ressorts

(b) Constru
tion ave
 l'appro
he

par l'axe médian

Figure 5.31. Constru
tion de la paroi interne de l'ensemble utérus/vagin.

5.4.3 Con
lusions de l'appro
he basée sur l'axe médian

A 
ontrario des appro
hes � 
lassiques �, la 
onstru
tion de l'o�set-interne n'est pas

basée sur une 
onnaissan
e a priori du 
ontour. L'idée a 
onsisté à estimer dès le départ

la 
avité interne. Partant de l'axe médian non-linéaire pour son positionnement, un 
ylin-

dre généralisé a été dilaté vers l'extérieur jusqu'à atteindre le volume adéquat. L'appro
he

présente plusieurs avantages :

• dé�nies au départ, les 
onne
tivités d'un maillage 
onforme d'hexaèdres sont 
on-

servées tout au long du pro
essus, permettant de fournir dire
tement le maillage ré-

sultant sans traitement a posteriori ;

• les auto-interse
tions lo
ale et globale sont gérées pendant le pro
essus de 
onstru
tion

en évitant les 
on�gurations qui les généreraient ;

• bien que les erreurs 
ausées par l'ajustement aux données se retrans
rivent dans le

maillage externe, elles ne sont pas prises en 
ompte dire
tement dans le maillage

interne puisque nous partons de l'axe non-linéaire. Les erreurs des données gênent

toutefois le pro
essus en ne permettant pas de reproduire un organe �dèle à la réalité

anatomique 
omme nous avons pu le voir ave
 les zones fortement 
on
aves du re
tum.

Il faut 
ependant pré
iser que 
ette appro
he reste limitée aux 
as de �gure présentant

un � pro�l prin
ipal net �, i.e. pour lesquels la forme a une dire
tion de par
ours prin
ipale.
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Finalement, la 
onstru
tion de 
avités internes pour des ensembles 
omme l'asso
iation

utérus/vagin, très di�érents en termes d'épaisseur, a été réalisée. La 
onnaissan
e d'une


arte d'épaisseur, non disponible à 
e jour, permettra de suivre plus pré
isément la réalité

physiologique.

5.5 Synthèse

L'obje
tif de 
e 
hapitre 
onsistait à fournir di�érents outils pour la 
onstru
tion d'o�sets-

internes. La littérature permet de mettre en éviden
e deux appro
hes souvent utilisées : la

représentation impli
ite et les te
hniques volumétriques. Nous avons voulu dé�nir une méth-

ode permettant à la fois de 
onserver un 
ontr�le dire
t sur la re
onstru
tion, et de gérer la

résolution du maillage résultant sans dé
oupage du volume englobant notre forme 3D. Pour

apporter une solution au problème, trois méthodes ont été présentées.

Tout d'abord, la partie 5.2 s'est basée sur l'appro
he paramétrique. La méthode avait

pour obje
tif de mettre en éviden
e les problèmes d'auto-interse
tions ave
 les épaisseurs

réelles. Bien que de nombreux travaux proposent des heuristiques pour déte
ter les dégénéres-


en
es, 
ertaines peuvent ne pas être dé
elées. De 
e fait, puisque notre obje
tif est de fournir

un maillage en sortie, nous nous sommes tournés vers la représentation dis
rète et des traite-

ments géométriques.

La partie 5.3 présente une appro
he orientée vers la mé
anique en introduisant des

for
es élastiques entre les points des maillages. La méthode a permis d'avoir un 
ontr�le

dire
t sur les énergies et la possibilité de tester dire
tement l'absen
e de 
hevau
hements

dans le maillage par l'augmentation lo
ale de la tension. Toutefois, 
omme toute appro
he

basée sur les ressorts, la dimension empirique a été très importante et di�
ile à maîtriser

pour obtenir des résultats pré
is. En outre, pour de fortes épaisseurs, la modi�
ation des


onstantes de raideur n'est plus su�sante.

Finalement, la partie 5.4 a adopté une orientation inverse des appro
hes a
tuelles, ave


la 
onstru
tion d'un o�set-interne à partir d'un axe médian non-linéaire 
ontinu dé
rivant

le par
ours général de la forme 3D. L'appro
he a permis de gérer les auto-interse
tions

lo
ale et globale (arrêt du pro
essus en 
as de déte
tion) et de 
réer la 
avité interne sur

tout l'intérieur, permettant d'utiliser des jeux de données à épaisseur variable. En outre,

le transfert d'erreurs issues de l'ajustement de la surfa
e aux données bruitées a été évité.

Con
ernant la pré
ision physiologique de la 
avité, il est di�
ile de se pronon
er puisque le

manque de 
onnaissan
es sur l'intérieur ne permet pas de valider les résultats. Toutefois, au

regard des 
ontraintes du problème �xées au départ, unmaillage d'hexaèdres 
onforme,

non-mixte et sans 
hevau
hement peut être e�e
tivement fourni à la modélisation

physique pour les simulations par éléments �nis.

150



Chapitre

6

Expérimentations

Sommaire

6.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

6.2 Premier exemple : l'omotondo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

6.2.1 Résultats de la pro
édure d'ajustement . . . . . . . . . . . . . . . 152

6.2.2 Résultats de la pro
édure d'o�set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

6.3 Deuxième exemple : le glaive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

6.3.1 Résultats de la pro
édure d'ajustement . . . . . . . . . . . . . . . 155

6.3.2 Résultats de la pro
édure d'o�set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

6.4 Troisième exemple : le buste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

6.4.1 Résultats de la pro
édure d'ajustement . . . . . . . . . . . . . . . 157

6.4.2 Résultats de la pro
édure d'o�set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

6.5 Synthèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

151



Chapitre 6 Expérimentations

6.1 Introdu
tion

A�n de montrer que les appro
hes vues dans les 
hapitres 3 et 5 sont adaptables à

d'autres jeux de données sortant du 
ontexte médi
al, elles sont appliquées à travers trois

exemples génériques provenant de la CAO, à savoir un omotondo, un glaive et un buste.

Pour 
haque nuage de points en entrée, la pro
édure d'initialisation, d'ajustement, et de


onstru
tion de l'o�set-interne sera entrepris.

6.2 Premier exemple : l'omotondo

Les données sont de l'ordre de 66K points, et dé
rivent un individu assis en tailleur et

se tenant la tête dans ses mains. La forme à re
onstruire est fermée, quasiment sphérique et

présentant lo
alement de fortes 
on
avités. Sa boîte orientée est de dimension 174×165×154
mm.

6.2.1 Résultats de la pro
édure d'ajustement

Le tableau 6.1 présente les résultats de l'ajustement de la surfa
e paramétrique d'ordres

4×4. La paramétrisation 0 fait référen
e aux graphes de 
onnexion par plus pro
hes voisins, à

opposer à la paramétrisation 1 qui 
on
erne la proje
tion orthogonale. La notation � 0+1 �

fait référen
e à l'appli
ation d'une proje
tion orthogonale après la paramétrisation 0. La

présen
e du signe � / � dans les tableaux 
orrespond à la non-utilisation d'un terme d'énergie

pendant la pro
édure d'ajustement.

Table 6.1. Résultats de l'ajustement de la surfa
e (30 itérations).

Param. Emax (mm) E
D→E

(mm) E
E→D

(mm) Temps (s)

Initialisation 0 11.4 3.38 2.73 2

f
D→E

0 10.1 2.22 / 15

f
E→D

0 8.97 / 1.73 16

f totale 0 4.94 1.74 0.7 40

f totale 0 + 1 3.6 1.6 / 64

Les 
on
avités et les arêtes vives 
onduisent à l'obtention d'une erreur maximum de 3.6

mm après 30 itérations. À partir des données dé
rites par la �gure 6.1(a), l'initialisation

itérative positionne au départ la surfa
e selon l'axe médian non-linéaire (
f. �gure 6.1(b)).

La surfa
e résultante de l'ajustement bidire
tionnelle est illustrée par la �gure 6.1(
).
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(a) Nuage de points (b) Surfa
e initiale et la 
arte de distan
e

(
) Surfa
e résultante

Figure 6.1. Données de l'omontondo et résultats de l'ajustement bidire
tionnel.

6.2.2 Résultats de la pro
édure d'o�set

Le tableau 6.2 résume les statistiques sur les épaisseurs après 
réation d'un o�set de

15.4 mm ave
 les trois appro
hes de 
e 
hapitre. Un maillage de taille 81 × 81 est utilisé.

Les �gures 6.2(a) à 6.2(
) illustrent les résultats relatifs à 
haque appro
he.

Table 6.2. Statistiques (en mm) de la 
réation d'un o�set de 15.4 mm de l'omotondo.

Min. Max. Moy. E.Type ≥ 90% ≥ 100% Auto-int. Temps (s)

B-spline 0.02 27 14.8 5.68 78 36 oui 24

Ressorts 12.3 30 20 1.2 100 99.6 non 32

Axe 
urv. 15.41 15.6 15.5 0.3 100 100 non 46
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(a) O�set paramétrique (b) O�set élastique

(
) O�set par l'axe médian

Figure 6.2. Exemple de re
onstru
tion d'o�sets-internes de l'omotondo.

L'appro
he moyennante par la fon
tionnelle bidire
tionnelle est la seule présentant des

auto-interse
tions. Pour le système masses-ressorts, l'augmentation de la raideur lo
ale 
on-

duit néanmoins a une épaisseur moyenne de l'ordre de 20 mm. Pour revenir à 15.4 mm,

la pondération de la for
e externe devrait être augmentée. A 
ontrario, la méthode basée

sur l'axe 
urviligne a 100% d'éléments ayant atteint la distan
e-o�set, ave
 une épaisseur

moyenne de 15.5 mm.

La pré
ision de 
ette dernière méthode dépend de la valeur du pas de dépla
ement

introduit dans la formule 5.14 de la partie 5.4. En outre, une attention parti
ulière doit

être portée pour les formes quasiment sphériques, 
ar en 
as de mauvais positionnement de

l'axe médian non-linéaire (au sens où les extrémités seraient pla
ées dans des zones isolées,

entourées de zones 
on
aves), le maillage interne n'évoluerait pas 
orre
tement.
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6.3 Deuxième exemple : le glaive

Les données sont de l'ordre de 18K points, et dé
rivent une épée 
ourte. La forme est

longiligne, ave
 des arêtes vives. Sa boîte orientée est de petite taille, ave
 pour dimensions

15.5 × 2.1× 5.5 mm.

6.3.1 Résultats de la pro
édure d'ajustement

Le tableau 6.3 présente les résultats de l'ajustement de la surfa
e paramétrique d'ordres

4 × 4. À partir des données dé
rites par la �gure 6.3(a), la surfa
e paramétrique de la

�gure 6.3(
) est obtenue.

Table 6.3. Résultats de l'ajustement de la surfa
e (30 itérations).

Param. Emax (mm) E
D→E

(mm) E
E→D

(mm) Temps (s)

Initialisation 0 0.83 0.14 0.08 1

f
D→E

0 0.21 0.03 / 4

f
E→D

0 0.27 / 0.1 4

f totale 0 0.2 0.08 0.04 20

f totale 0 + 1 0.1 0.03 / 8

(a) Nuage de points (b) Surfa
e initiale (
) Surfa
e ajustée

Figure 6.3. Données du glaive et résultats de l'ajustement bidire
tionnel.

6.3.2 Résultats de la pro
édure d'o�set

La dis
rétisation sert de base pour la 
onstru
tion des o�sets-internes ave
 une épaisseur

de 0.3 mm. Le tableau 6.4 résume les statistiques de leurs générations.
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Table 6.4. Statistiques (en mm) de la 
réation d'un o�set de 0.3 mm de l'épée.

Min. Max. Moy. E.Type ≥ 90% ≥ 100% Auto-int. Temps (s)

B-spline 0.01 0.4 0.2 0.09 89 33 oui 9

Ressorts 0.05 2.6 0.3 0.44 79 68 oui 21

Axe 
urv. 0.047 0.31 0.44 0.09 91 87 non 12

Un maillage de taille 81× 81 est utilisé. Les �gures 6.4(a) à 6.4(
) illustrent les résultats

relatifs à 
haque appro
he.

(a) O�set paramétrique (b) O�set élastique (
) O�set par l'axe médian

Figure 6.4. Exemple de re
onstru
tion d'o�sets-internes de l'épée.

Les 
ourbures sont plus importantes que pour l'omotondo. L'appro
he moyennante par

la fon
tionnelle bidire
tionnelle présente des zones d'auto-interse
tions aux extrémités de la

forme (
f. �gure 6.4(a)). L'appli
ation de la gestion lo
ale du système de ressorts ne permet

pas de 
orriger le problème (
f. auto-interse
tions en bleu à la �gure 6.4(b)), et met en

éviden
e deux 
as de �gure :

1. à la pointe : l'augmentation des 
onstantes de raideur n'a pas pu 
orriger le problème

sans entraîner d'instabilité du système ;

2. au niveau de la garde : une sortie du maillage interne de la surfa
e paramétrique est


onstatée, due à la raideur plus élevée et aux faibles longueurs au repos des ressorts.

A�n de pallier le problème, une solution s'appliquerait selon la 
on�guration du système :

1. zones 
onvexes (situation traitée) : 
ontra
tion du maillage interne ave
 faibles

longueurs et fortes raideurs des ressorts ;

2. zones 
on
aves : augmentation des longueurs au repos et diminution des raideurs

des ressorts.

Toutefois, la forme allongée de l'épée en fait un 
andidat idéal pour appliquer l'appro
he

par l'axe médian 
urviligne (
f. �gure 6.4(
)). Le maillage �nal ne présente pas d'auto-

interse
tion, et génère par 
onstru
tion l'o�set jusqu'à la pointe de l'épée à une distan
e
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pré
ise des extrémités du 
ontour externe. En outre, la proportion de distan
es non-atteintes

de 13% provient de la poignée trop �ne.

6.4 Troisième exemple : le buste

Les données sont de l'ordre de 40K et dé
rivent un buste de femme. La forme à re
on-

struire est longiligne, et sa boîte orientée est de dimension 226× 87× 121 mm.

6.4.1 Résultats de la pro
édure d'ajustement

Le tableau 6.5 présente les résultats de l'ajustement de la surfa
e d'ordres 4× 4.

Table 6.5. Résultat de l'ajustement de la surfa
e (30 itérations).

Param. Emax (mm) E
D→E

(mm) E
E→D

(mm) Temps (s)

Initialisation 0 15.9 3.08 1.72 1

f
D→E

0 5.88 0.95 / 28

f
E→D

0 4.25 / 0.74 29

f totale 0 2 0.7 0.6 89

f totale 0 + 1 0.8 0.3 / 64

À partir des données dé
rites par la �gure 6.5(a), la surfa
e de la �gure 6.5(
) est obtenue.

(a) Nuage de points (b) Surfa
e initiale (
) Surfa
e ajustée

Figure 6.5. Données du buste et résultats de l'ajustement bidire
tionnel
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6.4.2 Résultats de la pro
édure d'o�set

La dis
rétisation sert de base pour la 
onstru
tion des o�sets-internes ave
 une épaisseur

de 4.3 mm. Le tableau 6.6 résume les statistiques de leurs générations, à partir d'un maillage

de taille 81 × 81.

Table 6.6. Statistiques (en mm) de la 
réation d'un o�set de 4.3 mm du buste.

Min. Max. Moy. E.Type ≥ 90% ≥ 100% Auto-int. Temps (s)

B-spline 0.8 5.3 4.1 0.7 89 33 oui 13

Ressorts 3.9 6.96 4.5 0.7 99 94 non 22

Axe 
urv. 3.65 4.38 4.2 0.31 100 99.8 non 23

L'appro
he moyennante par la fon
tionnelle bidire
tionnelle présente des auto-interse
tions

et des zones de proximité importante entre les 
ontours interne et externe (
f. �gure 6.6(a)).

Le système masses-ressorts parvient à les éviter, ave
 une valeur moyenne de 4.5 mm pro
he

de l'épaisseur re
her
hée (
f. �gure 6.6(b)). La dernière méthode, illustrée par la �gure 6.6(
),

ne présente pas non plus de problème parti
ulier.

(a) O�set paramétrique (b) O�set élastique (
) O�set par l'axe médian

Figure 6.6. Exemple de re
onstru
tion d'o�sets-internes du buste.
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6.5 Synthèse

A�n de montrer que notre appro
he ne s'applique pas qu'à des organes, nous avons testé

notre méthode ave
 des objets de taille et de forme di�érentes qui ont servi de tests pour

valider les 
onditions d'utilisation des appro
hes développées.

À moins de 
onstruire l'o�set d'une forme présentant des 
ourbures importantes, l'ap-

pro
he élastique a montré des résultats intéressants. Cependant, elle né
essite des adapta-

tions selon les propriétés lo
ales du maillage ou de la surfa
e pour gagner en e�
a
ité : mod-

i�
ations en 
as de 
hangement de 
ourbure, et 
hangements dynamiques des pondérations

des for
es. A 
ontrario, lorsque les formes ont une forme générale plus allongée, l'appro
he

par axe médian s'impose.

Toutefois, il faut garder à l'esprit que le 
hoix de la méthode dépend également de la

valeur de la distan
e-o�set. Plus elle est élevée, plus l'utilisation à partir de l'axe médian

semble indiquée. Par 
ontre, plus elle est faible, plus la 
roissan
e à partir de l'axe médian

requerra un 
oût important en termes de 
al
ul.
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Synthèse générale

Ce mémoire de thèse est 
omposé de six 
hapitres. Cha
un d'entre eux a été é
rit en

vue d'apporter un é
lair
issement sur la problématique de la 
onstru
tion de la membrane

épaisse des organes pelviens de la femme.

Le premier 
hapitre nous a permis d'identi�er le 
ontexte médi
al dans lequel s'ins
rit


es travaux. Nous nous sommes positionnés au sein du projet MoDyPe, 
réé en vue de 
on-

struire un simulateur de deuxième génération . Son obje
tif est de founir une aide à la

dé
ision au 
hirurgien pour évaluer son geste en mode pré-opératoire. Le projet est un pro-


essus en quatre étapes : l'a
quisition des données à partir d'IRM statiques, la modélisation

géométrique pour la 
réation de maillages, la modélisation physique pour la simulation de

leurs 
omportements, et la 
ara
térisation pour valider les résultats ave
 une vérité-terrain.

Notre travail s'ins
rit au niveau de la 
on
eption du modèle géométrique des prin-


ipaux organes des systèmes digestif (le re
tum), urologique (la vessie), et gyné
ologique

(le vagin et l'utérus), de sorte qu'ils soient pro
hes de la réalité physiologique. L'analyse

anatomique a permis d'extraire les 
ontraintes né
essaires pour paramétrer le système, à

savoir 
on
evoir les organes en tant que formes 
reuses, épaisses, et � lisses �.

Le deuxième 
hapitre s'est 
onsa
ré à une étude bibliographique pour a
quérir une vue

d'ensemble des di�érentes te
hniques a
tuelles de re
onstru
tion de surfa
es à partir de

nuages de points épars (
ontraintes en entrée de l'étape d'a
quisition des données). Les

représentations impli
ite, paramétrique et dis
rète ont été étudiées.

A�n de 
hoisir une appro
he adaptée, nous avons �xé les 
ontraintes suivantes : pouvoir

nous lo
aliser fa
ilement sur la surfa
e (dé�nir une paramétrisation), avoir une intera
tion

dire
te ave
 la surfa
e, et obtenir au moins une 
ontinuité C1
. Bien que 
haque méthode

présente de nombreux avantages, une appro
he à partir d'une surfa
e périodique de type

B-spline a semblé la plus apppropriée.

En utilisant les 
on
lusions de l'étude bibliographique, le troisième 
hapitre a proposé

une méthode d'ajustement surfa
ique adaptée à nos besoins. La pro
édure 
onsiste en trois

160



Chapitre 7 Con
lusion générale

phases distin
tes. Tout d'abord, une surfa
e paramétrique de 
ontinuité C2
et de genre 0

a été mise en pla
e. Ensuite, une pro
édure d'initialisation a été dé�nie pour disposer la

surfa
e sur les données en dé�nissant le pro�l général du nuage de points sous la forme d'une


ourbe, assimilée à un axe médian non-linéaire . Finalement, l'énergie bidire
tionnelle

a permis de tenir 
ompte simultanément de la surfa
e appro
hante et de la distribution spa-

tiale des données. La rédu
tion utilisée est basée sur une des
ente de gradient à pas optimal,


ouplée à une régularisation de la surfa
e. Les résultats à l'issue de 
ette étape ont permis

de véri�er la validité de l'appro
he.

La surfa
e paramétrique ajustée sur les données représente le 
ontour externe de la

membrane épaisse. Le quatrième 
hapitre signale la transition vers la deuxième partie des

travaux, à savoir l'ajout de l'épaisseur pour la 
réation du 
ontour interne. L'étude

bibliographique a disso
ié les prin
ipales méthodes de 
onstru
tion de surfa
es parallèles

au résultat de l'ajustement, aussi appelées surfa
es-o�sets. Les deux orientations mises en

éviden
e 
onsistent à travailler ave
 des surfa
es impli
ites et des 
hamps de distan
e basés

sur une grille volumétrique, ou d'utiliser une méthode paramétrique.

Ces appro
hes présentent toutefois des limitations. La première 
on
erne les problèmes

de pré
ision des 
al
uls, notamment au niveau de la résolution de la grille, de la pro
édure

d'extra
tion de l'isosurfa
e, ou dans 
ertains 
as du besoin de grandes épaisseurs. La se
onde

fait référen
e aux problèmes de gestion de petites auto-interse
tions. En outre, l'ensemble

des méthodes pré
édentes partent du 
ontour externe pour 
on
evoir l'o�set-interne. De 
e

fait, si la surfa
e ou le maillage du 
ontour externe présente au départ des erreurs, elles

seront trasférées dire
tement à l'o�set-interne.

Le 
inquième 
hapitre a dé
rit trois méthodes de 
onstru
tion d'o�set-interne. L'ap-

pro
he paramétrique a eu pour vo
ation de présenter le problème des auto-interse
tions

dans le 
adre de notre étude, mettant en éviden
e la di�
ulté de travailler ave
 une épais-

seur moyenne sur la surfa
e et non-spé
i�que à la patiente.

Une se
onde appro
he a été basée sur la mé
anique ave
 un système masses-ressorts. Bien

que présentant des résultats intéressants, la gestion des paramètres, du 
hoix des énergies

et des 
onne
tivités est trop empirique pour atteindre la pré
ision re
her
hée.

La dernière appro
he a 
onstruit l'o�set-interne à partir d'un 
ylindre généralisé à l'in-

térieur du nuage dé
rivant le pro�l général des formes 3D. Une 
avité interne est de 
e

fait positionnée pour évoluer vers l'extérieur. Ave
 
ette appro
he, l'o�set de l'ensemble

utérus/vagin a pu être re
onstruit.

Finalement, le dernier 
hapitre a expérimenté les méthodes d'ajustement et de 
onstru
-

tion d'o�sets sur di�érentes formes issues de la CAO, permettant ainsi de valider l'adapta-

tion des pro
édures dans un 
ontexte extérieur au domaine médi
al.
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En résumé, nous avons ainsi pu 
réer un maillage hexaédrique pour 
ha
un de nos

objets fournis en entrée, remplissant l'obje
tif de la tâ
he WP2 du projet MoDyPe. À

partir de données ne présentant pas une proportion trop importante de valeurs erronées,

les appro
hes proposées ont permis d'atteindre une pré
ision inférieure à l'erreur de saisie,

en intégrant les 
onnaissan
es disponibles dans la littérature sur les épaisseurs des organes.

Par ailleurs, sans avoir besoin de gérer la 
ontrainte du temps-réel, le pro
essus global s'est

avéré ne pas durer plus d'une dizaine de minutes pour l'ensemble des re
onstru
tions. En

outre, au
une pro
édure d'optimisation n'a été utilisée (algorithmes de parallélisation par

exemple), laissant en
ore de nombreuses possibilités d'amélioration. Les résultats, validés

par l'expertise médi
ale, peuvent ainsi être exploités par les mé
ani
iens de la tâ
he WP3

pour la modélisation du 
omportement sous 
ontraintes de poussée abdominale des organes.

Perspe
tives

Les perspe
tives détaillées 
i-dessous sont réparties en trois groupes. Le premier d'entre

eux dé
rit une extension dire
te des méthodes développées dans le 
adre de 
e do
torat, en

vue d'analyser à 
ourts et moyens termes 
ertains points laissés pour le moment en suspend.

Le se
ond propose une appli
ation des appro
hes dé�nies pour la re
onstru
tion 3D des or-

ganes pelviens à d'autres problématiques médi
ales. Finalement, s'ins
rivant à plus longs

termes, le dernier propose de répondre à des questions en
ore ouvertes de la modélisation

géométrique en utilisant 
omme travail de base les idées mises en éviden
e dans 
e mémoire.

Extension des appro
hes développées

Certains développements mineurs peuvent être entrepris. Au niveau de la méthode d'a-

justement, la paramétrisation par plus pro
he voisin a prouvé son e�
a
ité lorsque la surfa
e

appro
hante est loin du nuage de points. Par 
ontre, le 
hoix des valeurs de la dis
rétisation

M1 et M2 reste empirique. Bien qu'à travers les simulations nous avons pu valider le fait

qu'une 
ardinalité du même ordre de grandeur 
onduit à de meilleurs résultats, une analyse

de sensibilité sur 
es paramètres permettrait d'analyser quantitativement leur impa
t. En

outre, des 
artes paramétriques non-uniformes pourront être étudiées, s'avérant toutefois

plus 
omplexe dans le 
as des surfa
es.

La des
ente de gradient à pas optimal a été e�
a
e pour la rédu
tion de la fon
tionnelle,

et pourrait être rapidement 
omparée à une te
hnique de gradient 
onjugué pour dis
uter de

la vitesse de la 
onvergen
e. En outre, bien que la 
ontrainte du projet 
onsiste à dé�nir un

simulateur en mode pré-opératoire, l'amélioration du temps de 
al
ul par une parallélisation

des algorithmes serait appré
iable pour rendre le système davantage intera
tif.

Con
ernant les méthodes développées pour la 
onstru
tion de surfa
es-o�sets, elles re-
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posent essentiellement sur des appro
hes géométriques. Di�éremment, il serait intéressant

de développer un algorithme 
onvergent ave
 une fon
tionnelle d'énergie, régularisée par

exemple par des multipli
ateurs de Lagrange pour 
ara
tériser les auto-interse
tions.

Par rapport à la pro
édure globale du projet MoDyPe, la bou
le de rétro-a
tion n'a

pas pu être véri�ée. Bien que des premiers maillages aient été envoyés à la Modélisation

Physique, les délais n'ont pas permis d'avoir de retours 
omplets de résultats. Après le

retour des déformations des maillages par la modélisation physique, la 
onfrontation des

résultats ave
 l'étape de 
ara
térisation permettra de valider la modélisation géométrique.

Finalement, l'absen
e de 
arte d'épaisseur pour la modélisation géométrique a né
essité

des suppositions sur la nature de la 
avité interne des organes qui peuvent être in
or-

re
tes physiologiquement. Réussir à a
quérir ses 
onnaissan
es au niveau de l'a
quisition

des données permettra d'améliorer la réalité physiologique retrans
rite dans les maillages

des membranes épaisses.

Appli
ation à d'autres problématiques médi
ales

La méthode proposée est 
onçue pour la re
onstru
tion 3D de nuages épars. Les 
ara
-

téristiques de l'appro
he permettraient toutefois de répondre à d'autres obje
tifs.

L'un d'entre eux pourrait 
on
erner la déte
tion de tumeurs sur des organes. Les tumeurs

ont en e�et des 
auses variées et peuvent survenir à tout âge. Plus t�t elles sont diagnos-

tiquées, meilleures sont les 
han
es de guérison. L'utilisation de systèmes non-invasifs de

destru
tion né
essite de délimiter pré
isément la tumeur du reste de l'organe. De 
e fait, 
on-

sidérer les 
ara
téristiques de 
hangements de 
ourbure sur la surfa
e d'un organe doit per-

mettre d'extraire un 
hemin fermé représentant � l'ex
roissan
e tumorale � (
f. �gures 7.1(a)

et 7.1(b)). L'utilisation d'une surfa
e de type B-spline permet d'une part d'a

éder à une

géométrie di�érentielle pré
ise pour 
al
uler 
es 
ara
téristiques, et d'autre part de 
al
uler

le 
hemin par restri
tion du domaine paramétrique.

Zone tumorale à extraire

(a) Ex
roissan
e tumorale

Chemin fermé

(b) Chemin délimitant la zone d'ex
roissan
e

sur la surfa
e

Figure 7.1. S
hématisation d'un foie présentant une tumeur à retirer.
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Réponse à des verrous de la modélisation géométrique

Dans un 
ontexte plus général, l'appro
he dé
rite pour l'initialisation par axe 
urviligne

pourrait être adaptée d'une part pour des formes plus 
omplexes, et d'autre part pour la

fusion de formes fermées. L'intérêt de 
ontinuer à utiliser la 
ourbe paramétrique 
omme

guide pour la surfa
e initiale permet de disposer une surfa
e paramétrique rapidement à

proximité des données.

Pour l'instant, la limitation de l'initialisation réside dans la 
ara
térisation d'une � di-

re
tion � pour le pro�l de la forme dé
rite par les données (
f. �gure 7.2(a)). Étendre le

pro
essus ave
 un ensemble de 
ourbes inter
onne
tées permettrait d'atteindre des zones du

nuage moins 
ara
téristiques (
f. �gure 7.2(b)), à 
ondition de pouvoir di�éren
ier les zones

fortement bruitées ou possédant de nombreuses valeurs erronées des zones pertinentes.
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(b) Perspe
tive envisagée : 
ourbes 
onne
tées

Figure 7.2. Extension de l'initialisation par l'axe médian pour positionner une surfa
e

paramétrique initiale de forme plus 
omplexe.

Di�éremment, il serait intéressant de dé�nir le ra

ord entre surfa
es B-splines à partir

des axes 
urvilignes. La jon
tion entre deux surfa
es fermées peut être déli
ate, né
essitant

une restri
tion des domaines paramétriques (
f. les travaux de [La Gre
a, 2005℄). Le ra

ord

pourrait être e�e
tué par le 
al
ul de l'axe 
urviligne dans 
haque forme, suivi de leur

liaison et de la re
onstru
tion de la surfa
e paramétrique en tenant 
ompte de l'ensemble de


ourbes inter
onne
tées (
f. �gure 7.3). Dans le 
adre médi
al, 
e genre d'opération serait

par exemple utile pour l'intégration des uretères dans le modèle géométrique vési
al.

Objet A

Objet B

(a) Les deux formes à joindre

Objet A+B

(b) Fusion des axes médians et sur-

fa
e initiale

Objet A+B

(
) Ajustement

Figure 7.3. Fusion de deux formes.

En�n, une autre appro
he serait de dé�nir une pro
édure de 
onnexion itérative de


ourbes pour de la des
ription multirésolution de formes, toujours de genre 0. Les zones
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isolées (représentées par la �gure 7.2(a)) seraient traitées au fur et à mesure par un 
ritère

de pertinen
e (l'abs
isse 
urviligne des 
ourbes paramétriques, l'éloignement de � l'axe ma-

jeur �, . . . ). De 
e fait, une hiérar
hie des axes non-linéaires serait établie, pemettant de

représenter l'ensemble des zones sous forme d'un arbre, et don
 de visualiser uniquement les

basses-fréquen
es si besoin est. Les �gures 7.4(a) à 7.4(
) représentent le prin
ipe simpli�é

pour des formes présentant de nombreux embran
hements (végétation, système sanguin,

réseau �uvial, réseau routier, . . . ).

1

2 3

(a) Restri
tion basse fréquen
e

1

2 3

(b) Restri
tion au se
ond niveau

1

2 3

(
) Embran
hement 
omplet

Figure 7.4. Des
ription multirésolution, allant des basses-fréquen
es (1) aux hautes-

fréquen
es (3).

Dans la thématique o�set de notre travail, une généralisation peut être faite sur la 
on-

stru
tion des surfa
es. Il est possible de faire l'analogie de notre méthode ave
 des te
hniques

de déformations par 
hamp de ve
teurs (dans notre 
as, orientés selon les normales et de

norme unique). En poussant plus loin le raisonnement, nous pourrions donner en entrée de

notre pro
édure un 
hamp de ve
teurs quel
onque (en termes d'orientation des normales

et de normes) issu du �ot optique de la saisie IRM dynamique. Notre modèle pourrait

don
 également servir à déformer la surfa
e externe de l'organe, de manière paramétrique,

et pro�ter de la des
ription 
ontinue pour des 
al
uls d'aire, de volume, ou d'opérateurs

di�érentiels.
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À travers notre des
ription de surfa
es fermées paramétriques, l'ensemble de 
es per-

spe
tives permettrait ainsi de dé
rire un ensemble plus vastes d'objets, en intégrant le sou
i

d'intera
tion. En e�et, plus la forme et le 
ontr�le à obtenir sur un objet est 
omplexe, plus

sa modélisation né
essite de 
ontraintes. Chaque méthodologie est don
 restreinte à la satis-

fa
tion d'une liste limitée d'obje
tifs. Par la mise en pla
e de la surfa
e B-spline de genre 0

dans le 
adre de la re
onstru
tion de formes, nous proposons une pro
édure apportant : un


ontr�le au moyen de sa paramétrisation (qui n'est don
 pas déterminée a posteriori, mais


onservée tout au long de la modélisation), un 
ontr�le sur la 
ontinuité de la surfa
e, et une

mise à disposition d'une géométrie di�érentielle ne reposant pas sur une approximation de

son 
omportement par une estimation des tangentes et des 
ourbures d'un maillage (utile

notamment pour le 
al
ul de traje
toires sur une surfa
e). La manipulation des 
ara
tères

d'inertie (axe prin
ipal, surfa
e minimale résultant de pro
édures itératives d'ajustement),

permettent de tirer parti des 
ara
téristiques prin
ipales de formes fermées, fa
ilitant d'une

part leur 
onstru
tion et leur manipulation, et d'autre part leur utilisation à d'autres �ns


omme la génération de surfa
es-o�sets.
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A Détails de la physiopathologie pelvienne de la femme

Une présentation de l'horizon biologique du plan
her pelvien féminin est détaillée 
i-

dessous, délimitant la zone d'étude de la modélisation dans le 
adre du projet MoDyPe.

A.1 Les parois osseuses de la 
avité pelvienne

Elles assurent la jon
tion entre la 
olonne vertébrale et les membres inférieurs. Elles

sont 
onstituées prin
ipalement de deux os 
oxaux latéraux, du sa
rum et du 
o

yx (
f.

�gure 7.5) :

1. L'os 
oxal est une stru
ture 
omplexe, paire, formée par trois os distin
ts avant l'ado-

les
en
e et qui se soude par la suite : il est 
onstitué de l'os iliaque, de l'is
hion et

du pubis. Les deux os 
oxaux symétriques se rejoignent à l'avant au niveau des pubis

par la symphyse pubienne (tissus �bro-
artilagineux). Il s'arti
ule ave
 le sa
rum et

la symphyse ;

2. Le sa
rum est 
onstitué des 
inq vertèbres sa
rées soudées ensemble en forme pyra-

midale dont le sommet situé vers le bas s'arti
ule ave
 le 
o

yx ; il est situé entre les

deux os iliaques, et sa base se nomme le promontoire sa
ré ;

3. Le 
o

yx, reliquat d'un appendi
e 
audal, est l'os situé à l'extrémité de la 
olonne

vertébrale, et résulte de la soudure de quatre à six vertèbres atrophiées. Sa fa
e an-

térieure donne atta
he aux mus
les is
hio-
o

ygien, releveur de l'anus.

A.2 Les sustentateurs

Ils maintiennent l'équilibre dans la 
avité pelvienne, 
orrespondant à l'a
tion 
onjuguée

d'un ensemble de mus
les et de ligaments. Une dizaine de mus
les répartis sur di�érents

plans (profond, moyen, super�
iel) retiennent les organes au-dessus du plan
her pelvien. Le

plus important d'entre eux est le mus
le élévateur de l'anus (
f. la �gure 7.6), aussi appelé

support a
tif. Il est re
ouvert d'un tissu 
onjon
tif - l'aponévrose pelvienne, aussi appelé

support passif - dont le r�le 
onsiste à protéger les organes qu'il entoure.

Chaque organe est en outre �xé par un système ligamentaire (
ondensations �bro-


ellulaires). L'utérus par exemple est ratta
hé au bassin par trois paires de ligaments (larges,
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ronds, utéro-sa
rés), tandis que la vessie n'est asso
iée qu'à deux paires (pubo-vési
aux). La

�gure 7.7 présente les organes pelviens dans la loge osseuse ave
 des ligaments.

Figure 7.5. Vue antérieure du bassin (
f. [Drake et al., 2004℄).

Figure 7.6. Mus
les du plan
her pelvien (
f. [Drake et al., 2004℄).

Figure 7.7. Organes pelviens dans la loge osseuse (basé sur [Drake et al., 2004℄).
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A.3 Les organes pelviens

Les tableaux 7.1 à 7.3 résument les prin
ipales informations permettant de positionner les

organes et de 
omprendre leurs rapports ave
 le reste du système. Une dimension moyenne

des organes est apportée à titre indi
atif (longueur L, largeur l et épaisseur e), 
e qui

est di�
ile 
onsidérant la forte variabilité inter-individus. Nous nous sommes appuyés sur

di�érentes sour
es 
omme [Kamina and Martinet, 2007℄ ou [S
huenke et al., 2010℄.

Table 7.1. Cara
téristiques anatomiques de la vessie.

Forme

Vide Aplatie d'avant en arrière

Pleine Soulèvement paroi postérieure, forme ovoïdale

Dimensions (L×l×e) 6 
m × 5 
m × 0.3 
m

Paroi

Interne 3 ori�
es : 2 uretères, 1 urètre

Externe

Répond au 
orps de l'utérus et repose sur le vagin

Partie inférieure en 
onta
t ave
 le releveur de l'anus

Soutien Liaisons ligamentaires ave
 le pubis et la symphyse pubienne

Table 7.2. Cara
téristiques anatomiques de l'utérus (
orps et 
ol).

Forme

Nullipare C�ne tronqué de forme 
on
ave

Multipare C�ne tronqué de forme 
onvexe

Dimensions

(L×l×e)

Nullipare

Corps 3 
m×4 
m × 2 
m

Col 2 
m×2.5 
m × -

Multipare

Corps 5.25 
m × 5 
m × 3 
m

Col 2.25 
m×3 
m × -

Consistan
e Lisse, dur au tou
her

Paroi

Interne Parois antérieure et postérieure a

olées

Externe

Corps Entre la vessie et le 
�lon

Col Lié au vagin

Soutien

Par le bassin Trois paires de ligaments

Par le périnée Repose dessus par le vagin

Table 7.3. Cara
téristiques anatomiques du vagin.

Forme Conduit quasi-re
tiligne aplatie d'avant en arrière

Dimensions (L×l×e) 7 
m × 3 
m × 3.5 
m

Paroi

Interne Parois antérieure et postérieure a

olée, plis

Externe S'insère dans 
ol utérin, en arrière de la vessie
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Table 7.4. Cara
téristiques anatomiques du re
tum (segments pelvien et périanal).

Forme Allongé et 
oudé, au bout du tube digestif

Dimensions

(L×l×e)
Segment pelvien 11 
m× 3 
m × 0.5 
m

Segment périanal 2.5 
m × 2.3 
m × 0.1 
m

Paroi

Interne

Parois très extensibles

Replis muqueux relatifs à la distension

Externe

Surfa
e par
ourue de stries longitudinales

A

olé à l'utérus et uni au plan
her pelvien
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B Détails de notions mathématiques

B.1 Continuités paramétrique et géométrique

La notion de 
ontinuité est liée au 
ritère subje
tif de � lissage �. Les 
ontinuités paramétrique

et géométrique seront illustrées dans 
e paragraphe.

Continuité paramétrique

Soient C1 et C2 deux 
ourbes de paramètres respe
tifs u et v appartenant à l'intervalle

[0, 1]. Elle sont ra

ordées en R, tel que C1(1) = C2(0) = R. Les paramétrisations asso
iées

à 
es 
ourbes permettent de dé�nir une 
ontinuité d'ordre k (notée Ck
) si les k dérivées sont

égales au point de jon
tion. On obtient par exemple :

• une 
ontinuité C0
en �xant : C1(1) = C2(0) ;

• une 
ontinuité C1
en �xant : C1(1) = C2(0) et C

(1)
1 (1) = C

(1)
2 (0) ;

• une 
ontinuité C2
en �xant : C1(1) = C2(0), C

(1)
1 (1) = C

(1)
2 (0) et C

(2)
1 (1) = C

(2)
2 (0).

Continuité géométrique

Cependant, dans 
ertains 
as 
es 
ritères ne sont ni né
essaires, ni su�sants pour 
ar-

a
tériser le lissage d'une 
ourbe, à moins qu'il existe une paramétrisation équivalente de

C1 
réant C̃1, telle que C̃1 et C2 soient de 
ontinuité Ck
en R. Les 
ourbes C1 et C2 sont

alors dite de 
ontinuité géométrique Gk
en R. Dans la pratique, 
e
i 
orrespond à véri�er

les relations suivantes, ave
 α ∈ R
+⋆

:

Plan tangent

normale au plan

(a) Continuité C1

Plan tangent

normale au plan

(b) Continuité G1

Figure 7.8. Di�éren
e entre les 
ontinuités C1
et G1

, présentant les mêmes dire
tions mais

ave
 des normes di�érentes.

• une 
ontinuité G0
en �xant : C1(1) = C2(0) ;

• une 
ontinuité G1
en �xant : C1(1) = C2(0) et C

(1)
1 (1) = αC

(1)
2 (0) ;

• une 
ontinuité G2
en �xant : C1(1) = C2(0), C

(1)
1 (1) = αC

(1)
2 (0) et C

(2)
1 (1) = αC

(2)
2 (0).
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Pour les surfa
es, le prin
ipe se dé�nit dans les deux dire
tions paramétriques. Par

exemple, deux surfa
es sont ra

ordées par une 
ontinuité G1
si leurs plans tangents sont


onfondus (
f. �gures 7.8(a) et 7.8(b)).

B.2 Cal
ul pratique des 
ourbures prin
ipales d'une surfa
e paramétrique

Soit S une surfa
e de paramètres (u, v) ∈ R × R au moins C2
et évoluant dans R

3
.

En tout point régulier M de S, l'existen
e d'un plan tangent PT est garantie. Perpendi
-

ulairement à PT , un plan PP est 
onsidéré. L'interse
tion de PP et S 
rée une 
ourbe, à

laquelle est asso
iée une valeur de 
ourbure. La rotation de PP permet de déterminer les


ourbures maximale et minimale, notées respe
tivement k1 et k2. Les plans asso
iés sont

perpendi
ulaires entre eux, et leur interse
tion ave
 PT dé�nit les dire
tions prin
ipales d1

et d2 (
f. �gure 7.9).

PT

M

PP (k1)
PP (k2)

d1

d2
b

Figure 7.9. Plans perpendi
ulaires à PT pour 
haque 
ourbure prin
ipale.

Les 
ourbures prin
ipales 
orrespondent aux valeurs propres de l'endomorphisme de

Weingarten. Leur 
al
ul en tout 
ouple (u, v) 
ommen
e par l'introdu
tion des notations

suivantes :







E =

∥
∥
∥
∥

∂S

∂u

∥
∥
∥
∥

2

, F =
∂S

∂u

∂S

∂v
, G =

∥
∥
∥
∥

∂S

∂v

∥
∥
∥
∥

2

L =
∂2S

∂u2
n(u, v) , M =

∂2S

∂u∂v
n(u, v) , N =

∂2S

∂v2
n(u, v) ,

(7.1)

ave
 n(u, v) la normale en S(u, v), et ∂2S
∂u∂v = ∂2S

∂v∂u . Les deux 
ourbures prin
ipales sont

ra
ines du polyn�me 
ara
téristique suivant :

(EG − F 2) k2 − (EN +GL− 2FM) k + (LN −M2) = 0 , (7.2)
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ave
 EG − F 2 > 0. Les mesures généralement utilisées sont les 
ourbures gaussienne K et

moyenne H, dé�nies par :







K = k1k2 =
LN −M2

EG− F 2

H =
1

2
(k1 + k2) =

EN +GL− 2FM

2(EG − F 2)

(7.3)

Le signe des 
ourbures prin
ipales s'interprête d'un point de vue géométrique : un point

elliptique 
orrespond à k1k2 > 0, un point hyperbolique à k1k2 < 0, et un point parabolique

à k1k2 = 0.

B.3 Maillage et propriétés

Maillage 
onforme et non-
onforme

Un maillage 
onforme est un maillage dans lequel les éléments sont alignés sans n÷ud

pendant sur les arêtes (
f. �gures 7.10(b) et 7.10(a)).

(a) Maillage non-
onforme (b) Maillage 
onforme

Figure 7.10. Conformité d'un maillage.

Maillage stru
turé et non-stru
turé

Unmaillage dit stru
turé présente uniquement des éléments de type quadrangle/hexaèdre,

repérés par une paire/un triplet d'indi
es.

A 
ontrario, un maillage non-stru
turé est 
omposé d'éléments de type triangle/tétraèdre

ou quadrangle/hexaèdre, mais ave
 une topologie arbitraire. Le nombre de voisins de 
haque

maille est ainsi variable.

(a) Stru
turé (b) Non-stru
turé

Figure 7.11. Stru
ture d'un maillage.
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Points ordinaires et extra-ordinaires

Pour un maillage non-stru
turé, un point est dit extra-ordinaire si sa valen
e (le nombre

d'arêtes 
onne
tées à 
e n÷ud) est di�érente de six. Pour un mailage stru
turé, la valen
e

de 
es points est di�érente de quatre (
f. �gures 7.12(a) et 7.12(b)).

1

2
3

4
b

(a) Point ordinaire

1

2 3

4b

5

(b) Point extra-ordinaire

Figure 7.12. N÷uds d'un maillage stru
turé et leur valen
e asso
iée.
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C Algorithmes

C.1 Amin
issement homotopique

L'amin
issement homotopique d'un objet 3D 
onsiste à supprimer par itérations l'ensem-

ble des bords d'un solide pour aboutir au squelette (
f. les travaux de [Bertrand, 1995℄). La

transformation doit être inversible et ne pas 
hanger la topologie de la forme.

La te
hnique 
onsiste à éliminer les � points simples � (
orrespondant aux points qui,

par leur suppression, ne modi�e pas la topologie de la forme) qui ne sont pas des � points

terminaux � (points permettant de 
onserver des informations jugées 
ara
téristiques de la

forme de l'objet).

L'algorithme est dé�ni sur des grilles 
ubiques ave
 une six-
onne
tivité. Les méthodes

se di�éren
ient par les opérateurs de 
ara
térisation des points simples non-terminaux.

C.2 Somme de Minkowski

Cette opération 
orrespond à la 
ombinaison de deux ensembles de points, polygones, ou

polytopes, il s'applique don
 dans toutes les dimensions. Les domaines d'appli
ations sont

nombreux (CAD, plani�
ation de traje
toire en robotique, morphologie mathématique, . . . ).

Soient P et Q deux ensembles de points de R
3
. La somme de Minkowski de 
es deux

ensembles est notée :

P ⊕Q = {p+ q|p ∈ P, q ∈ Q} (7.4)

Les propriétés de 
ette somme sont :

• P ⊕ {o} = P , ave
 o l'origine ;

• l'asso
iativité : (P ⊕Q)⊕R = P ⊕ (Q⊕R) ;

• la distributivité : P ⊕ (Q ∪R) = P ⊕Q ∪ P ⊕R ;

• la 
ommutativité : P ⊕Q = Q⊕ P ;

• la 
onservation de la 
onvexité : la somme de Minkowski d'un ensemble d'éléments


onvexes et un ensemble 
onvexe.

Il existe de nombreuses variantes pour 
e 
al
ul. Nous pouvons 
iter par exemple les

méthodes par dé
omposition : dé
omposition de P et Q en sous-polytopes 
onvexes (
f.

le paragraphe 4.4.1.1 du 
hapitre 4), somme de 
haque sous-élément 
onvexe de P ave



haque sous-élément 
onvexe de Q, puis union des résultats élémentaires (
f. les travaux

de [Varadhan and Mano
ha, 2004℄ et [Pavi
 and Kobbelt, 2008℄). Une autre appro
he, da-

vantage privilégiée en termes de 
oût de 
al
uls, est basée sur la 
onvolution (
f. les travaux

de [Sampoli, 2005℄ et [Wein, 2006℄).

Le 
al
ul d'o�sets ave
 la somme de Minkowski 
onsiste à prendre 
omme ensemble Q

un disque si le travail est en 2D, ou une sphère en 3D.
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D Preuves de théorèmes

D.1 Preuve liée au théorème 3.3.1

Ce paragraphe présente la preuve du théorème 3.3.1 sur le 
al
ul du pas de des
ente

optimal 
on
ernant le positionnement de l'axe non-linéaire � au 
entre � d'un ensemble de

points de R
3
(
f. partie 3.3 du 
hapitre 3).

L'é
riture de la fon
tionnelle est allégée en omettant la paramétrisation T et le graphe

G. Nous partons de f(Q− α∇Q), en utilisant la formulation 3.25 pour les gradients.

f(Q− α∇Q) = f
E→D

(Q− α∇Q)

︸ ︷︷ ︸

(1)

+ f
D→E

(Q− α∇Q)

︸ ︷︷ ︸

(2)

(1) =
1

M + 1

M∑

r=0

‖
m∑

i=0

Bi,m(tr)(Qi − α∇Q
i )−Dtr‖2

=
1

M + 1

M∑

r=0

‖
m∑

i=0

Bi,m(tr)Qi −Dtr

︸ ︷︷ ︸

Er
E→D

−α
m∑

i=0

Bi,m(tr)∇Q
i ‖2

= f
E→D

(Q) +
α2

M + 1

M∑

r=0

‖
m∑

i=0

Bi,m(tr)∇Q
i ‖2 −

2α

M + 1

M∑

r=0

m∑

i=0

Bi,m(tr)∇Q
i • Er

E→D

(2) =
1

N + 1

N∑

s=0

‖Ds −
m∑

i=0

Bi,m(tDs)(Qi − α∇Q
i )‖2

=
1

N + 1

N∑

s=0

‖Ds −
m∑

i=0

Bi,m(tDs)Qi

︸ ︷︷ ︸

Es
D→E

+α

m∑

i=0

Bi,m(tDs)∇Q
i ‖2

= f
D→E

(Q) +
α2

N + 1

N∑

s=0

‖
m∑

i=0

Bi,m(ts)∇Q
i ‖2 +

2α

N + 1

N∑

s=0

m∑

i=0

Bi,m(tDs)∇Q
i • Es

D→E

En 
ombinant (1) et (2) puis en dérivant par α, on a :

∂f

∂α
(Q− α∇Q) =

2α

M + 1

M∑

r=0

‖
m∑

i=0

Bi,m(tr)∇Q
i ‖2 −

2

M + 1

M∑

r=0

(
m∑

i=0

Bi,m(tr)∇Q
i

)

• Er
E→D

+
2α

N + 1

N∑

s=0

‖
m∑

i=0

Bi,m(ts)∇Q
i ‖2 +

2

N + 1

N∑

s=0

(
m∑

i=0

Bi,m(tDs)∇Q
i

)

• Es
D→E
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L'annulation de la dérivée nous donne �nalement :

α =

1

M + 1

M∑

r=0

(
m∑

i=0

Bi,m(tr)∇Q
i

)

• Er
E→D

− 1

N + 1

N∑

s=0

(
m∑

i=0

Bi,m(tDs)∇Q
i

)

• Es
D→E

1

M + 1

M∑

r=0

‖
m∑

i=0

Bi,m(tr)∇Q
i ‖2 +

1

N + 1

N∑

s=0

‖
m∑

i=0

Bi,m(tDs)∇Q
i ‖2

En posant :







hr =

m∑

i=0

Bi,m

(

tr

)

∇Q
i

gs =

m∑

i=0

Bi,m

(

tDs

)

∇Q
i ,

on retrouve bien la valeur du pas optimal introduit au théorème 3.3.1. Toutefois, l'annula-

tion du gradient garantit qu'un extremum est déterminé, mais pas for
ément un minimum.

Cependant, un minimum est tout de même atteint puisque la dérivée se
onde par rapport

à α est positive si toutes les 
omposantes du gradient ne sont pas nulles :

∂2f

∂α2
(Q) =

2

M + 1

M∑

r=0

‖hr‖2 +
2

N + 1

N∑

s=0

‖gs‖2 > 0

CQFD

D.2 Preuve liée au théorème 3.4.1

L'é
riture de la fon
tionnelle est allégée en omettant les paramétrisations U et V et le

graphe G. On notera m′ = m+ k− 1 et n′ = n+ l− 2 les dimensions du réseau de 
ontr�le

de S. Nous partons de f(P − α∇P ), en utilisant la formulation 3.47 pour les gradients.

f(P − α∇P ) = f
E→D

(P − α∇P )

︸ ︷︷ ︸

(1)

+ f
D→E

(P − α∇P )

︸ ︷︷ ︸

(2)

(1) =
1

(M1 + 1)(M2 + 1)

M1∑

q=0

M2∑

r=0

‖
m′

∑

i=0

n′

∑

j=0

Ni,k(uq, vr)Nj,l(uq, vr)(Pi,j − α∇P
i,j)−D(uq ,vr)‖2

=
1

(M1 + 1)(M2 + 1)

M1∑

q=0

M2∑

r=0

‖S(uq, vr)−D(uq ,vr)
︸ ︷︷ ︸

Eq,r
E→D

−α
m′

∑

i=0

n′

∑

j=0

Ni,k(uq, vr)Nj,l(uq, vr)∇P
i,j‖2

= f
E→D

(P ) +
α2

(M1 + 1)(M2 + 1)

M1∑

q=0

M2∑

r=0

‖
m′

∑

i=0

n′

∑

j=0

Ni,k(uq, vr)Nj,l(uq, vr)∇P
i,j‖2

− 2α

(M1 + 1)(M2 + 1)

M1∑

q=0

M2∑

r=0

m′

∑

i=0

n′

∑

j=0

Ni,k(uq, vr)Nj,l(uq, vr)∇P
i,j • Eq,r

E→D
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(2) =
1

N + 1

N∑

s=0

‖Ds −
m′

∑

i=0

n′

∑

j=0

Ni,k(uDs , vDs)Nj,l(uDs , vDs)(Pi,j − α∇P
i,j)‖2

=
1

N + 1

N∑

s=0

‖Ds − S(uDs , vDs)
︸ ︷︷ ︸

Es
D→E

+α

m′

∑

i=0

n′

∑

j=0

Ni,k(uDs , vDs)Nj,l(uDs , vDs)∇P
i,j‖2

= f
D→E

(P ) +
α2

N + 1

N∑

s=0

‖
m′

∑

i=0

n′

∑

j=0

Ni,k(uDs , vDs)Nj,l(uDs , vDs)∇P
i,j‖2

+
2α

N + 1

N∑

s=0

m′

∑

i=0

n′

∑

j=0

Ni,k(uDs , vDs)Nj,l(uDs , vDs)∇P
i,j • Es

D→E

En 
ombinant (1) et (2) puis en dérivant par α, on aboutit �nalement à :

∂f

∂α
(P − α∇P ) =

2α

(M1 + 1)(M2 + 1)

M1∑

q=0

M2∑

r=0

‖
m′

∑

i=0

n′

∑

j=0

Ni,k(uq, vr)Nj,l(uq, vr)∇P
i,j‖2

− 2

(M1 + 1)(M2 + 1)

M1∑

q=0

M2∑

r=0

‖
m′

∑

i=0

n′

∑

j=0

Ni,k(uq, vr)Nj,l(uq, vr)∇P
i,j) • Eq,r

E→D

+
2α

N + 1

N∑

s=0

‖
m′

∑

i=0

n′

∑

j=0

Ni,k(uDs , vDs)Nj,l(uDs , vDs)∇P
i,j‖2

+
2

N + 1

N∑

s=0





m′

∑

i=0

n′

∑

j=0

Ni,k(uDs , vDs)Nj,l(uDs , vDs)∇P
i,j



 • Es
D→E

L'annulation de la dérivée nous donne �nalement :

α =

1

(M1 + 1)(M2 + 1)

M1∑

q=0

M2∑

r=0

hq,r • Eq,r
E→D

− 1

N + 1

N∑

s=0

gs • Es
D→E

1

(M1 + 1)(M2 + 1)

M1∑

q=0

M2∑

r=0

‖hq,r‖2 +
1

N + 1

N∑

s=0

‖gs‖2
,

ave
 : 





hq,r =

m′

∑

i=0

n′

∑

j=0

Ni,k(uq, vr)Nj,l(uq, vr)∇P
i,j

gs =

m′

∑

i=0

n′

∑

j=0

Ni,k(uDs , vDs)Nj,l(uDs , vDs)∇P
i,j

On retrouve bien la valeur du pas optimal introduit au théorème 3.4.1. En outre, a�n de

véri�er que nous atteignons bien un minimum et non un maximum, on peut fa
ilement

véri�er que la dérivée se
onde par rapport à α est bien positive si toutes les 
omposantes
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du gradient ne sont pas nulles :

∂2f

∂α2
(P ) =

2

(M1 + 1)(M2 + 1)

M1∑

q=0

M2∑

r=0

‖hq,r‖2 +
2

N + 1

N∑

s=0

‖gs‖2 > 0

CQFD
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Glossaire médi
al

Autologue Se dit d'un tissu ou de 
ellules provenant de son propre organisme. 20, 179

Cathéter Dispositif médi
al 
onsistant en un tube, de largeur et de souplesse variables,

fabriqué en di�érentes matières selon les modèles ou les usages. Il est inséré dans le


orps humain pour permettre le drainage ou l'infusion de liquides, ou en
ore un a

ès

pour d'autres dispositifs médi
aux. 16, 179

Dys
hésie Rétention des selles par altération des ré�exes de l'exonération normale. 21, 179

Dyspareunie Douleur de nature et d'intensité variables ressentie 
hez la femme lors des

rapports sexuels. 21, 179

Endos
opie Exploration visuelle d'une 
avité par l'intermédiaire d'un tube optique, per-

mettant d'e�e
tuer des interventions 
hirurgi
ales. 16, 179

Fas
ia Tissu 
onjon
tif re
ouvrant les organes uro-génitaux. 179

Fibrose Destru
tion substantielle des tissus ou in�ammation à un endroit où les tissus ne

se régénèrent pas. 21, 179

Hystéros
opie Pro
édure de diagnosti
 médi
al en vue d'explorer l'intérieur de la 
avité

utérine. 17, 179

Hétérologue Se dit d'un tissu ou de 
ellules provenant d'un organisme di�érent du sien.

20, 179

Intraveineuse Se dit de l'inje
tion d'un liquide dans une veine en général à l'aide d'une

seringue et d'une aiguille. Elle est notamment utilisée lorsque l'e�et de la substan
e

administrée doit être rapide. 16, 179

Lavage péritonéal Examen médi
al visant à dé
eler la présen
e mi
ros
opique de sang,

de bile, de selles ou de �bres végétales dans la 
avité péritonéale. 16, 179

Mi
tion A
tion désignant l'élimination d'urine par la vidange de la vessie. 20, 179

Multipare Se dit d'une femme qui a a

ou
hé plusieurs fois ; par opposition à primipare,

nullipare. 169, 179

Nullipare Se dit d'une femme qui n'a jamais a

ou
hé. 169, 179
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Glossary

Parturition L'a
tion de mettre bas 
hez les mammifères. 20, 179

Pt�se Dégradation de l'appareil de suspension ou défaut des éléments de soutien de l'or-

gane. 20, 179
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