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École Doctorale : Information, Structures et Systèmes
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parallèles à câbles de grande dimension

JURY :

M. Clément GOSSELIN Professeur, Université Laval, Québec Rapporteur
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Parodi, Abdelah, Alfredo, Antonio, Carla, Walid, Dudu et tous les autres que j’oublie...
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2.2.2.3 Approximation non-linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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2.3.2 Câble pesant élastique suspendu entre 2 points . . . . . . . . . . . . 29
2.3.3 Transmission des efforts et problèmes géométriques . . . . . . . . . 31
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3.1.3 Transmission des efforts à la plate-forme . . . . . . . . . . . . . . . 54
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élastique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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4.4.2.6 Plate-forme plane à 8 points d’attache . . . . . . . . . . . 96
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1.6 Le démonstrateur de l’INRIA (INRIA, Sophia-Antipolis, France) : un robot
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câble sans masse non-élastique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.21 Erreurs relatives maximales sur les longueurs des câbles entre le modèle de
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robot à 6 câbles et 6 DDL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.23 Erreurs sur la position de la plate-forme entre le modèle de câble sans
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Fig. 3.8(a). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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C.8 Schéma de la configuration 8. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
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C.15 Schéma de la configuration 15. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
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Chapitre 1. Introduction

Chapitre 1

Introduction
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1.3 Différentes modélisations de câble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.4 Objectifs et contributions de la thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.1 Présentation des robots parallèles à câbles

Les robots parallèles à câbles sont une variante originale des robots parallèles. Contrai-
rement aux robots parallèles conventionnels (Delta, plate-forme de Gough Stewart ou
Quattro) les châınes cinématiques disposées en parallèles ne sont pas composées de seg-
ments rigides mais de câbles. Ces câbles parcourent, depuis l’actionneur, généralement
fixe, un chemin de câbles à travers différentes poulies jusqu’à s’attacher à une plate-forme
mobile. L’actionneur est généralement composé d’un tambour, fixé au rotor du moteur,
sur lequel le câble s’enroule. Le tambour actionné peut toutefois être remplacé par un
actionneur linéaire comme sur le prototype Marionet [83]. L’actionneur permet de contrô-
ler la longueur de câble déroulée. Chaque câble étant ainsi actionné, il est possible de
contrôler les différents degrés de liberté (DDL) de la plate-forme mobile. Les principaux
éléments d’un robot à câbles sont présentés à la Fig. 1.1. Dans le cas général, on pourra
considérer comme étant un robot à câbles tout mécanisme dont la plate-forme est reliée à
plusieurs actionneurs au moyen exclusif de câbles. Notons qu’étant donné que les châınes
cinématiques d’un tel robot parallèle sont composées de câbles, seuls des efforts de traction
peuvent être transmis à la plate-forme.

Le point de la dernière poulie par lequel passe le câble avant de s’attacher sur la
plate-forme est appelé point de sortie du câble. Le point où est fixé le câble sur la plate-
forme est appelé point d’attache du câble sur la plate-forme. L’ensemble des positions des
points de sortie est appelé géométrie des points de sortie des câbles. De même, on nomme
géométrie des points d’attache des câbles sur la plate-forme l’ensemble des positions des
points d’attache des câbles. La manière dont les points de sortie et les points d’attache
sont connectés par les câbles est appelé arrangement des câbles. Les géométries des points
de sortie et des points d’attache des câbles sur la plate-forme associées à un arrangement
des câbles forment une configuration de robot parallèle à câbles. Ces appellations sont
utilisées tout au long de cette thèse.
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1.1. Présentation des robots parallèles à câbles

FIGURE 1.1 - Schéma des différents éléments d’un robot à câbles.

1.1.1 Différents types de configuration

En fonction de la géométrie des points de sortie des câbles, de la géométrie des points
d’attache des câbles sur la plate-forme, et du nombre de câbles, on peut obtenir différentes
configurations de robots. Plusieurs types de configurations de robots parallèles à m câbles
et n DDL ont donc été définis :

- Configuration sous-contrainte : ce type de configuration correspond aux robots pos-
sédant moins de câbles que de DDL de la plate-forme (m < n). La Fig. 1.2(a) pré-
sente un exemple plan de ce type de robot. Dans ce cas, la plate-forme est dite sous-
contrainte, et il n’est pas possible de contrôler tous ses degrés de liberté. L’exemple
typique de ce type de configuration est la grue de chantier (la partie actionnée
par câble) pour laquelle un seul câble est utilisé pour positionner l’organe terminal
(considéré ici comme étant ponctuel). Un seul câble n’est pas suffisant pour contrô-
ler les 3 DDL du point piloté. La position de ce point n’est donc pas parfaitement
mâıtrisée et des oscillations peuvent apparâıtre. On peut trouver dans [31, 74, 93]
des travaux sur des robots parallèles à câbles en configuration sous-contrainte. No-
tons que dans certains travaux traitant des configurations sous-contraintes, d’autres
actionneurs ont été ajoutés afin de contrôler la position des points de sortie des
câbles [13, 77]. Cet ajout de châınes cinématiques à un mécanisme à câbles sous-
contraint permet de contrôler plus de DDL ou de contraindre certains DDL de la
plate-forme [6].

- Configuration suspendue : cette catégorie de configurations regroupe des robots pa-
rallèles à câbles possédant autant ou plus de câbles (Fig. 1.2(b) et 1.3(a)) que de
DDL de la plate-forme. La particularité de ces configurations réside dans les posi-
tions des points de sortie des câbles. Ils sont situés au dessus de l’espace de travail,
la plate-forme étant ainsi suspendue par les m câbles. Toutefois, malgré le caractère
unidirectionnel de l’actionnement par câbles, tous les DDL de la plate-forme peuvent
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Chapitre 1. Introduction

(a) Configuration plane suspendue
sous-contrainte à 2 câbles et 3 DDL

(b) Configuration plane suspendue à 3
câbles et 3 DDL

(c) Configuration plane pleinement
contrainte à 3 câbles et 2 DDL

(d) Configuration plane pleinement
contrainte à 4 câbles et 3 DDL

FIGURE 1.2 - Quelques exemples de robots à câbles plans.

être commandés sous certaines conditions. En effet, la gravité permet, dans certaines
poses, de garder tous les câbles tendus. La gravité agit alors comme un câble vertical
supplémentaire à tension constante. Ces configurations suspendues ont fait l’objet
d’un des premiers mécanismes parallèles à câbles [80]. Dans ce mécanisme, les 6
câbles sont actionnés de manière couplée afin de créer un mouvement vertical de
la plate-forme, les autres DDL étant passivement contraints (Fig. 1.4). L’un des
premiers robots suspendus, le NIST Robocrane [3] est présenté à la Fig. 1.5. Cette
configuration est similaire à celle de la Fig. 1.4 mais cette fois-ci les 6 câbles sont
actionnés séparément afin de contrôler les 6 DDL. De nombreuses études ont été
réalisées sur les configurations suspendues [4, 88, 92].

- Configuration pleinement contrainte : ces configurations possèdent plus de câbles
que de DDL de la plate-forme. Du fait du caractère unidirectionnel de l’actionne-
ment par câbles, au moins n + 1 câbles sont en effet nécessaires au contrôle des
n DDL de la plate-forme. Si la géométrie des points de sortie et des points d’at-
tache des câbles est correctement choisie, dans certaines poses, le robot est dans
une configuration polyvalente [48]. Dans ces poses, tous les DDL de la plate-forme
peuvent être contrôlés et le robot peut équilibrer n’importe quel torseur d’efforts
extérieurs (en respectant toutefois une limite de tension maximale infinie). Deux
exemples plans (3 câbles et 2 DDL et 4 câbles et 3 DDL) et un exemple spatial (8
câbles et 6 DDL) sont présentés sur les Fig. 1.2(c), 1.2(d) et 1.3(b), respectivement.
Pour ce type de configurations, certains câbles se trouvent de part et d’autre de la
plate-forme et exercent ainsi des efforts dans des directions opposées. Ceci permet de
garder tous les câbles tendus en entrâınant cependant la création d’efforts internes
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1.1. Présentation des robots parallèles à câbles

(a) Configuration suspendue à 4 câbles
et 3 DDL

(b) Configuration pleinement
contrainte à 8 câbles et 6 DDL

FIGURE 1.3 - Deux exemples de robots à câbles spatiaux.

FIGURE 1.4 - Un des premiers mécanismes parallèles à câbles : 6 câbles et 1 DDL [80].

dans le mécanisme. La gestion de ces efforts internes est réalisée par une distribution
adéquate des tensions dans les câbles. Cette distribution doit être contrôlée en plus
de la longueur des câbles dans la commande du robot. La gestion de la distribution
des tensions dans les câbles des robots pleinement contraints a été étudiée à plusieurs
reprises [18, 21, 43, 76].

1.1.2 Robots à câbles : avantages et inconvénients

Les différentes configurations présentées à la section précédente procurent aux robots
parallèles à câbles des caractéristiques variées. Nous détaillons ici les différents avantages
et inconvénients de ces robots.

Les avantages des robots parallèles à câbles par rapport aux robots parallèles conven-
tionnels sont nombreux. Tout d’abord, l’utilisation de câbles en lieu et place de segments
rigides diminue considérablement la masse et l’inertie des parties mobiles du robot. Ceci
permet de diminuer la consommation d’énergie ou d’augmenter les capacités dynamiques
du robot. De plus, l’utilisation de câbles de faible section, pour des applications mettant en
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FIGURE 1.5 - Une version du NIST Robocrane : un des premiers robots parallèles à câbles
suspendus.

jeu de faibles tensions dans les câbles, est mise à profit pour des applications nécessitant de
faibles perturbations visuelles [55,58,66]. Le fait que les robots parallèles à câbles peuvent
être installés, démontés et reconfigurés facilement et rapidement [22] est une autre carac-
téristique avantageuse. Il est en effet relativement facile de changer les caractéristiques du
robot en modifiant la géométrie des points de sortie des câbles et des points d’attache sur
la plate-forme [21]. Il est par exemple possible de passer d’une configuration pleinement
contrainte à une configuration suspendue.

Enfin, un des avantages majeurs des robots parallèles à câbles provient de la facilité
de stockage des câbles. Le fait que les câbles peuvent être enroulés sur un tambour et
stockés en grandes quantités permet l’utilisation de longueurs de câbles très importantes.
L’espace de travail de ces robots peut ainsi potentiellement atteindre plusieurs dizaines
voire plusieurs centaines de mètres. Cette caractéristique a d’ailleurs été étudiée ou mise
à profit dans des applications nécessitant de grandes dimensions [23, 19, 36, 53, 67, 86].

A ces avantages s’ajoutent forcément certains inconvénients qui proviennent principa-
lement de l’aspect unidirectionnel de l’actionnement des câbles et de leur flexibilité. Tout
d’abord, la possibilité de reconfigurer facilement les robots parallèles à câbles entrâıne la
nécessité de déterminer la nouvelle géométrie des points d’attache et des points de sortie.
Des travaux ont mis en avant les erreurs provenant des imprécisions sur la position de ces
points [87] et leurs conséquences. Les méthodes d’étalonnage des robots à câbles doivent
être rapides et efficaces si le changement de configuration est fréquent. L’étalonnage a
donc fait l’objet de quelques travaux [14, 22].

La résolution du problème géométrique direct des robots parallèles à câbles est aussi
voire plus complexe que pour les robots parallèles conventionnels [65,81]. En effet, ce pro-
blème peut présenter de nombreuses solutions. Ainsi, cette question a fait et fait toujours
l’objet de recherches [22,35,54,81,60]. Nous avons vu que pour contrôler tous les DDL de
la plate-forme, il est le plus souvent nécessaire d’utiliser plus de câbles que de DDL. La
redondance d’actionnement ainsi créée nécessite l’élaboration de schémas de commande
complexes permettant de gérer correctement les distributions de tensions dans les câbles
et de les garder tous sous tension. Le problème de la commande des robots parallèles
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à m câbles et n DDL a donc été traité dans la littérature [5, 4, 15, 25, 40, 45, 73, 89, 99].
Une commande adéquate et efficace des robots parallèles à câbles est également nécessaire
afin de limiter les vibrations pouvant apparâıtre dans les câbles. En effet, la flexibilité
des câbles peut entrâıner de fortes vibrations impactant la précision de positionnement
et le suivi de trajectoire. Certains travaux s’intéressent à la compensation de ces vibra-
tions [30, 34, 61, 64].

Une autre difficulté dans l’étude des robots parallèles à câbles est la détermination de
leur espace de travail. Le fait que les câbles ne peuvent que travailler en traction crée de
nouvelles limites à l’espace de travail. On peut trouver plusieurs travaux dans la littérature
présentant des définitions différentes de l’espace de travail [11, 18, 41, 112], et cherchant
à déterminer ses frontières. Nous reviendrons sur ce point à la section 1.2.2. L’espace
de travail des robots parallèles à câbles peut également présenter des poses où ont lieu
des collisions entre les câbles, entre les câbles et la plate-forme ou entre les câbles et
leur environnement. Cet aspect est pris en compte dans différents travaux. Par exemple,
Agahi [2] s’intéresse à la planification de trajectoires d’un robot plan pour éviter les
collisions entre les câbles. Merlet [82] a quant à lui étudié les conséquences des collisions
câble/câble et câble/plate-forme sur l’espace de travail à orientation constante, afin de
déterminer les zones où aucune collision n’apparâıt. Aref [7] présente également des moyens
de déterminer l’espace de travail sans collision d’un robot à câbles. Perreault [91] présente
la détermination géométrique des parties de l’espace de travail à orientation constante où
des collisions (câble/câble et câble plate-forme) apparaissent.

Enfin, si dans la majorité des travaux, les câbles sont assimilés à des corps sans masse et
indéformables, cette hypothèse n’est pas toujours valide. L’élasticité du câble en traction
comme en flexion peut avoir une influence importante sur le comportement du robot. Nous
reviendrons sur ce point à la section 1.3.

FIGURE 1.6 - Le démonstrateur de l’INRIA (INRIA, Sophia-Antipolis, France) : un robot
parallèle à câbles utilisé pour le secours de personne en milieu accidenté.
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1.1.3 Quelques applications des robots à câbles

Les avantages des robots parallèles à câbles par rapport aux robots parallèles conven-
tionnels ont amené à penser à de nouvelles applications adaptées aux propriétés particu-
lières de ces robots. Ainsi, la faible inertie des parties mobiles a permis la réalisation de
robots ultra rapides pour le déplacement d’objets [62, 76].

Certains travaux ont proposé de tirer profit des capacités des robots parallèles à câbles
à évoluer dans de très grands espaces de travail pour du transport de charge dans des entre-
pôts [52]. Le Robocrane a été proposé pour plusieurs applications [23] allant de l’inspection
et la maintenance d’avions ou de bateaux au tri et au stockage de matériaux dangereux.
On peut également trouver des travaux traitant d’applications possibles dans des zones à
risque ne permettant pas l’intervention de l’Homme [94,106,108]. Trevelyan [110] a étudié
l’utilisation de robots à câbles suspendus pour la détection de mines. Des applications
de secours de personnes ont également fait l’objet d’études [84, 90, 107]. Les grands es-
paces de travail sont aussi intéressants pour le secteur du génie civil et notamment pour
la construction de bâtiments [21, 113]. En ce qui concerne les possibilités d’applications
impliquant de grandes dimensions, mentionnons les nombreux travaux entrepris dans le
cadre de deux projets de télescopes géants. Dans ces deux projets, un robot à câbles est
utilisé afin de positionner une plate-forme focale avec précision au dessus d’une coupole
réflectrice. Ce réflecteur peut atteindre plusieurs centaines de mètres de diamètre. Deux
configurations de robots à câbles ont été considérées pour cette application : en mode
suspendu [36,67,86], ou en mode suspendu inversé. Dans ce deuxième cas, les câbles sont
maintenus tendus grâce à un ballon d’hélium attaché à la plate-forme [26, 25, 32].

Enfin, une autre application tirant profit de l’espace de travail important des robots
parallèles à câbles consiste à déplacer une caméra fixée sur la plate-forme mobile. Cette
application est probablement celle d’un mécanisme à câbles ayant, à ce jour, trouvé le
plus sa place dans le marché de la robotique. Ce type de caméra, présenté à la Fig.1.7,
est couramment utilisé pour la diffusion d’événements sportifs [28, 100, 101], ou pour le
cinéma [102].

(a) Skycam [100] (b) Spidercam [101]

FIGURE 1.7 - Deux exemples de mécanismes à câbles commerciaux utilisés pour la diffu-
sion d’événement sportifs, ou la prise de vue au cinéma.
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Pour des interfaces haptiques à retour d’efforts, les robots parallèles à câbles offrent
de nombreux avantages par rapport aux interfaces haptiques existantes. En effet, la faible
masse des parties mobiles et la compliance des câbles permettent une utilisation plus sûre.
Les robots parallèles à câbles ont donc été largement étudiés [27, 58, 66, 115], notamment
dans le cadre de la réalisation du robot mâıtre d’un système de télé-opération [63,98]. Des
simulateurs de marche [91] ou d’autres sports [62,85,117] utilisant les robots à câbles ont
également été proposés. En outre, la compliance des robots parallèles à câbles les rendent
plus facilement acceptables par des patients. Ainsi, des applications de rééducation ont été
proposées pour les segments supérieurs [97, 96] (Fig. 1.8(a)) ou inférieurs [57, 56, 105]. Ce
type d’application peut également tirer profit de la discrétion des câbles afin de coupler
les tâches de rééducation à un environnement de réalité virtuelle [79,109] permettant ainsi
au patient de mieux supporter la pénibilité des exercices (Fig. 1.8(b)). D’autres études
ont aussi tiré partie de la discrétion des câbles afin de limiter les perturbations dans des
simulations de vol d’avion en soufflerie [70, 71, 111].

(a) NEREBOT [97] (b) KINEHAPTIQUE 2 [79]

FIGURE 1.8 - Deux exemples de robots à câbles utilisés pour la rééducation du membre
supérieur.

1.2 Modèle de câble sans masse non-élastique et mo-

délisation des robots parallèles à câbles

1.2.1 Modélisation des robots parallèles à câbles et notations

Dans la majorité des travaux sur les robots parallèles à câbles, les câbles sont assimilés
à des corps indéformables et sans masse, à condition qu’ils soient tendus. Sous ces hypo-
thèses, la modélisation d’un robot parallèles à m câbles est pour certains aspects similaire
à celle d’un robot parallèle conventionnel présentant m châınes cinématiques de type UPS,
où U est une liaison cardan, S une liaison sphérique et P une liaison prismatique, cette
dernière étant la seule actionnée.

Les notations suivantes sont adoptées dans cette thèse :
- m : nombre de câbles
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- n : nombre de DDL de la plate-forme mobile
- Ai : point de sortie du câble i
- Bi : point d’attache du câble i sur la plate-forme mobile
- OB : point de référence de la plate-forme mobile
- RB : repère (OB,xB,yB, zB) attaché à la plate-forme mobile
- RA : repère (OA,x,y, z) fixe de référence
- OA : origine du repère fixe RA

- ai : vecteur position du point Ai exprimé dans le repère RA

- bi : vecteur position du point Bi exprimé dans le repère RB

- ui : vecteur
−−→
BiAi (exprimé dans RA)

- di : vecteur unitaire dirigé le long du câble i de Bi vers Ai (exprimé dans RA)

- Li : longueur du câble i (Li = ||−−→AiBi||)
- xPF : vecteur position du point OB exprimé dans le repère RA
- Q : matrice décrivant l’orientation du repère RB dans le repère RB

Ces notations sont illustrées par la Fig. 1.9.

OB
yB

zB

xB

di

d1

Ai

A1

Bi
B1

Bm

z

y

x
OA

ai

b1
xPF

dm

Am

FIGURE 1.9 - Repères et notations.

1.2.1.1 Problème géométrique inverse

Le problème géométrique inverse consiste, pour une configuration du robot connue (ai

et bi connus), à déterminer les longueurs des câbles Li (i = 1 . . .m) connaissant la pose
p de la plate-forme (position xPF et orientation Q). En considérant un modèle de câble
indéformable et sans masse, il est aisé de résoudre ce problème. En effet, la longueur du

câble i correspond à la norme du vecteur
−−→
BiAi, et peut être déterminée par l’expression :

Li = ||−−→BiAi|| = ||ai − xPF − Qbi|| (1.1)

1.2.1.2 Transmission des efforts et équilibre statique de la plate-forme

Chaque câble tendu exerce une force sur la plate-forme au point d’attache Bi selon
la direction di. Le torseur d’effort résultant au point OB est τiwi où τi correspond à la
tension dans le câble i et où wi s’écrit :
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wi =

[
di

Qbi × di

]
(1.2)

En considérant un torseur d’efforts extérieurs fe appliqué à la plate-forme au point
OB, l’équilibre statique de la plate-forme s’écrit :

fe + Wτ = 0 (1.3)

où :

τ =
[
τ1 τ2 · · · τm

]T
et :

W =
[

w1 w2 · · · wm

]
n×m

où la matrice W dépend de la pose p du robot (notée W = W (p)).
Connaissant les tensions dans les câbles, il est possible de déterminer le torseur d’efforts

extérieurs :

fe = −Wτ (1.4)

Dans le cas où le robot possède autant de câbles que de DDL de la plate-forme, pour
un torseur d’efforts extérieurs fe donné, on peut déterminer les tensions dans les câbles
par :

τ = −W−1fe. (1.5)

à condition que W soit inversible, c’est-à-dire, hors singularité.
Notons que le modèle de câble utilisé ici n’est valable que quand les câbles sont tendus

(τi ≥ 0). La solution τ obtenue à l’Eq. (1.5) n’est donc valide que si toutes ses composantes
sont positives.

A partir de l’Eq. (1.4), pour un intervalle de tensions admissibles pour chaque câble, la
détermination de l’ensemble des torseurs fe pouvant être équilibrés a été étudiée dans [17]
et [68]. L’image de l’ensemble des tensions admissibles (de dimension m) dans l’espace des
torseurs de la plate-forme (de dimension n), appelé ensemble des torseurs admissibles, a
est étudié dans [24]. Il est montré que cet ensemble est un polytope convexe particulier
appelé zonotope. A partir des caractéristiques des zonotopes, Bouchard [24] présente une
méthode générale de détermination des frontières de cet ensemble. L’ensemble des torseurs
admissibles peut être comparé à l’ensemble des torseurs nécessaires à une tâche afin de
vérifier la faisabilité de celle-ci. La caractérisation des facettes du zonotope des torseurs
disponibles est discutée dans [50]. Nous reviendrons sur ce point au chapitre 3.

1.2.2 Espaces de travail : différentes définitions

Pour les robots conventionnels, parallèles ou sériels, l’espace de travail est généralement
limité par les butées articulaires, les singularités et les éventuelles collisions entre les
segments du robot. Pour les robots parallèles à câbles, comme nous l’avons vu à la section
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1.1, les limites dues aux butées articulaires sont repoussées très largement étant donné
qu’il est généralement possible de dérouler de grandes longueurs de câble. L’espace de
travail des robots parallèles à câbles est ainsi principalement limité par la nécessité de
garder tous les câbles tendus. Ainsi, une définition générale de l’espace de travail ω d’un
robot à câbles est l’ensemble des poses de la plate-forme pour lesquelles il est possible
d’équilibrer un torseur d’efforts extérieurs fe ou un ensemble {f} de torseurs tout en
gardant tous les câbles tendus dans un intervalle de tensions admissibles [τmin, τmax] :

ω = {p | ∀ fe ∈ {f} ∃τ ∈ [τmin, τmax],W (p)τ + fe = 0} (1.6)

où τmin et τmax sont des vecteurs de dimension m dont les composantes sont les tensions
minimale τmin et maximale τmax, respectivement. Cet espace de travail, généralement
appelé « wrench feasible workspace » en anglais, a été étudié à plusieurs reprises [11, 16,
20, 38, 51, 94].

Un cas particulier du « wrench feasible workspace » est l’espace de travail dit statique
ωS. Il correspond à l’ensemble des poses p pour lesquelles il est possible d’équilibrer le
poids de la plate-forme :

ωS = {p | ∃τ ∈ [τmin, τmax],W (p)τ + fg = 0} (1.7)

avec :

fg =
[

0 0 −mPF g 0 0 0
]T

exprimé dans RA avec zRA
vertical dirigé vers le haut, et où mPF est la masse de la

plate-forme et g l’accélération de la gravité.
Cet espace de travail a été étudié dans [41] et [95]. Notons que cette définition d’espace

de travail est bien adaptée aux robots à câbles suspendus qui ne peuvent pas exercer
d’efforts dans toutes les directions (notamment des forces vers le bas) du fait de leur
configuration (voir section 1.1).

Une troisième définition d’espace de travail, appelé « espace des poses polyvalentes »
dans [10] et [48], ou « Wrench Closure Workspace » en anglais [8,9,33,43,49], peut s’écrire :

ωP = {p | ∀ fe ∃τ ≥ 0,W (p)τ + fe = 0} (1.8)

Cette définition décrit l’ensemble des poses pour lesquelles, n’importe quel torseur peut
être équilibré avec des tensions positives (sans imposer de limite de tension maximale).
Cet espace de travail dépend uniquement de la configuration du robot prise en compte
dans la matrice W . Étant donné sa définition, l’espace des poses polyvalentes s’applique
aux robots parallèles à câbles pleinement contraints, les seuls pour lesquels il peut exister
des poses polyvalentes [48].

Un autre espace de travail étudié dans [11] est « l’espace de travail dynamique ». Cet
espace de travail correspond à l’ensemble des poses de la plate-forme pour lesquelles le
robot est capable de générer une accélération désirée.

1.2.3 Conception de robots parallèles à câbles

Nous avons vu que l’un des avantages principaux des robots parallèles à câbles est
leur capacité à pouvoir être reconfigurés relativement facilement. En effet, la structure
même de ce type de robot permet, en modifiant uniquement la géométrie du robot ou
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l’arrangement des câbles, de changer ses capacités dynamiques, les dimensions de son
espace de travail ou encore ses capacités d’orientation. Une question fondamentale est :
quelle configuration procure les meilleures caractéristiques et correspond le mieux aux
besoins d’une application donnée ?

Ce problème de conception a été traité en détail pour les robots parallèles. Merlet [81]
présente différentes méthodes de conception de robots parallèles. Il détaille par ailleurs
dans cette même référence une étude de conception optimale d’un robot parallèle de
type 6 − UPS en utilisant une fonction de coût basée sur les dimensions de l’espace
de travail. Cette phase de conception optimale revient en général à optimiser une ou
plusieurs fonctions de coût en trouvant les paramètres géométriques optimaux. Néanmoins,
les méthodes basées sur des fonctions de coût ont des inconvénients. Tout d’abord, pour
des raisons de temps de calcul, il faut généralement limiter le nombre de paramètres à
optimiser. Il faut également choisir, dans la mesure du possible, des fonctions de coût
peu gourmandes en temps de calcul. De plus, lorsque plusieurs fonctions objectifs sont
utilisées simultanément, il est difficile de choisir les poids à affecter aux différents critères
afin de trouver le bon compromis entre les différentes caractéristiques souhaitées (espace
de travail, charge maximale, capacités dynamiques,...).

Des méthodes de conception de robots parallèles basées sur l’analyse par intervalles ont
également été utilisées. Fang [39] obtient ainsi des régions dans l’espace des paramètres
géométriques à l’intérieur desquelles différentes caractéristiques requises sont satisfaites.
Il est ensuite possible d’appliquer une méthode de conception optimale avec fonction de
coût ayant pour domaine les régions ainsi déterminées.

Plusieurs travaux ont porté sur la conception des robots parallèles à câbles afin de
déterminer la géométrie optimale pour une tâche donnée. La conception optimale d’un
robot à câbles plan de type suspendu à 3 DDL a été étudiée dans [41, 42] et celle d’un
robot à 6 DDL dans [92]. Dans ces travaux, les fonctions de coût utilisées sont basées sur
les dimensions de l’espace de travail statique et sur le conditionnement de la matrice W
au travers de cet espace de travail. Bosscher [19] a également travaillé sur la conception
optimale des robots parallèles à câbles. Cependant, dans ces travaux, la fonction objectif
concerne la capacité du robot à résister à des perturbations. Cette étude s’intéresse donc
à un des problèmes principaux des robots parallèles à câbles suspendus. En effet, les confi-
gurations suspendues ne permettent pas de résister à n’importe quel torseur, notamment
lorsqu’ils sont composés de forces dirigées vers le haut. Citons également une étude de
conception d’un robot parallèle de grande dimension réalisée par Duan dans [36]. Il y
propose une méthode de conception optimale pour déterminer la position des points d’at-
tache des câbles sur la plate-forme avec pour objectif d’atteindre une plage d’orientations
donnée.

1.3 Différentes modélisations de câble

Une caractéristique critique des robots parallèles à câbles est le caractère unidirec-
tionnel de l’actionnement. Ainsi, les moyens à mettre en œuvre afin de garder les câbles
tendus lors de la réalisation d’une tâche sont très régulièrement discutés dans la littéra-
ture. Ces études, bien qu’indispensables, se focalisent cependant sur cette problématique
et utilisent des modèles de câbles basiques. Les câbles sont généralement assimilés à des
corps homogènes, rigides et sans masse. Cette modélisation « simpliste » permet de consi-
dérer les câbles comme des segments de droite indéformables ayant une masse négligeable
à condition qu’ils soient tendus.
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L’hypothèse d’un câble indéformable ayant une masse négligeable est valide dans le
cas des robots à câbles de petite dimension dont les câbles sont fins et rigides et les masses
transportées faibles. Néanmoins, lorsque les charges transportées sont plus importantes,
de plus grandes tensions apparaissent dans les câbles. L’hypothèse de câble indéformable
peut ne plus être valable. Ainsi, certains travaux portent sur l’étude de la raideur des
robots parallèles à câbles. La matrice de raideur des robots parallèles à câbles peut être
assimilée à celle d’une plate-forme de Gough-Stewart. Plusieurs travaux se sont appuyés
sur des méthodes bien connues pour décrire la raideur des robots à câbles [47,72,114]. Dans
ces travaux, seule l’élasticité longitudinale est considérée. D’autres travaux ont également
considéré la raideur en flexion des câbles. Lacarbonara [69] présente un modèle non-linéaire
de câble afin d’évaluer l’influence de la raideur en flexion. Behzadipour [12] assimile un
câble à un système de quatre ressorts lui permettant de modéliser la raideur du câble dans
toutes les directions.

Outre ces travaux sur la raideur des robots parallèles à câbles, certains travaux ont pris
en compte l’élasticité des câbles dans les modèles cinématiques ou dynamiques et dans
la commande afin d’améliorer la précision. En effet, lorsque les tensions dans les câbles
sont importantes, la déformation longitudinale du câble entrâıne des erreurs sur la lon-
gueur commandée des câbles. Merlet [83] considère une élasticité linéaire (module d’Young
constant) dans l’étude du robot MARIONET qui possède des actionneurs linéaires et une
grande longueur morte de câble. Cette longueur morte subit la même tension que le reste
du câble et présente une déformation élastique. L’auteur présente la prise en compte de
cette élasticité dans la résolution des problèmes géométriques directs et inverses. Agahi [2]
quant à elle étudie l’influence de l’élasticité longitudinale sur la précision d’un robot pa-
rallèle à câbles, et l’applique à la planification de trajectoire.

En outre, lorsque la charge transportée est conséquente, des câbles de diamètres im-
portants doivent être utilisés. Dans ces conditions, et lorsque les longueurs des câbles sont
importantes, il n’est plus possible de négliger la masse des câbles. La masse du câble peut
alors avoir une grande influence sur son profil et sur la précision de positionnement de
l’organe terminal. En effet, sous l’action de leur propre poids, les câbles fléchissent, mo-
difiant la direction et l’amplitude des forces appliquées sur la plate-forme. Les travaux de
Irvine [59] sur la modélisation des câbles pour le génie civil, ont été utilisés dans le projet
de télescope géant FAST. Ainsi, Kozak a présenté dans [67] l’application du modèle sta-
tique de caténaire élastique d’un câble pesant à un robot parallèle à câbles suspendu. Ce
modèle de caténaire élastique prend en compte la masse propre du câble et son élasticité
longitudinale. L’auteur a ainsi pu étudier l’influence de ce modèle sur la raideur du méca-
nisme. Par la suite, la construction d’un prototype de petite échelle (Fig. 1.10) a permis à
Zi [116] de tester une commande de ce démonstrateur prenant en compte le modèle de ca-
ténaire élastique. Cette étude se base sur la dynamique du robot à câbles, avec un modèle
de câble sans masse, pour déterminer les tensions dans les câbles. Puis, sous l’hypothèse de
déplacements lents de la plate-forme, les équations du comportement statique d’une caté-
naire élastique lui permettent de calculer les longueurs non-déformées des câbles utilisées
dans la commande. Plus récemment, Du [35] a présenté une méthode de détermination
de la matrice Jacobienne reliant les variations de longueurs de câbles aux variations de
la pose de la plate-forme d’un robot suspendu à 6 câbles et 6 DDL. Le calcul de cette
matrice Jacobienne est basée sur le modèle de caténaire élastique et sa détermination est
soumise à la condition d’une très faible variation de la pose de la plate-forme permettant
l’utilisation d’un modèle statique. Cette matrice Jacobienne est finalement utilisée afin de
résoudre le problème géométrique direct en utilisant un algorithme de Newton-Raphson.
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FIGURE 1.10 - Le démonstrateur FAST50 : un robot à câbles suspendu de grande dimen-
sion à 6 câbles et 6 DDL [35].

D’autres études sur les robots à câbles de grande dimension ont pris en compte la
masse des câbles. Bouchard [24] propose un critère d’utilisation du modèle de caténaire
élastique. Ce critère est basé sur la variation de raideur obtenue par le passage d’un modèle
de câble sans masse au modèle de caténaire élastique. Dans le cadre du projet LAR de
télescope géant, Fitzsimmons [44] décrit une méthode d’obtention du profil statique d’un
câble discrétisé. Dans [78], une méthode itérative de « shooting » également basée sur une
discrétisation du câble permet d’obtenir le profil d’un câble élastique soumis à sa masse
propre et à des forces dues aux courants d’air ou marin. Cette méthode permet d’obtenir
en quelques itérations le profil statique du câble. Même si les temps de calcul de cette
méthode pourrait, dans certains cas, être compatible avec les contraintes du temps réel,
cette approche ne permet aucune étude analytique du fait de son caractère itératif. De
plus, cette méthode peut présenter des cas où l’algorithme ne converge pas (discrétisation
du câble trop grossière par exemple).

Des modélisations dynamiques d’un câble ont également été proposées. Ainsi de nom-
breux travaux [1, 29, 46] ont modélisé le comportement dynamique d’un câble immergé
dans l’eau sous les effets combinés de son poids, son élasticité, et des efforts provenant no-
tamment des courants marins. Ces études sont principalement basées sur des simulations
numériques par éléments finis sur un seul câble. Starossek [104] a étudié la dynamique
d’un câble en se basant notamment sur les travaux de Irvine [59]. Il a également travaillé
sur la raideur dynamique d’un câble pesant [103]. Toutefois, les travaux de thèse présentés
ici se focalisent sur la statique des robots parallèles à câbles de grande dimension, et ne
discutent donc pas de modélisation dynamique.

1.4 Objectifs et contributions de la thèse

Cette thèse s’inscrit dans le cadre d’un projet d’étude des robots parallèles à câbles
financé par la fondation Tecnalia Research & Innovation (anciennement Fatronik) en col-
laboration avec le Laboratoire d’Informatique, de Microélectronique et de Robotique de
Montpellier (LIRMM). L’objectif de ce projet est l’application des robots parallèles à
câbles sur de grands espaces de travail. Ce projet était le premier de ce type aussi bien
pour le laboratoire que pour l’entreprise. La construction d’un démonstrateur de faible di-
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mension, le prototype nommé ReelAx6 et présenté à la Fig. 1.11, a été réalisée afin d’avoir
une première expérience sur les problèmes de conception mécanique et de modélisation de
ce type de robots.

FIGURE 1.11 - Le démonstrateur ReelAx6 : un robot à câbles suspendu reconfigurable à 6
câbles et 6 DDL.

Le nombre important de publications présentées dans les sections précédentes de ce
chapitre montre que les robots parallèles à câbles ont fait et font toujours l’objet de nom-
breuses études. Toutefois, malgré un nombre important d’applications potentielles des
robots à câbles, peu de robots ont franchi le stade de prototype, et peu de versions com-
merciales existent à ce jour. L’une des caractéristiques pouvant être les plus intéressantes
pour un potentiel client industriel est la capacité des robots à câbles à évoluer dans de
très grands espaces de travail. Cette technologie de robots assez peu connue du monde
industriel doit cependant faire ses preuves. A cette fin, la réalisation d’un démonstrateur
de grande dimension est un élément crucial. Néanmoins, si les robots parallèles à câbles
ont été largement étudiés pour des modèles de câbles sans masse et sans élasticité, il reste
un manque conséquent en ce qui concerne les méthodes d’étude et de développement de
robots à câbles pour lesquels la masse des câbles n’est pas négligeable. Cette thèse a pour
objectif d’essayer de combler une partie de ce manque.

Dans un premier temps, le chapitre 2 propose une étude pragmatique de l’élasticité
longitudinale de différents câbles. Cette étude se base sur des essais de traction réalisés
sur une série de câbles de différentes structures et matériaux. Il est ainsi montré que
le module d’Young du matériau constituant les fibres du câble n’est pas représentatif
du comportement en traction du câble. Plusieurs approximations sont donc proposées
pour modéliser l’élasticité des câbles. Basé sur le modèle de caténaire élastique présenté
dans [59], il est ensuite montré que l’influence de la masse propre du câble et de son
élasticité longitudinale sur le comportement statique d’un robot à câble suspendu n’est
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pas négligeable pour des robots de grande dimension. Enfin, les observations faites sur le
comportement des câbles d’un robot suspendu à 3 câbles et 3 DDL nous permettent de
montrer que les définitions existantes d’espace de travail ne sont pas adaptées aux robots
pour lesquels la masse des câbles n’est pas négligeable. Une nouvelle définition de l’espace
de travail statique des robots parallèles à câbles de grande dimension est donc proposée.

Le chapitre 2 montre que les équations régissant le modèle de caténaire élastique sont
fortement non-linéaires. La résolution de l’équilibre statique et celle des problèmes géo-
métriques sont par conséquent très complexes. Dans le chapitre 3, sous l’hypothèse d’une
faible déflexion du câble, des simplifications décrites dans [59] sont présentées. L’expression
de l’équilibre statique de la plate-forme est alors obtenue en utilisant un modèle simplifié
de câble pesant. Il est montré qu’avec ce modèle simplifié, le profil du câble peut être
exprimé de manière explicite. De plus, il est possible de découpler partiellement le pro-
blème géométrique inverse. Enfin, ce modèle permet de diminuer le nombre d’inconnues du
problème géométrique inverse (par rapport au modèle de caténaire élastique). Ainsi, l’ex-
pression de l’équilibre statique de la plate-forme peut s’écrire sous la forme d’un système
linéaire similaire au cas du modèle de câble sans masse. Une étude des erreurs associées
à une telle simplification est ensuite conduite. Les résultats obtenus pour deux exemples
de robots à câbles illustrent la validité du modèle simplifié. Un critère de validité de ce
modèle simplifié de câble pesant est également présenté. Cette nouvelle expression d’un
modèle de câble pesant nous permet également d’étudier la capacité d’un robot à générer
des torseurs d’efforts. En se basant sur les travaux de Bouchard [24] et Gouttefarde [50] sur
le zonotope des torseurs admissibles, la détermination des torseurs admissibles de robots
dont la masse des câbles n’est pas négligeable est décrite.

Le dernier chapitre de cette thèse présente une méthode de conception de robots pa-
rallèles à 8 câbles et 6 DDL de grande dimension. A partir d’une série de géométries de
points de sortie et de points d’attache des câbles sur la plate-forme, tous les arrange-
ments possibles de câbles sont étudiés afin de balayer un grand nombre de configurations
possibles. Une vérification des collisions entre câbles avec déflexion est réalisée afin de
supprimer toute configuration présentant des collisions à l’intérieur d’un espace de travail
prescrit. La configuration optimale est sélectionnée sur la base d’un critère reflétant la
capacité à équilibrer une masse décentrée sur la plate-forme sur l’ensemble de l’espace de
travail désiré. Le critère à optimiser est le décalage maximal admissible du centre de masse
par rapport au centre géométrique de la plate-forme. En se basant sur la détermination
du zonotope des torseurs admissibles (chapitre 3) pour un robot pour lequel la masse des
câbles n’est pas négligeable, ce critère est calculé pour toutes les configurations introduites
précédemment afin de déterminer la configuration optimale.
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Ce chapitre présente des modèles de câbles prenant en compte leur masse et leur
élasticité longitudinale. Des tests de traction réalisés sur différents types de câbles per-
mettent de mettre en exergue le comportement élastique non-linéaire de certains câbles.
Afin d’améliorer la modélisation des robots parallèles à câbles, ce chapitre présente dif-
férents modèles d’élasticité de câbles. Leur utilisation dans le cadre de la résolution du
problème géométrique inverse est également brièvement discutée. Le modèle statique de
caténaire élastique est ensuite présenté. Ce modèle permet de rendre compte de la déflexion
du câble sous l’effet de son propre poids. Une étude basée sur différents exemples permet
d’évaluer l’influence des modèle de câbles pesant et/ou élastiques sur le comportement de
robots à câbles. Enfin, à partir d’un exemple de robot plan suspendu, il est montré que la
définition de l’espace de travail statique couramment utilisée n’est pas adaptée aux robots
parallèles à câbles de grande dimension. Une nouvelle définition est donc proposée.
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2.1 Introduction

2.1.1 Construction des câbles et comportement

Contrairement aux pièces mécaniques rigides généralement utilisées dans la construc-
tion des robots, les câbles ont rarement une composition uniforme. La construction même
des câbles rend difficile l’étude de leur comportement sous efforts. Leur structure hétéro-
gène entrâıne un comportement fortement non-linéaire.

De manière générale, les câbles métalliques sont constitués de fibres et de torons. Les
fibres sont enroulées entre elles afin de former les torons, puis les torons sont enroulés
entre eux pour former le câble. Les câbles textiles sont quant à eux généralement tressés.
L’organisation des fibres et des torons (type d’enroulement, nombre de fibres et de torons)
peut varier fortement d’un câble à l’autre et a une grande influence sur les caractéristiques
telles que la raideur en flexion, la résistance à la rupture, ou encore l’élasticité. Par exemple,
lors de l’application d’un effort de traction, un resserrement des fibres a lieu entrâınant
une élongation du câble. Ce mouvement des fibres à l’intérieur du câble entrâıne également
une torsion du câble. Dans le cas où la liaison entre le câble et la plate-forme ne possède
pas un pivot passif selon l’axe du câble, des couples de torsions peuvent apparâıtre aux
points d’attache des câbles. Certaines techniques de construction de câbles sont toutefois
disponibles afin de limiter ce phénomène. Les câbles ainsi construits sont appelés câbles
antigiratoires.

De surcrôıt, les matériaux qui composent les câbles sont très variés, allant de la fibre
métallique (acier inoxydable, acier galvanisé, zinc,...) au tissu, en passant par différents
types de matériaux polymères (Dyneema, Kevlar,...). Les câbles peuvent également être
composés de matériaux différents, par exemple quand le coeur du câble (toron central) est
d’un matériau différent de celui des torons externes. Le coeur du câble peut également être
un câble de signal ou de puissance. Cette hétérogénéité va de pair avec un comportement
non-linéaire du câble.

Enfin, afin de protéger le câble et/ou d’éviter des contacts entre le coeur et les torons
externes, des gaines en matériau synthétique peuvent être ajoutées à l’extérieur ou à l’in-
térieur du câble. Un exemple typique de construction de câble est présenté à la figure 2.1.

Tous ces éléments montrent qu’une assimilation des câbles à des corps indéformables,
linéaires et homogènes est probablement trop grossière pour modéliser correctement le
câble lorsque celui-ci a un diamètre important.

FIGURE 2.1 - Schéma d’un exemple de construction de câble.
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modélisation des robots à câbles

2.1.2 Cadre de définition des modèles de comportement de câbles

Afin de définir les modèles statiques de comportement de câbles utilisés dans ce cha-
pitre, isolons un seul câble d’un robot à câbles. Nous nous plaçons dans le plan vertical
contenant le câble i pour une pose donnée de la plate-forme. Ce plan Pi, présenté à la
Fig. 2.2, est le plan vertical passant par les points Ai et Bi, respectivement point de sortie
et point d’attache sur la plate-forme du câble i. Un repère Ri (Ai,xi, zi) est attaché à ce
plan, tel que xi et zi soient contenus dans Pi, zi étant vertical de sens opposé à la gravité.
L’axe xi, orthogonal à zi est orienté de manière à ce que la coordonnée Bix du point Bi

dans le repère Ri soit positive.
Les différents modèles présentés dans ce chapitre permettront de rendre compte du

comportement statique d’un câble i de longueur non déformée l0i, fixé à son extrémité Ai

et sous l’action d’une force τli appliquée à son autre extrémité Bi. Ce vecteur force τli a
pour composantes τlix et τliz suivant les axes xi et zi du repère Ri.
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FIGURE 2.2 - Schema de la plate-forme et notations.

2.2 Modèles élastiques de câbles

2.2.1 Introduction

Comme toute pièce mécanique, les câbles sous une action de traction s’allongent. Pour
des pièces homogènes et de forme régulière, les équations de la résistance des matériaux
permettent de modéliser précisément ce comportement (dans le domaine élastique) grâce
notamment au module d’Young et au coefficient de Poisson. Il est également possible pour
des assemblages ou des pièces plus complexes d’utiliser des méthodes d’éléments finis.
Toutefois, étant donnée la complexité de construction de beaucoup de câbles, ce type de
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méthodes n’est pas adéquate dans le contexte des robots parallèles à câbles, notamment
du fait des temps de calcul nécessaires. Il faut noter que dans cette partie, la masse des
câbles est pour le moment négligée.

Dans la littérature, diverses approches ont été proposées pour prendre en compte
l’élasticité des câbles afin d’obtenir un comportement plus réaliste des câbles d’un robot
parallèle à câbles. Le plus souvent, l’élasticité des câbles est introduite dans le modèle
de comportement du câble par la prise en compte d’un module d’Young constant sou-
vent égal à celui du matériau principal constituant le câble [67, 83]. Le câble est alors
assimilé à un cylindre plein constitué d’un matériau homogène. Toutefois, étant donné
la construction des câbles et les phénomènes d’élongation sous l’effet du resserrage des
fibres, cette hypothèse est parfois trop forte. Des tests de traction sur différents câbles de
différentes constructions, matériaux et diamètres ont été réalisés afin d’avoir un aperçu
du comportement élastique des câbles et de proposer des modélisations adéquates.

2.2.2 Tests de traction et identifications

Des essais de traction ont été réalisés sur 6 câbles de matériaux et constructions diffé-
rents. Les descriptions de ces câbles sont présentées dans le tableau 2.1. Il faut noter que
pour les types de construction, t× f signifie une structure composée de t torons de f fils.
Les charges à la rupture présentées dans ce tableau sont des données fournisseur.

TABLEAU 2.1 - Description des câbles testés.

Type de construction Diamètre Matériau Charge à la rupture

Câble 1 1 × 19 1 mm Acier inoxydable 90 kg

Câble 2 1 × 19 1 mm Acier galvanisé 100 kg

Câble 3 NC 1,1 mm Dyneema 116 kg

Câble 4 7 × 7 1,5 mm Acier galvanisé 140 kg

Câble 5 7 × 7 + gaine PVC 1,5/2,5 mm Acier galvanisé 130 kg

Câble 6 6 × 7 + âme textile 2 mm Acier galvanisé 239 kg

Les tests de traction ont été réalisés sur des câbles de 6m de long. Un seul échantillon
de chaque câble a été testé, et plusieurs cycles de charge/décharge ont été réalisés afin
d’obtenir un comportement élastique stable du câble. Nous présentons dans les parties
suivantes les différentes lois de déformation obtenues à partir des comportements identifiés
lors des tests de traction. Les erreurs associées à chacune de ces lois sont également
présentées.

2.2.2.1 Approximation linéaire

Pour certains câbles, les tests de traction permettent de conclure qu’une approximation
linéaire est assez précise compte tenu du comportement en traction du câble. C’est le cas
du test de traction d’un câble en acier galvanisé de construction 1 × 19 et de diamètre
1mm dont la courbe contrainte/déformation est présentée à la Fig. 2.3. On constate que
le comportement est quasiment linéaire, et qu’un module d’Young peut être identifié :
E = 129GPa. Toutefois, on peut aussi remarquer que ce module d’Young diffère fortement
du module d’Young de l’acier (E = 210GPa).
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modélisation des robots à câbles
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FIGURE 2.3 - Test de traction du câble en acier galvanisé 1× 19 de diamètre 1mm (câble
2), et approximation linéaire de la loi de déformation.

Pour ce type de câbles, l’utilisation d’un module d’Young constant est une approxima-
tion raisonnable, mais il est cependant nécessaire de l’identifier et de ne pas utiliser celui
du matériau constituant le câble.

2.2.2.2 Approximation linéaire par parties

La Fig. 2.4(a) présente les résultats du test de traction réalisé sur le câble en acier
galvanisé 7×7 (câble 4). Le comportement de ce câble apparâıt comme étant non-linéaire.
La figure présente également la courbe correspondant au module d’Young identifié par
une méthode de moindres carrés (pointillés mixtes -.-). Ce module est de 69GPa. Notons
que ce module est beaucoup plus faible que le module d’Young de l’acier. De surcrôıt,
cette approximation linéaire par un module d’Young constant ne permet pas de rendre
convenablement compte du comportement réel du câble en traction.
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FIGURE 2.4 - Test de traction du câble en acier galvanisé 7×7 de diamètre 1, 5mm (câble
4) et approximations de la loi de déformation.
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2.2. Modèles élastiques de câbles

A la Fig. 2.4(a), on remarque que pendant la première partie du test (pour une
contrainte de 0 à 100MPa) le module d’élasticité est plus faible : les actions de déforma-
tion des fibres et de resserrage des fibres et torons ont lieu en même temps. Le module
d’Young équivalent peut être assimilé à une première constante. Le comportement du
câble change pour une contrainte supérieure à 100MPa. Jusqu’à la valeur limite du test
σfin, le module d’Young de cette seconde plage de comportement peut aussi être assimilé
à une constante.

Le comportement de ce câble peut donc être approximé par deux modules d’Young dif-
férents correspondant chacun à une zone de contrainte différente. La figure 2.4(b) présente
les courbes correspondant à une double approximation linéaire de ce type.

On obtient ainsi un comportement élastique défini par partie, pour deux intervalles de
la contrainte σ. Ainsi, si le câble travaille dans la zone 0 ≤ σ ≤ 100MPa il faut utiliser
un module d’Young de 47, 5GPa. Dans la zone 100MPa ≤ σ ≤ σfin, le comportement en
traction du câble sera également linéaire et l’expression du module d’Young aura la forme
suivante :

σ = E0ε+ σ0 (2.1)

où ε correspond à la déformation relative, E0 = 125, 7GPa et σ0 = −169, 7MPa. Avec
cette approximation linéaire par parties, l’erreur relative moyenne sur la déformation est de
4, 63%, alors qu’elle était de 16, 34% pour une approximation linéaire du module d’Young.

2.2.2.3 Approximation non-linéaire

Les deux approximations linéaire et linéaire par parties du comportement d’un câble
sous un effort de traction présentées auparavant ne sont pas toujours suffisantes à la des-
cription du comportement élastique d’un câble. De plus, la double approximation linéaire
donne un module d’Young défini par partie ne facilite pas son utilisation. On propose ici
d’utiliser un autre type d’approximation.

La courbe de traction du câble 6 × 7 en acier galvanisé avec âme tissu de diamètre
2mm (câble 6) présentée à la Fig. 2.5(a) montre un comportement élastique fortement
non-linéaire. Une approximation linéaire par moindres carrés a été réalisée. Le module
d’Young identifié est de 38, 1GPa. Toutefois, avec cette approximation l’erreur relative en
terme de déformation pour une contrainte donnée est très élevée (environ 21%).

Les résultats assez peu précis des approximations linéaire (20, 83%) et linéaire par par-
ties (5,58%) ainsi que l’allure de la courbe, nous ont amené à réaliser une approximation
non-linéaire pour modéliser le comportement en traction de ce câble. Étant donnée l’al-
lure de la courbe de comportement réel du câble, nous avons réalisé une approximation
polynomiale de la forme suivante :

ε = P (σ) =

n∑
i=1

aiσ
i (2.2)

avec n = 3 ou 5. Les fonctions polynomiales obtenues par la méthode des moindres carrés
sont présentées à la Fig. 2.5(b) et leurs coefficients sont regroupés dans le Tab. 2.2.

Pour le câble 6 les erreurs relatives sur la déformation associées à ces deux modèles
polynômiaux sont de 3, 2% et 2% respectivement.
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FIGURE 2.5 - Test de traction du câble 6×7 en acier galvanisé avec âme tissu de diamètre
2mm (câble 6) et approximations de la loi de déformation.

TABLEAU 2.2 - Coefficients des polynômes d’approximation du comportement élastique du
câble 6 × 7 en acier galvanisé avec âme tissu de diamètre 2mm.

a0 a1 a2 a3 a4 a5

Degré 3 −6, 05.10−4 7, 69.10−5 −5, 91.10−7 1, 65.10−9 0 0

Degré 5 −6, 48.10−4 7, 52.10−5 −3, 22.10−7 −4, 29.10−9 4, 51.10−11 −1, 11.10−13

2.2.2.4 Problèmes d’hystérésis dans le comportement élastique des câbles

Nous avons vu que certains câbles ont des comportements élastiques non-linéaires. Un
phénomène d’hystérésis peut également exister. En général, l’hystérésis dans le compor-
tement élastique d’un matériau est dû à un effort faisant entrer la pièce étudiée dans le
domaine plastique, résultant en des déformations permanentes. En ce qui concerne les
câbles, le phénomène d’hystérésis n’a pas forcément les mêmes causes.

En effet, lors des premières utilisations, le câble doit « se faire ». Lors de l’application
des premiers efforts de traction sur un câble neuf, les fibres et torons se déforment et
surtout se resserrent les uns sur les autres provoquant une élongation du câble. Cette
élongation ne se résorbe pas intégralement lors de la décharge du câble. Celui-ci aura
donc une longueur à vide (sans charge) qui sera plus grande que cette même longueur
avant le cycle de charge/décharge. Ce phénomène d’hystérésis est par exemple visible sur
les courbes de traction réalisées sur le câble en Dyneema (Fig. 2.6, câble 3).

On constate sur cette courbe de traction que la phase de charge est quasiment linéaire.
Cependant, la phase de décharge est distincte et non-linéaire. De surcrôıt, le phénomène
d’hysteresis est très présent dans le comportement de ce câble. En effet, sur la courbe
de la Fig. 2.6, qui présente le premier test de traction d’un câble neuf, une déformation
résultante de 0, 4% est présente après la décharge. Bien que le câble soit pré-étiré par le
constructeur, un phénomène de resserrage des fibres provoquant des déformations per-
manentes a lieu lors des premiers cycles. Après de nombreux cycles de charge/décharge,
cette hystérésis a tendance à s’atténuer, mais reste toutefois présente, tel qu’illustré à la
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2.2. Modèles élastiques de câbles

Fig. 2.7. Le module d’Young identifié par moindres carrés sur la courbe de charge linéaire,
augmente au fil des cycles et tend à converger vers une valeur fixe.
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FIGURE 2.6 - Test de traction du câble Dyneema de diamètre 1,1mm (câble 3) sur un
cycle de charge (trait plein) et décharge (pointillé).
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FIGURE 2.7 - Tests de traction du câble Dyneema de diamètre 1,1mm. Evolution de l’hys-
térésis avec le nombre de cycles effectués.

Pour ce type de câble, dans un premier temps, il est nécessaire de réaliser de nom-
breux cycles de charge/décharge afin de stabiliser le comportement du câble. Néanmoins,
même quand le comportement du câble est stabilisé, on remarque deux comportements
différents pour les phases de charges et décharges, rendant la modélisation élastique de
ces câbles très difficile. Ce type de câbles n’est donc pas adapté aux robots à câbles pour
lesquels les tensions apparaissant dans les câbles peuvent être importantes, les cycles de
charge/décharge fréquents et où l’élasticité (non-négligeable) doit être prise en compte.
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2.2.2.5 Evaluation des différents modèles pour les 6 câbles testés

Pour les différents câbles testés, nous avons calculé l’erreur relative moyenne sur la
déformation relative pour les différentes approximations de la courbe de traction présentées
précédemment. Les résultats sont regroupés dans le Tab. 2.3.

TABLEAU 2.3 - Erreurs relatives moyennes sur la déformation ε pour les différents câbles
et les différents modèles d’élasticité.

E du matériau E identifié E par parties Degré 3 Degré 5

Câble 1 150, 61% 13, 21 % / 5, 67 % 3,83 %

Câble 2 68, 64 % 8, 41 % / 2, 72 % 2,39 %

Câble 3 / 5, 84 % / 3, 41 % 2,46 %

Câble 4 216, 29 % 16, 34 % 4, 63 % 3, 34 % 2,08 %

Câble 5 240, 16 % 17, 24 % / 5, 09 % 3,51 %

Câble 6 480, 07 % 20, 83 % 5,58 % 3, 19 % 2,04 %

On peut remarquer que l’utilisation du module d’Young E du matériau constituant
le câble n’est clairement pas adaptée à la modélisation élastique des câbles. Cependant,
pour certains câbles (câbles 2 et 3) l’utilisation d’un module d’Young constant identifié
permet de diminuer considérablement l’erreur sur la déformation du câble. Une approxi-
mation non-linéaire parâıt nécessaire pour certains câbles afin d’obtenir une erreur relative
moyenne inférieure à 5%.

2.2.2.6 Introduction de l’élasticité dans le problème géométrique inverse

Pour des modèles de câbles sans masse (câbles rectilignes), l’introduction d’une ap-
proximation linéaire ou non-linéaire de l’élasticité dans l’expression du problème géomé-
trique inverse est aisée. En effet, le calcul des longueurs totales L des câbles et de leurs
tensions peuvent se faire séparément. Il suffit alors de calculer les tensions dans les câbles
pour une pose donnée de la plate-forme, comme présenté dans la section 1.2.1.2, et d’en
déduire l’allongement Δl de chaque câble :

Δl

L
= ε = P (σ) (2.3)

où σ = τ/A0, et où A0 est la section non-déformée du câble. On peut alors calculer la
longueur non-déformée l0 du câble à partir de l’équation :

l0 = L

(
1 − Δl

L

)
(2.4)

où Δl correspond à la variation de longueur du câble (Δl = L− l0).
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2.2. Modèles élastiques de câbles

2.2.3 Validation expérimentale du modèle élastique

2.2.3.1 Description de la méthode utilisée

Afin d’évaluer la pertinence de l’utilisation d’un modèle élastique, nous avons réalisé
des tests de précision sur le prototype de robot à câbles ReelAx6. Ce prototype, conçu et
fabriqué dans le cadre de cette thèse, est présenté en détail à l’annexe A. Le câble utilisé
est le câble en Dyneema décrit dans le Tab. 2.1.

La courbe de comportement en traction de ce câble obtenue est présentée à la Fig. 2.7.
Nous avons vu que le comportement en traction de ce câble est linéaire, même s’il
présente une hystérésis. Cependant, cette hystérésis s’atténue après plusieurs cycles de
charge/décharge. Nous avons donc utilisé une approximation linéaire du module d’Young
basée sur la courbe de charge. Ce module d’Young identifié est de 43GPa. Étant donnée la
faible masse linéique du câble et les faibles dimensions du prototype (longueur maximale
déroulée inférieure à 4, 5m), la masse du câble est négligée. Le câble est assimilé à un
segment de droite.

La configuration du robot ReelAx6 considérée ici est décrite au Tab. 2.4.

TABLEAU 2.4 - Description de la configuration étudiée du prototype ReelAx6.

a1 a2 a3 a4 a5 a6

x(m) 0,776 0,819 0,819 0,776 -1,595 -1,595

y(m) -1,394 -1,369 1,369 1,394 0,025 -0,025

z(m) 2,762 2,762 2,762 2,762 2,762 2,762

b1 b2 b3 b4 b5 b6

x(m) -0,0865 0,173 0,173 -0,086 -0,086 -0,086

y(m) -0,149 0 0 0,149 0,149 -0,149

z(m) 0,035 0,035 0,035 0,035 0,035 0,035

La trajectoire de test est une trajectoire hélicöıdale à orientation constante nulle per-
mettant de couvrir une grande partie de l’espace de travail et une grande gamme de
tensions dans les câbles. Cette trajectoire est présentée aux Fig. 2.8 et 2.9. Afin d’avoir
des tensions importantes, la plate-forme a été chargée au maximum de la capacité du
robot (25kg).

Le test de précision considéré consiste à calculer pour la trajectoire test la tension de
chaque câble. A partir de ces tensions, les longueurs de consigne des câbles sont calculées
le long de la trajectoire avec le modèle non-élastique et avec le modèle de câble élastique
(module d’Young identifié). Pour les deux modèles de câbles précités, la trajectoire a été
décrite. Afin de mesurer la position du point de référence OB de la plate-forme à chaque
instant de la trajectoire, nous avons utilisé un système optique de mesure tridimensionnel
(Metris K600) présenté à la Fig. 2.10. Ce système permet de mesurer la position d’une ou
plusieurs diodes dans un volume de 18m3 avec une précision nominale de 35μm.

Ainsi, en fixant 3 diodes sur la plate-forme (Fig. 2.11), un repère fixe par rapport à
la plate-forme est obtenu, et la position du point piloté de la plate-forme peut être déter-
minée. La mesure de trois positions connues de la plate-forme dans le repère global nous
permet de reconstruire ce dernier. Il est alors possible de déterminer les transformations
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FIGURE 2.8 - Description de la trajectoire étudiée

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1
−1

0

1

0

0.5

1

1.5

2

2.5

x (m)
y (m)

z 
(m

)

FIGURE 2.9 - Schéma de la configuration étudiée et de la trajectoire testée

FIGURE 2.10 - Photo du système de mesure tridimensionnelle Metris K600.
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homogènes permettant de passer du repère du Metris au repère global du robot. Les détails
de ces transformations ne seront pas présentés ici.

FIGURE 2.11 - Positionnement des diodes sur la plate-forme.

Pour les deux modèles de câble (non-élastique et élastique linéaire), les trajectoires
ainsi mesurées sont comparées à la trajectoire nominale. Nous avons calculé tout au long
de la trajectoire l’erreur de positionnement du point de référence de la plate-forme. Cette
erreur, calculée à chaque échantillon de temps, correspond à la distance entre la position
désirée du point OB et la position mesurée de ce même point. Notons que dans cette étude
seule la position du point piloté de la plate-forme est considéré, les erreurs d’orientation
n’étant pas calculées.

2.2.3.2 Résultats

Les erreurs obtenues avec le modèle de câble non-élastique et avec le modèle de câble
élastique, par rapport au modèle parfait issu de la CAO, sont présentées à la Fig. 2.12.
L’analyse de ces erreurs est présentée au Tab. 2.5.

TABLEAU 2.5 - Analyse des erreurs de suivi de trajectoire (en mm)

Modèle Erreur moyenne Min Max Écart Type Variance

Câble non-élastique 12,32 2,31 28,46 6,16 37,95

Câble élastique linéaire 9,07 0,68 21,86 4,52 20,49

Les erreurs obtenues sont assez importantes, mais elles sont majoritairement attribuées
à un étalonnage approximatif dont la géométrie des points de sorties et des points d’attache
des câbles n’est pas bien connue. Toutefois, on remarque que l’utilisation d’un modèle de
câble élastique permet de diminuer de près de 27% l’erreur de positionnement moyenne.
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FIGURE 2.12 - Erreurs de suivi de trajectoire pour les deux modèles de câbles, élastique et
non-élastique.

2.3 Modèle de caténaire élastique

Dans les situations où le câble utilisé possède un diamètre important et les longueurs
déroulées sont grandes, la masse du câble déroulé a tendance à faire dévier le câble de la
droite reliant le point de sortie au point d’attache du câble sur la plate-forme : le câble
s’affaisse sous l’action de son propre poids. Ce phénomène appelé déflexion du câble peut
avoir des conséquences importantes du fait du changement de direction et d’amplitude
de la force appliquée par le câble sur la plate-forme par comparaison au cas d’un câble
supposé rectiligne. Afin de prendre en compte la déflexion d’un câble, différents modèles
ont été proposés. Dans cette section, un modèle connu décrivant le profil d’un câble sous
l’effet d’une force appliquée à une de ses extrémités et de son propre poids est présenté.
Les conséquences de la considération de ce modèle sur la modélisation géométrique et
statique d’un robot parallèle à câbles sont également discutées.

2.3.1 Description du modèle

Ce modèle de caténaire élastique a été initialement introduit pour modéliser le com-
portement statique de câbles dans le génie civil pour des ouvrages d’art tels que des ponts
suspendus. Il prend en compte le poids propre du câble ainsi que son élasticité. L’obten-
tion des équations d’équilibre d’un élément de câble et l’intégration de ces équations étant
connues depuis longtemps et décrite dans [59], elles ne seront donc pas présentées en détail
dans cette thèse.

2.3.2 Câble pesant élastique suspendu entre 2 points

A partir du modèle statique d’un câble pesant élastique i suspendu entre deux points
(Fig. 2.13), présenté dans [59], Kozak [67] décrit les équations de d’équilibre statique de
la partie du câble allant du point P au point Bi. Les coordonnées du point P dans le
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FIGURE 2.13 - Profil du câble i dans le plan Pi avec le modèle de caténaire élastique.

repère Ri sont (xi, zi), et le point P du câble a pour abscisse curviligne non-déformée
si (0 ≤ si ≤ l0i), et pour abscisse curviligne déformée pi (0 ≤ pi ≤ li). Les équations
d’équilibre sont :

τi
dx

dpi
= τlix (2.5)

τi
dz

dpi
= τliz + ρ0g(si − l0i) (2.6)

où τlix et τliz sont les composantes de la force τli exercé à l’extrémité Bi du câble i. A
partir de ces équations et de la contrainte géométrique suivante sur le profil du câble :(

dx

dpi

)2

+

(
dz

dpi

)2

= 1 (2.7)

où dx/dpi et dz/dpi sont respectivement les cosinus et sinus de l’angle d’inclinaison de
l’élément de câble étudié, Irvine [59] obtient l’expression de la tension dans le câble en
fonction de l’abscisse curviligne si :

τ(si) =
√
τ 2
lix

+ (τliz + ρ0g(si − l0i))
2 (2.8)

De plus, d’après la loi de Hooke appliquée à un élément de câble, la tension peut
également s’écrire sous la forme :

τ(si) = EA0

(
dpi

dsi
− 1

)
(2.9)

où E et A0 sont le module d’Young et la section non-déformée du câble étudié, respecti-
vement.

A partir de ces expressions de la tension, Irvine [59] obtient les expressions de xi(s) et
zi(s) décrivant le profil du câble. Afin d’adapter ces expressions au cadre d’étude présenté
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à la section 2.1.2, le câble i de longueur non déformée l0i est supposé accroché à une
extrémité et soumis à une force τli à son autre extrémité. Sous l’action combinée de cette
force τli et de son propre poids, le câble prend la forme d’une courbe appelée caténaire
élastique telle que présentée à la Fig. 2.13 dans le plan Pi. En se conformant aux notations
présentées en 2.1.2, l’extrémité fixe (si = 0) du câble et l’extrémité soumise à la force
d’amplitude τli (si = l0i) correspondent respectivement aux points Ai et Bi. Le profil du
câble est décrit par les équations suivantes :

xi(si) =
τlixsi

EA0
+

|τlix|
ρ0g

[
sinh−1

(
τliz + ρ0g(si − l0i)

τlix

)
− sinh−1

(
τliz − ρ0gl0i

τlix

)]
(2.10)

zi(si) =
τlizsi

EA0
+

ρ0g

EA0

(
s2

i

2
− l0isi

)

+
1

ρ0g

[√
τ 2
lix

+ (τliz + ρ0g (si − l0i))
2 −

√
τ 2
lix

+ (τliz − ρ0gl0i)
2

] (2.11)

Ces équations donnent les coordonnées du point P du câble i dans le repère Ri en
fonction de son abscisse curviligne si (0 ≤ si ≤ l0i). Aux abscisses curvilignes si = 0 et
si = l0i, P est confondu avec une des extrémités du câble. Il faut noter que les paramètres
ρ0, E et A0 sont indépendants du câble i considéré, car nous supposons que les câbles du
robot sont identiques.

2.3.3 Transmission des efforts et problèmes géométriques

Nous avons décrit dans la partie précédente le modèle de caténaire élastique d’un câble
permettant de rendre compte de l’influence sur son profil de la masse propre du câble ainsi
que de son élasticité. Toutefois, les équations (2.10) et(2.11) décrivent uniquement le profil
d’un câble attaché à une extrémité sous l’effet d’une force appliquée à son autre extrémité.
Il s’agit maintenant d’appliquer ce modèle à l’étude d’un robot à câble possédant m câbles
attachés à un même solide, la plate-forme mobile du robot.

Le câble i évolue dans le plan vertical Pi défini à la Fig. 2.2. Le repère Ri (Ai,xi, zi)
est attaché à ce plan. Ce repère partage le vecteur z avec le repère global RA du robot.
Ainsi, en plus de la translation de OA à Ai, le passage du repère RA au repère Ri est
obtenu par une rotation d’angle γi autour de l’axe z tel que présenté à la Fig. 2.14. γi

correspond à l’angle entre la projection du vecteur ui sur le plan (x,y) et l’axe x du
repère RA :

γi = arctan

(
uiy

uix

)
(2.12)

où uix et uiy sont les coordonnées suivant x et y du vecteur ui dans le repère RA. Rappelons

que ui correspond au vecteur
−−→
BiAi (section 1.2.1).

La matrice de rotation Qi correspondante a la forme suivante :

Qi =

⎡
⎣ cγi −sγi 0
sγi cγi 0
0 0 1

⎤
⎦ =

[
qi1 qi2 qi3

]
(2.13)

où cγi et sγi représentent respectivement les cosinus et sinus de l’angle γi.
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FIGURE 2.14 - Relations entre la base du repère fixe global et celle du repère attaché au
câble i.

2.3.3.1 Problème géométrique inverse

Avec le modèle de caténaire élastique décrit aux équations (2.10) et (2.11), le problème
géométrique inverse n’est plus aussi trivial que dans le cas où le câble est supposé sans
masse. En fait, lorsqu’on utilise le modèle de caténaire élastique, les longueurs des câbles
et les efforts appliqués à leurs extrémités sont liés et doivent donc être déterminés en
même temps. La résolution du problème géométrique inverse revient donc à déterminer à
la fois les longueurs non déformées l0i des m câbles et les composantes τlix et τliz des forces
τli appliquées aux câbles aux points Bi. Les inconnues du problème géométrique inverse
pour un robot à m câbles et n DDL sont donc :

[
τl1x τl1z l01 · · · τlmx τlmz l0m

]
1×3m

(2.14)

Les équations faisant intervenir ces inconnues sont tout d’abord les équations (2.10) et
(2.11) décrivant le profil du câble i. En remplaçant dans ces équations si par la longueur
l0i du câble i, on obtient x(l0i) et z(l0i) qui correspondent aux coordonnées du point Bi

dans le repère Ri. Nous obtenons 2m équations non-linéaires :

x(l0i) =
τlixl0i

EA0
+

|τlix|
ρ0g

[
sinh−1

(
τliz
τlix

)
− sinh−1

(
τliz − ρ0gl0i

τlix

)]
(2.15)

z(l0i) =
τliz l0i

EA0
− l20iρ0g

2EA0
+

1

ρ0g

[√
τ 2
lix

+ τ 2
liz

−
√
τ 2
lix

+ (τliz − ρ0gl0i)
2

]
(2.16)

Le vecteur
−−→
AiBi exprimé dans le repère Ri sera noté xi et a pour expression :

xi =

⎡
⎣ x(l0i)

0
z(l0i)

⎤
⎦ = Q−1

i (xPF + Qbi − ai) (2.17)

L’équilibre statique de la plate-forme donne n équations supplémentaires. En effet, le
torseur d’efforts résultant de la force −τli exercée par le câble i sur la plate-forme a pour
expression :
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− wfi

[
τlix τliz

]T
= −

[
qi1 qi3

Qbi × qi1 Qbi × qi3

]
n×2

[
τlix
τliz

]
(2.18)

où qij est la j ème colonne de la matrice Qi comme défini dans (2.13).
Ainsi l’équilibre statique de la plate-forme soumise à l’action de m câbles et d’un

torseur d’efforts extérieur fe connu s’écrit :

− Wff + fe = 0 (2.19)

où :
f =

[
τl1x τl1z · · · τlmx τlmz

]T
2m×1

(2.20)

et :

Wf =
[

wf1 wf2 · · · wfm

]
n×m

Étant donnés la pose de la plate-forme et le torseur fe, le problème géométrique inverse
consiste donc à résoudre le système d’équations non-linéaires couplées suivant :

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−Wff + fe = 0
x1 − Q−1

1 (xPF + Qb1 − a1) = 0
...
xm − Q−1

m (xPF + Qbm − am) = 0

(2.21)

avec les inconnues de l’Eq. (2.14). Afin de résoudre ce problème nous avons utilisé dans
cette thèse la fonction Matlab « fmincon ». Notons que contrairement à la résolution du
problème géométrique inverse dans le cas d’un câble sans masse et sans élasticité, il peut
y avoir plusieurs solutions, même lorsque le système est carré (m = n). Nous avons donc
spécifié une fonction objectif qui minimise la somme des longueurs des câbles. De plus,
seules les solutions présentant des valeurs positives des composantes τlix de tous les câbles
sont réalisables physiquement (câbles en traction). Il est également possible d’ajouter des
contraintes sur les tensions maximales dans les câbles.

2.3.3.2 Problème géométrique direct

La résolution du problème géométrique direct est similaire à celle du problème géomé-
trique inverse. En effet, les équations à disposition sont les mêmes, c’est-à-dire, celles de
l’Eq. (2.19) de l’équilibre statique de la plate-forme et les Eqs. (2.15) et (2.16) décrivant
les profils des câbles. Comme précédemment, la résolution du problème géométrique direct
(détermination de la pose de la plate-forme) ne peut être découplée de la détermination
des forces appliquées à l’extrémité de chaque câble par la plate-forme. Ainsi, le vecteur
des inconnues d’un robot à m câbles et n DDL est le suivant :

[
pT · · · τl1x τl1z · · · τlmx τlmz

]
1×(n+2m)

(2.22)

où p est le vecteur colonne de dimension n décrivant la pose de la plate-forme (position
et orientation).

Nous avons également utilisé la fonction Matlab « fmincon » afin de résoudre ce pro-
blème. Ce problème possède assurément plusieurs solutions bien que la fonction fmincon
permet d’en obtenir qu’une seule.
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2.3.4 Élasticité négligée

Le modèle de caténaire élastique peut également être utilisé en négligeant l’élasticité
du câble. Dans les Eqs. (2.10) et (2.11), les termes où l’élasticité apparâıt sont facilement
identifiables. Ces termes sont ceux faisant intervenir le module d’Young E. En faisant
tendre ce module d’Young vers l’infini, ces termes s’annulent. Les équations décrivant le
profil d’un câble pesant non-élastique sont alors :

xi(s) =
|τlix|
ρ0g

[
sinh−1

(
τliz + ρ0g(s− l0i)

τlix

)
− sinh−1

(
τliz − ρ0gl0i

τlix

)]
(2.23)

zi(s) =
1

ρ0g

[√
τ 2
lix

+ (τliz + ρ0g (s− l0i))
2 −

√
τ 2
lix

+ (τliz − ρ0gl0i)
2

]
(2.24)

Dans ce cas particulier, Kozak [67] a montré que la détermination des longueurs de
câbles peut être partiellement découplée de celle des forces appliquées par la plate-forme
sur les câbles. A partir de l’Eq. (2.23) en si = l0i, on peut obtenir l’expression de l0i en
fonction des autres inconnues :

l0i =
−1

ρ0g

[
τlixsinh

(
sinh−1

(
τliz
τlix

)
− ρ0gBix

|τlix|
)
− τliz

]
(2.25)

Ainsi, en remplaçant cette expression de l0i dans l’Eq. (2.24) avec si = l0i, on obtient
une équation pour chaque câble dans laquelle seuls les termes τlix et τliz interviennent.
Pour résoudre le problème géométrique inverse, il s’agit tout d’abord de déterminer les
forces τlix et τliz pour les m câbles à partir de ces équations et de celles de l’équilibre
statique de la plate-forme. Une fois τlix et τliz déterminés, les longueurs l0i sont calculées
avec l’Eq. (2.25).

L’utilisation du modèle de caténaire non-élastique permet donc de découpler le calcul
des efforts et des longueurs des câbles. Le découplage n’est que partiel étant donné que
les longueurs ne peuvent pas être déterminées avant les forces.

2.3.5 Prise en compte d’une élasticité non-linéaire

Comme nous l’avons vu lors de l’étude des câbles à la section 2.2.2.3, l’utilisation d’un
module d’Young constant pour rendre compte de l’élasticité d’un câble n’est pas forcément
adéquate. Or, dans le modèle de caténaire élastique, l’élasticité du câble intervient par un
module d’Young constant, et donc une élasticité linéaire.

Étant donné le couplage entre les tensions et les longueurs des câbles, il n’est pas aisé
d’introduire une élasticité non-linéaire dans le problème géométrique inverse avec un câble
pesant. Il faudrait effectivement remplacer dans l’Eq. (2.9) le module d’Young constant
E par l’expression suivante :

E =
σi(si)

ε
=

σi(si)

P (σi(si))
(2.26)

où P (σi(si)) est le polynôme identifié permettant de modéliser le comportement élastique
non-linéaire du câble, tel que présenté à la section 2.2.2.3. Étant donné que la tension
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varie le long du câble, la contrainte subit par la section du câble d’une abscisse curviligne
si varie également. Le module d’élasticité équivalent est donc variable comme le montre
l’expression de la contrainte en fonction de l’abscisse curviligne :

σi(s) =
τi(s)

A0
=

√
τ 2
lix

+ (τliz + ρ0g (s− l0i))
2

A0
(2.27)

Le remplacement du module d’Young par l’expression de l’Eq. (2.26) rend l’intégration
des Eq. (2.8) et (2.9) très complexe. Nous n’avons pas donc pas réussi à prendre en compte
une élasticité non-linéaire dans le modèle de caténaire élastique.

2.4 Influence du modèle utilisé sur le comportement

des robots à câbles suspendus

2.4.1 Description des deux robots étudiés

Afin d’évaluer l’influence du modèle de câble utilisé sur le comportement des robots à
câbles, nous étudions dans cette partie deux robots de type suspendu possédant autant
de câbles que de degrés de liberté (n = m). Nous n’étudions pas de robots possédant plus
de câbles que de DDL de la plate-forme afin de s’affranchir du problème d’interprétation
des résultats du au choix de la distribution des tensions dans les câbles. En effet, dans
le cas des robots pleinement contraints, il existe une infinité de combinaisons de tensions
permettant de réaliser l’équilibre statique de la plate-forme. Le profil d’un câble pesant
étant fonction de la tension à laquelle est assujettie le câble, il existe une infinité de
combinaisons de profils des m câbles.

Nous considérons un robot à câbles suspendu plan possédant 3 câbles permettant de
contrôler les 3 degrés de liberté de la plate-forme, c’est-à-dire les 2 translations dans le
plan et la rotation autour de l’axe normal au plan d’évolution du robot. Le deuxième
robot étudié est un robot similaire au Robocrane [3] possédant 6 câbles et 6 DDL.

Les dimensions de ces robots ont été choisies assez grandes afin de mettre en exergue
les effets de la masse des câbles sur l’équilibre statique. Pour chacun de ces deux robots,
le câble a été choisi de façon à pouvoir supporter les tensions maximales sur l’ensemble
de l’espace de travail du robot. La méthode de détermination des caractéristiques de ces
câbles est détaillée à l’annexe B.

2.4.1.1 Robot à câbles suspendu plan à 3 câbles et 3 DDL

Le premier robot étudié ici évolue dans le plan (x, z) et possède 3 degrés de liberté.
La plate-forme est actionnée par 3 câbles dont les points de sortie sont situés à une
même altitude. La plate-forme est un segment de droite. Les coordonnées des points de
sortie et des points d’attache sur la plate-forme sont données au Tab.2.6. La Fig. 2.15
présente le robot en question avec des câbles sans masse (Fig. 2.15(a)) et des câbles
pesants (Fig. 2.15(b)).

La masse de la plate-forme à vide est de 30kg et atteint 300kg en pleine charge. Les
études suivantes sont réalisées pour ces deux cas de charge.

L’espace de travail pour lequel est réalisée l’étude correspond à une partie de l’espace
atteignable à orientation constante (horizontale). Pour le robot plan, l’espace de travail
correspond au rectangle représenté à la Fig. 2.15(a)
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TABLEAU 2.6 - Robot à 3 câbles et 3 DDL : coordonnées des points de sortie ai des câbles
et des points d’attache bi des câbles sur la plate-forme dans le repère global
et le repère attaché à la plate-forme, respectivement.

x (m) z (m) x (m) z (m)

a1 0 0 b1 -0.5 0

a2 5 0 b2 0.44 0

a3 15 0 b3 0.5 0
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(a) Câbles sans masse
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)

(b) Câbles pesants

FIGURE 2.15 - Schémas du robot plan à 3 câbles et 3 DDL.

2.4.1.2 Robot à câbles suspendu à 6 câbles et 6 DDL

Le deuxième robot étudié est un robot spatial ayant 6 DDL contrôlés par 6 câbles.
Comme le robot plan introduit précédemment, ce robot suspendu utilise la gravité afin
de maintenir les câbles tendus. La géométrie de ce robot a été choisie similaire à celle du
Robocrane du NIST [3]. Ainsi, les points de sortie des câbles forme un triangle équilatéral,
2 câbles sortant de chaque sommet du triangle. La plate-forme est également triangulaire.
A orientation nulle, la plate-forme est horizontale. Les coordonnées des points de sortie et
des points d’attache des câbles sur la plate-forme sont données au Tab. 2.7. La Fig. 2.16
présente un schéma du robot avec des câbles pesants.

La masse de la plate-forme à vide est de 30kg, et atteint 500kg en pleine charge. Les
études suivantes sont réalisées pour ces deux cas de charge.

Comme pour le robot plan, nous avons défini une zone d’étude. Étant donné la forme
cylindrique de l’espace de travail statique à orientation nulle d’un robot de type Robocrane,
nous avons choisi un cylindre de rayon 2, 5m centré dans le triangle formé par les points
de sortie (x = 0, y = 0). Les bases inférieure et supérieure sont situées respectivement à
des altitudes de 0m et 5m.

2.4.1.3 Détermination des câbles utilisés

Contrairement aux cas où la masse des câbles est négligée, quand celle-ci est prise en
compte, la tension n’est plus constante tout au long du câble, tel que présenté à l’Eq. (2.8).
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TABLEAU 2.7 - Robot à 6 câbles et 6 DDL : coordonnées des points de sortie des câbles
et des points d’attache des câbles sur la plate-forme dans le repère global
et le repère attaché à la plate-forme, respectivement.

x (m) y (m) z (m) x (m) y (m) z (m)

a1 -6,982 -4 8 b1 -0,693 0,4 0

a2 -6,982 -4 8 b2 0 -0,8 0

a3 6,982 -4 8 b3 0 -0.8 0

a4 6,982 -4 8 b4 0.693 0,4 0

a5 0 8 8 b5 0.693 0,4 0

a6 0 8 8 b6 -0.693 0,4 0

−6 −4 −2 0 2 4 6 −4
−2

0
2
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6
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FIGURE 2.16 - Schéma du robot à 6 câbles et 6 DDL avec des câbles pesants.

Cette tension est maximale au point le plus haut du câble, car à cet endroit précis, il doit
supporter la tension due à la force appliquée par la plate-forme et le propre poids de sa
longueur déroulée. La considération de la masse de câble déroulé influence donc la tension
maximale dans le câble, et a donc une importance dans le choix des caractéristiques du
câble.

En effet, si l’on augmente la section du câble afin qu’il supporte la tension maximale,
la masse linéique du câble augmente, impliquant un accroissement des tensions maxi-
males, et ainsi de suite. Il n’est donc pas trivial de déterminer le câble adéquat pour une
configuration, un espace de travail et une charge à transporter donnés.

Afin de déterminer le diamètre du câble, nous avons utilisé une méthode d’optimisa-
tion. Elle se base sur la résolution numérique de l’équilibre statique de la plate-forme.
Dans le problème décrit à la section 2.3.3.1, il suffit d’ajouter la masse linéique du câble
(directement dépendant du diamètre pour une masse volumique donnée) comme inconnue
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du problème et d’ajouter une inégalité par câble. Cette dernière correspond à la tension
maximale calculée en fonction de la section du câble :

τimax ≤ σmax

A0
(2.28)

Ainsi pour une configuration du robot et une pose donnée de sa plate-forme, nous
déterminons le diamètre du câble permettant de supporter la tension due à la charge
transportée par la plate-forme et au poids propre du câble. En appliquant cette méthode
sur l’ensemble de l’espace de travail discrétisé, le plus grand diamètre obtenu permettra
aux câbles de résister aux tensions apparaissant au travers de l’espace de travail. Cette
méthode est décrite en détail à l’annexe B.

Appliquée aux deux robots présentés auparavant, les diamètres de câbles obtenus sont
respectivement de 5, 78mm et 9, 63mm pour le robot plan et le robot à 6 DDL. Les
résultats obtenus au travers de l’espace de travail sont présentés aux Fig. 2.17(a) et 2.17(b).
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(b) Robot à 6 DDL - Altitude 5m

FIGURE 2.17 - Résultats de la procédure de détermination du diamètre de câble adéquat
pour les deux robots utilisés en exemple et pour une orientation nulle de
leur plate-forme.

Les câbles choisis pour les deux robots devant correspondre à des câbles existant chez
les constructeurs, les résultats ont été arrondis aux valeurs immédiatement supérieures de
diamètres disponibles. Les caractéristiques de ces câbles sont données aux Tab.2.8 et 2.9.

TABLEAU 2.8 - Caractéristiques du câble considéré pour le robot plan.

Description Valeur

ρ0 Masse linéique du câble 0, 123kg/m

E Module d’Young 38GPa

Φext Diamètre extérieur 6mm
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TABLEAU 2.9 - Caractéristiques du câble considéré pour le robot à 6 câbles et 6 DDL.

Description Value

ρ0 Masse linéique du câble 0, 343kg/m

E Module d’Young 38GPa

Φext Diamètre extérieur 10mm

2.4.2 Méthodes de comparaison

Afin de pouvoir comparer le modèle de caténaire élastique au modèle de câble sans
masse ni élasticité en termes de longueur de câble, de tension et de pose atteinte, nous
avons discrétisé l’espace de travail des robots de la section 2.4.1. Notons que l’étude qui
suit a été faite pour une orientation constante et nulle de la plate-forme.

2.4.2.1 Longueurs des câbles et tensions maximales

Pour chaque pose de la discrétisation, le problème géométrique inverse et l’équilibre
statique de la plate-forme sont résolus pour le modèle de câble sans masse non-élastique,
ainsi que pour le modèle de caténaire élastique. Il est alors possible de comparer les
longueurs de câbles obtenues dans les deux cas ainsi que les tensions dans les câbles. La
différence entre les deux modèles considérés est mesurée par le calcul de l’erreur relative
sur le paramètre étudié. Cette erreur relative correspond à la variation du paramètre
(longueur ou tension maximale) entre les deux modèles divisée par la valeur obtenue avec
le modèle de câble sans masse et sans élasticité. Pour chaque câble, cette erreur est calculée
et la valeur maximale obtenue pour les m câbles dans la pose étudiée est la valeur retenue.

L’erreur relative maximale εlmax sur les longueurs des câbles pour la pose p considérée
s’écrit :

εlmax(p) = max
i=1..m

(
l0i − Li

Li

)
(2.29)

où l0i est la longueur non-déformée du câble i obtenue avec le modèle de caténaire élastique
et Li la longueur du câble i obtenue avec le modèle de câble sans masse et sans élasticité.

Comme nous l’avons vu dans la description du modèle de caténaire élastique (section
2.3) et contrairement au cas où la masse est négligée, la tension n’est pas constante tout
au long du câble tel que décrit à l’Eq.(2.8). D’après cette équation, la tension maximale
apparâıt au point le plus haut du câble, lieu où le câble doit supporter en plus de la charge
transportée, la totalité de son propre poids. Pour la comparaison de modèles effectuée ici,
nous utilisons la tension τ0i en ce point (Ai pour les robots de type suspendu) comme
tension maximale comparée à la tension obtenue pour des câbles non-pesants. L’erreur
relative maximale s’écrit donc :

ετmax(p) = max
i=1..m

(
τ0i − τi
τi

)
(2.30)

où τi est la tension obtenue avec le modèle de câble sans masse et sans élasticité.
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2.4.2.2 Positionnement de la plate-forme

Il s’agit ici de savoir, pour des longueurs des câbles commandées, où se situe la plate-
forme. A cette fin, la méthode de comparaison utilisée (Fig. 2.18) consiste, pour chaque
pose de l’espace de travail discrétisé, à calculer les longueurs de câbles en considérant des
câbles sans masse et non-élastiques, et ensuite à utiliser ces longueurs comme données du
problème géométrique direct avec le modèle de caténaire élastique.

l0

FIGURE 2.18 - Méthode de comparaison des poses atteintes pour les mêmes longueurs de
câbles commandées, mais avec le modèle de câble non-élastique sans masse
(Pose 1), et avec le modèle de caténaire élastique(Pose 2).

Notons que dans cette méthode de comparaison, il peut y avoir plusieurs solutions
au problème géométrique direct. Nous avons décidé de considérer uniquement la solution
donnée par la fonction de résolution numérique utilisée (« fmincon » dans Matlab) avec
comme critère d’optimisation la minimisation de la variation de la position du point OB

(en norme) par rapport au modèle de câble sans masse et sans élasticité.

L’erreur considérée dans la section 2.4.5 correspond à la distance entre les deux po-
sitions du point référence de la plate-forme OB obtenues pour les deux modèles de câble
(pose 1 et pose 2 de la Fig. 2.18).

2.4.3 Résultats de comparaison pour les tensions des câbles

2.4.3.1 Exemple du robot plan à 3 câbles et 3 DDL

La Fig. 2.19 présente les erreurs relatives maximales obtenues. L’erreur relative maxi-
male sur les tensions dépasse 10% pour la charge maximale considérée. Dans le cas de
la plate-forme à vide (retour à vide après dépôt de la charge), la tension est fortement
affectée par la prise en compte de la masse des câbles. On constate une augmentation de
plus de 100% avec le modèle de câble pesant élastique. Cette erreur n’est pas admissible,
notamment lorsque la commande du robot utilise une boucle en effort.

2.4.3.2 Exemple du robot à 6 câbles et 6 DDL

Les mêmes observations que pour le robot plan peuvent être faites dans le cas du robot
à 6 câbles et 6 DDL, pour lequel les erreurs relatives maximales sur les tensions maximales
atteignent 140% (Fig. 2.20(a)) aux limites de l’espace de travail. Ces erreurs ne descendent
pas au dessous de 70% au centre de l’espace de travail lorsque la plate-forme est à vide.
Même à une altitude élevée où les tensions sont plus importantes, et donc où la déflexion
des câbles est plus faible, l’erreur reste importante (40% à la Fig. 2.20(c)).
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(a) Plate-forme à vide : 30kg
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(b) Plate-forme chargée : 300kg

FIGURE 2.19 - Erreurs relatives maximales sur les tensions maximales pour le robot plan
à 3 câbles et 3 DDL, entre le modèle de caténaire élastique et le modèle de
câble sans masse non-élastique.
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(a) Plate-forme à vide - 30kg - z = 0m

−3
−2

−1
0

1
2

3

−2

0

2

3

4

5

6

x(m)y(m)

E
rr

eu
rs

 r
el

at
iv

es
 m

ax
im

al
es

 s
u

r 
le

s 
te

n
si

o
n

s 
d

an
s 

le
s 

câ
b

le
s 

(%
)

(b) Plate-forme chargée - 500kg - z = 0m
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(c) Plate-forme à vide - 30kg - z = 5m
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(d) Plate-forme chargée - 500kg - z = 5m

FIGURE 2.20 - Erreurs relatives maximales sur les tensions maximales pour le robot à 6
câbles et 6 DDL, entre le modèle de caténaire élastique et le modèle de
câble sans masse non-élastique.
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2.4.4 Résultats de comparaison pour les longueurs des câbles

2.4.4.1 Exemple du robot plan à 3 câbles et 3 DDL

En ce qui concerne les longueurs des câbles, la Fig. 2.21 montre que l’erreur relative
maximale atteint 4% dans le cas où la plate-forme est à vide. On remarque aussi que
l’influence de la masse des câbles est très faible avec la charge maximale (câbles plus
tendus). En effet, les erreurs calculées sont négatives. Cela signifie que la longueur du câble
l0i est plus faible que la longueur de la corde Li. Cette différence négative de longueur est
due à l’allongement élastique du câble. Les tensions dans les câbles sont plus importantes
avec la charge maximale, et donc le profil de chaque câble est proche de celui de la corde
(segment de droite AiBi).
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(a) Plate-forme à vide - 30kg
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(b) Plate-forme chargée - 300kg

FIGURE 2.21 - Erreurs relatives maximales sur les longueurs des câbles entre le modèle
de câble sans masse non-élastique et le modèle de caténaire élastique pour
le robot plan à 3 câbles et 3 DDL.

2.4.4.2 Exemple du robot à 6 câbles et 6 DDL

Pour l’exemple du robot à 6 câbles et 6 DDL, les mêmes observations quant à l’effet
du modèle de caténaire élastique peuvent être faites. Les erreurs maximales (6%) sont
obtenues pour les tensions les plus faibles, c’est-à-dire pour la plate-forme à vide, pour
une altitude faible (Fig. 2.22(a) et aux limites de l’espace de travail. A une altitude de
5m, soit 3m sous les points de sortie des câbles, l’erreur relative maximale n’est plus que
de 1, 4% (Fig. 2.22(c)). En effet, les tensions sont alors plus importantes, et la déflexion
du câble plus faible.

2.4.5 Résultats de comparaison pour le positionnement de l’or-
gane terminal

2.4.5.1 Exemple du robot plan à 3 câbles et 3 DDL

Comme dans les sections 2.4.4 et 2.4.3, la pose est plus influencée par la masse des
câbles lorsque la charge transportée est faible. On peut ainsi voir à la Fig. 2.23 que l’erreur
de positionnement est maximale pour une charge de 30kg avec une valeur de 230mm alors
qu’elle n’est que de 60mm pour la charge maximale de 500kg.
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(a) Plate-forme à vide - 30kg - z = 0m
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(b) Plate-forme chargée - 500kg - z = 0m
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(c) Plate-forme à vide - 30kg - z = 5m
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(d) Plate-forme chargée - 500kg - z = 5m

FIGURE 2.22 - Erreurs relatives maximales sur les longueurs des câbles entre le modèle
de câble sans masse non-élastique et le modèle de caténaire élastique pour
le robot à 6 câbles et 6 DDL.
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(a) Erreur de position - Plate-forme à vide - 30kg
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(b) Erreur de position - Plate-forme chargée - 300kg

FIGURE 2.23 - Erreurs sur la position de la plate-forme entre le modèle de câble sans
masse non-élastique et le modèle de caténaire élastique pour le robot plan
à 3 câbles et 3 DDL.
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2.4.5.2 Exemple du robot à 6 câbles et 6 DDL

La même étude a été réalisée dans le cas du robot du type Robocrane à 6 câbles et 6
DDL. A la Fig. 2.24, l’erreur est plus importante lorsque les tensions dans les câbles sont
les plus faibles. Pour ce robot, l’erreur maximale de positionnement du point de référence
OB de la plate-forme est supérieure à 300mm. Dans de nombreuses applications, de telles
erreurs seront probablement problématiques.
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(a) Erreur de position - Plate-forme à vide - 30kg -
z = 0m
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(b) Erreur de position - Plate-forme chargée - 500kg
- z = 0m

FIGURE 2.24 - Erreurs sur la position de la plate-forme entre le modèle de câble sans
masse non-élastique et le modèle de câble pesant élastique pour le robot
plan à 6 câbles et 6 DDL.

2.4.6 Conclusions sur les effets des modèles de câble

L’étude présentée dans cette partie montre qu’il est nécessaire de prendre en compte
l’élasticité des câbles lorsque les câbles se trouvent soumis à de fortes tensions. Cette
situation se produit dans le cas où la plate-forme transporte la charge maximale, et sur la
partie supérieure de l’espace de travail où les câbles tendent à être horizontaux. La masse
des câbles, quant à elle, a une influence importante sur le comportement des robots à câbles
lorsque les tensions sont faibles. De faibles tensions apparaissent dans les câbles quand
la plate-forme est à vide, et aux limites de l’espace de travail. La tension dans les câbles
semble être le paramètre le plus affecté par la prise en compte de la masse des câbles. Les
résultats obtenus pour les deux exemples considérés ici prouvent que le modèle de câble
pesant est indispensable afin d’obtenir une estimation correcte des tensions de robots
parallèles à câbles de grandes dimensions. De plus, la différence de tensions résultant de
la prise en compte de la masse propre des câbles a assurément un impact important sur
la phase de dimensionnement des actionneurs et de la structure soutenant le robot.

2.5 Espace de travail statique d’un robot de grande

dimension

L’espace de travail statique ωS d’un robot à câbles est défini comme l’ensemble des
poses p de la plate-forme mobile pour lesquelles il est possible d’équilibrer le poids de
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la plate-forme avec des tensions dans les câbles situées dans un intervalle de tensions
admissibles [τmin, τmax] :

ωs = {p | ∃τ ∈ [τmin, τmax],W (p)τ + fe = 0} (2.31)

Lorsqu’on considère la masse propre des câbles dans le modèle de câble utilisé, la
tension le long du câble n’est pas constante. Par comparaison au cas d’un modèle de câble
sans masse, il n’est donc pas aussi simple de vérifier les conditions d’inclusion d’une pose
dans l’espace de travail statique.

2.5.1 Détermination des tensions minimales et maximales dans

les câbles

Dans un premier temps, il est nécessaire de déterminer les tensions minimales et maxi-
males dans chaque câble afin de pouvoir valider l’appartenance de la pose considérée à
l’espace de travail statique. Il faut distinguer deux cas correspondant au signe de la com-
posante verticale τliz de la force τli appliquée par la plate-forme à l’extrémité Bi du câble
(Fig. 2.13).

- Cas 1, τliz < 0 : d’après l’Eq.(2.8), la tension maximale dans le câble correspond
à l’abscisse curviligne si = 0, et est égale à la norme de la force τ0i montrée à la
Fig. 2.13. Ce point de tension maximale correspond ici au point Ai. Étant donné
que la composante verticale τliz est négative, l’Eq. (2.8) implique également que le
point de tension minimale correspond au point le plus bas du câble et se trouve donc
confondu avec le point Bi ayant pour abscisse curviligne si = l0i. La valeur de la
tension minimale est donc égale à la norme de la force τli montrée à la Fig. 2.13.
Un exemple d’évolution de la tension le long du câble pour τliz < 0 est présenté à
la Fig. 2.25(a). Les valeurs minimale et maximale de tension sont données par les
équations suivantes :

τimax = τ0i =
√
τ 2
lix

+ (τliz − ρ0gl0i)
2 (2.32)

τimin = τli =
√
τ 2
lix

+ τ 2
liz
. (2.33)

- Cas 2, τliz > 0 : dans ce deuxième cas, le signe de τliz (composante verticale de la
force τli appliquée par la plate-forme sur le câble au point Bi) indique que le câble
exerce, sur la plate-forme au point Bi, une force dirigée vers le bas (−τli), bien que
le point Ai soit situé au dessus de la plate-forme. Une illustration de ce type de profil
de câble et de tension est présentée à la Fig. 2.25(b). Dans cette situation, le point
de tension maximale est toujours situé au point Ai, la valeur de cette tension reste
donc inchangée c’est-à-dire celle donnée à l’Eq. (2.32). Le point de tension minimale
est toujours le point le plus bas du câble. Toutefois, ici, il ne coincide plus avec le
point Bi. L’abscisse curviligne du point le plus bas du câble peut être déterminée
en dérivant l’expression de la tension τi(si) (Eq. (2.8)) par rapport à la variable si :

dτ(si)

dsi
=

ρ0g (τliz + ρ0gsi − ρ0gl0i)√
τ 2
lix

+ (τliz + ρ0g(si − l0i))
2
. (2.34)

L’expression de si obtenue pour une dérivée nulle de la tension est :

si =
ρ0gl0i − τliz

ρ0g
. (2.35)
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FIGURE 2.25 - Profil d’un câble et évolution de sa tension.

En ce point, la tangente au câble est horizontale, la composante verticale de la
tension est nulle et la tension minimale vaut :

τimin = τlix . (2.36)

2.5.2 Phénomène de câble pendant

Lorsque la composante τliz d’un câble est positive, le câble exerce une force dirigée vers
le bas sur la plate-forme. Nous appellerons ces câbles « câbles pendants ». Illustrons cette
situation avec l’exemple du robot plan à 3 câbles et 3 DDL présenté à la section 2.4.1.1.
Nous avons étudié le comportement de ce robot sur un segment de droite horizontale
discrétisé allant de la pose pinit = [4,−5, 0]T à la pose pfin = [10,−5, 0]T , où p = [x, y, φ],
φ étant l’angle donnant l’orientation de la plate-forme. Le long de ce segment, tous les
10cm, les tensions et longueurs des câbles sont calculées avec le modèle de câble sans masse
non-élastique, et avec le modèle de caténaire élastique. Les résultats sont présentés à la
Fig. 2.26. Les trois premières courbes présentent les tensions minimales des 3 câbles pour
les 2 modèles de câbles considérés, tandis que la quatrième courbe présente l’évolution de
la composante verticale τl2z de la force τl2 appliquée par la plate-forme sur le câble 2.

2.5.2.1 Câbles sans masse non-élastiques

La Fig. 2.26 montre que la tension du câble 2 devient négative au delà de x = 7, 5m.
Appelons la pose correspondante plim. Sur le segment [pinit,plim] toutes les tensions sont
positives, ces poses appartiennent donc à l’espace de travail statique du robot (pour un
τmax suffisamment grand). Par contre, sur le segment [plim,pfin] la tension minimale du
câble 2 est négative, ces poses ne font donc pas partie de l’espace de travail statique, le
câble 2 devant pousser sur la plate-forme pour la maintenir en équilibre.

2.5.2.2 Caténaires élastiques

La Fig. 2.26 montre que sur le segment [pinit,plim], la composante τl2z de la force
appliquée à l’extrémité du câble 2 est négative, le câble exerce donc une force orientée
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modélisation des robots à câbles
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FIGURE 2.26 - Tensions minimales le long du segment de droite étudié pour le modèle de
câble sans masse (pointillés) et le modèle de câble pesant élastique (trait
plein).

vers le haut sur la plate-forme. Sur ce segment, les tensions minimales des câbles ne sont
que légèrement supérieures à celles obtenues avec le modèle de câble sans masse.

On peut cependant remarquer qu’à partir de plim, c’est-à-dire sur le segment [plim,pfin]
où la tension du câble 2 devient négative pour le modèle de câble sans masse, la compo-
sante τl2z change de signe et devient positive. A partir de cette pose et tout au long du
segment [plim,pfin], le câble 2 pend sous la plate-forme tel que montré à la Fig. 2.25(b). Il
exerce ainsi une force dirigée vers le bas sur la plate-forme. Cette force permet de réaliser
l’équilibre statique de la plate-forme dans ces poses.

Notons qu’à partir de plim, les tensions minimales dans les câbles 1 et 3 augmentent
rapidement. En effet, les câbles doivent supporter une charge supplémentaire due à la
masse du câble 2 pendant sous la plate-forme.

Le câble 2 doit quant à lui pendre de plus en plus bas afin d’augmenter la force
qu’il exerce sur la plate-forme. En effet, dans le cas des câbles pendants, la composante
τliz est uniquement due à la masse du câble pendant entre le point Bi et le point le
plus bas du câble. La Fig. 2.27 montre ainsi qu’à partir de plim la longueur déroulée du
câble 2 augmente rapidement, et que l’altitude minimale de ce câble diminue rapidement.
Cette altitude minimale peut être déterminée en remplaçant dans l’Eq. (2.11) la valeur de
l’abscisse curviligne si par la valeur correspondant à la tension minimale de l’Eq. (2.35).

La figure 2.27 montre donc qu’afin de pouvoir réaliser l’équilibre statique de la plate-
forme sur le segment [plim,pfin], le câble 2 doit exercer un effort vers le bas de plus en
plus important. Il est donc nécessaire que ce câble pende de plus en plus.

Cet exemple montre que de nouvelles limites doivent être introduites dans la définition
de l’espace de travail statique des robots à câbles suspendus lorsque la masse des câbles
n’est pas négligeable.
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FIGURE 2.27 - Longueur et altitude minimales du câble le long du segment de droite étu-
dié.

2.5.3 Nouvelle définition de l’espace de travail statique

2.5.3.1 Limites de tensions

La tension maximale de chaque câble, donnée par l’Eq. (2.32), doit être inférieure à
la limite de tension admissible τmax. De la même manière, si une tension minimale est
donnée, la tension minimale de chaque câble doit lui être supérieure.

2.5.3.2 Altitude minimale des câbles

Tel qu’illustré par l’exemple précédent, dans certaines poses, un ou plusieurs câbles
peuvent pendre sous la plate-forme afin de pouvoir réaliser l’équilibre statique. Il parâıt
donc important de fixer une limite à cette altitude minimale, afin, par exemple, d’éviter
le contact avec des obstacles dans la zone de travail ou avec le sol. Cette limite zmin peut
être de deux types :

- Absolue : une altitude minimale fixe dans le repère global.
- Relative : une altitude minimale exprimée par rapport à l’altitude de la plate-forme.

2.5.3.3 Longueur maximale de câble

Étant donné que dans certains cas un câble peut pendre fortement sous la plate-
forme, entrâınant le déroulement de longueurs importantes de câble, une limite de longueur
déroulée maximale lmax doit être introduite. Cette limite correspond simplement à la
longueur maximale qu’il est possible d’enrouler sur le tambour actionné.

2.5.3.4 Nouvelle définition

A partir des limites qui viennent d’être introduites, une nouvelle définition de l’espace
de travail statique peut être donnée pour les robots à câbles suspendus pour lesquels la
masse des câbles n’est pas négligeable :

ωS = {p | ∃f t.q. − Wff + fe = 0 et ∀i ∈ [1;m],

l0i ≤ lmax, zimin ≥ zmin, τimax ≤ τmax, τimin ≥ τmin} (2.37)
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Chapitre 2. Modèles statiques de câbles pesants et/ou élastiques et conséquences sur la
modélisation des robots à câbles

où m correspond au nombre de câbles, et où l’équation −Wff + fe = 0 est donnée à la
section 2.19.

2.5.4 Exemple d’illustration

Une comparaison entre les espaces de travail statiques obtenus pour les définitions des
Eqs. (2.31) et (2.37) a été réalisée dans le cas du robot plan à 3 câbles et 3 DDL. Les
limites utilisées correspondant à la nouvelle définition sont présentées dans le Tab.2.10.
Notons que zmin correspond ici à une limite d’altitude absolue.

TABLEAU 2.10 - Description des limites utilisées dans la définition de l’espace de travail
statique

min max Pas de la discrétisation

x(m) 1 14 0.2

z(m) -10 -1 0.2

θ(rad) −π/12 π/12 π/24

τ(N) 0 2500

altitude minimale (m) -10
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Modèle de câble sans masse non−élastique
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Modèle de câble pesant élastique

(a) Limites de tensions seulement
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(b) Avec toutes les limites

FIGURE 2.28 - Ensemble des poses de l’espace de travail statique du robot plan à 3 câbles
et 3 DDL pour les deux modèles de câbles et les deux définitions d’espace
de travail statique.

En accord avec la section 2.5.2, la Fig. 2.28(a) montre que lorsque la masse propre des
câbles est prise en compte (Eq. (2.37)), certaines poses, inatteignables avec le modèle de
câbles sans masse, se trouvent être incluses dans l’espace de travail statique. L’étendue
de ces poses diminue lorsque les limites décrites au Tab. 2.10 sont prises en compte,
notamment la limite d’altitude minimale.
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2.6 Conclusions

Comme nous l’avons vu dans le premier chapitre de cette thèse, la plupart du temps,
les études sur les robots parallèles à câbles sont réalisées en assimilant les câbles à des
corps rigides linéaires et indéformables. Toutefois, la construction même du câble, ses
dimensions et/ou les charges qu’il supporte peuvent invalider cette hypothèse. En se basant
sur des tests de traction réalisés sur une série de câbles de différentes constructions et
de différents matériaux, nous avons illustré qu’une modélisation élastique est souvent
nécessaire. Pour certains câbles, un modèle élastique non-linéaire doit être utilisé afin de
rendre correctement compte du comportement élastique. L’incorporation d’un tel modèle
au problème géométrique inverse de robots parallèles à câbles a également été brièvement
discutée.

Ce chapitre a également présenté le modèle de caténaire élastique, basé sur les travaux
de Irvine [59] sur les câbles pour le génie civil. Ce modèle, déjà appliqué aux robots
parallèles à câbles par Kozak [67], permet de prendre en compte la masse des câbles.
L’utilisation de ce modèle de câble dans la résolution des problèmes géométriques a été
présentée. Les problèmes géométriques nécessitent la résolution numérique d’un système
d’équations non-linéaires couplées.

En s’appuyant sur deux exemples de robots à câbles suspendus, nous avons chiffré les
conséquences de l’utilisation du modèle de caténaire élastique sur les longueurs des câbles
et sur le positionnement de la plate-forme. Toutefois, même si les erreurs sur les longueurs
des câbles et sur le positionnement de la plate-forme ne sont pas négligeables, la tension
semble être la plus affectée par la prise en compte de la masse des câbles. En effet, pour les
deux exemples de robot suspendus considérés, l’erreur relative maximale sur les tensions
maximales dépasse 100%.

Enfin, illustrée par un exemple de robot plan à 3 câbles et 3 DDL, l’existence d’équilibre
statique de la plate-forme pour lesquels un ou plusieurs câbles pendent en dessous de la
plate-forme a été mis en exergue. Basé sur ces observations, de nouvelles limites ont été
introduites afin de redéfinir l’espace de travail statique des robots à câbles dont la masse
des câbles n’est pas négligeable.

Ces études basées sur le modèle de caténaire élastique restent toutefois limitées du fait
de la complexité et de la non-linéarité des équations régissant le comportement du câble.
Ce modèle impose notamment la résolution des problèmes géométriques par la résolution
numérique d’un système d’équations non-linéaires couplées. Dans le chapitre suivant, nous
verrons que sous certaines hypothèses, il est possible d’obtenir une expression explicite
du profil du câble. Le problème géométrique inverse peut également être partiellement
découplé, ce qui permet pour une pose donnée de la plate-forme de ne résoudre qu’un
système linéaire d’équations.
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Chapitre 3

Modèle simplifié de câble pesant et
capacité à générer un torseur d’effort
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Dans ce chapitre un modèle simplifié de câble pesant élastique est présenté. Ce modèle
est basé sur le modèle de caténaire élastique détaillé au chapitre précédent. En supposant
que la déflexion du câble sous la corde est faible, certaines simplifications sont possibles.
Le profil du câble sous l’effet de son propre poids et d’une force appliquée à une de
ses extrémités peut alors être exprimé explicitement. Un découplage partiel du problème
géométrique inverse est possible. Une relation linéaire entre les composantes verticale et
horizontale de la force appliquée par la plate-forme au câble au point Bi peut être obtenue
géométriquement. Le nombre d’inconnues de l’équilibre statique de la plate-forme d’un
robot à m câbles peut alors être réduit à m. Pour un robot à m câbles et m DDL,
ce système devient ainsi carré. Une évaluation de l’erreur résultant des simplifications
réalisées est ensuite présentée pour deux exemples de robots à câbles. Le modèle simplifié
permet également d’étudier la capacité d’un robot à résister à un torseur d’efforts exercé
sur sa plate-forme. Ainsi, la description du polytope des torseurs admissibles des robots
de grande dimension dont la masse des câbles n’est pas négligeable est présentée et une
comparaison avec celui obtenu avec un modèle de câble sans masse est faite.
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3.1 Modèle de câble pesant simplifié

3.1.1 Nature des simplifications

Dans le chapitre précédent, le modèle de caténaire élastique a été présenté. Il permet
de reproduire fidèlement le comportement statique du câble sous l’effet de sa masse propre
et d’une force appliquée à son extrémité libre. Ce modèle possède néanmoins l’inconvé-
nient majeur de nécessiter une résolution numérique du problème géométrique inverse
due à la non-linéarité des équations régissant le comportement des câbles. Cette résolu-
tion numérique d’un système d’équations non-linéaires couplées peut notamment poser des
problèmes pour son utilisation dans une boucle de commande car elle n’est certainement
pas, en l’état, compatible avec les conditions du temps réel. Il pourrait donc être inté-
ressant, également dans une optique de résolution simplifiée des problèmes géométriques
et cinématiques, de disposer d’un modèle statique simplifié de câble adapté aux robots
parallèles à câbles.

Irvine [59] présente justement certaines simplifications possibles permettant de rendre
l’étude du comportement statique d’un câble plus simple. En supposant que la déflexion du
câble par rapport à la corde (segment de droite reliant les deux extrémités du câble) sous
l’effet de son propre poids est faible en comparaison de la distance horizontale séparant
les extrémités du câble, le modèle de caténaire élastique peut être simplifié.

3.1.2 Modèle d’un câble suspendu entre deux points

Dans cette section, un seul câble est étudié. Nous omettrons donc volontairement
l’indice i faisant référence au câble i. En négligeant l’élasticité (E = ∞), Irvine [59]
présente l’équation différentielle régissant le profil d’un câble :

τlx
d2z

dx2
= ρ0g

√
1 +

(
dz

dx

)2

(3.1)

En posant, tel qu’illustré à la Fig. 3.1 :

z = x tan β0 + h (3.2)

l’Eq. (3.1) devient :

τlx
d2h

dx2
= ρ0g

√
1 +

(
tanβ0 +

dh

dx

)2

(3.3)

En supposant que le profil du câble ne s’éloigne pas trop de la corde, le terme dh/dx
est suffisamment faible pour pouvoir négliger son carré. Cette simplification ainsi que le
changement de variable suivant :

x′ =
x

Bx

h′ =
hτlx

ρ0gLBx

ε =
ρ0gL sin β0

τlx
=
ρ0gBxBz

τlxL
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FIGURE 3.1 - Profil d’un câble suspendu entre deux points A et B.

où L est la longueur de la corde, Bx et Bz les coordonnées du point B dans le repère lié
au plan P du câble, permettent à Irvine [59] d’obtenir l’équation différentielle suivante :

d2h′

dx′2
+ ε

dh′

dx′
= 1 (3.4)

L’intégration de cette équation donne :

h′ =
x′

2
(x′ − 1)

(
1 +

ε(1 − 2x′)
6

)
(3.5)

Sous l’hypothèse de faible déflexion du câble, le terme ε peut être négligé car ρ0gL est
faible par rapport τlx . On obtient alors une solution de la forme :

h =
−ρ0gL

2τlxBx
x(Bx − x) (3.6)

soit avec les coordonnées x et z (voir Fig. 3.1) :

z =
−ρ0gL

2τlxBx
x(Bx − x) + x tanβ0 (3.7)

La déflexion maximale d, présentée à la Fig. 3.1, est obtenue lorsque la dérivée dh/dx
s’annule :

dh

dx
= 0 =

−ρ0gL

2τlx
(Bx − 2x) (3.8)

c’est-à-dire en x = Bx/2. L’expression de la déflexion maximale d est alors :

d =
−ρ0gBxL

8τlx
(3.9)
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3.1. Modèle de câble pesant simplifié

Le critère de validité d’une faible déflexion du câble, présentée par Irvine dans [59],
implique le rapport de la déflexion maximale d à l’envergure Bx. Il s’écrit :

|d|
Bx

≤ 1

8
(3.10)

Il peut également être écrit en fonction de la composante horizontale τlx de la tension
au point B :

τlx ≥ ρ0gL (3.11)

Ainsi, l’hypothèse faite ici signifie que la composante horizontale de la tension dans le
câble au point B doit être supérieure au poids du câble considéré comme étant droit et
de longueur L (distance entre les deux points A et B). Notons que d’après [59], ce modèle
est toujours valable pour un rapport de 1/5 voire 1/4 dans l’Eq. (3.10).

3.1.3 Transmission des efforts à la plate-forme

D’après la Fig. 3.2, une équation reliant les composantes τlix et τliz de la force τli

appliquée à l’extrémité Bi du câble i peut être obtenue géométriquement. Les équations
de la tangente au profil du câble s’écrivent, en x = 0 :

z =

(−ρ0gLi

2τlix
+ tan β0i

)
x (3.12)

et en x = Bix :

z =

(
ρ0gLi

2τlix
+ tan β0i

)
x− ρ0gLiBix

2τlix
(3.13)

Ai xi
0i

g

zi

0, l0i di

0i

0iz

0ix=- lix

i

Bix /2

x

x tan 0i

P(x, z)

h

Bi(Bix , Biz )

li

lix

liz

0 0i

di

di

i
Ci(Cix , Ciz )

FIGURE 3.2 - Profil du câble i dans le plan Pi et notations associées au modèle simplifié
de câble pesant non-élastique.
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Notons Ci l’intersection de ces deux tangentes. Les coordonnées de Ci sont (Bix/2, Ciz),
où Ciz a pour expression :

Ciz =
−ρ0gBixLi

4τlix
+
Biz

2
(3.14)

⇔ Ciz = 2di +
Biz

2
(3.15)

A partir de cette expression et de l’expression de la tangente au profil du câble en
x = Bix (Eq. (3.13)), on obtient une relation entre les composantes τlix et τliz de la
tension du câble au point Bi :

τliz
τlix

= tanαi =
Biz/2 − 2di

Bix/2
=
ρ0gLi

2τlix
+ tan β0i (3.16)

où αi est l’angle entre l’horizontale et la direction de la tension τli, tel que présenté à la
Fig. 3.2.

La relation entre τliz et τlix peut donc s’écrire sous une forme linéaire :

τliz =
ρ0gLi

2
+ τlix tanβ0i (3.17)

où β0i correspond à la pente de la corde (tan−1 (Biz/Bix)).
La force appliquée par le câble i sur la plate-forme, exprimée dans le repère global RA,

peut donc être écrite en fonction de la seule composante horizontale τlix de la tension τli

au point Bi :

⎡
⎣ Fx

Fy

Fz

⎤
⎦ = − (qiτlix + fi) (3.18)

où :

qi =

⎡
⎣ cos γi

sin γi

tanβ0i

⎤
⎦ (3.19)

et :

fi =

⎡
⎣ 0

0
ρ0gLi

2

.

⎤
⎦ (3.20)

Rappelons que γi est l’angle de la rotation d’axe vertical permettant de passer de Ri à
RA (voir Fig. 2.14). Notons également que le signe négatif dans l’Eq. (3.18) vient du fait
que la tension τli correspond à la force appliquée par la plate-forme sur l’extrémité Bi du
câble. Fx, Fy et Fz sont quant à elles les composantes de la force appliquée par le câble i
sur la plate-forme.

Notons que le vecteur qi de l’Eq. (3.19) est le même que celui apparaissant dans
l’expression de la tension τi en fonction de sa composante horizontale dans le cas d’un
modèle de câble non pesant :
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⎡
⎣ Fx

Fy

Fz

⎤
⎦ = τidi (3.21)

=

⎡
⎣ cos γi cosβ0i

sin γi cosβ0i

sin β0i

⎤
⎦ τi (3.22)

=

⎡
⎣ cos γi

sin γi

tanβ0i

⎤
⎦ τix = τixqi (3.23)

(3.24)

où di est le vecteur unitaire
−−→
BiAi/‖−−→BiAi‖ exprimé dans RA.

Dans l’Eq. (3.18), on peut facilement identifier le terme ρ0 du à la masse du câble. Il
est également utile de remarquer que le vecteur qi peut s’écrire :

qi =
di

cosβ0i
(3.25)

D’après l’Eq. (3.18), le torseur d’efforts appliqué par le câble i sur la plate-forme au
point OB s’écrit :

− (wxi
τlix + fcabi

) (3.26)

où :

wxi
=

[
qi

Qbi × qi

]
(3.27)

et :

fcabi
=

[
fi

Qbi × fi

]
(3.28)

3.1.4 Équilibre statique de la plate-forme

A partir de l’expression du torseur d’efforts exercé par le câble i sur la plate-forme, on
peut écrire l’équilibre statique de la plate-forme d’un robot à m câbles pour un torseur
d’efforts extérieur fe :

− (Wxτx + fcab) + fe = 0 (3.29)

où τx contient les composantes horizontales τlix des forces τli :

τx =
[
τl1x τl2x · · · τlmx

]T
(3.30)

où Wx s’écrit :

Wx =
[

wx1 wx2 · · · wxm

]
6×m

(3.31)
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et où :

fcab =

m∑
i=1

fcabi
(3.32)

Dans le cas des robots possédant autant de câbles que de degrés de liberté (c’est-à-dire
m = 6), le système présenté à l’Eq. (3.29) est carré, ce qui permet, pour un torseur d’effort
extérieur fe donné et hors singularité de Wx, d’obtenir une solution unique :

τx = W−1
x fTot (3.33)

où :

fTot = fe − fcab (3.34)

Dans le cas où le câble est supposé indéformable et sans masse, pour une pose donnée,
si l’une des tensions est négative, l’équilibre statique de la plate-forme n’est pas réalisable
avec tous les câbles tendus. Toutefois, avec le modèle de câble considéré dans ce chapitre,
le vecteur τx de l’Eq. (3.29) ne contient pas directement les tensions dans les câbles τi,
mais la composante τlix de la force τli.

Pour que le vecteur τx donné par l’Eq. (3.33) représente une solution réalisable phy-
siquement, il faut que ses composantes horizontales τlix soient positives. En effet, si une
de ces composantes est négative, le câble correspondant travaille en compression ce qui
est incompatible avec ses capacités physiques. Ainsi, si la solution unique de l’Eq. (3.33)
possède une composante négative, l’équilibre de la plate-forme n’est pas réalisable pour le
torseur fe.

Dans le cas où un ou plusieurs câbles supplémentaires sont utilisés pour contrôler les
6 DDL de la plate-forme (m > 6), l’Eq. (3.33) n’est plus valide. En effet, le système de
l’Eq. (3.29) est rectangulaire (sous déterminé) et possède une infinité de solutions. Nous
étudierons la résolution d’un tel système dans la section 3.3.

3.1.5 Calcul des tensions dans les câbles

Contrairement au cas d’un modèle négligeant la masse des câbles où la tension est
constante tout au long du câble, lorsque la masse est prise en compte, la tension varie
entre le point de sortie Ai et le point d’attache Bi du câble sur la plate-forme. La tension
maximale est située au point le plus haut du câble (voir section 2.5.1). En ce point, le
câble doit supporter les efforts appliqués par la plate-forme sur le câble ainsi que le poids
de sa longueur déroulée. Dans le cas du modèle de caténaire élastique, l’expression de la
tension en fonction de l’abscisse curviligne si est présentée à l’Eq. (2.8).

Avec le modèle simplifié de câble pesant de la section 3.1, les relations géométriques
utilisées précédemment pour obtenir l’équation reliant τlix à τliz permettent également
d’obtenir les tensions dans les câbles aux points Ai et Bi. Au point Bi, l’expression de la
tension est triviale et correspond à la norme du vecteur τli :

τli =
√
τ 2
lix

+ τ 2
liz

(3.35)

τli =

√
τ 2
lix

+

(
τlix tanβ0i +

ρ0gLi

2

)2

(3.36)
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Au point Ai l’expression est tout aussi simple :

τ0i =
√
τ 2
0ix

+ τ 2
0iz

(3.37)

où τ0iz est la composante verticale de la tension τ0i au point Ai. τ0iz peut être déterminée
géométriquement de la même manière que la composante τliz (Eq. (3.17)) :

τ0iz

τ0ix

= tanβi = −ρ0gLi

2τlix
+ tanβ0i (3.38)

où tanβi est la pente de la tangente au profil du câble au point Ai (Eq. (3.12)). Or
l’équilibre statique du câble implique τlix = −τ0ix . On obtient ainsi l’expression de τ0iz en
fonction de τlix :

τ0iz =
ρ0gLi

2
− τlix tan β0i (3.39)

Notons que la composante τ0iz est de signe opposé à τliz , tel qu’illustré à la Fig. 3.2.

3.1.6 Problème géométrique inverse sans élasticité des câbles

Résoudre le problème géométrique inverse consiste à déterminer la longueur déroulée
de chacun des câbles du robot. Une fois l’équilibre statique de la plate-forme résolu et les
composantes horizontales τlix déterminées pour tous les câbles, il est possible de calculer
les longueurs des câbles. Remarquons en effet que le modèle simplifié de câble pesant,
présenté à la section 3.1, ne permet pas de découpler complètement le problème. Il est
toujours nécessaire de calculer les forces appliquées à l’extrémité Bi de câble i afin de
pouvoir déterminer la longueur du câble.

Étant donnée la description du profil du câble de l’Eq. (3.7), l’expression de sa longueur
li peut être obtenue en intégrant un élément de longueur sur l’intervalle [0, Bix] de x.
D’après [59], cette intégrale peut être approximée de la façon suivante :

li =

∫ Bix

0

√
1 +

(
dz

dx

)2

dx (3.40)

li = Li

(
1 +

8d2

3B2
ix

− 32d4

5B4
ix

+ ...

)
(3.41)

li = Li

(
1 +

1

24

(
ρ0gLi

τlix

)2

− 1

640

(
ρ0gLi

τlix

)4

+ ...

)
(3.42)

3.1.7 Problème géométrique inverse avec élasticité des câbles

L’expression obtenue à l’Eq. (3.42) correspond à la longueur du profil du câble i.
Toutefois, l’élasticité du câble n’est pas prise en compte. Nous souhaitons cependant que
la prise en compte de l’élasticité ne transforme pas la résolution du problème géométrique
inverse en celle d’un système d’équations couplées non-linéaires. En effet, si le fait de
prendre en compte l’élasticité nous amène à résoudre un système du même type qu’avec
le modèle de caténaire élastique, il nous parâıt plus intéressant d’utiliser ce dernier.
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Pour le modèle de câble élastique sans masse (section 2.2), l’élasticité n’est prise en
compte que lors du calcul de la longueur du câble. Elle n’intervient pas dans l’équilibre
statique car elle n’a aucune influence sur la direction ou la norme de la force appliquée
au câble. Les conditions de validité du modèle simplifié de câble pesant, présentées à la
section 3.1, stipulent que le câble est considéré proche de la corde. Nous considérons donc
ici que l’élasticité ne modifie pas la résolution de l’équilibre statique de la plate-forme
et de manière identique au câble élastique sans masse, nous introduisons uniquement
l’élasticité dans le calcul de la longueur du câble. Nous verrons à la section 3.2.1 que
cette approximation est justifiée. En effet, les erreurs sur les tensions entre le modèle de
caténaire élastique et le modèle simplifié de câble pesant sont très faibles, en tout cas pour
les deux exemples considérés.

Comme nous l’avons vu dans la description du modèle de caténaire élastique, la tension
varie suivant l’abscisse curviligne si le long du câble (Eq. (2.8)). Ainsi, la longueur non-
déformée l0i du câble i est telle que les équations suivantes sont satisfaites :

li = l0i + Δli = l0i +

∫ l0i

0

τ(si)

EA0
dsi (3.43)

Une intégration numérique est cependant nécessaire dans l’Eq. (3.43). Dans certains
cas (tension importante et faible déflexion) l’évolution de la tension le long du câble est
presque linéaire. Il est toutefois nécessaire d’évaluer cette hypothèse au cas par cas.

Si on suppose l’évolution de la tension linéaire le long du câble, il est alors possible
d’écrire :

τ(si) =
τli − τ0i

l0i

si + τ0i (3.44)

Cette équation nous permet d’avoir facilement l’expression de la longueur non-déformée
l0i du câble i :

li = l0i +

∫ l0i

0

τ(si)

EA0

dsi (3.45)

li = l0i +
1

EA0

∫ l0i

0

(
τli − τ0i

l0i
si + τ0i

)
dsi (3.46)

li = l0i +
(τli + τ0i)l0i

2EA0
(3.47)

ce qui nous donne, en notant τimoy la moyenne entre τli et τ0i :

l0i =
li

1 + τmoy

EA0

(3.48)

3.2 Comparaison du modèle simplifié de câble pesant

et du modèle de caténaire élastique

Dans le but d’évaluer la pertinence du modèle simplifié de câble pesant, nous avons
réalisé une étude similaire à celle de la section 2.4. Nous avons ainsi pu chiffrer les erreurs
résultant de la simplification apportée au modèle de caténaire élastique pour les deux
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exemples de robots suspendus de la section 2.4.1. La méthode utilisée ainsi que les erreurs
relatives présentées dans cette section sont les mêmes que dans l’étude présentée à la
section 2.4.2.

Notons que lors de l’étude, pour chaque pose de l’espace de travail discrétisé, la validité
du modèle est vérifiée grâce au critère de l’Eq. (3.11). Nous avons transposé ce critère sous
la forme d’un rapport :

τlix
ρ0gLi

≥ 1 (3.49)

Pour chaque pose de l’espace de travail discrétisé, si le critère (Eq. (3.49)) est vérifié,
les calculs des tensions et des longueurs des câbles sont réalisés pour le modèle de caténaire
élastique présenté à la section 2.3 et pour le modèle simplifié de câble pesant présenté dans
ce chapitre. Les erreurs relatives maximales entre ces deux modèles (voir section 2.4.2)
sont également calculées.

3.2.1 Tensions maximales dans les câbles

Dans un premier temps, nous avons comparé les tensions maximales dans les câbles
obtenues pour les deux modèles.

3.2.1.1 Exemple du robot plan à 3 câbles et 3 DDL

Tout d’abord, les valeurs du rapport de l’Eq. (3.49) sont présentées pour les deux cas
de charge à la Fig. 3.3. On remarque que, notamment pour le cas de charge à 30kg, le
critère de validité n’est pas vérifié partout dans l’espace de travail étudié. En effet, dans
la zone située aux abords de la ligne x = 4, 2m, le critère chute fortement en dessous de la
valeur limite 1. Cette chute est facilement explicable par la nature de la géométrie du robot
étudié. En effet, pour les poses où x = 4, 2m le câble 2 est vertical, et dans l’Eq. (3.1) le
rapport dz/dx = ∞. Le modèle n’est donc plus valide car il n’est pas mathématiquement
défini pour ce type de configurations (singularité de formulation).
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FIGURE 3.3 - Valeurs du rapport de validité (3.49) du modèle à l’intérieur de l’espace de
travail étudié, dans les deux cas de charge du robot plan.

Comme on peut le voir à la Fig. 3.4 et dans le Tab. 3.1 pour l’exemple du robot plan,
avec une charge de 300kg l’erreur relative maximale est extrêmement faible (moyenne
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de 0.0046%). Pour une charge de 30kg, l’erreur relative maximale reste faible avec une
moyenne de 0, 22%. L’utilisation du modèle simplifié de câble pesant permet donc une
diminution de 99% de l’erreur par rapport au modèle de câble sans masse non-élastique.
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FIGURE 3.4 - Erreurs relatives maximales sur les tensions maximales dans les câbles pour
le robot plan à 3 câbles et 3 DDL dans les deux cas de charge, obtenues par
comparaison du modèle simplifié de câble pesant élastique et du modèle de
caténaire élastique.

TABLEAU 3.1 - Analyse des erreurs relatives maximales sur les tensions maximales pour
les deux modèles comparés et les deux cas de charges du robot plan.

mPF = 30kg mPF = 300kg

Moyenne Min Max Moyenne Min Max

Modèle de câble 23,05% 9,37% 112,74% 2,25% 0,95% 10,97%

sans masse

Modèle simplifié 0,22% 0,02% 2,67% 0,005% 0,002% 0,07%

de câble pesant

3.2.1.2 Exemple du robot à 6 câbles et 6 DDL

Pour l’exemple du robot spatial à 6 câbles et 6 DDL les mêmes observations peuvent
être faites (Fig. 3.5 et Tab. 3.2). Dans les deux cas de charge et pour les deux altitudes
étudiées, l’erreur relative maximale sur les tensions maximales dépasse à peine 1%, alors
qu’elle était supérieure à 110% avec le modèle de câble non-pesant. La diminution obte-
nue de l’erreur sur les tensions en utilisant le modèle simplifié de câble pesant est donc
supérieure à 99, 4%.
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(a) Plate-forme à vide - 30kg - Altitude 0m
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(b) Plate-forme chargée - 500kg - Altitude 0m
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(c) Plate-forme à vide - 30kg - Altitude 5m
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(d) Plate-forme chargée - 500kg - Altitude 5m

FIGURE 3.5 - Erreurs relatives maximales sur les tensions maximales pour le robot à 6
câbles et 6 DDL dans les deux cas de charge, obtenues par comparaison du
modèle simplifié de câble pesant élastique et du modèle de caténaire élas-
tique.

3.2.2 Longueurs des câbles

Une étude similaire à celle de la section 2.4.4 a été réalisée afin de quantifier l’influence
des simplifications sur le calcul des longueurs non-déformées l0i des câbles pour les deux
exemples de robots à câbles suspendus. L’erreur relative maximale sur les longueurs telle
que définie à la section 2.4.2 est utilisée afin de comparer le modèle de caténaire élastique
au modèle simplifié de câble pesant élastique.

3.2.2.1 Exemple du robot plan à 3 câbles et 3 DDL

Les longueurs des câbles semblent être fortement affectées par une diminution de la
valeur du rapport de validité (Eq. (3.49)). En effet, on peut remarquer à la Fig. 3.6 et dans
le Tab. 3.3 que les erreurs résultant de l’utilisation du modèle simplifié de câble pesant
sont plus importantes que pour le modèle de câble sans masse non-élastique, notamment
pour de faibles charges transportées. Ces erreurs restent toutefois assez faibles avec une
moyenne de 1, 661%. A pleine charge, le modèle simplifié donne une erreur plus faible de
0, 13%.
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TABLEAU 3.2 - Erreurs relatives maximales sur les tensions dans les câbles pour les deux
modèles considérés, dans les deux cas de charges et pour deux altitudes du
robot à 6 câbles et 6 DDL.

Altitude z = 5m

mPF = 30kg mPF = 500kg

Moyenne Min Max Moyenne Min Max

Modèle de câble 34,2542% 32,0393% 39,162% 2,03% 1,9117% 2,2394%

sans masse

Modèle simplifié de 0,1842% 0,1546% 0,229% 0,0039% 0,0036% 0,0044%

câble pesant

Altitude z = 0m

mPF = 30kg mPF = 500kg

Moyenne Min Max Moyenne Min Max

Modèle de câble 73,105% 58,354% 114,6433% 4,0779% 3,467% 5,557%

sans masse

Modèle simplifié 0,6386% 0,3567% 1,069% 0,0193% 0,0063% 0,015%

de câble pesant
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FIGURE 3.6 - Erreurs relatives maximales sur les longueurs non-déformées des câbles dans
l’espace de travail du robot plan dans les deux cas de charge.

3.2.2.2 Exemple du robot à 6 câbles et 6 DDL

Pour cet exemple de robot suspendu, les erreurs sur les longueurs de câbles sont beau-
coup moins importantes que dans le cas du robot plan. En effet, mis à part le cas le plus
défavorable où l’erreur moyenne dépasse légèrement 1, 5%, les autres cas présentent des
erreurs relatives sur les longueurs des câbles inférieures à 0, 1%. Ceci est notamment du à
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TABLEAU 3.3 - Analyse des erreurs relatives maximales sur les longueurs non-déformées
de câble pour les deux modèles de câbles comparés à celui de caténaire
élastique, dans les 2 cas de charges du robot plan.

mPF = 30kg mPF = 300kg

Moyenne Min Max Moyenne Min Max

Modèle de câble 0,1927% 0,0227% 3,5971% 0,2803% 0,2366% 0,4156%

sans masse

Modèle simplifié 1,661% 0,1510% 3,8471% 0,1345% 0,0016% 3,789%

de câble pesant

l’absence de singularité de formulation dans l’espace de travail étudié pour le robot spa-
tial contrairement à celui du robot plan au sein duquel une zone de singularité du modèle
(câble 2 vertical) apparâıt, entrâınant des erreurs importantes.
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(b) Plate-forme chargée - 500kg - Altitude 0m
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(c) Plate-forme à vide - 30kg - Altitude 5m
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(d) Plate-forme chargée - 500kg - Altitude 5m

FIGURE 3.7 - Erreurs relatives maximales sur les longueurs des câbles pour le robot à 6
câbles et 6 DDL dans les deux cas de charge et pour deux altitudes.
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TABLEAU 3.4 - Erreurs relatives maximales sur les longueurs des câbles pour les deux
modèles de câbles comparés à celui de caténaire élastique, dans les deux
cas de charges et pour deux altitudes du robot à 6 câbles et 6 DDL.

Altitude z = 5m

mPF = 30kg mPF = 500kg

Moyenne Min Max Moyenne Min Max

Modèle de câble 0,310% 0,0832% 1,1373% 0,1592% 0,1352% 0,1916%

sans masse

Modèle simplifié 0,0676% 0,0304% 0,1867% 0,00039% 0,00017% 0,0012%

de câble pesant

Altitude z = 0m

mPF = 30kg mPF = 500kg

Moyenne Min Max Moyenne Min Max

Modèle de câble 1,2572% 0,318% 4,8229% 0,0848% 0,067% 0,1037%

sans masse

Modèle simplifié 1,5631% 1,03% 2,5831% 0,0164% 0,007% 0,0484%

de câble pesant

3.2.3 Conclusions sur la validité du modèle simplifié de câble
pesant

Cette étude sur les erreurs associées à la simplification introduite dans le modèle de
câble pesant montre que les hypothèses de simplification faites (voir section 3.1) sont va-
lables dans la plus grande partie des cas étudiés ici. En effet, notamment en ce qui concerne
les tensions maximales dans les câbles, l’utilisation du modèle simplifié de câble pesant
permet de réduire de plus de 99% l’erreur par rapport au modèle de caténaire élastique.
En ce qui concerne les longueurs, on constate que les erreurs sont plus importantes.

La validité du modèle est par contre fortement remise en cause lorsque l’un des câbles
est presque vertical. En effet, cette configuration de câble rend mathématiquement invalide
l’équation différentielle à la base du modèle (Eq. (3.1)). Aux abords des zones où un câble
est vertical les erreurs sont plus importantes mais restent toutefois raisonnables, en tout
cas pour les deux exemples considérés.

3.3 Capacité à générer des torseurs d’effort

3.3.1 Cas d’un modèle de câble sans masse

Dans le cas de l’utilisation d’un modèle de câble sans masse où le câble est assimilé à
un segment de droite, la force appliquée par le cable i sur la plate-forme possède, pour une
pose donnée et quelle que soit son intensité, une direction constante suivant le vecteur di

(vecteur
−−→
BiAi normalisé, voir section 1.2.1). Dans le système d’équations correspondant à
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l’équilibre statique de la plate-forme (Eq. (3.50) ci-dessous), la seule inconnue associée au
câble i est la norme τi du vecteur τi :

Wτ + fe = 0 (3.50)

Dans le cas de robots possédant plus de câbles que de degrés de liberté de la plate-
forme, il existe une infinité de solutions τ permettant de satisfaire l’Eq. (3.50). Les dif-
férentes combinaisons de τi peuvent être obtenues en se déplaçant dans le noyau de la
matrice W :

τ = τ+ +
k∑

q=1

ηqvq (3.51)

où τ+ représente une solution particulière de l’Eq. (3.50) obtenue par exemple par l’utili-
sation de la pseudo inverse de W , où les vq sont des vecteurs formant une base du noyau
de dimension k de la matrice W , et où ηq sont des scalaires quelconques.

Toutefois, toutes les solutions données par l’Eq. (3.51) ne sont pas valables physique-
ment. En effet, les câbles ne pouvant pas agir en compression, tous les éléments du vecteur
τ doivent être positifs. La limite de résistance des câbles et/ou de la structure supportant
le robot implique que la tension dans chacun des câbles doit être inférieure à une valeur
seuil τmax fixée.

Les contraintes sur les vecteurs des tensions sont donc des contraintes d’inégalités :

τmin ≤ τi ≤ τmax , i = 1 . . .m (3.52)

Notons que la borne inférieure des tensions τmin peut être choisie strictement supérieure
à 0 si on souhaite garder une tension minimale dans les câbles.

Le système d’inégalités suivant peut donc être écrit à partir des Eqs. (3.51) et (3.52) :

τmin ≤ τ+ +
k∑

q=1

ηqvq ≤ τmax (3.53)

où τmin et τmax sont les vecteurs de dimension m dont les éléments sont respectivement
τmin et τmax. Par la méthode d’élimination de Fourier-Motzkin [37] par exemple, on peut
déterminer s’il existe des scalaires ηq permettant de satisfaire l’ensemble des inégalités
de l’Eq. (3.53). Dans ce cas, il existe une solution satisfaisant les contraintes de tensions
et permettant de compenser le torseur d’efforts extérieur fe appliqué à la plate-forme,
c’est-à-dire permettant de réaliser l’équilibre statique de la plate-forme.

3.3.2 Cas du modèle de câble pesant simplifié

Comme nous l’avons vu au début de ce chapitre, le modèle simplifié de câble pesant
permet de rendre compte de l’effet de la masse propre des câbles sur le comportement d’un
robot à câble, à condition que son critère de validité présenté à l’Eq. (3.11) soit respecté.
Il permet aussi d’écrire l’équilibre statique de la plate-forme sous la forme du système
linéaire de l’Eq. (3.29) qui peut être résolu indépendamment des équations d’équilibre
statique de chaque câble. Toutefois, contrairement au système obtenu dans le cas de câbles
supposés sans masse (Eq. (3.50)), le vecteur τx des inconnues ne contient pas directement
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les tensions τi des câbles, mais les composantes τlix des forces appliquées par la plate-forme
aux extrémités Bi des câbles.

Dans le cas des robots ayant plus de câbles que de DDL de la plate-forme, le système
de l’Eq. (3.29) n’est pas carré et possède donc une infinité de solutions :

τx = τx+ +
k∑

q=1

ηqvq (3.54)

où τx+ représente une solution particulière qui peut être obtenue par le biais de la pseudo-
inverse W +

x et où les vq forment une base du noyau de Wx de dimension k.
Il s’agit, à l’instar du modèle de câble non pesant, de vérifier s’il existe un ensemble

de scalaires ηq permettant d’obtenir un vecteur τx satisfaisant des contraintes de tension.
Dans le cas du modèle de câble sans masse non-élastique, les contraintes généralement
utilisées, faisant intervenir τmax et τmin, s’appliquent à la norme du vecteur τ . Or, avec
le modèle simplifié de câble pesant, le vecteur τx des inconnues contient les composantes
horizontales τlix de la force τli. Les contraintes de limites inférieures et supérieures de
tensions doivent donc être reformulées en fonction des τlix .

3.3.2.1 Contrainte de travail en traction

La caractéristique principale des câbles est leur incapacité à travailler en compression.
Ainsi, il est nécessaire d’imposer une contrainte afin d’empêcher toute nécessité de travail
en compression. Il est facile d’adapter cette contrainte de fonctionnement en traction au
modèle simplifié de câble pesant. En effet, une composante τlix positive correspond à un
travail en traction, alors qu’une valeur négative correspond à un travail en compression.
La contrainte de tension positive s’écrit donc :

τlix ≥ 0, i = 1 . . .m (3.55)

et donc d’après l’Eq. (3.54) :

τlix+ +

k∑
q=1

ηqvqi ≥ 0, i = 1 . . .m (3.56)

3.3.2.2 Contrainte de tension maximale

Pour le modèle simplifié de câble pesant élastique, la tension varie le long du câble
(Eq.(2.8)). La contrainte de tension maximale doit donc s’appliquer à la valeur maximale
de la tension dans le câble. L’Eq.(2.8) implique que la tension est maximale au point le
plus haut du câble, tel que discuté à la section 2.5.1. Distinguons trois cas.

- Bi plus haut que Ai (tan β0i > 0) : ce cas correspond à un point de sortie de câble
situé au bas de l’espace de travail, ou tout du moins en dessous de la plate-forme
pour la pose considérée. Le point le plus haut du câble, auquel la tension est la plus
élevée, est le point Bi. D’après l’Eq. (3.17) la tension maximale est donc dans ce
cas :

τimax = τli =

√
τ 2
lix

+

(
τlixtanβ0i +

ρ0gLi

2

)2

(3.57)
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- Bi plus bas que Ai (tanβ0i < 0) : dans ce deuxième cas, la tension la plus importante
se trouve au point Ai, et d’après l’Eq. (3.39), l’expression de la tension maximale
est de la forme :

τimax = τ0i =

√
τ 2
lix

+

(
−τlixtanβ0i +

ρ0gLi

2

)2

(3.58)

- Bi et Ai à la même altitude (tanβ0i = 0) : dans ce cas les tensions en Ai et Bi sont
identiques et maximales :

τimax = τ0i = τli =

√
τ 2
lix

+

(
ρ0gLi

2

)2

(3.59)

Ces trois expressions de la tension maximale peuvent s’écrire sous la forme d’une
expression unifiée. Ainsi, quelle que soit l’altitude de Bi par rapport à Ai :

τimax =

√
τ 2
lix

+

(
τlix |tanβ0i| + ρ0gLi

2

)2

(3.60)

Afin de déterminer l’expression de τli correspondant à la tension maximale admissible
τmax dans le câble, appelée τlixmax on élève au carré cette dernière équation. On obtient
une équation du second degré en τlixmax . Le déterminant Δ s’écrit :

Δ = −ρ2
0g

2L2
i + 4τ 2

max + 4 tan2 β0iτ
2
max (3.61)

Étant donné le critère de validité du modèle, il parâıt naturel de choisir une tension maxi-
male admissible dans les câbles τmax supérieure à ρ0gLi, quelque soit la pose considérée
(dans l’espace de travail) et pour tous les câbles (i = 1 . . .m). Ainsi, τ 2

max est supérieur à
ρ2

0g
2L2

i et le déterminant Δ est toujours positif. Les expressions de τlixmax en fonction de
τmax qui en résultent ont la forme :

τlixmax =
−ρ0gLi| tanβ0i| ±

√
Δ

2(1 + tan2 β0i)
(3.62)

Sachant que −ρ0gLi < 0, la solution suivante est toujours négative :

τlixmax =
−ρ0gLi| tanβ0i| −

√
Δ

2(1 + tan2 β0i)
(3.63)

De plus, étant donné que l’on considère τ 2
max > ρ2

0g
2L2

i , on a également :√
4τ 2

max tan2 β0i > ρ0gLi| tanβ0i| (3.64)

et étant donné que −ρ2
0g

2L2
i + 4τ 2

max > 0, on a :

√
Δ > ρ0gLi| tanβ0i| (3.65)

La solution suivante de τlix est donc positive :

τlixmax =
−ρ0gLi| tanβ0i| +

√
Δ

2(1 + tan2 β0i)
(3.66)
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Ainsi, l’inégalité rendant compte d’une contrainte de tension maximale admissible τmax

donnée s’écrit pour le câble i :

τlix+ +
k∑

q=1

ηqvqi ≤ −ρ0gLi| tanβ0i| +
√

Δ

2(1 + tan2 β0i)
(3.67)

3.3.2.3 Contrainte de tension minimale

Comme nous l’avons vu à la section 2.5.1, la tension minimale se trouve au point le
plus bas du câble. L’expression d’une contrainte de tension minimale peut être déterminée
de la même manière que celle de tension maximale. En effet, quelle que soit l’altitude du
point Bi par rapport au point Ai la tension minimale dans le câble i s’exprime par :

τimin =

√
τ 2
lix

+

(
−τlix |tanβ0i| + ρ0gLi

2

)2

(3.68)

Le déterminant Δ de l’équation du second degré obtenue en élevant au carré l’Eq. (3.68)
n’est cette fois-ci pas toujours positif :

Δ = −ρ2
0g

2L2
i + 4τ 2

min + 4 tan2 β0iτ
2
min (3.69)

Il est positif si la tension minimale admissible τmin choisie est telle que :

τ 2
min ≥ ρ2

0g
2L2

i

4(1 + tan2 β0i)
(3.70)

⇐⇒ τmin ≥ ρ0gLi cos β0i

2
(3.71)

⇐⇒ τmin ≥ ρ0gBix

2
(3.72)

Si cette condition est remplie pour le câble i, la contrainte de tension minimale doit être
prise en compte pour le câble en question. Son expression est alors :

τlix+ +

k∑
q=1

ηqvqi ≥ ρ0gLi| tanβ0i| +
√
−ρ2

0g
2L2

i + 4τ 2
min + 4 tan2 β0iτ

2
min

2(1 + tan2 β0i)
(3.73)

Si par contre la condition de l’Eq. (3.72) n’est pas respectée, cela signifie que pour la pose
considérée, la tension minimale dans le câble i ne peut jamais atteindre la valeur τmin. La
tension minimale dans le câble sera toujours supérieure à τmin. La contrainte de tension
minimale n’est dans ce cas pas utile.

Cependant, si le câble est dans une situation de « câble pendant » (voir section 2.5.2),
la tension minimale du câble i est égale à τlix (voir section 2.5.1). D’après la Fig. 3.2, le
câble est pendant quand τliz et τ0iz sont toutes les deux positives. D’après les Eqs. (3.17)
et (3.39) cette situation se produit si :

τlix ≤ ρ0gLi

2 tanβ0i

, (tan β0i �= 0) (3.74)

Dans ce cas, la contrainte sur la tension minimale s’écrit :
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τlix+ +
k∑

q=1

ηqvqi ≥ τmin (3.75)

3.3.2.4 Contraintes sur les « câbles pendants »

Comme nous l’avons vu dans la section 2.5.2, sous l’effet de sa propre masse, un câble
peut passer sous le point d’attache Bi de la plate-forme (dans le cas des robots suspendus)
produisant ainsi un effort orienté vers le bas sur celle-ci. Dans certaines applications, ce
type de situation peut être préjudiciable à la réalisation d’une tâche ou tout simplement
au bon fonctionnement du robot. D’après la section 3.3.2.3 (Eq. (3.74)), afin d’éviter que
le câble i soit « pendant », il faut que :

τlix+ +

k∑
q=1

ηqvqi ≥
∣∣∣∣ ρ0gLi

2 tanβ0i

∣∣∣∣ et tan β0i �= 0. (3.76)

3.3.2.5 Contraintes sur la validité du modèle simplifié de câble pesant

Le modèle considéré dans ce chapitre est basé sur certaines simplifications permet-
tant d’approximer le comportement réel du câble. Il est valide à condition que l’équation
suivante soit vérifiée (voir section 3.1.2) :

τlix ≥ ρ0gLi (3.77)

En remplaçant τlix par l’expression représentant l’ensemble des solutions au problème
de l’équilibre statique de la plate-forme, on obtient la contrainte suivante :

τlix+ +
k∑

q=1

ηqvqi ≥ ρ0gLi (3.78)

Notons que même si cette contrainte n’est pas vérifiée, le robot peut être capable
d’équilibrer le torseur d’efforts extérieur fe considéré. Il peut cependant être nécessaire
d’utiliser le modèle de caténaire élastique présenté à la section 2.3 afin de vérifier l’équilibre
statique.

3.3.2.6 Regroupement des contraintes dans un système d’inégalités

Les contraintes présentées dans cette partie sont linéaires en les scalaires ηq de l’Eq.(3.54)
et peuvent donc s’écrire sous la forme :

V η ≤ c (3.79)

où η est le vecteur de dimension k composé des ηq. Chaque ligne de ce système d’inégalités
correspond à l’une des contraintes présentées aux sections 3.3.2.1 à 3.3.2.5. Par exemple,
pour la contrainte de validité du modèle (section 3.3.2.5), la ligne correspondante du
système (3.79) s’écrit pour le câble i :

[
v1i · · · vki

] ⎡⎢⎣
η1
...
ηk

⎤
⎥⎦ ≥ ρ0gLi − τlix+ (3.80)
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Comme dans le cas d’un modèle de câble sans masse, on peut utiliser la méthode d’éli-
mination de Fourier-Motzkin afin de vérifier s’il existe un vecteur η vérifiant l’Eq. (3.79).
Si tel est le cas, le torseur d’efforts extérieur fe peut être équilibré en respectant les
contraintes considérées.

3.4 Génération du zonotope des torseurs admissibles

et comparaison au modèle de câble sans masse

Le modèle simplifié de câble pesant permet d’écrire l’équilibre statique sous la forme
du système linéaire de l’Eq. (3.29). Cette nouvelle formulation simplifie l’étude des robots
à câbles de grande dimension pour lesquels la masse des câbles n’est pas négligeable.

Nous pouvons ainsi caractériser, pour une pose donnée d’un robot à câbles, l’ensemble
des torseurs admissibles. En effet, étant données des limites minimales et maximales des
tensions dans les câbles, il est possible de déterminer les frontières du polytope représen-
tant l’ensemble des torseurs admissibles, c’est-à-dire l’ensemble des torseurs pouvant être
appliqués sur la plate-forme par les câbles tout en gardant des tensions admissibles. A
cette fin, la méthode présentée ici se base sur les travaux de [24] et [50].

Dans un premier temps nous présenterons une méthode permettant de déterminer les
frontières de l’ensemble des torseurs admissibles (section 3.4.1). Dans un second temps
(section 3.4.2), deux exemples de robots à câbles, un suspendu et l’autre pleinement
contraint, sont considérés afin de réaliser une comparaison des résultats obtenus avec
d’une part le modèle de câble sans masse non-élastique et d’autre part le modèle simplifié
de câble pesant.

3.4.1 Description de la méthode d’obtention du zonotope des

torseurs admissibles

Pour une pose donnée de la plate-forme, on appelle l’ensemble des torseurs admissibles
l’ensemble des torseurs pouvant être équilibrés par les câbles avec des limites de tensions
admissibles.

Lorsqu’un modèle de câble non-élastique et sans masse est considéré, pour une pose
donnée, le torseur d’efforts f appliqué sur la plate-forme par les câbles, est obtenu par la
relation linéaire suivante :

Wτ = f (3.81)

Ainsi, pour un intervalle de tensions admissibles [τmin, τmax] pour chaque câble, l’en-
semble des torseurs admissibles Z s’écrit :

Z = {fe | ∃τ ∈ [τmin, τmax] t.q. − Wτ + fe = 0} (3.82)

Dans le cas du robot plan à 3 câbles et 2 DDL montré à la Fig.3.8(a), le cube (en
supposant que les limites de tensions sont les mêmes pour tous les câbles) représentant
l’ensemble des tensions admissibles est présenté à la Fig. 3.8(b). La Fig. 3.8(c) présente
quant à elle l’image de ce cube dans l’espace des torseurs de la plate-forme.

Pour un robot àm câbles et nDDL, Bouchard [25] remarque que l’image de l’hypercube
des tensions admissibles par la matrice W est un polytope particulier appelé zonotope.
Une caractérisation des facettes de ce zonotope a permis à Gouttefarde [50] d’écrire les
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FIGURE 3.8 - Cube des tensions admissibles et son image dans l’espace des torseurs sur
la plate-forme pour l’exemple de robot plan à 3 câbles et 2 DDL de la
Fig. 3.8(a).

conditions d’appartenance d’un torseur à l’ensemble des torseurs admissibles sous la forme
d’un système d’inégalités linéaires :

Z = {fe | Cfe ≤ d} (3.83)

En considérant le modèle simplifié de câble pesant, l’ensemble des torseurs admissibles
s’écrit :

Z = {fe | ∃τx ∈ [τxmin, τxmax] t.q. − (Wxτx + fcab) + fe = 0} (3.84)

où, tel que présenté à la section 3.3.2, les limites τxmin et τxmax sur le vecteur τx ne sont
pas les mêmes pour tous les câbles et dépendent de la pose de la plate-forme. L’image
de l’ensemble des tensions admissibles est alors obtenue de la même manière que pour le
modèle de câble sans masse à l’Eq. (3.83). D’après l’Eq. (3.29), on obtient :

Z = {fe | C(fe − fcab) ≤ d} (3.85)
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soit :

Z = {fe | Cfe ≤ d′} (3.86)

où :

d′ = d + Cfcab (3.87)

Ainsi, vérifier si les câbles peuvent équilibrer un torseur donné fe en une pose donnée,
revient à vérifier si ce torseur vérifie le système d’inégalités (3.86).

La différence majeure dans la description de ce polytope, par rapport à celle obtenue
pour un modèle de câble sans masse, réside dans la détermination des limites de tensions
exprimées en fonction des composantes τlix (section 3.3.2).

3.4.2 Exemples et comparaison au modèle de câble sans masse

Afin de pouvoir représenter facilement le zonotope des torseurs admissibles, nous consi-
dérons uniquement deux robots plans à 2 DDL avec une plate-forme ponctuelle. Le zono-
tope peut ainsi être représenté dans un plan, c’est un polygone convexe. Nous proposons
d’étudier un robot suspendu et un robot pleinement contraint.

Afin d’évaluer les capacités de ces robots et de pouvoir comparer le modèle de câble
sans masse non-élastique au modèle simplifié de câble pesant, nous utilisons comme critère
la force maximale admissible dans toutes les directions. La valeur de cette force correspond
au rayon rmax du plus grand cercle centré en 0 (torseur nul) inclus dans le zonotope Z.
La ligne j du système d’inégalités de l’Eq. (3.86) représente un demi-plan délimité par la
droite Dj. Le rayon maximal correspond à la distance minimale entre les droites Dj et
l’origine du repère :

rmax = min
j=1...p

(
d′j

||cj||
)

(3.88)

où d′j correspond à la j ème composante du vecteur d′, et cj la j ème ligne de la matrice C.
Il faut noter que si l’un des d′j est négatif, cela signifie que l’origine (torseur nul) n’est pas
inclus dans le zonotope des torseurs d’efforts admissibles.

Robot plan à 4 câbles et 2 DDL Les coordonnées des points de sortie des câbles
sont données au Tab. 3.5. La Fig. 3.9(a) présente un schéma de ce robot. Le câble utilisé
pour ce robot est celui décrit au Tab. 2.8.

TABLEAU 3.5 - Robot plan à 4 câbles et 2 DDL : coordonnées des points de sortie de
câbles exprimées dans le repère global.

x (m) y (m) z (m)

a1 10 0 10

a2 10 0 -10

a3 -10 0 10

a4 -10 0 10
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FIGURE 3.9 - Schéma du robot plan à 4 câbles et 2 DDL et représentation du zonotope
des torseurs admissibles pour la pose considérée.

Sur un espace de travail, allant de −7, 5m à 7, 5m suivant les axes x et z discrétisé avec
un pas de 0, 2m, nous avons calculé la force maximale admissible dans n’importe quelle
direction dans le plan des forces Fx et Fz. Les résultats pour le modèle simplifié de câble
pesant sont présentés à la Fig. 3.10(a). Les erreurs relatives présentées à la Fig. 3.10(b)
sont déterminées pour une pose donnée par l’equation suivante :

εrmax =
rmax − rmax0

rmax0

(3.89)
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FIGURE 3.10 - Force maximale admissible, et erreur relative par rapport au modèle de
câble sans masse pour le robot plan à 4 câbles et 2 DDL.

où rmax0 est la force maximale obtenue avec le modèle de câble sans masse non-élastique,
et rmax la force maximale obtenue en utilisant le modèle simplifié de câble pesant. On
peut remarquer à la Fig. 3.10(b) que sur une grande partie de l’espace de travail l’erreur
est assez faible (< 1%). Toutefois, on remarque une augmentation de cette erreur relative
dans deux parties de l’espace de travail :
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- sur les cotés et le haut de l’espace de travail : dans ces parties, la diminution de la
capacité à générer un torseur avec des câbles pesants vient de la limite de tension
maximale, qui du fait de la masse des câbles est atteinte plus rapidement.

- dans la partie basse de l’espace de travail : ici, la diminution de la force maximale
disponible est due à la diminution des tensions dans les câbles du bas. En effet, dans
cette partie, ces câbles sont presque horizontaux et la limite de tension minimale
due au critère de validité du modèle (voir section 3.3.2.5) augmente. Ceci entrâıne
une diminution de la force maximale admissible. Cette fois-ci, c’est la limite basse
de tension qui limite la force disponible.

Notons que le fait d’avoir une configuration de robot pleinement contrainte permet
d’augmenter les tensions dans les câbles en modifiant la distribution des tensions (par
l’ajout d’une combinaison linéaire des vecteurs formant une base noyau de Wx). Ceci limite
les effets de la masse des câbles. L’erreur relative maximale sur l’ensemble de l’espace de
travail est de 3, 39%. Cette erreur reste donc assez faible.

Robot plan suspendu à 3 câbles et 2 DDL Dans ce deuxième exemple (Fig. 3.11(a),
Tab. 3.6 et Tab. 2.8.) l’étude de la capacité du robot à générer une force doit être réalisée
différemment. En effet, le robot considéré ici est un robot à câbles suspendu, et nécessite
donc une charge à la plate-forme afin de pouvoir garder les câbles sous tension. Ce ro-
bot n’étant pas pleinement contraint, il est par exemple impossible d’équilibrer un effort
extérieur dirigé vers le haut. Le zonotope des torseurs admissibles est donc décalé, et ne
contient plus l’origine (force nulle). Nous avons décidé d’étudier les forces maximales ad-
missibles dans toutes les directions en addition de la charge supportée (plate-forme à vide
ou chargée). Ainsi le cercle de rayon maximal recherché pour une pose donnée sera centré
au « point » de coordonnées [0 −mPFg], où mPF est la valeur de la masse ponctuelle.
Son expression devient :

rmax = min
j=1...p

(
cj2mPF g + d′j

||cj||
)

(3.90)

où cjk est l’élément de la j ème ligne et kème colonne de la matrice C.
Les forces maximales admissibles dans les 2 cas de charge (mPF = 30kg et mPF =

300kg) sont présentées à la Fig. 3.12. Les erreurs relatives associées sont présentées à la
Fig. 3.13.

TABLEAU 3.6 - Robot plan à 3 câbles et 2 ddl : coordonnées des points de sortie de câbles
exprimés dans le repère global.

x (m) y (m) z (m)

a1 0 0 0

a2 5 0 0

a3 15 0 0

Comme dans le cas de l’étude réalisée à la section 3.2, on peut remarquer sur ces figures
que la différence entre les deux modèles est beaucoup plus importante dans le cas d’une
faible charge. En effet, l’erreur relative maximale obtenue sur l’espace de travail étudié est
supérieure 50% dans le cas où la plate-forme est à vide, alors qu’elle est environ 10 fois
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FIGURE 3.11 - Schéma du robot plan à 3 câbles et 2 DDL et représentation du zonotope
des forces admissibles pour la pose considérée.

plus faible lorsque la plate-forme est chargée. Ceci s’explique à nouveau par le fait que
lorsque les tensions dans les câbles sont importantes, la masse propre du câble influence
son comportement dans une moindre mesure.
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FIGURE 3.12 - Force maximale admissible pour le robot plan suspendu à 3 câbles et 2
DDL.

Pour les deux exemples étudiés, le robot de type suspendu semble plus fortement affecté
par la masse des câbles que le robot pleinement contraint. Dans le cas du robot pleinement
contraint, la possibilité de générer des efforts internes en augmentant les tensions dans les
câbles permet de limiter l’effet de la déflexion des câbles. Pour le robot suspendu, cette
capacité à générer des efforts internes est beaucoup plus limitée et varie fortement avec
la charge transportée. Il est probable que ces observations puissent être transposées aux
robots à câbles à 6 DLL (pleinement contraints et suspendus).

3.5 Conclusions

Basé sur l’hypothèse que le profil du câble ne s’éloigne pas trop de la corde AiBi,
certaines simplifications dans les équations du modèle de caténaire élastique peuvent être
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FIGURE 3.13 - Erreurs relatives sur la force maximale admissible pour le robot plan sus-
pendu à 3 câbles et 2 DDL.

réalisées. Quand le critère de validité (Eq. (3.11)) de ces simplifications est vérifié, elles
permettent :

– d’obtenir une expression explicite du profil du câble (Eq. (3.7)) ;
– de découpler partiellement le problème géométrique inverse. Les tensions et les lon-

gueurs des câbles peuvent être déterminées séparément. Les tensions doivent cepen-
dant être déterminées préalablement au calcul des longueurs des câbles ;

– d’obtenir une relation linéaire entre les composantes τlix et τliz de la force appliquée
par la plate-forme sur le câble i, ce qui entrâıne :
- une diminution par 2 du nombre d’inconnues de l’équilibre statique ;
- l’expression de l’équilibre statique de la plate-forme sous la forme d’un système

carré pour m = n.
Cette expression de l’équilibre statique de la plate-forme permet d’éviter la résolu-

tion d’un système d’équations non-linéaires couplées nécessaire dans le cas du modèle de
caténaire élastique. Ainsi, le système d’équations décrivant l’équilibre statique de la plate-
forme avec le modèle simplifié de câble pesant élastique s’apparente fortement au cas du
modèle de câble non pesant. Une étude sur les erreurs résultant de la simplification effec-
tuée indique que le modèle simplifié de câble donne des résultats très proches du modèle
de caténaire élastique, à condition que le critère de validité soit respecté.

Le modèle simplifié de câble pesant permet également de caractériser l’ensemble des
torseurs admissibles d’un robot à câbles en une pose donnée, en utilisant une méthode
similaire à celle utilisée pour le modèle de câble sans masse. Une comparaison des zono-
topes des torseurs d’efforts admissibles obtenues avec le modèle de câble sans masse et le
modèle simplifié de câble pesant a été faite. Le critère de comparaison utilisé est la force
maximale admissible dans toutes les directions. Les résultats obtenus pour deux exemples
de robots à câbles montrent que les robots suspendus semblent beaucoup plus affectés par
l’utilisation d’un modèle de câble pesant, au moins pour les exemples considérés. Ceci est
probablement du à la capacité limitée des robots suspendus à générer des efforts internes
dans la plate-forme permettant d’augmenter les tensions dans les câbles.
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Chapitre 4. Détermination de la configuration optimale pour un robot suspendu à 8 cables
et 6 DDL de grande dimension

Chapitre 4

Détermination de la configuration
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cables et 6 DDL de grande dimension
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Ce chapitre décrit une méthode de conception de robots parallèles à câbles suspen-
dus de grande dimension installés dans une pièce rectangulaire. Cette méthode permet de
déterminer, en quasi-statique, la meilleure configuration à 8 câbles pour une application
de type « pick & place » à 6 DDL en considérant le modèle simplifié de câble pesant.
Rappelons que nous appelons configuration d’un robot parallèle à câbles, la donnée d’une
géométrie des points de sortie des câbles, d’une géométrie des points d’attache sur la
plate-forme et de l’arrangement des câbles entre ces deux ensembles de points. Le cri-
tère d’optimisation utilisé est basé sur la capacité d’une configuration donnée à accepter
un décalage de la position du centre de masse de la plate-forme chargée. Une vérifica-
tion des collisions entre les câbles permet d’éliminer au préalable un certain nombre de
configurations non-réalisables. Un exemple d’application de cette méthode est finalement
présenté.
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4.1. Cadre de l’étude

4.1 Cadre de l’étude

4.1.1 Type de robots et application visée

Les applications visées dans cette étude sont de type « pick- and-place » de fortes
charges sur de grandes distances. Nous nous intéressons pour ce type d’application aux
robots parallèles à câbles suspendus. Comme nous l’avons vu à la section 1.1.1, ce type
de robot fait référence aux mécanismes possédant m câbles pour contrôler les n degrés de
liberté de la plate-forme mobile (m ≥ n) et pour lesquels les points de sortie des câbles
sont situés au dessus de l’espace de travail. Les câbles sont maintenus tendus grâce à la
gravité agissant comme un câble virtuel supplémentaire tirant verticalement vers le bas
avec une tension constante. La Figure 4.1 présente un exemple de robot suspendu à 6
câbles et 6 DDL.

FIGURE 4.1 - Un exemple de robot suspendu à 6 câbles et 6 DDL.

Très peu d’études ont été réalisées sur le choix de la géométrie des points de sortie et
d’attache des câbles et de l’arrangement des câbles entre ces deux ensembles de points dans
le cas des robots à câbles suspendus. La principale géométrie qui a été étudiée est celle d’un
des premiers robots à câbles : le Robocrane [3]. Les points de sortie des 6 câbles de ce robot
à 6DDL, sont positionnés deux à deux aux sommets d’un triangle équilatéral. Il parâıt
assez naturel d’utiliser 6 câbles pour les robots suspendus à 6 DDL. En effet, ce nombre
de câbles est nécessaire et suffisant au contrôle de tous les DDL de la plate-forme grâce
à la gravité qui permet de garder les câbles sous tension. Deux géométries des points de
sortie des 6 câbles viennent naturellement à l’esprit : le triangle et l’hexagone. Le triangle
avec 2 sorties de câbles par sommet est le plus utilisé car il permet généralement d’obtenir
des rotations de la plate-forme plus importantes. En effet, dans le cas d’une géométrie
hexagonale (des points de sortie et des points d’attache), dans la position centrale de
référence, les axes des câbles sont presque concourants empêchant ainsi la rotation autour
de l’axe vertical z.

Toutefois, une telle configuration n’est pas forcément adaptée lorsqu’on cherche à tra-
vailler dans un espace parallélépipédique. En effet, tel qu’illustré à la Fig. 4.2, l’empreinte
au sol d’une configuration possédant une géométrie des points de sortie des câbles trian-
gulaire se trouve être beaucoup plus grande que la zone de travail. Ainsi, si on souhaite
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FIGURE 4.2 - Représentation d’un robot type Robocrane installé dans une pièce rectangu-
laire et son espace de travail statique à orientation constante.

installer un tel robot dans une pièce rectangulaire (hangar, entrepôt...), il serait plus
intéressant d’utiliser une géométrie des points de sortie des câbles rectangulaire afin d’op-
timiser l’empreinte au sol du robot. Dans ce cas, il est assez naturel de souhaiter utiliser
8 câbles pour des raisons de symétrie des géométries des points de sortie et d’attache.

Dans les travaux présentés dans ce chapitre, nous nous intéresserons aux robots pa-
rallèles à câbles suspendus qui possèdent plus de câbles que de degrés de liberté de la
plate-forme mobile. La présente étude a pour objectif la détermination des configurations
de robots suspendus à 8 câbles et 6 DDL permettant de couvrir une grande partie d’une
zone ayant une empreinte au sol rectangulaire. On considèrera d’ailleurs dans cette étude
que le robot est installé dans une pièce rectangulaire possédant des murs et un plafond.
Les dimensions de cette pièce sont génériques (Fig. 4.3) afin que l’étude réalisée ici puisse
être transposée à n’importe quelle pièce rectangulaire.

L

h yA

zA

lOA xA

FIGURE 4.3 - Schéma de la pièce rectangulaire.

4.1.2 Contraintes de symétrie sur les configurations étudiées

Afin de limiter le nombre de paramètres décrivant les configurations étudiées et ainsi
diminuer le nombre de configurations considérées, nous introduisons des contraintes sur
la géométrie du robot et l’arrangement des câbles. Nous nous limitons dans cette étude à
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4.2. Définition de la configuration optimale

l’évaluation des configurations présentant une symétrie centrale. En effet, cette contrainte
de symétrie permet d’obtenir des configurations présentant des comportements homogènes
sur l’ensemble de l’espace de travail désiré. Cette contrainte s’applique sur les différents
éléments définissant la configuration d’un robot à câbles.

- Géométrie des points de sortie des câbles : tout point de sortie positionné dans la
pièce possèdera un point de sortie symétrique par rapport au centre de symétrie
de la géométrie des points de sortie des câbles. Ce centre de symétrie sera explicité
dans la partie de ce chapitre décrivant les différentes possibilités de points de sortie
des câbles (section 4.4.1). De plus, cette symétrie devra également s’appliquer au
nombre de câbles sortant d’un point de sortie. Ainsi, si d’un point sortent k câbles,
de son point symétrique devront également sortir k câbles.

- Géométrie des points d’attache sur la plate-forme : comme pour les points de sortie
des câbles, tous les points d’attache des câbles sur la plate-forme formeront une figure
symétrique. Cette symétrie s’appliquera également au nombre de câbles attachés en
chaque point.

- Arrangement des câbles : l’arrangement des câbles respectera les symétries précé-
dentes. Ainsi, si un câble sort du point Ak pour aller au point Bj , le câble (ou un
des câbles) sortant du point As

k (symétrique du point Ak) sera attaché au point Bs
j

(symétrique du point Bj). Il faut noter que tant que la configuration n’est pas com-
plètement définie, le câble sortant du point Ai n’est pas forcément considéré comme
étant connecté au point Bi.

Cette contrainte de symétrie centrale appliquée à la géométrie du robot et à l’arrange-
ment des câbles permet de simplifier fortement l’étude. En effet, elle permet de diminuer
considérablement le nombre de configurations à considérer.

4.2 Définition de la configuration optimale

Il n’est jamais facile de comparer différents robots car le résultat de la comparaison est
directement dépendant du critère utilisé. Ainsi, une configuration de robot peut présenter
un espace de travail à orientation constante très étendu mais, en contrepartie, être inca-
pable de réaliser de grandes rotations. De la même manière, un robot peut transporter de
très lourdes charges, mais dans un espace limité. Il est donc nécessaire de choisir un critère
adapté permettant de sélectionner parmi les nombreuses configurations de robots à câbles
laquelle est « optimale » pour la tâche à réaliser. Cette partie s’attache à décrire ce que
nous considérerons être une « configuration optimale ». Le critère choisi est basé sur la
capacité à admettre un décalage du centre de gravité de la plate-forme chargée. En effet,
lors du transport d’une charge (typiquement une caisse ou une palette chargée) le nouveau
centre de gravité de la plate-forme peut se déplacer par rapport au centre géométrique de
la plate-forme.

4.2.1 Torseurs d’efforts à compenser

Une des principales applications candidates des robots à câbles suspendus est le trans-
port de charges sur de grandes dimensions. En quasi-statique, les efforts extérieurs ap-
pliqués à la plate-forme se limitent généralement au poids de la charge transportée. En
effet, pour ce type de robots travaillant sur de très grands espaces de travail, il parâıt
raisonnable de penser que les déplacements se font à des vitesses et accélérations assez
faibles limitant ainsi les effets dynamiques. Généralement, la position du centre de masse
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et 6 DDL de grande dimension

de la plate-forme chargée est considérée être au centre de la plate-forme OB (centre de
symétrie). Toutefois, lors de l’accroche et du transport de la charge, le centre de gravité
de la plate-forme chargée peut se trouver décalé par rapport à son centre de symétrie
(Fig. 4.4).

yA

Ocm dx

dy xcm

OB
xA

FIGURE 4.4 - Schéma de la plate-forme mobile : position du centre de masse Ocm par
rapport au centre géométrique de la plate-forme OB dans le plan horizontal.

Ce décalage a pour effet de changer le torseur d’efforts extérieurs que les câbles doivent
équilibrer. Pour une masse transportée mtr, le torseur d’efforts extérieurs fe écrit en OB

et exprimé dans le repère global RA est :

fe =

[
mtrg

mtrg × xcm

]
6×1

(4.1)

où g = [0 0 − g]T avec g = 9, 81m/s2, où xcm est le vecteur
−−−−→
OBOcm dans le repère global

RA, et mtr la masse transportée allant de mv (plate-forme à vide) à mc (somme de la
masse de la plate-forme et de la charge maximale). Dans l’Eq. (4.1), seule l’action du
poids de la plate-forme et de la charge est considéré. Pour xcm = [dx, dy, dz]T on obtient
un torseur des efforts extérieurs de la forme :

fe =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Fx

Fy

Fz

Mx

My

Mz

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

6×1

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0

−mtrg
mtrgdy
−mtrgdx

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

6×1

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0

−mtrg
mtrgrsinα
−mtrgrcosα

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

6×1

(4.2)

où r et α sont des coordonnées cylindriques de la position de la projection du centre de
masse Ocm sur le plan horizontal (OB,xA,yA) tel que présenté à la Fig. 4.4.

4.2.2 Vérification de l’inclusion de l’ensemble des torseurs dési-
rés dans l’ensemble des torseurs admissibles

La position du centre de masse de la plate-forme chargée peut être décalée et peut
donc créer un torseur d’efforts extérieurs contenant des moments suivant les axes x et
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4.2. Définition de la configuration optimale

y (Eq. (4.2)). Il serait intéressant de savoir dans quelle mesure le robot peut accepter
ce décalage, c’est-à-dire, dans quelle mesure l’équilibre statique de la plate-forme chargée
reste réalisable avec des tensions admissibles dans les câbles.

Ainsi, nous décidons d’évaluer la configuration courante en terme de décalage maximal
admissible du centre de masse Ocm par rapport au centre géométrique OB. Cette évaluation
est basée sur les travaux présentés à la section 3.3, où le zonotope des torseurs admissibles
pour une pose donnée est décrit. Cet ensemble prend en compte un modèle de câble pesant.
L’ensemble Z des torseurs fe admissibles pour un intervalle donné de tensions admissibles
dans les câbles est défini par l’équation suivante, tel que décrit par l’Eq. (3.84) du chapitre
3 :

Z = {fe | ∃τx ∈ [τxmin, τxmax] tel que Wxτx = fe − fcab} (4.3)

En utilisant la méthode décrite dans [50], il est également possible de décrire le zono-
tope Z sous la forme suivante (voir section 3.3) :

Z = {fe | Cfe ≤ d′} (4.4)

La ligne j du système d’inégalités de l’Eq. (4.4) décrit un demi espace délimité par
l’hyperplan Hj d’équation cjfe = d′j. L’ensemble des torseurs admissibles Z correspond
donc à l’intersection des demi-espaces délimités par les hyperplans Hj (j = 1 . . . p où p est
la dimension du vecteur d′). Si un torseur d’efforts fe vérifie toutes les lignes de l’inégalité
(Eq. (4.4)), il fait partie du zonotope des torseurs admissibles.

Grâce à cette description de Z, nous pouvons déterminer le rayon maximal rmax du
cercle centré en OB (centre géométrique de la plate-forme) tel que si la projection du centre
de masse de la plate-forme sur le plan (OB,xA,yA) est située à l’intérieur de ce cercle,
le torseur d’efforts extérieurs résultant du poids de la plate-forme peut être équilibré. La
Fig. 4.5 montre un tel cercle de rayon rmax.

yA
Ocm

dx
dy

OB xA

rmax

FIGURE 4.5 - Disque de rayon rmax représentant l’ensemble des positions de la projection
sur le plan (OB,xA,yA) du centre de masse de la plate-forme pour lesquelles
la charge peut être équilibrée avec des tensions admissibles.

En considérant que la masse de la plate-forme peut varier avec la charge transportée
entre mv, qui correspond à la masse de la plate-forme à vide, et mc, qui correspond à
la somme de la masse à vide et de la charge maximale admise, l’ensemble des torseurs à
équilibrer a la forme d’un cône tronqué. Cet ensemble de torseurs désirés est représenté
à la Fig. 4.6 dans le sous espace (Mx,My, Fz). Mx, My et Fz représentent respectivement
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et 6 DDL de grande dimension

les moments autour de l’axe x et de l’axe y et les forces suivant l’axe z dans l’espace des
torseurs. Les rayons des bases de ce cône ont pour valeur mvgr et mcgr respectivement
pour la base supérieure et la base inférieure. La base supérieure est située à Fz = −mvg,
et la base inférieure à Fz = −mcg.

Mx
My

Fz

mvgr
Base supérieure

Cône tronqué

mcgr
Base inférieure

FIGURE 4.6 - Représentation de l’ensemble des torseurs d’efforts désirés dans le repère
(Mx,My, Fz) : un cône tronqué.

Il faut donc vérifier que pour un r donné, le cône tronqué des torseurs d’efforts désirés
est inclus dans le zonotope des torseurs admissibles. Le zonotope est un ensemble convexe
et le cône tronqué est également convexe, il suffit donc de vérifier que les deux disques de
base du cône tronqué sont inclus dans le zonotope Z. Ces deux disques sont des ensembles
de dimensions 2 correspondant à l’ensemble des torseurs de la forme :

fe =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0

−mtrg
mtrgrsinα
−mtrgrcosα

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 0 ≤ α ≤ 2π (4.5)

où m = mv ou mc. L’équation de l’hyperplan Hj s’écrit :

{fe | cjfe = d′j} où cj =
[
cj1 cj2 cj3 cj4 cj5 cj6

]
(4.6)

où C et d′ de l’Eq. (4.4) sont de la forme :

C =

⎡
⎢⎣

c1
...
cp

⎤
⎥⎦
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4.2. Définition de la configuration optimale

d′ =
[
d′1 . . . d′p

]
l’Eq. (4.6) correspondant à la ligne j de l’Eq. (4.4).

L’intersection d’un de ces hyperplans Hj avec le plan dans lequel se trouve la base su-
périeure (Fz = −mvg, Fx = Fy = Mz = 0) ou inférieure (Fz = −mcg, Fx = Fy = Mz = 0)
de l’ensemble des torseurs désirés, est la droite Dj et s’écrit :

{fe |
[
cj4 cj5

]
f = d′j +mtrgcj3} (4.7)

où f est de la forme :

f =

[
Mx

My

]
(4.8)

La figure 4.7 montre une partie de ces droites pour un exemple de robot suspendu à
8 câbles et 6 DDL dans le plan de la base supérieure (mv) du cône tronqué des torseurs
d’efforts désirés.

−5000 0 5000

−8000

−6000

−4000

−2000

0

2000

4000

6000

8000

M
x
 (N.m)

M
y (

N
.m

)

FIGURE 4.7 - Intersections des 112 hyperplans Hj avec le plan de la base supérieure du
cône tronqué des torseurs d’efforts désirés et cercle de rayon maximal des
couples admissibles (pointillés).

Notons nj le vecteur normal à la droite Dj droite d’intersection de l’hyperplan Hj

avec le plan contenant la base courante (supérieure ou inférieure) :

nj =

[
cj4
cj5

]
(4.9)

Chaque hyperplan Hj sépare l’espace en deux sous-espace. D’après l’Eq. (4.4), le zo-
notope Z est défini comme l’intersection des sous espaces délimités par les hyperplans Hj

(1 ≤ j ≤ p) :
{fe | cjfe ≤ d′j} (4.10)

86
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Ainsi, l’intersection du zonotope avec le plan de la base inférieure ou supérieure cor-
respond à l’intersection des demi-plans délimités par les droites Dj et décrit par :

{f | [ cj4 cj5
]
f ≤ dj +mtrgcj3} (4.11)

Le rayon rm du plus grand cercle centré en [0, 0]T dans le plan (Mx,My) inclus dans
tous les demi-plans décrits par l’Eq. (4.11), correspond au moment maximal admissible
autour des axes x et y. Le cercle correspondant est représenté à la Fig.4.7 en pointillés.

Pour déterminer ce rayon rm il faut dans un premier temps calculer pour chaque droite
Dj la distance rj de cette droite Dj à l’origine [0, 0]T du plan (Mx,My) tel que présenté
à la Fig. 4.8 :

rj =
dj +mtrgcj3

‖nj‖ , j = 1 . . . p (4.12)

FIGURE 4.8 - Représentation d’une droite Dj intersection de l’hyperplan Hj avec le plan
(Mx,My) contenant la base courante du cône tronqué, et distance de cette
droite à l’origine du plan (Mx,My).

Ainsi, le moment maximal admissible rm est calculé par :

rm = min
j=1...p

rj (4.13)

Notons que si un des rj est négatif, l’origine [0, 0]T du plan (Mx,My) ne se trouve
pas à l’intérieur de l’intersection du zonotope Z avec le plan contenant la base étudiée :
la charge ne peut pas être équilibrée, même si le centre de masse est confondu avec OB.

Le rayon obtenu rm est un moment. Il faut le transformer afin de trouver le rayon rmax

présenté à la Fig. 4.5. D’après l’Eq. (4.5), on peut l’obtenir par :

rmax =
rm

mvg
ou rmax =

rm

mcg
(4.14)

selon la base étudiée. Ce calcul est réalisé pour la base supérieure et la base inférieure
du cône tronqué et le rayon rmax minimal (entre les 2 bases) correspond au déplacement
maximal admissible du centre de gravité de la plate-forme chargée pour la configuration
et la pose courantes du robot.
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4.3. Description générale de la procédure de détermination de la configuration optimale

Remarquons que ce critère de sélection de la configuration et/ou pose adéquate a été
choisi en référence aux conditions de l’application visée (« pick-and-place ») et en fonction
du type de robot étudié (suspendu). Il est tout à fait possible pour une autre application
et une autre catégorie de robots à câbles (pleinement contraint par exemple) d’utiliser
un autre critère tout en gardant la procédure de conception décrite dans la section 4.3
inchangée.

4.3 Description générale de la procédure de détermi-

nation de la configuration optimale

Nous avons introduit, dans la partie précédente, le critère sur lequel la détermina-
tion de la configuration optimale est basée. Toutefois, de nombreuses étapes doivent être
réalisées au préalable afin de sélectionner les configurations acceptables et supprimer les
configurations non-réalisables pour diverses raisons (collisions de câbles, équilibre statique
non-réalisable ou espace de travail désiré non atteignable).

4.3.1 Données d’entrée de la procédure

Afin d’appliquer la procédure à un cas pratique de choix de la configuration d’un robot
à câbles suspendu à 8 câbles et 6 DDL, il est nécessaire de fixer certains paramètres. Ils
sont détaillés ici.

• Dimensions de la pièce (Fig. 4.3) dans laquelle le robot sera installé (en m) :
- Longueur : L
- Largeur : l
- Hauteur : h

• Masse de la plate-forme (en kg) :
- A vide : mv

- Avec la charge maximale transportée : mc

• Limites de l’espace de travail désiré (voir section 4.6.4) :
- Axe x : [−LWS/2, LWS/2]
- Axe y : [−lWS/2, lWS/2]
- Axe z : [−hWS/2, hWS/2]
- Orientation autour de l’axe x : [−φWS, φWS]
- Orientation autour de l’axe y : [−θWS, θWS]
- Orientation autour de l’axe z : [−ψWS, ψWS]

• Caractéristiques du câble utilisé :
- Section non-déformée : A0 (en m2)
- Masse linéique : ρ0 (en kg/m)
- Contrainte maximale admissible : σmax (en MPa)

• Tensions admissibles dans les câbles (en N) :
- Tension minimale : τmin

- Tension maximale : τmax

• Domaine et pas de discrétisation des paramètres permettant de décrire la géométrie
des points de sortie des câbles (voir section 4.4.1)

• Domaine et pas de discrétisation des paramètres permettant de décrire la géométrie
des points d’attache des câbles sur la plate-forme (voir section 4.4.2)
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4.3.2 Les différentes étapes de la procédure

La procédure de détermination de la configuration optimale peut se décomposer en 4
phases qui sont :

- détermination de l’ensemble des configurations possibles (voir section 4.4).
- sélection des arrangements de câbles sur des critères géométriques (voir section 4.5).
- discrétisation des paramètres géométriques et vérification de la faisabilité de l’équi-

libre statique de la plate-forme et de l’absence de collisions entre les câbles (voir
section 4.6).

- vérification des configurations restantes et détermination de la configuration opti-
male (voir section 4.7).

La fig. 4.9 présente les différentes étapes de la procédure.

4.4 Détermination de l’ensemble des configurations à

étudier

Afin de connâıtre la configuration d’un robot à câbles, plusieurs paramètres doivent
être déterminés. Ainsi, il est nécessaire de connâıtre le nombre de points de sortie des
câbles sur la base, la position de chacun de ces points et le nombre de câbles passant par
chacun d’entre eux. De la même manière, il est nécessaire de déterminer la géométrie de la
plate-forme, c’est à dire le nombre et la position des points d’attache des câbles ainsi que
le nombre de câbles attachés en chacun de ces points. Une fois ces différents paramètres
déterminés, la géométrie du robot est connue. Il reste toutefois à déterminer l’arrangement
des câbles entre la base et la plate-forme, c’est-à-dire, la répartition des câbles entre les
différents points d’attache et de sortie. Dans cette partie, nous détaillons les différentes
possibilités que nous avons choisi d’étudier pour tous ces paramètres.

4.4.1 Points de sortie des câbles

Comme nous l’avons vu à la section 4.1, nous étudions uniquement les cas où les
points de sortie des câbles sont situés sur les murs ou au plafond de la pièce rectangulaire
présentée à la Fig. 4.3. Les points de sortie peuvent donc être situés dans 5 plans. Étant
donné que l’on étudie une architecture de robot à câbles suspendu, les points de sortie des
câbles sont situés au dessus de l’espace de travail désiré et il parâıt assez naturel de les
placer le plus haut possible dans la pièce afin de profiter au maximum de son volume.

Afin de diminuer le nombre de paramètres géométriques à évaluer, nous avons décidé
de limiter les positions possibles des points de sortie des câbles aux arêtes du plafond ainsi
qu’aux arrêtes verticales de la pièce. Les arêtes verticales seront uniquement utilisées pour
la configuration à 8 points de sortie des câbles présentée à la section 4.4.1.3. Les positions
possibles des points de sortie des câbles sont montrées à la Fig. 4.10.

Ainsi, nous obtenons différents types possibles de géométries des points de sortie de
câbles. Ces géométries sont décrites dans les sous-sections 4.4.1.1 à 4.4.1.3. Notons que
le nombre de points de sortie considérés dans ces sous-sections représente le nombre de
points distincts.

La description de ces géométries permet de créer la matrice A dont les colonnes ai

contiennent les coordonnées des points de sortie des câbles dans le repère RA. Afin de
fixer l’ordre dans lequel les vecteurs ai sont organisés dans la matrice A, nous considérons
que le point de coordonnées [L/2,−l/2, h] correspond au vecteur a1 (première colonne de
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FIGURE 4.9 - Description de la procédure de détermination de la configuration optimale.

90
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FIGURE 4.10 - Schéma des géométries possibles (gras) des points de sortie des câbles dans
la pièce.

A), les positions dans A des autres points de sortie étant obtenues en tournant dans le
sens trigonométrique autour de zA.

4.4.1.1 4 points de sortie

Ce cas est le plus simple. En effet, il est naturel de placer les quatre points de sortie des
câbles aux 4 coins hauts de la pièce, ce qui permet d’obtenir la plus grande base possible.
La description de cette géométrie de points de sortie des câbles ne nécessite donc aucun
paramètre autre que ceux dérivant la pièce elle-même. Toutefois, plusieurs répartitions des
câbles sont possibles étant donné que nous avons 8 cables et 4 points de sortie. Il est donc
possible d’avoir 1, 2 ou 3 câbles par point de sortie. Ceci donne 3 répartitions possibles des
câbles, notées 22, 13 ou 31, qui permettent d’avoir une symétrie centrale pour la géométrie
des points de sortie des câbles. La Fig. 4.11 montre ces différentes répartitions ainsi que le
nom des géométries associées. Pour les géométries à 4 points de sortie distincts, le centre
de symétrie est situé au centre du plafond de la pièce.
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−5

0

5

−5

0

5

0

5

x(m)y(m)

z(
m

)

3 câbles

1 câble

3 câbles

1 câble
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FIGURE 4.11 - Schémas des différentes répartitions des points de sortie de câbles pour une
géométrie à 4 points.

4.4.1.2 6 points de sortie

Pour cette géométrie à 6 points de sortie de câbles, on choisit à nouveau parmi ces 6
points, 4 points situés aux 4 coins du plafond comme pour la configuration précédente à
4 points. Il faut positionner les 2 points restants. On choisit de situer ces points sur les
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arêtes du plafond, et symétriquement par rapport au centre du plafond (centre de symétrie
de cette géométrie). Pour cela, il existe deux possibilités : les 2 points sont situés sur la
grande arête ou sur la petite. Appelons ces configurations 6A et 6B, respectivement. Il
faut introduire un paramètre afin de définir la position d’un des 2 points, la position du
deuxième étant déterminée par symétrie. Les paramètres lA et lB (pour les configurations
A et B, respectivement) présentés aux Fig. 4.12 et 4.13 peuvent varier entre 0 et L et
entre 0 et l, respectivement. Pour la présente configuration à 6 points de sortie, il existe
3 répartitions possibles des câbles qui sont présentées aux Fig. 4.12 et 4.13.
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FIGURE 4.12 - Schémas des différentes répartitions des points de sortie des câbles pour la
géométrie A à 6 points.
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FIGURE 4.13 - Schémas des différentes répartitions des points de sortie de câbles pour une
géométrie B à 6 points.

4.4.1.3 8 points de sortie

Cette géométrie à 8 points de sortie de câbles peut être vue comme l’union des deux
configurations A et B du cas à 6 points de sortie. Ainsi, on choisit de positionner 4 points
aux quatre coins du plafond et un point sur chaque arête du plafond, symétriques deux à
deux. Dans ce cas, deux paramètres sont utilisés pour définir la géométrie, lA et lB variant
de 0 à L et de 0 à l, respectivement. Étant donné que l’on a ici 8 points de sortie pour
8 câbles, il n’y a qu’une seule répartition possible des câbles : 1 câble par point. Cette
géométrie 8A est présentée à la Fig 4.14(a).

Nous allons également étudier une géométrie particulière pour le cas à 8 points de
sortie. En effet, nous considérons une géométrie où les points de sortie ne sont pas tous
situés au plafond. Ainsi, nous utilisons les 4 points de la géométrie à 4 points de sortie,
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auxquels nous ajoutons les 4 mêmes points mais à une altitude inférieure. Le paramètre
hB sera utilisé afin de décrire la hauteur de ces 4 autres points. Ce paramètre évolue de 0
à h/2. Nous avons limité ce paramètre à h/2 afin de considérer que des robots suspendus,
pour lesquels les câbles sortent généralement de points situés au dessus de l’espace de
travail du robot. Cette géométrie appelée 8B est présentée à la Fig. 4.14(b).
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FIGURE 4.14 - Schémas des 2 géométries à 8 points.

4.4.2 Points d’attache sur la plate-forme

Dans cette section, nous décrivons les différentes possibilités considérées de géométries
des points d’attache des câbles sur la plate-forme. Afin de limiter le nombre de configura-
tions de robots à étudier, et donc les temps de calcul, nous considérerons uniquement des
plate-formes planes et deux formes particulières de plate-formes spatiales.

Afin de pouvoir contrôler les 6 DDL de la plate-forme, au moins 3 points d’attache
distincts et non alignés sont nécessaires. Toutefois, si l’on ajoute la condition de symétrie
centrale (voir section 4.1.2), 3 points ne sont pas suffisants car ils se trouveraient situés sur
une même droite, ce qui empêcherait la génération d’un moment autour de la droite passant
par ces 3 points. Les géométries de plate-forme détaillées ici ont de 4 à 8 points d’attache
des câbles. Notons que les paramètres utilisés pour décrire la géométrie de la plate-forme
sont désignés par des lettres majuscules contrairement à ceux décrivant la géométrie des
points de sortie des câbles qui le sont par des minuscules. De plus afin de pouvoir numéroter
les points d’attache des câbles, un point de départ a été choisi pour chaque géométrie.
Aux sections 4.4.2.1 à 4.4.2.7, ce point est repéré par un rectangle dessiné autour du
point. La numérotation est réalisée en tournant dans le sens trigonométrique autour de
z. Ceci permet de créer la matrice B′ dont les colonnes correspondent aux coordonnées
bi des points d’attache des câbles dans l’ordre qui vient d’être décrit. Notons que le câble
i sortant du point Ai n’est pas forcément attaché au point B′

i. La répartition des câbles
entre les matrices A et B′ est présentée à la section 4.5.

4.4.2.1 Plate-forme plane à 4 points d’attache

Afin de caractériser une géométrie de plate-forme possédant 4 points d’attache de
câbles, nous avons limité les géométries considérées à des figures régulières présentant des
symétries par rapport aux plans de symétrie de la pièce dans laquelle le robot évolue. Ainsi,
alors que la contrainte de symétrie centrale (voir section 4.1.2) permettrait de considérer
des parallélogrammes, nous nous sommes limité au rectangle et au losange.
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Rectangle : deux paramètres sont utilisés afin de décrire cette géométrie des points
d’attache. Ces paramètres sont la longueur et la largeur du rectangle. Ces paramètres
sont appelés L1 pour la longueur et L2 pour la largeur de la plate-forme. Ces paramètres
sont présentés à la Fig. 4.15(a).

Losange : pour une plate-forme dont les points d’attache des câbles forment un losange,
nous utilisons également deux paramètres afin de décrire cette fois-ci les dimensions des
diagonales. Les mêmes noms de paramètres que pour le rectangle sont utilisés tel que
présenté à la Fig. 4.15(b).
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FIGURE 4.15 - Schémas des 2 géométries considérées de plate-forme à 4 points d’attache
distincts.

Notons que pour ces deux géométries il existe, tout comme pour les points de sortie
de câbles sur la base, différentes répartitions possibles des câbles. Ces répartitions, ici 22
(géométrie 4R1 ou 4L1), 13 (géométrie 4R2 ou 4L2) et 31 (géométrie 4R3 ou 4L3), ne sont
pas détaillées ici, car ce sont exactement les mêmes que celles des points de sortie des
câbles présentées à la section 4.4.1.1.

4.4.2.2 Plate-forme plane à 5 points d’attache

Afin de respecter les contraintes de symétrie décrites à la section 4.1.2, la géométrie de
plate-forme à 5 points d’attache distincts présente un point central en plus des 4 points
utilisés dans la géométrie à 4 points de la section 4.4.2.1. Ce point central est confondu
avec le centre géométrique de la plate-forme. Nous avons besoin de deux paramètres afin de
décrire la géométrie de la plate-forme : L1 et L2. La Fig. 4.16 présente les deux géométries
considérées avec les paramètres correspondants. Il existe trois répartitions des câbles pour
chacune de ces géométries. Elles sont nommées 5R1, 5R2 et 5R3 (et 5L1, 5L2 et 5L3).

4.4.2.3 Plate-forme plane à 6 points d’attache

Toujours dans un objectif de limitation des temps de calcul, pour la géométrie à 6 points
d’attache distincts, nous avons limité les géométries considérées à l’hexagone. Les angles
entre les diagonales de l’héxagone sont fixés (π/3 entre deux diagonales consécutives),
les paramètres dimensionnels étant les longueurs des diagonales. Ceci permet de nous
affranchir de 2 paramètres. On appellera ces paramètres L1, L2, et L3, tel que présenté à
la Fig. 4.17(a). Les géométries présentées sur cette figure présentent chacune 3 répartitions
de câbles possibles (voir section 4.4.1.2) nommées 6P1, 6P2 et 6P3.
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et 6 DDL de grande dimension

−0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

x(m)

y(
m

)

L
1

L
1

L
2

1 câble

1 câble

1 câble 1 câble

4 câbles
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FIGURE 4.16 - Schémas des 2 géométries considérées de plate-forme à 5 points d’attache.

4.4.2.4 Plate-forme spatiale à 6 points d’attache

Cette géométrie possède également 6 points d’attache de câbles. Toutefois, à la diffé-
rence de la section 4.4.2.3, ces points ne sont pas tous situés dans un plan. Nous étudierons
une géométrie particulière de double pyramide à base rectangulaire. Ainsi, 2 paramètres
L1 et L2 sont utilisés afin de définir les dimensions de la base de la plate-forme et un
paramètre L3 permet de décrire la « hauteur » de la plate-forme. Cette plate-forme est
présentée avec les paramètres correspondants à la Fig. 4.17(b). Les géométries présentées
sur cette figure présentent chacune 3 répartitions de câbles possibles (voir section 4.4.1.2)
nommées 6S1, 6S2 et 6S3.
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FIGURE 4.17 - Schémas des 2 géométries considérées de plate-forme à 6 points d’attache.

4.4.2.5 Plate-forme plane à 7 points d’attache

La géométrie de plate-forme à 7 points considérée est semblable à celle à 6 points
plane, mais avec le point central de la plate-forme en plus. Les 3 mêmes paramètres L1,
L2, et L3 sont utilisés et présentés à la Fig. 4.18. Notons que la géométrie spatiale à 7
points (double pyramide avec un point supplémentaire central) n’est pas considéré dans
cette étude du fait des probables collisions avec les câbles attachés au centre de la base
rectangulaire d’une telle plate-forme. Une seule répartition des câbles est possible pour
cette géométrie.
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FIGURE 4.18 - Schéma de la plate-forme à 7 points d’attache.

4.4.2.6 Plate-forme plane à 8 points d’attache

Pour la géométrie de plate-forme à 8 points d’attache des câbles, nous considérons un
octogone. Ainsi, comme pour l’hexagone (voir section 4.4.2.4), les angles entre les diago-
nales sont fixés (π/4 entre deux diagonales consécutives) et les paramètres permettant de
décrire la géométrie de la plate-forme sont les longueurs des diagonales. On définit ainsi
les paramètres L1, L2, L3 et L4 présentés à la Fig. 4.19(a).
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FIGURE 4.19 - Schémas des 2 géométries considérées de plate-forme à 8 points d’attache.

4.4.2.7 Plate-forme spatiale à 8 points d’attache

Nous avons finalement choisi une géométrie parallélépipédique pour décrire cette géo-
métrie de plate-forme. Ainsi, les 8 points d’attache des câbles sont situés aux sommets
d’un parallélépipède. Nous utilisons 3 paramètres afin de décrire la géométrie des points
d’attache de cette plate-forme. Ces paramètres, L1, L2 et L3, représentent la longueur, la
largeur et la hauteur de la plate-forme tel que décrit par la Fig.4.19(b).

4.4.3 Résumé des géométries

Nous avons décrit toutes les géométries qui seront prises en compte dans la procédure
de choix de configuration optimale décrite dans ce chapitre. Le nombre de géométries à
étudier en fonction du nombre de points distincts est résumé dans le Tab. 4.1.

TABLEAU 4.1 - Nombre de géométries différentes en fonction du nombre de points de
sortie et de points d’attache des câbles distincts.

Nombre de points Nombre de géométries Nombre de géométries

distincts de points des sortie de plate-forme

4 3 6

5 0 6

6 6 6

7 0 1

8 2 2

Total 11 21
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4.5 Sélection des arrangements de câbles sur critères

géométriques

Afin de décrire complètement la configuration d’un robot à câble, il est nécessaire de
connâıtre sa géométrie, c’est-à-dire la position des points de sortie et des points d’attache
des câbles sur la plate-forme, mais également de savoir de quelle manière les câbles sont
connectés de la base à la plate-forme. Dans la procédure de choix de configuration décrite
dans ce chapitre, nous parcourons toutes les possibilités d’arrangements de câbles.

Suite à la description dans la section 4.4 des géométries possibles de points de sortie de
câbles et de points d’attache sur la plate-forme, nous avons pour chacune d’entre elles une
matrice de 8 colonnes A pour les points de sortie de câbles et une matrice de 8 colonnes
B′ pour les points d’attache sur la plate-forme.

Chacun des 8 câbles sortant des 8 points Ai de la matrice A peut être attaché à
n’importe quel point B′

i de la matrice B′. Le nombre de possibilité de connections peut
être calculé par le nombre d’arrangements possibles de 8 câbles sur 8 points : A8

8 = 40320.
Comme nous l’avons vu dans les parties précédentes, des contraintes de symétrie cen-

trale ont été imposées sur la géométrie des points de sortie et des points d’attache des
câbles (section 4.1.2). Des contraintes similaires sont également imposées à l’arrangement
des câbles. Ainsi, il suffit de déterminer l’arrangement des quatre premiers câbles. L’ar-
rangement des quatre autres câbles étant alors déterminé par symétrie. Cette contrainte
diminue donc fortement le nombre de possibilités d’arrangements de câbles à considérer
qui devient A4

8 = 1680.
Parmi ces nombreuses possibilités restantes d’arrangements de câbles, certaines ne sont

pas réalisables. Ainsi, en fonction des géométries de points d’attache et de points de sortie
des câbles étudiées, le nombre d’arrangement peut être réduit. En effet, plusieurs types
d’arrangements peuvent être supprimés car non réalisables physiquement ou parce qu’ils
ne respectent pas la contrainte de symétrie centrale. Nous allons maintenant détailler les
types d’arrangement de câbles que nous avons ainsi pu supprimer.

4.5.1 Suppression des arrangements avec des câbles confondus

Parmi les 1680 arrangements possibles de câbles, il peut arriver que pour des géométries
possédant des points de sortie confondus, plusieurs câbles partageant un même point de
sortie s’accrochent au même point sur la plate-forme. Ainsi, dans le cas d’une géométrie
où les points Ai et Aj sont confondus (les câbles i et j partagent un même point de sortie),
les arrangements de câbles pour lesquels les points Bi et Bj sont confondus doivent être
supprimés. En effet, les configurations ainsi créées possèdent 2 câbles inutiles car chacun
confondu avec un autre câble : l’un des câbles i ou j et son symétrique.

4.5.2 Suppression des arrangements ne permettant pas la réali-

sation des contraintes de symétrie

La contrainte de symétrie centrale sur les arrangements de câbles introduite à la section
4.1.2 nous a déjà permis de réduire le nombre d’arrangements à étudier de 40320 à 1680.
Toutefois, certains arrangements parmi ces 1680 restants peuvent s’avérer non conformes à
la contrainte de symétrie imposée. En effet, certains arrangements des 4 premiers câbles ne
permettent pas d’accrocher les 4 autres câbles de manière symétrique. Cette situation est
rencontrée dans le cas où les câbles sortant des points Ai et Aj s’attachent respectivement
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Chapitre 4. Détermination de la configuration optimale pour un robot suspendu à 8 cables
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aux points B′
p et B′

q et que B′
q n’est autre que le point B′s

p , symétrique du point B′
p. Le

câble sortant du point As
i , symétrique du point Ai, ne pourra pas être accroché au point

B′s
p , symétrique du point B′

p, car l’emplacement est déjà pris par le câble sortant du point
Aj, et car un seul câble peut être attaché au point B′

q. Ce type d’arrangement est donc
supprimé.

4.5.3 Suppression des arrangements donnant des configurations

identiques

Étant donné que parmi les géométries étudiées certaines possèdent plusieurs points de
sortie de câbles confondus, certains arrangements de câbles peuvent mener à des confi-
gurations identiques. Ainsi lorsque d’un même point de la base sort 2 câbles (ou plus),
si le premier s’accroche au point B′

i, et que le deuxième s’accroche au point B′
j , la confi-

guration où le premier câble s’accroche au point B′
j , et le deuxième au point B′

i, sera
parfaitement identique à la précédente (si tous les autres câbles sont répartis de manière
identique). Ainsi, la présente étape de la procédure permet d’éliminer de tels doublons de
configurations (suppression d’une des deux configurations identiques).

4.5.4 Bilan de la phase de sélection des arrangements sur cri-
tères géométriques

Cette étape de sélection des configurations par suppression des arrangements non réa-
lisables pour cause de câbles confondus, de non respect de la contrainte de symétrie, ou
de configurations identiques, permet de diminuer fortement le nombre de configurations à
considérer. En effet, la contrainte de symétrie des arrangements permet de passer de 40320
arrangements à 1680 pour un couple donné de géométries de points de sortie et de points
d’attaches des câbles. Les étapes présentées au sections 4.5.1, 4.5.2 et 4.5.3 permettent de
diminuer encore fortement ce nombre. Le nombre d’arrangements considérés pour chaque
couple de géométries est présenté au Tab. 4.2.

TABLEAU 4.2 - Nombre d’arrangements de câbles à étudier après suppression des arran-
gements présentant des câbles confondus, ne permettant pas la symétrie
ou résultant en des configurations identiques.

Points d’attache 4R/4L 5R/5L 6P /6S 7 8P /8S

Points de sortie Organisation 22 13/31 114 122/212 toutes toutes toutes

4 22 18 8 64 40 40 96 96
13/31 8 4 36 32 24 80 64

6A/6B toutes 40 24 44 68 88 144 192
8A/8B toutes 96 64 48 96 192 192 384

A partir des résultats présentés dans ce tableau et du nombre de géométries différentes
de points d’attache et de sortie des câbles (Tab. 4.1), nous pouvons calculer le nombre
de configurations à étudier pour chaque jeu de paramètres dimensionnels : 20738. Sans la
phase de sélection présentée dans cette section, il aurait été nécessaire d’étudier 564480
configurations (environ 22 fois plus). Si l’étude avait été effectuée avec le nombre d’arran-
gements de 8 câbles sur 8 points (A8

8 = 40320), 13547520 configurations auraient du être
étudiées, soit environ 543 fois plus.
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4.6 Discrétisation des paramètres géométriques et vé-

rification de l’équilibre statique de la plate-forme

et des collisions entre câbles

Les sections précédentes 4.4 et 4.5 ont présenté les configurations à tester considérées
(géométries des points d’attache et de sortie des câbles), ainsi que les méthodes permet-
tant de supprimer les arrangements de câbles non réalisables géométriquement (câbles
confondus et configurations identiques) ou ne satisfaisant pas les conditions de symétrie
imposées dans le cadre de cette étude (section 4.1.2).

Dans cette section, pour toutes les géométries et arrangements de câbles résultant de
la sélection effectuée à la section 4.5, et pour tous les jeux de paramètres dimensionnels à
étudier, l’équilibre statique de la plate-forme de ces configurations est testé en différentes
poses de l’espace de travail. Une vérification de l’absence de collisions entre câbles est
également réalisée.

4.6.1 Discrétisation des paramètres géométriques

Les paramètres géométriques permettant de décrire les géométries des points d’at-
tache et des points de sortie des câbles et présentés tout au long de la section 4.4 sont
discrétisés selon les données de la procédure de détermination de la configuration optimale
(section 4.3.1).

4.6.2 Description des poses testées

Les vérifications de l’équilibre statique de la plate-forme et des collisions entre les
câbles ne sont pas réalisées sur l’ensemble de l’espace de travail prescrit, mais uniquement
en quelques poses particulières de cet espace. Ainsi les positions suivantes de l’espace de
travail préscrit, représentées à la Fig. 4.20, sont considérées :

- le centre
- les 8 sommets
- les 6 centres des faces
- les 12 milieux des arêtes
Pour chacune de ces positions de l’espace de travail, plusieurs orientations sont tes-

tées conformément aux orientations désirées par l’utilisateur. Par exemple, en fonction de
l’intervalle des orientations autour de l’axe z désiré, plusieurs poses sont vérifiées pour
chacun de ces points particuliers de l’espace de travail. le nombre de ces poses dépend du
pas de discrétisation de l’intervalle d’orientations choisi.

Notons que dès qu’une configuration ne répond pas à un critère (tensions dans les
câbles inadmissibles ou de collisions entre câbles), la configuration est supprimée et la
procédure passe à la configuration suivante.

4.6.3 Torseurs testés

Pour toutes les configurations et les poses testées, plusieurs torseurs d’efforts extérieurs
peuvent être considérés dans la vérification de l’équilibre statique de la plate-forme. Dans
la présente étude, deux torseurs sont considérés. Ils correspondent au poids de la plate-
forme à vide et avec la charge maximale tel que le centre de gravité de la plate-forme est
situé au centre géométrique OB de la plate-forme.
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FIGURE 4.20 - Points de l’espace de travail testés lors de l’étape de vérification de l’équi-
libre statique de la plate-forme et des collisions entre câbles.

4.6.4 Vérification de l’équilibre statique de la plate-forme

Le problème de vérification de l’équilibre statique consiste à déterminer s’il existe une
distribution de tensions comprise dans l’intervalle des tensions admissibles défini par l’uti-
lisateur permettant d’équilibrer le torseur des efforts extérieurs. Avec le modèle simplifié
de câble pesant présenté au chapitre 3 à la section 3.1, et comme nous l’avons vu dans
la suite de ce même chapitre, les tensions n’apparaissent pas directement dans le système
d’équations décrivant l’équilibre statique de la plate-forme (Eq. (3.29)). Le vecteur τx de
cette équation regroupe les composantes horizontales τlix des forces τli appliquées par la
plate-forme aux câbles aux points Bi. Afin que l’équilibre statique de la plate-forme soit
considéré réalisable, différentes limites concernant les valeurs des τlix ont été introduites
à la section 3.3. Ces mêmes limites sont utilisées ici.

Néanmoins, étant donné que nous nous intéressons aux robots possédant 8 câbles et
6 DDL et contrairement au cas où m = n, le système décrivant l’équilibre statique de
la plate-forme, présenté à l’Eq. (3.29), n’est pas carré. En effet, la matrice Wx n’est pas
carrée et le système (3.29) d’inconnue τx est sous-déterminé. Dans un premier temps, afin
de vérifier l’équilibre statique de la plate-forme, la pseudo-inverse de Moore-Penrose qui
minimise la norme au carré des composantes τlix est utilisée. Si le vecteur τx ainsi obtenu
satisfait les contraintes présentées à la section 3.3, la pose courante est validée comme
appartenant à l’espace de travail du robot.

Toutefois, l’utilisation de la pseudo-inverse dans la résolution de l’équilibre statique de
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la plate-forme donne une solution particulière au problème. Si cette solution ne respecte
pas les contraintes, cela ne signifie pas que l’équilibre statique de la plate-forme n’est pas
réalisable. Il est en effet possible de se déplacer dans le noyau de la matrice Wx afin de
trouver une solution τx (si elle existe) respectant les contraintes. A cette fin, nous vérifions
si le torseur d’efforts extérieurs considéré appartient à l’ensemble des torseurs admissibles
compte tenu des contraintes (intervalles de tensions admissibles). La méthode permettant
cette vérification, décrite à la section 4.2, consiste à vérifier si le torseur d’efforts extérieurs
se trouve dans le zonotope Z des torseurs admissibles, dans quel cas il est possible de
trouver une solution admissible τx au système (3.29) décrivant l’équilibre statique de la
plate-forme.

4.6.5 Vérification de l’absence de collisions entre les câbles

Parmi les nombreuses configurations à étudier, certaines peuvent présenter des colli-
sions entre câbles à l’intérieur de l’espace de travail, ce qui les rend a priori inutilisables.
Nous choisissons donc de supprimer ces configurations. Si les câbles sont considérés être des
segments de droites, il est possible d’utiliser une méthode de détection de collision entre
câbles basée sur le calcul de la distance entre deux segments de droite dans l’espace [75].
Cependant, dans le cas de robots à câbles de grande dimension, la masse des câbles doit
être prise en compte, et les câbles ne peuvent donc plus être considérés comme droits. La
méthode de détection des collisions par calcul de la distance entre deux segments n’est
donc plus applicable.

En outre, l’étude des robots possédant plus de câbles que de DDL de la plate-forme
pose un problème. Comme nous l’avons vu dans la section 4.6.4, il existe une infinité de
solutions τx à l’Eq. (3.29). Pour un modèle de câble pesant, chaque solution physiquement
réalisable correspond à un profil de câble différent, le profil du câble i étant directement lié
à la composante τlix . Ainsi pour chaque pose étudiée, si l’équilibre statique est réalisable
(voir section 4.6.4), chaque câble peut avoir une série de profils différents en fonction de
la solution choisie pour le vecteur τx.

Nous souhaitons donc utiliser une méthode de détection des collisions permettant de
prendre en compte tous les cas de tensions admissibles de tous les câbles et donc tous les
profils possibles. Ainsi, quelle que soit la solution τx choisie, dans l’intervalle des solutions
admissibles, le profil de câble obtenu sera pris en compte par le programme de détection
des collisions entre câbles.

Supposons que les limites de tensions minimales dans les câbles sont choisies de façon à
correspondre à la limite d’utilisation du modèle simplifié de câble pesant décrit au chapitre
3 à l’Eq. (3.11). Chaque profil possible de câble est donc obligatoirement compris entre la
corde (droite AiBi) et le profil correspondant à la tension minimale dans le câble. Cette
tension minimale admissible correspond à la limite inférieure sur la composante τlix , tel
que décrit au chapitre 3 :

τlix = ρ0gLi (4.15)

L’ensemble des profils de câbles possibles est donc forcément inclus dans le triangle
formé par la corde et par les deux tangentes au câble aux points Ai et Bi pour une tension
minimale tel que présenté à la Fig. 4.21. Ces deux tangentes se coupent au point Ci. Les
coordonnées de ce point dans le repère Ri peuvent être obtenues à partir des équations des
deux tangentes présentées aux Eqs. (3.13) et (3.12) et sont égales à : (Bix/2, Biz/2−Bix/4).
Notons que la position du point Ci ne dépend pas des caractéristiques du câble, et donc
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que ce triangle est le même quel que soit le câble utilisé. Notons également qu’il peut être
possible d’utiliser un critère plus restrictif afin de limiter la déflexion, et diminuer ainsi
les dimensions du triangle.

lixmin lix lixmax

lix= lixmin

FIGURE 4.21 - Schéma du triangle considéré pour le test de collision et du profil du câble
pour la tension minimale et pour une tension intermédiaire.

Une éventuelle collision entre deux câbles peut donc être détectée par vérification de
l’intersection entre deux triangles (représentant les deux câbles considérés) dans l’espace.
De nombreux algorithmes existent pour détecter ce type d’intersection. Cette méthode
de vérification est conservative, et peut donc entrâıner des détections de collisions in-
existantes. Il aurait également été possible d’utiliser un quadrilatère (ou un polygone
possédant plus de 4 cotés) en lieu et place du triangle afin de mieux coller au profil du
câble à tension minimale au prix de temps de calcul plus importants.

Cette vérification de collisions entre câbles est réalisée pour toutes les configurations
et poses pour lesquelles l’équilibre statique de la plate-forme est vérifié. Elle ne garantit
pas que toutes les configurations restantes ne présentent jamais de collisions dans l’espace
de travail. Elle permet simplement d’éliminer les configurations pour lesquelles les poses
de l’espace de travail considérées ici (voir section 4.6.2) présentent une forte probabilité
de collision entre câbles.

4.6.6 Bilan de l’étape de sélection par vérification de l’équilibre
statique et de l’absence de collisions

Cette étape de vérification de la possibilité, pour un certain nombre de poses, de réaliser
l’équilibre statique de la plate-forme (à vide ou chargée) avec des tensions admissibles dans
les câbles, combinée à la vérification de l’absence de collisions entre les câbles, permet de
ne garder que les configurations capables à priori de couvrir l’ensemble de l’espace de
travail prescrit.
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4.7 Evaluation, vérification finale et obtention de la

configuration optimale

Les différentes étapes précédentes permettent de diminuer considérablement le nombre
de configurations à étudier. Cependant, rien de permet de dire que toutes les configurations
restantes correspondent aux exigences de la tâche. Tout d’abord seuls quelques points de
l’espace de travail ont été testés et donc l’accessibilité à l’intégralité de l’espace de travail
n’est pas garantie. Il en va de même des collisions entre câbles qui peuvent exister en
d’autres poses de l’espace de travail que celles considérées à la section 4.6.2. La dernière
étape de la procédure présentée dans cette section a pour objectif d’évaluer les configu-
rations restantes et de vérifier qu’elles répondent bien aux contraintes de l’application
souhaitée.

4.7.1 Calcul du critère d’évaluation pour les configurations res-

tantes

Conformément à la section 4.2, nous pouvons classer les configurations restantes en
se basant sur leur capacité à tolérer un décentrage du centre de masse de la plate-forme
chargée. Ainsi, le calcul du déplacement maximal admissible rmax est réalisé pour chacune
des configurations restantes sur tous les points particuliers de l’espace de travail définis
à la section 4.6.2. Les valeurs de rmax obtenues pour l’ensemble de ces configurations et
poses permettent de classer les configurations restantes (par ordre de mérite).

4.7.2 Vérification de la “continuité” de l’espace de travail

Tout au long de la procédure de détermination de la configuration optimale, les tests
sur l’espace de travail n’ont été réalisés qu’en quelques poses particulières. Il n’est donc
pour l’instant pas possible de garantir que les vérifications faites sur ces poses particulières
de l’espace de travail sont valables sur l’ensemble de l’espace de travail.

Pour la meilleure configuration (d’après le critère défini à la section 4.2), nous tes-
tons l’ensemble de l’espace de travail discrétisé afin de vérifier que l’équilibre statique de
la plate-forme est réalisable et qu’aucune collision entre câble n’apparâıt. Pour chaque
pose de l’espace de travail discrétisé, le test présenté à la section 4.6.4 est réalisé. Si la
configuration la mieux classée présente des collisions à l’intérieur de l’espace de travail
désiré ou présente des poses pour lesquelles l’équilibre statique de la plate-forme n’est pas
réalisable, elle est supprimée. Le test de la section 4.6.4 est alors réalisé pour la deuxième
meilleure configuration, et ainsi de suite jusqu’à trouver la configuration satisfaisant toutes
les contraintes. Cette dernière configuration est considérée comme la configuration opti-
male.

4.8 Application aux dimensions du démonstrateur du

projet CoGiRo

Dans le cadre du projet ANR CoGiRo (« Control of Giant Robots »), la conception
et la réalisation d’un démonstrateur est prévue. Il s’agit d’un robot parallèle à 8 câbles et
6 DDL a priori destiné à des applications de transport de charges lourdes sur de grandes
dimensions. Il sera installé dans une pièce rectangulaire.
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Chapitre 4. Détermination de la configuration optimale pour un robot suspendu à 8 cables
et 6 DDL de grande dimension

A titre d’exemple, appliquons la méthode de détermination de la configuration optimale
de robot à câbles suspendu présentée dans ce chapitre au cas de ce démonstrateur.

4.8.1 Données de la procédure

• Dimensions de la pièce :
- L = 16m
- l = 11m
- h = 5m

• Masse de la plate-forme :
- à vide : 70kg
- avec la charge maximale : 500kg

• Dimensions de l’espace de travail désiré :
- longueur : LWS = 2L/3
- largeur : lWS = l/2
- hauteur : hWS = h/2
- orientations autour de l’axe x : φWS = 0
- orientations autour de l’axe y : θWS = 0
- orientations autour de l’axe z : ψWS = π/12

• Discrétisation de l’espace de travail désiré (voir section 4.7.2) :
- longueur : pas de 5cm
- largeur : pas de 5cm
- hauteur : pas de 5cm
- orientations autour de l’axe z : pas de π/24

• Caractéristiques du câble utilisé :
- section non-déformée : A0 = 13, 05mm2

- masse linéique : ρ0 = 0, 12kg/m
- contrainte maximale : σmax = 177GPa

• Tensions admissibles dans les câbles :
- tension minimale : τmin = 70N
- tension maximale : τmax = 9240N

• Autres limites de tension minimale :
- pas de déflexion en dessous de Bi : α0i < 0 (voir section 3.3.2.4)
- limite de validité du modèle simplifié de câble pesant : τlix ≥ 4ρ0gLi (un facteur

4 a été utilisé afin de limiter les déflexions)
• Paramètres géométriques des points de sortie des câbles (ces paramètres sont constants

dans cet exemple)
- lA = L/2
- lB = l/2
- hB = h/5

• Domaine et pas de discrétisation des paramètres géométriques des points d’attache
des câbles sur la plate-forme (L1, L2, L3, L4) : de L/25 à 3L/25 avec un pas de
L/50.
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4.8. Application aux dimensions du démonstrateur du projet CoGiRo

4.8.2 Résultats obtenus après les vérifications des équilibres sta-

tiques et des collisions

La procédure de détermination de la configuration optimale produit, après les étapes de
sélection des arrangements (section 4.5) et de sélection basée sur la faisabilité de l’équilibre
statique et l’absence de collisions entre câbles (section 4.6), 35 configurations. Parmi elles,
les 25 meilleures configurations (selon le critère présenté à la section 4.2) sont regroupées
dans le Tab. 4.3, et classées par ordre de mérite.

Parmi celles-ci on retrouve des configurations possédant des arrangements de câbles et
des géométries de points de sortie et d’attache identiques avec uniquement des dimensions
de plate-forme différentes. Toutes ces configurations ne sont donc pas originales et peuvent
être regroupées en 4 catégories :

- 8 points de sortie (géométrie 8B) et 8 points d’attache (géométrie 8S) : configurations
1 à 8 et 20, tel que présenté à la Fig. 4.22. Pour ce groupe de configurations, on
peut remarquer que les points d’attache des câbles sur la plate-forme sont situés
aux sommets d’un parallélépipède. Les points de sortie des câbles sont au nombre
de 8 avec une organisation de type 8B. Notons que les 8 meilleures configurations
obtenues (classée selon le critère défini préalablement) sont de ce type, avec des
dimensions de plate-forme différentes.
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FIGURE 4.22 - Schéma de la configuration 1 du Tab. 4.3.

- 6 points de sortie (géométrie 6A3) et 5 points d’attache (géométrie 5R1) : configura-
tions 9, 11, 13, 22 et 25, tel que présenté à la Fig. 4.23. Ce type de configurations
présente 4 câbles venant se fixer en un même point sur la plate-forme qui est le
centre géométrique de celle-ci. Ces câbles permettent de contrôler la position de ce
point, alors que les 4 autres câbles fixés aux extrémités d’un rectangle, permettent
de contrôler les orientations de la plate-forme.

- 4 points de sortie (géométrie 41) et 5 points d’attache (géométrie 5R1) : configurations
10, 14, 15, 17, 21,et 23, tel que présenté à la Fig. 4.24. Les configurations de ce groupe
ressemblent à celles du précédent. En effet, on retrouve une géométrie similaire des
points d’attache des câbles sur la plate-forme. Quatre câbles sont fixés au centre
géométrique alors que les quatre autres sont attachés aux sommets d’un rectangle.
La différence réside dans la géométrie des points de sortie de câbles. Contrairement
au cas précédent, les points de sortie sont au nombre de 4 et positionnés aux 4 coins
du plafond de la pièce.

- 4 points de sortie (géométrie 41) et 8 points d’attache (géométrie 8P ) : configurations
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et 6 DDL de grande dimension
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FIGURE 4.23 - Schéma de la configuration 9 du Tab. 4.3.
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FIGURE 4.24 - Schéma de la configuration 10 du Tab. 4.3.

12, 16, 18, 19 et 24, présentées à la Fig. 4.25. Ce dernier groupe de configurations,
qui possèdent 4 points de sortie de câbles et 8 points d’attache sur la plate-forme,
présente une géométrie un peu moins régulière que les précédents groupes. En effet,
on peut remarquer que de chaque sommet du plafond de la pièce sortent 2 câbles, le
premier allant se fixer au sommet d’un « grand » losange, et le deuxième allant se
fixer au sommet d’un losange plus petit tourné de 45◦ par rapport au premier. Cet
angle entre les deux losanges permet le contrôle des orientations de la plate-forme
autour de l’axe vertical.

Les schémas des 25 meilleures configurations regroupées dans le Tab. 4.3 sont présentés
à l’annexe C.

4.8.3 Vérification des configurations optimales

La première partie de la procédure de sélection de configurations produit un ensemble
de configurations capables d’atteindre différentes poses particulières de l’espace de travail
désiré. Il s’agit maintenant de déterminer la meilleure d’entre elles. A cette fin nous utili-
sons tout d’abord le critère défini à la section 4.2. Les valeurs de ce critère pour chacune
des configurations sont présentées dans le Tab. 4.3. On peut remarquer que d’après ce
tableau la configuration 1 est celle présentant le critère le plus élevé (rmax � 26cm).
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FIGURE 4.25 - Schéma de la configuration 12 du Tab. 4.3.

Toutefois, il est nécessaire de vérifier la faisabilité de l’équilibre statique de la plate-
forme (à vide et chargée) et l’absence de collisions entre les câbles au travers de l’espace de
travail prescrit. Nous avons donc discrétisé l’espace de travail avec un pas de 5cm suivant
les axes x, y et z et un pas de π/24 pour l’orientation autour de z. Rappelons que les
orientations autour des axes x et y sont constantes et nulles dans l’exemple traité ici.

La figure 4.26(b) présente l’espace de travail statique de la configuration 1 avec les
orientations prescrites autour de l’axe z (voir section 4.8.1). On peut remarquer que cet
espace de travail couvre largement l’espace de travail désiré. Notons que la différence par
rapport à l’espace de travail statique à orientation nulle (Fig. 4.26(a)) est assez faible. Elle
se situe principalement dans le partie supérieure de l’espace de travail.

Afin d’évaluer la configuration 1, les capacités de rotations de cette configuration
autour de l’axe z sont testée sur l’intervalle [−π/6; π/6] discrétisé avec un pas de π/24.
L’espace de travail statique résultant est présenté à la Fig. 4.26(c). L’espace de travail
diminue surtout sur la partie supérieure.

Remarquons également que dans cet exemple de dimensionnement du démonstrateur
du projet CoGiRo, nous avons ajouté une limite de tension minimale basée sur le critère
de validité du modèle simplifié de câble pesant. En effet, nous avons contraint les tensions
dans les câbles par l’inégalité :

τlix ≥ 4ρ0gLi (4.16)

Cet inégalité a pour effet de limiter la déflexion des câbles avec pour objectif de dimi-
nuer les dimensions du triangle contenant le câble i (Fig. 4.21). En effet, sans cette inéga-
lité, de nombreuses collisions sont détectées et les espaces de travail s’en trouvent drasti-
quement réduits, alors que la majorité de ces collisions sont des faux positifs (Fig. 4.27).
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FIGURE 4.26 - Espace de travail statique de la configuration 1 pour différentes plages
d’orientations autour de l’axe z.
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FIGURE 4.27 - Espace de travail statique de la configuration 1 pour différentes limites
de tension minimale, pour des orientations dans l’intervalle [−π/12; π/12]
autour de z.
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Chapitre 4. Détermination de la configuration optimale pour un robot suspendu à 8 cables
et 6 DDL de grande dimension

4.9 Conclusions

Dans ce chapitre, une procédure permettant de déterminer une configuration « op-
timale » de robot suspendu à 8 câbles et 6 DDL de grande dimension ayant les carac-
téristiques prescrites pour une application de type « pick and place » dans une pièce
rectangulaire est présentée. Cette méthode considère un ensemble de géométries de points
d’attaches (de 4 à 8 points distincts) et de points de sortie de câbles (de 4 à 8 points
distincts) et teste tous les arrangements possibles de câbles entre ces géométries de points
de sortie et de points d’attache des câbles sur la plate-forme.

Le critère d’optimisation proposé est basé sur la capacité du robot à tolérer un déplace-
ment du centre de gravité de la plate-forme chargée. Il permet d’évaluer les configurations
et de choisir une configuration adéquate pour le type d’application considéré ici.

Appliquée au cas d’un démonstrateur de robot à câbles de grande dimension (16m×
11m×5m) pour le projet ANR CoGiRo, cette procédure de sélection de configuration pro-
duit plusieurs géométries permettant d’atteindre les caractéristiques souhaitées en terme
de charge à déplacer, de volume de travail et de capacités d’orientations autour de l’axe
vertical z.

Cette procédure peut facilement s’adapter à différents cas d’étude. Ainsi, en modifiant
le critère, il est par exemple possible d’appliquer cette procédure à la détermination de
configurations de robots pleinement contraints à 8 cables et 6 DDL. Nous l’avons ainsi
utilisé dans le cadre de la conception d’un prototype de ce type avec comme critère d’op-
timisation l’énergie minimum développée sur l’ensemble de l’espace de travail.
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Conclusion

Cette thèse présente les travaux de recherche traitant de la modélisation des robots
parallèles à câbles de grandes dimensions pour lesquels la masse des câble n’est pas négli-
geable.

Résumé des contributions

Modélisation élastique des câbles

A partir de tests de traction réalisés sur différents types de câbles, nous avons mis
en exergue le fait que le comportement en traction des câbles est généralement non-
linéaire. Si dans la littérature l’élasticité des câbles est généralement prise en compte par
le module d’Young de matériau constituant le câble, les tests de traction effectués ont
montré que cette approximation n’est pas correcte. Ainsi, différentes approximations
(linéaire, linéaire par partie et non-linéaire) doivent être considérés afin de modéliser
plus fidèlement le comportement élastique des câbles. De plus pour un type de
câble donné, il semble nécessaire d’effectuer des tests de traction afin de sélectionner
l’approximation la plus adaptée.

Modèles de câbles pesants

Une partie importante de la thèse est consacrée à la prise en compte de la masse
des câbles. En s’appuyant sur un modèle de caténaire élastique présenté par Irvine [59], la
formulation des problèmes géométriques et de l’équilibre statique de la plate-forme mobile
d’un robot parallèle à câbles a été présentée au chapitre 2. Nous avons ensuite illustré par
des exemples l’importance de la prise en compte de la masse des câbles sur le comportement
des robots parallèles à câbles de grande dimension. Le modèle statique de caténaire
élastique permet une modélisation réaliste du comportement statique d’un câble mais
son expression est fortement non-linéaire. Ainsi, le problème géométrique inverse revient
à résoudre un système d’équations couplées non-linéaires ce qui, en l’état, rend difficile
son utilisation en temps réel.

Sous l’hypothèse d’une faible déflexion du câble, une simplification de ce modèle de
caténaire élastique, présenté dans [59], permet de formuler l’expression du profil d’un
câble pesant de manière explicite. Dans le chapitre 3, l’équilibre statique de la plate-forme
d’un robot parallèle à m câbles et n DDL, ainsi que le problème géométrique inverse
utilisant ce modèle simplifié de câble pesant sont présentés. Ce modèle permet un
découplage partiel du calcul des tensions et des longueurs des câbles. Les tensions dans
les câbles doivent être déterminées avant de pouvoir calculer les longueurs des câbles. De
plus, ce modèle simplifié de câble pesant permet de diminuer à m le nombre d’inconnues
du problème géométrique direct. Ainsi, pour un robot parallèle à n DDL et n câbles, ce
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système d’équations est carré. Une étude de deux exemples de robots suspendus a montré
que les erreurs dues à la simplification du modèle de caténaire élastique sont faibles.

Espace de travail statique

L’espace de travail d’un robot parallèle à câbles est généralement défini comme l’en-
semble des poses pour lesquelles un torseur (ou un ensemble de torseurs) d’efforts exté-
rieurs peut être équilibré avec des tensions admissibles dans les câbles. Néanmoins, lorsque
la masse des câbles n’est pas négligeable, cette définition n’est pas adaptée. Tout d’abord,
la tension varie le long du câble lorsque la masse du câble n’est pas négligée. Il faut donc
considérer les tensions maximale et minimale apparaissant dans le câble afin d’appli-
quer les contraintes de tensions admissibles. Nous avons également identifié, pour certaines
poses de la plate-forme d’un robot suspendu, un phénomène dit de « câble pendant ».
Pour ces poses (généralement proches des limites de l’espace de travail), l’équilibre sta-
tique de la plate-forme impose à certains câbles de pendre sous la plate-forme. Les câbles
en question exercent ainsi sur la plate-forme une force dirigée vers bas. Cette force, uni-
quement due au poids du câble pendant, est importante quand le câble pend de manière
conséquente. Ceci peut causer des problèmes de collision entre ce câble et son environ-
nement (le sol par exemple). Du fait des fortes longueurs de câbles ainsi déroulées, une
limite sur la longueur du câble doit être introduite.

Une nouvelle définition de l’espace de travail statique des robots parallèles à
câbles pour lesquels la masse des câbles n’est pas négligeable a par conséquent été proposée.
Elle prend en compte les paramètres suivants :

- tensions maximale et minimale
- altitude minimale du câble
- longueur maximale de câble disponible.

Génération de torseurs d’efforts

La nature de l’expression linéaire de l’équilibre statique de la plate-forme d’un robot
parallèle à câbles obtenue à partir du modèle simplifié de câble pesant nous a permis
d’étudier la capacité à générer un ensemble de torseur d’efforts. A partir de l’en-
semble des tensions admissibles exprimées en fonction des composantes horizontales τlx de
la force exercée sur un câble en son point d’attache sur la plate-forme, le zonotope des
torseurs d’efforts admissibles peut être décrit. Une comparaison des forces maximales
admissibles dans toutes les directions obtenues d’une part avec le modèle simplifiée de
câble pesant et d’autre part avec le modèle de câble sans masse, a finalement été réalisée
pour deux exemples de robots plan pleinement contraints.

Conception

Une méthode de conception optimale d’un robot suspendu à 8 câbles et 6 DDL a été
proposée au chapitre 4. Cette procédure de conception a pour objectif de déterminer la
configuration optimale d’un robot à câbles suspendu évoluant dans une pièce rectangulaire
de dimension importante. Cette méthode de conception est adaptée aux robots parallèles
à câbles de grande dimension pour lesquels la masse des câbles n’est pas négligeable. Ainsi,
le modèle simplifié de câble pesant est utilisé tout au long de la procédure afin d’évaluer
les capacités du robot en terme d’espace de travail statique et de capacité à générer un
torseur d’efforts désiré. Une méthode de détection des collisions entre câbles présentant
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une déflexion a été proposée afin de vérifier l’absence d’interférences entre les câbles dans
l’espace de travail prescrit.

La configuration permettant d’admettre le décalage maximal du centre de masse de
la plate-forme chargée est considérée comme optimale. La détermination de ce décalage
maximal est basée sur l’étude du zonotope des torseurs admissibles du chapitre 3.

Perspectives

La nature du système linéaire décrivant l’équilibre statique de la plate-forme obtenu
avec le modèle simplifié de câble pesant devrait permettre d’adapter à ce cas bon nombre
d’études déjà réalisées avec le modèle de câble sans masse.

Amélioration de la formulation du modèle simplifié

Le modèle simplifié de câble pesant détaillé au chapitre 3 possède une singularité de
formulation lorsque le câble est vertical. En effet, les équations à la base du modèle ne
sont alors plus valides mathématiquement. Il serait intéressant de développer un modèle
ne possédant pas cette singularité. Pour cela, il pourrait être envisagé d’écrire l’équation
de comportement du câble en fonction du terme dx/dz à la place de dz/dx. Le modèle
résultant serait donc valide pour un câble vertical, mais serait par contre non défini pour
un câble horizontal. Une combinaison des deux modèles permettrait sûrement de couvrir
l’ensemble des cas d’étude.

Espace de travail

De nombreuses études peuvent être menées quant à la détermination des espaces de
travail des robots à câbles pour lesquels la masse des câbles n’est pas négligeable. Il pour-
rait notamment être intéressant d’étudier les frontières de l’espace des poses polyvalentes
en utilisant le modèle simplifié de câble pesant.

Commande

La formulation du modèle simplifié de câble pesant diminue considérablement les temps
de calcul en comparaison du modèle de caténaire élastique. Ce modèle est donc plus adapté
à une utilisation en temps réel. Il serait donc intéressant de réaliser une commande en
quasi statique d’un robot à câbles de grande dimension en utilisant le modèle
simplifié de câble pesant. Les dimensions du démonstrateur dont le choix de configuration
a été étudiée au chapitre 4 devrait permettre de mettre en évidence l’influence de la
masse des câbles. Une commande utilisant le modèle simplifié de câble pesant devrait
ainsi permettre d’améliorer la précision.

Robots redondants suspendus

Assez peu de travaux ont été réalisés sur la distribution des tensions dans les
câbles des robots parallèles à câbles redondant suspendus. En effet, contraire-
ment aux robots pleinement contraints pour lesquels le noyau de la matrice W passe
dans le cadran positif des tensions dans les câbles, pour les robots suspendus redondants,
l’augmentation des tensions de certains câbles entrâınent une diminution des tensions des
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autres câbles. Il serait intéressant d’étudier expérimentalement la distribution des tensions
et la capacité à garder tous les câbles tendus avec un robot à câble de ce type.
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Laval, Québec, 2005.

[49] Gouttefarde, M., and Gosselin, C. M. Analysis of the Wrench-Closure
Workspace of Planar Parallel Cable-Driven Mechanisms. IEEE Transactions on
Robotics 22, 3 (2006), 434–445.

[50] Gouttefarde, M., and Krut, S. Characterization of Parallel Manipulator Avai-
lable Wrench Set Facets. In Advances in Robot Kinematics, 11th International Sym-
posium (2010), pp. 475–482.

[51] Gouttefarde, M., Merlet, J. P., and Daney, D. Wrench-Feasible Workspace
of Parallel Cable-Driven Mechanisms. In IEEE International Conference on Robotics
and Automation (Roma, 2007), pp. 1492–1497.

[52] Hassan, M., and Khajepour, A. Analysis of Hybrid Cable-Actuated Parallel
Manipulators With a Constraining Leg For Lower-Degree-Of-Freedom Operation.
In ASME International Design Engineering Technical Conference (San Diego, Ca-
lifornia, USA, 2009), no. DETC2009-87705.

[53] Havlik, S. A cable-suspended robotic manipulator for large workspace operations.
Computer Aided Civil Infrastructure Engineering 15 (2000), 56–68.

[54] Hiller, M., Fang, S., Mielczarek, S., Verhoeven, R., and Franitza, D.

Design, analysis and realization of tendon-based parallel manipulators. Mechanism
and Machine Theory 40 (2004), 429–445.

[55] Hirata, Y., and Sato, M. 3-Dimenstional interface Device for Virtual Work
Space. In IEEE/RSJ International Conference on Intelligent Robots and Systems
(Raleigh, North Carolina, USA, 1992), pp. 889–896.

[56] Homma, K., and Fukuda, O. Wire-driven Leg Rehabilitation System : Develop-
ment of a 4-DOF Experimental System. In IEEE/ASME International Conference
on Advanced Intelligent Mechatronics (2003), pp. 908–913.

[57] Homma, K., Fukuda, O., and Nagata, Y. Study of Wire-Driven Leg Rehabili-
tation System. In IEEE International Conference on Intelligent Robots and Systems
(Sendai, Japan, 2004), pp. 1668–1673.

[58] Inglese, F.-X., Lucidarme, P., Richard, P., and Ferrier, J.-l. A Human-
Scale Virtual Environment with Haptic Feedback. In Second International Confe-
rence on Informatics in Control, automation and Robotics (2005), pp. 140–145.

[59] Irvine, H. Cable Structures. 1981.

[60] Jiang, Q., and Kumar, V. The Direct kinematics of objects suspended from
cables. In ASME International Design Ingineering Technical Conference (Montréal,
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Annexe A

Description du démonstrateur
ReelAx6

A.1 Description générale

Les principales caractéristiques du démonstrateur ReelAx6 sont :

- une base composée de trois poteaux de 3m de haut placés aux sommets d’un triangle
équilatéral de 3m de coté.

- 6 actionneurs situés aux pieds des poteaux (deux par poteau). Des moteurs « direct-
drive » actionnent les tambours autour desquels les câbles sont enroulés. L’utilisation
de moteur direct drive permet d’obtenir une mesure indirecte de la tension dans les
câbles par l’intermédiaire de l’image du courant.

- des capteurs de force ont été installés sur le chemin de câble. Ils permettent d’avoir
une mesure direct de la tension dans le câble.

- le diamètre maximal de chaque câble est de 2mm.
- la masse maximale de la plate-forme chargée est de 25kg.
- le système de commande du robot est basé sur un bus de terrain Ethernet Beckhoff

(EtherCAT). Il permet, dans une optique d’un futur agrandissement du démonstra-
teur, de limiter les fils électriques de connections entre les actionneurs, les codeurs,
le variateur et le PC de contrôle.

Le démonstrateur a été conçu afin d’être facilement reconfigurable. Ainsi la géométrie
des points de sortie des câbles peut être modifiée afin de tester différentes configurations.
La plate-forme permet également de modifier rapidement la géométrie des points d’attache
des câbles. Le chemin de câble de l’actionneur au point de sortie du câble a également
été conçu de façon à pouvoir s’adapter à la géométrie choisie. Les différents éléments du
démonstrateur sont présentés dans la section suivante.

A.2 Présentation des différents éléments du robot

ReelAx6

A.2.1 Description de la base

Les poteaux ont été dimensionnés afin de limiter leur flexion due aux forces appliquées
par les câbles. La section du poteau a été choisie afin de limiter la flèche maximale à 1mm
à l’extrémité du poteau. Les poteaux ont une section carré creuse de 150mm de coté et
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FIGURE A.1 - Le démonstrateur ReelAx6, un robot parallèle à 6 câbles et 6 DDL reconfi-
gurable.

de 3mm d’épaisseur.

A.2.2 L’enrouleur

A.2.2.1 Cinématique

Dans un objectif de précision, nous avons conçu l’enrouleur (Fig. A.2) de manière à
ce que le câble sorte du tambour par un point fixe. Ainsi, le tambour se déplace lors
de l’enroulement afin de réaliser un enroulement régulier sur un seul tour le long du
tambour. La translation du tambour est réalisée par une vis à bille d’un pas de 2mm
permettant d’enrouler un câble de diamètre maximal 2mm. Cette vis encastrée dans le
bâti de l’enrouleur permet au tambour, entrâıné en rotation par le moteur, de se déplacer
en translation et ainsi assure un enroulement régulier du câble.

Pour transmettre la rotation au tambour, un entrâınement par deux tiges excentrées
traversant le tambour a été choisi. La liaison entre ces tiges et le tambour est assuré par
des douilles à billes.
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FIGURE A.2 - Photo de l’enrouleur.

A.2.2.2 Tambour

Le tambour a été dimensionné afin de pouvoir enrouler 4m de câble (longueur maxi-
male déroulée aux extrémité de l’espace de travail). Le diamètre du tambour a été choisi
suffisamment grand afin de ne pas endommager le câble avec un rayon de courbure trop
petit. D’après différentes normes sur les câbles pour le levage, le rayon de courbure mini-
mum doit être d’au moins 22 fois le rayon du câble. Le tambour a un diamètre de 62mm
et une longueur de 64mm.

A.2.2.3 Moteur

Le moteur choisi est un moteur direct drive de la marque ETEL (référence RTMB-100-
70). Il permet d’atteindre des vitesses de rotation de 400tr/min et un couple de 90Nm.
La technologie direct drive permet également d’obtenir une mesure indirecte du couple
par image du courant.

A.2.3 Chemin de câble de l’enrouleur au point de sortie du câble

Le chemin de câble est facilement modifiable afin de pouvoir s’adapter à différentes
géométries des points de sortie des câbles.

A.2.3.1 Poulie de renvoi et capteur de force

Le câble sort de l’enrouleur horizontalement par un point fixe. Une poulie de renvoi
redirige le câble verticalement afin de l’amener jusqu’au point de sortie situé en haut du
poteau. Cette poulie est instrumentée avec un capteur de force en traction. Le capteur
de force est positionné à 45 degrés par rapport à l’arrivée du câble, tel que présenté à la
Fig. A.3. La mesure faite correspond donc à

√
2 fois la tension dans le câble. L’étendue

de mesure du capteur de force utilisé est de 0N à 500N , ce qui autorise des tensions dans
les câbles allant jusqu’à 353N .
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FIGURE A.3 - Photo du système poulie / capteur de force.

Notons que la position du système poulie/capteur de force peut être modifiée afin de
s’adapter à la géométrie des points de sortie des câbles choisie.

A.2.3.2 Dernière poulie et point de sortie du câble

Après la poulie instrumentée présentée à la section A.2.3.1, le câble remonte le long du
poteau jusqu’à une seconde poulie de renvoi dont l’objet est de réorienter le câble vers le
centre de l’espace de travail jusqu’à s’attacher à la plate-forme mobile. Toutefois, la plate-
forme étant mobile, la direction de sortie du câble varie. L’oeillet représente la position
de sortie du câble et est considéré comme étant un point (le point de sortie) dans les
modèles. Pour des raisons de précision, nous souhaitons que ce point reste fixe pendant le
fonctionnement du robot. Nous avons donc conçu l’oeillet afin qu’il autorise une variation
de la direction de sortie du câble tout en limitant les frottements. Cet oeillet est présenté
à la Fig. A.4. L’oeillet doit être orienté vers le centre de l’espace de travail afin de limiter
les frottements.

FIGURE A.4 - Coupe de l’oeillet (point de sortie du câble).

La géométrie des points de sortie des câbles pouvant être modifiée afin de changer la
configuration du robot, ce deuxième système de renvoi du câble doit être reconfigurable.

130



Annexe A. Description du démonstrateur ReelAx6

Le système composé de la dernière poulie et de l’oeillet est présenté à la Fig. A.3. Il possède
deux liaisons rotöıdes permettant d’ajuster la direction de sortie du câble. Notons qu’un
système de serrage permet de fixer la position du point de sortie du câble.

Comme on peut le voir à la Fig. A.3, la dernière poulie de renvoi est fixée à une plaque
elle même attachée au poteau. Ce système d’attache sur le poteau permet de modifier
facilement la position du point de sortie du câble. En effet, la plaque sur laquelle est
fixé le système poulie/oeillet possède une matrice de points de fixation. Ceci permet de
modifier horizontalement la position du point de sortie du câble. Cette plaque étant fixée
au poteau par serrage, il est possible de faire varier son altitude le long du poteau. Trois
géométries différentes des points de sortie des câbles sont présentées aux Fig. A.6(a),
A.6(b) et A.6(c).

A.3 ReelAx8

Une évolution du démonstrateur ReelAx6 a été récemment réalisée. Un poteau (et donc
2 câbles) a été ajouté afin d’augmenter le nombre de configurations possibles. Les quatres
poteaux sont cette fois positionnés aux sommets d’un rectangle d’approximativement 4m
sur 3m. Cette nouvelle version du démonstrateur, présentée à la Fig.A.5, va notamment
permettre de tester les configurations obtenues par la méthode de selection décrite au
chapitre 4.

FIGURE A.5 - Photo de la version ReelAx8 du démonstrateur.
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(a) Géométrie avec deux points de sortie collés (b) Géométrie avec deux points de sortie espacés ho-
rizontalement

(c) Géométrie avec deux points de sortie à deux al-
titudes différentes

FIGURE A.6 - Trois géométrie possibles des points de sortie des câbles.
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Annexe B

Méthodes de détermination du câble
adéquat pour un robot à câbles de
grande dimension

Lorsque l’on souhaite choisir le câble à utiliser pour une application donnée et pour
une configuration de robot connue, il est nécessaire de déterminer la tension maximale
pouvant apparâıtre dans l’espace de travail du robot. Toutefois, la masse du câble a une
influence sur la tension. Ainsi, une fois la masse du câble prise en compte, une tension
plus élevée est obtenue, et un câble de diamètre plus important sera nécessaire, la tension
maximale va à nouveau augmenter, et ainsi de suite.

Nous avons donc proposé deux méthodes de détermination d’un câble permettant de
supporter à la fois la tension due à la charge transportée et à la masse de câble déroulé.
La première se base sur une simple boucle, alors que la deuxième utilise sur un processus
d’optimisation.

Notons que pour ces deux méthodes, un type de câble (matériau et construction) à
utiliser doit être spécifié, afin de connâıtre la contrainte maximale admissible σmax, la
masse volumique du matériau Mv, et le module d’Young E. Le paramètre à déterminer
est le diamètre (ou la masse linéique ρ0 qui lui est proportionnelle).

B.1 Méthode basée sur une boucle de détermination

du câble

Pour une pose donnée, le processus de détermination du câble commence par la déter-
mination de la tension maximale apparaissant dans le câble avec le modèle de câble sans
masse non élastique. Cette valeur nous permet de déterminer une section de câble permet-
tant de supporter cette tension (avec une coefficient de sécurité). Les caractéristiques du
câble étant alors connues, il est possible de calculer une nouvelle valeur de la tension maxi-
male en utilisant le modèle de caténaire élastique. Cette nouvelle tension nous permet de
déterminer une nouvelle section de câble, et ainsi de suite. Ce processus de détermination
de câble se termine lorsque la variation de diamètre entre deux itérations de la boucle
devient inférieure à une valeur seuil ε choisie. Pour les différents exemples étudiés, cette
méthode converge en seulement quelques itérations. Le schéma de la Fig. B.1 présente
cette méthode.
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dimension

FIGURE B.1 - Boucle de détermination des caractéristiques du câble (MGI = Modèle Géo-
métrique Inverse.

B.2 Méthode basée sur une optimisation

La première méthode bien que fonctionnelle présente l’inconvénient de nécessiter, pour
chaque pose étudiée, plusieurs itérations au cours desquelles le problème géométrique
inverse est résolu. Ainsi, lorsque l’espace de travail à étudier est discrétisé assez finement,
ceci peut résulter en des temps de calcul assez importants. Nous proposons donc de réaliser
cette détermination des caractéristiques du câble par une seule optimisation basée sur la
résolution du problème géométrique inverse du robot.

Le critère à minimiser ici est le diamètre du câble, ou sa masse linéique (tous deux
proportionnels l’un à l’autre), sous contrainte de pouvoir supporter la tension maximale
dans le câble pour la pose étudiée.

Ainsi, les équations considérées sont composées des équations de l’équilibre statique
(Eq. (2.19)) et des équations décrivant le profil des câbles (2.10) et (2.11). Dans ces deux
dernières équations, la variable A0, correspondant à la section non-déformée du câble, peut
être remplacée par son expression la reliant à la masse linéique du câble ρ0 (A0 = ρ0/Mv).
Les équations (2.10) et (2.11) ne contiennent alors plus qu’une variable rendant compte
de la dimension du câble. Elles contiennent en outre les constantes pour un type de câble
choisi, le module d’Young E et la masse volumique du matériau Mv :

x(l0i) =
τlix l0iMv

Eρ0
+

|τlix|
ρ0g

[
sinh−1

(
τliz
τlix

)
− sinh−1

(
τliz − ρ0gl0i

τlix

)]
(B.1)

z(l0i) =
τliz l0iMv

Eρ0
− l20igMv

2E
+

1

ρ0g

[√
τ 2
lix

+ τ 2
liz

−
√
τ 2
lix

+ (τliz − ρ0gl0i)
2

]
(B.2)

Les inconnues du problème sont donc les m longueurs de câble non déformées l0i, les
composantes τlix et τliz des forces τli pour chacun des m câbles, et la masse linéique du
type de câble considéré ρ0. Le vecteur d’inconnues de dimension 3m+ 1 est donc :

[
τl1x τl1z l01 · · · τlmx τlmz l0m ρ0

]
(B.3)

Des contraintes d’inégalités sont également ajoutées. Elles correspondent à la contrainte
maximale admissible σmax pour le type de câble utilisé :
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kMvτimax

ρ0
≤ σmax ∀i = 1 . . . n (B.4)

où k est le facteur de sécurité utilisé.
Finalement le problème d’optimisation dont la résolution donne la masse linéique du

câble adéquat consiste à minimiser ρ0 (ρ0 > 0) tel que les Eqs. (B.1), (B.2), (2.19) et (B.4)
avec les inconnues de l’Eq. (B.3).
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Annexe C

Schémas des configurations obtenues
pour l’exemple de la section 4.8
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FIGURE C.1 - Schéma de la configuration 1.
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FIGURE C.2 - Schéma de la configuration 2.
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FIGURE C.3 - Schéma de la configuration 3.
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FIGURE C.4 - Schéma de la configuration 4.
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FIGURE C.5 - Schéma de la configuration 5.
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FIGURE C.6 - Schéma de la configuration 6.
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FIGURE C.7 - Schéma de la configuration 7.
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FIGURE C.8 - Schéma de la configuration 8.
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FIGURE C.9 - Schéma de la configuration 9.
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FIGURE C.10 - Schema de la configuration 10.
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FIGURE C.11 - Schéma de la configuration 11.
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FIGURE C.12 - Schéma de la configuration 12.
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FIGURE C.13 - Schéma de la configuration 13.
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FIGURE C.14 - Schéma de la configuration 14.
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FIGURE C.15 - Schéma de la configuration 15.
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FIGURE C.16 - Schéma de la configuration 16.
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FIGURE C.17 - Schéma de la configuration 17.
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FIGURE C.18 - Schéma de la configuration 18.
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FIGURE C.19 - Schéma de la configuration 19.
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FIGURE C.20 - Schéma de la configuration 20.
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FIGURE C.21 - Schéma de la configuration 21.
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FIGURE C.22 - Schéma de la configuration 22.
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FIGURE C.23 - Schéma de la configuration 23.
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FIGURE C.24 - Schéma de la configuration 24.
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FIGURE C.25 - Schéma de la configuration 25.
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