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Introduction générale

"A theory is something nobody believes, except the person who made it. An experiment is
something everybody believes, except the person who made it."- Albert Einstein

1 Présentation générale

Aujourd’hui, dans les systèmes manufacturiers ou de production, la maintenance condition-
nelle est préférée à la maintenance préventive, partout où elle est techniquement réalisable et
financièrement avantageuse. Elle est basée sur la surveillance de l’état du système considéré
à partir d’informations recueillies sur celui-ci, c’est-à-dire, la capacité à détecter et diagnosti-
quer des dysfonctionnements de celui-ci pour pouvoir ensuite définir et appliquer des actions
de maintenance des équipements incriminés.

Depuis le début des années 2000, avec l’essor des technologies de l’information et de la
communication, on assiste à l’émergence de nouvelles formes de maintenance telle que la
maintenance conditionnelle à distance. Cette évolution setraduit au niveau industriel par le
développement de nouvelles solutions et services, en particulier pour la surveillance d’un parc
de machines. L’idée directrice est, au travers d’une visionglobale du fonctionnement d’un parc
de machines, d’améliorer l’efficacité de la surveillance des machines de ce parc1. On trouve
des exemples d’application dans le domaine des transports (une flotte de voitures, d’avions ou
de bateaux), dans le domaine de l’énergie (un parc de centrales thermiques, hydrauliques ou
nucléaires, d’éoliennes), etc.

De façon générale, les méthodes de diagnostic employées dans les centres de diagnostic à
distance sont très rudimentaires (dépassements de seuils,par exemple) et n’intègrent pas les
développements récents issus de la recherche scientifique du domaine de diagnostic. De plus,
elles ne permettent pas de réaliser le diagnostic de fonctionnement d’une machine en se basant
sur des données collectées sur les autres machines du parc. Cet aspect nous apparaît pourtant
comme le verrou essentiel dans la surveillance simultanée de machines.

2 Contributions et plan du manuscrit

Dans le but du diagnostic des machines d’un parc, on s’est intéressé à l’étape de modéli-
sation de ces machines. Cette étape est primordiale, car elle permettra par la suite de générer

1. Société smartsignal : http ://www.smartsignal.com/
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Introduction générale

les indicateurs de défauts nécessaires au diagnostic de cesmachines. L’idée principale consiste
à établir des modèles décrivant le comportement normal de chaque machine en utilisant non
seulement les informations issues de la machine même mais aussi celles en provenance de
toutes les autres machines du parc. Comme le but final des travaux présentés dans ce manuscrit
est le diagnostic, un rappel sur les notions fondamentales du diagnostic est donné aupremier
chapitre. Ce dernier comporte aussi un résumé sur les premières pistes proposées dans la litté-
rature dans le cadre du diagnostic d’un ensemble de machines. Le deuxième chapitrecomporte
différentes approches pour modéliser un parc de machines réputées identiques. Letroisième
chapitreest consacré à l’étude de la discernabilité des sorties des modèles des différentes ma-
chines. Enfin, lequatrième chapitreillustre les résultats de la modélisation, tenant compte de
l’effet parc, des échangeurs thermiques utilisés comme simulateurs des barrières thermiques des
groupes moto-pompes primaires dans des centrales nucléaires d’EDF.

3 Références personnelles

Conférences avec comité de lecture

1. Ankoud F., Mourot G. and Ragot J., "Modelling a fleet of machines using PCA". 12th
International conference on Sciences and Techniques of Automatic control & computer
engineering, STA’2011, Sousse, Tunisia, December 18-20, 2011 (accepté).

2. Ankoud F., Mourot G., Chevalier R., Paul N. and Ragot J., "Modeling and fleet effect for
the diagnosis of a system behavior". European Safety and Reliability Conference, ESREL
2011 Conference, Troyes, France, September 12-18, 2011.

3. Ankoud F., Mourot G., Chevalier R., Paul N. and Ragot J., "Estimation of a generic model
for a fleet of machines". International Conference on Communications, Computing and
Control Applications, IEEE CCCA’11, Hammamet, Tunisia, March 3-5, 2011.

4. Ankoud F., Mourot G., Chevalier R., Paul N. et Ragot J., "Estimation d’un modèle géné-
rique pour un parc de machines". 9ème Congrès InternationalPluridisciplinaire en Qualité
et sûreté de fonctionnement, QUALITA’2011, Angers, France, 23-25 mars, 2011.

5. Ankoud F., Mourot G., Chevalier R., Paul N. et Ragot J., "Détection de défauts capteurs
dans une centrale nucléaire". 1er Colloque International Francophone, Ingénierie et En-
vironnement, CIFIE’2010, Annaba, Algérie, 18-19 octobre,2010.

Rapports d’avancement de contrat

1. Ankoud F., Ragot J., Mourot M., Chevalier R. et Paul N., "Modélisation et effet parc",
Contrat d’étude n°8610-AAP-5910048065, 74 pages, 12 juillet 2011.

2. Ankoud F., Ragot J., Mourot M., Chevalier R. et Paul N., "Méthodes pour l’estimation
des parties communes à un ensemble de modèles (effet parc)",Contrat d’étude n°8610-
AAP-5910048065, 26 pages, 30 novembre 2010.

3. Ankoud F., Ragot J., Mourot M., Chevalier R. et Paul N., "Etude bibliographique sur
l’effet parc pour le diagnostic", Contrat d’étude n°8610-AAP-5910048065, 20 pages, 30
août 2010.
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Chapitre 1. Diagnostic et effet parc

1.1 Introduction

La moindre défaillance sur un système est néfaste dans un environnement où le rendement
est primordial. Il est donc nécessaire d’avoir des modules de diagnostic servant à détecter de
façon précoce tout dysfonctionnement du système afin de réagir de manière appropriée.

Dans de nombreuses applications industrielles, on disposed’un ensemble de machines ré-
putées identiques, soumises au même type d’exploitation mais pouvant fonctionner dans des
conditions différentes : les moto-pompes dans les centrales nucléaires, les turbo-alternateurs
dans les parcs éoliens, les moteurs électriques dans un atelier de laminage, etc. Un tel ensemble
de machines forme ce qu’on appelle un parc de machines. Assurer le bon fonctionnement du
système global revient à s’assurer de la bonne conduite de chacune des machines le composant.

Jusqu’à présent, afin de détecter et isoler les défauts d’unemachine, un système de diag-
nostic propre à la machine est conçu sans prendre en compte laprésence simultanée d’autres
machines réputées identiques. La figure1.1 illustre l’approche usuelle adoptée pour surveiller
un parc de machines. Dans cette figure, une flèche partant de lamachine vers son système de
diagnostic correspond à l’information disponible pour cette machine (mesures acquises par les
capteurs, avis d’expert, etc.).

Machine 1 Machine 2 MachineQ

Diagnostic
Machine 1

Diagnostic
Machine 2

Diagnostic
MachineQ

FIGURE 1.1 – Approche usuelle pour le diagnostic deQ machines

Globalement, pour la surveillance, on peut attendre plusieurs points bénéfiques de la redon-
dance des machines. D’une part, elle nous permet d’avoir beaucoup plus d’informations et de
mesures relatives aux modes de fonctionnement et de dysfonctionnement des machines considé-
rées. D’autre part, la similarité des systèmes pourrait faciliter la conception et l’implémentation
d’un système de diagnostic de fonctionnement sur tout système de même nature. La prise en
compte de la présence simultanée des machines identiques dans l’analyse de fonctionnement et
la modélisation de chacune de ces machines est appelée effetparc. Le problème posé consiste à
concevoir un système de diagnostic générique pour des machines réputées identiques d’un parc
en utilisant les informations issues de l’ensemble des machines simultanément. Par système de
diagnostic générique, on peut penser à un système de diagnostic unique permettant d’isoler les
défauts de n’importe quelle machine du parc (figure1.2).
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1.1. Introduction

Machine 1 Machine 2 MachineQ

Diagnostic

FIGURE 1.2 – Système de diagnostic unique

Un seul système de diagnostic donnant des résultats satisfaisants pour toutes les machines d’un
parc est conçu en utilisant les informations issues de toutes les machines d’un parc. Cepen-
dant, les machines, quoiqu’identiques, peuvent avoir des comportements différents en fonction
de l’environnement où elles se trouvent et des conditions particulières de leur exploitation :
liquide de refroidissement différent d’un parc nucléaire àl’autre, conditions météorologiques
différentes, etc. Ainsi, un système de diagnostic unique pour toutes les machines du parc est
difficile, voire impossible, à concevoir. On est donc amené àconcevoir un système de diag-
nostic pour chaque machine du parc tenant compte à la fois desconditions de l’environnement
dans lequel se trouve la machine et de l’effet parc. L’approche qu’on propose pour réaliser le
diagnostic des machines réputées identiques d’un parc est schématisée à la figure1.3.

Machine 1 Machine 2 MachineQ

Diagnostic
Machine 1

Diagnostic
Machine 2

Diagnostic
MachineQ

FIGURE 1.3 – Approche pour le diagnostic deQ machines tenant compte de l’effet parc
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Un système de diagnostic pour chaque machine du parc est conçu en utilisant non seulement
l’information disponible pour cette machine mais, en plus,les informations en provenance de
toutes les autres machines du parc.

Comme le but final de nos travaux est le diagnostic, un rappel sur les notions fondamentales
du diagnostic est donné à la section1.2. A la section1.3, un résumé sur les premières pistes
proposées dans la littérature dans le cadre du diagnostic d’un ensemble de machines est donné.
Les notations utilisées pour définir l’effet parc sont présentées à la section1.4. Enfin, à la section
1.5, on termine ce chapitre par des conclusions.

1.2 Diagnostic

Dans un premier temps, un système de diagnostic d’une machine doit réaliser la détection
de défauts. Cette étape consiste à prendre une décision binaire en indiquant que la machine
fonctionne correctement ou non. Dans un deuxième temps, ce système de diagnostic doit iden-
tifier le composant en dysfonctionnement : il s’agit alors dela localisation des défauts. Dans un
troisième temps, ce système peut quantifier le défaut isolé en terme de degré de sévérité, per-
sistance, etc. Enfin, le système de diagnostic peut aussi proposer, si possible, une action pour
compenser les effets du défaut isolé.

Les méthodes de diagnostic peuvent être décomposées en deuxgrandes catégories selon que
l’on utilise ou non un modèle du système à surveiller :

– méthodes de diagnostic sans modèle: en l’absence d’un modèle du système, des méthodes
basées sur le raisonnement logique permettent d’avoir un arbre de défaillance utilisant un
raisonnement de type« SI–symptôme–ET–symptôme–ALORS–conclusion» [Gertler,
1998].
Les méthodes de classification ou de reconnaissance des formes [Dubuisson, 1990; Fuku-
naga, 1990] peuvent aussi être utilisées pour réaliser le diagnostic du système en absence
de relations explicites entre les variables [Korbicz et al., 2004; Isermann, 2006]. Cette
approche consiste en la reconnaissance d’une forme parmi différentes possibilités à par-
tir des observations. Le regroupement d’observations forme des classes qui caractérisent
une situation ou un mode de fonctionnement du processus (mode normal, dégradé ou dé-
faillant). Le diagnostic de défaillances devient alors un problème de classification. Les
méthodes de diagnostic sans modèle supposent avoir une large base de données couvrant
tous les états de fonctionnement d’un système (bon et mauvais fonctionnement).

– méthodes de diagnostic à base de modèles: ces méthodes s’appuient sur la vérification de
la consistance entre le comportement réellement observé dusystème et le comportement
prévu fourni par une représentation mathématique du système. Ces méthodes nécessitent
donc un modèle du système à surveiller. Dans certains cas, les équations physiques qui
régissent le comportement normal du système sont connues. Dans d’autres cas, une telle
connaissance n’est pas disponible mais on peut générer, à partir des mesures collectées
sur différents endroits du système, des modèles empiriquesliant les différentes grandeurs.
On parle alors de méthodes de« diagnostic sans modèle a priori». Dès qu’un modèle du
système est établi, la procédure de diagnostic sera identique à celle des méthodes à base
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de modèles.

Dans ce manuscrit, on se situe dans le cas où aucune connaissance sur les défauts pouvant
affecter les machines d’un parc n’est disponible et on s’intéresse aux méthodes de diagnostic à
base de modèles.
De façon générale, ces méthodes comprennent deux étapes principales :

1. la génération de résidus: on génère, à partir des différentes relations liant les grandeurs
mesurées, des indicateurs de défauts ou résidus qui traduisent l’écart entre l’état actuel
du système et celui correspondant à un bon fonctionnement. Le principe de génération de
résidus est donné à la figure1.4.

u(k) y(k)

e(k)

Système

Modèle du système
en bon fonctionnement

+−

ŷ(k)

FIGURE 1.4 – Principe de la génération de résidus

Dans cette figure,u(k) correspond à l’entrée du système à l’instantk, y(k) est sa sortie
mesurée et ˆy(k) est la sortie estimée du système en cas de bon fonctionnement. La diffé-
rence entrey(k) et ŷ(k) constitue ce qu’on appelle un résidu.
Dans [Korbicz et al., 2004; Venkatasubramanian et al., 2003; Ding, 2008], on rappelle
un ensemble de méthodes permettant la génération de résidus. Ces méthodes reposent
généralement sur :
– l’approche par espace de paritéutilise la redondance directe au moyen de relations

algébriques liant les entrées et les sorties du système indépendamment des états du sys-
tème [Brunet et al., 1990; Chow et Willsky, 1984; Massoumnia et al., 1989; Kinnaert,
2003; Deckert et al., 1977],

– l’approche par observateurs’appuie sur la reconstruction de l’état ou de la sortie du
système à l’aide d’observateurs [Luenberger, 1971; Patton et al., 1989; Ragot et al.,
1990],

– l’approche par Analyse en Composantes Principalesétablit les relations qui existent
entre les variables du système à surveiller sans faire de distinction entre les entrées et
les sorties de ce système [Dunia et al., 1996; Gertler et al., 1999; Jolliffe, 2002; Harkat,
2003; Tharrault, 2008].

2. l’évaluation de résidus: les défauts du système sont détectés et isolés grâce à des règles
de décision.
De façon générale, la détection de défauts se fait par comparaison des résidus obtenus à
des seuils prédéfinis. Dans le cas idéal, en l’absence de bruit de mesure, un résidu a une
valeur nominale nulle en absence de défaut et s’écarte de 0 selon la sévérité du défaut
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auquel il est sensible. En présence de bruit de mesure et en absence de défauts, le résidu
n’est pas exactement nul mais on peut généralement fixer des seuils pour la variation de
ce résidu. En présence d’un défaut, le résidu calculé dépasse les seuils fixés : c’est ainsi
que se fait la détection de défauts.
Alors qu’un seul résidu peut indiquer la présence d’un défaut, un ensemble de résidus
est nécessaire pour isoler ce dernier. L’idée générale est de générer des résidus qui soient
sensibles aux défauts pouvant affecter certaines variables et insensibles aux défauts des
autres variables. Le lecteur peut se référer à [Gertler et Singer, 1990] pour plus de détails
sur les méthodes de génération de résidus dans le but de la localisation des défauts.

1.3 Effet parc dans la littérature

L’effet parc consiste à prendre en compte la présence simultanée de plusieurs machines ré-
putées identiques d’un parc lors de l’établissement de leurs systèmes de diagnostic. En d’autres
termes, il s’agit de détecter et d’isoler les défauts d’une machine en utilisant non seulement
l’information issue de la machine même mais aussi celles collectées sur les autres machines du
parc. Cependant, jusqu’à présent, l’idée de profiter de la présence simultanée de machines ré-
putées identiques afin de réaliser le diagnostic d’une machine individuelle n’a pas été suffisam-
ment étudiée. En fait, parmi les sociétés de recherche, seule la société EPRI2 (Electric Power
Research Institute) semble s’intéresser à ce sujet et a créé un groupe nomméFleet Wide Moni-
toring Interest Group3 dont l’un des objectifs est de trouver des techniques pour lasurveillance
et le diagnostic d’un parc de machines. Cependant, à notre connaissance, aucune méthode per-
mettant la prise en compte de l’effet parc pour réaliser le diagnostic d’un ensemble de machines
réputées identiques n’a été publiée.
Dans les paragraphes suivants, on donne une description despremières pistes, toutes déve-
loppées au cours des quinze dernières années, traitant le problème de diagnostic d’un parc de
machines.

1.3.1 Trace de normalité et comparaison statistique

Dans [Thieriot et Darchis, 2000], Les auteurs proposent d’identifier parmi un ensemble
d’actionneurs électriques ceux qui sont en panne en suivantles étapes suivantes :

– alimenter, pendant des intervalles de temps égaux, par la même source d’énergie et dans
les mêmes conditions d’exploitation, isolément et successivement chacun des actionneurs
disponibles ;

– mesurer en sortie de la source d’énergie, le courant électrique pendant le cycle d’excita-
tion de chaque actionneur ;

– tracer sur un même graphique les courbes des courants électriques mesurés en fonction
du temps pour tous les actionneurs ;

– déterminer l’enveloppe dans laquelle se situe le plus grand nombre de ces courbes : c’est
ce que les auteurs appellent latrace de normalitécorrespondant au fonctionnement nor-
mal des actionneurs ;

2. http ://my.epri.com/portal/server.pt?
3. http ://portfolio.epri.com/ProgramTab.aspx?sId=GEN&rId=198&pId=6621&suId=6624
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– établir le diagnostic : l’actionneur ayant une courbe qui dépasse cette trace est celui en
défaut (voir figure1.5).

O

I

t

FIGURE 1.5 – Trace de normalité délimitée par les deux courbes noires et, en trait discontinu,
la courbe du courant électrique d’un actionneur en défaut

Cependant, cette méthode suppose que tous les actionneurs sont soumis aux mêmes conditions
d’exploitation. Elle n’est donc pas adaptée au cas d’actionneurs pouvant appartenir à des sites
d’exploitation différents.

Dans le même esprit, afin de détecter les problèmes potentiels sur un avion, Cycon et al.
proposent dans [Cycon et Rozak, 2007] de comparer des mesures (vitesse, accélération, al-
titude, vibrations, etc.) collectées par différents capteurs aux caractéristiques statistiques pré-
déterminées. Ces dernières sont calculées à partir d’une base de données collectée sur un grand
nombre d’avions supposés identiques (ceci rejoint les travaux de [Schricker et al., 1998] et [Fa-
mili et Letourneau, 1999] appliqués respectivement sur une flotte de véhicules et surune flotte
d’avions). Des tracés graphiques montrent l’évolution de chaque variable mesurée par rapport
aux caractéristiques statistiques qu’elle doit suivre comme par exemple : les limites maximale
et minimale, la moyenne, etc. Cependant, la méthode ne peut être adaptée que pour des avions
opérant dans des conditions d’exploitation à peu près identiques.

1.3.2 Analyse de la tendance de signaux

L’analyse qualitative de tendance des signaux est basée, engénéral, sur la segmentation tem-
porelle des signaux en unités, appelées épisodes, en fonction de leur pente et de leur convexité
[Rengaswamy et Venkatasubramanian, 1995; Charbonnier et al., 2005]. Des symboles nommés
primitives sont utilisés pour représenter l’allure d’un signal pendant une succession d’intervalles
de temps (un épisode est alors défini comme étant le couple (primitive, intervalle)). L’exemple le
plus simple de primitives est le triplet {constant —, croissant�, décroissant�}. Le diagnostic
se fait en comparant les tendances extraites sur le procédé àsurveiller avec une base d’exemples
de défauts enregistrés.
Dans [Yu et al., 2010], les auteurs proposent de synthétiser un modèle de diagnostic d’un parc de
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machines en se basant sur les changements de tendance détectés sur une ou plusieurs variables
mesurées sur les différentes machines du parc. Un dispositif traite les données des différentes
variables du parc pour détecter les profils de tendance globale du système. Une fois un change-
ment de tendance détecté sur l’une des machines du parc, des règles de logique floue permettent
d’identifier la ou les variables en défaut et, par la suite, lamachine en dysfonctionnement. Ces
règles de décision sont issues d’une phase antérieure d’apprentissage à partir d’une grande base
de données contenant des mesures faites sur différentes machines et correspondant à tous les
modes de dysfonctionnement possibles. Cependant, pour desmachines soumises à différentes
conditions d’exploitation, une différence de tendance de l’un ou plusieurs signaux d’une ma-
chine peut être détectée sans nécessairement correspondreà un état de mauvais fonctionnement.
De plus, la prise en compte de l’ensemble des états de fonctionnement des machines, sous les
différentes conditions d’exploitation possibles, implique une explosion de la taille de la base de
données.

Dans [Saravanapriyan et al., 2010], les auteurs évoquent l’idée de la comparaison des perfor-
mances de différentes turbines à vapeur pour identifier la turbine ayant la meilleure performance
qui sera considérée comme la turbine de référence. Une étudedes conditions d’exploitation de
cette machine est effectuée afin de proposer par la suite des actions permettant de faire tendre les
performances des autres turbines vers celle de la turbine deréférence. Néanmoins, aucun détail
n’est fourni ni sur les méthodes utilisées pour la comparaison des performances des turbines, ni
sur le choix des actions de commande permettant de rapprocher les performances des turbines
de celle de la turbine de référence.

1.3.3 Comparaison de modèles de véhicules

Une méthode pour identifier les véhicules ayant un comportement identique en se basant
sur l’angle que font les espaces vectoriels principaux engendrés par les modèles ACP (Analyse
en Composantes Principales) de ces véhicules est proposée dans [Rögnvaldsson et al., 2008].
Chaque couple de véhicules est jugé avoir un comportement identique si l’angle que font les es-
paces vectoriels de leurs modèles ACP est petit. Finalement, les véhicules considérés les moins
similaires aux autres sont jugés potentiellement défectueux et nécessitent une étude supplémen-
taire pour réaliser leur diagnostic. Ce raisonnement n’estvrai que si l’on part de l’hypothèse que
la majorité des véhicules sont en état de bon fonctionnement. De plus, Cette méthode consiste à
trouver des modèles individuels pour chaque véhicule indépendamment des autres sans profiter
de la présence simultanée des autres véhicules. D’ailleurs, afin de pouvoir mesurer la simila-
rité entre les véhicules, on suppose que ces derniers peuvent être représentés exactement par
le même nombre de composantes principales. Cependant, pourdes véhicules opérant dans des
conditions d’exploitation différentes, ce n’est généralement pas le cas.

Dans le même esprit, les auteurs de [Byttner et al., 2009] proposent d’identifier le véhi-
cule en mauvais fonctionnement en comparant les coefficients du modèle linéaire décrivant son
comportement aux coefficients moyens calculés à partir des modèles des autres véhicules. Un
critère permettant de juger de la proximité des coefficientsdes différents modèles est proposé.
Cependant, encore une fois l’apprentissage des modèles se fait pour chaque véhicule indépen-
damment les uns des autres sans tenir compte de l’effet parc.De plus, les modèles de tous les
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véhicules doivent faire intervenir les mêmes variables afinde pouvoir comparer leurs coeffi-
cients. C’est une hypothèse assez restrictive, ne permettant pas de comparer les modèles des
véhicules soumis à des conditions d’exploitation différentes.

1.3.4 Utilisation d’un modèle unique de bon fonctionnement

Dans [Chu et Gorinevsky, 2010], les auteurs ont proposé de construire un modèle unique
décrivant les performances d’un ensemble d’avions en s’appuyant sur une large base de données
historique collectée sur des avions du même type. La détection des anomalies de fonctionnement
d’un avion se fait alors en comparant les mesures faites sur cet avion aux valeurs attendues
calculées à partir du modèle prédéfini. Cependant, encore une fois, la méthode proposée suppose
que les avions opèrent tous dans les mêmes conditions et on nesait pas l’adapter aux cas où les
conditions de l’environnement peuvent être assez différentes.

1.3.5 Classification et détection de nouveauté

Dans [Sawicki et Zak, 2009], les auteurs utilisent une classification en quatre classes de
l’état de fonctionnement d’un ensemble de véhicules (parfait, bon, acceptableetmauvais) pour
établir des règles de la logique floue permettant d’identifier l’état de fonctionnement de nou-
veaux véhicules. Cette méthode rejoint l’effet parc dans lesens où on utilise l’information issue
du nouveau véhicule conjointement avec celle acquise d’autres véhicules pour pouvoir identi-
fier son état de fonctionnement. Cependant, pour les véhicules utilisés pour l’établissement des
règles de décision, l’identification de leur état de fonctionnement se fait par les experts, pour
chaque véhicule, indépendamment l’un de l’autre, sans tenir compte de l’effet parc. De plus,
cette méthode ne permet que de juger de l’état de fonctionnement d’un véhicule sans identifier,
dans le cas de mauvais fonctionnement, le composant en défaut.

Une méthode pour le diagnostic d’un ensemble d’équipementsdans plusieurs centrales de
production d’énergie est proposée dans [Abu-el zeet et Patel, 2006]. La méthode s’appuie sur le
principe de détection de nouveauté qui consiste, en un premier temps à identifier des classes de
bon fonctionnement d’un système, puis à essayer d’attribuer chaque observation du système à
l’une de ces classes : celles qui ne sont attribuées à aucune classe correspondent à une nouveauté
et, en d’autres termes, à un dysfonctionnement du système. Un état de l’art assez complet sur les
différentes méthodes de détection de nouveauté a été publiédans [Markou et Singh, 2003a,b].
La méthode proposée dans [Abu-el zeet et Patel, 2006] est constituée des étapes suivantes :

– une base de données par centrale est construite : elle est constituée de mesures faites par
des capteurs placés aux mêmes endroits sur différents composants des centrales ;

– les données de chaque base sont centrées et réduites selon les moyennes et les écarts types
calculés sur cette base de données séparément des autres bases ;

– une base de données correspondant à la concaténation des bases de données centrées et
réduites de toutes les centrales est formée ;

– des classes ditesgénériquessont ensuite obtenues à partir de la base de données ainsi
construite.

Ainsi, le diagnostic de fonctionnement d’une centrale se fait par classification : si les données
collectées sur cette centrale appartiennent aux classes génériques associées au bon fonction-
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nement, la centrale est qualifiée en état de bon fonctionnement. Sinon, la centrale est jugée en
mauvais fonctionnement et un signal d’alarme est envoyé à uningénieur de contrôle pour l’aler-
ter.
Cependant, les auteurs ne donnent pas de définition claire pour le terme classes génériques et
on ne trouve aucun détail sur la méthode d’apprentissage permettant de déterminer le nombre
de ces classes génériques. De plus, les auteurs évoquent l’idée de l’adaptation des classes
construites afin de tenir compte des données d’une nouvelle centrale sauf qu’ils ne détaillent
pas la procédure permettant cette adaptation.

1.4 Définitions et notations pour l’effet parc

Dans ce manuscrit, on considère le cas où les modèles physiques réels des machines à sur-
veiller ne sont pas disponibles et on suppose qu’on dispose d’une base de données associées
aux mesures permettant de caractériser l’état de fonctionnement des machines. On suppose de
plus que les mêmes grandeurs sont mesurées pour les différentes machines d’un parc. De plus,
on part de l’hypothèse que les données récupérées correspondent à des états de bon fonctionne-
ment des différentes machines. Dans le but du diagnostic d’un parc de machines, on s’intéresse
aux méthodes de diagnostic sans modèle a priori et, en particulier, à l’étape de modélisation.
Cette étape étant primordiale, car elle permettra par la suite de générer les résidus nécessaires à
la détection et à l’isolation des défauts. On suppose que desrelations linéaires peuvent exister
entre les grandeurs mesurées sur les différentes machines.

L’effet parc, en termes de modélisation, consiste à élaborer un modèle générique pour les
machines réputées identiques d’un parc. Bien que cette notion de « généricité» a été évo-
quée par [Fiechter et al., 2003; Hasiewicz et al., 2004], on ne retrouve aucun détail permettant
de définir cette notion. Or, comme précisé dans l’introduction de ce chapitre, on peut définir
un modèle générique comme étant un système de diagnostic unique donnant des résultats sa-
tisfaisants pour toutes les machines d’un parc, dans l’hypothèse où toutes ces machines sont
soumises aux mêmes conditions d’exploitation. Cependant,dans le cas contraire, un modèle
différent pour chaque machine doit être établi tenant compte des conditions de l’environnement
dans lequel se trouve la machine et de l’effet parc. On pense que les modèles décrivant le com-
portement normal des différentes machines possèdent des caractéristiques communes entre eux
(mêmes variables explicatives, des coefficients voisins, etc.). Ces caractéristiques communes et
leurs contributions dans l’explication des sorties des modèles définissent les aspects génériques
des différents modèles.

De façon générale, on peut caractériser la généricité de :
– forte: quand le nombre de caractéristiques communes aux modèles est grand (par exemple,

plus de la moitié du nombre des caractéristiques de chaque modèle) ;
– faible: quand le nombre de caractéristiques communes aux modèles est petit (par exemple,

moins de la moitié du nombre des caractéristiques de chaque modèle).
Un exemple illustrant chaque cas de figure est donné dans les tables1.1et1.2où la notationM j

est utilisée pour référencer le modèle numéroj ( j = 1, . . . ,4). Une case grise au croisement du
systèmeM j et de la caractéristiquei (i ∈ {1,2, . . . ,10}) signifie que le systèmeM j possède la
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caractéristiquei.

Modèle Caractéristique
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

M1

M2

M3

M4

TABLE 1.1 – Exemple d’une généricité forte

Modèle Caractéristique
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

M1

M2

M3

M4

TABLE 1.2 – Exemple d’une généricité faible

Dans l’exemple de la table1.1, les caractéristiques 1, 3, 4, 6, 7 et 10 sont communes aux quatre
modèles. Chacun de ces modèles possède plus de la moitié de ses caractéristiques partagées
avec les autres modèles : c’est ce qu’on appelle la généricité forte. La table1.2donne l’exemple
d’une généricité faible où seules les caractéristiques 3 et10 sont partagées par les modèles.
Elles ne représentent pas une grande proportion du nombre total de caractéristiques de chaque
système.

Il faut noter qu’on ne doit pas s’intéresser seulement aux nombres de caractéristiques com-
munes aux modèles mais aussi à leur contribution dans l’explication des variables des sorties
des modèles. Dans ce cadre, on peut aussi parler de généricité :

– puissante: quand les caractéristiques génériques sont associées auxvariables ayant le
plus grand pouvoir explicatif dans les modèles ;

– réduite: quand les caractéristiques génériques sont associées auxvariables ayant un faible
pouvoir explicatif dans les modèles.

Dans ce travail de recherche, on cherche à étudier les modèles présentant des aspects génériques
puissants. Dans l’autre cas, on pense que l’apport de l’effet parc en terme de modélisation des
machines d’un parc sera négligeable.

On peut aussi penser que certaines caractéristiques, non communes à tous les modèles,
peuvent être partagées par des sous-groupes de modèles. De ce point de vue, on peut aussi
définir deux types de généricité :

– globale: caractéristiques communes aux modèles de toutes les machines ;
– locale: caractéristiques communes aux modèles de quelques machines (dans la table1.1,

la caractéristique 2, commune aux modèlesM1 et M3, traduit ce type de généricité).
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La généricité peut aussi être définie comme étant :
– structurelle: quand on s’intéresse seulement à l’occurrence des variables dans les mo-

dèles ;
– quantitative: quand on s’intéresse à la contribution effective des variables dans les mo-

dèles.
Considérons l’exemple des modèles donnés ci-dessous.

8x1+3x2 +13x3+4x4−15x6−x7+4x9 +6x10 = 0

8x1+13x3 +6x4+2x5−15x6 +3x7−2x9 +2x10 = 0

8x1+3x2 +13x3−x4 +4x5−15x6+2x7 +4x10 = 0 (1.1)

8x1+13x3 +2x4−15x6 +x7 +2x8−2x9−x10 = 0

Si on caractérise la généricité par rapport aux nombres de caractéristiques communes aux mo-
dèles de toutes les machines, la généricitéstructurelleest traduite par la présence des variables
x1, x3, x4, x6, x7 et x10 dans les quatre modèles alors que la généricitéquantitativecorrespond à
la présence des termes 8x1, 13x3 et−15x6 dans tous les modèles.
Si on considère que les variablesxi , i = 1, . . . ,10, intervenant dans les modèles (1.1) ont toutes
le même ordre de grandeur, la valeur du coefficient d’une variablexi reflète alors le pouvoir
explicatif de cette dernière dans les modèles. Ainsi, les modèles (1.1) représentent une géné-
ricité faible car le nombre de caractéristiques communes à tous les modèles (mêmes variables
explicatives et coefficients identiques) est inférieur à lamoitié du nombre de caractéristiques
des différents modèles. Par contre, ces modèles sont associés à une généricité puissante car les
coefficients communs aux modèles sont associés aux variables explicatives ayant le plus grand
pouvoir explicatif dans les modèles. La généricité locale des modèles est définie par les termes
3x2 (commun aux modèles 1 et 3) et−2x9 (commun aux modèles 2 et 4).

En général, deux hypothèses peuvent être faites sur la manière dont l’environnement peut
affecter le fonctionnement des machines et donc la structure de leur modèle. La première est
une hypothèse multiplicative dans le sens où les variables d’environnement n’interviennent pas
de façon explicite dans le modèle d’une machine mais affectent, dans le modèle, les coefficients
de certaines variables propres à la machine. Les variables propres à la machine sont celles me-
surées directement sur la machine (vitesse de rotation d’unmoteur, température de fuite aux
joints, etc.). Les autres variables sont nommées variablesd’environnement (débit du liquide de
refroidissement du circuit primaire dans une centrale nucléaire, vitesse du vent dans un champ
éolien, etc.).

Par contre, la seconde hypothèse est de type additif dans le sens où les variables d’environ-
nement apparaissent comme étant des variables explicatives qui viennent s’ajouter aux variables
propres à une machine pour former le modèle de celle-ci. On peut assez logiquement supposer
que les variables d’environnement ont un pouvoir explicatif moindre que les variables propres
à chaque machine. Compte tenu de cette hypothèse, on pense que, pour des machines réputées
identiques, les modèles décrivant leur comportement normal, sont constitués de trois parties :

– P1 : partie à variables et coefficients communs aux modèles de toutes les machines répu-
tées identiques d’un même parc ;
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– P2 : partie formée par les variables communes aux différentes machines mais à coefficients
variants d’une machine à l’autre ;

– P3 : partie des modèles à structure et coefficients variants d’une machine à une autre.
On pense que le groupeP1 est celui des variables expliquant en majeure partie le fonction-
nement des machines : il s’agit des variables propres aux machines. Les deux autres groupes
de variables particularisent la description du fonctionnement de machines considérées indivi-
duellement : il s’agit des variables d’environnement ayantun faible pouvoir explicatif dans les
modèles.
Dans l’exemple des modèles (1.1), la partieP1 est constituée par les termes 8x1, 13x3 et−15x6 ;
la partieP2 est constituée par les variablesx4, x7 et x10 alors que les variablesx2, x5, x8 et x9
sont candidates pour la partieP3.

Tenant compte des trois parties constituant le modèle d’unemachine, un point bénéfique de
l’effet parc peut être évoqué : la facilité de l’établissement du modèle d’une nouvelle machine
venant s’ajouter au parc. En fait, la partieP1 forme la partie essentielle de ce modèle et les
variables constituant la partieP2 apparaissent comme variables explicatives dans le modèle de
la nouvelle machine. Ainsi, afin d’établir le modèle de la nouvelle machine, il faut seulement
identifier les coefficients des variables de la partieP2 et trouver la partieP3 appropriée. On
bénéficie alors des connaissances acquises d’un parc de machine pour établir le modèle d’une
nouvelle machine. Cette idée rappelle la notion d’apprentissage par transfert de connaissance
qui a été évoquée pour la première fois dans« Learning to Learn» Workshop4. On extrait la
connaissance d’une ou plusieurs machines pour l’appliquersur une nouvelle machine [Thrun,
1996; Cao et al., 2010] comme le montre la figure1.6.

Machine 1 MachineQ MachineQ+1

Connaissance Modèle
machineQ+1

FIGURE 1.6 – Transfert de connaissance

Pour une vue générale sur les méthodes d’apprentissage par transfert de connaissance, le lecteur
peut se référer à [Pan et Yang, 2009]. Néanmoins, le travail présenté dans ce manuscrit ne porte
que sur l’extraction de la connaissance des différentes machines d’un parc pour l’élaboration
des modèles ayant des caractéristiques génériques et décrivant le comportement normal des ma-
chines du parc.

4. http ://socrates.acadiau.ca/courses/comp/dsilver/NIPS95_LTL/transfer.workshop.1995.html
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La modélisation des machines identiques tenant compte de l’effet parc peut être bénéfique
en terme de diagnostic de ces machines. Plus précisément, comme l’approche de diagnostic par
redondance analytique [Chow et Willsky, 1984; Frank et al., 2000] repose sur la génération de
résidus structurés (sensibles aux défauts de certaines variables et insensibles aux défauts des
autres), on peut profiter de la partieP1 commune à tous les modèles pour générer des résidus
qui sont insensibles aux variables de cette partie et sensibles aux variables des partiesP2 et P3.
Ainsi, un premier pas vers l’obtention d’un système de diagnostic générique sera franchi.

1.5 Conclusion

La surveillance simultanée d’un parc de machines peut être bénéfique pour améliorer la sur-
veillance individuelle des machines. Comme le but final de nos travaux est le diagnostic, on a
présenté à la section1.2un rappel sur les notions fondamentales du diagnostic. Ce dernier doit
être capable à la fois de détecter et d’isoler les défauts du système surveillé.

A la section1.3, un panorama sur les premières pistes abordées dans le cadredu diagnostic
d’un parc de machines montre que la notion de l’effet parc n’est que peu étudiée dans la litté-
rature. Les premiers travaux consistent à juger du bon/mauvais fonctionnement d’un appareil
en se basant sur une seule grandeur mesurée. Cependant, pourdes machines assez complexes,
une telle approche ne peut pas être adoptée vu qu’un seul signal n’est pas suffisant pour refléter
l’état du fonctionnement de la machine. La comparaison des signaux mesurés sur les machines
à des seuils pré-définis est une approche assez simple à utiliser. Néanmoins, cette méthode ne
peut être adoptée que lorsque les machines opèrent sous les mêmes conditions d’exploitation.
La comparaison des modèles deux à deux peut être adoptée pouridentifier une machine poten-
tiellement défectueuse. Cependant, d’une part, les modèles sont identifiés pour chaque machine
indépendamment des autres sans tenir compte de l’effet parcet, d’autre part, la méthode ne
permet pas de réaliser le diagnostic de la machine défectueuse. Un modèle unique décrivant
le bon fonctionnement de toutes les machines d’un parc ne peut être utilisé que si toutes les
machines opèrent dans les mêmes conditions. L’analyse de latendance des signaux peut per-
mettre d’identifier un composant défectueux. Cependant, les tendances correspondant à tous
les états de fonctionnement des machines, sous les différentes conditions d’exploitation pos-
sibles, doivent être connues a priori. Finalement, l’approche par détection de nouveauté utilise
des classes dites« génériques» décrivant le bon fonctionnement d’un ensemble de machines.
L’identification d’une machine en mauvais fonctionnement revient alors à un problème de clas-
sification. Néanmoins, elle ne permet pas d’identifier le composant défectueux d’une machine
jugée en mauvais fonctionnement et aucun détail permettantde définir les classes génériques
n’est fourni. Les travaux présentés dans ce manuscrit constituent une étape préalable à l’utilisa-
tion de l’effet parc pour le diagnostic.

La conception d’un système de diagnostic générique pour l’ensemble des machines d’un
parc repose, en l’absence d’équations physiques connues, sur l’élaboration d’un modèle géné-
rique décrivant le comportement normal de ces machines. Lesdéfinitions liées à la généricité
sont données à la section1.4. Dans le chapitre suivant, des méthodes permettant la modélisation
d’un parc de machines et l’identification des caractéristiques génériques sont présentées.
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2.1 Introduction

L’étude d’un système réel (automobiles, avions, centralesnucléaires etc.) passe par une
phase de modélisation visant à obtenir une représentation mathématique permettant de décrire
son fonctionnement. Ce chapitre est consacré à l’identification de modèles linéaires décrivant le
comportement normal d’un parc de machines réputées identiques. Les modèles linéaires, étu-
diés depuis de très nombreuses années, présentent l’avantage d’être faciles à manipuler. Comme
mentionné dans le chapitre précédent, à la section1.4, on pense que pour des machines répu-
tées identiques, les modèles décrivant leur comportement normal peuvent partager des parties
communes entre eux (même variables explicatives avec des coefficients voisins et ayant la plus
grande contribution dans l’explication des modèles).

Dans le cadre de l’identification simultanée d’un ensemble de modèles partageant des par-
ties communes, plusieurs approches sont proposées dans la littérature. Toutes ces méthodes
traitent le cas de modèles multi-entrées/mono-sortie et s’appuient sur une généralisation de la
méthode LASSO [Tibshirani, 1996] utilisée, en général, pour faire la sélection de variableslors
de l’établissement d’un modèle d’une machine. Quand la structure commune aux modèles est
connue a priori, les auteurs de [Evgeniou et al., 2007] proposent de minimiser un critère qui
prend en compte la norme 2 de l’écart entre les vecteurs des coefficients des modèles et ceux
d’un modèle moyen. Dans le cas où les modèles des différentesmachines ont tous la même
structure et des coefficients voisins, des méthodes permettant d’identifier les coefficients de ces
modèles sont proposées dans [Obozinski, 2007; Argyriou et al., 2007; Liu, 2009]. Ces méthodes
s’appuient sur la minimisation, en plus de l’erreur résiduelle quadratique, de la norme (2,1) de
la matrice regroupant en ses colonnes les vecteurs des coefficients de tous les modèles. Les au-
teurs constatent que cette opération permet d’identifier lastructure commune aux modèles des
différentes machines. Afin de ne pas imposer une même structure pour tous les modèles, les
auteurs de [Kim, 2010; Obozinski, 2011] proposent de minimiser la somme des normes (2,1)
des matrices formées par les groupes de coefficients partagés par les modèles. Une méthode
permettant d’identifier à la fois les structures des différents modèles ainsi que les coefficients
qu’ils partagent ensembles est proposée dans [Jalali, 2010]. Cette méthode se base sur la mi-
nimisation d’un critère combinant des normes (1,1) et (1,∞) des vecteurs des coefficients des
modèles.

A la section2.2, on présente différentes méthodes, dont certaines s’inspirent de la technique
de régularisation, afin d’identifier des modèles multi-entrées/mono-sortie ayant des parties com-
munes. On présente, à la section2.3, on développe une méthode permettant l’identification de
modèles multi-entrées/multi-sorties tenant compte des parties communes qu’ils peuvent parta-
ger. A notre connaissance, aucune approche n’a été proposéedans la littérature pour résoudre
un tel problème.
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2.2 Modélisation des systèmes multi-entrées/mono-sortie

2.2.1 Notations et rappel sur la régression linéaire multiple

On cherche à trouver un modèle permettant d’expliquer une variabley à partir demvariables
explicatives notéesxi (i = 1, . . . ,m). En absence de bruit de mesure sur les variables, on note
y∗ = [y(1)∗, . . . ,y(k)∗, . . . ,y(n)∗]T ∈ Rn le vecteur contenant lesn valeurs de la variabley et
X∗ ∈ Rn×m la matrice dont les colonnes sont associées aux valeurs théoriques des variablesxi .
La relation existant entrey∗ et X∗ s’écrit :

y∗ = X∗θ (2.1)

où θ est le vecteur des coefficients. Cependant, en pratique, lesmesures faites sur les va-
riablesy et/ou surxi (i = 1, . . . ,m) sont généralement entachées de bruits de mesure. On se
place dans le cas où les erreurs de mesure sont reportées uniquement sury et on notey =
(y(1), . . . ,y(k), . . . ,y(n))T ∈ Rn le vecteur contenant lesn mesures disponibles de la variable
y et X la matrice dont les colonnes sont associées aux mesures des variablesxi . Le modèle
recherché est donc de la forme :

y = Xθ + ε (2.2)

où θ = (θ1, . . . ,θi , . . . ,θm)T ∈ Rm est le vecteur des coefficients recherchés,ε ∈ Rn est le
vecteur associé aux erreurs de mesure. Siθ̂ représente un estimé du vecteurθ , on notera
ŷ = (ŷ(1), . . . , ŷ(k), . . . , ŷ(n))T l’estimée de la variabley :

ŷ = Xθ̂ (2.3)

On définit le vecteur résidu comme étant l’écart entre les vecteursy et ŷ :

e= y− ŷ (2.4)

La méthode des moindres carrés permet d’obtenir une estimation du vecteur des coefficientsθ .
Elle consiste à minimiser la somme des erreurs résiduelles quadratiques. Le problème à résoudre
s’écrit :

θ̂ = argmin
θ

1
2
‖y−Xθ‖2

2 (2.5)

où, pour un vecteurz∈Rn, ‖z‖2 désigne sa norme euclidienne. L’estiméθ̂ =
(
θ̂1, . . . , θ̂i , . . . , θ̂m

)T

du vecteurθ peut être obtenu, sous condition que la matriceX soit de plein rang colonne, selon :

θ̂ =
(
XTX

)−1
XTy (2.6)
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Chapitre 2. Apprentissage multi-tâche de modèles linéaires

Le critère résiduel moyen est calculé selon :

J =
1
n

eTe (2.7)

Sous condition que le vecteurε associé au bruit de mesure soit de moyenne nulle et de matrice
de variance/covariance de la formeσ2

ε Im (Im désigne la matrice d’identité de dimensionm×m),
on peut montrer que :

– le vecteurθ̂ est un estimateur non biaisé deθ
(
E(θ̂) = θ

)
,

– sa matrice de variance/covariance est :

Σθ =
(
XTX

)−1 σ2
ε . (2.8)

Sachant qu’on ne dispose pas généralement de la valeur exacte deσ2
ε , on peut l’estimer selon :

σ̂2
ε =

1
n−m

eTe. (2.9)

Ainsi, il suffit de remplacer la varianceσ2
ε par son estimée (2.9) dans l’expression (2.8) pour

obtenir une approximation de la matrice de variance/covariance du vecteur des coefficients :

Σ̂θ =
(
XTX

)−1 σ̂2
ε . (2.10)

La variance estimée d’un coefficientθ̂i est leièmeélément de la diagonale deΣ̂θ . Pour simplifier
les notations, on notêσ2

i cette variance. On peut déterminer un intervalle de confiance pour
chaque coefficient̂θi en se basant sur la statistique [Lebart et Fénelon, 1975; Draper et Smith,
1981] :

θ̂i −θi

σ̂i
∼ Ta(n−m−1) (2.11)

où Ta(n−m−1) désigne, pour un seuil de confiance(1−a), la loi de Student à(n−m−1)
degrés de liberté. Ainsi l’intervalle de confianceIi d’un coefficientθ̂i est obtenu selon :

Ii =
[
θ̂i − taσ̂i ; θ̂i + taσ̂i

]
(2.12)

où ta est une valeur que l’on peut déterminer selon le seuil de confiance souhaité à partir de la
table de la loi de Student.
Le coefficientR2 de détermination multiple reflétant la qualité du modèle de régression construit
est défini par :

R2 =

n
∑

k=1
(ŷ(k)−y)2

n
∑

k=1
(y(k)−y)2

(2.13)

oùy désigne la moyenne du vecteury. Le coefficientR2 correspond au rapport entre la variance
expliquée par le modèle de régression et la variance totale de la variable expliquée. Il est compris
entre 0 et 1. Ainsi, dans le cas idéal, en absence de bruit de mesure,R2 = 1. Un modèle ayant
une mauvaise qualité d’estimation possède un coefficient dedéterminationR2 proche de 0.
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2.2. Modélisation des systèmes multi-entrées/mono-sortie

2.2.2 Elaboration des modèles après identification de leursparties com-
munes

Dans ce paragraphe, on se situe dans le cas où les structures des modèles décrivant le com-
portement normal des machines sont connues. On suppose que l’on dispose deQ bases de
données comportant chacunenq (q= 1, . . . ,Q) mesures d’une variableyq à estimer à partir d’un
ensemble dem variableszq

i (i = 1, . . . ,m). On noterayq le vecteur contenant lesnq mesures de
la variableyq, zq

i le vecteur contenant les mesures de la variablezq
i et Zq =

(
zq
1, . . . ,z

q
i , . . .z

q
m
)
.

Le modèle expliquant la variableyq s’écrit :

ŷq = Xqθ̂q (2.14)

avec
Xq = ZqSq (2.15)

où Sq ∈ Rm×mq est une matrice de sélection qui permet de choisir dansZq les mq colonnes
associées aux variables explicatives contribuant à expliquer la variableyq. On noteXq∈Rnq×mq

la matrice constituée par lesmq colonnes en question. On noteJ q l’ensemble dont les éléments
sont les indices desmq colonnes choisies. On introduit aussi la fonctionf q faisant correspondre
à la valeuri ∈ J q son indice dans l’ensembleJ q. La matriceSq est uniquement constituée de 0
et de 1, où la position des 1 indique les variables à sélectionner. Par exemple, pour sélectionner
les variables 2 et 4 parmi 5 variables,mq = 2, l’ensembleJ q est égal à{2,4} avec f q(2) = 1 et
f q(4) = 2 et la matriceSq est définie par :

Sq =

[
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0

]T

.

Remarque 2.1.Par la suite, on notera xqi (i ∈ J q) les colonnes de Xq et on utilisera les mêmes
définitions données au paragraphe2.2.1 en ajoutant aux différentes grandeurs l’exposant q
pour faire référence au numéro de la machine. La seule différence à citer est que la variance

σ̂q2

i estimée d’un coefficient̂θq
i (i ∈ J q) sera donnée par le terme numéro fq(i) de la diagonale

de la matrice de variance/covariance estiméeΣ̂q
θ du vecteurθ̂q (2.10).

On propose aux paragraphes2.2.2.2à 2.2.2.4des méthodes pour identifier les modèles des
différentes machines en se basant sur une connaissance a priori des parties communes partagées
par les modèles. Cette connaissance des parties communes aux modèles est obtenue suite à une
phase d’analyse (paragraphe2.2.2.1) des modèles obtenus par la méthode des moindres carrés
appliquée sur les données de chaque machine indépendammentles unes des autres.

2.2.2.1 Identification des parties communes aux modèles

Connaissant les structures des modèles décrivant le comportement normal des différentes
machines, la méthode des moindres carrés appliquée sur les données de chaque machine indé-
pendamment les unes des autres permet d’obtenir des estimations des coefficients de ces mo-
dèles. Une phase d’analyse des coefficients des modèles ainsi obtenus peut permettre d’iden-
tifier les coefficients voisins dans les différents modèles.Cette phase d’analyse peut être une
comparaison de l’écart entre les coefficients d’une même variable dans deux modèlesq et ℓ à
un seuil prédéfini :
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– si
∣
∣θ̂q

i − θ̂ ℓ
i

∣
∣< δi , les coefficientŝθq

i et θ̂ ℓ
i sont considérés identiques (pouri ∈ J q∩J ℓ),

– sinon, les coefficientŝθq
i et θ̂ ℓ

i sont différents.

De manière générale, les coefficients des modèles n’ont pas le même ordre de grandeur et on a
autant de seuilsδi à fixer que de variables explicatives intervenant dans les modèles. Cependant,
on peut penser à fixer un seuil uniqueδ si on utilise l’écart relatif entre les coefficients :

– si

∣
∣θ̂q

i − θ̂ ℓ
i

∣
∣

∣
∣
∣m̂

q,ℓ
i

∣
∣
∣

< δ (m̂q,ℓ
i désigne la moyenne entre les deux coefficients estimésθ̂q

i et θ̂ ℓ
i

si cette moyenne n’est pas nulle), les coefficientsθ̂q
i et θ̂ ℓ

i sont voisins (le choix de la
moyenne des deux coefficients dans le dénominateur n’est pasrestrictif, on peut aussi
utiliser l’un des deux coefficients par exemple),

– sinon, les coefficientŝθq
i et θ̂ ℓ

i sont différents.

Un autre moyen de déterminer que les deux coefficientsθ̂q
i et θ̂ ℓ

i sont voisins est de tester si
une intersection non vide existe entre leurs intervalles deconfianceIq

i etIℓ
i (2.12). On noteIq

i =

[bq
i ; b

q
i ] où bq

i et b
q
i désignent respectivement la borne inférieure et supérieure de l’intervalle

Iq
i . De la même façon, on noteIℓ

i = [bℓ
i ; b

ℓ
i ]. L’intersection entre les intervalles de confiance

I
q
i etIℓ

i se fait de la façon suivante :

– on posebq,ℓ
i =max

(
bq

i , bℓ
i

)
et b

q,ℓ
i =min

(

b
q
i , b

ℓ
i

)

,

– sibq,ℓ
i ≤ b

q,ℓ
i , l’intersection des intervalles de confiance, notéeIq,ℓ, est égale à l’intervalle

[bq,ℓ
i ; b

q,ℓ
i ] ; sinon l’intersection est vide.

Les coefficientŝθq
i et θ̂ ℓ

i sont voisins si une intersection non vide existe entre leursintervalles
de confiance. De cette façon, les coefficients voisins des modèles de n’importe quel couple de
machines sont identifiés.

Cette méthode assez simple à implémenter peut être adoptée pour identifier la partie com-
mune à tous les modèles et peut alors constituer une étape préliminaire pour la méthode pro-
posée par [Liu, 1996] pour l’identification des paramètres de deux modèles en se basant sur
leur partie commune connue a priori. On noteJ = J 1∩ · · · ∩J Q, l’ensemble des indices des
variables apparaissant dans les modèles de toutes les machines etIq

i = [bq
i ; b

q
i ], q = 1, . . . ,Q.

L’intersection entre les intervalles de confianceI
q
i , ∀ q, se fait de la façon suivante :

– on posebi = max
(

b1
i , . . . ,b

q
i , . . . ,b

Q
i

)

etbi = min
(

b
1
i , . . . ,b

q
i , . . . ,b

Q
i

)

, pour touti ∈ J ,

– si bi ≤ bi , l’intersection des intervalles de confiance, notéeIi , est égale à l’intervalle
[bi ; bi ] ; sinon l’intersection est vide.

Les coefficientŝθq
i (q = 1, . . . ,Q) pour lesquels il existe une intersection non vide de leurs in-

tervalles de confiance ont des valeurs voisines dans les modèles de toutes les machines.
Il faut noter que moins il y a d’observations disponibles lors de l’identification des modèles de
chaque base plus les intervalles de confiance des différentscoefficients sont larges. La proba-
bilité de trouver une intersection non vide entre les intervalles devient alors élevée et tous les
coefficients seront considérés communs à tous les modèles. On peut donc penser qu’un modèle
unique peut représenter le fonctionnement normal de toutesles machines du parc.
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2.2.2.2 Identification des modèles ayant une partie commune

On noteρ le nombre de coefficients ayant des valeurs voisines dans tous les modèles. De
nouveaux modèles pour les machines peuvent être obtenus en forçant l’égalité desρ coefficients
voisins. On partitionne chaque matriceXq (q= 1, . . . ,Q) en deux matrices notéesUq etVq telles
que :

Uq = XqSq
ρ et Vq = XqSq

ρ

oùSq
ρ ∈Rmq×ρ est la matrice de sélection desρ variables deXq formant la partie commune aux

modèles expliquant la variableyq dans toutes les bases de données.Sq
ρ ∈ Rmq×(mq−ρ) permet

la sélection des variables deXq pour lesquelles le coefficient n’est pas le même dans tous les
modèles.
Pour obtenir les nouveaux modèles ayant des coefficients identiques (ceux pour lesquels une in-
tersection non vide de leurs intervalles de confiance existe), on propose de résoudre le problème
suivant (ceci rejoint les travaux de [Liu, 1996]) :

ϑ̂ = argmin
ϑ

1
2
‖y−Xϑ‖2

2 (2.16)

avec :

y =








y1

y2

...
yQ








, X =








U1 V1 0 · · · 0

U2 0 V2 . . .
...

...
...

. . . . . . 0
UQ 0 · · · 0 VQ








et ϑ =










υ
υ1

υ2

...
υQ










(2.17)

où υ correspond au vecteur desρ coefficients jugés voisins dans tous les modèles etυq (q =
1, . . . ,Q) sont les vecteurs desmq−ρ coefficients restants. L’estimé̂ϑ du vecteurϑ est obtenu
par la méthode des moindres carrés selon :

ϑ̂ =
(
X TX

)−1
X Ty. (2.18)

Remarque 2.2.La matriceX TX est inversible car la matriceX est de plein rang colonnes,
cette dernière étant construite à partir des colonnes des matrices Xq qui ont été supposées
indépendantes.

De nouvelles estimées des variablesyq (q = 1, . . . ,Q) sont alors disponibles. Elles sont
données par :

ŷq = (Uq Vq)

(
υ̂
υ̂q

)

(2.19)

où υ̂ et υ̂q correspondent aux estimés des vecteursυ et υq respectivement.
De nouveaux vecteurs résidus sont alors obtenus :

eq = yq− ŷq, q = 1, . . . ,Q (2.20)

Remarque 2.3.Par la suite, on utilisera la notation MC en indice pour faireréférence aux
modèles obtenus par application de la méthode des moindres carrés sur chaque base de données
indépendamment les unes des autres.
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Afin de valider notre choix de la partie considérée commune à tous les modèles, on peut
utiliser un critère s’appuyant sur les statistiques définies selon les formules (2.21) et (2.22)
[Lebart et Fénelon, 1975] :

DMC =
Q

∑
q=1

eqT

MCeq
MC (2.21)

D =
Q

∑
q=1

eqTeq (2.22)

La quantité
1

σ2DMC suit une loiχ2 à (N−M) degrés de liberté oùN =
Q
∑

q=1
nq est le nombre

total d’observations disponibles,M =
Q
∑

q=1
mq est le nombre de variables explicatives constituant

les modèles dans toutes les bases de données etσ2 est la variance résiduelle tenant compte de

toutes les données. La quantité
1

σ2(D−DMC) suit une loiχ2 à ((Q−1)ρ) degrés de liberté.

On peut en déduire que :

N−M
(Q−1)ρ

·
D−DMC

DMC

∼ Fa((Q−1)ρ,N−M) (2.23)

oùFa((Q−1)ρ,N−M) désigne la loi de Fisher pour un seuil de confiance (1−a) avec((Q−
1)ρ,N−M) degrés de liberté. Le critère de validation consiste à accepter l’hypothèse que les
coefficients jugés voisins peuvent être considérés identiques si :

N−M
(Q−1)ρ

·
D−DMC

DMC

≤ Fa (2.24)

où Fa est une valeur que l’on peut déterminer selon le seuil de confiance souhaité.

Exemple 2.1(Identification des modèles partageant une partie commune)
On a généré 4 bases de données, à 285 observations chacune, correspondant aux modèles dont
les coefficientsθq

i sont donnés à la table2.1. Ces modèles expliquent à chaque fois une variable
de sortie notée y∗

q
, q= 1, . . . ,4, à partir de mq variables d’entrée.

q
i

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 -4 8 3 3.2 2 1 1 1 1 5 5 0.5
2 1 8.1 3.1 3.1 2.4 -0.9 -0.5 -0.6 -0.9 4.9 0.5 5.1 1.5
3 -2 7.9 3 3.2 -0.5 0.4 0.9 0.6 0.5 5.2 4.9 1
4 2 8 2.9 3 0.5 -1 -1.2 -0.7 -1.3 5.1 5.1 1

TABLE 2.1 – Coefficientsθq
i des modèles utilisés pour générery∗

q

Dans cette table, l’indice i est le numéro de la variable explicative avec i= 0 correspondant à
la constante du modèle. Les cases vides correspondent au casoù une variable n’intervient pas
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dans le modèle. Les signaux xq
i ont des amplitudes qui varient entre 4 et 8 et des corrélations

non négligeables existent, d’une part, entre les signaux xq
2 et xq3 et, d’autre part entre les signaux

xq
5 à xq

8 et enfin entre les signaux xq
9 et xq11 (q = 1, . . . ,4). On a supposé la présence de bruits de

mesure de moyenne nulle et de variance égale à 5% de la plage devariations des signaux y∗
q
.

Supposant connues les structures des modèles, les coefficients obtenus par application de la
méthode des moindres carrés sur chaque base de données indépendamment les unes des autres
sont donnés à la table2.2. Cette dernière comprend aussi les valeurs des coefficientsde cor-
rélation (notés cqMC) entre chaque variableyq et son estimée ainsi que les racines carrés des
critères résiduels JqMC (2.7).

q
i

Jq
MC cq

MC0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 -2.8 8.1 2.9 3.2 1.9 0.8 1.1 1.0 0.9 4.8 5.0 0.5 0.057 0.997
2 2.2 7.9 3.0 3.1 2.3 -1.0 -0.4 -0.6 -0.9 4.8 0.4 5.3 1.50.060 0.996
3 -1.3 7.9 3.0 3.1 -0.5 0.2 0.9 0.7 0.5 5.0 4.9 0.90.052 0.997
4 1.7 7.9 2.7 3.2 0.5 -1.0 -1.2 -0.7 -1.3 5.1 5.1 1.0 0.051 0.998

TABLE 2.2 – Caractéristiques des modèles identifiés par la méthodedes moindres carrés sur
chaque base de données indépendamment les unes des autres

Les intervalles de confiance à 99% pour les coefficients des 4 modèles sont donnés à la table
2.3.

I1
0 [-4.2 ;-1.3]

I1
1 [7.9 ;8.2]

I1
2 [2.6 ;3.3]

I1
3 [2.9 ;3.5]

I1
4 [1.7 ;2.1]

I1
5 [0.5 ;1.2]

I1
6 [0.9 ;1.2]

I1
7 [0.9 ;1.2]

I1
8 [0.8 ;1.1]

I1
9 [4.5 ;5.2]

I1
10

I1
11 [4.7 ;5.3]

I1
12 [0.3 ;0.7]

I1
13

I2
0 [0.6 ;3.7]

I2
1 [7.8 ;8.1]

I2
2 [2.7 ;3.4]

I2
3 [2.8 ;3.4]

I2
4 [2.1 ;2.5]

I2
5 [-1.4 ;-0.7]

I2
6 [-0.6 ;-0.3]

I2
7 [-0.7 ;-0.40]

I2
8 [-1.0 ;-0.7]

I2
9 [4.4 ;5.1]

I2
10 [0.2 ;0.6]

I2
11 [4.9 ;5.6]

I2
12

I2
13 [1.3 ;1.7]

I3
0 [-2.7 ;0.1]

I3
1 [7.7 ;8.0]

I3
2 [2.7 ;3.3]

I3
3 [2.9 ;3.4]

I3
4 [-0.7 ;-0.3]

I3
5 [-0.1 ;0.6]

I3
6 [0.7 ;1.01]

I3
7 [0.5 ;0.9]

I3
8 [0.4 ;0.7]

I3
9 [4.7 ;5.3]

I3
10

I3
11 [4.7 ;5.2]

I3
12

I3
13 [0.8 ;1.2]

I4
0 [0.6 ;2.8]

I4
1 [7.8 ;8.2]

I4
2 [2.5 ;3.0]

I4
3 [2.9 ;3.4]

I4
4 [0.3 ;0.7]

I4
5 [-1.3 ;-0.7]

I4
6 [-1.3 ;-1.0]

I4
7 [-0.8 ;-0.5]

I4
8 [-1.5 ;-1.1]

I4
9 [4.9 ;5.4]

I4
10

I4
11 [4.9 ;5.4]

I4
12 [0.9 ;1.2]

I4
13

TABLE 2.3 – Intervalles de confiance à 99% des coefficients des modèles

Une intersection non vide existe entre les intervalles de confiance des coefficients de la variable
xq

1, q = 1, . . . ,4. Il en est de même pour les coefficients des variablesxq
2, xq

3, xq
9 et xq

11. Les in-
tersections des intervalles de confiance des coefficients deces variables sont données à la table
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2.4.

I1 [7.9 ;8.0]
I2 [2.7 ;3.0]
I3 [2.9 ;3.4]
I9 [4.9 ;5.1]
I11 [4.9 ;5.2]

TABLE 2.4 – Intersection des intervalles de confiance

Les coefficients de chacune des variablesxq
1, xq

2, xq
3, xq

9 et xq
11 sont jugés alors voisins dans tous

les modèles. On a ré-estimé les coefficients des modèles en utilisant (2.17) et (2.18). Les résul-
tats de l’application des nouveaux modèles sont donnés à la table2.5.

q
i

Jq cq
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 -2.6 7.9 2.9 3.2 1.9 0.8 1.1 1.0 0.9 4.9 5.1 0.4 0.058 0.997
2 2.2 7.9 2.9 3.2 2.3 -1.0 -0.5 -0.6 -0.9 4.9 0.4 5.1 1.50.060 0.996
3 -1.5 7.9 2.9 3.2 -0.5 0.2 0.9 0.7 0.5 4.9 5.1 1.00.053 0.997
4 1.6 7.9 2.9 3.2 0.5 -0.9 -1.2 -0.7 -1.3 4.9 5.1 1.1 0.052 0.997

TABLE 2.5 – Caractéristiques des modèles identifiés en tenant compte de la partie commune

On remarque que les critères résiduels et les coefficients decorrélation entre la variableyq

et son estimée sont quasiment identiques à ceux donnés à la table 2.2. Les nouveaux modèles,
bien que prenant en compte des contraintes de proximité, expliquent aussi bien les variablesyq

que ceux obtenus par la méthode des moindres carrés appliquée sur chaque base de données
indépendamment les unes des autres.
Les valeurs des statistiquesDMC et D obtenues d’après (2.21) et (2.22) sont respectivement :
62.7 et 63.6. Afin de pouvoir confirmer l’hypothèse que les coefficients des variablesxq

1, xq
2, xq

3,
xq

9 etxq
11 peuvent être considérés identiques dans tous les modèles, il faut queDMC etD vérifient

(2.24). Dans notre application : N= 1140, M = 49 (45 variables explicatives et une constante
dans le modèle de chaque base de données), Q= 4 et ρ = 5. Avec un niveau de confiance de
99%, la valeur deFa((Q−1)ρ,N−M) est égale à 2.05. Les valeurs deDMC etD doivent alors
vérifier :

(1140−49)
3×5

D−DMC

DMC

≤ 2.05.

Or comme
(1140−49)

3×5
D−DMC

DMC

= 1.01, la dernière inéquation est vérifiée : le choix de la

partie commune aux modèles expliquant la variableyq dans les différentes bases de données est
alors justifié.

Jusqu’à maintenant, les coefficients pour lesquels une intersection non vide de leurs inter-
valles de confiance dans tous les modèles sont considérés communs aux modèles. Cependant,
on peut juger communs seulement les coefficients pour lesquelles cette intersection constitue

28



2.2. Modélisation des systèmes multi-entrées/mono-sortie

une grande proportion par rapport à l’étendue de leurs intervalles de confiance (ex. plus de
30%). Il est plus logique, par exemple, de juger commun un coefficient θ̂q

i pour lequelIi a une
longueur de 4 quand celle deIq

i , ∀q, ne dépasse pas 5 que quand cette dernière vaut 50. De
plus, en forçant l’égalité de certains coefficients on peut obtenir des nouvelles proximités entre
les coefficients des nouveaux modèles. Ainsi, afin d’identifier les nouveaux modèles partageant
des parties communes, on propose l’algorithme itératif suivant :

1. poserI = 1 et identifierθ̂ (I),q
i = θ̂q

i,MC, i = 1, . . . ,mq et q = 1, . . . ,Q,

2. calculer les intervalles de confianceI(I),q
i , ∀i,q selon (2.12),

3. calculerI(I)
i , l’intersection des intervalles de confiance selon la procédure décrite dans le

paragraphe2.2.2.1,

4. identifier les coefficients pour lesquels la longueur deI
(I)
i est supérieure à 30% de celle

deIq,(I)
i , ∀q et noterJ (I) l’ensemble contenant l’indice de ces coefficients,

5. identifier les nouveaux modèles tenant compte de l’égalité des coefficients dont l’indice
est contenu dansJ (I),

6. poserI = I +1 et répéter les étapes2 à6 tant que le nombre de coefficients pour lesquels
la longueur deI(I)

i est supérieure à 30% de celle deI
q,(I)
i est supérieur à 1 et que le choix

de la partie commune aux modèles reste validé par le test (2.24).

2.2.2.3 Identification des modèles sous contraintes de typeégalité

Les parties pouvant être considérées communes aux modèles des différentes machines sont
connues. Dans ce paragraphe, on propose une autre méthode afin d’identifier les modèles des
différentes machines en imposant des contraintes de type égalité sur les coefficients jugés voi-
sins. Le problème à résoudre s’écrit alors sous la forme :

θ̂ = argmin
θ

1
2
‖y−Xθ‖2

2

s.c. Cθ = 0
(2.25)

où :

θ =








θ1

θ2

...
θQ








∈ RM, y =








y1

y2

...
yQ








∈ RN et X =








X1 0 · · · 0

0 X2 . . .
...

...
. .. . . . 0

0 · · · 0 XQ








∈ RN×M.

(2.26)
La matriceC est construite de façon à tenir compte des relations de la formeθq

i −θ ℓ
i = 0 (pour

attribuer aux coefficientsθq
i et θ ℓ

i des modèlesq et ℓ la même valeur) ouθq
i = 0 (pour annuler

la contribution de la variablexq
i dans le modèle).C ∈ Rd×M est formée uniquement par les

éléments -1, 0 et 1 (d est le nombre total de contraintes à imposer). Prenons l’exemple de deux
modèles faisant intervenir chacun 5 variables explicatives (supposées les mêmes dans les deux
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Chapitre 2. Apprentissage multi-tâche de modèles linéaires

modèles) et tels queθ1
2 = θ2

2 , θ1
5 = θ2

5 et θ1
3 = 0. Dans ce cas, la matriceC est définie par :

C =





0 1 0 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0



 .

Le lagrangien du problème (2.25) s’écrit :

L =
1
2
‖y−Xθ‖2

2 + µTCθ (2.27)

où µ ∈ Rd est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associés auxcontraintes. Les condi-

tions de stationnarité au premier ordre (
∂L
∂θ

= 0 et
∂L
∂ µ

= 0) conduisent à :

−XT (y−Xθ̂
)
+CT µ̂ = 0 (2.28)

Cθ̂ = 0. (2.29)

On a alors :
θ̂ =

(
XTX

)−1(
XTy−CT µ̂

)
. (2.30)

Remarque 2.4.La matrice XTX est inversible car la matrice X est de plein rang colonnes,
cette dernière étant construite à partir des colonnes des matrices Xq qui ont été supposées
indépendantes.

Tenant compte des équations (2.29) et (2.30), on obtient, sous condition d’inversibilité de la
matriceCT

(
XTX

)−1
C, l’expression de l’estimé du vecteurµ :

µ̂ =
(

C
(
XTX

)−1
CT
)−1

C
(
XTX

)−1
XTy. (2.31)

En remplaçant̂µ par son expression dans (2.30), on obtient :

θ̂ =

(

IM −
(
XTX

)−1
CT
(

C
(
XTX

)−1
CT
)−1

C

)
(
XTX

)−1
XTy (2.32)

où IM désigne la matrice identité de dimension appropriée.

On noteφ =
1
2
‖y−Xθ‖2

2, l’erreur résiduelle quadratique. Le vecteurθ̂ correspond au minimum

deφ si les conditions de stationnarité au second ordre sont vérifiées. Ces conditions s’écrivent
[Fletcher, 2001] :

θ̂TH (φ) θ̂ ≥ 0 (2.33)

oùH (φ) désigne la matrice hessienne deφ .
CommeH (φ) = XTX, on obtient :

θ̂TH (φ) θ̂ =
∥
∥Xθ̂

∥
∥

2
2 (2.34)

≥ 0 (2.35)
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2.2. Modélisation des systèmes multi-entrées/mono-sortie

Le vecteurθ̂ vérifie les conditions de stationnarité au premier et au second ordre de la fonction
φ et correspond alors à un minimum de cette fonction.
D’après l’équation (2.32), le vecteurθ̂ s’exprime explicitement en fonction du vecteurθ̂MC

selon :

θ̂ =

(

IM −
(
XTX

)−1
CT
(

C
(
XTX

)−1
CT
)−1

C

)

θ̂MC.

On peut utiliser cette dernière équation pour étudier facilement la sensibilité du critèreφ par
rapport à chaque contrainte à imposer.

Sensibilité du critère φ à une contrainte.
On note∆φ = φ −φMC la variation du critère obtenu par la méthode des moindres carrés sous
contraintes égalité par rapport à celui obtenu par la méthode des moindres carrés sur chaque
base de données indépendamment les unes des autres. Il est facile de démontrer que :

∆φ =
1
2

θ̂T
MCC

T
(

C
(
XTX

)−1
CT
)−1

Cθ̂MC. (2.36)

Ainsi, il est facile de connaître l’influence de chaque contrainte (en considérant chaque ligne de
C) sur la variation du critère étudié :
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– siC correspond à une relation de la formeθq
i = 0, la variation du critère s’écrit5 :

∆φ =
1
2

(

θ̂q
i,MC

)2

[(
XqT Xq

)−1
]

ii

, (2.37)

– siC correspond à une relation de la formeθq
i = θ ℓ

i , la variation du critère vaut :

∆φ =
1
2

(

θ̂q
i,MC− θ̂ ℓ

i,MC

)2

[(
XqT Xq

)−1
]

ii
+
[(

XℓT Xℓ
)−1
]

ii

. (2.38)

Les matrices
(

XqT
Xq
)−1

et les vecteurŝθq
MC, q = 1, . . . ,Q étant déterminés pour trouver les

modèles de chaque base de données indépendamment les unes des autres, l’influence de chaque
contrainte sur la variation du critèreφ s’avère une opération simple : sélectionner dans les

matrices
(

XqT
Xq
)−1

et dans les vecteurs des coefficientsθ̂q
MC celui (ou ceux) associé(s) à la

contrainte puis calculer la variation du critèreφ qui en résulte.

Exemple 2.2(Identification des nouveaux modèles avec des contraintes detype égalité)
On reprend les données de l’exemple2.1et on suppose qu’une première phase d’analyse nous
a permis de fixer les contraintes suivantes :

θ1
1 = θ2

1 θ1
1 = θ3

1 θ1
1 = θ4

1
θ1

2 = θ2
2 θ1

2 = θ3
2 θ1

2 = θ4
2

θ1
3 = θ2

3 θ1
3 = θ3

3 θ1
3 = θ4

3
θ2

5 = θ4
5 θ1

6 = θ3
6 θ2

7 = θ4
7

θ1
9 = θ2

9 θ1
9 = θ3

9 θ1
9 = θ4

9
θ1

11 = θ2
11 θ1

11 = θ3
11 θ1

11 = θ4
11

L’application de la formule(2.38) nous permet d’identifier la contrainteθ1
1 = θ3

1 comme celle
ayant la plus grande influence sur la variation du critère résiduel avec∆φ = 1.56 et les
contraintesθ1

1 = θ4
1 , θ1

3 = θ4
3 , θ2

5 = θ4
5 comme celles affectant le moins la variation du cri-

tère résiduel avec∆φ = 0.00. La table2.6 contient la variation du critère résiduel issue de
chaque contrainte imposée. Des contraintes de nullité de coefficients sont aussi imposées :

θ1
10 = 0 θ3

10 = 0 θ4
10 = 0 θ2

12 = 0
θ3

12 = 0 θ1
13 = 0 θ4

13 = 0

L’application de l’équation(2.37) permet d’identifier la contrainteθ4
10 = 0 comme celle ayant

la plus grande influence sur la variation du critère résiduelavec∆φ = 0.67. La contrainte
θ3

12 = 0 est celle aboutissant à la plus petite variation du critère résiduel. On note que les va-
riations du critère résiduel sont calculées par rapport auxmodèles identifiés par la méthode des

5. la notation[A]ii désigne leièmeterme de la diagonale de la matriceA.
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Contrainte ∆φ Contrainte ∆φ Contrainte ∆φ
θ1

1 = θ2
1 0.56 θ1

1 = θ3
1 1.56 θ1

1 = θ4
1 0.00

θ1
2 = θ2

2 0.13 θ1
2 = θ3

2 0.08 θ1
2 = θ4

2 0.02
θ1

3 = θ2
3 0.02 θ1

3 = θ3
3 0.00 θ1

3 = θ4
3 0.17

θ2
5 = θ4

5 0.00 θ1
6 = θ3

6 1.00 θ2
7 = θ4

7 1.28
θ1

9 = θ2
9 0.01 θ1

9 = θ3
9 0.63 θ1

9 = θ4
9 1.431

θ1
11 = θ2

11 0.75 θ1
11 = θ3

11 0.01 θ1
11 = θ4

11 1.27

TABLE 2.6 – Variation du critère résiduel en fonction de chaque contrainte

moindres carrés et faisant intervenir toutes les variablesexplicatives. Ces modèles donnent des
résultats identiques à ceux affichés à la table2.2avec des coefficients quasiment nuls (< 0.05)
devant les coefficients qu’on décide d’annuler.
Les coefficients des modèles estimés en appliquant la formule (2.32), ainsi que les racines car-
rées des critères résiduels des différents modèles et les coefficients de corrélation entre la va-
riable yq et son estimée pour les 4 modèles sont donnés à la table2.7.

q
i

Jq cq
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 -2.6 8.0 3.0 3.2 1.9 0.9 1.0 1.0 0.9 4.9 5.1 0.4 0.058 0.997
2 2.3 8.0 3.0 3.2 2.3 -1.0 -0.4 -0.6 -0.9 4.9 0.4 5.1 1.50.060 0.996
3 -1.5 8.0 3.0 3.2 -0.5 0.2 1.0 0.7 0.5 4.9 5.1 1.00.053 0.997
4 1.6 8.0 3.0 3.2 0.5 -1.0 -1.2 -0.6 -1.3 4.9 5.1 1.1 0.053 0.997

TABLE 2.7 – Caractéristiques des modèles obtenus sous contraintes de type égalité

Les critères résiduels et les coefficients de corrélation entre la variableyq et son estimée sont
quasiment identiques à ceux donnés à la table2.2; les nouveaux modèles expliquent presque
aussi bien les variablesyq que ceux obtenus par la méthode des moindres carrés appliquée sur
chaque base de données indépendamment les unes des autres.

Les équations (2.37) et (2.38) peuvent être utilisées afin d’identifier les contraintes dégradant
le moins la qualité d’estimation des nouveaux modèles des machines par rapport à celle des
modèles obtenus par la méthode des moindres carrés pour chaque machine indépendamment
les unes des autres. Un algorithme séquentiel peut alors être utilisé afin d’élaborer les nouveaux
modèles selon :

1. poserI = 1 et calculerφ (I) la somme des erreurs résiduelles quadratiques obtenues par
les modèles identifiés par la méthode des moindres carrés surchaque base de données
indépendamment les unes des autres,

2. identifier la contrainte aboutissant à la variation∆φ (selon (2.37) ou (2.38)) la plus petite,

3. identifier les coefficients des modèles tenant compte de cette contrainte et calculerφ (I+1),

4. poserI = I + 1 et répéter les étapes2 à 4 jusqu’à satisfaction d’un critère d’arrêt. Ce
dernier peut être du genreφ (I+1) − φ (1) > δ où δ est un seuil prédéfini. On peut aussi
utiliser un test de Fisher comme celui utilisé dans (2.24) comme critère d’arrêt.
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2.2.2.4 Identification des modèles sous contraintes de typeégalité et inégalité

Comme dans le paragraphe précédent, on suppose que les coefficients communs aux mo-
dèles sont identifiés grâce à l’une des approches citées au paragraphe2.2.2.1. On ne cherche
pas dans ce paragraphe à forcer l’égalité des coefficients voisins mais à obtenir des modèles
dans lesquels l’écart entre les coefficients en question esttoujours inférieur à un seuil prédéfini.
On propose alors de résoudre un problème d’optimisation sous contraintes de type égalité et
inégalité :

min
θ

1
2
‖y−Xθ‖2

2

s.c.
∣
∣CT

1 θ
∣
∣≤ ∆

et CT
2 θ = 0

(2.39)

où la notation|.| désigne la valeur absolue et∆ =
(
δ1, . . . ,δ j , . . . ,δC

)T
est un vecteur contenant

les seuils en dessous desquels les coefficients sont considérés voisins. La contrainteCT
2 θ = 0

permet d’annuler certains coefficients des modèles. Plusieurs approches sont proposées dans
la littérature pour résoudre le problème (2.39) [Wilde et Beightler, 1967; Cooper et Steinberg,
1970; Björck, 1996; Coleman et Li, 1996; Zhu and Li, 2007] parmi lesquelles on peut citer des
méthodes qui reposent sur l’activation des contraintes, des méthodes qui consistent à transfor-
mer les contraintes de type inégalité en d’autres de type égalité en ajoutant des variables nom-
mées variables d’écart, d’autres reposant sur les méthodesdes points intérieurs, etc. Il faut noter
que les valeurs des seuilsδ j ( j = 1, . . . ,d) affectent les résultats obtenus comme l’indiquent les
deux cas limites suivants :

– si les seuilsδ j sont trop grands, la solution obtenue correspond à celle de la méthode
des moindres carrés appliquée sur chaque base de données indépendamment les unes des
autres,

– si les seuilsδ j sont quasiment nuls, la solution tend vers celle de la méthode des moindres
carrés sous contraintes de type égalité.

Exemple 2.3(Identification des nouveaux modèles avec des contraintes detype égalité et
inégalité)
On reprend les données de l’exemple2.1et on cherche à estimer les coefficients des modèles de
telle façon que l’écart entre deux coefficients voisins ne dépasse pasδ = 0.1. Les contraintes
s’écrivent :

|θ1
1 −θ2

1 | < δ |θ1
1 −θ3

1 | < δ |θ1
1 −θ4

1 | < δ
|θ2

1 −θ3
1 | < δ |θ2

1 −θ4
1 | < δ |θ3

1 −θ4
1 | < δ

|θ1
2 −θ2

2 | < δ |θ1
2 −θ3

2 | < δ |θ1
2 −θ4

2 | < δ
|θ2

2 −θ3
2 | < δ |θ2

2 −θ4
2 | < δ |θ3

2 −θ4
2 | < δ

|θ1
3 −θ2

3 | < δ |θ1
3 −θ3

3 | < δ |θ1
3 −θ4

3 | < δ
|θ2

3 −θ3
3 | < δ |θ2

3 −θ4
3 | < δ |θ3

3 −θ4
3 | < δ

|θ2
5 −θ4

5 | < δ |θ1
6 −θ3

6 | < δ |θ2
7 −θ4

7 | < δ
|θ1

9 −θ2
9 | < δ |θ1

9 −θ3
9 | < δ |θ1

9 −θ4
9 | < δ

|θ1
11−θ2

11| < δ |θ1
11−θ3

11| < δ |θ1
11−θ4

11| < δ

θ1
10 = 0 θ3

10 = 0 θ4
10 = 0

θ2
12 = 0 θ3

12 = 0 θ4
14 = 0
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Les coefficients des modèles estimés en utilisant la méthodepar activation des contraintes
comme décrite dans [Fletcher, 2001], ainsi que les critères résiduels des différents modèles
et les coefficients de corrélation entre la variableyq et son estimée pour les 4 modèles sont
donnés à la table2.8.

q
i

Jq cq
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 -2.8 8.0 3.0 3.2 1.9 0.9 1.0 1.0 0.9 4.9 5.0 0.5 0.057 0.997
2 2.1 7.9 3.0 3.2 2.3 -1.0 -0.5 -0.6 -0.9 4.9 0.4 5.1 1.50.060 0.996
3 -1.4 7.9 3.0 3.2 -0.5 0.2 0.9 0.7 0.5 4.9 5.0 1.00.053 0.997
4 1.8 8.0 2.9 3.1 0.5 -1.0 -1.2 -0.7 -1.3 5.0 5.1 1.0 0.051 0.997

TABLE 2.8 – Caractéristiques des modèles obtenus sous contraintes de type égalité et inégalité

Les critères résiduels et les coefficients de corrélation entre la variableyq et son estimée sont
quasiment identiques à ceux donnés à la table2.2; les nouveaux modèles expliquent presque
aussi bien les variablesyq que ceux obtenus par la méthode des moindres carrés appliquée
sur chaque base de données indépendamment les unes des autres. De cette façon, on a pu
obtenir des nouveaux modèles ayant des coefficients plus proches les uns des autres sans les
forcer à être parfaitement identiques. La figure2.1 montre l’influence du seuilδ sur le critère

φ =
1
2
‖y−Xθ‖2

2.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
492

494

496

498

500

502

504

506

508

510

δ

φ

FIGURE 2.1 – Evolution deφ en fonction deδ

D’après cette figure, la quantitéφ qu’on cherche à minimiser est maximale quandδ = 0 (c-à-d
quand on force des coefficients à avoir exactement la même valeur) et elle décroît au fur et à
mesure queδ augmente (on tolère plus d’écart entre les coefficients).

Un algorithme séquentiel, comme celui utilisé pour la méthode d’identification des modèles
sous contraintes de type égalité, peut être utilisé. La différence à noter est qu’on doit établir, à
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l’étape2, des nouveaux modèles pour chaque contrainte à prendre en compte alors que précé-
demment, des simples opérations de sélection ( de coefficients deθ̂q

MC et d’éléments des matrices
(XqT

Xq)−1 déjà calculées), d’addition, de soustraction et de division permettaient d’obtenir la
variation de l’erreur résiduelle quadratique en fonction de chaque contrainte.

2.2.3 Identification simultanée des modèles et de leurs parties communes

On suppose dans ce paragraphe que lesQ modèles font intervenir les mêmes variables ex-
plicatives (Xq ∈ Rnq×m) mais qu’aucune connaissance a priori sur les coefficients pouvant avoir
des valeurs voisines dans les modèles n’est disponible. On se propose non seulement d’identifier
les coefficients des modèles mais aussi d’obtenir de façon simultanée des indicateurs des éven-
tuelles proximités entre les coefficients des différents modèles en se basant sur des techniques
de régularisation.

2.2.3.1 Comparaison des modèles à un modèle moyen

Lorsqu’on s’intéresse à identifier des modèles partageant tous une même partie commune,
on peut penser à minimiser un critère tenant compte, en plus de l’erreur résiduelle quadratique,
de la proximité des coefficients des modèles à ceux d’un modèle moyen auquel on associe le
vecteur des coefficients moyensθ0 [Evgeniou et al., 2007]. Dans ce vecteur apparaîtront les
coefficients communs à tous les modèles. Le critère s’écrit sous la forme :

φ =
1
2

Q

∑
q=1

‖yq−Xqθq‖2
2+

1
2

γ
Q

∑
q=1

(
θq−θ0)T

Wq(θq−θ0) (2.40)

où les vecteursθq, q = 1, . . . ,Q, (resp.θ0) correspondent aux vecteurs des coefficients des
modèles (resp. moyens) à estimer. Chacune des matricesWq, qu’on doit aussi estimer, est une
matrice diagonale définie positive formée par les poidswq

i (i = 1, · · · ,m). Ces poids vont dé-
terminer les coefficients des différents modèles pouvant être considérés comme voisins. A la
différence de ce qui est proposé dans [Evgeniou et al., 2007], une matrice de poidsWq diffé-
rente est associée à chaque base de données offrant ainsi plus de degrés de liberté : la proximité
des coefficients des modèles aux coefficients moyens n’est pas traitée avec le même poids pour
tous les modèles. Le paramètreγ (>0) est un coefficient de pondération entre deux critères, le
premier concernant l’erreur quadratique d’estimation et le deuxième étant lié à la proximité des
coefficients des modèles aux coefficients moyens. Afin d’assurer la positivité de chaque matrice
Wq, on considère que les éléments de cette dernière sont les carrés des poidswq

i respectant la
contrainte de normalité :

m

∑
i=1

wq
i −1 = 0, q = 1, · · · ,Q. (2.41)

Le lagrangien associé à (2.40) et (2.41) s’écrit alors :

L =
1
2

Q

∑
q=1

‖yq−Xqθq‖2
2 +

1
2

γ
Q

∑
q=1

(
θq−θ0)T

Wq(θq−θ0)+
Q

∑
q=1

µq

(
m

∑
i=1

wq
i −1

)

(2.42)
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où les paramètresµq sont les multiplicateurs de Lagrange.
Le gradient de la fonction objectif s’écrit alors :

∂L
∂θq = −XqT

(yq−Xqθq)+ γWq(θq−θ0)

∂L
∂θ0 = −γ

Q

∑
q=1

Wq(θq−θ0)

∂L
∂wq

i
= γwq

i

(
θq

i −θ0
i

)2
+ µq

∂L
∂ µq =

m

∑
i=1

wq
i −1

(2.43)

Les conditions de stationnarité au premier ordre du lagrangien conduisent, sous conditions que,

∀ q, les matrices
(

XqT
Xq+ γWq

)

et

(
Q
∑

q=1
Wq

)

soient inversibles, à :

θq =
(

XqT
Xq+ γWq

)−1(

XqT
yq+ γWqθ0

)

(2.44)

θ0 =

(
Q

∑
q=1

Wq

)−1 Q

∑
q=1

Wqθq (2.45)

wq
i =

1

1+
m

∑
j=1
j 6=i

(
θq

i −θ0
i

)2

(

θq
j −θ0

j

)2

(2.46)

La dernière équation est écrite sous condition d’avoirθq
j 6= θ0

j , ∀ j ∈ {1, . . . ,m} et j 6= i, si

θq
i = θ0

i . Si cette condition n’est pas vérifiée, on noteJi l’ensemble des indicesj qui vérifient
θq

j = θ0
j pourθq

i = θ0
i et on ré-écrit l’équation (2.46) comme :

wq
i =

1

Card(Ji)+ ∑
j∈Ji
j 6=i

(
θq

i −θ0
i

)2

(

θq
j −θ0

j

)2

(2.47)

où Card(Ji) correspond au cardinal de l’ensembleJi .

Remarque 2.5.Pour que les matrices
(

XqT
Xq+ γWq

)

soient inversibles, q= 1, . . . ,Q, il suffit

que chacune des matrices Xq soit de plein rang colonne. En fait, sous cette condition, lama-
trice XqT

Xq est définie positive. De plus, chacune des matricesγWq est semi-définie positive.

Chacune des matrices
(

XqT
Xq+ γWq

)

est la somme d’une matrice définie positive et d’une

matrice semi-définie positive, elle est donc définie positive.

Remarque 2.6.La matrice

(
Q
∑

q=1
Wq

)

est la somme de matrices semi-définies positives, elle

est donc semi-définie positive. Elle n’est donc pas nécessairement inversible. Afin qu’elle le
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soit, il faut que toutes ses colonnes soient non nulles. Cette condition n’est satisfaite que si,
pour chaque valeur de i= 1, . . . ,m, il existe au moins une valeur de q∈ {1, . . . ,Q} tel que
wq

i 6= 0. En d’autres termes, pour chaque coefficientθ0
i moyen, on doit trouver au moins un

coefficientθq
i qui lui est voisin. Cependant, pour des coefficientsθq

i ayant des valeurs très
différentes, on risque d’avoir wqi = 0 pour tout q. Pour contourner cette difficulté, une technique
de régularisation par décomposition en valeurs singulières tronquée est utilisée

Choix du paramètre γ
Compte tenu de l’expression de la fonctionφ (2.40), le choix du paramètreγ affecte les ré-
sultats obtenus. Plus il est grand, plus on donne de l’importance à la minimisation de l’écart
entre les coefficients. La valeur deγ est généralement fixée de façon à minimiser l’erreur de
généralisation des modèles (erreur obtenue par application des modèles sur des nouvelles don-
nées n’ayant pas servi à l’établissement des modèles). Plusieurs approches sont proposées dans
la littérature parmi lesquelles on peut citer celles baséessur les critères d’information de type
BIC (critère d’information bayésien [Schwarz, 1978]) ou AIC (critère d’information d’Akaike
[Akaike, 1973]). Ces critères sont appliqués en général quand le nombre d’observations dispo-
nibles dans les bases de données et faible. Quand on dispose d’un nombre important de données,
on peut considérer une partie de ces données comme données d’identification et utiliser le reste
comme données de validation. Ainsi, on peut utiliser la technique connue sous le nom de vali-
dation croisée pour régler la valeur deγ. Elle consiste à identifier les paramètres des modèles
en faisant varierγ sur des données d’identification, puis à calculer l’erreur d’estimation en ap-
pliquant les modèles trouvés sur des données de validation.La valeur optimale deγ est celle
donnant l’erreur minimale d’estimation, notéeJval, sur les données de validation. Le lecteur
peut se référer à [Arlot et Celisse, 2010] pour une étude sur les techniques de validation croisée.
Dans nos simulations, on a adopté cette dernière technique pour fixer la valeur du paramètreγ.

Algorithme de résolution
En examinant le système des équations (2.44) à (2.46), on remarque que les estimés des vec-
teurs des coefficientsθq, q = 1, . . . ,Q, ne peuvent être obtenus que si les estimés du vecteurθ0

et des différentes matricesWq sont disponibles. Il en est de même pour les estimés du vecteur
θ0et des matricesWq qui dépendent, d’une part de la connaissance des estimés deθq et deWq

et, d’autre part, de la connaissance des estimés deθq et deθ0. Une technique itérative doit alors
être utilisée pour estimer les différents paramètres.

Pour une valeur donnée du coefficient de pondérationγ, l’algorithme de résolution est le
suivant :
1. initialisation : on poseI = 1. Les vecteursθ (I),q (q = 1, . . . ,Q) sont estimés par la
méthode des moindres carrés sur chaque base de données indépendamment les unes des
autres. On posêθ (I),0 la moyenne des vecteursθ̂ (I),q,
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2. les vecteurs poids sont calculés selon :

ŵ(I),q
i =

1

1+
m

∑
j=1
j 6=i

(

θ̂ (I),q
i − θ̂ (I),0

i

)2

(

θ̂ (I),q
j − θ̂ (I),0

j

)2

(2.48)

pour i = 1, . . . ,m,
3. on poseI = I +1. Les nouveaux coefficients des modèles sont calculés selonla formule :

θ̂ (I+1),q =
(

XqT
Xq+ γŴ(I),q

)−1(

XqT
yq + γŴ(I),qθ̂ (I),0

)

, (2.49)

4. le vecteur des coefficients moyens est calculé selon :

θ̂ (I+1),0 =

(
q

∑
k=1

Ŵ(I),q

)−1 Q

∑
q=1

Ŵ(I),qθ̂ (I+1),q, (2.50)

5. les étapes 2 à 4 sont répétées jusqu’à la convergence de la solution. La convergence est
considérée atteinte quand le gradient de la fonctionφ est nul.

TABLE 2.9 – Algorithme de résolution de (2.44) à (2.46)

Remarque 2.7. Il est à noter que la contrainte de normalité imposée sur les vecteurs poids
peut causer des problèmes. D’après l’expression (2.46), on peut déduire qu’il suffit d’avoir
∣
∣θq

i −θ0
i

∣
∣≪

∣
∣
∣θq

j −θ0
j

∣
∣
∣ pour avoir wq

i ≈ 1 sans nécessairement avoirθq
i ≈ θ0

i . On donne alors

de l’importance à la minimisation de l’écart entreθq
i et θ0

i alors qu’ils ne doivent pas être
considérés voisins.
Pour remédier à ce problème, la contrainte de normalité des vecteurs poids est supprimé et on
définit des poids proches de 1 quand les coefficients sont proches des coefficients moyens et
proches de 0 dans le cas contraire :

wq
i =

1
2

(

tanh
(
α((θq

i −θ0
i )+δi)

)
− tanh

(
α((θq

i −θ0
i )−δi)

))

(2.51)

où δi et α sont des constantes à fixer telles queα traduit la vitesse de variation de la fonction
tangente hyperbolique etδi (i = 1, . . . ,m) sont les seuils en dessous desquels les coefficients
seront considérés voisins :

– si θq
i −θ0

i ≫ δi , alors wq
i ≈

1
2
(tanh(α(θq

i −θ0
i ))− tanh(α(θq

i −θ0
i ))) donc wq

i ≈ 0,

– si, au contraire,θq
i −θ0

i ≪ δi, avec la valeur deδi suffisamment grande pour quetanh(αδi)≈

1, alors wq
i ≈ 1 car wq

i ≈
1
2
(tanh(αδi)− tanh(−αδi)).

La figure2.2 illustre la dépendance des poids vis-à-vis de l’écart des paramètres par rapport à
leur valeur moyenne.
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FIGURE 2.2 – Evolution d’un poidswq
i en fonction deθq

i −θ0
i

Les paramètresδi , i = 1, . . . ,m, etα peuvent être considérés comme des hyperparamètres dont
les valeurs peuvent être déterminées par la technique de validation croisée.
On propose par la suite de minimiser la fonction :

ϕ =
1
2

Q

∑
q=1

‖yq−Xqθq‖2
2 +

1
2

γ
Q

∑
q=1

(
θq−θ0)T

Wq(θq−θ0) (2.52)

par rapport aux vecteurs des coefficientsθq, q = 1, . . . ,Q sachant que les éléments des ma-
trices Wq ont les formes paramétriques(2.51). Ainsi, si les coefficients d’un modèle n’ont pas
de valeurs voisines de celles des coefficients moyens, leurspoids associés seront nuls et la mini-
misation deϕ (2.52) par rapport aux vecteursθ0 etθq, q= 1, . . . ,Q, ne prendra pas en compte
la proximité de ces coefficients aux coefficients moyens.

Les conditions de stationnarité au premier ordre de la fonction ϕ (
∂ϕ
∂θq

i
= 0 et

∂ϕ
∂θ0

i

= 0 pour

i = 1, . . . ,m et q= 1, . . . ,Q) conduisent au système non linéaire :

−xqT

i (yq−Xqθq)+
γ
2

(
θq

i −θ0
i

)(
tanh

(
α
(
θq

i −θ0
i +δi

))
− tanh

(
α
(
θq

i −θ0
i −δi

)))

+
γα
4

(
θq

i −θ0
i

)2(
− tanh2(α

(
θq

i −θ0
i +δi

))
+ tanh2(α

(
θq

i −θ0
i −δi

)))
= 0 (2.53)

−
Q

∑
q=1

(
θq

i −θ0
i

)(
tanh

(
α
(
θq

i −θ0
i +δi

))
− tanh

(
α
(
θq

i −θ0
i −δi

)))

−
α
2

Q

∑
q=1

(
θq

i −θ0
i

)2(
− tanh2(α

(
θq

i −θ0
i +δi

))
+ tanh2(α

(
θq

i −θ0
i −δi

)))
= 0 (2.54)

En raison de la non linéarité du système d’équations(2.53) et (2.54) par rapport àθq
i etθ0

i , une
expression analytique des estimés de ces paramètres ne peutpas être trouvée et une méthode
itérative doit alors être utilisée. Le lecteur peut se référer à [Demailly, 2006; Rheinboldt, 1998]
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pour des rappels sur les algorithmes de Newton, de la sécante, etc., permettant de résoudre
un tel problème. Cependant, ces algorithmes nécessitent untemps de calcul important et on a
adopté dans nos simulations une solution sous-optimale consistant à utiliser l’algorithme de la
table2.9avec à l’étape 2 la formule de remise à jour des poids :

wq,(I)
i =

1
2

(

tanh
(
α((θq,(I)

i −θ0,(I)
i )+δi)

)
− tanh

(
α((θq,(I)

i −θ0,(I)
i )−δi)

))

(2.55)

se substituant à l’équation(2.48).

Remarque 2.8.En examinant(2.51), on remarque qu’on a besoin de fixer m valeurs différentes
pour les seuilsδi (i = 1, . . . ,m). Cependant, si l’on considère la proximité relative entre les
coefficients, on peut fixer un seuil uniqueδ pour l’écart relatif entre les coefficients. Il suffit

dans ce cas de remplacer la quantitéθq
i −θ0

i par
θq

i −θ0
i

θ0
i

(sous condition queθ0
i 6= 0) dans

(2.51).

Remarque 2.9.La méthode est présentée pour des modèles ayant la même structure mais elle
peut facilement s’adapter au cas des modèles faisant intervenir un nombre différent de variables
explicatives. Il suffit d’ajouter dans l’algorithme précédent une étape qui force le poids associé
à une variable explicative n’intervenant pas dans un modèleà prendre la valeur nulle. Cette
étape a été prise en compte lors des simulations.

Exemple 2.4(Identification des modèles par comparaison à un modèle moyen)
Les données de l’exemple2.1sont ré-utilisées pour montrer les résultats de la méthode d’iden-
tification des modèles par comparaison à un modèle moyen. Le vecteur des coefficients moyens
est initialisé à la moyenne des vecteurs des coefficients donnés à la table2.2:

θ̂0 =
(

0.0 7.9 2.9 3.2 1.1 −0.3 0.1 0.1 −0.2 4.9 0.1 5.1 0.4 0.6
)T

Les résultats des modèles identifiés tenant compte des parties communes aux modèles sont don-
nés pour un seuil uniqueδ = 0.1 fixé pour l’écart relatif entre les coefficients et sont regroupés
dans la table2.10contenant en dernière ligne les coefficients moyens estimésà la valeur opti-
male du paramètre de régularisationγ.

q
i

Jq cq
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 -2.7 7.9 2.9 3.2 1.9 0.9 1.1 1.0 0.9 4.9 5.1 0.4 0.057 0.997
2 2.1 7.9 2.9 3.2 2.3 -1.0 -0.5 -0.6 -0.9 4.9 0.4 5.1 1.50.060 0.996
3 -1.5 7.9 2.9 3.2 -0.5 0.2 0.9 0.7 0.5 4.9 5.1 1.00.053 0.997
4 1.3 7.9 2.9 3.1 0.5 -1.0 -1.2 -0.7 -1.3 5.0 5.1 1.0 0.052 0.997

0 -0.1 8.0 2.9 3.2 1.0 -0.2 0.1 0.1 -0.2 4.9 0.1 5.1 0.4 0.6

TABLE 2.10 – Caractéristiques des modèles identifiés par comparaison à un modèle moyen

Le minimum de la somme des erreurs quadratiques d’estimation des variablesyq (q = 1, . . . ,4)
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sur les données de validation est obtenue pour la valeur deγ = 757(figure2.3). Cette dernière
valeur est celle utilisée dans les simulations. Cependant,en observant la figure2.3, on constate
que cette valeur peut être n’importe quelle valeur compriseentre 435 et 1534 si une tolérance
de 2‰ est acceptée autour de la valeur minimale de Jval.

0 500 1000 1500 2000
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0.6255

0.626
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0.6275
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0.6285

0.629

0.6295

Jval

γ

FIGURE 2.3 – Erreur quadratique d’estimation sur les données de validationJval en fonction de
γ

Les coefficients partagés par les modèles sont identifiés grâce aux poids estiméŝwq
i ayant des

valeurs non nulles. Ces valeurs sont données à la table2.11.

q
i

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 0 0.99 0.99 0.99 0 0 0 0 0 0.99 0 0.99 1 0
2 0 1.00 0.99 1.00 0 0 0 0 0 1.00 0 0.99 0 0
3 0 1.00 0.99 0.99 0 0 0 0 0 1.00 0 0.99 0 0
4 0 1.00 0.99 0.99 0 0 0 0 0 0.99 0 0.99 0 0

TABLE 2.11 – Poids ˆwq
i obtenus

Les valeurs des poids permettent d’identifier le coefficientde la variablexq
1 commun aux 4 mo-

dèles (̂wq
1 est proche de 1,∀ q = 1, . . . ,4). Il en est de même pour les coefficients des variables

xq
2, xq

3, xq
9 et xq

11. Le coefficient̂θ1
12 est trouvé identique au coefficient moyenθ̂0

12 avecŵ1
12 = 1.

Ainsi, on a pu identifier les coefficients communs à tous les modèles. Cependant, les coefficients
des variablesx2

5 et x4
5 ne sont pas jugés voisins à la différence du résultat obtenu par l’une des

méthodes d’analyse proposées à la section2.2.2.1. Il en est de même pour les coefficients des
variablesx2

7 et x4
7 et ceux des variablesx1

6 et x3
6.
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On note que lors de la présence d’un modèle ayant des coefficients très différents de ceux
des autres modèles (ayant des coefficients voisins), aucunepartie commune aux modèles ne sera
détectée. De plus, la comparaison des coefficients des modèles à ceux d’un modèle moyen ne
permet d’identifier que les coefficients communs à tous les modèles. Il peut être plus intéressant
d’identifier les coefficients communs à n’importe quel groupe de modèle. Une solution à ce
problème est présentée dans le paragraphe suivant.

2.2.3.2 Comparaison des coefficients de chaque couple de modèles

Lorsqu’on désire identifier les modèles des différentes machines sachant que des coefficients
peuvent avoir des valeurs voisines dans deux (ou plusieurs)modèles, on propose de minimiser
un critère dans lequel on compare deux à deux les vecteurs descoefficients des modèles. Le
critère proposé est :

φ =
1
2

Q

∑
q=1

‖yq−Xqθq‖2
2+

1
2

γ
Q−1

∑
q=1

Q

∑
ℓ=q+1

(

θq−θ ℓ
)T

Wq,ℓ
(

θq−θ ℓ
)

(2.56)

où γ > 0 et les vecteursθq correspondent aux vecteurs des coefficients des modèles à estimer.
Les matrices diagonales positivesWq,ℓ ∈ Rm×m, qu’on doit aussi estimer, sont formées par
les poidswq,ℓ

i (q = 1, . . . ,Q− 1, ℓ = q+ 1, . . . ,Q et i = 1, · · · ,m) respectant la contrainte de
normalité :

m

∑
i=1

wq,ℓ
i −1 = 0, q = 1, · · · ,Q−1 et ℓ = q+1, · · · ,Q (2.57)

Ainsi, avec la forme (2.56), θ1 est comparé àθ2, θ3, . . . , θQ ; θ2 est comparé àθ3, . . . , θQ

et tous les modèles sont ainsi comparés deux à deux Le lagrangien associé à (2.56) et (2.57)
s’écrit :

L =
1
2

Q

∑
q=1

‖yq−Xqθq‖2
2 +

1
2

γ
Q−1

∑
q=1

Q

∑
ℓ=q+1

(

θq−θ ℓ
)T

Wq,ℓ
(

θq−θ ℓ
)

+
Q−1

∑
q=1

Q

∑
ℓ=q+1

µq,ℓ

(
m

∑
i=1

wq,ℓ
i −1

)

(2.58)

où les paramètresµq,ℓ correspondent aux paramètres de Lagrange.
Les conditions de stationnarité au premier ordre du lagrangien vis à vis des poidswq,ℓ

i donnent :

wq,ℓ
i =

1

1+
m

∑
j=1
j 6=i

(
θq

i −θ ℓ
i

)2

(

θq
j −θ ℓ

j

)2

(2.59)

Cette équation est écrite sous condition d’avoirθq
j 6= θ ℓ

j , ∀ j ∈ {1, . . . ,m} et j 6= i, si θq
i = θ ℓ

i .

Si cette condition n’est pas vérifiée, on noteJ
q,ℓ
i l’ensemble des indicesj qui vérifientθq

j = θ ℓ
j

43



Chapitre 2. Apprentissage multi-tâche de modèles linéaires

pourθq
i = θ ℓ

i et on ré-écrit l’équation (2.59) comme :

wq,ℓ
i =

1

Card
(

J
q,ℓ
i

)

+ ∑
j∈J

q,ℓ
i

j 6=i

(
θq

i −θ ℓ
i

)2

(

θq
j −θ ℓ

j

)2

(2.60)

où Card
(

J
q,ℓ
i

)

correspond au cardinal de l’ensembleJ
q,ℓ
i .

En introduisant les matricesWℓ,q telles queWℓ,q = Wq,ℓ (q = 1, . . . ,Q−1 etℓ = q+1, . . . ,Q),
les conditions de stationnarité au premier ordre du lagrangien (2.58) vis à vis les coefficientsθq

i
permettent aussi d’écrire :
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XQT
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︸ ︷︷ ︸

b

(2.61)

où Λq = XqT
Xq+ γ ∑

ℓ6=q
Wq,ℓ. Le système (2.61) est de la forme :

Aθ = b

Les vecteurs des coefficients peuvent alors être trouvés, sous condition de régularité de la ma-
triceA, d’après :

θ̂ = A−1b (2.62)

Remarque 2.10.Pour que la matrice A soit inversible, il suffit que chaque matrice Xq (q =
1, . . . ,Q) soit de plein rang colonne. Dans ce cas, chaque matriceΛq correspond à la somme

d’une matrice définie positive
(

XqT
Xq
)

et d’une matrice semi-définie positive

(

γ ∑
ℓ6=q

Wq,ℓ

)

:

elle est donc définie positive. De plus, les matrices
(

XqT
Xq
)

ne sont pas diagonales à la diffé-

rence des matrices Wq,ℓ : les colonnes de la matrice A ne sont pas colinéaires et cettedernière
est donc de plein rang colonne.

Algorithme de résolution
On peut remarquer, d’après les équations (2.59), (2.61) et (2.62), que pour avoir une estimation
des différents poids, les valeurs des différents coefficients doivent être connues et inversement,
pour avoir une estimation des coefficients des modèles, les valeurs des poids doivent être dis-
ponibles. Ainsi, pour une valeur donnée deγ, un algorithme itératif s’impose pour résoudre le
problème.
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1. initialisation : on poseI = 1. Les vecteursθ (I),q (q = 1, . . . ,Q) sont estimés par la
méthode des moindres carrés sur chaque base de données indépendamment les unes des
autres,
2. les vecteurs poids sont calculés selon :

ŵ(I),q,ℓ
i =

1

1+
m

∑
j=1
j 6=i

(

θ̂ (I),q
i − θ̂ (I),ℓ

i

)2

(

θ̂ (I),q
j − θ̂ (I),ℓ

j

)2

(2.63)

pour i = 1, . . . ,m,
3. on poseI = I +1. Les nouveaux coefficients des modèles sont calculés selon:

θ̂ (I+1) = Â(I)T−1

b, (2.64)

4. les étapes 2 et 3 sont répétées jusqu’à la convergence de lasolution. La convergence est
considérée atteinte quand le gradient de la fonctionφ est nul.

TABLE 2.12 – Algorithme de résolution de (2.59), (2.61) et (2.62)

On rappelle que le choix deγ est fait par validation croisée.

Remarque 2.11.Pour s’affranchir des problèmes pouvant résulter de la contrainte de norma-
lité des poids (remarque2.7), on utilise des poids ayant la forme suivante :

wq,ℓ
i =

1
2

(

tanh
(
α((θq

i −θ ℓ
i )+δi)

)
− tanh

(
α((θq

i −θ ℓ
i )−δi)

))

(2.65)

où δi et α sont des constantes (connues a priori ou dont les valeurs peuvent être fixées par une
technique de validation croisée), pour i= 1, . . . ,m.
Le problème d’estimation des paramètres est alors reformulé en un problème de minimisation
de la fonction :

ϕ =
1
2

Q

∑
q=1

‖yq−Xqθq‖2
2+

1
2

γ
Q−1

∑
q=1

Q

∑
ℓ=q+1

(

θq−θ ℓ
)T

Wq,ℓ
(

θq−θ ℓ
)

(2.66)

par rapport aux vecteursθq, q = 1, . . . ,Q, avec les éléments des matrices Wq,ℓ donnés par
(2.65). Ainsi, si les coefficients de deux modèles ne sont pas assez proches, les poids qui leur
sont associés seront nuls et la minimisation deϕ (2.66) par rapport aux vecteurs poidsθq,
q = 1, . . . ,Q, ne tiendra pas compte de la minimisation de l’écart entre les coefficients des mo-
dèles en question.
Les conditions de stationnarité au premier ordre de la fonction ϕ aboutissent au système
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d’équations non linéaires :

−xqT

i (yq−Xqθq)+
γ
2

Q

∑
ℓ=1
ℓ6=q

(

θq
i −θ ℓ

i

)(

tanh
(

α
(

θq
i −θ ℓ

i +δi

))

− tanh
(

α
(

θq
i −θ ℓ

i −δi

)))

−
γα
4

Q

∑
ℓ=1
ℓ6=q

(

θq
i −θ ℓ

i

)2(

− tanh2
(

α
(

θq
i −θ ℓ

i +δi

))

+ tanh2
(

α
(

θq
i −θ ℓ

i −δi

)))

= 0 (2.67)

i = 1, . . . ,m et q= 1, . . . ,Q.

Afin de trouver les estimés des différents coefficientsθq
i , une technique itérative permettant la

résolution des systèmes d’équations non linéaires doit être utilisée. Comme précédemment, on
a adopté dans nos simulations une solution sous-optimale qui consiste à utiliser l’algorithme
de la table2.12avec à l’étape 2 la formule de remise à jour des poids :

wq,ℓ,(I)
i =

1
2

(

tanh
(
α((θq,(I)

i −θ ℓ,(I)
i )+δi)

)
− tanh

(
α((θq,(I)

i −θ ℓ,(I)
i )−δi)

))

(2.68)

se substituant à(2.63).

Exemple 2.5(Identification des modèles par comparaison des modèles deuxà deux)
Les données de l’exemple2.1 sont ré-utilisées pour montrer les résultats, regroupés dans la
table2.13, de l’application de la méthode d’identification des modèles en les comparant deux
à deux.

q
i

Jq cq
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 -2.7 8.0 3.0 3.2 1.9 0.9 1.0 1.0 0.9 4.9 5.1 0.5 0.057 0.997
2 1.9 8.0 3.0 3.2 2.3 -1.0 -0.5 -0.6 -0.9 4.9 0.4 5.1 1.50.060 0.996
3 -1.4 7.9 3.0 3.2 -0.5 0.2 1.0 0.7 0.5 4.9 5.1 1.00.053 0.997
4 1.9 8.0 2.9 3.1 0.5 -1.0 -1.2 -0.7 -1.3 5.0 5.1 1.0 0.051 0.997

TABLE 2.13 – Caractéristiques des modèles obtenus par comparaison des modèles deux à deux

Ces valeurs sont données pour la valeur deγ optimale égale à 90, déterminée par validation
croisée (figure2.4). Cependant, on constate que toute valeur deγ optimale comprise entre 60
et 130 est acceptable si une tolérance de 2‰ est admise autourde la valeur minimale de Jval.
La valeur deγ = 90est celle utilisée dans les simulations.
Les coefficients partagés par les modèles sont identifiés grâce aux poids estiméŝwq,ℓ

i (i =
1, . . . ,m, q= 1, . . . ,Q− 1 et ℓ = q+ 1, . . . ,Q) ayant des valeurs non nulles. Les valeurs de
ces poids sont données à la table2.14.
Les valeurs des poids obtenus permettent d’identifier le coefficient de la variablexq

1 commun

aux 4 modèles (̂wq,ℓ
1 est proche de 1 pour q= 1 à 3 et ℓ = 2 à 4). Il en est de même pour les

variablesxq
2, xq

3, xq
9 et xq

11. La valeur du poidsŵ2,4
5 , proche de 1, indique que les coefficients
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FIGURE 2.4 – Erreur quadratique d’estimationJval sur les données de validation en fonction de
γ

q, ℓ
i

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1, 2 0 0.99 1.00 1.00 0 0 0 0 0 0.99 0 0.99 0 0
1, 3 0 0.99 1.00 1.00 0 0 0.80 0.04 0 0.99 0 0.99 0 0
1, 4 0 0.99 0.99 0.99 0 0 0 0 0 0.99 0 0.99 0 0
2, 3 0 0.99 1.00 1.00 0 0 0 0 0 1.00 0 0.99 0 0
2, 4 0.99 1.00 0.99 0.99 0 0.90 0 0.30 0 0.99 0 0.99 0 0
3, 4 0 0.99 0.99 0.99 0 0 0 0 0 0.99 0 0.99 0 0

TABLE 2.14 – Poids ˆwq,ℓ
i obtenus

des variablesx2
5 et x4

5 sont voisins. Il en est de même pour la constante des modèles 2et 4 avec

ŵ2,4
0 6= 0. Finalement, le coefficient des variablesx1

6 et x3
6 est trouvé commun aux modèles 1

et 3 vu que le poids associé̂w1,3
6 est proche de 1. Les critères résiduels et des coefficients de

corrélation entre la variableyq et son estimée sont quasiment identiques à ceux donnés à la
table2.2. Les nouveaux modèles expliquent aussi bien les variablesyq que ceux obtenus par la
méthode des moindres carrés appliquée sur chaque base de données indépendamment les unes
des autres.

La méthode d’identification des modèles par comparaison deux à deux permet à la fois
d’identifier les parties communes à n’importe quel couple demodèles (et donc automatiquement
celle partagée par l’ensemble des modèles) et d’estimer leurs coefficients tout en gardant des
bonnes qualités d’estimation des modèles.
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2.2.4 Choix de la structure des modèles

Dans les méthodes proposées aux sections2.2.2 et 2.2.3, les structures des modèles dé-
crivant le comportement normal des différentes machines sont supposées connues. Ainsi une
phase préliminaire, avant l’application de ces méthodes, consiste à identifier les structures des
modèles à partir des données disponibles. Afin d’atteindre ce but, on peut utiliser des techniques
séquentielles [Draper et Smith, 1981; Neter et al., 1983] :

– l’introduction progressive des variables : on commence par un modèle à une variable et on
introduit à chaque pas une variable, celle qui apporte l’augmentation la plus significative
du coefficient de déterminationR2 (2.13),

– l’élimination progressive des variables : on commence parun modèle comprenant toutes
les variables et on élimine à chaque pas une variable en se basant sur la diminution la
moins significative du coefficient de déterminationR2,

– la régression pas à pas : il s’agit d’une combinaison des deux procédures précédentes. On
introduit progressivement les variables dans le modèle, enlaissant la possibilité de faire
sortir à chaque pas une des variables devenues non significatives.

On peut aussi utiliser la méthode LASSO introduite dans [Tibshirani, 1996] et qui consiste à
minimiser, en plus de l’erreur résiduelle quadratique de l’estimation des variablesyq, la norme
1 des vecteurs des coefficientsθq. Les auteurs [Tibshirani, 1996] ont constaté, suite à de nom-
breuses expériences, que cette méthode permet d’annuler les coefficients de certaines variables.

2.3 Modélisation des systèmes multi-entrées/multi-sorties

Les méthodes présentées dans les paragraphes précédents s’appliquent sur des modèles
multi-entrées/mono-sortie. Ces méthodes d’identification de système considèrent que les va-
riables d’entrée sont déterministes et que seules les variables de sortie sont entachées d’erreurs
de mesure. Cette hypothèse n’est pas satisfaisante puisqu’en pratique la plupart des variables
sont entachées d’erreurs de mesure. De plus, ces méthodes nécessitent une connaissance préa-
lable du nombre de relations décrivant le comportement de chaque machine et des variables
à expliquer. Dans cette section, on s’intéresse aux modèlesmulti-entrées/multi-sorties. Parmi
les méthodes proposées dans la littérature permettant de déterminer le nombre de modèles de
chaque machine et tenant compte des erreurs existantes sur toutes les variables est la méthode
des moindres carrés totaux [Golub et Van Loan, 1980; Van Huffel, 1997] dont le principe sera
rappelé ultérieurement. L’Analyse en Composantes Principales (ACP) peut être une alternative
[MacGregor et Kourti, 1995; Huang, 2001; Jolliffe, 2002] ; elle élabore implicitement un mo-
dèle du système à partir de données expérimentales prélevées sur ce dernier en considérant de
la même manière les variables d’entrées et de sorties du système. Un rappel sur les principes de
l’analyse en composantes principales est donné à la sectionsuivante.

2.3.1 Rappel sur l’analyse en composantes principales

L’analyse en composantes principales permet d’identifier les relations linéaires existantes
parmi les différentes variables d’un système, sans faire dedistinction entre variables d’entrée et
variables de sortie. On considère le cas où on dispose denmesures d’un ensemble demvariables
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xi , i = 1, . . . ,m. On noteX ∈ Rn×m la matrice regroupant les mesures de ces variables. L’ACP
détermine une transformation optimale (vis-à-vis de la minimisation de l’erreur quadratique
d’estimation en valeur moyenne) de la matrice des donnéesX :

T = XP (2.69)

X̂ = TPT (2.70)

avecT = (t1, t2, . . . , tm) ∈ Rn×m, où les vecteursti sont les composantes principales correspon-
dant à des projections des données dans un nouveau sous-espace. La matrice de transformation
P = (p1, p2, . . . , pm) ∈ Rm×m vérifie la condition d’orthogonalitéPTP = Im. Les vecteurspi

sont les vecteurs propres associés aux valeurs propresλi de la décomposition en valeurs et
vecteurs propres de la matrice de variance/covarianceΣX deX :

ΣX = PΛPT (2.71)

avecΛ=diag(λ1, λ2, . . . ,λm) la matrice diagonale des valeurs propres où les termes diagonaux
sont ordonnés dans l’ordre décroissant des amplitudes :λ1 ≥ λ2 ≥ ·· · ≥ λm. Ces dernières cor-
respondent aux variances des projectionsti des données sur les directions représentées par les
vecteurs proprespi (i = 1, . . . ,m). Le modèle ACP est constitué par les vecteurs propres asso-
ciées aux plus grandes valeurs propres [Jolliffe, 2002]. Cependant, on peut montrer également
que les derniers vecteurs propres associés aux valeurs propres les plus petites permettent de dé-
terminer les relations linéaires ou quasi linéaires qui existent entre les variables [Huang, 2001].
Dans ce qui suit, on utilisera l’expression "modèle ACP" pour désigner ces relations et on notera
P̃ la matrice regroupant les vecteurs propres associés aux plus petites valeurs propres.

Exemple 2.6(Détermination des relations de redondance à partir d’un modèle ACP)
On considère le système : {

x3(k) = 2x1(k)−x2(k)
x4(k) = −x1(k)+3x2(k)

(2.72)

où les amplitudes des signaux x1 et x2 varient entre -2.5 et 2.5. On considère n= 1000obser-
vations pou chaque variable xi , i = 1, . . . ,4. On regroupe ces observations dans une matrice X.
Les valeurs propres de la matrice de variance/covarianceΣX sont : 22, 5, 0 et 0.
On en déduit l’existence de deux relations de redondance pour ce système (deux valeurs propres
nulles). La matriceP̃ regroupant les vecteurs propres associés aux valeurs propres nulles est
donnée par :

P̃ =

(
−0.15 0.92 −0.09 −0.34
−0.84 −0.02 0.51 0.18

)T

(2.73)

Les relations de redondance s’écrivent alors :

−0.15x1(k)+0.92x2(k)−0.09x3(k)−0.34x4(k) = 0 (2.74)

−0.84x1(k)−0.02x2(k)+0.51x3(k)+0.18x4(k) = 0. (2.75)

Par élimination de x3(k) et de x4(k) dans les deux équations(2.74) et (2.75), on obtient :
{

x4(k) = −x1(k)+3x2(k).
x3(k) = 2x1(k)−x2(k).

(2.76)
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Ainsi, on a pu retrouver les relations de redondance correspondant au système initial(2.72).

2.3.2 ACP et effet parc

Supposons qu’on dispose deQ matrices de données notéesX1 àXQ relatives à des mesures
faites surQ machines réputées identiques.∀ q = 1, . . . ,Q, Xq ∈ Rnq×mq où nq est le nombre de
mesures faites sur laqèmemachine etmq est le nombre de variables mesurées sur cette dernière.
Les modèles ACP associés aux différentes machines peuvent partager des parties communes
entre eux. Dans les paragraphes suivants, on donne une méthode permettant d’identifier les
parties communes aux modèles ACP des différentes machines et identifier de nouveaux modèles
pour ces machines tenant compte des parties communes mises en évidence.

2.3.2.1 Comparaison des modèles ACP

Soit Σq
X (q = 1, . . . ,Q) la matrice de variance/covariance deXq. On noteP̃q les matrices

dont les colonnes sont formées par les vecteurs propres associés aux valeurs propres nulles ou
quasi-nulles de la matriceΣq

X, q= 1. . . ,Q. Dans le cas idéal, les vecteurs colonnes des matrices
P̃q définissent le même sous-espace à une transformation près [Jolliffe, 2002]. Comme on veut
comparer les matrices̃Pq, on propose de les transformer de façon à faire apparaître des "1" et
des "0" à des endroits précis. La matriceP̃q de rangrq a la forme suivante :

P̃q =














p̃q
1,1 p̃q

1,2 · · · p̃q
1,rq

...
...

. . .
...

p̃q
rq,1

p̃q
rq,2

p̃q
rq,rq

p̃q
rq+1,1 p̃q

rq+1,2 p̃q
rq+1,rq

...
...

. . .
...

p̃q
mq,1

p̃q
mq,2

· · · p̃q
mq,rq














. (2.77)

On peut facilement trouver une transformationgq :

gq : Rmq×rq 7−→ Rmq×rq

P̃q 7−→ P
q

(2.78)

telle que :

P
q
=
















1 0 · · · 0

0 1
...

...
...

. .. . . . 0
0 0 · · · 1

pq
rq+1,1 pq

rq+1,2 · · · pq
rq+1,rq

...
...

. . .
...

pq
mq,1

pq
mq,2

· · · pq
mq,rq
















. (2.79)
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Ainsi, on peut comparer, au moyen d’un indice de distance, les vecteurs colonnes des deux
matricesP

q
et P

ℓ
afin de détecter si, d’une part, il existe des variables communes aux modèles

associés aux deux bases de données et si, d’autre part, les coefficients de certaines de ces va-
riables communes sont suffisamment voisins pour décider de les considérer comme identiques
puis de les rendre identiques. On peut aussi analyser les modèles obtenus pour identifier les
coefficients de faibles amplitudes et essayer de les annulersi cette opération n’affecte pas la
qualité des modèles en termes d’erreur d’estimation des variables par exemple.

Exemple 2.7(Transformation de deux matricesP̃q et P̃ℓ )
Considérons les deux matrices suivantes issues de l’ACP desbases de données collectées sur
deux machines :

P̃q =









−0.17 0.68
−0.42 −0.28
0.04 0.03
0.34 0.62
0.82 −0.26









et P̃ℓ =









0.07 0.36 0.83
−0.18 −0.43 0.53
−0.30 0.34 −0.17
−0.18 0.74 −0.02
0.92 0.15 −0.02









. (2.80)

En multipliantP̃q et P̃ℓ à droite respectivement par :

(
−0.17 0.68
−0.42 −0.28

)−1

et





0.07 0.36 0.83
−0.18 −0.43 0.53
−0.30 0.34 −0.17





−1

,

on obtient :

P
q
=









1 0
0 1

0.00 −0.10
0.49 −1.00
−1.01 −1.53









et P
ℓ
=









1 0 0
0 1 0
0 0 1

0.50 −0.50 1.00
0.52 −1.50 −2.02









. (2.81)

De cette façon, les deux premières colonnes deP̃q expriment les variablesxq
1 et xq

2 en fonction
des autres variables disponibles. Il en est de même pour les deux premières colonnes dẽPℓ

permettant d’obtenirxℓ
1 et xℓ

2 en fonction des autres variables. On peut maintenant comparer
facilement les colonnes en question.

Dans l’exemple précédent, le choix des variables par rapport auxquelles on normalise les
vecteurs propres était aléatoire. Cependant, on peut adopter la démarche suivi dans le cas de
l’élimination des variables par pivot de Gauss [Golub et Van Loan, 1996] et choisir de norma-
liser les vecteurs propres par rapport aux variables ayant les coefficients les plus grands afin
d’éviter les problèmes numériques. Dans ce cas, il faut faire attention à choisir les mêmes va-
riables par rapport auxquelles on normalise,∀ q.
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Remarque 2.12.On note que le rang d’une matricẽPq peut être différent que celui d’une
matrice P̃ℓ quand par exemple, pour la machineℓ, il y a peu de variations dans certaines
variables pouvant alors créer plus de relations pour la machine ℓ que la machine q.
On note r= min(r1, . . . , rQ). La normalisation des colonnes d’une matriceP̃q, ayant un rang
rq > r, en utilisant une matrice de transformation de rang rq n’est peut être pas la meilleure
transformation à réaliser. On peut essayer de trouver toutes les matrices de transformation de
rang r pouvant se former à partir des colonnes deP̃q et appliquer ces transformations sur les
vecteurs colonnes associés à la transformation. Dans ce cas, on aura Cr

rq
6 vecteurs pour former

la matriceP
q

au lieu de rq.

On noteP
q
sq

(resp.P
ℓ
sℓ la colonne numérosq deP

q
(resp.sℓ deP

ℓ
). Afin d’identifier le plus

grand nombre de coefficients communs aux modèlesq et ℓ, il s’avère parfois nécessaire de
comparer les éléments deP

q
sq

à ceux de−P
ℓ
sℓ, au lieu de ceux deP

ℓ
sℓ .

Exemple 2.8(Comparaison de deux modèles ACP)
Supposons queP

q
sq

et P
ℓ
sℓ font intervenir les mêmes variables et définissent les relations sui-

vantes :

xq
1(k)+0.6xq

3(k)+0.8xq
4(k)+1.2xq

5(k) = 0

xℓ
1(k)−0.62xℓ

3(k)−0.81xℓ
4(k)+1.9xℓ

5(k) = 0 (2.82)

On peut constater de ces deux équations que seul le coefficient de la variablex1 est commun
aux modèles q etℓ. Cependant, en multipliant la deuxième équation du système(2.82) par un
coefficient (-1), on obtient :

xq
1(k)+0.6xq

3(k)+0.8xq
4(k)+1.2xq

5(k) = 0

−xℓ
1(k)+0.62xℓ

3(k)+0.81xℓ
4(k)−1.9xℓ

5(k) = 0 (2.83)

Le nombre de coefficients qu’on peut juger voisins dans les deux modèles est égal à deux (co-
efficients des variablesx3 et x4) et il peut donc s’avérer avantageux d’identifier de nouveaux
modèles tenant compte de la partie commune ainsi mise en évidence.

Dans le cas général, l’identification des coefficients communs desrq modèles de la machine
q et lesrℓ modèles de la machineℓ peut facilement se faire selon la procédure suivante :

1. calculer la différence entre les coefficientspq
sq,i et pℓ

sℓ,i
(−pℓ

sℓ,i
), i = 1, . . . ,m, et utiliser un

codage binaire traduisant la proximité entre les coefficients : « 1» si cette différence est
inférieure à un seuil prédéfiniδ et « 0» sinon. Ainsi, un vecteur de distances, nommé
dq,ℓ

sq,sℓ , est obtenu pour chaque couple de vecteursP
q
sq

et P
ℓ
sℓ ,

2. construire un vecteur d’occurrence, nomméIq,ℓ
sq,sℓ, pour chaque couple de vecteursP

q
sq

et

P
ℓ
sℓ : à la positioni, mettre«1» si à la foispq

sq,i et pℓ
sℓ,i

sont supérieurs à un seuil prédéfini
ε (seuil en dessous duquel les coefficients peuvent être considérés nuls) et« 0» sinon,

6. Cr
rq

désigne le nombre der-combinaisons derq éléments
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3. calculercq,ℓ
sq,sℓ = dq,ℓ

sq,sℓ ⊗ Iq,ℓ
sq,sℓ

7. Les éléments non nuls de ce vecteur correspondent aux

coefficients communs àP
q
sq

et P
ℓ
sℓ . Dans ce travail, on est seulement intéressé par les

vecteurs contenant au moins deux éléments non nuls.

Les coefficients jugés communs aux modèles des différentes machines étant identifiés, on pro-
pose dans le paragraphe suivant une méthode permettant d’identifier de nouveaux modèles te-
nant compte des parties communes précédemment mises en évidence.

2.3.2.2 Identification des nouveaux modèles

On propose d’identifier de nouveaux modèles pour les machines en se basant sur la méthode
des moindres carrés totaux sous contraintes de type égalité. Le problème à résoudre s’écrit :

min
θ

1
2
‖Xθ‖2

2

s.c. Cθ = 0
(2.84)

avecX ∈ RN×M et θ ∈ RM ayant les mêmes structures que celles données dans (2.26).
La matriceC ∈ RM×d est construite de façon à tenir compte des contraintes d’égalité entre
certains coefficients et de la nullité d’autres (d est le nombre total de ces contraintes).
Afin de résoudre le problème (2.84), on peut utiliser la méthode d’élimination des contraintes
[Björck, 1996; Galligani et Zanni, 2000] qui repose sur les trois étapes suivantes :

1. transformer le problème d’optimisation sous contraintes en un problème de dimension
inférieure,

2. résoudre le nouveau problème,

3. utiliser la solution obtenue pour aboutir à la solution duproblème d’optimisation initial.

1. Transformation du problème initial en un deuxième de dimension inférieure
Dans la contrainteCθ = 0 (2.84), la matriceC est de plein rang ligned en raison de l’indépen-
dance des contraintes. On peut trouver une matrice de permutationΠ ∈ RM×M qui transforme
la matriceC en une matriceC∗ = CΠ telle que :

C∗ = [C∗1 C∗2] ∈ Rd×M (2.85)

avecC∗1 ∈ Rd×d une matrice régulière etC∗2 ∈ Rd×(M−d).
Ainsi, on peut écrire, sachant queΠΠT = IM :

Cθ = CΠΠTθ
= C∗θ∗. (2.86)

On partitionneθ∗ sous la forme :

θ∗ =

(
θ∗

1
θ∗

2

)

(2.87)

avecθ∗
1 ∈ Rd et θ∗

2 ∈ RM−d. D’après (2.86) et tenant compte des contraintesCθ = 0, on peut
écrire :

C∗1θ∗
1 +C∗2θ∗

2 = 0.

7. le symbole⊗ correspond au produit binaire
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Chapitre 2. Apprentissage multi-tâche de modèles linéaires

La matriceC∗1 étant régulière, on peut exprimerθ∗
1 en fonction deθ∗

2 selon :

θ∗
1 = −C∗

−1

1 C∗2θ∗
2 . (2.88)

Tenant compte de (2.88), le vecteurθ∗ s’écrit :

θ∗ = T θ∗
2 (2.89)

avecT =

(

−C∗
−1

1 C∗2
I(M−d)

)

et oùI(M−d) désigne la matrice identité de dimension(M−d)× (M−

d).
Ainsi, le problème d’optimisation initial (2.84) est transformé en :

min
θ ∗

2

1
2
‖X∗T θ∗

2‖
2
2 . (2.90)

où X∗ = XΠ. On noteZ = X∗T , le problème final à résoudre est alors :

min
θ ∗

2

1
2
‖Zθ∗

2‖
2
2 . (2.91)

Afin de trouver une solution unique à ce problème, il suffit d’imposer une contrainte de norma-
lité sur le vecteurθ∗

2 :
‖θ∗

2‖
2
2 = 1. (2.92)

2. Résolution du nouveau problème
Le problème d’optimisation initial (2.84) est transformé finalement en un problème des moindres
carrés totaux dont la solution̂θ∗

2 est obtenue comme étant le vecteur propre associé à la plus
petite valeur propre deZTZ (2.91).

Démonstration.Formons le lagrangien du problème à résoudre :

L =
1
2
‖Zθ∗

2‖
2
2−

1
2

µ(‖θ∗
2‖

2
2−1). (2.93)

Les conditions de stationnarité au premier ordre du lagrangien (
∂L
∂θ∗

2
= 0 et

∂L
∂ µ

= 0) conduisent

à :

ZTZθ̂∗
2 − µ̂ θ̂∗

2 = 0 (2.94)

θ̂∗T

2 θ̂∗
2 = 1. (2.95)

D’après (2.94), on a :
(
ZTZ− µ̂ I(M−d)

)
θ̂∗

2 = 0. (2.96)

Cette équation montre qu’il s’agit d’un problème de valeurspropres et vecteurs propres de la
matriceZTZ. Tenant compte de (2.95), on obtient :

µ̂ = θ̂∗T

2 ZTZθ̂∗
2 . (2.97)

Comme la quantité̂θ∗T

2 ZTZθ̂∗
2 correspond à celle qu’on cherche à minimiser (2.91), l’estiméµ̂

deµ correspond à la plus petite valeur propre deZTZ et l’estiméθ̂∗
2 deθ∗

2 est le vecteur propre
associé.
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2.3. Modélisation des systèmes multi-entrées/multi-sorties

3. Solution du problème initial
On peut facilement remonter à la solution du problème d’optimisation initial (2.84) :

– le vecteurθ̂∗
2 étant maintenant connu, on utilise (2.89) pour trouver l’estimé̂θ∗

1 du vecteur
θ̂∗ du vecteur des coefficientsθ∗,

– la solution du problème initial est obtenue selon :

θ̂ = Πθ̂∗. (2.98)

Remarque 2.13.Une étude sur la sensibilité du critèreφ =
1
2
‖Xθ‖2

2 par rapport à chacune des

contraintes à imposer peut être intéressante pour identifier celles qu’on peut prendre en compte
sans perte majeure du pouvoir explicatif du modèle. Pour cela, on peut chercher l’influence de
chaque contrainte sur la variation du critèreφ par rapport à celui obtenu par la méthode ACP
sur chaque base de données indépendamment les unes des autres.

Exemple 2.9(Identification des modèles avec erreurs sur les variables)
On dispose de 4 bases de données générées à partir de deux modèles comprenant les mesures
de 15 variables et que les coefficients des modèles ACP identifiés sur chaque base de données
indépendamment les unes des autres sont donnés à la table2.15. Dans cette table, l’indice i
réfère au numéro de la variable explicative avec i= 0 correspondant à la constante etP

q
sq

fait

référence à la relation numéro sq pour la qèmebase de données (q= 1, . . . ,4 et s= 1, 2). On

noteθq
sq =

(

θq
sq,0

, . . . ,θq
sq,i , . . . ,θ

q
sq,15

)T
le vecteur contenant les coefficients deP

q
sq

.

i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

P
1
1 5.3 -8.1 -3.1 -3.1 -2.1 -1.2 -0.9 -1.0 -0.9 -5.2 -0.1 -4.9 -0.5-0.1 1 0

P
2
1 -1.3 -8.1 -3.3 2.9 -2.4 0.9 0.6 0.5 1.1 -4.4 -0.4 -5.6 -0.0 -1.41 0

P
3
1 2.4 -7.9 -2.9 -3.3 0.5 -0.4 -1.0 -0.8 -0.3 -5.0 0.0 -5.1 -0.0 -0.9 1 0

P
4
1 -1.3 -8.1 -3.3 -2.6 -0.5 1.1 1.2 0.5 1.3 -4.9 -0.1 -5.3 -0.9 -0.0 1 0

P
1
2 -10.4 -1.9 -0.4 0.5 -4.9 -0.9 0.1 0.5 0.4 -14.7 0.1 -15.2 0.0 0.1 0 1

P
2
2 -7.0 -2.0 0.1 0.1 -4.9 0.5 -0.2 0.2 -0.4 -15.9 0.3 -14.1 0.1 0.20 1

P
3
2 -34.3 -0.8 -0.3 0.2 5.3 0.2 -0.2 0.2 -0.2 15.3 0.1 14.9 0.1 0.20 1

P
4
2 -10.5 -1.8 -1.1 1.4 -4.9 0.1 0.3 -0.2 -0.1 -14.7 0.2 -15.3 0.3 0.2 0 1

TABLE 2.15 – Coefficients des modèles obtenus par ACP sur chaque base de données indépen-
damment les unes des autres

Dans la table2.15et les deux tables suivantes, un coefficient est marqué en gras lorsqu’on l’a
forcé à prendre exactement la valeur 0 ou 1.
On a fixé un seuil de 0.1 en dessous duquel on a considéré les coefficients nuls et on a éta-
bli la liste des contraintes concernant la nullité de certains coefficients et donc permettant de
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Chapitre 2. Apprentissage multi-tâche de modèles linéaires

déterminer les structures des modèles.

θ1
1,10 = 0 θ1

1,13 = 0 θ1
1,15 = 0 θ2

1,12 = 0
θ2

1,15 = 0 θ3
1,10 = 0 θ3

1,12 = 0 θ3
1,15 = 0

θ4
1,10 = 0 θ4

1,13 = 0 θ4
1,15 = 0. θ1

2,6 = 0
θ1

2,10 = 0 θ1
2,12 = 0 θ1

2,13 = 0 θ1
2,14 = 0

θ2
2,2 = 0 θ2

2,3 = 0 θ2
2,12 = 0 θ2

2,14 = 0
θ3

2,10 = 0 θ3
2,12 = 0 θ3

2,14 = 0 θ4
2,5 = 0

θ4
2,8 = 0 θ4

2,14 = 0

Les structures des deux modèles pour chaque base de données étant maintenant connues, on
identifie à nouveau les coefficients des modèles ACP en tenantcompte des contraintes associées
à chaque base de données indépendamment les unes des autres (table2.16). Dans cette table,
on noteP̆q

sq le vecteur des coefficients associées à la relation numéro sq pour la qèmebase de
données (q= 1, . . . ,4 et s= 1, 2).

i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

P̆1
1 4.0 -8.0 -3.1 -3.1 -2.0 -1.1 -0.9 -1.0 -0.9 -5.10 -4.9 -0.5 0 1 0

P̆2
1 -1.6 -8.1 -3.3 -2.9 -2.4 0.9 0.6 0.5 1.1 -4.6 -0.4 -5.50 -1.4 1 0

P̆3
1 2.7 -7.9 -3.0 -3.3 0.4 -0.4 -0.9 -0.8 -0.3 -5.10 -5.0 0 -1.0 1 0

P̆4
1 -1.7 -8.0 -3.2 -3.0 -0.4 1.2 1.2 0.6 1.3 4.90 -5.2 -0.9 0 1 0

P̆1
2 -8.4 -2.0 -0.4 0.4 -4.9 -0.90 0.5 0.4 -14.7 0 -15.3 0 0 0 1

P̆2
2 -4.3 -2.2 0 0 -4.9 0.3 -0.2 0.2 -0.3 -15.5 0.2 -14.60 0.2 0 1

P̆3
2 -31.2 -0.9 -0.5 0.2 5.2 -0.2 -0.2 0.3 -0.2 15.10 15.0 0 0.2 0 1

P̆4
2 -7.4 -1.9 -1.4 1.5 -5.0 0 0.3 -0.2 0 -14.9 0.2 -15.2 0.2 -0.10 1

TABLE 2.16 – Coefficients des modèles obtenus par ACP sur chaque base de données indépen-
damment les unes des autres tenant compte des contraintes denullité de certains coefficients

On a fixé un seuil de proximité relative entre deux coefficients à 15% afin de déterminer les
coefficients communs aux différents modèles et on a établi les contraintes suivantes :

θ1
1,1 = θ2

1,1 θ1
1,1 = θ3

1,1 θ1
1,1 = θ4

1,1
θ1

1,2 = θ2
1,2 θ1

1,2 = θ3
1,2 θ1

1,2 = θ4
1,2

θ1
1,3 = θ2

1,3 θ1
1,3 = θ3

1,3 θ2
1,3 = θ4

1,3
θ1

1,4 = θ2
1,4 θ1

1,6 = θ3
1,6 θ1

1,9 = θ2
1,9

θ1
2,1 = θ2

2,1 θ1
2,1 = θ4

2,1 θ1
2,4 = θ2

2,4
θ1

2,4 = θ3
2,4 θ1

2,4 = θ4
2,4 θ2

2,6 = θ3
2,6

θ1
2,9 = θ2

2,9 θ1
2,9 = θ3

2,9 θ1
2,9 = θ4

2,9
θ1

2,11 = θ2
2,11 θ1

2,11 = θ3
2,11 θ1

2,11 = θ4
2,11

θ2
2,13 = θ3

2,13 θ1
2,15 = θ2

2,15 θ1
2,15 = θ3

2,15
θ1

1,9 = θ3
1,9 θ1

1,9 = θ4
1,9 θ1

1,11 = θ2
1,11

θ1
1,11 = θ3

1,11 θ1
1,11 = θ4

1,11 θ1
1,14 = θ2

1,14
θ1

1,14 = θ3
1,14 θ1

1,14 = θ4
1,14 θ1

2,0 = θ4
2,0

θ1
2,15 = θ4

2,15
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2.3. Modélisation des systèmes multi-entrées/multi-sorties

L’application de la méthode décrite précédemment en tenantcompte à la fois des contraintes
d’égalité de certains coefficients et de celles de la nullitéd’autres permet d’obtenir les nouveaux
modèles dont les coefficients sont donnés à la table2.17.

i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

P̂1
1 6.2 -8.0 -3.2 -3.0 -2.3 -1.5 -1.0 -0.9 -0.7 -4.90 -5.2 -0.6 0 1 0

P̂2
1 -3.0 -8.0 -3.2 -3.0 -2.3 1.1 0.5 0.5 0.9 -4.9 -0.3 -5.20 -1.3 1 0

P̂3
1 4.2 -8.0 -3.2 -3.0 0.3 -0.6 -1.0 -0.8 -0.3 -4.90 -5.2 0 -1.1 1 0

P̂4
1 -1.7 -8.0 -3.2 -3.0 -0.4 1.2 1.2 0.6 1.3 -4.90 -5.2 -1.0 0 1 0

P̂1
2 -7.7 -1.9 -0.4 0.4 -5.2 -0.90 0.5 0.5 -15.1 0 -14.9 0 0 0 1

P̂2
2 -2.8 -1.9 0 0 -5.2 0.1 -0.2 0.2 -0.1 -15.1 0.1 -14.90 -0.3 0 1

P̂3
2 35.3 0.6 0.2 -0.2 -5.2 -0.7 0.20 0.3 -15.1 0 -14.9 0 -0.3 0 1

P̂4
2 -7.7 -1.9 -1.5 1.7 -5.2 0 0.2 -0.2 0 -15.1 0.1 -14.9 0.2 0.20 1

TABLE 2.17 – Coefficients des modèles obtenus par la méthode des moindres carrés totaux sous
contraintes

Les critères résiduels issus des nouveaux modèles ne montrent pas de détérioration significative
par rapport à ceux obtenus par les modèles ACP sur chaque basede données indépendamment
les unes des autres comme le montre la table2.18. Dans cette dernière,̆Jq

sq (resp. Ĵq
sq) est le

critère résiduel associé à la relation̆Pq
sq (resp.P̂q

sq).

q J̆q
1 Ĵq

1 J̆q
2 Ĵq

2
1 0.043 0.045 0.073 0.075
2 0.040 0.040 0.079 0.081
3 0.040 0.041 0.076 0.078
4 0.042 0.045 0.069 0.070

TABLE 2.18 – Critères résiduels

Les valeurs des critères résiduelsĴq
sq (s= 1,2 et q= 1, . . . ,4) sont quasiment identiques à celles

des critèresJ̆q
sq et on peut conclure que les nouvelles relations trouvées décrivent aussi bien

les données que celles obtenues par la méthode d’ACP appliquée sur chaque base de données
indépendamment les unes des autres.
Afin d’illustrer les résultats, on donne à la figure2.5les tracés de la variablex1

14, de son estimée
x̆1

1,14 par P̆1
1 ainsi que son estimé .

La figure2.5 montre quex̂1
1,14 et x̆1

1,14 suivent les variations de x1
14 reflétant ainsi une bonne

qualité d’estimation de la variablex1
14 par les modèles̆P1

1 et P̂1
1 .
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FIGURE 2.5 – Evolution des signauxx1
14, x̆1

1,14 et x̂1
1,14

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre on a présenté différentes méthodes afin d’identifier les modèles des diffé-
rentes machines d’un parc tenant compte de l’existence de parties communes aux modèles.

Dans un premier temps,on a traité les modèles multi-entrées/mono-sortie. Les premières
méthodes permettent d’identifier les modèles des différentes machines partant de la connais-
sance des coefficients communs aux différents modèles. Cette connaissance peut être acquise
à la suite d’une phase d’analyse des modèles identifiés pour chaque machine indépendamment
les unes des autres. Les deuxièmes méthodes peuvent être utilisées quand aucune connaissance
a priori des parties communes aux modèles est disponible. Lacomparaison des modèles à un
modèle moyen permet d’identifier simultanément les coefficients des modèles ainsi que la par-
tie commune à tous les modèles. La méthode par comparaison des modèles deux à deux permet
d’identifier à la fois les coefficients des modèles ainsi que les parties partagées par n’importe
quel couple de modèles.

Dans un deuxième temps, on a présenté une méthode à base d’ACPpermettant, d’une part,
d’identifier les modèles ayant des parties communes sans faire de distinction entre variables
d’entrée et variables de sortie et, de l’autre part, de déterminer le nombre de relations de redon-
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2.4. Conclusion

dance existant entre les variables mesurées. Le problème d’identification de modèles partagent
des parties communes est résolu par une méthode des moindrescarrés totaux sous contraintes.
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Chapitre 3. Analyse de discernabilité des sorties des modèles

3.1 Introduction

On suppose connus les modèles décrivant le comportement normal deQ machines réputées
identiques d’un parc. Dans le cas d’une nouvelle machine venant s’ajouter au parc et pour
laquelle on désire identifier son modèle parmi ceux des autres machines, on peut imaginer deux
situations :

1. des données collectées sur cette machine sont disponibles : on teste les résidus issus de
l’application des modèles desQ machines sur ces données :
– si les résidus associés au modèle d’une seule machineq sont quasiment nuls alors que

tous les autres ne le sont pas, le modèle de la machineq est identifié comme celui
décrivant le comportement normal de la nouvelle machine,

– si les résidus de tous les modèles sont simultanément non nuls, le modèle de la nouvelle
machine doit être appris en utilisant les nouvelles données,

– si les résidus associés aux modèles de plusieurs machines sont simultanément nuls, on
ne peut pas identifier le modèle décrivant le comportement dela nouvelle machine ; on
se retrouve alors dans le cas2 ci-dessous,

2. aucune mesure n’a encore été faite pour la nouvelle machine : on propose de déterminer
les domaines de variation des variables d’entrée de la machine permettant d’identifier son
modèle parmi ceux des autres machines.

Afin d’identifier le modèle d’une nouvelle machine parmi ceuxdes autres machines du parc, il
faut que les sorties des modèles desQ machines soient discernables. Ces modèles sont consti-
tués essentiellement de deux parties. La première, communeà tous les modèles et ayant le plus
grand pouvoir explicatif, fait intervenir les mêmes variables explicatives, ayant des domaines de
variation supposés identiques pour toutes les machines, avec des coefficients voisins dans tous
les modèles. Sa contribution dans l’explication des variables de sortie des modèles est donc
quasiment la même pour toutes les machines. La deuxième partie des modèles est liée aux va-
riables d’environnement pouvant avoir des plages de variation assez différentes d’une machine
à l’autre et intervenant dans les modèles avec des coefficients plus ou moins importants. La
contribution de cette partie dans l’explication des variables de sortie est donc différente d’une
machine à l’autre. Cette partie est alors à l’origine des sorties potentiellement différentes des
modèles. Quand les variables constituant la partie communeaux modèles n’ont pas exacte-
ment les mêmes domaines de variation pour toutes les machines, l’étude de la discernabilité des
sorties des modèles doit tenir compte de toutes les variables d’entrée et non seulement celles
associées aux parties non partagées par les modèles.

La notion de discernabilité des modèles peut être retrouvéedans [Walter et Pronzato, 1994]
dans le cadre de la détermination de la meilleure structure d’un modèle décrivant le comporte-
ment d’un système et dans [Vidal et al., 2002; Cocquempot, 2003; Domlan, 2006] dans le cadre
de la discernabilité de modes actifs d’un système à commutation ainsi que des instants de com-
mutation. Ces méthodes ne traitent pas l’identification desdomaines de variation des variables
d’entrée garantissant la discernabilité des modèles.
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3.2. Discernabilité des sorties des modèles

De façon générale, pour les modèles identifiés à partir des données, des incertitudes paramé-
triques existent. Dans ce chapitre, par contre, on ne tient pas compte de ces incertitudes lors de
l’étude de la discernabilité des sorties des modèles et on s’intéresse aux domaines de variation
des variables d’entrée associées à de telles sorties dans lebut final de faciliter l’identification du
modèle d’une nouvelle machine.

3.2 Discernabilité des sorties des modèles

Comme mentionné précédemment, on cherche à déterminer les domaines des variables
d’entrée permettant la discernabilité des sorties des modèles des différentes machines d’un
parc. On suppose que la partie commune aux modèles est constituée par des variables ayant
des domaines de variation identiques pour toutes les machines, avec des coefficients quasiment
identiques ; sa contribution dans l’explication des variables de sortie des modèles est donc la
même pour toutes les machines. Ainsi, l’étude de la discernabilité des modèles ne doit por-
ter que sur la deuxième partie (celle faisant intervenir desvariables à coefficients et domaines
de variation différents). Pour la machine numéroq, on suppose la présence der relations qui
explique à chaque fois une variable selon :

ŷq
j = Uqα j +Xqθq

j , j = 1, . . . , r (3.1)

où Uqα j correspond à la partie partagée par tous les modèles expliquant la variableyq
j , q =

1, . . . ,Q et Xqθq
j correspond à la partie pouvant varier d’un modèle à l’autre.

Le modèle sur lequel va porter l’étude de la discernabilité n’est pas (3.1) mais :

ỹq
j = Xqθq

j (3.2)

où ỹq
j = ŷq

j −Uqα j .
On s’intéresse par la suite à étudier la discernabilité des sortiesỹq

j des modèles (3.2).

Remarque 3.1.Afin de simplifier les notations, on ôtera par la suite le symbole tilde de l’équa-
tion (3.2) mais on note qu’à chaque fois on parle des variables de sortie, il s’agira de variables
estimées.

De façon générale, pour chaque machineq, les variables d’entrée sont indépendantes les
unes des autres. Leurs domaines de variation constituent alors un pavé[Dq

X] dont les côtés sont
parallèles aux axes. Chaque côté est un segment de droite délimité par les valeurs minimales et
maximales d’une variablexq

i . Ces valeurs sont notéesxq
i etxq

i respectivement. De cette façon, on
peut définir chaque pavé par rapport à ses sommets. La figure3.1 illustre les notations utilisées
pour un pavé[Dq

X] dans le cas de dimension 3.
Du fait des relations linéaires liant les variables de sortie aux variables d’entrée, le domaineDq

Y
est un parallélogramme àr dimension tenant compte des relations de dépendance existant entre
les variablesyq

j . Plus le nombre de variables explicatives intervenant dansles modèles augmente,
plus le nombre de sommets décrivant le domaineDq

Y est grand. Ainsi, avant de réaliser l’étude
de la discernabilité des sorties des modèles des différentes machines, on propose de réduire la
complexité de la représentation du domaineDq

Y de variation des variables de sortie de chaque
machine. Ensuite, on étudie la discernabilité des sorties des modèles appartenant aux domaines
approchés deDq

Y, q = 1, . . . ,Q.
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FIGURE 3.1 – Définition d’un pavé[Dq
X] par ses sommets

3.2.1 Approximation des domaines de variation des variables de sortie
des modèles

Dans ce paragraphe, on propose d’approximer les domainesDq
Y, q = 1, . . . ,Q, des variables

de sortie des modèles des différentes machines par :
– des pavés[Dq

Y] circonscrits aux domainesDq
Y, q = 1, . . . ,Q

– l’union de petits pavés constituant une majoration des domainesDq
Y ; ces pavés sont ob-

tenus grâce à la technique de pavage qui sera décrite dans lesparagraphes suivants.
Dans tous les cas, on choisit la sur-approximation des domainesDq

Y, q = 1, . . . ,Q, pour garan-
tir le domaine de discernabilité des sorties des modèles. Les domaines inscrits aux domaines
Dq

Y permettent de garantir le domaine de non-discernabilité des sorties des modèles comme
le montre la figure3.2. Dans cette figure, on considère deux domainesDq

Y et Dℓ
Y de variation

des deux variables de sortie de deux machinesq et ℓ ayant une intersection non vide. D’après

A

y1y1

y2y2

B

Dq
YDq

Y

Dℓ
YDℓ

Y

FIGURE 3.2 – Approximations possibles de l’intersection de deux domainesDq
Y et Dℓ

Y
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3.2. Discernabilité des sorties des modèles

cette figure, tout point appartenant au rectangle inscrit audomaine d’intersection des domaines
Dq

Y et Dℓ
Y est un point ne permettant pas la discernabilité des sortiesdes modèles. Par contre,

le point A n’appartenant pas à ce rectangle sera considéré comme celuiassocié à des sorties
discernables des modèles alors que ce n’est pas le cas. Au contraire, tout point en dehors du
rectangle circonscrit au domaine d’intersection des domainesDq

Y etDℓ
Y correspond à des sorties

discernables. Le pointB, par contre, est considéré comme étant associé à des sortiesnon dis-
cernables alors qu’il l’est. Dans ce travail, on s’intéresse à garantir la discernabilité des sorties
des modèles des différentes machines, ce qui justifie le choix des domaines circonscrits aux
domainesDq

Y, q = 1, . . . ,Q.

3.2.1.1 Approximation des domaines par leurs pavés circonscrits

On note[Dq
Y] le pavé circonscrit au domaine exactDq

Y des variations des variables de sortie
de la machine numéroq (q∈ {1, . . . ,Q}). Le pavé[Dq

Y] a comme côtés les segments de droite
[

yq
j

; yq
j

]

=
[

min
(

Xqθq
j

)

; max
(

Xqθq
j

)]

. De façon plus explicite, la relation (3.2) s’écrit :

yq
j =

m

∑
i=1

θq
j ,i xq

i (3.3)

On a donc :

– y
j
=

m
∑

i=1
min

(

θq
j ,i xq

i ,θ
q
j ,i xq

i

)

où, pour chaquei, on a :

min
(

θq
j ,i xq

i ,θ
q
j ,i xq

i

)

=







θq
j ,i xq

i si θq
i > 0

θq
j ,i xq

i sinon

– y j =
m
∑

i=1
max

(

θq
j ,i xq

i ,θ
q
j ,i xq

i

)

où, pour chaquei, on a

max
(

θq
j ,i xq

i ,θ
q
i xq

i

)

=







θq
i xq

i si θq
i > 0

θq
i xq

i sinon

Exemple 3.1(Approximation d’un domaine par son pavé circonscrit)
On considère une machine q décrite par deux relations linéaires :

{
yq

1 = 2xq
1 +3xq

2−5xq
3

yq
2 = −5xq

1 +10xq
2+6xq

3
(3.4)

On suppose connus les domaines de variation des variables d’entrée : xq1 ∈ [1 ; 5], xq
2 ∈ [1 ; 3]

et xq3 ∈ [−2 ; 2]. Le domaine de variation des variables yq
1 et yq2 est donné à la figure3.3.

La figure3.4montre l’approximation du domaine DqY par son pavé[Dq
Y] circonscrit.

Les sommets du pavé[Dq
Y] sont obtenus selon :
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FIGURE 3.3 – DomaineDq
Y de variation des variables de sortie
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FIGURE 3.4 – Pavé[Dq
Y] circonscrit au domaineDq

Y

– yq
1 = −5 correspondant à2xq

1 +3xq
2−5xq

3,
– yq

1 = 29correspondant à2xq
1+3xq

2−5xq
3,

– yq
2 = −27 correspondant à−5xq

1+10xq
2 +6xq

3,
– yq

1 = 37correspondant à−5xq
1+10xq

2+6xq
3.

D’après la figure3.4, on constate que[Dq
Y] constitue une sur-approximation non négligeable du

domaine Dq
Y.

On note que le choix des pavés alignés aux axes n’est pas restrictif : des zonotopes cir-
conscrits aux domainesDq

Y, q = 1, . . . ,Q peuvent être construits selon l’algorithme de Fourier-
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3.2. Discernabilité des sorties des modèles

Motzkin [Idrissi et al., 2002] pour approximer les domainesDq
Y.

3.2.1.2 Approximation des domaines par pavage

S’inspirant de la technique de pavage introduite dans le cadre de l’inversion ensembliste
par [Jaulin and Walter, 1993], on propose dans [Adrot, 2000] une méthode pour approximer
un domaine de sortie par une concaténation de plusieurs petits pavés alignés aux axes. Tout
domaineDq

Y (q∈ {1, . . . ,Q}) est approximé par l’union de pavés image obtenus à partir d’une
sous-division uniforme de l’espace de départ[Dq

X]. Le domaine[Dq
X] est divisé enPq pavés sans

recouvrement notés[dq
X,pq

] (pq = 1, . . . ,Pq) obtenus en découpant chaque variablexq
i en des

segments de même taille. Les pavés[dq
X,pq

] possèdent tous la même taille et leur union décrit

exactement le domaine[Dq
X]. Pour chaque pavé[dq

X,pq
], le pavé aligné[dq

Y,pq
] est déterminé.

L’union de tous les pavés[dq
Y,pq

], p = 1, . . . ,P, constitue une majoration du domaineDq
Y.

Exemple 3.2(Approximation d’un domaine par pavage)
La figure3.5 montre les résultats de l’approximation par la méthode de pavage du domaine
Dq

Y de l’exemple3.1, pour des pavés dans l’espace d’origine de taille0.5×0.5×1 unités de
mesure.
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FIGURE 3.5 – Approximation par pavage deDq
Y

Cette figure montre que la méthode de pavage permet d’obtenirune meilleure approximation
du domaine DqY que celle obtenue à l’aide du pavé circonscrit à ce domaine (figure3.4).

Il faut noter que la taille choisie pour les pavés d’origine affecte les résultats de l’approxi-
mation. Plus la taille des pavés dans l’espace d’origine estpetite, plus on obtient une bonne
approximation de l’espace de sortie au détriment du temps decalcul et inversement. La taille
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des pavés dans l’espace d’origine doit ainsi être choisie pour garantir une assez bonne qualité
d’approximation et un temps de calcul non excessif.

3.2.2 Discernabilité des domaines approchés

Des approximations des domaines de variation des sortie desdifférents modèles étant dis-
ponibles, on peut les utiliser afin d’étudier les domaines dediscernabilité des modèles et les
domaines des variables d’entrée associés.

3.2.2.1 Discernabilité dans le cas des pavés circonscrits

L’approximation des domaines de variation des variables desortie Dq
y, q = 1, . . . ,Q (où

Q est le nombre total de machines disponibles) par leurs pavéscirconscrits[Dq
Y] permet de

réaliser facilement l’étude de la discernabilité des modèles selon la disposition des pavés[Dq
Y],

q = 1, . . . ,Q. De façon simple, il suffit de calculer, pour chaque variabley j deux composantes
notéesy

j
et y j telles que :

– y
j
= max

(

y1
j
, y2

j
, . . . , yQ

j

)

,

– y j = min
(

y1
j , y2

j , . . . , yQ
j

)

.

La discernabilité des modèles selon la variabley j peut facilement être étudiée selon :
– si y

j
≤ y j , une intersection existe entre les pavés[Dq

Y], q = 1, . . . ,Q, selon la variabley j

et les modèles ne sont pas discernables selon cette variable,
– sinon, la variabley j permet la discernabilité des modèles desQ machines.

Ainsi, selon la disposition des pavés[Dq
Y], q = 1, . . . ,Q, trois cas sont possibles :

1. les modèles des machines sont discernables selon toutes les variablesy j si,∀ j = 1, . . . , r,
y

j
> y j , ,

2. les modèles sont discernables selon seulement un groupe de variables, s’il existe un en-
semble d’indicesJY ⊂ {1, . . . , r} tel que,∀ j ∈ JY, on ay

j
≤ y j et pour toutj /∈ JY, on a

y
j
> y j ,

3. les modèles ne sont discernables selon aucune variable siy
j
≤ y j , ∀ j = 1, . . . , r.

Exemple 3.3(Discernabilité des modèles de deux machines selon la disposition de [Dq
Y] et

[Dℓ
Y])

On considère deux machines ayant des modèles décrits par deux relations expliquant deux
variables de sortie notées yq

i et yℓi (i = 1,2 correspond au numéro de la variable de sortie) à
partir de deux variables d’entrée.

1. Les modèles des deux machines sont discernables selon lesdeux variables y1 et y2 (figure
3.6).
Les sorties des modèles des deux machines q etℓ sont facilement discernables car y

1
= yℓ

1
,

y1 = yq
1, y

2
= yq

2 et y2 = yℓ
2. On a donc y

1
> y2 et y

2
> y2.

2. Les modèles des deux machines sont discernables selon uneseule variable (la variable
y1 dans le cas de la figure3.7).
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FIGURE 3.6 – Discernabilité sur les deux variablesy1 et y2
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FIGURE 3.7 – Discernabilité selon la variabley1

Comme y
2

= yq
2 et y2 = yℓ

2, les sorties yq2 et yℓ2 des modèles des deux machines q etℓ

peuvent ne pas être pas discernables. Cependant, comme y
1
= yℓ

1
ety1 = yq

1, on a y
1
> y1,

les valeurs des sorties yq
1 et yℓ1 sont toujours différentes et la discernabilité des modèles

se fait alors facilement selon la variable y1.

3. Une intersection non vide entre les pavés[Dℓ
Y] et [Dℓ

Y] existe : pour certaines valeurs des
variables d’entrée x1 et x2, il est impossible de discriminer les sorties des modèles des
deux machines (figure3.8).
Les modèles des deux machines peuvent ne pas être discernables car, d’une part, on a
y

1
= yℓ

1
ety1 = yq

1 et, d’autre part, on a y
2
= yq

2 et y2 = yℓ
2. On a donc, y

1
≤ y1 et y

2
≤ y2.
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FIGURE 3.8 – non-discernabilité des modèles

Comme mentionné précédemment, on s’intéresse à identifier les domaines de variation des
variables d’entrée permettant la discernabilité des sorties des différents modèles. Ces domaines
sont les complémentaires de ceux, notés[dq

X], dont les sorties appartiennent à l’intersection
[D∩Y] des domaines[Dq

Y], q = 1, . . . ,Q. Dans le cas où le nombre de variables de sortie est égal
à celui des variables d’entrée, on peut facilement trouver les expressions des variables d’entrée
en fonction de celles de sortie. Ces expressions seront données par :

xq = ϑqyq (3.5)

où xq =
(
xq

1, . . . ,x
q
m
)T

, yq =
(
yq

1, . . . ,y
q
r
)T

et :

ϑq =






θq
1,1 · · · θq

1,m
...

. . .
...

θq
r,1 · · · θq

r,m






−1

Connaissant le domaine de sortie correspondant à l’intersection [d∩Y] des pavés[Dq
Y], ∀ q =

1, . . . ,Q, il est facile de trouver en utilisant (3.5), le domaine[dq
x ] des variables d’entrée de

chaque machineq dont les sorties appartiennent à[d∩Y].
Cependant, dans le cas général, le nombre de variables d’entrée est plus grand que celui des
variables de sortie et une infinité de solutions existe pour le problème qu’on cherche à résoudre.
Dans ce travail, on propose l’utilisation d’un algorithme itératif pour identifier les domaines
[dq

x ], q = 1, . . . ,Q connaissant[d∩Y]. Cet algorithme suppose connues, à chaque itération,m−1
variables et cherche le domaine de variation de la variable restante [Jaulin et al., 2001]. L’algo-
rithme consiste, pour chaque machineq, à :

1. exprimer, à partir de (3.2), xq
i en fonction deyq

j et xq
h, h = 1, . . . ,met h 6= i :

xq
i = aq

j y
q
j +

m

∑
h=1

bq
j ,hxq

h, i = 1, . . . ,m (3.6)

70



3.2. Discernabilité des sorties des modèles

oùaq
j =

1
θq

j ,i
etbq

j ,h = −
θq

j ,h

θq
j ,i

,

2. poserI = 1 et
[

x(I),q
i ; x(I),q

i

]

=
[
xq

i ; xq
i

]
, i = 1, . . . ,m puis initialiseri = 1 et j = 1,

3. calculer, pouryq
j ∈
[

yq
j

; yq
j

]

et xq
h ∈
[

x(I),q
h ; x(I),q

h

]

, h = 1, . . . ,met h 6= i, le pavé
[

�x(I),q
i ; �x(I),q

i

]

circonscrit au domaine obtenu par (3.6),

4. poserI = I +1, calculer
[

x(I),q
j ,i ; x(I),q

j ,i

]

=
[

x(I−1),q
j ,i ; x(I−1),q

j ,i

]

∩
[

�x(I−1),q
j ,i ; �x(I−1),q

j ,i

]

,

5. poser
[

x(I),q
j ,h ; x(I),q

j ,h

]

=
[

x(I−1),q
j ,h ; x(I−1),q

j ,h

]

,

6. poseri = i +1 et répéter les étapes3 à6 jusqu’à avoiri > mq,

7. poseri = 1 et j = j +1 (tant quej < r, sinon poserj = 1) et répéter les étapes3 à7 jusqu’à
convergence de la solution. Cette dernière est considérée atteinte quand l’écart entre les
bornes inférieures (et supérieures) des différents intervalles à deux itérations consécutives
est en dessous d’un seuil prédéfini.

Exemple 3.4(Domaines d’entrée garantissant la discernabilité des modèles par utilisation
des pavés circonscrits)
On reprend les données de l’exemple3.1 et on suppose la présence d’une machine supplé-
mentaireℓ dont les signaux d’entrée sont tels que : xℓ

1 ∈ [2 ; 6], xℓ
2 ∈ [0 ; 4] et xℓ3 ∈ [−1 ; 3] et

caractérisée par deux modèles :
{

yℓ
1 = 5xℓ

1+6xℓ
2 +xℓ

3
yℓ

2 = −5xℓ
1 +2xℓ

2+20xℓ
3

(3.7)

La figure 3.9 montre l’intersection[dq,ℓ
Y ] entre les deux pavés[Dq

Y] et [Dℓ
Y] circonscrits aux

domaines obtenus par(3.4) et (3.7) respectivement.
Le domaine[dq,ℓ

Y ] = [Dq
Y]∩ [Dℓ

Y] est délimité par :
– y

1
= 9 correspondant à yℓ

1
,

– y1 = 29 correspondant àyq
1,

– y
2
= −27 correspondant à yq2,

– y2 = 37 correspondant àyq
2.

Connaissant le domaine[dq,ℓ
Y ], on cherche les domaines[dq

X] et [dℓ
X] associés. D’après des équa-

tions(3.4), on peut écrire :

xq
1 = 12

(
yq

1−3xq
2+5xq

3

)

xq
2 = 13

(
yq

1−2xq
1+5xq

3

)

xq
3 = 15

(
−yq

1 +2xq
1 +3xq

2

)

xq
1 = 15

(
−yq

2 +10xq
2 +6xq

3

)

xq
2 = 110

(
yq

2+5xq
1−6xq

3

)

xq
3 = 16

(
yq

2 +5xq
1−10xq

2

)
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FIGURE 3.9 – Intersection (zone grisée)[dq,ℓ
Y ] entre les deux pavés[Dq

Y] et [Dℓ
Y]

On applique l’algorithme itératif, pour la machine q, en débutant par :
–
[
yq

1 ; yq
1

]
= [9 ; 29],

–
[
yq

2 ; yq
2

]
= [−27 ; 37],

–
[
xq

1 ; xq
1

]
= [1 ; 5],

–
[
xq

2 ; xq
2

]
= [1 ; 3],

–
[
xq

3 ; xq
3

]
= [−2 ; 2].

De la même façon, à partir de(3.7), on a :

xℓ
1 = 15

(

yℓ
1−6xℓ

2−xℓ
3

)

xℓ
2 = 16

(

yℓ
1−5xℓ

1−xℓ
3

)

xℓ
3 = yℓ

1−5xℓ
1−6xℓ

2

xℓ
1 = 15

(

−yℓ
2 +2xℓ

2 +20xℓ
3

)

xℓ
2 = 12

(

yℓ
2 +5xℓ

1−20xℓ
3

)

xℓ
3 = 120

(

yℓ
2 +5xℓ

1−2xℓ
2

)

L’algorithme décrit précédemment est appliqué, pour la machineℓ, en débutant par :

–
[

yℓ
1

; yℓ
1

]

= [9 ; 29],

–
[

yℓ
2

; yℓ
2

]

= [−27 ; 37],

–
[
xℓ

1 ; xℓ
1

]
= [2 ; 6],

–
[
xℓ

2 ; xℓ
2

]
= [0 ; 4],
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–
[
xℓ

3 ; xℓ
3

]
= [−1 ; 3].

Les résultats obtenus sont illustrés à la figure3.10.
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FIGURE 3.10 – Domaines[dq
X] et [dℓ

X] (en trait pointillé) donnant des sorties appartenant à[dq,ℓ
Y ]

D’après cette figure, le domaine[dq
X] recouvre[Dq

X] impliquant qu’aucune valeur des variables
d’entrée de la machine q ne permet la discernabilité du modèle de cette machine de celui de la
machineℓ. Cependant, pour la machineℓ, il existe un domaine[Dℓ

X]\[dℓ
X] (constituant 16.67%

du volume occupé par[Dℓ
X]) pour lequel les sorties par le modèleℓ n’appartiennent pas à[dq,ℓ

Y ].
Ainsi, si on désire identifier le modèle d’une nouvelle machine, on l’excite par des variables
d’entrée appartenant à[Dℓ

X]\[dℓ
X]. Si les sorties mesurées appartiennent à[Dℓ

Y]\[dq,ℓ
Y ], on iden-

tifie le modèleℓ comme celui décrivant le fonctionnement normal de la nouvelle machine, sinon,
le modèle de la nouvelle machine n’est pas identifié.

De façon générale, afin d’étudier les domaines de discernabilité des modèles en s’appuyant
sur les pavés circonscrits aux domaines de variation des variables de sortie, on propose l’algo-
rithme donné à la figure3.11.
On utilise les pavés circonscrits aux domaines afin de garantir la discernabilité des modèles en
dehors du domaine d’intersection approché. Cependant, la sur-approximation non négligeable
du domaine réel d’intersection entre les domaines exacts devariation des variables de sortie des
modèles impose parfois de grandes restrictions sur les valeurs que peuvent prendre les variables
d’entrée afin de garantir la discernabilité des sorties des modèles.
De plus, quand le nombre de variables d’entrée est plus grandque celui des variables de sortie,
un algorithme itératif est utilisé afin de trouver une approximation des domaines des variables
d’entrée à l’origine de la discernabilité des modèles. Cependant, cet algorithme exige l’écriture,
pour chaque machineq, de r ×m nouvelles expressions et donc de calculer à chaque itération
r ×mnouveaux intervalles. L’algorithme nécessite alors un temps d’exécution important quand
on dispose d’un grand nombre de relations exprimant les variables de sortie en fonction de
celles d’entrée et d’un plus grand nombre, encore, de variables d’entrée. Ainsi, une meilleure
approximation des domaines des variables de sortie ainsi que de leur domaine d’intersection
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ApproximerDq
Y par[Dq

Y]

et Dℓ
Y par[Dℓ

Y]

[dq,ℓ
Y ] = [Dq

Y]∩ [Dℓ
Y]

vide ?

Les modèles des machines
q et ℓ sont toujours

discernables

Oui

Non

Déterminer[dq
X] et [dℓ

X] dont

les images par (3.2) ⊆ dq,ℓ
∩Y

Trouverdq
X = [dq

X]∩ [Dq
X] et

dℓ
X = [dℓ

X]∩ [Dℓ
X]

FIGURE 3.11 – Algorithme pour étudier la discernabilité des modèlesq et ℓ en se basant sur les
pavés circonscrits

est recherchée. Cette approximation doit être facilement obtenue même quand le nombre de
variables d’entrée est plus grand que celui des variables desortie.

3.2.3 Discernabilité des sorties des modèles par pavage

En utilisant la technique d’approximation par pavage, il est facile de trouver une approxi-
mation de l’intersection de n’importe quel couple de domainesDq

Y et Dℓ
Y. Cette approximation

est donnée comme étant l’union des pavés[dq
Y,pq

] et [dℓ
Y,pℓ

], pq ∈ {1, . . . ,Pq} et pℓ ∈ {1, . . . ,Pℓ},

pour lesquels une intersection non vide existe. Connaissant les pavés[dq
Y,pq

] et [dℓ
Y,pℓ

] apparte-

nant au domaine d’intersection approché, il est facile de déterminer les pavés[dq
X,pq

] et [dℓ
X,pℓ

]

dans les domaines d’origine aboutissant à de telles sorties. On notera dans ce qui suitdq
X (resp.

dℓ
X) l’union des pavés[dq

X,pq
] (resp.[dℓ

X,pℓ
]) ainsi identifiés. Ainsi, le domaine des variables d’en-

trée garantissant la discernabilité des sorties des modèlesq etℓ n’est autre que[Dq
X]\dq

X, pour la

74



3.2. Discernabilité des sorties des modèles

machineq et [Dℓ
X]\dℓ

X, pour la machineℓ.

Exemple 3.5(Domaines d’entrée garantissant la discernabilité des modèles par pavage)
La figure3.12montre une approximation de l’intersection des domaines Dq

Y et Dℓ
Y de l’exemple

3.4. On a utilisé des pavés de dimension0.5× 1× 0.5 unités de mesure afin d’obtenir une
approximation du domaine DℓY.
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FIGURE 3.12 – Intersectiondq,ℓ
Y (délimitée par le trait noir épais) entre les deux domaines ap-

prochésDq
Y et Dℓ

Y

La figure3.13montre les domaines dq
X et dℓ

X associés au domaine dq,ℓ
Y .
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FIGURE 3.13 – Approximation des domaines d’entrée aboutissant à une intersection des do-
maines de sortie

En comparant cette figure à la figure3.10, on constate qu’il existe, pour la machine q, un
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domaine non vide[Dq
X]\dq

X permettant la discernabilité des modèles q etℓ. Ce domaine n’a
pas été trouvé avec la méthode basée sur les pavés circonscrits. On peut évaluer la proportion
exacte des points appartenant à[Dq

X]\dq
X, donc permettant la discernabilité des sorties des

modèles q etℓ, en calculant la proportion du volume VqdX
occupé par[Dq

X]\dq
X par rapport au

volume Vq
DX

de[Dq
X]. Cette proportion est presque égale à 35% (Vq

dX
= 11.25unités de mesure du

volume et VqDX
= 32 unités de mesure). Pour la machineℓ, plus de 75% des points du domaine

[Dℓ
X] donnent des sorties du modèleℓ en dehors du domaine dq,ℓ

Y de non-discernabilité des
modèles (VℓdX

= 15 unités de mesure du volume et Vℓ
DX

= 64 unités de mesure).

Afin de pouvoir identifier le modèle d’une nouvelle machine, il faut l’exciter avec des si-
gnaux qui appartiennent aux domaines[Dq

X]\dq
X, q∈ {1, . . . ,Q}.

Exemple 3.6(Domaines d’excitation d’une nouvelle machine)
La figure3.14montre les projections dans les plans à 2 dimensions du domaine d’excitation
d’une nouvelle machine afin de pouvoir identifier son modèle parmi les modèles q etℓ des
exemples précédents.
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FIGURE 3.14 – Domaine (délimité par les traits noirs épais) d’excitation d’une nouvelle machine

Le domaine d’excitation d’une nouvelle machine est obtenu comme étant
(
[Dq

X]\dq
X

)
∪
(
[Dℓ

X]\dℓ
X

)
.

Dans le cas d’une nouvelle machine venant s’ajouter au parc et pour laquelle on désire identi-
fier son modèle parmi q etℓ, on peut faire les tests suivants par exemple :

– exciter la machine avec des signaux x1, x2 et x3 d’amplitudes respectives 3, 3.8 et 2.8
(point A) ; mesurer les variables de sortie y1 et y2 : le modèleℓ décrit le comportement
de la nouvelle machine si le couple(y1, y2) ∈ Dℓ

Y\dq,ℓ
Y ,

– exciter la machine avec des signaux x1, x2 et x3 d’amplitudes respectives 1.2, 2 et 1.8
(point B) ; mesurer les variables de sortie y1 et y2 : le modèle q décrit le comportement
de la nouvelle machine si le couple(y1, y2) ∈ Dq

Y\dq,ℓ
Y .
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3.2. Discernabilité des sorties des modèles

De façon générale, afin d’étudier la discernabilité des sorties des modèles en s’appuyant sur
la technique de pavage, on propose l’algorithme donné à la figure3.15.

DiviserDq
X enPq pavés[dq

X,pq
]

et Dℓ
X enPℓ pavés[dq

X,pℓ
]

Construire[dq
Y,pq

] circonscrit à

l’image de[dq
X,pq

] par (3.2)

Rechercher,∀ pq, pℓ,

[dYpq,pℓ
]q,ℓ = [dq

Y,pq
]∩ [dℓ

Y,pℓ
]

dq,ℓ
Y =

pq=Pq
pℓ=Pℓ⋃

pq=1
pℓ=1

[dq,ℓ
Ypq,pℓ

]

vide ?

Oui

Non

Les modèles
q et ℓ sont toujours

discernables

Trouverdq
X et dℓ

X :

l’union des pavés[dq
X,pq

] et [dℓ
X,pℓ

]

dont les images par (3.2) ⊆ dq,ℓ
Y

FIGURE 3.15 – Algorithme pour étudier la discernabilité des modèles q et ℓ en se basant sur la
technique de pavage

A la fin de cet algorithme, on détermine facilement le domainedX de variation des variables
d’entrée garantissant la discernabilité des sorties des modèles des machinesq et ℓ. Ce domaine
est donné par :

dX =
(
Dq

X\dq
X

)
∪
(

Dℓ
X\dℓ

X

)

.
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3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a abordé le problème de la discernabilité des sorties de modèles li-
néaires décrivant le comportement des machines réputées identiques. Deux approches sont pré-
sentées permettant d’atteindre le but désiré. La première est basée sur l’approximation des do-
maines par leurs pavés circonscrits alignés aux axes. Cependant, d’une part, trop de restrictions
sur les valeurs des variables d’entrée permettant la discernabilité des modèles peuvent être im-
posées à cause de la sur-approximation importante des différents domaines et de l’autre part,
l’identification des domaines d’entrée aboutissant à la non-discernabilité des modèles n’est pas
toujours facile à réaliser surtout quand le nombre de variables d’entrée est plus grand que ce-
lui des variables de sortie. La deuxième approche, basée surla technique par pavage donne
de meilleures approximations des différents domaines et permet d’identifier des domaines de
variation des variables d’entrée permettant la discernabilité des différents modèles.
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4
Application à un parc de GMPP en centrale
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Chapitre 4. Application à un parc de GMPP en centrale nucléaire

4.1 Introduction

L’énergie nucléaire s’est imposée en France suite aux chocspétroliers des années 70, afin
d’accroître l’indépendance énergétique du pays. En 1974, le gouvernement a ainsi lancé un pro-
gramme de construction de centrales nucléaires, dont les coûts d’exploitation sont peu sensibles
aux fluctuations pouvant intervenir sur les coûts des matières premières. Le parc nucléaire fran-
çais est composé essentiellement de réacteurs à eau pressurisé (REP). La puissance installée
du parc nucléaire est de 410 milliards deKWhavec 58 réacteurs répartis sur 19 sites. Ce parc
nucléaire assure plus de 87% de la production d’électricitéd’EDF. Les groupes motopompes
primaires (GMPP) assurent le refroidissement du coeur des centrales nucléaires et sont un com-
posant essentiel pour la sûreté des installations.
Pendant plusieurs années, la surveillance des réacteurs nucléaires, plus précisément, des GMPP,
se faisait pour chaque GMPP indépendamment les uns des autres : sans tenir compte de la pré-
sence d’autres GMPP réputés identiques, fonctionnant dansdes conditions d’exploitation dif-
férentes mais pouvant avoir des comportements similaires.Dans ce chapitre, on s’intéresse, au
contraire, à la modélisation des GMPP d’un ensemble de centrales nucléaires d’EDF, en vue
d’en réaliser le diagnostic, utilisant les données en provenance de plusieurs GMPP et non pas
celles d’un seul comme cela est fait habituellement.

4.2 Description du processus

Les GMPP ont un rôle essentiel dans la production d’électricité pour une centrale nucléaire
car ils permettent de faire circuler le fluide caloporteur dans les boucles du circuit primaire qui
intègre le coeur pour la production d’énergie et les générateurs de vapeur pour la transmission
de cette énergie au circuit secondaire. L’étanchéité des pompes primaires des centrales REP est
assurée par trois joints dynamiques à fuites contrôlées disposés en série (figure4.1) : un joint
hydrostatique et deux joints hydrodynamiques. Chacun de ces trois joints comporte un ensemble
tournant solidaire de l’arbre et un ensemble flottant bloquéen rotation mais libre axialement
pour suivre les déplacements de l’arbre. Conçus pour ne fonctionner qu’à basse température
(entre 15 et 95°C), ces joints sont protégés du flux primaire par une barrière thermique et sont
préservés de toute remontée d’eau chaude grâce à une injection d’eau froide (issue du circuit
de contrôle volumétrique et chimique CVC) dont 1/3 du débit alimente les joints, le reste étant
dirigé vers le circuit primaire.
On donne à la table4.1la liste des symboles utilisés dans ce chapitre.

Symbole Signification
BDD Base De Données
GMPP Groupe Moto-Pompe Primaire
CVC Contrôle Volumétrique et Chimique
RRI Réfrigération Intermédiaire
REP Réacteur à Eau Pressurisée
GV Générateur de Vapeur

TABLE 4.1 – Liste des symboles
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12
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20 1. Volute de pompe
2. Roue
3. Barrière thermique
4. Injection CVC - 900
5. Injection CVC - 1300
6. Réfrigérant RI
7. Joint 1
8. Joint 2
9. Joint 3
10. Fuite joint 1
11. Fuite joint 2
12. Fuite joint 3
13. Accouplement pompe
14. Arbre intermédiaire
15. Accouplement pompe
16. Palier moteur inférieur
17. Moteur
18. Butée
19. Palier moteur supérieur
20. Volant d’inertie

FIGURE 4.1 – Schéma d’un GMPP

Le système étudié comporte quatre GMPP, soumis au même type d’exploitation, branchés au
réacteur comme le montre la figure4.2.
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FIGURE 4.2 – Système étudié

Les joints d’arbres des quatre GMPP sont alimentés par le circuit CVC ; les paliers du moteur,
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les stators ainsi que la barrière thermique des GMPP sont refroidis par deux échangeurs A et B
(dans le circuit RRI) qui fonctionnent par alternance.

4.3 Description des données

Pour l’ensemble des quatre pompes primaires, on dispose d’un grand nombre de mesures
dites localesen provenance de capteurs identiques placés aux mêmes endroits sur les quatre
pompes et d’autres dites d’environnementcommunes à toutes les pompes. Dans ce qui suit, on
notexc

1 à xc
9 les vecteurs contenant les mesures associées aux variablesd’environnement de la

centrale numéroc. Comme les échangeursA et B fonctionnent en alternance, on a généré un
nouveau signalxc

10 assurant une mesure permanente associée aux échangeurs :

xc
10 =

xc
6×xc

8 +xc
7×xc

9

xc
6+xc

7
. (4.1)

On note aussixq,c
11 àxq,c

21 ceux contenant les mesures associées aux variables localesde la pompe
numéroq de la même centrale.

Remarque 4.1.Les variables d’environnement xc
i (i = 1, . . . ,10) sont les mêmes pour les quatre

pompes de la centrale numéro c mais, dans ce qui suit, on notera xq,c
i = xc

i (i = 1, . . . ,10) ces
variables afin de pouvoir garder les mêmes notations pour toutes les variables.

Deux bases de données sont disponibles :

1. la première correspond à des mesures faites tous les quarts d’heure sur un GMPP d’une
même centrale nucléaire pour une période allant du 20 mai 1992 au 19 mai 2006 (dans
ce cas, on utilise la notationc pour désigner une année de mesure au lieu du numéro
d’une centrale : ainsi,c = 1 correspond à l’année 1992-1993 etc = 14 désigne l’année
2005-2006),

2. la deuxième correspond à des mesures faites toutes les quelques secondes sur 9 centrales
nucléaires différentes de 1300MW en France. Cependant, lesdonnées utilisées dans ce
chapitre sont des moyennes calculées toutes les quatre heures de ces mesures. A la table
4.2, on donne les dates de la première et de la dernière mesure disponibles pour chacune
des 9 centrales numérotées 1 à 9.

4.4 Pré-traitement des données

Les archives de mesures mises à notre disposition contiennent des séries de valeurs man-
quantes. Celles-ci peuvent avoir différentes causes :

– panne de la chaîne d’instrumentation,
– maintenance des capteurs,
– mesure aberrante refusée par le réseau.

Ces valeurs manquantes sont des anomalies qui poseront des problèmes lors des traitements
ultérieurs, il s’avère alors important de traiter ce problème. Suivant la durée de l’absence de
mesure, il existe plusieurs solutions :
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Centrale Début Fin
1 09 août 1997 15 novembre 1997
2 12 décembre 1998 14 janvier 2000
3 01 septembre 1996 29 août 1997
4 14 décembre 1996 20 janvier 1998
5 21 septembre 1999 06 septembre 2000
6 16 juin 1999 02 janvier 2000
7 04 juin 2001 18 août 2002
8 01 février 2006 03 février 2007
9 27 mai 2005 01 décembre 2005

TABLE 4.2 – Dates de la première et de la dernière mesure disponibles pour chaque centrale

– élimination des valeurs manquantes: supprimer entièrement les observations ayant des
valeurs manquantes [Figueredo et al., 2000],

– imputation des valeurs manquantes: remplacer par la moyenne de la variable concernée
toutes les valeurs manquantes de celle-ci [François, 2008] ou encore remplacer chaque
valeur manquante pour une variable donnée par une valeur choisie à partir des valeurs des
variables similaires [Nordholt, 1998], etc.,

– estimation des valeurs manquantes: reconstruire les valeurs manquantes à partir des me-
sures disponibles des autres variables [Schneider, 2001]. On s’est inspiré de cette tech-
nique afin d’estimer les valeurs manquantes des variables denos bases de données.

Avant tout autre traitement des données, il fallait s’assurer que les données dont on dispose
correspondent bien à l’état de bon fonctionnement des pompes. Une sélection des données est
alors réalisée selon deux règles portant sur des paramètresd’environnement :

– xq,c
5 ≥ 150,∀ q, c,

– 10≤ xq,c
2 −xq,c

1 ≤ 40.
A la fin de ce traitement, le nombre d’observations restantespour la première base de données
(qui était de 35040) est donné à la table4.3.

Année Observations Année Observations
1992-1993 5287 1999-2000 0
1993-1994 19999 2000-2001 10899
1994-1995 21326 2001-2002 13228
1995-1996 14056 2002-2003 20749
1996-1997 11185 2003-2004 15619
1997-1998 12999 2004-2005 7610
1998-1999 3873 2005-2006 16389

TABLE 4.3 – Nombre d’observations restantes pour la première BDD

Pour la même centrale nucléaire, un nombre différent d’observations est alors disponible pour
chaque année. Cependant, la base de données associée aux différentes tranches de centrales
nucléaires ne contenait pas de valeurs manquantes et par conséquence, la taille de cette base de
données n’a pas changé et les observations disponibles sontcelles données précédemment à la
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table4.2.
La figure4.3présente l’évolution des dix variables d’environnement mesurées sur une centrale
nucléaire pour l’année 1994-1995.
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FIGURE 4.3 – Evolution des variables d’environnement
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4.5. Modélisation des groupes motopompes primaires

A la figure4.4, on donne l’évolution des variables mesurées sur la pompe 1 de la centrale
de Belleville pour la même année 1994-1995.
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FIGURE 4.4 – Evolution des variables mesurées sur la pompe 1

A la section suivante, on teste à vérifier si les variations des variables disponibles permettent
d’établir un modèle de bon fonctionnement des GMPP.

4.5 Modélisation des groupes motopompes primaires

Les modèles construits sont tous statiques ; comme les variables ne présentent pas de déca-
lages temporels les unes par rapport aux autres, il n’est pasnécessaire d’élaborer des modèles
dynamiques. Dans la figure4.5, on remarque que les variations sur les variablesx1,1

11 , x2,1
11 , x3,1

11

et x4,1
11 , par exemple, apparaissent aux mêmes instants.

Pas de décalage temporaire est alors nécessaire avant la construction des modèles d’un GMPP.
En examinant la figure4.4, on remarque la présence de fortes corrélations entre les variables et
les modèles trouvés permettent d’expliquer correctement une variable à partir d’une seule autre
variable.

85



Chapitre 4. Application à un parc de GMPP en centrale nucléaire

6050 6100 6150 6200 6250 6300 6350 6400 6450 6500 6550 6600
45

45.5

46

46.5

47

47.5

48

48.5

49

Observations

 

 

x1,1
11

x2,1
11

x3,1
11

x4,1
11

FIGURE 4.5 – Evolution des variablesx11 des quatre GMPP

Exemple 4.1(Modélisation d’un GMPP)
On considère les données collectées sur une centrale pour l’année 1994-1995 (c= 3). La va-
riable x16 de la pompe 1 (x1,3

16 ) permet d’expliquer la variable x15 de cette même pompe (x1,3
15 )

selon :
x̂1,3

15 = −15.52+1.04x1,3
16 (4.2)

Le modèle(4.2) est validé sur un autre jeu de données correspondant à l’année 1995-1996,
ce jeu de données ayant sensiblement les mêmes plages de variation que celui utilisé comme
données d’identification.
Afin d’illustrer les résultats, on donne à la figure4.6les tracés de la variable x15 et son estimée
pour les données d’identification et de validation.
Les variables estiméeŝx1,3

15 et x̂1,4
15 suivent respectivement les variations de x1,3

15 et x1,4
15 reflétant

ainsi une bonne qualité d’estimation du modèle(4.2). La figure4.7montrant les histogrammes
des résidus relatifs sur les données d’identification et de validation confirme cette conclusion.
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FIGURE 4.6 – Evolution de la variablex15 et son estimée pour les données d’identification et de
validation

La forme des histogrammes ne présente pas d’anomalie particulière et les erreurs sur les
données de validation se trouvent très sensiblement dans les mêmes limites que celles obtenues
sur le jeu de données utilisées pour l’identification. Les résultats de l’application du modèle
(4.2) sur les données d’identification et de validation sont donnés à la table4.4.

Données εmin εmax |ε| σε emin emax |e| σe e co
identification -0.04 0.03 0.01 0.01 -1.29 1.08 0.22 0.29 0.00 0.99

validation -0.01 0.03 0.01 0.01 -0.23 1.02 0.25 0.21 0.23 0.99

TABLE 4.4 – Résultats des modèles (4.2) sur les données d’identification

Dans cette table, emin, emax et σe (resp.εmin, εmax et σε ) désignent respectivement la valeur
minimale, maximale et l’écart-type du résidu e (resp. du résidu relatif ε). Les quantités|e| et |ε|
correspondent à la valeur moyenne de la valeur absolue de e etε, e désigne la valeur moyenne
du résidu e et co est le coefficient de corrélation entre la variable x15 et son estimée.
Les résultats de l’application du modèle(4.2) sur les données de validation sont voisins de ceux
obtenus à partir des données d’identification : le modèle estalors validé.
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FIGURE 4.7 – Histogrammes des résidus relatifs pour les données d’identification et de valida-
tion

Un grand nombre de modèles a été construit. On donne à l’annexeA, les modèles expliquant
les variables de la pompe 1 à partir des autres variables disponibles. Des modèles semblables
permettent d’expliquer les variables des autres pompes. Ilfaut noter la difficulté à trouver un
modèle permettant d’expliquer certaines variables de sortie d’une pompe à partir des variables
d’entrée de cette pompe : on pense que des mesures liées à la pression du liquide à l’entrée et à
la sortie des joints sont nécessaires afin de pouvoir établirde telles relations8.
De façon générale, les modèles obtenus expliquent une variable à partir d’une seule autre : l’effet
parc comme on l’a défini dans les chapitres précédents (modèles faisant intervenir plusieurs
variables explicatives et partageant des coefficients communs) est dans ce cas très limité et
ne permet pas de mettre en évidence l’intérêt des méthodes développées dans les chapitres
précédents.
C’est la raison pour laquelle on a élaboré des nouvelles données basées sur celles fournies par
EDF et permettant de construire des modèles mettant en évidence des aspects de l’effet parc.

4.5.1 Modélisation d’un échangeur thermique

Dans cette section, on génère, dans un premier temps, de nouvelles bases de données per-
mettant d’obtenir des modèles faisant intervenir plusieurs variables explicatives et partageant
des parties communes entre eux. Dans un deuxième temps, on étudie les résultats de l’applica-
tion de différentes méthodes présentées dans les chapitres2 et3 sur les données ainsi générées.

Afin de générer les nouvelles données, un simulateur de la barrière thermique d’un groupe
motopompe primaire est utilisé. Cette barrière peut être considérée comme un échangeur de
chaleur à contre-courant dont le schéma de principe est donné à la figure4.8[Padet, 1993].
La liste des notations utilisées dans cette section est donnée à la table4.5.
Considérons une tranche de l’échangeur correspondant à unesurface d’échangeds(figure4.9).

8. Early warning of reactor coolant pump seal degradation, Application Note Number 6, Smart Signal Coor-
poration, 2003

88



4.5. Modélisation des groupes motopompes primaires

Tce, Dc Tcs, Dc

Tf e, D fTf s, D f

FIGURE 4.8 – Echangeur thermique à contre-courant

Symbole Signification
BDD Base de données
Tce Température d’entrée du liquide chaud
Tcs Température de sortie du liquide chaud
Tf e Température d’entrée liquide froid entrée
Tf s Température de sortie du liquide froid sortie
Dc Débit du liquide chaud
D f Débit du liquide froid
cc chaleur massique du liquide chaud
ρc masse volumique du liquide chaud
cf chaleur massique du liquide froid
ρ f masse volumique du liquide froid

TABLE 4.5 – Liste des notations utilisées pour l’échangeur thermique

Le liquide chaud passe de la températureTc à Tc +dTc et le liquide froid deTf à Tf +dTf . Le
sens des abscisses étant choisi le sens de l’écoulement du liquide chaud, on adTc < 0 puisque
Tc décroît dans cette direction et on a égalementdTf < 0 puisqu’on se dirige vers l’entrée du
liquide froid.
Le flux de chaleurdφ transféré à travers l’élément de paroi de surfacedsest :

dφ = K
(
Tc−Tf

)
ds (4.3)

où K est le coefficient global d’échange de chaleur etds= pdx, p étant le périmètre de la
section.
D’autre part,dφ est aussi la perte de chaleur à traversds, soit :

– par le liquide chaud (dTc < 0) :

dφ = −DcαcdTc (4.4)

avecαc = ccρc,
– par le liquide froid (dTf < 0) :

dφ = −D f α f dTf (4.5)

avecα f = cf ρ f .
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Tce, Dc Tcs, Dc

Tf e, D fTf s, D f

x0 Lx+dx

Tc Tc +dTc

Tf Tf +dTf

dφ

FIGURE 4.9 – Elément d’échangeur de longueurdx

Compte tenu des conditions limites et en intégrant les équations (4.3) à (4.5), on peut écrire :

Tf s =
β −1
β −α

Tf e−
α −1
β −α

Tce (4.6)

et

Tcs = −
(α −1)β

β −α
Tf e+

α (β −1)

β −α
Tce (4.7)

avecα = e−KMS, M =
1

Dcαc
−

1
D f α f

, β =
D f α f

Dcαc
etSest la surface totale d’échange thermique.

On considère trois échangeurs ayant les caractéristiques suivantes :K = 36×105J/hm2K,
S= 15m2, αc = 4186×103J/m3K avecα f = 4186×103J/m3K pour les deux premiers échan-
geurs etα f = 3925×1035J/m3K pour le troisième échangeur. On a supposé aussi que la tem-
pérature du liquide froid a le même domaine de variation pourles trois échangeurs thermiques
([270 ; 320]K), il en est de même pour la température du liquide chaud ([350; 420] K) ; les
débits, cependant, n’ont pas nécessairement les mêmes domaines de variation partout.
On a généré trois nouvelles bases de données à 150 observations chacune selon les modèles
(4.6) et (4.7). Sur chaque variable ainsi obtenue, on a ajouté un bruit de mesure de variance
égale à 5% de celle de la variable.
Différentes méthodes du chapitre2 sont appliquées afin d’identifier des modèles décrivant le
comportement normal des échangeurs thermiques tenant compte des parties communes pou-
vant être partagées par ces modèles. Les modèles recherchéssont de la forme :







T̂q
f s = θ̂q

1,0+ θ̂q
1,1Tq

f e+ θ̂q
1,2Tq

ce+ θ̂q
1,3Dq

f +θq
1,4Tq

f

T̂q
cs = θ̂q

2,0 + θ̂q
2,1Tq

f e+ θ̂q
2,2Tq

ce+ θ̂q
2,3Dq

f +θq
2,4Tq

f

(4.8)

où θ̂q
j ,0, j = 1, 2, correspond à la constante des modèles.

Dans un premier temps, on applique la méthode décrite à la page 23 et permettant l’identifica-
tion des coefficients voisins des modèles de régression identifiés en se basant sur l’intersection
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de leurs intervalles de confiance. A la suite de cette phase d’analyse des proximités des coef-
ficients, on utilise la méthode qui consiste à regrouper ensembles toutes les observations des
variables ayant des coefficients communs (section2.2.2.2, page25). Dans un deuxième temps,
ces données sont utilisées pour tester les résultats de l’application de la méthode consistant à
identifier les coefficients des modèles sous contraintes de proximité des modèles à un modèle
moyen (algorithme donné à la table2.9, page39). Dans un troisième temps, on applique la mé-
thode tenant compte de la proximité des coefficients de chaque couple de modèle (algorithme
donné à la table2.12, page45). Enfin, la discernabilité des sorties des modèles est étudiée en
utilisant la technique par approximation par pavage afin d’identifier les domaines des variables
d’entrée permettant une discernabilité garantie des sorties des modèles des trois échangeurs (al-
gorithme3.15, page77).

Avant d’appliquer les différentes méthodes, les trois bases de données sont décomposées
chacune en données d’identification (utilisées pour identifier les coefficients des modèles), de
validation (utilisées pour le choix des paramètres de régularisation) et de test (utilisées pour
tester la capacité de généralisation des modèles) selon la table4.6.

BDD Identification Validation Test
1 40 50 60
2 10 50 90
3 90 20 40

TABLE 4.6 – Nombre d’observations pour les données d’identification, de validation et de test
de chaque base

On a utilisé un nombre d’observations différent d’un échangeur à l’autre afin d’étudier l’apport
de l’effet parc dans le cadre de la modélisation d’un échangeur pour lequel on ne dispose pas
d’informations suffisamment riches permettant de décrire son état de fonctionnement.

4.5.2 Identification des modèles après identification de leurs parties com-
munes

Dans ce paragraphe, on propose d’identifier des modèles des trois échangeurs thermiques en
se basant sur la connaissance des parties communes partagées par les modèles (section2.2.2.2,
page25) ; cette connaissance étant acquise après une analyse des proximités des coefficients
des modèles identifiés par la méthode des moindres carrés surchaque base de données indépen-
damment les unes des autres (page23).

Température Tf s de sortie du liquide froid
Les coefficients des modèles obtenus par application de la méthode des moindres carrés en
utilisant les données d’identification de chaque base indépendamment les unes des autres sont
donnés à la table4.7. Cette dernière contient aussi les valeurs des coefficientsde corrélation
(notéscoq

MC) entre chaque variableTq
f s et son estimée ainsi que les valeurs des critères résiduels

Jq
MC (2.7).
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q Tq
0 Tq

f e Tq
ce Dq

f Dq
c Jq

MC coq
MC

1 -2.31 0.35 0.61 0.44 2.55 0.62 0.95
2 152.56 0.41 0.51 -2.90 -18.100.69 0.98
3 -41.21 0.39 0.63 0.50 6.09 0.40 0.98

TABLE 4.7 – Caractéristiques des modèles, expliquantTq
f s, q= 1,2,3, identifiés sur chaque base

de données indépendamment des autres

Dans cette table, la notationTq
0 désigne la variable associée à la constante du modèleq. Les cri-

tères résiduels et les coefficients de corrélation entre chaque variableTq
f s et son estimée reflètent

une assez bonne qualité d’estimation comme le montre la figure4.10qui montre l’évolution des
variablesTq

f s, q = 1,2,3 et leurs estimées par les modèles identifiés sur chaque basede données
indépendamment les unes autres.
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FIGURE 4.10 – Evolution des variablesTq
f s, q= 1,2,3 et leurs estimées par les modèles identifiés

sur chaque base de données indépendamment les unes autres

D’après cette figure, chaque variableT̂q
f s suit assez bien les variations deTq

f s, q = 1,2,3, reflé-
tant une assez bonne qualité d’estimation.
Les intervalles de confiance des coefficients des modèles4.7, pour un niveau de confiance égal
à 90%, sont donnés à la table4.8(paragraphe2.2.2.1).
La table4.9 contient l’intersection entre les intervalles de confiancedes coefficients des mo-
dèles, quand elle existe.
La constante, les coefficients des deux températures d’entrée ainsi que celui du débit du liquide
froid sont jugés communs aux trois modèles. Pour le coefficient du débit du liquide chaud, on
ne peut pas trouver une intersection entre ses intervalles de confiance dans les trois modèles.
Cependant, ce coefficient peut être jugé commun aux modèles 1et 2 car une intersection de
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T1
0 [-33.38 ; 28.76]

T1
f e [0.30 ; 0.39]

T1
ce [0.56 ; 0.66]

D1
f [ -0.01 ; 0.895]

D1
c [0.45 ; 4.64]

T2
0 [-64.83 ; 369.95]

T2
f e [-0.29 ; 1.11]

T2
ce [0.32 ; 0.71]

D2
f [-6.12 ; 0.32]

D2
c [-40.82 ; 4.62]

T3
0 [-70.07 ; -32.26]

T3
f e [ 0.31 ; 0.39]

T3
ce [0.61 ; 0.65]

D3
f [0.23 ; 0.94]

D3
c [7.64 ; 10.87]

TABLE 4.8 – Intervalles de confiance des coefficients des modèles estimantTq
f s, q = 1, 2, 3

Variable Intersection
T0 [-33.38 ; -32.26]
Tf e [ 0.31 ; 0.39]
Tce [0.61 ; 0.65]
D f [0.23 ; 0.32]

TABLE 4.9 – Intersection des intervalles de confiance des coefficients des modèles estimantTq
f s,

q = 1, 2, 3

[0.45 ; 4.62] existe entre les intervalles de confiance de ce coefficient dans ces deux modèles.
Afin d’identifier des modèles tenant compte des parties communes ainsi identifiés, on propose
alors de résoudre le système suivant (équation (2.17)) :





T1
0 T1

f e T1
ce D1

f D1
c 0N1

T2
0 T2

f e T2
ce D2

f D2
c 0N2

T3
0 T3

f e T3
ce D3

f 0N3 D3
c



ϑ =





T1
f s

T2
f s

T3
f s



 (4.9)

oùNq, q = 1, 2, 3, correspond aux nombres de données d’identification de laqèmebase de don-
nées,Tq

0 = 1Nq ∈ RNq est le vecteur dont tous les éléments vont 1 etϑ est le vecteur contenant
les coefficients des trois modèles.

Les coefficients des modèles identifiés par application de laméthode des moindres carrés
sur le système ci-dessus, ainsi que le critère résiduel et lecoefficient de corrélation entreTq

f s et
son estimée (q = 1, . . . ,3) sont donnés à la table4.10.

q cte Tq
f e Tq

ce Dq
f Dq

c Jq
MC coq

MC

1 -31.64 0.35 0.63 0.66 6.360.68 0.94
2 -31.64 0.35 0.63 0.66 6.361.15 0.94
3 -31.64 0.35 0.63 0.66 6.510.50 0.96

TABLE 4.10 – Caractéristiques des modèles, expliquantTq
f s, q = 1,2,3, identifiés en tenant

compte des parties communes

Afin de pouvoir valider le choix des parties communes aux trois modèles, il faut queDMC (2.21)
etD (2.22) vérifient :

N−M
η

D−DMC

DMC

≤ Fa(η,N−M) (4.10)
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où η est le nombre de degrés de liberté,N est le nombre total d’observations disponibles etM
est le nombre total de variables explicatives. On note que (2.24) est un cas particulier de (4.10)
correspondant àη = (Q−1)ρ (ρ étant le nombre de coefficients communs à tous les modèles).
Dans notre application :N = 140 (N = N1 +N2 +N3), M = 15 (pour chaque modèle, on a une
constante et 4 variables explicatives),η = 9 (15-6),DMC = 75.33 etD = 83.34. Avec un niveau

de confiance de 90%, la valeur deFa(η,N−M) est égale à 1.68. On a donc
N−M

η
D−DMC

DMC

=

1.47 vérifiant (4.10) : le choix des parties communes aux modèles expliquant la température de
sortie du liquide froid de la barrière thermique pour les 3 bases de données est alors justifié.

En comparant les résultats de la table4.10à ceux donnés à la table4.7, on remarque une dé-
térioration dans les critères résiduels et les coefficientsde corrélation entre chaque variableTq

f s
et son estimée mais les résultats des nouveaux modèles sont tout de même satisfaisants. Cette
détérioration de la qualité d’estimation des modèles peut être due aux constantes forcées à être
identiques dans les modèles des trois échangeurs thermiques. Par contre, forcer l’égalité de ces
constantes n’est peut être pas justifié vu l’étendue assez grande des intervalles de confiance
en comparant à celle de l’intervalle d’intersection. De plus, forcer l’égalité du coefficient̂θq

1,3,

q = 1, . . . ,3, alors que, d’une part, l’étendue de l’intervalle de confiance du coefficient̂θ2
1,3 est

plus grande que pour les échangeurs 1 et 3, et qu’on s’aperçoit d’un changement de signe de
ce coefficient pour l’échangeur 2 en comparant aux échangeurs 1 et 3, peut détériorer aussi la
qualité d’estimation des modèles. Une étude plus approfondie visant à quantifier l’intersection
entre les intervalles de confiance par rapport à l’étendue deces derniers et l’influence de chaque
contrainte de type égalité sur la qualité d’estimation des modèles nous paraît alors importante à
réaliser.

En appliquant les nouveaux modèles sur des données de test, n’ayant pas servi à identifier les
modèles, on a constaté, une amélioration de la qualité d’estimation du modèle de la deuxième
base de données comme le montre la deuxième ligne de la table4.11. Cette dernière contient les
critères résiduels et les coefficients de corrélation entreTq

f s (q = 1, 2, 3) et son estimée obtenus
par application, sur les données de test, des modèles identifiés sur chaque base de données in-
dépendamment les unes des autres (on associe la notationMC) et les modèles identifiés tenant
compte des parties communes.

q Jq
MC coq

MC Jq coq

1 0.70 0.97 0.72 0.97
2 1.50 0.73 0.59 0.96
3 1.21 0.96 1.21 0.96

TABLE 4.11 – Critères résiduels et coefficients de corrélation entre Tq
f s, q = 1, 2, 3, et son

estimé sur des données de test

La qualité de l’estimation du troisième modèle sur les données de test est inchangée. Une légère
détérioration dans le critère résiduel du premier modèle sur les données de test est identifiée. Par
contre, une amélioration de la qualité d’estimation modèles sur les données de test est identifiée
pour la deuxième base de données, celle ayant le plus petit nombre d’observations disponibles
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lors de la phase d’identification. La figure4.11montre l’évolution deT2
f s et son estimé par les

deux modèles sur les données de test. Dans cette figure, la notation BDD2 désigne la deuxième
base de données.
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FIGURE 4.11 – Evolution deT2
f s et ses estimées, sur les données de test, avec l’ancien (table

4.7) et le nouveau (table4.10) modèle

La variableT̂2
f s, obtenu par le modèle partageant des parties communes avec celui des bases de

données numéro 1 et 3, suit mieux les variations deT2
f s que la variable estimée par la méthode

des moindres carrés sur la deuxième base de données seule. Ainsi, on peut conclure que, pour
les jeux de données utilisées dans cet exemple, la prise en compte de parties communes dans
les modèles peut être bénéfique lors de l’identification des modèles d’un échangeur pour lequel
on dispose d’un petit nombre d’observations, ne permettantpas d’identifier son état de fonc-
tionnement. Ces résultats sont encourageants et une étude de type Monte-Carlo nous semble
intéressante afin de valider ou non ces résultats.

Il faut noter que la partie trouvée commune aux trois modèlesest celle ayant la plus grande
contribution dans l’explication des variablesTq

f s, q= 1, 2, 3. La table4.12montre les variations
dans les critères résiduels des trois modèles, d’une part, après retrait de chacune des variables
Tq

f e, Tq
ce Dq

f et Dq
c des modèles.

Le retrait de l’une des variables constituant la partie commune à tous les modèles cause, dans
la plupart des cas, des variations plus importantes des critères résiduelles que le retrait de la
variableDq

c, appartenant à la partie non commune aux modèles. On déduit alors que la partie
trouvée commune aux modèles est celle ayant la plus grande contribution dans l’explication des
variablesTq

f s, q = 1, 2, 3.
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∆J1 ∆J2 ∆J3

sansTq
f e 0.60 0.08 0.36

sansTq
ce 1.17 0.95 1.20

sansDq
f 0.02 0.15 0.10

sansDq
c 0.03 0.12 0.22

TABLE 4.12 – Variations des critères résiduels après retrait des variables des modèles expliquant
Tq

f s, q = 1, 2, 3

Température Tcs de sortie du liquide chaud
Les coefficients des modèles obtenus par application de la méthode des moindres carrés en
utilisant les données d’identification de chaque base indépendamment les unes des autres sont
donnés à la table4.13. Cette dernière contient aussi les valeurs des coefficientsde corrélation
(notéscoq

MC) entre chaque variableTq
cs et son estimée ainsi que les valeurs des critères résiduels

Jq
MC .

q Tq
0 Tq

f e Tq
ce Dq

f Dq
c Jq

MC coq
MC

1 -14.67 0.74 0.27 -3.54 6.29 0.64 0.97
2 -165.62 0.75 0.47 -1.25 16.661.00 0.97
3 -65.06 0.71 0.33 -3.99 12.590.42 0.97

TABLE 4.13 – Caractéristiques des modèles, expliquantTq
cs, q = 1,2,3, identifiés sur chaque

base de données indépendamment des autres

Les intervalles de confiance des coefficients des modèles ainsi obtenus sont donnés à la table
4.14.

T1
0 [-46.31 ; 16.97]

T1
f e [0.69 ; 0.79]

T1
ce [0.21 ; 0.33]

D1
f [ -3.99 ; -3.09]

D1
c [4.16 ; 8.42]

T2
0 [-479.09 ; 147.85]

T2
f e [-0.26 ; 1.76]

T2
ce [0.19 ; 0.75]

D2
f [-5.89 ; 3.39]

D2
c [-16.10 ; 49.42]

T3
0 [-81.36 ; -48.75]

T3
f e [ 0.67 ; 0.74]

T3
ce [0.31 ; 0.36]

D3
f [-4.29 ; -3.69]

D3
c [11.19 ; 13.98]

TABLE 4.14 – Intervalles de confiance des coefficients des modèles expliquantTq
cs, q = 1, 2, 3

Des intersections non vides (table4.15) existent entre les intervalles de confiance des coeffi-
cients des deux températures d’entrée et du débit du liquidefroid : ces coefficients sont consi-
dérés alors communs aux trois modèles.
Une intersection non vide existe entre les intervalles de confiance de la constante, d’une part,
des modèles 1 et 2 ([ -46.31 ; 16.97]) et d’autre part, des modèles 2 et 3 ([-81.36 ; -48.75]).
Mais comme le premier intervalle est plus large que le second, on va considérer la constante
commune aux modèles 1 et 2. Il en est de même pour le coefficientdu débit du liquide chaud
pour lequel une intersection de [ 4.16 ; 8.42] existe pour lesmodèles 1 et 2. Afin d’identifier les
coefficients des nouveaux modèles tenant compte des partiescommunes identifiées, on propose
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Variable Intersection
Tf e [ 0.69 ; 0.74]
Tce [0.31 ; 0.33]
D f [-3.99 ; -3.69]

TABLE 4.15 – Intersection des intervalles de confiance des coefficients des modèles estimant
Tq

cs, q = 1, 2, 3

de résoudre le système :





T1
f e T1

ce D1
f T1

0 D1
c 0N1 0N1

T2
f e T2

ce D2
f T2

0 D2
c 0N2 0N2

T3
f e T3

ce D3
f 0N3 T3

0 cte3 D3
c



ϑ =





T1
cs

T2
cs

T3
cs



 (4.11)

Les coefficients des modèles identifiés tenant compte de ces parties communes ainsi que le cri-
tère résiduel et le coefficient de corrélation entre la variable Tq

cs et son estimée (q = 1, . . . ,3)
sont donnés à la table4.16.

q cte Tq
f e Tq

ce Dq
f Dq

c Jq
MC coq

MC

1 -20.63 0.72 0.32 -3.81 6.16 0.67 0.97
2 -20.63 0.72 0.32 -3.81 6.16 1.20 0.96
3 -63.21 0.72 0.32 -3.81 12.450.42 0.97

TABLE 4.16 – Caractéristiques des modèles, expliquantTq
f s, q= 1,2,3, identifiés tenant compte

des parties communes identifiées

Les résultats de la table4.16peuvent être considérés moins bons que ceux de la table4.13mais
restent satisfaisants pour considérer que les nouveaux modèles estiment bien la températureTq

cs,
q = 1,2,3. Comme précédemment, on pense que la détérioration de la qualité d’estimation des
modèles résulte de l’égalité forcée de la constante du modèle de l’échangeur 1 à celle du modèle
2 ; L’intervalle de confiance de cette confiance étant trop large comparant à ceux des constantes
des modèles 1 et 3.

Afin de pouvoir valider le choix des parties communes aux trois modèles, il faut queDMC

(2.21) etD (2.22) vérifient (4.10).
Dans notre application :N = 140,M = 15,η = 8,DMC = 72.87 etD = 76.50. Avec un niveau de

confiance de 90%, la valeur deFa(η,N−M) est égale à 1.72. On a donc
N−M

η
D−DMC

DMC

= 0.78

vérifiant (4.10) : le choix des parties communes aux modèles expliquant la température de sortie
du liquide chaud de la barrière thermique pour les 3 bases de données est alors justifié.
Une amélioration de la qualité d’estimation des modèles surles données de test du deuxième
échangeur est obtenue, celle ayant un petit nombre d’observations disponibles lors de la phase
d’identification comme le montre la table4.17.
La prise en compte des parties communes aux modèles améliorela qualité d’estimation des
modèles sur les données de test du deuxième échangeur, celuipour lequel un petit nombre
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q Jq
MC coq

MC Jq coq

1 0.82 0.95 0.84 0.95
2 1.03 0.91 0.66 0.95
3 1.06 0.97 1.06 0.97

TABLE 4.17 – Critères résiduels et coefficients de corrélation entreTq
cs, q= 1, 2, 3, et son estimé

sur des données de test

d’observations est disponible lors de l’identification desmodèles. La figure4.12montre l’évo-
lution, sur les données de test, de la variableT2

cs et son estimée par les modèles identifiés à partir
de la deuxième base de données seule et ceux identifiés en tenant compte des parties communes
aux modèles.
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FIGURE 4.12 – Evolution deT2
cs et ses estimées, sur les données de test, par le modèle identifié

à partir de la deuxième base de données seule et celui identifié en tenant compte des parties
communes aux modèles

La variableT̂2
cs, obtenue par le modèle partageant des parties communes aveccelui des bases de

données numéro 1 et 3, suit mieux les variations deT2
cs que la variable estimée par la méthode

des moindres carrés sur la deuxième base de données seule.

La partie trouvée commune aux trois modèles est celle ayant la plus grande contribution
dans l’explication des variablesTq

cs, q = 1, 2, 3. La table4.18montre les variations dans les
critères résiduels des trois modèles, après retrait de chacune des variablesTq

f e, Tq
ce, Dq

f etDq
c des

modèles.
La variation du critère résiduel résultante du retrait d’une variable appartenant à la partie com-
mune aux modèles est plus grande que celle résultante du retrait de la variableDq

c ; la partie
trouvée commune aux trois modèles est alors celle ayant la plus grande contribution dans l’ex-
plication des variablesTq

cs, q = 1, 2, 3.
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∆J1 ∆J2 ∆J3

sansTq
f e 1.70 0.15 0.85

sansTq
ce 0.53 0.62 0.48

sansDq
f 0.64 0.02 0.46

sansDq
c 0.12 0.07 0.25

TABLE 4.18 – Variations des critères résiduels après retrait des variables des modèles expliquant
Tq

cs, q = 1, 2, 3

4.5.3 Identification sous contraintes de proximité à un modèle moyen

Dans cette section, on propose d’identifier simultanément les coefficients des modèles des
trois échangeurs et leur partie commune par application de la méthode d’identification des co-
efficients des modèles sous contraintes de proximité aux coefficients d’un modèle moyen (algo-
rithme donné à la table2.9, page39).

Température de sortie du liquide froid
Les coefficients des modèles, expliquantTq

f s, q = 1,2,3, estimés en appliquant l’algorithme
donné à la table2.9, ainsi que les critères résiduels des différents modèles etles coefficients de
corrélation entre la variableTq,3

f s (q= 1, . . . ,4) et son estimée pour les trois modèles sont donnés
à la table4.19. Cette table contient aussi, en dernière ligne, les coefficients du modèle moyen
θ̂0.

q cte Tq
f e Tq

ce Dq
f Dq

c Jq
MC coq

MC

1 -6.75 0.35 0.62 0.44 2.63 0.62 0.95
2 53.38 0.35 0.62 -0.96 -6.520.81 0.97
3 -48.98 0.35 0.63 0.60 9.24 0.48 0.97
0 53.38 0.35 0.62 -0.96 -2.10

TABLE 4.19 – Caractéristiques des modèles expliquantTq
f s, q = 1, 2, 3, obtenus tenant compte

de la proximité à un modèle moyen

Ces résultats sont obtenus pour la valeur optimale du paramètre de régularisation (γ = 39000),
fixée par la technique de validation croisée. On a considéré la proximité relative entre les coef-
ficients et on a fixé les valeurs des hyperparamètres de (2.51) à α = 40 etδi = 0.2,∀ i.

En comparant les tables4.19et4.7, on peut dire que les critères résiduels et des coefficients
de corrélation entre chaque variableTq

f s (q = 1, . . . ,3) et son estimée sont moins bons que ceux
obtenus par application de la méthode des moindres carrés sur chaque base de données indé-
pendamment les unes des autres. Mais les résultats obtenus restent satisfaisants pour confirmer
que les nouveaux modèles expliquent bien les variablesTq

f s, q = 1, 2, 3.

Les coefficients partagés par les modèles sont identifiés grâce aux poids associés ayant des
valeurs proches de 1. Ces valeurs sont données à la table4.20.
Les valeurs des poids obtenus permettent d’identifier le coefficient de la température d’entrée
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q Tq
0 Tq

f e Tq
ce Dq

f Dq
c

1 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00
2 1.00 1.00 1.00 1.00 0.00
3 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00

TABLE 4.20 – Poids estimés

du liquide froid commun aux trois modèles (les poids associés àTq
f e sont proches de 1,∀ q). Il

en est de même pour le coefficient de la température d’entrée du liquide chaud.

Les résultats de l’application des identifiés sous contraintes de proximité des coefficients
des modèles à ceux d’un modèle moyen des modèles sur les données de test sont donnés à la
table4.21en plus de ceux des modèles identifiés sur chaque base de données indépendamment
les unes des autres.

q Jq
MC coq

MC Jq coq

1 0.70 0.97 0.70 0.97
2 1.50 0.73 0.80 0.92
3 1.21 0.96 1.21 0.96

TABLE 4.21 – Critères résiduels et coefficients de corrélation entre Tq
f s, q = 1, 2, 3, et son

estimée sur des données de test

Une amélioration de la qualité d’estimation des modèles surles données de test du deuxième
échangeur est identifiée. La figure4.13illustre ce résultat.
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FIGURE 4.13 – Evolution deT2
f s et son estimée, sur les données de test, par le modèle identifié

à partir de la BDD2 seule et celui par comparaison à un modèle moyen

La variableT̂2
f s, obtenu par le modèle partageant des parties communes avec celui des bases de
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4.5. Modélisation des groupes motopompes primaires

données numéro 1 et 3, suit mieux les variations deT2
f s que la variable estimée par la méthode

des moindres carrés sur la deuxième base de données seule.

Température de sortie du liquide chaud
Les coefficients des modèles, expliquantTq

cs, q = 1,2,3, estimés en appliquant la méthode dé-
crite à la section2.2.3.1, ainsi que les critères résiduels des différents modèles etles coefficients
de corrélation entre la variableTq

f s (q = 1, . . . ,4) et son estimée pour les trois modèles sont
donnés à la table4.22. Cette table contient aussi les coefficients moyens estiméspour la valeur
γ = 8200 déterminée par validation croisée.

q cte Tq
f e Tq

ce Dq
f Dq

c Jq
MC coq

MC

1 -9.63 0.74 0.27 -3.89 6.15 0.64 0.97
2 -81.73 0.70 0.37 -2.27 12.241.07 0.97
3 -81.73 0.73 0.36 -3.90 12.240.43 0.97
0 -81.73 0.73 0.36 -3.90 12.24

TABLE 4.22 – Caractéristiques des modèles expliquantTq
cs, q = 1, 2, 3, obtenus tenant compte

de la proximité à un modèle moyen

Les critères résiduels et des coefficients de corrélation entre chaque variableTq
cs (q = 1, . . . ,3)

et son estimée sont quasiment identiques à ceux donnés à la table 4.13. Les nouveaux modèles
expliquent presque aussi bien les variablesTq

cs que ceux obtenus par la méthode des moindres
carrés appliquée sur chaque base de données indépendammentles unes des autres.

Les coefficients partagés par les modèles sont identifiés grâce aux poids associés ayant des
valeurs non nulles. Ces valeurs sont données à la table4.23.

q Tq
0 Tq

f e Tq
ce Dq

f Dq
c

1 0.00 1.00 0.01 1.00 0.00
2 1.00 1.00 1.00 0.00 1.00
3 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

TABLE 4.23 – Poids estimés

Les valeurs des poids obtenus permettent d’identifier le coefficient de la température d’entrée
du liquide froid commun aux trois modèles (les poids associés àTq

f e sont proches de 1,∀ q). La
constante, le coefficient de la température d’entrée du liquide chaud ainsi que celui du débit du
liquide chaud sont communs aux modèles 2 et 3 (les poids associés à ces coefficients prennent
des valeurs proches de 1 pour les deux modèles 1 et 2). Le coefficient du débit du liquide chaud
est commun aux modèles 1 et 3.
Les résultats de l’application des modèles sur les données de test sont donnés à la table4.24.
Une amélioration de la qualité d’estimation des modèles surles données de test du deuxième
échangeur est identifiée. La figure4.14illustre ce résultat.
La variable estiméêT2

cs, obtenue par le modèle identifié sous contraintes de proximité à un
modèle moyen, suit mieux les variations deT2

cs que celle estimée par la méthode des moindres
carrés sur la deuxième base de données seule.

101



Chapitre 4. Application à un parc de GMPP en centrale nucléaire

q Jq
MC coq

MC Jq coq

1 0.82 0.95 0.84 0.95
2 1.03 0.91 0.70 0.94
3 1.06 0.97 1.09 0.97

TABLE 4.24 – Critères résiduels et coefficients de corrélation entreTq
cs, q= 1, 2, 3, et son estimé

sur des données de test
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FIGURE 4.14 – Evolution deT2
cs et son estimée, sur les données de test, par le modèle identifié

à partir de la BDD2 seule et celui sous contraintes de proximité à un modèle moyen

4.5.4 Identification sous contraintes de proximité des paires de modèles

Dans cette section, on propose d’identifier les coefficientsdes modèles des trois échangeurs
sous contraintes de proximité des paires de modèles (algorithme donné à la table2.12, page
45). Ainsi, on compare chaque coefficientθ̂1

1,i à θ̂2
1,i et θ̂3

1,i etθ2
1,i à θ̂3

1,i , i = 0, . . . ,4. De la même

façon, on comparêθ1
2,i à θ̂2

2,i et θ̂3
2,i et θ2

2,i à θ̂3
1,i , i = 0, . . . ,4.

Température de sortie du liquide froid
Les coefficients des modèles, expliquantTq

f s, q = 1, 2, 3, estimés tenant compte des proximités
des paires de modèles (page45), ainsi que les critères résiduels des différents modèles et les co-
efficients de corrélation entre la variableTq

f s (q = 1, . . . ,3) et son estimée pour les trois modèles
sont donnés à la table4.25.
Les critères résiduels et des coefficients de corrélation entre chaque variableTq

f s (q = 1, . . . ,3)
et son estimée sont moins bons que ceux donnés à la table4.7. Les résultats restent cependant
satisfaisants pour conclure que les nouveaux modèles expliquent fournissent une bonne expli-
cation des variablesTq

f s, q = 1, 2, 3.
Les coefficients partagés par les modèles sont identifiés grâce aux poids associés ayant des va-
leurs non nulles. Ces valeurs sont données à la table4.26.
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q cte Tq
f e Tq

ce Dq
f Dq

c Jq
MC coq

MC

1 -9.96 0.35 0.63 0.55 2.71 0.63 0.95
2 45.36 0.35 0.63 -0.81 -5.690.82 0.97
3 -49.09 0.35 0.63 0.55 9.26 0.48 0.97

TABLE 4.25 – Caractéristiques des modèles expliquantTq
f s, q = 1, 2, 3, obtenus par comparai-

son des modèles deux à deux

q, ℓ Tq
0 Tq

f e Tq
ce Dq

f Dq
c

1, 2 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00
1, 3 0.00 1.00 1.00 1.00 0.00
2, 3 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00

TABLE 4.26 – Poids estimés

Les valeurs des poids obtenus permettent d’identifier le coefficient de la température d’entrée
du liquide froid commun aux trois modèles (tous les poids associés à ce coefficient sont proches
de 1). Il en est de même pour le coefficient de la température d’entrée du liquide chaud . Le
coefficient du débit du liquide chaud est trouvé commun aux modèles 1 et 3.
Les résultats de l’application des nouveaux modèles sur lesdonnées de test sont donnés à la
table4.27.

q Jq
MC coq

MC Jq coq

1 0.70 0.97 0.70 0.97
2 1.50 0.73 0.76 0.93
3 1.21 0.96 1.20 0.96

TABLE 4.27 – Critères résiduels et coefficients de corrélation entre Tq
f s, q = 1, 2, 3, et son

estimé sur des données de test

Une amélioration de la qualité d’estimation du modèle sur les données de test du deuxième
échangeur est constatée par rapport aux modèles identifié enne considérant que la deuxième
base de données. La figure4.15montrant l’évolution deT2

f s et son estimée par le modèle iden-
tifié à partir de la BDD2 seule et celui tenant compte des proximité des modèles deux à deux
illustre ce résultat.
La prise en compte des parties communes aux modèles est alorsavantageuse pour l’estimation
de nouvelles données d’une base n’ayant à l’origine qu’un faible nombre d’observations.
En comparant la table4.27à4.21, on constate une légère amélioration de la qualité d’estimation
des modèles sur les données de test du deuxième échangeur confirmant que la prise en compte
des parties partagées par n’importe quel couple de modèles et non seulement celles communes
à tous les modèles peut être plus avantageuse pour l’explication de nouvelles données.

Température de sortie du liquide chaud
Les coefficients des modèles, expliquantTq

cs, q = 1,2,3, estimés en tenant compte de la proxi-
mité des paires de modèles, ainsi que les critères résiduelsdes différents modèles et les coef-
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FIGURE 4.15 – Evolution deT2
f s et son estimée, sur les données de test, par le modèle identifié

à partir de la BDD2 seule et celui tenant compte des proximitédes modèles deux à deux

ficients de corrélation entre la variableTq
f s (q = 1, . . . ,4) et son estimée pour les trois modèles

sont donnés à la table4.28.

q cte Tq
f e Tq

ce Dq
f Dq

c Jq
MC coq

MC

1 -20.40 0.73 0.30 -3.84 6.40 0.65 0.97
2 -64.41 0.70 0.32 -2.33 12.341.18 0.96
3 -64.41 0.71 0.33 -3.84 12.340.42 0.97

TABLE 4.28 – Caractéristiques des modèles expliquantTq
cs, q= 1, 2, 3, obtenus sous contraintes

de proximité des paires de modèles

Les critères résiduels et des coefficients de corrélation entre chaque variableTq
cs (q = 1, . . . ,3)

et son estimée sont quasiment identiques à ceux donnés à la table 4.13; les nouveaux modèles
expliquent aussi bien les variablesTq

cs que ceux obtenus par la méthode des moindres carrés
appliquée sur chaque base de données indépendamment les unes des autres.

Les coefficients partagés par les modèles sont identifiés grâce aux poids ayant des valeurs
non nulles. Ces valeurs sont données à la table4.29.

q, ℓ Tq
0 Tq

f e Tq
ce Dq

f Dq
c

1, 2 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00
1, 3 0.00 1.00 1.00 1.00 0.00
2, 3 1.00 1.00 1.00 0.00 1.00

TABLE 4.29 – Poids estimés ˆwq,ℓ
i
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Les valeurs des poids obtenus permettent d’identifier le coefficient de la température d’entrée
du liquide froid commun aux trois modèles commun aux trois modèles. Il en est de même pour
le coefficient de la température d’entrée du liquide chaud. La constante et le coefficient du débit
du liquide froid sont communs aux modèles 2 et 3 et le coefficient du débit du liquide froid est
commun aux modèles 1 et 3 .

Les résultats de l’application des modèles identifiés en tenant compte des proximités des
paires de modèles sont donnés à la table4.30.

q Jq
MC coq

MC Jq coq

1 0.82 0.95 0.84 0.95
2 1.03 0.91 0.66 0.95
3 1.06 0.97 1.06 0.97

TABLE 4.30 – Critères résiduels et coefficients de corrélation entreTq
cs, q= 1, 2, 3, et son estimé

sur des données de test

La qualité d’estimation du modèle du deuxième échangeur surles données de test est mieux que
celle obtenue avec le modèle identifiée à partir de la deuxième base de données seule. La figure
4.16montrant l’évolution deT2

cs et son estimée par les modèles des tables4.13et 4.28illustre
ce résultat.
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Estimation à partir de la BDD 2 seule

 

 
T2

cs

T̂2

cs

10 20 30 40 50 60 70 80 90

300

320

340

Observations

Estimation par comparaison des modèles 2 à 2
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FIGURE 4.16 – Evolution deT2
cs et son estimée, sur les données de test, par le modèle identifié

à partir de la BDD2 seule et celui tenant compte des proximités des paires de modèles

La prise en compte des parties communes aux modèles est alorsavantageuse pour l’estimation
de nouvelles données d’une base ayant à l’origine un faible nombre d’observations.
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4.5.5 Discernabilité des sorties des modèles

Dans ce paragraphe, la discernabilité des sorties des modèles dont les coefficients sont don-
nés aux tables4.25et 4.28est étudiée. Comme la partie ayant la plus grande contribution dans
l’explication des variables de sortie des modèles est commune à tous les modèles et elle est
associée aux températures d’entrée des liquides chauds et froids (variables ayant des mêmes
plages de variation pour les trois échangeurs thermiques simulés, avec des coefficients qua-
siment identiques dans tous les modèles), l’étude de la discernabilité porte sur les parties des
modèles liées à la constante et aux débits des deux liquides.Plus explicitement, au lieu d’étudier
la discernabilité des sorties des modèles (4.8), on étudie celle des sorties des modèles :







T̃q
f s = θ̂q

1,0+ θ̂q
1,3Dq

f +θq
1,4Tq

f

T̃q
cs= θ̂q

2,0+ θ̂q
2,3Dq

f +θq
2,4Tq

f

(4.12)

Afin d’étudier la discernabilité des sorties des modèles (4.12), on applique la méthode par pa-
vage (algorithme4.12, page106). Cette méthode consiste à approximer le domaine des sorties
des modèles d’une machine comme étant l’union des petits pavés alignés aux axes. Pour chaque
pavé dans le domaine des entrées, on calcule le pavé circonscrit au domaine des sorties des mo-
dèles (4.12). Cette méthode est appliquée pour trouver un domaine approché au domaine de
sorties des modèles de chacun des échangeurs. Une fois trouvés ces domaines, une approxima-
tion de l’intersection des domaines de sorties est facile à trouver : l’union des petits pavés ayant
une intersection non vide.
La figure4.17montre les domaines des sorties des modèles étudiés pour lestrois échangeurs
ainsi que leur intersection.
Une intersection non vide existe entre les domaines de variation des variables de sortie ; les do-
mainesdq

X (q = 1, 2, 3) de variation des variables d’entrée de chaque base de données associés
à cette intersection sont donnés à la figure4.18.
Une fois connus les domainesdq

X, le domaine de variation des variables d’entrée garantissant la
discernabilité des sorties des modèles des trois échangeurs est déterminé comme étant l’union
des domaines[Dq

X]\dq
X, q = 1, 2, 3. Ce domaine est illustré à la figure4.19.

Le domaine de variation des variables d’entrée garantissant la discernabilité des modèles étant
un domaine assez complexe, on peut proposer à l’approximer par un pavé inscrit plus facile à
décrire. Ce domaine peut être utilisé pour faciliter l’identification d’une nouvelle machine ve-
nant s’ajouter ultérieurement au parc. Si on l’excite avec des variables d’entrée appartenant à ce
domaine et qu’on mesure des variables de sortie appartenantau domaine de variation des sorties
des modèles de l’échangeur 1, ce sont ces modèles qui décrivent le comportement normal de
cette machine, sinon, on compare les sorties au domaine des sorties du deuxième échangeur,
etc.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a abordé le problème de la modélisation d’un parc de groupes moto-
pompes primaires des centrales nucléaires d’EDF. Un simulateur d’échangeur thermique (bar-
rière thermique des pompes) a été utilisé pour appliquer différentes méthodes présentées au
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FIGURE 4.17 – Domaines de variation des sorties des modèles des trois échangeurs et leur
intersection (délimitée par le trait noir épais)
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chapitre2. Les modèles obtenus tenant compte de l’effet parc estimentaussi bien les données
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Chapitre 4. Application à un parc de GMPP en centrale nucléaire
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FIGURE 4.19 – Domaine (délimité par le trait noir épais) des variables d’entrée garantissant la
discernabilité des sorties des modèles

d’identification que ceux obtenus en se basant sur les données de chaque pompe indépendam-
ment les unes des autres. De plus, pour l’exemple considéré,la prise en compte des parties
communes aux modèles permet d’améliorer la qualité d’estimation des modèles sur les données
de test d’un échangeur pour lequel on ne disposait, à la phased’identification de son modèle,
que d’un petit nombre d’observations. Enfin, un domaine de variation des variables d’entrée
garantissant la discernabilité des sorties des modèles a été identifié pour les trois échangeurs.
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Conclusion générale et perspectives

Les résultats proposés à l’issue de ce travail de recherche constituent un premier pas vers
l’élaboration d’une méthodologie de modélisation en vue dudiagnostic générique des machines
réputées identiques d’un parc. Comme le montre le chapitre1, ce problème a été peu étudié
dans la littérature. De plus, les méthodes proposées sont engénéral très rudimentaires et ne per-
mettent pas de prendre en compte la présence simultanée de plusieurs machines identiques lors
de la conception du système de diagnostic d’une machine individuelle. Comme le but final de
ces travaux est le diagnostic, un rappel sur les notions fondamentales de ce dernier est donné au
premier chapitre. Parmi les différentes approches du diagnostic, on s’intéresse aux méthodes de
diagnostic sans modèle a priori et on suppose la présence d’une base de données permettant de
caractériser l’état de fonctionnement des différentes machines. Plus particulièrement, on s’est
intéressé à la modélisation des différentes machines d’un parc, cette étape étant primordiale
pour l’élaboration des indicateurs de défauts permettant de réaliser le diagnostic des machines.

L’identification simultanée des modèles linéaires décrivant le comportement normal des dif-
férentes machines d’un parc se situe dans le cadre de l’apprentissage multi-tâche et fait l’objet
du deuxième chapitre. Les modèles en question partagent des parties communes (mêmes va-
riables explicatives et coefficients voisins), ces partiesétant celles ayant la plus grande contri-
bution dans l’explication des variable de sortie des modèles.
Dans un premier temps, on traite les modèles multi-entrées/mono-sortie. Les trois premières
méthodes, basées sur des variantes de la méthode des moindres carrés, sont utilisées pour iden-
tifier les modèles des différentes machines partant de la connaissance des coefficients communs
aux modèles. Cette connaissance peut être acquise à la suited’une phase d’analyse des modèles
identifiés pour chaque machine indépendamment les unes des autres. Des critères sont pro-
posés permettant la validation du choix des parties communes aux modèles. Les quatrième et
cinquième méthodes, basées sur des techniques de régularisation, permettent d’identifier simul-
tanément les parties communes aux modèles et les coefficients de ces derniers. L’identification
des modèles tenant compte de la proximité de leurs coefficients à ceux d’un modèle moyen peut
être adoptée lorsque l’on ne s’intéresse qu’à identifier desmodèles partageant tous une même
partie commune. Tenir compte de la proximité des coefficients de chaque couple de modèles
permet d’identifier simultanément les parties partagées par n’importe quels paire de modèles
ainsi que leurs coefficients.
Dans un deuxième temps, on traite les modèles multi-entrées/multi-sorties partageant des par-
ties communes entre eux. La méthode consiste en une étude desproximités des coefficients
des modèles ACP obtenus pour chaque machine indépendammentles unes des autres. Une fois
connues les parties communes aux modèles, on propose d’identifier des nouveaux modèles par
la méthode des moindres carrés totaux sous contraintes de type égalité.
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Conclusion générale et perspectives

Une étude de la discernabilité des sorties des modèles fait l’objet dutroisième chapitre, cette
étude étant réalisée dans le but final de faciliter l’identification du modèle d’une nouvelle ma-
chine venant s’ajouter ultérieurement au parc. Une fois identifiés les domaines de discernabilité
des sorties des modèles, on s’est intéressé à identifier les domaines des variables d’entrée as-
surant cette discernabilité. Deux approches sont présentées permettant d’atteindre le but désiré.
La première est basée sur l’approximation des domaines par leurs pavés circonscrits alignés
aux axes. La deuxième approche, basée sur la technique par pavage donne de meilleures ap-
proximations du domaine de discernabilité et permet d’identifier à l’intérieur des domaines de
variation des variables d’entrée les domaines permettant la discernabilité des différents modèles.

Le quatrième chapitre, illustre les résultats de l’application des différentes méthodes présen-
tées dans ce mémoire sur un simulateur d’échangeur thermique (barrière thermique des pompes
primaires des centrales nucléaires d’EDF). Les modèles décrivant le comportement normal de
trois échangeurs simulés partagent des parties communes. De plus, une identification des do-
maines de variation des variables d’entrée garantissant ladiscernabilité des sorties de ces mo-
dèles a été réalisée.

Les résultats proposés dans cette thèse ouvrent un certain nombre de perspectives :
– l’étude de l’influence du compromis qualité/quantité d’informations disponibles pour

chaque machine sur les résultats des différentes méthodes proposées,
– l’identification de la structure des modèles de régressionlinéaire en même temps que leurs

parties communes et leurs coefficients par l’utilisation des techniques de régularisation
utilisant différentes normes sur les vecteurs des coefficients des modèles,

– le développement d’une méthode pour l’identification simultanée des modèles ACP sous
contraintes de type égalité sur certaines composantes des différents vecteurs propres as-
sociés à ces modèles,

– L’extension de l’étude de la discernabilité des modèles tenant compte des incertitudes sur
les paramètres estimés du modèle.
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A
Liste des modèles construits

Le nombre de modèles trouvés reliant expliquant les variables de la pompe 1 à partir des
autres variables disponibles est égal à 32. Ces modèles sontdonnés ci-dessous :

x̂1,3
15 = −15.52+1.04x1,3

16 (A.1)

x̂1,3
15 = 3.27+0.90x1,3

17 (A.2)

x̂1,3
15 = −104.85+2.59x1,3

14 (A.3)

x̂1,3
15 = 23.31+0.50x1,3

10 (A.4)

x̂1,3
15 = −19.14+0.79x1,3

12 (A.5)

x̂1,3
21 = 5.52+0.92x2,3

21 (A.6)

x̂1,3
21 = 6.81+0.93x3,3

21 (A.7)

x̂1,3
21 = 7.31+0.97x4,3

21 (A.8)

x̂1,3
15 = 9.66+0.80x2,3

15 (A.9)

x̂1,3
15 = 5.30+0.85x3,3

15 (A.10)

x̂1,3
15 = 2.64+0.80x4,3

15 (A.11)

x̂1,3
15 = −9.06+0.98x3,3

16 (A.12)

x̂1,3
15 = −15.70+1.01x4,3

16 (A.13)

x̂1,3
11 = 4.16+0.88x2,3

11 (A.14)

x̂1,3
11 = 2.90+0.91x3,3

11 (A.15)

x̂1,3
11 = 6.48+0.89x4,3

11 (A.16)

x̂1,3
11 = 4.62+1.02x1,3

3 (A.17)

x̂1,3
11 = 2.63+0.87x1,3

21 (A.18)

x̂1,3
11 = 6.85+0.82x2,3

21 (A.19)

x̂1,3
11 = 7.90+0.83x3,3

21 (A.20)

x̂1,3
11 = 8.66+0.86x4,3

21 (A.21)

x̂1,3
12 = −3.83+1.05x2,3

12 (A.22)

x̂1,3
12 = −3.39+1.11x3,3

12 (A.23)

x̂1,3
12 = −1.01+1.08x4,3

12 (A.24)

x̂1,3
19 = 186.80+0.55x2,3

19 (A.25)

x̂1,3
19 = 260.14+0.31x3,3

19 (A.26)

x̂1,3
19 = 298.75+0.32x4,3

19 (A.27)

x̂1,3
20 = 0.03+0.98x2,3

20 (A.28)

x̂1,3
20 = 0.04+0.99x3,3

20 (A.29)

x̂1,3
20 = 0.47+0.93x4,3

20 (A.30)

x̂1,3
13 = 0.5x2,3

13 +0.5x3,3
13 (A.31)

x̂1,3
13 = 0.5x3,3

13 +0.5x4,3
13 (A.32)

La majorité des modèles trouvés donne un coefficient de corrélation supérieur à 0.9 entre la
variable et son estimée comme montré dans la tableA.1.
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Annexe A. Liste des modèles construits

Modèle εmin εmax |ε| σε emin emax |e| σe co
1 -0.04 0.03 0.01 0.01 -1.29 1.08 0.22 0.29 0.99
2 -0.03 0.01 0.00 0.00 -1.01 0.52 0.10 0.14 1.00
3 -0.06 0.05 0.02 0.02 -1.80 1.77 0.61 0.71 0.93
4 -0.06 0.04 0.01 0.01 -1.70 1.46 0.30 0.38 0.98
5 -0.05 0.07 0.02 0.02 -1.68 2.57 0.52 0.64 0.94
6 -0.01 0.02 0.00 0.00 -0.60 0.85 0.18 0.22 0.97
7 -0.02 0.02 0.01 0.01 -1.07 1.18 0.25 0.32 0.95
8 -0.02 0.02 0.01 0.01 -0.77 1.15 0.26 0.31 0.95
9 -0.03 0.03 0.01 0.01 -0.97 0.87 0.25 0.31 0.99
10 -0.03 0.03 0.01 0.01 -0.99 0.86 0.23 0.29 0.99
11 -0.03 0.03 0.01 0.01 -0.96 0.88 0.25 0.32 0.99
12 -0.04 0.03 0.01 0.01 -1.28 1.16 0.27 0.34 0.98
13 -0.04 0.04 0.01 0.01 -1.28 1.29 0.28 0.36 0.98
14 -0.01 0.01 0.00 0.00 -0.68 0.55 0.18 0.21 0.97
15 -0.01 0.04 0.01 0.01 -0.68 1.69 0.23 0.27 0.95
16 -0.02 0.03 0.01 0.01 -0.78 1.40 0.26 0.29 0.94
17 -0.03 0.06 0.01 0.01 -1.23 2.72 0.32 0.39 0.90
18 -0.02 0.03 0.00 0.01 -0.89 1.27 0.18 0.23 0.97
19 -0.02 0.03 0.00 0.01 -0.78 1.29 0.21 0.26 0.96
20 -0.02 0.03 0.01 0.01 -0.94 1.70 0.25 0.32 0.93
21 -0.02 0.03 0.01 0.01 -1.01 1.51 0.27 0.33 0.93
22 -0.02 0.01 0.00 0.00 -1.06 0.77 0.17 0.23 1.00
23 -0.01 0.01 0.00 0.00 -0.94 0.63 0.21 0.27 0.99
24 -0.02 0.01 0.00 0.00 -1.04 0.94 0.21 0.28 0.99
25 -0.06 0.05 0.01 0.01 -27.90 23.33 3.40 4.42 0.83
26 -0.05 0.03 0.01 0.01 -22.20 13.04 4.64 5.54 0.72
27 -0.05 0.07 0.01 0.01 -19.99 34.01 4.62 5.93 0.67
28 -0.01 0.04 0.00 0.00 -0.13 0.63 0.04 0.06 0.99
29 -0.01 0.05 0.00 0.00 -0.14 0.68 0.04 0.06 0.99
30 -0.01 0.05 0.00 0.00 -0.11 0.66 0.03 0.06 0.99
31 -0.00 0.00 0.00 0.00 -1.00 0.84 0.17 0.25 0.90
32 -0.00 0.00 0.00 0.00 -1.00 2.60 0.20 0.31 0.84

TABLE A.1 – résultats des modèles trouvés

D’après cette table, on remarque que les modèles présentantun coefficient de corrélation
en dessous de 0.9 sont surtout ceux expliquant la variablex19 de la pompe 1 à partir de la
même variable des autres pompes (modèles 25, 26 et 27). Cependant, même si ˆx1,3

19 ne suit pas

exactement les variations dex1,3
19 le résidue1,3

19 obtenu , dans les trois cas, ne dépasse pas les
seuils de bon fonctionnement fixés à 40 et−40 comme le montre la figureA.1.
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FIGURE A.1 – Evolution dex1,3
19 et de son estimé ainsi que le résidu obtenu par le modèle 26

Le résidue1,3
19 ne dépasse pas les seuils de bon fonctionnement et les modèles 25, 26 et 27

sont considérés valides.
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Annexe A. Liste des modèles construits
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Résumé Cette thèse porte sur la conception de méthodes de surveillance de système à partir de données
collectées sur des composants de conceptions identiques exploités par plusieurs processus. Nous nous
sommes intéressés aux approches de diagnostic sans modèle apriori et plus particulièrement à l’élabo-
ration des modèles de bon fonctionnement des composants à partir des données collectées sur le parc.
Nous avons ainsi abordé ce problème comme un problème d’apprentissage multi-tâches qui consiste à
élaborer conjointement les modèles de chaque composant, l’hypothèse sous-jacente étant que ces mo-
dèles partagent des parties communes. Dans le deuxième chapitre, on considère, dans un premier temps,
des modèles linéaires de type multi-entrées/mono-sortie,ayant des structures a priori connues. Dans une
première approche, après une phase d’analyse des modèles obtenus par régression linéaire pour les ma-
chines prises indépendamment les unes des autres, on identifie leurs parties communes, puis on procède
à une nouvelle estimation des coefficients des modèles pour tenir compte des parties communes. Dans
une seconde approche, on identifie simultanément les coefficients des modèles ainsi que leurs parties
communes. Dans un deuxième temps, on cherche à obtenir directement les relations de redondance exis-
tant entre les variables mesurées par l’ACP. On s’affranchit alors des hypothèses sur la connaissance des
structures des modèles et on prend en compte la présence d’erreurs sur l’ensemble des variables. Dans
un troisième chapitre, une étude de la discernabilité des modèles est réalisée. Il s’agit de déterminer les
domaines de variation des variables d’entrée garantissantla discernabilité des sorties des modèles. Ce
problème d’inversion ensembliste est résolu soit en utilisant des pavés circonscrits aux différents do-
maines soit une approximation par pavage de ces domaines. Finalement, une application des approches
proposées est réalisée sur des simulateurs d’échangeurs thermiques.

Mots-clésApprentissage multi-tâche, régression linéaire, Analyseen composantes principales, discer-
nabilité.

Abstract This thesis deals with the conception of diagnosis systems using the data collected on identi-
cal machines working under different conditions. We are interested in the fault diagnosis method without
a priori model and in modelling a fleet of machines using the data collected on all the machines. Hence,
the problem can be formulated as a multi-task learning problem where models of the different machines
are constructed simultaneously. These models are supposedto share some common parts. In the second
chapter, we first consider linear models of type multiple-input/single-output. A first approach consists
in analyzing the linear regression models generated using the data of each machine independently from
the others in order to identify their common parts. Using this knowledge, new models for the machines
are generated. The second approach consists in identifyingsimultaneously the coefficients of the models
and their common parts. Secondly, the redundancy models aresearched for using PCA. This way, no
hypothesis on the knowledge of the structures of models describing the normal behavior of each machine
is needed. In addition, this method allows to take into consideration the errors existing on all the vari-
ables since it does not differentiate between input or output variables. In the third chapter, a study on the
discernibility of the outputs of the models is realized. Theproblem consists in identifying the range of
variation of the input variables leading to discernible outputs of the models. This problem is solved using
either the confined pavements to the different domains or a pavement method. Finally, the multi-task
modelling approaches are applied on simulators of heat exchangers.

Keywords Multi-task learning, linear regression, Principal Component Analysis, discernibility.
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