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Introduction

Pour un nombre premier ¢ fixé, la notion de corps f-rationnel, déja rencontrée impli-
citement chez divers auteurs, a été explicitement définie par A. Movahhedi et T. Nguyen
quang Do (cf [11]) d'une part et G. Gras et J.-F. Jaulent d’autre part (cf [2]). Cette notion
a ensuite été généralisée en celle de corps S-rationnel dans [9].

La question de la propagation de la S-rationalité dans une f-extension L/K de corps
de nombres a été completement résolue dans [9] pour les ¢ premiers impairs. Pour ¢ = 2
et L/K quadratique il peut arriver que le corps de base K soit [-rationnel en une place
2-adique décomposée dans l'extension L/K et que L soit [-rationnel pour chacune des
deux places au-dessus de [; on dit alors que le corps L est birationnel. Le passage de la
2-rationalité a la 2-birationalité dans une extension L/K a été completement traité dans
[8] pour K un corps totalement réel. Rappelons ce résultat :

Soit L/K une extension quadratique totalement imaginaire d’un corps de nombres
totalement réel. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Le corps L est 2-birationnel,

(ii) Le corps K est 2-rationnel, son unique place 2-adique est décomposée dans L/K et
I'extension L/K est ramifiée modérement soit en une place semi-primitive p soit en
deux places primitives p et q.

L’objet de cette these est de poursuivre dans cette voie en étudiant la propagation
de la 2-birationalité dans des 2-extensions. Le probleme est le suivant : On considere une
extension quadratique a conjugaison complexe L d’un corps totalement réel K, et une
2-extension totalement réelle K’ de K. On note ensuite I/ = K'L leur compositum. Le
but de ce travail est d’étudier a quelles conditions sur les extensions L/K et K'/K la
2-birationalité de L est équivalente a celle de L.

Notre étude se décompose en quatre parties. Dans un premier chapitre, nous rappelons
quelques éléments de la théorie f-adique du corps de classes, nous définissons les catégories
de corps que nous allons étudier, a savoir les corps (-rationnels et 2-birationnels et nous
énongons les principaux résultats déja connus relatifs a ces objets.

Dans un deuxieme chapitre, nous focalisons notre étude sur le cas quadratique. Nous
considérons le cas particulier des corps multiquadratiques et nous listons les corps mul-
tiquadratiques 2-birationnels. Cette approche nous a permis de nous familiariser avec les
objets avant d’aborder dans la suite du chapitre la question de la propagation de la 2-
birationalité lorsque l'extension K’/ K est quadratique. Cette simplification nous a permis
de dégager les difficultés essentielles liées a notre question. Il s’avere en effet, que cette
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étude, qui ne fut pas sans écueils, nous a permis une fois résolue, d’éclaircir nos idées et
nous a fourni en fin de compte toutes les pistes pour aborder le cas général.

Tout naturellement, le dernier chapitre traite enfin la question de la propagation de
la 2-birationalité dans le cas d’une 2-extension totalement réelle quelconque et livre
le résultat général. Pour terminer, nous donnons un florilege d’exemples numériques,
illustrant notre propos, obtenus a l'aide du logiciel PARI développé a Bordeaux. Ces
résultats expérimentaux nous ont amenés a étudier la construction de tours d’extensions
2-birationnelles qui fait 'objet du chapitre final.



Chapitre 1

Rappels et contexte

Ce chapitre est consacré aux rappels des différentes définitions et des principaux
résultats nécessaires a la compréhension de notre travail. Nous commencons par un rappel
de théorie (-adique du corps de classes ou £ est un nombre premier ; nous introduisons les
principaux objets qui nous permettent d’énoncer le résultat principal a savoir ’isomor-
phisme du corps de classes f-adique. Dans un second temps, nous définissons des corps
particuliers, a savoir les corps f-rationnels et les principaux théoremes qui s’y rattachent.
Puis, nous spécialisons ces objets pour ¢ = 2 avec de nouvelles définitions dans ce cas
particulier. Pour finir, nous introduisons les corps 2-birationnels qui sont 1’objet principal
de notre étude.

1.1 Index des principales notations

Fixons une fois pour toutes un nombre premier ¢, on rappelle que les premiers /(-
adique désignent les places au-dessus de £, i.e. les places sauvages, par opposition aux
places modérées objet principal de ce travail.

Notations attachées a un corps de nombres K :

- Pl., Pl., Pl; : les ensembles des places réelles, complexes ou f-adiques,
-1, ¢, [ : les nombres de places réelles, complexes ou f-adiques de K,

- S un sous-ensemble non vide des places sauvages (i.e. f-adiques) de K,
- s le nombre de places dans S,

- X un ensemble de places finies modérées (i.e. étrangeres a () de K,

- J =11, R, le f-adifié du groupe des ideles principaux,

~ T i le noyau dans J de la formule du produit pour les valeurs absolues,
- R =7y ®z K : le sous-groupe des ideles principaux,

-U = Hp U, : le groupe des normes cyclotomiques dans 7,

Di=J /I] : le (-groupe des diviseurs logarithmiques,

- Pl =TRU/U : le sous-groupe des diviseurs logarithmiques principaux,
-Cl=JJUR =DL/PL : le l-groupe des classes logarithmiques,

-U' =TI Rill,u Uy : le groupe de (-unités,

>
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-Cl'=J/U'R : le l-groupe des (-classes de diviseurs au sens ordinaire,
-E=RNU ~7y @y E} : le (-groupe des (-unités,

- = H,g fp : le sous-groupe fermé des racines de 'unité dans 7,

- p : le £-groupe des racines de 1'unité dans R (= MR sous Leopoldt).

Quelques pro-C-extensions de K :

- K¢ : la Zs-extension cyclotomique,

- K'¢ : la pro-f-extension abélienne localement cyclotomique maximale,

- M : la pro-f-extension, (-ramifiée, co-décomposée maximale de K et G = Gal(M/K)
son groupe de Galois ,

- M : la sous-extension maximale de M qui est abélienne sur K et G% = Gal(M®/K)
son groupe de Galois,

- Z : la composée des Z, extensions de K, de sorte que le groupe fini 7 = Gal(M®/Z)
soit le sous-groupe de torsion de G,

- K% : le compositum des Zs-extensions,

Plus généralement, étant donné un ensemble fini S de places étrangeres a £, nous notons :

- Mg : la pro-f-extension, S modérément ramifiée, co-décomposée maximale de K (i.e. la
composée des (-extensions galoisiennes de K qui sont non ramifiées en dehors de S et de
¢ et completement décomposées aux places a l'infini) et Gg = Gal(Mg/K) son groupe de
Galois,

- M : la sous-extension maximale de Mg qui est abélienne sur K, puis G2 = Gal(M&/K)
son groupe de Galois et T = Gal(M2/Z) le sous-groupe de torsion de G2,

- Cly : le L-groupe des Sl-classes de diviseurs de K, i.e. le quotient de C¢ par le sous-
groupe engendré par les classes au sens restreint des idéaux construits sur les places de

S.

Pour finir ces rappels de notations on introduit deux définitions qui précisent le voca-
bulaire employé par la suite :

Définition 1.1.1 (a) On dit qu’une extension est ramifiée modérément lorsqu’il existe
au moins une place modérée qui se ramifie dans cette extension.

(b) On dit qu’une extension est modérément ramifiée, lorsqu’elle est ramifiée unique-
ment aux places modérées.
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1.2 Quelques éléments de théorie /-adique du corps
de classes

Cette section est un rapide rappel de théorie f-adique du corps de classes présentée dans
[6] ; dans une premiere partie sont définis les objets nécessaires a ’énoncé des théoremes
exposés en deuxieme partie.

1.2.1 Construction des Z,-modules fondamentaux

Le nombre premier ¢ étant fixé, on désigne par Z, = lim Z/¢*Z, 'anneau des entiers
<—
(-adiques.
A chaque corps de nombres K, on associe deux Z,-modules : le premier Ry global,
défini a partir du groupe multiplicatif K* des éléments non nuls de K ; le second Jk

semi-local, construit a partir des groupes multiplicatifs K, des complétés non complexes
de K.

Définition 1.2.1 Etant donné un corps de nombres K, on appelle (-groupe des ideles
principauz de K et on note Rk le tensorisé (-adique du groupe multiplicatif de ses éléments
non nuls :

RK:ZK(@ZKX.

Le groupe Ry est la réunion des (-groupes de S-unités £ = Zy Rz E%-, lorsque S parcourt
les ensembles finis de places de K. Chacun des £y est compact pour sa topologie naturelle
de Z¢-module noethérien et Ry est lui-méme un Zy-module topologique pour la limite
inductive des E-.

Définition et proposition 1.2.2 Pour chaque place p du corps de nombres K, on note
_ 1 X x £k
R, = thKp /K,

le L-adifié du groupe multiplicatif K,* du complété de K en p. Le groupe R, est un Zi-
module noethérien donc compact pour la topologie définie par ses sous-modules d’indice
fini.
(i) Sip est archimédienne, deuzr cas se présentent : si p est réelle et ¢ égal a 2, R, est
isomorphe a Z/2Z ; il est nul dans tous les autres cas.
(ii) Sip est ultramétrique, le choiz d’une uniformisante m, permet d’écrire formellement
R, = Llpﬂpzf en notant encore m, l'image de m, dans R, et en désignant par
U, = l(iinUp/U]fk la limite projective des quotients d’exposant (-primaire du sous-
groupe des unités du corps local K, :

- lorsque p divise €, le groupe U, n'est autre que le groupe des unités principales
de K, ;
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- lorsque p ne divise pas £, il s’identifie au {-sous-groupe de Sylow p, du groupe
des racines de l'unité dans K,.

Dans les deux cas nous disons que U, est le sous-groupe des unités de R,

Définition 1.2.3 Par (-groupe des idéles d’un corps de nombres K, on entend le produit
Tk = H;ZSPIK Rp

des (-adifiés des groupes multiplicatifs des complétés de K, restreint aux familles (xy)pepiy
dont tous les éléments sont des unités a l’exception d’un nombre fini d’entre euz.

Le groupe Jx est la réunion des (-groupes J = Hpes R, HP¢S U,, lorsque S parcourt
les ensembles finis de places de K. Chacun des Jg est compact pour sa topologie naturelle
de Zy-module produit et Ty est lui-méme un Zg-module topologique pour la limite inductive
des topologies des J}.

Maintenant qu’on a construit ces Z,-modules on peut définir le /-groupe des classes
d’ideles.

Théoreme et définition 1.2.4 L’application naturelle du tensorisé (-adique

Rix = Zy @z K* du groupe multiplicatif du corps K dans le (-adifié Jx du groupe des
wdeles de K, qui est induite par ['injection diagonale de K dans le produit de ses complétés
HpePlK K, est un morphisme continu. Le groupe topologique quotient :

Cx = Ik /Rk

est un Zy-module compact. On dit que c’est le (-groupe des classes didéles du corps K.

1.2.2 Isomorphisme du corps de classes /-adique

Nous rappelons sans démonstration dans ce paragraphe les résultats fondamentaux du
corps de classes local et global pour les (-extensions. (cf [5] Théoreme 2.1 et Théoreme
2.3)

Théoreme 1.2.5 (Corps de classes local). Etant donné un corps local K, l'application de

réciprocité induit un isomorphisme de Zgs-modules topologiques entre le compactifié profini

Ry = lim K /prgk et le groupe de Galois D, = Gal(K{"/K,) de la (-extension abélienne
H

mazximale du corps K,. Dans cet isomorphisme le groupe d’inertie I, = In(Kgb/Kp) est
l'image du sous-groupe U,, des unités de R,.

- Sip ne divise pas {, la ramification est modérée et le groupe I, est fini, isomorphe
au £-Sylow p, du groupe des racines de l'unité dans K,.

- Sip divise ¢, la ramification est sauvage et le groupe I, est infini. Dans ce cas, la
suite des sous-groupes supérieurs de ramification est [image dans D, de la filtration

canonique (U})i>1 = (1 +p")i=1 du groupe U,.
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Théoreme 1.2.6 (Corps de classes global). Etant donné un corps de nombres K, l’ap-
plication de réciprocité induit un isomorphisme continu du (-groupe Jx des idéles de K
sur le groupe de Galois G = Gal(K®/K) de la (-extension abélienne maximale de K ; le
noyau de ce morphisme est le sous-groupe Ry formé des idéles principauz. Dans la cor-
respondance obtenue, le sous-groupe de décomposition D, d’une place p de K est l'image
dans G2 du sous-groupe R, de Ji et son sous-groupe d’inertie I, est celle du sous-groupe
U, des unités de R,.

Pour finir ce paragraphe de rappels on va introduire la notion de classes logarithmiques
des corps de nombres.

1.2.3 Classes logarithmiques des corps de nombres

Avant de définir le groupe de classes logarithmiques d’un corps de nombres, il nous
faut faire quelques définitions préalables. Nous commencons par introduire la valuation
logarithmique sur un corps local, puis, les diviseurs logarithmiques et enfin le groupe des
classes logarithmiques. Tous ces résultats et définitions sont présentés dans [4]

On considere toujours ¢ un nombre premier fixé. On définit le logarithme d’Iwasawa,
noté log sur le groupe 1 + ¢Z, des unités principales du complété (-adique de Z par son
développement en série entiere :

k

log(1+2) = Y (—1)F1
k>1 k

Il se prolonge classiquement au groupe multiplicatif Z, des éléments inversibles de Z; au
moyen de I’équation fonctionnelle :

log(zy) = logz + logy

De plus, si I'on convient d’écrire z = w(z) < x > la factorisation canonique d’un élément
x de Z; dans la décomposition directe Z, = py x (1 + 2Z;) du groupe multiplicatif Z;
comme produit de son sous-module de torsion p, et du sous-groupe principal 1+ 27Z,. On
a logz = log < x >, pour tout x de Z; ; I'image du logarithme est le sous-module 2¢(Z,
de Z, et son noyau est le groupe p, des racines de I'unité dans Q.

Définition 1.2.7 On appelle degré (-adique d’un nombre premier p la quantité :

(i) deg p=logp=log < p >, pourp#{;
(i) deg ¢= L, pour { # 2 et deg ¢ = 4, pour { = 2.

Ceci étant posé, on prend K, un corps local, de degré fini d, = [K,, : Q,] sur Q,. On
note v, la valuation associée et désignons par | |, la valeur absolue ¢-adique principale qui
est définie sur K,° par la formule :

- < Np~»@ > pour p 1/,
€T =
i < NKP/QZ(x)Np_“P(“’) >, pour p|/,
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ou Np est la norme absolue de p.

On définit ensuite 'extension @;, la Z-extension cyclotomique, c¢’est-a-dire la composée
des Zg-extensions cyclotomiques de Q, pour tous les nombres premiers g. Cette notation
étant introduite, on a les définitions suivantes :

Définition 1.2.8 On note alors :

(i) & = [K,: K, N @;] est Uindice de ramification logarithmique de K, ;
(1) f; = [K,N @; 1 Qy] est son degré d’inertie logarithmique de K, ;
(iii) deg p = f; deg p est le degré (-adique de l'idéal p ;

() v, = —log| |,/ degyp est la L-valuation logarithmique attachée a p.

Définition 1.2.9 On appelle (-groupe des diviseurs logarithmiques d’un corps de nombres
K, le Zy-module libre Dl construit sur les places finies de K :

pEPIKO

Pour chaque diviseur logarithmique 0 = Zp Yy P, nous écrivons degix 0 = Zp v, degp

son degré dans K. Nous notons enfin ﬁK le sous-module de Dl formé des diviseurs
logarithmiques de degré nul.

L'introduction du sous-module Dl est motivée par le résultat suivant (cf [4] proposition
2.2):

Définition et proposition 1.2.10 Pour chaque place finie p de K, on note v, lappli-
cation définie sur le tensorisé (-adique R = Z ®yz K> du groupe multiplicatif K> induite
par la (-valuation logarithmique associée a p. L’application Zy-linéaire a valeurs dans Dy

dive | w3 Byl)p

peEPIKO

envoie Ry sur un sous-module f/S@K du groupe Z/DVEK des diviseurs logarithmiques de degré
nul.

On dit que le quotient @K = ZSJ@K/]SJKK est le (-groupe des classes logarithmiques du
corps K.
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1.3 Corps /(-rationnels

Avant de définir la notion de corps (-rationnel, il nous faut faire un bref rappel sur les
symboles sur un corps commutatif vus dans [3].

1.3.1 Symboles sur un corps commutatif

Définition 1.3.1 Un symbole sur un corps commutatif K, a valeurs dans un groupe
abélien G, est une application < -,- > de K* x K* dans G qui est bilinéaire et prend la
valeur 1 sur tous les couples (a,b) qui vérifient a + b = 1, cela peut se résumer par les
trois conditions :

(i) <ad,b>=<a,b><d b> Y(a,d,b)e K*x K*xK*;
(ii) < a,bb >=<a,b><a, bl > VY(a,bb)ec K*x K*x K*;
(i) <a,1—a>=1,Vae K*\{0,1}

En particulier, un symbole est une application bilinéaire antisymétrique.
Nous pouvons a présent introduire le K5 d'un corps de nombres.

Définition 1.3.2 Par K,(K) on entend ici le quotient K* @z K>/ ] (a®b)% du carré
a+b=1
tensoriel du groupe multiplicatif de K par le sous-groupe engendré par les éléments de la

forme x ® (1 — x) lorsque x décrit K \ {0,1}. Le groupe Ky(K) est caractérisé par la
propriété universelle suivante :

Propriété 1.3.3 (Propriété universelle) Pour chaque symbole < -,- > sur un corps com-
mutatif K, a valeurs dans un groupe abélien G, il existe un unique morphisme de groupe
¢ de K5(K) dans G, qui rend commutatif le diagramme :

K*x K* 222 @

"%

K (K)

L’application canonique de K* x K* dans Ko(K), qui au couple (x,y) associe la classe
dans Ky(K) du produit tensoriel x ® vy, est un symbole sur K, appelé symbole universel
sur le corps K et noté {-,-}.

Pour finir cette partie de rappels, il nous reste a définir deux catégories de symboles :
les symboles modérés et réguliers. A présent, K désigne un corps de nombres algébriques.

Définition 1.3.4 Pour chaque place finie p du corps de nombres K, ['application de
K> x K*, a valeurs dans le groupe multiplicatif k,* du corps résiduel ky, qui a un couple
(a,b) d’éléments de K* associe la classe dans k) du produit :

vp(a)
(— 1)@ ® 9
oK
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est un symbole sur K, appelé symbole modéré associé a la place p et noté (-,-),.

On vient de définir les symboles modérés uniquement pour les places finies mais on
peut étendre cette définition aux places a 'infini. Pour cela il suffit de définir une valuation
v, pour une place p infinie.

On suppose maintenant que p soit une place a l'infini. On note K, le complété de K
en p, puis &, le groupe résiduel K,/ prz‘ L’application v, de K* dans {0, 1} définie par :
- vp(w) = 0, si x est un carré dans K,
- vp(z) = 1, sinon,

est alors une valuation sur K.

Définition 1.3.5 Pour chaque place a 'infini p du corps de nombres K, 'application de
K> x K* dans le groupe résiduel k), qui a un couple (a,b) d’éléments de K* associe la
classe dans k,' du produit :

av» (a)

1) (@)
(=1)tm® ey

est un symbole sur K, appelé symbole modéré associé a la place p noté (-,-),.

Le symbole (-, -), est trivial lorsque p est compleze. Sip est une place réelle, la quantité
(a,b), n'est pas 1 si et seulement si les images de a et de b dans le complété K, sont toutes
deux négatives.

Enfin, nous pouvons définir les symboles dont nous aurons besoin pour la suite. Il
s’agit des symboles réguliers.

Définition 1.3.6 On appelle symbole réqulier associé a une place non complexe p du
corps K le relevement canonique, noté encore (-,-)y, du symbole modéré dans le sous-
groupe réqulier ug, formé des racines d’ordre étranger a p, du groupe ji, des racines de
lunité dans le complété K.

Maintenant que nous avons fini d’introduire les notions nécessaires a la compréhension,
nous pouvons définir les corps que nous allons utiliser tout au long de notre travail.
Commencons donc par les corps ¢-rationnels.



1.3. CORPS (-RATIONNELS 13

1.3.2 Définition des corps /-rationnels

Définition 1.3.7 On dit qu’un corps de nombres K est :
(i) C-régqulier, lorsque le £-sous-groupe de Sylow Ry(K') du noyau dans Ko(K) des sym-
boles réguliers est trivial ;

(i) C-rationnel lorsque le groupe de Galois G = Gal(M/K) de la pro-extension maxi-
male M /K qui est {-ramifiée et oo-décomposée est un pro-£-groupe libre.

Lorsque K contient le sous-corps réel mazimal Q[C + (Y] du £-iéme corps cyclotomique
QI[¢], il est équivalent d’affirmer que K est (-régulier ou qu’il est {-rationnel.

L’équivalence entre régularité et rationalité, sous la condition suffisante (¢ +¢71) € K,
résulte de I'égalité entre les f-rangs :

Tg€R2<K) = TQZTK + 6Leopoldt

qui fait intervenir le défaut de la conjecture de Leopoldt dans K et le sous-module de
torsion Ty de Gal(M®/K); et de la caractérisation suivante : (cf [7], Théoréme 1.2)

Théoreme 1.3.8 Pour tout corps de nombres K, on a équivalence des conditions sui-
vantes :

(i) Le groupe de Galois Gk = Gal(M/K) de la pro (-extension mazimale de K qui
est (-ramifiée et co-décomposée est un pro-C-groupe libre (nécessairement sur 1+cy
générateurs, si cx est le nombre de places complexes de K ).

(ii) Le groupe de Galois G¥ = Gal(M®/K) de la pro-(-extension abélienne mazimale
de K qui est (-ramifiée et co-décomposée est un Zy-module libre de rang 1+ck.

(iii) Le corps K wvérifie la conjecture de Leopoldt (pour le nombre premier £) et le sous-
module de torsion T de Gal(M®/K) est nul.

(iv) Le groupe Vi des éléments (-hyperprimaires du corps K se réduit a K*¢, et l'on a
lidentité entre les £-rangs des (-groupes de racines de l'unité :

Tl = Z Tgel kK, -
e

(v) Le corps K vérifie l'une des deux conditions suivantes :
(a) ou bien K contient une racine primitive (-ieme de 'unité (o, auquel cas K

posséde une unique place | au-dessus de { et le £-groupe des (-classes d’idéaux
au sens restreint Cly est nul;

(b) ou bien K ne contient pas (, auquel cas les places de K au-dessus de ¢ ne se
décomposent pas complétement dans ’extension cyclotomique K[(]/K et la w-
composante du (-groupe des {-classes d’idéaur au sens restreint CK’K[C] du corps
KIC] est nulle, si w désigne le caractére cyclotomique de Gal(K[C]/K).

Ces notions sont aussi abordées sous un autre angle dans [10] et [11].



14

CHAPITRE 1. RAPPELS ET CONTEXTE

Corollaire 1.3.9 FExemples de corps -réquliers ou (-rationnels

(i) Le corps Q est L-régulier et (-rationnel pour tout nombre premier {.

(ii) Pour tout premier £, le corps cyclotomique Q[(pm] engendré par une racine primitive

"-iéme de l'unité est (-régulier (et (-rationnel) si et seulement si le nombre premier
( est réqulier.

(#ii) Les corps quadratiques imaginaires K = Q[v/ —d| 2-réguliers (et 2-rationnels) sont

Q[vV—-1], Q[v/-2], ainsi que les corps Q[/—p| et Q[\/—2p] pour p premier impair
de la forme p = £3 mod 8.

Démonstration du corollaire: (cf [7] Corollaire 1.3) Distinguons les divers cas :

(i)

Pour le corps des rationnels, on traite la rationalité et le régularité séparément. Par
un calcul direct, on montre que le noyau régulier Ry(Q) est nul, de sorte que Q
est (-rationnel pour tout ¢. Puis, la théorie élémentaire du corps de classes assure
que la f-extension abélienne, (-ramifiée, oco-décomposée maximale de QQ est bien la
Z¢-extension cyclotomique de Q, ce qui établit la régularité.

Pour les corps cyclotomiques Q[(p], la définition 1.3.7 assure I’équivalence entre (-
régularité et (-rationalité. Maintenant la condition (v, a) du théoréme 1.3.8 montre
que la rationalité se lit sur le nombre de classes du corps Q[(n].

Pour les corps quadratiques imaginaires Q[\/C_Z], en vertu de la définition 1.3.7 pour
¢ = 2, les notions de (-régularité et de (-rationalité coincident. De plus, la condition
(v,a) du théoreme 1.3.8 exige que le corps Q[\/E] n’admette qu’une place au-dessus
de 2, ce qui exclut d = —1 mod 8. Il faut de plus que son nombre de 2-classes
d’idéaux soit impair ce qui impose, d’apres la formule des classes ambiges de Che-
valley généralisée (cf.[J2]), qu’il y ait au plus une place modérément ramifiée dans
I'extension K/Q, ce qui nous donne K = Q[v/—1] ou Q[v/—2], soit K = Q[v/—/] ou
Q[v—2¢], avec ¢ premier impair tel que 2 ne soit pas norme dans 'extension K/Q,
ce qui s’écrit £ = +3 mod 8.

Corollaire 1.3.10 Toute (-extension {-ramifiée co-décomposée d’un corps {-rationnel est
encore un corps {-rationnel.

Dans la section suivante, on étend cette propriété de montée de la f-rationalité a
certaines f-extensions L/K qui admettent de la ramification en dehors de £. Pour cela
nous avons besoin de rappeler quelques résultats sur I'arithmétique des f-extensions des
corps £ rationnels.

1.3.3 /-extensions des corps /-rationnels

Proposition 1.3.11 Etant donné un corps de nombres K et un ensemble S de s places
modérées de K (i.e. de s places finies étrangéres a (), les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Les symboles d’Artin (p, Z/K) des places de S pris dans la composée Z des Z-

extensions de K, engendrent un sous-module pur de Gal(Z/K), de dimension s.
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(ii) Les mémes symboles (p, Z/K), pris dans la sous-extension élémentaire de Z, en-
gendrent un sous-F,-espace vectoriel de Gal(Z%/K) de dimension s.

191) L’intersection Zél S) des sous-corps de décomposition dans Zél des places de S est
d’indice ° dans Zél.

Lorsqu’elles sont vérifiées, nous disons que S est primitif.

FExemples d’ensembles primitifs de places modérées.

(i) Soit K un corps totalement réel satisfaisant la conjecture de Leopoldt (pour le
nombre premier ¢). Dans ce cas, les ensembles primitifs de places modérées de K
sont exactement les singletons S = {[}, ou [ est une place de K totalement inerte
dans la Zs-extension cyclotomique Z/K.

(ii) Soit K le corps cyclotomique Q[(,] engendré par une racine primitive f(-ieme de
I'unité. Pour ¢ = 3, l'ensemble S = {l7,l19} ou [; (resp l19) est une place de K
au-dessus de 7 (resp de 19), est 3-primitif.

On peut alors poser la définition suivante :

Définition 1.3.12 Une (-extension oo-décomposée LK est dite primitivement ramifiée
lorsque l'ensemble Ry, i des places modérément ramifiées dans L/K est (-primitif.

Cela étant posé, nous avons : (cf [7], Théoréme 3.5)

Théoréeme 1.3.13 Etant donné une (-extension (finie) de corps de mombres, les deux
conditions sutvantes sont équivalentes :

(i) Le corps L est (-rationnel.

(ii) Le corps K est {-rationnel et lextension L/K est primitivement ramifiée.

Ce théoreme va nous permettre de donner une autre démonstration du résultat 1.3.9 qui
sera énoncée dans le chapitre 2.

Scolie 1.3.14 Si K est totalement réel et vérifie la conjecture de Leopoldt (ce qui est
le cas des corps (-rationnels), les ensembles primitifs sont les singletons {p} ou p est
totalement inerte dans la Zy-extension cyclotomique K¢/ K.

1.3.4 Corps [-rationnels

Définition 1.3.15 On dit qu’un corps de nombres K contenant les racines (-iemes de
lunité est [-rationnel en une place | au-dessus de ¢, lorsque la (-extension (abélienne),
C-ramifiée, [-décomposée maximale de K est triviale.

On peut alors interpréter la notion de la [-rationalité de la maniere suivante :

Proposition 1.3.16 Un corps K contenant les racines {-iémes de ['unité est [-rationnel
si et seulement si on a l’identité entre les groupes d’ideles :
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(1) T =RR: I1 my.
ptloo

Théoréme 1.3.17 La condition (1) est satisfaite dans un corps de nombres K (contenant
ou non les racines (-iemes de l'unité) si et seulement si les deuz conditions suivantes se
trouvent réunies :

(2) le groupe des (-classes d’idéauz (au sens ordinaire) CU' du corps K est trivial ;

(3) Uapplication de semi-localisation s induit une surjection du tensorisé £ du groupe
des (-unités (au sens ordinaire) de K sur le produit Ry = [], . Rp €tendu aux

pléoo
places I # | divisant € et aux places réelles.

Corollaire 1.3.18 Soit K satisfaisant la condition (1). Alors K est logarithmiquement
principal, en ce sens que son £-groupe des classes logarithmiques Cl est trivial. En d’autres
termes, une (-extension de K est cyclotomique (i.e. contenue dans la Zg-extension cyclo-
tomique K¢ de K) dés qu’elle ’est localement. En particulier, K vérifie banalement la
congecture de Gross généralisée (pour le premier ().

Ces définitions générales étant posées, nous pouvons spécifier au cas ou £ = 2.
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1.4 Corps 2-birationnels

1.4.1 Définitions

Dans le cas £ = 2 on peut traduire différemment la notion de 2-rationalité.

Définition 1.4.1 Un corps totalement réel K est dit 2-rationnel lorsque sa 2-extension
galoisienne 2-ramifiée, co-décomposée maximale, K' coincide avec sa Zo-extension cyclo-
tomique K¢, ce qui a lieu si et seulement st les deux conditions suivantes sont réunies :

(1a) K admet une unique place 2-adique [.

(1b) le 2-groupe Cly des 2-classes est trivial, en d’autres termes ici le 2-sous-groupe de
Sylow du groupe des classes d’idéauzr au sens restreint de K est engendré par l'image
de .

Définition 1.4.2 Un corps totalement imaginaire L est dit 2-birationnel lorsqu’il est -
rationnel en chacune des places 2-adiques (en ce sens qu’il n’admet pas de 2-extension,
2-ramifiée, [-décomposée non triviale), ce qui a lieu si et seulement si les trois conditions
suivantes sont vérifiées :

(a) L admet exactement 2 places 2-adiques [ et I ;

(b) le 2-groupe Cl; des 2-classes de diviseurs de L est trivial, en d’autres termes ici
le 2-sous-groupe de Sylow du groupe des classes d’idéaux de L (au sens ordinaire
comme au sens restreint) est engendré par les images de [ et de I

(c) les plongements canoniques de L™ dans L{ et L; induisent des isomorphismes

1~ Ry~ Ry du tensorisé 2-adique du groupe des 2-unités de L sur les compactifiés
des groupes multiplicatifs des complétés de L auz places 2-adiques.

Cette définition peut étre généralisée a tout nombre premier ¢ (cf [9], définition et
proposition 1.9).

Définition 1.4.3 Nous disons qu’un corps de nombres K contenant les racines {-iémes
de l'unité est (-birationnel lorsqu’il est rationnel pour au moins (et donc exactement) deux
places au-dessus de €. Un tel corps est totalement imaginaire et posséde en tout et pour
tout deux places au-dessus de £.

Grace a ces définitions nous pouvons énoncer le résultat suivant : (cf [9] Corollaire
1.13)

Proposition 1.4.4 Les corps quadratiques 2-birationnels sont les corps quadratiques ima-

ginaires K = Q[\/—p| pour p premier de la forme p =7 mod 16, et K = Q[\/—pq] pour
p et q premiers p= —q =3 mod 8.

Démonstration de la proposition: D’apres ce qui précede, K est totalement imaginaire,
admet exactement deux places au-dessus de 2 et son nombre de 2-classes est impair. Il
est donc de la forme Q[v/—d] avec d = —1 mod 8, sans facteur carré, et la formule des
2-classes ambiges montre que d admet au plus deux diviseurs premiers (cf [5], Th III, 1.9).
Plus précisément, nous avons ici :
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pld ep(KQ)
’ Cﬁ ’_ QZ‘;Z#/ donc
— ou bien d = p premier et le nombre de classes de K est impair en vertu de la formule
des classes d’ambiges de Chevalley ;

— ou bien d = pq avec p et g premiers et 2 non carré mod p (comme mod q) c’est-a-
dire p = +3 mod 8, par exemple p = —¢ = 3 mod 8. De plus, le nombre de classes
de K est ici pair.

Examinons successivement les deux éventualités :

1¢" cas : K = Q[/—p] avec p = —1 mod 8.

Notons h T'ordre (impair) de I'idéal premier [ et faisons le choix d’une racine carrée §
de —p dans Zj. Ecrivons 7w = (a4 bd) I'image dans Z, d'un générateur de [* (avec a et b
dans Z) ; son conjugué 7 = ;(a — bd) est alors une unité de Zs et K est 2-birationnel si et
seulement si +7 n’est pas un carré dans Zs, i.e. si et seulement si 'on a T # £1 mod 8.

Maintenant, de l'identité normique N(I") = 2" = 77 = 1(a2 + pb2) nous tirons
a2 + pb2 = 2"2 ce qui nous prouve, puisque h est impair, que 2 est un carré mod b, et
nous donne b = £1 mod 8. D’un autre coté, puisque 7 est un inversible dans Z,, nous

avons 7' =7 mod 8 donc, puisque 2" vaut 2 ou 0 mod 8 :

W=r—-7=2"/7—7=(2"-1)T =47 mod 8.
En résumé il vient 7 = +bd = 0 mod 8, d’ou comme attendu :

T# 41 mod 8 < §#* +1 mod 8 & p# +1 mod 16.

2" cas : K = Q[\/—pq] avec p= —qg =3 mod 8.

L’extension abélienne 2-ramifiée, 2-élémentaire M de K est ici encore de degré 8 sur
K. 1l en résulte que le corps M est M = Q[/p, 1/q, V=1, \/=2]. Pour vérifier que K est
birationnel, il suffit alors de constater que M ne possede que 2 places au-dessus de 2 ce qui
résulte clairement du fait que la seule sous-extension de M quadratique et 2-décomposée

sur Q est le corps K = Q[v/—pq].

1.4.2 Caractérisation de la 2-birationalité

Cette définition étant posée, nous avons maintenant besoin d’introduire la notion de
place primitive.

Etant donné un corps de nombres K, notons K* le compositum des Z,-extensions de
K et K¢ la Zs-extension cyclotomique de K ; dans [GJ] une place modérée de K (i.e.
une place finie étrangere a 2) est dite primitive lorsque son image dans Gal(K?/K) par
I'application d’Artin n’est pas un carré; elle est dite dans [J1] logarithmiquement primitive
lorsque c’est son image dans Gal(K?/K) qui n’est pas un carré. Il se trouve que, lorsque
K est totalement réel et vérifie la conjecture de Leopoldt en 2, le compositum K* des
Zo-extensions se réduit a la Zs-extension cyclotomique K€, de sorte que les deux notions
coincident. Nous adopterons donc dans ce qui suit la convention suivante :

Définition 1.4.5 Soit K un corps de nombres totalement réel qui satisfait la conjecture
de Leopoldt en ¢ = 2. Nous dirons qu’une place modérée p de K (i.e. une place finie ne
divisant pas 2) est (relativement au nombre premier 2) :
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- primitive, lorsque son image dans le groupe procyclique Gal(K¢/K) n’est pas un carre,
autrement dit lorsqu’elle n'est pas décomposée dans la Zs-extension cyclotomique K¢/ K ;

- semi-primitive, lorsque son image est un carré mais non une puissance 4-ieme, autre-
ment dit lorsqu’elle se décompose dans le premier étage de la Zy-extension cyclotomique
K°¢/K mais pas au-dela.

Cela étant posé nous avons les résultats suivants : (cf [8] Théoréme 4 et Proposition

5)

Théoréme 1.4.6 Soit L/K une extension quadratique totalement imaginaire d’un corps
de nombres totalement réel. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Le corps L est 2-birationnel,

(ii) Le corps K est 2-rationnel, son unique place 2-adique est décomposée dans LK et
Uextension L/ K est ramifiée modérement soit en une place semi-primitive p soit en
deuz places primitives p et q.

Proposition 1.4.7 Soit L une extension quadratique totalement imaginaire d’un corps
de nombres totalement réel K. Il y a alors équivalence entre :

(i) Le corps L est 2-birationnel,

(ii) Le corps K est 2-rationnel, lextension L/ K est 2-décomposée, ramifiée modérément
en au moins une place finie et le corps L est 2-logarithmiquement principal.

Le théoreme ci-dessus donne une condition nécessaire et suffisante de propagation de
la 2-birationalité dans le cas d’une extension quadratique d’un corps de nombres. Notre
travail consiste a généraliser ce théoreme de la maniere suivante :

Nous avons choisi de prendre une extension 2-birationnelle L/ K et une extension K’/ K
totalement réelle de K. Nous nous sommes alors posé la question suivante :

A quelles conditions sur L et la ramification dans L/K ou K'/K, le compositum
L' = LK est-il un corps 2 -birationnel ?
Puis nous regardons si ces conditions sont nécessaires et suffisantes.

Notre travail se découpe en deux étapes, la démonstration directe s’avérant tres
délicate. Nous avons commencé par traiter un cas plus simple, en 'occurrence lorsque
I'extension K'/K est quadratique. Cette étude fait ’objet du chapitre 2 qui est elle-méme
partagée en deux. Ensuite, dans le chapitre 3, nous généralisons au cas ou K'/K est une
2-extension de degré quelconque.
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Chapitre 2

Propagation quadratique de la
2-birationalité

Ce chapitre est consacré a I’étude de la propagation de la 2-birationalité dans le cas
particulier des extensions quadratiques. Nous sommes dans la situation suivante : soient
K un corps 2-rationnel, K’ une extension quadratique totalement réelle de K, L une
extension quadratique totalement imaginaire de K, et L’ le compositum LK’. Nous voyons
dans ce cas qu’il existe une unique extension L'/ K’ pour laquelle la 2-birationalité de L /K
équivaut a celle de L'/ K.

Nous avons choisi de traiter le cas quadratique en deux temps. Tout d’abord, nous
commencons par le cas des corps multiquadratiques qui sont par essence plus faciles a
manipuler que des extensions quadratiques quelconques d’un corps de nombres. Ceci nous
a surtout permis de nous familiariser avec la notion de 2-birationalité et de résoudre des
problémes sur des cas simples, cela nous a donné un bon éclairage pour la suite.

Une fois le cas multiquadratique réglé, nous avons généralisé a une extension quadra-
tique quelconque d'un corps de nombres. Cependant, il s’avere par la suite que le cas
quadratique contient le cas général

2.1 Corps multiquadratiques

Le but ce cette section est de lister les corps multiquadratiques 2-birationnels. Or, en
vertu du théoreme 1.4.6, ils peuvent étre vus comme des extensions quadratiques de corps
2-rationnels réels eux aussi multiquadratiques. Nous suivons donc la démarche suivante :
dans un premier temps nous listons les corps multiquadratiques réels 2-rationnels puis
I’application du théoreme 1.4.6 nous donne les corps 2-birationnels.

2.1.1 Corps multiquadratiques 2-rationnels

Théoreme 2.1.1 Les corps réels multiquadratiques 2-rationnels sont les sous-corps des
Q[\/ﬁ,\/]_?] pour les nombres premiers p 2-primitifs, ¢’est-a-dire vérifiant p = £3 mod 8.
En d’autres termes ce sont Q, les corps quadratiques Q[v/2], Qlv/p], Q[v/2p] et les corps
biquadratiques Q[v/2, N/E

21
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Démonstration du théoreme:

Un corps multiquadratique 2-rationnel est le compositum d’extensions quadratiques
2-rationnelles. On cherche donc a lister les extensions quadratiques réelles de Q qui sont
2-rationnelles.

D’apres le théoreme 1.3.13, on a I’équivalence suivante pour L/K une extension de
corps :

i) Le corps L est 2-rationnel.
ii) Le corps K est 2-rationnel et 'extension L/K est primitivement ramifiée.

Ici, K est un corps quadratique et 2 rationnel. On cherche donc les extensions K de
Q qui sont primitivement ramifiées. Il s’agit des extensions 2-ramifiées (i.e. non ramifiées
en dehors de 2) ou bien ramifiées modérément en une seule place primitive p (i.e. non
ramifiées en dehors de p et de 2).

Il vient ainsi K = Q[v/d] avec :
1. d=—1ou=£2
2. d = =£p ou +2p.

Finalement, les corps multiquadratiques réels qui sont 2-rationnels sont les sous-corps
de Q[v2, /P] pour les premiers p = £3 mod 8.

Nous retrouvons ici le résultat du corollaire 1.3.9, mais présenté sous un autre éclairage.
En effet, dans le corollaire, la démonstration est basée sur la définition des corps 2-
rationnels, alors que celle présentée ci-dessus voit les corps multiquadratiques réels 2-
rationnels comme des extensions de QQ. Le corps des rationnels étant justement 2-rationnel,
I’étude est ramenée au cas du théoreme 1.3.13.

2.1.2 Corps multiquadratiques 2-birationnels

Nous cherchons a établir dans ce paragraphe la liste des corps multiquadratiques 2-
birationnels lesquels sont par définition des extensions quadratiques imaginaires de corps
multiquadratiques réels 2-rationnels. En vue de lister, ces corps nous avons besoin du
résultat suivant :

Proposition 2.1.2 Soit L une extension quadratique totalement imaginaire d’un corps
totalement réel K. Soient K, le n-ieme étage de la Zo-extension cyclotomique K¢ et
L, = K, L le compositum. On a alors les équivalences :

(i) L 2-birationnel <= I n € N avec L, 2-birationnel <= ¥n € N, L,, 2-birationnel.
(i) K 2-rationnel <= I n € N avec K,, 2-rationnel <= Vn € N, K,, 2-rationnel.

Démonstration de la proposition:

i) Nous sommes dans la situation suivante :

L/K est une extension quadratique a conjugaison complexe, 2-décomposée ramifiée
modérement en une place au moins. On a de plus, en vertu du résultat 1.4.7 que :
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K est 2-rationnel et L est 2-logarithmiquement principal < L est 2-birationnel. (%)

Or, L 2 logarithmiquement principal s’écrit Cl; = 1. Ceci est équivalent a C§ = 1,
ou C§ est le groupe de Galois Gal(M./L°) de la 2-extension abélienne non ramifiée 2-
décomposée maximale M. de L€, puisque Cl 1 est le quotient des co-points fixes de Cf
pour l'action de I' = Gal(L¢/L) ~ Zs.

Comme la condition C§ = 1 est indépendante de n, on peut remplacer K par n’importe
quel étage de K¢ ce qui nous donne ’équivalence (i).

ii) Cette équivalence résulte alors (i) et du résultat (x).

Grace a ce résultat on a le théoreme suivant :

Théoreme 2.1.3 Soit K un corps multiquadratique réel 2-rationnel, c¢’est-a-dire un sous-
corps de @[\/5, V/P| avec p = £3 mod 8. Dans ces conditions, les corps multiquadratiques
imaginaires 2-birationnels qui contiennent K sont les K[v/—d|, avec d € N* sans facteur
carré et l'une des quatre configurations suivantes :

a) Lorsque K[v3) = Q[3) :

(i) d = q premier avec ¢ =7 mod 16;

(ii) d = qq' avec q,q premiers et ¢ = —¢' = +£3 mod 8.
(b) K[V2] =Q[v2, /7]

(i) d =q # p premier avec —q =p = =+3 mod 8 et (B)=—1;
)=+1.

QB I

(i) d = q # p premier avec —q =p = +3 mod 8 et (

Ce résultat généralise la proposition 1.4.4 qui ne donne que les corps quadratiques
2-birationnels. Comme pour le cas des corps 2-rationnels, la premiere démonstration s’ap-
puie essentiellement sur la définition des corps 2-birationnels, alors que celle présentée
ci-dessous repose sur l'utilisation du théoreme 1.4.6.

Démonstration du théoreme:

a) On suppose d’abord Q[\/p] € K et Q[y/2p] € K.

K étant un sous-corps de Q[v/2, /P, on a donc deux possibilités. Soit K = Q, soit

K = Q[\/ﬁ} Or, en vertu de la proposition 2.1.2, ces deux cas sont équivalents. On peut
donc supposer que 'on a : K = Q.

On pose L = Q[v/—d]. D’apres le théoreme 1.4.6, on a 1'équivalence suivante :

K est 2-rationnel (1)

L/K est 2-dé ce (2

L 2-birationnel < /K es e.co,mposee,( ) L
L/K est ramifiée modérement en ¢ semi-primitive

ou bien en q et q' primitives (3).
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Les assertions (1), (2) et (3) vont nous donner des conditions que doit vérifier d pour
que L soit 2-birationnelle.

(1) Comme K = Q, on a bien que K est 2-rationnel.

(2) Le fait que 2 soit décomposé dans L/K se traduit par le fait que —d soit un carré
dans Q5 = {£1}(1 + 4Z,)2%. Comme d est réputé sans facteur carré dans N, on a donc :

—d carré dans Q; & —d=1 mod 8 & d=—1 mod 8.

Finalement, on conclut avec I’équivalence suivante :

L/K 2-décomposée < d = —1 mod 8.

(3) Grace aux hypotheses sur la ramification modérée dans L/K on a :

ou bien d = q et ¢ doit étre semi-primitive dans K,
ou bien d = q¢’ et q, ¢ doivent étre primitives dans K.

Nous regardons alors dans les deux situations suivantes quelles congruences doivent
vérifier q et ¢’ pour que L soit 2-birationnelle. Ces congruences reposent essentiellement
sur le fait que les places ¢ ou ¢’ doivent étre primitives ou semi-primitives dans K.

+ Premier cas : d = gq.

La place ¢q ramifiée dans L doit donc étre semi-primitive pour que L soit 2-birationnelle.
On rappelle que cela signifie que ¢ est décomposée dans le premier étage de ’extension
cyclotomique, K¢ de K mais pas dans le second. On a alors les équivalences suivantes :

& ¢ décomposée dans Q[v/2]/Q.
-

q décomposée dans le premier étage ¢ < (S) =1 (-1)3 :

< q2=1 mod 16 & ¢ ==£1 mod 8.

On a de plus ¢ non-décomposée dans le deuxieme étage de I'extension cyclotomique;
cela signifie qu’on a ¢ = 1 mod 16 (car dans ce cas le groupe de décomposition de ¢ est
< ¢ mod 16 >). Ainsi, le fait que la place ¢ soit semi-primitive se traduit par ¢ = +1
mod 8 et ¢ # +1 mod 16. Finalement en regroupant ces deux congruences on obtient :

¢ semi-primitive < g = +7 mod 16

De plus, la condition (2), de 2-décomposition se traduit par d = —1 mod 8.
En conclusion, le seul cas qui convient est d =¢g =7 mod 16.

+ Deuxiéme cas : d = qq'.

Dans ce cas, pour que L soit 2-birationnelle il faut que les deux places ¢ et ¢’ ramifiées
modérément dans L/K soient primitives dans K, ce qui signifie que ¢ et ¢’ ne sont pas
décomposées dans le premier étage de 'extension cyclotomique Q°. Ceci se lit sur le
symbole de Legendre; on a :
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L 2
q primitive < (—) =1.
q

On a donc : ¢ primitive < ¢ = £3 mod 8; il en est de méme pour ¢'. De plus par
(2), on a toujours d = g¢ = —1 mod 8.

Finalement, en regroupant ces résultats on a d = ¢¢’ avec ¢ = —¢' = 3 mod 8. Cela
acheve la démonstration du a).

b) On suppose a présent Q[,/p] C K ou Q[/2p] C K.

Dans ce cas, on a K = Q[,/p] ou K = Q[v/2p] ou K = Q[v2,/p]. D’apres la pro-
position 2.1.2, nous savons que ces trois cas sont équivalents. On peut donc supposer

K = Qly/l.

On pose L = K[v/—d|. D’apres le théoréme 1.4.6, on a toujours 1'équivalence suivante :

—K est 2-rationnel (1).

—L/K est2-dé ce (2).

L 2-birationnel < [K s e.CO{nposee/( ) L
—L/K est ramifiée modérement en ¢ semi-primitve
ou en q, q'primitives (3).

Nous allons regarder a quelles conditions sur d et p, (1), (2) et (3) sont vérifiées.
(1) K est 2-rationnel par hypothese.

(2) Nous souhaitons que l'extension L/K soit 2-décomposée. Nous sommes dans la
situation suivante :

k=Q[v~—d| L

/

b = Qlv=d)

/

Q K = Ql/p]

On veut L/K est 2-décomposée donc :
(i) ou bien k/Q est 2-décomposée, ce qui a lieu pour d = —1 mod 8§;

(ii) ou bien k/Q est 2-inerte; ce qui nécessite que K/Q soit également 2-inerte donc
qu'on ait —d = p =15 mod 8, de telle sorte que £*/Q est 2-décomposée ;
(iii) ou bien k/Q est 2-ramifiée; cela nécessite que K/Q soit également 2-ramifiée et
que k* /Q soit 2-décomposée (ce qui n’est pas automatique) ; auquel cas cela impose :
—d=2,3 mod4, p=3 mod8 —dp=1 mod 8.
c’est a dire, finalement :
—d=3 mod8 p=3 mod8, —dp=1 mod 8.
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En conclusion le fait que L/K soit 2-décomposée se traduit par :
(i) =d =1 mod 8;
ou
(ii) —d=p=5 mod 8§;
ou

(iii) —d=3 mod8, p=3 mod8, —dp=1 modS8.

(3) Regardons a présent la ramification. Nous sommes toujours dans la situation sui-
vante :

Q K = Q[y/p]

Le corps L est 2-birationnel si L/K est ramifiée modérément en deux places q et ¢’
primitives, ou encore en une seule place ¢ semi-primitive. Pour étudier cela on va regarder
la ramification dans k/Q. En effet, la ramification dans L/K provient de celle dans k/Q.

+ Supposons d’abord que k = Q[v/—d] est ramifiée modérément en g et ¢’ distincts de
p. Ces deux places doivent alors étre les seules places modérément ramifiées dans L/K.
Donc il faut qu’elles soient :

i) inertes dans K/Q, car sinon il y aurait trop de places ramifiées dans L/K. Cela
. , NN
signifie que I'on a (=) = (5)=1.
q q
ii) primitives dans L, c’est-a-dire non décomposées dans le premier étage de L[v/2]/L
de L¢/L; ce qui implique non décomposées dans Q[v/2]/Q.

Traduisons cela : nous nous plagons a présent dans l'extension L[\/§] /Q qui est bi-
quadratique. Les conditions requises se traduisent par 'indice de ramification e =2 et le
degré résiduel f=4.

Or, dans ce cas la sous-extension Q[\/i, /P) devrait étre totalement inerte en ¢ et en
¢. Et cette derniere n’étant pas cyclique, ce cas est impossible.

En conclusion, K/Q ne peut étre ramifiée qu’en une seule place modérée autre que p.

+ Nous avons donc L = K[y/—d] avec d = ¢q ou d = pq (puisque nous avons vu que
d est impair dans les trois cas a considérer) ; ainsi, quitte a remplacer k par k*, on peut
supposer que p ne divise pas d; autrement dit : d = ¢. Nous avons de plus, toujours par
la 2-décomposition de L/K :
(i) soit g = —1 mod 8;
(i) soit ¢ = —p=3 mod 8;
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(iii) soit ¢ =5 mod 8 avec p =3 mod 8 et pg = —1 mod 8.
Plusieurs situations se profilent alors, suivant le comportement de ¢ dans K/Q.
Premier cas : La place ¢ est inerte dans K/Q, i.e. (B)z—l.
q

Dans ce cas ¢ doit étre semi-primitive dans K. On a alors le schéma cyclotomique :

QV2 + V2] — K[V2 + V2]

dans lequel ¢ est inerte dans K/Q, décomposée dans le premier étage K[v/2]/K de la Zo-

extension cyclotomique de K et inerte dans le second K[v/2 4 v/2]/K[v/2]. On constate
que cela a lieu si et seulement si g est inerte dans K/Q et dans Q[v/2]/Q; ce qui s’écrit
q = +3 mod 8.

Compte tenu des congruences données plus haut, on a ainsi un premier cas favorable :

d = q # p premier avec —q = p = £3 mod 8 et (g):—l.

Deuxiéme cas : La place ¢ est décomposée dans K/Q, i.e. (]—9):1.
q

Ici q s’écrit q1q2 dans K. Nous voulons de plus que q; et qo soient primitives dans K,
i.e. inertes dans K[v/2]/K ou, ce qui revient au méme, dans Q[v/2]/Q; ce qui se traduit
en termes de congruences par : ¢ = £3 mod 8.

Qv2] — K[V2]

Q— K

I ne reste donc qu’a vérifier les hypotheses sur la 2-décomposition de L/K. Compte
tenu des congruences données plus haut, on obtient ainsi un deuxieme cas favorable :

d = q # p premier avec —q = p = +3 mod 8 et (5)2-1—1,
Cela termine le b) et la démonstration du théoreme.

Remarque. Il peut étre intéressant d’observer pour la suite que dans le second cas du
théoreme, sous la condition p 1 d qui traduit la non-ramification de p dans k/Q, on a
obtenu d = g et —dp =1 mod 8. Le sous-corps de décomposition de 2 dans L/Q est alors
k*, lequel est alors ramifié en p.

Nous venons d’obtenir tous les corps multiquadratiques 2-birationnels. Nous allons uti-
liser la méme démarche de démonstration pour étudier la propagation de la 2-birationalité.
Nous allons commencer par traiter le cas quadratique.
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2.2 Extensions quadratiques ramifiées modérément

Nous venons de lister les corps multiquadratiques 2-birationnels, nous allons tenter de
géneraliser ce résultat en étudiant des extensions quadratiques d’un corps 2-rationnel K,
quelconque en présence de ramification modérée.

Définition 2.2.1 Nous rappelons qu’une 2-extension K'/K est ramifiée modérément

lorsqu’il existe au moins une place modérée (i.e. une place finie étrangére a 2) qui se
ramifie dans K'/ K.

Nous sommes donc dans le contexte suivant. Soient K un corps 2-rationnel, K’ une
extension quadratique, ramifiée modérément et totalement réelle de K, i.e. K' = K [\/EZ],
L une extension quadratique totalement imaginaire de K, i.e. L = K[/9] avec (§ << 0).
Enfin nous posons L' le compositum LK’ et L* = K[v/dd]. Nous sommes dans le schéma
suivant :

L= K[5¢] L
/
/

L*
K K' = K[Vd|

Nous voulons regarder comment se propage la notion de 2-birationalité dans ces exten-
sions ; plus explicitement nous cherchons a savoir a quelles conditions L’ est 2-birationnel
si L lest et réciproquement. Pour faciliter le travail, nous allons étudier séparement la
descente (i.e. nous supposons L' 2-birationnel et nous regardons quelles hypotheses doit
vérifier L' pour que L soit aussi 2-birationnel) puis la montée (i.e la réciproque); enfin
nous regroupons nos résultats dans un théoreme final.

Théoréme de descente

Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 2.2.2 (Descente en présence de ramification modérée) .

Soient K un corps 2-rationnel, K' = K[Vd] (avec d >> 0) une extension quadratique
totalement réelle de K, primitivement ramifiée en une place modérée p, et L = K[\/S]
(avec § << 0) une extension quadratique totalement imaginaire de K. Soit enfin L' le
compositum LK' et L* = K[\/dd]. Supposons l'extension L'/ K' 2-birationnelle. Alors :

(i) Le corps K' posséde une une unique place | au-dessus de 2, laquelle se décompose
dans Uextension L'/K' de sorte qu’une et une seule des extensions L/K et L*/K
est 2-décomposée. Quitte a les échanger, on peut supposer que c’est L/ K.

(i1) Cela étant, deuz cas dés lors se présentent :

(a) ou bien 'extension L'/ K’ est biramifiée modérément en deux places primitives
au-dessus d’une méme place q de K, nécessairement distincte de p ;
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(b) ou bien lextension L'/K' est ramifiée modérément en une unique place semi-
primitive au-dessus d’une place primitive q de K inerte dans K'/K.

Et dans les deux cas lextension L/K est 2-birationnelle si et seulement si elle est
aussi ramifiée en p.

Démonstration du théoréeme:
On suppose donc que 'extension L'/K' est 2-birationnelle. Par le théoréme 1.4.6, on
sait que :
- K’ est 2-rationnel (possédant une unique place 2-adique I'),
- L'/ K’ est 2-décomposée,

- 'extension L'/K’ est modérément ramifiée en deux places primitives ou en une
seule semi-primitive.
De plus, nous savons par hypothese que 'extension K’/ K est ramifiée modérément en
une place p primitive, ainsi d’apres le théoreme 1.3.13, on en déduit que : K est 2-rationnel.
De ce fait, on tire : K possede une unique place 2-adique [ qui est non décomposée
dans K'/K et décomposée dans L'/K'. Son sous-groupe de décomposition dans L'/ K est
donc d’indice 2 et son sous-corps de décomposition est de degré 2. On en déduit donc
qu’il s’agit de L ou de L*. On peut supposer que c’est L. ce qui établit le point (i) du
théoreme.

I1 ne reste plus qu’a regarder la ramification dans L/K, en étudiant celle dans L'/ K.
+ Premier cas : L'/K’ est modérément ramifiée en deux places primitives ¢} et ¢j.

a) Si q) et g5 sont au-dessus d’un méme ¢, décomposé dans K'/K.
On a alors le schéma ci-dessous :

KC K/c
K, K
K——K'

ou K¢ (resp K'®) désigne l'extension cyclotomique de K (resp de K'), K; (resp Kj) le
premier étage de l'extension cyclotomique K¢ (resp de K'¢).

Ici, q) et g sont inertes dans K /K’ car primitives dans K’, q étant décomposée dans
K'/K, il en résulte que q est forcément inerte dans K;/K donc primitive dans K. Cette
place est de plus ramifiée dans L/K.

Si q est la seule place modérément ramifiée dans L/K, alors, en vertu du théoreme
1.4.6, L/K n’est pas 2-birationnelle, car elle devrait étre modérément ramifiée en deux
places primitives. Il suit donc que L/K doit étre ramifiée en une seconde place primitive
qui ne peut se ramifier dans L'/K’. Cette place est forcément p, car toute autre place
entrainerait de la ramification dans L'/ K’. Vérifions alors que p convient.

En utilisant la théorie de Kummer, en notant p’ la place au dessus de p dans K’, on
a: vy (0) = 21,(0) qui est paire. Donc p’ est non ramifiée dans L'/ K.
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Finalement on conclut dans ce cas que l'extension L/K est donc 2-birationnelle.

b) Si les deux places g} et g5 proviennent de q; et go.

L’extension L/K est alors ramifiée en q; et go. De plus, 'une au moins de ces deux
places par exemple ¢, est distincte de p donc inerte dans K'/K.

On se place dans le schéma ci-dessous :

Kc K/c
K, K
K——K'

ou K¢ (resp K'°) désigne I'extension cyclotomique de K (resp de K'), Ky ( resp K}) le
premier étage de l'extension cyclotomique K¢ (resp de K'¢).

Ainsi q; est inerte dans K'/K et aussi dans K /K’ car primitive ; donc elle est totale-
ment inerte dans l'extension K]/K. Or, cette derniere n’étant pas cyclique, ¢’est impos-
sible ; donc ce sous-cas est exclu.

+ Deuxiéme cas : L'/K’ est modérément ramifiée en une place semi-primitive q'.

La place ¢’ provient de ¢, ramifiée dans L/K.

Cette place ne peut pas se décomposer dans K’/K car sinon il y aurait deux places
ramifiées dans K’/K ce qui n’est pas le cas.

Si g est ramifiée dans K’/K, en utilisant la théorie de Kummer, on a :

— q ramifiée dans L/ K, donc la valuation v4(0) est impaire ;

— ¢ ramifiée dans K’/K, donc la valuation v4(d) est aussi impaire.

Il en résulte que la valuation v4(dd) est paire, donc la place g n’est pas ramifiée dans
L*/K et a fortiori dans L'/ K’ ce qui est exclu.

Finalement la place q ne peut étre qu’inerte dans K'/K.
Plagons nous maintenant dans le schéma cyclotomique : On note K; (resp K7) le

premier étage de K¢ (resp K'¢), puis K (resp K}) le second. Ce qui nous donne le schéma
suivant :

e g
K, K}
K Kl
K—K'

Si q était décomposée dans K /K, elle serait totalement inerte dans K}/K7, qui est
non cyclique, ce qui est exclu. On en déduit donc que q est primitive dans K.
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Ici encore, L/ K est donc birationnelle si et seulement si elle est aussi ramifiée en p.

Ce qui termine la démonstration.

On s’intéresse a présent a la montée, pour voir si nous pouvons trouver une équivalence
dans les conditions.

Théoreme de montée
L’objet de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 2.2.3 (Montée en présence de ramification modérée) .

Soient K un corps 2-rationnel, K' = K[\/d] (avec d >> 0) une extension quadratique
totalement réelle de K, ramifiée modérément en une unique place p primitive; et L =
K[V6] (avec § << 0) une extension quadratique totalement imaginaire de K. Soit enfin
L' le compositum LK'. Alors :

Si L/ K 2-birationnelle et modérément ramifiée en une place primitive q comme en p,
Uextension L'/ K' est 2-birationnelle.

Démonstration du théoréme:

On suppose que L/K est 2-birationnelle. On suppose de plus ici que K’/ K est ramifiée
modérément en exactement une place p, laquelle est primitive, de sorte que K est bien
un corps 2-rationnel totalement réel.. On se demande si L'/ K’ est 2-birationnelle.

On sait déja que L'/ K’ est 2-décomposée car L/ K l'est. On regarde donc la ramification
modérée dans L/ K.

Par hypothese, L/ K est ramifiée en p et q primitives et en aucune autre place modérée.
Il en résulte que L'/K’ ne peut se ramifier modérément qu’aux places au-dessus de p ou
de q.

En utilisant la théorie de Kummer, on remarque que l'unique place p’ de K’ au-
dessus de p ne se ramifie plus dans L'/K’ : on a, en effet, L' = K'[\/3] et la valuation
vy (0) = 2v,(6) est paire.

Finalement, seules les places au-dessus de ¢ sont ramifiées dans L'/ K’ pour lesquelles

deux cas se présentent.

+ Premier cas : Si q est inerte dans K’/ K.

On note ¢’ la place au-dessus de q dans K’. On regarde alors la nature de q'. Pour
cela, on se place dans le schéma ci-dessous : en notant K (resp K) le premier étage de
K¢ (resp K'), puis K3 (resp K}) le second.

K, K}
K K!
K—K'

Il vient dans ce schéma :
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— La place q est primitive dans K, elle est donc inerte dans K;/K et dans K,/ K],

— La place q est inerte dans K'/K.
Le sous-groupe d’inertie de q dans I'extension composée K /K étant cyclique, on en déduit
que ¢’ est décomposée dans K| /K’

Cela étant, on voit que :

— q est inerte dans Ky /K,

— q est décomposée dans K| /K;
De ce fait, les deux places au-dessus de q' dans K] sont inertes dans K/ /K]. Ainsi, ¢’ est
semi-primitive dans K’ et 'extension L'/ K’ est 2-birationnelle.

+ Deuxiéme cas : Si q se décompose dans K'/K.

On note q; et g, les deux places au dessus de q dans K’. Reprenons le schéma galoisien :

KC K/c
K, K
K——K'

ou K¢ (resp K'°) désigne I'extension cyclotomique de K (resp de K'), Ky ( resp K7) le
premier étage de l'extension cyclotomique K¢ (resp de K'¢).
Dans ce dernier cas, q est inerte dans K; /K et décomposée dans K'/K ; on en déduit
que les deux places g et g5 sont aussi inertes dans Kj/K’ : elles sont donc primitives.
Finalement, I'extension L'/ K’ est 2-birationnelle.

Cela achéve la démonstration.

Théoréme général en présence de ramification modérée

Rassemblant ce qui précede en un seul résultat, on en déduit le théoreme suivant :

Théoréme 2.2.4 (Propagation quadratique modérée de la 2-birationalité) .

Soient K un corps 2-rationnel, K' = K[\/d] (avec d >> 0) une extension quadratique
totalement réelle de K, primitivement ramifiée en une place modérée p, et L = K[\/S]
(avec § << 0) une extension quadratique totalement imaginaire de K. Soit enfin L' le
compositum LK' et L* = K[\/dd]. Supposons Uextension L/K 2-décomposée et ramifiée
en la place p.

Les assertions suivantes sont alors équivalentes :

(i) L/K 2-birationnelle et modérément ramifiée en une place primitive q et en p.
(i1) L’extension L'/K' est 2-birationnelle.

Remarque 1. Comme expliqué plus haut, une et une seule parmi les deux extensions
L/K et L*/K se trouve étre 2-décomposée deés que I'extension L'/K’ est 2-décomposée.
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Quitte a échanger les roles de L et de L*, il est toujours possible naturellement de supposer
que c’est L/K sans restreindre pour autant la généralité. De méme, par un argument de
théorie de Kummer, une et une seule parmi les deux extensions L/K et L*/K est ramifiée
en la place p. Mais rien n’assure alors que ce soit la méme. D’ou la nécessité d’en faire
I’hypothese pour réaliser la descente.

Remarque 2. Si on ne suppose plus I'extension L/K ramifiée modérément en p, il peut
arriver lors de la descente que cette derniere ne soit ramifiée modérément qu’en la seule
place primitive ¢. Or, le corps K étant 2-rationnel, en vertu du théoreme 1.3.13, il vient
que L/K est alors 2-rationnelle. On note donc, que 'on a dans ce cas une dégénérescence
de la 2-rationalité en 2-rationalité.

Une fois ce théoreme démontré, nous avons cherché a aller plus loin. En effet dans ce
qui précede, nous considérions toujours une extension K’'/K quadratique. Il vient alors
une question légitime, que se passe-t-il si 'on remplace K’ par une 2-extension tota-
lement réelle arbitraire de K, peut-on encore avoir un théoreme de propagation de la
2-birationalité ?

Cette étude fait 'objet du chapitre 3. Avant cela nous allons traiter la cas particulier
ou l'extension K’/K n’est pas ramifiée ou bien si elle est ramifiée uniquement en 2
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2.3 Propagation quadratique de la 2-birationalité

Pour linstant nous avons traité uniquement le cas ou l'extension K'/K est ramifiée
modérément, mais que se passe-t-il dans le cas contraire ?

Cas non ramifié modérément

Nous sommes donc dans la situation suivante : Soit L une extension quadratique
totalement imaginaire d’un corps totalement réel K, 2-rationnel. Soient K’ une extension
quadratique totalement réelle de K. Nous supposons a présent que l'extension K'/K n’est
pas ramifiée modérément, cela peut donc signifier deux choses :

- Soit K’/ K n’est pas ramifiée,
- Soit K’/ K est 2-ramifiée.
Autrement dit, K’/K est 2-ramifiée.

K étant 2-rationnel, on sait, d’apres la définition 1.4.1, que la 2-extension galoisienne
2-ramifiée, co-décomposée maximale de K coincide avec sa Zg-extension cyclotomique K°€.
De ce fait, K’ n’étant pas ramifiée modérément, elle est contenue dans K°¢. De ce fait, les
hypotheses du théoreme 2.1.2 sont vérifiées, nous en déduisons donc que la 2-rationalité
de K est équivalente a celle de K’ et de méme que la 2-birationalité de L est équivalente
acellede L' ou L' = LK'.

Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant :

Proposition 2.3.1 Soit L une extension quadratique totalement imaginaire d’un corps

totalement réel K. Soient K' une extension quadratique totalement réelle de K, non
ramifiée modérément et soit L' = LK’ le compositum. Nous avons alors les équivalences :

(i) L 2-birationnel <= L' 2-birationnel.
(i) K 2-rationnel <= K' 2-rationnel.

Maintenant que nous avons étudié ce cas, nous pouvons énoncer un théoreme général
de propagation quadratique de la 2-birationalité.

Théoreme général

En regroupant nos résultats, nous obtenons 1’énoncé suivant :

Théoreme 2.3.2 Soit L une extension quadratique totalement imaginaire d’un corps to-
talement réel K. Soient K' une extension quadratique totalement réelle de K et L' = LK’
le compositum. Nous avons alors les résultats suivants :

(i) Si K'/K n’est pas ramifiée modérément, nous avons alors les équivalences suivantes :
L 2-birationnel <= L' 2-birationnel.
K 2-rationnel <= K' 2-rationnel.

(i1) Sinon K'/K est ramifiée modérément et nous avons :
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K'/K primitivement ramifiée en une place p et L/ K 2-birationnelle, modérément
ramifiée en une place primitive q en p < L'/K' est 2-birationnelle.

Le cas quadratique étant totalement résolu, nous pouvons a présent étudier le cas
général.
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Chapitre 3

Etude du cas général

Nous avons étudié dans le chapitre précédent la propagation de la 2-birationalité dans
le cas d'une extension quadratique. Nous allons a présent essayer de généraliser ce résultat
dans le cas d’une 2-extension quelconque. On se place donc dans la situation suivante :

Soit L une extension quadratique a conjugaison complexe d’un corps totalement réel
K. Soient K" une 2-extension totalement réelle de K et L' = LK’ leur compositum.

Le but de ce chapitre est de relier la 2-birationalité de L/K & celle de L'/K’. Par
analogie avec le chapitre précédent, nous allons traiter cette question en deux temps,
mais en commengant cette fois par I’étude (plus facile) de la propagation. En résumé,
nous donnons tout d’abord un théoreme de montée ; puis nous énoncons une réciproque,
a savoir un théoreme de descente ; et enfin nous regroupons ces résultats.

Pour faciliter la lecture nous introduisons les dénominations suivantes :

Définition 3.0.3 Nous appelons extension biramifiée (resp monoramifiée), une extension
ramifiée modérément en 2 (resp en 1) place(s).

Définition 3.0.4 Rappelons qu’une extension modérément ramifiée est une extension
ramifie uniquement aux places modérées. Nous disons qu’une extension est ramifiée
modérément lorsqu’elle est ramifiée en au moins une place modérée.

Remarque 3.0.5 Une extension modérément ramifiée n’est donc pas ramifiée
modérément si elle est non ramifiée.

Inversement, une extension ramifiée modérément n’est pas nécessairement modérément
ramifiée (elle peut aussi étre ramifiée aux places sauvages).

37
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3.1 Extension 2-ramifiée

Comme dans le cas quadratique nous traitons a part le cas ou I'extension K'/K est
2-ramifiée. Nous sommes donc dans la situation suivante : L est une extension quadratique
totalement imaginaire d’un corps totalement réel K, 2-rationnel; K’ est une 2-extension
totalement réelle de K. Nous supposons d’abord que 'extension K'/K est 2-ramifiée.

Le corps de nombres K étant 2-rationnel,on sait, d’apres la définition 1.4.1 que la
2-extension galoisienne 2-ramifiée, co-décomposée maximale de K coincide avec sa Zo-
extension cyclotomique K€. De ce fait, K’ étant 2-ramifiée, elle est contenue dans K°.
Par suite, les hypotheses du théoreme 2.1.2 sont vérifiées ; nous en déduisons donc que la
2-rationalité de K est équivalente a celle de K’ et de méme que la 2-birationalité de L est
équivalente a celle de L' ou L' = LK'.

Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant :

Proposition 3.1.1 Soit L une extension quadratique totalement imaginaire d’un corps
totalement réel K. Soient K' une extension quadratique totalement réelle de K, non
ramifiée modérément, et L' = LK' le compositum. Nous avons alors les équivalences :

(i) L est 2-birationnel <= L' est 2-birationnel.
(i) K est 2-rationnel <= K' est 2-rationnel.

Le cas 2-ramifié étant ainsi résolu, nous supposons a présent que l'extension K’/ K est
ramifiée modérément.

Nous pouvons alors faire la réduction suivante : en vertu du théoreme 2.1.2, on peut
remplacer K par n’importe quel étage fini de la Zy-extension cyclotomique K€. De ce fait,
quitte & monter dans la Zs-extension cyclotomique, on peut supposer que K'/K et K¢/ K
sont linéairement disjointes.

Dans toute la suite, nous faisons donc I’hypothese :

Hypotheése 3.1.2 Les extensions K'/K et K°/K sont prises linéairement disjointes.
Cela entraine en particulier que K'/K est ramifiée modérément en une (unique) place
primitive p et que celle-ci est totalement ramifiée dans K'/ K.

Remarque. L'unicité et la primitivité de la place modérée p ramifiée dans K’/ K résulte
évidemment du théoreme de propagation de la 2-rationalité pour les corps totalement
réels.
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3.2 Théoreme de montée

Le but de cette section est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1 (Montée en ramification modérée) Soit L une extension quadra-
tique a conjugaison complexe d’un corps totalement réel K. Soient K' une 2-extension
totalement réelle de K, avec K'/K et K°/K linéairement disjointse et L' = LK'. On
suppose de plus que K'/K est primitivement ramifiée en une place modérée p. Alors :

La transition de la 2-birationnalité de L/K a L'/ K' n'est possible que dans le cas ot
lextension K'/K est quadratique.

Démonstration du théoreme:

Pour démontrer ce résultat, nous allons essayer d’appliquer le théoreme 1.4.6 a l'ex-
tension L'/K’. Avant cela, listons nos hypotheses et tirons en les premieres conclusions.

L’extension L/K est 2-birationnelle; on en déduit d’apres le théoreme 1.4.6 :
(i) L/K est 2-décomposée,
(ii) K est 2-rationnel,

(iii) L/K est modérément ramifiée en deux places q et t primitives, ou bien L/K est
modérément ramifiée en une place q semi-primitive.

L’assertion (i) entraine la 2-décomposition de L'/ K’. De plus, K’/ K est par hypothese
primitivement ramifiée en une place p, ce qui, associé a (ii), nous donne grace au théoreme
1.3.13 que le corps K’ est 2-rationnel.

Finalement, K’ est 2-rationnel et L'/K’ est 2-décomposée. Ainsi, pour appliquer le
théoreme 1.4.6, il ne reste plus qu’a regarder la ramification dans L'/ K’. Or, la ramification
dans L'/ K’ se déduit de celle de L/K ; nous avons donc deux cas a envisager : L/K est
biramifiée modérément ou L/K est monoramifiée modérément.

Premier cas : L/K biramifiée modérément.

Nous supposons dans cette section que L/K est modérément ramifiée en deux places
q et v primitives avec, par exemple, q # p. Nous commencons par chercher quelles sont les
places ramifiées dans L'/ K’, puis nous regardons la nature de ces places. Il faut cependant
distinguer les deux cas suivant : t = p ou v # p.

a) Pour v #p

Dans ce paragraphe, on suppose t # p. Quel est alors le comportement des places q et
v dans K'/K 7
— ¢ et t ne peuvent se ramifier dans K’/K, car elles sont distinctes de p, seule place
ramifiée dans K'/K,
— ¢ et t ne peuvent non plus se décomposer dans K'/K, car dans ce cas il y aurait au
moins trois places ramifiées dans L'/ K’, ce qui empécherait cette extension d’étre
2-birationnelle.
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On conclut que les deux places g et t sont totalement inertes dans K’/ K.

Sous ces hypotheses, pour que l'extension L'/K’ soit 2-birationnelle; il faut que ces
deux places primitives dans K le restent dans K’. Regardons le comportement de ces
places dans les extensions cyclotomiques. Soient K¢ (resp K'¢) I'extension cyclotomique
de K (resp de K'), K; (resp K1) le premier étage de 'extension cyclotomique K¢ (resp
de K'®). Nous avons ainsi le schéma suivant :

Kc K/c
K, K
K——K'

Les places q et v étant primitives, elles sont inertes dans K;/K et elles le sont aussi
dans K’/K. Et comme les groupes d’inertie de ces places dans 'extension Kj/K sont
cycliques, il en résulte que les places au-dessus de q et v ne peuvent étre inertes dans
K{/Kj : elles ne sont donc pas primitives dans K’. Ainsi, 'extension L'/K’ n’est pas
2-birationnelle dans ce cas.

b)sit=p
Dans ce cas, que peut-on en déduire sur la ramification dans L'/ K'?

Nous avons supposé K’/ K totalement ramifiée en la place p, mais pour voir que L'/ K’
ne peut alors se ramifier en p, il nous suffit de savoir que p se ramifie dans K’/ K. Pour
voir cela, nous allons utiliser la théorie de Kummer. Nous rappelons que L/K est une
extension quadratique de K, c’est-a-dire L = K[V/3], et que K’/K est une 2-extension
linéairement disjointe de L/K. Ainsi, K'/K est une tour d’extensions quadratiques que
nous pouvons noter de la maniere suivante :

ou chaque étage K;,1/K; est une extension quadratique totalement réelle.

La place p étant ramifiée modérément dans K’/K, on en déduit qu’il existe une exten-
sion K1/ K; quadratique dans laquelle la place p est modérément ramifiée. On prend alors
le plus petit indice ¢ pour lequel cela se produit. On considere alors le schéma suivant :

Lo L; = K;[\/4y] Lijpq o L
JC Ki/ K1 = K[Vd] oo K’

Dans ce schéma, on a p modérément ramifiée dans L/K, mais elle ne 'est pas dans
K;/K. On en déduit que p est modérément ramifiée dans L;/K;. Il vient alors :
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- p modérément ramifiée dans L;/K;, donc la valuation v,(d;) est impaire,

- p est modérément ramifiée dans K;1,/K; par hypothese. Il vient donc v,(d;) est
impaire.

Sous ces conditions, la valuation v,(d;0;) est paire; ainsi p n’est pas modérément
ramifiée dans L}/K;; il vient que p n’est pas ramifiée modérément dans L; /K, 1 puis
dans L' /K.

Scolie 3.2.2 Ce résultat est un cas particulier du lemme d’Abhyankar qui affirme que
pour K un corps local, L et L' deux extensions finies de K telles que L/ K est modérément
ramifiée et l'indice de ramification e = e(L/K) divise ¢’ = e(L'/K). Alors L'L/L’ est non
ramifiée.( cf [12] corollaire 4 page 236)

Ainsi, si on suppose que t est égale a la place p, cette derniere n’est plus ramifiée dans
L'/K'

I1 en résulte que seules les places au dessus de q sont ramifiées dans L'/K’. Nous
regardons a présent le comportement de q dans K'/K. Il y a deux possibilités a envisager,
q peut étre inerte ou décomposée dans K’/ K, car elle est différente de p donc non ramifiée.

Traitons ces deux cas séparément.

1) Si q est inerte dans K'/K

Dans ce cas, la place au dessus de q est la seule place modérément ramifiée dans L'/ K’
notons la q'. Quelle est alors sa nature ?

Pour cela nous nous plagons dans le schéma galoisien suivant, ou on introduit une
chaine d’extensions quadratiques totalement réelles : K ¢ K ¢ K& ¢ ... ¢ K'. On
note K (resp K7, resp K fl), resp Kf)) le premier étage de l'extension cyclotomique K*
(resp de K¢, resp K¢, resp K®°), puis K, (resp K3, resp Kél), resp KZ(Z)) le deuxieme
étage de I'extension cyclotomique K¢ (resp de K¢, resp K¢, resp K?¢). Ce qui nous
donne :

Ky— K — K — K}

K —K" —K? — K

K KW K® — K’

Ici, la place q primitive est inerte dans K /K et totalement inerte dans K'/K. Il suit,
comme le groupe d’inertie de q est cyclique, que la place au dessus de q dans K™, notée
g est décomposée dans K\ /KM Soient donc ¢'® et q”® les deux places au dessus de
q® dans K.

Comme q est inerte dans K, /K5, car primitive, on en déduit qu’elle est décomposée
dans K\ /K;. Finalement il vient que q'®) et ") sont inertes dans K3" /K" De ce fait,
la place g1 est semi-primitive dans K, en particulier en notant L") = LK™ on a que
'extension LY /K1) est 2-birationnelle.
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Ensuite, en notant q® la place au-dessus de q dans K® on sait d’aprés ce qui précede
que q® est décomposée dans K. On note ¢/® et ¢"? les deux places au-dessus de q®
dans K fz).

On rappelle que les deux places 'V et q”() sont inertes dans Kél)/ K fl), elles le sont
aussi dans K§2) /K{l). Finalement, il vient que les places q'® et q”® sont décomposées
dans Kéz)/K}Q).

Ainsi, la place q® n’est pas semi-primitive. Dans ce cas, sachant que la décomposition
se propage, on a que la place ¢ au dessus de q dans K’ est décomposée dans K| /K’
et K}/K7, elle n'est donc pas semi-primitive et l'extension L'/K' n’est donc pas 2-
birationnelle.

En conclusion, dans le cas ou la place q est inerte la montée n’est possible que dans le
cas quadratique. Traitons a présent, le cas ou q est décomposée dans K'/K.

2) Si q est décomposée dans K'/K.

Dans ce cas, nous notons Dy le groupe de décomposition de q. Pour que L'/K’ soit
2-birationnelle, il faut qu’elle soit ramifiée en au plus deux places, donc nécessairement
D, est d’indice 2 dans le groupe de Galois de K’/K. Nous notons alors, Ky le sous-corps
de K’ fixé par Dy, avec [Ks : K] = 2 et qi, g2 les deux places au-dessus de q dans Ko.
Ceci nous donne la situation suivante :

L Ly L

K—K, K’

Nous allons commencer par essayer de monter la notion de 2-birationalité a Lo/ Ko
ou Ly = LK. Pour cela, nous appliquons le cas quadratique. Nous avons les hypotheses
suivantes :

- L/K est 2-birationnelle ramifiée modérément en une place q primitive et en p,

- on suppose K5/K ramifiée modérément en p, car si ce n'est pas le cas, on ne
pourrait pas monter la 2-birationalité & Ly/K5. On verra plus tard que 'on ne perd
pas de généralité,

- K,/ K est extension quadratique totalement réelle d’un corps totalement réel K,
- q se décompose dans Ky/K.

Ainsi d’apres le théoreme 2.2.3; l'extension Ly/Ks est 2-birationnelle, modérément
ramifiée en q; et g2 primitives, les deux places au-dessus de p dans K.

Ainsi extension Lo/ K, est 2-birationnelle.

Ce résultat étant établi peut-on continuer a monter a L'/K’? On a la tour d’extension
suivante :
L, L

I‘/
K —K, K’
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Nous voulons monter de Lo/ Ky a L'/ K.

Or, l'extension Ly/K5 est ramifiée modérement en deux places primitives ¢; et qs
différentes de la place p. Il s’agit du cas a) traité précédemment et nous avons vu que sous
ces hypotheses la 2-birationalité ne se propage pas a L'/K’. Finalement, si 'extension
K'/K n’est pas quadratique : nous ne pouvons pas monter.

Donc nous n’avons pas perdu de généralité en supposant K,/K ramifiée en p, car pour
monter il nous faut une extension quadratique c’est-a-dire Ky = K'. Par suite, K,/ K est,
dans le cas présent, ramifiée modérément en p.

De ce fait, le cas ou I'extension L/K est biramifiée est entierement traité. Nous passons
alors au cas ou L/K est monoramifiée.

Deuxiéme cas : L/K monoramifiée

Nous supposons dans ce paragraphe que L/K est modérément ramifiée en une place
q semi-primitive. Nous pouvons commencer par faire la remarque suivante : la place q est
différente de p car p est primitive dans K.

Ainsi, seules les places au-dessus de q sont ramifiées modérément dans L'/ K’. De plus,
nous pouvons noter que comme la décomposition se propage, 'imprimitivité de q engendre
celle des places au-dessus de . Ainsi, pour pouvoir monter q doit étre nécessairement
totalement inerte dans K'/K.

Dans ce cas, on note ¢’, la place au dessus de q dans K’ il s’agit alors de la seule place
ramifiée dans L'/ K’, quelle est donc sa nature ?

Nous regardons son comportement dans le schéma galoisien ci-dessus. Nous introdui-
sons K" le premier étage d’une chaine d’extensions relativement quadratiques de K a K’.
Puis, nous notons K (resp K7, resp K7) le premier étage de K¢ (resp K'°, resp K"¢),
puis Ky (resp K}, resp KY) le second. Ce qui nous donne le schéma suivant :

Ky—— K — K},
K K'— K

K K// K/

Ici la place q étant semi-primitive dans K, elle est décomposée dans K;/K et inerte
ensuite dans les autres étages de K°/ K, en particulier inerte dans K,/K;. De plus, q est
inerte dans K’/ K ; on en déduit par cyclicité du groupe d’inertie que q” la place au dessus
de g est décomposée dans K7 /K;. On note g et q5 les deux places au dessus de q” dans
KY.

En outre, q est inerte dans Ks/Kj, elle l'est donc aussi dans K} /K;. Comme son
groupe d’inertie est cyclique, on en déduit que ¢} et g4 sont décomposées dans K /K] .

I en résulte que K /K" est compléetement décomposée en q” au dessus de ¢, on en
déduit de méme que K)/K' est completement décomposée en q' au dessus de q et donc
que L'/K' n’est pas 2-birationnelle.

Cecli acheve la démonstration du théoréeme de montée.
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3.3 Théoréme de descente

Nous rappelons notre situation :

Soit L une extension quadratique a conjugaison complexe d'un corps totalement réel
K. Soient K’ une 2-extension totalement réelle de K, avec K'/K et K¢/K linéairement
disjointe et L' = LK’. On suppose de plus que K’/K est primitivement ramifiée en une
place p.

Nous venons de voir dans la section précédente que la propagation de la 2-birationalité
de L/K a L'/ K’ n’a lieu que pour une extension quadratique. Or, si la 2-birationalité peut
se descendre, elle peut forcément se monter. Le théoreme 3.2.1 nous permet donc de nous
ramener a ’étude de la descente dans le seul cas quadratique, question justement résolue
au second chapitre de ce travail.

Ainsi, nous avons le théoréeme suivant :

Théoréme 3.3.1 (Descente en ramification modérée) Soit L une extension quadra-
tique totalement imaginaire d’un corps totalement réel K. Soit K' une 2-extension to-
talement réelle de K, telle que K'/K et K¢/K soient linéairement disjointes; et soit
L' = LK'. On suppose de plus que K'/K est primitivement ramifiée en une place modérée
p. Alors :

La transition de la 2-birationnalité de L' /K’ a L/ K n’est possible que dans le cas ot
Uextension K'/K est quadratique.
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3.4 Théoreme général de propagation

En conclusion des trois sections précédentes, nous pouvons énoncer un théoreme
général de propagation de la 2-birationalité qui est le suivant :

Théoréme 3.4.1 (Théoréme général) Soit L une extension quadratique & conjugai-
son complexe d’un corps totalement réel K, 2-décomposée. Soient K' une 2-extension
totalement réelle de K et L' = LK.

(1) Si K'/K est 2-ramifiée, nous avons alors les équivalences suivantes :
(i) K' est 2-rationnel <= K est 2-rationnel.
(1) L' est 2-birationnel <= L est 2-birationnel.

(2) Sinon K'/K est ramifiée modérément en (au moins) une place p et dans ce cas nous
avons alors ’équivalence suivante :

(i) K' est2-rationnel <= K est 2-rationnel, la place p est primitive et est l'unique
place modérée ramifiée dans K'/ K.

(i1) De plus, lorsque ces conditions sont satisfaites, L' est 2-birationnel si et seule-
ment st les deux conditions qui suivent sont réalisées :

(a) L est 2-birationnel et L/K est ramifiée modérément en eractement deux
places : en la place p et en une autre place primitive q ;

(b) il existe un entier n € N tel qu'on ait K' = K,K", avec K,, le n-iéme
étage de la Zs extension cyclotomique K¢/K et [K" : K] = 2.

Nous avons donc un théoreme général de propagation de la 2-birationalité dans une
2-extension totalement réelle. Cependant, notre théoreme nous dit que hormis le long de
la tour cyclotomique, nous pouvons propager la 2-birationalité uniquement dans le cas
quadratique, ceci est donc tres restrictif.

Nous notons cependant une construction particuliere de nos corps 2-birationnels,
lorsque les extensions K'/K et K¢/K sont linéairement disjointes. En effet, nous les
obtenons de la maniere suivante :

(i) On se donne Ky un corps 2-rationnel.

(ii) On se donne Ly/K, une extension quadratique, 2-birationnelle totalement imagi-
naire modérément ramifiée en deux primitives p et .

(iii) On construit alors K; une extension quadratique totalement réelle de Ky dans la-
quelle une deux places modérément ramifiée dans Lo/ K, est ramifiée (par exemple
p), tandis que l'autre est décomposée.

(iv) Par le théoreme 3.4.1, le corps Ly = LyK est 2-birationnel.

Ceci peut se résumer en le schéma suivant :
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LQ Ll

p, q ramifiés ¢, ¢; ramifiés

K, K,
p ramifié, ¢ = q1¢}

Cette construction atypique, souleve la question suivante : Peut-on continuer cette
construction indéfiniment afin de construire une tour d’extensions 2-birationnelles dans le
cas ou K’/ K et K°/K sont linéairement disjointes ? Une réponse partielle a cette question
est l'objet de la partie suivante.

3.5 Illustrations numériques

3.5.1 Extensions quadratiques

Dans le cas quadratique, nous avons vu que la 2-birationalité se propage, lorsque
I'extension L/K est modérément ramifiée en deux places primitives p et q et avec K'/K
modérément ramifiée en p. Dans, ce cas la la place q peut faire ce qu’elle veut dans K'/K.

Cependant, nous remarquons que si nous voulons construire des extensions de degré
supérieur, il faut que la place q se décompose. En effet, si elle est inerte dans K’/ K, alors
I'extension L'/K’ est monoramifié cas, pour lequel la propagation n’est plus possible.

Ici, nous donnons une liste de nombres premiers p et ¢, permettant d’obtenir des corps
L et L' 2-birationnel. Nous regroupons ces résultats dans le tableau suivant :

p | ¢ | Comportement de ¢ dans K'/K
315 inerte

3 |11 décomposée
3 |13 décomposée
51 3 inerte

5 | 11 décomposée
5 | 13 inerte

29 | 11 inerte

29 | 13 décomposée
29 | 19 inerte

83| 3 inerte
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Cette liste bien qu’étant non exhaustive nous montre que tout couple de premiers
(p, q) primitifs permet de construire a partir d'un corps L 2-birationnel, un autre corps
L' 2-birationnel. Nous cherchons & présent a aller plus loin.

Dans tout ce qui suit, nous faisons I'hypothese suivante : les extensions K;/Kj et
K§/ K, sont linéairement disjointes. Nous cherchons donc a construire une tour d’exten-
sions 2-birationnelles a partir du schéma suivant :

LO Ll

p, ¢ ramifiés ¢, ¢; ramifiés

K() Kl

sy
p ramifié, ¢ = q19,
La construction se fait alors de la maniére suivante :

- K3/ K est une extension quadratique totalement réelle,
- la place q; se décompose dans K5/ K7 en q; = qaq5,
- la place q) se ramifie dans K5/ Kj.

Ensuite de la méme maniere on construit K5 avec :
- K3/ K5 est une extension quadratique totalement réelle,
- la place g2 se décompose dans K3/K5 en g = qsq5,
- la place ¢, se ramifie dans K5/ Kj.

Et ainsi de suite le but est de savoir si on peut construire pour tout n € N, un corps
K, tel que

- K,/ K, est une extension quadratique totalement réelle,
- la place q,,_1 se décompose dans K,/ K, 1 en q,_1 = qnq.,,
- la place q],_, se ramifie dans K,,/K,_1.
Nous commencons par chercher s’il existe des nombres premiers p et ¢ permettant de

construire K. Pour ce faire, nous allons utiliser le logiciel GP PARI qui nous a permis de
faire des calculs rapides.

3.5.2 [Extensions de degré 4

Dans un premier temps, nous cherchons un exemple de construction des corps Ly, Ko,
K et Ky comme définis ci-dessus.

Pour nous faciliter la construction, nous partons Ky = Q qui est 2-rationnel. Nous
cherchons alors Ly = Q[\/—pq| telle que p et ¢ soient primitives et K; = Q[,/p] dans
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lequel g est décomposée. Nous souhaitons de plus que les idéaux au-dessus de ¢ dans K;
vérifie la chose suivante : un est décomposé et I'autre est ramifié dans K.

Grace au logiciel PARI nous pouvons trouver de tels exemples. Pour cela, nous avons

utilisé le programme suivant :

p=5;
Ki=bnfinit (a2-p);
forprime (g9=2,1000,
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if (q%8==3 && kronecker(p,q)==1,

id=idealprimedec (K1, q);
m=idealmul (K1,$4$,id[1]);
bnr=bnrinit(X1,m,1);
R=rnfkummer (bnr,Mat(2));
P=rnfequation(X1,R);
K2=nfinit (P);
rid=idealprimedec(K2,q);
if (#rid)==$3$,
print(q,":",P,":",rid)
)))

Ce programme nous donne, grace a la théorie du corps de classes toutes les extensions
quadratiques de Q[\/g] pour lesquelles la décomposition de I'idéal ¢ dans cette extension
soit de longueur 3. De plus on remarque que cette décomposition est de la forme (1%, 1% 1)

pour tous les nombres premiers ¢ qui conviennent.

Pour p = 5 regroupons nos résultats obtenus dans le tableau suivant :

q Polynome

19 x4 — 922 4+ 19

59 | z* — 1622 + 59
139 | 2% — 2422 + 139
179 | 2% — 2922 + 179
379 | 2* — 3922 + 379
419 | z* — 412% + 419
499 | z* — 492% + 499
619 | 2* — 512 + 619
659 | z* — 5622 + 659
739 | z* — 5622 + 739
859 | 2* — 5922 + 859
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Cependant, en faisant varier le conducteur dans le programme précédent, nous obte-
nons d’autres nombres premiers ¢ convenables, par exemple ¢ = 11,51, 91, ... Finalement
pour p = 5, nous voyons que les nombres premiers ¢ qui conviennent sont les nombres
premiers congrus a 19 ou 11 modulo 40.

Ainsi, pour p = 5, si ¢ convient, il vérifie les deux conditions suivantes :

— ¢ =3 mod 8, ce qui assure la primitivité; et

— ¢ =21 mod 5, pour que ¢ soit un résidu quadratique mod 5.
Il vient donc ¢ = 11 ou 19 mod 40. Expérimentalement, nous trouvons que tous les
nombres premiers de cette forme conviennent. Il est alors naturel de se demander si c’est
réellement le cas, si la théorie confirme notre intuition.

Avant d’étudier ce point, nous complétons nos exemples en faisant varier p dans le
programme précédent. Nous obtenons ainsi d’autres couples de premiers qui conviennent.
Quelques exemples sont présentés dans le tableau ci-apres :
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P q Polynome

13 | 43 xt — 1722 + 43
13 | 179 | 2* —272% 4+ 179
13 | 251 | a* —48z% + 251
13 | 283 | a* — 4022 + 283

29 | 67 | ' —232% 467
29 [ 179 | 2* — 652 + 179

37 | 3 xt — T2+ 3
37 | 11 zt — 927 + 11
37 | 67 | af —40x* 467
37 | 139 | 2% — 1122* + 139

53 | 11 | 2*—1622+ 11
53 | 43 | a* — 1522 + 43
53 | 59 | a* — 1722+ 59
53 | 131 | 2* —432% + 131
53 | 163 | z* — 5722+ 163
53 | 211 | z* — 9922 + 211

157 | 3 zt — 1322 + 3

173 | 67 | 2*—2122+67
173 | 163 | z* — 4722 + 163
173 | 211 | z* — 4922 + 211
173 | 227 | 2* — 4022 + 227
173 | 251 | 2* — 7322 + 251

197 | 107 | z* — 252% + 107
197 | 163 | z* — 882 + 163
229 | 11 xt — 2522 4+ 99

269 | 11 | 2% —1152% +11
269 | 43 ot — 212% + 43
269 | 211 | 2% — 87x* + 211

A la lumiere de ces exemples, nous voyons qu’il n’y a a priori pas de restriction sur
les nombres premiers p et ¢, des lors qu’ils sont primitifs et que ¢ est résidu quadratique
mod p. Une approche théorique de la question fait l'objet de ’appendice suivante.



Chapitre 4

Tours d’extensions 2-birationnelles

Les résultats expérimentaux précédents nous incitent a étudier l'existence de tours
d’extensions 2-birationnelles qui semble étre possible des lors qu’ils sont primitifs et que
q est résidu quadratique mod p

Nous commencons par faire la remarque suivante :

Remarque 4.0.1 Grace au théoréeme 3.4.1, nous voyons que la question de la propaga-
tion de la 2-birationalité se rameéne a construire, pour une extension 2-birationnelle LK
donnée, ramifiée modérément en exactement deuzr places primitives p et q, une extension
quadratique totalement réelle K' de K décomposée en q et ramifiée modérément en p
seulement.

En vertu de la théorie 2-adique du corps de classes, une telle extension existe si et
seulement si le 2-groupe des oog-classes 2p-infinitésimales est non trivial.

Regardons si c’est toujours le cas. Rappelons pour cela le contexte de notre étude :

1. K est un corps de nombres totalement réel et 2-rationnel ; ce qui peut se traduire
par les deux propriétés suivantes :
(a) le corps K possede une seule place dyadique [; d'ou: [K;: Qo] = [K : Q] =1}

(b) la 2-extension abélienne 2-ramifiée co-décomposée maximale de K est sa Zo-
extension cyclotomique; cela entraine que le groupe d’ideles qui définit I'ex-
tension cyclotomique est donnée par la formule suivante :

Ik =[] Rk
£l
2. L est une extension quadratique de K totalement imaginaire et ramifiée modérément
en deux places p et q qui sont primitives. En termes idéliques, cette primitivité
s’écrit :

Tk = TRy = Tk Ry

Cela étant, nous cherchons une extension quadratique K’/K satisfaisant les quatre pro-
priétés suivantes :

(i) elle est ramifiée modérément en p seulement,

51
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(ii) elle est décomposée en q,
(iii) elle est non décomposée en 2,

(iv) elle est completement décomposée a I'infini.

Pour l'instant, considérons la 2-extension abélienne maximale N de K qui est tota-
lement réelle, p-modérément ramifiée et g-décomposée. Le sous-groupe d’ideles qui lui
correspond est ainsi :

H H’l‘( H ﬂlt)RqRK

t|oo t#£p, vfloo
Et il vient donec :

Gal(N/K) = Jk/ 1;[ 1R Rk > pup/ 1y 0 (1;[ e RqRc),
efpl ofpl

en vertu des égalités rappelées plus haut :

Ik = E(Rq et Tx = [T Rk
vl

Dans le quotient obtenu, les idéles principaux (i.e. les éléments de R i) qui apparaissent

au dénominateur sont dans [ . : ce sont des g-unités infinitésimales. Or, nous avons ici :
vl

Lemme 4.0.2 Dans un corps de nombres totalement réel qui est 2-rationnel, pour toute
place modérée q de K le pro-2-groupe £, des q-unités infinitésimales est trivial.

Il s’agit de vérifier que I'image locale s;(£9) du 2-adifié £% = Z, ®7z E% du groupe des g-
unités de K est encore un Zs-module de rang r. Pour voir cela, observons que K, puisqu’il
est présumé 2-rationnel, vérifie la conjecture de Leopoldt ; autrement dit que le 2-adifié
groupe des unités £ = Zy ®z E s’injecte dans le groupe des unités locales U, attaché a
I'unique place dyadique [ de K. En particulier £, qui est de rang r — 1 = [K : Q] — 1,
s’envoie avec un indice fini dans la préimage ;" dans U; du groupe pus = {£1} des racines
de I'unité pour la norme arithmétique v = Ng/q. Soit alors x I'image canonique dans &
d'un générateur arbitraire d’une puissance principale de 'idéal q. La norme z¥ est (au
signe pres) une puissance non triviale de Ng, et son logarithme 2-adique n’est donc pas
nul. De sorte que le Zo-module s((€%), qui contient s((&) et si(x), est de rang au moins
(r—1) 41 =r; et finalement de rang exactement r, tout comme U.

En d’autres termes, le sous-module £1 des g-unités infinitésimales est bien trivial.

Ce point acquis, nous avons obtenu :

Proposition 4.0.3 Pour toute place primitive q d’un corps de nombres 2-rationnel to-
talement réel K, la 2-extension abélienne maximale N de K qui est totalement réelle,
q-décomposée et ramifiée modérément en une unique place p # q, est cyclique, de groupe

de Galois :
Gal(N/K) ~ pi.

En particulier, N/K contient une unique sous-extension quadratique K'/K.
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I1 suit de la que, sous les hypotheses de la proposition, 'unique sous-extension quadra-
tique K'/K de N/K est I'unique extension quadratique qui satisfait aux conditions (i), (ii)
et (iv) listées plus haut. Reste a voir si elle vérifie également la condition (iii) qui postule
I'existence d’une unique place dyadique dans K’. Or c¢’est la qu’intervient précisément la
condition de primitivité de la place p, que nous n’avons pas utilisée jusqu'ici : les résultats
sur la propagation de la 2-rationalité rappelés dans le chapitre 1 assurent que K’ est en-
core 2-rationnel si et seulement si la place p est primitive dans K. Lorsque c’est le cas,
K’ ne peut alors contenir qu’une seule place dyadique (cf. Th. 1.3.8) ; et la condition (iii)
est, de ce fait, automatiquement vérifiée.

L’ensemble de cette discussion peut donc se résumer comme suit :

Théoreme 4.0.4 Soient K un corps 2-rationnel totalement réel et L une extension qua-
dratique 2-birationnelle totalement imaginaire de K ramifiée modérément en deuz places
primitives p et q. Il existe alors exactement deux extensions quadratiques K'/ K totalement
réelles, 2-rationnelles et ramifiées modérément, telles que l’extension composée L' = LK’
soit 2-birationnelle : celle qui est ramifiée modérément en p et décomposée en q; et celle
qui est ramifiée modérément en q et décomposée en p.

Comme vu plus avant, 'extension L'/ K’ vérifie a son tour les mémes hypotheses que
I'extension de départ. Itérant le théoreme, on obtient ainsi :

Scolie 4.0.5 Sous les hypothéses du théoréme, il existe une infinité de tours infinies d’ex-
tensions relativement quadratiques K C K1 C Ky C -+ C K; C -+ de corps 2-rationnels
totalement réels telles que les extensions composées L; = LK; pour i € N soient 2-
birationnelles.

Il convient, en effet, a chaque étage i € N déja construit, de choisir celle des deux places
primitives du corps K; ramifiées dans L;/ K; qu’on autorise a se ramifier modérément dans
I'extension quadratique K;./K;.

Remarque 4.0.6 [l peut étre instructif de relire les résultats ci-dessus a la lumiére des
identités du mairowr qui fournissent une seconde preuve du théoréme.

Reprenons pour cela les calculs effectués au début de ce chapitre : I'isomorphisme
donné par le corps de classses

Gal(N/K) = pp/pp 0 (1;[ 1R Ri),
tipl

nous assure que l'extension N/K est cyclique (éventuellement triviale). Posons S = {qoo}
et T' = {Ip}. Par construction, le groupe de Galois Gal(N/K) s’identifie alors au ¢-groupe
des S-classes T-infinitésimales C/3. ; et le résultat précédent se lit tout simplement :

rgo Cﬁ% <1.

Nous allons a présent minorer ce rang grace a la formule de réflexion de Gras (cf
théoreme 4.6 page 45 de [1]).
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Reprenant les notations de Gras, nous avons : S = {qoo}, T = {Ip}, So = {q},
Ty ={l}, So=0et A, =0; donc :

rgo Cly — TQQCEng}}: T4+ [Ki: Qo) — 17— |So| — Ao =24+7r—r—1-0=1

De cette formule, il suit en particulier :
rga Cly > 1;
de sorte qu’en fin de compte nous avons simultanément :

rg2Cli=1 et  COH =1,

Le groupe C/3 est donc cyclique mais non trivial (comme nous I'avons déja établi a

I'aide du lemme d’indépendance 4.0.2 plus haut), tandis que le ¢-groupe CEEP}} des {Ip}-

classes {q}-infinitésimales, lui, est nécessairement trivial.

De lidentité rg, C¢3 = 1, on conclut qu’il existe une unique extension quadratique
K'/K qui est non-ramifiée modérément en dehors de p et cog-décomposée. Il reste alors a
vérifier que cette extension est effectivement ramifiée en p et qu’elle est non décomposée
en 2, pour qu’elle réalise la propagation de la 2-birationalité.

— Le premier point est évident, puisque le groupe de Galois Gal(N/K) est engendré
par 'image du sous-groupe d’inertie de la place p.

— Il reste a voir que la place dyadique [ est non décomposée. Pour cela, reprenons
le raisonnement précédent en échangeant les roles de p et de q. Ce faisant, nous
obtenons : rgy Cl {;q}} =0, i.e. Cfﬁp}} = 1; ce qui est précisément le résultat attendu.

En conclusion, nous retrouvons le fait que pour un couple de places p et q primitives
fixé, il existe une unique extension K’/K vérifiant les hypotheses du théoreme 3.4.1 et
permettant la propagation de la 2-birationalité.

De ce fait, ce processus peut étre réitéré a 'infini et ainsi nous pouvons construire des
extensions K’ de K de degrés arbitrairement grands de telle maniere que le corps L' de
notre théoreme soit encore 2-birationnel.



Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié la propagation de la 2-birationalité dans des 2-
extensions totalement réelles. Cette question a été completement résolue et la réponse
fait 'objet du théoreme 3.4.1. De ce résultat, nous tirons la constatation suivante : si 'on
enleve la tour cyclotomique, on ne peut propager la 2-birationalité par 2-extension totale-
ment réelle que dans le seul cas quadratique. En revanche, nous dégageons une construc-
tion atypique pour obtenir une tour d’extensions qui a chaque étage est 2-birationnelle.
Il faut noter cependant que la tour ainsi obtenue n’est pas galoisienne.

Dans la fin du chapitre 3, nous donnons des exemples numériques de cette construction
pour des extensions de degré 2 et 4. Ces résultats expérimentaux incitent a penser que la
construction de tours d’extensions 2-birationnelles est possible dans un cadre général.

Il apparait que, la propagation de la 2-birationnalité se ramene a construire, pour une
extension 2-birationnelle /K donnée, ramifiée modérément en exactement deux places
primitives p et g, une extension quadratique totalement réelle K’ de K décomposée en
q et ramifiée modérément en p seulement. Cette question est entierement résolue dans le
chapitre 4, en effet grace la théorie du corps de classes nous retrouvons le fait que pour
un couple de places p et q primitives fixé, il existe une unique extension K'/K vérifiant
les hypotheses du théoreme 3.4.1 et permettant la propagation de la 2-birationalité.
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Propagation de la 2-birationalité

Résumé : L objet de cette these est 1’étude de la propagation de la 2-birationalité pour les
2-extensions de corps de nombres. Le probleme étudié se présente comme suit : étant donnés
un corps 2-rationnel totalement réel K, une extension quadratique totalement imaginaire L de
K, et une 2-extension totalement réelle de K’ de K, a quelles conditions la 2-birationalité du
compositum L' = K L se lit-elle sur L ?

La theése se structure en trois parties : I’étude du cas absolument quadratique d’abord, le
cas relativement quadratique ensuite ; le cas général enfin. Le résultat principal de la these
résout completement le probleme posé€ en toute généralité. En fin de these, diverses illustra-
tions numériques sont proposées a 1’aide du PARI, ainsi qu’une étude des tours d’extensions
2-birationnelles.

Mots Clés : 2-birationalité, 2-rationalité, corps p-rationnel, ramification modérée, place pri-
mitive, place semi-primitive, tour d’extensions.

Abstract : This thesis deals with the propagation of 2-birationality for 2-extensions of num-
bers fields. More precisely, le t /' be a 2-rational totally real number field, L a CM quadratic
extension of /K, and let K’ be a totally real 2-extension of K. Under which conditions can one
read the 2-birationaltiy of the compositum L' = LK’ from L ?

This work is divided into three parts : we first study the absolute quadratic case, then the
relatively quadratic case, then finally the general case. The thesis’s main result solves the whole
problem. We also illustrate the result with various numeric examples, obtained with PARI and
a focus at the end on 2-birational extensions’ towers.

Keywords : 2-birationality, 2-rationality, p-rational number field, tame ramification, primi-
tive place, semi primitive place, extensions tower.



