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✶✳✹✳ ❈♦♥❞✐"✐♦♥ ❞❡ ❞.❢♦#♠❛"✐♦♥✱ ❢♦♥❝"❡✉# #❡❧❛"✐✈❡♠❡♥" #❡♣#.9❡♥"❛❜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
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✷✳✸✳ ❚❤❡ ❛❞♠✐99✐❜❧❡ ♣❛✐# (Cneo
v , Lneo
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■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

❉❛♥# ❝❡ &'❛✈❛✐❧✱ ♥♦&'❡ ✐♥&-'.& ♣♦'&❡ #✉' ❧❛ &❤-♦'✐❡ ❞❡# ❞-❢♦'♠❛&✐♦♥# ❛♣♣❧✐5✉-❡ 6 ❧❛ ❝♦♥#&'✉❝✲

&✐♦♥ ❞✬❡①&❡♥#✐♦♥# ❣❛❧♦✐#✐❡♥♥❡# 6 &'❛✈❡'# ❧❡# ❞-❢♦'♠❛&✐♦♥# ❧♦❝❛❧❡♠❡♥& ❛❜-❧✐❡♥♥❡#✱ ♦✉ ♣❧✉#

❡①❛❝&❡♠❡♥& ♣'❡#5✉❡ ❡①&'❛♦'❞✐♥❛✐'❡#✳

❈❡ ♠❛♥✉#❝'✐& ❡#& ❝♦♠♣♦#- ❞❡ &'♦✐# ❝❤❛♣✐&'❡#✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐"#❡ ✶ ♣'♦♣♦#❡ ❞❡# '❛♣♣❡❧# #✉' ❧❡#

❞-❢♦'♠❛&✐♦♥# ❣❛❧♦✐#✐❡♥♥❡#✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐"#❡ ✷ ❡#& ❝♦♥#❛❝'- ❛✉① ❞-❢♦'♠❛&✐♦♥# ♣'❡#5✉❡ ❡①&'❛✲

♦'❞✐♥❛✐'❡# ❡♥ p✱ ✐❝✐ p ❡#& ✉♥ ♥♦♠❜'❡ ♣'❡♠✐❡'✳ ◆♦&'❡ &❤-♦'@♠❡ ♣'✐♥❝✐♣❛❧ ❡#& ✉♥ '-#✉❧&❛& ❞❡
'❡❧@✈❡♠❡♥& ❞❡ '❡♣'-#❡♥&❛&✐♦♥# '-#✐❞✉❡❧❧❡# ♣'❡#5✉❡ ❡①&'❛♦'❞✐♥❛✐'❡# ✭❝❢✳ &❤-♦'@♠❡ ❇✮✳ ❈♦♠♠❡

❝♦♥#-5✉❡♥❝❡✱ ♦♥ ♠♦♥&'❡ ❧✬❡①✐#&❡♥❝❡✱ ♣♦✉' ❝❡'&❛✐♥# ♣'❡♠✐❡'# p✱ ❞✬❡①&❡♥#✐♦♥# ❣❛❧♦✐#✐❡♥♥❡# ❞❡
Q(µp∞) ♥♦♥✲'❛♠✐✜-❡# ❡♥ p ❞♦♥& ❧❡ ❣'♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐# ❡#& ✐#♦♠♦'♣❤❡ 6 SL2(Zp) ✭❝❢✳ &❤-♦'@♠❡
❈✮✳ ■❝✐✱ Q(µp∞) ❡#& ❧✬❡①&❡♥#✐♦♥ ♦❜&❡♥✉❡ 6 ♣❛'&✐' ❞❡ Q ❡♥ ❛❥♦✉&❛♥& ❧❡# '❛❝✐♥❡# ❞❡ ❧✬✉♥✐&-

❞✬♦'❞'❡ ✉♥❡ ♣✉✐##❛♥❝❡ ❞❡ p✳

▲❛ ♠♦&✐✈❛&✐♦♥ ✐♥✐&✐❛❧❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐"#❡ ✸ ❡#& ❞❡ ❞-❝'✐'❡ ✉♥❡ ♣'♦✲p✲❡①&❡♥#✐♦♥ K̃T
S /K ❞♦♥& ❧❛

❞-✜♥✐&✐♦♥ #✬✐♥#♣✐'❡ ❞✉ ❝❛# ♣'❡#5✉❡ ❡①&'❛♦'❞✐♥❛✐'❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐"#❡ ✷✳ ▲❡ ♣♦✐♥& ❞❡ ✈✉❡ ❡#&

♣✉'❡♠❡♥& ❛'✐&❤♠-&✐5✉❡✱ ❧❛ ♠-&❤♦❞❡ ❛✉##✐✳ ❖♥ ❞-&❡'♠✐♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❣-♥-'❛&❡✉'#

❡& ❞❡ '❡❧❛&✐♦♥# ❞✉ ❣'♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐# ❞❡ K̃T
S /K ✭❝❢✳ &❤-♦'@♠❡ ✸✳✹✳✶✮✳ ❈♦♠♠❡ ❝♦♥#-5✉❡♥❝❡✱ ♦♥

♦❜&✐❡♥& ❞❡# ❡①❡♠♣❧❡# ♥♦✉✈❡❛✉① ❞❡ ♣'♦✲p✲❣'♦✉♣❡# ❞❡ ●❛❧♦✐# ❧✐❜'❡# 6 ♣❧✉#✐❡✉'# ❣-♥-'❛&❡✉'#✳

❖♥ ❞♦♥♥❡ -❣❛❧❡♠❡♥& ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❡♥ ❞-❢♦'♠❛♥& ✉♥❡ '❡♣'-#❡♥&❛&✐♦♥ ❞❡ Gal(K̃T
S /K)✳ ▲❡#

❞❡✉① ❞❡'♥✐❡'# ❝❤❛♣✐&'❡# #♦♥& ✐♥❞-♣❡♥❞❛♥&#✱ ♠.♠❡ #✐ ❧❡ ❝❛❞'❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐"#❡ ✸ #✬✐♥#♣✐'❡ ❞✉

❝❤❛♣✐"#❡ ✷✳

◆♦✉# ❞-&❛✐❧❧♦♥# ❧❡ ❝♦♥&❡♥✉ ❞❡# ❝❤❛♣✐&'❡# ❡♥ ♣'-#❡♥&❛♥& ❧❡ ❝♦♥&❡①&❡ ❣-♥-'❛❧ ❡& ❧❡# ♠-&❤♦❞❡#

❞❡ ❞-♠♦♥#&'❛&✐♦♥ ❞❡ ♥♦# '-#✉❧&❛&#✳

❈❤❛♣✐"#❡ ✶✳ ❉3❢♦#♠❛"✐♦♥6 ❣❛❧♦✐6✐❡♥♥❡6 ✿ #❛♣♣❡❧6

❈♦♠♠❡♥L♦♥# ♣❛' ♣'-#❡♥&❡' ❧❡ ❝♦♥&❡①&❡ ❞❡ ♥♦&'❡ &'❛✈❛✐❧✳ ❙♦✐& p ✉♥ ♥♦♠❜'❡ ♣'❡♠✐❡'✳ ❖♥
♥♦&❡ '❡#♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& Q ❡& Qp ✉♥❡ ❝❧N&✉'❡ ❛❧❣-❜'✐5✉❡ ❞❡ Q ❡& ❞❡ Qp✳ ❖♥ ✜①❡ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥&

Q →֒ Qp✳

❆ ❝❤❛5✉❡ ❢♦'♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐'❡ f ♣❛'❛❜♦❧✐5✉❡✱ ♣'♦♣'❡✱ ♥♦'♠❛❧✐#-❡ ❞❡ ♣♦✐❞# k ≥ 2 ❡& ❞❡ ♥✐✈❡❛✉
N ≥ 1✱ ♦♥ ♣❡✉& ❛##♦❝✐❡' ✉♥❡ '❡♣'-#❡♥&❛&✐♦♥ ρf : Gal(Q/Q) → GL2(Qp) ❝♦♥&✐♥✉❡ ❡& ♥♦♥✲
'❛♠✐✜-❡ ❡♥ ❞❡❤♦'# ❞❡ pN ❣'P❝❡ ❛✉① &'❛✈❛✉① ❞❡ ❉❡❧✐❣♥❡ ✭❝❢✳ #♦✉#✲#❡❝&✐♦♥ ✶✳✺✳✸✮✳

❊♥ '-❞✉✐#❛♥& ρf ✭❡& ❡♥ #❡♠✐✲#✐♠♣❧✐✜❛♥&✮✱ ♦♥ ♦❜&✐❡♥& ✉♥❡ '❡♣'-#❡♥&❛&✐♦♥ '-#✐❞✉❡❧❧❡ ρ̄f :

Gal(Q/Q) → GL2(Fp) ❝♦♥&✐♥✉❡✱ ✐♠♣❛✐'❡ ❡& ♥♦♥✲'❛♠✐✜-❡ ❡♥ ❞❡❤♦'# ❞❡ pN ✭❝❢✳ &❤-♦'@♠❡

✶✳✺✳✼✮✳

❯♥ ♣'♦❜❧@♠❡ ✐♥✈❡'#❡ ❛♣♣❛'❛U& ❡& ♣♦'&❡ #✉' ❧✬❡①✐#&❡♥❝❡ ❞❡ '❡❧@✈❡♠❡♥& ❞✬✉♥❡ '❡♣'-#❡♥&❛&✐♦♥

'-#✐❞✉❡❧❧❡ ρ̄ : Gal(Q/Q) → GL2(Fp) ❝♦♥&✐♥✉❡✱ ✐''-❞✉❝&✐❜❧❡✱ ♥♦♥✲'❛♠✐✜-❡ ❡♥ ❞❡❤♦'# ❞✬✉♥
❡♥#❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣'❡♠✐❡'#✳ V♦✉' ❞♦♥♥❡' ✉♥ #❡♥# ♣'-❝✐# 6 ❝❡&&❡ 5✉❡#&✐♦♥✱ ✐❧ #✬❛❣✐& ❞❡ #❛✈♦✐'

❝❡ 5✉❡ ❧✬♦♥ ❡♥&❡♥❞ ♣❛' '❡❧@✈❡♠❡♥&✳ ❈♦♠♠❡ ρ̄ ❡#& ❝♦♥&✐♥✉❡✱ ❡❧❧❡ ♣'❡♥❞ #❡# ✈❛❧❡✉'# ❞❛♥#

✉♥ ❝♦'♣# ✜♥✐ F ❞❡ ❝❛'❛❝&-'✐#&✐5✉❡ p✳ ❖♥ ♥♦&❡ Ĉ ❧❛ ❝❛&-❣♦'✐❡ ❞❡# ❛♥♥❡❛✉① ❧♦❝❛✉①✱ ❝♦♠♣❧❡&#✱
◆♦❡&❤❡'✐❡♥# ❞❡ ❝♦'♣# '-#✐❞✉❡❧ F ✭❝❢✳ #♦✉#✲#❡❝&✐♦♥ ✶✳✶✳✶✮✳ ❖♥ '❡❣❛'❞❡ ❛❧♦'# ❧❡# '❡♣'-#❡♥&❛&✐♦♥#
❝♦♥&✐♥✉❡# ρR : Gal(Q/Q) → GL2(R) &❡❧❧❡# 5✉❡ (ρR mod mR) = ρ̄✱ ♦W R ∈ Ĉ ❡& ♦W mR ❡#&

❧✬✐❞-❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ R✳ ▲❡# '❡❧@✈❡♠❡♥&# ❞❡ ρ̄ ❞♦♥& ♦♥ ♣❛'❧❡ ♣❛' ❧❛ #✉✐&❡ #♦♥& ❞❡ ❝❡&&❡ ❢♦'♠❡(1)✳
❈❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ❡#& ❝♦♥#❛❝'- 6 ❝❡ ♣'♦❜❧@♠❡ ❞❡ '-❧@✈❡♠❡♥& ✭❝❢✳ &❤-♦'@♠❡ ✶✳✸✳✾✮✳ ❖♥ '❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛

(1)
❉❛♥#❬❍✐ ✶❪✱ ❍✐❞❛ ❝♦♥#,-✉✐, ❞❡# -❡♣-1#❡♥,❛,✐♦♥# 2 ✈❛❧❡✉-# ❞❛♥#GL2(Zp[[X]]) 2 ♣❛-,✐- ❞❡ ❢♦-♠❡# ♦-❞✐♥❛✐-❡#

✭♣✲❛❞✐9✉❡#✮✳

✾



 ❤"♦$✐❡ ❞❡ ❙❝❤❧❡++✐♥❣❡$ ✭❝❢✳ +❡❝ ✐♦♥+ ✶✳✷ ❡ ✶✳✶✮ ❛✐♥+✐ 5✉❡ ❧❛  ❤"♦$✐❡ ❞❡+ ❞"❢♦$♠❛ ✐♦♥+ ✧9 ❧❛

▼❛③✉$✧ ✭❝❢✳ +❡❝ ✐♦♥+ ✶✳✸ ❡ ✶✳✹✮✱ ❧✬❡①♣♦+✐ ✐♦♥ ❡+ ❝❧❛++✐5✉❡ ❡ ❧❡+ ❞"♠♦♥+ $❛ ✐♦♥+ ❜"♥"✜❝✐❛♥ 

❞✬✉♥❡ $"❢"$❡♥❝❡ ♣$"❝✐+❡ ❞❛♥+ ❧❛ ❧✐  "$❛ ✉$❡ ♥❡ +♦♥ ♣❛+ $❡♣$♦❞✉✐ ❡+✳ ❖♥  ❡$♠✐♥❡ ♣❛$ ❞❡+

$❛♣♣❡❧+ +✉$ ❧❡+ ❢♦$♠❡+ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥+ ✭❝❢✳ +♦✉+✲+❡❝ ✐♦♥ ✶✳✺✳✹✮✳

❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ❘❡❧,✈❡♠❡♥% ❞❡ &❡♣&12❡♥%❛%✐♦♥2 ♣&❡24✉❡ ❡①%&❛♦&❞✐♥❛✐&❡2 ❡♥ p

◆♦ $❡ ❛♣♣$♦❝❤❡ ❡+ ♠♦ ✐✈"❡ ♣❛$ ❧❡ ♣$✐♥❝✐♣❡ +✉✐✈❛♥ ✿ ✧❧❡+ $❡♣$"+❡♥ ❛ ✐♦♥+ ❣❛❧♦✐+✐❡♥♥❡+ ❛++♦✲

❝✐"❡+ ❛✉① ❢♦$♠❡+ ♠♦❞✉❧❛✐$❡+ ✭❬❉❙❪✮ ♣❡$♠❡  ❡♥ ❞❡ ❝♦♥+ $✉✐$❡ ❞❡+ ❡① ❡♥+✐♦♥+ ❣❛❧♦✐+✐❡♥♥❡+✱

❞❡ ❞"❝$✐$❡ ❧❡+ ❣$♦✉♣❡+ ❞❡ ●❛❧♦✐+ ❞❡ ❝❡+ ❡① ❡♥+✐♦♥+ ❡ ❞✬❡♥ ❝♦♥♥❛M $❡ ❧❛ $❛♠✐✜❝❛ ✐♦♥✧✳ ▲❡

♠❛♥✐O$❡ ❞♦♥ ❘✐❜❡ ❞"♠♦♥ $❡ ❧❡ $"+✉❧ ❛ ❝✐✲❞❡++♦✉+ ✐❧❧✉+ $❡ ❝❡ ♣$✐♥❝✐♣❡✳

❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✵✳✶ ✭❬❘✐❪✱ ❚❤✳✶✳✷✮✳ ✖ ❙♦✐# 2 ≤ k ≤ p− 3 ✉♥ ❡♥#✐❡' ♣❛✐'✳ ❙✉♣♣♦+♦♥+ ,✉❡ ❧❡

♥♦♠❜'❡ ♣'❡♠✐❡' p ❞✐✈✐+❡ ❧❡ k✲3♠❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❇❡'♥♦✉❧❧✐ Bk✳

❆❧♦'+ ✐❧ ❡①✐+#❡ ✉♥❡ ❡①#❡♥+✐♦♥ ❣❛❧♦✐+✐❡♥♥❡ E/Q ❝♦♥#❡♥❛♥# Q(µp) #❡❧❧❡ ,✉❡ ✿
✭❛✮ E/Q(µp) +♦✐# ♥♦♥✲#'✐✈✐❛❧❡ ❡# ♥♦♥✲'❛♠✐✜=❡✱
✭❜✮ ❧❡ ❣'♦✉♣❡ H = Gal(E/Q(µp)) +♦✐# ❛❜=❧✐❡♥ ❞❡ #②♣❡ (p, . . . , p)✱

✭❝✮ +✐ g ∈ G = Gal(E/Q) ❡# h ∈ H✱ ❛❧♦'+ ✿ ghg−1 = χp(g)
k−1 ·h✱ ♦@ χp ❞=+✐❣♥❡ ❧❡ ❝❛'❛❝#3'❡

❝②❝❧♦#♦♠✐,✉❡✳

❘✐❜❡ ❡①❤✐❜❡ ✉♥❡ ❢♦$♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐$❡ f ❞♦♥ ❧❡+ ❝♦❡✣❝✐❡♥ + ❞✉ q✲❞"✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ ✈"$✐✜❡♥ ❞❡+

❝♦♥❣$✉❡♥❝❡+ ❤"$✐ "❡+ ❞❡ ❧✬❤②♣♦ ❤O+❡ ❞❡ ❞✐✈✐+✐❜✐❧✐ " p|Bk ✭❬❘✐❪✱ ❚❤✳✸✳✼✮✳ ❖♥ ♥♦ ❡ ρ̄Ribet :
Gal(Q/Q) → GL2(F) ❧❛ $"♣$"+❡♥ ❛✐♦♥ ❛++♦❝✐"❡ 9 f ✱ ♦V F ❞"+✐❣♥❡ ✉♥ ❝♦$♣+ ✜♥✐ ❞❡ ❝❛$❛❝ "✲

$✐+ ✐5✉❡ p✳
▲❛ $❡♣$"+❡♥ ❛ ✐♦♥ ρ̄Ribet ❡+ ❝♦♥ ✐♥✉❡ ❡ ♥♦♥✲$❛♠✐✜"❡ ❡♥ ❞❡❤♦$+ ❞❡ p✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ρ̄Ribet ❡+ 

✉♥❡ ❡① ❡♥+✐♦♥ ♥♦♥✲ $✐✈✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ $❡♣$"+❡♥ ❛ ✐♦♥ ❛++♦❝✐"❡ 9 ❧❛ ♣✉✐++❛♥❝❡ χk−1
p ❞✉ ❝❛$❛❝ O$❡

❝②❝❧♦ ♦♠✐5✉❡ ♣❛$ ❧❛ ❝❛$❛❝ O$❡  $✐✈✐❛❧ ✿

ρ̄Ribet ≃
(

1 ∗
0 χk−1

p

)

❡ ❧❛ $❡+ $✐❝ ✐♦♥ ❞❡ ρ̄Ribet ❛✉ +♦✉+✲❣$♦✉♣❡ ❞❡ ❞"❝♦♠♣♦+✐ ✐♦♥ ❡♥ p ❡+ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐+❛❜❧❡ ✭❬❘✐❪✱

❚❤✳✶✳✸✮✳ ▲❡ ❝♦$♣+ E ❞✉  ❤"♦$O♠❡ ❝✐✲❞❡++✉+ ❡+ ❛❧♦$+ ❞"✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ +♦✉+✲❝♦$♣+ ✜①❡ ♣❛$

ker (ρ̄Ribet)✳

❈❛2 ♦&❞✐♥❛✐&❡✳ ✖ ❙♦✐ ρ̄ : GQ,{p} → GL2(Fp) ✉♥❡ $❡♣$"+❡♥ ❛ ✐♦♥ ❝♦♥ ✐♥✉❡✱ ♦V GQ,{p}

❞"+✐❣♥❡ ❧❡ ❣$♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐+ ❞❡ ❧✬❡① ❡♥+✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ Q 5✉✐ ❡+ ♥♦♥✲$❛♠✐✜"❡ ❡♥ ❞❡❤♦$+

❞❡ p ✭♥♦✉+ ♥✬✐♠♣♦+♦♥+ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥ +✉$ ❧❡+ ♣❧❛❝❡+ ❛$❝❤✐♠"❞✐❡♥♥❡+✮✳ ❖♥ +✉♣♣♦+❡ ρ̄
❛❜+♦❧✉♠❡♥ ✐$$"❞✉❝ ✐❜❧❡✳ ❉❛♥+ ❝❡ ❝❛+✱ ✐❧ ❡①✐+ ❡ ✉♥❡ ❞"❢♦$♠❛ ✐♦♥ ✉♥✐✈❡$+❡❧❧❡ ρ : GQ,{p} →
GL2(R(ρ̄)) ❞❡ ρ̄ ✭❝❢✳  ❤"♦$O♠❡ ✶✳✸✳✾✮✳

◆♦✉+ ❛❝❝♦$❞♦♥+ ♥♦ $❡ ❛  ❡♥ ✐♦♥ ❛✉ ❝❛+ ♦V ρ̄ ❡+ ♦$❞✐♥❛✐$❡

(2)
✭+♦✉+✲❡♥ ❡♥❞✉ ❡♥ p✮✳ ❈❡❧❛

+✐❣♥✐✜❡ 5✉❡ ❧❛ $❡+ $✐❝ ✐♦♥ ❞❡ ρ̄ ❛✉ ❣$♦✉♣❡ ❞❡ ❞"❝♦♠♣♦+✐ ✐♦♥ ❡♥ p ❡+ ✐+♦♠♦$♣❤❡ 9

(
χ1 ∗
0 χ2

)
,

(2)
■❧ ❛##✐✈❡ '✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐-✐♦♥ ❞❡ #❛♠✐✜❝❛-✐♦♥ 0♦✐- ✐♠♣♦02❡ 3 χ2 ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ χ1✳ ❖♥ ♣❛00❡ ❞✬✉♥ ❝❛0 3 ❧✬❛✉-#❡

❡♥ #❡♠♣❧❛7❛♥- ρ̄ ♣❛# ρ̄ ⊗ det (ρ̄)−1
✳ ▲❡ ♣#♦❜❧:♠❡ ❞❡ ❞2❢♦#♠❛-✐♦♥ ❡0- ❧❡ ♠<♠❡ ❞❛♥0 ❝❤❛❝✉♥ ❞❡0 ❝❛0 ✭❝❢✳

♣#♦♣♦0✐-✐♦♥ ✶✳✸✳✶✾✮✳

✶✵



❛✈❡❝ χ1 ♥♦♥✲'❛♠✐✜+ ❡, χ2 '❛♠✐✜+ ✭❝❢✳ ❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✹✳✼✮✳ ▲❛ '❡♣'+8❡♥,❛,✐♦♥ ρ̄Ribet ❞❡ ❘✐❜❡, ❡8,

✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ '❡♣'+8❡♥,❛,✐♦♥ ♦'❞✐♥❛✐'❡ ❡♥ p✳ ▼❛③✉' ♠♦♥,'❡ ❧✬❡①✐8,❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞+❢♦'♠❛,✐♦♥

✉♥✐✈❡'8❡❧❧❡ ♦'❞✐♥❛✐'❡ ❞❡ ρ̄ ✭❬▼❛③ ✷❪✱ ➓✳✸✵✮ ♥♦,+❡ ♣❛' ❧❛ 8✉✐,❡ ✿

ρo : GQ,{p} → GL2(R
o), ♦G Ro

❞+8✐❣♥❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞+❢♦'♠❛,✐♦♥ ♦'❞✐♥❛✐'❡ ❞❡ ρ̄.

▲✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞+❢♦'♠❛,✐♦♥ R(ρ̄) 8❡ 8✉'❥❡❝,❡ 8✉' Ro
✭❝❢✳ ,❤+♦'K♠❡ ✶✳✹✳✺ ❡, ♣'♦♣♦8✐,✐♦♥ ✶✳✹✳✽✮✳

❙♦✉8 ❧✬❤②♣♦,❤K8❡ det (ρ̄) /∈ {1, χ±1
p , χ

(p−1)/2
p }✱ ▼❛③✉' ❞+❝'✐, ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝❡,,❡ 8✉'❥❡❝,✐♦♥

❡♥ ♠❡,,❛♥, ❡♥ +✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡8 ❣+♥+'❛,❡✉'8 ♣❛',✐❝✉❧✐❡'8 ❞❡8 8♦✉8✲❣'♦✉♣❡8 ❞❡ ❞+❝♦♠♣♦8✐,✐♦♥ ❡,

❞✬✐♥❡',✐❡ ✭❬▼❛③ ✸❪✱ ➓✳✸ ❡, ➓✳✽✮ ❀ ❝❡ ❞+✈✐88❛❣❡ '❡♣♦8❡ 8✉' ❧❛ ♠+,❤♦❞❡ ♠✐8❡ ❛✉ ♣♦✐♥, ♣❛' ❇♦8,♦♥

♣♦✉' ❡①♣❧✐❝✐,❡' ❧❛ ❞+❢♦'♠❛,✐♦♥ ✉♥✐✈❡'8❡❧❧❡ ❣'R❝❡ S ❧❛ ,❤+♦'✐❡ ❞❡8 ♣'♦✲p✲❣'♦✉♣❡8 ✭❝❢✳ 8❡❝,✐♦♥
✸✳✻✮✳

❖♥ '❛♣♣❡❧❧❡ ♠❛✐♥,❡♥❛♥, ✉♥❡ ❢❛V♦♥ ❞✬♦❜,❡♥✐' ❞❡8 '❡♣'+8❡♥,❛,✐♦♥8 '+8✐❞✉❡❧❧❡8 ρ̄ ♦'❞✐♥❛✐'❡8✳

❙♦✐, f =
∑

n anq
n ∈ Sk(Γ1(1),Fp)(ε) ✉♥❡ ❢♦'♠❡ ♣❛'❛❜♦❧✐W✉❡ ♠♦❞✉❧♦ p✱ ♣'♦♣'❡ ♣♦✉' ❧❡8

♦♣+'❛,❡✉'8 ❞❡ ❍❡❝❦❡ ❡, ♥♦'♠❛❧✐8+❡ ✭❝❢✳ 8❡❝,✐♦♥ ✶✳✺✳✸✮✳ ❖♥ 8✉♣♣♦8❡ f ♦'❞✐♥❛✐'❡✱ ✐✳❡✳ ap 6= 0✳

❙✐ ρ̄ : GQ,{p} → GL2(Fp) ❡8, ❛88♦❝✐+❡ S ❧❛ ❢♦'♠❡ f (3)
✭❡, 8✐ ❧❡ ♣♦✐❞8 ❞❡ f ✈+'✐✜❡ 2 ≤ k ≤ p+1✮✱

❛❧♦'8 ❧❛ '❡♣'+8❡♥,❛,✐♦♥ ρ̄ ❡8, ♦'❞✐♥❛✐'❡ ✭❝❢✳ ,❤+♦'K♠❡ ✶✳✺✳✶✵✮✳ ❖♥ ❝❤♦✐8✐, ❞❡ ,'❛✈❛✐❧❧❡' ❛✈❡❝ ❧❛

'+♣'+8❡♥,❛,✐♦♥ ρ̄ ❛88♦❝✐+❡ S ❧❛ ❢♦'♠❡ ♦'❞✐♥❛✐'❡ f ✳ ❉❛♥8 ❝❡ ❝❛❞'❡✱ ❧✬❛♥♥❡❛✉ Ro
♣♦88K❞❡ ✉♥❡

❞❡8❝'✐♣,✐♦♥ ❞❛♥8 ❧❛W✉❡❧❧❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞+❢♦'♠❛,✐♦♥ Λ(4)
❞✉ ❝❛'❛❝,K'❡

det (ρ̄) : GQ,{p} → GL1(Fp)

❥♦✉❡ ✉♥ '[❧❡ ❝❡♥,'❛❧✳

❖♥ 8❛✐, W✉❡ Λ ❡8, ✐8♦♠♦'♣❤❡ S ❧✬❛❧❣K❜'❡ ❞✬■✇❛8❛✇❛ Zp[[X]] ✭❝❢✳ ❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✸✳✷✷✮✳ ❈♦♠♠❡

Ro
✐♥❞✉✐, ✉♥❡ ❞+❢♦'♠❛,✐♦♥ ❞✉ ❝❛'❛❝,K'❡ det (ρ̄)✱ ❧✬❛♥♥❡❛✉ Ro

❡8, ♥❛,✉'❡❧❧❡♠❡♥, ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡

8,'✉❝,✉'❡ ❞❡ Λ✲♠♦❞✉❧❡✳ `❛' ❛✐❧❧❡✉'8✱ ❧✬❛❧❣K❜'❡ ❞❡ ❍❡❝❦❡ T✱ ❞+✜♥✐❡ ❞❛♥8 ❬▼❛③ ✸❪ ✭➓✳✻✮ ❡,

✐♥,'♦❞✉✐,❡ ♣❛' ❍✐❞❛

(5)
✱ ❡8, ❞❡ ,②♣❡ ✜♥✐ ❡, ♣❧❛,❡ 8✉' Λ 8✐ p ≥ 5 ✭❬❍✐ ✷❪✮✳ ▲♦'8W✉❡ p ≥ 5✱ ✐❧

❡①✐8,❡ ✉♥❡ ❞+❢♦'♠❛,✐♦♥ ❞❡ ρ̄ S T✱ ♥♦,+❡ ✿

ρHida : GQ,{p} → GL2(T).

❈❡❧❛ ♣'♦✈✐❡♥, ❞❡ ❧❛ ,❤+♦'✐❡ ❞❡ ❍✐❞❛ ✭❬●♦ ✷❪✱ ❚❤✳✹✮ ❡( )✐❣♥✐✜❡ .✉❡ (♦✉(❡ ❞2❢♦4♠❛(✐♦♥ ❞❡ ρ̄
❛((❛❝❤2❡ 8 ✉♥❡ ❢♦4♠❡ p✲❛❞✐.✉❡ ♦4❞✐♥❛✐4❡ )❛ ❢❛❝(♦4✐)❡ ❣4:❝❡ 8 ρHida✳ ;❛4 ❝♦♥)2.✉❡♥(✱ ✐❧ ❡①✐)(❡

✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥

Ro → T

.✉✐ ❡)( ❝♦♥❥❡❝(✉4❛❧❡♠❡♥( ✉♥ ✐)♦♠♦4♣❤✐)♠❡

(6)
✭❬▼❛③ ✸❪✮✳ ❖♥ )❛✐( .✉❡ ❝❡((❡ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❡)(

)✉4❥❡❝(✐✈❡✳ ▲❛ ❝♦♥❥❡❝(✉4❡ ✧Ro ≃ T✧ ✐♠♣❧✐.✉❡ .✉❡

ρo ≃ ρHida

❡( ♣♦))F❞❡ ♣❛4 ❝♦♥)2.✉❡♥( ✉♥❡ ✐♥(❡4♣42(❛(✐♦♥ ❡♥ (❡4♠❡) ❞❡ ❞2❢♦4♠❛(✐♦♥✳ ❊❧❧❡ )✐❣♥✐✜❡ .✉✬✉♥❡

❞2❢♦4♠❛(✐♦♥ ♦4❞✐♥❛✐4❡ ❡)( ♠♦❞✉❧❛✐4❡✱ ❛✉(4❡♠❡♥( ❞✐( ❝❤❛.✉❡ ❞2❢♦4♠❛(✐♦♥ ♦4❞✐♥❛✐4❡ ❞❡ ρ̄ )❡

(4♦✉✈❡ ❛))♦❝✐2❡ 8 ✉♥❡ ❢♦4♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐4❡ p✲❛❞✐.✉❡ ♦4❞✐♥❛✐4❡ ✭❬●♦ ✷❪✮✳

(3)
❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥)✐❞*+❡+ ✉♥❡ ❢♦+♠❡ f ♠♦❞✉❧♦ p✱ ♦♥ ♣♦✉++❛✐1 ♣+❡♥❞+❡ ✉♥❡ ❢♦+♠❡ f ❝❧❛))✐2✉❡✳ ❉❛♥) ❝❡ ❝❛)✱

❝✬❡)1 ❧❛ ❝♦♥❞✐1✐♦♥ ✧ap ❡)1 ✉♥ ✉♥✐1* p✲❛❞✐2✉❡✧ 2✉✐ ❛))✉+❡ 2✉❡ ❧❛ +❡♣+*)❡♥1❛1✐♦♥ ρ̄f ❡)1 ♦+❞✐♥❛✐+❡ ✭❬▼❛③ ✸❪✮✳

(4)
❖♥ ❞❡✈+❛✐1 ❧❡ ♥♦1❡+ R(det (ρ̄)) )❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥1✐♦♥ ❛❞♦♣1*❡ ♣♦✉+ ❧❡) ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ❞*❢♦+♠❛1✐♦♥ ✉♥✐✈❡+)❡❧✳

(5)
❉❛♥) ❬❍✐ ✷❪✱ ❝❡11❡ ❛❧❣@❜+❡ ❡)1 ❞*✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧♦❝❛❧✐)* ❞❡ hord

∞ ✳

(6)
❙✐ p ≥ 5 ❡1 )✐ ❧❛ +❡)1+✐❝1✐♦♥ ❞❡ ρ̄ D Q

„
q

(−1)
p−1

2 p

«

❡)1 ✉♥❡ +❡♣+*)❡♥1❛1✐♦♥ ❛❜)♦❧✉♠❡♥1 ✐++*❞✉❝1✐❜❧❡✱ ❛❧♦+)

❧❛ ❝♦♥❥❡❝1✉+❡ ✧Ro
≃ T✧ ❡)1 ✈*+✐✜*❡ ✭❬❲✐❪✱ ❚❤✳✸✳✸✮✳

✶✶



❙✉♣♣♦$♦♥$✱ ❥✉$(✉✬* ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡11❡ ✐♥13♦❞✉❝1✐♦♥✱ (✉❡ Ro ≃ T ❡1 (✉❡ T ≃ Λ✳ ■❧ ❡♥ 36$✉❧1❡ (✉❡
R(ρ̄) ❡$1 ✐$♦♠♦3♣❤❡ * ❧✬❛❧❣:❜3❡ ❞❡$ $63✐❡$ ❢♦3♠❡❧❧❡$ * 13♦✐$ ✐♥❞61❡3♠✐♥6❡$ $✉3 Zp ✭❬▼❛③ ✸❪✮✳

A♦✉3 ❧❛ $✉✐1❡✱ ♦♥ $✉♣♣♦$❡ (✉❡ ❧❡ ❝❛3❛❝1:3❡ ε ❞❡ ❧❛ ❢♦3♠❡ f ❛$$♦❝✐6❡ * ρ̄ ❡$1 ❧❡ ❝❛3❛❝1:3❡ 13✐✈✐❛❧✳
❉❛♥$ ❝❡11❡ $✐1✉❛1✐♦♥✱ ❧❡ ❞61❡3♠✐♥❛♥1 ❞❡ ❧❛ 3❡♣36$❡♥1❛1✐♦♥ ρo

✱ ❝♦♥♥✉ ❣3D❝❡ * ❧❛ 1❤6♦3✐❡ ❞❡

❍✐❞❛ ✭❬❍✐ ✶❪✱ ➓✳✷ ♦✉ ❬●❱❪✱ ➓✳✸✮✱ $✬❡①♣3✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛J♦♥ $✉✐✈❛♥1❡

det (ρo) : GQ,{p} → Λ×

σ 7→ [χp(σ)]k−1
(

1+T
1+p

)s(σ)
,

♦K [χp] ❡$1 ❧❡ 3❡❧:✈❡♠❡♥1 ❞❡ ❚❡✐❝❤♠M❧❧❡3 ❞✉ ❝❛3❛❝1:3❡ ❝②❝❧♦1♦♠✐(✉❡ ♠♦❞ p ❡1 ♦K ❧✬❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥
s ♣3♦✈✐❡♥1 ❞❡ ❧❛ 1❤6♦3✐❡ ❞✉ ❝♦3♣$ ❞❡ ❝❧❛$$❡$ ✿

GQ,{p} ։ Gal(Qcyc/Q) ≃ (1 + pZp)

σ 7→ (1 + p)s(σ).

❖♥ ❡♥ ✈✐❡♥1 * ♣36$❡♥1 * ❞6❝3✐3❡ ❧✬❡①1❡♥$✐♦♥ Q(ρo) (✉✐ ❞6$✐❣♥❡ ❧❡ $♦✉$✲❝♦3♣$ ✜①❡ ♣❛3 ρo
✳

A✉✐$(✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐$♣♦$❡ ❞❡ ❧✬❡①♣3❡$$✐♦♥ ❞❡ det (ρo)✱ ♦♥ $✬❛♣♣✉✐❡ $✉3 ❧❡ $♦✉$✲❝♦3♣$ Q(det (ρo))
✜①❡ ♣❛3 ker det (ρo) ♣♦✉3 61✉❞✐❡3 Q(ρo)✳
❙✐ (k − 1) ❡$1 ♣3❡♠✐❡3 ❛✈❡❝ (p− 1)✱ ❛❧♦3$ ✐❧ 36$✉❧1❡ ❞❡ Q(det (ρo)) ⊆ Q(ρo) (✉❡

Q(µp∞) ⊆ Q(ρo).

▲✬❡①1❡♥$✐♦♥ Q(ρo)/Q ❡$1 ♥♦♥✲3❛♠✐✜6❡ ❡♥ ❞❡❤♦3$ ❞❡ p✳ A♦✉3 ❝♦♥♥❛S13❡ ❧❛ 3❛♠✐✜❝❛1✐♦♥ ❞❡

Q(ρo)/Q✱ ✐❧ $✉✣1 ❛✐♥$✐ ❞❡ 3❡❣❛3❞❡3 ❧❛ 3❛♠✐✜❝❛1✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①1❡♥$✐♦♥ Q(ρo)/Q(µp∞)✳ ❖3✱ ❧♦3$(✉❡
(k − 1) ❡$1 ♣3❡♠✐❡3 ❛✈❡❝ (p − 1)✱ ❧❛ 3❡$13✐❝1✐♦♥ ❞❡ ρo

❛✉ $♦✉$✲❣3♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡31✐❡ ❡♥ p ❞❡

Q(ρo)/Q(µp∞) ❡$1 ✐$♦♠♦3♣❤❡ * (
1 ∗
0 1

)
.

❉❛♥$ ❧❛ $✉✐1❡✱ ❧❡ ❞6$✐3 ❞❡ 1✉❡3 ❧❛ 3❛♠✐✜❝❛1✐♦♥ ❡♥ p ♥♦✉$ ❛♠:♥❡ ✈❡3$ ❧❡ ❝❛$ ♦K ❧✬61♦✐❧❡ ✧∗✧
❞✐$♣❛3❛S1✳ ▼❛✐$ ❛✈❛♥1✱ ✈♦②♦♥$ ❝❡ (✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛S1 ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ρo

✳

❙✐ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ρ̄ ❝♦♥1✐❡♥1 SL2(Fp) ❡1 $✐ pgcd(k − 1, p − 1) = 1✱ ❛❧♦3$ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ρo
❝♦♥1✐❡♥1

SL2(Λ) ✭❬▼❲❪✱ ❆♣♣❡♥❞✐①✱ A3♦♣✳✸✮ ❡1 ❞♦♥❝ ✿

Gal(Q(ρo)/Q(µp∞)) ≃ SL2(Λ).

▲✬❤②♣♦1❤:$❡ ❝♦♥❝❡3♥❛♥1 ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ρ̄ ❡$1 ❞✐$❝✉16❡ ❞❛♥$ ❧❛ $✉✐1❡ ❞❡ ❧✬✐♥13♦❞✉❝1✐♦♥✳ ◆♦1♦♥$

(✉❡ $✐ p ≥ 5 ❡1 $✐ SL2(Fp) ⊆ imρ̄✱ ❛❧♦3$ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝1✉3❡ ✧Ro ≃ T✧ ❡$1 ✈63✐✜6❡ ❞✬❛♣3:$ ❬❲✐❪

✭❚❤✳✸✳✸✮ ❝❛3 ❧❛ 3❡$13✐❝1✐♦♥ ❞❡ ρ̄ * Q

(√
(−1)

p−1
2 p

)
❡$1 ❛❜$♦❧✉♠❡♥1 ✐336❞✉❝1✐❜❧❡✳

❈❛+ ❡①./❛♦/❞✐♥❛✐/❡ ❡. ./❛✈❛✐❧ ❞✬❖❤.❛♥✐✳ ✖ ❖♥ $❡ $♦✉✈✐❡♥1 (✉❡ ❧❛ 3❡♣36$❡♥1❛1✐♦♥

ρ̄ : GQ,{p} → GL2(Fp) ❡$1 ❛$$♦❝✐6❡ * ❧❛ ❢♦3♠❡ ♦3❞✐♥❛✐3❡ f ❡1 (✉✬❡❧❧❡ ❡$1 $✉♣♣♦$6❡ ❛❜$♦❧✉♠❡♥1

✐336❞✉❝1✐❜❧❡✳ ❉❛♥$ ❬❖❤❪✱ ❖❤1❛♥✐ 61✉❞✐❡ ❧❡ ❝❛$ ♦K ρ̄ ❡$1 ❡①13❛♦3❞✐♥❛✐3❡ ❡♥ p✱ ✐✳❡✳ ❧♦3$(✉❡ ❧❛
3❡$13✐❝1✐♦♥ ❞❡ ρ̄ ❛✉ ❣3♦✉♣❡ ❞❡ ❞6❝♦♠♣♦$✐1✐♦♥ ❡♥ p ❡$1 ✐$♦♠♦3♣❤❡ * ❧❛ $♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉①

❝❛3❛❝1:3❡$

χ1 ⊕ χ2,

❛✈❡❝ χ1 ♥♦♥✲3❛♠✐✜6 ❡1 χ2 3❛♠✐✜6✳

❆✈❛♥1 ❞❡ ♣❛3❧❡3 ❞❡$ ❞6❢♦3♠❛1✐♦♥$ ❡①13❛♦3❞✐♥❛✐3❡$ ❞❡ ρ̄✱ ♦♥ 3❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡♥1 ♦❜1❡♥✐3 ❞❡$

3❡♣36$❡♥1❛1✐♦♥$ 36$✐❞✉❡❧❧❡$ ρ̄ ❡①13❛♦3❞✐♥❛✐3❡$✳ ●3D❝❡ * ✉♥ 1❤6♦3:♠❡ ❞❡ ●3♦$$ ✭❝❢✳ 1❤6♦3:♠❡

✶✷



✶✳✺✳✶✹ ❡% ❧❡♠♠❡ ✶✳✺✳✶✸✮✱ ♦♥ -❛✐% 0✉❡ ❧❛ 2❡♣24-❡♥%❛%✐♦♥ 24-✐❞✉❡❧❧❡ ❛%%❛❝❤4❡ 8 f ❡-% ❡①%2❛✲

♦2❞✐♥❛✐2❡ ❡♥ p -✐ ❡% -❡✉❧❡♠❡♥% -✐ f ❛❞♠❡% ✉♥❡ ❢♦2♠❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥✳ ❖♥ 2❡♠❛20✉❡ 0✉❡ -✐

ρ̄′ : GQ,{p} → GL2(Fp) ❡-% ✉♥❡ 2❡♣24-❡♥%❛%✐♦♥ ✐♠♣❛✐2❡

(7)
❡% ❛❜-♦❧✉♠❡♥% ✐224❞✉❝%✐❜❧❡✱ ❛❧♦2-

♦♥ ❛ ❧✬40✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✿ ρ̄′ ❡-% ❡①%2❛♦2❞✐♥❛✐2❡ -✐ ❡% -❡✉❧❡♠❡♥% -✐ ρ̄′ ❡-% ❛--♦❝✐4❡ 8 ✉♥❡ ❢♦2♠❡ ❝♦♠✲

♣❛❣♥♦♥✳ ❈❡❝✐ ❡-% ✉♥❡ ❝♦♥-40✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝%✉2❡ ❞❡ ❙❡22❡ ✭❬❑❤ ✷❪✱ ♣♦✉2 ❧❡ ❝❛- N = 1✮
❝♦♠❜✐♥4❡ ❛✉ %❤4♦2H♠❡ ❞❡ ●2♦-- 4✈♦0✉4 ♣24❝4❞❡♠♠❡♥%✳

❖♥ -✉♣♣♦-❡ ❞4-♦2♠❛✐- 0✉❡ ρ̄ ❡-% ✉♥❡ 24♣24-❡♥%❛%✐♦♥ ❡①%2❛♦2❞✐♥❛✐2❡✳ ■❧ ❡①✐-%❡ ✉♥❡ ❞4❢♦2♠❛%✐♦♥

❡①%2❛♦2❞✐♥❛✐2❡ ρeo : GQ,{p} → GL2(R
eo) ❞❡ ρ̄ ❡% ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞4❢♦2♠❛%✐♦♥ ❡①%2❛♦2❞✐♥❛✐2❡ ❡-%

❡♥ ♣❛2%✐❝✉❧✐❡2 ♦2❞✐♥❛✐2❡✱ ✐❧ ❡①✐-%❡ ✉♥❡ -✉2❥❡❝%✐♦♥ Ro
։ Reo

✭❝❢✳ ♣2♦♣♦-✐%✐♦♥ ✶✳✹✳✽✮✳ ❖❤%❛♥✐

♠♦♥%2❡ 0✉❡ -✐ χ1χ
−1
2 6= χ±1

p ✱ ❛❧♦2- ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ -✉2❥❡❝%✐♦♥ Ro
։ Reo

❡-% ✉♥ ✐❞4❛❧ ♣2✐♥❝✐♣❛❧✱

0✉❡ ♥♦✉- ♥♦%♦♥- (b) ✭❝❢✳❬❖❤❪✱ ❈♦2♦✳✷✳✷✮✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ -✉♣♣♦-4 ❞✬✉♥❡ ♣❛2% 0✉❡ Ro ≃ T ❡%

❞✬❛✉%2❡ ♣❛2% 0✉❡ T ≃ Λ✱ ✐❧ ✈✐❡♥% ✿
Reo ≃ Λ/(b′),

♦N (b′) ❞4-✐❣♥❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ (b) ❞❛♥- Λ✳ ❉❛♥- ❝❡ ❝♦♥%❡①%❡✱ ❖❤%❛♥✐ ♠♦♥%2❡ 0✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥-✐♦♥

❞❡ ❑2✉❧❧ ❞❡ Reo
✈❛✉% 1✱ ❝❡❧❛ ♣❛--❡ ♣❛2 ❧❛ %❤4♦2✐❡ ❞❡- ❢♦2♠❡- p✲❛❞✐0✉❡- 8 ♠✉❧%✐♣❧✐❝❛%✐♦♥

❝♦♠♣❧❡①❡ ✭❬❖❤❪✱ ▲❡♠✳✸✳✸✮✳

❖♥ ❡♥ ✈✐❡♥% 8 ❞4❝2✐2❡ ❧✬❡①%❡♥-✐♦♥ ❣❛❧♦✐-✐❡♥♥❡ ❝♦♥-%2✉✐%❡ ❣2R❝❡ 8 ρeo
✱ ✐✳❡✳ ❧❡ ❝♦2♣- Q(ρeo)

❞4✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ -♦✉-✲❝♦2♣- ✜①❡ ♣❛2 ker (ρeo)✳ ■❧ -❡ %2♦✉✈❡ 0✉❡ ❧❛ ❞4❢♦2♠❛%✐♦♥ ❡①%2❛♦2❞✐♥❛✐2❡

ρeo
❡-% ❧♦❝❛❧❡♠❡♥% ❛❜4❧✐❡♥♥❡✱ ❛✉%2❡♠❡♥% ❞✐% ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛0✉❡ ❣2♦✉♣❡ ❞❡ ❞4❝♦♠♣♦-✐%✐♦♥

♣❛2 ρeo
❡-% ❛❜4❧✐❡♥♥❡✳ ■❧ ❡♥ 24-✉❧%❡✱ ❣2R❝❡ 8 ❧❛ %❤4♦2✐❡ ❞✉ ❝♦2♣- ❞❡ ❝❧❛--❡-✱ 0✉❡ ❧✬❡①%❡♥-✐♦♥

Q(ρeo)/Q(µp∞) ❡-% ♥♦♥✲2❛♠✐✜4❡✳ ❖♥ %❡2♠✐♥❡ ❝❡%%❡ ❞❡-❝2✐♣%✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ 24-✉❧%❛% ♣2✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡

❬❖❤❪ ❝♦♥❝❡2♥❛♥% ❧❡ ❣2♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐- ❞❡ Q(ρeo)/Q(µp∞)✳ ❙✉♣♣♦-♦♥- 0✉❡ p ≥ 5✱ 0✉❡ SL2(Fp)
-♦✐% ❝♦♥%❡♥✉ ❞❛♥- ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ρ̄ ❡% 0✉❡ pgcd(k − 1, p− 1) = 1✳ ❆❧♦2- ❧❡ ❣2♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐- ❞❡

❧✬❡①%❡♥-✐♦♥ ♥♦♥✲2❛♠✐✜4❡ Q(ρeo)/Q(µp∞) ❡-% ✐-♦♠♦2♣❤❡ 8

SL2(Λ/(b
′)) ✭❬❖❤❪✱ ❚❤✳✵✳✶✮.

■❧ ♥❡ ♠❛♥0✉❡ 0✉✬✉♥❡ -❡✉❧❡ ✐♥❢♦2♠❛%✐♦♥ ♣♦✉2 W%2❡ ❡♥ ♣♦--❡--✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞❡-❝2✐♣%✐♦♥ ❝♦♠♣❧H%❡

❞❡ Q(ρeo)/Q(µp∞)✳ ❖♥ -❛✐% 0✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ ❞❡ ❑2✉❧❧ ❞❡ Reo
✈❛✉% 1 ❡% 0✉❡ Reo ≃ Λ/(b′)✱

♠❛✐- ♦♥ ♥❡ -❛✐% ♣❛- -✐ b′ ❡-% ❞✐✈✐-✐❜❧❡ ♣❛2 p(8)
✳ ❙✉♣♣♦-♦♥- ✉♥ ✐♥-%❛♥% 0✉❡ b′ = X✳ ❆❧♦2- ❧❛

2❡♣24-❡♥%❛%✐♦♥

ρeo : GQ,{p} → GL2(R
eo)

❡-% ♠♦❞✉❧❛✐2❡ 8 %✇✐-% ♣2H- ❀ ✐❧ -✬❛❣✐% ❞✬✉♥❡ ❝♦♥-40✉❡♥❝❡ ❞✉ %❤4♦2H♠❡ ♣2✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❬❙❲❪

❝♦♠❜✐♥4 8 ❧❛ ♣2❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝%✉2❡ ❞❡ ❙❡22❡ ♣❛2 ❑❤❛2❡✲❲✐♥%❡♥❜❡2❣❡2 ♣♦✉2 ❧❡ ♥✐✈❡❛✉

N = 1 ✭❬❑❤ ✷❪✱ ❈♦2✳✶✳✹✮✳

◆♦( )*(✉❧-❛-(✳ ✖ ❉4%❡2♠✐♥❡2 -✐ p|b′ ❝♦♥-%✐%✉❡ ❧❛ ♠♦%✐✈❛%✐♦♥ ✐♥✐%✐❛❧❡ ❞❡ ♠♦♥ %2❛✈❛✐❧✳ ❖♥

❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❝❛❞2❡ ❡♥ -✬✐♥%42❡--❛♥% ❛✉① ❞4❢♦2♠❛%✐♦♥- ❞❡ 2❡♣24-❡♥%❛%✐♦♥- ♣2❡-0✉❡ ❡①%2❛♦2❞✐✲

♥❛✐2❡-

(9)
✱ ❝❡❧❛ %✐❡♥% 8 ❧❛ ♠4%❤♦❞❡ ❡♠♣❧♦②4❡✳ ❈❛2 -✐ ❧❡- ♦❜❥❡%- -♦♥% ❞❡ ♠W♠❡ ♥❛%✉2❡ 0✉❡ ❝❡✉①

(7)
❏❡ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐' ♣❛' ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ♥❛.✉0❡❧ ❞❡ 0❡♣01'❡♥.❛.✐♦♥ ❡①.0❛♦0❞✐♥❛✐0❡ 2✉✐ '♦✐. ♣❛✐0❡✳

(8)
▲❡ .❤1♦06♠❡ ❞❡ ♣01♣❛0❛.✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❡0'.0❛'' ✐♥❞✐2✉❡ ❞❡ (b′) = (pµP (X))✱ ♦9 µ ∈ N ❡. P ❡'. ✉♥ ♣♦❧②♥;♠❡

❞✐'.✐♥❣✉1 ❞❡ Λ ✭❬❲❛❪✱ ❚❤✳✼✳✸✮✳

(9)
▲✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞1❢♦0♠❛.✐♦♥ ♣0❡'2✉❡ ❡①.0❛♦0❞✐♥❛✐0❡ Rneo

❡①✐'.❡ ❀ ❛✈❡❝ ❧❡' ♥♦.❛.✐♦♥' ❞❡ ❬❖❤❪✱ ♦♥ '❛✐. 2✉❡

Rneo
≃ R(ρ̄)/(b, c) ❡. 2✉❡ Reo

≃ R(ρ̄)/(a− 1, b, c) ✭❬❖❤❪✱ ➓✳✷✮✳ ▲❡ ♠♦0♣❤✐'♠❡ ♥❛.✉0❡❧ 2✉✐ ✈❛ ❞✉ ❢♦♥❝.❡✉0 ❞❡

❞1❢♦0♠❛.✐♦♥ ❡①.0❛♦0❞✐♥❛✐0❡ ✈❡0' ❧❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞1❢♦0♠❛.✐♦♥ ♣0❡'2✉❡ ❡①.0❛♦0❞✐♥❛✐0❡ ♥✬❡'. ♣❛' ❧✐''❡ ✭❝❢✳ ❞1✜♥✐.✐♦♥

✶✳✷✳✷✮✳

✶✸



♣!"#❡♥&"# ♣!"❝"❞❡♠♠❡♥&✱ ♥♦&!❡ ❛♣♣!♦❝❤❡ ❡#& ❞✐✛"!❡♥&❡ ♣✉✐#1✉✬❡❧❧❡ !❡♣♦#❡ #✉! ❧❛ ♠"&❤♦❞❡

❞❡ ❘❛♠❛❦!✐#❤♥❛ ✭❝❢ ❬❘❛ ✷❪✮✱ ❢♦!♠❛❧✐#"❡ ♣❛! ❚❛②❧♦! ✭❬❚❛ ✶❪✮✳

❙♦✐& ρ̄ : GQ,{p} → GL2(Fp) ✉♥❡ !❡♣!"#❡♥&❛&✐♦♥ ❝♦♥&✐♥✉❡✱ ✐♠♣❛✐!❡ ❡& ❛❜#♦❧✉♠❡♥& ✐!!"❞✉❝&✐❜❧❡✳
❖♥ ❞✐& 1✉❡ ρ̄ ❡#& ♣!❡#1✉❡ ❡①&!❛♦!❞✐♥❛✐!❡ #✐ #❛ !❡#&!✐❝&✐♦♥ ❛✉ ❣!♦✉♣❡ ❞❡ ❞"❝♦♠♣♦#✐&✐♦♥ ❡♥ p
❡#& ✐#♦♠♦!♣❤❡ C ❧❛ #♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❛!❛❝&D!❡#✳

❉❛♥# ❧❛ #✉✐&❡✱ ✐♥❞✐1✉♦♥# ❞❡✉① ❞✐✛"!❡♥❝❡# ❛✈❡❝ ❧❡# ❞❡✉① ❝❛# ♣!"#❡♥&"# ♣!"❝"❞❡♠♠❡♥& ✿

• ♦♥ ♦✉❜❧✐❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❛##♦❝✐"❡ C ❧✬❛❝&✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❡!&✐❡ ❡♥ p✳ ❈❡❧❛ ♣!"#❡♥&❡ ❧✬❛✈❛♥&❛❣❡ ❞❡

♣♦✉✈♦✐! ✉&✐❧✐#❡! ❧❛ ♠"&❤♦❞❡ ❚❛②❧♦!✲❘❛♠❛❦!✐#❤♥❛ "✈♦1✉"❡ ❡♥ ✜♥ ❞✬✐♥&!♦❞✉❝&✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱

✐❧ ② ❛ ✉♥ ✐♥❝♦♥✈"♥✐❡♥& ✿ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉& ♣❛# ❛❜♦!❞❡! ❧❛ 1✉❡#&✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛!✐&" ❞✉ !❡❧D✈❡♠❡♥&✳

• ❧❡# ❞"❢♦!♠❛&✐♦♥# 1✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥#✐❞D!❡ #♦♥& C ❞"&❡!♠✐♥❛♥& ✜①" ✭❝❢✳ #♦✉#✲#❡❝&✐♦♥ ✷✳✶✳✷✮ ❀ ❝❡❧❛

!❡✈✐❡♥& C &!❛✈❛✐❧❧❡! ❛✈❡❝ ❞❡# ❣!♦✉♣❡# ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ C ✈❛❧❡✉!# ❞❛♥# Ad0(ρ̄) ❡& ♥♦♥ ♣❧✉#

❞❛♥# Ad(ρ̄)✳ ❈❡&&❡ #❡❝♦♥❞❡ ❞✐✛"!❡♥❝❡ ♠❡& C ♥♦&!❡ ❞✐#♣♦#✐&✐♦♥ ✉♥ ❞"✈✐##❛❣❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐1✉❡

✭❝❢✳ ❧❡♠♠❡ ✷✳✹✳✶✮✳

❏✉#1✉✬C ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥&!♦❞✉❝&✐♦♥✱ ❧❡# ❞"❢♦!♠❛&✐♦♥# #♦♥& #✉♣♣♦#"❡# P&!❡ C ❞"&❡!♠✐♥❛♥& ✜①"✳

▲❡ !"#✉❧&❛& ♣!✐♥❝✐♣❛❧ #✬"♥♦♥❝❡ ✿

❚❤"♦$%♠❡ ❆✳ ✖ ❙♦✐# ρ̄ : GQ → GL2(Fp) ✉♥❡ '❡♣')*❡♥#❛#✐♦♥ ❝♦♥#✐♥✉❡✱ ✐♠♣❛✐'❡ ❡# ♥♦♥✲

'❛♠✐✜)❡ ❡♥ ❞❡❤♦'* ❞❡ p✱ ❛✈❡❝ p ≥ 5✳ ❖♥ *✉♣♣♦*❡ ρ̄ ♣'❡*6✉❡ ❡①#'❛♦'❞✐♥❛✐'❡ ❡♥ p✳ ❉❡ ♣❧✉*✱

*✉♣♣♦*♦♥* 6✉❡ SL2(Fp) ⊆ im(ρ̄)✳
❆❧♦'* ✐❧ ❡①✐*#❡ ✉♥ '❡❧;✈❡♠❡♥# ρ : GQ → GL2(Zp) ❞❡ ρ̄ ❡# ✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣'❡♠✐❡'* T
❝♦♥#❡♥❛♥# p #❡❧* 6✉❡

ρ *♦✐# T ✲'❛♠✐✜)❡ ❡# ρ|GQp
*♦✐# ✐*♦♠♦'♣❤❡ = ❧❛ *♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❛'❛❝#;'❡*.

▲❡ &❤"♦!D♠❡ #✉✐✈❛♥& ❡#& ✉♥❡ ❝♦♥#"1✉❡♥❝❡ ❞✉ &❤"♦!D♠❡ ❆✱ ✐❧ ❢❛✐& ❛♣♣❡❧ ❛✉① ❢♦!♠❡# ❝♦♠♣❛✲

❣♥♦♥# ❡& #✬♦❜&✐❡♥& ❡♥ !❡❢♦!♠✉❧❛♥& ❧❡ ❝♦!♦❧❧❛✐!❡ ✷✳✺✳✹✳

❚❤"♦$%♠❡ ❈✳ ✖ ❙♦✐# p ∈ {107, 139, 271, 379}✳
❆❧♦'* ✐❧ ❡①✐*#❡ ✉♥❡ ❡①#❡♥*✐♦♥ ❣❛❧♦✐*✐❡♥♥❡ M/Q(µp∞) ♥♦♥✲'❛♠✐✜)❡ ❡♥ ❞❡❤♦'* ❞✬✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡

✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡* ♥❡ ❝♦♥#❡♥❛♥# ♣❛* p ❡# #❡❧❧❡ 6✉❡

Gal(M/Q(µp∞)) ≃ SL2(Zp).

❖♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡# ✐❞"❡# ❞❡ ❧❛ ♣!❡✉✈❡ ❞✉ &❤"♦!D♠❡ ❈✳ ▲✬❡①&❡♥#✐♦♥M ♥✬❡#& !✐❡♥ ❞✬❛✉&!❡ 1✉❡ ❧❡ ❝♦!♣#

Q(ρ) ✜①❡ ♣❛! ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✉ !❡❧D✈❡♠❡♥& ρ ❞♦♥& ❧✬❡①✐#&❡♥❝❡ ❡#& ❛##✉!"❡ ♣❛! ❧❡ &❤"♦!D♠❡ ❆✳ ❯♥
!"#✉❧&❛& ❞❡ !❡❧D✈❡♠❡♥& ❞❡ ❙❡!!❡ ✐♥❞✐1✉❡ 1✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ρ ❝♦♥&✐❡♥& SL2(Zp) ♣✉✐#1✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ρ̄
❝♦♥&✐❡♥& SL2(Fp) ✭❝❢✳ ♣!♦♣♦#✐&✐♦♥ ✷✳✺✳✷✮ ❀ ✐❝✐ ♥♦✉# ♥✬✉&✐❧✐#♦♥# ♣❛# ❧❡ !"#✉❧&❛& ❞❡ ❇♦#&♦♥ "✈♦1✉"
❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ♦!❞✐♥❛✐!❡ ✭❬▼❲❪✱ ❆♣♣❡♥❞✐①✱ W!♦♣✳✸✮✳ ❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞"❢♦!♠❛&✐♦♥ ♣!❡#1✉❡

❡①&!❛♦!❞✐♥❛✐!❡ ❞❡ ρ̄ : GQ → GL2(Fp) ❡#& ❧♦❝❛❧❡♠❡♥& ❛❜"❧✐❡♥♥❡✱ ❧✬❡①&❡♥#✐♦♥ M/Q(µp∞) ❡#&
♥♦♥✲!❛♠✐✜"❡ ❡♥ p✳ ❖♥ !❡♥✈♦✐❡ C ❧❛ #❡❝&✐♦♥ ✷✳✺ ♣♦✉! ❧❡# ❞"&❛✐❧#✳

W♦✉! &❡!♠✐♥❡!✱ ♦♥ ❞✐#❝✉&❡ ❞❡# ❤②♣♦&❤D#❡# ❡& ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❣♦Z& ❞❡ ❧❛ ❞"♠♦♥#&!❛&✐♦♥ ❞✉

&❤"♦!D♠❡ ❆✳ ❊♥ !"❛❧✐&"✱ ♦♥ ❞"♠♦♥&!❡ ✉♥ !"#✉❧&❛& ♣❧✉# ❣"♥"!❛❧ ✭❝❢✳ &❤"♦!D♠❡ ❇✮ ❀ ❝♦♠♠❡ ❧❡#

✐❞"❡# ❡♥ ❥❡✉ #♦♥& ❧❡# ♠P♠❡#✱ ♦♥ ❡①♣♦#❡ ❧❡ ❝❛# ♣❧✉# #✐♠♣❧❡ ❞✉ &❤"♦!D♠❡ ❆✳

▲❛ ❞"♠♦♥#&!❛&✐♦♥ ❞✉ &❤"♦!D♠❡ ❆ !❡♣♦#❡ #✉! ❧❛ ♠"&❤♦❞❡ ❞❡ ❚❛②❧♦!✲❘❛♠❛❦!✐#❤♥❛ 1✉✐ ❛##✉!❡

❧✬❡①✐#&❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞"❢♦!♠❛&✐♦♥ ♣!❡#1✉❡ ❡①&!❛♦!❞✐♥❛✐!❡ ❞❡ ρ̄ ♣!❡♥❛♥& #❡# ✈❛❧❡✉!# ❞❛♥# Zp✳ ❉❡

❢❛\♦♥ ❣"♥"!❛❧❡✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥& ❞❡# &❤"♦!D♠❡# ❞❡ ♠♦❞✉❧❛!✐&" ❛✈❡❝ ❧❛ ♠"&❤♦❞❡ ❞❡ ❚❛②❧♦!✲

❘❛♠❛❦!✐#❤♥❛✱ ♦♥ ♣❡✉& ❡#♣"!❡! 1✉❡ ❧❡ !❡❧D✈❡♠❡♥& ❢♦✉!♥✐ ❡#& ♠♦❞✉❧❛✐!❡ ✭❬❚❛ ✶❪ ❡& ❬●❡❪✱

✶✹



♣❛" ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲❡ ❝❛❞"❡ ♣"❡,-✉❡ ❡①/"❛♦"❞✐♥❛✐"❡ ♥✬♦✛"❡ ♣❛, ❝❡//❡ ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ ♣✉✐,-✉❡ ♥♦✉,

♥✬❛✈♦♥, ❛✉❝✉♥ ❝♦♥/"6❧❡ ,✉" ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❡"/✐❡ ❡♥ p✳
❖♥ ♣❡✉/ "9,✉♠❡" ❧❛ ♠9/❤♦❞❡ ❞❡ ❚❛②❧♦"✲❘❛♠❛❦"✐,❤♥❛ ❞❡ ❧❛ ❢❛A♦♥ ,✉✐✈❛♥/❡✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡

♣❛" ♠♦♥/"❡" -✉❡ ❧❡, "❡,/"✐❝/✐♦♥, ❧♦❝❛❧❡, ❞❡ ρ̄ ♣♦,,B❞❡♥/ ✉♥❡ ❞9❢♦"♠❛/✐♦♥ C ✈❛❧❡✉", ❞❛♥, Zp

✭❝❢✳ ❞9✜♥✐/✐♦♥ ✷✳✷✳✹ ❡/ ,❡❝/✐♦♥ ✷✳✸✮✳ ❊♥,✉✐/❡✱ ♦♥ ✈♦✐/ -✉✬✉♥ ❣"♦✉♣❡ ❞❡ ❙❡❧♠❡" ♠❡,✉"❡ ❧✬♦❜,✲

/"✉❝/✐♦♥ C ❝❡ -✉✬✉♥❡ ❞9❢♦"♠❛/✐♦♥ ❡①/"❛♦"❞✐♥❛✐"❡ ❞❡ ρ̄ C Zp ❡①✐,/❡✱ ✐❧ ,✬❛❣✐/ ❞✬✉♥ ♣"✐♥❝✐♣❡

❧♦❝❛❧✲❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣❧✐-✉9 ❛✉ ❢♦♥❝/❡✉" ❞❡ ❞9❢♦"♠❛/✐♦♥ ♣"❡,-✉❡ ❡①/"❛♦"❞✐♥❛✐"❡ ❞❡ ρ̄ ✭❝❢✳ ♣"♦♣♦,✐✲

/✐♦♥, ✷✳✷✳✾ ❡/ ✷✳✷✳✶✵✮✳ P♦✉" /❡"♠✐♥❡"✱ ❣"Q❝❡ ❛✉ /❤9♦"B♠❡ ❞❡ ❞❡♥,✐/9 ❞❡ ❈❡❜♦/❛"❡✈✱ ✐❧ ❡①✐,/❡ ✉♥

❛❧❣♦"✐/❤♠❡ ♣♦✉" /"✐✈✐❛❧✐,❡" ❧❡ ❣"♦✉♣❡ ❞❡ ❙❡❧♠❡" ❡♥ -✉❡,/✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❛❥♦✉/❡ ❞❡ ❧❛ "❛♠✐✜❝❛/✐♦♥✱

❝✬❡,/ ❞❡ ❧C -✉❡ ✈✐❡♥/ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡, T ✭❝❢✳ ♣"♦♣♦,✐/✐♦♥ ✷✳✹✳✹✮✳

▲✬✐♥✐/✐❛❧✐,❛/✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦"✐/❤♠❡ ✐♠♣♦,❡ C ρ̄ ❞✬T/"❡ ✐♠♣❛✐"❡ ✭❝❢✳ ❝♦"♦❧❧❛✐"❡ ✷✳✸✳✺✮✳ P❛" ❛✐❧❧❡✉",✱
❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❡①/"❛♦"❞✐♥❛✐"❡✱ ❝❡//❡ 9/❛♣❡ ❞✬✐♥✐/✐❛❧✐,❛/✐♦♥ ❢❛✐/ ❞9❢❛✉/ ✭❝❢✳ ,♦✉,✲,❡❝/✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮ ❡/

❝✬❡,/ ♣♦✉" ❝❡//❡ "❛✐,♦♥ -✉❡ ♥♦✉, /"❛✈❛✐❧❧♦♥, ❛✈❡❝ ❞❡, ❞9❢♦"♠❛/✐♦♥, ♣"❡,-✉❡ ❡①/"❛♦"❞✐♥❛✐"❡,

♣❧✉/6/ -✉✬❛✈❡❝ ❞❡, ❞9❢♦"♠❛/✐♦♥, ❡①/"❛♦"❞✐♥❛✐"❡,✳ P❛" ❛✐❧❧❡✉",✱ ,✉♣♣♦,❡" p ≥ 5 ✐♠♣❧✐-✉❡

-✉❡ ❧❡ ❣"♦✉♣❡ PGL2(Fp) ♥✬❡,/ ♣❛, "9,♦❧✉❜❧❡ ❡/ -✉❡ H
1(SL2(Fp),Ad0(ρ̄)) = (0) ✭❝❢✳ ❧❡♠♠❡

✷✳✹✳✶✮✳ ❈❡, ❞❡✉① ♣♦✐♥/, ✐♥/❡"✈✐❡♥♥❡♥/ ❞❛♥, ❧✬❛❧❣♦"✐/❤♠❡ ✭❝❢✳ ,♦✉,✲,❡❝/✐♦♥ ✷✳✹✳✷✮ ,❛❝❤❛♥/ -✉❡

❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ρ̄ ❡,/ ,✉♣♣♦,9❡ ❝♦♥/❡♥✐" SL2(Fp)✳ P❛"❧♦♥, ❞❡ ❝❡//❡ ❤②♣♦/❤B,❡ ❝♦♥❝❡"♥❛♥/ ❧✬✐♠❛❣❡
❞❡ ρ̄✳ ❈♦♠♠❡ ρ̄ ❡,/ ✐♠♣❛✐"❡✱ ❛❜,♦❧✉♠❡♥/ ✐""9❞✉❝/✐❜❧❡ ❡/ ♥♦♥✲"❛♠✐✜9❡ ❡♥ ❞❡❤♦", ❞❡ p✱ ♦♥ ,❛✐/

-✉✬✐❧ ❡①✐,/❡ ✉♥❡ ❢♦"♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐"❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 1 C ❧❛-✉❡❧❧❡ ρ̄ ❡,/ ❛//❛❝❤9❡ ✭❬❑❤ ✷❪✮✳ ❖"✱ ❞❛♥,

❝❡ ❝❛,✱ ✐❧ ♥✬② ❛ -✉✬✉♥ ♥♦♠❜"❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣"❡♠✐❡", p ♣♦✉" ❧❡,-✉❡❧, SL2(Fp) * im(ρ̄) ✭❬❙❡ ✻❪✱

❚❤✳✶✵✮

(10)
✳ ❈❡//❡ ❤②♣♦/❤B,❡ ,✉" ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ρ̄ ,✬❛✈B"❡ ❞♦♥❝ ♥❛/✉"❡❧❧❡✳

❖♥ ♣"♦♣♦,❡ ❞❡ /❡"♠✐♥❡" ❝❡//❡ ✐♥/"♦❞✉❝/✐♦♥ ♣❛" ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ ❉❛♥, ❧❡ /❤9♦"B♠❡ ❈✱ ❧❡, ♣"❡♠✐❡",

p ,♦♥/ ❝❤♦✐,✐, ❞❡ ,♦"/❡ -✉✬✐❧ ❡①✐,/❡ ✉♥❡ ❢♦"♠❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥ f ♠♦❞✉❧♦ p ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ N = 1✱
C ❝❛"❛❝/B"❡ /"✐✈✐❛❧✱ ❞❡ ♣♦✐❞, k ❛✈❡❝ pgcd(k − 1, p − 1) = 1 ❡/ SL2(Fp) ⊆ im(ρ̄)✱ ♦Y ρ̄ ❡,/

❛//❛❝❤9❡ C f ✳ ▲✬❤②♣♦/B,❡ ✧pgcd(k − 1, p − 1) = 1✧ ♥✬❡,/ ♣"9,❡♥/❡ -✉❡ ♣♦✉" ,✬❛,,✉"❡" -✉❡

Q(det(ρ)) = Q(µp∞) ❡/ ♣❡"♠❡/ ❞✬9♥♦♥❝❡" ✉♥ "9,✉❧/❛/ ✉♥✐❢♦"♠❡✳

❙✐ p ❡,/ ❞✐✛9"❡♥/ ❞❡

2, 3, 5, 7, 11, 31, 59 ❡/ 3617,

❛❧♦", ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ "❡♣"9,❡♥/❛/✐♦♥ ρ̄ : GQ,{p} → GL2(Fp) ❛//❛❝❤9❡ C ∆16 ✭❧❛ ❢♦"♠❡ ♣❛✲

"❛❜♦❧✐-✉❡ ♣"♦♣"❡ ❡/ ♥♦"♠❛❧✐,9❡ ❞❡ ♣♦✐❞, 16✮ ❝♦♥/✐❡♥/ ❧❡ ❣"♦✉♣❡ SL2(Fp) ✭❬❙❡ ✻❪✱ ➓✳✸✳✺✮✳

❉❡, ❝❛❧❝✉❧, ♠❡♥9, ♣❛" ❊❧❦✐❡, ❡/ ❆/❦✐♥ ✭❝❢✳ ,♦✉,✲,❡❝/✐♦♥ ✶✳✺✳✹✮ ✐♥❞✐-✉❡♥/ -✉❡ ∆16 ❡,/ ✉♥❡

❢♦"♠❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥ ♠♦❞✉❧♦ 397✱ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ N = 1✳ ❖♥ ❞9,✐❣♥❡ ♣❛" ρ ❧❡ "❡❧B✈❡♠❡♥/ ❢♦✉"♥✐

♣❛" ❧❡ /❤9♦"B♠❡ ❆✳ ❆❧♦", ❧✬❡①/❡♥,✐♦♥ Q(ρ)/Q(det(ρ)) ❡,/ ♥♦♥✲"❛♠✐✜9❡ ❡♥ p ❞❡ ❣"♦✉♣❡ ❞❡

●❛❧♦✐, ✐,♦♠♦"♣❤❡ C SL2(Zp) ❡/ ✐❝✐ Q(det(ρ)) ⊂ Q(µp∞) ❝❛" pgcd(k − 1, p − 1) = 3✱ ❛✈❡❝
k = 16, p = 397✳

❈❤❛♣✐*+❡ ✸✳ ❆+✐*❤♠0*✐1✉❡ ❞❡4 ❡①*❡♥4✐♦♥4 ♣❡✉ +❛♠✐✜0❡4 ❡♥ p

❙♦✐/ K ✉♥ ❝♦"♣, ❞❡ ♥♦♠❜"❡,✱ ,♦✐/ S ❡/ T ❞❡✉① ❡♥,❡♠❜❧❡, ✜♥✐, ❡/ ❞✐,❥♦✐♥/, ❞❡ ♣❧❛❝❡, ❞❡ K
❛✈❡❝ T ❢♦"♠9 ✉♥✐-✉❡♠❡♥/ ❞❡ ♣❧❛❝❡, ❛✉✲❞❡,,✉, ❞❡ p✳ ❖♥ ♥♦/❡ Sp ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♣❧❛❝❡, ❞❡ S

(10)
❙✐ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ +❡♣+-.❡♥/❛/✐♦♥ ❛..♦❝✐-❡ ✉♥❡ ❢♦+♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐+❡ ♥❡ ❝♦♥/✐❡♥/ ♣❛. SL2(Fp)✱ ❛❧♦+. ❝❡//❡ ✐♠❛❣❡

❡./ ❝♦♥/❡♥✉❡ ❞❛♥. ✉♥ .♦✉.✲❣+♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦+❡❧✱ ❞❛♥. ✉♥ ♥♦+♠❛❧✐.❛/❡✉+ ❞✬✉♥ .♦✉.✲❣+♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛+/❛♥ ♦✉ .♦♥

✐♠❛❣❡ ❞❛♥. PGL2(Fp) ❡./ ✐.♦♠♦+♣❤❡ ❛✉ ❣+♦✉♣❡ .②♠-/+✐9✉❡ S4 ✭❬❙❡ ✸❪✱ ➓✳✸✳✷✮✳ ❑❤❛+❡ ❛ ♠♦♥/+- ❧✬❡①✐./❡♥❝❡

❞❡ +❡❧D✈❡♠❡♥/. F Zp ❧♦+.9✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡./ ❝♦♥/❡♥✉❡ ❞❛♥. ✉♥ .♦✉.✲❣+♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦+❡❧ ✭❬❑❤ ✶❪✱ ❚❤✳✷✮✱ ♠❛✐. .❛♥.

❝♦♥/+H❧❡+ ❧❡ ❝♦♠♣♦+/❡♠❡♥/ ❧♦❝❛❧ ❞✉ +❡❧D✈❡♠❡♥/✳

✶✺



❛✉✲❞❡%%✉% ❞❡ p✳ ❖♥ ✜①❡ K ✉♥❡ ❝❧-.✉/❡ ❛❧❣1❜/✐4✉❡ ❞❡ K✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (r1(K), r2(K)) ❞1%✐❣♥❡

❧❛ %✐❣♥❛.✉/❡ ❞❡ K✳ ❖♥ ♥♦.❡ Kcyc
❧❛ Zp✲❡①.❡♥%✐♦♥ ❝②❝❧♦.♦♠✐4✉❡ ❞❡ K✳

:❛/ ❞1✜♥✐.✐♦♥✱ K̃T
S ❡%. ❧❛ ♣❧✉% ❣/❛♥❞❡ ♣/♦✲p✲❡①.❡♥%✐♦♥ ❞❡ Kcyc

♥♦♥✲/❛♠✐✜1❡ ❡♥ ❞❡❤♦/% ❞❡ S

❡. .♦.❛❧❡♠❡♥. ❞1❝♦♠♣♦%1❡ ❡♥ T ✳ ▲❡ ♣/♦✲p✲❣/♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐% ❞❡ K̃T
S /K ❡%. ❞1%✐❣♥1 ♣❛/ G̃T

S ✳

◆♦./❡ ❞1%✐/ ❞✬1.✉❞✐❡/ ❧✬❡①.❡♥%✐♦♥ K̃T
S /K ./♦✉✈❡ %♦♥ ♦/✐❣✐♥❡ ❞❛♥% ❧❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ✷ ♦A ❞❡%

❡①.❡♥%✐♦♥% ❞❡ Q(µp∞) ♥♦♥✲/❛♠✐✜1❡% ❡♥ p %♦♥. ❡①❤✐❜1❡% ❣/B❝❡ ❛✉① /❡♣/1%❡♥.❛.✐♦♥% ❛%%♦❝✐1❡%

❛✉① ❢♦/♠❡% ❝♦♠♣❛❣♥♦♥%✳ ❉❛♥% ❧❡ ❝❛% ♦A K = Q, p /∈ S ❡. T = ∅✱ ♦♥ ♣❡✉. ✈♦✐/ ✉♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡

❡♥./❡ ✉♥❡ ❡①.❡♥%✐♦♥ ❞❡ Q(µp∞) ♥♦♥✲/❛♠✐✜1❡ ❡♥ p ❡. ✉♥❡ %♦✉%✲❡①.❡♥%✐♦♥ ❞❡ K̃T
S 4✉✐ ❝♦♥.✐❡♥.

Kcyc
✳

◗✉❛♥❞ Ω ❡%. ✉♥ ♣/♦✲p✲❣/♦✉♣❡✱ ♦♥ ♥♦.❡ H i(Ω) ❧❡ ❣/♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H i(Ω,Fp)✱ ♦A
i = 1, 2✳ ❖♥ %♦✉❤❛✐.❡ ❞♦♥❝ ❞1.❡/♠✐♥❡/ ✿

✭✐✮ dimFpH
1(G̃T

S )✱ ✐✳❡✳ ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❣1♥1/❛.❡✉/% ❞❡ G̃T
S ❀

✭✐✐✮ dimFpH
2(G̃T

S )✱ ✐✳❡✳ ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ /❡❧❛.✐♦♥% ❞❡ G̃T
S ❀

✭✐✐✐✮ ❧❛ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐4✉❡ cd(G̃T
S )✳

❊♥ ♣❛/.✐❝✉❧✐❡/✱ ✐❧ ❡%. ✐♥.1/❡%%❛♥. ❞❡ %❛✈♦✐/ %✐ ❧✬✐♥1❣❛❧✐.1 cd(G̃T
S ) ≤ 1 ♣❡✉. ❛✈♦✐/ ❧✐❡✉ ♣✉✐%4✉❡

❝❡❧❛ 14✉✐✈❛✉. K ❞✐/❡ 4✉❡ ❧❡ ❣/♦✉♣❡ G̃T
S ❡%. ♣/♦✲p✲❣/♦✉♣❡ ❧✐❜/❡✳

❆✈❛♥. ❞❡ ♣/1%❡♥.❡/ ♥♦% /1%✉❧.❛.% ❝♦♥❝❡/♥❛♥. G̃T
S ✱ ♦♥ ❢❛✐. ❞❡% /❛♣♣❡❧% ❞❡ /1%✉❧.❛.% ❝♦♥♥✉%

❞❛♥% ❧❡ ❝❛❞/❡ ❞❡ ❧❛ /❛♠✐✜❝❛.✐♦♥ /❡%./❡✐♥.❡ ❛✉✲❞❡%%✉% ❞✬✉♥ ❝♦/♣% ❞❡ ♥♦♠❜/❡%✳ ▲❡% ♠1.❤♦❞❡%

4✉❡ ♥♦✉% ❡♠♣❧♦②♦♥% ♣♦✉/ 1.✉❞✐❡/ G̃T
S %✬✐♥%♣✐/❡♥. ❞❡ ❝❡ ❝❛❞/❡✳

❘❛♠✐✜❝❛%✐♦♥ &❡.%&❡✐♥%❡ ❛✉✲❞❡..✉. ❞✬✉♥ ❝♦&♣. ❞❡ ♥♦♠❜&❡.✳ ✖ ■❝✐✱ KS(p) ❞1%✐❣♥❡

❧❛ ♣❧✉% ❣/❛♥❞❡ ♣/♦✲p✲❡①.❡♥%✐♦♥ S✲/❛♠✐✜1❡ ❞❡ K ✭♥♦✉% ♥✬✐♠♣♦%♦♥% ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐.✐♦♥ %✉/

❧❡% ♣❧❛❝❡% ❛/❝❤✐♠1❞✐❡♥♥❡%✮✳ ❖♥ ♥♦.❡ GS(p) = Gal(KS(p)/K)✳ ❖♥ ♣❡✉. ❛✐♥%✐ ❢❛✐/❡ ✈❛/✐❡/

K ♦✉ S✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥% ❞❡✉① ❝❛% %✐♠♣❧❡%✱ ❧❡ ♣/❡♠✐❡/ ❡%. ✉♥❡ ❝♦♥%14✉❡♥❝❡ ❞✉ .❤1♦/O♠❡ ❞❡

❍❡/♠✐.❡✲▼✐♥❦♦✇%❦✐ ❡. ❧❡ %❡❝♦♥❞ ❞✉ .❤1♦/O♠❡ ❞❡ ❑/♦♥❡❝❦❡/✲❲❡❜❡/ ✿

✕ K = Q✱ S = ∅ ✿ Q∅(p) = Q ❀

✕ K = Q✱ S = {p} ✿ QS(p) = Qcyc
❧♦/%4✉❡ p ≥ 3✳

❉❛♥% ❧❡ ❝❛% ♦A p = 2✱ ♦♥ %✉♣♣♦%❡ K .♦.❛❧❡♠❡♥. ✐♠❛❣✐♥❛✐/❡✳ ❉❡ ❝❡..❡ ❢❛W♦♥✱ %✐ v ❡%. ✉♥❡

♣❧❛❝❡ ❞❡ K .❡❧❧❡ 4✉❡ Nv 6≡ 0, 1 mod p✱ ❛❧♦/% v ♥❡ %❡ /❛♠✐✜❡ ♣❛% ❞❛♥% KS(p)/K ✭✐❝✐ Nv
❞1%✐❣♥❡ ❧❡ ❝❛/❞✐♥❛❧ ❞✉ ❝♦/♣% /1%✐❞✉❡❧ ❞✉ ❝♦♠♣❧1.1 Kv✮✳

▲❡ /1%✉❧.❛. %✉✐✈❛♥. ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❣1♥1/❛.❡✉/% ❞❡ GS(p) ❡. ❢♦✉/♥✐. ✉♥ ♠❛❥♦✲

/❛♥. ❞✉ ♥♦♠❜/❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ /❡❧❛.✐♦♥% ❞❡ GS(p)✳ ❉❛♥% ❧❡% ❞❡✉① ❝❛%✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❑✉♠♠❡/

VS = (JK

∏

v/∈S

Uv) ∩ RK ✐♥.❡/✈✐❡♥. ✭❝❢✳ %❡❝.✐♦♥ ✸✳✶ ♣♦✉/ ❧❛ ❞1✜♥✐.✐♦♥ ❞❡% ♠♦❞✉❧❡% JK ✱ Uv

❡. RK✮✳

❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✵✳✷ ✭❬❑♦❪✱ ❚❤✳✶✶✳✺✱ ❚❤✳✶✶✳✽✮✳ ✖ ❙♦✉# ❧❡# ❝♦♥❞✐*✐♦♥# ♣,-❝-❞❡♥*❡#✱ ♦♥ ❛ ✿

dimFpH
1(GS(p)) = dimFp(VS/Rp

K)∗ +
∑

v∈S

δ(µp(Kv))− δ(µp(K)) + 1− r1(K)− r2(K)

+
∑

v∈Sp(K)

[Kv : Qp],

❡*

dimFpH
2(GS(p)) ≤ dimFp(VS/Rp

K)∗ +
∑

v∈S

δ(µp(Kv))− δ(µp(K)) + θ,

✶✻



♦! θ ✈❛✉% 1 &✐ S ❡&% ✈✐❞❡ ❡% &✐ µp ⊂ K✱ ❡% ✈❛✉% 0 &✐♥♦♥✳

▲❡ ♥♦♠❜&❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❣,♥,&❛-❡✉&/ ❞❡ GS(p) /❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❣&1❝❡ 2 ❧❛ -❤,♦&✐❡ p✲❛❞✐5✉❡ ❞✉ ❝♦&♣/
❞❡ ❝❧❛//❡/ ✭❝❢✳ /❡❝-✐♦♥ ✸✳✶✮ ♣✉✐$%✉❡ H1(GS(p)) = Hom(GS(p)/GS(p)p[GS(p), GS(p)],Fp)✳
(♦✉* ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ *❡❧❛1✐♦♥$✱ ♦♥ ❢❛✐1 ❛♣♣❡❧ 4 ✉♥ ♣*✐♥❝✐♣❡ ❧♦❝❛❧✲❣❧♦❜❛❧✱ ❝❡ %✉✐ ❡①♣❧✐%✉❡

❧❛ ♣*9$❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥9❣❛❧✐19✳ (❧✉$ ♣*9❝✐$9♠❡♥1✱ ✐❧ $✬❛❣✐1 ❞❡ ❝♦♠♣❛*❡* ❧❡$ *❡❧❛1✐♦♥$ ❧♦❝❛❧❡$ ❡1

❣❧♦❜❛❧❡$ ✭$✉* ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✹✮ 4 ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❙❤❛❢❛*❡✈✐❝❤ ✿

XS = ker

[
H2(GS(p))→

⊕

v∈S

H2(Ĝv)

]
✭❝❢✳ $❡❝1✐♦♥ ✸✳✷ ♣♦✉* ❧❛ ❞9✜♥✐1✐♦♥ ❞❡ Ĝv✮.

❆✈❛♥1 ❞❡ *❡✈❡♥✐* ♣❧✉$ ❡♥ ❞91❛✐❧ $✉* ❝❡11❡ $1*❛19❣✐❡ ❞❛♥$ ❧❛ $❡❝1✐♦♥ ✸✳✹✱ ♦♥ 9♥♦♥❝❡ ❧❡ 1❤9♦*<♠❡

$✉✐✈❛♥1 ♠♦1✐✈❛♥1 ❧✬✐♥1*♦❞✉❝1✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ (VS/Rp
K)∗✳

❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✵✳✸ ✭❬❑♦❪✱ ❚❤✳✶✶✳✸✮✳ ✖ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❙❤❛❢❛+❡✈✐❝❤ /✬✐♥❥❡❝2❡ ❞❛♥/ ❧✬❡/♣❛❝❡

❞✉❛❧ (VS/Rp
K)∗ ✿

XS →֒ (VS/Rp
K)∗.

▲❡ ❣+♦✉♣❡ ❛❜8❧✐❡♥ XS ❡/2 ❞♦♥❝ ✜♥✐✳

❉❛♥$ ❧❡ 1❤9♦*<♠❡ ✵✳✵✳✷✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ dimFpH
2(GS(p)) ❡$1 ❡$1✐♠9❡ ♣❛* ✉♥❡ ✐♥9❣❛❧✐19✳ ❉❛♥$

❧❛ $♦✉$✲$❡❝1✐♦♥ %✉✐ $✉✐1✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ dimFpH
2(GS(p)) ❡$1 ❞♦♥♥9❡ ♣❛* ✉♥❡ 9❣❛❧✐19✳

❈❛, ♦- S ❝♦♥0✐❡♥0 ❧❡, ♣❧❛❝❡, ❛✉✲❞❡,,✉, ❞❡ p✳ ✖

❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✵✳✹ ✭❬◆❙❲❪✱ ❚❤✳✶✵✳✼✳✶✸✮✳ ✖ ❙♦✐2 K ✉♥ ❝♦+♣/ ❞❡ ♥♦♠❜+❡/ ❡2 S ✉♥ ❡♥✲

/❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡/ ❞❡ K ❝♦♥2❡♥❛♥2 ❧❡/ ♣❧❛❝❡/ ❛✉✲❞❡//✉/ ❞❡ p✳ ▲♦+/=✉❡ p = 2✱ ♦♥ /✉♣♣♦/❡
K 2♦2❛❧❡♠❡♥2 ✐♠❛❣✐♥❛✐+❡✳ ❖♥ ♥♦2❡ GS ❧❡ ❣+♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐/ ❞❡ KS/K ♦A KS ❡/2 ❧❛ ♣❧✉/

❣+❛♥❞❡ ❡①2❡♥/✐♦♥ ❞❡ K ♥♦♥✲+❛♠✐✜8❡ ❡♥ ❞❡❤♦+/ ❞❡ S✳
❆❧♦+/ ❧❛ ❝❛+❛❝28+✐/2✐=✉❡ ❞✬❊✉❧❡+✲E♦✐♥❝❛+8 2+♦♥=✉8❡ F ❧✬♦+❞+❡ ❞❡✉① ❡/2 ❞♦♥♥8❡ ♣❛+ ✿

χ2(GS(p)) = −r2(K).

❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✵✳✺ ✭❬◆❙❲❪✱ ❈♦>✳✶✵✳✹✳✾✱ A>♦♣✳✶✵✳✶✶✳✸✮✳ ✖ ❙♦✉/ ❧❡/ ♠G♠❡/ ❤②♣♦2❤H/❡/

=✉❡ ❞❛♥/ ❧❡ 2❤8♦+H♠❡ =✉✐ ♣+8❝H❞❡✱ ♦♥ ❛ ✿

cd(GS(p)) ≤ cdp(GS) = 2.

❉❡ ♣❧✉/✱ ♦♥ ❞✐/♣♦/❡ ❞❡ ❧✬✐♥8❣❛❧✐28 /✉✐✈❛♥2❡ ♣♦+2❛♥2 /✉+ ❧❛ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐=✉❡ /2+✐❝2❡ ✿

scd(Gal(KS(p)/Kcyc)) ≤ 2.

▲❛ %✉❡$1✐♦♥ $❡ ♣♦$❡ ❞❡ $❛✈♦✐* $✐ ❞❡$ *9$✉❧1❛1$ ❛♥❛❧♦❣✉❡$ ❛✉① ❞❡✉① 1❤9♦*<♠❡$ ♣*9❝9❞❡♥1$

❡①✐$1❡♥1 ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ♦M ❧❛ *❛♠✐✜❝❛1✐♦♥ ❡$1 ✐♥❝♦♠♣❧<1❡ ❡♥ p✱ ✐✳❡✳ ❧♦*$%✉❡ S ♥❡ ❝♦♥1✐❡♥1 ♣❛$

1♦✉1❡$ ❧❡$ ♣❧❛❝❡$ ❛✉✲❞❡$$✉$ ❞❡ p✳

✶✼



❚!❛✈❛✉① ❞❡ ▲❛❜✉*❡ ❡* ❞❡ ❙❝❤♠✐❞*✳ ✖ ▲❛❜✉$❡ ❛ ♠✐( ❡♥ *✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ❝❧❛((❡ ❞❡ ❣0♦✉♣❡(

❞♦♥$ ❧❛ ❞✐♠❡♥(✐♦♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐4✉❡ ❡($ 2✱ ✐❧ (✬❛❣✐$ ❞❡( ❣0♦✉♣❡( ♠✐❧❞ ✭❬▲❛❪✮✳ ❊♥ ❛0✐$❤♠*$✐4✉❡✱
❝❡0$❛✐♥( ❣0♦✉♣❡( ❞❡ ●❛❧♦✐( GS(p) (❡ $0♦✉✈❡♥$ >$0❡ ♠✐❧❞ ♣♦✉0 ❞❡( ❡♥(❡♠❜❧❡( ❞❡ ♣❧❛❝❡( S ♥❡

❝♦♥$❡♥❛♥$ ♣❛( ❞❡ ♣❧❛❝❡ p✲❛❞✐4✉❡ ❀ ▲❛❜✉$❡ ❡♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡( ❡①❡♠♣❧❡( ✭❝❢✳ ❬▲❛❪✱ ➓✳✶✳✷✮✳
❊♥ (❡ ♣❡♥❝❤❛♥$ (✉0 ❧❡ ❝❛( ❞❡ ❧❛ 0❛♠✐✜❝❛$✐♦♥ 0❡($0❡✐♥$❡ ❛✈❡❝ ❞❡( ❡♥(❡♠❜❧❡( S ♥❡ ❝♦♥$❡♥❛♥$

♣❛( $♦✉$❡( ❧❡( ♣❧❛❝❡( ❛✉✲❞❡((✉( ❞❡ p✱ ❙❝❤♠✐❞$ ❛ ♠♦♥$0* ❞❛♥( ❬❙❝❤❪ ❧❡ $❤*♦0H♠❡ (✉✐✈❛♥$ ❀ ❧❡
0*(✉❧$❛$ ♣0✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❬❙❝❤❪ ❝♦♠♣♦0$❡ 4✉❛$0❡ ♣♦✐♥$(✱ ♥♦✉( 0❡♣0♦❞✉✐(♦♥( ✐❝✐ ❧❡ ♣0❡♠✐❡0 ❞✬❡♥$0❡

❡✉①✳

❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✵✳✻ ✭❬❙❝❤❪✱ ❚❤✳✶✳✶✮✳ ✖ ❙♦✐# p ✉♥ ♥♦♠❜(❡ ♣(❡♠✐❡( ❞✐✛-(❡♥# ❞❡ 2✳ ❖♥ 0❡

❞♦♥♥❡ S, T ❡# M #(♦✐0 ❡♥0❡♠❜❧❡0 ❞❡ ♣❧❛❝❡0 ❞❡ K ❞✐0❥♦✐♥#0 ❞❡✉① 6 ❞❡✉①✱ ❛✈❡❝ S ❡# T ✜♥✐0

❡# M ❞❡ ❞❡♥0✐#- ❞❡ ❉✐(✐❝❤❧❡# ♥✉❧❧❡✳

❆❧♦(0 ✐❧ ❡①✐0#❡ ✉♥ ❡♥0❡♠❜❧❡ ✜♥✐ S0 ❞❡ ♣❧❛❝❡0 ❞❡ K ❞✐0❥♦✐♥# ❞❡ S∪T ∪M ♣♦✉( ❧❡=✉❡❧ ❧❡ ❣(♦✉♣❡

❞❡ ●❛❧♦✐0 ❞❡ ❧❛ ♣(♦✲p✲❡①#❡♥0✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ K =✉✐ ❡0# S ∪ S0✲(❛♠✐✜-❡ ❡# T ✲❞-❝♦♠♣♦0-❡✱
♥♦#- GT

S∪S0
(p)✱ ❡0# ❞❡ ❞✐♠❡♥0✐♦♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐=✉❡ 2 ❡# #❡❧ =✉❡ ❧❡ ❝✉♣✲♣(♦❞✉✐# 0✉✐✈❛♥# 0♦✐#

0✉(❥❡❝#✐❢ ✿

H1(GT
S∪S0

(p),Fp)⊗H1(GT
S∪S0

(p),Fp) −→ H2(GT
S∪S0

(p),Fp).

❙❝❤♠✐❞$ ♠♦♥$0❡ ♠>♠❡ 4✉❡ ❧❡ ❣0♦✉♣❡ GT
S∪S0

(p) ❡($ ♠✐❧❞ (❡❧♦♥ ❧❛ $❡0♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ▲❛❜✉$❡

❬▲❛❪✳ ❉✬❛♣0H( ❬▲❛❪✱ ♦♥ (❛✐$ 4✉✬✉♥ ❣0♦✉♣❡ ♠✐❧❞ ❡($ ❞❡ ❞✐♠❡♥(✐♦♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐4✉❡ 2✳

❚❡♥$♦♥( ❞❡ 0*(✉♠❡0 ❧❡( ❣0❛♥❞❡( ❧✐❣♥❡( ❞❡( ♠*$❤♦❞❡( ✉$✐❧✐(*❡(✳

■❧ (✬❛❣✐$ ❞❛♥( ✉♥ ♣0❡♠✐❡0 $❡♠♣( ❞❡ $0❛✈❛✐❧❧❡0 ❛✈❡❝ ✉♥ ❣0♦✉♣❡ GT
S∪S0

(p) ❞♦♥$ ❧❡( 0❡❧❛$✐♦♥(
(♦♥$ ♣✉0❡♠❡♥$ ❧♦❝❛❧❡( ❀ ♦♥ (✬❛((✉0❡ ❞♦♥❝ 4✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❙❤❛❢❛0❡✈✐❝❤ ❛((♦❝✐* ❡($ $0✐✈✐❛❧

❞❡ (♦0$❡ 4✉❡ ❧❡ (❡❝♦♥❞ ❣0♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ GT
S∪S0

(p) (✬✐♥❥❡❝$❡ ❞❛♥( ❧❛ (♦♠♠❡ ❞❡(
(❡❝♦♥❞( ❣0♦✉♣❡( ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❧♦❝❛✉①✳ ❉❛♥( ✉♥ (❡❝♦♥❞ $❡♠♣(✱ ♦♥ ♥♦$❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ $❡♥✉❡ ♣❛0

❧❡ ❝✉♣✲♣0♦❞✉✐$ ❣0O❝❡ ❛✉ $❤*♦0H♠❡ ❞❡ ❙❝❤♠✐❞$ (✉✐✈❛♥$✳

❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✵✳✼ ✭❬❙❝❤❪✱ ❚❤✳✻✳✷✮✳ ✖ ❙♦✐# p 6= 2 ✉♥ ♥♦♠❜(❡ ♣(❡♠✐❡( ❡# 0♦✐# G ✉♥ ♣(♦✲p✲
❣(♦✉♣❡ #❡❧ =✉❡ H1(G) := H1(G,Fp) 0♦✐# ✜♥✐✳
❙✉♣♣♦0♦♥0 H2(G) 6= (0) ❡# =✉✬✐❧ ❡①✐0#❡ ✉♥❡ ❞-❝♦♠♣♦0✐#✐♦♥ H1(G) = U ⊕ V #❡❧❧❡ =✉❡ ✿

✶✮ ❧❡ ❝✉♣✲♣(♦❞✉✐# V ⊗ V → H2(G) 0♦✐# #(✐✈✐❛❧✱
✷✮ ❧❡ ❝✉♣✲♣(♦❞✉✐# U ⊗ V → H2(G) 0♦✐# 0✉(❥❡❝#✐❢✱
❆❧♦(0 ❧❡ ❣(♦✉♣❡ G ❡0# ✭♠✐❧❞ ❡# ❡♥ ♣❛(#✐❝✉❧✐❡(✮ ❞❡ ❞✐♠❡♥0✐♦♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐=✉❡ 2✳

◆♦: !;:✉❧*❛*:✳ ✖ ◆♦$0❡ $0❛✈❛✐❧ ♣❡0♠❡$ ❞✬✉♥✐✜❡0 ❧❡ ❝❛( T = ∅ $0❛✐$* ❞❛♥( ❬❙❛❪ ✭❬❙❛❪✱
❚❤✳ ■■✳✷✳✷ ❡$ ✷✳✽✮ ❡$ ❧❡ ❝❛( T = Plp ❡$ S = ∅ $0❛✐$* ❞❛♥( ❬❏▼❪✳ ❘❡♠❛04✉♦♥( ❛✉((✐ 4✉❡

❧♦0(4✉❡ T = ∅ ❡$ S ❝♦♥$✐❡♥$ ❧❡( ♣❧❛❝❡( ❛✉✲❞❡((✉( ❞❡ p✱ ❧✬❡①$❡♥(✐♦♥ K̃T
S ❝♦S♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣0♦✲

p✲❡①$❡♥(✐♦♥ S✲0❛♠✐✜*❡ ❞❡ K✳ ◆♦✉( ♥♦✉( (♦♠♠❡( ✐♥(♣✐0*( ❞❡ ❝❡( $0❛✈❛✉① ♣♦✉0 ❞*♠♦♥$0❡0 ❧❡
0*(✉❧$❛$ (✉✐✈❛♥$✳

❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✵✳✽✳ ✖ ▲❡ ♥♦♠❜(❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❣-♥-(❛#❡✉(0 d1(G̃
T
S ) ❡# ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡

(❡❧❛#✐♦♥0 d2(G̃
T
S ) ❞❡ G̃T

S 0❛#✐0❢♦♥# ✿

d1(G̃
T
S ) = dimFp(Ṽ

T
S /Rp

K) + 1 + |Plp − (Sp ∪ T )| − r1(K)− r2(K) +
∑

v∈Sp

[Kv : Qp]

✶✽



+
∑

v∈S

δ(µp(Kv))− δ(µp(K)).

❡!

d2(G̃
T
S ) ≤ dimFp(Ṽ

T
S /Rp

K) + |Plp − (Sp ∪ T )|+
∑

v∈S

δ(µp(Kv))− δ(S)δ(µp(K)),

♦# δ(S) ✈❛✉! 0 '✐ S = ∅ ❡! 1 '✐♥♦♥✳

❊♥ ♥♦!❛♥! χ2(G̃
T
S ) ❧❛ ❝❛.❛❝!/.✐'!✐0✉❡ ❞✬❊✉❧❡.✲4♦✐♥❝❛./ ❞❡ G̃T

S !.♦♥0✉/❡ 5 ❧✬♦.❞.❡ 2✱ ♦♥ ❛ ✿

χ2(G̃
T
S ) ≤ r1(K) + r2(K)−

∑

v∈Sp

[Kv : Qp].

▲❡ "#$✉❧'❛' )✉❡ ♥♦✉$ ❞#♠♦♥'"♦♥$ ❡$' ❡♥ ❢❛✐' ♣❧✉$ ♣"#❝✐$ ♣✉✐$)✉✬✐❧ ❝♦♥❝❡"♥❡ ❧❡$ ♠♦❞✉❧❡$

H i(G̃T
S ) ♣♦✉" i = 1, 2 ✈✉$ ❝♦♠♠❡ ❞❡$ ♠♦❞✉❧❡$ ❣❛❧♦✐$✐❡♥$ ❛♣"5$ ❛✈♦✐" ✜①# ✉♥ $♦✉$✲❝♦"♣$ k

❞❡ K '❡❧ )✉❡ K/k $♦✐' ❣❛❧♦✐$✐❡♥♥❡ ❡' ❞✬♦"❞"❡ ♣"❡♠✐❡" 9 p ✭❝❢✳ '❤#♦"5♠❡ ✸✳✹✳✶✮✳

❆✉ ❝♦✉"$ ❞❡ ❧❛ ♣"❡✉✈❡ ❞✉ '❤#♦"5♠❡ ♣"#❝#❞❡♥'✱ ♦♥ ♠♦♥'"❡ ❧✬✐♥❝❧✉$✐♦♥ $✉✐✈❛♥'❡ ❝♦♥❝❡"♥❛♥' ❧❡

❣"♦✉♣❡ ❞❡ ❙❤❛❢❛"❡✈✐❝❤ X(G̃T
S ) := ker

[
H2(G̃T

S ) −→⊕
v∈S H

2(Ĝv)⊕
⊕

v/∈S∪T H
2(Gcr

v )
]
.

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✵✳✵✳✾✳ ✖ ✭❝❢✳ ♣.♦♣♦'✐!✐♦♥ ✸✳✹✳✶✾✮ ▲❡ ❣.♦✉♣❡ ❞❡ ❙❤❛❢❛.❡✈✐❝❤ ✈/.✐✜❡ ❧✬✐♥❝❧✉✲

'✐♦♥ ✿

X(G̃T
S ) →֒ (Ṽ T

S /Rp
K)∗.

▲❛ ♣"#$❡♥❝❡ ❞❡ S ❡! ❞❡ T ♣❡"♠❡' ❞✬♦❜'❡♥✐" ❞❡$ $✐'✉❛'✐♦♥$ ♦F ❧❡ ❣"♦✉♣❡ G̃T
S ❡$' ❧✐❜"❡✳ ❖♥

#♥♦♥❝❡ ❧❛ ♣"♦♣♦$✐'✐♦♥ ✿

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✵✳✵✳✶✵✳ ✖ ✭❝❢✳ ♣.♦♣♦'✐!✐♦♥ ✸✳✹✳✷✹✮ ❙♦✐! K ✉♥ ❝♦.♣' ❞❡ ♥♦♠❜.❡' ♥❡ ❝♦♥!❡♥❛♥!

♣❛' ❧❡' .❛❝✐♥❡' p✲H♠❡' ❞❡ ❧✬✉♥✐!/✳ ❙✉♣♣♦'♦♥' 0✉❡ ✿

✶✮ ♣♦✉. !♦✉!❡ ♣❧❛❝❡ v ∈ S ✿ ζp /∈ Kv✱

✷✮ S ∪ T = Plp(K)✱
✸✮ !♦✉!❡ p✲❡①!❡♥'✐♦♥ ❞❡ K(ζp) ♥♦♥✲.❛♠✐✜/❡ ❤♦.' ❞❡ T ❡! !♦!❛❧❡♠❡♥! ❞/❝♦♠♣♦'/❡ ❡♥ S '♦✐!

!.✐✈✐❛❧❡✳

❆❧♦.' ❧❡ ❣.♦✉♣❡ G̃T
S ❡'! ❧✐❜.❡ ❡! ♣♦''H❞❡ 1− r1(K)− r2(K) +

∑
v∈S [Kv : Qp] ❣/♥/.❛!❡✉.'✳

◆♦✉$ $♦✉❤❛✐'♦♥$ #'✉❞✐❡" ❧❛ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐)✉❡ ❞❡ G̃T
S ❞❛♥$ ✉♥ ♣"♦❝❤❛✐♥ '"❛✈❛✐❧✳ ❈❡''❡

♣❡"$♣❡❝'✐✈❡ $✬✐♥$❝"✐' ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛❞"❡ ❞"❡$$# ♣❛" ❙❝❤♠✐❞' ✭❝❢✳ $♦✉$✲$❡❝'✐♦♥ ✸✳✹✳✹✮✳

▲❡$ ❞#❢♦"♠❛'✐♦♥$ ❡①'"❛♦"❞✐♥❛✐"❡$ ❡♥ p ♥♦✉$ ♦♥' ❝♦♥❞✉✐'$ 9 ❞#✜♥✐" ❧❡ ❣"♦✉♣❡ G̃T
S ✳ ❖♥ '❡"♠✐♥❡

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❞✉ '❤#♦"5♠❡ ✸✳✹✳✶ ❡♥ '❤#♦"✐❡ ❞❡$ ❞#❢♦"♠❛'✐♦♥$ ✭❝❢✳ '❤#♦"5♠❡ ✸✳✼✳✷✮✳

■❝✐✱ k ❡$' ✉♥ ❝♦"♣$ ❞❡ ♥♦♠❜"❡$ ❡' Mk ❡$' ❧✬❡①'❡♥$✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ k ❝♦♥'❡♥'❛♥' ❧❛ Zp✲

❡①'❡♥$✐♦♥ ❝②❝❧♦'♦♠✐)✉❡ kcyc
❞❡ k '❡❧❧❡ )✉❡ Mk/k

cyc
$♦✐' S✲"❛♠✐✜#❡ ❡' T ✲❞#❝♦♠♣♦$#❡✳

❙♦✐'

ρ̄ : Gal(Mk/k) → GL2(Fp)

✉♥❡ "❡♣"#$❡♥'❛'✐♦♥ ❝♦♥'✐♥✉❡✳ O♦$♦♥$K = (Mk)
ker ρ̄

✳ ❖♥ ♥♦'❡ Pl∞(k)+ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ♣❧❛❝❡$

♣♦✉" ❧❡$)✉❡❧❧❡$ ρ̄ ❡$' ♣❛✐"❡ ❡' Pl∞(k)− ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ♣❧❛❝❡$ ♣♦✉" ❧❡$)✉❡❧❧❡$ ρ̄ ❡$' ✐♠♣❛✐"❡✳

❈❤❛)✉❡ ❞#❢♦"♠❛'✐♦♥ ❞❡ ρ̄ $❡ ❢❛❝'♦"✐$❡ 9 '"❛✈❡"$ ❧❡ ❣"♦✉♣❡ Gal(K̃T
S /k) ❡' ♦♥ ♠♦♥'"❡ ✿

✶✾



❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✵✳✶✶✳ ✖ ❙♦✐# ρ̄ : Gal(Mk/k) → GL2(Fp) ✉♥❡ '❡♣')*❡♥#❛#✐♦♥ ❝♦♥#✐♥✉❡✳ ❙♦✐#

Ad(ρ̄) ❧❛ '❡♣')*❡♥#❛#✐♦♥ ❛❞❥♦✐♥#❡ ❞❡ ρ̄✳ ◆♦#♦♥* R̃T
S ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞)❢♦'♠❛#✐♦♥ ❞❡ ρ̄✳ ❆❧♦'*

dimKrull(R̃T
S/pR̃

T
S ) ≥ dimFpAd(ρ̄)Gal(K/k) + 4

∑

v∈Sp

[kv : Qp]− 4|Pl∞(k)+| − 2|Pl∞(k)−|,

♦6 Sp ❡*# ❢♦'♠) ❞❡* ♣❧❛❝❡* ❞❡ S 7✉✐ *♦♥# ❛✉✲❞❡**✉* ❞❡ p✳

✷✵



❈❍❆#■❚❘❊ ✶

❉➱❋❖❘▼❆❚■❖◆❙ ●❆▲❖■❙■❊◆◆❊❙ ✿ ❘❆##❊▲❙

■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐'(❡ ❡)' ❝♦♥)❛❝(, - ❞❡) (❛♣♣❡❧) ❡♥ '❤,♦(✐❡ ❞❡) ❞,❢♦(♠❛'✐♦♥) ❡' ❡♥ '❤,♦(✐❡ ❞❡) (❡✲

♣(,)❡♥'❛'✐♦♥) ❣❛❧♦✐)✐❡♥♥❡)✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❡)' ♠♦'✐✈, ♣❛( ❧❡ ❝❤❛♣✐"#❡ ✷ ❞❡ ❝❡ '(❛✈❛✐❧ ❞❛♥) ❧❡8✉❡❧

❧❡ ❢♦(♠❛❧✐)♠❡ ❞❡) ❞,❢♦(♠❛'✐♦♥) ❡)' ✉'✐❧✐), ♣♦✉( ❝♦♥)'(✉✐(❡ ❞❡) ❡①'❡♥)✐♦♥) ❣❛❧♦✐)✐❡♥♥❡) ♥♦♥✲

(❛♠✐✜,❡) ✭❡♥ p✮ ❛✉✲❞❡))✉) ❞❡ ❧❛ Zp✲❡①'❡♥)✐♦♥ ❝②❝❧♦'♦♠✐8✉❡ ❞❡ Q✳
❏✉)8✉✬- ❧❛ -❡❝"✐♦♥ ✶✳✹✱ ♦♥ ♣(♦♣♦)❡ ✉♥ ❡①♣♦), ❞❡ ❧❛ '❤,♦(✐❡ ❞❡) ❞,❢♦(♠❛'✐♦♥) ✐♥✐'✐,❡ ♣❛(

▼❛③✉( ❞❛♥) )♦♥ ❛('✐❝❧❡ ❬▼❛③ ✶❪✳ ▲❡ ❜✉' ❡)' ❞❡ '(♦✉✈❡( ✉♥ ♦❜❥❡' ✉♥✐✈❡()❡❧ ♣❛(❛♠,'(❛♥'

❧❡) ❞,❢♦(♠❛'✐♦♥) ❞✬✉♥❡ (❡♣(,)❡♥'❛'✐♦♥ ❝♦♥'✐♥✉❡ ρ̄ : Π → GLn(F) ❞✬✉♥ ❣(♦✉♣❡ ♣(♦✜♥✐ Π✱

❛✈❡❝ F ✉♥ ❝♦(♣) ✜♥✐ ❞❡ ❝❛(❛❝',(✐)'✐8✉❡ p✳ ▼❛③✉( ♠♦♥'(❡ 8✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝'❡✉((1) ❛))♦❝✐, - ❝❡
♣(♦❜❧J♠❡ ✈,(✐✜❡ ❧❡ ❝(✐'J(❡ ❞❡ ❙❝❤❧❡))✐♥❣❡(✱ ✐✳❡✳ ❧❡) ♣♦✐♥') H1 , . . . ,H4 ❞❛♥) ❬❙❝❪✳ ❖♥ ❛❞♦♣'❡

❝❡ ♣♦✐♥' ❞❡ ✈✉❡ ♣❛( ❧❛ )✉✐'❡✳ ❙✐❣♥❛❧♦♥) ❞✬❛✉'(❡) ❛♣♣(♦❝❤❡) ❞❡ ❝❡ ♣(♦❜❧J♠❡✱ ♣❛( ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡❧❧❡

❞❡ ❘♦✉8✉✐❡(✲◆②))❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡) ♣)❡✉❞♦✲❝❛(❛❝'J(❡) ✭❬▼❛③ ✷❪✱ ➓✳✼✮✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❉❡ ❙♠✐'✲▲❡♥)'(❛

❬❞❡❙▲❪ ❡' ❝❡❧❧❡✱ ♣❧✉) ❣,♦♠,'(✐8✉❡✱ ❞❡ ❑✐)✐♥ ❛✈❡❝ ❧❡) ✧❢(❛♠❡❞✧ ❞,❢♦(♠❛'✐♦♥) ❬❑✐ ✷❪✳

▲❡ '(❛✈❛✐❧ ❞❡ ❙❝❤❧❡))✐♥❣❡( (❡♣♦)❡ )✉( ❧✬,'✉❞❡ ❞❡) ♥✐❧♣♦'❡♥') ❞❡) ❛♥♥❡❛✉① ❧♦❝❛✉①✱ ◆♦❡'❤❡(✐❡♥)

✭♦✉ ❆('✐♥✐❡♥)✮✱ ❝♦♠♣❧❡') ❡' ❞❡ ❝♦(♣) (,)✐❞✉❡❧ ✜①, F✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡) ♥♦♠❜(❡) ❞✉❛✉① F[ε] :=
F[X]/(X2) ♣❡(♠❡' ❞❡ ❞,✜♥✐( ❞❡) F✲❡)♣❛❝❡) ✈❡❝'♦(✐❡❧)✱ ❧❡) ❡)♣❛❝❡) '❛♥❣❡♥')✱ 8✉✐ ❥♦✉❡♥' ✉♥
(U❧❡ ❝❡♥'(❛❧ ♥♦'❛♠♠❡♥' ♣♦✉( '❡)'❡( ❞❡) ♣(♦♣(✐,',) ❞❡ ♣(♦❞✉✐' ✜❜(,✳ ❙❝❤❧❡))✐♥❣❡( )✬✐♥',(❡))❡

- ✉♥ ❝(✐'J(❡ ❞❡ ✭♣(♦✮(❡♣(,)❡♥'❛❜✐❧✐', ♣♦✉( ✉♥ ❢♦♥❝'❡✉( F : C → Ens✱ ♦V C ❞,)✐❣♥❡ ❧❛
❝❛',❣♦(✐❡ ❞❡) ❛♥♥❡❛✉① ❆('✐♥✐❡♥)✱ ❧♦❝❛✉①✱ ❝♦♠♣❧❡') ❞❡ ❝♦(♣) (,)✐❞✉❡❧ F ❀ ❛✉'(❡♠❡♥' ❞✐'✱ ♦♥
)✬✐♥',(❡))❡ - ❧✬❡①✐)'❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ R '❡❧ 8✉❡ F ≃ Hom(R,−)✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉ R ♣❡✉' ✈✐✈(❡

❞❛♥) ❧❛ ❝❛',❣♦(✐❡ Ĉ ✭❞❡) ❛♥♥❡❛✉① ❧♦❝❛✉①✱ ❝♦♠♣❧❡')✱ ◆♦❡'❤❡(✐❡♥ ❞❡ ❝♦(♣) (,)✐❞✉❡❧ F✮ ♣❧✉)
❣(❛♥❞❡ 8✉❡ C✱ ❝✬❡)' ❝❡ 8✉✐ ❥✉)'✐✜❡ ❧❛ '❡(♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ♣(♦✲(❡♣(,)❡♥'❛❜❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉' ♠❛✐♥'❡♥❛♥'
❝✐'❡( ❧❡ '❤,♦(J♠❡ )✉✐✈❛♥' ❞X - ●(♦'❤❡♥❞✐❡❝❦ ✭❬▼❛③ ✷❪✱ ➓✳✶✽✮✳

❚❤"♦$%♠❡ ✶✳✵✳✶✷ ✭●#♦"❤❡♥❞✐❡❝❦✮✳ ✖ ❙♦✐# F : C → Ens ✉♥ ❢♦♥❝#❡✉) * ✈❛❧❡✉). ❞❛♥. ❧❛

❝❛#0❣♦)✐❡ ❞❡. ❡♥.❡♠❜❧❡. #❡❧ 4✉❡ F (F) .♦✐# )0❞✉✐# * ✉♥ 0❧0♠❡♥#✳ ❆❧♦). F ❡.# ♣)♦✲)❡♣)0.❡♥#❛❜❧❡

.✐ ❡# .❡✉❧❡♠❡♥# .✐ ❧❡. ❞❡✉① ♣)♦♣)✐0#0. .✉✐✈❛♥#❡. .♦♥# .❛#✐.❢❛✐#❡. ✿

✶✮ =♦✉) ❝❤❛4✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (A,α), (B, β) ❛✈❡❝ α ∈ Hom(A,C) ❡# β ∈ Hom(B,C)✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥
♥❛#✉)❡❧❧❡

F (A×C B) → F (A)×F (C) F (B) ❡.# ✉♥ ✐.♦♠♦)♣❤✐.♠❡.

✷✮ F (F[ε]) ❡.# ❞❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ ✜♥✐❡ .✉) F✳

(1)
▲❡" ❢♦♥❝'❡✉)" ✉'✐❧✐"," "♦♥' '♦✉" ❝♦✈❛)✐❛♥'"✳



▲❡ ❝#✐%&#❡ ❞❡ ❙❝❤❧❡++✐♥❣❡# ❡+% ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ %❤1♦#&♠❡ ❝✐✲❞❡++✉+✱ ✐❧ #1❞✉✐% ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ❝❛+ 6

%❡+%❡# ❞❛♥+ ❧❡ ♣#❡♠✐❡# ♣♦✐♥%✳ ❈✬❡+% ❧6 ;✉❡ F[ε] ✐♥%❡#✈✐❡♥%✳

▲❡ ✜❧ ❝♦♥❞✉❝%❡✉# ❡+% ❞♦♥❝ ❧❡ ❢♦♥❝%❡✉# Hom(R,−) : C → Ens✱ ❛✈❡❝ R ∈ Ĉ✳ ❖♥ #❡✲

♠❛#;✉❡ ;✉❡ Hom(R,−) ❡+% ❝♦♥%✐♥✉✱ #❡+♣❡❝%❡ ❧❡ ♣#♦❞✉✐% ✜❜#1 ✭✐✳❡✳ Hom(R,A ×C B) ≃
Hom(R,A) ×Hom(R,C) Hom(R,B) ❡♥ ❣❛#❞❛♥% ❧❡+ ♥♦%❛%✐♦♥+ ❞✉ %❤1♦#&♠❡ ❝✐✲❞❡++✉+✮ ❡% ;✉❡
❧✬❡+♣❛❝❡ %❛♥❣❡♥% Hom(R,F[ε]) ❡+% ✉♥ F✲❡+♣❛❝❡ ✈❡❝%♦#✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❈❡ +♦♥% ❝❡+

%#♦✐+ ♣#♦♣#✐1%1+ ;✉✐ %#❛❝❡♥% ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♣♦✉# %#♦✉✈❡# ✉♥❡ ❝❛#❛❝%1#✐+❛%✐♦♥ ❞❡+ ❢♦♥❝%❡✉#+ #❡♣#1✲

+❡♥%❛❜❧❡+✳

▲❛  ❡❝#✐♦♥ ✶✳✺ +✬❛#%✐❝✉❧❡ ❡♥ %#♦✐+ +♦✉+✲+❡❝%✐♦♥+✳ ❖♥ ♣#1+❡♥%❡ ❞✬❛❜♦#❞ ❞❡+ #1+✉❧%❛%+ ❝❧❛++✐;✉❡+

❡% ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉+ ❝♦♥❝❡#♥❛♥% ❧❡+ #❡♣#1+❡♥%❛%✐♦♥+ ❣❛❧♦✐+✐❡♥♥❡+ ❞❡ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ❞❡✉①✳ ❊♥+✉✐%❡✱ ❧❛

❝♦♥+%#✉❝%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ #❡♣#1+❡♥%❛%✐♦♥ 6 ♣❛#%✐# ❞❡+ ♣♦✐♥%+ ❞❡ %♦#+✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉#❜❡ ❡❧❧✐♣%✐;✉❡ ❡+%

#❛♣♣❡❧1❡✱ ❛✐♥+✐ ;✉❡ ❧❡+ #1+✉❧%❛%+ ❞❡ ❊✐❝❤❧❡#✲❙❤✐♠✉#❛ ✭❧♦#+;✉❡ k = 2✮✱ ❣1♥1#❛❧✐+1+ ♣❛# ❉❡❧✐❣♥❡
✭♣♦✉# k ≥ 2✮✱ ;✉✐ ❛++♦❝✐❡♥% ✉♥❡ #❡♣#1+❡♥%❛%✐♦♥ ❣❛❧♦✐+✐❡♥♥❡ 6 ✉♥❡ ❢♦#♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐#❡ ♣#♦♣#❡
❡% ♥♦#♠❛❧✐+1❡✳ G♦✉# %❡#♠✐♥❡#✱ ♦♥ ✐♥%#♦❞✉✐% ❧❡+ ❢♦#♠❡+ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥+ ;✉✐ +♦♥% ✉%✐❧✐+1❡+ ❞❛♥+ ❧❡

❝❤❛♣✐#*❡ ✷ ♣♦✉# ❝♦♥+%#✉✐#❡ ✉♥❡ ❡①%❡♥+✐♦♥ ♥♦♥✲#❛♠✐✜1❡ ❡♥ p ❛✉✲❞❡++✉+ ❞❡ ❧❛ Zp✲❡①%❡♥+✐♦♥

❝②❝❧♦%♦♠✐;✉❡ ❞❡ Q✳

◆♦#❛#✐♦♥ 

p ✉♥ ♥♦♠❜#❡ ♣#❡♠✐❡#✳

F ✉♥ ❝♦#♣+ ✜♥✐ ❞❡ ❝❛#❛❝%1#✐+%✐;✉❡ p✳
W(F) ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡+ ✈❡❝%❡✉#+ ❞❡ ❲✐%% ❞❡ F✳
Ad(ρ̄) ❧❛ #❡♣#1+❡♥%❛%✐♦♥ ❛❞❥♦✐♥%❡ ❛++♦❝✐1❡ 6 ρ̄✳

Ad0(ρ̄) ❧❛ +♦✉+✲#❡♣#1+❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡ Ad(ρ̄) ❢♦#♠1❡ ❞❡+ ♠❛%#✐❝❡+ ❞❡ %#❛❝❡ ♥✉❧❧❡✳
C ❧❛ ❝❛%1❣♦#✐❡ ❞❡+ ❛♥♥❡❛✉① ❧♦❝❛✉① ❝♦♠♣❧❡%+ ❡% ❆#%✐♥✐❡♥+ ❞❡ ❝♦#♣+ #1+✐❞✉❡❧ F✳
Ĉ ❧❛ ❝❛%1❣♦#✐❡ ❞❡+ ❛♥♥❡❛✉① ❧♦❝❛✉① ❝♦♠♣❧❡%+ ❡% ◆♦❡%❤❡#✐❡♥+ ❞❡ ❝♦#♣+ #1+✐❞✉❡❧ F✳

mR ❧✬✐❞1❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❧♦❝❛❧ R✳
dimKrull(R) ❧❛ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ❞❡ ❑#✉❧❧ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ R✳

✷✷



✶✳✶✳ "#$❧✐♠✐♥❛✐#❡ ❢♦♥❝.♦#✐❡❧

❙♦✐# p ✉♥ ♥♦♠❜(❡ ♣(❡♠✐❡(✳ ❙♦✐# F ✉♥ ❝♦(♣- ✜♥✐ ❞❡ ❝❛(❛❝#1(✐-#✐2✉❡ p ❡# -♦✐# W(F) ❧✬❛♥♥❡❛✉
❞❡- ✈❡❝#❡✉(- ❞❡ ❲✐## ❞❡ F✳ ❖♥ ♥♦#❡ mR ❧✬✐❞1❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❧♦❝❛❧ R✳

✶✳✶✳✶✳ ❆♥♥❡❛✉① ◆♦❡.❤❡#✐❡♥4 ❡. ❆#.✐♥✐❡♥4✳ ✖

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛❧❣:❜(❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥#- ✉♥ 1❧1♠❡♥# ❞❡ ❧❛ ❝❛#1❣♦(✐❡ Ĉ ❞❡- ❛♥♥❡❛✉① ❧♦❝❛✉① (R,mR)
◆♦❡#❤❡(✐❡♥-✱ ❝♦♠♣❧❡#- ❡# ♠✉♥✐- ❞✬✉♥ ✐-♦♠♦(♣❤✐-♠❡ R/mR ≃ F✳ ❖♥ ❞✐# -✐♠♣❧❡♠❡♥# 2✉❡ ❧❡

❝♦(♣- (1-✐❞✉❡❧ ❞❡ R ❡-# F✳
▲❡- ♠♦(♣❤✐-♠❡- ❡♥#(❡ ❞❡ #❡❧- ❛♥♥❡❛✉① -♦♥# ❞❡- ♠♦(♣❤✐-♠❡- ❝♦♥#✐♥✉- ❞✬❛♥♥❡❛✉① ❧♦❝❛✉① 2✉✐

✐♥❞✉✐-❡♥# ❧✬✐❞❡♥#✐#1 -✉( ❧❡- ❝♦(♣- (1-✐❞✉❡❧-✳ ❖♥ ♥♦#❡ Hom(R,S) ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- ♠♦(♣❤✐-♠❡-

R→ S✱ ❧♦(-2✉❡ R,S ∈ Ĉ✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✶✳✶✳✶✳ ✖ A♦✉( ❝❤❛2✉❡ ❛♥♥❡❛✉ R ∈ Ĉ✱ ✐❧ ❡①✐-#❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ♥❛#✉(❡❧❧❡

ϕ : R→ lim←−R/m
i
R .

❈♦♠♠❡ R ❡-# ◆♦❡#❤❡(✐❡♥✱ ❧❛ #♦♣♦❧♦❣✐❡ mR✲❛❞✐2✉❡ ❡-# -1♣❛(1❡ ❡# ϕ ❡-# ✐♥❥❡❝#✐✈❡✳ ▲❛ -✉(❥❡❝✲

#✐✈✐#1 ♣(♦✈✐❡♥# ❞✉ ❝❛(❛❝#:(❡ ❝♦♠♣❧❡# ❞❡ R✳ ▲❛ #♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ R ❡-# ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥1❡ ♣❛( ❧❛ ❜❛-❡

❞❡ ✈♦✐-✐♥❛❣❡ mi
R ❞❡ 0 ❡# ϕ ❡-# ✉♥ ❤♦♠1♦♠♦(♣❤✐-♠❡✳

✶✳✶✳✶✳✶✳ ❙✉$❥❡❝(✐✈✐(+✱ ❡-♣❛❝❡ (❛♥❣❡♥(✳ ✖

❉*✜♥✐.✐♦♥ ✶✳✶✳✷✳ ✖ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡-♣❛❝❡ ❝♦#❛♥❣❡♥# ✭❞❡ ❩❛(✐-❦✐✮ ❞❡ R ∈ Ĉ ❧❡ R/mR✲♠♦❞✉❧❡

-✉✐✈❛♥# ✿

t∗R = mR/(m
2
R, p).

❈✬❡-# ❛✐♥-✐ ✉♥ F✲❡-♣❛❝❡ ✈❡❝#♦(✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ ✜♥✐❡ ❝❛( R ❡-# ◆♦❡#❤❡(✐❡♥✳ ❖♥ ♥♦#❡

tR = HomF(mR/(m
2
R, p),F) -♦♥ ❡-♣❛❝❡ ❞✉❛❧✱ ❛♣♣❡❧1 ❧✬❡-♣❛❝❡ #❛♥❣❡♥# ❞❡ R✳

❖♥ ❞✐-♣♦-❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛(❛❝#1(✐-❛#✐♦♥ -✉✐✈❛♥#❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✸ ✭❬❙❝❪✱ ▲❡♠✳✶✳✶✮✳ ✖ ❙♦✐( R,S ∈ Ĉ✳ ❯♥ ♠♦$♣❤✐-♠❡ R → S ❡-( -✉$❥❡❝(✐❢ -✐

❡( -❡✉❧❡♠❡♥( -✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ ✐♥❞✉✐(❡ t∗R → t∗S ❡-( -✉$❥❡❝(✐✈❡✳

❈❤❛2✉❡ ❛♥♥❡❛✉ R ∈ Ĉ ❡-# ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ -#(✉❝#✉(❡ ♥❛#✉(❡❧❧❡ ❞❡ W(F)✲❛❧❣:❜(❡ ❞♦♥♥1❡ ♣❛( ✉♥
♠♦(♣❤✐-♠❡ ♥❛#✉(❡❧ W(F) → R✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ -✐ ♦♥ ♥♦#❡ x1, . . . , xn ✉♥❡ ❜❛-❡ ❞❡ t∗R ❡# r1, . . . , rn
✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ 2✉✐ ❧❛ (❡❧:✈❡ ❞❛♥- ❧✬✐❞1❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ mR✱ ❛❧♦(- ❧❡ ♠♦(♣❤✐-♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉①

W(F)[[X1, ..., Xn]]→ R

2✉✐ ❛--♦❝✐❡ ri O Xi ❡-# -✉(❥❡❝#✐❢ ❞✬❛♣(:- ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✸✳ ❈❤❛2✉❡ R ∈ Ĉ ❡-# ✉♥ 2✉♦#✐❡♥# ❞❡

W(F)[[X1, ..., Xn]]✱ ♦R ❧✬❡♥#✐❡( n ❡-# 1❣❛❧ O dimFmR/(mR
2, p)✱ ❛✈❡❝ mR ❧✬✐❞1❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡

R✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧#1 -❡ ❝♦♥❝❡♥#(❡ -✉( ❧✬✐❞1❛❧ 2✉✐ ❞1✜♥✐# ❝❡ 2✉♦#✐❡♥#✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✶✳✶✳✹✳ ✖ ❆✉ ❞1♣❛(#✱ ♦♥ ♣❡✉# ❛❞♦♣#❡( ✉♥ ♣♦✐♥# ❞❡ ✈✉❡ ♣❧✉- ❣1♥1(❛❧ ❡♥ -❡

❞♦♥♥❛♥# ✉♥ 1❧1♠❡♥# Λ ∈ Ĉ ❡# ❡♥ (❡❣❛(❞❛♥# ❧❛ ❝❛#1❣♦(✐❡ ĈΛ ❢♦(♠1 ❞❡- ❛♥♥❡❛✉① R ∈ Ĉ 2✉✐

♣♦--:❞❡♥# ✉♥❡ -#(✉❝#✉(❡ ❞✬❛❧❣:❜(❡ -✉( Λ ❞♦♥♥1❡ ♣❛( Λ → R✳ ❖♥ ❛ ❝❤♦✐-✐ ❞❡ -❡ ❧✐♠✐#❡( O ❧❛

✷✸



❝❛"#❣♦&✐❡ Ĉ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ĈW(F)✳ ❉./ 0✉❡ R ∈ Ĉ✱ ❧❡ ♣&♦❞✉✐" ❝♦♠♣❧#"# R ⊗̂W(F) Λ ❛♣♣❛&"✐❡♥"

6 ĈΛ✳ 7❛& ❞#✜♥✐"✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦♠♣❧#"# R ⊗̂W(F) Λ ❡/" ❧❛ ❧✐♠✐"❡

lim←−
j

(
R ⊗W(F) Λ

)
/mj ,

❛✈❡❝ m := mR ⊗W(F) Λ + R ⊗W(F) mΛ✳ ❉❡ ❝❡""❡ ❢❛:♦♥✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥

(
R ⊗̂W(F) Λ

)
∈ Ĉ✱ /♦♥

✐❞#❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ #"❛♥" ❧❛ ❝❧="✉&❡ ❞❡ m✳

❉❛♥/ ❧❛ /✉✐"❡✱ ♥♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ♥♦✉/ ♣♦/❡& ❧❛ 0✉❡/"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &❡♣&#/❡♥"❛❜✐❧✐"# ❞❡ ❢♦♥❝"❡✉&/

F : Ĉ −→ Ens,

♦> Ens ❞#/✐❣♥❡ ❧❛ ❝❛"#❣♦&✐❡ ❞❡/ ❡♥/❡♠❜❧❡/✳ ✃"&❡ &❡♣&#/❡♥"❛❜❧❡ ♣♦✉& ✉♥ "❡❧ ❢♦♥❝"❡✉& ❡/" ❧✐# 6

❧❛ ♣&♦♣&✐#"# ✭❞✐"❡ ❞❡ ▼❛②❡&✲❱✐❡"♦&✐/✮ ❞❡ ❝♦♥/❡&✈❛"✐♦♥ ❞✉ ♣&♦❞✉✐" ✜❜&#✳ 7♦✉& ♣♦✉✈♦✐& ♣❛&❧❡&

❞❡ ♣&♦❞✉✐" ✜❜&#✱ ✐❧ ❢❛✉" /❡ ♣❧❛❝❡& ❞❛♥/ ✉♥❡ /♦✉/✲❝❛"#❣♦&✐❡ ❞❡ Ĉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ /✉❣❣.&❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡

/✉✐✈❛♥"✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✶✳✺✳ ✖ ❈❡" ❡①❡♠♣❧❡ ❞I 6 ❈♦♥&❛❞ ✭❬▼❛③ ✷❪ ♣✳✷✼✵✮ ♠♦♥"&❡ 0✉❡ Ĉ ♥✬❡/" ♣❛/

/"❛❜❧❡ ♣❛& ♣&♦❞✉✐" ✜❜&#✳ ❈♦♥/✐❞#&♦♥/ ❧❡ ♣&♦❞✉✐"

R = F[[X,Y ]]×F[[X]] F,

♦> ❧✬❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ F → F[[X]] ❡/" ❧❡ ♠♦&♣❤✐/♠❡ ♥❛"✉&❡❧ ✭❡" ❧❡ /❡✉❧ ♣♦//✐❜❧❡✮ ❡" ❧✬❛✉"&❡ ❛♣♣❧✐✲

❝❛"✐♦♥ ❡/" ❞#✜♥✐❡ ♣❛& Y 7→ 0✳ ❖♥ ♣❡✉" ✈♦✐& R ❝♦♠♠❡ ❧❡ /♦✉/✲❛♥♥❡❛✉

{a+ Y P (X,Y ) | a ∈ F ❡" P ∈ F[[X,Y ]]}
❞❡ F[[X,Y ]] ❛✈❡❝ ♣♦✉& ✐❞#❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ mR = (Y )✳ 7❛& ❝♦♥/#0✉❡♥" dimFmR/m

2
R ❡/" ✐♥✜♥✐❡

❡" R ♥✬❡/" ♣❛/ ◆♦❡"❤❡&✐❡♥✱ ♦> mR ❞#/✐❣♥❡ ❧✬✐❞#❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ R✳

✶✳✶✳✶✳✷✳ ❆♥♥❡❛✉① ❞✬❆+,✐♥✱ ♣❡,✐,❡ 0✉+❥❡❝,✐♦♥✳ ✖ ▲❛ /♦✉/✲❝❛"#❣♦&✐❡ ❞❡ Ĉ ❢♦&♠# ❞❡/ ❛♥♥❡❛✉①

❞✬❆&"✐♥ ❡/" /"❛❜❧❡ ♣❛& ♣&♦❞✉✐" ✜❜&# ❡" ❧❡/ /✉&❥❡❝"✐♦♥/ ❡♥"&❡ ❞❡✉① ❛♥♥❡❛✉① ❞✬❆&"✐♥ /❡ ❢❛❝"♦✲

&✐/❡♥" ❣&U❝❡ ❛✉① ✧♣❡"✐"❡/ /✉&❥❡❝"✐♦♥/✧✳ ❈✬❡/" ❝❡ 0✉❡ ♥♦✉/ ♣&#/❡♥"♦♥/ ❞❛♥/ ❝❡""❡ /♦✉/✲/❡❝"✐♦♥✳

❉*✜♥✐.✐♦♥ ✶✳✶✳✻✳ ✖ ❖♥ ♥♦"❡ C ❧❛ ❝❛"#❣♦&✐❡ ❞❡/ ❛♥♥❡❛✉① ❧♦❝❛✉① (A,mA) ❆&"✐♥✐❡♥/✱ ❝♦♠✲

♣❧❡"/ ❡" ♠✉♥✐/ ❞✬✉♥ ✐/♦♠♦&♣❤✐/♠❡ A/mA ≃ F✳ ▲❡/ ♠♦&♣❤✐/♠❡/ ❡♥"&❡ ❞❡ "❡❧/ ❛♥♥❡❛✉① /♦♥"

❞❡/ ♠♦&♣❤✐/♠❡/ ❝♦♥"✐♥✉/ ❞✬❛♥♥❡❛✉① ❧♦❝❛✉① 0✉✐ ✐♥❞✉✐/❡♥" ❧✬✐❞❡♥"✐"# /✉& ❧❡/ ❝♦&♣/ &#/✐❞✉❡❧/✳

❘❡♠❛34✉❡ ✶✳✶✳✼✳ ✖ ✶✮ ❚♦✉" ✐❞#❛❧ ♣&♦♣&❡ ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ A ∈ C ❡/" ♥✐❧♣♦"❡♥"✳

✷✮ ▲♦&/0✉❡ R ∈ Ĉ✱ ♦♥ ❛ ✈✉ ❞❛♥/ ❧❛ &❡♠❛&0✉❡ ✶✳✶✳✶ 0✉❡ R ❡/" ❤♦♠#♦♠♦&♣❤❡ 6 ❧❛ ❧✐♠✐"❡

♣&♦❥❡❝"✐✈❡ ❞❡ /❡/ 0✉♦"✐❡♥"/ R/mn
R✳ ❈❤❛0✉❡ 0✉♦"✐❡♥" R/mn

R ❛♣♣❛&"✐❡♥" 6 C✳
✸✮ ❉✐&❡ 0✉❡ A ❡/" ❆&"✐♥✐❡♥ #0✉✐✈❛✉" 6 ❞✐&❡ 0✉❡ A ❡/" ◆♦❡"❤❡&✐❡♥ ❡" dimKrullA = 0✳ ❉❛♥/ ❧❛

/✉✐"❡✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❑&✉❧❧ ❞✉ 0✉♦"✐❡♥" R/pR ❥♦✉❡&❛ ✉♥ &=❧❡ ✐♠♣♦&"❛♥"✱ ❧♦&/0✉❡ R ∈ Ĉ✳

❈❡""❡ ❝❛"#❣♦&✐❡ C ✭0✉✐ ❡/" ✉♥❡ /♦✉/✲❝❛"#❣♦&✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ Ĉ✮ ❡/" /"❛❜❧❡ ♣❛& ♣&♦❞✉✐" ✜❜&# ✿

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✽✳ ✖ ❙♦✐, A,B,C ∈ C ❡, 0♦✐, a : A→ C ❡, b : B → C ❞❡✉① ♠♦+♣❤✐0♠❡0✳

❆❧♦+0 ❧❡ ♣+♦❞✉✐, A×C B = {(x, y) ∈ A×B | a(x) = b(y)} ❛♣♣❛+,✐❡♥, 8 C✳

7♦✉& #"✉❞✐❡& ✉♥❡ /✉&❥❡❝"✐♦♥ ❡♥"&❡ ❞❡✉① ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ C✱ ♦♥ ♣❡✉" /❡ ❧✐♠✐"❡& 6 #"✉❞✐❡& ❞❡/

♣❡"✐"❡/ /✉&❥❡❝"✐♦♥/✳ ❈✬❡/" ❧✬♦❜❥❡" ❞✉ ❧❡♠♠❡ 0✉✐ /✉✐" ❧❛ ❞#✜♥✐"✐♦♥ ✿

✷✹



❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✳✾✳ ✖ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣❡(✐(❡ *✉,❥❡❝(✐♦♥ R ։ S ❡♥(,❡ ❞❡✉① ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ Ĉ ✉♥❡

*✉,❥❡❝(✐♦♥ ❞♦♥( ❧❡ ♥♦②❛✉ ❡*( ✉♥ ✐❞3❛❧ ♣,✐♥❝✐♣❛❧ (t) (❡❧ 4✉❡ (t) ·mR = (0)✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✶✵✳ ✖ ❙♦✐# s : A ։ B ✉♥❡ '✉(❥❡❝#✐♦♥ ❡♥#(❡ ❞❡✉① ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ C✳ ❆❧♦(' ❧❛

'✉(❥❡❝#✐♦♥ s ❡'# ❧❛ ❝♦♠♣♦'3❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜(❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❡#✐#❡' '✉(❥❡❝#✐♦♥'✳

❉3♠♦♥'#(❛#✐♦♥✳ ✖ ❈✬❡*( ❞❡ ❧✬❛❧❣8❜,❡ ❝♦♠♠✉(❛(✐✈❡ 3❧3♠❡♥(❛✐,❡✳ ❖♥ *❡ ❞♦♥♥❡ s : A→ A/I
❧❛ *✉,❥❡❝(✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐4✉❡ ❛✈❡❝ I ✉♥ ✐❞3❛❧ ❞❡A✳ ❈♦♠♠❡A ❡*( ◆♦❡(❤❡,✐❡♥✱ ❧✬✐❞3❛❧ I ❡*( ❡♥❣❡♥❞,3

♣❛, ✉♥ ♥♦♠❜,❡ ✜♥✐ ❞✬3❧3♠❡♥(* (x1, . . . , xn)✳ ◗✉✐((❡ A ❢❛❝(♦,✐*❡, s ♣❛, ❧❡* 4✉♦(✐❡♥(* *✉❝❝❡**✐❢*

A→ A/(x1) → . . .→ A/I✱ ♦♥ ♣❡✉( *✉♣♣♦*❡, I ♣,✐♥❝✐♣❛❧ ❡♥❣❡♥❞,3 ♣❛, ✉♥ 3❧3♠❡♥( ♥♦(3 x✳

❈♦♠♠❡ A ❡*( ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞✬❆,(✐♥✱ (♦✉* ❧❡* ✐❞3❛✉① ♣,♦♣,❡* *♦♥( ♥✐❧♣♦(❡♥(*✳ ◗✉✐((❡ A ❢❛❝(♦,✐*❡,

A → A/(x) ♣❛, ❧❡* 4✉♦(✐❡♥(* A/(x)i
✱ ♦♥ ♣❡✉( *✉♣♣♦*❡, 4✉❡ x2 = 0✳ ▲✬✐❞3❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ mA

❞❡ A ❡*( ❡♥❣❡♥❞,3 ♣❛, ✉♥ ♥♦♠❜,❡ ✜♥✐ ❞✬3❧3♠❡♥(* (m1, . . . ,mg) ❡( ✐❧ ❡①✐*(❡ ✉♥ ❡♥(✐❡, α (❡❧

4✉❡ mα
A = (0)✳ ▲❛ ❢❛❝(♦,✐*❛(✐♦♥ A → A/(xmα−1

1 ) → A/(xmα−1
1 , xmα−1

2 ) → . . . → A/(x)
♣❡,♠❡( ❞❡ ❝♦♥❝❧✉,❡✳

✶✳✶✳✷✳ ❈♦♥&✐♥✉✐&)✳ ✖ ❘❡♠❛,4✉♦♥* 4✉❡ W(F) /∈ C✳ ❖♥ *♦✉❤❛✐(❡ ♣♦✉✈♦✐, (,❛✈❛✐❧❧❡, ❛✈❡❝

❞❡* ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ Ĉ✳ ❉❛♥* ❧❛ ♣,❛(✐4✉❡✱ ♥♦✉* ❛❧❧♦♥* *♦✐( ❞3✜♥✐, ❞❡* ❢♦♥❝(❡✉,* *✉, C ❡( ❧❡* 3(❡♥❞,❡

♣❛, ❝♦♥(✐♥✉✐(3 A Ĉ✱ *♦✐( ❧❡* ❞3✜♥✐, *✉, Ĉ ❡( ✈3,✐✜❡, 4✉✬✐❧* *♦♥( ❝♦♥(✐♥✉*✳ ❖♥ ,❛♣♣❡❧❧❡ 4✉❡

❧✬✐❞3❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝❤❛4✉❡ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ C ❡*( ♥✐❧♣♦(❡♥(✱ ❡( ❞♦♥❝ ❝❤❛4✉❡ ❢♦♥❝(❡✉, F : C → Ens
✈3,✐✜❡ F (A) = lim←−n

F (A/mn
A)✱ ♦G A ∈ C✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✳✶✶✳ ✖ ✶✮ ❖♥ 3(❡♥❞ ✉♥ ❢♦♥❝(❡✉, F : C → Ens ♣❛, ❝♦♥(✐♥✉✐(3 ❡♥ ♣♦*❛♥(

F (R) = lim←−
n

F (R/mn
R), ♣♦✉, ❝❤❛4✉❡ R ∈ Ĉ.

✷✮ ❖♥ ❞✐( 4✉✬✉♥ ❢♦♥❝(❡✉, F : Ĉ → Ens ❡*( ❝♦♥(✐♥✉ ❧♦,*4✉❡ ♣♦✉, ❝❤❛4✉❡ R ∈ Ĉ ❧❡ ♠♦,♣❤✐*♠❡

♥❛(✉,❡❧

F (R) → lim←−F (R/mn
R) ❡*( ❜✐❥❡❝(✐❢.

❯♥ (❡❧ ❢♦♥❝(❡✉, ❡*( ❞♦♥❝ ❞3(❡,♠✐♥3 ♣❛, *❛ ,❡*(,✐❝(✐♦♥ A C✳

■❧ ❡*( ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ 4✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐(❡ ♣,♦❥❡❝(✐✈❡ ❝♦♠♠✉(❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦♥❝(❡✉, Hom(A,−)✱ ✐✳❡✳

Hom(A, lim←−i
Bi) ≃ lim←−i

Hom(A,Bi)✱ ❛✈❡❝ A,Bi ❞❡* ❛♥♥❡❛✉① ❝♦♠♠✉(❛(✐❢*✳ ❊♥ ♣❛,(✐❝✉❧✐❡,✱

♦♥ ❛ ✿

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✶✷✳ ✖ ❙♦✐# R ∈ Ĉ✳ ❆❧♦(' ❧❡ ❢♦♥❝#❡✉( Hom(R,−) : Ĉ → Ens ❡'# ❝♦♥#✐♥✉✳

❈❡((❡ ♣,♦♣,✐3(3 ❞❡ Hom(R,−) ♠♦♥(,❡ 4✉❡ ❧❡* ❢♦♥❝(❡✉,* ,❡♣,3*❡♥(❛❜❧❡*✱ ❞3✜♥✐* ❞❛♥* ❧❛

*♦✉*✲*❡❝(✐♦♥ *✉✐✈❛♥(❡✱ *♦♥( ♥3❝❡**❛✐,❡♠❡♥( ❝♦♥(✐♥✉*✳

✶✳✶✳✸✳ ❋♦♥❝&❡✉/ /❡♣/)1❡♥&❛❜❧❡✳ ✖ P❛,♠✐ ❧❡* ❢♦♥❝(❡✉,* F : C → Ens ♦✉ F : Ĉ → Ens✱
♦♥ ✈❛ *✬✐♥(3,❡**❡, A ❝❡✉① 4✉✐ *♦♥( ✭♣,♦✲✮,❡♣,3*❡♥(❛❜❧❡*✱ ✐✳❡✳ ❞❡ ❧❛ ❢♦,♠❡ Hom(R,−) ♣♦✉, ✉♥

R ∈ C ♦✉ Ĉ✳ ❊♥♦♥R♦♥* ❧❛ ❞3✜♥✐(✐♦♥ ✿

✷✺



❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✳✶✸✳ ✖ ✶✮ ❖♥ ❞✐( ❞✬✉♥ ❢♦♥❝(❡✉/ F : Ĉ → Ens 0✉✬✐❧ ❡2( /❡♣/42❡♥(❛❜❧❡ ❧♦/2✲

0✉✬✐❧ ❡①✐2(❡ R ∈ Ĉ (❡❧ 0✉✬✐❧ ❡①✐2(❡ ✉♥ ✐2♦♠♦/♣❤✐2♠❡ ❢♦♥❝(♦/✐❡❧

F ≃ Hom(R,−).

❉❡ ❢❛<♦♥ 40✉✐✈❛❧❡♥(❡✱ ❞✐/❡ 0✉❡ F ❡2( /❡♣/42❡♥(❛❜❧❡ 2✐❣♥✐✜❡ 0✉✬✐❧ ❡①✐2(❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (R, ρ)
✈4/✐✜❛♥( ✿

✭✐✮ R ∈ Ĉ ❡( ρ ∈ F (R)✱

✭✐✐✮ C♦✉/ (♦✉( S ∈ Ĉ ❡( (♦✉( ρS ∈ F (S)✱ ✐❧ ❡①✐2(❡ ✉♥ ✉♥✐0✉❡ ♠♦/♣❤✐2♠❡ r : R → S (❡❧

0✉❡ F (r) ❛♣♣❧✐0✉❡ ρ 2✉/ ρS ✳

✷✮ ❖♥ ❞✐( 0✉❡ F : C → Ens ❡2( ♣/♦✲/❡♣/42❡♥(❛❜❧❡ ❧♦/20✉✬✐❧ ❡①✐2(❡ R ∈ Ĉ (❡❧ 0✉❡

F ≃ Hom(R,−).

✶✳✶✳✹✳ ❊$♣❛❝❡ )❛♥❣❡♥)✳ ✖ C❛/ ❧❛ 2✉✐(❡✱ ♦♥ ❞✐( 0✉❡

F[ε] := F[X]/(X2) ❡2( ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡2 ♥♦♠❜/❡2 ❞✉❛✉① ❞❡ F.

▲✬❛♥♥❡❛✉ F[ε] ❡2( ✉♥ F✲❡2♣❛❝❡ ✈❡❝(♦/✐❡❧ ❞❡ ❜❛2❡ {1, ε}✱ ♦♥ 4❝/✐( 2❡2 4❧4♠❡♥(2 2♦✉2 ❧❛ ❢♦/♠❡

x+ yε ❞❛♥2 ❝❡((❡ ❜❛2❡✱ ❛✈❡❝ x, y ∈ F✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✳✶✹✳ ✖ ❖♥ ❞✐( 0✉❡ F (F[ε]) ❡2( ❧✬❡2♣❛❝❡ (❛♥❣❡♥( ❞✉ ❢♦♥❝(❡✉/ F : Ĉ → Ens✳

❈❡((❡ ❞4✜♥✐(✐♦♥ ❡2( ♠♦(✐✈4❡ ♣❛/ ❧❡ ❧❡♠♠❡ 2✉✐✈❛♥(✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✶✺ ✭❬▼❛③ ✷❪✱ 23♦♣✳ ♣✳✷✼✶✮✳ ✖ ❙♦✐# R ∈ Ĉ✳ ■❧ ❡①✐)#❡ ✉♥ ✐)♦♠♦-♣❤✐)♠❡ ♥❛✲

#✉-❡❧ ❞❡ F✲❡)♣❛❝❡) ✈❡❝#♦-✐❡❧) ✿
tR ≃ Hom(R,F[ε]).

▲✬❡2♣❛❝❡ (❛♥❣❡♥( ❞✉ ❢♦♥❝(❡✉/ Hom(R,−) ❡2( ❛✐♥2✐ ✐2♦♠♦/♣❤❡ ❡♥ (❛♥( 0✉❡ F✲❡2♣❛❝❡ ✈❡❝(♦✲

/✐❡❧ I tR✳ ❖♥ 2♦✉❤❛✐(❡ ♠✉♥✐/ ❞✬✉♥❡ 2(/✉❝(✉/❡ ❞❡ F✲❡2♣❛❝❡ ✈❡❝(♦/✐❡❧ ❧✬❡2♣❛❝❡ (❛♥❣❡♥( ❞✬✉♥

❢♦♥❝(❡✉/✳ C♦✉/ ❝❡❧❛✱ ❝♦♥2✐❞4/♦♥2 ❧❡2 ❞❡✉① ♠♦/♣❤✐2♠❡2 2✉✐✈❛♥(2 ✿

a :

{
F[ε]×F F[ε] −→ F[ε]

(x+ yε, x+ zε) 7→ x+ (y + z)ε

❡(

mλ :

{
F[ε] −→ F[ε]

x+ yε 7→ x+ (λy)ε
, ♦J λ ∈ F.

❖♥ 4♥♦♥❝❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ 2✉✣2❛♥(❡ ♣♦✉/ 0✉❡ F (F[ε]) 2♦✐( ✉♥ ❡2♣❛❝❡ ✈❡❝(♦/✐❡❧ ♣♦✉/ ❧❡2 ❧♦✐2

✐♥❞✉✐(❡2 ♣❛/ ❧✬❛❞❞✐(✐♦♥ a ❡( ♣❛/ ❧❛ ♠✉(❧✐♣❧✐❝❛(✐♦♥ mλ ♣❛/ ✉♥ 2❝❛❧❛✐/❡✳

/0♦♣♦2✐%✐♦♥ ✶✳✶✳✶✻ ✭❬❙❝❪✱ ▲❡♠✳✷✳✶✵✳✮✳ ✖ ❙♦✐# F : C → Ens ✉♥ ❢♦♥❝#❡✉- #❡❧ 7✉❡ F (F)
)♦✐# -8❞✉✐# 9 ✉♥ 8❧8♠❡♥#✳ ❙✉♣♣♦)♦♥) 7✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ♥❛#✉-❡❧❧❡ )✉✐✈❛♥#❡ )♦✐# ✉♥❡ ❜✐❥❡❝#✐♦♥ ✿

sε : F (F[ε]×F F[ε]) −→ F (F[ε])× F (F[ε]).

❆❧♦-) ❧✬❡)♣❛❝❡ #❛♥❣❡♥# F (F[ε]) ♣♦))?❞❡ ✉♥❡ )#-✉❝#✉-❡ ❞❡ F✲❡)♣❛❝❡ ✈❡❝#♦-✐❡❧ ♦@ ❧✬❛❞❞✐#✐♦♥ ❡#

❧❛ ♠✉❧#✐♣❧✐❝❛#✐♦♥ ✭♣❛- λ ∈ F✮ )♦♥# -❡)♣❡❝#✐✈❡♠❡♥# ❞♦♥♥8❡) ♣❛- ✿

F (F[ε])× F (F[ε])
s−1
ε // F (F[ε]×F F[ε])

F (a)
// F (F[ε]) ❡# F (F[ε])

F (mλ)
// F (F[ε]) .

✷✻



❙✐ F ❡#$ %❡♣%'#❡♥$❛❜❧❡✱ #♦♥ ❡#♣❛❝❡ $❛♥❣❡♥$ ❡#$ ✉♥ F✲❡#♣❛❝❡ ✈❡❝$♦%✐❡❧✳ ❖♥ ✈❡✉$ #✬❛##✉%❡% ❡♥

♣❛%$✐❝✉❧✐❡% 6✉❡ sε : F (F[ε]×F F[ε]) −→ F (F[ε])×F (F[ε]) ❡#$ ❜✐❥❡❝$✐✈❡✳ ❈❡❧❛ ❡#$ ♣%'❝✐#' ❞❛♥#
❧❛ #❡❝$✐♦♥ #✉✐✈❛♥$❡ ✭❝❢✳ ♣%♦♣%✐'$' H2 < ✈❡♥✐%✮✳

✶✳✷✳ ❈$✐&'$❡ ❞❡ ❙❝❤❧❡..✐♥❣❡$

❖♥ '♥♦♥❝❡ ❧❡ ❝%✐$>%❡ ❞❡ ❙❝❤❧❡##✐♥❣❡% ❞❛♥# ❞❡✉① ❝❛# ✿ ❧♦%#6✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝$❡✉% F : C → Ens
❡#$ ♣%♦✲%❡♣%'#❡♥$❛❜❧❡ ❡$ ❧♦%#6✉❡ F ♥✬❡#$ ♣❛# ♣%♦✲%❡♣%'#❡♥$❛❜❧❡✱ ♠❛✐# $%># ♣%♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬C$%❡✳

❉❛♥# ❧❡ ♣%❡♠✐❡% ❝❛#✱ ♦♥ ♣❡✉$ ❛##♦❝✐❡% < F ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ R ∈ Ĉ 6✉✐ ❡#$ ✉♥✐6✉❡ < ✉♥✐6✉❡

✐#♦♠♦%♣❤✐#♠❡ ♣%>#✱ ♦♥ ♣❛%❧❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉ ✉♥✐✈❡%#❡❧ ♣♦✉% F ✳ ❉❛♥# ❧❡ #❡❝♦♥❞ ❝❛#✱ ♦♥ ❛$$❛❝❤❡

'❣❛❧❡♠❡♥$ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ R ∈ Ĉ < F 6✉✐ ❡#$ ✉♥✐6✉❡ ♠❛✐# ♣❛# < ✉♥✐6✉❡ ✐#♦♠♦%♣❤✐#♠❡ ♣%>#✱ ♦♥

♣❛%❧❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉ ✈❡%#❡❧ ♣♦✉% F ✳

✶✳✷✳✶✳ ❱❡$.✐♦♥ ✉♥✐✈❡$.❡❧❧❡✳ ✖ ❈❡ ❝%✐$>%❡ #✬'♥♦♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛E♦♥ #✉✐✈❛♥$❡✳

❚❤"♦$%♠❡ ✶✳✷✳✶ ✭❬❙❝❪✱ ❚❤✳✷✳✶✶✮✳ ✖ ❙♦✐# F : C −→ Ens ✉♥ ❢♦♥❝#❡✉)✳ ❖♥ ,✉♣♣♦,❡ .✉❡

F (F) ❡,# )/❞✉✐# 1 ✉♥ /❧/♠❡♥#✳ ❙♦✐❡♥# a : A → C ❡# b : B → C ❞❡✉① ♠♦)♣❤✐,♠❡, ❞❛♥, C✳
❖♥ ♥♦#❡

s : F (A×C B) → F (A)×F (C) F (B) ❧✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ♥❛#✉)❡❧❧❡ ❞/❞✉✐#❡ ❞❡, ♣)♦❥❡❝#✐♦♥,✳

❆❧♦), F ❡,# ♣)♦✲)❡♣)/,❡♥#❛❜❧❡ ,✐ ❡# ,❡✉❧❡♠❡♥# ,✐ F ,❛#✐,❢❛✐# ❧❡, ♣)♦♣)✐/#/, ❝✐✲❞❡,,♦✉, ✿

❍✶✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ s ❡,# ,✉)❥❡❝#✐✈❡ ❞A, .✉❡ b : B → C ❡,# ✉♥❡ ♣❡#✐#❡ ,✉)❥❡❝#✐♦♥✳

❍✷✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ s ❡,# ❜✐❥❡❝#✐✈❡ ❞A, .✉❡ C = F ❡# B = F[ε]✳
❍✸✳ ▲✬❡,♣❛❝❡ #❛♥❣❡♥# ❞❡ F ❡,# ❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ✜♥✐❡ ✿ dimFF (F[ε]) <∞✳

❍✹✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ s ❡,# ❜✐❥❡❝#✐✈❡ ❞A, .✉❡ A = B✱ a = b ❡# a : A → C ❡,# ✉♥❡ ♣❡#✐#❡

,✉)❥❡❝#✐♦♥✳

▲❡$ ✈&'✐✜❝❛,✐♦♥$ / ❡✛❡❝,✉❡' ♣♦✉' ✉,✐❧✐$❡' ❧❡ ,❤&♦'5♠❡ ❝✐✲❞❡$$✉$ '❡♣♦$❡♥, $✉' ❞❡$ ♣❡,✐,❡$

$✉'❥❡❝,✐♦♥$ ❡, $✉' ❧✬❡$♣❛❝❡ ,❛♥❣❡♥, ❞❡ F ✳ ❉✬❛♣'5$ ❧❛ ♣'♦♣♦$✐,✐♦♥ ✶✳✶✳✶✻✱ ❧✬❤②♣♦,❤5$❡ H2 ✐♠✲

♣❧✐A✉❡ A✉❡ ❧✬❡$♣❛❝❡ ,❛♥❣❡♥, ❞❡ F ❡$, ✉♥ F✲❡$♣❛❝❡ ✈❡❝,♦'✐❡❧✳ ❈❡❧❛ '❡♥❞ ❧&❣✐,✐♠❡ ❧❛ ❢♦'♠✉❧❛,✐♦♥

❞❡ H3 ✳ ❈❡,,❡ ♣'♦♣'✐&,& H3 ❛$$✉'❡ A✉❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ A✉✐ '❡♣'&$❡♥,❡ F ❡$, ❜✐❡♥ ◆♦❡,❤❡'✐❡♥✳

✶✳✷✳✷✳ ❱❡%&✐♦♥ ✈❡%&❡❧❧❡✳ ✖ ❉❛♥$ ❧❛ $♦✉$✲$❡❝,✐♦♥ ♣'&❝&❞❡♥,❡✱ ✉♥❡ ❝❛'❛❝,&'✐$❛,✐♦♥ ❡$,

❞♦♥♥&❡ ♣♦✉' ❧❡$ ❢♦♥❝,❡✉'$ C → Ens ♣'♦✲'❡♣'&$❡♥,❛❜❧❡$✳ ■❝✐✱ ♦♥ $✬✐♥,&'❡$$❡ / ❞❡$ ❢♦♥❝,❡✉'$

A✉✐ $♦♥, ❛$$❡③ ♣'♦❝❤❡$ ❞❡$ ❢♦♥❝,❡✉'$ '❡♣'&$❡♥,❛❜❧❡$✱ ✐✳❡✳ A✉✐ ♣♦$$5❞❡♥, ✉♥ ♣'♦✲❤✉❧❧ (R, r)
$❡❧♦♥ ❧❡ ✈♦❝❛❜❧❡ ✉,✐❧✐$& ❞❛♥$ ❬❙❝❪✳ J♦✉' ❞❡ ,❡❧$ ❢♦♥❝,❡✉'$ F ✱ ♦♥ ❞✐$♣♦$❡ ❞✬✉♥ ♠♦'♣❤✐$♠❡

Hom(R,−) → F ✭❛✈❡❝ R ∈ Ĉ✮ ❞✐, ❧✐$$❡✳ ▼❛✐$ / ❧❛ ❞✐✛&'❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛$ ♦N ❧❡ ❢♦♥❝,❡✉' ❡$,

'❡♣'&$❡♥,❛❜❧❡✱ ♦♥ ♥❡ $❛✐, ♣❛$ $✐ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (R, r) ❡$, ✉♥✐A✉❡ / ✐$♦♠♦'♣❤✐$♠❡ ✉♥✐A✉❡ ♣'5$✳

❈✬❡$, ❝❡ A✉✐ ❡①♣❧✐A✉❡ ❧❡ ,✐,'❡ ❞❡ ❝❡,,❡ $♦✉$✲$❡❝,✐♦♥✱ ❧✬♦❜❥❡, (R, r) ❡$, ❞✐, ✈❡'$❡❧ ♣♦✉' F ❞❛♥$

❧❡ ❝❛$ ♦N ❝✬❡$, ✉♥ ♣'♦✲❤✉❧❧ ❞❡ F ✳ ❈♦♠♠❡♥P♦♥$ ♣❛' ❞&✜♥✐' ❧❛ ♥♦,✐♦♥ ❞❡ ♠♦'♣❤✐$♠❡ ❧✐$$❡

❡♥,'❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝,❡✉'$ ❡, ❝❡❧❧❡ ❞❡ ✧❤✉❧❧✧✳

✶✳✷✳✷✳✶✳ ▼♦)♣❤✐,♠❡ ❧✐,,❡ ❡# ❤✉❧❧✳ ✖ ❖♥ ✜①❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝,❡✉'$ F,G : C → Ens ,❡❧$ A✉❡ F (F)

❡, G(F) $♦✐❡♥, '&❞✉✐,$ / ✉♥ &❧&♠❡♥,✳ ❖♥ ♣'♦❧♦♥❣❡ ♣❛' ❝♦♥,✐♥✉✐,& ❝❡$ ❞❡✉① ❢♦♥❝,❡✉'$ / Ĉ✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ✖ ❖♥ ❞✐, A✉✬✉♥ ♠♦'♣❤✐$♠❡ F → G ❡$, ❧✐$$❡ ❧♦'$A✉❡ ♣♦✉' ,♦✉,❡ $✉'✲

❥❡❝,✐♦♥ A ։ B ❞❛♥$ C✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ♥❛,✉'❡❧❧❡ $✉✐✈❛♥,❡ ❡$, $✉'❥❡❝,✐✈❡ ✿

F (A) → F (B)×G(B) G(A).
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❘❡♠❛$%✉❡ ✶✳✷✳✸✳ ✖ ❖♥ ♣❡✉' (❡❢♦(♠✉❧❡( ❝❡''❡ ❞/✜♥✐'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛3♦♥ 4✉✐✈❛♥'❡ ✿

f : F → G ❡4' ❧✐44❡ ❧♦(47✉❡ ♣♦✉( '♦✉'❡ 4✉(❥❡❝'✐♦♥ A ։ B ❞❛♥4 C✱ ♣♦✉( '♦✉' /❧/♠❡♥'

b1 ∈ F (B) ❡' '♦✉' (/❧:✈❡♠❡♥' a2 ❞❡ b2 = f(B)(b1) ❞❛♥4 G(A)✱ ✐❧ ❡①✐4'❡ a1 ∈ F (A) '❡❧ 7✉❡

f(A)(a1) = a2 ❡' '❡❧ 7✉❡ a1 4♦✐' ✉♥ (❡❧:✈❡♠❡♥' ❞❡ b1✳

❱♦②♦♥4 ❝❡ 7✉❡ 4✐❣♥✐✜❡ ?'(❡ ❧✐44❡ ❞❛♥4 ❧❡ ❝❛4 4✐♠♣❧❡ ♦@ ❧❡4 ❞❡✉① ❢♦♥❝'❡✉(4 4♦♥' (❡♣(/4❡♥'❛❜❧❡4 ✿

+$♦♣♦.✐0✐♦♥ ✶✳✷✳✹ ✭❬❙❝❪✱ $%♦♣✳✷✳✺✮✳ ✖ ❙♦✐# R → S ✉♥ ♠♦'♣❤✐*♠❡ ❞✬.❧.♠❡♥#* ❞❡ Ĉ✳
❆❧♦'* Hom(S,−) → Hom(R,−) ❡*# ❧✐**❡ *✐ ❡# *❡✉❧❡♠❡♥# *✐ S ❡*# ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ *.'✐❡*

❢♦'♠❡❧❧❡* *✉' R✳
❖♥ ❞✐# ❛❧♦'* 5✉❡ S ❡*# ❧✐**❡ *✉' R ✭♦✉ '❡❧❛#✐✈❡♠❡♥# 8 R✮✳

❉❛♥4 ❧❛ ❝❛'/❣♦(✐❡ Ĉ✱ ❞✐(❡ 7✉❡ R→ S ❡4' ❧✐44❡ (❡✈✐❡♥' E ❞✐(❡ 7✉❡ S ❡4' ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ 4/(✐❡4

❢♦(♠❡❧❧❡4 4✉( R✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ /'❡♥❞✉ ❝❡''❡ ♥♦'✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡4 ♠♦(♣❤✐4♠❡4 ❞❡ ❢♦♥❝'❡✉(4✳

▲❛ ❞/✜♥✐'✐♦♥ 4✉✐✈❛♥'❡ ❢♦(♠❛❧✐4❡ ❧❛ ♥♦'✐♦♥ ❞✬?'(❡ ♣(♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❢♦♥❝'❡✉( (❡♣(/4❡♥'❛❜❧❡✳

❉4✜♥✐0✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳ ✖ ❖♥ ❞✐' ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (R, r) 7✉✬✐❧ ❡4' ✉♥ ♣(♦✲❤✉❧❧ ♣♦✉( ❧❡ ❢♦♥❝'❡✉( F

4✐ R ∈ Ĉ ❡' 4✐ r : Hom(R,−) → F ❡4' ✉♥ ♠♦(♣❤✐4♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝'❡✉(4 7✉✐ ❡4' ❧✐44❡ ❡' '❡❧ 7✉❡

❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ✐♥❞✉✐'❡ tR → F (F[ε]) 4♦✐' ✉♥❡ ❜✐❥❡❝'✐♦♥✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✶✳✷✳✻✳ ✖ ✶✮ ❇✐❡♥ ❡♥'❡♥❞✉✱ 4✐ F ❡4' ♣(♦✲(❡♣(/4❡♥'❛❜❧❡ ♣❛( (R, r)✱ ❛❧♦(4 ❝❡

❝♦✉♣❧❡ ❡4' ✉♥ ♣(♦✲❤✉❧❧ ♣♦✉( F ✳

✷✮ ❙♦✐' S ։ F ❧❛ (/❞✉❝'✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ mS ✱ ❛✈❡❝ S ∈ Ĉ✳ ❙✐ (R, r) ❡4' ✉♥ ♣(♦✲❤✉❧❧ ♣♦✉( F ✱ ❛❧♦(4

❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ✐♥❞✉✐'❡ Hom(R,S) → Hom(R,F) ×F (F) F (S) ❡4' 4✉(❥❡❝'✐✈❡✳ ❉:4 7✉❡ F (S)
❡4' ♥♦♥✲✈✐❞❡✱ ♦♥ ❞✐4♣♦4❡ ❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ✭♥♦♥✲❝❛♥♦♥✐7✉❡✮ R→ S✳

▲❛ 7✉❡4'✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐'/ ❞✉ ♣(♦✲❤✉❧❧ ❞❡ F 4❡ ♣♦4❡✱ ❝✬❡4' ❧✬♦❜❥❡' ❞❡ ❧❛ ♣(♦♣♦4✐'✐♦♥ 4✉✐✈❛♥'❡✳

+$♦♣♦.✐0✐♦♥ ✶✳✷✳✼ ✭❬❙❝❪✱ $%♦♣✳✷✳✾✮✳ ✖ ❙♦✐❡♥# (R, r) ❡# (S, s) ❞❡✉① ♣'♦✲❤✉❧❧* ♣♦✉' F ✳
❆❧♦'* ✐❧ ❡①✐*#❡ ✉♥ ✐*♦♠♦'♣❤✐*♠❡ u : R → S #❡❧ 5✉❡ s = r ◦ u∗✱ ♦= u∗ ❡*# ❧✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥

Hom(S,−) → Hom(R,−) ✐♥❞✉✐#❡ ♣❛' u✳

▲❛ ❝❛(❛❝'/(✐4'✐7✉❡ ❞✉ ♣(♦✲❤✉❧❧ R ♣♦44:❞❡ ✉♥ ✈/(✐'❛❜❧❡ ✐♥'/(?' ❞❛♥4 ❧❡ ❝❛❞(❡ ❣❛❧♦✐4✐❡♥✳ ❊♥

(❡4'❛♥' ✈❛❣✉❡✱ 4✐ ✉♥❡ (❡♣(/4❡♥'❛'✐♦♥ ❝♦♥'✐♥✉❡ ❞✉ ❣(♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐4 ❛❜4♦❧✉ ❞❡ Q E ✈❛❧❡✉(4

❞❛♥4 GL2(Fp) ♣♦44:❞❡ ❝❡('❛✐♥❡4 ♣(♦♣(✐/'/4 ❞✐'❡4 ❞❡ ♠♦❞✉❧❛(✐'/4✱ ♦♥ 4✬❛''❡♥❞ E ❝❡ 7✉❡ ❝❡''❡

(❡♣(/4❡♥'❛'✐♦♥ ♣♦44:❞❡ ✉♥ (❡❧:✈❡♠❡♥' E GL2(Zp)✱ ♣❛( ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈✬❡4' ❞❛♥4 ❝❡' ❡4♣(✐' 7✉❡

♥♦✉4 ❞♦♥♥♦♥4 ❧❛ ♣(♦♣♦4✐'✐♦♥ 4✉✐✈❛♥'❡✳

+$♦♣♦.✐0✐♦♥ ✶✳✷✳✽ ✭❬❙❝❪✱ ❘❡♠✳✷✳✶✵✮✳ ✖ ❙♦✐# (R, r) ✉♥ ♣'♦✲❤✉❧❧ ♣♦✉' F ✳ ❆❧♦'* ❧❡* ❞❡✉①
♣♦✐♥#* *✉✐✈❛♥#* *♦♥# .5✉✐✈❛❧❡♥#* ✿

✶✮ R ❡*# ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ *.'✐❡* ❢♦'♠❡❧❧❡* *✉' W(F)✳
✷✮ ❙✐ A→ B ❡*# *✉'❥❡❝#✐✈❡ ❞❛♥* C✱ ❛❧♦'* F (A) → F (B) ❡*# *✉'❥❡❝#✐✈❡✳

✷✽



✶✳✷✳✷✳✷✳ ❈$✐&'$❡ ❞❡ ❙❝❤❧❡..✐♥❣❡$ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ✈❡$.❡❧✳ ✖ ❖♥ ♣❡✉' (♥♦♥❝❡+ ❧❛ ✈❡+/✐♦♥ /✉✐✈❛♥'❡

❞✉ ❝+✐'2+❡ ❞❡ ❙❝❤❧❡//✐♥❣❡+✳

❚❤"♦$%♠❡ ✶✳✷✳✾ ✭❬❙❝❪✱ ❚❤✳✷✳✶✶✮✳ ✖ ❙♦✐& F : C −→ Ens ✉♥ ❢♦♥❝&❡✉$ &❡❧ 6✉❡ F (F) .♦✐&

$7❞✉✐& 8 ✉♥ 7❧7♠❡♥&✳ ❙♦✐❡♥& a : A→ C ❡& b : B → C ❞❡✉① ♠♦$♣❤✐.♠❡. ❞❛♥. C✳ ❖♥ ♥♦&❡

s : F (A×C B) → F (A)×F (C) F (B) ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♥❛&✉$❡❧❧❡ ❞7❞✉✐&❡ ❞❡. ♣$♦❥❡❝&✐♦♥.✳

❆❧♦$. F ♣♦..'❞❡ ✉♥ ♣$♦✲❤✉❧❧ .✐ ❡& .❡✉❧❡♠❡♥& .✐ F .❛&✐.❢❛✐& ❧❡. ♣$♦♣$✐7&7. H1 ,H2 ❡& H3 ✭❞✉

&❤7♦$'♠❡ ✶✳✷✳✶✮✳

❘❡♠❛$.✉❡ ✶✳✷✳✶✵✳ ✖ ✶✮ ❖♥ ♣❡✉' '+♦✉✈❡+ ❞❛♥/ ❬❙❝❪ ❧✬✐/♦♠♦+♣❤✐/♠❡ ❝❛♥♦♥✐<✉❡

F (R) ≃ Hom(Hom(R,−), F ),

♦= R ∈ Ĉ ❡' F ❡/' ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢♦♥❝'❡✉+ C → Ens ❞❛♥/ ❧❡ ♠❡♠❜+❡ ❞❡ ❞+♦✐'❡✳ ❖♥ ❛

✉'✐❧✐/( ❝❡''❡ ✐❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ✭❞✉ '②♣❡ ❨♦♥❡❞❛✮ ♣♦✉+ (♥♦♥❝❡+ ❧❛ ❞(✜♥✐'✐♦♥ ❡' ❧❛ ♣+♦♣♦/✐'✐♦♥

♣+(❝(❞❡♥'❡ ❀ ❞❛♥/ ❬❙❝❪✱ ❧✬(❧(♠❡♥' r ❝✐✲❞❡//✉/ ❡/' ✈✉ ❞❛♥/ F (R)✳
✷✮ ❉❛♥/ ❧❛ ♣+❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣+♦♣♦/✐'✐♦♥ ❝✐✲❞❡//✉/✱ ♦♥ ❡①❤✐❜❡ ❞❡✉① ♠♦+♣❤✐/♠❡/ u : R → S ❡'

v : S → R '❡❧/ <✉❡ u◦v ✐♥❞✉✐/❡ ✉♥ ❛✉'♦♠♦+♣❤✐/♠❡ ❞❡ tS ✱ ❛✐♥/✐ u◦v ❡/' /✉+❥❡❝'✐❢ ✭❞✬❛♣+2/

❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✸✮✳ ❖♥ /❛✐' ❡♥✜♥ <✉❡ <✉❡ u ◦ v ❡/' ❜✐❥❡❝'✐❢ ❝❛+ S ❡/' ◆♦❡'❤❡+✐❡♥✳

✶✳✸✳ ▲❡ ❝-✐/0-❡ ❞❡ ❙❝❤❧❡33✐♥❣❡- -❡✈✉ ♣❛- ▼❛③✉-

❙♦✐' ρ̄ : Π→ GLn(F) ✉♥❡ +❡♣+(/❡♥'❛'✐♦♥ ❝♦♥'✐♥✉❡ ❞✉ ❣+♦✉♣❡ ♣+♦✜♥✐ Π✳ ❖♥ /♦✉❤❛✐'❡ ('✉❞✐❡+

❞❡/ ✭❝❧❛//❡/ ❞❡✮ +❡❧2✈❡♠❡♥'/ ❞❡ ρ̄ ❡' ♣♦✉✈♦✐+ ❧❡/ ♣❛+❛♠('+❡+ ♣❛+ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✉♥✐✈❡+/❡❧ ✭♦✉

✈❡+/❡❧ /❡❧♦♥ ❧❡/ ❝❛/✮✳ ▲❡ ♣+♦❜❧2♠❡ ❡/' ♣♦/( ❡♥ '❡+♠❡/ ❢♦♥❝'♦+✐❡❧/ N ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❉❡❢

�(ρ̄) ❡'

❉❡❢(ρ̄) ✭❝❢✳ ❧❛ ❞(✜♥✐'✐♦♥ ✶✳✸✳✷ N ✈❡♥✐+✮✳

▼❛③✉+ ❛♣♣❧✐<✉❡ ❧❡ ❝+✐'2+❡ ❞❡ ❙❝❤❧❡//✐♥❣❡+ ✭✈❡+/✐♦♥ ✉♥✐✈❡+/❡❧❧❡ ♦✉ ✈❡+/❡❧❧❡✮ ❛✈❡❝ ❉❡❢(ρ̄)✱ ❝❡

<✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞(❢♦+♠❛'✐♦♥ R(ρ̄) ♣♦✉+ ❧❡<✉❡❧ ❉❡❢(ρ̄) ≃ Hom(R(ρ̄),−) ✭✈❡+/✐♦♥

✉♥✐✈❡+/❡❧❧❡✮ ♦✉ Hom(R(ρ̄),−)
❧✐""❡−→ ❉❡❢(ρ̄) ✭✈❡+/✐♦♥ ✈❡+/❡❧❧❡✮✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❡♥/✉✐'❡ ❞❡/ ❡①❡♠♣❧❡/

/✐♠♣❧❡/ ❡♥ ❞(❢♦+♠❛♥' ❞❡/ ❝❛+❛❝'2+❡/ ❞❡ ❣+♦✉♣❡/ ❞❡ ●❛❧♦✐/ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞❡/ ❝♦+♣/ ❧♦❝❛✉① ❡' ❞❡/

❝♦+♣/ ❞❡ ♥♦♠❜+❡/✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ +❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ♠✐♥♦+❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❑+✉❧❧ ❞❡/ <✉♦'✐❡♥'/

R(ρ̄)/pR(ρ̄) ♦❜'❡♥✉❡ ❣+T❝❡ ❛✉① ❡/♣❛❝❡/ '❛♥❣❡♥'/ ❡' N ❧❛ '❤(♦+✐❡ ❞❡ ❧✬♦❜/'+✉❝'✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❣+T❝❡

N H i(Π,Ad(ρ̄))✱ ♣♦✉+ i = 1, 2 ❡' Ad(ρ̄) ❧❛ +❡♣+(/❡♥'❛'✐♦♥ ❛❞❥♦✐♥'❡✳

✶✳✸✳✶✳ ❚❤>♦-0♠❡ ❞❡ ▼❛③✉-✳ ✖ U♦✉+ ❝❤❛<✉❡ ❛♥♥❡❛✉ R ∈ Ĉ✱ ♦♥ ❞✐/♣♦/❡ ❞❡ ❧❛ +(❞✉❝'✐♦♥

♥❛'✉+❡❧❧❡ πR : GLn(R) → GLn(F) ♠♦❞✉❧♦ mR✳ ❖♥ ❞(✜♥✐' ❛❧♦+/ ❧❡ /♦✉/✲❣+♦✉♣❡ /✉✐✈❛♥' ✿

Γ(R) = ker[GLn(R)
πR−−→ GLn(F)] = 1 +mRMn(R).

▲❡♠♠❡ ✶✳✸✳✶✳ ✖ ✶✮ Γ(R) ❡.& ✉♥ ♣$♦✲p✲❣$♦✉♣❡✳
✷✮ Γ(R) ❛❣✐& ❞❡ ❢❛C♦♥ ♥❛&✉$❡❧❧❡ .✉$ ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. $❡❧'✈❡♠❡♥&. ρR : Π→ GLn(R) ❝♦♥&✐♥✉.
❞❡ ρ̄ ❞❡ ❧❛ ❢❛C♦♥ .✉✐✈❛♥&❡ ✿

γ · ρR = γρRγ
−1, ❛✈❡❝ γ ∈ Γ.

✷✾



❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ✖ ✶✮ ■❧ &✉✣) ❞❡ ,❡♠❛,/✉❡, /✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❡&) 3❣❛❧ 5 1+mRMn(R)✱ ✐✳❡✳ 5 ❧❛

❧✐♠✐)❡ ♣,♦❥❡❝)✐✈❡ lim←−j
1 + Mn(mR/m

j
R)✳ ❯♥❡ ,3❝✉,,❡♥❝❡ ✐♠♠3❞✐❛)❡ ♠♦♥),❡ /✉❡ ❧❡& ❣,♦✉♣❡&

/✉✐ ❞3✜♥✐&&❡♥) ❝❡))❡ ❧✐♠✐)❡ &♦♥) ❞❡& p✲❣,♦✉♣❡&✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡& ❣,♦✉♣❡& ♠✉❧)✐♣❧✐❝❛)✐❢&

❡&) ✐&♦♠♦,♣❤❡ ❛✉ ❣,♦✉♣❡ ❛❞❞✐)✐❢ Mn(mR/m
j
R) /✉✐ &❡ ❞3✈✐&&❡ ❣,C❝❡ 5 Mn(mj−1

R /mj
R)✳ ❖,✱

❝❡ ❞❡,♥✐❡, ❡&) ✉♥ F✲❡&♣❛❝❡ ✈❡❝)♦,✐❡❧✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥&✐♦♥ ✜♥✐ ❝❛, R ❡&) ◆♦❡)❤❡,✐❡♥✳

✷✮ ❈✬❡&) ✐♠♠3❞✐❛)✳

❖♥ ❞3✜♥✐) ❧❡ ❢♦♥❝)❡✉, ❞❡ ❞3❢♦,♠❛)✐♦♥ ❝❛❞,3❡❉❡❢

�(ρ̄) ❡) ❧❡ ❢♦♥❝)❡✉, ❞❡ ❞3❢♦,♠❛)✐♦♥❉❡❢(ρ̄)✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ✖ ▲❡& ❢♦♥❝)❡✉,& ❉❡❢

�(ρ̄) : Ĉ −→ Ens ❡) ❉❡❢(ρ̄) : Ĉ −→ Ens &♦♥)

❞3✜♥✐& ♣❛, ✿

❉❡❢

�(ρ̄)(R) = {ρR : Π→ GLn(R) ♠♦,♣❤✐&♠❡ ❝♦♥)✐♥✉ )❡❧ /✉❡ (ρ mod mR) = ρ̄}
❉❡❢(ρ̄)(R) = ❉❡❢ �(ρ̄)(R)/Γ(R).

❉♦♥♥♦♥& ✉♥❡ ❛✉),❡ ❛♣♣,♦❝❤❡ ❞❡& ❢♦♥❝)❡✉,& ❉❡❢

�(ρ̄) ❡) ❉❡❢(ρ̄)✳
❖♥ ♥♦)❡ VF ✉♥ F✲❡&♣❛❝❡ ✈❡❝)♦,✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥&✐♦♥ n ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❛❝)✐♦♥ ❝♦♥)✐♥✉❡ ❞❡ Π✳ ❙♦✐)

R ∈ Ĉ✳ ❖♥ ❝♦♥&✐❞M,❡ ❧❡& R✲♠♦❞✉❧❡& ❧✐❜,❡& VR ❞❡ ,❛♥❣ n ♠✉♥✐& ❞✬✉♥❡ ❛❝)✐♦♥ ❝♦♥)✐♥✉❡ ❞❡ Π
❡) ❞✬✉♥ ✐&♦♠♦,♣❤✐&♠❡ Π✲3/✉✐✈❛,✐❛♥) ι : VR ⊗ F ≃ VF✱ ❞❡✉① )❡❧& ♠♦❞✉❧❡& VR ❡) V ′

R 3)❛♥)

3/✉✐✈❛❧❡♥)& ❧♦,&/✉✬✐❧& &♦♥) ✐&♦♠♦,♣❤❡& ❡♥ ,❡&♣❡❝)❛♥) ι ❡) ι′✱ ❛✈❡❝ ❞❡& ♥♦)❛)✐♦♥ 3✈✐❞❡♥)❡&✳

❆❧♦,&✱ ❉❡❢(ρ̄)(R) ❝♦,,❡&♣♦♥❞ 5 ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❝❧❛&&❡& ❞✬3/✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡& VR✳

Q♦✉, ❉❡❢

�(ρ̄)✱ ✜①♦♥& ✉♥❡ ❜❛&❡ bF ❞❡ VF✳ ❖♥ ❝♦♥&✐❞M,❡ ❧❡& ❝♦✉♣❧❡& (VR,bR) ❛✈❡❝ VR ❝♦♠♠❡

❝✐✲❞❡&&✉& ❡) bR ✉♥❡ ❜❛&❡ ❞✉ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡ bF ✈✐❛ ι✳ ❆❧♦,& ❉❡❢

�(ρ̄)(R) ❝♦,,❡&♣♦♥❞ 5

❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❝❧❛&&❡& ❞✬3/✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡& ❝♦✉♣❧❡& (VR,bR)✳

❉❛♥& ❧❛ &✉✐)❡✱ ♥♦),❡ 3)✉❞❡ ♣♦,)❡ &✉, ❧❡& ❞3❢♦,♠❛)✐♦♥& ❞❡ ρ̄ ❞♦♥) ✈♦✐❝✐ ❧❛ ❞3✜♥✐)✐♦♥✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✸✳✸✳ ✖ ❙♦✐) R ∈ Ĉ✳

✶✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞3❢♦,♠❛)✐♦♥ ❝❛❞,3❡ ❞❡ ρ̄ 5 R ✉♥ 3❧3♠❡♥) ❞❡ ❉❡❢

�(ρ̄)(R)✳ ❈✬❡&) ❧❛ ♥♦)✐♦♥ ❞❡

✧❢,❛♠❡❞ ❞❡❢♦,♠❛)✐♦♥✧ ❞❡ ❑✐&✐♥ ✭❝✬❡&) ❞❡ ❧5 /✉❡ ✈✐❡♥) ❧❡ �✱ ❧❛ ❜❛&❡ ❡&) ✜①3❡✮✳

✷✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞3❢♦,♠❛)✐♦♥ ❞❡ ρ̄ 5 R ✉♥ 3❧3♠❡♥) ρR ❞❡ ❉❡❢(ρ̄)(R)✳ ❖♥ ❞✐) ❛✉&&✐ /✉❡ (R, ρR)
❡&) ✉♥❡ ❞3❢♦,♠❛)✐♦♥ ❞❡ ρ̄ 5 R✳

❖♥ ❝♦♥❢♦♥❞,❛ ❧❛ ♣❧✉♣❛,) ❞✉ )❡♠♣& ✉♥❡ ❞3❢♦,♠❛)✐♦♥ ❡) ✉♥ ❞❡ &❡& ,❡♣,3&❡♥)❛♥)&✳

❘❡♠❛/0✉❡ ✶✳✸✳✹✳ ✖ ❉❡ ❢❛U♦♥ ❣3♥3,❛❧❡✱ ✐❧ ❡&) ♣❧✉& &✐♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦♥),❡, ✉♥❡ ♣,♦♣,✐3)3 ♣♦✉,

❉❡❢

�(ρ̄) /✉❡ ♣♦✉,❉❡❢(ρ̄)✳ Q♦✉, &✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝,❡✱ ✐❧ &✉✣) ❞❡ ❝♦♠♣❛,❡, ❧❛ ♣,❡✉✈❡ ❞✉ )❤3♦,M♠❡

✶✳✸✳✾ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣,♦♣♦&✐)✐♦♥ ✶✳✸✳✽✳

❈❤❛❝✉♥ ❞❡& ❢♦♥❝)❡✉,& ❉❡❢

�(ρ̄) ❡) ❉❡❢(ρ̄) ❡&) ❞3)❡,♠✐♥3 ♣❛, &❛ ,❡&),✐❝)✐♦♥ 5 C✱ ❝✬❡&) ❝❡ /✉❡

♥♦✉& ❞✐) ❧❛ ♣,♦♣♦&✐)✐♦♥ &✉✐✈❛♥)❡✳

3/♦♣♦5✐%✐♦♥ ✶✳✸✳✺✳ ✖ ▲❡% ❢♦♥❝&❡✉'% ❉❡❢

�(ρ̄) ❡& ❉❡❢(ρ̄) %♦♥& ❝♦♥&✐♥✉%✳

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ✖ ▲❛ ♣,❡✉✈❡ ♣♦✉, ❉❡❢

�(ρ̄) ❡&) &✐♠♣❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ ✐❧ &✉✣) ❞❡ ,❡♠❛,/✉❡,

/✉❡ GLn(lim←−i
R/mi

R) ≃ lim←−i
GLn(R/mi

R) ♣♦✉, ❝♦♥❝❧✉,❡ 5 ❧❛ ❝♦♥)✐♥✉✐)3 ❞❡ ❉❡❢

�(ρ̄)✳

Q♦✉, ❧❛ ❝♦♥)✐♥✉✐)3 ❞❡ ❉❡❢(ρ̄)✱ ♥♦✉& ,❡♥✈♦②♦♥& 5 ✭❬▼❛③ ✷❪✱ ➓✳✷✵✱ Q,♦♣✳✶✮✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✸✳✻✳ ✖ ▲❡% ♣'♦♣'✐!&!% %✉✐✈❛♥&❡% %♦♥& !2✉✐✈❛❧❡♥&❡% ✿

✸✵



✶✮ ▲❡ ♣%♦✲p✲❝♦♠♣❧+,+ lim←−N
Π/N ❞❡ Π ❡., ,♦♣♦❧♦❣✐1✉❡♠❡♥, ❞❡ ,②♣❡ ✜♥✐✱ ♦7 ❧❛ ❧✐♠✐,❡ ♣%♦❥❡❝,✐✈❡

❡., ♣%✐.❡ .✉% ❧❡. .♦✉.✲❣%♦✉♣❡. ❢❡%♠+. N ❞✐.,✐♥❣✉+.✱ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✉♥❡ ♣✉✐..❛♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ p✳
✷✮ ▲✬❛❜+❧✐❛♥✐.+ ❞✉ ♣%♦✲p✲❝♦♠♣❧+,+ ❞❡ Π ❡., ✉♥ Zp✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ,②♣❡ ✜♥✐✳

✸✮ ▲❡ 1✉♦,✐❡♥, Π/Πp[Π,Π] ❡., ✜♥✐✱ ❛✈❡❝ Πp[Π,Π] ❧❡ .♦✉.✲❣%♦✉♣❡ ❞✐.,✐♥❣✉+ ❡, ❢❡%♠+ ❡♥❣❡♥❞%+

♣❛% ❧❡. ♣✉✐..❛♥❝❡. p✲A♠❡. ❡, ❧❡. ❝♦♠♠✉,❛,❡✉%.✳

✹✮ ▲✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. ♠♦%♣❤✐.♠❡. ❝♦♥,✐♥✉. Π → Fp ❡., ✜♥✐✳

❉+♠♦♥.,%❛,✐♦♥✳ ✖ ▲❡$ ✐♠♣❧✐❝❛+✐♦♥$ 1 ⇒ 2 ⇒ 3 $♦♥+ ✐♠♠.❞✐❛+❡$✳ ❉❡ ♣❧✉$✱ ❝♦♠♠❡ +♦✉+

♠♦3♣❤✐$♠❡ ❝♦♥+✐♥✉ Π → Fp $❡ ❢❛❝+♦3✐$❡ ✈✐❛ Π/Πp[Π,Π]✱ ♦♥ ❛ ❧✬.8✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥+3❡ ❧❡$ ♣♦✐♥+$

3 ❡+ 4✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ +❤.♦3;♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛$❡ ❞❡ ❇✉3♥$✐❞❡ ✭❬❘♦❪✮ ♠♦♥+3❡ ✐❝✐ 8✉❡ 3 ⇒ 1✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✸✳✼✳ ✖ ❖♥ ❞✐+ 8✉❡ ❧❡ ❣3♦✉♣❡ Π ✈.3✐✜❡ ❧✬❤②♣♦+❤;$❡ ❞❡ p✲✜♥✐+✉❞❡ ❧♦3$8✉❡ +♦✉+

$♦✉$✲❣3♦✉♣❡ ♦✉✈❡3+ ❞❡ Π ✈.3✐✜❡ ✉♥❡ ❞❡$ ♣3♦♣3✐.+.$ .8✉✐✈❛❧❡♥+❡$ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❝✐✲❞❡$$✉$✳

+,♦♣♦.✐%✐♦♥ ✶✳✸✳✽ ✭❬❑✐ ✷❪✮✳ ✖ ❙♦✐, ρ̄ : Π → GLn(F) ✉♥❡ %❡♣%+.❡♥,❛,✐♦♥ ❝♦♥,✐♥✉❡ ❞✬✉♥

❣%♦✉♣❡ ♣%♦✜♥✐ Π 1✉✐ ✈+%✐✜❡ ❧✬❤②♣♦,❤A.❡ ❞❡ p✲✜♥✐,✉❞❡✳ ❆❧♦%. ❧❡ ❢♦♥❝,❡✉% ❉❡❢

�(ρ̄) ❡., %❡♣%+✲

.❡♥,❛❜❧❡✳

❉+♠♦♥.,%❛,✐♦♥✳ ✖ ❖♥ ♥♦+❡ H = ker(ρ̄ : Π → GLn(F))✳ ❈❤❛8✉❡ 3❡❧;✈❡♠❡♥+ ρR : Π →
GLn(R) ❞❡ ρ̄ ✈♦✐+ $❛ 3❡$+3✐❝+✐♦♥ ρR|H ♣3❡♥❞3❡ $❡$ ✈❛❧❡✉3$ ❞❛♥$ ❧❡ ♣3♦✲p✲❣3♦✉♣❡ ✭❝❢✳ ❧❡♠♠❡

✶✳✸✳✶✮ Γ(R)✳ ❆✐♥$✐ ρR|H $❡ ❢❛❝+♦3✐$❡ J +3❛✈❡3$ ❧❡ ♣3♦✲p✲8✉♦+✐❡♥+ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ H✳ ◆♦+♦♥$ H ′
❧❡

$♦✉$✲❣3♦✉♣❡ ❞✐$+✐♥❣✉. ❞❛♥$ H +❡❧ 8✉❡ H/H ′
$♦✐+ ❝❡ ♣3♦✲p✲8✉♦+✐❡♥+ ♠❛①✐♠❛❧✳ ❖♥ ♣❡✉+ ✈♦✐3

H ′
❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥+❡3$❡❝+✐♦♥ ❞❡$ ♥♦②❛✉① ker(ρR)|H ✱ ❛✈❡❝ R ♣❛3❝♦✉3❛♥+ Ĉ ❡+ ρR ♣❛3❝♦✉3❛♥+ ❧❡$

3❡❧;✈❡♠❡♥+$ ❞❡ ρ̄ J R✳ ▲❡ ❣3♦✉♣❡ H ′
❡$+ ❞♦♥❝ ❞✐$+✐♥❣✉. ❞❛♥$ Π✳ ▲✬❤②♣♦+❤;$❡ ❞❡ p✲✜♥✐+✉❞❡

❛$$✉3❡ 8✉❡ H/H ′
❡$+ +♦♣♦❧♦❣✐8✉❡♠❡♥+ ❞❡ +②♣❡ ✜♥✐ ❡+ ✐❧ ❡♥ ❡$+ ❞❡ ♠M♠❡ ♣♦✉3 G/H ′

✱ ❝❛3

G/H ❡$+ ✜♥✐✳ ◆♦+♦♥$ x1, . . . , xs ❧❡$ ❣.♥.3❛+❡✉3$ +♦♣♦❧♦❣✐8✉❡$ ❞❡ G/H ′
✳ ❆❧♦3$ ❉❡❢

�(ρ̄) ❡$+

3❡♣3.$❡♥+❛❜❧❡ ♣❛3 ✉♥ 8✉♦+✐❡♥+ ❞❡ W(F)[[Xi,j,k]] ❛✈❡❝ ❧❡$ ❡♥+✐❡3$ i ∈ [1, s] ❡+ j, k ∈ [1, n2]✳

❖♥ .♥♦♥❝❡ ❧❡ 3.$✉❧+❛+ ♣3✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♥❝❡3♥❛♥+ ❉❡❢(ρ̄)✳

❚❤!♦,4♠❡ ✶✳✸✳✾ ✭❬▼❛③ ✶❪✱ /0♦♣✳✶✮✳ ✖ ❙♦✐, ρ̄ : Π→ GLn(F) ✉♥❡ %❡♣%+.❡♥,❛,✐♦♥ ❝♦♥,✐✲

♥✉❡ ❞✬✉♥ ❣%♦✉♣❡ ♣%♦✜♥✐ Π 1✉✐ ✈+%✐✜❡ ❧✬❤②♣♦,❤A.❡ ❞❡ p✲✜♥✐,✉❞❡✳
✶✮ ❆❧♦%. ❧❡ ❢♦♥❝,❡✉% ❉❡❢(ρ̄) ♣♦..A❞❡ ✉♥ ♣%♦✲❤✉❧❧✱ ♥♦,+ (R(ρ̄),ρ) ❡, ❛♣♣❡❧+ ❞+❢♦%♠❛,✐♦♥ ✈❡%✲

.❡❧❧❡ ❞❡ ρ̄✳
✷✮ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉. ❧❡ ❝♦♠♠✉,❛♥, C(ρ̄) = F✱ ❛❧♦%. ❉❡❢(ρ̄) ❡., %❡♣%+.❡♥,❛❜❧❡ ♣❛% ❧✬❛♥♥❡❛✉ R(ρ̄)✳
❖♥ ❞✐, 1✉❡ (R(ρ̄),ρ) ❡., ❧❛ ❞+❢♦%♠❛,✐♦♥ ✉♥✐✈❡%.❡❧❧❡ ❞❡ ρ̄✳

❘❡♠❛,9✉❡ ✶✳✸✳✶✵✳ ✖ ❉✬❛♣3;$ ❧❛ 3❡♠❛38✉❡ ✶✳✷✳✻✱ ❧❡ ♣3❡♠✐❡3 ♣♦✐♥+ ❞✉ +❤.♦3;♠❡ ❝✐✲❞❡$$✉$

$✐❣♥✐✜❡✱ ❡♥ ♣❛3+✐❝✉❧✐❡3✱ 8✉❡ ♣♦✉3 +♦✉+❡ ❞.❢♦3♠❛+✐♦♥ (S, ρS) ❞❡ ρ̄✱ ✐❧ ❡①✐$+❡ ✉♥ ♠♦3♣❤✐$♠❡

R(ρ̄) → S✱ ♣❛$ ♥.❝❡$$❛✐3❡♠❡♥+ ✉♥✐8✉❡✱ +❡❧ 8✉❡ ρS $♦✐+ ✐♥❞✉✐+❡ ♣❛3 ρ ✈✐❛ ❝❡ ♠♦3♣❤✐$♠❡✳ ▲❡

$❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥+ ❞✉ +❤.♦3;♠❡ ❛$$✉3❡ ❧✬✉♥✐❝✐+. ❞❡ R(ρ̄) → S✳

✸✶



▼❛③✉$ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛* +♦✉* ❧❡* ❞-+❛✐❧* ❞❡ ❧❛ ♣$❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ +❤-♦$2♠❡ ❞❛♥* ❬▼❛③ ✶❪✱ ❡♥ ♣❛$+✐✲

❝✉❧✐❡$ ❧❡* ❧❡♠♠❡* ✶✳✸✳✶✶ ❡+ ✶✳✸✳✶✹ ✭❝❢✳ ❝✐✲❞❡**♦✉*✮ *♦♥+ ❥✉*+❡ -♥♦♥❝-*✳ ❈❡* ❞-+❛✐❧* *♦♥+ ❜✐❡♥

❝♦♥♥✉* ❡+ ❝❧❛**✐B✉❡*✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ♣♦✉$ ❧❡ ❝♦♥❢♦$+ ❞✉ ❧❡❝+❡✉$✱ ♥♦✉* $❡♣$♦❞✉✐*♦♥* ❧✬✐♥+-❣$❛❧✐+-

❞❡ ❧❛ ♣$❡✉✈❡ ❛✈❡❝ +♦✉* ❧❡* ❞-+❛✐❧*✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✸✳✶✺ ❡*+ ❞H I ❘❛♠❛❦$✐*❤♥❛ *♦✉* ❝❡++❡

❢♦$♠❡ ✭❝❢✳ ❬❘❛ ✸❪✮✱ ▼❛③✉$ ✉+✐❧✐*❛✐+ ❧✬❤②♣♦+❤2*❡ ♣❧✉* $❡*+$✐❝+✐✈❡ ✧ρ̄ ❛❜*♦❧✉♠❡♥+ ✐$$-❞✉❝+✐❜❧❡✧
✭❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❝❤✉$ ♥♦✉* ❞✐+ B✉❡ C(ρ̄) = F ❞2* B✉❡ ρ̄ ❡*+ ❛❜*♦❧✉♠❡♥+ ✐$$-❞✉❝+✐❜❧❡✮✳

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ✖ ❖♥ ❛❞♦♣+❡ ❧❡* ♥♦+❛+✐♦♥* ❞✉ +❤-♦$2♠❡ ✶✳✷✳✶ ❡+ ♦♥ *✬✐♥+-$❡**❡ ❞♦♥❝ I

❧✬❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ♥❛+✉$❡❧❧❡

s : ❉❡❢(ρ̄)(A×C B) → ❉❡❢(ρ̄)(A)×
❉❡❢(ρ̄)(C) ❉❡❢(ρ̄)(B).

■❧ *✬❛❣✐+ ❞❡ *✬❛**✉$❡$ B✉❡❉❡❢(ρ̄) ✈-$✐✜❡ ❧❡* ♣$♦♣$✐-+-* H1 ,H2 ,H3 ✭❡+ H4 ❧♦$*B✉❡ C(ρ̄) = F✮✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✸✳✶✶✳ ✖ ▲❡ ❢♦♥❝&❡✉' ❉❡❢(ρ̄) ✈!'✐✜❡ ❧❛ ♣'♦♣'✐!&! H1 ✳

❙♦✐+ B ։ C ✉♥❡ *✉$❥❡❝+✐♦♥ ❞❛♥* C✳ ❖♥ ♥♦+❡ ([ρA], [ρB]) ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❉❡❢(ρ̄)(A)×
❉❡❢(ρ̄)(C)

❉❡❢(ρ̄)(B)✳ ❖♥ *❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ $❡♣$-*❡♥+❛♥+* (ρA, ρB) ❞❡ ([ρA], [ρB])✳ ❆✐♥*✐✱ ✐❧ ❡①✐*+❡
✉♥❡ ♠❛+$✐❝❡ M ∈ Γ(C) +❡❧❧❡ B✉❡ ρA = MρBM

−1
✳ ❖$✱ Γ(B) *❡ *✉$❥❡❝+❡ *✉$ Γ(C) ❣$U❝❡

I ❧✬❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ♥❛+✉$❡❧❧❡ ❞-❞✉✐+❡ ❞❡ B ։ C✳ ◆♦+♦♥* ❞♦♥❝ N ✉♥ $❡❧2✈❡♠❡♥+ ❞❡ M ❞❛♥*

Γ(B)✳ ▲❡* $❡♣$-*❡♥+❛+✐♦♥* NρBN
−1
❡+ ρA ♦♥+ ♠X♠❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥* Γ(C)✱ ❝❡❧❛ ❞-✜♥✐+ ❞♦♥❝ ✉♥

-❧-♠❡♥+ ρ ❞❡ ❉❡❢ �(ρ̄)(A ×C B)✳ ▲❛ ❝❧❛**❡ ❞❡ ρ ❞❛♥* ❉❡❢(ρ̄)(A ×C B) ❡*+ ✉♥ ❛♥+-❝-❞❡♥+
❞❡ ([ρA], [ρB])✱ ❝❡ B✉✐ ♠♦♥+$❡ ❧❛ *✉$❥❡❝+✐✈✐+-✳ ❘❡♠❛$B✉♦♥* ❛✉ ♣❛**❛❣❡ B✉❡ ♥♦✉* ♥✬❛✈♦♥* ♣❛*
❜❡*♦✐♥ ❞❡ *✉♣♣♦*❡$ B✉❡ B ։ C ❡*+ ✉♥❡ ♣❡+✐+❡ *✉$❥❡❝+✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✸✳✶✷✳ ✖ ▲❡ ❢♦♥❝&❡✉' ❉❡❢(ρ̄) ✈!'✐✜❡ ❧❛ ♣'♦♣'✐!&! H3 ✳

❙♦✐+ ρ ✉♥ $❡❧2✈❡♠❡♥+ ❞❡ ρ̄ I F[ε]✳ ❈❡ ♠♦$♣❤✐*♠❡ ρ ❞-+❡$♠✐♥❡ ✉♥ ♠♦$♣❤✐*♠❡ ❞❡ ❣$♦✉♣❡*
hρ : ker ρ̄→ Γ(F[ε]) ❡+ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ρ 7→ hρ ❡*+ ✐♥❥❡❝+✐✈❡✳ ❖$ Γ(F[ε]) ❡*+ ✉♥ ❡*♣❛❝❡ ✈❡❝+♦$✐❡❧
*✉$ F✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❊+ ❞♦♥❝✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❤②♣♦+❤2*❡ ❞❡ p✲✜♥✐+✉❞❡ ❡*+ ✈-$✐✜-❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛
B✉✬✉♥ ♥♦♠❜$❡ ✜♥✐ ❞❡ ♠♦$♣❤✐*♠❡* ker ρ̄ → Γ(F[ε])✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥+$❡ B✉❡ ❉❡❢(ρ̄)(F[ε]) ❡*+ ❞❡
❞✐♠❡♥*✐♦♥ ✜♥✐❡✳

❖♥ ♥♦+❡

G(ρR) = {γ ∈ Γ(R) | γρR = ρRγ},
❛✈❡❝ ρR ∈ ❉❡❢(ρ̄)(R)✳ Y❛$ ❛❜✉*✱ ❞✐$❡ B✉❡ γρR = ρRγ *✐❣♥✐✜❡ B✉❡ γρR(g) = ρR(g)γ✱ ♣♦✉$
+♦✉+ g ∈ Π✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✸✳✶✸✳ ✖ ❖♥ '❛♣♣❡❧❧❡ 5✉❡ B ։ C ❡%& ✜①!❡✳

❙✐ ♣♦✉' &♦✉& ρB ∈ ❉❡❢(ρ̄)(B) ❞✬✐♠❛❣❡ ρC ∈ ❉❡❢ �(ρ̄)(C)✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ G(ρB) → G(ρC)
✭✐♥❞✉✐&❡ ♣❛' B ։ C✮ ❡%& %✉'❥❡❝&✐✈❡✱ ❛❧♦'% ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥

s : ❉❡❢(ρ̄)(A×C B) → ❉❡❢(ρ̄)(A)×
❉❡❢(ρ̄)(C) ❉❡❢(ρ̄)(B) ❡%& ✐♥❥❡❝&✐✈❡.

❙♦✐❡♥+ ρ ❡+ ρ′ ❞❡✉① -❧-♠❡♥+* ❞❡❉❡❢ �(ρ̄)(A×CB) ❡+ *♦✐❡♥+ ❧❡✉$* ✐♠❛❣❡* $❡*♣❡❝+✐✈❡* (ρA, ρB)
❡+ (ρ′A, ρ

′
B) ❞❛♥*❉❡❢ �(ρ̄)(A)×

❉❡❢

�(ρ̄)(C)❉❡❢
�(ρ̄)(B)✳ ❖♥ *✉♣♣♦*❡ B✉❡ ❧❡* ❝♦✉♣❧❡* (ρA, ρB)

❡+ (ρ′A, ρ
′
B) ♦♥+ ❧❛ ♠X♠❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥* ❉❡❢(ρ̄)(A) ×

❉❡❢(ρ̄)(C) ❉❡❢(ρ̄)(B)✳ ❆✉+$❡♠❡♥+ ❞✐+✱ ✐❧

❡①✐*+❡ (MA,MB) ∈ Γ(A) × Γ(B) +❡❧ B✉❡ ρA = MAρ
′
AM

−1
A ❡+ ρB = MBρ

′
BM

−1
B ✳ ❈♦♠♠❡

ρA ❡+ ρB ♦♥+ ❧❛ ♠X♠❡ ✐♠❛❣❡ ρC ❞❛♥* ❉❡❢
�(ρ̄)(C)✱ ♦♥ ❡♥ ❞-❞✉✐+ B✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ M−1

B MA

❞❛♥* Γ(C) ❡*+ ✉♥ -❧-♠❡♥+ MC ❞❡ G(ρC)✳ ❖♥ ♥♦+❡ N ∈ G(ρB) ✉♥ ❛♥+-❝-❞❡♥+ ❞❡ MC ✱ B✉✐

✸✷



❡①✐#$❡ ♣❛' ❤②♣♦$❤+#❡✳ ▲❡# ♠❛$'✐❝❡# MA ❡$ MBN ♦♥$ ❧❛ ♠2♠❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥# Γ(C)✳ ❆✐♥#✐ ❧❡

❝♦✉♣❧❡ (MA,MBN) ∈ Γ(A ×C B)✱ ❝❡ 8✉✐ ♠♦♥$'❡ 8✉❡ ρ ❡$ ρ′ ♦♥$ ❧❛ ♠2♠❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥#

❉❡❢(ρ̄)(A×C B)✳ ▲✬✐♥❥❡❝$✐✈✐$< ❡#$ ♣'♦✉✈<❡✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✸✳✶✹✳ ✖ ▲❡ ❢♦♥❝&❡✉( ❉❡❢(ρ̄) ✈*(✐✜❡ ❧❛ ♣(♦♣(✐*&* H2 ✳

❙♦✐❡♥$ C = F✱ A = B = F[ε]✳ ■❧ #✉✣$ ❞❡ ♠♦♥$'❡' 8✉❡ s ❡#$ ✐♥❥❡❝$✐✈❡✱ ♦♥ ✈❛ ✉$✐❧✐#❡' ❧❡ ❧❡♠♠❡

♣'<❝<❞❡♥$✳ ❊♥ ❢❛✐$✱ ♦♥ ❛ G(ρC) = {1} ❡$ ❞♦♥❝ G(ρB) → G(ρC) ❡#$ #✉'❥❡❝$✐✈❡✳ ❖♥ ♣❡✉$ ❞♦♥❝

❝♦♥❝❧✉'❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✸✳✶✸✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✸✳✶✺✳ ✖ ❙✐ ♦♥ 2✉♣♣♦2❡ ❞❡ ♣❧✉2 4✉❡ C(ρ̄) = F✱ ❛❧♦(2 ❧❡ ❢♦♥❝&❡✉( ❉❡❢(ρ̄) ✈*(✐✜❡
❧❛ ♣(♦♣(✐*&* H4 ✳

▲❛ ♣'❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡'♥✐❡' ❧❡♠♠❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ #♦✐♥✳ ❈♦♠♠❡♥G♦♥# ♣❛' ♥♦$❡' 8✉✬✐❧ ♥♦✉#

#✉✣$ ❞❡ ♠♦♥$'❡' 8✉❡ ♣♦✉' ❝❤❛8✉❡ ♣❡$✐$❡ #✉'❥❡❝$✐♦♥ B ։ C✱ ❞+# 8✉❡ G(ρC) ❡#$ '<❞✉✐$ H

❞❡# ❤♦♠♦$❤<$✐❡#✱ ♥<❝❡##❛✐'❡♠❡♥$ ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠2♠❡ ♣♦✉' G(ρB)✱ ❛✈❡❝ ρB ✉♥ '❡❧+✈❡♠❡♥$ ❞❡

ρ̄ H B ❡$ ρC #♦♥ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥# C✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ♣♦✉' ❝❤❛8✉❡ ❛♥♥❡❛✉ C ∈ C✱ ❧❛ '<❞✉❝$✐♦♥ ♥❛$✉'❡❧❧❡

♠♦❞✉❧♦ ❧✬✐❞<❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ C → F ❡#$ ❧❛ ❝♦♠♣♦#<❡ ❞❡ ♣❡$✐$❡# #✉'❥❡❝$✐♦♥# ❡$ ♣❛' ❤②♣♦$❤+#❡

G(ρ̄) = {1}✳
❙♦✐$ B ։ C ✉♥❡ ♣❡$✐$❡ #✉'❥❡❝$✐♦♥ ❞❡ ♥♦②❛✉ (t)✳ ◆♦$♦♥# ρB ∈ ❉❡❢ �(ρ̄)(B) ❡$ ρC #♦♥ ✐♠❛❣❡

❞❛♥# ❉❡❢

�(ρ̄)(C)✳ ❙✉♣♣♦#♦♥# 8✉❡ G(ρC) ❡#$ ❢♦'♠< ✉♥✐8✉❡♠❡♥$ ❞✬❤♦♠♦$❤<$✐❡#✳

❙♦✐$ M ∈ G(ρB)✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ M ❞❛♥# G(ρC) ❡#$ ✉♥❡ ❤♦♠♦$❤<$✐❡ ❡$ ❞♦♥❝ M = M1 + tM2✱

❛✈❡❝ M1 ∈ Mn(B) ✉♥❡ ❤♦♠♦$❤<$✐❡ ❡$ M2 ∈ Mn(B)✳ ❈♦♠♠❡ M ❝♦♠♠✉$❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡

ρB ❡$ ❝♦♠♠❡ M1 ❡#$ ✉♥❡ ❤♦♠♦$❤<$✐❡✱ ♦♥ ❛ t(M2ρB) = t(ρBM2)✳ ■❝✐✱ ❧❛ #❡✉❧❡ #$'✉❝$✉'❡

❞✬❛♥♥❡❛✉ ♥❡ #✉✣$ ♣❛# ♣♦✉' ❝♦♥❝❧✉'❡ ♣✉✐#8✉❡ t ❡#$ ♥✐❧♣♦$❡♥$ ❀ ♦♥ ❛ ❜❡#♦✐♥ ❞❡ ✈♦✐' ❧✬<❣❛❧✐$<

t(M2ρB) = t(ρBM2) ❡♥ $❡'♠❡# ❞✬❛❧❣+❜'❡ ❧✐♥<❛✐'❡✳ ▲✬✐❞<❛❧ (t) ♣♦##+❞❡ ✉♥❡ #$'✉❝$✉'❡ ♥❛$✉'❡❧❧❡

❞❡ F✲❡#♣❛❝❡ ✈❡❝$♦'✐❡❧ ♣✉✐#8✉❡ t ·mB = (0)✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥#✐ ❧✬<❣❛❧✐$<

(M2ρB mod mB) = (ρBM2 mod mB).

❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡ C(ρ̄) = F✱ ❧❛ ♠❛$'✐❝❡ M2 #✬<❝'✐$ ❝♦♠♠❡ ❧❛ #♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ❤♦♠♦$❤<$✐❡ ❡$ ❞✬✉♥❡

♠❛$'✐❝❡ H ❝♦❡✣❝✐❡♥$# ❞❛♥# mB ❡$ ❞♦♥❝ M = M1 + tM2 ❡#$ ✉♥❡ ❤♦♠♦$❤<$✐❡ ✭❡♥❝♦'❡ ✉♥❡

❢♦✐# ❝❛' t ·mB = (0)✮✳

❘❡♠❛,-✉❡ ✶✳✸✳✶✻✳ ✖ ▲✬❤②♣♦$❤+#❡ ❞❡ p✲✜♥✐$✉❞❡ ✐♠♣❧✐8✉❡ 8✉❡ ❧✬❡#♣❛❝❡ ❉❡❢(ρ̄)(F[ε]) ❡#$

❞❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ❝❡ 8✉✐ ✐♠♣❧✐8✉❡ 8✉❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ✉♥✐✈❡'#❡❧ ✭♦✉ ✈❡'#❡❧✮ ❡#$ ❜✐❡♥ ◆♦❡$❤❡'✐❡♥✳

▲❡# ❛✉$'❡# ♣♦✐♥$# ❞❡ ❧❛ ♣'❡✉✈❡ ♥❡ ❞<♣❡♥❞❡♥$ ♣❛# ❞❡ ❝❡$$❡ ❤②♣♦$❤+#❡ ❞❡ p✲✜♥✐$✉❞❡✳

▲❛ $❤<♦'✐❡ ❞✉ ❝♦'♣# ❞❡ ❝❧❛##❡# ❣❧♦❜❛❧ ❡$ ❧♦❝❛❧ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① $②♣❡# ❞❡ ❣'♦✉♣❡# 8✉✐ ✈<'✐✜❡♥$

❧✬❤②♣♦$❤+#❡ ❞❡ p✲✜♥✐$✉❞❡✳ ❈✬❡#$ ❧✬♦❜❥❡$ ❞❡ ❧❛ ♣'♦♣♦#✐$✐♦♥ ❝✐✲❞❡###♦✉#✳

0,♦♣♦3✐5✐♦♥ ✶✳✸✳✶✼✳ ✖ ✶✮ ❖♥ ♥♦&❡ GK,S ❧❡ ❣(♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐2 ❞❡ ❧✬❡①&❡♥2✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡

S✲(❛♠✐✜*❡ ❞❡ K ❞❛♥2 Q✱ ❛✈❡❝ S ✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡2 ❞✉ ❝♦(♣2 ❞❡ ♥♦♠❜(❡2 K/Q✳
❆❧♦(2 GK,S ✈*(✐✜❡ ❧✬❤②♣♦&❤C2❡ ❞❡ p✲✜♥✐&✉❞❡✳

✶✮ ❙♦✐& Kv/Ql ✉♥ ❝♦(♣2 ❧♦❝❛❧✱ ❛✈❡❝ l ✉♥ ♥♦♠❜(❡ ♣(❡♠✐❡(✳ ❆❧♦(2 ❧❡ ❣(♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐2 ❛❜2♦❧✉
❞❡ Kv ✈*(✐✜❡ ❧✬❤②♣♦&❤C2❡ ❞❡ p✲✜♥✐&✉❞❡✳

❊♥ ❝♦♥#❡'✈❛♥$ ❧❡# ♥♦$❛$✐♦♥# ❞❡ ❧❛ ♣'♦♣♦#✐$✐♦♥ ✶✳✸✳✶✼✱ ♦♥ ❞✐#♣♦#❡ ❞✉ ❝♦'♦❧❧❛✐'❡ #✉✐✈❛♥$✳

✸✸



❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✶✳✸✳✶✽✳ ✖ ❙♦✐# ρ̄ : Π → GLn(F) ✉♥❡ '❡♣')*❡♥#❛#✐♦♥ ❝♦♥#✐♥✉❡ ❡# *♦✐# Π =
GK,S ♦✉ Gal(Kv/Kv)✳ ❆❧♦'* ❧❡ ❢♦♥❝#❡✉' ❉❡❢(ρ̄) ♣♦**1❞❡ ✉♥❡ ❞)❢♦'♠❛#✐♦♥ ✭✉♥✐✮✈❡'*❡❧❧❡

(R(ρ̄),ρ)✳

✶✳✸✳✷✳ ❘❡♣'()❡♥+❛+✐♦♥) ❞❡ ❞✐♠❡♥)✐♦♥ 1✳ ✖ ❉✬❛♣&'( ❧❛ ♣&♦♣♦(✐,✐♦♥ (✉✐✈❛♥,❡✱ ❧❡ ,✇✐(,

♣❛& ✉♥ ❝❛&❛❝,'&❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛( ❧❡ ♣&♦❜❧'♠❡ ❞❡ ❞9❢♦&♠❛,✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛&,✐❝✉❧✐❡&✱ ❞9❢♦&♠❡& ✉♥❡

&❡♣&9(❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥(✐♦♥ 1 &❡✈✐❡♥, < ❞9❢♦&♠❡& ❧❡ ❝❛&❛❝,'&❡ ,&✐✈✐❛❧✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❡♥(✉✐,❡

❧❛ ❞9❢♦&♠❛,✐♦♥ ✉♥✐✈❡&(❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛&❛❝,'&❡ ,&✐✈✐❛❧✱ ❡♥ ❧✬✐❧❧✉(,&❛♥, ❧♦&(>✉❡ Π ❡(, ❧❡ ❣&♦✉♣❡ ❞❡

●❛❧♦✐( ❞✬✉♥ ❝♦&♣( ❧♦❝❛❧ ♦✉ GQ,S ✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ,❡&♠✐♥❡ ❝❡,,❡ (♦✉(✲(❡❝,✐♦♥ ❡♥ ♥♦,❛♥, >✉❡ ❝❤❛>✉❡

&❡♣&9(❡♥,❛,✐♦♥ ✐♥❞✉✐, ❣&B❝❡ ❛✉ ❞9,❡&♠✐♥❛♥, ✉♥❡ &❡♣&9(❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥(✐♦♥ 1✱ ❝❡❧❛ ♠✉♥✐,

❝❤❛>✉❡ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞9❢♦&♠❛,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ (,&✉❝,✉&❡ ❞✬❛❧❣'❜&❡✳

-"♦♣♦/✐0✐♦♥ ✶✳✸✳✶✾ ✭❬▼❛③ ✶❪✱ ➓✳✶✳✷✱ 7'♦♣✳✶✮✳ ✖ ❙♦✐# ρ̄ : Π → GLn(F) ❝♦♥#✐♥✉❡ #❡❧❧❡

7✉❡ C(ρ̄) = F ❡# *♦✐# ρ̄′ ≃ χ⊗ ρ̄ ✉♥❡ '❡♣')*❡♥#❛#✐♦♥ ✐*♦♠♦'♣❤❡ ❛✉ #✇✐*# ❞❡ ρ̄ ♣❛' ❧❡ ❝❛'❛❝#1'❡
χ : Π→ F×

✳

❆❧♦'* ❧❡* ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ❞)❢♦'♠❛#✐♦♥ ✉♥✐✈❡'*❡❧* ❞❡ ρ̄ ❡# ρ̄′ *♦♥# ✐*♦♠♦'♣❤❡* ✿

R(ρ) ≃ R(ρ̄′).

✶✳✸✳✷✳✶✳ ▲❛ ❞)❢♦'♠❛#✐♦♥ ✉♥✐✈❡'*❡❧❧❡ ❡①♣❧✐❝✐#)❡✳ ✖ ▲❛ ♣&♦♣♦(✐,✐♦♥ ❝✐✲❞❡((✉( ♠♦♥,&❡ >✉✬✉♥❡

&❡♣&9(❡♥,❛,✐♦♥ ρ̄ : Π→ GL1(F) ❞❡ ❞✐♠❡♥(✐♦♥ 1 ♣♦(('❞❡ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞9❢♦&♠❛,✐♦♥ ✉♥✐✈❡&(❡❧

R(ρ̄) ♥❡ ❞9♣❡♥❞❛♥, >✉❡ ❞❡ Π ❡, ❞❡ F ❀ ♦♥ ♣&♦♣♦(❡ ❞❡ ❞9❝&✐&❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ R(ρ̄) ❡, ❧❛ ❞9❢♦&♠❛,✐♦♥

✉♥✐✈❡&(❡❧❧❡ ❞❡ ρ̄✳

▲❡ ♣&♦❜❧'♠❡ (❡ &❛♠'♥❡ < ❞9❢♦&♠❡& ❧✬❛❜9❧✐❛♥✐(9 ❞❡ Π✳ ■❧ ❢❛✉, ❝♦♥(✐❞9&❡& ❧❛ ♣❛&,✐❡ ♣&❡♠✐'&❡ <

p >✉✐ (❡ ,&❛✐,❡ ❣&B❝❡ ❛✉ ❚❡✐❝❤♠I❧❧❡& ❡, ❧❛ ♣❛&,✐❡ ❡♥ p >✉✐ (❡ ,&❛✐,❡ ❣&B❝❡ < ❧✬❛❧❣'❜&❡ ❝♦♠♣❧9,9❡

❞❡ ❧✬❛❜9❧✐❛♥✐(9 ❞✉ ♣&♦✲p✲❝♦♠♣❧9,9 ❞❡ Π✳

❖♥ ♥♦,❡

[ρ̄] : Π→ GL1(W(F)) ❧❡ &❡❧'✈❡♠❡♥, ❞❡ ❚❡✐❝❤♠I❧❧❡& ❞❡ ρ̄.

❖♥ ❞9✜♥✐, Γ ❝♦♠♠❡ Πab,(p) := lim←−N
Πab/N ✱ ♦J N ♣❛&❝♦✉&, ❧❡( (♦✉(✲❣&♦✉♣❡( ❢❡&♠9( ❞✬✐♥❞✐❝❡

✉♥❡ ♣✉✐((❛♥❝❡ ✭✜♥✐❡✮ ❞❡ p ❞❛♥( Πab
✳ ❖♥ ♥♦,❡ γ : Π ։ Γ ❧❛ (✉&❥❡❝,✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐>✉❡✳

◆♦,♦♥( ❧✬❛❧❣'❜&❡ ❝♦♠♣❧9,9❡

W(F)[[Γ]] := lim←−W(F)[Γ/H],

♦J H ♣❛&❝♦✉&, ❧❡( (♦✉(✲❣&♦✉♣❡( ♦✉✈❡&,( ❞❡ Γ✳ ❖♥ (❛✐, >✉❡ Γ ❡(, ✉♥ Zp✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ,②♣❡

✜♥✐ ✭Π ✈9&✐✜❡ ❧✬❤②♣♦,❤'(❡ ❞❡ p✲✜♥✐,✉❞❡✮✱ ❞❡ &❛♥❣ ♥♦,9 r ❀ (♦✐, (γ1, . . . , γr) ✉♥ (②(,'♠❡ ❞❡

❣9♥9&❛,❡✉&(✳ ▲✬❛❧❣'❜&❡ W(F)[[Γ]] ❛♣♣❛&,✐❡♥, < Ĉ✱ ❝✬❡(, ✉♥ >✉♦,✐❡♥, ❞❡ W(F)[[X1, . . . , Xr]]✱
♦J ❧❡( 9❧9♠❡♥,( ❞❡ ,♦&(✐♦♥ ❞❡ Γ ✐♥❞✉✐(❡♥, ❧✬✐❞9❛❧ >✉✐ ❞9,❡&♠✐♥❡ ❝❡ >✉♦,✐❡♥,✳ ❖♥ ♥♦,❡ ❡♥❝♦&❡

[ρ̄] : Π→ (W(F)[[Γ]])×

❧✬❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ❞9❞✉✐,❡ ❞❡ [ρ̄] ♣❛& ❧❡ ♠♦&♣❤✐(♠❡ ♥❛,✉&❡❧ W(F) → W(F)[[Γ]]✳
P❛& ❛✐❧❧❡✉&(✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✐♥❥❡❝,✐♦♥ ♥❛,✉&❡❧❧❡ Γ →֒ W(F)[[Γ]]× ✭❝♦♥(,&✉✐,❡ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡ ❣&B❝❡

< γi 7→ 1 +Xi✮ >✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣♦(❡ ❛✈❡❝ γ : Π→ Γ ♣♦✉& ♦❜,❡♥✐& ❧✬❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ♥♦,9❡ ✿

λ : Π→ (W(F)[[Γ]])× .

❖♥ ❢❛✐, ❧❡ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ❝❡( ♦❜(❡&✈❛,✐♦♥( ❞❛♥( ❧❛ ♣&♦♣♦(✐,✐♦♥ (✉✐✈❛♥,❡✳
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 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✸✳✷✵✳ ✖ ▲✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞'❢♦*♠❛,✐♦♥ ✉♥✐✈❡*/❡❧❧❡ ❞❡ ρ̄ ❡/,

R(ρ̄) ≃W(F)[[Γ]]

❡, ❧❛ ❞'❢♦*♠❛,✐♦♥ ✉♥✐✈❡*/❡❧❧❡ ❡/, ❞♦♥♥'❡ ♣❛* ✿

ρ : x 7→ [ρ̄](x) · λ(x).

❉'♠♦♥/,*❛,✐♦♥✳ ✖ ❈❡$$❡ ♣&❡✉✈❡ ❡)$ ❢♦&♠❡❧❧❡✳ ■❧ )✬❛❣✐$ ❞❡ ♠♦♥$&❡& 5✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ♣&♦♣♦)7

❡)$ ❜✐❡♥ ❧❛ ❞7❢♦&♠❛$✐♦♥ ✉♥✐✈❡&)❡❧❧❡ ❞❡ ρ̄✳ ❙♦✐$ ρS ∈ ❉❡❢ �(ρ̄)(S)✱ ❛✈❡❝ S ∈ Ĉ✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡

❝❛&❛❝$;&❡ [ρ]−1ρS ♣&❡♥❞ )❡) ✈❛❧❡✉&) ❞❛♥) ❧❡ ♣&♦✲p✲❣&♦✉♣❡ ❛❜7❧✐❡♥ 1 +mS ✭♦> ♣❛& ❛❜✉) ♦♥

♥♦$❡ ❡♥❝♦&❡ [ρ̄] : Π → S×
❧❡ ❝❛&❛❝$;&❡ ♦❜$❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ❝♦♠♣♦)7 ❞✉ ❚❡✐❝❤♠A❧❧❡& ❛✈❡❝ ❧❡

♠♦&♣❤✐)♠❡ ♥❛$✉&❡❧ W(F) → S✮✱ ✐❧ )❡ ❢❛❝$♦&✐)❡ C $&❛✈❡&) Γ ❡$ ✐❧ ❡♥ &❡))♦&$ ✉♥ ♠♦&♣❤✐)♠❡

❝♦♥$✐♥✉ Γ → 1 + mS ❞♦♥♥❛♥$ ♥❛✐))❛♥❝❡ C ✉♥ ♠♦&♣❤✐)♠❡ ❞✬❛❧❣;❜&❡) W(F)[[Γ]] → S 5✉✐

$&❛♥)❢♦&♠❡ ρ ❡♥ ρS ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✸✳✷✶ ✭❈❛& ❧♦❝❛❧✮✳ ✖ ❙♦✐$ l ✉♥ ♥♦♠❜&❡ ♣&❡♠✐❡& ❡$ )♦✐$ Kv/Ql ✉♥❡ ❡①$❡♥)✐♦♥

✜♥✐❡ ❞❡ ❞❡❣&7 d✳ ❖♥ ♥♦$❡ Gv ❧❡ ❣&♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐) ❛❜)♦❧✉ ❞❡ Kv ❡$ qv ❧❡ ❝❛&❞✐♥❛❧ ❞✉ ❝♦&♣)

&7)✐❞✉❡❧ ❞❡ Kv✳ ❖♥ ♥♦$❡ ❡♥❝♦&❡ αv ❧❛ ♣❧✉) ❣&❛♥❞❡ ♣✉✐))❛♥❝❡ ❞❡ p 5✉✐ ❞✐✈✐)❡ qv − 1✳ H❛& ❧❛

$❤7♦&✐❡ ❞✉ ❝♦&♣) ❞❡ ❝❧❛))❡)✱ ♦♥ )❛✐$ 5✉❡ ✿

✶✮ )✐ l 6= p✱ ❛❧♦&) G
ab,(p)
v ≃ Zp × µpαv )✐ qv ≡ 1 mod p ❡$ G

ab,(p)
v ≃ Zp )✐♥♦♥✳

✷✮ )✐ l = p✱ ❛❧♦&) G
ab,(p)
v ≃ Zd+1

p ×µp∞(Kv)✱ ♦> µp∞(Kv) ❞7)✐❣♥❡ ❧❡) &❛❝✐♥❡) ❞❡ ❧✬✉♥✐$7 ❞❛♥)

Kv ❞✬♦&❞&❡ ✉♥❡ ♣✉✐))❛♥❝❡ ❞❡ p✳ ❖♥ ♥♦$❡ n ❧❡ ♣❧✉) ❣&❛♥❞ ❡♥$✐❡& $❡❧ 5✉❡ µpn ⊆ Kv✳

❆✐♥)✐✱ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞7❢♦&♠❛$✐♦♥ ✉♥✐✈❡&)❡❧ R(ρ̄) ❞✬✉♥ ❝❛&❛❝$;&❡ ❞❡ Gv ✈7&✐✜❡ ✿

R(ρ̄) ≃
{

W(F)[[X,Y ]]/
(
(1 + Y )pαv − 1

)
)✐ l 6= p,

W(F)[[X1, . . . , Xd+1, Y ]]/
(
(1 + Y )pn − 1

)
)✐ l = p.

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✸✳✷✷ ✭❈❛& ❣❧♦❜❛❧✮✳ ✖ ❙♦✐$ p ≥ 3✳ ❖♥ &❛♣♣❡❧❧❡ 5✉❡ GQ,S ❞7)✐❣♥❡ ❧❡ ❣&♦✉♣❡

❞❡ ●❛❧♦✐) ❞❡ ❧✬❡①$❡♥)✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ Q ♥♦♥✲&❛♠✐✜7❡ ❤♦&) ❞❡ S✳ H❛& ❧❛ $❤7♦&✐❡ ❞✉ ❝♦&♣) ❞❡

❝❧❛))❡)✱ ♦♥ ❛ Gab
Q,S ≃

∏
l∈S Z×

l ✳ ❖♥ ♥♦$❡ I ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ♣&❡♠✐❡&) l ❞❡ S 5✉✐ ✈7&✐✜❡♥$ l ≡ 1

mod p ❀ ♦♥ ❝♦♥❢♦♥❞ ✉♥ 7❧7♠❡♥$ li ∈ I ❡$ )♦♥ ✐♥❞✐❝❡ i✳ ❖♥ )✉♣♣♦)❡ 5✉❡ p ∈ S ✭)✐ ❝❡ ♥✬❡)$ ♣❛)

❧❡ ❝❛)✱ ✐❧ )✉✣$ ❞❡ ♥❡ ♣❛) ❢❛✐&❡ ✜❣✉&❡& ❧❛ ✈❛&✐❛❜❧❡ T ❞❛♥) ❝❡ 5✉✐ )✉✐$✮✳ ❆❧♦&)

R(ρ̄) ≃W(F)[[Xi, T | i ∈ I]]/
(
{(1 +Xi)

pαi − 1}i∈I

)
,

♦> αi ❞7)✐❣♥❡ ❧❛ ♣❧✉) ❣&❛♥❞❡ ♣✉✐))❛♥❝❡ ❞❡ p 5✉✐ ❞✐✈✐)❡ li − 1✳

✶✳✸✳✷✳✷✳ ▲❡ ❞',❡*♠✐♥❛♥,✳ ✖ ❙♦✐$ ρ̄ : Π→ GLn(F) ❝♦♥$✐♥✉❡✳ ▲❛ &❡♣&7)❡♥$❛$✐♦♥

det (ρ̄) : Π→ F×

♣♦));❞❡ ✉♥❡ ❞7❢♦&♠❛$✐♦♥ ✉♥✐✈❡&)❡❧❧❡✱ ♥♦$7❡ (Λ, δ)✳ ❈❤❛5✉❡ ❞7❢♦&♠❛$✐♦♥ (R, ρR) ❞❡ ρ̄ ✐♥❞✉✐$

✉♥❡ ❞7❢♦&♠❛$✐♦♥ ❞❡ det (ρ̄)✱ ❡$ ❞♦♥❝ ♣❛& ✉♥✐✈❡&)❛❧✐$7✱ ✐❧ ❡①✐)$❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ♥❛$✉&❡❧❧❡ Λ →
R ♠✉♥✐))❛♥$ ❛✐♥)✐ R ❞✬✉♥❡ )$&✉❝$✉&❡ ❞❡ Λ✲❛❧❣;❜&❡✳ ▲❡ ♣&♦❜❧;♠❡ ❞❡ ❞7❢♦&♠❛$✐♦♥ ❞❡ ρ̄ ♣❡✉$

P$&❡ &❡)$&❡✐♥$ C ❝❡$$❡ ❝❛$7❣♦&✐❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① ♠✉♥✐) ❞✬✉♥❡ )$&✉❝$✉&❡ ❞✬❛❧❣;❜&❡ )✉♣♣❧7♠❡♥$❛✐&❡✳

▲❛ ♣&♦♣♦)✐$✐♦♥ )✉✐✈❛♥$❡ ♣&7)❡♥$❡ ❝❡ ❝❛)✳
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 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✸✳✷✸ ✭❬▼❛③ ✷❪✱ ➓✳✶✷✮✳ ✖ ❙♦✐# ρ̄ : Π → GLn(F) ❝♦♥#✐♥✉❡ ❡# #❡❧❧❡ )✉❡

C(ρ̄) = F✳ ❙♦✐# Λ ∈ Ĉ✳ ❙♦✐# ĈΛ ❧❛ ,♦✉,✲❝❛#.❣♦0✐❡ ❞❡ Ĉ ❢♦0♠.❡ ❞❡, ❛♥♥❡❛✉① R ♠✉♥✐, ❞✬✉♥❡

,#0✉❝#✉0❡ ❞❡ Λ✲❛❧❣6❜0❡ ❞♦♥♥.❡ ♣❛0 ✉♥ ♠♦0♣❤✐,♠❡ ♥❛#✉0❡❧ Λ → R✳ ❖♥ ♥♦#❡ ❉❡❢(ρ̄)Λ ❧❡ ❢♦♥❝✲

#❡✉0 )✉✐ ❛,,♦❝✐❡ ; ❝❤❛)✉❡ R ∈ ĈΛ ❧❡, ❞.❢♦0♠❛#✐♦♥, ❞❡ ρ̄ ; R✳ ❆❧♦0, ❉❡❢(ρ̄)Λ ❡,# 0❡♣0.,❡♥#❛❜❧❡

♣❛0

R(ρ̄) ⊗̂W(F) Λ.

✶✳✸✳✸✳ ❊,♣❛❝❡ 0❛♥❣❡♥0 ❡0 ♦❜,05✉❝0✐♦♥✳ ✖ ❖♥ ♥♦'❡ Ad(ρ̄) ❧❛ +❡♣+-.❡♥'❛'✐♦♥ ❛❞❥♦✐♥'❡ ❞❡

❧❛ +❡♣+-.❡♥'❛'✐♦♥ ρ̄ : Π→ GLn(F)✱ ✐✳❡✳ ❧✬❡.♣❛❝❡ Mn(F) ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬❛❝'✐♦♥ ❞❡ GLn ♣❛+ ❝♦♥❥✉✲

❣❛✐.♦♥ ✈✐❛ ρ̄✳ ❉❛♥. ❝❡''❡ .♦✉.✲.❡❝'✐♦♥✱ ♦♥ ♣+♦♣♦.❡ ✉♥ .✉+✈♦❧ ❞❡ ❧❛ '❤-♦+✐❡ ❞❡ ❧✬♦❜.'+✉❝'✐♦♥

❡' ❞❡. ❡.♣❛❝❡. '❛♥❣❡♥'. ❞❛♥. ❧❡ ❝❛❞+❡ ❞❡. ❞-❢♦+♠❛'✐♦♥.✳ ❖♥ '❡+♠✐♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡. ❡①❡♠♣❧❡. ❞❡

♠✐♥♦+❛'✐♦♥ ❞❡. ❞✐♠❡♥.✐♦♥. ❞❡ ❑+✉❧❧ ❞❡. ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ❞-❢♦+♠❛'✐♦♥. ♣+♦✈❡♥❛♥' ❞❡ +❡♣+-.❡♥'❛✲

'✐♦♥. ❞❡ GK,S ✭❝♦♥.-A✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥♦+❛'✐♦♥ ❞❡ ▼❛③✉+ ✐♥'❡+♣+-'-❡ D ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ E♦✐'♦✉✲❚❛'❡✮

❡' ❞❡ ❣+♦✉♣❡. ❞❡ ●❛❧♦✐. ❞❡ ❝♦+♣. ❧♦❝❛✉① ✭❡①❡♠♣❧❡. ♦❜'❡♥✉. ♣❛+ ❘❛♠❛❦+✐.❤♥❛✮✳

✶✳✸✳✸✳✶✳ ▲❡ ♣0❡♠✐❡0 ❣0♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ✖ ❙♦✐' δ : Π→ GLn(F[ε]) ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ A✉✐

+❡❧L✈❡ ρ̄✱ ♠❛✐. δ ♥✬❡.' ♣❛. ✉♥ ♠♦+♣❤✐.♠❡ ❛ ♣+✐♦+✐✳

❘❡♠❛+A✉♦♥. A✉❡ ❧❡ ❣+♦✉♣❡ GLn(F) .✬✐♥❥❡❝'❡ ❞❡ ♠❛♥✐L+❡ ♥❛'✉+❡❧❧❡ ❞❛♥. GLn(F[ε])✳ ❖♥ -❝+✐'

δ .♦✉. ❧❛ ❢♦+♠❡ .✉✐✈❛♥'❡ ✿ δ(g) = (1 + εc(g))ρ̄(g)✳
❋♦+♠♦♥. ❛❧♦+.

b(g, h) = δ(gh)δ(h)−1δ(g)−1, ❛✈❡❝ g, h ∈ Π.

▲✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ b ♠❡.✉+❡ ❧✬♦❜.'+✉❝'✐♦♥ D ❝❡ A✉❡ δ .♦✐' ✉♥ ♠♦+♣❤✐.♠❡ ❞❡ ❣+♦✉♣❡.✳ ▲✬✐♥✈❡+.❡

❞❡ ❧❛ ♠❛'+✐❝❡ 1 + εc(g) -'❛♥' 1− εc(g)✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♠-❞✐❛' ❞♦♥♥❡

b(g, h) = 1− ε
(
ρ̄(g)c(h)ρ̄(g)−1 − c(gh) + c(g)

)
.

❆✐♥.✐✱ δ ❡.' ✉♥ ♠♦+♣❤✐.♠❡ ❞❡ ❣+♦✉♣❡ .✐ ❡' .❡✉❧❡♠❡♥' .✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ c : Π → Ad(ρ̄) ❡.'

✉♥ 1✲❝♦❝②❝❧❡✳ ▲❛ ❝♦++❡.♣♦♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥-❛✐+❡ ϕ : δ 7→ c ❡.' ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝'✐♦♥ ❡♥'+❡ ❧✬❡.♣❛❝❡

'❛♥❣❡♥' ❞❡ ❉❡❢

�(ρ̄) ❡' ❧✬❡.♣❛❝❡ ❞❡. 1✲❝♦❝②❝❧❡. Z1(Π,Ad(ρ̄))✳ ▲❡. ✐♠❛❣❡. ❞❡ δ ❡' ❞❡ δ′ ♣❛+

ϕ ❞✐✛L+❡♥' ❞✬✉♥ 1✲❝♦❜♦+❞ .✐ ❡' .❡✉❧❡♠❡♥' .✐ δ′ = MδM−1
✱ ❛✈❡❝ M ∈ Γ(F[ε])✳ ❖♥ ♣❡✉' ❛❧♦+.

-♥♦♥❝❡+ ❧❛ ♣+♦♣♦.✐'✐♦♥ .✉✐✈❛♥'❡✱ ❞♦♥' ♦♥ ✈✐❡♥' ❞❡ ♣+♦✉✈❡+ ❧❡ ♣+❡♠✐❡+ ♣♦✐♥'✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✸✳✷✹ ✭❬▼❛③ ✷❪✱ ➓✳✷✶✱ ;5♦♣✳✶✮✳ ✖ ❖♥ ❞.,✐❣♥❡ ❧✬❡,♣❛❝❡ ❞❡, 1✲❝♦❝②❝❧❡, ❞❡
Π ❞❛♥, Ad(ρ̄) ♣❛0 Z1(Π,Ad(ρ̄))✳
✶✮ ■❧ ② ❛ ✉♥ ✐,♦♠♦0♣❤✐,♠❡ ❝❛♥♦♥✐)✉❡ ❡♥#0❡ ❧❡, F✲❡,♣❛❝❡, ✈❡❝#♦0✐❡❧, ,✉✐✈❛♥#,

❉❡❢

�(ρ̄)(F[ε]) ≃ Z1(Π,Ad(ρ̄)) ❡# ❉❡❢(ρ̄)(F[ε]) ≃ H1(Π,Ad(ρ̄)).

✷✮ ❙✉♣♣♦,♦♥, )✉❡ Π ✈.0✐✜❡ ❧✬❤②♣♦#❤6,❡ ❞❡ p✲✜♥✐#✉❞❡✳
❆❧♦0, ❧❡, ❡,♣❛❝❡, #❛♥❣❡♥#, ❉❡❢

�(ρ̄)(F[ε]) ❡# ❉❡❢(ρ̄)(F[ε]) ,♦♥# ❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡# ✿

dimF❉❡❢
�(ρ̄)(F[ε]) = dimF(❉❡❢(ρ̄)(F[ε])) + dimFAd(ρ̄)− dimFAd(ρ̄)Π.

❉.♠♦♥,#0❛#✐♦♥✳ ✖ E♦✉+ ❧❡ .❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥'✱ .❡✉❧❡ ❧✬-❣❛❧✐'- ♣♦+'❛♥' .✉+ ❧❛ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡.♣❛❝❡

'❛♥❣❡♥' ❉❡❢

�(ρ̄)(F[ε]) ♥✬❛ ♣❛. -'- ❞-♠♦♥'+-❡✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ✜❣✉+❡ ♣❛. ❞❛♥. ❬▼❛③ ✷❪✳ ■❧ .✬❛❣✐'

❞✉ ❝❛❞+❡ ❞❡ ❑✐.✐♥ ❬❑✐ ✷❪✳ ◗✉♦✐A✉✬✐❧ ❡♥ .♦✐'✱ ❧❛ ♣+❡✉✈❡ ❡.' -❧-♠❡♥'❛✐+❡✳ ❈♦♠♠❡ ✉♥ 1✲❝♦❜♦+❞

❡.' ❞❡ ❧❛ ❢♦+♠❡ g 7→ ρ̄(g)Mρ̄(g)−1 −M ✱ ❛✈❡❝ M ∈ Ad(ρ̄) ✜①-❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝'✐♦♥ ❡♥'+❡

Ad(ρ̄)/Ad(ρ̄)Π ❡' ❝❡' ❡.♣❛❝❡ ❞❡. 1✲❝♦❜♦+❞.✳
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❘❡♠❛$%✉❡ ✶✳✸✳✷✺✳ ✖ ✶✮ ❖♥ ♣❡✉) ❛✉++✐ ✈♦✐/ 0✉❡ ❉❡❢(ρ̄)(F[ε]) ❡+) ❡♥ ❜✐❥❡❝)✐♦♥ ❛✈❡❝

Ext1Π(ρ̄, ρ̄) ✭♣❛/ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥+ ❬▼❛③ ✷❪✮✳

✷✮ ❖♥ +✉♣♣♦+❡ 0✉❡ C(ρ̄) = F✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ♥❛)✉/❡❧❧❡ ❉❡❢

�(ρ̄) → ❉❡❢(ρ̄) ✐♥❞✉✐) R�(ρ̄) →
R(ρ̄) ❀ ❝❡))❡ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❡+) ❧✐++❡ ✭❝❢✳ ❬❑✐ ✶❪✮ ❞♦♥❝ R�(ρ̄) ❡+) ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ +@/✐❡+ ❢♦/♠❡❧❧❡+

+✉/ R(ρ̄)✳ ❉✬❛♣/B+ ❧❛ ♣/♦♣♦+✐)✐♦♥ ♣/@❝@❞❡♥)❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥) R�(ρ̄) ≃ R(ρ̄)[[X1, . . . , Xn2−1]]✳

✶✳✸✳✸✳✷✳ ▲❡ &❡❝♦♥❞ ❣,♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ✖ ❖♥ +❡ ❞♦♥♥❡ R,S ∈ Ĉ ❛✈❡❝ R ։ S ✉♥❡

+✉/❥❡❝)✐♦♥ ❞❡ ♥♦②❛✉ I )❡❧ 0✉❡ I ·mR = (0)✳ ❖♥ ✈♦✐) I ❝♦♠♠❡ ✉♥ F✲❡+♣❛❝❡ ✈❡❝)♦/✐❡❧✳

❙♦✐) ρS : Π → GLn(S) ✉♥❡ /❡♣/@+❡♥)❛)✐♦♥ ❝♦♥)✐♥✉❡✳ ❖♥ ♥♦)❡ δ : Π → GLn(R) ✉♥❡

❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ )❡❧❧❡ 0✉❡ (δ mod mR) = ρ̄S ✱ ✐❝✐ ♦♥ ♥❡ +✉♣♣♦+❡ ♣❛+ 0✉❡ δ ❡+) ✉♥ ♠♦/♣❤✐+♠❡✳

❋♦/♠♦♥+ ❛❧♦/+

c(g, h) := δ(gh)δ(h)−1δ(g)−1, ❛✈❡❝ g, h ∈ Π.

❈❡))❡ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ c ❡+) )❡❧❧❡ 0✉❡ c(g, h) ∈ 1 + I ⊗Mn(F)✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ✭✉♥ ♣❡✉ ❧♦♥❣✮ ♥♦✉+

✐♥❞✐0✉❡ 0✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥

(g, h) 7→ c(g, h)− 1

❡+) ✉♥ 2✲❝♦❝②❝❧❡ L ✈❛❧❡✉/+ ❞❛♥+ I ⊗ Ad(ρ̄)✳ ❯♥ ❛✉)/❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❛✉ ♠♦✐♥+ ❛✉++✐ ❧♦♥❣ 0✉❡ ❧❡

♣/@❝@❞❡♥)✮ ♠♦♥)/❡ 0✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛++❡ ❞❡ c ❛✉ 2✲❝♦❝②❝❧❡ c′ ❛++♦❝✐@ L ✉♥❡ ❛✉)/❡ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ δ′

✭0✉✐ /❡❧B✈❡ ρ̄S✮ ❣/M❝❡ L ✉♥ 2✲❝♦❜♦/❞✳ ❉❡ ❝❡))❡ ❢❛N♦♥✱ ♦♥ ❞✐+♣♦+❡ ❞✬✉♥ @❧@♠❡♥) O(ρS) ❞❡

H2(Π,Ad(ρ̄)) ⊗F I 0✉✐ ❞@♣❡♥❞ ✉♥✐0✉❡♠❡♥) ❞❡ ρ̄S ✳ ❖♥ ❞✐) 0✉❡ O(ρS) ❡+) ❧❛ ❝❧❛++❡ ❞✬♦❜+✲

)/✉❝)✐♦♥ ❞❡ ρS ✳ ❉✐/❡ 0✉❡ ❝❡))❡ ❝❧❛++❡ O(ρS) ❡+) ♥✉❧❧❡ +✐❣♥✐✜❡ 0✉✬✐❧ ❡①✐+)❡ ✉♥❡ /❡♣/@+❡♥)❛)✐♦♥

L ✈❛❧❡✉/+ ❞❡ R 0✉✐ /❡❧B✈❡ ρS ✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✶✳✸✳✷✻✳ ✖ ❆✈❛♥) ❝❡ ❝♦♠♠❡♥)❛✐/❡ +✉/ ❧✬♦❜+)/✉❝)✐♦♥✱ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ /❡❣❛/❞@ ❧❡ ❝❛+

R = F[ε] ❡) S = F✱ ❛✈❡❝ ρS = ρ̄✳ ▲❡ 2✲❝♦❝②❝❧❡ ❛++♦❝✐@ L ❝❡ ♣/♦❜❧B♠❡ ❞❡ /❡❧B✈❡♠❡♥) ❡+)

(g, h) 7→ ρ̄(g)c(h)ρ̄(g)−1− c(gh) + c(g)✱ 0✉✐ ❡+) ✉♥ 2✲❝♦❜♦/❞✳ ▲❛ ❝❧❛++❡ O(ρ̄) ❡+) ♥✉❧❧❡ ✐❝✐✱ ❧❛

/❡♣/@+❡♥)❛)✐♦♥ g 7→ ρ̄(g) ∈ GLn(F[ε]) ⊆ GLn(F) ❡+) ✉♥ /❡❧B✈❡♠❡♥) ❞❡ ρ̄✳

✶✳✸✳✸✳✸✳ ❉✐♠❡♥&✐♦♥ ❞❡ ❑,✉❧❧✱ ❞6❢♦,♠❛9✐♦♥ &❛♥& ♦❜&9,✉❝9✐♦♥✳ ✖ ❉♦♥♥♦♥+ ✉♥❡ ✐❞@❡ ❞❡ ❧❛

♣/❡✉✈❡ ❞✉ )❤@♦/B♠❡ ❝✐✲❞❡++♦✉+✳

❖♥ ❛ ✈✉ 0✉✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ R ∈ Ĉ ❛❞♠❡) ✉♥❡ ♣/@+❡♥)❛)✐♦♥ ❞♦♥♥@❡ ♣❛/

W(F)[[X1, . . . , Xn]]→ R→ 0.

❊♥ /@❞✉✐+❛♥) ♠♦❞✉❧♦ p ❡) ❡♥ ❝♦♥+✐❞@/❛♥) R(ρ̄)✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ +✉✐)❡ ❡①❛❝)❡

0 → J → F → R(ρ̄)/pR(ρ̄) → 0,

♦R F = F[[X1, . . . , Xn]]✳ ◆♦)♦♥+ 0✉❡ ❧❡ 0✉♦)✐❡♥) R(ρ̄)/pR(ρ̄) ❡+) ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞@❢♦/♠❛)✐♦♥

✉♥✐✈❡/+❡❧ ♣♦✉/ ❧❡+ ❞@❢♦/♠❛)✐♦♥+ ❞❡ ρ̄ ❡♥ ❝❛/❛❝)@/✐+)✐0✉❡ p✳ ❊♥ ❝♦♥+✐❞@/❛♥) ❧❛ +✉✐)❡ ❡①❛❝)❡

0 → J/(mF · J) → F/(mF · J) → R(ρ̄)/pR(ρ̄) → 0,

♦♥ ✈♦✐) 0✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ❞❡ ❑/✉❧❧ ❞❡ R(ρ̄)/pR(ρ̄) ❞@♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜/❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❣@♥@/❛)❡✉/+

❞❡ J ✳ ❖♥ ♥♦)❡ ρ0 ❧❛ ❞@❢♦/♠❛)✐♦♥ ❞❡ ρ̄ L ✈❛❧❡✉/+ ❞❛♥+ R(ρ̄)/pR(ρ̄) ✐♥❞✉✐)❡ ♣❛/ ρ ❡) ♦♥

❢♦/♠❡ ❧❛ ❝❧❛++❡ ❞✬♦❜+)/✉❝)✐♦♥ O(ρ0) ∈ H2(Π,Ad(ρ̄))⊗J/(mF ·J)✳ ▼❛③✉/ ♠♦♥)/❡ ❛❧♦/+ 0✉❡

❧✬❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ +✉✐✈❛♥)❡ ❡+) ✐♥❥❡❝)✐✈❡

Hom(J/(mF · J),F) → H2(Π,Ad(ρ̄))
f 7→ (1⊗ f)(O(ρ0)).

✸✼



▲❡ ♥♦♠❜&❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❣,♥,&❛-❡✉&/ ❞❡ J ❡/- ❞♦♥❝ ♠❛❥♦&, ♣❛& ❧✬❡♥-✐❡& dimFH
2(Π,Ad(ρ̄))✳

❖♥ ♣❡✉- ❛❧♦&/ ,♥♦♥❝❡& ✿

❚❤"♦$%♠❡ ✶✳✸✳✷✼ ✭❬▼❛③ ✶❪✱ ➓✳✶✳✻✱ )*♦♣✳✷✮✳ ✖ ❖♥ "✉♣♣♦"❡ '✉❡ C(ρ̄) = F✳ ❙♦✐+ R(ρ̄)
❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞0❢♦2♠❛+✐♦♥ ✉♥✐✈❡2"❡❧ ❞❡ ρ̄✳ ❖♥ ♥♦+❡

di = dimFH
i(Π,Ad(ρ̄)), ❛✈❡❝ i = 1, 2.

❆❧♦2" ♦♥ ❛ ❧✬✐♥0❣❛❧✐+0 "✉✐✈❛♥+❡ ✿

dimKrull R(ρ̄)/pR(ρ̄) ≥ d1 − d2.

❙✐ d2 = 0✱ ❛❧♦2" ❧✬✐♥0❣❛❧✐+0 ❝✐✲❞❡""✉" ❡"+ ✉♥❡ 0❣❛❧✐+0 ❡+ ❞♦♥❝

R(ρ̄) ≃ W(F)[[X1, ..., Xd1 ]].

❖♥ ❞✐+ '✉❡ ❧❡ ♣2♦❜❧<♠❡ ❞❡ ❞0❢♦2♠❛+✐♦♥ ❡"+ "❛♥" ♦❜"+2✉❝+✐♦♥ ❧♦2"'✉❡ d2 ❡"+ ♥✉❧✳

❉❛♥" +♦✉" ❧❡" ❝❛"✱ ❧✬❛♥♥❡❛✉ R(ρ̄) ❡"+ ❞❡ ❧❛ ❢♦2♠❡ ✿

R(ρ̄) ≃W(F)[[X1, ..., Xd1 ]]/I

❛✈❡❝ gen(I) := dimF(I/mRI) ≤ d2✳

✶✳✸✳✸✳✹✳ ❈❛" ●❧♦❜❛❧✳ ✖ ❊♥ /✬❛♣♣✉②❛♥- /✉& ❧❛ /✉✐-❡ ❡①❛❝-❡ ❞❡ =♦✐-♦✉✲❚❛-❡ ✭❝❢✳ ❬❙❡ ✸❪✮✱

▼❛③✉& ♦❜-✐❡♥- ❧❛ ♠✐♥♦&❛-✐♦♥ /✉✐✈❛♥-❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❑&✉❧❧✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ Ad(ρ̄)
❡!" ❞✬♦&❞&❡ ✉♥❡ ♣✉✐!!❛♥❝❡ ❞❡ p✱ ❧✬❡♥!❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡! S ❛✉"♦&✐!1❡! 2 !❡ &❛♠✐✜❡& ❞♦✐" ❝♦♥"❡♥✐&

❧❡! ♣❧❛❝❡! ❛&❝❤✐♠1❞✐❡♥♥❡! ❡" ❧❡! ♣❧❛❝❡! ❛✉✲❞❡!!✉! ❞❡ p✳ ❖♥ &❛♣♣❡❧❧❡ 8✉❡ GK,S ❞1!✐❣♥❡ ❧❡

❣&♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐! ❞❡ ❧✬❡①"❡♥!✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ K ♥♦♥✲&❛♠✐✜1❡ ❡♥ ❞❡❤♦&! ❞❡ S✳

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✶✳✸✳✷✽ ✭❬▼❛③ ✶❪✱ ➓✳✶✳✶✵✱ )*♦♣✳✺✮✳ ✖ ❙♦✐# K/Q ✉♥ ❝♦'♣) ❞❡ ♥♦♠❜'❡) ❞❡ ❞❡✲

❣'0 d✳ ❖♥ )❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡ ✜♥✐ S ❞❡ ♣❧❛❝❡) ❞❡ K ❝♦♥#❡♥❛♥# ❧❡) ♣❧❛❝❡) ❛'❝❤✐♠0❞✐❡♥♥❡)

Pl∞(K) ❡# ❧❡) ♣❧❛❝❡) ❛✉✲❞❡))✉) ❞❡ p✳ ❖♥ ♥♦#❡ Gal(Kv/Kv) ❧❡ ❣'♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐) ❛❜)♦❧✉ ❞✉

❝♦♠♣❧0#0 Kv ❞❡ K ❡♥ v ∈ Pl∞(K)✳ ❙♦✐# ρ̄ : GK,S → GLn(F) ✉♥❡ '❡♣'0)❡♥#❛#✐♦♥ ❝♦♥#✐♥✉❡

#❡❧❧❡ 8✉❡ C(ρ̄) = F✳ ❖♥ ♥♦#❡ R(ρ̄) ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞0❢♦'♠❛#✐♦♥ ✉♥✐✈❡')❡❧❧❡ ❞❡ ρ̄✳
❆❧♦')

dimKrull R(ρ)/R(ρ) ≥ 1 + dn2 −
∑

v∈Pl∞(K)

H0(Gal(Kv/Kv),Ad(ρ̄)).

❉❛♥! ❧❛ !✉✐"❡✱ ♦♥ "&❛✈❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡! &❡♣&1!❡♥"❛"✐♦♥! ❞❡ ❞✐♠❡♥!✐♦♥ ❞❡✉①✳ ❊♥ ❞✐!"✐♥❣✉❛♥" ❧❡!

&❡♣&1!❡♥"❛"✐♦♥! ♣❛✐&❡! ❡" ✐♠♣❛✐&❡!✱ ♦♥ ♣❡✉" ♣&1❝✐!❡& ❧❡ ❝♦&♦❧❧❛✐&❡ ❝✐✲❞❡!!✉! ❧♦&!8✉❡ K = Q✳

❉-✜♥✐0✐♦♥ ✶✳✸✳✷✾✳ ✖ ❙♦✐" p ❞✐✛1&❡♥" ❞❡ 2✳ ❖♥ ❞✐" 8✉❡ ρ̄ : GQ,S → GL2(F) ❡!" ✐♠♣❛✐&❡

❧♦&!8✉❡ detρ̄(c) = −1✱ ♦D c ❡!" ✉♥❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐!♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ❞✐" 8✉❡ ρ̄ ❡!" ♣❛✐&❡✳

❊♥ ❞✐♠❡♥!✐♦♥ ❞❡✉① ❛✈❡❝ K = Q✱ ❧❡ ❝♦&♦❧❧❛✐&❡ ❝✐✲❞❡!!✉! ❞♦♥♥❡ ✿

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✶✳✸✳✸✵✳ ✖ ❙♦✐# p ≥ 3✳ ❖♥ ❝♦♥)❡'✈❡ ❧❡) ♠=♠❡) ❤②♣♦#❤?)❡) 8✉❡ ❞❛♥) ❧❡ ❝♦'♦❧✲

❧❛✐'❡ ❝✐✲❞❡))✉) ❛✈❡❝ ρ̄ : GQ,S → GL2(F)✳ ❆❧♦')

dimKrull R(ρ̄)/pR(ρ̄) ≥
{

3 )✐ ρ̄ ❡)# ✐♠♣❛✐'❡,

1 )✐ ρ̄ ❡)# ♣❛✐'❡.

❘❡♠❛"5✉❡ ✶✳✸✳✸✶✳ ✖ ❖♥ &❡"&♦✉✈❡ ❝❡ &1!✉❧"❛" ❞❛♥! ❧❡ ❝❤❛♣✐2*❡ ✸ ❞❛♥! ❧❡ ❝❛! ♣❛&"✐❝✉❧✐❡&

k = Q ✭❝❢✳ ❈♦&✳ ✸✳✼✳✽✮✳

✸✽



❚❡"♠✐♥♦♥' ❡♥ ❞✐'❝✉+❛♥+ ❞✉ ❝❛' ❞✬.❣❛❧✐+. ❞❛♥' ❧❡ +❤.♦"2♠❡ ✶✳✸✳✷✼✱ ✐✳❡✳ ❞✉ ❝❛' ♦9

dimKrull R(ρ̄)/pR(ρ̄) = d1 − d2.

▼❛③✉" ❛ ❝♦♥❥❡❝+✉". =✉❡ ❝❡++❡ .❣❛❧✐+. ❛ +♦✉❥♦✉"' ❧✐❡✉ ❞2' =✉❡ ρ̄ ❡'+ ❛❜'♦❧✉♠❡♥+ ✐"".❞✉❝+✐❜❧❡✳
■❧ ♥✬② ❛ ♣❛' ❞❡ ❝♦♥+"❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ ♥✐ ❞❡ ♣"❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐+ ♣♦✉" ❧❡ ♠♦♠❡♥+✳

◆♦+♦♥' =✉❡ ❝❡++❡ ❝♦♥❥❡❝+✉"❡ ❡'+ ✉♥❡ ✈❡"'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝+✉"❡ ❞❡ ▲❡♦♣♦❧❞+ ✭=✉✐ ❞✐+ =✉❡ ❧❡

♥♦♠❜"❡ ❞❡ Zp✲❡①+❡♥'✐♦♥' ❧✐♥.❛✐"❡♠❡♥+ ✐♥❞.♣❡♥❞❛♥+❡' ❞✬✉♥ ❝♦"♣' ❞❡ ♥♦♠❜"❡' K ❞❡ '✐❣♥❛✲

+✉"❡' (r1, r2) ❡'+ .❣❛❧ I 1 + r2✮ ❡♥ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ n✳ K✉✐'=✉❡ R(ρ̄) ≃ W(F)[[G
ab,(p)
K,S ]] ✭❞✬❛♣"2' ❧❛

♣"♦♣♦'✐+✐♦♥ ✶✳✸✳✷✵✮✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ ❞❡ ❑"✉❧❧ ❞❡ R(ρ̄)/pR(ρ̄) ❡'+ .❣❛❧❡ ❛✉ Zp✲"❛♥❣ ❞❡ G
ab,(p)
K,S ✳

❆✐♥'✐ ❧♦"'=✉❡ n = 1✱ ❞✐"❡ =✉❡ dimKrull R(ρ̄)/pR(ρ̄) = d1−d2 .=✉✐✈❛✉+ I ❞✐"❡ =✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡

(K, p) ✈."✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝+✉"❡ ❞❡ ▲❡♦♣♦❧❞+ ❀ ✐❝✐ d1 − d2 = 1 + r2 ♣✉✐'=✉❡ Ad(ρ̄) = F✳

❘❡✈❡♥♦♥' I ❧❛ '✐+✉❛+✐♦♥ ❣.♥."❛❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ n✳ ▲❡ ❝❛' ❧❡ ♣❧✉' '✐♠♣❧❡ ♣♦✉" ❧❡=✉❡❧ ❧✬.❣❛❧✐+. ❛
❧✐❡✉ ❡'+ ❞♦♥♥. ♣❛" d2 = 0✱ ❝✬❡'+ ❧❡ ❝❛' '❛♥' ♦❜'+"✉❝+✐♦♥✳ ❈✐+♦♥' ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ +✐". ❞❡ ❬▼❛③ ✶❪✳
❖♥ ♥♦+❡ K/Q ❧❡ ❝♦"♣' ❞❡ ❞.❝♦♠♣♦'✐+✐♦♥ ❞❡ X3 − X + 1✳ ▲❡ ❣"♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐' ❛''♦❝✐. I
❝❡ ♣♦❧②♥W♠❡ ❡'+ ❧❡ ❣"♦✉♣❡ '②♠.+"✐=✉❡ S3✱ K/Q ❡'+ p✲"❛♠✐✜.❡ ❛✈❡❝ p = 23✳ ❈♦♠♠❡ S3

'✬✐♥❥❡❝+❡ ❞❛♥' GL2(F23)✱ ✐❧ ❡①✐'+❡ ✉♥❡ "❡♣".'❡♥+❛+✐♦♥ ρ̄ : GQ,S → GL2(F23) ❛❜'♦❧✉♠❡♥+
✐"".❞✉❝+✐❜❧❡ ✭❛✈❡❝ S = {23}✮✳ ▼❛③✉" ♠♦♥+"❡ ❛❧♦"' =✉❡ ❝❡ ♣"♦❜❧2♠❡ ❡'+ '❛♥' ♦❜'+"✉❝+✐♦♥ ❡+
❞♦♥❝ R(ρ̄) ≃ Z23[[X1, X2, X3]]✳

✶✳✸✳✸✳✺✳ ❈❛& ▲♦❝❛❧✳ ✖ ❙♦✐+ ρ̄ : Gal(Qp/Qp) → GL2(F) ✉♥❡ "❡♣".'❡♥+❛+✐♦♥ ❝♦♥+✐♥✉❡✳

▲♦"'=✉❡ C(ρ̄) = F✱ ❧❛ ❢♦"♠✉❧❡ ❞✬❊✉❧❡"✲K♦✐♥❝❛". ♣♦✉" ❧❡ ❣"♦✉♣❡ Gal(Qp/Qp) ❞♦♥♥❡ ✿

d1 − d2 = 5.

❈♦♠♠❡ ❞❛♥' ❧❡ ❝❛' ❣❧♦❜❛❧✱ ❞♦♥♥♦♥' ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉ '❛♥' ♦❜'+"✉❝+✐♦♥✳ ❉❛♥' ❬❘❛ ✸❪✱

✐❧ ✜❣✉"❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ '✉✣'❛♥+❡ ♣♦✉" =✉❡ d2 '♦✐+ ♥✉❧✳ ▲❡' "❡♣".'❡♥+❛+✐♦♥' ❛❜'♦❧✉♠❡♥+

✐"".❞✉❝+✐❜❧❡' ρ̄ : Gal(Qp/Qp) → GL2(Fp) '♦♥+ ❝♦♥♥✉❡'✱ ♦♥ +"♦✉✈❡ ❧❡✉" +❛❜❧❡ ❞❛♥' ❬❋▼❪✱ ➓✳✾
♣❛" ❡①❡♠♣❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉+ .♥♦♥❝❡" ❧❡ +❤.♦"2♠❡ '✉✐✈❛♥+✱ ❧.❣2"❡♠❡♥+ ❞✐✛."❡♥+ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❬❘❛ ✸❪

✭❝❢✳ ❬❋▼❪✮✳

❚❤"♦$%♠❡ ✶✳✸✳✸✷ ✭❬❘❛ ✸❪✱ ❚❤✳✹✳✶✮✳ ✖ ❙♦✐- p ≥ 3 ❡- &♦✐- ρ̄ : Gal(Qp/Qp) → GL2(Fp)
✉♥❡ 1❡♣13&❡♥-❛-✐♦♥ ❝♦♥-✐♥✉❡ ❡- ❛❜&♦❧✉♠❡♥- ✐113❞✉❝-✐❜❧❡✳ ❆❧♦1& ♦♥ ❡&- ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& &❛♥& ♦❜&✲

-1✉❝-✐♦♥ d2 = 0 ❡- ❞♦♥❝

R(ρ̄) ≃ Zp[[X1, . . . , X5]].

✶✳✹✳ ❈♦♥❞✐3✐♦♥ ❞❡ ❞5❢♦7♠❛3✐♦♥✱ ❢♦♥❝3❡✉7 7❡❧❛3✐✈❡♠❡♥3 7❡♣75>❡♥3❛❜❧❡

❙♦✐+ F : C → Ens ✉♥ ❢♦♥❝+❡✉" +❡❧ =✉❡ F (F) '♦✐+ ".❞✉✐+ I ✉♥ .❧.♠❡♥+✳ ❙♦✐+ G ✉♥ '♦✉'✲

❢♦♥❝+❡✉" ❞❡ F ✱ ✐✳❡✳ G(A) ⊆ F (A) ♣♦✉" +♦✉+ A ∈ C✳ ❖♥ '✉♣♣♦'❡ =✉❡ G(F) = F (F)✳ ■❧
'✬❛❣✐+ ❞❡ ♠❡++"❡ ❡♥ .✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ✭a+"❡ "❡❧❛+✐✈❡♠❡♥+ "❡♣".'❡♥+❛❜❧❡✮ ♣♦✉" =✉❡ ❧❡

❢♦♥❝+❡✉" G '♦✐+ ♣"♦✲"❡♣".'❡♥+❛❜❧❡ ❞2' =✉❡ F ❧✬❡'+✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ❞❡ ❞.❢♦"♠❛+✐♦♥ ❞.✜♥✐+ ✉♥

❢♦♥❝+❡✉" "❡❧❛+✐✈❡♠❡♥+ "❡♣".'❡♥+❛❜❧❡ ❀ ❞❛♥' ❧❛ ♣"❛+✐=✉❡✱ ❧✬❛"✐+❤♠.+✐=✉❡ ♠♦+✐✈❡ ❧✬✐♥+"♦❞✉❝+✐♦♥

❞❡' ❝♦♥❞✐+✐♦♥' ❞❡ ❞.❢♦"♠❛+✐♦♥✳ ❉❡ ❝❡++❡ ❢❛c♦♥✱ ❧❡ ♣"♦❜❧2♠❡ ❞❡ ❞.❢♦"♠❛+✐♦♥ ❡'+ ❞✐✛."❡♥+

❞❡ ❝❡❧✉✐ ♣♦'. ❛✉ ❞.♣❛"+ ♠❛✐' ❞❛♥' ❝❡++❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉"❛+✐♦♥ ✐❧ ② ❛ ❡♥❝♦"❡ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡

❞.❢♦"♠❛+✐♦♥ ✭✉♥✐✮✈❡"'❡❧✱ ❝✬❡'+ ✉♥ =✉♦+✐❡♥+ ❞❡ R(ρ̄)✳ ◆♦✉' ② "❡✈✐❡♥❞"♦♥' ❞❛♥' ❧❡ ❝❤❛♣✐37❡
✷ ✭❡♥ "❛♣♣❡❧❛♥+ ❝❡"+❛✐♥' .❧.♠❡♥+' ❞❡ ❝❡++❡ '❡❝+✐♦♥✮✳

✸✾



❙♦✐# ρ̄ : Π → GLn(F) ✉♥❡ '❡♣')*❡♥#❛#✐♦♥ ')*✐❞✉❡❧❧❡ ✜①)❡✳ ❙♦✐# D ✉♥❡ ♣'♦♣'✐)#) *❛#✐*❢❛✐#❡

♣❛' ρ̄✳ ▲❛ ❞)✜♥✐#✐♦♥ *✉✐✈❛♥#❡ ♣')*❡♥#❡ ✉♥❡ ❝❧❛**❡ ❞❡ ♣'♦♣'✐)#) D✱ ❛♣♣❡❧)❡ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ❞❡

❞)❢♦'♠❛#✐♦♥✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳ ✖ ❖♥ ❞✐# 9✉❡ D ❡*# ✉♥❡ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ❞❡ ❞)❢♦'♠❛#✐♦♥ ❧♦'*9✉❡ ❧❡* ❞❡✉①

♣♦✐♥#* *✉✐✈❛♥#* *♦♥# ✈)'✐✜)* ✿

✶✮ ❙♦✐# α : A → B ✉♥ ♠♦'♣❤✐*♠❡ ❞✬❛❧❣@❜'❡* ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥#*✳ ❙✐ ρA ✈)'✐✜❡ D ❛❧♦'* α ◦ ρA

✈)'✐✜❡ ❛✉**✐ D✳

✷✮ ❙♦✐# ρ : Π → GLn(A ×C B) ✉♥❡ ❞)❢♦'♠❛#✐♦♥ ❞❡ ρ̄ ❛✈❡❝ A,B,C #'♦✐* ❛♥♥❡❛✉① ❧♦❝❛✉①

❆'#✐♥✐❡♥*✳ ❙♦✐# pA : A ×C B → A ❡# pB : A ×C B → B ❧❡* ❞❡✉① ♣'♦❥❡❝#✐♦♥* ♥❛#✉'❡❧❧❡*✳

❆❧♦'* ✿

ρ *❛#✐*❢❛✐# D ⇔ [pA ◦ ρ ❡# pB ◦ ρ *❛#✐*❢♦♥# D].

▲❡ ♣'❡♠✐❡' ♣♦✐♥# ♣❡'♠❡# ❞✬✉#✐❧✐*❡' ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❢♦♥❝#♦'✐❡❧✱ ♦♥ ❝♦♥❢♦♥❞ ❛✐♥*✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ❞❡

❞)❢♦'♠❛#✐♦♥ D ❡# ❧❡ ❢♦♥❝#❡✉' ❉❡❢D(ρ̄) ❛**♦❝✐) F D ❞)✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐@'❡ *✉✐✈❛♥#❡ ✿

C → Ens
A 7→ {ρA ∈ ❉❡❢(ρ̄)(A) ✈)'✐✜❛♥# D}.

❖♥ )#❡♥❞ ❝❡ ❢♦♥❝#❡✉' F ❧❛ ❝❛#)❣♦'✐❡ Ĉ ♣❛' ❝♦♥#✐♥✉✐#)

❉❡❢D(ρ̄)(R) = lim←−
j

❉❡❢D(ρ̄)(R)(R/mR
j) ❛✈❡❝ R ∈ Ĉ.

G♦✉' ♠♦♥#'❡' 9✉❡ ❉❡❢D(ρ̄)(R) ❡*# ♣'♦✲'❡♣')*❡♥#❛❜❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉# ❧❡ ✈♦✐' ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢♦♥❝#❡✉'

'❡❧❛#✐✈❡♠❡♥# '❡♣')*❡♥#❛❜❧❡ ♣❛' '❛♣♣♦'# F ❉❡❢(ρ̄)✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✹✳✷✳ ✖ ❖♥ ❞✐# 9✉❡ G ❡*# '❡❧❛#✐✈❡♠❡♥# '❡♣')*❡♥#❛❜❧❡ ♣❛' '❛♣♣♦'# F F *✐ ♣♦✉'

❝❤❛9✉❡ ❞✐❛❣'❛♠♠❡ ❞❛♥* C
A

α
��@

@@
@@

@@
B

β~~~~
~~

~~
~

C

❧❡ ❞✐❛❣'❛♠♠❡ ♥❛#✉'❡❧

G(A×C B) //

��

G(A)×G(C) G(B)

��
F (A×C B) // F (A)×F (C) F (B)

✐❞❡♥#✐✜❡ G(A×C B) ❛✈❡❝ ❧❡ ♣'♦❞✉✐# ✜❜') F (A×C B) ×
F (A)×F (C)F (B)

(
G(A)×G(C) G(B)

)
.

❯♥ ❢♦♥❝#❡✉' '❡❧❛#✐✈❡♠❡♥# '❡♣')*❡♥#❛❜❧❡ ♣❛' '❛♣♣♦'# F F ♣♦**@❞❡ ❧❡* ♠J♠❡* ♣'♦♣'✐)#)* 9✉❡

❧❡ ❢♦♥❝#❡✉' F ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐9✉❡ ❧❛ ♣'♦♣♦*✐#✐♦♥ *✉✐✈❛♥#❡✳

+,♦♣♦.✐%✐♦♥ ✶✳✹✳✸ ✭❬▼❛③ ✷❪✱ ➓✳✶✾✮✳ ✖ ❙♦✐# G ✉♥ ❢♦♥❝#❡✉) )❡❧❛#✐✈❡♠❡♥# )❡♣)/0❡♥#❛❜❧❡

♣❛) )❛♣♣♦)# 2 F ✳
✶✮ 6♦✉) i = 1, . . . , 4✱ 0✐ F ✈/)✐✜❡ ❧❛ ♣)♦♣)✐/#/ Hi ❛❧♦)0 G ❧❛ ✈/)✐✜❡ ❛✉00✐✳

✷✮ ❙✐ F ❡0# ♣)♦✲)❡♣)/0❡♥#❛❜❧❡ ♣❛) ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ R ∈ Ĉ✱ ❛❧♦)0 G ❡0# ♣)♦✲)❡♣)/0❡♥#❛❜❧❡ ♣❛) ✉♥

;✉♦#✐❡♥# ❞❡ R✳

✹✵



 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✹✳✹ ✭❬▼❛③ ✷❪✱ ➓✳✷✸✮✳ ✖ ❙✐ D ❡#$ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❞❡ ❞*❢♦,♠❛$✐♦♥ ♣♦✉, ρ̄✱
❛❧♦,# ❧❡ ❢♦♥❝$❡✉, ❉❡❢D(ρ̄) ❡#$ ,❡❧❛$✐✈❡♠❡♥$ ,❡♣,*#❡♥$❛❜❧❡ ♣❛, ,❛♣♣♦,$ 4 ❉❡❢(ρ̄)✳

❈♦♠♠❡ ❝♦♥*+,✉❡♥❝❡ ❞✐0❡❝1❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥1 ✿

❚❤0♦!1♠❡ ✶✳✹✳✺✳ ✖ ❖♥ #✉♣♣♦#❡ 7✉❡ C(ρ̄) = F✳ ❙✐ D ❡#$ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❞❡ ❞*❢♦,♠❛$✐♦♥✱

❛❧♦,# ❧❡ ❢♦♥❝$❡✉, ❉❡❢D(ρ̄) #❛$✐#❢❛✐$ ❧❡# ♣,♦♣,✐*$*# H1 ,H2 ,H3 ❡$ H4 ❞❡ ❬❙❝❪✳ ❆✉$,❡♠❡♥$ ❞✐$✱

❉❡❢D(ρ̄) ❡#$ ✉♥ ❢♦♥❝$❡✉, ,❡♣,*#❡♥$❛❜❧❡ ♣❛, ✉♥ 7✉♦$✐❡♥$ ❞❡ R(ρ̄)✳

❉♦♥♥♦♥* ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡* ❞❡ ❝♦♥❞✐1✐♦♥ ❞❡ ❞+❢♦0♠❛1✐♦♥✱ ❧❡ ♣0❡♠✐❡0 ❡*1 ❧❡ ♣❧✉* *✐♠♣❧❡ ❡1

❝♦♥❝❡0♥❡ ❧❛ 0❛♠✐✜❝❛1✐♦♥ ❞❡* ❞+❢♦0♠❛1✐♦♥* ❞❡ ρ̄ ❞❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ n ❀ ,✉❛♥1 ❛✉ *❡❝♦♥❞ ✐❧ ♥♦✉*

❡*1 ❞♦♥♥+ ♣❛0 ❧❛ 1❤+♦0✐❡ ❞❡* ❢♦0♠❡* ♠♦❞✉❧❛✐0❡* ❞✐1❡* ♦0❞✐♥❛✐0❡* ❡♥ p✱ ✐✳❡✳ ❧❡* ❢♦0♠❡* ♠♦❞✉✲

❧❛✐0❡* ❝❧❛**✐,✉❡* f =
∑

n anq
n

♣♦✉0 ❧❡*,✉❡❧❧❡* an ❡*1 ✉♥❡ ✉♥✐1+ p✲❛❞✐,✉❡✱ ❝❡❧❛ ❝♦♥❝❡0♥❡ ❧❡*

0❡♣0+*❡♥1❛1✐♦♥* ❡♥ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ 2✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✹✳✻ ✭❘❛♠✐✜❝❛0✐♦♥✮✳ ✖ ✶✮ ❙♦✐1 K ✉♥ ❝♦0♣* ❞❡ ♥♦♠❜0❡*✳ ❖♥ ❞✐1 ,✉✬✉♥❡ 0❡✲

♣0+*❡♥1❛1✐♦♥

ρR : Gal(Q/K) → GLn(R)

❡*1 ♥♦♥✲0❛♠✐✜+❡ ❡♥ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ v ❞❡ K ❧♦0*,✉❡ ♣♦✉0 ❝❤❛,✉❡ w|v ✿

ρR(Iw) = (1),

♦E Iw ❡*1 ❧❡ *♦✉*✲❣0♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡01✐❡ ❛**♦❝✐+ G ❧❛ ♣❧❛❝❡ w|v✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡* ❣0♦✉♣❡* ❞✬✐♥❡01✐❡

*♦♥1 ❝♦♥❥✉❣✉+*✱ ✐❧ *✉✣1 ❡♥ 0+❛❧✐1+ ❞❡ ✈+0✐✜❡0 ,✉❡ Iw ⊆ ker ρR ♣♦✉0 ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ w|v✳ ❉✐0❡

,✉❡ ρR ❡*1 ♥♦♥✲0❛♠✐✜+❡ ❡♥ v 0❡✈✐❡♥1 G ❞✐0❡ ,✉❡ v ❡*1 ♥♦♥✲0❛♠✐✜+❡ ❞❛♥* ❧✬❡①1❡♥*✐♦♥

Q
ker ρR/K✳ ✧❊10❡ ♥♦♥✲0❛♠✐✜+❡ ❡♥ v✧ ❡*1 ✉♥❡ ❝♦♥❞✐1✐♦♥ ❞❡ ❞+❢♦0♠❛1✐♦♥✳ ❖♥ *❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡

0❡♣0+*❡♥1❛1✐♦♥ 0+*✐❞✉❡❧❧❡ ρ̄ : Gal(Q/K) → GLn(F) ♥♦♥✲0❛♠✐✜+❡ ❡♥ ❞❡❤♦0* ❞❡ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡

✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡* S✳ ❖0✱ ρ̄ ❡*1 ♥♦♥✲0❛♠✐✜+❡ ❡♥ ❞❡❤♦0* ❞❡ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ✜♥✐ T ❞L* ,✉❡ T ❝♦♥1✐❡♥1

S✳ ❖♥ ♥♦1❡ GK,S ❧❡ ❣0♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐* ❞❡ ❧✬❡①1❡♥*✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ K ♥♦♥✲0❛♠✐✜+❡ ❤♦0* ❞❡

S✳ ❖♥ *♦✉❤❛✐1❡ ❞+❢♦0♠❡0 ρ̄ : GK,S → GLn(F) ❡1 ρ̄ : GK,T → GLn(F)✱ ❞♦♥1 ❧❡* ❛♥♥❡❛✉①

❞❡ ❞+❢♦0♠❛1✐♦♥ ✭✉♥✐✮✈❡0*❡❧* *♦♥1 ♥♦1+* RS(ρ̄) ❡1 ρ̄T (ρ̄)✳ ❆✈❡❝ ❝❡ ,✉✐ ♣0+❝L❞❡✱ ♦♥ *❛✐1 ,✉❡

❧✬❛♥♥❡❛✉ RT ❡*1 ✉♥ ,✉♦1✐❡♥1 ❞❡ RS ✳ ■❧ ❡*1 ♥❛1✉0❡❧ ❞❡ ✈♦✉❧♦✐0 ❡♥ *❛✈♦✐0 ♣❧✉* *✉0 ❝❡11❡

*✉0❥❡❝1✐♦♥✱ *✉0 *♦♥ ♥♦②❛✉ ❡♥ ♣❛01✐❝✉❧✐❡0✳ ❈❡01❛✐♥* ❝❛* *♦♥1 10❛✐1+* ❞❛♥* ❬❇♦ ✷❪✳

✷✮ ❊♥ 0❡✈❛♥❝❤❡✱ ✧S10❡ 0❛♠✐✜+❡ ❡♥ v✧ ♥✬❡*1 ♣❛* ✉♥❡ ❝♦♥❞✐1✐♦♥ ❞❡ ❞+❢♦0♠❛1✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✹✳✼ ✭❉5❢♦7♠❛0✐♦♥ ♣7❡:;✉❡ ♦7❞✐♥❛✐7❡✱ ❞5❢♦7♠❛0✐♦♥ ♣7❡:;✉❡ ❡①07❛♦7✲

❞✐♥❛✐7❡ ✮

❙♦✐1 L/K ✉♥❡ ❡①1❡♥*✐♦♥ ❣❛❧♦✐*✐❡♥♥❡ ❞✉ ❝♦0♣* ❞❡ ♥♦♠❜0❡*K✳ ❈♦♥*✐❞+0♦♥* ❞❡✉① *♦✉*✲❣0♦✉♣❡*

❞❡ Gal(L/K) ✿ Gv ❡1 Iv ❧❡* ❣0♦✉♣❡* ❞❡ ❞+❝♦♠♣♦*✐1✐♦♥ ❡1 ❞✬✐♥❡01✐❡ ❛**♦❝✐+* G ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡

L ❛✉✲❞❡**✉* ❞✬✉♥❡ ♣❧❛❝❡ v ❞❡ K✳

❙♦✐1 R ∈ C ❡1 *♦✐1 ρ : Gal(L/K) → GL2(R) ✉♥❡ 0❡♣0+*❡♥1❛1✐♦♥✳ ❊♥✜♥ Vρ ❞+*✐❣♥❡ ❧✬❡*♣❛❝❡

❛**♦❝✐+ G ρ✳

❖♥ ❞✐1 ,✉❡ ρ ❡*1 ✿

✶✮ ♣,❡#7✉❡ ♦,❞✐♥❛✐,❡ ❡♥ v ❧♦0*,✉❡ Vρ ❛❞♠❡1 ✉♥ *♦✉*✲R✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜0❡ V1 ,✉✐ ❡*1 Gv✲*1❛❜❧❡ ❡1

❢❛❝1❡✉0 ❞✐0❡❝1 ❞❡ 0❛♥❣ 1 ❞❡ Vρ✳

✷✮ ♣,❡#7✉❡ ❡①$,❛♦,❞✐♥❛✐,❡ ❡♥ v ❧♦0*,✉❡ Vρ ❛❞♠❡1 ✉♥❡ ❞+❝♦♠♣♦*✐1✐♦♥ ❡♥ ❢❛❝1❡✉0* ❞✐0❡❝1* ❞❡

R✲♠♦❞✉❧❡* ❧✐❜0❡* ❞❡ 0❛♥❣ 1 ❡1 Gv✲*1❛❜❧❡* ✿ Vρ = V1 ⊕ V2✳

✸✮ ♦,❞✐♥❛✐,❡ ❡♥ v ❧♦0*,✉❡ ρ ❡*1 ♣0❡*,✉❡ ♦0❞✐♥❛✐0❡ ❡♥ v ❡1 V1 = V Iv
ρ ✳

✹✮ ❡①$,❛♦,❞✐♥❛✐,❡ ❡♥ v ❧♦0*,✉❡ ρ ❡*1 ♣0❡*,✉❡ ❡①10❛♦0❞✐♥❛✐0❡ ❡♥ v ❡1 V1 = V Iv
ρ ✳

✹✶



 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✹✳✽✳ ✖ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡( ♣*♦♣*✐-.-( ❝✐✲❞❡((✉( ❡(. ✉♥❡ ❝♦♥❞✐.✐♦♥ ❞❡ ❞-❢♦*♠❛✲

.✐♦♥✳ ▲❡( ❛❧❣6❜*❡( ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥.( 9✉✐ ❧❡✉* (♦♥. ❛((♦❝✐-❡( (♦♥. *❡(♣❡❝.✐✈❡♠❡♥. ♥♦.-❡( ✿

Rno, Rneo, Ro
❡. Reo.

❉✬❛♣*6( ❧❡ .❤-♦*6♠❡ ✶✳✹✳✺✱ ♦♥ ❞✐(♣♦(❡ ❞❡( ✢6❝❤❡( ♥❛.✉*❡❧❧❡( ✿

Rno
։ Ro, Rneo

։ Reo
❡. Ro

։ Reo.

❉-♠♦♥(.*❛.✐♦♥✳ ✖ ❖♥ $❡ ❧✐♠✐)❡ ❛✉ ❢♦♥❝)❡✉/ ❛$$♦❝✐0 1 ❧❛ ♣/♦♣/✐0)0 ♣*❡(9✉❡ ❡①.*❛♦*❞✐♥❛✐*❡

❡♥ v✳ ❙♦✐) ρ̄ : Gal(L/K) → GL2(F) ✉♥❡ /❡♣/0$❡♥)❛)✐♦♥ ♣/❡$4✉❡ ❡①)/❛♦/❞✐♥❛✐/❡ ❡♥ v✳ ❆✈❡❝ ❧❡$

♥♦)❛)✐♦♥$ ❞❡ ❧❛ ❞0✜♥✐)✐♦♥ ✶✳✹✳✶✱ $✉♣♣♦$♦♥$ 4✉❡ pA◦ρ ❡) pB ◦ρ $♦✐❡♥) ♣/❡$4✉❡ ❡①)/❛♦/❞✐♥❛✐/❡$

❡♥ v✳ VpA◦ρ ✭/❡$♣❡❝)✐✈❡♠❡♥) VpB◦ρ✮ ❛❞♠❡) ✉♥ $♦✉$✲A✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜/❡ VA ✭/❡$♣✳ ✉♥ $♦✉$✲B✲

♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜/❡ MB✮ Gv✲$)❛❜❧❡ ❡) ❢❛❝)❡✉/ ❞✐/❡❝) ❞❡ /❛♥❣ ✶ ❞❡ VpA◦ρ ✭/❡$♣✳ ❞❡ VpB◦ρ✮✳ ▲❡

C✲♠♦❞✉❧❡ VC = VA ⊗A C ❡$) ❧✐❜/❡ ❞❡ /❛♥❣ ✶✳ VC ❡$) ✐$♦♠♦/♣❤❡ ❛✉ C✲♠♦❞✉❧❡ VB ⊗B C✳

❆✐♥$✐✱ ❧❡ A×C B✲♠♦❞✉❧❡ VA ×VC
VB ❡$) ❧✐❜/❡ ❞❡ /❛♥❣ ✶✳ D❛/ ❝♦♥$)/✉❝)✐♦♥✱ ❝✬❡$) ✉♥ ❢❛❝)❡✉/

❞✐/❡❝) ❞❡ Vρ✳

✶✳✺✳ ❘❡♣&'(❡♥*❛*✐♦♥( ❣❛❧♦✐(✐❡♥♥❡(

❖♥ ♣/0$❡♥)❡ ✐❝✐ ❞❡$ /0$✉❧)❛)$ ❝❧❛$$✐4✉❡$ $✉/ ❧❡$ /❡♣/0$❡♥)❛)✐♦♥$ ❣❛❧♦✐$✐❡♥♥❡$ ❡♥ ❞✐♠❡♥$✐♦♥

❞❡✉①✳ ❚♦✉) ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡))❡ $❡❝)✐♦♥✱ ❧❛ ❧❡))/❡ K ❞0$✐❣♥❡ ✉♥ ❝♦/♣$ ❞❡ ♥♦♠❜/❡$ ❡) S ✉♥

❡♥$❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡$ ❞❡ K✳ ❖♥ ♥♦)❡ KS ❧✬❡①)❡♥$✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ K ✭❞❛♥$ ✉♥❡ ❝❧G)✉/❡

Q✮ ♥♦♥✲/❛♠✐✜0❡ ❡♥ ❞❡❤♦/$ ❞❡ S✱ ❧❡ ❣/♦✉♣❡ GK,S ❞0$✐❣♥❡ ❧❡ ❣/♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐$ Gal(KS/K)✳
D♦✉/ ❝❤❛4✉❡ ♣❧❛❝❡ v ∈ S✱ ♦♥ ♥♦)❡ Frobv ✉♥ ❋/♦❜❡♥✐✉$ ❛$$♦❝✐0 1 v ❞❛♥$ GK,S ❡) [Frobv] $❛

❝❧❛$$❡ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐$♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ )/❛❞✐)✐♦♥♥❡❧ ❝❛/❛❝)L/❡ χp ❞0$✐❣♥❡ ❧❡ ❝❛/❛❝)L/❡ ❝②❝❧♦)♦♠✐4✉❡

♠♦❞✉❧♦ p ♦✉ 1 ✈❛❧❡✉/$ ❞❛♥$ Z×
p $❡❧♦♥ ❧❡ ❝♦♥)❡①)❡✳

❖♥ ❝♦♥$✐❞L/❡ ✐❝✐ ❧❡$ ♠♦/♣❤✐$♠❡$ ❞❡ ❣/♦✉♣❡$ ρ : Π→ GL2(X) ❝♦♥)✐♥✉$ ♦N ✿

✭✶✮ Π ❞0$✐❣♥❡ ✉♥ $♦✉$✲❣/♦✉♣❡ ❞✬✉♥ 4✉♦)✐❡♥) ❞❡ GK,S ✱

✭✷✮ X ❞0$✐❣♥❡ ✉♥ $♦✉$✲❝♦/♣$ ❞❡ Fp ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ )♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✐$❝/L)❡ ♦✉ ❞❡ Qp ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛

)♦♣♦❧♦❣✐❡ p✲❛❞✐4✉❡✳

✶✳✺✳✶✳ ❈❡❜♦*❛&❡✈ ❡* (❡♠✐✲(✐♠♣❧✐❝✐*'✳ ✖ ❖♥ /❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ )❤0♦/L♠❡ ❞❡ ❞❡♥$✐)0 ❞❡ ❈❡✲

❜♦)❛/❡✈ ❡) ❧❛ ❝❧❛$$✐✜❝❛)✐♦♥ ✲4✉✐ ❡♥ ❞0❝♦✉❧❡ ❣/R❝❡ ❛✉ )❤0♦/L♠❡ ❞❡ ❇/❛✉❡/✲◆❡$❜✐))✲ ❞❡$ /❡✲

♣/0$❡♥)❛)✐♦♥$ ❣❛❧♦✐$✐❡♥♥❡$ $❡♠✐✲$✐♠♣❧❡$✳

▲❡$ ❝❧❛$$❡$ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐$♦♥ ❞❡$ Frobv ❡♥❣❡♥❞/❡♥) )♦♣♦❧♦❣✐4✉❡♠❡♥) ❧❡ ❣/♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐$ $♦✉$✲

❥❛❝❡♥)✱ ❝✬❡$) ❧✬♦❜❥❡) ❞✉ )❤0♦/L♠❡ ❞❡ ❞❡♥$✐)0 ❞❡ ❈❡❜♦)❛/❡✈ ✭❝❢✳ ❬❙❡ ✹❪✱ ♣❛/ ❡①❡♠♣❧❡✮✳

❚❤.♦!/♠❡ ✶✳✺✳✶ ✭❈❡❜♦*❛&❡✈✮✳ ✖ ❙♦✐. K ✉♥ ❝♦*♣( ❞❡ ♥♦♠❜*❡( ❡. (♦✐. L/K ✉♥❡ ❡①.❡♥✲

(✐♦♥ ❣❛❧♦✐(✐❡♥♥❡ ♥♦♥✲*❛♠✐✜-❡ ❡♥ ❞❡❤♦*( ❞✬✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡( S✳
❆❧♦*( ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❢♦*♠-❡ ❞❡( [Frobv] ♣♦✉* v /∈ S ❡(. ❞❡♥(❡ ❞❛♥( ❧❡ ❣*♦✉♣❡ Gal(L/K)✳

❖♥ /❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ ✈❡/$✐♦♥ ❞✉ )❤0♦L/♠❡ ❞❡ ❇/❛✉❡/✲◆❡$❜✐)) ✭❝❢✳ ❬❈❤❪✱ ♣❛/ ❡①❡♠♣❧❡✮ 4✉✐ ❝❛/❛❝✲

)0/✐$❡ ❧❡$ ♠♦❞✉❧❡$ ✐$♦♠♦/♣❤❡$ ❣/R❝❡ 1 ❧❡✉/$ ♣♦❧②♥G♠❡$ ❝❛/❛❝)0/✐$)✐4✉❡$✳

❚❤.♦!/♠❡ ✶✳✺✳✷ ✭❇&❛✉❡&✲◆❡(❜✐**✮✳ ✖ ❙♦✐. k ✉♥ ❝♦*♣( ❡. (♦✐. A ✉♥❡ k✲❛❧❣6❜*❡✳ ❖♥ ♥♦.❡
M ❡. N ❞❡✉① A✲♠♦❞✉❧❡( (❡♠✐✲(✐♠♣❧❡( ❞❡ ❞✐♠❡♥(✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❆❧♦*( M ❡. N (♦♥. ✐(♦♠♦*♣❤❡(

(✐ ❡. (❡✉❧❡♠❡♥. (✐ ❧❡( ♣♦❧②♥I♠❡( ❝❛*❛❝.-*✐(.✐9✉❡( ❞❡ M ❡. ❞❡ N (♦♥. -❣❛✉①✳

❆✈❡❝ ❧❡ )❤0♦/L♠❡ ❞❡ ❇/❛✉❡/✲◆❡$❜✐)) ❡) ❧❡ )❤0♦/L♠❡ ❞❡ ❞❡♥$✐)0 ❞❡ ❈❡❜♦)❛/❡✈✱ ♦♥ ♦❜)✐❡♥) ✿

✹✷



❚❤"♦$%♠❡ ✶✳✺✳✸✳ ✖ ❙♦✐# k ✉♥ ❝♦'♣) #♦♣♦❧♦❣✐,✉❡✳

❙♦✐❡♥# ρ1 : GK,S → GL2(k) ❡# ρ2 : GK,S → GL2(k) ❞❡✉① '❡♣'1)❡♥#❛#✐♦♥) ❝♦♥#✐♥✉❡)✳ ❖♥

)✉♣♣♦)❡ ,✉❡ ρ1 ❡# ρ2 )♦♥# )❡♠✐✲)✐♠♣❧❡)✳ ❙✐ ❧✬1❣❛❧✐#1 ❡♥#'❡ ❧❡) ♣♦❧②♥8♠❡) ❡♥ X )✉✐✈❛♥#) )❡

♣'♦❞✉✐# ♣♦✉' #♦✉# v /∈ S
det(X − ρ1(Frobv)) = det(X − ρ2(Frobv)),

❛❧♦')

ρ1 ≃ ρ2.

❘❡♠❛$.✉❡ ✶✳✺✳✹✳ ✖ ▲♦$%&✉❡ 2 ∈ k×✱ ✐❧ %✉✣- ❞❡ ✈0$✐✜❡$ &✉❡ tr (ρ1(Frobv)) =
tr (ρ2(Frobv)) ♣♦✉$ -♦✉- v ∈ S ♣♦✉$ ❞✐$❡ &✉❡ ρ1 ≃ ρ2✳

✶✳✺✳✷✳ ❘❡♣'()❡♥+❛+✐♦♥ ❛))♦❝✐(❡ 0 ✉♥❡ ❝♦✉'❜❡ ❡❧❧✐♣+✐4✉❡✳ ✖ ❙♦✐- E ✉♥❡ ❝♦✉$❜❡

❡❧❧✐♣-✐&✉❡ ❞0✜♥✐❡ %✉$ Q✱ ✐✳❡✳ ✉♥❡ ✈❛$✐0-0 ♣$♦❥❡❝-✐✈❡ ❧✐%%❡ ❞❡ ❣❡♥$❡ 1 ❞0✜♥✐❡ %✉$ ❧❡ ❝♦$♣% Q
❡- ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥- $❛-✐♦♥♥❡❧✳ ❊♥ ♣❧♦♥❣❡❛♥- E ❞❛♥% ❧✬❡%♣❛❝❡ ♣$♦❥❡❝-✐❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ 2✱ ❧❛

♣❛$-✐❡ ❛✣♥❡ ❞❡ E ♣♦%%>❞❡ ✉♥❡ 0&✉❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦$♠❡

y2 = x3 +Ax+B, ❛✈❡❝ A,B ∈ Q.

▲❛ ♠✉❧-✐♣❧✐❝❛-✐♦♥ ♣❛$ ✉♥ ❡♥-✐❡$ m ∈ Z ❞0✜♥✐- ✉♥ ♠♦$♣❤✐%♠❡ ❞❡ ❣$♦✉♣❡ ✿

[m] : E(Q) → E(Q)
P 7→ mP.

❖♥ ♥♦-❡ E[m] ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝❡ ♠♦$♣❤✐%♠❡✱ ✐❧ ❡%- ❢♦$♠0 ❞❡% ♣♦✐♥-% ❞❡ m✲-♦$%✐♦♥ ❞❡ E(Q)✳
▲♦$%&✉❡ p ❞0%✐❣♥❡ ✉♥ ♥♦♠❜$❡ ♣$❡♠✐❡$ ❡- n ✉♥ ❡♥-✐❡$ ♥❛-✉$❡❧ ♥♦♥✲♥✉❧✱ ♦♥ %❛✐- &✉❡

E[pn] ≃ Z/pnZ× Z/pnZ.

❊♥ ❝❤♦✐%✐%%❛♥- ❞❡% ❜❛%❡% ❝♦♠♣❛-✐❜❧❡% ♣♦✉$ ❧❡% ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥% ♥❛-✉$❡❧❧❡% E[pn] ← E[pn+1]✱ ♦♥

♦❜-✐❡♥- ❧✬✐%♦♠♦$♣❤✐%♠❡ ✿

lim←−
n

E[pn] ≃ Z2
p.

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❚❛-❡ p✲❛❞✐&✉❡ ❞❡ E ❧❡ Zp✲♠♦❞✉❧❡ Tap(E) ❧✐❜$❡ ❞❡ $❛♥❣ 2 ✿

Tap(E) = lim←−
n

E[pn].

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦✉$❜❡ E ❡%- ❞♦♥♥0❡ ♣❛$ ✉♥❡ 0&✉❛-✐♦♥ ❛❧❣0❜$✐&✉❡ F ❝♦❡✣❝✐❡♥-% $❛-✐♦♥♥❡❧%✱ ❧❡

❣$♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐% ❛❜%♦❧✉ Gal(Q/Q) ❛❣✐- %✉$ E✳ ❉❡ ❧❛ ♠I♠❡ ❢❛J♦♥✱ ❝❡ ❣$♦✉♣❡ ❛❣✐- %✉$ ❧❡%

♣♦✐♥-% ❞❡ -♦$%✐♦♥ E[pn] ❡- ♣❛$ ❝♦♠♣❛-✐❜✐❧✐-0✱ ♦♥ $0❝✉♣>$❡ ✉♥❡ ❛❝-✐♦♥ %✉$ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❚❛-❡

Tap(E)✳ ❆♣$>% ❛✈♦✐$ ✜①0 ✉♥❡ ❜❛%❡✱ ♦♥ ❞✐%♣♦%❡ ❞❡% ❞❡✉① $❡♣$0%❡♥-❛-✐♦♥%

ρE,p : Gal(Q/Q) → GL2(Zp),

❡-

ρ̄E,p : Gal(Q/Q) → GL2(Fp),

❛%%♦❝✐0❡% $❡%♣❡❝-✐✈❡♠❡♥- F ❧✬❛❝-✐♦♥ ❞❡ Gal(Q/Q) %✉$ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❚❛-❡ ❞❡ E ❡- %✉$ E[p]✳
❉❡ ♣❧✉%✱ ❧❛ $0❞✉❝-✐♦♥ ❞❡ ρE,p ♠♦❞✉❧♦ p ❝♦M♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ρ̄E,p ✿ ρE,p mod p = ρ̄E,p.

❙♦✐- l ✉♥ ♣$❡♠✐❡$ ♥❡ ❞✐✈✐%❛♥- ♣❛% ❧❡ ❝♦♥❞✉❝-❡✉$ N ❞❡ ❧❛ ❝♦✉$❜❡ ❡❧❧✐♣-✐&✉❡ E✳ ❆❧♦$% E
❛ ❜♦♥♥❡ $0❞✉❝-✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ l✱ ♦♥ ♥♦-❡ Ēl ❝❡--❡ $0❞✉❝-✐♦♥✳ ▲❡ $0%✉❧-❛- %✉✐✈❛♥- ✜❣✉$❡ ❞❛♥%

❬❉❉❚❪ ✭❝❢✳ ➓✳✷✳✷✮ ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡✳

1$♦♣♦3✐5✐♦♥ ✶✳✺✳✺✳ ✖ ❙♦✐# E ✉♥❡ ❝♦✉'❜❡ ❡❧❧✐♣#✐,✉❡ ❞1✜♥✐❡ )✉' Q✱ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝#❡✉' N ✳

✹✸



✶✮ ❙♦✐% p ✉♥ ♥♦♠❜*❡ ♣*❡♠✐❡*✳ ❆❧♦*0 ❧❛ *❡♣*20❡♥%❛%✐♦♥ ρE,p ❡0% ♥♦♥✲*❛♠✐✜2❡ ❡♥ ❞❡❤♦*0 ❞❡0

♣*❡♠✐❡*0 7✉✐ ❞✐✈✐0❡♥% pN ✳ 9♦✉* ❝❤❛7✉❡ ♣*❡♠✐❡* l ∤ pN ✱ ♦♥ ❛ ✿

tr ρE,p(Frobl) = l + 1− |Ēl(Fl)|.
▲❛ *❡♣*20❡♥%❛%✐♦♥ ρE,p ❡0% ❛❜0♦❧✉♠❡♥% ✐**2❞✉❝%✐❜❧❡ ❡% det ρE,p = χp✳

✷✮ ▲❛ *❡♣*20❡♥%❛%✐♦♥ ρ̄E,p ❡0% ❛❜0♦❧✉♠❡♥% ✐**2❞✉❝%✐❜❧❡ ♣♦✉* ♣*❡07✉❡ %♦✉% p✳

❖♥ ♣❡✉% &❡♠❛&)✉❡& )✉❡ ❧❛ %&❛❝❡ ❞❡ ρE,p(Frobl) ❡-% ✐♥❞/♣❡♥❞❛♥%❡ ❞✉ ♣&❡♠✐❡& p✱ ❛✈❡❝ p 6= l✳
3❛& ❛✐❧❧❡✉&-✱ ❧❡ ❞/%❡&♠✐♥❛♥% ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐-♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❛& ρE,p ♦✉ ρ̄E,p ✈❛✉%

−1✱ ❝❡- &❡♣&/-❡♥%❛%✐♦♥- -♦♥% ✐♠♣❛✐&❡-✳

✶✳✺✳✸✳ ❚❤&♦()♠❡ ❞❡ ❉❡❧✐❣♥❡✱ ❊✐❝❤❧❡(✲❙❤✐♠✉(❛✳ ✖ ❉❛♥- ❝❡%%❡ -❡❝%✐♦♥✱ ♦♥ ❛❜♦&❞❡ ❧❡-

&❡♣&/-❡♥%❛%✐♦♥- ❛--♦❝✐/❡- ❛✉① ❢♦&♠❡- ♣❛&❛❜♦❧✐)✉❡- ❝❧❛--✐)✉❡- ❡% ♠♦❞✉❧♦ p✳ ▲❡ ❝❛❞&❡ ❝❤♦✐-✐
♣♦✉& ❧❛ ♥♦%✐♦♥ ❞❡ ❢♦&♠❡ ♣❛&❛❜♦❧✐)✉❡ ♠♦❞✉❧♦ p ❡-% ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❬❙❡ ✷❪✳ ❯♥❡ ❢♦&♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐&❡

❛♣♣❛&%❡♥❛♥% A Sk(Γ1(N),C)(ε) ❡-% ♣❛& ❞/✜♥✐%✐♦♥ ♣❛&❛❜♦❧✐)✉❡✱ ❞❡ ♣♦✐❞- k ❡% ❞❡ ❝❛&❛❝%C&❡
ε : (Z/NZ)× → C×

♣♦✉& Γ1(N)✳ ▲❛ ❞/✜♥✐%✐♦♥ ❡-% ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉& Sk(Γ1(N),Fp)(ε̄)✳

❚❤"♦$%♠❡ ✶✳✺✳✻ ✭❬❉❙❪✱ ❚❤✳✻✳✶✮✳ ✖ ❙♦✐% k ≥ 2✱ N ≥ 1 ❡% p ✉♥ ♥♦♠❜*❡ ♣*❡♠✐❡* 7✉✐ ♥❡

❞✐✈✐0❡ ♣❛0 N ✳ ❙♦✐% ε : (Z/NZ)× → C×
✉♥ ❝❛*❛❝%?*❡✳

❙♦✐% f =
∑

n≥1 an(f)qn ∈ Sk(Γ1(N),C)(ε) ✉♥❡ ❢♦*♠❡ ♣❛*❛❜♦❧✐7✉❡ ♣*♦♣*❡ ♣♦✉* ❧❡0 ♦♣2*❛%❡✉*0

❞❡ ❍❡❝❦❡ ❡% ♥♦*♠❛❧✐02❡✳ ❆❧♦*0 ✐❧ ❡①✐0%❡ ✉♥❡ *❡♣*20❡♥%❛%✐♦♥ ✐**2❞✉❝%✐❜❧❡ ❡% ♥♦♥✲*❛♠✐✜2❡ ❡♥

❞❡❤♦*0 ❞❡ pN

ρf : Gal(Q/Q) → GL2(Qp)

%❡❧❧❡ 7✉❡ ♣♦✉* %♦✉% l ∤ pN ✿

tr ρf (Frobl) = al(f) ❡% det ρf (Frobl) = ε(l)lk−1.

❖♥ ❞✐% 7✉❡ ρf ❡0% ❛00♦❝✐2❡ E f ✳

❉✬❛♣&C- ❧❡ %❤/♦&C♠❡ ✶✳✺✳✸✱ ✉♥❡ %❡❧❧❡ &❡♣&/-❡♥%❛%✐♦♥ ❡-% ✉♥✐)✉❡ ❡% -♦♥ ❞/%❡&♠✐♥❛♥% ❡-% ❞♦♥♥/

♣❛& ✿

det ρf = ε · χk−1
p .

❊♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡&✱ ρf ❡-% ✐♠♣❛✐&❡ ✿ det ρf (c∞) = −1✱ ♦J c∞ ❞/-✐❣♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐-♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳

▲❡ %❤/♦&C♠❡ ❝✐✲❞❡--✉- ♣❡✉% -✬/♥♦♥❝❡& ❞❡ ❢❛L♦♥ ♣❧✉- ♣&/❝✐-❡ A ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❝♦&♣- ❞❡ ♥♦♠❜&❡-

Q(f) := Q({an(f)}n) ❛--♦❝✐/❡ A f ❀ ❡♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡& ❧❛ &❡♣&/-❡♥%❛%✐♦♥ ♣&❡♥❞ -❡- ✈❛❧❡✉&- ❞❛♥-
✉♥ ❝♦♠♣❧/%/ Q(f)v ❞❡ Q(f) ✭♦J v|p✮✳ ❖♥ -❛✐% )✉✬✐❧ ❡①✐-%❡ ✉♥ &/-❡❛✉ ❞❛♥- Q(f)2v -%❛❜❧❡ -♦✉-
❧✬❛❝%✐♦♥ ❞✉ ❣&♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐- ❛❜-♦❧✉✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉- ❛✉%♦&✐-❡ A &/❞✉✐&❡ ❧❛ &❡♣&/-❡♥%❛%✐♦♥ ρf ✳ ❖♥

♣&❡♥❞ ❡♥-✉✐%❡ -❛ -❡♠✐✲-✐♠♣❧✐✜/❡✱ ✐✳❡✳ ❧❛ -♦♠♠❡ ❞✐&❡❝%❡ ❞❡ -❡- ❢❛❝%❡✉&- ❞❡ ❏♦&❞❛♥✲❍T❧❞❡&✳ ▲❛

&❡♣&/-❡♥%❛%✐♦♥ ♦❜%❡♥✉❡ ❡-% ❜✐❡♥ ❡♥%❡♥❞✉ -❡♠✐✲-✐♠♣❧❡ ❡% ♥❡ ❞/♣❡♥❞ ♣❛- ❞✉ &/-❡❛✉ ❝❤♦✐-✐ ❛✉

❞/♣❛&%✳

▲❛ ❝♦♥-/)✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡%%❡ ♦❜-❡&✈❛%✐♦♥ -✬/♥♦♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛L♦♥ -✉✐✈❛♥%❡ ✿

❚❤"♦$%♠❡ ✶✳✺✳✼ ✭❬❉❙❪✱ ❚❤✳✻✳✼✮✳ ✖ ❙♦✐% k ≥ 2✱ N ≥ 1 ❡% p ✉♥ ♥♦♠❜*❡ ♣*❡♠✐❡* 7✉✐ ♥❡

❞✐✈✐0❡ ♣❛0 N ✳ ❙♦✐% ε̄ : (Z/NZ)× → F
×
p ✉♥ ❝❛*❛❝%?*❡✳

❙♦✐% f =
∑

n≥1 an(f)qn ∈ Sk(Γ1(N),Fp)(ε̄) ✉♥❡ ❢♦*♠❡ ♣❛*❛❜♦❧✐7✉❡ ♣*♦♣*❡ ♣♦✉* ❧❡0 ♦♣2*❛✲

%❡✉*0 ❞❡ ❍❡❝❦❡ ❡% ♥♦*♠❛❧✐02❡✳ ❆❧♦*0 ✐❧ ❡①✐0%❡ ✉♥❡ *❡♣*20❡♥%❛%✐♦♥ 0❡♠✐✲0✐♠♣❧❡ ❡% ♥♦♥✲*❛♠✐✜2❡

❡♥ ❞❡❤♦*0 ❞❡ pN

ρ̄f : Gal(Q/Q) → GL2(Fp)

✹✹



 ❡❧❧❡ #✉❡ ♣♦✉'  ♦✉ l ∤ pN ✿

tr ρ̄f (Frobl) = al(f) ❡ det ρ̄f (Frobl) = ε̄(l)lk−1.

❖♥ ❞✐ #✉❡ ρ̄f ❡- ❛--♦❝✐0❡ 1 f ✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ❣&♦✉♣❡ GL2(Fp) ❡)* ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ *♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✐)❝&0*❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ρ̄f ❡)* ✉♥ ❣&♦✉♣❡

✜♥✐✳ ■❧ ❡①✐)*❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦&♣) ✜♥✐ F ❞❡ ❝❛&❛❝*7&✐)*✐8✉❡ p *❡❧ 8✉❡ ρ̄f : Gal(Q/Q) → GL2(F)✳
9❛& ❛✐❧❧❡✉&)✱ ❛✈❡❝ ❝❡ 8✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✈✉ ❛✉♣❛&❛✈❛♥*✱ ♦♥ )❛✐* 8✉❡ ❧❛ &❡♣&7)❡♥*❛*✐♦♥ ρ̄f ❡)* ✐♠♣❛✐&❡✳

✶✳✺✳✹✳ ❋♦&♠❡) ❝♦♠♣❛❣♥♦♥)✳ ✖ ❖♥ )❡ ♣❡♥❝❤❡ ✐❝✐ )✉& ❝❡&*❛✐♥❡) ❢♦&♠❡) ♠♦❞✉❧❛✐&❡) ♠♦❞

p ❛♣♣❡❧7❡) ❢♦&♠❡) ❝♦♠♣❛❣♥♦♥) ✭✧❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ❢♦&♠)✧✮✳ ❖♥ ❧❛✐))❡ *♦♠❜❡& ❧❛ ♥♦*❛*✐♦♥ ε̄ ❛✉
♣&♦✜* ❞❡ ε✱ ❥✉)8✉✬C ❧❛ ✜♥ ✐❧ )✬❛❣✐* ❞❡ ❢♦&♠❡) ♠♦❞✉❧❛✐&❡) ♠♦❞✉❧♦ p✳
❙♦✐* f =

∑
n anq

n ∈ Sk(Γ1(N),Fp)(ε) ✉♥❡ ❢♦&♠❡ ♣&♦♣&❡ ❡* ♥♦&♠❛❧✐)7❡ *❡❧❧❡ 8✉❡ ❧❡) an

❛♣♣❛&*✐❡♥♥❡♥* C ✉♥ ❝♦&♣) ✜♥✐ F ❞❡ ❝❛&❛❝*7&✐)*✐8✉❡ p✳ 9❛& ❧❛ )✉✐*❡✱ ♦♥ ❞✐* 8✉✬✉♥❡ *❡❧❧❡ ❢♦&♠❡
f ❡)* ♣&♦♣&❡ ❡* ♥♦&♠❛❧✐)7❡ ❞❡ *②♣❡ (k, ε) ♣♦✉& Γ1(N)✳

▲❛ ❞7✜♥✐*✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦&♠❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥ ♥7❝❡))✐*❡ ❞❡ ♣❛&❧❡& ❞✉ ♣♦✐❞) k′ ❞♦♥♥7 ♣❛& ✿

k′ =

{
p+ 1− k )✐ k 6= p,

p )✐ k = p.

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✺✳✽✳ ✖ ❖♥ )✉♣♣♦)❡ 8✉❡ 2 ≤ k ≤ p ❡* 8✉❡ ap 6= 0✳ ❖♥ )✉♣♣♦)❡ ❛✉))✐ 8✉❡
a2

p 6= ε(p) ❧♦&)8✉❡ k = p✳ ❖♥ ❞✐* 8✉❡ f ❛❞♠❡* ✉♥❡ ❢♦&♠❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥ ❧♦&)8✉✬✐❧ ❡①✐)*❡ ✉♥❡
❢♦&♠❡ g =

∑
n bnq

n
♣&♦♣&❡ ❡* ♥♦&♠❛❧✐)7❡ ❞❡ *②♣❡ (k′, ε) ♣♦✉& Γ1(N) *❡❧❧❡ 8✉❡ ✿

✶✮ bn = ann
k′−1

♣♦✉& *♦✉* ❡♥*✐❡& n ♣&❡♠✐❡& ❛✈❡❝ p✱
✷✮ apbp = ε(p)✳

❯♥ *❡❧ ❝♦✉♣❧❡ (f, g) ❡)* ❛♣♣❡❧7 ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❢♦&♠❡) ❝♦♠♣❛❣♥♦♥)✱ ❧❛ ♥♦*✐♦♥ ❞❡ ❢♦&♠❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥
❡)* )②♠7*&✐8✉❡✳

❯♥❡ &❡❢♦&♠✉❧❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡**❡ ❞7✜♥✐*✐♦♥✱ ❣&L❝❡ ❛✉① *❤7♦&0♠❡) ✶✳✺✳✸ ❡* ✶✳✺✳✼✱ )✬7♥♦♥❝❡ ❞❡ ❧❛

❢❛P♦♥ )✉✐✈❛♥*❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✶✳✺✳✾✳ ✖ ▲❡- ♣♦✐♥ - -✉✐✈❛♥ - -♦♥ 0#✉✐✈❛❧❡♥ - ✿

✶✮ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (f, g) ❡- ❝♦♠♣♦-0 ❞❡ ❢♦'♠❡- ❝♦♠♣❛❣♥♦♥-✱

✷✮ ρ̄f ≃ ρ̄g ⊗ χk−1
p ✱

✸✮ ρ̄g ≃ ρ̄f ⊗ χk′−1
p ✳

▲✬7*✉❞❡ ❞❡ ❝❡) ❢♦&♠❡) ♠♦❞✉❧❛✐&❡) ❛ 7*7 ♠♦*✐✈7❡ ♣❛& ❧❛ &❡❝❤❡&❝❤❡ ❞✉ ♣♦✐❞) ♦♣*✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛

❢♦&♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐&❡ f ❛))♦❝✐7❡✱ ❞✬❛♣&0) ❧❛ ❝♦♥❥❡❝*✉&❡ ❞❡ ❙❡&&❡✱ C ✉♥❡ &❡♣&7)❡♥*❛*✐♦♥ ✐♠♣❛✐&❡
❡* ❛❜)♦❧✉♠❡♥* ✐&&7❞✉❝*✐❜❧❡ ρ̄ : Gal(Q/Q) → GL2(F)✳

❖♥ ❞✐)*✐♥❣✉❡ ❧❡) ❢♦&♠❡) ♠♦❞✉❧❛✐&❡) ♠♦❞✉❧♦ p )❡❧♦♥ 8✉❡ ap ❡)* ♥✉❧ ♦✉ ♥♦♥✲♥✉❧✳ ■❧ )✬❛❣✐*

&❡)♣❡❝*✐✈❡♠❡♥* ❞✉ ❝❛) )✉♣❡&)✐♥❣✉❧✐❡& ♦✉ ♦&❞✐♥❛✐&❡✳ ▲❡) ❢♦&♠❡) ❝♦♠♣❛❣♥♦♥) )♦♥* ♦&❞✐♥❛✐&❡)

♣❛& ❞7✜♥✐*✐♦♥✳ ▲❛ *❤7♦&0♠❡ )✉✐✈❛♥*✱ ♣&♦✉✈7 ♣❛& ❉❡❧✐❣♥❡ ❡* 8✉✐ ✜❣✉&❡ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥)

❬●&♦❪ ✭❝❢✳ 9&♦♣✳✶✷✳✶✮✱ ❞7❝&✐* ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ &❡)*&✐❝*✐♦♥ ρ̄f,p ❛✉ ❣&♦✉♣❡ ❞❡ ❞7❝♦♠♣♦)✐*✐♦♥

Gal(Qp/Qp) ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ♦U f ❡)* ♦&❞✐♥❛✐&❡✳ ❖♥ ❛ ❜❡)♦✐♥ ❞✉ ❝❛&❛❝*0&❡ ♥♦♥✲&❛♠✐✜7

λ(a) : Gal(Qp/Qp) → F×

8✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ❋&♦❜❡♥✐✉) Frobp )✉& ❧✬7❧7♠❡♥* a ∈ F×
✳

✹✺



❚❤"♦$%♠❡ ✶✳✺✳✶✵✳ ✖ ❙♦✐# f =
∑

n anq
n
✉♥❡ ❢♦(♠❡ ♣(♦♣(❡ ❡# ♥♦(♠❛❧✐-.❡ ❞❡ #②♣❡ (k, ε)

♣♦✉( Γ1(N)✳ ❖♥ -✉♣♣♦-❡ 3✉❡ 2 ≤ k ≤ p+ 1 ❡# 3✉❡ ap 6= 0✳ ❆❧♦(-

ρ̄f,p ≃
(
χk−1

p λ
(

ε(p)
ap

)
∗

0 λ(ap)

)
.

■❧ $✬❛❣✐) ❞❡ ❞,❝.✐.❡ ❞❡$ $✐)✉❛)✐♦♥$ ♣♦✉. ❧❡$3✉❡❧❧❡$ ❧❛ .❡♣.,$❡♥)❛)✐♦♥ ρ̄f,p ❡$) ❞✐❛❣♦♥❛❧✐$❛❜❧❡✱

✐✳❡✳ ❞❡ ❝❛.❛❝),.✐$❡. ❧❡$ ❝❛$ ♦6 ∗ = 0✳

▲❛ .,❝✐♣.♦3✉❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ $✉✐✈❛♥)✱ ❝♦♥❥❡❝)✉.,❡ ♣❛. ❙❡..❡✱ ❛ ,), ❞,♠♦♥).,❡ ♣❛. ●.♦$$ ❞❛♥$

❬●!♦❪✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✺✳✶✶ ✭❬●!♦❪✱ %!♦♣✳✶✸✳✽✮✳ ✖ ❖♥ -✉♣♣♦-❡ 3✉❡ f ❛❞♠❡# ✉♥❡ ❢♦(♠❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥✳

❆❧♦(- ρ̄f,p ❡-# ❞✐❛❣♦♥❛❧✐-❛❜❧❡ ✿

ρ̄f,p ≃ χk−1
p λ

(
ε(p)

ap

)
⊕ λ(ap).

❉.♠♦♥-#(❛#✐♦♥✳ ✖ ◆♦)♦♥$ g ❧❛ ❢♦.♠❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥ ❞❡ f ✳ ❉❛♥$ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✺✳✾✱ ♦♥ ❛ ✈✉ 3✉❡

ρ̄f ≃ ρ̄g ⊗ χk−1
p ✳ ❆✈❡❝ ❧❡ )❤,♦.G♠❡ ✶✳✺✳✶✵✱ ♦♥ ✈♦✐) ❛✐♥$✐ 3✉❡ ❧✬❡$♣❛❝❡ $♦✉$✲❥❛❝❡♥) J ❧❛

.❡♣.,$❡♥)❛)✐♦♥ ρ̄f,p ♣♦$$G❞❡ ✉♥❡ ❞.♦✐)❡ $)❛❜❧❡ $✉. ❧❛3✉❡❧❧❡ ❧❡ ❣.♦✉♣❡ ❛❣✐) ✈✐❛ ❧❡ ❝❛.❛❝)G.❡

χk−1
p λ

(
ε(p)
ap

)
❡) ✉♥❡ ❞.♦✐)❡ $)❛❜❧❡ $✉. ❧❛3✉❡❧❧❡ ❧❡ ❣.♦✉♣❡ ❛❣✐) ✈✐❛ ❧❡ ❝❛.❛❝)G.❡ λ

(
ε(p)
bp

)
✳ ❖.✱

♦♥ $❛✐) 3✉❡

ε(p)
bp

= ap ✭❡) 3✉❡ a2
p 6= ε(p) ❧♦.$3✉❡ k = p✮✳ ❆✐♥$✐✱ ❧❡$ ❞❡✉① ❞.♦✐)❡$ $)❛❜❧❡$ $♦♥)

❞✐$)✐♥❝)❡$ ❡) ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ρ̄f,p ≃ χk−1
p λ

(
ε(p)
ap

)
⊕ λ(ap).

▲❡ $♦✉$✲❝♦.♣$ ✜①, ♣❛. ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✬✉♥❡ .❡♣.,$❡♥)❛)✐♦♥ ρ̄f : Gal(Q/Q) → GL2(F) ❛$$♦❝✐,❡ J

✉♥❡ ❢♦.♠❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥ f ❡$) ♠♦❞,.,♠❡♥) .❛♠✐✜, ❡♥ p✳ ▲❡$ ❞,❢♦.♠❛)✐♦♥$ ❞❡ ❝❡))❡ .❡♣.,$❡♥✲

)❛)✐♦♥ ❛❞♠❡))❛♥) ✉♥ ❝♦♠♣♦.)❡♠❡♥) ❧♦❝❛❧ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞♦✐✈❡♥) ♣♦✉✈♦✐. ❢♦✉.♥✐. ❞❡$ ❡①)❡♥$✐♦♥$

♣❡✉ .❛♠✐✜,❡$✳ ❈✬❡$) ♣♦✉. ❝❡))❡ .❛✐$♦♥ 3✉❡ ♥♦✉$ ♥♦✉$ $♦♠♠❡$ ✐♥),.❡$$,$ ❛✉① ❢♦.♠❡$ ❝♦♠✲

♣❛❣♥♦♥$✳

❉"✜♥✐1✐♦♥ ✶✳✺✳✶✷✳ ✖ ❖♥ ❞✐) 3✉❡ ρ̄f ❡$) ♠♦❞,.,❡ ❡♥ p ❧♦.$3✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❡.)✐❡ ❡♥ p
♣❛. ρ̄f ❡$) ❞✬♦.❞.❡ ♣.❡♠✐❡. J p✳

❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ❝❛.❛❝),.✐$❛)✐♦♥ ❞❡$ .❡♣.,$❡♥)❛)✐♦♥$ ρ̄f ♠♦❞,.,❡$ ❡♥ p✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✺✳✶✸ ✭❬●!♦❪✱ %!♦♣✳✶✸✳✼✮✳ ✖ ❙♦✐# f =
∑

n anq
n
✉♥❡ ❢♦(♠❡ ♣(♦♣(❡ ❡# ♥♦(♠❛✲

❧✐-.❡ ❞❡ #②♣❡ (k, ε) ♣♦✉( Γ1(N)✳ ❖♥ -✉♣♣♦-❡ 3✉❡ ap 6= 0✳ ▲♦(-3✉❡ k = p✱ ♦♥ -✉♣♣♦-❡ ❞❡ ♣❧✉-

3✉❡ a2
p 6= ε(p)✳ ❆❧♦(- ♦♥ ❛ ❧✬.3✉✐✈❛❧❡♥❝❡ -✉✐✈❛♥#❡ ✿

ρ̄f,p ≃ χk−1
p λ

(
ε(p)

ap

)
⊕ λ(ap) ⇐⇒ ρ̄f ❡-# ♠♦❞.(.❡ ❡♥ p.

▲❡ )❤,♦.G♠❡ $✉✐✈❛♥) ❡$) ❞S J ●.♦$$✳ ❖♥ ❛ ❞,❥J ✈✉ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛)✐♦♥ 2) ⇒ 1) ✭❝❢✳ ❧❡$ ❧❡♠♠❡$

✶✳✺✳✶✶ ❡) ✶✳✺✳✶✸✮✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧), $❡ ❝♦♥❝❡♥).❡ $✉. ❧✬✐♠♣❧✐❝❛)✐♦♥ 1) ⇒ 2)✳

✹✻



❚❤"♦$%♠❡ ✶✳✺✳✶✹ ✭❬●"♦❪✱ ❚❤✳✶✸✳✶✵✮✳ ✖ ❖♥ "❡ ❞♦♥♥❡ f ✉♥❡ ❢♦(♠❡ ♣(♦♣(❡ ❡+ ♥♦(♠❛❧✐"/❡
❞❡ +②♣❡ (k, ε) ♣♦✉( Γ1(N)✳ ❙✉♣♣♦"♦♥" 3✉❡ 2 ≤ k ≤ p✱ ap 6= 0✱ a2

p 6= ε(p) ❧♦("3✉❡ k =

p ❡+ ❡♥✜♥ 3✉❡ ❧❛ (❡♣(/"❡♥+❛+✐♦♥ ρ̄f : Gal(Q/Q) → GL2(F) ❛""♦❝✐/❡ 7 f ❡"+ ❛❜"♦❧✉♠❡♥+
✐((/❞✉❝+✐❜❧❡✳

❆❧♦(" ❧❡" ❛""❡(+✐♦♥" "✉✐✈❛♥+❡" "♦♥+ /3✉✐✈❛❧❡♥+❡" ✿

✶✮ ▲❛ (❡♣(/"❡♥+❛+✐♦♥ ρ̄f ❡"+ ♠♦❞/(/♠❡♥+ (❛♠✐✜/❡ ❡♥ p ❧♦("3✉❡ k 6= p ❡+ ♥♦♥✲(❛♠✐✜/❡ ❡♥ p
❧♦("3✉❡ k = p✳

✷✮ ▲❛ ❢♦(♠❡ f ♣♦""A❞❡ ✉♥❡ ❢♦(♠❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✺✳✶✺ ✭❬●"♦❪✱ ➓✳✶✼✮✳ ✖ ❉❡& ❝❛❧❝✉❧& ♠❡♥-& ♣❛/ ❊❧❦✐❡& ❡3 ❆3❦✐♥ ❧♦/&6✉❡ N =
1 ❞-❝/✐✈❡♥3 ❧❡& ❢♦/♠❡& ❝♦♠♣❛❣♥♦♥& ♠♦❞✉❧♦ p✱ ❛✈❡❝ p < 3500✳ ❙❡✉❧❡& ❧❡& ❢♦/♠❡& f ♣♦✉/

❧❡&6✉❡❧❧❡& ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ρ̄f ❝♦♥3✐❡♥3 ❧❡ ❣/♦✉♣❡ SL2(Fp) ♦♥3 -3- /❡3❡♥✉❡&✳ >❛/ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❢♦/♠❡

♠♦❞✉❧❛✐/❡ ❞❡ ♣♦✐❞& 12 ♣♦✉/ SL2(Z) ✿

∆ = q
∏

n≥1

(1− qn)24

❡&3 &❛ ♣/♦♣/❡ ❢♦/♠❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥ ♠♦❞✉❧♦ 23✱ ♠❛✐& ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ρ̄∆ ❞❛♥& GL2(F23) ❡&3 ✐&♦♠♦/♣❤❡

❛✉ ❣/♦✉♣❡ &②♠-3/✐6✉❡ S3✳

▲❡& ♥♦♠❜/❡& ♣/❡♠✐❡/& ❡①❝❡♣3✐♦♥♥❡❧&✱ ✐✳❡✳ ❝❡✉① ♣♦✉/ ❧❡&6✉❡❧& ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ρ̄f ♥❡ ❝♦♥3✐❡♥3 ♣❛&

SL2(Fp)✱ ♥❡ ♥♦✉& ✐♥3-/❡&&❡♥3 ♣❛& ♣✉✐&6✉❡ ♥♦3/❡ ♦❜❥❡❝3✐❢ ❡&3 ❞❡ ❝♦♥&3/✉✐/❡ ❞❡& ❡①3❡♥&✐♦♥&

❣❛❧♦✐&✐❡♥♥❡& ❛✈❡❝ ❞❡& ❣/♦✉♣❡& ❞❡ ●❛❧♦✐& ❞✉ 3②♣❡ SL2✳

❙♦✐3

E4 = 1 + 240
∑

n

σ3(n)qn

❡3

E6 = 1− 504
∑

n

σ5(n)qn.

❆ ♣❛/3✐/ ❞❡ ❝❡& ❞❡✉① &-/✐❡& ❞✬❊✐&❡♥&3❡✐♥✱ ♣♦&♦♥& ✿

∆16 = E4∆, ∆18 = E6∆, ∆20 = E2
4∆, ❡3 ∆26 = E2

4E6∆.

❆❧♦/& ❝❤❛❝✉♥ ❞❡& ❝♦✉♣❧❡& (f, p) &✉✐✈❛♥3& ❞-&✐❣♥❡ ✉♥❡ ❢♦/♠❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥ f ♠♦❞✉❧♦ p ✿

(∆16, 397), (∆18, 271), (∆20, 139), (∆20, 379), ❡3 (∆26, 107).

✹✼
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❊❳❚❘❆❖❘❉■◆❆■❘❊❙ ❊◆ p

■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

▲❡" ρ̄ : GQ → GL2(F) ❜❡ ❛ ❝♦♥"✐♥✉♦✉*✱ ❛❜*♦❧✉"❡❧② ✐..❡❞✉❝✐❜❧❡✱ 2✲❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧ .❡♣.❡*❡♥"❛"✐♦♥✱
✇✐"❤ F ❛ ✜♥✐"❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝❤❛.❛❝"❡.✐*"✐❝ p ≥ 5✳ ❙❡..❡ ❤❛* ❝♦♥❥❡❝"✉.❡❞ ✭*❡❡ ❬❙❡ ✶❪✮ "❤❛" ρ̄ ✐*
♠♦❞✉❧❛. ✇❤❡♥ ✐" ✐* ♦❞❞✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ "❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❛"✐♦♥ ❜② ρ̄ ✐* ♦❢ ❞❡"❡.♠✐♥❛♥"
−1✳ ❆ .❡✜♥❡❞ ❢♦.♠ ♦❢ "❤✐* ❝♦♥❥❡❝"✉.❡ ♣.❡❞✐❝"* "❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤" ❛♥❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ "❤❡ ♥❡✇❢♦.♠

❛**♦❝✐❛"❡❞ "♦ ρ̄✳ ■" ✐* ♥♦✇ ❛ "❤❡♦.❡♠ ♣.♦✈❡❞ ❜② ❑❤❛.❡ ❛♥❞ ❲✐♥"❡♥❜❡.❣❡. ✭*❡❡ ❬❑❤ ✷❪ ❢♦.

"❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥❡ ❝❛*❡✱ ❬❑❲ ✶❪✱ ❬❑❲ ✷❪ ❛♥❞ ❬❑❲ ✸❪✮✳ E♦"❡♥"✐❛❧ ♠♦❞✉❧❛.✐"② ❧✐❢"✐♥❣ "❤❡♦.②

❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡❢♦.♠❛"✐♦♥ "❤❡♦.② ✐♥ "❤❡ *❡♥*❡ ♦❢ ▼❛③✉. ✭❬▼❛③ ✶❪✮ ❛.❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❬❑❤ ✷❪✳

❚❤❡ .❡*✉❧"* ✐♥ "❤❡ ✜.*" "❤❡♦.② ♠❡♥"✐♦♥♥❡❞ ❛.❡ ❧✐♥❦❡❞ "♦ "❤❡ ❝♦♥❥❡❝"✉.❡ ♦❢ ❋♦♥"❛✐♥❡✲▼❛③✉.

❬❋▼❪✭*❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬❚❛ ✷❪ ❛♥❞ ❬❑✐ ✶❪✮✳

■♥ ♦✉. ✇♦.❦✱ ✇❡ ❢♦❝✉* ♦♥ "❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡❢♦.♠❛"✐♦♥ "❤❡♦.② ✇✐"❤ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥❞✐"✐♦♥*✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦.❡

♣.❡❝✐*❡✱ ❛**✉♠✐♥❣ "❤❛" ρ̄ ✐* ❧♦❝❛❧❧② ❛❜❡❧✐❛♥ ✭❛❧❧ "❤❡ .❡*".✐❝"✐♦♥* ♦❢ ρ̄ "♦ "❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦*✐"✐♦♥
❣.♦✉♣* ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❜❡❧✐❛♥ ✐♠❛❣❡✮✱ ✇❡ *"✉❞② "❤❡ ❞❡❢♦.♠❛"✐♦♥* ♦❢ ρ̄ ✇❤✐❝❤ ❛.❡ ❛❧*♦ ❧♦❝❛❧❧②

❛❜❡❧✐❛♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❛.✐*❡* ❢.♦♠ ρ̄ ❛""❛❝❤❡❞ "♦ ❛ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛. ❢♦.♠ ✭✐♥ p✮ ❀
✐♥ "❤✐* ❝❛*❡ "❤❡ .❡*".✐❝"✐♦♥ ♦❢ ρ̄ "♦ "❤❡ ✐♥❡."✐❛ ❣.♦✉♣ Ip ✐* ✐*♦♠♦.♣❤✐❝ "♦ "❤❡ *✉♠ 1 ⊕ χ ♦❢

"✇♦ ❝❤❛.❛❝"❡.*✳ ■♥ *♦♠❡ *❡♥*❡✱ ✐" ✐* "❤❡ ♦♥❧② ❡①❛♠♣❧❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ Q ✭*❡❡ ❬●#♦❪✮✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ .❡*✉❧" ✐* "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❚❤❡♦$❡♠ ❆✳ ✖ ▲❡" ρ̄ : GQ → GL2(Fp) ❜❡ ❛ ❝♦♥"✐♥✉♦✉*✱ ♦❞❞ ❛♥❞ ✉♥-❛♠✐✜❡❞ ♦✉"*✐❞❡ p
-❡♣-❡*❡♥"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ●❛❧♦✐* ❣-♦✉♣ GQ✱ ✇✐"❤ p ≥ 5✳ ❆**✉♠❡ "❤❛" ρ̄|GQp

✐* ♥❡❛-❧② ❡①"-❛♦-✲

❞✐♥❛-②✱ ✐✳❡✳ "❤❛" ✐" ✐* ✐*♦♠♦-♣❤✐❝ "♦ "❤❡ *✉♠ ♦❢ "✇♦ ❝❤❛-❛❝"❡-*✳ ▼♦-❡♦✈❡- ❛**✉♠❡ "❤❛" "❤❡

✐♠❛❣❡ im(ρ̄) ❝♦♥"❛✐♥* SL2(Fp)✳
❚❤❡♥ "❤❡-❡ ❡①✐*"* ❛ ❧✐❢" ρ : GQ → GL2(Zp) ♦❢ ρ̄ ❛♥❞ ❛ ✜♥✐"❡ *❡" ♦❢ ♣-✐♠❡* T ❝♦♥"❛✐♥✐♥❣ p
*✉❝❤ "❤❛"

ρ ✐* T ✲-❛♠✐✜❡❞ ❛♥❞ ρ|GQp
✐* ✐*♦♠♦-♣❤✐❝ "♦ "❤❡ *✉♠ ♦❢ "✇♦ ❝❤❛-❛❝"❡-*.

■♥ ❢❛❝"✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣.♦✈❡ "❤❡ ♠♦.❡ ❣❡♥❡.❛❧ "❤❡♦.❡♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❧* ✇✐"❤ ❛♥ ❛.❜✐".❛.② ♥✉♠❜❡. ✜❡❧❞

K ✭❢♦. "❤❡ ♥♦"❛"✐♦♥* ❛♥❞ "❡.♠✐♥♦❧♦❣✐❡*✱ *❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳



❚❤❡♦$❡♠ ❇✳ ✖ ▲❡" ρ̄ : GK → GL2(F) ❜❡ ❛ ❝♦♥"✐♥✉♦✉* +❡♣+❡*❡♥"❛"✐♦♥✱ ✉♥+❛♠✐✜❡❞ ♦✉"*✐❞❡
S = Sp✱ ✇✐"❤ p ≥ 5✳ ❆**✉♠❡ "❤❛" ρ̄ ✐* "♦"❛❧❧② ♦❞❞✱ ♥❡❛+❧② ❡①"+❛♦+❞✐♥❛+② ✐♥ v ❢♦+ ❡❛❝❤ v ∈ S
❛♥❞ "❤❛" "❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ρ̄ ✐* ❢✉❧❧✳
❙✉♣♣♦*❡ "❤❛" K ✐* "♦"❛❧❧② +❡❛❧ ❛♥❞ "❤❛" µp * Kv✱ ❢♦+ ❡❛❝❤ v ∈ S✳
❚❤❡♥ "❤❡+❡ ❡①✐*"* ❛ ❞❡❢♦+♠❛"✐♦♥ (W(F), ρ) ♦❢ ρ̄ ❛♥❞ ❛ ✜♥✐"❡ *❡" ♦❢ ♣+✐♠❡* T ⊇ S *✉❝❤ "❤❛"

ρ ✐* T ✲+❛♠✐✜❡❞ ❛♥❞ (W(F), ρ|Gv
) ∈ Cneo

v (W(F)),

❢♦+ ❛❧❧ v ∈ Sp✳

❲❤❡♥ K = Q✱ ♥♦(❡ (❤❛( ✇❡ ❦♥♦✇ (❤❛( ρ̄ ✐- ♦❞❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐( ✐- ♠♦❞✉❧❛4 ❀ (❤❛( ✐- ❛

(❤❡♦4❡♠ ♦❢ ❑❤❛4❡ ❛♥❞ ❲✐♥(❡♥❜❡4❣❡4 ✭-❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬❑❲ ✶❪✮✳

❖✉4 ♣4♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦4❡♠ ❇ ❜✉✐❧❞- ♦♥ (❤❡ ✐❞❡❛- ♦❢ ❘❛♠❛❦4✐-❤♥❛ ❬❘❛ ✷❪ ❛♥❞ ❚❛②❧♦4 ❬❚❛ ✶❪✳

❇❡❢♦4❡ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ (❤❡ ♦✉(❧✐♥❡- ♦❢ (❤❡ ♣4♦♦❢✱ ✇❡ ❣✐✈❡ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦4♦❧❧❛4② ✇❤✐❝❤ ✉-❡- -♦♠❡

❝♦♠♣✉(❛(✐♦♥- ♦❢ ❊❧❦✐❡- ❛♥❞ ❆(❦✐♥ ♦♥ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ❢♦4♠- ✐♥ ❬●(♦❪✳ ■♥ ❬❖❤❪✱ ❖❤(❛♥✐ ❤❛- ❣♦( ❛♥

✉♥4❛♠✐✜❡❞ ●❛❧♦✐- ❡①(❡♥-✐♦♥ ♦❢ Q(µp∞) ✇✐(❤ ●❛❧♦✐- ❣4♦✉♣ ✐-♦♠♦4♣❤✐❝ (♦ SL2(Zp[[X]]/(b′))
✭❬❖❤✱ ❈♦4♦❧❧❛4② ✵✳✷✳❪✮✱ ✇✐(❤♦✉( ✐♥❢♦4♠❛(✐♦♥ ♦♥ b′✳ ❍❡4❡✱ ♦♥❡ ❤❛- ✿

❚❤❡♦$❡♠ ❈✳ ✖ ▲❡" p ∈ {107, 139, 271, 379}✳
❚❤❡♥ "❤❡+❡ ❡①✐*"* ❛ ●❛❧♦✐* ❡①"❡♥*✐♦♥ M/Q(µp∞) ✉♥+❛♠✐✜❡❞ ❛" Sp *✉❝❤ "❤❛"

Gal(M/Q(µp∞)) ≃ SL2(Zp).

▼♦+❡♦✈❡+✱ "❤❡+❡ ✐* ❛ ✜♥✐"❡ *❡" ♦❢ ♣+✐♠❡* T ′
*✉❝❤ "❤❛" M/Q(µp∞) ✐* T ′

✲+❛♠✐✜❡❞ ❛♥❞ "❛♠❡❧②

+❛♠✐✜❡❞ ❛" w✱ ❢♦+ ❡❛❝❤ w ∈ T ′
✳

❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ (❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛- ♦❢ (❤❡ ♣4♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦4❡♠ ❇✳ ❲❡ ✉-❡ (❤❡ ❢♦4♠❛❧✐-♠ ♦❢ (❤❡ ❞❡❢♦4✲

♠❛(✐♦♥ (❤❡♦4② ✐♥(4♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼❛③✉4 ❬▼❛③ ✶❪✳ ❚❤✉- ✇❡ ❛((❛❝❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ❞❡❢♦4♠❛(✐♦♥ ❢✉♥❝(♦4

(♦ (❤❡ ♣4♦♣❡4(② ✧♥❡❛4❧② ❡①(4❛♦4❞✐♥❛4② ✐♥ v✧ ✭❢♦4 v|p✮✱ ❞❡♥♦(❡❞ ❜② Cneo
v ✳ ❲❡ -❤♦✇ ✭▲❡♠♠❛-

✷✳✸✳✼ ❛♥❞ ✷✳✸✳✽✮ (❤❛(✱ ❢♦4 ❡❛❝❤ v|p✱ (❤✐- ❢✉♥❝(♦4 ✐- ❛ ❞❡❢♦4♠❛(✐♦♥ ❝♦♥❞✐(✐♦♥✱ ❝♦♥(✐♥✉♦✉- ❛♥❞

-♠♦♦(❤✳ ■♥ ♦(❤❡4 ✇♦4❞-✱ ✐❢ Lneo
v ❞❡♥♦(❡- (❤❡ (❛♥❣❡♥( -♣❛❝❡ ♦❢ Cneo

v ✱ (❤❡♥ (Cneo
v , Lneo

v ) ✐-

❛❞♠✐--✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥- (❤❛( ✐( -❛(✐-✜❡- (❤❡ ♣4♦♣❡4(✐❡- P1 , . . . ,P7 ❢♦4♠❛❧✐③❡❞ ❜② ❬❚❛ ✶❪

❛♥❞ 4❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐(✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❦♥♦✇ (❤❛( Cneo
v ✐- ✉♥♦❜-(4✉❝(❡❞✳

❆❢(❡4✇❛4❞-✱ ✇❡ ✉-❡ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡Y✉❛❧✐(② ✭❬❇/ ✶❪✮✱ ❜❛-❡❞ ♦♥ (❤❡ Z♦✐(♦✉✲❚❛(❡ ❞✉❛❧✐(②✱

gen(J{Cv}) ≤
∑

v∈S

gen(Jv) + dimFH
1
{L(S)⊥}(GK,S , (Ad0ρ̄)(1)),

✇❤✐❝❤ ✐- 4❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ Z4♦♣♦-✐(✐♦♥ ✷✳✷✳✾✳ ■( ✐- ❛ ✇❡❛❦ ❧♦❝❛❧✲❣❧♦❜❛❧ ♣4✐♥❝✐♣❧❡✳

❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ♦❢ 4❡❧❛(✐♦♥- Jv ♦❢ (❤❡ ✈❡4-❛❧ 4✐♥❣ ♦❢ Cneo
v ✐- (4✐✈✐❛❧ -✐♥❝❡ (❤✐- ❢✉♥❝(♦4 ✐- ✉♥♦❜-✲

(4✉❝(❡❞✳ ■❢ (❤❡ ❙❡❧♠❡4 ❣4♦✉♣ ✐♥ (❤❡ 4✐❣❤(✲❤❛♥❞ -✐❞❡ ✐♥ (❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❡Y✉❛❧✐(② ✐- (4✐✈✐❛❧✱ (❤❡♥

(❤❡ ✐❞❡❛❧ ♦❢ 4❡❧❛(✐♦♥- J{Cv} ✐- ❛❧-♦ (4✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ♦✉4 ❣❧♦❜❛❧ ❞❡❢♦4♠❛(✐♦♥ ♣4♦❜❧❡♠ ❛❞♠✐(- ❛

✉♥✐✈❡4-❛❧ 4✐♥❣ ♦❢ ❝❤❛4❛❝(❡4✐-(✐❝ ③❡4♦ ✭-❡❡ Z4♦♣♦-(✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵✮✳ ❖(❤❡4✇✐-❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ (♦ ♠❛❦❡

(❤❡ ❙❡❧♠❡4 ❣4♦✉♣ (4✐✈✐❛❧✳ ❚❤❛( ✐- (❤❡ ♦❜❥❡❝( ♦❢ (❤❡ -✉❜-❡❝(✐♦♥ ✷✳✹✳✶ ❛♥❞ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✳✸✳

■♥ (❤✐- -✉❜-❡❝(✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡-❝4✐❜❡ ❛♥ ❛❧❣♦4✐(❤♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝4❡❛-❡- (❤❡ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❙❡❧♠❡4

❣4♦✉♣ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ✜♥✐(❡ ♥✉♠❜❡4 ♦❢ ♣4✐♠❡- ♦❢ K (♦ (❤❡ -❡( S✳ ❚❤❡ (❛♥❣❡♥( -♣❛❝❡- Lneo
v ♥❡❡❞

(♦ ❜❡ ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥ ♦4❞❡4 (♦ ✐♥✐(✐❛❧✐③❡ (❤❡ ❛❧❣♦4✐(❤♠ ✭-❡❡ Z4♦♣♦-✐(✐♦♥ ✷✳✹✳✹✮✳

❲❡ ❝❛❧❧ (❤✐- ❛❧❣♦4✐(❤♠ (❤❡ ❚❛②❧♦4✲❘❛♠❛❦4✐-❤♥❛ ♠❡(❤♦❞✳ ▼♦4❡♦✈❡4✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜♦✉♥❞ ❢♦4 (❤❡

♣4✐♠❡- ❛❞❞❡❞✱ ❜❛-❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡✛❡❝(✐✈❡ ✈❡4-✐♦♥ ♦❢ ❈❡❜♦(❛4❡✈ ❞❡♥-✐(② (❤❡♦4❡♠✱ ✇❤❡♥ K = Q✳

✺✵



❲❡ ✐#❡♠✐%❡ #❤❡ ❝♦♥#❡♥#% ♦❢ #❤❡ ❛,#✐❝❧❡✳ ■♥ ❙❡❝#✐♦♥ ✷✳✶ ✇❡ ,❡❝❛❧❧ #❤❡ ❜❛%✐❝ ♣,❡❧✐♠✐♥❛,✐❡% ✐♥

❞❡❢♦,♠❛#✐♦♥ #❤❡♦,②✳ ❚❤❡ ♣,♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦,❡♠ ❇ ♥❡❡❞% %♦♠❡ ❧♦❝❛❧✲❣❧♦❜❛❧ ♣,✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦, ❛❞♠✐%✲

%✐❜❧❡ ❞❡❢♦,♠❛#✐♦♥ ❢✉♥❝#♦,%✱ #❤✐% ✐% #❤❡ ♦❜❥❡❝# ♦❢ ❙❡❝#✐♦♥ ✷✳✷✳ ❲❡ %❤♦✇ #❤❛# (Cneo
v , Lneo

v )
✐% ❛❞♠✐%%✐❜❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ❣✐✈❡ #❤❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ♦❢ #❤❡ #❛♥❣❡♥# %♣❛❝❡ Lneo

v ✐♥ ❙❡❝#✐♦♥ ✷✳✸✳ ■♥

❙❡❝#✐♦♥ ✷✳✹✱ ❚❤❡♦,❡♠ ❇ ✐% ✜♥❛❧❧② ♣,♦✈❡❞✳ ❙♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥% ❛♥❞ #❤❡ ♣,♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦,❡♠ ❈

❛,❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝#✐♦♥ ✷✳✺✳

◆♦#❛#✐♦♥✳ ✖

✲ p ≥ 5 ✐% ❛ ✜①❡❞ ♣,✐♠❡ ♥✉♠❜❡,✳
✲ ▲❡# K/Q ❜❡ ❛ ♥✉♠❜❡, ✜❡❧❞ ✭✇❡ ✜① ❛♥ ❛❧❣❡❜,❛✐❝ ❝❧♦%✉,❡ ♦❢ K✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦#❡ ❜② GK

✐#% ❛❜%♦❧✉#❡ ●❛❧♦✐% ❣,♦✉♣ ❛♥❞ ❜② GK,S #❤❡ ❣,♦✉♣ Gal(KS/K) ✇❤❡,❡ S ✐% ❛ ✜♥✐#❡ %❡# ♦❢
♣❧❛❝❡% ♦❢ K ❛♥❞ ✇❤❡,❡ KS ❞❡♥♦#❡% #❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡①#❡♥%✐♦♥ ♦❢ K ✇❤✐❝❤ ✐% ✉♥,❛♠✐✜❡❞
♦✉#%✐❞❡ S✳ ❲❡ ❞❡♥♦#❡ ❜② Sp #❤❡ %❡# ♦❢ ❛❧❧ ♣❧❛❝❡% ♦❢ K ❛❜♦✈❡ p ❛♥❞ ❞❡♥♦#❡ ❜② Pl∞(K)
#❤❡ %❡# ♦❢ ✐♥✜♥✐#❡ ♣❧❛❝❡% ♦❢ K✳
✲ ▲❡# χp ❞❡♥♦#❡ ❜♦#❤ #❤❡ p✲❛❞✐❝ ❛♥❞ ♠♦❞ p ❝②❝❧♦#♦♠✐❝ ❝❤❛,❛❝#❡,%✱ #❤✐% %❤♦✉❧❞ ❝❛✉%❡ ♥♦
❝♦♥❢✉%✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ #❤❡ ❝♦♥#❡①#✳

✲ ▲❡# Gv ❞❡♥♦#❡ ❛♥ ❛❜%♦❧✉#❡ ❞❡❝♦♠♣♦%✐#✐♦♥ ❣,♦✉♣ ❛❜♦✈❡ ❛ ✜♥✐#❡ ♣❧❛❝❡ v ♦❢ K✱ ❧❡# Iv
❞❡♥♦#❡ #❤❡ ✐♥❡,#✐❛ %✉❜❣,♦✉♣ ♦❢Gv ❛♥❞ Frobv ❞❡♥♦#❡ ❛♥ ❛,✐#❤♠❡#✐❝ ❋,♦❜❡♥✐✉% ✐♥ Gv/Iv✳
✲ ▲❡# F ❞❡♥♦#❡ ❛ ✜♥✐#❡ ❡①#❡♥%✐♦♥ ♦❢ Fp ❛♥❞ W(F) ❢♦, ✐#% ,✐♥❣ ♦❢ ❲✐## ✈❡❝#♦,%✳
✲ ■❢ M ,❡♣,❡%❡♥#% ❛ F[Gv]✲♠♦❞✉❧❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦#❡ ❜② M(i) #❤❡ ♠♦❞✉❧❡ M ✇✐#❤ #❤❡

❛❝#✐♦♥ #✇✐%#❡❞ ❜② χi
p ✭❢♦, i ∈ Z✮ ❛♥❞ ❜② M ′

#❤❡ ♠♦❞✉❧❡ Hom(M,µp)✳

✲ ▲❡# Ad0(ρR) ❜❡ #❤❡ #,❛❝❡ ③❡,♦ %✉❜♠♦❞✉❧❡ ♦❢ #❤❡ ❛❞❥♦✐♥# Ad(ρR) ✇❤✐❝❤ ✐% #❤❡ %❡#
M2(R) ✇✐#❤ #❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛#✐♦♥ ❛❝#✐♦♥ ❜② ρR✱ ✇❤❡,❡ ρR ❞❡♥♦#❡% ❛ ,❡♣,❡%❡♥#❛#✐♦♥ ✭✇✐#❤

✈❛❧✉❡% ✐♥ GL2(R)✮ %♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ #❤❡ ❝♦♥#❡①#✳
✲ ▲❡# γ ❜❡ ❛ ,❡♣,❡%❡♥#❛#✐♦♥ ♦❢ GK ✳ ❲❡ ❞❡♥♦#❡ ❜② K(γ) #❤❡ %♣❧✐##✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ γ✱ #❤❛# ✐%
#❤❡ %✉❜✜❡❧❞ ✜①❡❞ ❜② ker γ✳
✲ ▲❡# F[ǫ] ,❡♣,❡%❡♥# #❤❡ G✉♦#✐❡♥# ,✐♥❣ ♦❢ ❞✉❛❧ ♥✉♠❜❡,% F[x]/(x2)✱ ✇❤❡,❡ ǫ = x✳

❆❧❧ 2❡♣2❡4❡♥#❛#✐♦♥4 ❛2❡ 4✉♣♣♦4❡❞ #♦ ❜❡ ❝♦♥#✐♥✉♦✉4✳

✷✳✶✳ ❉❡❢♦2♠❛#✐♦♥ #❤❡♦2②

✷✳✶✳✶✳ ❉❡❢♦2♠❛#✐♦♥ ❢✉♥❝#♦2✳ ✖ ❲❡ ❞❡♥♦#❡ ❜② Ĉ #❤❡ ❝❛#❡❣♦,② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡#❡ ◆♦❡#❤❡,✐❛♥
❧♦❝❛❧ ,✐♥❣% ✇✐#❤ ,❡%✐❞✉❡ ✜❡❧❞ F✱ ✇✐#❤ #❤❡ ♥❛#✉,❛❧ ♠♦,♣❤✐%♠% ♦❢ %✉❝❤ ❧♦❝❛❧ ,✐♥❣% ✇❤✐❝❤ ❛,❡
#❤❡ ✐❞❡♥#✐#② ❜② ,❡%#,✐❝#✐♦♥ #♦ #❤❡ ,❡%✐❞✉❡ ✜❡❧❞ F✳ ▲❡# C ❜❡ #❤❡ %✉❜❝❛#❡❣♦,② ♦❢ ❆,#✐♥✐❛♥ ,✐♥❣%
♦❢ Ĉ✳ ▲❡# A ∈ Ĉ✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝# A ❤❛% ❛ ♥❛#✉,❛❧ %#,✉❝#✉,❡ ♦❢ ❛ W(F)✲❛❧❣❡❜,❛ ❛♥❞ #❤❡,❡ ❡①✐%#%
❛♥ ✐♥#❡❣❡, m %✉❝❤ #❤❛# A ✐% ❛ G✉♦#✐❡♥# W(F)[[X1, ..., Xm]]/I✱ ✇❤❡,❡ I ✐% ❝❛❧❧❡❞ #❤❡ ✐❞❡❛❧ ♦❢
,❡❧❛#✐♦♥% ♦❢ A ✭%❡❡ ❬❇♦✉❪✮✳ ■♥ ❢❛❝#✱ m = dimFmA/(mA

2, p)✱ ✇❤❡,❡ mA ❞❡♥♦#❡% #❤❡ ♠❛①✐♠❛❧

✐❞❡❛❧ ♦❢ A✳

▲❡# Π ❜❡ ❛ ♣,♦✜♥✐#❡ ❣,♦✉♣ ✇❤✐❝❤ %❛#✐%✜❡% #❤❡ p✲✜♥✐$❡♥❡&& ❤②♣♦#❤❡%✐% ✿

∀ U ♦♣❡♥ %✉❜❣,♦✉♣ ♦❢ Π : Homc(U,Fp) ✐% ✜♥✐#❡.

▲❡# ρ̄ : Π→ GL2(F) ❜❡ ❛ ❝♦♥#✐♥✉♦✉% ,❡♣,❡%❡♥#❛#✐♦♥✳

❚✇♦ ,❡♣,❡%❡♥#❛#✐♦♥% ρA, ρ
′
A : Π→ GL2(A) ❛,❡ %#,✐❝#❧② ❡G✉✐✈❛❧❡♥# ✐❢ #❤❡② ❛,❡ ❝♦♥❥✉❣❛#❡❞ ❜②

❛♥ ❡❧❡♠❡♥#M ∈ ker(GL2(A) → GL2(F))✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✇,✐#❡ [ρA] ❢♦, #❤❡ %#,✐❝# ❡G✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛%%
♦❢ ρA ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❞❡♥#✐❢② ρA ❛♥❞ #❤❡ ❝❧❛%% [ρA] ✇❤❡♥ #❤❡ ♣,♦♣❡,#✐❡% %#✉❞✐❡❞ ❛,❡ %#❛❜❧❡ ❜②
❝♦♥❥✉❣❛#✐♦♥ ❜② ker(GL2(A) → GL2(F))✳
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❚❤❡ ❞❡❢♦$♠❛'✐♦♥ ❢✉♥❝'♦$ ❉❡❢(ρ̄) : Ĉ −→ ❙❡$✱ ✇✐$❤ ✈❛❧✉❡, ✐♥ $❤❡ ❝❛$❡❣♦1② ♦❢ ,❡$,✱ ✐, ❞❡✜♥❡❞

❜②

❉❡❢(ρ̄)(A) = {[ρA]|(ρA mod mA) = ρ̄}.
■$, '❛♥❣❡♥' -♣❛❝❡ ✐, $❤❡ F✲✈❡❝$♦1 ,♣❛❝❡ ❉❡❢(ρ̄)(F[ǫ])✳ ❚❤✐, ,♣❛❝❡ ✐, ✐,♦♠♦1♣❤✐❝ $♦

H1(Π,Adρ̄)✳

❲❡ 1❡❝❛❧❧ $❤❛$ C(ρ̄) := {M ∈ M2(F) | ∀g ∈ Π : Mρ̄(g) = ρ̄(g)M}✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❤❡♦1❡♠✱
❜❛,❡❞ ♦♥ $❤❡ ❞❡❢♦1♠❛$✐♦♥ $❤❡♦1② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❙❝❪✱ ✐, ❞✉❡ $♦ ▼❛③✉1 ✭❬▼❛③ ✶❪✮

❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✶✳✶ ✭▼❛③✉+✱ ❬▼❛③ ✶❪✮✳ ✖ ▲❡' Π ❜❡ ❛ ♣$♦✜♥✐'❡ ❣$♦✉♣ ❛- ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ρ̄ : Π→
GL2(F) ❜❡ ❛ ❝♦♥'✐♥✉♦✉- $❡♣$❡-❡♥'❛'✐♦♥✳

✭✶✮ ❚❤❡♥ ❉❡❢(ρ̄) ❛❞♠✐'- ❛ ♣$♦✲❤✉❧❧ (R(ρ̄), ρ) ✐♥ '❤❡ -❡♥-❡ ♦❢ ❬❙❝❪✳

✭✷✮ ❆--✉♠❡ '❤❛' C(ρ̄) = F ❀ ♣✉' di = dimFH
i(Π,Ad(ρ̄))✱ ❢♦$ i = 1, 2✳ ❚❤❡♥ '❤❡ ❢✉♥❝'♦$

❉❡❢(ρ̄) ✐- $❡♣$❡-❡♥'❛❜❧❡ ❜② ❛ $✐♥❣

R(ρ̄) ≃W(F)[[X1, ..., Xd1 ]]/I, ✇❤❡$❡ gen(I) := dimF(I/mR · I) ≤ d2,

✐✳❡✳

❉❡❢(ρ̄)(−) ≃ HomW(F)(R(ρ̄),−).

■♥ (1)✱ $❤❡ 1✐♥❣ R(ρ̄) ✐, ❝❛❧❧❡❞ $❤❡ ✈❡$-❛❧ ❞❡❢♦1♠❛$✐♦♥ 1✐♥❣ ❢♦1 ρ̄✳
■♥ (2)✱ $❤❡ 1✐♥❣ R(ρ̄) ✐, ❝❛❧❧❡❞ $❤❡ ✉♥✐✈❡$-❛❧ ❞❡❢♦1♠❛$✐♦♥ 1✐♥❣ ❢♦1 ρ̄✳
❇② ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❝❧❛,, ✜❡❧❞ $❤❡♦1②✱ $❤❡ ❛❜,♦❧✉$❡ ●❛❧♦✐, ❣1♦✉♣ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞ $❤❡ ❣1♦✉♣

GK,S ,❛$✐,❢② $❤❡ p✲✜♥✐$❡♥❡,, ❤②♣♦$❤❡,✐,✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦1❡♠ ✷✳✶✳✶ ❢♦1 ,✉❝❤ ♣1♦✜♥✐$❡

❣1♦✉♣,✳

✷✳✶✳✷✳ ❉❡❢♦+♠❛2✐♦♥ ❝♦♥❞✐2✐♦♥6✳ ✖ ✭❙❡❡ ❙❡❝2✐♦♥ ✶✳✹✮

✷✳✶✳✷✳✶✳ ❋✐①❡❞ ❞❡'❡$♠✐♥❛♥'✳ ✖ ❋♦1 R ∈ Ĉ✱ ✇❡ ❞❡♥♦$❡ ❜② ηR : W(F) → R $❤❡ ♥❛$✉1❛❧

♠♦1♣❤✐,♠ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢1♦♠ $❤❡ W(F)✲❛❧❣❡❜1❛ ,$1✉❝$✉1❡ ♦❢ R✳
▲❡$ ρ̄ ❜❡ ❛ 1❡,✐❞✉❛❧ 1❡♣1❡,❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ Π ❛♥❞ ❧❡$ δ : Π → W(F)× ❜❡ ❛ ✜①❡❞ ♠♦1♣❤✐,♠ ,✉❝❤

$❤❛$ det(ρ̄) = ηF ◦ δ✳
❲❡ ❝♦♥,✐❞❡1 $❤❡ ❞❡❢♦1♠❛$✐♦♥, ρR ♦❢ ρ̄ ✇✐$❤ ✜①❡❞ ❞❡$❡1♠✐♥❛♥$✱ ✐✳❡✳ ,✉❝❤ $❤❛$

det ρR = ηR ◦ δ.
❚❤✐, ❞❡✜♥❡, ❛ ,✉❜❢✉♥❝$♦1 Defδ(ρ̄) ✇❤✐❝❤ ✐, ❛ ❞❡❢♦1♠❛$✐♦♥ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❀ ✐$, $❛♥❣❡♥$ ,♣❛❝❡ ✐,
H1(Π,Ad0ρ̄)✳

✷✳✶✳✷✳✷✳ ❊①❛♠♣❧❡-✳ ✖ ❲❡ 1❡❝❛❧❧ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✹✳✼✳ ▼♦1❡ ❞❡$❛✐❧, ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥✱ ❡✳❣✳✱ ❬▼❛③ ✷❪

❛♥❞ ❬❖❤❪✳

▲❡$ ρ : GK → GL2(R) ❜❡ ❛♥ ❛❜,♦❧✉$❡❧② ✐11❡❞✉❝✐❜❧❡ 1❡♣1❡,❡♥$❛$✐♦♥✱ ✇❤❡1❡ R ∈ Ĉ✳ ▲❡$ Mρ

1❡♣1❡,❡♥$ $❤❡ ❢1❡❡ R✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ 1❛♥❦ 2 ❞❡✜♥❡❞ ❜② ρ✳

❉❡✜♥✐.✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳ ✖ ▲❡' v ❜❡ ❛ ♣❧❛❝❡ ♦❢ K✳ ❚❤❡ $❡♣$❡-❡♥'❛'✐♦♥ ρ ✐- ✿

✶✮ ♥❡❛$❧② ♦$❞✐♥❛$② ✐♥ v ✐❢ Mρ ❤❛- ❛ ❢$❡❡ -✉❜✲R✲♠♦❞✉❧❡ M1 ✇❤✐❝❤ ✐- ✐- -'❛❜❧❡ ❜② Gv ❛♥❞ ❛

❞✐$❡❝' -✉♠♠❛♥❞ ♦❢ $❛♥❦ 1 ♦❢ Mρ✳

✷✮ ♥❡❛$❧② ❡①'$❛♦$❞✐♥❛$② ✐♥ v ✐❢ Mρ = M1 ⊕M2 ✇❤❡$❡ M1 ❛♥❞ M2 ❛$❡ ❢$❡❡ R✲♠♦❞✉❧❡- ♦❢

$❛♥❦ 1 ❛♥❞ ❛$❡ -'❛❜❧❡ ❜② Gv✳

✸✮ ♦$❞✐♥❛$② ✐♥ v ✐❢ ρ ✐- ♥❡❛$❧② ♦$❞✐♥❛$② ✐♥ v ❛♥❞ M1 = M Iv
ρ ✳

✹✮ ❡①'$❛♦$❞✐♥❛$② ✐♥ v ✐❢ ρ ✐- ♥❡❛$❧② ❡①'$❛♦$❞✐♥❛$② ✐♥ v ❛♥❞ M1 = M Iv
ρ ✳

❲❤❡♥ ✐' ✐- ❝❧❡❛$ ❢$♦♠ '❤❡ ❝♦♥'❡①'✱ ✇❡ -❤❛❧❧ ♦♠✐' '❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡ '♦ v✳

✺✷



 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✶✳✸ ✭▼❛③✉%✱ ❬▼❛③ ✷❪✮✳ ✖ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣(♦♣❡()✐❡+ ❛(❡ ❞❡❢♦(♠❛)✐♦♥ ❝♦♥❞✐✲

)✐♦♥+✳

❉❡♥♦)❡ ❜② Rno, Rneo, Ro
❛♥❞ Reo

)❤❡ ✈❡(+❛❧ (✐♥❣+ ❛++♦❝✐❛)❡❞ (❡+♣❡❝)✐✈❡❧② )♦ ♥❡❛(❧② ♦(❞✐✲

♥❛(②✱ ♥❡❛(❧② ❡①)(❛♦(❞✐♥❛(②✱ ♦(❞✐♥❛(②✱ ❡①)(❛♦(❞✐♥❛(② ♣(♦♣❡()✐❡+ ✐♥ v✳ ❚❤❡♥ )❤❡(❡ ❛(❡ ♥❛)✉(❛❧
+✉(❥❡❝)✐♦♥+ ✿

Rno
։ Ro, Rneo

։ Reo
❛♥❞ Ro

։ Reo.

✷✳✷✳ ▲♦❝❛❧✲●❧♦❜❛❧

❲❡ &❡❝❛❧❧ *❤❛* K ✐- ❛ ♥✉♠❜❡& ✜❡❧❞ ✇✐*❤ ❛❜-♦❧✉*❡ ●❛❧♦✐- ❣&♦✉♣ GK ✳ ❋♦& ❛ ♣❧❛❝❡ v ♦❢ K✱

*❤❡&❡ ✐- ❛ ♥❛*✉&❛❧ &❡-*&✐❝*✐♦♥ resv : Gv → GK ✳

▲❡* ρ̄ : GK → GL2(F) ❞❡♥♦*❡ ❛♥ ❛❜-♦❧✉*❡❧② ✐&&❡❞✉❝✐❜❧❡ &❡♣&❡-❡♥*❛*✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ρ̄ ✐- ✉♥&❛♠✐✜❡❞

♦✉*-✐❞❡ ❛ ✜♥✐*❡ -❡* S ♦❢ ♣&✐♠❡- ♦❢ K✳ ❲❡ ♠❛❦❡ *❤❡ ❛--✉♠♣*✐♦♥ *❤❛* S ❝♦♥*❛✐♥- ❛❧❧ *❤❡ ♣❧❛❝❡-

♦❢ K ❛❜♦✈❡ p✳ ❋♦& ❡❛❝❤ v ∈ S✱ ❞❡♥♦*❡ ❜② ρ̄v : Gv → GL2(F) *❤❡ ♥❛*✉&❛❧ &❡-*&✐❝*✐♦♥ ρ̄|Gv
♦❢

ρ̄ *♦ Gv✳

❯♥*✐❧ *❤❡ ❡♥❞ ♦❢ *❤✐- ❛&*✐❝❧❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇♦&❦ ✇✐*❤ ❞❡❢♦%♠❛5✐♦♥8 ✇✐5❤ ✜①❡❞ ❞❡5❡%♠✐♥❛♥5✳ ❙♦

❜② ❞❡❢♦&♠❛*✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❡❛♥ ❞❡❢♦&♠❛*✐♦♥ ✇✐*❤ ✜①❡❞ ❞❡*❡&♠✐♥❛♥*✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❛--♦❝✐❛*❡❞

*♦ *❤✐- ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ✐- Ad0ρ̄✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡❛❧ ✇✐*❤ *❛♥❣❡♥* -♣❛❝❡ H1(GK ,Ad0ρ̄) ❛♥❞ ✐*-

-✉❜-♣❛❝❡-✳

✷✳✷✳✶✳ ❙❡❧♠❡% ❣%♦✉♣8✳ ✖ ❲❡ ✇✐❧❧ -*✉❞② ❧♦❝❛❧ ❞❡❢♦&♠❛*✐♦♥ ❝♦♥❞✐*✐♦♥- ❛♥❞ ❛--♦❝✐❛*❡❞

*❛♥❣❡♥* -♣❛❝❡-✱ ✐✳❡✳ -♦♠❡ -✉❜-♣❛❝❡- ♦❢ H1(Gv,Ad0ρ̄)✳ ❆❢*❡&✇❛&❞-✱ *❤❡ ♦❜*❛✐♥❡❞ &❡-✉❧*- ✇✐❧❧

❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ *♦ *❤❡ ♠♦❞✉❧❡ Ad0ρ̄✳

❋&♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ✜① M ❛ ✜♥✐*❡ ❞✐-❝&❡*❡ F[GK,S ]✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ❞❡♥♦*❡ ❜② M∗ = Hom(M,F)
✐*- ❞✉❛❧ &❡♣&❡-❡♥*❛*✐♦♥✳

❋✐&-*✱ ❧❡* ✉- &❡❝❛❧❧ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛--✐❝❛❧ &❡-✉❧* ❛❜♦✉* ❚❛*❡ ❧♦❝❛❧ ❞✉❛❧✐*② ❀ ✐* ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❬❙❡ ✸❪ ❢♦& ❡①❛♠♣❧❡✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ✖ ❙✉♣♣♦+❡ )❤❛) i ∈ {0, 1, 2}✳ ❚❤❡♥ ❜② ❧♦❝❛❧ ❞✉❛❧✐)②✱ )❤❡ ♣❡(❢❡❝) ♣❛✐(✐♥❣
M ×M∗ → F

✐♥❞✉❝❡+ ❛ ♣❡(❢❡❝) ♣❛✐(✐♥❣

H i(Gv,M)×H2−i(Gv,M
∗(1)))→ H2(Gv,F(1)).

❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ✖ ❲❡ ✜① ❛ +✉❜✲F✲✈❡❝)♦( +♣❛❝❡ Lv ♦❢ H
1(Gv,M)✱ ❢♦( ❡✈❡(② v ∈ S✳ ❉❡✲

♥♦)❡ ❜② L⊥
v ⊆ H1(Gv,M

∗(1)) )❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛)♦( ♦❢ Lv ✉♥❞❡( )❤❡ ♣❡(❢❡❝) ♣❛✐(✐♥❣ ♦❢ ?(♦♣♦+✐)✐♦♥

✷✳✷✳✶✳

❚❤❡ ♣(❡✐♠❛❣❡ ♦❢ L(S) :=
⊕

v∈S Lv ✉♥❞❡( )❤❡ ♥❛)✉(❛❧ (❡+)(✐❝)✐♦♥ ♠❛♣

H1(GK,S ,M) →
⊕

v∈S

H1(Gv,M)

✐+ ❝❛❧❧❡❞ )❤❡ ❙❡❧♠❡( ❣(♦✉♣ ❛++♦❝✐❛)❡❞ )♦ (K,L(S)) ❛♥❞ ✐) ✐+ ❞❡♥♦)❡❞ ❜②

H1
{L(S)}(GK,S ,M).

✺✸



■♥ "❤❡ %❛♠❡ ✇❛②✱ "❤❡ ♣,❡✐♠❛❣❡ ♦❢ L(S)⊥ =
⊕

v∈S L
⊥
v ✉♥❞❡, "❤❡ ♥❛"✉,❛❧ ,❡%",✐❝"✐♦♥ ♠❛♣

H1(GK,S ,M
∗(1))→

⊕

v∈S

H1(Gv,M
∗(1))

✐% ❝❛❧❧❡❞ "❤❡ ❙❡❧♠❡, ❣,♦✉♣ ❛%%♦❝✐❛"❡❞ "♦ (K,L(S)⊥) ❛♥❞ ✐" ✐% ❞❡♥♦"❡❞ ❜②

H1
{L(S)⊥}(GK,S ,M

∗(1)).

■! ✐# ❛ ❤❛&❞ !❛#❦ !♦ ❞❡!❡&♠✐♥❡ #✉❝❤ ❙❡❧♠❡& ❣&♦✉♣#✳ ❋♦& ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ !❤❡ ❝❛#❡ ✇❤❡&❡ Lv = (0)
❢♦& ❛❧❧ v ∈ S✱ !❤❡#❡ ❛&❡ !❤❡ ❝❧❛##✐❝❛❧ ❙❤❛❢❛&❡✈✐!❝❤ ❣&♦✉♣#✳ ◆❡✈❡&!❤❡❧❡##✱ !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊✉❧❡&✲

=♦✐♥❝❛&> ❢♦&♠✉❧❛ ♣&♦✈✐❞❡# !❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ !❤❡ ?✉♦!✐❡♥! ♦❢ !❤❡ ♦&❞❡&# ♦❢ !❤❡#❡ ❣&♦✉♣#✳ ■! ✐#

❜❛#❡❞ ♦♥ !❤❡ =♦✐!♦✉✲❚❛!❡ ❡①❛❝! #❡?✉❡♥❝❡✳

❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✷✳✸✳ ✖ ❬❉❉❚✱ ❚❤❡♦&❡♠ ✷✳✶✾❪

✶✮ ❚❤❡ ❙❡❧♠❡, ❣,♦✉♣ H1
{L(S)}(GK,S ,M) ✐% ✜♥✐"❡✳

✷✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛❝" %❡>✉❡♥❝❡ ❤♦❧❞% ✿

H1(GK,S ,M) → ⊕
v∈S H

1(Gv,M)/Lv → H1
{L(S)⊥}

(GK,S ,M
∗(1))∨

→ H2(GK,S ,M) → ⊕
v∈S H

2(Gv,M).

✸✮ ❚❤❡ ✜♥✐"❡ ♦,❞❡,% ♦❢ "❤❡ ❙❡❧♠❡, ❣,♦✉♣% %❛"✐%❢② "❤❡ ❡>✉❛❧✐"②

|H1
{L(S)}(GK,S ,M)|

|H1
{L(S)⊥}

(GK,S ,M∗(1))| =
|H0(GK ,M)|

|H0(GK ,M∗(1))|
∏

v∈S

|Lv|
|H0(Gv,M)| .

✷✳✷✳✷✳ ❆❞♠✐((✐❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥❞✐0✐♦♥(✳ ✖ ❚❤❡ ♠❛✐♥ &❡#✉❧! ♦❢ !❤✐# ❛&!✐❝❧❡ ❣✐✈❡# ❛ ❧✐❢! ρ ♦❢ ρ̄
!♦ W(F) #✉❝❤ !❤❛! ❡❛❝❤ &❡#!&✐❝!✐♦♥ ρv #❛!✐#✜❡# #♦♠❡ ♣&♦♣❡&!② Cv✳ ■❢ !❤❡ Cv✬# ❛&❡ #✉❜❥❡❝! !♦

#♦♠❡ #✉✣❝✐❡♥! ❢✉♥❝!♦&✐❛❧ ♣&♦♣❡&!✐❡# ♦❢ ❞❡❢♦&♠❛!✐♦♥ ❛♥❞ #♠♦♦!❤♥❡## ❛♥❞ ✐❢ ❛ ❝❡&!❛✐♥ ❙❡❧♠❡&

❣&♦✉♣ ✐# !&✐✈✐❛❧✱ ✐! ✐# ❦♥♦✇♥ ✭#❡❡ =&♦♣♦#✐!✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵✮ !❤❛! !❤❡ ✉♥✐✈❡&#❛❧ ❞❡❢♦&♠❛!✐♦♥ &✐♥❣

!❤❛! ✐# ❛##♦❝✐❛!❡❞ !♦ ❉❡❢(ρ̄){Cv} ✭#❡❡ ❉❡✜♥✐!✐♦♥ ✷✳✷✳✽ ❢♦& ♥♦!❛!✐♦♥#✮ ❡①✐#!# ❛♥❞ ✐# #♠♦♦!❤

♦✈❡& W(F)✳ ❲❡ &❡❝❛❧❧ !❤❡ ❞❡✜♥✐!✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❚❛②❧♦& ✐♥ ❬❚❛ ✶❪ ✇❤❡&❡ !❤❡ ♣&♦♣❡&!✐❡# ♦❢ !❤❡

Cv ❛&❡ ❧✐#!❡❞ ❀ !❤✐# ❞❡✜♥✐!✐♦♥ ❢♦&♠❛❧✐③❡# !❤❡ ✇♦&❦ ♦❢ ❘❛♠❛❦&✐#❤♥❛ ❬❘❛ ✷❪✳

✷✳✷✳✷✳✶✳ ❉❡✜♥✐"✐♦♥✳ ✖

❉❡✜♥✐-✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳ ✖ ✭❚❛②❧♦,✱ ❬❚❛ ✶❪✮ ▲❡" Cv : Ĉ → ❙❡" ❜❡ ❛ ❝♦❧❧❡❝"✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡% (R, ρ)

%✉❝❤ "❤❛" R ∈ Ĉ ❛♥❞ ρR : Gv → GL2(R) ✐% ❛ ,❡♣,❡%❡♥"❛"✐♦♥ ✇✐"❤ ❞❡"❡,♠✐♥❛♥" δv ❛♥❞ (ρR

mod mR) = ρ̄ ❀ ❛♥❞ ❧❡" Lv ❜❡ ❛ %✉❜%♣❛❝❡ ♦❢ H1(Gv,Ad0ρ̄)✳
❆ ♣❛✐, (Cv, Lv) ✐% ❛❞♠✐%%✐❜❧❡ ✐❢ ✐" %❛"✐%✜❡% "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣,♦♣❡,"✐❡% ✿

F✶✳ (F, ρ̄v) ∈ Cv✳

F✷✳ ❚❤❡ %❡" ♦❢ ❧✐❢"% ✐♥ Cv "♦ ❛ ✜①❡❞ ,✐♥❣ R ✐% ❝❧♦%❡❞ ✉♥❞❡, ❝♦♥❥✉❣❛"✐♦♥ ❜② "❤❡ %✉❜❣,♦✉♣

ker(GL2(R) → GL2(F))✳

F✸✳ ■❢ (R, ρ) ∈ Cv ❛♥❞ ✐❢ f : R→ S ✐% ❛ ♠♦,♣❤✐%♠ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥"% ♦❢ Ĉ✱ "❤❡♥ (S, f ◦ ρ) ∈ Cv✳

F✹✳ ▲❡" R1 ❛♥❞ R2 ❜❡ ✐♥ C✳ ❙✉♣♣♦%❡ "❤❛" (R1, ρ1) ∈ Cv ❛♥❞ (R2, ρ2) ∈ Cv✳ ❙✉♣♣♦%❡

❛❧%♦ "❤❛" I1 ✐% ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♦❢ R1 ❛♥❞ I2 ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♦❢ R2 %✉❝❤ "❤❛" "❤❡,❡ ✐% ❛♥ ✐%♦♠♦,♣❤✐%♠

α : R1/I1 → R2/I2 %❛"✐%❢②✐♥❣ ✿ α(ρ1 mod I1) = (ρ2 mod I2)✳ ❚❤❡♥ (R3, ρ1 ⊕ ρ2) ∈ Cv✱

✇❤❡,❡ R3 ✐% "❤❡ ✜❜,❡❞ ♣,♦❞✉❝" R1⊕αR2 ♦✈❡, "❤❡ ♥❛"✉,❛❧ ♣,♦❥❡❝"✐♦♥% R1 → R1/I1
α→ R2/I2

❛♥❞ R2 → R2/I2✳
F✺✳ ▲❡" (R, ρ) ❜❡ ❛ ❞❡❢♦,♠❛"✐♦♥ ♦❢ ρ̄|Gv

✳ ■❢ (R/(mR)n, ρ) ∈ Cv ❢♦, ❡✈❡,② n > 0✱ "❤❡♥

(R, ρ) ∈ Cv✳

✺✹



 ✻✳ ▲❡% R ∈ Ĉ ❛♥❞ I ❜❡ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♦❢ R .✉❝❤ %❤❛% mR · I = (0)✳ ■❢ (R/I, ρ) ∈ Cv✱ %❤❡♥ %❤❡4❡

❡①✐.%. ❛ ❞❡❢♦4♠❛%✐♦♥ ρ′ ♦❢ ρ̄v %♦ R .✉❝❤ %❤❛% (R, ρ′) ∈ Cv ❛♥❞ (ρ′ mod I) = ρ✳
 ✼✳ ▲❡% (R, ρ1) ❛♥❞ (R, ρ2) ❜❡ ❞❡❢♦4♠❛%✐♦♥. ♦❢ ρ̄v ✇✐%❤ (R, ρ1) ∈ Cv✳ ❙✉♣♣♦.❡ %❤❛% I ✐. ❛♥
✐❞❡❛❧ ♦❢ R .✉❝❤ %❤❛% mR · I = (0) ❛♥❞ (ρ1 mod I) = (ρ2 mod I)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❧❡% [ρ2 − ρ1]
❞❡♥♦%❡ %❤❡ ❡❧❡♠❡♥% g 7→ ρ2(g)ρ1(g)

−1−1 ♦❢ H1(Gv,Ad0ρ̄)⊗FI✳ ❚❤❡♥ ✿ [ρ2−ρ1] ∈ Lv⊗FI
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ (R, ρ2) ∈ Cv✳

▼♦4❡♦✈❡4✱ ✇❡ .❛② %❤❛% Cv ✐. ❛❞♠✐..✐❜❧❡ ✐❢ ✐% .❛%✐.✜❡. P1 , · · · ,P6 ✳

❘❡♠❛$❦ ✷✳✷✳✺✳ ✖ ✶✮  4♦♣❡4%✐❡. P1 ,P2 ,P3 ❛♥❞ P4 .❤♦✇ %❤❛% Cv ❝❛♥ ❜❡ .❡❡♥ ❛. ❛ ❢✉♥❝%♦4

✇❤✐❝❤ ✐. ❛ ❞❡❢♦4♠❛%✐♦♥ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❢♦4 ρ̄v✳ ❋♦4 ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ P4 ✐. .❛%✐.✜❡❞ ❜② Cv✱ %❤❡♥ .♦ ✐.

%❤❡ %❤✐4❞ ✐%❡♠ ♦❢ ❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✹✳✶ ✇✐%❤ R1 = pA(A ×C B), R2 = pB(A ×C B) ❛♥❞ Ii =

ker(Ri → C)✱ ❢♦4 i = 1, 2✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✐❞❡♥%✐❢② Cv ✇✐%❤ %❤❡ ❛..♦❝✐❛%❡❞ ❢✉♥❝%♦4 ❢4♦♠ Ĉ %♦ ❙❡% ❀
.♦ Cv ❛❞♠✐%. ❛ ✈❡4.❛❧ 4✐♥❣✳

✷✮  4♦♣❡4%② P5 ♠❡❛♥. %❤❛% Cv : Ĉ → ❙❡% ✐. ❛ ❝♦♥%✐♥✉♦✉. ❢✉♥❝%♦4✳

✸✮  4♦♣❡4%② P6 ♠❡❛♥. %❤❛% %❤❡ ✈❡4.❛❧ 4✐♥❣ ♦❢ Cv ✐. .♠♦♦%❤ ♦✈❡4 W(F)✳ ❙❡❡ ❬❙❝✱ ❘❡♠❛(❦

✷✳✶✵❪ ❢♦4 ❡①❛♠♣❧❡✳

✷✳✷✳✷✳✷✳ Lv ❛♥❞ %❛♥❣❡♥% .♣❛❝❡.✳ ✖ ❊✈❡(② 1♣❛❝❡ Lv ❝❛♥ ❜❡ ♦❜7❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ 1②17❡♠❛7✐❝ ✇❛②

❛1 7❤❡ 7❛♥❣❡♥7 1♣❛❝❡ ♦❢ Cv✳ ■7 ✐1 7❤❡ ♦❜❥❡❝7 ♦❢ @(♦♣♦1✐7✐♦♥ ✷✳✷✳✼✱ 7❤❡ ♣(♦♦❢ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐1 ❜❛1❡❞

♦♥ 7❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳

▲❡7 ✉1 ✜(17 ❡①♣❧❛✐♥ 7❤❡ ❛❜✉1❡ ♦❢ ♥♦7❛7✐♦♥1 ✐♥ 7❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳ ❉❡♥♦7❡ ❜② F[I] 7❤❡

F✲✈❡❝7♦( 1♣❛❝❡ F⊕ I✳ ❲❡ ✐❞❡♥7✐❢② ϕ ✇✐7❤ ϕ(ǫ) 7❤❛♥❦1 7♦ 7❤❡ ✐1♦♠♦(♣❤✐1♠ ♦❢ F✲1♣❛❝❡1 ✿

Hom(F[ǫ],F[I]) ≃ I
ϕ 7→ ϕ(ǫ).

■7 ❤♦❧❞1 ❢♦( ❛❧❧ ρR ∈ ❉❡❢(ρ̄)(R) ✿ ϕ(ǫ)ρR = ϕ(ǫ)ρ̄ ✭❜❡❝❛✉1❡ mR · I = (0)✮✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✻✳ ✖ ▲❡% D ❜❡ ❛ ❞❡❢♦4♠❛%✐♦♥ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❢♦4 %❤❡ 4❡♣4❡.❡♥%❛%✐♦♥ ρ̄v = ρ̄|Gv
❛♥❞

F : Ĉ → ❙❡% ❜❡ %❤❡ ❢✉♥❝%♦4

F (R) = ❉❡❢D(ρ̄)(R).

❚❤❡♥ ❢♦4 ❛❧❧ 4✐♥❣. R ∈ Ĉ ❛♥❞ ❛❧❧ ✐❞❡❛❧. I ♦❢ R .✉❝❤ %❤❛% mR · I = (0)✱ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♣ ✐.
.✉4❥❡❝%✐✈❡ ✿

F (R)× (F (F[ǫ])⊗F I) −→ F (R)×F (R/I) F (R)
(ρ1, (1 + ǫ[c])ρ̄⊗ ϕ) 7−→ (ρ1, (1 + ϕ(ǫ)[c])ρ1).

 4♦♦❢✳ ✖ ❚❤❡ ♠❛♣ ♦❢ 7❤❡ ❧❡♠♠❛ ✐1 7❤❡ ❝♦♠♣♦1✐7✐♦♥ a4 ◦ a3 ◦ a2 ◦ a1 ✇❤❡(❡ 7❤❡ ai✬1 ❛(❡

❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❙♦ ✇❡ ♥❡❡❞ 7♦ 1❤♦✇ 1✉(❥❡❝7✐✈✐7② ♦❢ 7❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♣1✳

a1 :

{
F (R)× (F (F[ǫ])⊗F I) → F (R)× F (F[I])

(ρ1, (1 + ǫ[c])ρ̄⊗ ϕ) 7→ (ρ1, (1 + ϕ(ǫ)[c])ρ̄)

❚❤❡ ♠❛♣ a1 ✐1 ❛ ❜✐❥❡❝7✐♦♥ ❢(♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵ ♦❢ ❬❙❝❪✳

a2 :

{
F (R)× F (F[I])→ F (R×F F[I])

(ρ1, ρ) 7→ ρ1 ⊕ ρ
❚❤❡ ♠❛♣ a2 ✐1 ❛ 1✉(❥❡❝7✐♦♥ ❢(♦♠ ❚❤❡♦(❡♠ ✷✳✶✶ ❛♥❞ ❘❡♠❛(❦ ✭✷✳✶✸✮ ♦❢ ❬❙❝❪✳ ◆♦7❡ 7❤❛7 ✇❡

❝❛♥ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦(❡♠ ✷✳✶✶ 1✐♥❝❡ D ✐1 ❛ ❞❡❢♦(♠❛7✐♦♥ ❝♦♥❞✐7✐♦♥✱ 1♦ F ❛❞♠✐71 ❛ ❤✉❧❧✳

✺✺



a3 : F (R ×F F[I]) → F (R ×R/I R) ✐! "❤❡ ❜✐❥❡❝"✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡! ❜② "❤❡ ✐!♦♠♦.♣❤✐!♠ ✭✷✳✶✻✮ ♦❢

❬❙❝❪ ✿

{
R×F F[I]→ R×R/I R

r ⊕ (x0 + x) 7→ r ⊕ (x+ r)
, ✇❤❡.❡ x0 + x ♠❡❛♥! x0 ∈ F ❛♥❞ x ∈ I ❛❝❝♦.❞✐♥❣ "♦

F[I] = F⊕ I✳

a4 :

{
F (R×R/I R) → F (R)×F (R/I) F (R)

ρ1 ⊕ ρ2 7→ (ρ1, ρ2)

❆" ❧❛!"✱ "❤❡ ♠❛♣ a4 ✐! ❛ !✉.❥❡❝"✐♦♥ ❢.♦♠ ❚❤❡♦.❡♠ ✷✳✶✶ ♦❢ ❬❙❝❪✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✷✳✼✳ ✖ ❚❤❡ #❛♥❣❡♥# '♣❛❝❡ ♦❢ Cv '❛#✐'✜❡' ♣.♦♣❡.#② P7 ✳ ❋.♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡

✇✐❧❧ ✇.✐#❡ Lv ❢♦.

{[c] ∈ H1(Gv,Ad0ρ̄) | (1 + ǫ[c])ρ̄ ∈ Cv(F[ǫ])}.

5.♦♦❢✳ ✖ ■" ✐! ❛ ❞✐.❡❝" ❝♦♥!❡C✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✻✳

✷✳✷✳✷✳✸✳ ❙❡❧♠❡. ❣.♦✉♣ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ #❛♥❣❡♥# '♣❛❝❡✳ ✖ ❲❡ ✜① !♦♠❡ ✉!❡❢✉❧ ♥♦"❛"✐♦♥! ❢♦. "❤❡

♥❡①" ♣.♦♣♦!✐"✐♦♥✳

❚❤❡ ❞❡❢♦.♠❛"✐♦♥ ❢✉♥❝"♦. ♦❢ ρ̄ : GK,S → GL2(F) ✐! ❞❡♥♦"❡❞ ❜② ❉❡❢(ρ̄)✳ ❚❤❡ ❞❡❢♦.♠❛"✐♦♥

❢✉♥❝"♦. ♦❢ ρ̄|Gv
: Gv → GL2(F) ✐! ❞❡♥♦"❡❞ ❜② ❉❡❢(ρ̄)v✳ ❲❡ ✜① ❛ !❡" ♦❢ ♣❧❛❝❡! S ❛♥❞ ♣❛✐.!

(Cv, Lv) !✉❝❤ "❤❛" Cv ✐! ❛ ❢✉♥❝"♦. !❛"✐!❢②✐♥❣ P1 , ...,P5 ❛♥❞ Lv ✐! ✐"! "❛♥❣❡♥" !♣❛❝❡✱ ❢♦.

❡❛❝❤ v ∈ S✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ "❤❡ "❡.♠✐♥♦❧♦❣② .❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ❬❇& ✶✱ ❉❡✜♥✐"✐♦♥ ✸✳✶❪✱ ✇❡ !❡❡ "❤❛" Cv ✐!

❛ ❝♦♥"✐♥✉♦✉! ❢✉♥❝"♦. ✇❤✐❝❤ ✐! .❡❧❛"✐✈❡❧② .❡♣.❡!❡♥"❛❜❧❡ ❛! ❛ !✉❜❢✉♥❝"♦. ♦❢ ❉❡❢(ρ̄)v✳

❲❡ !"✉❞② "❤❡ ❞❡❢♦.♠❛"✐♦♥! (R, ρR) ♦❢ ρ̄ ✇❤♦!❡ .❡!".✐❝"✐♦♥! ❛" v ∈ S ❛.❡ ♦❢ "②♣❡ Cv✱ ✐✳❡✳

!✉❝❤ "❤❛" (R, ρR) ∈ Cv✳

❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✷✳✷✳✽✳ ✖ ❚❤❡ ❢✉♥❝#♦. ❛''♦❝✐❛#❡❞ #♦ #❤❡ ❧♦❝❛❧ .❡<✉✐.❡♠❡♥#' Cv✱ ❞❡♥♦#❡❞ ❜②

❉❡❢(ρ̄){Cv}✱ ✐' #❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ✐♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣.❛♠

❉❡❢(ρ̄){Cv} −−−−→
∏

v∈S Cvy
y

❉❡❢(ρ̄) −−−−→ ∏
v∈S❉❡❢(ρ̄)v.

❘❡❝❛❧❧ "❤❛" gen(I) := dimF(I/mR ·I) ❢♦. ❛♥ ✐❞❡❛❧ I ✐♥ "❤❡ .✐♥❣ R✳ ❲❡ ❝❛♥ !"❛"❡ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♣.♦♣♦!✐"✐♦♥✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✷✳✾✳ ✖ ❬❇& ✶✱ M.♦♣ ✸✳✹✱ ❚❤❡♦ ✹✳✷❪

✶✮ ❚❤❡ ❢✉♥❝#♦. Cv ❛❞♠✐#' ❛ ✈❡.'❛❧ .✐♥❣ ♦❢ ❞❡❢♦.♠❛#✐♦♥ Rv✳

✷✮ ❉❡❢(ρ̄){Cv} ✐' .❡♣.❡'❡♥#❛❜❧❡ ❜② ❛ .✐♥❣ ❞❡♥♦#❡❞ ❜② R{Cv}✳

✸✮ H1
{L(S)}(GK,S ,Ad0ρ̄) ✐' #❤❡ #❛♥❣❡♥# '♣❛❝❡ ♦❢ ❉❡❢(ρ̄){Cv}✱ ✇❤❡.❡ L(S) =

⊕
v∈S Lv✳

✹✮ ▲❡# Jv ❞❡♥♦#❡ #❤❡ ✐❞❡❛❧ ♦❢ .❡❧❛#✐♦♥' ♦❢ Rv ❢♦. ❡❛❝❤ v ∈ S✱ ❛♥❞ J{Cv} ❞❡♥♦#❡ #❤❡ '❛♠❡ ❢♦.

R{Cv}✳ ❙♦✱ ✐# ❤♦❧❞'

gen(J{Cv}) ≤
∑

v∈S

gen(Jv) + dimFH
1
{L(S)⊥}(GK,S , (Ad0ρ̄)∗(1)).

✺✻



 !♦♦❢✳ ✖ "#♦♦❢ ♦❢ 1) ✐' ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ♦#✐❣✐♥❛1❡' ❢#♦♠ ❚❤❡♦#❡♠ ✶✳✹✳✺ ❀ 2) ❝♦##❡'♣♦♥❞' 1♦

❬❇! ✶✱ "#♦♣ ✸✳✹❪ ❛♥❞ 4) 1♦ ❬❇! ✶✱ ❚❤❡♦ ✹✳✷❪✳ "♦✐♥1 3) ✐' ❛ ❝♦♥'❡@✉❡♥❝❡ ♦❢ 1❤❡ ❞❡✜♥✐1✐♦♥ ♦❢

1❛♥❣❡♥1 '♣❛❝❡' ♦❢ ❢✉♥❝1♦#' ✐♥ 1❤❡ ❞✐❛❣#❛♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡' ❉❡❢(ρ̄){Cv}✳ ◆♦1❡ 1❤❛1✱ ♦❢ ❝♦✉#'❡✱

1❤❡ ♣#♦♦❢ ♦❢ ❬❇! ✶✱ ❚❤❡♦ ✹✳✷❪ ✉'❡' 1❤❡ "♦✐1♦✉✲❚❛1❡ ❡①❛❝1 '❡@✉❡♥❝❡✳

✷✳✷✳✸✳ ❙♠♦♦,❤♥❡// ❛♥❞ ❧✐❢,✳ ✖ ❘❡❝❛❧❧ %❤❛% ρ̄ : GK → GL2(F) ✐( ✉♥+❛♠✐✜❡❞ ♦✉%(✐❞❡
S✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣+♦♣♦(✐%✐♦♥ +❡♣+❡(❡♥%( ❛ ❦❡② +❡(✉❧% ♣+♦✈❡❞ ✐♥ ❬❚❛ ✶❪✱ ✐% ✐( ❜❛(❡❞ ♦♥ ❛♥
✐♥%❡+♣+❡%❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ =♦✐%♦✉✲❚❛%❡ ❡①❛❝% (❡@✉❡♥❝❡ ✭+❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦+❡♠ ✷✳✷✳✸✮ ✇✐%❤ P5 ❛♥❞

P6 ✳ ❚❤❛% ✐( %❤❡ ♣+♦♦❢ ♦❢ ❬❚❛ ✶✱ ▲❡♠♠❛ ✶✳✶❪✳ ❲❡ ♣+♦♣♦(❡ ❛♥ ❛❧%❡+♥❛%✐✈❡ ♣+♦♦❢ %❤❛♥❦( %♦

%❤❡ ✐♥❡@✉❛❧✐%② ✐♥ =+♦♣♦(✐%✐♦♥ ✷✳✷✳✾✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵✳ ✖ ❋♦" ❡❛❝❤ v ∈ S✱ ❧❡) (Cv, Lv) ❜❡ ❛♥ ❛❞♠✐//✐❜❧❡ ♣❛✐" /✉❝❤ )❤❛)

ρ̄|Gv
∈ Cv(F)✳ ■❢ H1

{L(S)⊥}
(GK,S , (Ad0ρ̄)(1)) = (0)✱ )❤❡♥ )❤❡"❡ ❡①✐/)/ ❛ ❞❡❢♦"♠❛)✐♦♥

(W(F), ρ) ♦❢ ρ̄ ✇❤✐❝❤ ✐/ S✲"❛♠✐✜❡❞ ❛♥❞ /✉❝❤ )❤❛) ρ|Gv
∈ Cv(W(F))✱ ❢♦" ❛❧❧ ♣❧❛❝❡/ v ∈ S✳

9"♦♦❢✳ ✖ ❚❤❡ ❢✉♥❝%♦+( Cv ❛+❡ (♠♦♦%❤ ❜② P6 ✱ %❤✉( %❤❡✐+ ✐❞❡❛❧( ♦❢ +❡❧❛%✐♦♥( Jv ❛+❡ %+✐✈✐❛❧✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✇✐%❤ ✐%❡♠ 4 ♦❢ =+♦♣♦(✐%✐♦♥ ✷✳✷✳✾✱ %❤❛% %❤❡ ✐❞❡❛❧ ♦❢ +❡❧❛%✐♦♥( J{Cv} ✐( ❛❧(♦ %+✐✈✐❛❧

❛♥❞ (♦ R{Cv} ✐( ❛ ♣♦✇❡+ (❡+✐❡( +✐♥❣ ♦✈❡+ W(F) ✐♥ dimFH
1
{L(S)}(GK,S ,Ad0ρ̄) ✈❛+✐❛❜❧❡(✳

✷✳✷✳✹✳ ❊①❛♠♣❧❡ ✿ -❛♠❡❧② /❛♠✐✜❡❞ ❧✐❢-✳ ✖ ■♥ %❤✐( (✉❜(❡❝%✐♦♥✱ ✇❡ ✜① ❛ ✜♥✐%❡ ♣❧❛❝❡ w
♦❢ K ✇❤✐❝❤ ✐( ♥♦% ❛❜♦✈❡ p✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶✶✳ ✖ ▲❡) ρ̄w : Gw → GL2(F) ❜❡ ❛♥ ✉♥"❛♠✐✜❡❞ "❡♣"❡/❡♥)❛)✐♦♥ ✇✐)❤ w ∤ p✳
❚❤❡♥ )❤❡ ❧✐❢)/ ♦❢ ρ̄w ❛"❡ )❛♠❡❧② "❛♠✐✜❡❞✳

9"♦♦❢✳ ✖ ▲❡% (R, ρR) ❜❡ ❛ ❧✐❢% ♦❢ (F, ρ̄w)✳ ◆♦%❡ %❤❛%✱ (✐♥❝❡ ρ̄w ✐( ✉♥+❛♠✐✜❡❞✱ ♦♥❡ ❣❡%(

ρR(Iw) ⊆ ker(GL2(R) → GL2(F))✳ ❇✉% %❤❡ ❦❡+♥❡❧ ker(GL2(R) → GL2(F)) ✐( %❤❡ ♣+♦❥❡❝%✐✈❡
❧✐♠✐% ♦❢ %❤❡ p✲❣+♦✉♣( ker (GL2(R/mR

n) → GL2(F)) ❢♦+ n ≥ 1✱ (♦ ✐% ✐( ❛ ♣+♦✲p✲❣+♦✉♣✳

❲❡ +❡❝❛❧❧ ❊①❛♠♣❧❡ ❊✸ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❚❛ ✶❪✳ ❚❤❡ ❧✐❢%( ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉(❡❞ ❢♦+ %❤❡ ♣+✐♠❡ ✐♥

T − S ❢+♦♠ ❚❤❡♦+❡♠ ❇✳

❙✉♣♣♦(❡ %❤❛% w ∤ p✱ %❤❛% ❡✐%❤❡+ Nw 6≡ 1 mod p ✭✇❤❡+❡ Nw ✐( %❤❡ ❝❛+❞✐♥❛❧ ♦❢ %❤❡ +❡(✐❞✉❡

✜❡❧❞ ♦❢ Kw✮ ♦+ p | |ρ̄(Gw)|✳
❆((✉♠❡ %❤❛%

ρ̄|Gw
≃

(
χpχ̄ ∗
0 χ̄

)
, ✇✐%❤ +❡(♣❡❝% %♦ (♦♠❡ ❜❛(✐( e1, e2 ♦❢ F2.

❚❛❦❡ Ct
w %♦ ❜❡ %❤❡ ❝❧❛(( ♦❢ ❞❡❢♦+♠❛%✐♦♥( ♦❢ ρ̄|Gw

♦❢ %❤❡ ❢♦+♠

(
χpχ ∗
0 χ

)
, ✇❤❡+❡ χ ❧✐❢%( χ̄.

❚❛❦❡ Lt
w %♦ ❜❡ %❤❡ %❛♥❣❡♥% (♣❛❝❡ ♦❢ Ct

w✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦%❡ ❜② Hom(Fe2,Fe1) %❤❡ (✉❜♠♦❞✉❧❡ ♦❢

Ad0ρ̄ ❢♦+♠❡❞ ❜② %❤❡ ♠❛%+✐❝❡(

(
0 ∗
0 0

)
✳

✺✼



▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✶✷✳ ✖ ❬❚❛ ✶✱ ❙❡❝'✐♦♥ ✶ ✭❊✸✮❪ ❯♥❞❡$ %❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛++✉♠♣%✐♦♥+✱ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♣$♦♣❡$%✐❡+ ❤♦❧❞✳

✶✮ ❚❤❡ ♣❛✐$ (Ct
w, L

t
w) ✐+ ❛❞♠✐++✐❜❧❡✳

✷✮ ❚❤❡ +♣❛❝❡ Lt
w ✐+ ❡;✉❛❧ %♦

im
(
H1(Gw,Hom(Fe2,Fe1))→ H1(Gw,Ad0ρ̄)

)

❛♥❞

dimFL
t
w = dimFH

1(Gw/Iw,Ad0ρ̄).

✷✳✸✳ ❚❤❡ ❛❞♠✐++✐❜❧❡ ♣❛✐/ (Cneo
v , Lneo

v )

▲❡' S ❜❡ ❡3✉❛❧ '♦ Sp✱ '❤❡ 8❡' ♦❢ ❛❧❧ ♣❧❛❝❡8 ♦❢K ❛❜♦✈❡ p✳ ❋♦= ❡❛❝❤ v ∈ S✱ ❧❡' ρ̄v : Gv → GL2(F)
❜❡ ❛ ❝♦♥'✐♥✉♦✉8 =❡♣=❡8❡♥'❛'✐♦♥✳ ❆88✉♠❡ '❤❛'

ρ̄v ✐8 ♥❡❛=❧② ❡①'=❛♦=❞✐♥❛=②✱ ❢♦= ❡✈❡=② v ∈ S.
❚❤✐8 ♠❡❛♥8 '❤❛'✱ ❢♦= ❡❛❝❤ v ∈ S✱ '❤❡=❡ ❡①✐8'8 ❛ ❜❛8✐8 ✐♥ ✇❤✐❝❤ ρ̄v = χv,1 ⊕ χv,2✱ ✇❤❡=❡ χv,i

❛=❡ '✇♦ ❝❤❛=❛❝'❡=8 ✭8❡❡ ❉❡✜♥✐'✐♦♥ ✷✳✶✳✷✮✳ ❲❡ ✜① 8✉❝❤ ❜❛8✐8✳

❇② ❛❜✉8❡ ♦❢ ♥♦'❛'✐♦♥✱ ✇❡ ♦♠✐' '❤❡ =❡❢❡=❡♥❝❡ '♦ v ❛♥❞ ❞❡♥♦'❡ ❜② χi '❤❡ ❝❤❛=❛❝'❡=8 ✐♥8'❡❛❞

♦❢ χv,i✳

❆88✉♠❡ ❛❧8♦ '❤❛'

χ1χ
−1
2 /∈ {1, χp, χ

−1
p }.

❉❡✜♥✐+✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ✖ ❋♦$ ❡❛❝❤ v ∈ S✱ ❧❡% (Cneo
v , Lneo

v ) ❜❡ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐$

Cneo
v (A) = ❉❡❢(ρ̄)neo(ρ̄v, A), ✇✐%❤ A ∈ Ĉ.

✐✳❡✳

Cneo
v (A) = {[ρA]|(ρA mod mA = ρ̄v), ρA ≃ φ1 ⊕ φ2, ✇❤❡$❡ φi ❛$❡ ❝❤❛$❛❝%❡$+}.

❛♥❞

Lneo
v = {[c] ∈ H1(Gv,Ad0ρ̄)|(1 + ǫ[c])ρ̄ ∈ Cneo

v (F[ǫ])}.

▲❡' Diag(Ad0ρ̄) ❞❡♥♦'❡ '❤❡ 8✉❜✲F[Gv]✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ Ad0ρ̄ ♦❢ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛'=✐❝❡8✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢

'❤✐8 8❡❝'✐♦♥ ✐8 '♦ ♣=♦✈❡ '❤❡ ♥❡①' '✇♦ =❡8✉❧'8✳

/0♦♣♦2✐+✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ✖ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣$♦♣❡$%✐❡+ ❤♦❧❞✳

✶✮ ❚❤❡ ❢✉♥❝%♦$ Cneo
v +❛%✐+✜❡+ P1 , . . . ,P5 ✱ ❢♦$ ❡❛❝❤ v ∈ S✳

✷✮ ❆++✉♠❡ %❤❛% µp * Kv✱ ❢♦$ v ∈ S✳ ❚❤❡♥ %❤❡ ♣❛✐$ (Cneo
v , Lneo

v ) ✐+ ❛❞♠✐++✐❜❧❡✳
✸✮ ❖♥❡ ❤❛+

Lneo
v = H1(Gv,Diag(Ad0ρ̄)).

❚❤✉+

dimFL
neo
v = [Kv : Qp] + 1 + δ(µp(Kv)),

✇❤❡$❡ δ(µp(Kv)) = 1 ✐❢ µp ⊆ Kv ❛♥❞ 0 ♦%❤❡$✇✐+❡✳

❘❡♠❛0❦ ✷✳✸✳✸✳ ✖ ■♥ ❬❖❤✱ ▲❡♠♠❛ ✶✳✻✳❪✱ ✐% ✐+ ♣$♦✈❡❞ %❤❛% Cneo
v +❛%✐+✜❡+ P4 ✐♥ ❛ ❞✐✛❡$❡♥%

✇❛②✳

✺✽



❚❤❡ ♣$♦♦❢ ✐( ♣❡$❢♦$♠❡❞ ✐♥ ,✇♦ (,❡♣(✳ ■♥ (❡❝,✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ ♣❛$,( ✶✮ ❛♥❞ ✷✮ ♦❢ 7$♦♣♦(✐,✐♦♥ ✷✳✸✳✷

❛$❡ ♣$♦✈❡❞✳ ❆❢,❡$✇❛$❞(✱ ✇❡ ✇✐❧❧ (,✉❞② ,❤❡ (,$✉❝,✉$❡ ♦❢ ,❤❡ ♠♦❞✉❧❡ Ad0ρ̄ ❢♦$ ,❤❡ ❛❝,✐♦♥ ♦❢
Gv ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ,❤❡ ❞✐♠❡♥(✐♦♥( ♦❢ ,❤❡ (♣❛❝❡( L

neo
v ✐♥ (❡❝,✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✷✳ ❇❡❢♦$❡ ,❤✐(✱ ✇❡

❣✐✈❡ ❛ ❞✐$❡❝, ❝♦♥(❡?✉❡♥❝❡ ♦❢ 7$♦♣♦(✐,✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ♥❡❡❞✐♥❣ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐,✐♦♥✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ✖ δ1(ρ̄) ✐! "❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ♣❧❛❝❡! ✐♥ Pl∞(K) ✇❤✐❝❤ ❛)❡ ❡✈❡♥ ❢♦) ρ̄✱ ❛♥❞

δ−1(ρ̄) ✐! "❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉! ♥✉♠❜❡) ❢♦) ♦❞❞ ♣❧❛❝❡! ✐♥ Pl∞(K)✳
❲❤❡♥ K ✐! "♦"❛❧❧② )❡❛❧✱ ρ̄ ✐! "♦"❛❧❧② ♦❞❞ ✇❤❡♥ [K : Q] = δ−1(ρ̄)✳

❈♦,♦❧❧❛,② ✷✳✸✳✺✳ ✖ ❲❡ ✜① ρ̄ : GK → GL2(F) ✇❤✐❝❤ ✐! ✉♥)❛♠✐✜❡❞ ♦✉"!✐❞❡ S = Sp✳

❚❤❡♥ ∑

v∈S

dimFL
neo
v ≥

∑

v∈S∪Pl∞(K)

dimFH
0(Gv,Ad0ρ̄)

✐! ❡;✉✐✈❛❧❡♥" "♦

[K : Q] +
∑

v∈S

δ(µp(Kv)) ≥ 3δ1(ρ̄) + δ−1(ρ̄).

<)♦♦❢✳ ✖ ❖♥❡ ❤❛( dimFH
0(Gv,Ad0ρ̄) = 1 ❢♦$ ❡❛❝❤ v ∈ S✱ ❛♥❞

dimFH
0(Gv,Ad0ρ̄) = 1, ❢♦$ ❡✈❡$② ♦❞❞ ♣❧❛❝❡ v ∈ Pl∞(K),

dimFH
0(Gv,Ad0ρ̄) = 3, ❢♦$ ❡✈❡$② ❡✈❡♥ ♣❧❛❝❡ v ∈ Pl∞(K).

❚❤✐( ✐♠♣❧✐❡( ,❤❡ ❞❡(✐$❡❞ ❡?✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

✷✳✸✳✶✳ ❆❜♦✉( Cneo
v ✳ ✖ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❦❡② ❧❡♠♠❛✱ ✇❤♦(❡ ♣$♦♦❢ ✐( ?✉✐,❡ ❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧✱

❣✐✈❡( ✉( ❛ ♥✐❝❡ ♠❛,$✐① $❡♣$❡(❡♥,❛,✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥,( ✐♥ Cneo
v ✳ ❚❤✐( $❡♣$❡(❡♥,❛,✐♦♥ ✐( ✉♥✐?✉❡ ✐♥

,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ (❡♥(❡ ✿

▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✻✳ ✖ ✶✮ ❆!!✉♠❡ "❤❛" ρ ∈ Cneo
v (A)✱ ✇❤❡)❡ A ∈ Ĉ✳

❚❤❡♥ "❤❡)❡ ❡①✐!"! ❛ )❡♣)❡!❡♥"❛"✐✈❡ ♦❢ ρ ♦❢ "❤❡ ❢♦)♠

M−1

(
ψ1 0
0 ψ2

)
M, ✇✐"❤ M =

(
1 y
z 1

)
❛♥❞ y, z ∈ mA.

✷✮ ▲❡" ρ1 = M−1
1

(
ψ1 0
0 ψ2

)
M1 ❛♥❞ ρ2 = M−1

2

(
ψ′

1 0
0 ψ′

2

)
M2 "✇♦ ❧✐❢"! ♦❢ ρ̄v "♦ A ∈ Ĉ✱

✇❤❡)❡ Mi =

(
1 yi

zi 1

)
❛♥❞ yi, zi ∈ mA, ❢♦) i ∈ {1, 2}✳

▲❡" g ∈ Gv ❛♥❞ ❛!!✉♠❡ "❤❛" ✿

✭✐✮ ρ1(g) = ρ2(g)✱
✭✐✐✮ ρ̄v(g) ✐! ♥♦" !❝❛❧❛) ♠❛")✐①✳

❚❤❡♥

M1 = M2 ❛♥❞ ψi(g) = ψ′
i(g) ❢♦) i ∈ {1, 2}.

<)♦♦❢✳ ✖ ✶✮ ❙✐♥❝❡ ρ ∈ Cneo
v (A)✱ ,❤❡$❡ ❡①✐(,( ,✇♦ ❝❤❛$❛❝,❡$( ψ1, ψ2 (✉❝❤ ,❤❛, ρ ≃ ψ1 ⊕ ψ2✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ (❡,( ✿

Com(ρ) = {M ∈ GL2(A) | M
(
ψ1 0
0 ψ2

)
M−1 =

(
ψ1 0
0 ψ2

)
},

B(ρ) = {M ∈ GL2(A) | MρM−1 =

(
ψ1 0
0 ψ2

)
}.

✺✾



❙✐♥❝❡ ψ1 6= ψ2✱ &❤❡ (✉❜❣,♦✉♣ Com(ρ) ✐( ❡/✉❛❧ &♦ &❤❡ (✉❜❣,♦✉♣ ♦❢ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛&,✐❝❡( ♦❢

GL2(A)✳ ◆❡①&✱ ♥♦&❡ &❤❛& Com(ρ) ❛❝&( ♦♥ &❤❡ ❧❡❢& ♦♥ B(ρ) ❜② ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐♦♥✳ ❉❡(❝,✐❜✐♥❣ &❤❡

♦,❜✐& ♦❢ ❛ ♠❛&,✐① M =

(
x y
z t

)
∈ B(ρ) ✉♥❞❡, &❤✐( ❛❝&✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ♣❛,& ✶✮✳

✷✮▲❡& a = ψ1(g), b = ψ2(g), c = ψ′
1(g) ❛♥❞ d = ψ′

2(g)✳
?❛,& (i) ✐♠♣❧✐❡( &❤❛& a + b = c + d ❛♥❞ ab = cd✳ ❍❡♥❝❡✱ ab = a(c + d − a) ❛♥❞ &❤❡♥

(a− c)(a− d) = 0✳ ❇✉& (a− d) ∈ A×
❢,♦♠ ❤②♣♦&❤❡(❡( (i) ❛♥❞ (ii)✳ ❚❤✐( (❤♦✇( &❤❛& a = c

❛♥❞ ✐& ❢♦❧❧♦✇( &❤❛& b = d✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ♣,♦✈❡ &❤❡ ❡/✉❛❧✐&②M1 = M2✳ ❲❡ ❣❡& y1(a−b)(1−y2z2) =
y2(a− b)(1−y1z1) ❝♦♠♣❛,✐♥❣ &❤❡ ❛♥&✐❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ &❤❡ ♠❛&,✐❝❡(M

−1
1 N1M1 ❛♥❞ M

−1
2 N2M2✱

❛♥❞ ✇❡ ❣❡& (a− b)y1z1 = (a− b)y2z2 ❝♦♠♣❛,✐♥❣ &❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ &❤❡ (❛♠❡ ♠❛&,✐❝❡(✳ ❚❤❛♥❦(
&♦ (ii)✱ (a− b) ∈ A×

✳ ■& ❢♦❧❧♦✇( &❤❛& y1(1− y2z2) = y2(1− y1z1)✱ y1z1 = y2z2 ❛♥❞ y1 = y2✳

❚❤❡ (❛♠❡ ✇❛②✱ ✇❡ ♦❜&❛✐♥ z1 = z2✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✼✳ ✖ Cneo
v  ❛"✐ ✜❡ P1 ,P2 ,P3 ❛♥❞ P5 ✳

)*♦♦❢✳ ✖ ■& ✐( ❡❛(② &♦ (❡❡ &❤❛& Cneo
v (❛&✐(✜❡( P1 ,P2 ❛♥❞ P3 ✳

❋♦, P5 ✱ ✇❡ ✇♦,❦ ✇✐&❤ &❤❡ ❡①♣,❡((✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✻ ❢♦, ❡❛❝❤ ρn = (ρ mod R/(mR)n) ✿

ρn = M−1
n

(
ψn 0
0 ϕn

)
Mn

✇❤❡,❡Mn =

(
1 yn

zn 1

)
✳ ❚❤❡ ♣,♦❥❡❝&✐✈❡ ❧✐♠✐& ♦❢ &❤❡ ρn ❡①✐(&( &❤❛♥❦( &♦ ✐&❡♠ 2) ♦❢ ▲❡♠♠❛

✷✳✸✳✻ ❛♥❞ ✐( ❡/✉❛❧ &♦ ρ✳ ❚❤✉(✱ Cneo
v (❛&✐(✜❡( ♣,♦♣❡,&② P5 ✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✽✳ ✖ )*♦♣❡*"② ♦❢ ✜❜*❡❞ ♣*♦❞✉❝" P4  "❛♥❞ ❢♦* Cneo
v ✳

)*♦♦❢✳ ✖ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉(❡ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✻✳ ▲❡& (R1, ρ1) ❛♥❞ (R2, ρ2) ❜❡ ❛( ✐♥ P4 ✱ ❛♥❞ (❤♦✇ &❤❛&

(R3, ρ1 ⊕ ρ2) ∈ Cneo
v (R3)✱ ✐♥ ❦❡❡♣✐♥❣ ♥♦&❛&✐♦♥( ♦❢ ❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳

❆( (Ri, ρi) ∈ Cneo
v (Ri)✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ❢,♦♠ ✷✳✸✳✻ &❤❡,❡ ❡①✐(&( yi, zi ∈ mRi (✉❝❤ &❤❛&

ρi = Mi

(
ψi,1 0
0 ψi,2

)
M−1

i

✇❤❡,❡

Mi =

(
1 yi

zi 1

)
❛♥❞ (ψi,j mod mRi) = χj .

❲❡ ❤❛✈❡ &♦ ✜♥❞ X ∈ GL2(R1) ❛♥❞ &✇♦ ❝❤❛,❛❝&❡,( (φ1 ⊕ φ2), (ϕ1 ⊕ ϕ2) ✇✐&❤ ✈❛❧✉❡( ✐♥ R×
3

(❛&✐(❢②✐♥❣ ✿

(M1X ⊕M2) ∈ GL2(R3)

❛♥❞ ρ1 ⊕ ρ2 = (M1X ⊕M2)

(
φ1 ⊕ φ2 0

0 ϕ1 ⊕ ϕ2

)
(M1X ⊕M2)

−1.

❲❡ (❡❛,❝❤ ❢♦, ❛♥ X ∈ GL2(R1) ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠✉&❡( ✇✐&❤

(
ψ1,1 0
0 ψ1,2

)
mod I1 ❛♥❞ (✉❝❤

&❤❛& α(M1X mod I1) = (M2 mod I2)✳ ❯♣ &♦ ❝♦♥❥✉❣❛&❡ (ρ1 mod I1) ❜② α
−1(M2 mod I2)✱

✇❡ ❝❛♥ ❛((✉♠❡ &❤❛& (M2 mod I2) = Id✱ ✐✳❡✳

(ρ2 mod I2) =

(
ψ2,1 0
0 ψ2,2

)
mod I2.

✻✵



❋!♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ ♦♠✐) )❤❡ !❡❢❡!❡♥❝❡ )♦ α✳ ❙✐♥❝❡ (ρ1 mod I1) = (ρ2 mod I2)✱ ✇❡ ❣❡) ✿

(1− y1z1)
−1

(
ψ1,1 − y1z1ψ1,2 y1(ψ1,1 − ψ1,2)
z1(ψ1,2 − ψ1,1) ψ1,2 − y1z1ψ1,1

)
mod I1

=

(
ψ2,1 0
0 ψ2,2

)
mod I2.

❙✐♥❝❡ ψ1,1 6= ψ1,2 (mod mR1)✱ ✐) ❤♦❧❞3

y1, z1 ∈ I1 ❛♥❞ (ψ1,j mod I1) = (ψ2,j mod I2).

❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐)❤ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 3✉✐)❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡

X = Id, φ1 ⊕ φ2 = ψ1,1 ⊕ ψ2,1 ❛♥❞ ϕ1 ⊕ ϕ2 = ψ1,2 ⊕ ψ2,2.

❘❡♠❛$❦ ✷✳✸✳✾✳ ✖ ◆♦"❡ "❤❛" "❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ X ✐) *✉✐"❡ ✐♠♠❡❞✐❛"❡ ❤❡.❡ "❤❛♥❦) "♦ ▲❡♠♠❛

✷✳✸✳✻ ❀ ✇❡ ❣✐✈❡ "❤❡ ❞❡"❛✐❧) ♦❢ "❤❡ ♣.♦♦❢ "♦ ✐❧❧✉)".❛"❡ "❤❡ ✉)✉❛❧ ❛♣♣.♦❛❝❤ ❢♦. P4 ✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✶✵✳ ✖ ■❢ µp * Kv✱ "❤❡♥ C
neo
v )❛"✐)✜❡) P6 ✳

?.♦♦❢✳ ✖ ■❢ µp * Kv✱ )❤❡♥ )❤❡ ✈❡!3❛❧ !✐♥❣ ♦❢ Cneo
v ✐3 3♠♦♦)❤ ♦✈❡! W(F) ✭3❡❡ ❊①❛♠♣❧❡

✶✳✸✳✷✶✮✳ C!♦♣❡!)② P6 ✐3 ❡3)❛❜❧✐3❤❡❞ ❢♦! Cneo
v )❤❛♥❦3 )♦ ❘❡♠❛!❦ ✷✳✷✳✺✳

✷✳✸✳✷✳ ❚❤❡ &❛♥❣❡♥& *♣❛❝❡ Lneo
v ✳ ✖

✷✳✸✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ●❛❧♦✐) ♠♦❞✉❧❡) Ad0ρ̄ ❛♥❞ (Ad0ρ̄)(1)✳ ✖ ❚❤❡ GK✲❡J✉✐✈❛!✐❛♥) ❛♥❞ ♣❡!❢❡❝)

♣❛✐!✐♥❣

Ad0ρ̄×Ad0ρ̄ → F
(A,B) 7→ Tr(AB)

3❤♦✇3 )❤❛) )❤❡ !❡♣!❡3❡♥)❛)✐♦♥ Ad0ρ̄ ✐3 3❡❧❢✲❞✉❛❧ ✿ Ad0ρ̄ ≃ (Ad0ρ̄)∗✱ ✇❤❡!❡ (Ad0ρ̄)∗ =
Hom(Ad0ρ̄,F)✳ ❋♦! i ∈ {0, 1, 2}✱ C!♦♣♦3✐)✐♦♥ ✷✳✷✳✶ 3)❛)❡3 )❤❛)

H i(Gv,Ad0ρ̄)×H2−i(Gv, (Ad0ρ̄)(1))→ H2(Gv,F(1)) ≃ F.

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡3❝!✐❜❡ )❤❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ♦❢ )❤❡ ♠♦❞✉❧❡ Ad0ρ̄✳

-$♦♣♦0✐2✐♦♥ ✷✳✸✳✶✶✳ ✖ ✶✮ ❆) F[Gv]✲♠♦❞✉❧❡) ✿

Ad0ρ̄ ≃ F⊕ F(χ−1
1 χ2)⊕ F(χ1χ

−1
2 ).

✷✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞) ✿

H0(Gv,Ad0ρ̄) = Diag(Ad0ρ̄) ≃ F,

dimFH
2(Gv,Ad0ρ̄) = δ(µp(Kv)),

❛♥❞

dimFH
1(Gv,Ad0ρ̄) = 1 + δ(µp(Kv)) + 3 [Kv : Qp].

✻✶



 !♦♦❢✳ ✖ ❚❤❡ ♣&♦♦❢ ♦❢ 1) ✐* ✐♠♠❡❞✐❛.❡✳ ❲❡ &❡❝❛❧❧ .❤❛. χ1χ
−1
2 /∈ {1, χp, χ

−1
p }✳ ❚❤✉*✱ ✇✐.❤

1)✱ ✐. ❤♦❧❞* H0(Gv,Ad0ρ̄) = Diag(Ad0ρ̄) ≃ F✳ ❇② ❧♦❝❛❧ ❞✉❛❧✐.②✱ .❤❡ ❣&♦✉♣ H2(Gv,Ad0ρ̄) ✐*

.❤❡ 8♦♥.&②❛❣✐♥ ❞✉❛❧ ♦❢ H0(Gv, (Ad0ρ̄)
′
)✱ ✇✐.❤ (Ad0ρ̄)

′
= Hom((Ad0ρ̄), µp)✳

❚❤❛♥❦* .♦ 1)✱ ♦♥❡ ❤❛* (Ad0ρ̄)
′ ≃ F(χp) ⊕ F(χ−1

1 χ2χp) ⊕ F(χ1χ
−1
2 χp) ❀ .❤❡ ❣&♦✉♣ Gv ❛❝.*

♦♥ (Ad0ρ̄)
′

✐♥ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✱ ✇✐.❤ σ ∈ Gv ❛♥❞ f ∈ (Ad0ρ̄)
′

✿

(σ · f)(m1) = f(m1)
χp(σ),

(σ · f)(m2) = f(m2)
(χ−1

1 χ2χp)(σ)
❛♥❞ (σ · f)(m3) = f(m3)

(χ−1
2 χ1χp)(σ),

✇❤❡&❡ m1 =

(
1 0
0 −1

)
✱ m2 =

(
0 1
0 0

)
❛♥❞ m3 =

(
0 0
1 0

)
✳ ■❢ .❤❡ ❛❝.✐♦♥ ♦❢ Gv ♦♥ µp

✐* .&✐✈✐❛❧✱ .❤❡♥ dimFH
0(Gv, (Ad0ρ̄)

′
) = 1✱ ♦.❤❡&✇✐*❡ .❤❡ *♣❛❝❡ H0

✐* .&✐✈✐❛❧✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ .❤❡

❞✐♠❡♥*✐♦♥ ♦❢ H1
✇✐.❤ .❤❡ ❧♦❝❛❧ ❊✉❧❡&✲8♦✐♥❝❛&A ❝❤❛&❛❝.❡&✐*.✐❝✳

✷✳✸✳✷✳✷✳  !♦♦❢ ♦❢ ✐(❡♠ ✸✮ ✐♥  !♦♣♦.✐(✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ✖ ❚❤❛♥❦* .♦ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✻ ❛♥❞ .♦ 8&♦♣♦✲

*✐.✐♦♥ ✷✳✸✳✶✶✱ ✐. ❢♦❧❧♦✇* .❤❛.

Lneo
v = H1(Gv,Diag(Ad0ρ̄)),

✐✳❡✳ Lneo
v = Hom(Gv/([Gv, Gv]G

p
v),F).

❇② ❧♦❝❛❧ ❝❧❛** ✜❡❧❞ .❤❡♦&②✱ ♦♥❡ ❣❡.*

dimFL
neo
v = [Kv : Qp] + 1 + δ(µp(Kv)),

✇❤❡&❡ δ(µp(Kv)) = 1 ✐❢ µp ⊆ K×
v ❛♥❞ 0 ♦.❤❡&✇✐*❡✳ �

✷✳✸✳✸✳ ❆❜♦✉' Ceo
v ✳ ✖ ■♥ .❤✐* *✉❜*❡❝.✐♦♥✱ ✇❡ *♣❡❛❦ ❛❜♦✉. .❤❡ ❧✐♥❦* ❜❡.✇❡❡♥ ♦✉& ✇♦&❦

❛♥❞ .❤❡ ❛&.✐❝❧❡ ❬❖❤❪✳ ▲❡. S = Sp✳ ❲❡ ✜① ρ̄eo : GK,S → GL2(F) ✇❤✐❝❤ ✐* ❡①.&❛♦&❞✐♥❛&② ✐♥ v✱

❢♦& ❛❧❧ v ∈ S✳ ■♥ ❬❖❤❪✱ ❖❤.❛♥✐ *.✉❞✐❡❞ .❤❡ ❢✉♥❝.♦& ✇❤✐❝❤ ♣❛&❛♠❡.&✐③❡* .❤❡ S✲&❛♠✐✜❡❞ ❛♥❞

❡①.&❛♦&❞✐♥❛&② ✐♥ v ❞❡❢♦&♠❛.✐♦♥* ♦❢ ρ̄eo✳ ❍❡&❡✱ ✇❡ ✐♠♣♦*❡ ❛♥ ❛❞❞✐.✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♠✐♥♦& ❝♦♥❞✐.✐♦♥

❜② ✜①✐♥❣ ❞❡&♠✐♥❛♥. ♦❢ *✉❝❤ ❞❡❢♦&♠❛.✐♦♥*✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝.♦& ❛**♦❝✐❛.❡❞ .♦ ❛❧❧ .❤❡*❡ &❡O✉✐&❡♠❡♥.*

✐* ❞❡♥♦.❡❞ ❜② Def{Ceo
v }✳ ❇② ❞❡✜♥✐.✐♦♥✱ ✐. ✐* .❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ✐♥ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣&❛♠

Def{Ceo
v } −−−−→

∏
v∈S C

eo
vy

y

Def(ρ̄eo) −−−−→
∏

v∈S Defv(ρ̄eo|Gv
),

✇❤❡&❡ Def(ρ̄eo) ✐* .❤❡ ❞❡❢♦&♠❛.✐♦♥ ❢✉♥❝.♦& ♦❢ ρ̄eo✱ Defv(ρ̄eo|Gv
) .❤❡ *❛♠❡ ❢♦& ρ̄eo|Gv

❛♥❞ Ceo
v

✐.* *✉❜❢✉♥❝.♦& ✇❤✐❝❤ ♣❛&❛♠❡.&✐③❡* .❤❡ ❡①.&❛♦&❞✐♥❛&② ❞❡❢♦&♠❛.✐♦♥* ♦❢ ρ̄eo|Gv
✳

▲❡. Leo
v = {[c] ∈ H1(Gv,Ad0ρ̄)|(1 + ǫ[c])ρ̄eo ∈ Ceo

v (F[ǫ])}.

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✸✳✶✷✳ ✖ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣!♦♣❡!(✐❡. ❤♦❧❞✳

✶✮ ■❢ µp * Kv✱ ❢♦! v ∈ S✱ (❤❡♥ (❤❡ ♣❛✐! (Ceo
v , L

eo
v ) ✐. ❛❞♠✐..✐❜❧❡✳

✷✮ ❖♥❡ ❤❛. Leo
v = H1(Gv/Iv,Diag(Ad0ρ̄)) ❛♥❞ dimFL

eo
v = 1 ❢♦! ❛❧❧ v ∈ S✳

✸✮ ❲❡ ❤❛✈❡ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡=✉❛❧✐(②

∑

v∈S

dimFL
eo
v −

∑

v∈S∪Pl∞(K)

dimFH
0(Gv,Ad0) = −(3δ1 + δ−1).

✻✷



 !♦♦❢✳ ✖ ❋♦$ ✐&❡♠ 1)✱ ✇❡ ❥✉-& ✉-❡ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✻ ❛♥❞ 5$♦♣♦-✐&✐♦♥ ✷✳✸✳✶✶ ❛- ❢♦$ &❤❡ ♣$♦♦❢ ♦❢

5$♦♣♦-✐&✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ◆♦&❡ &❤❛& ψ1 ✐- ✉♥$❛♠✐✜❡❞ ❝❤❛$❛❝&❡$ ✐♥ &❤❡ ❡①&$❛♦$❞✐♥❛$② ❝❛-❡✳ ■&❡♠- 2)
❛♥❞ 3) ❛$❡ ❞✐$❡❝& ❝♦♥-❡@✉❡♥❝❡- &❤❛♥❦- &♦ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✻✳

5$♦♣♦-✐&✐♦♥ ✷✳✸✳✶✷ ✐♠♣❧✐❡- &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡@✉❛❧✐&②

∑

v∈S

dimFL
eo
v <

∑

v∈S∪Pl∞(K)

dimFH
0(Gv,Ad0).

❍❡♥❝❡ &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ ❤②♣♦&❤❡-✐- ❛❜♦✉& &❤❡ ❞✐♠❡♥-✐♦♥- ♦❢ &❛♥❣❡♥& -♣❛❝❡- ✐♥ 5$♦♣♦-&✐♦♥ ✷✳✹✳✹

❢❛✐❧-✱ &❤❡-❡ &❛♥❣❡♥& -♣❛❝❡- ❛$❡ &♦♦ -♠❛❧❧✳ ■& ✐- ❞✉❡ &♦ &❤❡ ❢❛❝& &❤❛& ψ1 ✐- ✉♥$❛♠✐✜❡❞ ❝❤❛$❛❝&❡$✱

✇❤✐❝❤ ✐- &♦♦ $❡-&$✐❝&✐✈❡ &♦ ✉-❡ ❚❛②❧♦$✲❘❛♠❛❦$✐-❤♥❛✬- ♠❡&❤♦❞ ✇✐&❤ &❤❡ ❞❛&❛ (Ceo
v , L

eo
v )✳ ❚❤❛&

✐- ✇❤② ✇❡ $❡❧❛① &❤❡ ❛--✉♠♣&✐♦♥ ❛❜♦✉& &❤❡ $❛♠✐✜❝❛&✐♦♥ ♦❢ ψ1 ❛♥❞ ✇♦$❦ ✇✐&❤ (Cneo
v , Lneo

v )
✐♥ ❚❤❡♦$❡♠ ❇ ✭-❡❡ ❈♦$♦❧❧❛$② ✷✳✸✳✺ ❢♦$ ✐♥❡@✉❛❧✐&② ❛❜♦✉& dimFL

neo
v ✮✳

✷✳✹✳ ▼❛✐♥ ❚❤❡♦+❡♠

■♥ &❤✐- -❡❝&✐♦♥✱ &❤❛♥❦- &♦ 5$♦♣♦-✐&♦♥ ✷✳✷✳✶✵ ❛♥❞ ✷✳✹✳✹✱ ✇❡ ♣$♦✈❡ ❚❤❡♦$❡♠ ❇ ✿

❚❤❡♦$❡♠ ❇✳ ✖ ▲❡& ρ̄ : GK → GL2(F) ❜❡ ❛ ❝♦♥&✐♥✉♦✉- !❡♣!❡-❡♥&❛&✐♦♥✱ ✉♥!❛♠✐✜❡❞ ♦✉&-✐❞❡
S = Sp✱ ✇✐&❤ p ≥ 5✳ ❆--✉♠❡ &❤❛& ρ̄ ✐- &♦&❛❧❧② ♦❞❞✱ ♥❡❛!❧② ❡①&!❛♦!❞✐♥❛!② ✐♥ v ❢♦! ❡❛❝❤ v ∈ S
❛♥❞ &❤❛& &❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ρ̄ ✐- ❢✉❧❧✳
❙✉♣♣♦-❡ &❤❛& K ✐- &♦&❛❧❧② !❡❛❧ ❛♥❞ &❤❛& µp * Kv✱ ❢♦! ❡❛❝❤ v ∈ S✳
❚❤❡♥ &❤❡!❡ ❡①✐-&- ❛ ❞❡❢♦!♠❛&✐♦♥ (W(F), ρ) ♦❢ ρ̄ ❛♥❞ ❛ ✜♥✐&❡ -❡& ♦❢ ♣!✐♠❡- T ⊇ S -✉❝❤ &❤❛&

ρ ✐- T ✲!❛♠✐✜❡❞ ❛♥❞ (W(F), ρ|Gv
) ∈ Cneo

v (W(F)),

❢♦! ❛❧❧ v ∈ Sp✳

✷✳✹✳✶✳ ❙/+❛/❡❣②✳ ✖ ▲❡& ρ̄ : GK → GL2(F) ❜❡ ❛ ❝♦♥&✐♥✉♦✉- $❡♣$❡-❡♥&❛&✐♦♥✱ ✉♥$❛♠✐✜❡❞

♦✉&-✐❞❡ S✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ -&$❛&❡❣② ✐- ❞✉❡ &♦ ❘❛♠❛❦$✐-❤♥❛ ❬❘❛ ✷❪✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✐❞❡❛ ✐- &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❲❡ ✇❛♥& &♦ ✜♥❞ ❛ ✜♥✐&❡ -❡& T ♦❢ ♣❧❛❝❡- ❛♥❞ {(Cv, Lv)}v∈T ❛❞♠✐--✐❜❧❡ ♣❛✐$- -✉❝❤ &❤❛&

H1
{L(T )⊥}

(GK,T , (Ad0ρ̄)(1)) = (0)✱ ✇❤❡$❡ L(T ) =
⊕

v∈T Lv ❀ ✐♥ &❤❛& ❝❛-❡✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ✭&❤❛♥❦-

&♦ 5$♦♣♦-✐&✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵✮ &❤❛& &❤❡$❡ ❡①✐-&- ❛ ❞❡❢♦$♠❛&✐♦♥ (W(F), ρ) ♦❢ ρ̄ -✉❝❤ &❤❛& ρ|Gv
∈

Cv(W(F))✱ ❢♦$ ❛❧❧ v ∈ T ✳ ❙♦ ✇❡ ✇❛♥& &♦ ♠❛❦❡ &$✐✈✐❛❧ ❛ ❙❡❧♠❡$ ❣$♦✉♣ ❜② ❛❞❞✐♥❣ -♦♠❡

♣$✐♠❡- &♦ S ✐♥ ♦$❞❡$ &♦ ❛♣♣❧② 5$♦♣♦-✐&✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦$❡ -♣❡❝✐✜❝✳

❙✉❜-❡❝&✐♦♥- ✷✳✹✳✹ ❛♥❞ ✷✳✹✳✸ ❞❡-❝$✐❜❡ -♦♠❡ ❡-&✐♠❛&✐♦♥- ♦❢ &❤❡ ♣❧❛❝❡- w ✭✇❤❡♥ K = Q✮

✐♥&$♦❞✉❝❡❞ ✐♥ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡-❝$✐♣&✐♦♥✳

✶✮ ❛✮ ■❢ H1
{L(S)⊥}

(GK,S , (Ad0ρ̄)(1)) ✐- ❛❧$❡❛❞② &$✐✈✐❛❧✱ ✇❡ ✉-❡ 5$♦♣♦-✐&✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵ ❛♥❞ &❤❡♥

&❤❡$❡ ❡①✐-&- ❛ ❞❡❢♦$♠❛&✐♦♥ (W(F), ρ) ♦❢ ρ̄ -✉❝❤ &❤❛& ρ|Gv
∈ Cv(W(F))✱ ❢♦$ ❛❧❧ v ∈ S✳ ❲❡

&❛❦❡ T = S ❛♥❞ (W(F), ρ) ✐♥ ❚❤❡♦$❡♠ ❇ ✇❤❡$❡ Cv -&❛♥❞- ❢♦$ Cneo
v ✳

❜✮ ❖&❤❡$✇✐-❡✱ ❛--✉♠❡ &❤❛& H1
{L(S)⊥}

(GK,S , (Ad0ρ̄)(1)) 6= (0)✳ ❲$✐&❡ φ ❛ ♥♦♥✲&$✐✈✐❛❧ ❡❧❡✲

♠❡♥& ✐♥ H1
{L(S)⊥}

(GK,S , (Ad0ρ̄)(1))✳ ▲❡& w ❜❡ ❛ ♣❧❛❝❡ ♥♦& ✐♥ S ❛♥❞ L⊥
w ❜❡ ❛ -✉❜-♣❛❝❡ ♦❢

H1(Gw, (Ad0ρ̄)(1))✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❛&✉$❛❧ -❡@✉❡♥❝❡ ✐- ❡①❛❝&

0 → H1
{L(S)⊥⊕L⊥

w}
(GK,S∪{w}, (Ad0ρ̄)(1))

→ H1
{L(S)⊥⊕H1(Gw,(Ad0ρ̄)(1))}

(GK,S∪{w}, (Ad0ρ̄)(1))→ H1(Gw,Ad0ρ̄(1))/L⊥
w .

✻✸



❲❡ ✇❛♥% %♦ ✜♥❞ ❛ ♣❧❛❝❡ w ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ %❤❡ ♣❛✐/ (L(S)⊥, GK,S) 0✉❝❤ %❤❛% ✿

✭✐✮ H1
{L(S)⊥}

(GK,S , (Ad0ρ̄)(1)) = H1
{L(S)⊥⊕H1(Gw,(Ad0ρ̄)(1)}

(GK,S∪{w}, (Ad0ρ̄)(1))✱

✭✐✐✮ %❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ φ ✐♥ H1(Gw,Ad0ρ̄(1))/L⊥
w ✐0 ♥♦♥③❡/♦✳

✷✮ ◆♦✇ ✇❡ ❞✐0❝✉00 %❤❡ %❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡>✉❛❧✐%② ✐♥ (i)✳ ◆♦%❡ %❤❛%

ker(H1
{L(S)}(GK,S ,Ad0ρ̄) → H1(Gw/Iw,Ad0ρ̄)) = H1

{L(S)}(GK,S∪{w},Ad0ρ̄),

✇❤❡/❡ %❤❡ ♠❛♣ ❝♦♥0✐❞❡/❡❞ ✐♥ %❤❡ ❦❡/♥❡❧ ✐0 %❤❡ ♥❛%✉/❛❧ /❡0%/✐❝%✐♦♥✳

A♦✐♥% 3) ✐♥ ❚❤❡♦/❡♠ ✷✳✷✳✸ ✐♠♣❧✐❡0 %❤❛%

|H1
{L(S)⊥⊕H1(Gw,(Ad0ρ̄)(1)}

(GK,S∪{w}, (Ad0ρ̄)(1))|
|H1

{L(S)⊥}
(GK,S , (Ad0ρ̄)(1))|

=
|H1

{L(S)}(GK,S∪{w},Ad0ρ̄)|
|H1

{L(S)}(GK,S ,Ad0ρ̄)| |H1(Gw/Iw,Ad0ρ̄)|.

❙♦ %❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡>✉❛❧✐%② ✐♥ (i) ❤♦❧❞0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
✭✐✮✬ %❤❡ ♥❛%✉/❛❧ /❡0%/✐❝%✐♦♥ H1

{L(S)}(GK,S ,Ad0ρ̄) → H1(Gw/Iw,Ad0ρ̄) ✐0 0✉/❥❡❝%✐✈❡✳

❲❡ 0❡❡ %❤❛% ✇❡ 0❡❛/❝❤ ❢♦/ ❛ ♣❧❛❝❡ w 0✉❝❤ %❤❛% (i)✬ ❛♥❞ (ii) ❤♦❧❞✳ ◆♦%❡ %❤❛% ❢♦/ 0✐♠♣❧✐❝✐%②
✇❡ ❢♦❝✉0 ♦♥ ♣❧❛❝❡ w 0✉❝❤ %❤❛% H1(Gw/Iw,Ad0ρ̄) ✐0 ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧ 0♣❛❝❡ ♦✈❡/ F✳ ❲❡
♣/♦✈❡ 0✉❝❤ ❛ w ❡①✐0%0 ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✳✸✳

✸✮ ❲❡ ❝♦♥%✐♥✉❡ ✐♥ %❤✐0 ❢❛0❤✐♦♥ ♦❜%❛✐♥✐♥❣✱ ❛❢%❡/ ❛ ✜♥✐%❡ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ ✐%❡/❛%✐♦♥0✱ ❛ ✜♥✐%❡ 0❡% ♦❢

♣❧❛❝❡0 T = S ∪ {w1, ..., wt} 0✉❝❤ %❤❛%
H1

{L(T )⊥}(GK,T ,Ad0ρ̄(1)) = (0)

✇❤❡/❡ t ≤ dimFH
1
{L(S)⊥}

(GK,S , (Ad0ρ̄)(1)) ❛♥❞ L(T )⊥ = (
⊕

v∈S L
⊥
v )⊕ L⊥

w1
⊕ ...⊕ L⊥

wt
.

✷✳✹✳✷✳ #$♦♦❢' ✿ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❛♥❞ ❈❡❜♦5❛$❡✈✳ ✖ ❲❡ ♥❡❡❞ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛0 %♦

♣/♦✈❡ A/♦♣♦0✐%✐♦♥ ✷✳✹✳✹✳ ❚❤❡ ♠❡%❤♦❞ ✐0 ✐♥ %❤❡ 0♣✐/✐% ♦❢ ❬❚❛ ✶❪✳ ❲❡ ❣✐✈❡ %❤❡ ❞❡%❛✐❧0 ♦❢ %❤❡

♣/♦♦❢0 ♦❢ %✇♦ ❧❡♠♠❛0 ❢♦/ %❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ /❡❛❞❡/✳

▲❡% ρ̄ : GK → GL2(F) ❞❡♥♦%❡ ❛ /❡♣/❡0❡♥%❛%✐♦♥ ✉♥/❛♠✐✜❡❞ ♦✉%0✐❞❡ S = Sp✳ ❆00✉♠❡ ❛❧0♦

%❤❛% SL2(F) ⊆ im(ρ̄).
❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ PGL(ρ̄) ✐0 ♥♦% 0♦❧✈❛❜❧❡✱ 0✐♥❝❡ ✐% ❝♦♥%❛✐♥0 PGL2(F)✱ ✇✐%❤ p ≥ 5✳ ■% ✐♠♣❧✐❡0 %❤❛%
Ad0ρ̄ ❛♥❞ (Ad0ρ̄)(1) ❛/❡ ❛❜0♦❧✉%❡❧② ✐//❡❞✉❝✐❜❧❡ F[GK,S ]✲♠♦❞✉❧❡0 ✭0❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬❘❛ ✶✱ ▲❡♠♠❛

✶✼❪✮✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✹✳✶✳ ✖ ❬❉❉❚✱ ❧❡♠♠❛ ✷✳✹✽❪ ❉❡♥♦$❡ ❜② K(Ad0ρ̄) $❤❡ ❡①$❡♥)✐♦♥ ♦❢ K ❝✉$) ♦✉$

❜② ker PGL(ρ̄) ❛♥❞ ❜② E $❤❡ ●❛❧♦✐) ❡①$❡♥)✐♦♥ K(Ad0ρ̄)K(µp) ♦✈❡3 K✳ ❆))✉♠❡ $❤❛$ p ≥ 5✳
❚❤❡♥

H1(Gal(E/K),Ad0ρ̄) = (0) ❛♥❞ H1(Gal(E/K), (Ad0ρ̄)(1)) = (0).

▲❡♠♠❛ ✷✳✹✳✷✳ ✖ ❆))✉♠❡ $❤❛$ p ≥ 5✳ ▲❡$ L ❛♥❞ L′
3❡♣3❡)❡♥$ $✇♦ ❛✣♥❡ ♣3♦♣❡3 )✉❜)♣❛❝❡)

✐♥)✐❞❡ (Ad0ρ̄)(1) ❛♥❞ Ad0ρ̄ 3❡)♣❡❝$✐✈❡❧②✳ ❆))✉♠❡ $❤❛$ φ ∈ H1
{L(S)⊥}

(GK,S , (Ad0ρ̄)(1)) ❛♥❞

ψ ∈ H1
{L(S)}(GK,S ,Ad0ρ̄) ❛3❡ ♥♦♥③❡3♦ ❡❧❡♠❡♥$)✳ ❇② ❛❜✉)❡✱ ✇❡ ❞❡♥♦$❡ ❛❧)♦ ❜② φ ❛♥❞ ψ $❤❡✐3

❛))♦❝✐❛$❡❞ ❝♦❝②❝❧❡)✳

✻✹



❚❤❡♥ $❤❡%❡ ❡①✐($( g ∈ Gal(E(φ)E(ψ)/E) (✉❝❤ $❤❛$

φ(g) /∈ L ❛♥❞ ψ(g) /∈ L′.

-%♦♦❢✳ ✖ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✳✶ )*❛*❡) *❤❡ ,❡)*,✐❝*✐♦♥) *♦ Gal(KS/E) ♦❢ *❤❡ 1✲❝♦❝②❝❧❡) φ ❛♥❞ ψ ❛,❡

♠♦,♣❤✐)♠)✱ ❛❧)♦ ❞❡♥♦*❡❞ ❜② φ : Gal(KS/E) → (Ad0ρ̄)(1) ❛♥❞ ψ : Gal(KS/E) → Ad0ρ̄✳

❚❤❡ )✉❜✜❡❧❞) ✜①❡❞ ❜② *❤❡)❡ ♠♦,♣❤✐)♠) ❛,❡ ❞❡♥♦*❡❞ ❜② E(φ) ❛♥❞ E(ψ) ,❡)♣❡❝*✐✈❡❧②✳ ◆♦*❡

*❤❛* *❤❡ ❛❜❡❧✐❛♥ ❡①*❡♥)✐♦♥) E(φ)/E ❛♥❞ E(ψ)/E ❛,❡ ♥♦♥✲*,✐✈✐❛❧ )✐♥❝❡ *❤❡ ❝♦❝②❧❡) ❛,❡

♥♦♥③❡,♦ ❛♥❞ )♦ ❛,❡ *❤❡ ♠♦,♣❤✐♠)✳ ❚❤❡ F[GK,S ]✲♠♦❞✉❧❡) Ad0ρ̄ ❛♥❞ (Ad0ρ̄)(1) ❛,❡ ✐,,❡❞✉❝✐❜❧❡

)✐♥❝❡ SL2(F) ⊆ im(ρ̄)✳ ❍❡♥❝❡✱ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ Gal(E/K)✲❡C✉✐✈❛,✐❛♥* ✐♥❥❡❝*✐♦♥)

Gal(E(φ)/E) → (Ad0ρ̄)(1) ❛♥❞ Gal(E(ψ)/E) → Ad0ρ̄

❛,❡ ✐)♦♠♦,♣❤✐)♠)✳ ❲❡ ♥♦✇ ♥❡❡❞ *♦ ❞✐)*✐♥❣✉✐)❤ *✇♦ ❝❛)❡)✳

✭✐✮ ❆))✉♠❡ *❤❛* *❤❡ F[GK,S ]✲♠♦❞✉❧❡) Ad0ρ̄ ❛♥❞ (Ad0ρ̄)(1) ❛,❡ ♥♦* ✐)♦♠♦,♣❤✐❝✳

❍❡♥❝❡✱ *❤❡ ❡①*❡♥)✐♦♥) E(φ) ❛♥❞ E(ψ) ❛,❡ ❞✐)❥♦✐♥* ♦✈❡, E ❀ *❤❡ ❣,♦✉♣

Gal(E(φ)E(ψ)/E) = Gal(E(φ)/E)×Gal(E(ψ)/E)

❛❞♠✐*) ❛ F[Gal(E/K)]✲♠♦❞✉❧❡ )*,✉❝*✉,❡✱ ❛♥❞ ✐* )✉,❥❡❝*) ♦♥ (Ad0ρ̄)(1)×Ad0ρ̄✳

✭✐✐✮ ❆))✉♠❡ *❤❛* *❤❡ F[GK,S ]✲♠♦❞✉❧❡) Ad0ρ̄ ❛♥❞ (Ad0ρ̄)(1) ❛,❡ ✐)♦♠♦,♣❤✐❝✳

❆) Ad0ρ̄ ✐) ✐,,❡❞✉❝✐❜❧❡✱ ✐* ❤♦❧❞) E(φ) = E(ψ)✳ ❙✐♥❝❡ |F| > 2✱ ♦♥❡ ❤❛) |φ−1(L)∪ψ−1(L′)| ≤
2|F|2 < |Gal(E(φ)/E)| ❛♥❞ )♦ ✇❡ ❛,❡ ❞♦♥❡✳

❚❤❛♥❦) *♦ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✳✶✱ *♦ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✳✷ ❛♥❞ *♦ ❈❡❜♦*❛,❡✈ ❞❡♥)✐*② *❤❡♦,❡♠✱ ✇❡ ♦❜*❛✐♥ *❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛))✐❝❛❧ ,❡)✉❧*✳ ❲❡ ,❡❝❛❧❧ *❤❛* *❤❡ ♣❛✐, (Ct
w, L

t
w) ✐) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙✉❜)❡❝*✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✹✳✸✳ ✖ ▲❡$ p ≥ 5✳ ▲❡$ (Cv, Lv) ❜❡ ❛❞♠✐((✐❜❧❡ ❢♦% ❡❛❝❤ v ∈ S✳
■❢ φ ∈ H1

{L(S)⊥}
(GK,S , (Ad0ρ̄)(1)) ❛♥❞ ψ ∈ H1

{L(S)}(GK,S ,Ad0ρ̄) ❛%❡ ♥♦♥③❡%♦✱ $❤❡♥ $❤❡%❡

❡①✐($( w /∈ S (✉❝❤ $❤❛$ (Ct
w, L

t
w) ✐( ❛❞♠✐((✐❜❧❡ ❢♦% ρ̄|Gw

✱ (✉❝❤ $❤❛$ χp(Frobw) = 1 ❛♥❞ (✉❝❤
$❤❛$ ✿

✶✮ φ ❞♦❡( ♥♦$ ♠❛♣ $♦ ③❡%♦ ✐♥ H1(Gw, (Ad0ρ̄)(1))/Lt
w
⊥
✱

✷✮ ψ ❞♦❡( ♥♦$ ♠❛♣ $♦ ③❡%♦ ✐♥ H1(Gw/Iw,Ad0ρ̄)✱
✸✮ dimFL

t
w = dimFH

1(Gw/Iw,Ad0ρ̄) = 1.

-%♦♦❢✳ ✖ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ *❤❡ ♠❛♣

PGL(ρ̄)× χp : GK,S → PGL2(F)× F×

❝♦♥*❛✐♥) *❤❡ ♣,♦❞✉❝* PSL2(F) × χp(GK,S)✳ ■♥❞❡❡❞ |F| ≥ 5✱ ❛♥❞ )♦✱ *❤❡ ❞❡,✐✈❛*✐✈❡

)✉❜❣,♦✉♣ [PSL2(F),PSL2(F)] ✐) ❡C✉❛❧ *♦ *❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣,♦✉♣ PSL2(F)✳ ❚❤✐) ✐♠♣❧✐❡) *❤❛*

PGL(ρ̄)(kerχp) ⊇ PGL(ρ̄)([GK,S , GK,S ]) ⊇ PSL2(F)✳
❲❡ ✜① )♦♠❡ ❜❛)✐) e1, e2 ♦❢ F2

✳ ❲❡ ♥♦✇ *❛❦❡ α ∈ GK,S )✉❝❤ *❤❛*

PGL(ρ̄)(α) =

(
1 1
0 1

)
❛♥❞ χp(α) = 1.

❲❡ ✇♦,❦ ✐♥ *❤❡ ●❛❧♦✐) ❡①*❡♥)✐♦♥ E(ψ)E(φ)/K ❛♥❞ ✐❞❡♥*✐❢② α ❛♥❞ ✐*) ♣,♦❥❡❝*✐♦♥ ✐♥

Gal(E(ψ)E(φ)/K)✳ ❚❛❦❡ L *♦ ❜❡

((Hom(Fe1,Fe1)⊕Hom(Fe2,Fe2)) ∩Ad0ρ̄)(1)⊕Hom(Fe2,Fe1)(1),

❛♥❞ *❛❦❡ L′
*♦ ❜❡

Hom(Fe1,Fe2)⊕Hom(Fe2,Fe1).

✻✺



❇② ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✳✷✱ *❤❡,❡ ❡①✐/*/ g ∈ Gal(E(φ)E(ψ)/E) /✉❝❤ *❤❛*

φ(g) + φ(α) /∈ L ❛♥❞ ψ(g) + ψ(α) /∈ L′.

❋,♦♠ ❈❡❜♦*❛,❡✈ ❞❡♥/✐*② *❤❡♦,❡♠✱ ✇❡ ❦♥♦✇ *❤❛* *❤❡,❡ ❡①✐/*/ ❛ ♣❧❛❝❡ w /∈ S ✉♥,❛♠✐✜❡❞ ✐♥
*❤❡ ❡①*❡♥/✐♦♥ E(ψ)E(φ)/K ❛♥❞ /✉❝❤ *❤❛* Frobw = gα. ❲❡ /❡❡ *❤❛* ρ̄|Gw

=

(
χpχ̄ ∗
0 χ̄

)
✳

▼♦,❡♦✈❡,✱ ✐❢ b : Gw/Iw → Ad0ρ̄ ❞❡♥♦*❡/ ❛ 1✲❝♦❜♦,❞ ❛♥❞ ✐❢ [c] ∈ (Lt
w)⊥✱ *❤❡♥ ♦♥❡ ❣❡*/

b(Frobw) ∈ L′
❛♥❞ *❤❛* [c](Gw) ⊆ L✳ ❙✐♥❝❡ p | |ρ̄(Gw)|✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ *❤❛♥❦/ *♦ ▲❡♠♠❛

✷✳✷✳✶✷✳

❲❡ ❝❛♥ /*❛*❡ *❤❡ ,❡/✉❧* ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ❣✐✈❡ *❤❡ ♣,♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦,❡♠ ❇✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✹✳✹✳ ✖ ▲❡" ρ̄ : GK → GL2(F) ❞❡♥♦"❡ ❛ '❡♣'❡)❡♥"❛"✐♦♥ ✉♥'❛♠✐✜❡❞ ♦✉")✐❞❡
S = Sp✳ ❆))✉♠❡ "❤❛" ρ̄ ✐) ♥❡❛'❧② ❡①"'❛♦'❞✐♥❛'② ✐♥ v✱ ❢♦' ❡❛❝❤ v ∈ S✳ ❙✉♣♣♦)❡ "❤❛" µp * Kv✱

❢♦' ❡❛❝❤ v ∈ S✳ ❆))✉♠❡ ❛❧)♦ "❤❛"
(i) SL2(F) ⊆ im(ρ̄)

❛♥❞

(ii)
∑

v∈S

dimFL
neo
v ≥

∑

v∈S∪Pl∞(K)

dimFH
0(Gv,Ad0ρ̄).

❚❤❡♥ "❤❡'❡ ❡①✐)") ❛ ✜♥✐"❡ )❡" ♦❢ ♣❧❛❝❡) T ❝♦♥"❛✐♥✐♥❣ S )✉❝❤ "❤❛" ✿

H1
{L(T )⊥}(GK,T ,Ad0ρ̄(1)) = (0),

✇❤❡'❡ L(T )⊥ = L(S)⊥⊕ (
⊕

w∈T−S L
t
w
⊥
) ❛♥❞ ✇❤❡'❡ Lt

w ✐) "❤❡ "❛♥❣❡♥" )♣❛❝❡ ♦❢ Ct
w ✭❞❡✜♥❡❞

✐♥ ❙✉❜)❡❝"✐♦♥ ✷✳✷✳✹✮✳

A'♦♦❢✳ ✖ ❚❤❛♥❦/ *♦ G,♦♣♦/✐*✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ✇❡ ❦♥♦✇ *❤❛* *❤❡ ♣❛✐, (Cneo
v , Lneo

v ) ✐/ ❛❞♠✐//✐❜❧❡✱
❢♦, ❡❛❝❤ v ∈ S✳ ❙✉♣♣♦/❡ *❤❛* *❤❡,❡ ✐/ φ ∈ H1

{L(S)⊥}
(GK,S , (Ad0ρ̄)(1)) ♥♦♥③❡,♦✳ ■* ❢♦❧❧♦✇/✱

❢,♦♠ ❆//✉♠♣*✐♦♥ (ii) ✐♥ G,♦♣♦/✐*✐♦♥ ✷✳✹✳✹ ❛♥❞ ❢,♦♠ ■*❡♠ 3) ✐♥ ❚❤❡♦,❡♠ ✷✳✷✳✸✱ *❤❛* *❤❡,❡

❡①✐/*/ ψ ∈ H1
{L(S)}(GK,S ,Ad0ρ̄) ♥♦♥③❡,♦✳ ❚❤❡♥ ✇❡ *❛❦❡ ❛ ♣❧❛❝❡ w ❣✐✈❡♥ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✳✸✳ ❲❡

❝♦♥❝❧✉❞❡ *❤❛♥❦/ *♦ ❙✉❜/❡❝*✐♦♥ ✷✳✹✳✶ ✿ *❤❡ ♣❧❛❝❡ w ✐/ /✉❝❤ *❤❛* *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ /*,✐❝* ✐♥❥❡❝*✐♦♥
❤♦❧❞/

H1
{L(S)⊥⊕(Lt

w)⊥}(GK,S∪{w}, (Ad0ρ̄)(1)) →֒ H1
{L(S)⊥}(GK,S , (Ad0ρ̄)(1)).

A'♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦'❡♠ ❇✳ ✖ ❚❤❛♥❦/ *♦ G,♦♣♦/✐*✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ✇❡ ❦♥♦✇ *❤❛* *❤❡ ♣❛✐, (Cneo
v , Lneo

v ) ✐/
❛❞♠✐//✐❜❧❡✱ ❢♦, ❡❛❝❤ v ∈ S✳ ❙✐♥❝❡ µp * Kv✱ ❈♦,♦❧❧❛,② ✷✳✸✳✺ ❛♥❞ G,♦♣♦/✐*✐♦♥ ✷✳✹✳✹ ✐♠♣❧② *❤❛*

*❤❡,❡ ❡①✐/*/ ❛ ✜♥✐*❡ /❡* ♦❢ ♣❧❛❝❡/ T ❝♦♥*❛✐♥✐♥❣ S /✉❝❤ *❤❛* H1
{L(T )⊥}

(GK,T ,Ad0ρ̄(1)) = (0)✱

✇✐*❤ L(T ) ❛/ ✐♥ G,♦♣♦/✐*✐♦♥ ✷✳✹✳✹✳ G,♦♣♦/✐*✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵✱ ❛♣♣❧✐❡❞ *♦ *❤❡ ❛❞♠✐//✐❜❧❡ ♣❛✐,/ Cneo
v

✭❢♦, v ∈ S✮ ❛♥❞ Ct
w ✭❢♦, w ∈ T − S✮✱ ❣✐✈❡ ❛ T ✲,❛♠✐✜❡❞ ❞❡❢♦,♠❛*✐♦♥ ρ ♦❢ ρ̄ /✉❝❤ *❤❛*

ρ|Gw
∈ Ct

w(W(F)), ❢♦, w ∈ T − S,
❛♥❞

ρ|Gv
∈ Cneo

v (W(F)), ❢♦, v ∈ S.

✻✻



✷✳✹✳✸✳ ❆❜♦✉( dimFH
1
{L(S)}(GK,S ,Ad0ρ̄)✳ ✖ ❲❡ ✜① K = Q✱ F = Fp ❛♥❞ S = Sp ❀ ✇❡

❛**✉♠❡ -❤❛- ρ̄ ✐* ♦❞❞✱ ♥❡❛1❧② ❡①-1❛♦1❞✐♥❛1② ❛♥❞ ✉♥1❛♠✐✜❡❞ ♦✉-*✐❞❡ S✳
■♥ -❤✐* *✉❜*❡❝-✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❜♦✉♥❞ ❢♦1 dimFH

1
{L(S)}(GQ,S ,Ad0ρ̄) ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞*

♦♥ dimF(Cl(Q(Ad0ρ̄))[p])✱ ✇❤❡1❡ Cl(Q(Ad0ρ̄)) ❞❡♥♦-❡* -❤❡ ❝❧❛** ❣1♦✉♣ ♦❢ Q(Ad0ρ̄)✱ ❛♥❞
Cl(Q(Ad0ρ̄))[p] ✐-* *✉❜1♦✉♣ ❦✐❧❧❡❞ ❜② p✳ ■- ❣✐✈❡* ❛ ❜♦✉♥❞ ❢♦1 -❤❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ♣❧❛❝❡* ❛❞❞❡❞
-♦ ♠❛❦❡ -1✐✈✐❛❧ ✭✇❡ 1❡❝❛❧❧ -❤❛- -❤✐* ♠❡-❤♦❞ ✐* ❞❡❝1✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝-✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮ -❤❡ ❙❡❧♠❡1 ❣1♦✉♣

❛**♦❝✐❛-❡❞ -♦ (Q,⊕v∈SL
neo⊥
v )✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❦♥♦✇ -❤❛-

dimFH
1
{L(S)}(GQ,S ,Ad0ρ̄) = dimFH

1
{L(S)⊥}(GQ,S ,Ad0ρ̄(1)),

✇❤❡♥ L(S) = ⊕v∈SL
neo
v ✳

❙✐♥❝❡ H1
{L(S)}(GQ,S ,Ad0ρ̄) ✐* ❛ *✉❜*♣❛❝❡ ♦❢ H1(GQ,S ,Ad0ρ̄)✱ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣1♦♣♦*✐-✐♦♥ ❣✐✈❡*

❛ ❞❡*✐1❡❞ ❜♦✉♥❞✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✹✳✺✳ ✖ ▲❡" ρ̄ : GQ → GL2(F) ❞❡♥♦"❡ ❛ ♥❡❛'❧② ❡①"'❛♦'❞✐♥❛'②✱ ♦❞❞ ❛♥❞

S✲'❛♠✐✜❡❞ '❡♣'❡1❡♥"❛"✐♦♥✳ ❆11✉♠❡ "❤❛" SL2(F) ⊆ im(ρ̄)✳
❚❤❡♥

dimFH
1(GQ,S ,Ad0ρ̄) ≤ 3 [ (p+ 1)(p2 − p) +

∑
v∈S δ(µp(Q(Ad0ρ̄)v))

+dimF(Cl(Q(Ad0ρ̄))[p])].

7'♦♦❢✳ ✖ ❬❉❉❚✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✽❪ -❡❧❧* -❤❛- H1(SL2(F),Ad0ρ̄) = {0}✳
❍❡♥❝❡ H1(imPGL(ρ̄),Ad0ρ̄) = {0} ❜❡❝❛✉*❡ SL2(F) ⊆ im(ρ̄)✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛*

H1(GQ,S ,Ad0ρ̄) →֒ H1(ker PGL(ρ̄),Ad0ρ̄)imPGL(ρ̄).

❙✐♥❝❡ -❤❡ ❛❝-✐♦♥ ♦❢ ker PGL(ρ̄) ♦♥ Ad0ρ̄ ✐* -1✐✈✐❛❧✱ ✐- ❝♦♠❡*

dimFH
1(GQ,S ,Ad0ρ̄) ≤ 3 dimFHom(Gal(QS/Q(Ad0ρ̄)),F).

❲❡ ♥❡❡❞ ❬❑♦✱ ❚❤❡♦1❡♠ ✶✶✳✽❪ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ *-❛-❡ -❤❛-

dimFHom(GQ(Ad0ρ̄),S ,F) ≤∑
v∈S [Q(Ad0ρ̄)v : Qp] +

∑
v∈S δ(µp(Q(Ad0ρ̄)v))

+dimF(Cl(Q(Ad0ρ̄))[p]).

✷✳✹✳✹✳ ❊✛❡❝(✐✈❡ ✈❡34✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❈❡❜♦(❛3❡✈ ❞❡♥4✐(② (❤❡♦3❡♠✳ ✖ ✭❲❡ -❤❛♥❦

J✳▲❡❜❛❝K✉❡ ❢♦1 ❝♦♥✈❡1*❛-✐♦♥* ❛1♦✉♥❞ -❤✐* *✉❜❥❡❝-✮ ▲❡- S′
❜❡ ❛ ✜♥✐-❡ *❡- ♦❢ ♣1✐♠❡*

❝♦♥-❛✐♥✐♥❣ S = Sp✳

❲❡ ✜① ♥♦♥③❡1♦ ❡❧❡♠❡♥-*

ψ ∈ H1
{L(S′)}(GQ,S′ ,Ad0ρ̄) ❛♥❞ φ ∈ H1

{L(S′)⊥}(GQ,S′ ,Ad0ρ̄(1)),

✇❤❡1❡ L(S′) =
⊕

v∈S L
neo
v ⊕⊕

v∈S′−S L
t
v ✭*❡❡ ❙✉❜*❡❝-✐♦♥ ✷✳✷✳✹ ❢♦1 -❤❡ ❞❡✜♥✐-✐♦♥ ♦❢ L

t
v✮✳

❲❡ 1❡❝❛❧❧ -❤❛- E = Q(Ad0ρ̄)Q(µp)✳ ❲❡ ✉*❡❞ ❈❡❜♦-❛1❡✈ ❞❡♥*✐-② -❤❡♦1❡♠ -♦ ♣1♦✈❡ ▲❡♠♠❛
✷✳✹✳✸✱ ✇❤❡1❡ E(φ)E(ψ)/Q ✐* -❤❡ ●❛❧♦✐* ❡①-❡♥*✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳
■♥ -❤✐* *✉❜*❡❝-✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬❙❡ ✺❪✱ ✇❡ ♣1♦♣♦*❡ ❛ ❝❧❛**✐❝❛❧ ❡*-✐♠❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♣1✐♠❡* ✇❤✐❝❤

♠❛❦❡ -1✐✈✐❛❧ -❤❡ ❙❡❧♠❡1 ❣1♦✉♣ ❛**♦❝✐❛-❡❞ -♦ (Q, L(S)⊥)✳
❚❤❡ ✜♥✐-❡ ●❛❧♦✐* ❡①-❡♥*✐♦♥ E(φ)E(ψ)/Q ✐* ✉♥1❛♠✐✜❡❞ ♦✉-*✐❞❡ S′

✳ ■♥ -❤✐* *✐-✉❛-✐♦♥✱ ❬❙❡ ✺✱

❚❤Q♦1R♠❡ ✻❪ ❣✐✈❡* -❤❡ ♥❡①- ♣1♦♣♦*✐-✐♦♥✳

✻✼



 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✹✳✻✳ ✖ ▲❡" n ❞❡♥♦"❡ [E(φ)E(ψ) : Q]✳
❲❡ ✜① g ∈ Gal(E(φ)E(ψ)/Q)✳
✶✮ ❚❤❡♥ "❤❡.❡ ❡①✐0"0 ❛ ♣.✐♠❡ l /∈ S′

0✉❝❤ "❤❛" Frobl = g ❛♥❞

log(l) ≤ log(2) + 2n c11(log(n) +
∑

q∈S′

log(q)),

✇❤❡.❡ c11 ✐0 ❛♥ ❛❜0♦❧✉"❡ ❝♦♥0"❛♥" ✭✐" ♠❡❛♥0 "❤❛" c11 ❞♦❡0 ♥♦" ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ n ❛♥❞ ♦♥ g✮✳
✷✮ ❆00✉♠❡ "❤❛" "❤❡ ●❡♥❡.❛❧✐③❡❞ ❘✐❡♠❛♥♥ ❍②♣♦"❤❡0✐0 ✭●❘❍✮ ✐0 ".✉❡✳ ❚❤❡♥ "❤❡ ♣.✐♠❡ l ❝❛♥
❜❡ ❝❤♦0❡♥ 0✉❝❤ "❤❛" ✿

l ≤ c12 n
2(log(n) +

∑

q∈S′

log(q))2, ✇✐"❤ c12 = 280.

✷✳✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥,✱ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ❢♦0♠,

❲❡ ♣%♦✈❡ ❚❤❡♦%❡♠ ❈ ✐♥ .❤✐/ /❡❝.✐♦♥✳

✷✳✺✳✶✳ ▲♦❝❛❧❧② ❛❜❡❧✐❛♥ ❛♥❞ ✉♥0❛♠✐✜❡❞ ❡①)❡♥,✐♦♥,✳ ✖ ❘❡❝❛❧❧ .❤❛. p ≥ 5✳

■♥ .❤✐/ /✉❜/❡❝.✐♦♥ ✇❡ ❦❡❡♣ .❤❡ ❛//✉♠♣.✐♦♥/ ❛♥❞ .❤❡ ♥♦.❛.✐♦♥/ ♦❢ ❚❤❡♦%❡♠ ❇✱ ✇✐.❤ F = Fp✳

❍❡♥❝❡✱ ρ̄ ✐/ .♦.❛❧❧② ♦❞❞ ❀ ❛♥❞ .❤❡ ✜❡❧❞ K ✐/ .♦.❛❧❧② %❡❛❧ ❛♥❞ /✉❝❤ .❤❛.

µp * Kv, ❢♦% ❡❛❝❤ v ∈ S.
▼♦%❡♦✈❡%✱ ρ : GK → GL2(Zp) ✐/ .❤❡ ♥❡❛%❧② ❡①.%❛♦%❞✐♥❛%② ❧✐❢. ♦❢ ρ̄ ♦❜.❛✐♥❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦%❡♠ ❇✳

❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐.❤ .❤❡ ♥❡①. %❡/✉❧. ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡/ ✉/ ❛♥ ✉♥%❛♠✐✜❡❞ ❡①.❡♥/✐♦♥ ❛❜♦✈❡ K(µp∞)✳
❆❢.❡%✇❛%❞/✱ ✇❡ ❣✐✈❡ .❤❡ ●❛❧♦✐/ ❣%♦✉♣ ♦❢K(ρ)/K(det ρ) .❤❛♥❦/ .♦ ❛ ❧✐❢.✐♥❣ ♣%♦♣❡%.② ✐♥ ❣%♦✉♣

.❤❡♦%② ✭/❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬❙❡ ✹❪✮✳ ❚❤✉/✱ ✉♥❞❡% .❤❡ ✏❝②❝❧♦.♦♠✐❝ ❛//✉♠♣.✐♦♥✑ ker(det ρ) = kerχp✱ ✇❡

♦❜.❛✐♥ .❤❡ ●❛❧♦✐/ ❣%♦✉♣ ♦❢ .❤❡ ✉♥%❛♠✐✜❡❞ ❡①.❡♥/✐♦♥ K(ρ)/K(µp∞)✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳ ✖ ❆00✉♠❡ "❤❛" p 0♣❧✐"0 ❝♦♠♣❧❡"❡❧② ✐♥ K/Q✳ ❚❤❡♥ "❤❡ ●❛❧♦✐0 ❡①"❡♥✲

0✐♦♥ K(µp∞)K(ρ)/K(µp∞) ✐0 ✉♥.❛♠✐✜❡❞ ❛" p✳

C.♦♦❢✳ ✖ ❆/ ✇❡ ❛//✉♠❡ .❤❛. p /♣❧✐./ ✐♥ K✱ ✐. ❢♦❧❧♦✇/ .❤❛. Gab
v = Gal(Qab

p /Qp) ❢♦% ❡❛❝❤

v ∈ S✳ ❚❤❡ ❧✐❢. ρ ✐/ ♥❡❛%❧② ❡①.%❛♦%❞✐♥❛%② ✐♥ v✱ ❢♦% ❛❧❧ v ∈ S✳ ❉❡♥♦.❡ ❜② ρv .❤❡ %❡/.%✐❝.✐♦♥ ♦❢

ρ .♦ Gv✳ ❙♦✱ Qp(ρv)/Qp ✐/ ❛❜❡❧✐❛♥✱ ❢♦% v|p✳ ❙✐♥❝❡ .❤❡ ❡①.❡♥/✐♦♥ Qab
p /Qp(µp∞) ✐/ ✉♥%❛♠✐✜❡❞✱

✇❡ /❡❡ .❤❛. Qp(ρv)Qp(µp∞)/Qp(µp∞) ✐/ ❛❧/♦ ✉♥%❛♠✐✜❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣%♦♣♦/✐.✐♦♥ ✐/ ❛ ❞✐%❡❝. ❝♦♥/❡N✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ 5 ✐♥ ❬❙❡ ✹✱ ❈❤✳ ■❱✱➓✸❪✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✺✳✷✳ ✖ ❘❡❝❛❧❧ %❤❛% K(det ρ) ❞❡♥♦%❡* %❤❡ *♣❧✐%%✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ det ρ✳
❚❤❡♥ Gal(K(ρ)/K(det ρ)) ✐* ✐*♦♠♦3♣❤✐❝ %♦ SL2(Zp)✳

43♦♦❢✳ ✖ ❚❤❛♥❦' (♦ ▲❡♠♠❛ 5 ✐♥ ❬❙❡ ✹✱ ❈❤✳ ■❱✱➓✸❪✱ ✇❡ ❦♥♦✇ (❤❛( SL2(Zp) ⊆ im(ρ)✳ ❲❡

8❡❝❛❧❧ '♦♠❡ ❞❡(❛✐❧' ♦❢ (❤❡ ♣8♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ 5 ❢♦8 (❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ (❤❡ 8❡❛❞❡8✳ ▲❡( H =
im(ρ)∩SL2(Zp)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ '❤♦✇ (❤❛( SL2(Zp) ⊆ H✳ ❇② ❛''✉♠♣(✐♦♥✱ ♦♥❡ ❤❛' SL2(Fp) ⊆ im(ρ̄)
❛♥❞ (❤✉' PSL2(Fp) ∈ Occ(im(ρ)) ✭'❡❡ ❬❙❡ ✹❪ ❢♦8 (❤❡ ♥♦(❛(✐♦♥ Occ(·)✮✳ ❙✐♥❝❡ Occ(im(ρ)) =
Occ(H) ∪ Occ(im(ρ)/H) ❛♥❞ '✐♥❝❡ PSL2(Fp) /∈ Occ(im(ρ)/H) ✭✐♥❞❡❡❞✱ im(ρ)/H ✐' ✐'♦✲

♠♦8♣❤✐❝ (♦ ❛ ❝❧♦'❡❞ '✉❜❣8♦✉♣ ♦❢ Z×
p ❛♥❞ p ≥ 5✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ (❤❛( PSL2(Fp) ∈ Occ(H)✳

❲❡ ❞❡♥♦(❡ ❜② H̃ (❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ H ♠♦❞ p✳ ❚❤❡ ❦❡8♥❡❧ ker(H → H̃) ✐' ❛ ♣8♦✲p✲❣8♦✉♣ ❛♥❞

(❤✉' Occ(H) = Occ(H̃)✳ ■( ✐♠♣❧✐❡' (❤❛( H̃ = SL2(Fp) ❛' ♥♦ ♣8♦♣❡8 '✉❜8♦✉♣ ♦❢ SL2(Fp)

✻✽



♠❛♣# ♦♥&♦ PSL2(Fp) ❛♥❞ ❛# PSL2(Fp) ∈ Occ(H̃)✳ ❚❤❛♥❦# &♦ ▲❡♠♠❛ 3 ❬❙❡ ✹✱ ❈❤✳ ■❱✱➓✸❪✱
✐& ❝♦♠❡# &❤❛& SL2(Zp) = H✳
❍❡♥❝❡✱ &❤❡ 9❡#&9✐❝&✐♦♥ ♦❢ ρ &♦ Gal(Q̄/K(det ρ)) ♠❛♣# ♦♥&♦ SL2(Zp) ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡✳

✷✳✺✳✷✳ ❈♦♠♣❛♥✐♦♥ ❢♦.♠/✳ ✖ ■❢ f =
∑

n≥1 anq
n ∈ Sk(Γ1(1); F)(ε) ✐# ❛ mod p ❝✉#♣✐❞❛❧

❡✐❣❡♥❢♦9♠✱ &❤❡♥ &❤❡9❡ ✐# ❛ ❝♦♥&✐♥✉♦✉#✱ ♦❞❞✱ #❡♠✐#✐♠♣❧❡ ●❛❧♦✐# 9❡♣9❡#❡♥&❛&✐♦♥ ρ̄f : GQ →
GL2(F) ❛&&❛❝❤❡❞ &♦ f ✳ ❚❤✐# 9❡♣9❡#❡♥&❛&✐♦♥ ✐# p✲9❛♠✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝❤❛9❛❝&❡9✐③❡❞ ❜②

det(X − ρ̄f (Frobl)) = X2 − alX + ε(l)lk−1, ❢♦9 ❛❧❧ ♣9✐♠❡ l 6= p.

❚❤❛♥❦# &♦ ❬●.♦❪✱ ✇❡ ❦♥♦✇ &❤❛& ρ̄f ✐# p✲❡①&9❛♦9❞✐♥❛9② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ f ❛❞♠✐&# ❛ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥
❢♦9♠ ✭✇✐&❤ &❤❡ ❛❞❞✐&✐♦♥❛❧ ❤②♣♦&❤❡#✐# a2

p 6= ε(p) ✐❢ k = p✮✳ ❲❡ 9❡❝❛❧❧ &❤❡ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢ ❛
❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ❢♦9♠✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✺✳✸✳ ✖ ▲❡" g =
∑

n≥1 bnq
n
✱ ✇❤❡&❡ bn = n1−kan ❢♦& ❛❧❧ n +✉❝❤ "❤❛"

gcd(n, p) = 1 ❛♥❞ ✇❤❡&❡ bp = ap✳

❚❤❡ ❡✐❣❡♥❢♦&♠ f ✱ ✇✐"❤ ✇❡✐❣❤" 2 ≤ k ≤ p✱ ❛❞♠✐"+ ❛ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ❢♦&♠ ✐❢

ap 6= 0 ❛♥❞ ✐❢ g ∈ Sk′(Γ1(1); F)(ε),

✇❤❡&❡ k′ = p+ 1− k.

■♥ ❬●.♦✱ ➓✶✼❪✱ ❛ &❛❜❧❡ ❧✐#&# &❤❡ ♣9✐♠❡# p < 3500 ❢♦9 ✇❤✐❝❤ &❤❡9❡ ❛9❡ f ✇✐&❤ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥
❢♦9♠# #✉❝❤ &❤❛& &❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ρ̄f ❝♦♥&❛✐♥# SL2(Fp)✳ ❚❤❡#❡ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥# ❛9❡ ❞✉❡ &♦ ❊❧❦✐❡#
❛♥❞ ❆&❦✐♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐9# #❛&✐#❢② &❤❡#❡ 9❡N✉✐9❡♠❡♥&# ✿

(p, k) ∈ {(107, 26), (139, 20), (271, 18), (379, 20), (397, 16)}.
❚❤❡ ♣❛✐9#

(p, k) ∈ {(107, 26), (139, 20), (271, 18), (379, 20)}
#❛&✐#❢② &❤❡ ❛❞❞✐&✐♦♥❛❧ ❛##✉♠♣&✐♦♥ gcd(k − 1, p− 1) = 1✳

❚❤❡♦9❡♠ ❈ ✐# ❛ 9❡❢♦9♠✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦9♦❧❧❛9②✳

❈♦,♦❧❧❛,② ✷✳✺✳✹✳ ✖ ▲❡" f ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ❢♦&♠ mod p ♦❢ ✇❡✐❣❤" k ❛♥❞ ❧❡✈❡❧ N = 1✳
❆++✉♠❡ "❤❛" "❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ "❤❡ ●❛❧♦✐+ &❡♣&❡+❡♥"❛"✐♦♥ ❛++♦❝✐❛"❡❞ "♦ f

ρ̄f : GQ → GL2(Fp)

❝♦♥"❛✐♥+ SL2(Fp)✳ ❙✉♣♣♦+❡ "❤❛" gcd(k − 1, p− 1) = 1✳
❚❤❡♥ "❤❡&❡ ❡①✐+"+ ❛ ✜♥✐"❡ +❡" ♦❢ ♣&✐♠❡+ T ⊇ {p} +✉❝❤ "❤❛" ρ̄f ❛❞♠✐"+ ❛ ❧✐❢"

ρf : GQ → GL2(Zp)

✇❤✐❝❤ ✐+ T ✲&❛♠✐✜❡❞ ❛♥❞ ♥❡❛&❧② ❡①"&❛♦&❞✐♥❛&② ✐♥ p✳
❍❡♥❝❡✱ "❤❡ ●❛❧♦✐+ ❡①"❡♥+✐♦♥ Q(ρf )/Q(µp∞) ✐+ ✉♥&❛♠✐✜❡❞ ❛" p ❛♥❞

Gal(Q(ρf )/Q(µp∞)) ≃ SL2(Zp).

@&♦♦❢✳ ✖ ❲❡ ❝❛♥ ✉#❡ ❚❤❡♦9❡♠ ❇ #✐♥❝❡ ρ̄f ✐# ♦❞❞✳ ❘❡❝❛❧❧ &❤❛& ✇❡ ✇♦9❦ ✇✐&❤ ✜①❡❞ ❞❡&❡9♠✐✲

♥❛♥&✳ ❍❡9❡✱ ♦♥❡ ❤❛#

det ρf = χk−1
p .

❖♥❡ ❣❡&# Q(det ρf ) = Q(µp∞)✱ ❛# (k − 1) ✐# ♣9✐♠❡ &♦ p − 1✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉#✐♦♥ ❝♦♠❡# ❢9♦♠
S9♦♣♦#✐&✐♦♥ ✷✳✺✳✶ ❛♥❞ S9♦♣♦#✐&✐♦♥ ✷✳✺✳✷✳
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❘❡♠❛$%✉❡ ✷✳✺✳✶✳ ✖ ▲❡$ f ❜❡ $❤❡ ✉♥✐*✉❡ ♥♦,♠❛❧✐③❡❞ ❝✉3♣ ❢♦,♠ ♦❢ ❧❡✈❡❧ N = 1✱ ✇❡✐❣❤$

k = 18, 20 ♦, 26✳ ❈♦♥3✐❞❡, $❤❡ ,❡♣,❡3❡♥$❛$✐♦♥3 ρ̄f : GQ → GL2(Fp) ❢♦, $❤❡ ♣❛✐,3 (p, k) ∈
{(107, 26), (139, 20), (271, 18), (379, 20)} ❛3 ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❛♥❦3 $♦ ❬❲❡ ✶✱ ❚❤✳✺✳✻❪✱ ✇❡ ❦♥♦✇ $❤❛$

T ❝♦♥$❛✐♥3 ❛$ ♠♦3$ $✇♦ ✜♥✐$❡ ♣❧❛❝❡3 ❞✐✛❡,❡♥$ ❢,♦♠ p✳

✼✵



❈❍❆#■❚❘❊ ✸

❆❘■❚❍▼➱❚■◗❯❊ ❉❊❙ ❊❳❚❊◆❙■❖◆❙ #❊❯ ❘❆▼■❋■➱❊❙

❊◆ p

■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

❙♦✐# p ✉♥ ♥♦♠❜(❡ ♣(❡♠✐❡(✳ ❉❛♥. ❝❡ ❝❤❛♣✐#(❡✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥. 6 ❧❛ #❤7♦(✐❡ ❞❡. ❞7❢♦(♠❛✲
#✐♦♥. ❞❡ (❡♣(7.❡♥#❛#✐♦♥. ❣❛❧♦✐.✐❡♥♥❡.✱ ♥♦✉. 7#✉❞✐♦♥. ❝❡(#❛✐♥. ;✉♦#✐❡♥#. ❞❡ ❧❛ ♣(♦✲p✲❡①#❡♥.✐♦♥
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦(♣. ❞❡ ♥♦♠❜(❡. K✳ ❚♦✉#❡. ❧❡. ❡①#❡♥.✐♦♥. ❞❡ Q ❝♦♥.✐❞7(7❡. .❡(♦♥# ❞❛♥.

✉♥❡ ❝❧>#✉(❡ ❛❧❣7❜(✐;✉❡ Q ✜①7❡✳ ❙♦✐# S ❡# T ❞❡✉① ❡♥.❡♠❜❧❡. ✜♥✐. ❡# ❞✐.❥♦✐♥#. ❞❡ ♣❧❛❝❡. ❞❡

K ❛✈❡❝ T ❢♦(♠7 ❞❡ ♣❧❛❝❡. ❞❡ K ❛✉✲❞❡..✉. ❞❡ p✳ ▲❡ ❝♦(♣. K̃T
S ✱ ❡.# ❧❡ ❝♦♠♣♦.✐#✉♠ ❞❡. ♣(♦✲

p✲❡①#❡♥.✐♦♥. L ❞❡ K ;✉✐ ❝♦♥#✐❡♥♥❡♥# ❧❛ Zp✲❡①#❡♥.✐♦♥ ❝②❝❧♦#♦♠✐;✉❡ Kcyc
❞❡ K ❡# #❡❧❧❡. ;✉❡

L/Kcyc
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♥♦✉4 ♦♠❡&&♦♥4✳

✸✳✶✳✶✳ ▲❡ p✲❣'♦✉♣❡ ❞❡1 ✐❞6❧❡1✳ ✖ ❙♦✐& K ✉♥ ❝♦,♣4 ❞❡ ♥♦♠❜,❡4 ❡& 4♦✐& p ✉♥ ♥♦♠❜,❡

♣,❡♠✐❡,✳ ❖♥ ♥♦&❡ Plp(K) ❧✬❡♥4❡♠❜❧❡ ❞❡4 ♣❧❛❝❡4 ❞❡ K ❛✉✲❞❡44✉4 ❞❡ p✳ ◆♦✉4 ♣,♦♣♦4♦♥4 ❞❡4
,❛♣♣❡❧4 ❣+♥+,❛✉① 4✉, ❧❡4 ♦❜❥❡&4 p✲❛❞✐✜+4✳ ❖♥ ♥♦&❡ ES

K ❧❡ ❣,♦✉♣❡ ❞❡4 S✲✉♥✐&+4 ❞❡ K ❧♦,4@✉❡

S ❡4& ✉♥ ❡♥4❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡4 ❞❡ K✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ✖ ✶✮ ❙♦✐& RK := Zp ⊗Z K
×
❧❡ p✲❣,♦✉♣❡ ❞❡4 ✐❞M❧❡4 ♣,✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ K✳

❈❡ ❣,♦✉♣❡ RK ❡4& ❧❛ ,+✉♥✐♦♥ ❞❡4 ES
K := Zp⊗ZE

S
K ✱ ❛✈❡❝ S ♣❛,❝♦✉,❛♥& ❧❡4 ❡♥4❡♠❜❧❡4 ✜♥✐4

❞❡ ♣❧❛❝❡4 ❞❡ K✳

✷✮ P♦✉, ❝❤❛@✉❡ ♣❧❛❝❡ v ❞❡ K✱ ♦♥ ♣♦4❡ Rv = lim←−K
×
v /K

×
v

pn

❡& Uv = lim←−Uv/U
pn

v ✱ Uv

❞+4✐❣♥❛♥& ✐❝✐ ❧❡4 ✉♥✐&+4 ❞✉ ❝♦♠♣❧+&+ Kv✳

*+♦♣♦-✐%✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ✭❬❏❛❪✱ :'♦♣✳✶✳✷✮✳ ✖ ✶✮ ▲❡ p✲❣&♦✉♣❡ ❞❡+ ✐❞-❧❡+ ♣&✐♥❝✐♣❛✉① RK ❡+3 ✉♥

Zp✲♠♦❞✉❧❡ 3♦♣♦❧♦❣✐5✉❡ ♣♦✉& ❧❛ ❧✐♠✐3❡ ✐♥❞✉❝3✐✈❡ ❞❡+ ♠♦❞✉❧❡+ ♥73❤❡&✐❡♥+ ES
K ✳

✷✮ ▲❡ ❣&♦✉♣❡ Rv ❡+3 ✉♥ Zp✲♠♦❞✉❧❡ ♥73❤❡&✐❡♥ 3♦♣♦❧♦❣✐5✉❡ ♣♦✉& ❧❛ 3♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞;✜♥✐❡ ♣❛& +❡+

+♦✉+✲♠♦❞✉❧❡+ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✜♥✐✳

✸✮ ❙♦✐3 v ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❛&❝❤✐♠;❞✐❡♥♥❡ ❞❡ K✳

❛✮ ❙✐ v ❡+3 &;❡❧❧❡ ❡3 +✐ p = 2✱ ❛❧♦&+ ♦♥ ❛ Rv ≃ Z/2Z✳
❜✮ ❙✐♥♦♥✱ Rv ❡+3 ♥✉❧✳

✹✮ ❙♦✐3 v ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ♥♦♥✲❛&❝❤✐♠;❞✐❡♥♥❡✳ ❖♥ ♥♦3❡ πv ✉♥❡ ✉♥✐❢♦&♠✐+❛♥3❡ ❞❡ Kv✳

❆❧♦&+ Rv = π
Zp
v Uv✳

❉❡ ♣❧✉+✱ Uv +✬✐❞❡♥3✐✜❡ ✿

✕ ❛✉ p✲❙②❧♦✇ ❞✉ ❣&♦✉♣❡ ❞❡+ &❛❝✐♥❡+ ❞❡ ❧✬✉♥✐3; ❞❡ Kv✱ ❧♦&+5✉❡ v ∤ p✱
✕ ❛✉ ❣&♦✉♣❡ ❞❡+ ✉♥✐3;+ ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡+ ❞❡ Kv✱ ❧♦&+5✉❡ v|p✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳ ✖ ▲❡ p✲❣,♦✉♣❡ ❞❡4 ✐❞M❧❡4 JK ❞✉ ❝♦,♣4 K ❡4& ❞+✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ,+✉♥✐♦♥

❞❡4

∏
v∈SRv

∏
v/∈S Uv✱ ♦Q S ♣❛,❝♦✉,& ❧❡4 ❡♥4❡♠❜❧❡4 ✜♥✐4 ❞❡ ♣❧❛❝❡4 ❞❡ K✳

▲❡ 4♦✉4✲❣,♦✉♣❡ ❞❡4 ✐❞M❧❡4 ✉♥✐&+4 UK ❡4& ❧❡ ♣,♦❞✉✐& ❞❡4 Uv ♣♦✉, v ♣❛,❝♦✉,❛♥& ❧❡4 ♣❧❛❝❡4 ❞❡
K✳

▲❛ &♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ JK ❡4& ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐&❡ ✐♥❞✉❝&✐✈❡✱ ❝❤❛@✉❡

∏
v∈SRv

∏
v/∈S Uv +&❛♥& ❝♦♠♣❛❝&✳
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❘❡♠❛$%✉❡ ✸✳✶✳✹✳ ✖ ▲✬✐♥❥❡❝)✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐,✉❡ K× →֒ K×
v ✐♥❞✉✐) ❧✬✐♥❥❡❝)✐♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡

RK →֒ JK .

❈♦♥2✐❞34♦♥2 ❧❡2 ✈❛❧❡✉42 ❛❜2♦❧✉❡2 p✲❛❞✐,✉❡2 ❛22♦❝✐3❡2 ❛✉ ❝♦4♣2 K ✭❝❢✳ ❬❏❛❪✱ ❉3❢✳✶✳✼✮

| |v : Rv → 1 + pZp.

❊♥ ❝♦♠♣♦2❛♥) ❝❡2 ✈❛❧❡✉42 ❛❜2♦❧✉❡2 ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ♥❛)✉4❡❧❧❡ RK → Rv✱ ♦♥ ❞✐2♣♦2❡

❞✬❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥2

| |K,v : RK → 1 + pZp,

❛♣♣❡❧3❡2 ✈❛❧❡✉42 ❛❜2♦❧✉❡2 ♣4✐♥❝✐♣❛❧❡2✳

D♦2♦♥2 ❡♥2✉✐)❡ ✭❝❢✳ ❬❏❛❪✱ D4♦♣✳✶✳✶✵✮

Ũv := ker | |v.
❊♥ ♣4❡♥❛♥) ❧❡ ♣4♦❞✉✐) ❞❡2 ✈❛❧❡✉42 ❛❜2♦❧✉❡2 p✲❛❞✐,✉❡2✱ ♣4♦❞✉✐) ✐♥❞❡①3 ♣❛4 ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2

♣❧❛❝❡2 ❞❡ K✱ ♦♥ ❞3✜♥✐) ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ♣4♦❞✉✐)

| |K : JK −→ 1 + pZp.

❈❡❧❛ ❡2) ❜✐❡♥ ❞3✜♥✐ ❝❛4 )♦✉2 ❧❡2 )❡4♠❡2 ❞✉ ♣4♦❞✉✐)✱ 2❛✉❢ ✉♥ ♥♦♠❜4❡ ✜♥✐ ❞✬❡♥)4❡ ❡✉①✱ 2♦♥)

3❣❛✉① H 1✳

❖♥ ♥♦)❡

J̃K ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✉ ♠♦4♣❤✐2♠❡ ❞❡ ❣4♦✉♣❡2 | |K .
❈✬❡2) ✉♥ 2♦✉2✲❣4♦✉♣❡ ❢❡4♠3 ❞❡ JK ❝♦♥)❡♥❛♥) RK ✭❝❢✳ ❬❏❛❪✱ D4♦♣✳✶✳✽✮✳

❯♥ 2♦✉2✲❣4♦✉♣❡ ♥❛)✉4❡❧ ❞❡ J̃K ❡2) ❝❡❧✉✐ ❢♦4♠3 ♣❛4 ❧❡ ♣4♦❞✉✐) ❞❡2 ♥♦②❛✉① ❞❡2 ✈❛❧❡✉42 ❛❜2♦✲

❧✉❡2 ✿

ŨK :=
∏

v

Ũv.

+$♦♣♦.✐0✐♦♥ ✸✳✶✳✺✳ ✖ ▲❡ ❣#♦✉♣❡ ❛❜)❧✐❡♥ Ũv ❡-. ❞)❝#✐. ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐2#❡ -✉✐✈❛♥.❡✳

✶✮ ❙✐ v /∈ Plp(K)✱ ❛❧♦#- Ũv = Uv✳

✷✮ ❙✐ v ∈ Plp(K)✱ ❛❧♦#- Ũv ≃ µP(Kv)×Z[Kv :Qp]
p ✱ ♦: µP(Kv) ❞)-✐❣♥❡ ❧❡ ❣#♦✉♣❡ ❞❡- #❛❝✐♥❡-

❞❡ ❧✬✉♥✐.) p✲♣#✐♠❛✐#❡- ❞❡ Kv✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✸✳✶✳✻✳ ✖ ❊♥ )❛♥) ,✉❡ Zp✲♠♦❞✉❧❡2✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ Ũv ❡) ❧❡2 ✉♥✐)32 Uv ♦♥) ❧❡ ♠O♠❡

4❛♥❣ ❀ ❝❡❧❛ ♣4♦✈✐❡♥) ❞✉ ❢❛✐) ,✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ Rv ♣❛4 | |v ❡2) ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✜♥✐ ❞❛♥2 1 + pZp✳

✸✳✶✳✷✳ ❙②♠❜♦❧❡ ❞✬❆01✐♥ ❡1 ❝♦00❡5♣♦♥❞❛♥❝❡✳ ✖ ❖♥ 4❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡2 432✉❧)❛)2 ❞❡ ❧❛ )❤3♦4✐❡

❞✉ ❝♦4♣2 ❞❡ ❝❧❛22❡2 ❧♦❝❛❧❡ ❡) ❣❧♦❜❛❧❡ ❀ ❧❡2 43❢34❡♥❝❡2 2♦♥) ♥♦♠❜4❡✉2❡2 ✭❬●0❛❪✱❬❏❛❪✱ ❬❆❚❪✮✳

▲❡2 2②♠❜♦❧❡2 ❧♦❝❛✉① ♦✉ ❞✬❆4)✐♥ ❥♦✉❡♥) ✉♥ 4R❧❡ ,✉✐ ♥✬❡2) ♣❛2 ❞3)❛✐❧❧3 ✐❝✐✳ ❖♥ 4❛♣♣❡❧❧❡ ,✉❡

K̂ ✭4❡2♣❡❝)✐✈❡♠❡♥) K̂v✮ ❞32✐❣♥❡ ❧❛ ♣❧✉2 ❣4❛♥❞❡ ♣4♦✲p✲❡①)❡♥2✐♦♥ ❞❡ K ✭4❡2♣✳ ❞❡ Kv✮✱ ❞❛♥2

✉♥ ❝❧R)✉4❡ ❛❧❣3❜4✐,✉❡ ✜①3❡ ❛✉ ❞3♣❛4)✳

❈♦0♣5 ❞❡ ❝❧❛55❡5 ❧♦❝❛❧

❉5✜♥✐0✐♦♥ ✸✳✶✳✼✳ ✖ ▲❡ ❝♦4♣2 K̂ab
v ❡2) ❧❛ ♣❧✉2 ❣4❛♥❞❡ ♣4♦✲p✲❡①)❡♥2✐♦♥ ❛❜3❧✐❡♥♥❡ ❞❡ Kv✳ ▲❡

❝♦4♣2 Knr
v ❡2) ❧❛ ♣❧✉2 ❣4❛♥❞❡ ♣4♦✲p✲❡①)❡♥2✐♦♥ ♥♦♥✲4❛♠✐✜3❡ ❞❡ Kv✳ ▲❡ ❝♦4♣2 Kcyc

v = Qcyc
v Kv

❡2) ❧❛ Zp✲❡①)❡♥2✐♦♥ ❝②❝❧♦)♦♠✐,✉❡ ❞❡ Kv✳

✼✹



▲❡ "❤$♦&'♠❡ )✉✐✈❛♥" &❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦&&❡)♣♦♥❞❛♥❝❡ ♣♦✉& ❧❡) ♣&♦✲p✲❡①"❡♥)✐♦♥) K̂ab
v ✱ Knr

v ❡" Kcyc
v

❞❡ Kv✳

❚❤"♦$%♠❡ ✸✳✶✳✽ ✭❬❏❛❪✱ ❚❤✳✷✳✼✮✳ ✖ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❞❡ ,-❝✐♣,♦❝✐'- ✐♥❞✉✐' ❧❡/ ✐/♦♠♦,✲

♣❤✐/♠❡/ ❞❡ Zp✲♠♦❞✉❧❡/ '♦♣♦❧♦❣✐4✉❡/ /✉✐✈❛♥'/ ✿

Rv ≃ Gal(K̂ab
v /Kv),

Uv ≃ Gal(K̂ab
v /K

nr
v )

❡' Ũv ≃ Gal(K̂ab
v /K

cyc
v ).

❉❡ ♣❧✉/✱ /✐ v ∤ p✱ ❛❧♦,/ ❧❛ ,❛♠✐✜❝❛'✐♦♥ ❡/' ♠♦❞-,-❡ ❡' Gal(K̂ab
v /K

nr
v ) ❡/' ✐/♦♠♦,♣❤❡ ❛✉

p✲❙②❧♦✇ ❞❡/ ,❛❝✐♥❡/ ❞❡ ❧✬✉♥✐'- ❞❡ Kv✳

❊♥ ,❡✈❛♥❝❤❡✱ /✐ v|p✱ ❛❧♦,/ ❧❛ ,❛♠✐✜❝❛'✐♦♥ ❡/' /❛✉✈❛❣❡✱ ❧❡ /♦✉/✲❣,♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡,'✐❡ ♣♦//?❞❡ ✉♥❡
✜❧',❛'✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐4✉❡ ♣,♦✈❡♥❛♥' ❞❡ ❧❛ ✜❧',❛'✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐4✉❡ ❞❡/ ✉♥✐'-/ ♣,✐♥❝✐♣❛❧❡/ ❞❡ Kv✳

❈♦,♣. ❞❡ ❝❧❛..❡. ❣❧♦❜❛❧

▲❡ p✲❝♦&♣) ❞❡ ❍✐❧❜❡&" ❞✬✉♥ ❝♦&♣) ❞❡ ♥♦♠❜&❡) K ❡)" ❞$✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉) ❣&❛♥❞❡ p✲❡①"❡♥)✐♦♥
❛❜$❧✐❡♥♥❡ ♥♦♥✲&❛♠✐✜$❡ ❞❡ K✳ ▲❛ ♣&♦♣♦)✐"✐♦♥ )✉✐✈❛♥"❡ ❞$❝&✐" ❧❡ ❣&♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐) ❞✉ p✲❝♦&♣)
❞❡ ❍✐❧❜❡&" ❞✬✉♥ ❝♦&♣) ❞❡ ♥♦♠❜&❡)✳

,$♦♣♦.✐0✐♦♥ ✸✳✶✳✾ ✭❬❏❛❪✱ ❊①✳✷✳✽✮✳ ✖ ▲❡ ❣,♦✉♣❡ 4✉♦'✐❡♥' JK/RKUK /✬✐❞❡♥'✐✜❡ ♥❛'✉,❡❧✲

❧❡♠❡♥' ❛✉ p✲❣,♦✉♣❡ ❞❡/ ❝❧❛//❡/ ❞❡ K✳

▲❡ &$)✉❧"❛" ❝❡♥"&❛❧ ❞❡ ❧❛ "❤$♦&✐❡ ❞✉ ❝♦&♣) ❞❡ ❝❧❛))❡) ❛❞♠❡" ❧❛ ❢♦&♠✉❧❛"✐♦♥ )✉✐✈❛♥"❡✳

❚❤"♦$%♠❡ ✸✳✶✳✶✵ ✭❬❏❛❪✱ ❚❤✳✷✳✸✮✳ ✖ ❙♦✐' K ✉♥ ❝♦,♣/ ❞❡ ♥♦♠❜,❡/ ❡' K̂ab
❧❛ ♣,♦✲p✲

❡①'❡♥/✐♦♥ ❛❜-❧✐❡♥♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ K✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❞❡ ,-❝✐♣,♦❝✐'- ✐♥❞✉✐' ✉♥ ✐/♦♠♦,♣❤✐/♠❡

❝♦♥'✐♥✉

JK/RK ≃ Gal(K̂ab/K).

❖♥ ♣❛&❧❡&❛ ❞❡ ❝♦&&❡)♣♦♥❞❛♥❝❡ ✭❣❧♦❜❛❧❡✮ ❡♥ &$❢$&❡♥❝❡ D ❧✬✐)♦♠♦&♣❤✐)♠❡ ❞❡ &$❝✐♣&♦❝✐"$ ❞✉

"❤$♦&'♠❡ ❝✐✲❞❡))✉)✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ )✉✐✈❛♥" "✐))❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥"&❡ ❧❛ "❤$♦&✐❡ ❞✉ ❝♦&♣) ❞❡ ❝❧❛))❡) ❧♦❝❛❧❡

❡" ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥ ♠❡""❛♥" ❡♥ ❧✉♠✐'&❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛"✐❜✐❧✐"$ ✧❧♦❝❛❧✲❣❧♦❜❛❧✧ ❞❡ ❧❛ ❝♦&&❡)♣♦♥❞❛♥❝❡✳

,$♦♣♦.✐0✐♦♥ ✸✳✶✳✶✶ ✭❬❏❛❪✱ ❚❤✳✷✳✸✱ ▲❡♠✳✷✳✹✮✳ ✖ ❙♦✐' S ✉♥ ❡♥/❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡/ ❞✉

❝♦,♣/ ❞❡ ♥♦♠❜,❡/ K✳
❆❧♦,/ ❧❛ /✉,❥❡❝'✐♦♥ ♥❛'✉,❡❧❧❡

⊕v∈SRv → ⊕v∈SRvRK/RK

❡/' ✉♥ ✐/♦♠♦,♣❤✐/♠❡ ❞❡ Zp✲♠♦❞✉❧❡/ ❝♦♠♣❛❝'/✳

❊♥ ♣❛,'✐❝✉❧✐❡,✱ ❧❛ ❝♦,,❡/♣♦♥❞❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ,❡/♣❡❝'❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛'✐❜✐❧✐'- ❧♦❝❛❧❡ /✉✐✈❛♥'❡ ✿

✕ ❧❡ /♦✉/✲❣,♦✉♣❡ ❞❡ ❞-❝♦♠♣♦/✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛❝❡ v ❞❡ K ❡/' ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥/ Gal(K̂ab/K) ❞✉
/♦✉/✲❣,♦✉♣❡ Rv ❞❡ JK ✳

✕ ❧❡ /♦✉/✲❣,♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡,'✐❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛❝❡ v ❞❡ K ❡/' ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥/ Gal(K̂ab/K) ❞✉ /♦✉/✲❣,♦✉♣❡
Uv ❞❡ JK ✳

✼✺



❖♥ "#$✉♠❡ ( ♣"#$❡♥*✱ ❞❛♥$ ❧❡ *❛❜❧❡❛✉ 0✉✐ $✉✐*✱ ❧❛ ❝♦""❡$♣♦♥❞❛♥❝❡ ♣♦✉" ❞❡$ ❡①*❡♥$✐♦♥$

❛❜#❧✐❡♥♥❡$ ❞❡ ❜❛$❡ 0✉✐ ✐♥*❡"✈✐❡♥❞"♦♥* ♣❛" ❧❛ $✉✐*❡✳ ❉❛♥$ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✧●"♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐$✧✱ ♦♥

❞♦♥♥❡ ✉♥ "❡♣"#$❡♥*❛♥* ( ✐$♦♠♦"♣❤✐$♠❡ ✭❝♦♥*✐♥✉✮ ♣"=$ ❞✉ ❣"♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐$ ❞❡ ❧✬❡①*❡♥$✐♦♥

❛$$♦❝✐#❡✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✶✳✶✷✳ ✖ ▲❡ ❝♦"♣$ K̂ab
❡$* ❧❛ ♣❧✉$ ❣"❛♥❞❡ ♣"♦✲p✲❡①*❡♥$✐♦♥ ❛❜#❧✐❡♥♥❡ ❞❡ K✳

▲❡ ❝♦"♣$ Knr
❡$* ❧❛ ♣❧✉$ ❣"❛♥❞❡ ♣"♦✲p✲❡①*❡♥$✐♦♥ ❛❜#❧✐❡♥♥❡ ♥♦♥✲"❛♠✐✜#❡ ❞❡ K ❡* Kcyc

❡$*

❧❛ Zp✲❡①*❡♥$✐♦♥ ❝②❝❧♦*♦♠✐0✉❡ ❞❡ K✳

E❛" ❛✐❧❧❡✉"$✱ ❞#$✐❣♥♦♥$ ♣❛" K loc.cyc
❧❛ ♣"♦✲p✲❡①*❡♥$✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛❜#❧✐❡♥♥❡ ❞❡ K ❝♦♥*❡♥❛♥*

Kcyc
❡* ❝♦♠♣❧=*❡♠❡♥* ❞#❝♦♠♣♦$#❡ $✉" Kcyc

❡♥ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ $❡$ ♣❧❛❝❡$✳

❈❡**❡ ❞#✜♥✐*✐♦♥ ❥✉$*✐✜❡ ❧❛ ♥♦*❛*✐♦♥ ❧♦❝✳❝②❝✱ ♣✉✐$0✉❡ ❝❡**❡ ❡①*❡♥$✐♦♥ ❡$* ❧♦❝❛❧❡♠❡♥* ❝②❝❧♦*♦✲

♠✐0✉❡✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡

ŨK :=
∏

v∈Pl(K)

Ũv

✐♥*❡"✈✐❡♥* ♣♦✉" ❞#❝"✐"❡ ❧❡ ❣"♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐$ Gal(K̂ab/K loc.cyc)✳

❊①*❡♥$✐♦♥ ●"♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐$

K̂ab/K JK/RK

K̂ab/Knr UKRK/RK

K̂ab/Kcyc J̃K/RK

K̂ab/K loc.cyc ŨKRK/RK

✸✳✷✳ #$%&❡♥)❛)✐♦♥ ❞❡& ♦❜❥❡)& ❛$✐)❤♠%)✐2✉❡&

❖♥ ✜①❡ ✉♥ ♥♦♠❜"❡ ♣"❡♠✐❡" p✳ ❙♦✐* K/Q ✉♥ ❝♦"♣$ ❞❡ ♥♦♠❜"❡$ ❞❡ ❝❧J*✉"❡ ❛❧❣#❜"✐0✉❡ K✳ ❖♥

$✬✐♥*#"❡$$❡ ❛✉ ♣"♦✲p✲0✉♦*✐❡♥* ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ Gal(K/K) ❡* ♦♥ ♥♦*❡ K̂ ❧❛ ♣❧✉$ ❣"❛♥❞❡ ♣"♦✲p✲
❡①*❡♥$✐♦♥ ❞❡ K ❞❛♥$ K✳
E♦✉" ❝❤❛0✉❡ ♣❧❛❝❡ v ❞❡ K✱ ♦♥ "❛♣♣❡❧❧❡ 0✉❡ Kv ❞#$✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧#*# ❞❡ K ❡♥ v ❡* K̂v $❛

♣❧✉$ ❣"❛♥❞❡ ♣"♦✲p✲❡①*❡♥$✐♦♥✳
▲❡$ ❞❡✉① ❝♦✉"*❡$ $♦✉$✲$❡❝*✐♦♥$ $✉✐✈❛♥*❡$ ♣"#$❡♥*❡♥* ❧❡$ ♦❜❥❡*$ ❛"✐*❤♠#*✐0✉❡$ 0✉❡ ♥♦✉$ $♦✉✲

❤❛✐*♦♥$ #*✉❞✐❡" ❞❛♥$ ❝❡ ❝❤❛♣✐*"❡✳

✸✳✷✳✶✳ ❖❜❥❡)& ❧♦❝❛✉①✳ ✖ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞#✜♥✐*✐♦♥ $✉✐✈❛♥*❡✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ✖ ▲✬❡①*❡♥$✐♦♥ Kcr
v := Knr

v Kcyc
v ❡$* ❧❛ ♣"♦✲p✲❡①*❡♥$✐♦♥ ❞❡ Kv ❛♣♣❡❧#❡

❡①*❡♥$✐♦♥ ❝②❝❧♦*♦♠✐0✉❡♠❡♥* "❛♠✐✜#❡✳

❘❡♠❛/0✉❡ ✸✳✷✳✷✳ ✖ ❙✐ v ∤ p✱ ❧❡$ *"♦✐$ ❡①*❡♥$✐♦♥$ $✉✐✈❛♥*❡$ ❞❡ Kv ❝♦K♥❝✐❞❡♥* ✿ K
cyc
v =

Knr
v = Kcr

v ✳

❖♥ "❡❝❡♥$❡ ❞❛♥$ ❧❡ *❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡$$♦✉$ ❧❡$ $♦✉$✲❡①*❡♥$✐♦♥$ ❞❡ K̂v/Kv 0✉❡ ♥♦✉$ ❛✉"♦♥$ (

♠❛♥✐♣✉❧❡"✱ ♦♥ ❡♥ ♣"♦✜*❡ ♣♦✉" ✜①❡" ❧❡$ ♥♦*❛*✐♦♥$ ❞❡$ ❣"♦✉♣❡$ ❞❡ ●❛❧♦✐$ ❛$$♦❝✐#$ ✿
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❊①"❡♥%✐♦♥ ●)♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐%

K̂v/Kv Ĝv

K̂v/K
nr
v Kcyc

v Ĩv

K̂v/K
cyc
v D̃v

Kcr
v /Kv Gcr

v

Kcyc
v /Kv Gcyc

v

✸✳✷✳✷✳ ❖❜❥❡'( ●❧♦❜❛✉①✳ ✖ ❖♥ ♥♦"❡ S ❡" T ❞❡✉① ❡♥%❡♠❜❧❡% ✜♥✐% ❞❡ ♣❧❛❝❡% ✜♥✐❡% ❞❡ K
✈5)✐✜❛♥" ✿

S ∩ T = ∅ ❡" T ⊆ Plp(K).

❖♥ ♣❛)"✐"✐♦♥♥❡ S ❞❡ ❧❛ ❢❛8♦♥ %✉✐✈❛♥"❡ ✿ S = Sp⊔S0✱ ❛✈❡❝ Sp = S ∩Plp(K) ❡" S0 = S−Sp✳

❉❛♥% ❧❛ %✉✐"❡✱ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ♥♦✉% ✐♥"5)❡%%❡) ❛✉ ❝♦)♣% K̃T
S ❞5✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ❢❛8♦♥ %✉✐✈❛♥"❡✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳ ✖ ▲❡ ❝♦)♣% K̃T
S ❡%" ❧❛ ♣❧✉% ❣)❛♥❞❡ ♣)♦✲p✲❡①"❡♥%✐♦♥ ❞❡ K ❝♦♥"❡♥❛♥"

Kcyc
❡" "❡❧❧❡ @✉❡ ✿

K̃T
S /K

cyc
%♦✐" S✲)❛♠✐✜5❡ ❡" T ✲❞5❝♦♠♣♦%5❡.

❆✉")❡♠❡♥" ❞✐"✱ K̃T
S /K ❡%" ❧❛ ♣)♦✲p✲❡①"❡♥%✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✈5)✐✜❛♥" ✿

❛✮ K̃T
S /K ❡%" ♥♦♥✲)❛♠✐✜5❡ ❡♥ ❞❡❤♦)% ❞❡ Plp(K) ∪ S0✱

❜✮ (K̃T
S )v ⊆ Kcyc

v Knr
v ✱ ♣♦✉) "♦✉"❡ ♣❧❛❝❡ v /∈ S✱

❝✮ (K̃T
S )v ⊆ KvQcyc

p ✱ ♣♦✉) "♦✉"❡ ♣❧❛❝❡ v ∈ T ✳

❖♥ ♥♦"❡

G̃T
S = Gal(K̃T

S /K).

■❧ %✬❛❣✐" ❞✬✉♥ ♣)♦✲p✲❣)♦✉♣❡✱ @✉♦"✐❡♥" ❞✉ ❣)♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐% ❞❡ ❧❛ ♣❧✉% ❣)❛♥❞❡ ❡①"❡♥%✐♦♥

(Plp ∪ S0)✲)❛♠✐✜5❡ ❞❡ K✳ ❈♦♠♠❡ K̃
T
S ❝♦♥"✐❡♥" ❧✬❡①"❡♥%✐♦♥ ❝②❝❧♦"♦♠✐@✉❡ ❞❡ K✱ ❧❡ ❣)♦✉♣❡

G̃T
S ♣♦%%H❞❡ ✉♥ @✉♦"✐❡♥" ✐%♦♠♦)♣❤❡ ❛✉ ❣)♦✉♣❡ Zp✳

✸✳✷✳✸✳ ●0♦✉♣❡ ❞❡( ♥♦0♠❡( ❡' ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❑✉♠♠❡0 ❞❡ G̃T
S ✳ ✖ ▲✬❡①"❡♥%✐♦♥ ❣❛❧♦✐✲

%✐❡♥♥❡ K̃T
S /K ❡%" ❞5✜♥✐❡ ♣❛) ❞❡% ♣)♦♣)✐5"5% ❧♦❝❛❧❡% ❀ ♣❛) ❝♦♠♣❛"✐❜✐❧✐"5✱ ✐❧ ❡%" ❛✐♥%✐ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡

✈♦✐) @✉❡ ✿

Gal(K̂ab/(K̃T
S )ab) ≃


 ∏

v/∈S0∪Plp

Uv





 ∏

v∈Plp−(S∪T )

Uv ∩ Ũv




(
∏

v∈T

Ũv

)
/RK .

❉♦♥♥♦♥% ✉♥❡ 5❝)✐"✉)❡ ♣❧✉% %②♥"❤5"✐@✉❡ ♣♦✉) ❝❡ ❣)♦✉♣❡ ❞❡ ♥♦)♠❡% ❡♥ ♣♦%❛♥"

ŨT
S =


 ∏

v/∈S0∪Plp

Uv





 ∏

v∈Plp−(S∪T )

Uv ∩ Ũv




(
∏

v∈T

Ũv

)
,

✐✳❡✳

Gal(K̂ab/(K̃T
S )ab) ≃ ŨT

S /RK .

✼✼



❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✷✳✹✳ ✖ ❖♥ ❞✐& '✉❡

Ṽ T
S = ŨT

S J p
K ∩RK

❡*& ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❑✉♠♠❡/ ❛**♦❝✐2 3 K̃T
S ✳

❯♥❡ ♠❛♥✐5/❡ ♥❛&✉/❡❧❧❡ ❞❡ ✈♦✐/ ❝❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❑✉♠♠❡/ ♣/♦✈✐❡♥& ❞✉ ❞2✈✐**❛❣❡ ❞❡ (K̃T
S )ab/K

*❡❧♦♥ ❧❛ p✲❡①&❡♥*✐♦♥ ❛❜2❧✐❡♥♥❡ ♥♦♥✲/❛♠✐✜2❡ ❡& T ✲❞2❝♦♠♣♦*2❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ K ❀ ❝❡&&❡ ❡①&❡♥✲

*✐♦♥ ❞❡ K ❢❛✐& 2❣❛❧❡♠❡♥& ❛♣♣❛/❛?&/❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❑✉♠♠❡/ *✉✐✈❛♥& ✿

V T = UK

(
∏

v∈T

Rv

)
J p

K ∩RK .

❘❡♠❛/0✉❡ ✸✳✷✳✺✳ ✖ ▲♦/*'✉❡ A✱ B ❡& C ❞2*✐❣♥❡♥& &/♦✐* ❣/♦✉♣❡* ❛❜2❧✐❡♥*✱ ♦♥ ✉&✐❧✐*❡/❛

❧✬✐*♦♠♦/♣❤✐*♠❡ 2❧2♠❡♥&❛✐/❡ AB ∩ CB/B ≃ AB ∩ C/(C ∩B)✳

▲❡ ♣/✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❍❛**❡ ❝♦♥❝❡/♥❛♥& ❧❡* ♣✉✐**❛♥❝❡* ❞♦♥♥❡Rp
K = J p

K∩RK ❀ ❝❡ ♣/✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❍❛**❡

/❡♣♦*❡ *✉/ ❧❡ &❤2♦/5♠❡ ❞❡ ❞❡♥*✐&2 ❞❡ ❈❤❡❜♦&❛/❡✈ ❛♣♣❧✐'✉2 ❞❛♥* ✉♥❡ ❡①&❡♥*✐♦♥ ❞❡ ❑✉♠♠❡/

❞❡ K ✭❬●!❛❪✮✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥& ❝❡* ❞❡✉① ♦❜*❡/✈❛&✐♦♥*✱ ♦♥ ❞✐*♣♦*❡ ❞❡* ✐*♦♠♦/♣❤✐*♠❡* *✉✐✈❛♥&* ✿

V T /Rp
K ≃ UK

(
∏

v∈T

Rv

)
J p

K ∩RKJ p
K/J

p
K

❡&

Ṽ T
S /Rp

K ≃ ŨT
S J p

K ∩RKJ p
K/J

p
K .

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✻✳ ✖ ❖♥ "❛♣♣❡❧❧❡ '✉❡ S ❡) T *♦♥) ❞❡✉① ❡♥*❡♠❜❧❡* ✭❞✐*❥♦✐♥)*✮ ❞❡ ♣❧❛❝❡* ❞❡ K✳
❖♥ ❛ ✿

Ṽ T
S∪{v} ⊆ Ṽ T

S , ❛✈❡❝ v /∈ S ∪ T,
❡)

Ṽ ∅
S ⊆ Ṽ T

S ⊆ Ṽ T
∅ ❡) Ṽ T

S ⊆ V T .

❖♥ ♣/2*❡♥&❡ ❞❡* /2*✉❧&❛&* 3 ♣/♦♣♦* ❞❡ Ṽ T
S ✉&✐❧✐*2* ❞❛♥* ❧❛ *❡❝&✐♦♥ ✸✳✹✳

❙♦✐& ClT (K) ❧❡ '✉♦&✐❡♥& ❞✉ ❣/♦✉♣❡ ❞❡* ❝❧❛**❡* Cl(K) ❞❡ K ❝♦//❡*♣♦♥❞❛♥& 3 ❧✬❡①&❡♥*✐♦♥

❛❜2❧✐❡♥♥❡ ♥♦♥✲/❛♠✐✜2❡ ❡& T ✲❞2❝♦♠♣♦*2❡ ✭✐✳❡✳ ❞❛♥* ❧❛'✉❡❧❧❡ ❧❡* ♣❧❛❝❡* ❛✉✲❞❡**✉* ❞❡ T *♦♥&

❝♦♠♣❧5&❡♠❡♥& ❞2❝♦♠♣♦*2❡*✮ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ K✳ ▲❡ ❣/♦✉♣❡ ClT (K) ❡*& ✜♥✐✳

O♦*♦♥* ET
K := ET

K ⊗ Zp✱ ♦P ET
K ❞2*✐❣♥❡ ❧❡ Z✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡* T ✲✉♥✐&2* ❞❡ K✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✼✳ ✖ ▲❡* *✉✐)❡* ❞❡ ❣"♦✉♣❡* ❛❜:❧✐❡♥* *✉✐✈❛♥)❡* *♦♥) ❡①❛❝)❡*

1 → ClT (K)[p]→ ClT (K)
p−→ ClT (K) → ClT (K)/p→ 1,

1 → ET
K/ET

K
p → V T /Rp

K → Cl(K)T [p]→ 1.

❉:♠♦♥*)"❛)✐♦♥✳ ✖ ❉❡ ♠❛♥✐5/❡ ✐♠♠2❞✐❛&❡✱ ♦♥ ✈♦✐& '✉❡ ❧❛ ♣/❡♠✐5/❡ *✉✐&❡ ❡*& ❡①❛❝&❡✳ ❏✉*✲

&✐✜♦♥* 3 ♣/2*❡♥& '✉❡ ❧❛ *❡❝♦♥❞❡ ❧✬❡*& ❛✉**✐✳ ■❧ *✉✣& ❞✬❡①♣❧✐❝✐&❡/ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ δ ♣❛/&❛♥& ❞✉

/❛❞✐❝❛❧ V T /Rp
K ✳ ❈❤❛'✉❡ a ∈ V T

*✬2❝/✐& ✭❞❡ ♠❛♥✐5/❡ ♥♦♥✲♥2❝❡**❛✐/❡♠❡♥& ✉♥✐'✉❡✮ *♦✉* ❧❛

❢♦/♠❡ urjp
✱ ♦P u ∈ UK ✱ r ∈∏

v∈T Rv ✱ j ∈ JK ✳ ❖♥ ♣♦*❡

δ(a) = j,

❝❡❝✐ ❞2✜♥✐& ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❡& ❧❛ *✉✐&❡ ❡①❛❝&❡ ♣/♦✈✐❡♥& ❞❡ ❝❡&&❡ ❝♦♥*&/✉❝&✐♦♥✳

✼✽



❉✬❛♣$%& ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✻✱ ❡/ ❝♦♠♠❡ ClT (K)[p] ❡/ ET
K/ET

K
p
&♦♥/ ✜♥✐&✱ ♦♥ ♦❜/✐❡♥/ ✿

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✸✳✷✳✽✳ ✖ ▲❡" ❣$♦✉♣❡" ❛❜*❧✐❡♥" V T
❡. Ṽ T

S "♦♥. ✜♥✐"✳

❊♥✜♥✱ ♣$9&❡♥/♦♥& ✉♥ ❛❧❣♦$✐/❤♠❡ =✉✐ /$✐✈✐❛❧✐&❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ =✉♦/✐❡♥/ Ṽ T
S /R

p
K ✳ ▲❡& ♠♦❞✉❧❡&

Ṽ T
S &♦♥/ ❞9❝$♦✐&&❛♥/& ❡♥ S✱ ❧✬✐❞9❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦$✐/❤♠❡ ❡&/ ❞♦♥❝ ❞❡ ❢❛✐$❡ ❣$♦&&✐$ S B ❧✬❛✐❞❡ ❞✉
/❤9♦$%♠❡ ❞❡ ❞❡♥&✐/9 ❞❡ ❈❤❡❜♦/❛$❡✈✳

+"♦♣♦-✐.✐♦♥ ✸✳✷✳✾✳ ✖ ■❧ ❡①✐".❡ ✉♥ ❡♥"❡♠❜❧❡ ✜♥✐ S′
❢♦$♠* ❞❡ ♣❧❛❝❡" ❞❡ K *.$❛♥❣7$❡" 8 p

.❡❧ 9✉❡ Ṽ T
S′/Rp

K "♦✐. .$✐✈✐❛❧✳

❉*♠♦♥".$❛.✐♦♥✳ ✖ ❙✉♣♣♦&♦♥& =✉❡ µp ⊆ K✳ ❖♥ ❝♦♥&✐❞%$❡ L/K ❧❛ p✲❡①/❡♥&✐♦♥ ❛❜9❧✐❡♥♥❡
9❧9♠❡♥/❛✐$❡ ♥♦♥✲$❛♠✐✜9❡ ❡♥ ❞❡❤♦$& ❞❡ p ❞❡ K✳ ▲❡ /❤9♦$%♠❡ ❞❡ ❞❡♥&✐/9 ❞❡ ❈❤❡❜♦/❛$❡✈
❛♣♣❧✐=✉9 B ❧✬❡①/❡♥&✐♦♥ L/K ❛&&✉$❡ ❧✬❡①✐&/❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡& S′

❞❡ K =✉✐ ♥❡

$❡♥❝♦♥/$❡ ♣❛& Plp(K) /❡❧ =✉❡ ❧❡& ❋$♦❜❡♥✐✉& ❛&&♦❝✐9& ❛✉① ♣❧❛❝❡& ❞❡ S′
❡♥❣❡♥❞$❡♥/ Gal(L/K)✳

❙♦✐/ x ∈ Ṽ T
S′ ✳ I❛$ ❧❛ /❤9♦$✐❡ ❞❡ ❑✉♠♠❡$✱ ♦♥ &❛✐/ =✉❡ ❧✬❡①/❡♥&✐♦♥ ❝②❝❧✐=✉❡K( p

√
x)/K ❡&/ ♥♦♥✲

$❛♠✐✜9❡ ❤♦$& ❞❡ p ❡/ /♦/❛❧❡♠❡♥/ ❞9❝♦♠♣♦&9❡ ❡♥ S′
✳ ❉❡ ❝❡//❡ ❢❛L♦♥✱ ❧✬❡①/❡♥&✐♦♥ K( p

√
x)/K

❡&/ /$✐✈✐❛❧❡ ❡/ ❞♦♥❝ x ❡&/ ✉♥❡ ♣✉✐&&❛♥❝❡ p✲%♠❡✳
❙✉♣♣♦&♦♥& =✉❡ µp * K ❡/ ♥♦/♦♥& ζp ✉♥ ❣9♥9$❛/❡✉$ ❞❡ µp✳ ◆♦/♦♥& S

′
✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡

♣❡$♠✐❡$& ♦❜/❡♥✉ ❡♥ ❛♣♣❧✐=✉❛♥/ ❧❛ ♠9/❤♦❞❡ ♣$9❝9❞❡♥/❡ B ❧✬❡①/❡♥&✐♦♥ K(ζp)✳

❙♦✐/ x ∈ Ṽ T
S′ ✳ ▲✬9❧9♠❡♥/ x ❡&/ ✉♥❡ ♣✉✐&&❛♥❝❡ p✲%♠❡ ❞❛♥& K(ζp)✳ ❖$✱ ❧✬❡①/❡♥&✐♦♥ K(ζp)/K

❡&/ ❞❡ ❞❡❣$9 ♣$❡♠✐❡$ B p✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉/ ❡♥ ❝♦♥&✐❞9$❛♥/ ❧❛ ♥♦$♠❡ NK(ζp)/K(x)✳

✸✳✸✳ ❙#$✉❝#✉$❡( ❞❡ Fp[H]✲♠♦❞✉❧❡( (❡♠✐✲(✐♠♣❧❡(

❙♦✐/ k ✉♥ &♦✉&✲❝♦$♣& ❞❡ K✳ ❙✉♣♣♦&♦♥& =✉❡ K/k &♦✐/ ✉♥❡ ❡①/❡♥&✐♦♥ ❣❛❧♦✐&✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣$♦✉♣❡
❞❡ ●❛❧♦✐& ♥♦/9 H✳ ❖♥ &♦✉❤❛✐/❡ ❢❛✐$❡ $❡&&♦$/✐$ ❧❡& ❞✐✛9$❡♥/❡& ❛❝/✐♦♥& ❞✉ ❣$♦✉♣❡ H &✉$ ❧❡&

♦❜❥❡/& ❛$✐/❤♠9/✐=✉❡& 9/✉❞✐9&✳ ❊♥ ♣❛$/✐❝✉❧✐❡$✱ ♣♦✉$ ❝❤❛=✉❡ Z✲♠♦❞✉❧❡ M ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❛❝/✐♦♥

❞❡ H✱ ♦♥ &✬✐♥/9$❡&&❡ B

M ⊗ Fp ✈✉ ❝♦♠♠❡ Fp[H]✲♠♦❞✉❧❡.

◆♦/♦♥& =✉❡ ❝❡//❡ /❡♥&♦$✐&❛/✐♦♥ ♥❡ /✉❡ ♣❛& ❧❛ p✲/♦$&✐♦♥ ❞❡ M ✱ ❝♦♥/$❛✐$❡♠❡♥/ ❛✉ ♠♦❞✉❧❡
♦❜/❡♥✉ ❡♥ /❡♥&♦$✐&❛♥/ ♣❛$ Qp ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡✳

I♦✉$ ❧❛ &✉✐/❡✱ ♥♦✉& ❢❡$♦♥& ❧✬❤②♣♦/❤%&❡ ❞❡ (❡♠✐✲(✐♠♣❧✐❝✐#0 ❝❧❛&&✐=✉❡ ❞❛♥& ❝❡ ❝❛❞$❡ ❡♥

&✉♣♣♦&❛♥/

pgcd(|H|, p) = 1,

❞❡ &♦$/❡ =✉❡ ❝❤❛=✉❡ Fp[H]✲♠♦❞✉❧❡ &❡ ❞9❝♦♠♣♦&❡ ❝♦♠♠❡ &♦♠♠❡ ❞✐$❡❝/❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡& ✐$✲
$9❞✉❝/✐❜❧❡&✳ ▲✬❤②♣♦/❤%&❡ ❞❡ &❡♠✐✲&✐♠♣❧✐❝✐/9 $❡✈✐❡♥/ B /$❛✈❛✐❧❧❡$ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡①/❡♥&✐♦♥ K/k
♠♦❞9$9♠❡♥/ $❛♠✐✜9❡ ❡♥ p✳
❖♥ ♥♦/❡ ϕ(M) ❧❡ ❝❛$❛❝/%$❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡M ❀ ✐❧ ❛$$✐✈❡ =✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥❢♦♥❞❡✱ ♣❛$ ❛❜✉& ❞❡ ♥♦/❛/✐♦♥✱

✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❡/ &♦♥ ❝❛$❛❝/%$❡✳ ❖♥ ♥♦/❡ < ϕ,ψ > ❧❡ ♣$♦❞✉✐/ &❝❛❧❛✐$❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❛$❛❝/%$❡& ϕ ❡/
ψ ✿

< ϕ,ψ >=
1

|H|
∑

h∈H

ϕ(h)ψ(h−1).

▲♦$&=✉❡ M ❡/ N ❞9&✐❣♥❡♥/ ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡&✱ ❧✬✐♥9❣❛❧✐/9

ϕ(M) ≤ ϕ(N)

✼✾



 ✐❣♥✐✜❡ &✉❡ ❝❤❛&✉❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐//0❞✉❝1✐❜❧❡ &✉✐ ✜❣✉/❡ ❞❛♥ ❧❛ ❞0❝♦♠♣♦ ✐1✐♦♥ ❞❡ M ✜❣✉/❡ ❞❛♥ 

❝❡❧❧❡ ❞❡ N ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠✉❧1✐♣❧✐❝✐10  ✉♣0/✐❡✉/❡✳

▲❡ ♠♦❞✉❧❡ 1/✐✈✐❛❧ Fp ❡ 1 ♥♦10 1✳

7❛/ ❛✐❧❧❡✉/ ✱ ♦♥  ✉♣♣♦ ❡ S ❡1 T  1❛❜❧❡  ♦✉ ❧✬❛❝1✐♦♥ ❞❡ H ❡1 ♦♥ ♥♦1❡ S(k), T (k), ... ❧❡ 

♣❧❛❝❡ ❞❡ k &✉✐  ♦♥1  ♦✉ ❧❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ S, T, ...✳
❘❛♣♣❡❧♦♥ ❜/✐;✈❡♠❡♥1 &✉❡❧&✉❡ ❢❛✐1 ❝❧❛  ✐&✉❡ ❡♥ 1❤0♦/✐❡ ❞❡ /❡♣/0 ❡♥1❛1✐♦♥ ✳

▼❛①✐♠❛❧✐&' ✿ 7❛/ ♠❛①✐♠❛❧✐10✱ ❧❡ ❣/♦✉♣❡ H ❛❣✐1  ✉/ Ĝab
❡1  ✉/ (G̃T

S )ab
✳

■♥❞✉✐&❡ ✿ ❙♦✐1 v ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ k✳ 7♦✉/ ❝❤❛&✉❡ ♣❧❛❝❡ w ❞❡ K ❛✉✲❞❡  ✉ ❞❡ v✱ ♥♦1♦♥ Hw ❧❡

❣/♦✉♣❡ ❞❡ ❞0❝♦♠♣♦ ✐1✐♦♥ ❛  ♦❝✐0✱ ✐✳❡✳ Hw = Gal(Kw/kv)✳ ❙✐ ♣♦✉/ ❝❤❛&✉❡ w|v✱ Mw ❞0 ✐❣♥❡

✉♥ Hw✲♠♦❞✉❧❡✱ ❛❧♦/ ❧❛  ♦♠♠❡ ❞✐/❡❝1❡

⊕

w|v

Mw

♣♦  ;❞❡ ✉♥❡  1/✉❝1✉/❡ ♥❛1✉/❡❧❧❡ ❞❡ H✲♠♦❞✉❧❡ ♣✉✐ &✉❡ H ♣❡/♠✉1❡ ❞❡ ❢❛@♦♥ 1/❛♥ ✐1✐✈❡ ❧❡ 

w|v ❀ ♦♥ ♥♦1❡ ❝❡ ♠♦❞✉❧❡

indH
Hv
Mv.

❊♥ ♣❛/1✐❝✉❧✐❡/✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛/❛❝1;/❡ ❞❡ Mw ✭♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬❛❝1✐♦♥ ❞❡ Hw✮ ♥❡ ❞0♣❡♥❞ &✉❡ ❞❡ v✱
♦♥ ♥♦1❡/❛ Hv ✉♥ ❣/♦✉♣❡ ❞❡ ❞0❝♦♠♣♦ ✐1✐♦♥ ♣♦✉/ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ w ❛✉✲❞❡  ✉ ❞❡ v✳
▲❡ ♠♦❞✉❧❡ /0❣✉❧✐❡/ indH

1 (1) ❡ 1 ♥♦10 Reg✳

❉✉❛❧✐&' ✿ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ M∗ = Hom(M,Fp) ❞0 ✐❣♥❡ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞✉ H✲♠♦❞✉❧❡ M ✳

❈♦♠♣❛&✐❜✐❧✐&' ❡& ❝♦4♣5 ❞❡ ❝❧❛55❡5 ✿ ▲❡ ✐ ♦♠♦/♣❤✐ ♠❡ ❞❡ ❧❛ 1❤0♦/✐❡ ❞✉ ❝♦/♣ ❞❡ ❝❧❛  ❡ 

♣❡✉✈❡♥1  ❡ ❧✐/❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡ ✐ ♦♠♦/♣❤✐ ♠❡ ❞❡ Fp[H]✲♠♦❞✉❧❡ ✱ ❧❡ ♦❜❥❡1  ❡♠✐✲❧♦❝❛✉① 01❛♥1

♠✉♥✐ ❞❡ ❧❡✉/  1/✉❝1✉/❡ ♥❛1✉/❡❧❧❡ ❞✬✐♥❞✉✐1❡ ✳

❈♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✿ 7❛/1♦♥ ❞✬✉♥❡  ✉✐1❡ ❡①❛❝1❡ ❞❡ ❣/♦✉♣❡ 1 → A→ B → C → 1. ❖♥  ❛✐1 ❛❧♦/ 

&✉❡ ❧❡ &✉♦1✐❡♥1 C ❛❣✐1 ❞❡ ❢❛@♦♥ ♥❛1✉/❡❧❧❡  ✉/ ❧❡ ❣/♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H i(A,Fp)✳

7❛/ ♠❛①✐♠❛❧✐10 ❧❡ ❡①1❡♥ ✐♦♥ K̃T
S /k  ♦♥1 ❣❛❧♦✐ ✐❡♥♥❡ ✱ ♦♥ /0❝✉♣;/❡ ❛✐♥ ✐ ✉♥❡ ❛❝1✐♦♥ ❞❡ H

 ✉/ ❧❡ H i(G̃T
S )✳ ❉❡ ❢❛@♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ❧❡ ♠H♠❡ ♦❜ ❡/✈❛1✐♦♥ ♦♥1 ❧✐❡✉ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❧♦❝❛❧✱ ✐✳❡✳

♣♦✉/ ❧❡ ❣/♦✉♣❡ ❞❡ ❞0❝♦♠♣♦ ✐1✐♦♥✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✸✳✸✳✶✳ ✖ ▲❡ ❣/♦✉♣❡ H ❛❣✐1 ❞❡ ❢❛@♦♥ 1/✐✈✐❛❧❡  ✉/ ❧❡ ❣/♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐ 

Gal(Kcyc/K) ♣✉✐ &✉❡ Kcyc = kcycK✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✸✳✸✳✷✳ ✖ ❉❛♥ ♥♦1/❡ ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥ K ❧❛ ❞0❢♦/♠❛1✐♦♥ ❞✬✉♥❡ /❡♣/0 ❡♥1❛1✐♦♥ /0 ✐✲

❞✉❡❧❧❡ ❝♦♥1✐♥✉❡ ρ̄ : Gk → GL2(Fp)✱ ❧❡ ❣/♦✉♣❡ H  ❡/❛ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ρ̄ ❡1 K ❧✬❡①1❡♥ ✐♦♥ ❞❡ k
✜①0❡ ♣❛/ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ρ̄ ✿

H = Gal(K/k) = im(ρ̄).

❉❛♥ ❧❛  ✉✐1❡✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡♥ ❥❡✉ ♣/♦✈✐❡♥♥❡♥1 ♣❛/ ❞✉❛❧✐10 ❡1 ✐♥❞✉❝1✐♦♥ ❞❡ 1/♦✐ ♠♦❞✉❧❡ ✿

1, µp(K), µp(Kv).

▲♦/ &✉❡ ❧❡ /❛❝✐♥❡ p✲;♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐10 ♥✬❛♣♣❛/1✐❡♥♥❡♥1 ♣❛ ❛✉ ❝♦/♣ K ✭♦✉ Kv✮✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡

µp(K) ✭♦✉ µp(Kv)) ♥✬❡ 1 /✐❡♥ ❞✬❛✉1/❡ &✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ♥✉❧✳ ❖♥ ✐♥ ✐ 1❡ &✉❡❧&✉❡ ❢♦✐ ❡♥ ♥♦1❛♥1

❧❡ ❝❛/❛❝1;/❡ ϕ(µp(K)) ❞❡ ❧❛ ❢❛@♦♥  ✉✐✈❛♥1❡

δ(µp(K))ω,

ω 01❛♥1 ❧❡ ❝❛/❛❝1;/❡ ❞❡ ❚❡✐❝❤♠O❧❧❡/✱ δ(µp(K)) ✈❛❧❛♥1 1  ✐ µp ⊂ K✱ ❡1 0  ✐♥♦♥✳

✽✵



▲❛ "♦✉"✲"❡❝(✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ♣/♦♣♦"❡ ❞❡" /❛♣♣❡❧" ❝♦♥❝❡/♥❛♥( ❧❛ "(/✉❝(✉/❡ ❞❡" ♠♦❞✉❧❡" ❞❡ ❑✉♠♠❡/

V T
❡( ❝❡❧❧❡ ❞❡" ✉♥✐(4" ❛✈❡❝ ❧❡ (❤4♦/7♠❡ ❞❡ ❉✐/✐❝❤❧❡(✳

❉❛♥" ❧❛ "♦✉"✲"❡❝(✐♦♥ ✸✳✸✳✷✱ ❧❛ "(/✉❝(✉/❡ ❞❡ H1(G̃T
S ) ❡"( ❝♦♠♣❧7(❡♠❡♥( ❡①♣❧✐❝✐(4❡ ❡♥ ❢❛✐"❛♥(

❛♣♣❡❧ = Ṽ T
S ✳ ▲❡" ♠4(❤♦❞❡" "♦♥( ❝❧❛""✐>✉❡"✱ ♥♦(/❡ (/❛✈❛✐❧ ♣♦/(❡ ❞♦♥❝ ❡""❡♥(✐❡❧❧❡♠❡♥( "✉/ ✉♥❡

❞❡"❝/✐♣(✐♦♥ "♦✐❣♥❡✉"❡ ❞❛♥" ❝❡ ❝♦♥(❡①(❡ ❛/✐(❤♠4(✐>✉❡ ♥♦✉✈❡❛✉✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥" ❧❛ "♦✉"✲"❡❝(✐♦♥ ✸✳✸✳✸✱ ❞❡✉① ❡"♣❛❝❡" ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐>✉❡" ❧♦❝❛✉① H2
"♦♥( ❞4❝/✐("✱

♥♦(❛♠♠❡♥( ❣/B❝❡ = ❧❛ ❞✉❛❧✐(4 ❞❡ ❚❛(❡✳ ▲♦/" ❞✉ ❞4✈✐""❛❣❡ ❞❡ H2(G̃T
S )✱ ❝❡" H2

"♦♥( ♣/4"❡♥("✳

✸✳✸✳✶✳ ●$♦✉♣❡ ❞❡* ❝❧❛**❡*✱ ✉♥✐12* ❡1 ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❑✉♠♠❡$✳ ✖ ❉❛♥" ❧❛ "✉✐(❡✱ ♦♥

/❛♣♣❡❧❧❡ >✉❡ ClT (K) ❡"( ❧❡ >✉♦(✐❡♥( ❞✉ ❣/♦✉♣❡ ❞❡" ❝❧❛""❡" Cl(K) ❞❡ K ❝♦//❡"♣♦♥❞❛♥( =

❧✬❡①(❡♥"✐♦♥ ❛❜4❧✐❡♥♥❡ ♥♦♥✲/❛♠✐✜4❡ ❡( T ✲❞4❝♦♠♣♦"4❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ K✳ ❖♥ /❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉""✐ >✉❡
ET

K = ET
K ⊗ Zp✱ ♦G E

T
K ❞4"✐❣♥❡ ❧❡ Z✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡" T ✲✉♥✐(4" ❞❡ K✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✸✳ ✖  ❛" ❧❛ $❤&♦"✐❡ ❞✉ ❝♦"♣. ❞❡ ❝❧❛..❡.✱ ♦♥ ❞✐.♣♦.❡ ❞❡ ❧✬✐.♦♠♦"♣❤✐.♠❡ ❞❡

Fp[H]✲♠♦❞✉❧❡.

JK/RKUK(
∏

v∈T

Rv)J p
K ≃ ClT (K)[p].

%&♦♣♦)✐+✐♦♥ ✸✳✸✳✹ ✭✈♦✐$ ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡ ❬●$❛❪✮✳ ✖ ✭$❤&♦"5♠❡ ❞❡ ❉✐"✐❝❤❧❡$✲❍❡"❜"❛♥❞✮

❙♦✐$ H = Gal(K/k) ❞✬♦"❞"❡ ♣"❡♠✐❡" ; p✳
▲❡ Fp[H]✲♠♦❞✉❧❡ ET

K/ET
K

p
❡.$ ❞&❝"✐$ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐5"❡ .✉✐✈❛♥$❡ ✿

ϕ(ET
K/ET

K
p
) =

∑

v∈Pl∞(k)

indH
Hv

(1) +
∑

v∈T (k)

indH
Hv

(1) + δ(µp(K))ω − 1,

♦@ ω ❡.$ ❧❡ ❝❛"❛❝$5"❡ ❞❡ ❚❡✐❝❤♠B❧❧❡"✱ δ(µp(K)) = 1 .✐ K ❝♦♥$✐❡♥$ ❧❡. "❛❝✐♥❡. p✲✐5♠❡ ❞❡
❧✬✉♥✐$& ❡$ δ(µp(K)) = 0 .✐♥♦♥✳

❊♥ ❢❛✐"❛♥( /❡""♦/(✐/ ❧✬❛❝(✐♦♥ ❣❛❧♦✐"✐❡♥♥❡ ❞❛♥" ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✼ ✱ ♦♥ ♣❡✉( 4♥♦♥❝❡/ ❧❡ /4"✉❧(❛(

"✉✐✈❛♥(✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✺✳ ✖ ▲❡. .✉✐$❡. ❞❡ Fp[H]✲♠♦❞✉❧❡. .✉✐✈❛♥$❡. .♦♥$ ❡①❛❝$❡.

1 → ClT (K)[p]→ ClT (K)
p−→ ClT (K) → ClT (K)/p→ 1,

1 → ET
K/ET

K
p → V T /Rp

K → Cl(K)T [p] → 1.

✸✳✸✳✷✳ ❙1$✉❝1✉$❡ ❞✉ H1(G̃T
S )✳ ✖ ❉❡ ❢❛L♦♥ = ❛❧❧4❣❡/ ❧❡" 4❝/✐(✉/❡"✱ ♥♦(♦♥"

RT =
∏

v∈T

Rv ❡( Rp
T =

∏

v∈T

Rp
v.

❘❡❣❛/❞❡/ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ H1(G̃T
S ) 4>✉✐✈❛✉( ♣❛/ ❞✉❛❧✐(4 = /❡❣❛/❞❡/ G̃T

S/(G̃
T
S )p[G̃T

S , G̃
T
S ]✳ ▲❛ ♣/♦✲

♣♦"✐(✐♦♥ >✉✐ "✉✐( ❡♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ "(/✉❝(✉/❡✱ ❧❛ ♣/❡✉✈❡ /❡♣♦"❛♥( "✉/ ❧❡ ❝♦/♣" ❞❡ ❝❧❛""❡" ❡( "✉/ ❧❛

♣/♦♣♦"✐(✐♦♥ ✸✳✸✳✼✳

✽✶



 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✸✳✻✳ ✖ ▲❛ "✉✐%❡ "✉✐✈❛♥%❡ ❞❡ Fp[H]−♠♦❞✉❧❡" ❡"% ❡①❛❝%❡ ✿

1 → Ṽ T
S /Rp

K → V T /Rp
K → UKRT /Up

KR
p
T ŨT

S → JK/RKJ p
K ŨT

S → JK/RKUKRTJ p
K → 1.

0❛1 ❝♦♥"23✉❡♥%✱ ❧❡ ❝❛1❛❝%51❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ G̃T
S/(G̃

T
S )p[G̃T

S , G̃
T
S ] ❡"% 2❣❛❧ 7 ✿

ϕ(Ṽ T
S /Rp

K)−
∑

v∈Pl∞(k)

indH
Hv

(1)− ϕ(µp(K)) + 1 +
∑

v∈Sp(k)

[kv : Qp]ϕ(Reg)

+
∑

v∈S(k)

indH
Hv
ϕ(µp(Kv)) +

∑

v∈Plp(k)−(Sp(k)∪T (k))

indH
Hv

(1).

❉2♠♦♥"%1❛%✐♦♥✳ ✖ ❈♦♠♠❡♥'♦♥( ♣❛+ ❧❛ ❝♦♥(./✉❡♥❝❡ ❝♦♥❝❡+♥❛♥1 ❧❡( ❝❛+❛❝12+❡( ❡♥ (✉♣♣♦✲

(❛♥1 ❞.❥6 ♣+♦✉✈.❡ ❧❛ ♣+♦♣♦(✐1✐♦♥ ✸✳✸✳✼✳ ▲❛ 1❤.♦+✐❡ ❞✉ ❝♦+♣( ❞❡ ❝❧❛((❡( ❛((✉+❡ /✉❡ ❧❡ ❣+♦✉♣❡

❞❡ ●❛❧♦✐( G̃T
S/(G̃

T
S )p[G̃T

S , G̃
T
S ] ✭/✉✐ ❝♦++❡(♣♦♥❞ ❛✉ /✉♦1✐❡♥1 ❛❜.❧✐❡♥ p✲.❧.♠❡♥1❛✐+❡ ♠❛①✐♠❛❧

❞❡ G̃T
S ✮ ❡1 ❧❡ /✉♦1✐❡♥1 JK/RKJ p

K ŨT
S (♦♥1 ❞❡( ♠♦❞✉❧❡( ✐(♦♠♦+♣❤❡(✳ ●+C❝❡ ❛✉① ❧❡♠♠❡( ✸✳✸✳✺

❡1 ✸✳✸✳✸✱ ❧❛ (✉✐1❡ ❡①❛❝1❡ ♣+♦♣♦(.❡ ✐♠♣❧✐/✉❡ ❧✬.❣❛❧✐1.

ϕ(G̃T
S/(G̃

T
S )p[G̃T

S , G̃
T
S ]) = ϕ(Ṽ T

S /Rp
K)− ϕ(ET

K/ET
K

p
) + ϕ(UKRT /Up

KR
p
T ŨT

S ).

■❧ (✉✣1 ❡♥(✉✐1❡✱ ♣♦✉+ ❝♦♥❝❧✉+❡✱ ❞✬✉1✐❧✐(❡+ ❧❡( ♣+♦♣♦(✐1✐♦♥( ✸✳✸✳✹ ❡1 ✸✳✸✳✼✳

❆ ♣+.(❡♥1✱ ✐♥1.+❡((♦♥(✲♥♦✉( 6 ❧❛ (✉✐1❡ ♣+♦♣♦(.❡✳ ❖♥ ♣❛+1 ❞❡ ❧❛ (✉✐1❡ ❡①❛❝1❡ (✉✐✈❛♥1❡ ✿

1 → Gal(K̂ab/HT (K))→ Gal(K̂ab/K̃T
S ) → Gal(HT (K)/K) → 1,

♦M HT (K) ❞.(✐❣♥❡ ❧❛ p✲❡①1❡♥(✐♦♥ ❛❜.❧✐❡♥♥❡✱ ♥♦♥✲+❛♠✐✜.❡✱ T ✲❞.❝♦♠♣♦(.❡ ❡1 ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡

K✳ O❛+ ❧❛ 1❤.♦+✐❡ ❞✉ ❝♦+♣( ❞❡ ❝❧❛((❡(✱ ♦♥ ♣❡✉1 ❡①♣+✐♠❡+ ❝❡11❡ (✉✐1❡ ❡♥ 1❡+♠❡( ❞✬✐❞2❧❡( (♦✉(

❧❛ ❢♦+♠❡ (✉✐✈❛♥1❡ ✿

1 → UKRT /UKRT ∩RK ŨT
S → JK/RK ŨT

S → JK/RKUKRT → 1

❊♥ 1✉❛♥1 ❧❡( ♣✉✐((❛♥❝❡( ❞❡ p ✭❝❡ /✉✐✱ ❞✉ ♣♦✐♥1 ❞❡ ✈✉❡ ❣❛❧♦✐(✐❡♥✱ ❝♦++❡(♣♦♥❞ 6 1+❛✈❛✐❧❧❡+ ❛✈❡❝

❧❡( ❡①1❡♥(✐♦♥( p✲.❧.♠❡♥1❛✐+❡( ❛((♦❝✐.❡(✮✱ ♦♥ ♦❜1✐❡♥1 ❧❛ (✉✐1❡ (✉✐✈❛♥1❡ ✿

1 → Ṽ T
S /R

p
K

α4 // V T /Rp
K

α3 // UKRT /Up
KR

p
T ŨT

S

α2 //

α2 // JK/RKJ p
K ŨT

S

α1 // JK/RKUKRTJ p
K → 1

♦M

✕ α1✱ α2 ❡1 α4 (♦♥1 ❧❡( ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥( ♥❛1✉+❡❧❧❡(✱

✕ α3 ❡(1 ❞.✜♥✐❡ ❞❡ ❢❛'♦♥ ♥❛1✉+❡❧❧❡ ✭✐✳❡✳ α4(urj
p) = ur ❛✈❡❝ ❞❡( ♥♦1❛1✐♦♥( .✈✐❞❡♥1❡(✮ ❡♥

✉1✐❧✐(❛♥1 ❧✬✐(♦♠♦+♣❤✐(♠❡ ❞❡ ❧❛ +❡♠❛+/✉❡ ✸✳✷✳✺ ✿

V T /Rp
K ≃ UKRTJ p

K ∩RKJ p
K/J

p
K ✳

■❧ ❡(1 ❛❧♦+( ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐+ /✉❡ ✿

kerα1 ≃ UKRT /UKRT ∩RKJ p
K ŨT

S ,

kerα2 ≃ UKRT ∩RKJ p
K/U

p
KR

p
T ŨT

S ∩RKJ p
K

❡1 kerα3 ≃ Ṽ T
S /Rp

K .

✽✷



❖♥ ♣❡✉% ❡♥&✉✐%❡ ❝♦♥❝❧✉+❡✱ ❧❛ &✉✐%❡ ❞❡ Fp[H]✲♠♦❞✉❧❡& ❞❡ ❧✬2♥♦♥❝2 ❞❡ ❧❛ ♣+♦♣♦&✐%✐♦♥ ❡&% ❜✐❡♥
❡①❛❝%❡✳

■❧ ♥♦✉& ❢❛✉% ❞♦♥❝ ♣+♦✉✈❡+ ❧❛ ♣+♦♣♦&✐%✐♦♥ ✿

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✸✳✼✳ ✖ ▲❛ "#$✉❝#✉$❡ ❞✉ Fp[H]✲♠♦❞✉❧❡ UKRT /Up
KR

p
T ŨT

S ❡"# ❞-❝$✐#❡ ❞❡ ❧❛

❢❛0♦♥ "✉✐✈❛♥#❡ ✿

ϕ(UKRT /Up
KR

p
T ŨT

S ) =
∑

v∈Sp(k)

[kv : Qp]ϕ(Reg) +
∑

v∈S(k)

indH
Hv

ϕ(µp(Kv))

+
∑

v∈(Plp−Sp)(k)

indH
Hv

1.

❉-♠♦♥"#$❛#✐♦♥✳ ✖ ❈♦♠♠❡♥'♦♥( ♣❛+ ,❝+✐+❡ (♦✉( ✉♥❡ ❛✉0+❡ ❢♦+♠❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡♥ 4✉❡(0✐♦♥✳

▲❡ 4✉♦0✐❡♥0 UK(
∏

v∈T Rv)/Up
K(

∏
v∈T R

p
v) ŨT

S ❡(0 ,❣❛❧ ❛✉ ♣+♦❞✉✐0 (✉✐✈❛♥0

(
∏

v∈Sp

Uv/Up
v )(

∏

v∈S0

Uv/Up
v )(

∏

v∈Plp−(S∪T )

Uv/Up
v (Uv ∩ Ũv))(

∏

v∈T

Rv/Rp
v Ũv).

◆♦✉( ❛❧❧♦♥( ❞,0❛✐❧❧❡+ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝❧❛((✐4✉❡ ❞❡( ♠♦❞✉❧❡( 4✉✐ ✜❣✉+❡♥0 ❞❛♥( ❧❛ ❞,❝♦♠♣♦(✐0✐♦♥

♣+,❝,❞❡♥0❡✳

❋❛✐& ✿ ϕ(
⊕

v∈Sp
Uv/Up

v ) =
∑

v∈Sp(k)[kv : Qp] ϕ(Reg) + indH
Hv
ϕ(µp(Kv)).

▲♦+(4✉❡ w ❞,(✐❣♥❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ K ❛✉✲❞❡((✉( ❞❡ v ∈ Plp(k)✱ ❧❡ Qp[Hv]✲♠♦❞✉❧❡ Uw (✬✐❞❡♥0✐✜❡

❛✉ ♠♦❞✉❧❡ U1
Kw

❞❡( ✉♥✐0,( ♣+✐♥❝✐♣❛❧❡( ❞❡ Kw✳ ❖♥ (❛✐0 4✉❡ ❧❡ ❧♦❣❛+✐0❤♠❡ ✐♥❞✉✐0 ✉♥ ✐(♦♠♦+✲

♣❤✐(♠❡ ❡♥0+❡ ❧❡ ❣+♦✉♣❡ ❞❡( ✉♥✐0,( Um
Kw

:= {u ∈ UKw | u ≡ 1 mod wm} ❡0 (wOKw)m
♣♦✉+m

❛((❡③ ❣+❛♥❞ ❀ ♦♥ 0❡♥(♦+✐(❡ ♣❛+ Qp ❡0 (❛❝❤❛♥0 4✉❡ Um
Kw

❡(0 ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✜♥✐ ❞❛♥( U1
K ✱ ❧❡ 0❤,♦+A♠❡

❞❡ ❧❛ ❜❛(❡ ♥♦+♠❛❧❡ ✭✐✳❡✳ Kw ≃ Z[Hv]⊗Zkv ✮ ♣❡+♠❡0 ❞✬❛✣+♠❡+ 4✉❡ Qp⊗Uw ≃ Qp[Hv]
[kv :Qp]

✳

❊♥ ♣+❡♥❛♥0 ❡♥ ❝♦♠♣0❡ ❧❛ 0♦+(✐♦♥ ❡0 ❧❡ ❢❛✐0 4✉❡ Zp[Hv]
[kv :Qp]

❡(0 ✉♥ Zp[Hv]✲♠♦❞✉❧❡ ♣+♦❥❡❝0✐❢

❞❡ 0②♣❡ ✜♥✐✱ ♦♥ ♦❜0✐❡♥0 ✜♥❛❧❡♠❡♥0 ✿

Uw/Up
w ≃ µp(Kw)⊕ Fp[Hv]

[kv :Qp],

❡♥ 0❛♥0 4✉❡ Fp[Hv]✲♠♦❞✉❧❡(✳

❊♥(✉✐0❡✱ J ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬,❣❛❧✐0,

⊕

v∈Sp

Uv/Up
v =

⊕

v∈Sp(k)


 ⊕

w∈Plv(K)

Uw/Up
w


 ,

♦♥ ♦❜0✐❡♥0

ϕ(
⊕

v∈Sp

Uv/Up
v ) =

∑

v∈Sp(k)

indH
Hv
ϕ(µp(Kv)) + [kv : Qp] indH

1 (1).

❋❛✐& ✿ ϕ(
∏

v∈S0
Uv/Up

v ) =
∑

v∈S0(k) indG
Gv
ϕ(µp(Kv))✳

▲♦+(4✉❡ w ❡(0 ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ K ❛✉✲❞❡((✉( ❞❡ v ∈ S0(k)✱ ♦♥ (❛✐0 4✉❡ Uw ≃ µp(Kw) ❡♥ 0❛♥0

4✉❡ Fp[Hv]✲♠♦❞✉❧❡(✳ ❆✐♥(✐✱ ♦♥ ❛

⊕

v∈S0

Uv/Up
v =

⊕

v∈S0(k)

⊕

w∈Plv(K)

Uw/Up
w =

⊕

v∈S0(k)

indH
Hv

ϕ(µp(Kv)).

✽✸



❋❛✐# ✿ ϕ(
∏

v∈Plp−(S∪T ) Uv/(Uv ∩ Ũv) Up
v ) =

∑
v∈(Plp−(S∪T ))(k) indH

Hv
(1)✳

■❧ #✉✣& ❞❡ )❡♠❛),✉❡) ,✉❡ Uw/Up
w(Uw ∩ Ũw) ≃ Fp ❡♥ &❛♥& ,✉❡ Fp[Hv]✲♠♦❞✉❧❡#✱ ❧♦)#,✉❡ w

❡#& ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ K ❛✉✲❞❡##✉# ❞❡ v ∈ Plp(k)✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ♦♥ ❞✐#♣♦#❡ ❞❡ ❧❛ #✉✐&❡ ❡①❛❝&❡ ✿

1 → Uw ∩ Ũw → Uw → Gal(Kcyc
w /Kw) → 1,

❧✬❛❝&✐♦♥ ❞❡ Hv #✉) Gal(Kcyc
w /Kw) 9&❛♥& &)✐✈✐❛❧❡ ♣✉✐#,✉❡ ❧✬❛❝&✐♦♥ ❞❡ H #✉) Gal(Kcyc/K) ❡#&

&)✐✈✐❛❧❡✳

❋❛✐# ✿ ϕ(⊕v∈TRv/Rp
v Ũv) =

∑
v∈T (k) indH

Hv
(1)✳

■❧ #✉✣& ❞❡ )❡♠❛),✉❡)✱ ❣)<❝❡ = ❧❛ &❤9♦)✐❡ ❞✉ ❝♦)♣# ❞❡ ❝❧❛##❡# ❧♦❝❛❧❡✱ ,✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡Rw/Rp
w Ũw

❡#& ✐#♦♠♦)♣❤❡ = Fp✱ ♣♦✉) ❝❤❛,✉❡ ♣❧❛❝❡ w ❛✉✲❞❡##✉# ❞❡ v ∈ Plp(k)✳
❘❡♠❛),✉♦♥# ,✉❡ ❝❡&&❡ ♣)❡✉✈❡ ❡#& ✐♥❞9♣❡♥❞❛♥&❡ ❞❡ ❧❛ ❞9♠♦♥#&)❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣)♦♣♦#✐&✐♦♥ ✸✳✸✳✻✳

❘❡♠❛()✉❡ ✸✳✸✳✽✳ ✖ ▲❛ #&)✉❝&✉)❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ Ũv/Ũp
v ✱ ,✉✐ ♥✬✐♥&❡)✈✐❡♥& ♣❛# ❡♥ &❛♥& ,✉❡ &❡❧

❞❛♥# ❧❡# ❝❛❧❝✉❧# ❞❡ ❧❛ ♣)❡✉✈❡ ♣)9❝9❞❡♥&❡✱ ❡#& ❞9❝)✐&❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛E♦♥ #✉✐✈❛♥&❡ ✿

✕ #✐ v ∤ p✱ ♦♥ #❛✐& ,✉❡ Ũv = Uv✳

✕ #✐ v|p✱ ♦♥ ❛ Ũv/Ũp
v ≃ Uv/Up

v ✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❧✬❡①&❡♥#✐♦♥ ❝②❝❧♦&♦♠✐,✉❡ ❛✐♥#✐ ,✉❡ ❧❛ ♣)♦✲p✲
❡①&❡♥#✐♦♥ ♥♦♥✲)❛♠✐✜9❡ ❞❡ Kv ♣)♦✈✐❡♥♥❡♥& ❞❡# ❡①&❡♥#✐♦♥# ❛♥❛❧♦❣✉❡# ❞❡ kv✱ ❞♦♥❝ Hv ❛❣✐&

&)✐✈✐❛❧❡♠❡♥& #✉) Gal(Kcyc
v /Kv) ❡& #✉) Gal(Knr

v /Kv)✳ ❆✉&)❡♠❡♥& ❞✐&✱ ❧❡ ❣)♦✉♣❡ Hv ❛❣✐&

&)✐✈✐❛❧❡♠❡♥& #✉) ❧❡# ❞❡)♥✐❡)# &❡)♠❡# ❞❡# ❞❡✉① #✉✐&❡# ❡①❛❝&❡# #✉✐✈❛♥&❡# ✿

1 → Uv/Up
v → Rv/Rp

v → Rv/Rp
vUv → 1,

1 → Ũv/Ũp
v → Rv/Rp

v → Rv/Rp
vŨv → 1.

✸✳✸✳✸✳ ❈♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡* ❛❝*✐♦♥ ❣❛❧♦✐.✐❡♥♥❡✳ ✖

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✾✳ ✖ ❙♦✐# v ∈ Plp(k)✳ %♦✉' (❛ (#'✉❝#✉'❡ ❞✉ Fp[H]✲♠♦❞✉❧❡✱ ♦♥ ❛ ✿

⊕

w|v

H2(Gcr
w ) ≃ indH

Hv
1.

❉4♠♦♥(#'❛#✐♦♥✳ ✖ ❖♥ )❛♣♣❡❧❧❡ ,✉❡ knr
v )❡♣)9#❡♥&❡ ❧❛ ♣)♦✲p✲❡①&❡♥#✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♥♦♥✲

)❛♠✐✜9❡ ❞❡ kv✳ ❋✐①♦♥# w|v✳ ❉❛♥# ❝❡ ❝❛#✱ ♦♥ ✈♦✐& ,✉❡

Gcr
w = Gal(Kwk

cyc
v knr

v /Kw).

❈♦♠♠❡ Gal(Kwk
cyc
v knr

v /k
cyc
v knr

v ) ≃ Gal(Kw/Kw ∩ kcyc
v knr

v )✱ ❧❡ ❣)♦✉♣❡ Hw ❛❣✐& ❞❡ ♠❛♥✐N)❡

&)✐✈✐❛❧❡ #✉) Gcr
w ✳ ❊& ❞♦♥❝ H2(Gcr

w ) ≃ H2(Z2
p) ≃ Fp ❡♥ &❛♥& ,✉❡ Fp[Hw]✲♠♦❞✉❧❡#✱ ❝❡ ,✉✐

♣❡)♠❡& ❞❡ ❝♦♥❝❧✉)❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶✵✳ ✖ ▲❛ (#'✉❝#✉'❡ ❞✉ Fp[H]✲♠♦❞✉❧❡
⊕

w|v H
2(Ĝw) ❡(# ❞♦♥♥4❡ ♣❛' ❧✬✐♥❞✉✐#❡

(✉✐✈❛♥#❡ ✿ ⊕

w|v

H2(Ĝv) ≃ indH
Hv

µp(Kv)
∗.

✽✹



❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ✖ "❛$ ❧❛ ❞✉❛❧✐)* ❞❡ ❚❛)❡✱ ♦♥ ❛ ❧✬✐1♦♠♦$♣❤✐1♠❡ ❞❡ Fp[Hv]✲♠♦❞✉❧❡1 ✿

H2(Ĝv)
∗ ≃ HomHv(Fp, µ(Kv)) = Hom(Fp, µp(Kv)),

♦7 µ(Kv) ❞*1✐❣♥❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡1 $❛❝✐♥❡1 ❞❡ ❧✬✉♥✐)* ❞❡ Kv ❀ ♣❛$ ❝♦♥1*;✉❡♥)✱ ♦♥ ❛

H2(Ĝv) ≃ µp(Kv)
∗.

❊♥ )❛♥) ;✉❡ Fp[H]✲♠♦❞✉❧❡

⊕
w|v H

2(Ĝv) ❡1) ❞♦♥❝ ✐1♦♠♦$♣❤❡ = ❧✬✐♥❞✉✐)❡ indH
Hv

µp(Kv)
∗
✳

✸✳✹✳ ●$♥$&❛(❡✉&+ ❡( &❡❧❛(✐♦♥+ ❞❡ G̃T
S

❙♦✐) p ✉♥ ♥♦♠❜$❡ ♣$❡♠✐❡$ ❞✐✛*$❡♥) ❞❡ 2✳

❖♥ 1✬✐♥)*$❡11❡ ❞❛♥1 ❝❡))❡ 1❡❝)✐♦♥ ❛✉① ♥♦♠❜$❡1 ♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ ❣*♥*$❛)❡✉$1 ❡) ❞❡ $❡❧❛)✐♦♥1 ❞✉

♣$♦✲p✲❣$♦✉♣❡ G̃T
S ✱ ✐✳❡✳ $❡1♣❡❝)✐✈❡♠❡♥) =

d1(G̃
T
S ) = dimFpH

1(G̃T
S ,Fp) ❡) d2(G̃

T
S ) = dimFpH

2(G̃T
S ,Fp).

❖♥ *♥♦♥❝❡ ❧❡ $*1✉❧)❛) ♣$✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡))❡ 1❡❝)✐♦♥✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥1 ;✉❡ δ(µp(K)) ✈❛✉) 1 1✐ K
❝♦♥)✐❡♥) ❧❡1 $❛❝✐♥❡1 p✲E♠❡1 ❞❡ ❧✬✉♥✐)* µp ❡) ✈❛✉) 0 1✐♥♦♥ ❀ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥)✐♦♥ ❡1) ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉$

δ(µp(Kv))✳

❚❤"♦$%♠❡ ✸✳✹✳✶✳ ✖ ❖♥ ❞✐%♣♦%❡ ❞❡ ❧✬!❣❛❧✐&! %✉✐✈❛♥&❡ ❝♦♥❝❡'♥❛♥& ❧❡% ❝❛'❛❝&4'❡% ❞❡ Fp[H]✲
♠♦❞✉❧❡% ✿

ϕ(H1(G̃T
S )) = ϕ((Ṽ T

S )∗) + 1 +
∑

v∈Plp(k)−(Sp(k)∪T (k))

indH
Hv

(1)−
∑

v∈Pl∞(k)

indH
Hv

(1)

+
∑

v∈Sp(k)

[kv : Qp]ϕ(Reg) +
∑

v∈S(k)

indH
Hv
ϕ(µp(Kv))

∗ − ϕ(µp(K))∗.

▲❡ ❝❛'❛❝&4'❡ ❞✉ Fp[H]✲♠♦❞✉❧❡ H2(G̃T
S ) ❡%& ✐♥❢!'✐❡✉' ♦✉ !❣❛❧ 9 ✿

ϕ((Ṽ T
S )∗) +

∑

v∈Plp(k)−(Sp(k)∪T (k))

indH
Hv

(1) +
∑

v∈S(k)

indH
Hv
ϕ(µp(Kv))

∗ − δ(S)ϕ(µp(K))∗,

♦: δ(S) ✈❛✉& 0 %✐ S = ∅ ❡& 1 %✐♥♦♥✳

❊♥ ♣❛'&✐❝✉❧✐❡' ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❣!♥!'❛&❡✉'% ❡& ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ '❡❧❛&✐♦♥% ❞❡ G̃T
S

%❛&✐%❢♦♥& ✿

d1(G̃
T
S ) = dimFp(Ṽ

T
S /Rp

K) + 1 + |Plp − (Sp ∪ T )| − r1(K)− r2(K) +
∑

v∈Sp

[Kv : Qp]

+
∑

v∈S

δ(µp(Kv))− δ(µp(K)).

❡&

d2(G̃
T
S ) ≤ dimFp(Ṽ

T
S /Rp

K) + |Plp − (Sp ∪ T )|+
∑

v∈S

δ(µp(Kv))− δ(S)δ(µp(K)),

♦: δ(S) ✈❛✉& 0 %✐ S = ∅ ❡& 1 %✐♥♦♥✳

❈♦♠♠❡ ❝♦♥1*;✉❡♥❝❡1 ✐♠♠*❞✐❛)❡1✱ ✐❧ ✈✐❡♥) ✿

✽✺



❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✸✳✹✳✷✳ ✖ ▲❡ ❣#♦✉♣❡ G̃T
S ♣♦''(❞❡ ✉♥ ♥♦♠❜#❡ ✜♥✐ ❞❡ ❣/♥/#❛1❡✉#' ❡1 ❞❡ #❡❧❛1✐♦♥'✳

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✸✳✹✳✸✳ ✖ ❖♥ ♥♦1❡ ϕ(χ2(G̃
T
S )) := 1− ϕ(H1(G̃T

S )) + ϕ(H2(G̃T
S ))✳

❖♥ '✉♣♣♦'❡ S 6= ∅✳ ❆❧♦#' ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐'♦♥ ❞❡ ❝❛#❛❝1(#❡' ✈/#✐✜❡ ❧✬✐♥/❣❛❧✐1/ ✿
ϕ(χ2(G̃

T
S )) ≤

∑

v∈Pl∞(k)

indH
Hv

(1)−
∑

v∈Sp(k)

[kv : Qp]ϕ(Reg).

❊♥ ♣❛#1✐❝✉❧✐❡#✱ ♦♥ ❛ ✿

χ2(G̃
T
S ) ≤ r1(K) + r2(K)−

∑

v∈Sp

[Kv : Qp],

♦< (r1(K), r2(K)) ❞/'✐❣♥❡ ❧❛ '✐❣♥❛1✉#❡ ❞❡ K✳

▲❛ $♦✉$✲$❡❝*✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ❡$* ❝♦♥$❛❝01❡ 2 ❧❛ ❞1♠♦♥$*0❛*✐♦♥ ❞✉ *❤1♦07♠❡ ✸✳✹✳✶✳

▲❛ ♣❛0*✐❡ ❞✉ *❤1♦07♠❡ ✸✳✹✳✶ ❝♦♥❝❡0♥❛♥* H2(G̃T
S ) ♣♦$$7❞❡ ✉♥❡ ✐♥*❡0♣01*❛*✐♦♥ 2 ❧✬❛✐❞❡ ❞✉

♥♦②❛✉ ❞❡ ❙❤❛❢❛0❡✈✐❝❤✱ ♦♥ ❧❛ ♣01$❡♥*❡ ❞❛♥$ ❧❛ $♦✉$✲$❡❝*✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳

❉❛♥$ ❧❛ $♦✉$✲$❡❝*✐♦♥ ✸✳✹✳✸✱ ❧❡$ ♣0♦♣♦$✐*✐♦♥$ ✸✳✹✳✷✷ ❡* ✸✳✹✳✷✹✱ ♦❜*❡♥✉❡$ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥$1B✉❡♥❝❡$

❞✉ *❤1♦07♠❡ ✸✳✹✳✶✱ ❞♦♥♥❡♥* ❞❡$ ❝♦♥❞✐*✐♦♥$ ❛0✐*❤♠1*✐B✉❡$ ♣♦✉0 B✉❡ G̃T
S $♦✐* ❧✐❜0❡✳ ▲✬✐♥1❣❛❧✐*1

♣♦0*❛♥* $✉0 d2(G̃
T
S ) ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐*✐♦♥ $✉✣$❛♥*❡ ♥❛*✉0❡❧❧❡ ♣♦✉0 B✉❡ ❧❡ ❣0♦✉♣❡ G̃T

S $♦✐*

❧✐❜0❡✳ ❉❛♥$ ❝❡ ❝❛$✱ ❧❡ ♥♦♠❜0❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❣1♥10❛*❡✉0$ ❞✉ ❣0♦✉♣❡ ❡$* 1❣❛❧ 2 1 − r1(K) −
r2(K) +

∑
v∈Sp

[Kv : Qp]✳

✸✳✹✳✶✳ $%❡✉✈❡ ❞✉ *❤,♦%.♠❡ ✸✳✹✳✶✳ ✖ ▲❡ ❞✉❛❧ ❞❡ H1(G̃T
S ) ❡$* ❞1❝0✐* ❞❛♥$ ❧❛ ♣0♦♣♦$✐*✐♦♥

✸✳✸✳✻✳ ❖♥ ❞1♠♦♥*0❡ ✐❝✐ ❧❛ ♣❛0*✐❡ ❞✉ *❤1♦07♠❡ B✉✐ ❝♦♥❝❡0♥❡ H2(G̃T
S )✳ ❈♦♠♠❡♥H♦♥$ ♣❛0

0❛♣♣❡❧❡0 ❧❡ ❧❡♠♠❡ $✉✐✈❛♥* ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✹ ✭❬❑♦❪✮✳ ✖ ▲❛ ✢(❝❤❡ ❞❡ #❡'1#✐❝1✐♦♥ ❡'1 ✐♥❥❡❝1✐✈❡ ✿

H2(Ĝ) →֒
⊕

v

H2(Ĝv).

▲✬✐❞1❡ ❞❡ ❞1♣❛0* ❞❡ ❧❛ ❞1♠♦♥$*0❛*✐♦♥ ❞✉ *❤1♦07♠❡ ✸✳✹✳✶✱ 01$✉♠1❡ ❞❛♥$ ❧❛ ♣0♦♣♦$✐*✐♦♥ $✉✐✲

✈❛♥*❡✱ 0❡♣♦$❡ $✉0 ✉♥ ♣0✐♥❝✐♣❡ ❧♦❝❛❧✲❣❧♦❜❛❧ ❀ ✐♥*0♦❞✉✐$♦♥$ ❧❡$ ♥♦*❛*✐♦♥$ ✉*✐❧✐$1❡$ ❛✈❛♥* ❞❡

❧✬1♥♦♥❝❡0✳ ▲❡$ ❣0♦✉♣❡$ Ĝv ❡* G̃v ❞1$✐❣♥❡♥* 0❡$♣❡❝*✐✈❡♠❡♥* ❧❡$ $♦✉$✲❣0♦✉♣❡$ ❞❡ ❞1❝♦♠♣♦$✐✲

*✐♦♥ ❞❡ Ĝ ❡* G̃T
S ❡♥ v✳ ❊♥ ♣❛0*✐❝✉❧✐❡0✱

H2(G̃v) = (0) ❞7$ B✉❡ v ∈ T.
❊♥✜♥✱ 0❛♣♣❡❧♦♥$ B✉❡ Gcr

v = Gal(Kcr
v /Kv)✳

❉❡ ❝❡**❡ ❢❛H♦♥✱ ♦♥ ❞✐$♣♦$❡ ✿

✕ ❞❡$ *0♦✐$ ✐♥✢❛*✐♦♥$ ❧♦❝❛❧❡$ ✿

infv : H2(Gcr
v ) −→ H2(Ĝv),

infv : H2(G̃v) −→ H2(Ĝv),

❡* infv : H2(Gcr
v ) −→ H2(G̃v)✱ ❧♦0$B✉❡ v /∈ S ∪ T.

✕ ❞❡ ❧✬✐♥✢❛*✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ✿

inf : H2(G̃T
S ) −→ H2(Ĝ).

✽✻



✕ ❡" ❞❡$ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥$ ♥❛"✉-❡❧❧❡$ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐$❛"✐♦♥✱ ♥♦"❛♠♠❡♥" ✿

H2(G̃T
S ) −→ H2(Gcr

v )✱ ❧♦-$1✉❡ v /∈ S ∪ T.
❈♦♠❜✐♥4 ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✹✱ ❧❡ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ❝❡$ ♦❜$❡-✈❛"✐♦♥$ ❞♦♥♥❡ ✿

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✹✳✺✳ ✖ ▲❡ ❞✐❛❣&❛♠♠❡ (✉✐✈❛♥,✱ ❞♦♥, ❧❡( ✢1❝❤❡( (♦♥, ❞❡( ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥( ♥❛✲

,✉&❡❧❧❡(✱ ❡(, ❝♦♠♠✉,❛,✐❢

H2(G̃T
S )

inf //

��

φ

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUU H2(Ĝ)
� _

��⊕
v/∈S∪T H

2(Gcr
v )⊕⊕

v∈S H
2(G̃v) // ⊕

v H
2(Ĝv)

❊♥ ♣❛&,✐❝✉❧✐❡&✱ ♦♥ ❛

ker
(
inf : H2(G̃T

S ) → H2(Ĝ)
)

= kerφ.

❖♥ ❝♦♥✈✐❡♥" ❞❡ ♥♦"❡- δ(S) = 0 $✐ S = ∅ ❡" 1 $✐♥♦♥✳ ❆✈❡❝ ❧❛ $✉✐"❡ ❡①❛❝"❡ ❞❡ =♦✐"♦✉✲❚❛"❡

✭❬◆❙❲❪✱ ❚❤✳ ✽✳✻✳✶✵✮✱ ♦♥ ♦❜"✐❡♥" ❝♦♠♠❡ ❝♦-♦❧❧❛✐-❡ ✿

❈♦!♦❧❧❛✐!❡ ✸✳✹✳✻✳ ✖ ▲✬✐♥9❣❛❧✐,9 (✉✐✈❛♥,❡ ❡♥,&❡ ❧❡( ❝❛&❛❝,1&❡( ❛ ❧✐❡✉ ✿

ϕ(H2(G̃T
S )) ≤ ϕ(ker inf) +

∑

v/∈T

ϕ(im infv)− δ(S)ϕ(µp(K))∗,

❛✈❡❝ inf : H2(G̃T
S ) → H2(Ĝ)✱ infv : H2(Gcr

v ) → H2(Ĝv) ❧♦&(;✉❡ v /∈ S ∪ T ❡, infv :

H2(G̃v) → H2(Ĝv) ❧♦&(;✉❡ v ∈ S✳

▲❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡""❡ $♦✉$✲$❡❝"✐♦♥ ❡$" ❝♦♥$❛❝-4❡ ❛✉① ❝❛-❛❝"K-❡$ ϕ(im infv) ❡" ♣✉✐$ L ϕ(ker inf)✳

✸✳✹✳✶✳✶✳ ❙✉& ❧❡( ♠♦❞✉❧❡( im (infv)✳ ✖ ▲❡$ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥$ infv ♣-❡♥♥❡♥" ❧❡✉-$ ✈❛❧❡✉-$ ❞❛♥$

H2(Ĝv) ❞♦♥" ❧❛ $"-✉❝"✉-❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡$" -❛♣♣❡❧4❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶✵✳

◆♦"♦♥$ 1✉❡ ❧✬❤②♣♦"❤K$❡ ❢❛✐"❡ $✉- p✱ L $❛✈♦✐- p > 2✱ ✐♥"❡-✈✐❡♥" ❞❛♥$ ❧❛ ♣-❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡

$✉✐✈❛♥"✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✼✳ ✖ ❙♦✐, v ∈ Pl(K)✳

❆❧♦&( ❧✬✐♥✢❛,✐♦♥ ♥❛,✉&❡❧❧❡ H2(Gcr
v ) −→ H2(Ĝv) ❡(, ❞✬✐♠❛❣❡ ♥✉❧❧❡✳

❉9♠♦♥(,&❛,✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐" v ∈ Pl(K)✳
▲♦-$1✉❡ v /∈ Plp(K)✱ ❧✬❡①"❡♥$✐♦♥ Kcr

v ❝♦R♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ Kcyc
v ✱ ❡" ❛✐♥$✐ ❧❡ ❣-♦✉♣❡ Gcr

v ❡$" ✐$♦✲

♠♦-♣❤❡ ❛✉ ❣-♦✉♣❡ ❧✐❜-❡ Zp✳ ❉❛♥$ ❝❡ ❝❛$✱ H2(Gcr
v ) = (0)✳

▲♦-$1✉❡ v ∈ Plp(K)✱ ❧✬❡①"❡♥$✐♦♥ Kcr
v ❡$" ♦❜"❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♠♣♦$✐"✉♠ ❞❡ Kv ❡" ❞❡ Qcr

p ❀ ❞❡

❝❡""❡ ❢❛V♦♥✱ ♦♥ ❞✐$♣♦$❡ ❞❡$ ❞❡✉① $✉-❥❡❝"✐♦♥$ ♥❛"✉-❡❧❧❡$ $✉✐✈❛♥"❡$ ✿

Ĝv ։ Gal(Q̂pKv/Kv) ։ Gcr
v .

❈♦♠♠❡ Gal(Q̂pKv/Kv) ≃ Gal(Q̂p/Kv ∩ Q̂p) ❡$" ❧✐❜-❡ ❡♥ "❛♥" 1✉❡ $♦✉$✲❣-♦✉♣❡ ❞✉ ❣-♦✉♣❡

❧✐❜-❡ Gal(Q̂p/Qp) ✭✐❝✐ p > 2✮✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡$" ♣-♦✉✈4✳

✽✼



❆✐♥#✐✱ #❡✉❧❡# ❧❡# ✐♠❛❣❡# ❞❡# infv ❛##♦❝✐.❡# ❛✉① ♣❧❛❝❡# v ∈ S ❝♦♥12✐❜✉❡♥1 4 ❧❛ #♦♠♠❡∑
v ϕ(im infv)✳

▲❡# ❧❡♠♠❡# ✸✳✹✳✼ ❡1 ✸✳✸✳✶✵ ✐♠♣❧✐<✉❡♥1 ✿

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✹✳✽✳ ✖ ❖♥ ❞✐$♣♦$❡ ❞❡$ ✐♥(❣❛❧✐,($ ❞❡ ❝❛.❛❝,/.❡$ $✉✐✈❛♥,❡$ ✿

ϕ(im φ) ≤
∑

v∈S

ϕ(im infv)− δ(S)ϕ(µp(K))∗ ≤
∑

v∈S

indH
Hv
ϕ(µp(Kv))

∗ − δ(S)ϕ(µp(K))∗,

❛✈❡❝ δ(S) = 0 $✐ S = ∅ ❡, 1 $✐♥♦♥✳

✸✳✹✳✶✳✷✳ ❙✉. ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ker
(
inf : H2(G̃T

S ) → H2(Ĝ)
)
✳ ✖ ❈♦♠♠❡♥@♦♥# ♣❛2 2❛♣♣❡✲

❧❡2 <✉❡ ✿ Ĝ = Gal(K̂/K)✱ G̃T
S = Gal(K̃T

S /K) ❡1 Ṽ T
S = ŨT

S J
p
K ∩ RK ❀ ❞❡ ♣❧✉#✱

Gcr
v = Gal(Kcyc

v K̂nr
v /K)✳ ❖♥ ❞.♠♦♥12❡ ❧❡ 2.#✉❧1❛1 #✉✐✈❛♥1✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✹✳✾✳ ✖ ❖♥ ❞✐$♣♦$❡ ❞❡ ❧✬✐♥(❣❛❧✐,( $✉✐✈❛♥,❡ ❡♥,.❡ ❧❡$ ❝❛.❛❝,/.❡$ ✿

ϕ(ker
(
inf : H2(G̃T

S ) → H2(Ĝ)
)
) ≤ ϕ((Ṽ T

S /Rp
K)∗) +

∑

v/∈S∪T

ϕ(H2(Gcr
v )).

▲❛ ❞.♠♦♥#12❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣2♦♣♦#✐1✐♦♥ ❝✐✲❞❡##✉# ✉1✐❧✐#❡ ❧❛ #✉✐1❡ #♣❡❝12❛❧❡ ❞❡ ❍♦#❝❤✐❧❞✲❙❡22❡

❞❛♥# ❧❛<✉❡❧❧❡ ❧❡ ❣2♦✉♣❡ DT
S ✐♥1❡2✈✐❡♥1✳

❉.✜♥✐&✐♦♥ ✸✳✹✳✶✵✳ ✖ ▲❡ ❣2♦✉♣❡ DT
S ❡#1 ❧❡ ❣2♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐# ❞♦♥♥. ♣❛2 ❧❛ #✉✐1❡ ❡①❛❝1❡

1 → DT
S → Ĝ→ G̃T

S → 1,

✐✳❡✳

DT
S = Gal(K̂/K̃T

S ).

❆♣2I# ❝❡11❡ ❞.✜♥✐1✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ #✉✐✈❛♥1 ♣2♦♣♦#❡ ✉♥ ♣♦✐♥1 ❞❡ ✈✉❡ ❧♦❝❛❧ #✉2 ❧❡ ❣2♦✉♣❡

DT
S ✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✶✳ ✖ ✶✮ DT
S ❡$, ❧❡ ♣❧✉$ ♣❡,✐, $♦✉$✲❣.♦✉♣❡ ♥♦.♠❛❧ ❡, ❢❡.♠( ❞❡ Ĝ ❝♦♥,❡♥❛♥,

❧❡$ ❣.♦✉♣❡$ $✉✐✈❛♥,$ ✿

Ĩv := ❧❡ $♦✉$✲❣.♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡.,✐❡ ❞❡ Gal(K̂/Kcyc) ♣♦✉. ,♦✉, v /∈ S ∪ T
❡,

D̃v := ❧❡ $♦✉$✲❣.♦✉♣❡ ❞❡ ❞(❝♦♠♣♦$✐,✐♦♥ ❞❡ Gal(K̂/Kcyc) ♣♦✉. ,♦✉, v ∈ T.
✷✮ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ♥❛,✉.❡❧❧❡ ✭♣❛.,❛♥, ❞✬✉♥ ♣.♦❞✉✐, ❧✐❜.❡✮ (∗v/∈S∪T Ĩv) ∗ (∗T D̃v) → DT

S ✐♥❞✉✐,✱

♣❛. ❞✉❛❧✐,(✱ ❧✬✐♥❥❡❝,✐♦♥ $✉✐✈❛♥,❡ ✿

H1(DT
S )

eGT
S −→

⊕

v /∈S∪T
Nv≡0 ♦✉ 1 mod p

H1(Ĩv)
Gcr

v ⊕
⊕

v∈T

H1(D̃v)
Gcyc

v ,

♦C Nv ❞($✐❣♥❡ ❧❡ ❝❛.❞✐♥❛❧ ❞✉ ❝♦.♣$ .($✐❞✉❡❧ ❞✉ ❧♦❝❛❧✐$( Kv✳

❉(♠♦♥$,.❛,✐♦♥✳ ✖ ▲❡ ♣2❡♠✐❡2 ♣♦✐♥1 ❡#1 ✐♠♠.❞✐❛1 ❡1 ♣❡2♠❡1 ❞❡ ✈♦✐2 <✉❡ ❧❡ ❣2♦✉♣❡ DT
S ❡#1

1♦♣♦❧♦❣✐<✉❡♠❡♥1 ❡1 ♥♦2♠❛❧❡♠❡♥1 ❡♥❣❡♥❞2. ♣❛2 ❧❡# ❣2♦✉♣❡# ✿

✽✽



Ĩv✱ ❛✈❡❝ v /∈ S ∪ T ❡% D̃v✱ ❛✈❡❝ v ∈ T ✳

❆✉%)❡♠❡♥% ❞✐%✱ ✐❧ ❡①✐0%❡ ✉♥❡ ✢2❝❤❡ ♥❛%✉)❡❧❧❡ ♣❛)%❛♥% ❞✉ ♣)♦❞✉✐% ❧✐❜)❡ (∗v/∈S∪T Ĩv) ∗ (∗T D̃v)
❡% 7 ✈❛❧❡✉)0 ❞❛♥0 DT

S ❞♦♥% ❧❛ ❝❧8%✉)❡ ♥♦)♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡0% ❧❡ ❣)♦✉♣❡ DT
S ❧✉✐✲♠<♠❡✳ ❊♥

❝♦♠♣♦0❛♥% ❝❡%%❡ ✢2❝❤❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛00❛❣❡ ❛✉ >✉♦%✐❡♥% DT
S → DT

S /(D
T
S )p[DT

S , G̃
T
S ]✱ ♦♥ ❞✐0♣♦0❡

❞✉ ❞✐❛❣)❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐❢ 0✉✐✈❛♥% ✿

(∗v/∈S∪T Ĩv) ∗ (∗T D̃v)
� � //

�� ++ ++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW
DT

S

��(∏
v/∈S∪T Ĩv/Ĩ

p
v [Ĩv, Ĝv]

)(∏
v∈T D̃v/D̃

p
v [D̃v, Ĝv]

)
// DT

S /(D
T
S )p[DT

S , G̃
T
S ]

❧❛ ✢2❝❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ A%❛♥% 0✉)❥❡❝%✐✈❡✳ C❛) ❝♦♥0A>✉❡♥%✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ♥❛%✉)❡❧❧❡




∏

v /∈S∪T
Nv≡0 ♦✉ 1 mod p

Ĩv/Ĩ
p
v [Ĩv, Ĝv]




(
∏

v∈T

D̃v/D̃
p
v [D̃v, Ĝv]

)
−→ DT

S /(D
T
S )p[DT

S , Ĝ]

❡0% 0✉)❥❡❝%✐✈❡✱ ❧❡0 ❣)♦✉♣❡0 Ĩv A%❛♥% %)✐✈✐❛✉① ❧♦)0>✉❡ Nv 6≡ 0, 1 mod p✳ ■❧ 0✉✣% ❛❧♦)0 ❞❡

❞✉❛❧✐0❡) ♣♦✉) ❝♦♥❝❧✉)❡

❆✈❡❝ ❧❡ 0♦✉❝✐ ❞❡ )❡♥❞)❡ ❧❡0 ❞✐❛❣)❛♠♠❡0 ♣❧✉0 0✐♠♣❧❡0 7 ❧✐)❡✱ ♣♦0♦♥0

⊕

v/∈S

Nv =
⊕

v/∈S∪T

H1(Gcr
v )⊕

⊕

v∈T

H1(Gcyc
v )

❡% ⊕

v/∈S

Mv =
⊕

v/∈S∪T

H1(Ĩv)
Gcr

v ⊕
⊕

v∈T

H1(D̃v)
Gcyc

v .

❉❛♥0 ❧❛ ♣)♦♣♦0✐%✐♦♥ 0✉✐✈❛♥%❡✱ ❧❡0 ❧✐❣♥❡0 ❞✉ ❞✐❛❣)❛♠♠❡ ♣)♦✈✐❡♥♥❡♥% ❞❡ ❧❛ 0✉✐%❡ 0♣❡❝%)❛❧❡ ❞❡

❍♦0❝❤✐❧❞✲❙❡))❡✱ %❛♥❞✐0 >✉❡ ❧❡0 ❝♦❧♦♥♥❡0 ♣)♦✈✐❡♥♥❡♥% ❞❡0 ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ ❧♦❝❛❧✐0❛%✐♦♥0 ♥❛%✉✲

)❡❧❧❡0✳ ❖♥ ♥♦%❡ a, b, c ❧❡0 %)♦✐0 ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ♥❛%✉)❡❧❧❡0 ❞❡ ❧♦❝❛❧✐0❛%✐♦♥0 ❞❛♥0 ❝❡ ❞✐❛❣)❛♠♠❡ ❀

♦♥ 0❛✐% >✉❡ b ❡0% ✐♥❥❡❝%✐✈❡ ❞✬❛♣)20 ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✶✳ ❖♥ ♣❡✉% ❛✐♥0✐ A♥♦♥❝❡) ✿

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✹✳✶✷✳ ✖ ❖♥ ❞✐$♣♦$❡ ❞✉ ❞✐❛❣+❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉.❛.✐❢ $✉✐✈❛♥.✱ ❧❡$ ❧✐❣♥❡$ ❢♦+♠❛♥.

❞❡$ $✉✐.❡$ ❡①❛❝.❡$ ✿

H1(G̃T
S )

� � //

��

H1(Ĝ)
res //

a

��

H1(DT
S )

eGT
S

� _

b

��

// // ker
(
inf : H2(G̃T

S ) → H2(Ĝ)
)

c

��⊕
v/∈S Nv

� � // ⊕
v/∈S H

1(Ĝv) //
⊕

v/∈S Mv //
⊕

v/∈S∪T H
2(Gcr

v )

◆♦%♦♥0 ā ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ✐♥❞✉✐%❡

ā : H1(Ĝ)/H1(G̃T
S ) →

⊕

v/∈S

H1(Ĝv)/
⊕

v/∈S

Nv,

>✉✐ ♣❡)♠❡% ❞❡ ❝♦♥%)8❧❡) ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ c ❣)Q❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ❞✉ 0❡)♣❡♥% ✿

❈♦!♦❧❧❛✐!❡ ✸✳✹✳✶✸✳ ✖ ❖♥ ❛ ✿

ker c →֒ coker ā .

✽✾



❆ ♣"#$❡♥'✱ ♥♦✉$ ❞#'❡"♠✐♥♦♥$ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ā∗ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ā ✿

ā∗ :

(
⊕

v/∈S

H1(Ĝv)/
⊕

v/∈S

Nv

)∗

−→
(
H1(Ĝ)/H1(G̃T

S )
)∗
.

❆✈❛♥' ❞❡ ❞#❝"✐"❡ ❧❡$ ❡$♣❛❝❡$ ❞✉❛✉①✱ ♦♥ #♥♦♥❝❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ '❤#♦"✐❡ ❞❡$ ♣"♦✲p✲❣"♦✉♣❡$ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✹✳ ✖ ❙♦✐# B ✉♥ ♣'♦✲p✲❣'♦✉♣❡ ❞❡ #②♣❡ ✜♥✐✳ ❙♦✐# A ✉♥ /♦✉/✲❣'♦✉♣❡ ❢❡'♠2 ❡#

❞✐/#✐♥❣✉2 ❞❡ B #❡❧ 4✉❡ B/A /♦✐# ❛❜2❧✐❡♥ ❡# /❛♥/ #♦'/✐♦♥✳

❆❧♦'/

(A ∩Bp)[B,B] = Ap[B,B].

❉2♠♦♥/#'❛#✐♦♥✳ ✖ ■❧ $✬❛❣✐' ❞❡ ♠♦♥'"❡" <✉❡ (A∩Bp)[B,B] ⊆ Ap[B,B]✳ ❖♥ ✜①❡ ✉♥ #❧#♠❡♥'
x ∈ (A∩Bp)[B,B]✳ ❖♥ ♣❡✉' "❛✐$♦♥♥❡" ♠♦❞✉❧♦ ❧✬♦✉✈❡"' [B,B] ❡' $✉♣♣♦$❡" ❛✐♥$✐ <✉✬✐❧ ❡①✐$'❡
y ∈ B ❡' b ∈ [B,B] '❡❧$ <✉❡ x = ypb✳ ❖" [B,B] ⊆ A✱ ❞♦♥❝ yp ∈ A✳ ❈♦♠♠❡ B/A ❡$' $❛♥$

'♦"$✐♦♥✱ ♥#❝❡$$❛✐"❡♠❡♥' y ∈ A✱ ✐✳❡✳ x ∈ Ap[B,B]✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✺✳ ✖ ❖♥ ❞✐/♣♦/❡ ❞❡/ ✐/♦♠♦'♣❤✐/♠❡/ ❞❡ Fp[H]✲♠♦❞✉❧❡/ /✉✐✈❛♥#/✳

✶✮

(
H1(Ĝ)/H1(G̃T

S )
)∗
≃ RKJ p

K ŨT
S /RKJ p

K ✳

✷✮

(⊕
v/∈S H

1(Ĝv)/
⊕

v/∈S Nv

)∗
≃ ŨT

S /(ŨT
S )

p
✳

❉2♠♦♥/#'❛#✐♦♥✳ ✖ ✶✮ ▲❛ '❤#♦"✐❡ ❞✉ ❝♦"♣$ ❞❡ ❝❧❛$$❡$ ❢♦✉"♥✐' ❝❡' ✐$♦♠♦"♣❤✐$♠❡ ✭❝❢✳ $♦✉$✲

$❡❝'✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✱ $❛❝❤❛♥' <✉❡

(
H1(Ĝ)/H1(G̃T

S )
)∗

= ker
(
Ĝab,p → (G̃T

S )ab,p
)
.

✷✮ ▲❡ <✉♦'✐❡♥' Ĝv/Ĩv ❡$' ✐$♦♠♦"♣❤❡ G Zp $✐ v ∤ p✱ ❡' G Z2
p $✐ v|p✳ ●"I❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✹✱

♦♥ ✈♦✐' <✉❡

(
H1(Ĝv)/H

1(Gcr
v )

)∗
≃ Ĩv/(Ĩv ∩ Ĝp

v)[Ĝv, Ĝv] = Ĩv/Ĩ
p
v [Ĝv, Ĝv]✳ ❉✬❛✉'"❡ ♣❛"'✱

❧❡ <✉♦'✐❡♥' Ĝv/D̃v ❡$' ✐$♦♠♦"♣❤❡ G Zp ❡' ❞♦♥❝✱ '♦✉❥♦✉"$ ❞✬❛♣"M$ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✹✱ ♦♥ ❛(
H1(Ĝv)/H

1(Gcyc
v )

)∗
≃ D̃v/(D̃v ∩ Ĝp

v)[Ĝv, Ĝv] = D̃v/D̃
p
v [Ĝv, Ĝv]✳ N❛" ❝♦♥$#<✉❡♥'✱ ♦♥

❛

(⊕
v/∈S H

1(Ĝv)/
⊕

v/∈S Nv

)∗
≃

(∏
v/∈S∪T Ĩv/Ĩ

p
v [Ĝv, Ĝv]

)(∏
v∈T D̃v/D̃

p
v [Ĝv, Ĝv]

)
≃

ŨT
S /(ŨT

S )
p
✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ♥❛'✉"❡❧❧❡ a∗ ♣❡✉' $❡ ❧✐"❡✱ ❣"I❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ♣"#❝#❞❡♥'✱ G ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ '❤#♦"✐❡ ❞✉
❝♦"♣$ ❞❡ ❝❧❛$$❡$ ✿ ❡❧❧❡ ❡$' $✉"❥❡❝'✐✈❡ ❡' $♦♥ ♥♦②❛✉ ✈#"✐✜❡

ker(a∗) = ŨT
S ∩RKJ p

K/ (ŨT
S )p.

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✻✳ ✖ ▲❛ ❝♦♠♣♦/2❡ ♥❛#✉'❡❧❧❡

ŨT
S ∩RKJ p

K → ŨT
S J p

K ∩RKJ p
K ≃ Ṽ T

S /Rp
K

✐♥❞✉✐# ❧✬✐/♦♠♦'♣❤✐/♠❡ ❞❡ Fp[H]✲♠♦❞✉❧❡/ /✉✐✈❛♥# ✿

ker(a∗) ≃ Ṽ T
S /Rp

K .

✾✵



❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ✖ ❉✬❛♣&'( ❧❛ &❡♠❛&,✉❡ ✸✳✷✳✺✱ ♦♥ (❛✐5 ,✉❡ ŨT
S J

p
K ∩ RKJ p

K ≃ Ṽ T
S /R

p
K ✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛5✐♦♥ ♣&♦♣♦(8❡ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❞✉ (❡♥( ❀ ❞❡ ♣❧✉(✱ ❝❡55❡ ❝♦♠♣♦(8❡ ❡(5 (✉&❥❡❝5✐✈❡ ❡5 (♦♥

♥♦②❛✉ ❡(5 8❣❛❧ @ ❧✬✐♥5❡&(❡❝5✐♦♥ ŨT
S ∩ J

p
K ✳ ■❧ &❡(5❡ ❛✐♥(✐ @ ✈♦✐& ,✉❡ ŨT

S ∩ J
p
K = (ŨT

S )p
❀ ❣&B❝❡

❛✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✹ ✐❧ (✉✣5 ❞❡ ♠♦♥5&❡& ,✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡( ❢❛❝5❡✉&( ❞✉ ,✉♦5✐❡♥5 (
∏

v/∈SRv)/ŨT
S

❡(5 (❛♥( 5♦&(✐♦♥✳ ❖&✱ (❡✉❧( ❧❡( Rv ♣♦✉& ❧❡(,✉❡❧( v ❡(5 ✉❧5&❛♠85&✐,✉❡ (♦♥5 ♥♦♥✲♥✉❧( ❡5

Rv/Uv ≃ Zp ❧♦&(,✉❡ v ∤ p,

Rv/(Uv ∩ Ũv) ≃ Z2
p ❧♦&(,✉❡ v|p

❡5

Rv/Ũv ≃ Zp ❧♦&(,✉❡ v|p.

❚♦✉( ❧❡( ✐♥❣&8❞✐❡♥5( (♦♥5 &❛((❡♠❜❧8( ♣♦✉& ❞8♠♦♥5&❡& ❧❛ ♣&♦♣♦(✐5✐♦♥ ✸✳✹✳✾ ❡5 ❧❡ 5❤8♦&'♠❡

✸✳✹✳✶✳

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣'♦♣♦%✐&✐♦♥ ✸✳✹✳✾✳ ✖ ■❧ (✉✣5 ❞❡ ❞&❡((❡& ❧❡ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ♥♦( ♦❜(❡&✈❛5✐♦♥(

❡♥ ♣❛&5❛♥5 ❞❡ ❧❛ (✉✐5❡ ❡①❛❝5❡ ✿

1 → ker c→ ker(inf)→ imc→ 1.

❖♥ (❛✐5 ❜✐❡♥ (N& ,✉❡ im c →֒
⊕

v/∈S∪T

H2(Gcr
v )✳ ❉❡ ♣❧✉(✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✻✱ ♦♥ ❛

ker c →֒ cokera ≃ (Ṽ T
S /Rp

K)∗.

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥ ❞✉ &❤!♦'4♠❡ ✸✳✹✳✶✳ ✖ ❈✬❡(5 ✉♥❡ ❝♦♥(8,✉❡♥❝❡ ❞✐&❡❝5❡ ❞❡( ♣&♦♣♦(✐5✐♦♥( ✸✳✹✳✾

❡5 ✸✳✹✳✽✱ ❛✐♥(✐ ,✉❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✾✳

✸✳✹✳✷✳ ●%♦✉♣❡ ❞❡ ❙❤❛❢❛%❡✈✐❝❤✳ ✖ ▲❛ ♠❛❥♦&❛5✐♦♥ ❞❡ d2(G̃
T
S ) &❡♣♦(❡ (✉& ❧❡ ♣&✐♥❝✐♣❡

❧♦❝❛❧✲❣❧♦❜❛❧✳ ◆♦✉( ❞♦♥♥♦♥( ✐❝✐ ✉♥❡ ✐♥5❡&♣&85❛5✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❥♦&❛5✐♦♥ ❞✉ 5❤8♦&'♠❡ ✸✳✹✳✶ @

❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❙❤❛❢❛&❡✈✐❝❤ ❞8✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ❢❛U♦♥ (✉✐✈❛♥5❡✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✹✳✶✼✳ ✖ ❖♥ ❝♦♥(❡&✈❡ ❧❡( ♥♦5❛5✐♦♥( ✉5✐❧✐(8❡( ❥✉(,✉✬✐❝✐✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❣&♦✉♣❡ ❞❡

❙❤❛❢❛&❡✈✐❝❤ ❧❡ (♦✉(✲❡(♣❛❝❡ ✈❡❝5♦&✐❡❧ ❞❡ H2(G̃T
S ) ❞8✜♥✐ ♣❛& ✿

X(G̃T
S ) := ker

[
H2(G̃T

S ) −→
⊕

v∈S

H2(Ĝv)⊕
⊕

v/∈S∪T

H2(Gcr
v )

]
.

❖♥ ❛ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛5✐♦♥ ✿

X(G̃T
S ) = (0)⇒

{
▲❡( &❡❧❛5✐♦♥( ❞✉ ❣&♦✉♣❡ G̃T

S (♦♥5 ❡♥5✐'&❡♠❡♥5

❞85❡&♠✐♥8❡( ♣❛& ❞❡( &❡❧❛5✐♦♥( ❧♦❝❛❧❡(✳

❘❡♠❛01✉❡ ✸✳✹✳✶✽✳ ✖ ❉❛♥( ❧❛ ❞8✜♥✐5✐♦♥ ♣&8❝8❞❡♥5❡✱ ❧❛ ♣❛&5✐❡ (❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡ 5✐❡♥5 ❝♦♠♣5❡

❞❡( ❝♦♥❞✐5✐♦♥( ,✉✐ ❞8✜♥✐((❡♥5 G̃T
S ✳ ❊♥ ♣❛&5✐❝✉❧✐❡&✱ ❧❡( H2(Gcyc

v )✱ ❛✈❡❝ v ∈ T ✱ ❞❡✈&❛✐❡♥5

✜❣✉&❡& ❞❛♥( ❝❡55❡ (♦♠♠❡ ❀ ❝❡( ❡(♣❛❝❡( (♦♥5 ❜✐❡♥ (N& ♥✉❧(✳

❖♥ ♣❡✉5 ❛❧♦&( 8♥♦♥❝❡& ❧❡ &8(✉❧5❛5 (✉✐✈❛♥5 ❞❡ ❝♦♠♣❛&❛✐(♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ Ṽ T
S ✳

✾✶



 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✹✳✶✾✳ ✖ ▲❡ ❣#♦✉♣❡ ❞❡ ❙❤❛❢❛#❡✈✐❝❤ ✈/#✐✜❡ ❧✬✐♥❝❧✉4✐♦♥ ✿

X(G̃T
S ) →֒ (Ṽ T

S /Rp
K)∗.

❉/♠♦♥48#❛8✐♦♥✳ ✖ ❖♥ ♣❛&' ❞✉ ❞✐❛❣&❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉'❛'✐❢ ❞♦♥♥1 ❞❛♥2 ❧❛ ♣&♦♣♦2✐'✐♦♥ ✸✳✹✳✺✳

7❛& ❞1✜♥✐'✐♦♥✱ ❧❡ ❣&♦✉♣❡ ❞❡ ❙❤❛❢❛&❡✈✐❝❤ ✈1&✐✜❡ X(G̃T
S ) ⊆ kerφ✳

❖&✱ kerφ = ker(inf : H2(G̃T
S ) → H2(Ĝ))✳ ❆✐♥2✐✱ ♦♥ ❞✐2♣♦2❡ ❞❡ ❧✬1❣❛❧✐'1 X(G̃T

S ) = ker c✱ ♦?

c ❡2' ❞♦♥♥1❡ ❞❛♥2 ❧❡ ❞✐❛❣&❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉'❛'✐❢ ✿

H1(Ĝ)/H1(G̃T
S )

res //

ā

��

H1(DT
S )

eGT
S

� _

b

��

// // ker
(
inf : H2(G̃T

S ) → H2(Ĝ)
)

c

��⊕
v/∈S H

1(Ĝv)/
⊕

v/∈S Nv
//
⊕

v/∈S Mv //
⊕

v/∈S∪T H
2(Gcr

v )

❖♥ ❝♦♥❝❧✉' ❣&A❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ❞✉ 2❡&♣❡♥' ❡' ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✻✳

❘❡♠❛!1✉❡ ✸✳✹✳✷✵✳ ✖ ❉❛♥2 ❧❛ ♣&❡✉✈❡ ♣&1❝1❞❡♥'❡✱ ♦♥ ❛ ✈✉ E✉❡ ker c = X(G̃T
S )✱ ❞❡ 2♦&'❡

E✉❡ dimFp ker
(
inf : H2(G̃T

S ) → H2(Ĝ)
)

= dimFpX(G̃T
S )+dimFp im c✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♥♦✉✲

✈❡❛✉ ♠❛❥♦&❛♥' ❞❡ d2(G̃
T
S ) ✿

d2(G̃
T
S ) ≤ dimFpX(G̃T

S ) + |Plp − (Sp ∪ T )|+
∑

v∈S

δ(µp(Kv))− δ(S)δ(µp(K)),

♦? δ(S) = 0 2✐ S ❡2' ✈✐❞❡ ❡' 1 2✐♥♦♥✳

✸✳✹✳✸✳ ❊①❡♠♣❧❡) ❞❡ ❣,♦✉♣❡) ❧✐❜,❡)✳ ✖ ❖♥ ✜①❡ p✳ ❖♥ ♥♦'❡ ζp ✉♥❡ &❛❝✐♥❡ ♣&✐♠✐'✐✈❡

p✲J♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐'1✳

❈♦♠♠❡♥K♦♥2 ♣❛& &❛♣♣❡❧❡& ❞❡✉① ❝❛2 ❝❧❛22✐E✉❡2 ❝♦♥♥✉2 ❞❡ ❣&♦✉♣❡2 G̃T
S ✳ ❉✬❛❜♦&❞ ❧♦&2E✉❡

S = Plp ❡' T = ∅✱ ❧❡ ❣&♦✉♣❡ G̃T
S ❝♦&&❡2♣♦♥❞ ❛✉ ❣&♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐2 ❞❡ ❧❛ ♣&♦✲p✲❡①'❡♥2✐♦♥

♠❛①✐♠❛❧❡ S✲&❛♠✐✜1❡ ❞♦♥' ♦♥ ❛ ✈✉ E✉✬✐❧ ❡2' ❞❡ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐E✉❡ ❛✉ ♣❧✉2 2 ✭❝❢✳

'❤1♦&J♠❡ ✵✳✵✳✺✮✳ ❊♥2✉✐'❡✱ ❧❡ ❝❛2 S = T = ∅ ❡' K = Q(ζp) ♣&♦❞✉✐' G̃T
S ≃ Zp✱ ❧♦&2E✉❡ p ❡2'

✉♥ ♥♦♠❜&❡ ♣&❡♠✐❡& &1❣✉❧✐❡&✳ ◆♦✉2 ♣&12❡♥'♦♥2 ❞❡2 ❡①❡♠♣❧❡2 ♥♦✉✈❡❛✉① ❞❡ ❣&♦✉♣❡2 G̃T
S ❧✐❜&❡2✱

♥♦'❛♠♠❡♥' ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❣1♥1&❛'❡✉&2✳

❖♥ ❝❤❡&❝❤❡ ❞❡2 2✐'✉❛'✐♦♥2 ♣♦✉& ❧❡2E✉❡❧❧❡2 ❧❡ ♠❛❥♦&❛♥' ✭E✉✐ ✜❣✉&❡ ❞❛♥2 ❧❡ '❤1♦&J♠❡ ✸✳✹✳✶✮

❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ ❞✉ 2❡❝♦♥❞ ❣&♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H2(G̃T
S ) ❡2' ♥✉❧✳ ■❧ 2✬❛❣✐' ❞♦♥❝ ❞✬❛✈♦✐& ✿

✭✐✮ ✉♥ E✉♦'✐❡♥' Ṽ T
S /Rp

'&✐✈✐❛❧✱

✭✐✐✮ Sp ∪ T = Plp✱

✭✐✐✐✮

∑

v∈S

δ(µp(Kv)) = δ(µp(K))✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ 2✉✐✈❛♥' ♣&♦✈✐❡♥' ❞✐&❡❝'❡♠❡♥' ❞❡ ❧❛ ❞1✜♥✐'✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❑✉♠♠❡& Ṽ T
S ✭❝❢✳

2♦✉2✲2❡❝'✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✷✶✳ ✖ ❙✉♣♣♦4♦♥4 9✉❡ 8♦✉8❡ p✲❡①8❡♥4✐♦♥ ❞❡ K(ζp) ♥♦♥✲#❛♠✐✜/❡ ❤♦#4 ❞❡ p ❡8

8♦8❛❧❡♠❡♥8 ❞/❝♦♠♣♦4/❡ ❡♥ S 4♦✐8 8#✐✈✐❛❧❡✳ ❆❧♦#4 ❧❡ 9✉♦8✐❡♥8 Ṽ T
S /Rp

❡48 8#✐✈✐❛❧✳
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❖♥ ♣❡✉% &♥♦♥❝❡) ❞❡✉① ❝♦♥,&-✉❡♥❝❡, ❞✐)❡❝%❡, ❞✉ %❤&♦)0♠❡ ✸✳✹✳✶✱ ❧❛ ♣)❡♠✐0)❡ ❝♦♥❝❡)♥❛♥% ❧❡

❝❛, ✧µp ⊆ K✧ ❡% ❧❛ ,❡❝♦♥❞❡ ❧❡ ❝❛, ✧µp * K✧✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✹✳✷✷✳ ✖ ❙♦✐# K ✉♥ ❝♦'♣) ❞❡ ♥♦♠❜'❡) ❝♦♥#❡♥❛♥# ❧❡) '❛❝✐♥❡) p✲1♠❡) ❞❡

❧✬✉♥✐#3✳ ❙✉♣♣♦)♦♥) 5✉❡ ✿

✶✮ S ♥❡ ❝♦♥#✐❡♥♥❡ 5✉✬✉♥❡ )❡✉❧❡ ♣❧❛❝❡ ❛✉✲❞❡))✉) ❞❡ p✱ ♥♦#3❡ v✱
✷✮ S ∪ T = Plp(K)✱
✸✮ #♦✉#❡ p✲❡①#❡♥)✐♦♥ ❞❡ K ♥♦♥✲'❛♠✐✜3❡ ❤♦') ❞❡ T ❡# #♦#❛❧❡♠❡♥# ❞3❝♦♠♣♦)3❡ ❡♥ S )♦✐#

#'✐✈✐❛❧❡✳

❆❧♦') ❧❡ ❣'♦✉♣❡ G̃T
S ❡)# ❧✐❜'❡ ❡# ♣♦))1❞❡ 1− r1(K)− r2(K) + [K{v} : Qp] ❣3♥3'❛#❡✉')✳

❉♦♥♥♦♥, ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ,✐♠♣❧❡ ♣♦✉) ✐❧❧✉,%)❡) ❝❡%%❡ ♣)♦♣♦,✐%✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✹✳✷✸✳ ✖ ■❝✐ p = 3✳ ❖♥ ♥♦%❡ x ✉♥❡ )❛❝✐♥❡ ❞✉ ♣♦❧②♥>♠❡X3+X+1✳ ❈♦♥,✐❞&)♦♥,
❧❡ ❝♦)♣, ❞❡ ♥♦♠❜)❡, K = Q(x, ζ3)✱ ♦A ζ3 ❡,% ✉♥❡ )❛❝✐♥❡ ♣)✐♠✐%✐✈❡ 3✲0♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐%&✳ ▲❡ ❝♦)♣,
K ♣♦,,0❞❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ -✉✐ ❞✐✈✐,❡ 3 ❞♦♥% ❧❡ ❞❡❣)& ❧♦❝❛❧ ❡,% &❣❛❧ G 4✱ ♦♥ ❧❛ ♥♦%❡ v ❡% ♦♥ ♥♦%❡ w
❧✬❛✉%)❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ K ❛✉✲❞❡,,✉, ❞❡ 3✳ ❖♥ ♣♦,❡ S = {v} ❡% T = {w}✳ ❚♦✉%❡ 3✲❡①%❡♥,✐♦♥ ❞❡ K

♥♦♥✲)❛♠✐✜&❡ ❤♦), ❞❡ T = {w} ❡,% %)✐✈✐❛❧❡✳ ❉❡ ❝❡%%❡ ❢❛K♦♥✱ ❧❡ ❣)♦✉♣❡ G̃T
S ❡,% ❧✐❜)❡ ❡♥❣❡♥❞)&

♣❛) 2 ❣&♥&)❛%❡✉),✳ ▲❡, ♣♦❧②♥>♠❡, ❞❡ ❧❛ ❢♦)♠❡ X3 + aX + 1 ♣❡)♠❡%%❡♥% ❞✬✐❧❧✉,%)❡) ♥♦%)❡
♣)♦♣♦,✐%✐♦♥ ♣♦✉) ❞❡, ✈❛❧❡✉), ❞❡ a ❜✐❡♥ ❝❤♦✐,✐❡,✳

❊♥✜♥ ❧❡ ❝❛, ♦A K ♥❡ ❝♦♥%✐❡♥% ♣❛, ❧❡, )❛❝✐♥❡, p✲0♠❡, ❞❡ ❧✬✉♥✐%& ✿

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✹✳✷✹✳ ✖ ❙♦✐# K ✉♥ ❝♦'♣) ❞❡ ♥♦♠❜'❡) ♥❡ ❝♦♥#❡♥❛♥# ♣❛) ❧❡) '❛❝✐♥❡) p✲1♠❡)
❞❡ ❧✬✉♥✐#3✳ ❙✉♣♣♦)♦♥) 5✉❡ ✿

✶✮ ♣♦✉' #♦✉#❡ ♣❧❛❝❡ v ∈ S ✿ ζp /∈ Kv

✷✮ S ∪ T = Plp(K)✱
✸✮ #♦✉#❡ p✲❡①#❡♥)✐♦♥ ❞❡ K(ζp) ♥♦♥✲'❛♠✐✜3❡ ❤♦') ❞❡ T ❡# #♦#❛❧❡♠❡♥# ❞3❝♦♠♣♦)3❡ ❡♥ S )♦✐#

#'✐✈✐❛❧❡✳

❆❧♦') ❧❡ ❣'♦✉♣❡ G̃T
S ❡)# ❧✐❜'❡ ❡# ♣♦))1❞❡ 1− r1(K)− r2(K) +

∑
v∈S [Kv : Qp] ❣3♥3'❛#❡✉')✳

✸✳✹✳✹✳ #❡%&♣❡❝)✐✈❡&✱ )%❛✈❛✉① ❞❡ ❙❝❤♠✐❞)✳ ✖ ◆♦✉, ,♦✉❤❛✐%♦♥, ❞❛♥, ✉♥ ♣)♦❝❤❛✐♥ %)❛✲

✈❛✐❧ ❡①♣❧♦✐%❡) ♥♦, )&,✉❧%❛%, ,✉) ❧❡, ❣)♦✉♣❡, ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ G̃T
S ♣♦✉) &%✉❞✐❡) ❧❛ ❞✐♠❡♥,✐♦♥

❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐-✉❡ ❞❡ G̃T
S ,✉) ❧❡ ♠♦❞0❧❡ ❞❡ ❙❝❤♠✐❞% ✭❬❙❝❤❪✮✳ ▲❛ ,♦✉,✲,❡❝%✐♦♥ ♣)&❝&❞❡♥%❡ ,✉❣❣0)❡

-✉❡ ❧✬&%✉❞❡ ,❡ ❞&❝❧✐♥❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛)%✐❡, ,❡❧♦♥ -✉❡ ζp ∈ K ♦✉ ζp /∈ K✳
❚❡)♠✐♥♦♥, ❛✈❡❝ ✉♥ ❞✐❛❣)❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐❢✳ ❖♥ ♥♦%❡ ∪ : H1(G̃T

S ) ⊗ H1(G̃T
S ) → H2(G̃T

S )
❧❡ ❝✉♣✲♣)♦❞✉✐%✳ ❉✬❛♣)0, ❧❡, ♣)♦♣♦,✐%✐♦♥, ✸✳✷✳✾ ❡% ✸✳✹✳✶✾✱ ♦♥ ♣❡✉% ❝❤♦✐,✐) ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ S %❡❧

-✉❡ X(G̃T
S ) ,♦✐% %)✐✈✐❛❧ ❀ ❞❛♥, ❝❡%%❡ ❝♦♥✜❣✉)❛%✐♦♥ ♦♥ ❞✐,♣♦,❡ ❞✉ ❞✐❛❣)❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐❢

,✉✐✈❛♥% ✿

H2(G̃T
S )

� � loc // ⊕
v∈S H

2(Ĝv)⊕
⊕

v/∈S∪T H
2(Gcr

v )

H1(G̃T
S )⊗H1(G̃T

S )

∪

OO

ϕ

44hhhhhhhhhhhhhhhhhh

■♠❛❣✐♥♦♥, -✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐% S %❡❧ -✉❡ ❧❡ ♠♦)♣❤✐,♠❡ ♥❛%✉)❡❧ ϕ ,♦✐% ,✉)❥❡❝%✐❢✱ ❛❧♦), ❧❡ ♠♦)♣❤✐,♠❡

❞❡ ❧♦❝❛❧✐,❛%✐♦♥ loc ❡,% ✉♥ ✐,♦♠♦)♣❤✐,♠❡ ❡% ❧✬✐♥&❣❛❧✐%& ,✉) ❧❛ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ❞✉ H2(G̃T
S ) ❞❛♥,

❧❡ %❤&♦)0♠❡ ✸✳✹✳✶ ❡,% ❡♥ ❢❛✐% ✉♥❡ &❣❛❧✐%&✳ ❈❡ ❝♦♠♠❡♥%❛✐)❡ ,✬✐♥,♣✐)❡ ❞✉ %❤&♦)0♠❡ ✵✳✵✳✼ ❞❡

❙❝❤♠✐❞%✳

✾✸



 ❆❘❚■❊ ■■ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛,✐♦♥/ ❛✉① ❞3❢♦5♠❛,✐♦♥/

✸✳✺✳ ❉$❢♦'♠❛*✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐*❡✱ ❝❛❞'❡

❙♦✐# ρ̄ : Gal(k̄/k) → GL2(Fp) ✉♥❡ '❡♣')*❡♥#❛#✐♦♥ ❝♦♥#✐♥✉❡ ❞✉ ❣'♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐* ❛❜*♦❧✉ ❞✉

❝♦'♣* ❞❡ ♥♦♠❜'❡* k✱ ♥♦♥✲'❛♠✐✜)❡ ❡♥ ❞❡❤♦'* ❞✬✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡* Σ✳ ▲❡ ❝♦'♣* ❞❡

♥♦♠❜'❡* ✜①) ♣❛' ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ρ̄ ❡*# ♥♦#) K✳ ▲✬❡①#❡♥*✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ Σ✲'❛♠✐✜)❡ ❞❡ k ❡*# ♥♦#)❡
kΣ✳

❖♥ *✬✐♥#)'❡**❡ = ❞❡✉① #②♣❡* ❞❡ ❞)❢♦'♠❛#✐♦♥* ❞❡ ρ̄ ✿
✕ ❝❡❧❧❡* A✉✐ *❡ ❢❛❝#♦'✐*❡♥# = #'❛✈❡'* Gal(kΣ/k) ❀ ❧❛ *❡❝#✐♦♥ ✸✳✻ ✭♦G k = Q✮ ♣')*❡♥#❡ ❞❡*

'❛♣♣❡❧* ♣♦✉' ❝❡ ❝❛* ❀

✕ ❝❡❧❧❡* A✉✐ *❡ ❢❛❝#♦'✐*❡♥# = #'❛✈❡'* Gal(Mk/k)✱ ♦G Mk ❞)*✐❣♥❡ ❧✬❡①#❡♥*✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ S✲
'❛♠✐✜)❡ ❡# T ✲❞)❝♦♠♣♦*)❡ ❞❡ ❧❛ Zp✲❡①#❡♥*✐♦♥ ❝②❝❧♦#♦♠✐A✉❡ kcyc

❞❡ k ✭S ❡# T *♦♥# ❞❡✉①

❡♥*❡♠❜❧❡* ✜♥✐* ❞❡ ♣❧❛❝❡* ❞❡ k✮✱ ❝✬❡*# ❧✬♦❜❥❡# ❞❡ ❧❛ *❡❝#✐♦♥ ✸✳✼✳

❆✈❛♥# ❞❡ ❞'❡**❡' ✉♥ ♣❛♥♦'❛♠❛ ❞❡* ')*✉❧#❛#* ♦❜#❡♥✉* ❞❛♥* ❝❡ ❝♦♥#❡①#❡ ✭❬▼❛③ ✶❪✱ ❬❇♦ ✶❪✱

❬❇♦✲▼❛❪✱ ❬❇9▼$❪✮✱ ✈♦✐❝✐ A✉❡❧A✉❡* '❛♣♣❡❧* ❞❡ #❤)♦'✐❡ ❞❡* ❞)❢♦'♠❛#✐♦♥*✳ ❖♥ ✜①❡ ✉♥ ❣'♦✉♣❡

♣'♦✜♥✐ Π #❡❧ A✉❡ ♣♦✉' ❝❤❛A✉❡ *♦✉*✲❣'♦✉♣❡ ♦✉✈❡'# U ❞❡ Π✱ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡* ♠♦'♣❤✐*♠❡*

❝♦♥#✐♥✉* ❞❡ U ❞❛♥* Fp *♦✐# ✜♥✐ ❀ ✐❧ *✬❛❣✐# ❞❡ ❧❛ ♣'♦♣'✐)#) ❞✐#❡ ❞❡ p✲✜♥✐#✉❞❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡

❞)❢♦'♠❛#✐♦♥ ❞❡ ρ̄ : Π → GL2(Fp) = ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ R ✭❧♦❝❛❧ ❞✬✐❞)❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ mR✱ ❝♦♠♣❧❡#

◆♦❡#❤❡'✐❡♥ ❞❡ ❝♦'♣* ')*✐❞✉❡❧ Fp✮ ✉♥❡ ❝❧❛**❡ ❞✬)A✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦'♠)❡ ❞❡ MρRM
−1
✱ ♦G ρR :

Π → GL2(R) ❡*# ✉♥ '❡❧O✈❡♠❡♥# ❞❡ ρ̄ ❡# ♦G M ∈ 1 + mRM2(R)✳ ▼❛③✉' ♠♦♥#'❡ ✭❞❛♥*

❬▼❛③ ✶❪✮ ❧✬❡①✐*#❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞)❢♦'♠❛#✐♦♥ ✉♥✐✈❡'*❡❧ ❧♦'*A✉❡ ❧❡ ❝♦♠♠✉#❛♥# ❞❡ ρ̄ ❡*#
')❞✉✐# ❛✉① ❤♦♠♦#❤)#✐❡* ✭❡# ✈❡'*❡❧ ❞❛♥* ❧❡ ❝❛* ❣)♥)'❛❧✮✳ ❖♥ ♥♦#❡ R(ρ̄) ❝❡# ❛♥♥❡❛✉✳
■❧ *✬❛❣✐# ❞❡ ❞)❝'✐'❡ ❧❡ ♣❧✉* ♣')❝✐*)♠❡♥# ❝❡# ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞)❢♦'♠❛#✐♦♥✳ ❖♥ '❛♣♣❡❧❧❡ A✉❡ Ad(ρ̄)
❞)*✐❣♥❡ M2(Fp) ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬❛❝#✐♦♥ ♣❛' ❝♦♥❥✉❣❛✐*♦♥ ❞❡ ρ̄✳ ❖♥ *❛✐# A✉❡ R(ρ̄) ❡*# ❞❡ ❧❛ ❢♦'♠❡

Zp[[X1, . . . , Xd]]/I,

❛✈❡❝ d = dimFpH
1(Π,Ad(ρ̄))✱ ❡# I ✉♥ ✐❞)❛❧ ❞♦♥# ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❣)♥)'❛#❡✉'* ❡*#

✐♥❢)'✐❡✉' ♦✉ )❣❛❧ = r := dimFpH
2(Π,Ad(ρ̄))✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥* ♣♦**✐❜❧❡* = ♣❛'#✐' ❞❡

❧=✳ ❙♦✐# ♦♥ ❞)#❡'♠✐♥❡ ❡①♣❧✐❝✐#❡♠❡♥# ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞)❢♦'♠❛#✐♦♥ R(ρ̄)✱ *♦✐# ♦♥ *❡ ❧✐♠✐#❡ = ❧❛

❝♦♥♥❛✐**❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠✐♥♦'❛♥# ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ❞❡ ❑'✉❧❧ ❞✉ A✉♦#✐❡♥# R(ρ̄)/pR(ρ̄)✱ ❡♥ *❛❝❤❛♥#

A✉❡

dimKrullR(ρ̄)/pR(ρ̄) ≥ d− r, ❛✈❡❝ )❣❛❧✐#) ❧♦'*A✉❡ r = 0.

▲❡ ❝❛* ❞❡ ρ̄ : Gal(QΣ/Q) → GL2(Fp) ❡*# ✐♥✐#✐❛❧❡♠❡♥# #'❛✐#) ❞❛♥* ❬▼❛③ ✶❪ ❧♦'*A✉❡ Σ ❡*#

❢♦'♠) ❞❡* ♣❧❛❝❡* ❛✉✲❞❡**✉* ❞❡ p✳ ❖♥ ❞✐*♣♦*❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦'♠✉❧❡ ❞✬❊✉❧❡'✲U♦✐♥❝❛') ♣♦✉' ❞♦♥♥❡'

✉♥ ♠❛❥♦'❛♥# ❞❡ dimKrullR(ρ̄)/pR(ρ̄)✳ ❖♥ ❞✐*#✐♥❣✉❡ ❧❡* '❡♣')*❡♥#❛#✐♦♥* ρ̄ ♣❛✐'❡* ❞❡ ❝❡❧❧❡*

A✉✐ *♦♥# ✐♠♣❛✐'❡*✳ ▲❡ ❝❛* ♦G ρ̄ ❡*# ✐♠♣❛✐'❡ ❛ )#) )#✉❞✐) ♥♦#❛♠♠❡♥# ♣❛' ❇♦*#♦♥✱ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝

❧❡* ❢♦'♠❡* ♠♦❞✉❧❛✐'❡* ❬❇♦ ✸❪ ✿ ❞❡ ❢❛W♦♥ ❣)♥)'❛❧❡✱ ♦♥ *✬❛##❡♥❞ = ❝❡ A✉❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ R(ρ̄) *♦✐#
✐*♦♠♦'♣❤❡ = Zp[[X1, X2, X3]]✳ ▲❡ ❝❛* ♦G ρ̄ ❡*# ♣❛✐'❡ ❡*# #'❛✐#) ♣❛' ❇X❝❦❧❡ ❞❛♥* ❬❇9 ✹❪✳ ❆

❝❤❛A✉❡ ❢♦✐*✱ ❧❡* ♠)#❤♦❞❡* *✬❛❞❛♣#❡♥# = ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ρ̄ ❀ ♦♥ ♣❡✉# ❝♦♥*✉❧#❡' ❬❇♦ ✶❪ ♣♦✉' ❧❡* ❝❛*

♦G ρ̄ ❡*# ✐♠♣❛✐'❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ♠♦❞)')❡✱ ♦✉ ❝♦♥#❡♥❛♥# SL2(Fp) ♦✉ ❜✐❡♥ ')*♦❧✉❜❧❡✳ ■❧ ❡*# ✐♥#)'❡**❛♥#
❞❡ ♣'♦❞✉✐'❡ ❞❡* ❡①❡♠♣❧❡* ♣♦✉' ❧❡*A✉❡❧* ❧✬❛♥♥❡❛✉ R(ρ̄) ❡*# *❛♥* ♦❜*#'✉❝#✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❞❡ ❧❛ ❢♦'♠❡
Zp[[X1, . . . , Xd]]✳ ❖♥ *✬✐♥#)'❡**❡ ❛✉① ❞)❢♦'♠❛#✐♦♥* *❛♥* ♦❜*#'✉❝#✐♦♥ ♣♦✉' ❞❡✉① '❛✐*♦♥* ✿ ✐❧

*✬❛❣✐# ❞✉ ❝❛* ❧❡ ♣❧✉* *✐♠♣❧❡ = #'❛✐#❡'✱ ♠❛✐* *✉'#♦✉# ♣❛'❝❡ A✉✬❡❧❧❡* *♦♥# ❧❡* ♣❧✉* ')♣❛♥❞✉❡*

❞❛♥* ❧❛ ♥❛#✉'❡ ❛✉ ♠♦✐♥* ❧♦'*A✉❡ ρ̄ ❡*# ✐♠♣❛✐'❡ ❡# ❛❜*♦❧✉♠❡♥# ✐'')❞✉❝#✐❜❧❡ ✭♦♥ ♣❡✉# ❝♦♥*✉❧#❡'
❬❲❡ ✶❪✮✳ ▲❡ ♣'✐♥❝✐♣❡ ❞✐# ✧♣'✐♠❡✲#♦✲❛❞❥♦✐♥#✧ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝❛❞'❡ A✉✐ ♣'♦❞✉✐# ❞❡* ❞)❢♦'♠❛#✐♦♥*

✾✹



 ❛♥ ♦❜ %&✉❝%✐♦♥ ❀ ❧❡ ❝❛ ❧❡ ♣❧✉  ✐♠♣❧❡ ❡ % ❜✐❡♥✲ 0& ❝❡❧✉✐ ♦1 ❧❡ ❣&♦✉♣❡ Gal(QΣ/Q) ❡ % ❧✐❜&❡

✭♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐5&❡ ❣6♥6&❛❧❡ ❧♦& 7✉❡ ❧✬♦♥ %&❛✈❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ❡①%❡♥ ✐♦♥ p✲&❛%✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣&6 ❡♥%6❡ 

❞❛♥ ❬❏◆❪✮✳

❚❡&♠✐♥♦♥ ❡♥ ♥♦%❛♥% ❧✬❛ ♣❡❝% ❛&✐%❤♠6%✐7✉❡ ❞✉ ♣&✐♥❝✐♣❡ ♣&✐♠❡✲%♦✲❛❞❥♦✐♥%✳ ❖♥ ♣❡✉% ❡♥ ❡✛❡%

❧❡ ✈♦✐& ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞6&✐✈6 ❞✉ ♣&✐♥❝✐♣❡ ❧♦❝❛❧✲❣❧♦❜❛❧ ✿ ♦♥ ❝❤❡&❝❤❡ ❞❡  ✐%✉❛%✐♦♥ ♦1 ✉♥ ♥♦②❛✉

❞❡ ❙❤❛❢❛&❡✈✐❝❤ ❡ % ♣&✐♠❡✲%♦✲❛❞❥♦✐♥%✳ H❛& ❞✉❛❧✐%6✱ ♦♥ ♣❡✉%  ❡ &❡♣&6 ❡♥%❡& ❝❡ ♣&♦❜❧5♠❡ ❡♥

%❡&♠❡ ❞❡ ❣&♦✉♣❡ ❞❡ ❝❧❛  ❡ ✱ ❞❡  ♦&%❡ 7✉❡ ❞❡ ❤②♣♦%❤5 ❡ ❞✉ %②♣❡ ✧❧❛ p✲♣❛&%✐❡ ❞✉ ❣&♦✉♣❡

❞❡ ❝❧❛  ❡ ❡ % %&✐✈✐❛❧❡✧ ❞6❜♦✉❝❤❡♥%  ✉& ✉♥❡  ✐%✉❛%✐♦♥ ♣&✐♠❡✲%♦✲❛❞❥♦✐♥%✳ ❈✬❡ % ❞❛♥ ❝❡%%❡

♣❡& ♣❡❝%✐✈❡ 7✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝%✉&❡ ❞❡ ❱❛♥❞✐✈❡& ✭♦✉ ♣❧✉ ❣6♥6&❛❧❡♠❡♥% ❧❛ %❤6♦&✐❡ ❞✬■✇❛ ❛✇❛✮

✐♥%❡&✈✐❡♥% ❞❛♥ ❬❇#▼%❪ ❡% ❬▼% ✷❪✳

◆♦✉ ❛❧❧♦♥ ❡♠♣❧♦②❡& ❝❡ ♠6%❤♦❞❡ ❛✜♥ ❞✬❡ %✐♠❡& ❧❛ ❞✐♠❡♥ ✐♦♥ ❞❡ ❑&✉❧❧ ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞6✲

❢♦&♠❛%✐♦♥ ♣&♦✈❡♥❛♥% ❞✬✉♥❡ &❡♣&6 ❡♥%❛%✐♦♥ ❣❛❧♦✐ ✐❡♥♥❡ ❛  ♦❝✐6❡ R ❧✬❡①%❡♥ ✐♦♥ K̃T
S /K ❞6✜♥✐❡

♣&6❝6❞❡♠♠❡♥%✳

✸✳✻✳ ▼%*❤♦❞❡ ❞❡ ❇♦/*♦♥

❙♦✐% ρ̄ : Gal(Q/k) → GL2(Fp) ✉♥❡ &❡♣&6 ❡♥%❛%✐♦♥ ❝♦♥%✐♥✉❡✳ ❖♥ ♥♦%❡K ❧❡  ♦✉ ✲❝♦&♣ ✜①❡ ♣❛&

ker ρ̄✳ ▲❡ ❝♦&♣ K ❡ % ❞❡ ❞❡❣&6 ✜♥✐  ✉& Q✱ ♥♦%♦♥ S ✉♥ ❡♥ ❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡K ❝♦♥%❡♥❛♥%

❧❡ ♣❧❛❝❡ 7✉✐  ❡ &❛♠✐✜❡♥% ❞❛♥ K/k✳ ❉❛♥ ❧❛  ✉✐%❡✱ ♦♥ ♥♦%❡ ❡♥❝♦&❡ ρ̄ : Gal(kS/k) →
GL2(Fp) ❧❛ &❡♣&6 ❡♥%❛%✐♦♥ 7✉❡ ❧✬♦♥  ♦✉❤❛✐%❡ ❞6❢♦&♠❡&✱ ❛✈❡❝ kS ❧✬❡①%❡♥ ✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡

k ♥♦♥✲&❛♠✐✜6❡ ❤♦& ❞❡ ♣❧❛❝❡ ❛✉✲❞❡  ✉ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ S✳ ▲❡ ❣&♦✉♣❡ Gal(kS/k) ✈6&✐✜❡ ❧❛

♣&♦♣&✐6%6 ❞✐%❡ ❞❡ p✲✜♥✐%✉❞❡ ❞❡ ▼❛③✉&✱ ❝✬❡ % ❝❡❧❛ 7✉✐ ❛  ✉&❡ ❧✬❡①✐ %❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞6❢♦&♠❛%✐♦♥

❞✐%❡ ✈❡& ❡❧❧❡ ✭❝❢✳ ♣&♦♣♦ ✐%✐♦♥ ✶✳✸✳✶✼✮✳

❇♦$%♦♥ ❛ ♠✐$ ❛✉ ♣♦✐♥% ✉♥❡ %❡❝❤♥✐/✉❡ ❜❛$1❡ $✉2 ❧❛ %❤1♦2✐❡ ❞❡$ ❣2♦✉♣❡$ ♣♦✉2 ❞❡ ❡①♣❧✐❝✐%❡2

❧❡$ ❞1❢♦2♠❛%✐♦♥$ ❞❡ ρ̄✳ ◆♦✉$ ♣2♦♣♦$♦♥$ ✉♥ ♣❛♥♦2❛♠❛ ❞❡ ❝❡$ ♠1%❤♦❞❡$✳ ●✉✐❞1 ♣❛2 ❧❡ ❞1$✐2

❞❡ ♠♦♥%2❡2 ❛✉ ❧❡❝%❡✉2 ❧❡$ %❡❝❤♥✐/✉❡$ /✉✐ ❡①♣❧✐❝✐%❡♥% ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞1❢♦2♠❛%✐♦♥ ❡% ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡

❣1♥12❛%❡✉2$ ♣2✐✈✐❧1❣✐1$ ✭❞❛♥$ ✉♥ $❡♥$ ♣❧✉$ ❣1♥12❛❧ ❧♦2$/✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ρ̄ ♥✬❡$% ♣❛$ ♠♦❞121❡✮✱

❧❛ ♣2❡✉✈❡ ❞✉ %❤1♦2>♠❡ ✸✳✻✳✺ ❞❡ ❇♦$%♦♥ ❡$% 2❡♣2♦❞✉✐%❡✳ ▲❡ ♣❧❛♥ ❞✬1%✉❞❡ ❡$% ❝❧❛$$✐/✉❡ ✭❬❇♦ ✶❪✱

❬❇♦✲▼❛❪✱ ❬❇& ✹❪ ❡% ❬❇&▼(❪✮ ❛✉ ♠♦✐♥$ ❞❛♥$ ✉♥ ❝❛❞2❡ $❡♠✐✲$✐♠♣❧❡✱ ✐✳❡✳ ❧♦2$/✉❡ p ♥❡ ❞✐✈✐$❡

♣❛$ |im(ρ̄)|✳
❖♥ 2❛♣♣❡❧❧❡ ✭❝❢✳ ❧❛ $♦✉$✲$❡❝%✐♦♥ ✶✳✸✳✶✮ /✉❡ Γ(R) = ker (GL2(R) → GL2(Fp)) ❡$% ✉♥ ♣2♦✲p✲

❣2♦✉♣❡✳ ❊♥ ♥♦%❛♥% KS(p) ❧❛ ♣2♦✲p✲❡①%❡♥$✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ S✲2❛♠✐✜1❡ ❞❡ K ❞❛♥$ Q✱ ♦♥ ✈♦✐% /✉❡

%♦✉% 21❧>✈❡♠❡♥% ❞❡ ρ̄ $❡ ❢❛❝%♦2✐$❡ ♣❛2 Gal(KS(p)/k)✳ ◆♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ♥♦✉$ ❡♠♣❧♦②❡2 K ❞1✈✐$$❡2

❝❡ ❣2♦✉♣❡ K ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ $♦✉$✲❣2♦✉♣❡ ♣2✐✈✐❧1❣✐1 Gal(KS(p)/K)✳

✸✳✻✳✶✳ ❚❤(♦.✐❡ ❞❡2 ❣.♦✉♣❡2 ♣.♦✜♥✐2✳ ✖ ▲❡$ %2♦✐$ 21$✉❧%❛%$ ❞❡ %❤1♦2✐❡ ❞❡$ ❣2♦✉♣❡$

♣21$❡♥%1$ ❞❛♥$ ❝❡%%❡ $♦✉$✲$❡❝%✐♦♥ $♦♥% K ❧❛ ❜❛$❡ ❞❡$ ♦❜$❡2✈❛%✐♦♥$ ❢❛✐%❡$ ♣❛2 ❇♦$%♦♥ ♣♦✉2

❡①♣❧✐❝✐%❡2 ❧❡$ ❞1❢♦2♠❛%✐♦♥$ ❞✬✉♥❡ 2❡♣21$❡♥%❛%✐♦♥ ρ̄✳ ■❧$ ✜❣✉2❡♥% ❞❛♥$ ❬❇♦ ✶❪✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡

❙❝❤✉2✲❩❛$$❡♥❤❛✉$ ❡$% ♠♦♥%21 ❞❛♥$ ❬❘♦❪✳ ❙♦✐% P ✉♥ ♣2♦✲p✲❣2♦✉♣❡ ❡% $♦✐% P p[P, P ] ❧❡ $♦✉$✲

❣2♦✉♣❡ ❢❡2♠1 ❞❡ P ❡♥❣❡♥❞21 %♦♣♦❧♦❣✐/✉❡♠❡♥% ♣❛2 ❧❡$ ♣✉✐$$❛♥❝❡$ p✲>♠❡$ ❡% ❧❡$ ❝♦♠♠✉%❛✲

%❡✉2$✳ ▲❡ /✉♦%✐❡♥% P/P p[P, P ] ❡$% ✉♥ p✲❣2♦✉♣❡ ❞>$ /✉❡ P ❡$% %♦♣♦❧♦❣✐/✉❡♠❡♥% ❞❡ %②♣❡ ✜♥✐

❡♥ %❛♥% /✉❡ ♣2♦✲p✲❣2♦✉♣❡✳ ❉❛♥$ ❧❛ $✉✐%❡✱ ❧❡$ ♣2♦♣2✐1%1$ ❞❡$ ❣2♦✉♣❡$ ♣2♦✜♥✐$ $♦♥% K ♣2❡♥❞2❡

❛✉ $❡♥$ %♦♣♦❧♦❣✐/✉❡✳

✾✺



▲❡♠♠❡ ✸✳✻✳✶ ✭!❤#♦%&♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛-❡ ❞❡ ❇✉%♥-✐❞❡✮✳ ✖ ❙✐ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (x1, . . . , xn)
❢♦(♠❡ ✉♥❡ ❜❛,❡ ❞✉ Fp✲❡,♣❛❝❡ ✈❡❝2♦(✐❡❧ P/P p[P, P ]✱ ❛❧♦(, (x1, . . . , xn) ❡♥❣❡♥❞(❡ ❧❡ ♣(♦✲p✲
❣(♦✉♣❡ P ✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ &✉✐✈❛♥, ❞✐, ❞❡ ❙❝❤✉1✲❩❛&&❡♥❤❛✉& ✭❝❢✳ ❬❘♦❪✱ ♣❛1 ❡①❡♠♣❧❡✮ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐,✐♦♥

&✉✣&❛♥,❡ ♣♦✉1 >✉❡ ❧❛ &✉✐,❡ ❡①❛❝,❡ 1 → P → G→ G/P → 1 &♦✐, &❝✐♥❞?❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✻✳✷✳ ✖ ❙♦✐2 G ✉♥ ❣(♦✉♣❡ ♣(♦✜♥✐ ❡2 P ✉♥ ♣(♦✲p✲,♦✉,✲❣(♦✉♣❡ ❞❡ ❙②❧♦✇ ♥♦(♠❛❧

❞❡ G✳ ❖♥ ,✉♣♣♦,❡ P ❞❡ 2②♣❡ ✜♥✐ ❡2 ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✜♥✐ ❞❛♥, G✳ ❆❧♦(, ❧❡ ❣(♦✉♣❡ G ♣♦,,<❞❡ ✉♥

,♦✉,✲❣(♦✉♣❡ A ✐,♦♠♦(♣❤❡ > G/P ✳ ❉❡✉① ,♦✉,✲❣(♦✉♣❡, ✐,♦♠♦(♣❤❡, > G/P ,♦♥2 ❝♦♥❥✉❣✉B,

♣❛( ✉♥ B❧B♠❡♥2 ❞❡ P ✳

❖♥ ❝♦♥&❡1✈❡ ❧❡& ❤②♣♦,❤B&❡& ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣1?❝?❞❡♥, ❡, ♦♥ ♥♦,❡ A ✉♥ &♦✉&✲❣1♦✉♣❡ ❞❡ G ✐&♦✲

♠♦1♣❤❡ D G/P ✳ ❊♥ 1❡❣❛1❞❛♥, ❧❛ &,1✉❝,✉1❡ ❞❡ Fp[A]✲♠♦❞✉❧❡✱ ❇♦&,♦♥ ♠♦♥,1❡ ✿

()♦♣♦,✐.✐♦♥ ✸✳✻✳✸ ✭❬❇♦ ✶❪✱ ▲❡♠✳✷✳✹✮✳ ✖ ❙♦✐2 V ✉♥ Fp[A]✲,♦✉,✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ P/P p[P, P ]✱
❛❧♦(, ✐❧ ❡①✐,2❡ ✉♥ ,♦✉,✲❣(♦✉♣❡ A✲✐♥✈❛(✐❛♥2 Q ❞❡ P ❛✈❡❝ dimFpV ❣B♥B(❛2❡✉(, ❡2 2❡❧ C✉❡

,♦♥ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥, P/P p[P, P ] ❡♥❣❡♥❞(❡ V ✳ ▲❡, ❣B♥B(❛2❡✉(, ❞❡ Q ,♦♥2 ❛♣♣❡❧B, ❣B♥B(❛2❡✉(,

♣(✐✈✐❧B❣✐B,✳

✸✳✻✳✷✳ ❈❛- ♠♦❞#%#✳ ✖ ❖♥ 1❛♣♣❡❧❧❡ >✉❡ ρ̄ : Gal(kS/k) → GL2(Fp) ❡&, ❧❛ 1❡♣1?&❡♥,❛,✐♦♥

>✉❡ ❧✬♦♥ &♦✉❤❛✐,❡ ❞?❢♦1♠❡1✳

❉❛♥& ❝❡,,❡ &♦✉&✲&❡❝,✐♦♥✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ρ̄ ❡&, &✉♣♣♦&?❡ ❞✬♦1❞1❡ ♣1❡♠✐❡1 D p✳ ❊♥ ♥♦,❛♥, H = imρ̄✱

❧✬❤②♣♦,❤B&❡ ❢❛✐,❡ &✉1 |H| ❛&&✉1❡ >✉❡ ❧❡& Fp[H]✲♠♦❞✉❧❡& &♦♥, &❡♠✐✲&✐♠♣❧❡&✳

J❛1 ❧❡ ,❤?♦1B♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛&❡ ❞❡ ❇✉1♥&✐❞❡ ✭❝❢✳ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✳✶✮✱ ♦♥ ♣❡✉, ?❝1✐1❡ Gal(KS(p)/k)
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣1♦❞✉✐, &❡♠✐✲❞✐1❡❝, &✉✐✈❛♥, ✿

Gal(KS(p)/k) ≃ P ⋊A,

♦O P = Gal(KS(p)/K) ❡&, ✉♥ ♣1♦✲p✲❙②❧♦✇ ♥♦1♠❛❧ ❞❡ Gal(KS(p)/k) ❡, A ❡&, ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ H
❞❛♥& Gal(KS(p)/k)✳
❙✬✐♥,?1❡&&❡1 ❛✉① ❞?❢♦1♠❛,✐♦♥& ❞❡ ρ̄ 1❡✈✐❡♥, ❛✐♥&✐ D 1❡❣❛1❞❡1 ❧❡& 1❡❧B✈❡♠❡♥,& ❞❡ ρ̄|P ❡, ❝❡✉① ❞❡

ρ̄|A ❡♥ ,❡♥❛♥, ❝♦♠♣,❡ ❞❡ ❧✬❛❝,✐♦♥ ♣❛1 ❝♦♥❥✉❣❛✐&♦♥ ❞❡ A &✉1 P ✳ ❈❡,,❡ ♦❜&❡1✈❛,✐♦♥ ❡&, ❢♦1♠✉❧?❡

❡♥ ,❡1♠❡& ❢♦♥❝,♦1✐❡❧❧❡& ❞❛♥& ❝❡,,❡ &♦✉&✲&❡❝,✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠♣❛1❛♥, ❧❡ ❢♦♥❝,❡✉1 ❞❡ ❞?❢♦1♠❛,✐♦♥

Hom(R(ρ̄),−) ✭R(ρ̄) ❞?&✐❣♥❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞?❢♦1♠❛,✐♦♥ ✭✉♥✐✮✈❡1&❡❧ ✐❝✐✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢♦♥❝,❡✉1 ❞✐,

♠♦❞?1? ♦❜,❡♥✉ ❡♥ 1❡❣❛1❞❛♥, ❞❡& ♠♦1♣❤✐&♠❡& A✲✐♥✈❛1✐❛♥,& ❞?✜♥✐& &✉1 P ✳

❈♦♠♠❡ |A| ❡&, ♣1❡♠✐❡1 ❛✈❡❝ p✱ ❧❡& ❡&♣❛❝❡& ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H i(A,Ad(ρ̄)) &♦♥, ,1✐✈✐❛✉① ♣♦✉1

i = 1, 2✳ ❈❡❧❛ ✐♥❞✐>✉❡ >✉❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞?❢♦1♠❛,✐♦♥ ❞❡ ρ̄ : A → GL2(Fp) ❡&, Zp✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡

❞❡ ❙❝❤✉1✲❩❛&&❡♥❤❛✉& ❛♣♣❧✐>✉? D ❧❛ &✉✐,❡ ❡①❛❝,❡

1 → ker(GL2(Zp) → H) → GL2(Zp) → H → 1

♣❡1♠❡, ❞❡ ✈♦✐1 H = imρ̄ ❝♦♠♠❡ ✉♥ &♦✉&✲❣1♦✉♣❡ ❞❡ GL2(Zp)✳ ❖♥ ♥♦,❡ [h] ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥

?❧?♠❡♥, h ∈ H ❞❛♥& GL2(Zp)✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✻✳✹✳ ✖ ▲❛ ❞B❢♦(♠❛2✐♦♥ ✈❡(,❡❧❧❡ ❞❡ ρ̄ : A → GL2(Fp) ❡,2 ❞♦♥♥B❡ > ✐,♦♠♦(✲

♣❤✐,♠❡ ♣(<, ♣❛( ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (Zp, ρA) ❞♦♥2 ✉♥ (❡♣(B,❡♥2❛♥2 ✈B(✐✜❡ ✿

ρA : A →֒ GL2(Zp) ❡2 ρA(x) = [ρ̄(x)].

✾✻



❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ✖ ❈♦♠♠❡ dimFpH
1(A,Fp) = 0 ❡& ❝♦♠♠❡ ❞❡✉① +❡❧-✈❡♠❡♥&0 ❞❡ ρ̄ 0♦♥&

❝♦♥❥✉❣✉30 ♣❛+ ✉♥ 3❧3♠❡♥& ❞❡ Γ(Zp) = ker (GL2(Zp) → GL2(Fp))✱ ❧❛ +❡♣+30❡♥&❛&✐♦♥ ♣+♦♣♦03❡

❞❛♥0 ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡0& ❜✐❡♥ ✉♥ +❡♣+30❡♥&❛♥& ❞❡ ❧❛ ❞3❢♦+♠❛&✐♦♥ ✈❡+0❡❧❧❡ ❞❡ ρ̄✳

❈❤❛;✉❡ ❛♥♥❡❛✉ R ∈ Ĉ ❛❞♠❡& ✉♥ 0&+✉❝&✉+❡ ♥❛&✉+❡❧❧❡ ❞❡ Zp✲❛❧❣-❜+❡ ❞♦♥♥3❡ ♣❛+ ✉♥ ♠♦+✲

♣❤✐0♠❡ ❝❛♥♦♥✐;✉❡

Zp → R.

❉❡ ❝❡&&❡ ❢❛>♦♥✱ ♦♥ +3❝✉♣-+❡ ✉♥❡ ❛❝&✐♦♥ ♥❛&✉+❡❧❧❡ ♣❛+ ❝♦♥❥✉❣❛✐0♦♥ ❞❡ A 0✉+ ❧❡ ♥♦②❛✉

ker [GL2(R) → GL2(Fp)]✱ ✈✐❛ A →֒ GL2(Zp) → GL2(R)✱ ♦@ ❧❛ ❞❡+♥✐-+❡ ✢-❝❤❡ ❡0& ✐♥❞✉✐&❡

♣❛+ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♥❛&✉+❡❧❧❡ Zp → R.
❖♥ ❞3✜♥✐&

❚(ρ̄)(R) := HomA(P,Γ(R)), ♣♦✉+ R ∈ Ĉ.
❈✬❡0& ❧❡ ❢♦♥❝&❡✉+ ;✉✐ ❛00♦❝✐❡ E ❝❤❛;✉❡ ❛♥♥❡❛✉ R ∈ Ĉ ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡0 ♠♦+♣❤✐0♠❡0 ❝♦♥&✐♥✉0 ❡&

A✲✐♥✈❛+✐❛♥&0 ❞❡ P ❞❛♥0 Γ(R)✱ ♣♦✉+ ❧✬❛❝&✐♦♥ ❞❡ A 0✉+ P ❡& 0✉+ Γ(R) ❞3❝+✐&❡ ♣+3❝3❞❡♠♠❡♥&✳

▲❡ ❢♦♥❝&❡✉+ ❞❡ ❞3❢♦+♠❛&✐♦♥ ❞❡ ρ̄ ❡0& ❞30✐❣♥3 ♣❛+ ❉❡❢(ρ̄)✱ ✐❧ ❛00♦❝✐❡ E ❝❤❛;✉❡ ❛♥♥❡❛✉ R ∈ Ĉ
❧❡0 ❞3❢♦+♠❛&✐♦♥0 ❞❡ ρ̄ E ✈❛❧❡✉+0 ❞❛♥0 GL2(R) ✿

❉❡❢(ρ̄) :

{
Ĉ → Ens

R 7→ { ❞3❢♦+♠❛&✐♦♥0 ❞❡ ρ̄ ❞❡ ❧❛ ❢♦+♠❡ ρR : Gal(KS(p)/k) → GL2(R)}
♦@ Ens ❡0& ❧❛ ❝❛&3❣♦+✐❡ ❞❡0 ❡♥0❡♠❜❧❡0✳

❉✬❛♣+-0 ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✳✹ ❡& ❝♦♠♠❡ Gal(KS(p)/k) ≃ P ⋊A✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♠♦+♣❤✐0♠❡ ♥❛&✉+❡❧ ✿

❚(ρ̄) → ❉❡❢(ρ̄).

❚❤"♦$%♠❡ ✸✳✻✳✺ ✭❬❇♦ ✶❪✱ )*♦♣✳ ✻✳✶✮✳ ✖ ▲❡ ❢♦♥❝&❡✉' ❚(ρ̄) ❡%& '❡♣'!%❡♥&❛❜❧❡✳
▲❡ ♠♦'♣❤✐%♠❡ ♥❛&✉'❡❧ ❚(ρ̄) → ❉❡❢(ρ̄) ❡%& ✿
❛✮ ✉♥ ✐%♦♠♦'♣❤✐%♠❡ ❧♦'%6✉❡ ❧❡ ❝♦♠♠✉&❛♥& ❞❡ ρ̄ ✈!'✐✜❡ C(ρ̄) = Fp✳

❜✮ ❧✐%%❡ ✭✐✳❡✳ ❝❤❛6✉❡ %✉'❥❡❝&✐♦♥ R ։ S ✐♥❞✉✐& ✉♥❡ %✉'❥❡❝&✐♦♥ ❚(ρ̄)(R) → ❚(ρ̄)(S)×
❉❡❢(ρ̄)(S)

❉❡❢(ρ̄)(R)✮ ❡& ✐♥❞✉✐& ✉♥ ✐%♦♠♦'♣❤✐%♠❡ ❞❡% ❡%♣❛❝❡% &❛♥❣❡♥&%

❚(ρ̄)(Fp[ε])→ ❉❡❢(ρ̄)(Fp[ε]).

❘❡♠❛$0✉❡ ✸✳✻✳✻✳ ✖ ❉✬❛♣+-0 ❝❡ &❤3♦+-♠❡✱ ❧❡ ❢♦♥❝&❡✉+ ❚(ρ̄) ❡0& +❡♣+30❡♥&❛❜❧❡ ♣❛+ ✉♥ ❛♥✲

♥❡❛✉ ✐0♦♠♦+♣❤❡ E ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞3❢♦+♠❛&✐♦♥ ✉♥✐✈❡+0❡❧ ❧♦+0;✉❡ C(ρ̄) = Fp ♦✉ ✈❡+0❡❧ ❞❛♥0 ❧❡

❝❛0 ❣3♥3+❛❧ ✭❝❢✳ ♣+♦♣♦0✐&✐♦♥ ✶✳✷✳✼✮✳

❉!♠♦♥%&'❛&✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐& (x1, . . . , xd) ✉♥ 0②0&-♠❡ ❞❡ ❣3♥3+❛&❡✉+0 &♦♣♦❧♦❣✐;✉❡0 ❞❡ P ✳ ❙❡ ❞♦♥✲

♥❡+ ✉♥ ♠♦+♣❤✐0♠❡ P → Γ(R) +❡✈✐❡♥& E 0❡ ❞♦♥♥❡+ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛;✉❡ xj ✱ ✐✳❡✳ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡

❞❡ ♠❛&+✐❝❡0

(
1 +m1,j m2,j

m3,j 1 +m4,j

)
✱ ❛✈❡❝ mi,j ∈ mR✳ ▲❡0 +❡❧❛&✐♦♥0 ❡♥&+❡ ❧❡0 xj ❞❛♥0 P ❡&

❧✬❛❝&✐♦♥ ❞❡ A 0✉+ ✉♥ &❡❧ ♠♦+♣❤✐0♠❡ P → Γ(R) ❢♦✉+♥✐00❡♥& ❞❡0 3;✉❛&✐♦♥0 0✉+ ❧❡0 mi,j ✳ ▲❡

❢♦♥❝&❡✉+ ❚(ρ̄) ❡0& ❛✐♥0✐ +❡♣+30❡♥&3 ♣❛+ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ;✉♦&✐❡♥& Zp[[Xi,j | 1 ≤ i ≤ 4, 1 ≤ j ≤ d]]/I✱

♦@ ❧✬✐❞3❛❧ I ♣+♦✈✐❡♥& ❞❡0 3;✉❛&✐♦♥0 ❛00♦❝✐3❡0 ❛✉① +❡❧❛&✐♦♥0 ❡♥&+❡ ❧❡0 xj ❞❛♥0 P ❡& E ❧✬❛❝&✐♦♥

❞❡ A(1)
✳

(1)
❯♥ "❡❧ %❛✐(♦♥♥❡♠❡♥" (❡ ❣,♥,%❛❧✐(❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥(✐♦♥ n✱ ❧✬❛♥♥❡❛✉ 1✉✐ %❡♣%,(❡♥"❡ ❧❡ ❢♦♥❝"❡✉% ❡(" ✉♥ 1✉♦"✐❡♥" ❞❡

❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡( (,%✐❡( ❢♦%♠❡❧❧❡( (✉% Zp ❡♥ dn2
✐♥❞,"❡%♠✐♥,❡(✳

✾✼



❖♥ ✜①❡ R ∈ Ĉ✳ &♦✉) ♠♦♥+)❡) ❧❡ ♣♦✐♥+ ❛✮✱ ✐❧ 2✬❛❣✐+ ❞❡ ♠♦♥+)❡) 6✉❡ ❚(ρ̄)(R) → ❉❡❢(ρ̄)(R)
❡2+ ❜✐❥❡❝+✐✈❡✳ ❯♥❡ ❞<❢♦)♠❛+✐♦♥ (R, ρ) ❞❡ ρ̄ ✐♥❞✉✐+ ✉♥ )❡❧>✈❡♠❡♥+ ρA : A→ GL2(R) ❞❡ ρ̄|A✱
♥✬✐♠♣♦)+❡ 6✉❡❧ )❡❧>✈❡♠❡♥+ ? R ❞❡ ρ̄|A ❧✉✐ ❡2+ Γ(R)✲❝♦♥❥✉❣✉<✳ ❆✉+)❡♠❡♥+ ❞✐+✱ ? ❝♦♥❥✉❣❛✐2♦♥
♣)>2✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛2 ❧❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉) ❧❡ )❡❧>✈❡♠❡♥+ ρA✳ ❈✬❡2+ ❡①❛❝+❡♠❡♥+ ❧❡ 2❡♥2 ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✳✹✳

▲❛ 2✉)❥❡❝+✐✈✐+< ❡2+ ❞<♠♦♥+)<❡✱ 2❛♥2 ❛✈♦✐) ❡✉ ? ✉+✐❧✐2❡) ❧✬❤②♣♦+❤>2❡ C(ρ̄) = Fp✳

❙✉♣♣♦2♦♥2 ? ♣)<2❡♥+ 6✉❡ C(ρ̄) = Fp✳ ❖♥ ♥♦+❡ h1 ❡+ h2 ❞❡✉① <❧<♠❡♥+2 ❞❡ ❚(ρ̄)(R) 6✉✐
✐♥❞✉✐2❡♥+ ❧❛ ♠J♠❡ ❞<❢♦)♠❛+✐♦♥ [ρR] ∈ ❉❡❢(ρ̄)(R)✳ ❉❡✉① )❡♣)<2❡♥+❛♥+2 ❞✐✛<)❡♥+2 ρ1 ❡+

ρ2 ❞❡ [ρR] 2♦♥+ ❝♦♥❥✉❣✉<2 ♣❛) ✉♥❡ ♠❛+)✐❝❡ ❞❡ Γ(R)✱ ❞✐2♦♥2 M ✳ ❊♥ ♣❛)+✐❝✉❧✐❡) ρ1(x) =
Mρ2(x)M

−1
✱ ♣♦✉) +♦✉+ x ∈ A✳ ◆<❝❡22❛✐)❡♠❡♥+✱M ❡2+ ✉♥❡ ❤♦♠♦+❤<+✐❡ ❞✬❛♣)>2 ❧✬❤②♣♦+❤>2❡

C(ρ̄) = Fp ❡+ ❞♦♥❝ ρ1 = ρ2✱ ✐✳❡✳ h1 = h2✳ ▲✬✐♥❥❡❝+✐✈✐+< ❡2+ ❞<♠♦♥+)<❡✳

❊♥✜♥✱ ♣♦✉) ♠♦♥+)❡) ❧❛ ❧✐22✐+< ♦♥ 2✬② ♣)❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠J♠❡ ❢❛O♦♥ 6✉❡ ♣♦✉) ❧❛ 2✉)❥❡❝+✐✈✐+< ❞❛♥2

❧❡ ♣♦✐♥+ ❛✮✳ ❉✬❛✉+)❡ ♣❛)+✱ ✐❧ 2✉✣+ ❞❡ )❡♠❛)6✉❡)✱ ♣♦✉) ♣)♦✉✈❡) ❧✬✐2♦♠♦)♣❤✐2♠❡ ❞❡2 ❡2♣❛❝❡2

+❛♥❣❡♥+2✱ 6✉❡ ❧❡ ❣)♦✉♣❡ Γ(Fp[ε]) ❡2+ ❛❜<❧✐❡♥ ❡+ ❛❣✐+ ❞♦♥❝ +)✐✈✐❛❧❡♠❡♥+ 2✉) ❧✬❡2♣❛❝❡ +❛♥❣❡♥+
❚(ρ̄)(Fp[ε]) ❞❡ ❚(ρ̄)✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥M 7→ 1+εM ♠♦♥+)❡ 6✉❡ ❧✬❛❞❥♦✐♥+ Ad(ρ̄) ❡2+ ✐2♦♠♦)♣❤❡ ❛✉ A✲♠♦❞✉❧❡ Γ(Fp[ε])✳
❖♥ ♥♦+❡ < P/P p[P, P ],Ad(ρ̄) >|A ❧❡ ♣)♦❞✉✐+ 2❝❛❧❛✐)❡ ❞❡2 ❝❛)❛❝+>)❡2 ❛22♦❝✐<2 ❛✉① A✲♠♦❞✉❧❡2
P/P p[P, P ] ❡+ Ad(ρ̄)✳ ▲❡ )<2✉❧+❛+ 2✉✐✈❛♥+ ❡2+ ✉♥❡ ❝♦♥2<6✉❡♥❝❡ ❞✉ +❤<♦)>♠❡ ♣)<❝<❞❡♥+
♣✉✐26✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡2♣❛❝❡ +❛♥❣❡♥+ ❞✬✉♥ ❢♦♥❝+❡✉) ❡2+ <❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ✈❛)✐❛❜❧❡2

❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞<❢♦)♠❛+✐♦♥ ✭✉♥✐✮✈❡)2❡❧ ❛22♦❝✐< ? ❝❡ ❢♦♥❝+❡✉)✳

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✸✳✻✳✼ ✭❬❇♦ ✶❪✱ ❈♦*✳ ✻✳✷✮✳ ✖ ❙♦✐# ρ̄ ❝♦♥#✐♥✉❡✳

▲✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞-❢♦/♠❛#✐♦♥ ✭✉♥✐✮✈❡/4❡❧ ❞❡ ρ̄ ❡4# ✉♥ 6✉♦#✐❡♥# ❞❡ Zp[[X1, . . . , Xd]]✱ ♦8 ❧❡ ♥♦♠❜/❡
❞❡ ✈❛/✐❛❜❧❡4 d =< P/P p[P, P ],Ad(ρ̄) >|A✳

❘❡♠❛"-✉❡ ✸✳✻✳✽✳ ✖ ❈❡ ❝♦)♦❧❧❛✐)❡ ♣❡✉+ 2❡ ♠♦♥+)❡) ❞✐)❡❝+❡♠❡♥+✳ ▲❛ +❤<♦)✐❡ ❞❡2 ❞<❢♦)♠❛✲

+✐♦♥2 ♥♦✉2 ❞✐+ 6✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ d ❡2+ <❣❛❧ ? dimFpH
1(Gal(KS(p)/k),Ad(ρ̄))✳ ▲❛ 2✉✐+❡ ❡①❛❝+❡

❞❡ ❍♦2❝❤✐❧❞✲❙❡))❡ ♥♦✉2 ❛22✉)❡✱ ♣✉✐26✉❡ |A| ❡2+ ♣)❡♠✐❡) ❛✈❡❝ p ❡+ 6✉❡ Gal(KS(p)/k) ≃ P⋊A✱
6✉❡

H1(Gal(KS(p)/k),Ad(ρ̄)) ≃ HomA(P,Ad(ρ̄)) = HomA(P/P p[P, P ],Ad(ρ̄)).

✸✳✻✳✸✳ ▲❡ ♣*✐♥❝✐♣❡ ✧♣*✐♠❡✲8♦✲❛❞❥♦✐♥8✧✳ ✖ ❈❡ ♣)✐♥❝✐♣❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ 2✉✣2❛♥+❡

❞❡ ♥♦♥✲♦❜2+)✉❝+✐♦♥ ♣♦✉) ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞<❢♦)♠❛+✐♦♥ ✭✉♥✐✮✈❡)2❡❧ ❞❡ ρ̄ ✭❬❇♦ ✶❪✮✱ ❛✉+)❡♠❡♥+ ❞✐+
❛22✉)❡ 6✉❡ ❝❡+ ❛♥♥❡❛✉ ❡2+ ❞❡ ❧❛ ❢♦)♠❡

Zp[[X1, . . . , Xd]],

❛✈❡❝ d = dimFpH
1(Gal(KS(p)/k),Ad(ρ̄))✳

❖♥ 2❛✐+ 6✉❡ ❧✬♦❜2+)✉❝+✐♦♥ ♣)♦✈✐❡♥+ ❞✉ 2❡❝♦♥❞ ❣)♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡

H2(Gal(KS(p)/k),Ad(ρ̄)),

❝✬❡2+ ❞♦♥❝ ❝❡+ ❡2♣❛❝❡ 6✉✬✐❧ ♥♦✉2 ❢❛✉+ ❝♦♥+)V❧❡)✳ ❖♥ ♣❡✉+ ✈♦✐) ❧❡ ♣)✐♥❝✐♣❡ ✧♣)✐♠❡✲+♦✲❛❥♦✐♥+✧

❝♦♠♠❡ ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❡♥ +❤<♦)✐❡ ❞❡2 ❞<❢♦)♠❛+✐♦♥2 ❞✉ ♣)✐♥❝✐♣❡ ❧♦❝❛❧✲❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥❝❡)♥❛♥+ ❧❡2 )❡✲

❧❛+✐♦♥2 ❞✉ ❣)♦✉♣❡ GS ✭❞>2 6✉❡ X(GS ,Fp) ❡2+ +)✐✈✐❛❧✮✳

❉1✜♥✐4✐♦♥ ✸✳✻✳✾✳ ✖ ❖♥ ❞✐+ ❞✬✉♥ Fp[H]✲♠♦❞✉❧❡ M 6✉✬✐❧ ❡2+ ♣)❡♠✐❡) ❛✈❡❝ Ad(ρ̄) ❧♦)26✉❡
❝❡2 ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡2 ♥❡ ♣♦22>❞❡♥+ ♣❛2 ❞❡ ❝❛)❛❝+>)❡ ✐))<❞✉❝+✐❜❧❡ ❝♦♠♠✉♥ ✿ < M,Ad(ρ̄) >H= 0✳

✾✽



▲♦"#$✉❡ S ❝♦♥)✐❡♥) ❧❡# ♣❧❛❝❡# ❛"❝❤✐♠0❞✐❡♥♥❡# ❡) ❧❡# ♣❧❛❝❡# ❛✉✲❞❡##✉# ❞❡ p✱ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ #✉✐)❡
❡①❛❝)❡ ❞❡ 6♦✐)♦✉✲❚❛)❡ ✭❬◆❙❲❪✱ ❚❤✳ ✽✳✻✳✶✵✮ #✬0❝"✐) ✿

0 →X(GS ,Ad(ρ̄)) → H2(GS ,Ad(ρ̄))→
⊕

v∈S

H2(Gv,Ad(ρ̄))→ H0(GS ,Ad(ρ̄)′)∗ → 0,

♦C GS = Gal(kS/k)✱ X(GS ,Ad(ρ̄)) ❡#) ❞0✜♥✐ ♣❛" ❧❛ #✉✐)❡ ❡①❛❝)❡✱ Gv ❡#) ❧❡ ❣"♦✉♣❡ ❞❡

❞0❝♦♠♣♦#✐)✐♦♥ ❞❡ GS ❡♥ v✱ Ad(ρ̄)′ = Hom(Ad(ρ̄), µp) ❡)
∗
❞0#✐❣♥❡ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ 6♦♥)"②❛❣✐♥✳

❖♥ #✉♣♣♦#❡ ❡♥❝♦"❡ $✉❡ ρ̄ ❛❞♠❡) ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♠♦❞0"0❡ H✳ ❖♥ ❞✐#♣♦#❡ ❛✐♥#✐ ❞❡ ❧✬✐#♦♠♦"♣❤✐#♠❡

H2(P,Ad(ρ̄))H ≃ H2(GS ,Ad(ρ̄)),

❛✈❡❝ ❧❡# ♥♦)❛)✐♦♥# ❞❡# #♦✉#✲#❡❝)✐♦♥# ♣"0❝0❞❡♥)❡#✳ ❖"✱ ❧❡ ❣"♦✉♣❡ P = ker ρ̄ ❛❣✐) )"✐✈✐❛❧❡♠❡♥)
#✉" ❧✬❛❞❥♦✐♥)✱ ❞♦♥❝ H2(P,Ad(ρ̄)) = H2(P,Fp)⊗Ad(ρ̄)✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✻✳✶✵✳ ✖ ❖♥ ❛ ❧✬%&✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ,✉✐✈❛♥-❡ ✿ H2(P,Fp) ❡,- ♣0❡♠✐❡0 ❛✈❡❝ Ad(ρ̄) ,✐ ❡-
,❡✉❧❡♠❡♥- ,✐ X(P,Fp) ❡- coker(µp(K) →⊕

v∈S µp(Kv)) ❧❡ ,♦♥-✳

❉%♠♦♥,-0❛-✐♦♥✳ ✖ ❈❡❧❛ ♣"♦✈✐❡♥) ❞❡ ❧❛ #✉✐)❡ ❞❡ 6♦✐)♦✉✲❚❛)❡ "❛♣♣❡❧0❡ ❝✐✲❞❡##✉#✳

▲❛ ❞❡#❝"✐♣)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #)"✉❝)✉"❡ ❞✉ H✲♠♦❞✉❧❡ P/P p[P, P ] ✭❬❑♦❪ ❡) ❬❇♦✲▼❛❪✮ ♣❡"♠❡) ❞✬❡①♣❧✐✲
❝✐)❡" ❧❛ ❞0❢♦"♠❛)✐♦♥ ✉♥✐✈❡"#❡❧❧❡ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ♣"✐♠❡✲)♦✲❛❞❥♦✐♥)✳ ❈✬❡#) ❝❡ $✉❡ ♥♦✉# ♣"0#❡♥)♦♥#

✐❝✐✳

❖♥ "❛♣♣❡❧❧❡ $✉❡ Kv ❞0#✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧0)0 ❞❡ K ❡♥ v✳ ❖♥ ❞0✜♥✐) ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❑✉♠♠❡"

VS = {a ∈ K×| (a) #♦✐) ✉♥❡ ♣✉✐##❛♥❝❡ p✲M♠❡ ❡) a ∈ Kp
v ♣♦✉" )♦✉) v ∈ S},

❡)

WS = coker(µp(K) →
⊕

v∈S

µp(Kv)).

▲❡♠♠❡ ✸✳✻✳✶✶✳ ✖ ❖♥ ,✉♣♣♦,❡ &✉❡ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡, S ❝♦♥-✐❡♥- ❧❡, ♣❧❛❝❡, ❛✉✲

❞❡,,✉, ❞❡ p ❡- ❧❡, ♣❧❛❝❡, ❛0❝❤✐♠%❞✐❡♥♥❡,✳ ❙✉♣♣♦,♦♥, ❧❡, ♦0❞0❡, ❞❡ H ❡- ❞✉ ❣0♦✉♣❡ ❞❡, ❝❧❛,,❡,

❞✉ ❝♦0♣, K ♣0❡♠✐❡0, ❛✈❡❝ p✳ ❖♥ ♥♦-❡ H∞ ❧❡ ,♦✉,✲❣0♦✉♣❡ ❞❡ H ✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐,♦♥

❝♦♠♣❧❡①❡✱ ✐❧ ❡,- ❞♦♥❝ -0✐✈✐❛❧ ♦✉ ❞✬♦0❞0❡ 2✳ ❆❧♦0, ❧❡ Fp[H]✲♠♦❞✉❧❡ P/P p[P, P ] ❡,- ✐,♦♠♦0♣❤❡
@

VS/K
×p ⊕WS ⊕ Fp ⊕ indH

H∞
(indH∞

1 (1)− 1).

▲❡, ❣%♥%0❛-❡✉0, ♣0✐✈✐❧%❣✐%, ❞❡ P ❛,,♦❝✐%, @ Fp ❡- indH
H∞

(indH∞
1 (1)−1) ,♦♥- 0❡,♣❡❝-✐✈❡♠❡♥-

♥♦-%, x ❡- y✱ ❝❡✉① ❛,,♦❝✐%, @ VS/K
×p
❡-WS ,♦♥- ♥♦-%, ❞❡ ❢❛C♦♥ ❣%♥%0✐&✉❡ z ✭❝❢✳ ♣0♦♣♦,✐-✐♦♥

✸✳✻✳✸✮✳

❉%♠♦♥,-0❛-✐♦♥✳ ✖ ❈✬❡#) ✉♥❡ ❝♦♥#0$✉❡♥❝❡ ❞❡ ❬❇♦ ✶✱ 6"♦♣✳ ✸✳✷❪ ❡) ❞❡ ❧❛ #✉✐)❡ ❡①❛❝)❡

0 → VS/K
×p → U/Up →

⊕

v∈S

Uv/U
p
v → P/P p[P, P ] → 0,

♦C U,Uv ❞0#✐❣♥❡♥) "❡#♣❡❝)✐✈❡♠❡♥) ❧❡# ✉♥✐)0# ❣❧♦❜❛❧❡# ❡) ❧♦❝❛❧❡# ❞❡ K ❡) Kv✳ 6❛" ❧❛ )❤0♦"✐❡

❞✉ ❝♦"♣# ❞❡ ❝❧❛##❡# ✭❬❇♦ ✶❪ ➓✳3✮✱ ❧✬❡①❛❝)✐)✉❞❡ ♣"♦✈✐❡♥) ❞✉ ❢❛✐) $✉❡ ❧✬♦"❞"❡ ❞✉ ❣"♦✉♣❡ ❞❡

❝❧❛##❡# ❞❡ K ❡#) ♣"❡♠✐❡" ❛✈❡❝ p✳

✾✾



❘❡♠❛$%✉❡ ✸✳✻✳✶✷✳ ✖ ▲♦$%&✉❡ H∞ ❡%) ♥♦♥✲)$✐✈✐❛❧✱ ❧✬✐♥❞✉✐)❡ indH∞
1 (1) ❡%) ❧❛ %♦♠♠❡ ❞❡

❧❛ $❡♣$5%❡♥)❛)✐♦♥ )$✐✈✐❛❧❡ ❡) ❞❡ ❧❛ $❡♣$5%❡♥)❛)✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ 1 %✉$ ❧❛&✉❡❧❧❡ H∞ ❛❣✐) ✭♥♦♥✲

)$✐✈✐❛❧❡♠❡♥)✮ ❞❡ ♠❛♥✐9$❡ ✐♥✈♦❧✉)✐✈❡✳ ❉❛♥% ❧❡ )❤5♦$9♠❡ &✉✐ %✉✐)✱ ♦♥ %✉♣♣♦%❡ ❧❛ $❡♣$5%❡♥)❛)✐♦♥

ρ̄ ✐♠♣❛✐$❡✱ ❝❡❧❛ %✐❣♥✐✜❡ &✉❡ H∞ ❡%) ♥♦♥✲)$✐✈✐❛❧✳

❚❤.♦$0♠❡ ✸✳✻✳✶✸ ✭❬❇♦ ✶❪✱ %&♦♣✳ ✻✳✸✮✳ ✖ ❙✉♣♣♦$♦♥$ ρ̄ : Gal(QS/Q) → GL2(Fp) ✐♠✲

♣❛✐*❡ ❡, ♥♦,♦♥$ H $♦♥ ✐♠❛❣❡✳ ❖♥ $✉♣♣♦$❡ 0✉❡ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡$ S ❝♦♥,✐❡♥, ❧❡$ ♣❧❛❝❡$

❛✉✲❞❡$$✉$ ❞❡ p ❡, ❧❡$ ♣❧❛❝❡$ ❛*❝❤✐♠8❞✐❡♥♥❡$✳ ❙✉♣♣♦$♦♥$ ❧❡$ ♦*❞*❡$ ❞❡ H ❡, ❞✉ ❣*♦✉♣❡ ❞❡$

❝❧❛$$❡$ ❞✉ ❝♦*♣$ K ♣*❡♠✐❡*$ ❛✈❡❝ p✳
❊♥✜♥✱ $✉♣♣♦$♦♥$ 0✉❡ ❧❡$ ❞❡✉① Fp[H]✲♠♦❞✉❧❡$ VS/K

×p
❡, WS $♦♥, ♣*❡♠✐❡*$ ❛✈❡❝ ❧✬❛❞❥♦✐♥,✳

❆❧♦*$ ❧✬❛♥♥❡❛✉ R(ρ̄) ❡$, ✐$♦♠♦*♣❤❡ ? Zp[[X1, X2, X3]] ❡, ❧❛ ❞8❢♦*♠❛,✐♦♥ ✭✉♥✐✮✈❡*$❡❧❧❡ ρ
✈8*✐✜❡

ρ(x) =

(
1 +X1 0

0 1 +X1

)
,

ρ(y) =

( √
1 +X2X3 X2

X3

√
1 +X2X3

)
,

❡,

ρ(z) = 1,

♣♦✉* x, y ❡, z ❧❡$ ❣8♥8*❛,❡✉*$ ♣*✐✈✐❧8❣✐8$ ❞❡ P ♠✐$ ❡♥ 8✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✳✶✶✳

❉8♠♦♥$,*❛,✐♦♥✳ ✖ ❉✬❛♣$9% ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✳✶✶✱ ❧❡ ♣$♦❞✉✐) < P/P p[P, P ],Ad(ρ̄) > ❡%) 5❣❛❧

C 3✱ ❝❡ &✉✐ ✐♠♣❧✐&✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞5❢♦$♠❛)✐♦♥ ❡%) ✉♥ &✉♦)✐❡♥) ❞❡ Zp[[X1, X2, X3]] ✭❝❢✳

❝♦$♦❧❧❛✐$❡ ✸✳✻✳✼✮✳ ❖♥ ♣$5❝✐%❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡% $G❧❡% ❥♦✉5% ♣❛$ x, y, z✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ )❡$♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡

❧❛ ♣$♦♣♦%✐)♦♥ ✸✳✻✳✸✱ ♥♦)♦♥% x, y ❞❡% ❣5♥5$❛)❡✉$% ♣$✐✈✐❧5❣✐5% ❞❡ P )❡❧% &✉❡ x %♦✐) ✜①❡ %♦✉%

❧✬❛❝)✐♦♥ ❞❡ H ❡) )❡❧% &✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐%♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ )$❛♥%❢♦$♠❡ y ❡♥ y−1
✳ ❆✉)$❡♠❡♥) ❞✐) x ❡%)

❛%%♦❝✐5✱ ❣$L❝❡ C ❧❛ ♣$♦♣♦%✐)✐♦♥ ✸✳✻✳✸✱ C ❧❛ $❡♣$5%❡♥)❛)✐♦♥ )$✐✈✐❛❧❡ ❞❛♥% ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✳✶✶ ❡) y C

❧✬✐♥❞✉✐)❡✳ ▲❡% ❛✉)$❡% ❣5♥5$❛)❡✉$% ♣$✐✈✐❧5❣✐5% ✭♥♦)5% z ❞❡ ❢❛M♦♥ ❣5♥5$✐&✉❡✮ %♦♥) ❝❡✉① ❛%%♦❝✐5%

❛✉① ♠♦❞✉❧❡% VS/K
×p

❡) WS ♣$❡♠✐❡$% C ❧✬❛❞❥♦✐♥)✱ ❡) ❧❡✉$% ✐♠❛❣❡% ♣❛$ ρ̄ %♦♥) )$✐✈✐❛❧❡% ❞♦♥❝

ρ(z) = 1✳

❖♥ %❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ $❡♣$5%❡♥)❛♥) ❞❡ ❧❛ ❞5❢♦$♠❛)✐♦♥ C A ❞❡ ρ̄ ♣♦✉$ ✜①❡$ ❧❡% ✐❞5❡%✳ ▲❡% ❝♦♥❥✉❣✉5%

❞❡ x, y, z %♦✉% ❧✬❛❝)✐♦♥ ❞❡ A ❡♥❣❡♥❞$❡♥) P ❞✬❛♣$9% ❧❛ ♣$♦♣♦%✐)✐♦♥ ✸✳✻✳✸ ❡) ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✳✶✳

❖$ ♦♥ %❛✐) &✉❡ ❧❡% ✐♠❛❣❡% ❞❡ x ❡) y ♣❛$ ρ ✈✐✈❡♥) ❞❛♥% Γ(R(ρ̄)) ❡) ♦♥ ❝♦♥♥❛✐) ❧✬❛❝)✐♦♥ ✭♣❛$

❝♦♥❥✉❣❛✐%♦♥✮ ❞❡A %✉$ ρ(x) ❡) ρ(y) &✉✐ ✈✐❡♥) ❥✉%)❡ ❞✬N)$❡ ❞5❝$✐)❡ ✿ ρ(x) ❡%) ✜①❡ %♦✉% ❧✬❛❝)✐♦♥ ❞❡

A✱ ❝✬❡%) ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❤♦♠♦)❤5)✐❡ ✭❝❛$ C(ρ̄) = Fp✮ ❡) ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐%♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ )$❛♥%❢♦$♠❡ ρ(y)

❡♥ ρ(y)−1
✳ ❊♥ %✉♣♣♦%❛♥) &✉❡ ρ(c) =

(
1 0
0 −1

)
✱ ♦Q c ❞5%✐❣♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐%♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱

✐❧ ❡%) ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐$ &✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❧❛ ♣❧✉% ❣5♥5$❛❧❡ ♣♦✉$ y ❡%) ♣$♦♣♦%5❡ ♣❛$ ❧❡ )❤5♦$9♠❡✳ ❆✉

♣❛%%❛❣❡✱ ❝❡❧❛ ♠♦♥)$❡ &✉❡ R(ρ̄) ≃ Zp[[X1, X2, X3]]✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✸✳✻✳✶✹✳ ✖ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✳✶✵ ✐♥❞✐&✉❡ ❞✐$❡❝)❡♠❡♥) &✉❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ R(ρ̄) ❡%) %❛♥%

♦❜%)$✉❝)✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ ❧✬✐♥❝❧✉%✐♦♥ X(P,Fp) →֒ VS/K
×p

✭❬❑♦❪✮ ♣❡$♠❡) ❞❡ ❞✐$❡ &✉❡ X(P,Fp)
❡%) ♣$❡♠✐❡$ ❛✈❡❝ ❧✬❛❞❥♦✐♥) ❧♦$%&✉❡ VS/K

×p
❧✬❡%)✳

✶✵✵



✸✳✻✳✸✳✶✳ ❊①❡♠♣❧❡ ✶✳ ✖ ❖♥ ❛ %♦✉❥♦✉)* S ✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❧❛❝❡* ❞❡ K ❝♦♥%❡♥❛♥% ❧❡*

♣❧❛❝❡* ❛)❝❤✐♠5❞✐❡♥♥❡* ❡% ❧❡* ♣❧❛❝❡* ❛✉✲❞❡**✉* ❞❡ p✳
❘❡♠❛)8✉♦♥* 8✉❡ ❧❛ ♣)❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✳✶✵ ♠♦♥%)❡ 8✉❡ P ❡*% ❧✐❜)❡ ❞>* 8✉❡ VS/K

×p
❡% WS

*♦♥% ♥✉❧*✱ ♣✉✐*8✉❡ X(P,Fp) ⊆ VS/K
×p

✳

▲❛ ♣❧✉♣❛)% ❞❡* ❡①❡♠♣❧❡* ❝❧❛**✐8✉❡* )❡♣♦*❡♥% *✉) ❝❡%%❡ ♦❜*❡)✈❛%✐♦♥✱ ✐❧ *✬❛❣✐% ❞❡ %)♦✉✈❡) ✉♥❡

*✐%✉❛%✐♦♥ ❛)✐%❤♠5%✐8✉❡ ❢❛✈♦)❛❜❧❡ ♣♦✉) ❛✈♦✐) ✉♥ ❣)♦✉♣❡ P ❧✐❜)❡✳ ❖♥ ♠❡♥%✐♦♥♥❡ ❜)✐>✈❡♠❡♥%

❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❣5♥5)✐8✉❡ ❞❡* ❡①%❡♥*✐♦♥* ❝✉❜✐8✉❡* *♣5❝✐❛❧❡* ✭❬▼❛③ ✶❪✱ ❬❇♦✲▼❛❪✮✳

❙♦✐% a ∈ Z %❡❧ 8✉❡ p = 27 + 4a3
*♦✐% ♣)❡♠✐❡)✳ ❖♥ ♥♦%❡ K ❧❛ ❝❧J%✉)❡ ❣❛❧♦✐*✐❡♥♥❡ ❞✉ ❝♦)♣*

❝✉❜✐8✉❡ ✭❞✐% *♣5❝✐❛❧❡✮ Q(x) ♦K x ❡*% ✉♥❡ )❛❝✐♥❡ ✭)5❡❧❧❡✮ ❞✉ ♣♦❧②♥J♠❡ X3 + aX + 1 ❀ ♥♦%♦♥*

8✉❡ ❧❡ ❞✐*❝)✐♠✐♥❛♥% ❞❡ Q(x) ❡*% 5❣❛❧ N −p✳ ■❝✐✱ k = Q✳

❖♥ ✜①❡ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥% Gal(K/Q) ≃ S3 →֒ GL2(Fp)✱ ❝❡ 8✉✐ ❡*% ♣♦**✐❜❧❡ ❝❛) 3 ❞✐✈✐*❡ ❧✬♦)❞)❡

❞❡ GL2(Fp)✳ ❈❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥% ❞5✜♥✐% ✉♥❡ )❡♣)5*❡♥%❛%✐♦♥ )5*✐❞✉❡❧❧❡

ρ̄cubique : Gal(QS/Q) ։ Gal(K/Q) →֒ GL2(Fp).

▼❛③✉) ♠♦♥%)❡ ✭❬▼❛③ ✶❪✱ ➓✶✳✶✸✱ T)♦♣✳✽✮ 8✉❡ ♣♦✉) ❞❡ %❡❧* ♣)❡♠✐❡)* p✱ ❧❡* ♠♦❞✉❧❡* VS/K
×p

❡%

WS *♦♥% ♥✉❧*✳ ▲❛ )❡♣)5*❡♥%❛%✐♦♥ ρ̄cubique ✈5)✐✜❡ ❧❡* ❤②♣♦%❤>*❡* ❞✉ %❤5♦)>♠❡ ✸✳✻✳✶✸✳ ❱♦✐❝✐ ❞❡*

❡①❡♠♣❧❡* ❞❡ %❡❧* ♥♦♠❜)❡* p ✿ 23, 31, 59, 283, 1399, 4027, 5351✳ ❖♥ ♣❡✉% ❝♦♥*✉❧%❡) ❬▼❛③ ✶❪

♣♦✉) ✉♥❡ ❧✐*%❡ ❝♦♠♣❧>%❡ ❞❡ %❡❧* p < 106
✳

✸✳✻✳✸✳✷✳ ❊①❡♠♣❧❡ ✷✳ ✖ ❉❛♥* ❧❡ ♠Y♠❡ ❝♦♥%❡①%❡✱ ▼❛✐)❡ ✭❬▼❛✐❪✮ 5%✉❞✐❡ ❧❡ ❝❛* ♦K S ♥❡

❝♦♥%✐❡♥% ♣❛* %♦✉%❡* ❧❡* ♣❧❛❝❡* ❛✉✲❞❡**✉* ❞❡ p✳ ❊♥ ♣❛)%✐❝✉❧✐❡)✱ ❧❛ *✉✐%❡ ❡①❛❝%❡ ❞❡ T♦✐%♦✉✲❚❛%❡

♥❡ ♣❡✉% ♣❛* Y%)❡ 5✈♦8✉5❡✳ ▲❡* ❡①%❡♥*✐♦♥* ❝✉❜✐8✉❡* ❞✐%❡* *♣5❝✐❛❧❡* ❢♦✉)♥✐**❡♥% ❧N✲❛✉**✐ ✉♥❡

❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡*✳ ▲❡ ♣♦✐♥% ❞❡ ✈✉❡ ❡*% %♦✉%❡❢♦✐* ❞✐✛5)❡♥%✱ ❞❡* ❝♦♥❞✐%✐♦♥* *✉♣♣❧5♠❡♥%❛✐)❡*

*✉) p )❡**♦)%❡♥%✳

❖♥ ♥♦%❡ a ∈ N ❡% d = 27 + 4a3
✳ ■❝✐ k = Q(

√
−d) ❡% K ❞5*✐❣♥❡ ❧❛ ❝❧J%✉)❡ ❣❛❧♦✐*✐❡♥♥❡ ❞❡

Q(x)✱ ❛✈❡❝ x )❛❝✐♥❡ ✭)5❡❧❧❡✮ ❞❡ X3 + aX + 1 ✳ ▲✬❡①%❡♥*✐♦♥ K/k ❡*% ♥♦♥✲)❛♠✐✜5❡✱ ♥♦%♦♥* H
*♦♥ ❣)♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐*✳ ❖♥ ❝❤♦✐*✐% ❛❧♦)* ✉♥ ♥♦♠❜)❡ ♣)❡♠✐❡) p %♦%❛❧❡♠❡♥% ❞5❝♦♠♣♦*5 ❞❛♥*

K/k✱ ♥❡ ❞✐✈✐*❛♥% ♥✐ d ♥✐ ❧✬♦)❞)❡ ❞✉ ❣)♦✉♣❡ ❞❡* ❝❧❛**❡* ❞❡ K ❡% ♣♦✉) ❧❡8✉❡❧ ✐❧ ❡①✐*%❡ ✉♥❡

✐♥❥❡❝%✐♦♥ H →֒ GL2(Fp)✳ ❙✉♣♣♦*♦♥* H ❞✐✛5)❡♥% ❞✉ ❣)♦✉♣❡ ❞❡* ♠❛%)✐❝❡* *❝❛❧❛✐)❡*✳

■❧ ② ❛ ❞❡✉① ♣❧❛❝❡* v ❡% w ❛✉✲❞❡**✉* ❞❡ p ❞❛♥* K✱ ♥♦%♦♥* S = {v}✳ ■❧ *✬❛❣✐% ❛❧♦)* ❞❡ ❞5❢♦)♠❡)

ρ̄{v} : Gal(QS/Q) ։ H →֒ GL2(Fp).

❯♥❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ *✉✣*❛♥%❡ ♣♦✉) 8✉❡ Gal(KS(p)/K) *♦✐% ❧✐❜)❡ ❡*% ♠✐*❡ ❡♥ 5✈✐❞❡♥❝❡ ✭❬▼❛✐❪✱

T)♦♣✳✷✳✺✮✳ ❖♥ ❡*% ❜✐❡♥ *b) ❞❛♥* ❧❡ ❝❛* ♣)✐♠❡✲%♦✲❛❞❥♦✐♥%✳ ❱♦✐❝✐ ❞❡* ❝♦✉♣❧❡* (d, p) 8✉✐ ✈5)✐✲

✜❡♥% ❞❡ %❡❧❧❡* ❝♦♥❞✐%✐♦♥* ✭❡% ♣♦✉) ❧❡*8✉❡❧* ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞5❢♦)♠❛%✐♦♥ ✭✉♥✐✮✈❡)*❡❧ ❞❡ ρ̄{v} ❡*%

Zp[[X,Y ]]✮ ✿ (59, 17), (59, 71), (283, 71), (283, 73), (283, 83)✳

✸✳✼✳ ❉✐♠❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❑2✉❧❧ ❞❡ R̃T
S/p

▲❡ ❝♦♥%❡①%❡ ❛)✐%❤♠5%✐8✉❡ *✉✐✈❛♥% ❡*% ❞✐❝%5 ♣❛) ❧❛ %❤5♦)✐❡ ❞❡* ❢♦)♠❡* ♠♦❞✉❧❛✐)❡* ♠♦❞ p
8✉✐ *♦♥% ❝♦♠♣❛❣♥♦♥*✳ ▲❡* *♦✉*✲❝♦)♣* ✜①5* ♣❛) ❞❡* ❞5❢♦)♠❛%✐♦♥* ❞❡ )❡♣)5*❡♥%❛%✐♦♥* ♠♦❞ p
✭❞❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ 2✮ ❛**♦❝✐5❡* N ❞❡ %❡❧❧❡* ❢♦)♠❡* ♠♦❞✉❧❛✐)❡* ♣♦**>❞❡♥% ❞❡* ♣)♦♣)✐5%5* ❧♦❝❛❧❡*

❛♥❛❧♦❣✉❡* ❛✉① ❡①%❡♥*✐♦♥* ♣)5*❡♥%5❡* ❝✐✲❞❡**♦✉* ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐%)❡ ✷✮✳

❙♦✐% k ✉♥ ❝♦)♣* ❞❡ ♥♦♠❜)❡*✳ ❖♥ ♥♦%❡ S ❡% T ❞❡✉① ❡♥*❡♠❜❧❡* ✜♥✐* ❡% ❞✐*❥♦✐♥%* ❞❡ ♣❧❛❝❡* ❞❡ k
❛✈❡❝ T ⊆ Plp(k)✳ ❖♥ *✉♣♣♦*❡ 8✉❡ S ❡*% ♥♦♥✲✈✐❞❡✱ ❝❡%%❡ ❤②♣♦%❤>*❡ ✈❛ ♥♦✉* ♣❡)♠❡%%)❡ ❞✬✉%✐❧✐✲

*❡) ❧❡* ❡*%✐♠❛%✐♦♥* ❧❡* ♣❧✉* ✜♥❡* ❞♦♥% ♥♦✉* ❞✐*♣♦*♦♥* ❝♦♥❝❡)♥❛♥% ❧❡* ❡*♣❛❝❡* ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡

H2
✳

✶✵✶



❉❛♥# ❧❛ #✉✐'❡✱ Mk ❞+#✐❣♥❡ ❧✬❡①'❡♥#✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ k ❝♦♥'❡♥'❛♥' ❧❛ Zp✲❡①'❡♥#✐♦♥ ❝②❝❧♦'♦✲

♠✐4✉❡ kcyc
❞❡ k '❡❧❧❡ 4✉❡ Mk/k

cyc
#♦✐' S✲5❛♠✐✜+❡ ❡' T ✲❞+❝♦♠♣♦#+❡ (2)

✳

❙♦✐'

ρ̄ : Gal(Mk/k) → GL2(Fp)

✉♥❡ 5❡♣5+#❡♥'❛'✐♦♥ ❝♦♥'✐♥✉❡✳ ◆♦'♦♥# K ❧❡ #♦✉#✲❝♦5♣# ✜①+ ♣❛5 ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ρ̄ ❀ ❝❡❧❛ ❞+✜♥✐' ❧❛
'♦✉5 ❞✬❡①'❡♥#✐♦♥# #✉✐✈❛♥'❡ ✿

Mk

ker ρ̄

K

imρ̄

k

||
||

||
||

Q

❈♦♠♠❡ ❧❡ ❣5♦✉♣❡ Gal(Mk/k) ✈+5✐✜❡ ❞♦♥❝ ❧✬❤②♣♦'❤@#❡ ❞❡ p✲✜♥✐'✉❞❡ ❞❡ ▼❛③✉5✱ ♦♥ ♣❡✉'
+♥♦♥❝❡5 ❧❡ ❧❡♠♠❡ 4✉✐ #✉✐'✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳✶✳ ✖ ▲❛ ❞#❢♦&♠❛(✐♦♥ ✭✉♥✐✮✈❡&0❡❧❧❡ ❞❡ ρ̄ : Gal(Mk/k) → GL2(Fp) ❡①✐0(❡✱

♥♦(♦♥0 ❧❛ (R̃T
S , ρ̃)✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉ R̃

T
S ✈#&✐✜❡

dimKrull(R̃T
S/pR̃

T
S ) ≥ dimFpH

1(Gal(Mk/k),Ad(ρ̄))− dimFpH
2(Gal(Mk/k),Ad(ρ̄)),

❛✈❡❝ #❣❛❧✐(# ❞90 :✉❡ dimFpH
2(Gal(Mk/k),Ad(ρ̄)) = 0✳

D✉✐#4✉❡ ❧❛ 5❡#'5✐❝'✐♦♥ #✉✐✈❛♥'❡

ρ̃ : Gal(Mk/K) → GL2(R̃
T
S )

♣5❡♥❞ #❡# ✈❛❧❡✉5# ❞❛♥# ❧❡ ♣5♦✲p✲❣5♦✉♣❡ Γ(R)✱ ❡❧❧❡ #❡ ❢❛❝'♦5✐#❡ F '5❛✈❡5# ❧❡ ♣❧✉# ❣5❛♥❞ ♣5♦✲p✲

4✉♦'✐❡♥' ❞❡ Gal(Mk/K)✳ D❛5 ♠❛①✐♠❛❧✐'+✱ ❝❡ ♣5♦✲p✲4✉♦'✐❡♥' ❡#' ❛✉##✐ Gal(K̃T
S /K)✳ ❆✉'5❡✲

♠❡♥' ❞✐'✱ ❧♦5#4✉❡ ❧✬♦♥ +'✉❞✐❡ ❧❛ 5❡#'5✐❝'✐♦♥ F ker ρ̄ ❞❡# 5❡❧@✈❡♠❡♥'# ❞❡ ρ̄✱ ♦♥ ♣❡✉' #❡ 5❛♠❡♥❡5
F ❧❛ '♦✉5 ❞✬❡①'❡♥#✐♦♥# #✉✐✈❛♥'❡ ✿

Mk

K̃T
S

♣❧✉# ❣%❛♥❞ ♣%♦✲p✲+✉♦,✐❡♥, ❞❡ Gal(Mk/K)

K

imρ̄

k

❘❡❣5♦✉♣♦♥# ❛❧♦5# ❧❡# ♣❛5'✐❡# ❞✬♦5❞5❡ ✉♥❡ ♣✉✐##❛♥❝❡ ❞❡ p✳ D❧✉# ♣5+❝✐#+♠❡♥'✱ #✉♣♣♦#♦♥#
4✉✬✉♥❡ ❞❡# ❞❡✉① #✐'✉❛'✐♦♥# #✉✐✈❛♥'❡# #❡ ♣5♦❞✉✐#❡ ✿

(2)
❖♥ ❞❡✈%❛✐( ♥♦(❡% (kcyc)T

S ❝❡((❡ ❡①(❡♥,✐♦♥ Mk✱ ❝❡ .✉✐ ♥✬❡,( ♣❛, ❞✉ ❣♦3( ❞❡ (♦✉( ❧❡ ♠♦♥❞❡✳

✶✵✷



✕ ❈❛" "❡♠✐✲"✐♠♣❧❡ ✿ ❧✬✐♠❛❣❡ imρ̄ ❡() ❞✬♦,❞,❡ ♣,❡♠✐❡, . p✳
✕ ❈❛" p✲❙②❧♦✇ ✿ ❧✬✐♠❛❣❡ imρ̄ ♣♦((0❞❡ ✉♥ ✉♥✐3✉❡ p✲❙②❧♦✇✱ ♥♦)9 P ✳

◗✉✐))❡ . ❝♦♥(✐❞9,❡, ❧✬❡①)❡♥(✐♦♥KP
❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡K ❧♦,(3✉❡ ❧✬♦♥ 9)✉❞✐❡ ❧❡( ,❡(),✐❝)✐♦♥( . ker ρ̄ ❞❡

,❡❧0✈❡♠❡♥)( ❞❡ ρ̄✱ ♦♥ ♣❡✉) (✉♣♣♦(❡, ✭)♦✉❥♦✉,( ♣❛, ♠❛①✐♠❛❧✐)9 ❞❡ ♣,♦♣,✐9)9( ❛,✐)❤♠9)✐3✉❡(

❡♥ ❥❡✉ ✐❝✐✮ 3✉❡ ♥♦✉( (♦♠♠❡( ❞❛♥( ❧❛ ❝❛( (❡♠✐✲(✐♠♣❧❡✳ ❉9(✐❣♥♦♥( ❛❧♦,(

H = imρ̄.

❖♥ ♥♦)❡ Pl∞(k)+ ❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡( ♣❧❛❝❡( v ♣♦✉, ❧❡(3✉❡❧❧❡( ρ̄|Hv
❡() ♣❛✐,❡ ❡) Pl∞(k)− ❧✬❡♥✲

(❡♠❜❧❡ ❞❡( ♣❧❛❝❡( v ♣♦✉, ❧❡(3✉❡❧❧❡( ρ̄|Hv
❡() ✐♠♣❛✐,❡

(3)
❛✈❡❝ Hv ✉♥ ❣,♦✉♣❡ ❞❡ ❞9❝♦♠♣♦(✐)✐♦♥

❞❡ v ❀ ❞❡ ❝❡))❡ ❢❛G♦♥✱ ♦♥ ❛

|Pl∞(k)+|+ |Pl∞(k)−| = r1(k) + r2(k),

❛✈❡❝

r2(k) ≤ |Pl∞(k)+| ❡) |Pl∞(k)−| ≤ r1(k).

❖♥ 9♥♦♥❝❡ ❧❡ ,9(✉❧)❛) ♣,✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡))❡ (❡❝)✐♦♥✳

❚❤"♦$%♠❡ ✸✳✼✳✷✳ ✖ ❙♦✐. ρ̄ : Gal(Mk/k) → GL2(Fp) ✉♥❡ 1❡♣12"❡♥.❛.✐♦♥ ❝♦♥.✐♥✉❡✳ ◆♦.♦♥"
K ❧❡ "♦✉"✲❝♦1♣" ✜①2 ♣❛1 ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ρ̄✳ ❙♦✐. Ad(ρ̄) ❧❛ 1❡♣12"❡♥.❛.✐♦♥ ❛❞❥♦✐♥.❡ ❞❡ ρ̄✳ ◆♦.♦♥"

R̃T
S ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❞2❢♦1♠❛.✐♦♥ ❞❡ ρ̄✳ ❆❧♦1"

dimKrull(R̃T
S/pR̃

T
S ) ≥ dimFpAd(ρ̄)H + 4

∑

v∈Sp

[kv : Qp]− 4|Pl∞(k)+| − 2|Pl∞(k)−|,

♦= Sp ❡". ❢♦1♠2 ❞❡" ♣❧❛❝❡" ❞❡ S >✉✐ "♦♥. ❛✉✲❞❡""✉" ❞❡ p✳

❉2♠♦♥".1❛.✐♦♥✳ ✖ ❈♦♠♠❡ ❧✬♦,❞,❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ H ❡() ♣,❡♠✐❡, ❛✈❡❝ p✱ ❧❛ (✉✐)❡ ❞❡ ❍♦(❝❤✐❧❞✲

❙❡,,❡ ❛((✉,❡ 3✉❡

H i(ker ρ̄,Ad(ρ̄))H ≃ H i(Gal(Mk/k),Ad(ρ̄)), ♣♦✉, i = 1, 2.

K✉✐(3✉❡ ❧✬❛❝)✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ (✉, ❧✬❛❞❥♦✐♥) ❡() ),✐✈✐❛❧❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥)

H i(ker ρ̄,Ad(ρ̄))H ≃ (H i(ker ρ̄,Fp)⊗Ad(ρ̄))H .

K❛, ❛✐❧❧❡✉,(✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡(♣❛❝❡ ❞❡( ♣♦✐♥)( ✜①❡( ♣❡✉) M),❡ ✈✉❡ . ),❛✈❡,( ❧✬9❣❛❧✐)9

dimFp(H
i(ker ρ̄,Fp)⊗Ad(ρ̄))H =< ϕ(H i(ker ρ̄,Fp))

∗,Ad(ρ̄) >H .

K♦✉, ❡①♣,✐♠❡,

dimFpH
1(Gal(Mk/k),Ad(ρ̄))− dimFpH

2(Gal(Mk/k),Ad(ρ̄)),

✐❧ (✉✣) ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡,

< ϕ(H1(ker ρ̄,Fp))
∗ − ϕ(H2(ker ρ̄,Fp))

∗,Ad(ρ̄) > .

❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ )❤9♦,0♠❡ ✸✳✹✳✶✱ ♦♥ (❛✐) 3✉❡

ϕ(H1(ker ρ̄,Fp))− ϕ(H2(ker ρ̄,Fp)) ≥ 1 +
∑

v∈Sp

[kv : Qp]ϕ(Reg)−
∑

v∈Pl∞(k)

indH
Hv

1,

❡) ❛✐♥(✐✱ ❣,S❝❡ . ❧❛ ,9❝✐♣,♦❝✐)9 ❞❡ ❋,♦❜❡♥✐✉( ✿

< (ϕ(H1(ker ρ̄,Fp))− ϕ(H2(ker ρ̄,Fp)))
∗,Ad(ρ̄) > ≥

(3)
❖♥ "❛♣♣❡❧❧❡ '✉❡ ρ̄|Hv

❡)* ❞✐*❡ ♣❛✐"❡ ❧♦")'✉❡ )♦♥ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥) PGL2(Fp) ❡)* *"✐✈✐❛❧❡ ❡* ✐♠♣❛✐"❡ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛)
❝♦♥*"❛✐"❡✳

✶✵✸



< 1,Ad(ρ̄) > +4
∑

v∈Sp

[kv : Qp]−
∑

v∈Pl∞(k)

< 1,Ad(ρ̄) >|Hv
.

 ♦✉# ❝♦♥❝❧✉#❡✱ ✐❧ #❡*+❡ , ❞.❝#✐#❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦#+❡♠❡♥+ ❞❡* ♣❧❛❝❡* #.❡❧❧❡* ❡+ ❝♦♠♣❧❡①❡* ❞✉ ❝♦#♣*

❞❡ ♥♦♠❜#❡* k✳ ❙✐ v ❡*+ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❧❡ ❣#♦✉♣❡ ❞❡ ❞.❝♦♠♣♦*✐+✐♦♥ Hv ❡*+ +#✐✈✐❛❧❡ ❡+ ❞❛♥* ❝❡ ❝❛*✱

❧❡ ♣#♦❞✉✐+ < 1,Ad(ρ̄) >|Hv
❡*+ .❣❛❧ , ❧❛ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❥♦✐♥+✳ ▲♦#*;✉❡ v ❡*+ #.❡❧❧❡✱ ✐❧ ② ❛

+#♦✐* ❝❛* ♣♦**✐❜❧❡* ✿

✕ Hv ❡*+ +#✐✈✐❛❧ ❡+ ♦♥ ✈✐❡♥+ ❞❡ ✈♦✐# ;✉❡ < 1,Ad(ρ̄) >|Hv
= 4✳

✕ Hv ❡*+ ❞✬♦#❞#❡ 2 ❡+ *♦♥ ❛❝+✐♦♥ *✉# ❧✬❛❞❥♦✐♥+ ❡*+ +#✐✈✐❛❧❡✱ ♦♥ ❛ ❡♥❝♦#❡ < 1,Ad(ρ̄) >|Hv
= 4✳

✕ Hv ❡*+ ❞✬♦#❞#❡ 2 ❡+ *♦♥ ❛❝+✐♦♥ *✉# ❧✬❛❞❥♦✐♥+ +#❛♥*❢♦#♠❡ ❧❛ ♠❛+#✐❝❡

(
a b
c d

)
❡♥ ❧❛ ♠❛+#✐❝❡

(
a −b
−c d

)
✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦#* < 1,Ad(ρ̄) >|Hv

= 2✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✸✳✼✳✸✳ ✖ ❉C* ;✉❡ ❧❡ ❣#♦✉♣❡ Gal(K̃T
S /K) ❡*+ ❧✐❜#❡✱ ♦♥ ❡*+ ❞❛♥* ❧❛ *✐+✉❛+✐♦♥ ❞✐+❡

♣#✐♠❡✲+♦✲❛❞❥♦✐♥+✱ ❛✉+#❡♠❡♥+ ❞✐+ ❧✬❛♥♥❡❛✉ R(ρ̄) ❡*+ *❛♥* ♦❜*+#✉❝+✐♦♥✳ ❆✐♥*✐✱ ❧❡* ♣#♦♣♦*✐+✐♦♥*
✸✳✹✳✷✷ ❡+ ✸✳✹✳✷✹ ✭❡♥ ♣❛#+✐❝✉❧✐❡# ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✹✳✷✸✮ ❢♦✉#♥✐**❡♥+ ❞❡* ✐❧❧✉*+#❛+✐♦♥* *✐♠♣❧❡* ❞✉

+❤.♦#C♠❡ ❝✐✲❞❡**✉*✳

■♥+.#❡**♦♥*✲♥♦✉* ❛✉ ♠✐♥♦#❛♥+ ♣#♦♣♦*.✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❢❛✐+ ✐♥+❡#✈❡♥✐# ❞❡* ❡*♣❛❝❡* ❞❡ ♣♦✐♥+* ✜①❡*

❞♦♥+ ❧❡* ❞✐♠❡♥*✐♦♥* *♦♥+ ❞.❝#✐+❡* ❞❛♥* ❧❡ ❧❡♠♠❡ *✉✐✈❛♥+ ✿ ❡❧❧❡* ♣❡✉✈❡♥+ ♣#❡♥❞#❡ ❧❡* ✈❛❧❡✉#*

4, 2 ♦✉ 1✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳✹✳ ✖ ❙♦✐# M ✉♥ &♦✉&✲❣)♦✉♣❡ ❞❡ GL2(Fp) ❞♦♥# ❧✬♦)❞)❡ ❡&# ♣)❡♠✐❡) ❛✈❡❝ p✳ ❖♥
❞✐&♣♦&❡ ❞❡& 5❣❛❧✐#5& &✉✐✈❛♥#❡& &❡❧♦♥ M ✿

dimFpAd(ρ̄)M =





4 &✐ M ❡&# ❢♦)♠5 ❞✬❤♦♠♦#❤5#✐❡&✱

2 &✐ M ❡&# ✉♥ ❣)♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛)#❛♥ ❞5♣❧♦②5 ♦✉ ♥♦♥✲❞5♣❧♦②5✱

1 &✐ M ❡&# ♣)♦❥❡❝#✐✈❡♠❡♥# ❞✐5❞)❛❧✱

1 &✐♥♦♥✳

▲❛ ♣#❡✉✈❡ #❡♣♦*❡ *✉# ❧❡ ❧❡♠♠❡ *✉✐✈❛♥+ ❞❡ +❤.♦#✐❡ ❞❡* ❣#♦✉♣❡*✱ ;✉✐ ♣#♦✈✐❡♥+ ❞❡ ❝♦♥*✐❞.#❛+✐♦♥*

❣.♦♠.+#✐;✉❡* ❞❛♥* ❧❡ ❝❛* PGL2(C) ❡+ *✬❡♥ ❞.❞✉✐+ ♣❛# ❧❡ ♣#✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▲❡❢*❝❤❡+③✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳✺ ✭❬❙❡ ✷❪✱ ➓✳✷✳✻✮✳ ✖ ❙♦✐#M ✉♥ &♦✉&✲❣)♦✉♣❡ ✜♥✐ ❞❡ GL2(Fp) ❞✬♦)❞)❡ ♣)❡♠✐❡)

> p✳ ❖♥ ♥♦#❡ M &♦♥ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥& PGL2(Fp)✳
❆❧♦)& M &❛#✐&❢❛✐# ✉♥ ❞❡& ❝❛& &✉✐✈❛♥#& ✿

✶✮ M ❡&# ❝②❝❧✐B✉❡✱ ❞♦♥❝ M ❡&# ❝♦♥#❡♥✉ ❞❛♥& ✉♥ &♦✉&✲❣)♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛)#❛♥ ✭✉♥✐B✉❡ ❧♦)&B✉❡

M 6= {1}✮✳
✷✮ M ❡&# ✐&♦♠♦)♣❤❡ > ✉♥ ❣)♦✉♣❡ ❞✐5❞)❛❧ D2r ♣♦✉) ✉♥ ❝❡)#❛✐♥ r ♣)❡♠✐❡) ❛✈❡❝ p✳
✸✮ M ❡&# ✐&♦♠♦)♣❤❡ > A4, S4, A5✳

❉5♠♦♥&#)❛#✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✼✳✹✳ ✖ ▲♦#*;✉❡ χ : Fp → F×
p ❡*+ ✉♥ ❝❛#❛❝+C#❡✱ ♦♥ ❞.*✐❣♥❡ ♣❛#

Fp(χ) ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ Fp ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬❛❝+✐♦♥ m · x = χ(m)x✳ ▲❛ ♣#❡♠✐C#❡ ❝❤♦*❡ , ✈♦✐# ❡*+ ❧❛
❞.❝♦♠♣♦*✐+✐♦♥

Ad(ρ̄) ≃ Fp ⊕Ad0(ρ̄),

❡♥ +❛♥+ ;✉❡ M ✲♠♦❞✉❧❡*✳

✶✵✹



✶✮ ▲❡ ❝❛& ♦( M ❡&) ❝♦♥&)✐)✉- ✉♥✐.✉❡♠❡♥) ❞✬❤♦♠♦)❤-)✐❡& ❡&) )3✐✈✐❛❧✱ ❝❛3 ❛❧♦3&

Ad(ρ̄) ≃ Fp ⊕ Fp ⊕ Fp ⊕ Fp✳

✷✮ ❉❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞✬✉♥ ❈❛3)❛♥ ❞-♣❧♦②-✱ ♦♥ ♣❡✉) &✉♣♣♦&❡3 .✉❡ ❧✬❛❝)✐♦♥ &✉3 ❧✬❛❞❥♦✐♥) &❡ ❢❛✐) ❣3@❝❡

A ✉♥❡ ♠❛)3✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡

(
χ1 0
0 χ2

)
❛✈❡❝ χ1, χ2 ❞❡✉① ❝❛3❛❝)C3❡& ❞✐&)✐♥❝)& ❡) ❞♦♥❝

Ad(ρ̄) ≃ Fp ⊕ Fp ⊕ Fp(χ1χ
−1
2 )⊕ Fp(χ

−1
1 χ2).

❉❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞✬✉♥ ❈❛3)❛♥ ♥♦♥✲❞-♣❧♦②-✱ ❧❡ ❣3♦✉♣❡M ❡&) ❝②❝❧✐.✉❡ ❞✬♦3❞3❡ p2−1✳ ❊♥ ❝❤♦✐&✐&&❛♥)

✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❜❛&❡✱ ♦♥ )3♦✉✈❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥)

Ad(ρ̄) ≃ Fp ⊕ Fp ⊕ V2,

♦( V2 ❡&) ✐33-❞✉❝)✐❜❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉) ♣❛3 ❡①❡♠♣❧❡ ✈♦✐3 ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡& ♣♦✐♥)& ✜①❡& ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐

❢♦3♠- ❞❡& ❤♦♠♦)❤-)✐❡& ❡) ❞❡& ♠❛)3✐❝❡& ❞❡ ❧❛ ❢♦3♠❡

(
−a

2x −bx
x a

2x

)
✱ ❛✈❡❝ a ❡) b ✜①-& )❡❧&

.✉❡ a2 − 4b /∈ F2
p✱ ❝❡❧❛ ♣3♦✈✐❡♥) ❞❡ ❧❛ ❞❡&❝3✐♣)✐♦♥ ❞✬✉♥ ❈❛3)❛♥ ♥♦♥✲❞-♣❧♦②-✳

✸✮ ❖♥ &✉♣♣♦&❡ .✉❡ ♣3♦❥❡❝)✐✈❡♠❡♥)✱M ❡&) ❞❡ ❧❛ ❢♦3♠❡ Z/rZ⋊Z/2Z✱ ♦♥ ♥♦)❡ s ✉♥ ❣-♥-3❛)❡✉3

❞❡ Z/2Z .✉✐ ❛❣✐) ♣❛3 x 7→ −x &✉3 Ad(ρ̄) ❀ ❡♥ ♣❛3)✐❝✉❧✐❡3 s ❛❣✐) &✉3 ❧❡& ♠❛)3✐❝❡& ❞✐❛❣♦♥❛❧❡&

❞❡ Ad0(ρ̄)✳ ❖♥ )3♦✉✈❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥)

Ad(ρ̄) ≃ Fp ⊕ Fp(s)⊕ V2,

♦( V2 ❡&) ✐33-❞✉❝)✐❜❧❡✳

✹✮ L♦✉3 )❡3♠✐♥❡3 ❧♦3&.✉❡ ♣3♦❥❡❝)✐✈❡♠❡♥) M ❡&) ❞❡ ❧❛ ❢♦3♠❡ A4, S4, A5✱ ❡♥ ❞-❝3✐✈❛♥) ❧❡&

❛❝)✐♦♥& ❞❡& )3❛♥&♣♦&✐)✐♦♥&✱ ♦♥ ✈♦✐) .✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ Ad0(ρ̄) ❡&) ✐33-❞✉❝)✐❜❧❡✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✸✳✼✳✻✳ ✖ ▲❡ ❣3♦✉♣❡ H ♥✬❡&) ♣❛& ❢♦3♠- ❞✬❤♦♠♦)❤-)✐❡& ♣✉✐&.✉❡ C(ρ̄) = Fp ❡)

❛✐♥&✐ ❧❛ ❞✐♠❡♥&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡&♣❛❝❡ ❞❡& ♣♦✐♥)& ✜①❡& Ad(ρ̄)H
♥❡ ❞-♣❛&&❡ ♣❛& 2✳ ▲❡ ♠✐♥♦3❛♥) ❞♦♥♥-

❞❛♥& ❧❡ )❤-♦3C♠❡ ✸✳✼✳✷ ❛♣♣❛3)✐❡♥) ❞♦♥❝ A ❧✬✐♥)❡3✈❛❧❧❡ &✉✐✈❛♥) ✿

[
1− 4(r1(k) + r2(k)) + 2|Pl∞(k)−| , 2 + 4r2(k) + 2|Pl∞(k)−|

]
.

▲❛ .✉❡&)✐♦♥ ♥❛)✉3❡❧❧❡ ❡&) ❛❧♦3& ❞❡ &❛✈♦✐3 .✉❛♥❞ ❧❛ ♠✐♥♦3❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥&✐♦♥ ❞❡ ❑3✉❧❧

.✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♠♦♥)3-❡ &✬❛✈C3❡ ♣❡3)✐♥❡♥)❡✱ ❛✉)3❡♠❡♥) ❞✐) ❞❡ ❝♦♥♥❛Q)3❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐)✐♦♥ &✉✣&❛♥)❡

♣♦✉3 .✉❡ ❧❡ )❡3♠❡ ❞❡ ❞3♦✐)❡ ❞❛♥& ❧✬✐♥-❣❛❧✐)- ❞✉ )❤-♦3C♠❡ ✸✳✼✳✷ &♦✐) ♣♦&✐)✐❢✳ ❖♥ ❝❤❡3❝❤❡ ✉♥❡

❝♦♥❞✐)✐♦♥ ♥❡ ♣♦3)❛♥) .✉❡ &✉3 ❧✬❛3✐)❤♠-)✐.✉❡ ❞✉ ❝♦3♣& k✳

+$♦♣♦.✐0✐♦♥ ✸✳✼✳✼✳ ✖ ❖♥ ❝♦♥$❡&✈❡ ❧❡$ ❤②♣♦,❤-$❡ ❞✉ ,❤0♦&-♠❡ ✸✳✼✳✷✳

❙✉♣♣♦$♦♥$ 7✉❡

∑
v∈Sp

[kv : Qp] ≥ r1(k) + r2(k)✳ ❆❧♦&$ ❧✬✐♥0❣❛❧✐,0 ❞✉ ,❤0♦&-♠❡ ✸✳✼✳✷ ♥✬❡$,

♣❛$ ,&✐✈✐❛❧❡✱ ❛✉,&❡♠❡♥, ❞✐, ❧❡ ♠✐♥♦&❛♥, ❡$, $✉♣0&✐❡✉& ♦✉ 0❣❛❧ > 0✳

❉0♠♦♥$,&❛,✐♦♥✳ ✖ ■❧ &✉✣) ❞✬-❝3✐3❡ &♦✉& ✉♥❡ ❛✉)3❡ ❢♦3♠❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐&♦♥ &✉✐✈❛♥)❡ ✿

4
∑

v∈Sp

[kv : Qp]−
∑

v∈Pl∞(k)

< 1,Ad(ρ̄) >|Hv
=

4


∑

v∈Sp

[kv : Qp]− (r1(k) + r2(k))


 +

∑

v∈Pl∞(k)

< indH
Hv

indHv
1 1− indH

Hv
1,Ad(ρ̄) > .

❖♥ ♣❡✉) ❝♦♥❝❧✉3❡ ❝❛3 ❧❛ 3❡♣3-&❡♥)❛)✐♦♥ )3✐✈✐❛❧❡ ✜❣✉3❡ ❞❛♥& indHv
1 1✳

✶✵✺



❉❛♥# ❧❡ ❝♦(♦❧❧❛✐(❡ #✉✐✈❛♥,✱ (❡,(♦✉✈♦♥# ✉♥ ❝❛# ♣♦✉( ❧❡/✉❡❧ ❧❛ ♠✐♥♦(❛,✐♦♥ ❡#, ❜♦♥♥❡✳ ❈❡

(4#✉❧,❛, ❡#, ♣(♦✉✈4 ❞❛♥# ✭❬▼❛③ ✶❪✱ ➓ ✶✳✶✵✱ <(♦♣✳ ✺✮ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ♣❛(,✐❝✉❧✐❡( ♦? T ❡#, ✈✐❞❡✳

❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✸✳✼✳✽✳ ✖ ❙✉♣♣♦$♦♥$ &✉❡ Sp = Plp(k)✳ ❆❧♦+$

dimKrull(R̃T
S/pR̃

T
S ) ≥ 1 + 4r2(k) + 2|Pl∞(k)−|.

❘❡♠❛"-✉❡ ✸✳✼✳✾✳ ✖ ▲♦(#/✉❡ ❧❛ (❡♣(4#❡♥,❛,✐♦♥ B ❞4❢♦(♠❡( ❡#, ρ̄ : Gal(kS/k) → GL2(Fp)✱
❛✈❡❝ kS ❧✬❡①,❡♥#✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ k ♥♦♥✲(❛♠✐✜4❡ ❤♦(# ❞❡ S = Plp(k)✱ ❛❧♦(# ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡
❞4❢♦(♠❛,✐♦♥ R(ρ̄) ❞❡ ❝❡,,❡ (❡♣(4#❡♥,❛,✐♦♥ ✈4(✐✜❡ 4❣❛❧❡♠❡♥,

dimKrull(R(ρ̄)/pR(ρ̄)) ≥ 1 + 4r2(k) + 2|Pl∞(k)−|.
❈❡,,❡ ✐♥4❣❛❧✐,4 ♣(♦✈✐❡♥, ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐,4 ❞❡ <♦✐,♦✉✲❚❛,❡ ❛♣♣❧✐/✉4❡ ❛✉ ❣(♦✉♣❡ Gal(kS/k)✱ ❛✈❡❝
S = Plp ✭❬▼❛③ ✶❪✮✳

❘❡♠❛"-✉❡ ✸✳✼✳✶✵✳ ✖ ❙✐ Sp = ∅✱ ❛❧♦(# ❧❡ ♠✐♥♦(❛♥, ❞✉ ,❤4♦(L♠❡ ✸✳✼✳✷ ❡#, #,(✐❝,❡♠❡♥,
♥4❣❛,✐❢ ❞L# /✉❡ k ❡#, ❞✐✛4(❡♥, ❞❡ Q✳ ❊♥ ❢❛✐,✱ ❧❡ ♠✐♥♦(❛♥, ❡#, ✐♥❢4(✐❡✉( ♦✉ 4❣❛❧ B 2−2r1(k)−
4r2(k)✳
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