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INTRODUCTION GENERALE

Cette these est constituée de trois chapitres et aborde deux thémes généraux assez distincts, bien qu'ap-
partenant chacun a des branches de 'analyse fonctionnelle et de la théorie des opérateurs. Le premier cha-
pitre s'inscrit dans une étude assez générale des questions d’universalité dans les espaces de Banach et de
Fréchet. Dans les deux suivants, je consacre mon attention aux opérateurs de composition agissant sur des
espaces de fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes.

Un concept important, en analyse, est celui de la convergence d’une famille d’objets vers un autre objet.
On se convainc aisément que cette notion est un outil essentiel, que ce soit pour étendre des résultats,
transférer des propriétés d’un contexte vers un autre, ou encore pour obtenir des approximations et ainsi des
informations sur des objets abstraits, a partir d'une matiere plus facile a « voir » et a manipuler. Néanmoins,
ce procédé se heurte parfois a ce qui le définit, quand la convergence fait précisément défaut. Uuniversalité
consiste en I'étude de ces procédés qui divergent de la pire des fagons.

Létude de l'universalité remonte a 1914 quand Fekete en donne un premier exemple : il montre Uexis-
tence de séries entiéres réelles sur [—1,1] qui ne se contentent pas de diverger en tout point x # 0 de cet
intervalle, mais qui le font d’'une fagon extréme : toute fonction continue sur [—1, 1] qui s’annule en 0 est la
limite uniforme d’une sous-suite des sommes partielles d'une telle série. Le théoreme de Borel (1895), selon
lequel toute série entiere réelle développée autour de 0 est le développement de Taylor en 0 d’'une fonction
de classe €, donne au résultat de Fekete un caracteére plus surprenant encore, et surtout il suggere la notion
d’un objet propre, en I'occurrence une fonction de classe 6™, qui a des propriétés de divergence dés qu'on se
place dans un cadre formel différent. Ce sont ces deux aspects, cette divergence « externe » et cette conver-
gence intrinséque, que I'on retrouve dans la définition formelle d’une série universelle restreinte. Le lecteur
aura deviné que le terme restreint se rapporte a la convergence intrinséque de la série universelle, la notion
d’universalité pour les séries en toute généralité correspondant au phénomene de divergence extréme.

Les exemples d’universalité se sont ensuite succédés pour justifier 'émergence, il y a une vingtaine d’an-
nées, d’une théorie abstraite des séries universelles. En effet, jusque 13, les démonstrations de I'existence de
séries universelles étaient purement constructives et de fait, longues et techniques. En 1999, K.-G. Grosse-
Erdmann souligne dans [GrErd1] qu'elles relévent en réalité toutes d’un procédé générique, et il éclaircit la
situation en faisant appel au théoréme de Baire, de fagon systématique, pour simplifier les démonstrations
précédentes et pour produire de nouveaux exemples de séries universelles. De cette fagon, est par exemple
exhibée une fonction holomorphe sur le disque unité de C telle que les moyennes de Cesaro de son déve-
loppement en série en n'importe quel point de D sont universelles. Forte de cette avancée, la théorie des
séries universelles est grandement complétée, quelques années plus tard, quand F. Bayart, K.-G. Grosse-
Erdmann, V. Nestoridis et C. Papadimitropoulos proposent dans [BaGrNePa] de mettre en commun les
idées abstraites de [ GrErdi] et de nombreux autres mathématiciens, dont justement V. Nestoridis lui-méme
[NePa], ainsi que les exemples connus de séries universelles. Leur résultat principal consiste en un critére
général, valable dans les espaces de Fréchet, d’existence d’une série universelle (restreinte) ; ils y mettent en
évidence que le phénomene d’universalité, loin d’étre singulier et anecdotique, revét un caractére générique
topologique et algébrique, et il apparait notamment qu'en un sens bien précis, et dans un cadre bien dé-
fini, presque tout élément est universel, des lors qu’il en existe un. Il convient d’énoncer, sans le formalisme
requis, le théoréme en question :

Théoréme. i A est un espace de Fréchet de suites réelles ou complexes, l'existence d’une série a coefficients
dans A, universelle pour un espace métrisable X, est conditionnée par l'existence d’une suite (en)n dans A, et d’une
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suite (x,,)n dans X, telle que, pour tout € > 0, pour tout x € X, et pour tout entier p > 0, il existe une suite
(0,...,ap,...,a4,0,...) telle que

dx Zanxn,x < Eetdy Zanen,O < €.

neN neN

St cette condition est réalisée, alors lensemble des séries universelles est une intersection dénombrable d’ouverts denses,
et contient, excepté 0, un sous-espace dense de A.

Contrairement a I'impression que pourrait laisser ce qui précede, la théorie de 'universalité n’est pas
réduite a celle des séries universelles. D’un point de vue abstrait et général, I'universalité met en jeu un espace
topologique X d’objets, un espace topologique ¥ d’éléments & approcher, et une famille 7; d’applications de
X dans Y. Alors, un objet x € X est dit universel si la famille (7;(x)); est dense dans Y. Cette notion
couvre bien sir celle de I'universalité des séries, et elle suggere aussi de s'intéresser a une forme d’universalité
en théorie des opérateurs, en considérant pour X et Y des espaces de Fréchet ou de Banach, et pour la
famille (7;); une suite d’opérateurs (7;,), de X dans Y. Depuis une quinzaine d’années, I'étude de cette
universalité, qui contient toujours celle des séries, a suscité I'intérét de nombreux mathématiciens. Elle a
donné notamment naissance a la notion d’hypercyclicité, introduite en ces termes semble-t-il par Beauzamy
en 1986, en faisant le lien avec la dynamique des opérateurs linéaires. Déja, la notion de série universelle n’est
pas couverte par celle d’hypercyclicité. Dans cet esprit, I'universalité en théorie des opérateurs s’est plus ou
moins développée en paralléle de 'universalité au sens des séries, si bien que des mathématiciens, tels que
A. Montes Rodriguez, J. Bonet, F. Martinez Gimenez, ou A. Peris, ont proposé des résultats d’universalité
spécifiques a ce contexte, au point de s’éloigner du cadre imposé par la théorie des séries universelles. Il
a ainsi été démontré que, sous certaines hypothéses portant sur la suite d’opérateurs (7;,),, 'ensemble des
vecteurs universels contient, hormi 0, un sous-espace fermé de dimension infinie. Cette contrainte n'a aucune
raison d’étre satisfaite par la suite d’opérateurs qui, a une série, associent I'une de ses sommes partielles, mais
soulevait malgré tout la question de savoir si un tel résultat était valable dans un contexte général, pour
les séries universelles. D’ailleurs, cette motivation était justifiée par un article de F. Bayart dans lequel il
démontre un tel résultat, dans un cas particulier de séries universelles de Taylor de fonctions holomorphes
sur le disque unité.

L'objet du premier chapitre de ma thése est précisément de donner une réponse positive a cette question
de fagon satisfaisante. En faisant ainsi, je compléte le théoréme donné par les auteurs de [BaGrNePa] et four-
nit une information supplémentaire sur la structure des séries universelles. Les deux principaux résultats que
jobtiens assurent I'existence d’un sous-espace fermé de dimension infinie, dont les éléments non-nuls sont
universels. Néanmoins, alors que ce n'est pas le cas dans les travaux de F. Bayart, K.-G. Grosse-Erdmann,
V. Nestoridis et C. Papadimitropoulos, I'obtention de I'un de ces deux résultats est soumise, dans le cas
ou I'espace A dans lequel vit la série universelle est un espace de Fréchet, a une condition supplémentaire,
I'existence d’une norme continue sur A. Et méme en supposant cette condition satisfaite, le résultat dans
ce cadre demeure moins bon que celui obtenu quand A est un espace de Banach. Malgré tout, ce résultat
dans les espaces de Fréchet semble relativement satisfaisant. D’une part, 'existence d’'une norme continue
est une hypothese habituellement faite pour obtenir des résultats semblables sur I'universalité des opérateurs
linéaires. D’autre part, le théoréme devient faux si on n'ajoute pas une telle hypothese! Paradoxalement,
c’est le théoréme de Fekete qui a ouvert la voie a 'étude de 'universalité, mais c’est aussi celui-ci qui fournit
le contre-exemple pour lequel aucun sous-espace fermé de dimension infinie est tel que tous ses éléments
non-nuls sont universels... Excepté 'universalité de Fekete, la plupart des exemples connus d’universalité
entrent dans le cadre couvert par notre théoreme.

Sile premier chapitre est 'exemple d’'une étude générale dont I'objectif est de décrire des phénomenes, en
l'occurrence 'universalité, communs 4 de nombreux contextes, les deux chapitres suivants, et principalement
le second, évoquent un cadre plus restreint.

En un sens, les deux autres chapitres constituent la deuxi¢me partie de la thése, bien que le second
pourrait apparaitre comme une illustration des idées précédentes. D’une fagon générale, ces deux chapitres
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traitent des opérateurs de composition sur des espaces de fonctions holomorphes de plusieurs variables
complexes. Formellement, si X est un espace de Banach de fonctions holomorphes définies sur un ouvert
U de CY, etsi ¢ : U — U est une fonction holomorphe, 'opérateur de composition Cy est défini, pour
toute f dans X, par Cy (f) = f o ¢. Létude des opérateurs de composition consiste en la comparaison des
propriétés de 'opérateurs Cy (continuité, compacité, spectre...) avec celles de son symbole ¢. Si la théorie
est bien avancée dans le cas ou U est le disque unité D de C, la situation est moins claire lorsque U est un
domaine classique de CN, N > 2, et notamment lorsque U est la boule unité By de CN. En particulier, les
contraintes liées a la dimension apparaissent ne serait-ce qu’a cause du fait suivant : alors que tout opérateur
de composition défini sur I'espace de Hardy du disque H? (D) est continu, il existe des symboles ¢ : By —
By, N > 1, dont 'opérateur de composition induit n'est pas continu sur H> (By).

Mes recherches se sont orientées selon deux axes. Dans le chapitre 2, je suis le fil tissé par le premier
chapitre en me penchant sur les propriétés spectrale et de dynamique linéaire des opérateurs de composition
sur les espaces de Hardy de la boule de CV. Si étudier les propriétés spectrales de Cy se résume pour nous
a exhiber le spectre de cet opérateur, il convient, malgré les considérations d’universalité du début de cette
introduction, de dire un mot sur ce que 'on entend par dynamique linéaire. Rappelons qu'un opérateur T
agissant sur un espace de Banach X est dit Aypercyclique s'1l existe un vecteur x € X tel que l'orbite de x
par T, {T"x,n > 0}, est dense dans X. T est dit supercyclique s'il existe un vecteur x € X tel que son orbite
projective C.{7T"x,n > 0} est dense dans X. Enfin T est dit cycligue s’il existe un vecteur x € X tel que
{P(T)x, P polyndome} est dense dans X. En 'occurrence, il s’agit d’étudier Ihypercyclicité, la supercyclicité
ou encore la cyclicité des opérateurs de composition sur H> (By).

Lun des outils principaux de 'étude des opérateurs de composition dans I'espace de Hardy du disque
H? (D) est le modele des homographies : toute application holomorphe de D dans lui-méme est conjuguée

az+b

cz+
blir un modéle des homographies sur la boule By de C¥, et de produire des opérateurs de composition

continus sur H? (By) relativement simples a étudier, Cowen et MacCluer ont proposé dans [CowMCz2] une
généralisation des homographies du disque 2 la boule By de CV, en définissant des applications de la forme

a une homographie, c’est-a-dire 4 une application de la forme z — . En 2000, dans l'espoir d’éta-

AZ+B
= o
(Z,C)+D

ou A, B, C et D sont des parametres choisis correctement. Suite a cela, des résultats partiels concernant
un modéle des homographies de la boule ont été obtenus dans [Bayz]. Parallelement, les opérateurs de
composition associés aux homographies de By ont été étudiés par divers auteurs, et il a été mis en avant les
propriétés géométriques de ces applications et établi une classification, via la transformation de Cayley, de

ces homographies ([BrCoDi]) dans le demi-espace de Siegel
Hy = {(zw) €Cx L 3(2) > w4 lwya P = Il }

I1 apparait alors essentiel de classer les homographies en trois catégories, en fonction de leurs points fixes et,
notamment, de leur point de Denjoy-Wolff. C’est ainsi qu'on distingue les homographies dites elliptiques,
qui ont un point fixe dans By, et les homographies qui n'ont pas de points fixes dans By. Parmi elles,
on distingue les homographies dites paraboliques de celles dites hyperboliques, selon des critéres qui font
intervenir leur point de Denjoy-Wolff. Ce chapitre introductif n’est pas le lieu pour entrer dans les détails
du formalisme.

En une variable, 'étude des opérateurs de composition associés a des homographies a été faite de fagon
complete. En particulier, leur spectre et leur dynamique sont connus. En plusieurs variables, les cas ou le
symbole est un automorphisme ou est elliptique sont résolus ; comme en une variable, ce sont ceux qui offrent
le moins de résistance. Dans un article publié en 2009, F. Bayart propose dans [Bayz] une étude compléte
des homographies de type parabolique et des opérateurs de composition associés. Il met en évidence que
méme parmi ces applications, se cachent des différences cruciales, ce qui justifie le besoin d’en extraire les
caractéristiques essentielles afin d’obtenir une classification raffinée. Il définit ce qu’il appelle la signature
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d’une homographie parabolique. De cette facon, il décrit le spectre et les propriétés de dynamique de ces
opérateurs.

Il convient aussi de mentionner qu’il est bien connu que pour qu'un opérateur de composition soit
cyclique, il faut que son symbole soit injectif. C’est donc une hypothése naturellement faite quand on étudie
la dynamique des opérateurs de composition.

On résume l'ensemble des résultats connus sur ces questions, sans détailler chacune des occurrences,
dans les tableaux suivants :

SpECTRE DE Cy sUR H” (By), N > 1

TyPE DE ¢ N=1 N>1
Elliptique Cercle unité ou Cercle unité ou

sous-groupe du cercle sous-groupe du cerle

unité unité

Parabolique Cercle ou Spirale Disque unité, réunion de
cercles ou réunion de
spirales
Hyperbolique Cercle ou Couronne

Références : [CowMCir][Bayz2]

DyNamiQuE DE Cy SUR H? (By), N > 1
CycLicITE SuPERCYCLICITE HypEercycLICITE
N=1 N>1 N=1 N>1 N=1 N>1
TyrE DE ¢ A|N-A|A|  NA| A NA|A|N-A|A|N-A|A|N-A
Elliptique P P P P J J J J J J J J
Parabolique ([T | T [T | P | T ]| ] T| J T| J T| J
Hyperbolique | T | T | ... T T |. T T |..

cA=cAutomorphisme, N-cA=Non-Automorphisme, F="Famais, T=Toujour.
et ‘P=Parfois
Références : [BoSh][CowMCi][GaGMoR][Bayz]

Le chapitre 2 compléte cette étude en traitant le cas restant, i.e. le cas hyperbolique. Comme dans
I'article de F. Bayart concernant les homographies de type parabolique, il est mis en évidence les propriétés
fondamentales d’'une homographie hyperbolique, et leur lien avec son comportement géométrique ou au
voisinage de son point de Denjoy-Wolft. Ces propriétés, que nous regroupons naturellement dans la signature
de ’homographie hyperbolique déterminent son spectre et sa dynamique. Les deux résultats principaux sont
les suivants :

Théoréme (Spectre des opérateurs de composition hyperboliques). Le spectre d’un opérateur de composi-
tion induit par une homographie hyperbolique, et agissant sur lespace de Hardy H 2(By), est une réunion de cou-
ronnes centrées en O dont les rayons tendent vers 0, ou un disque centré en 0.

Concernant la dynamique, le théoreme principal dit la chose suivante :

Théoréme (Dynamique des opérateurs de composition hyperboliques). Tout opérateur de composition hy-
perbolique est cyclique, et peut, suivant sa signature, étre hypercyclique, ou encore supercyclique sans étre hypercy-
clique.

Tout d’abord, il apparait que la dynamique des opérateurs de composition hyperboliques couvre tous
les cas de figure. Ensuite, ce deuxieme théoréme peut sembler d’autant plus surprenant que, si 'on regarde
le tableau ci-dessus qui concerne la dynamique, on constate qu’il fournit en plusieurs variables les premiers
exemples d’opérateurs de composition, induits par des homographies qui ne sont pas des automorphismes,
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qui peuvent étre hypercycliques. Cependant, ne serait-ce qu'en une variable, il apparait que les homographies
hyperboliques sont aussi les seules homographies, en dehors des automorphismes, a définir des opérateurs
de composition hypercycliques.

Pour replacer cela dans le contexte des opérateurs de composition plus généraux, et pour illustrer un
modele des homographies dans la boule encore non-abouti, on montre aussi comment les résultats obtenus
sur les opérateurs de composition associés 4 des homographies hyperboliques peuvent étre transférés a des
opérateurs de composition dont le symbole n’est plus une homographie. Ce résultat donne I'espoir que les
travaux réalisés dans ce contexte puissent servir dans un cadre encore davantage général.

Le chapitre 3 concerne I'étude de ces mémes opérateurs de composition, agissant cette fois sur les es-
paces de Bergman-Orlicz Ag (By)  poids et les espaces de Hardy-Orlicz HY (By) de la boule de CV. Ces
espaces, dont la définition est donnée dans I'introduction du chapitre correspondant, sont un raffinement
des espaces de Bergman ou de Hardy classiques sur la boule. Grossierement, la généralisation consiste a
remplacer I'exposant p apparaissant dans les espaces Af (By) et H” (By) par une fonction convexe crois-
sante possédant quelques propriétés commodes minimales. Partageant bon nombre de propriétés avec leurs
homologues classiques, ils constituent non seulement des objets intéressants et généraux a part entiére, mais
ils offrent aussi la possibilité d’étendre les connaissances en théorie des opérateurs. En particulier, les espaces
de Bergman-Oirlicz (respectivement les espaces de Hardy-Orlicz) constituent, pour une certaine classe de
fonctions d’Orlicz qui les définissent, des espaces intermédiaires entre H™ (By) et AL (By) (resp. H? (By).)

Comme nous I'avons déja mentionné, une difficulté majeure dans I'étude des opérateurs de composition
sur les espaces de Bergman ou de Hardy, en plusieurs variables, est la possibilité de trouver des symboles ¢
tels que les opérateurs de composition Cy associés ne soient pas continus sur ces espaces. En une variable,
au contraire, il est connu que le principe de subordination de Littlewood implique la continuité de tout
opérateur de compositon sur Af (D) ou sur H? (D). Ainsi, une question toute naturelle est de trouver un
moyen de caractériser les fonctions ¢ : By — By, N > 1, qui définissent un opérateur de composition continu
sur Af (By) et H? (By). Dans les années 8o, B. MacCluer a constaté que, sur ces espaces, tout opérateur
de composition peut se voir comme un opérateur d’inclusion de A% (By) (resp. H” (By)) dans un espace
L? (By, 1) pour une certaine mesure (I, qui n'est autre que la mesure image par ¢ de la mesure de Lebesque
sur la boule (resp. sur la sphére). La caractérisation de la continuité des opérateurs de composition se raméne
ainsi 4 des théoremes d’inclusion. Fort de cette observation, il n’était pas question de s’arréter en si bon
chemin, et la compacité des opérateurs de composition fut aussi caractérisée, en suivant les mémes idées
que pour la continuité. Les premiers résultats principaux obtenus, qui cachent les travaux plus célebres de L.
Carleson et de L. Hérmander dans les années 60, sont les suivants :

Théoréme (Dans H? (By)). Soiz ¢ : By — By une application holomorphe. Soit iy la mesure définie par
Uy (E)=0 <(¢*)_1 (E )) pour tout borélien E de Sy, oit © est la mesure de Lebesgue sur la spheére.

— Lopérateur de composition Cy est continu sur HP (By) si et seulement si |y est une mesure de (arleson, i.e.

ty (Wr (8,h)) = Op—o (0 (Wr (E,h))),

uniformément en § € Sy, o W (&, h) est la fenétre de Carleson centrée en &, d’épaisseur h.
— Lopérateur de composition Cy est compact sur H? (By) si et seulement si Uy est une mesure de (arleson
évanescente, 1.e.

ty (W (8, h)) = ono (0 (W (&,h))),

uniformément en § € Sy.

Sur les espaces de Bergman a poids on a le résultat suivant :

Théoréme (Dans Ay (By)). Soit ¢ : By — By une application holomorphe. Soit Wy la mesure définie par
Lo (E) =ve (97" (E)) pour tout borélien E de By, o1t vy est la mesure de Lebesgue i poids sur la boule.
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— Lopérateur de composition Cy est continu sur Ay (By) si et seulement si [y est une mesure de (arleson, i.e.

Mo (W (gvh» =On—0 (Voz (W (§7h))) )

uniformément en § € Sy, o W (&, h) est la fenétre de (arleson en centrée en &, d’épaisseur h.
— Lopérateur de composition Cy est compact sur A% (By) si et seulement si iy est une mesure de (arleson
évanescente, 1.e.

Ko (W (éah)) = Op—0 (VOC (W (éah))) )

uniformément en § € Sy.

Enoncés en une variable, ces deux théoréme affirment notamment, en vertu du principe de Littlewood,
que toute mesure image de la mesure de Lebesgue par une application holomorphe du disque dans lui-
méme, sur la sphere ou sur la boule, est une mesure de Carleson. La compacité en va autrement, et des
exemples sont donnés d’opérateurs de composition non-compacts sur 'espace de Bergman ou I'espace de
Hardy. Bien que les caractérisations de la compacité de Cy sur AL et H soient indépendantes de 'exposant
p, au regard de ce qui se passe sur H, ou celle-ci est équivalente 2 ||¢]|., < 1, et a l'issu d’études sur
d’autres espaces qui révelent que, plus I'espace sur lequel I'opérateur de composition agit est « petit », dans
le sens « proche » de H, plus les conditions nécessaires a4 sa compacité sont contraignantes, il paraissait
naturel d’envisager la situation dans ces espaces de Bergman-Orlicz ou de Hardy-Orlicz qui, en plus de
généraliser les espaces de Bergman et de Hardy classiques, fournissent des espaces intermédiaires couvrant
« complétement » I'intervalle entre ces derniers et H*.

Clest ainsi qu'il y a une demi-dizaine d’années, P. Lefevre, D. Li, H. Queftélec et L. Rodriguez-Piazza
se sont penchés sur 'étude des opérateurs de composition sur les espaces de Bergman-Orlicz et de Hardy-
Orlicz du disque, avec parmi leurs motivations, celle de trouver -si possible- de tels espaces, suffisamment
proches de H”, tels que la compacité des opérateurs de composition sur ceux-ci soit équivalente a celle sur
H*, et ne releve donc plus en particulier des deux théorémes classiques énoncés plus haut, spécialement
dans le cadre une variable (cf. [LeLiQuRPr1, LeLiQuRP2, LeLiQuRP3, LeLiQuRP4]). Ce travail a permi
d’établir des résultats trés instructifs concernant la continuité et la compacité des opérateurs de composition
sur ces « petits » espaces de fontions holomorphes, offrant une hauteur de vue appréciable sur les intéractions
entre les espaces eux-mémes et les opérateurs de composition agissant dessus. Ainsi, en mettant le doigt
sur les concepts essentiels qui interviennent dans le cas classique, ils établissent des conditions nécessaires
et suffisantes a la continuité ou a la compacité des opérateurs de composition. Parmi de nombreux autres
résultats, ils généralisent a ce cadre un exemple de B. MacCluer et J. H. Shapiro d’une fonction ¢ : D — DD
surjective, induisant un opérateur de composition compact sur H” (D). De la sorte, ils répondent par la
négative a la question de I'existence d’espaces de Hardy-Orlicz sur lesquels la compacité de Cy est équivalente
a sa compacité sur H*.

Contrairement a la compacité, la continuité des opérateurs de composition est d’autant plus simple a
obtenir que 'espace sur lequel il agit est petit. De fagon extréme, tandis qu’il existe des opérateurs de com-
position non-continus sur les espaces de Bergman ou de Hardy de la boule, tout opérateur de composition
est trivialement continu sur H* (By). Cette observation est en soi une motivation justifiée, me semble-t-
il, pour re-considérer, en plusieurs variables, I'’étude entreprise par P. Lefevre, D. Li, H. Queftélec et L.
Rodriguez-Piazza, dans le but, notamment, de trouver des espaces de Hardy-Orlicz et de Bergman-Orlicz
de la boule sur lesquels tout opérateur de composition est continu.

Ainsi, dans ce troisi¢me chapitre, en m'appuyant sur des idées de ces derniers, je propose des théorémes
d’inclusions du type Ay (By) C LY (By, i) ou HY (By) C LY (By, 1) . J'en déduis, non sans étre confronté
a des difficultés nouvelles qui rendent cette étude d’autant plus intéressante, des conditions nécessaires et
suffisantes a la continuité et a la compacité des opérateurs de composition sur les espaces de Bergman-
Orlicz A¥ (By) a poids et de Hardy-Orlicz HY (By). Dans des cas particuliers qui demeurent néanmoins
généraux du point de vue des espaces classiques, ces conditions se révelent étre équivalentes et sont donc
des caractérisations. A l'issu de ce travail, jobtiens le résultat suivant, qui peut étre considéré, en un sens,
comme le résultat principal de ce chapitre :
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Théoréme. 1/ existe des espaces de Bergman-Orlicz Al (By) et des espaces de Hardy-Orlicz HY (By) tels
que
H*GAY(By)C () A%(By)
1<p<oo
et
H*GCHYBy)C () H”(By),

1<p<oo

sur lesquels tout opérateur de composition est continu.

Le chapitre 1 a fait Uobjet d’'un article publié¢ 2 Studia Mathematica en 2010 [Charpi], tandis que le
deuxiéme chapitre provient d’un article en collaboration avec Frédéric Bayart [BayCharpz], actuellement
soumis. Deux autres articles, [Charp3] et [Charp4] également en soumission, constituent 'essentiel du cha-
pitre 3.
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CHAPITRE ]

Universalité dans les espaces de Banach et les
espaces de Fréchet

I.x INnTRODUCTION

Létude des séries universelles a commencé en 1914 quand Fekete montra I'existence d’'une série de Taylor
sur [—1, 1] dont des sous-suites de ses sommes partielles approchent uniformément nimporte quelle fonction
continue sur [—1,1] qui s’annule en 0. L'idée générale de ce résultat est que tout ce qui peut étre approché
par des polynomes peut également I'étre par des sous-suites de sommes partielles de séries de Taylor. Apres
cette découverte, de nombreux exemples de séries universelles dans différents espaces ont été produits :
Menchov montra notamment qu’il existe de nombreuses séries trigonométriques qui approchent presque
partout, suivant des sous-suites de leurs sommes partielles, n'importe quelle fonction complexe mesurable
2m-périodique sur le cercle. D’autres résultats ponctuels d’universalité ont été plus tard obtenus dans les
cadres des séries de Faber, de Laurent, de Jacobi, des développements harmoniques, etc. Les articles [8] et
[9] donnent un bon apercu de ces questions.

I1 apparait que, dés lors qu’il existe une série universelle, 'ensemble de ces séries universelles possede
des propriétés remarquables. Ceci a été developpé dans [7] et plus tard dans [16] et [2], deux articles dans
lesquels il est proposé une théorie abstraite des séries universelles. Plus précisément, les auteurs montrent en
particulier qu'a partir du moment ot 'ensemble des séries universelles est non vide, celui-ci a une certaine
taille topologique (il contient un Gg-dense) et algébrique (il contient un sous-espace dense, excepté 0). Le
cadre dans lequel s’inscrit cette étude est suffisamment large pour couvrir tous les exemples connus.

Indépendamment, F. Bayart a étudié en 2005 dans [1] I'existence d’un sous-espace fermé de dimension
infinie constitué de fonctions holomorphes sur le disque unité D, dont les séries de Taylor qui les représentent
sont universelles. Dans ce chapitre, notre intention est de combiner les idées abstraites présentes dans [2]
et les idées plus particulieres de [1] pour montrer que, dans un cadre abstrait général, l'existence d’au moins
une série universelle assure I'existence d’un sous-espace fermé de dimension infinie dont tous les éléments
non-nuls sont des séries universelles. Ce résultat compléte ainsi 'étude faite dans [2] et la connaissance qu'on
a de la structure de I'ensemble des séries universelles dans un cadre abstrait.

I1 faut noter que la question de I'existence d’'un sous-espace fermé de dimension infinie nest pas nouvelle
dans le contexte de I'universalité. En effet, une telle étude a été faite concernant les suites universelles d’opé-
rateurs entre espaces de Banach ou de Fréchet (cf. [5] et [14]). Cependant, la condition suffisante donnée
dans [14] pour l'existence d’un tel sous-espace ne nous aide pas ici (ce point est expliqué dans la remarque
1.3.5 ci-dessous). De plus, il faut ajouter qu'il ne nous sera pas nécessaire de faire les hypothéses supplémen-
taires, imposées dans ces deux articles, pour obtenir 'existence d’un sous-espace fermé de dimension infinie
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de séries universelles.

Le présent chapitre est organisé comme suit. La premiére partie est consacrée a la présentation des
concepts et des principaux résultats déja connus impliqués dans notre étude ; la deuxieme partie consiste en
I'énoncé et la preuve de I'existence d’un sous-espace fermé de dimension infinie, privé de 0, constitué de séries
universelles, dans le cadre général le plus simple, celui des espaces de Banach. Dans une troisiéme partie, nous
nous pencherons sur le cas des espaces de Fréchet plus généraux et généraliserons, partiellement, les résultats
obtenus dans les espaces de Banach. Une quatrieme partie sera consacrée a une extension du théoreme
principal obtenu dans les deux précédentes, qui prendra en considération des parameétres supplémentaires
qui interviennent dans le développement en séries, comme par exemple ce que nous appellerons le centre
du développement, c’est-a-dire le point autour duquel la série se développe. La cinquiéme et derniére partie
consiste en I'application des résultats obtenus précédemment a un certain nombre d’exemples déja connus
d’universalité. A travers I'exemple paradoxal de Fekete, il apparaitra entre autre que certaines hypothéses
faites dans le cadre Fréchet sont pertinentes et ne constituent pas des restrictions purement simplificatrices.

I.2 CADRE, NOTIONS ET PRINCIPAUX RESULTATS

Soit (X, dx) un espace vectoriel topologique métrisable et soit (x,),, n € N, une suite dans X. On suppose
dans 'ensemble de ce chapitre que la topologie de X est définie par une famille dénombrable de semi-normes,
que nous noterons (||.|[,,),~¢, et donc que la distance dy est invariante par translation. Soient également

ACKY K=RouC,un espace de Fréchet, et (¢;); C K" Ia suite dans KV definie pare; = (0,...,0,1,0,...),
ou 1 est en (™€ position. On note dy4 la distance sur A qui fait de ce dernier un espace de Fréchet; par
conséquent dy est en particulier invariante par translation. On suppose que A vérifie les conditions suivantes :

1. A contient les polynomes de K, c’est-a-dire les éléments qui s’écrivent comme combinaison linéaire
finie des ¢; a coeflicients dans K.

2. Llensemble des polynomes de K, qu'on note G, est dense dans A.

3. Les projections coordonnées
pi:A—K, (an),— a;

sont continues quelque soit i € N.

Nous aurons besoin des notions de valuation et de degré d’un polynome de K™ :

Définition L.2.1. La valuation d'un polynome P C KN est I'indice de son premier coefficient non-nul,
et son degré est 'indice de son dernier coeflicient non-nul; on les note respectivement v (P) et d (P).

On définit comme suit la notion d’universalité non-restreinte dans X, relativement a la suite (x,),, :

Définition I.2.2. On dit que la suite a = (a,), € K est non-restrictivement universelle (par rapport a
(xn),,) sila famille (¥ anx, ) v est dense dans X. On désigne par U I'ensemble des suites non-restrictivement
universelles.

Remarque I.2.3. Remarquons d’emblée que si U est non-vide, alors X est nécessairement séparable.
Si a € U, on peut observer qu’il existe méme une suite dense dans X, constituée de vecteurs de la forme
YN anxn. Des vecteurs pouvant s'écrire d’une telle fagon sont appelés polynomes dans X, relativement a

(x”)n‘

Cette remarque nous conduit 4 noter dorénavant avec la méme lettre un polynome (a,), dans KN et le
polynoéme Y, a,x, dans X, quand aucune confusion nest & craindre. Si a = (ay,),, est plus généralement un
élément de A, on notera Sy (a) la « somme partielle » d’ordre N, ):,,N:() aney, dans A, que 'on distinguera de
Sy (a,X) =¥V ayx,, la « somme partielle » de a dans X, par rapport a (x,), .

Dans ce qui suit, nous nous intéresserons a la notion plus spécifique d’universalité restreinte :
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Définition I.2.4. Un élément a = (a,), € A est restrictivement universel (relativement a (x,),,) si, pour
tout x € X, il existe une suite croissante d’entiers (Ay)ycy telle que

A e
. YN, aux, converge vers x, quand N tend vers I'infini,

A e
2. YV ane, converge vers a, quand N tend vers I'infini.

On note Uy 'ensemble des suites restrictivement universelles.

Bien sir, toute suite restrictivement universelle est non-restrictivement universelle, et on remarque que
sila suite (e,), est une base de Schauder de A, alors U NA = Uy, si bien que la notion d’universalité restreinte
prend tout son sens quand (e, ), n'est pas une base de Schauder de A.

Il découle de la définition d’universalité (restreinte) que, si a € Uy et si b € G, alors a+b € Uy ; en
particulier, sia = (a,), € Ua etsi p € N, alors (0,...,0,a,,ap41,...) € Ua.

Notre travail repose principalement sur un résultat crucial qui caractérise I'existence d’une série univer-
selle non-restreinte. Son énoncé est contenu dans celui du théoréme 1 de [2] :

Théoreme L.2.5. Sous les hypothéses précédentes, les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Uy est non-vide.

2. “Pour tout € > 0, pour tout x € X, et pour tout entier p > 0, il existe un polynéme (an)n de valuation p tel
que

dx Zanxn,x < Eetdy Zanen,O <E.
neN neN

3- UsU{0} est un Gg-dense de A et contient un sous-espace dense de A.

Ce théoréme est également partiellement présent dans [16, théoréme 1.2] ; 'assertion concernant l'exis-
tence d’un sous-espace dense de A dont les éléments non nuls sont universels a été rajoutée dans [2].

En réalité, seule I'implication (1)=(2) nous sera utile; sa démonstration, totalement élémentaire, mé-
rite d’étre écrite pour mettre en évidence que ce qui va suivre ne fait réellement pas appel a des résultats
sophistiqués, et découle assez naturellement de la nature d’une série universelle.

Démonstration de (1)=(2). Soit a = (an), € Uy et soient € >0, x € X et p € N. Comme il a été dit plus
haut, il existe un entier p’ > p tel que b = (b,), := (0, s 0,ap a4, ) € Uy vérifie dy (0,b) < €/2. Par
définition, il existe un entier N > p’ tel que

N N
dx Z buxn,x | =dx Z bux,,x | <&
n=p n:p’

t
© N N
dy Z bpe,,b | =da Z bnen,b | < €/2;
n=p n:p’
I'inégalité triangulaire permet de conclure que d4 ():ﬁ:]:p bnen,O) < E. O

Le propos de ce chapitre est de compléter, dans la mesure du possible, la troisieme assertion du théoréme
I.2.5 en montrant que, quand Uy est non-vide, cet ensemble contient systématiquement un sous-espace
fermé de dimension infinie privé de 0. Dans la partie suivante, nous allons donner une démonstration de ce
résultat dans les espaces de Banach ; cette preuve sera basée sur la possibilité de construire une suite basique
de A, bien adaptée a notre probleme. Dans le cas des espaces de Fréchet, ne pouvant s'appuyer sur une telle
construction, nous obtiendrons seulement que 'ensemble des séries universelles non-restreinte de A, U NA
(et non I'ensemble des séries restrictivement universelles Uy ) contient nécessairement un sous-espace fermé
de dimension infinie (excepté 0), dés lors que Uy (et non U NA) est non-vide.

Néanmoins, dans la plupart des exemples concrets, Uy est égal a U NA, si bien qu’il nous semble légitime
de dire que le probléme de U'existence d’'un sous-espace fermé constitué de séries universelles est résolu dans
un cadre général acceptable.
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I.3 UNIVERSALITE DANS LES ESPACES DE BANACH

Dans cette partie, on se place dans le cas ou A est un espace de Banach, de norme ||.|| ;. Comme annoncé
plus haut, nous allons construire une suite basique normalisée dans A adaptée a notre probleme; plus préci-
sément, nous allons voir comment les éléments de cette suite peuvent étre choisis comme des polynémes de
valuation arbitraire. C’est précisément le propos du lemme suivant :

Lemme L.3.1. Soiz € > 0 un réel, et soit (uo, . ..,un) C A une suite finie dans A. “Pour tout entier v, il existe
un polynome un1 € A tel que v (up41) >V, |[upt1] 4 =1, ez

Z Aeugl| < (1 + 8) Z Y +A«un+1 (I.3.I)
k=0 A k=0 M

pour tous scalaires A et 4, 0 < k < n.

Remarque I.3.2. Si (&,), est une suite de réels positifs tels que

oo

[T(1+e€)

n=0

€0 . , . .
converge vers K, €n pOS’éLI’lt par CXCI’I]plC ug = W, alors on peut construire par récurrence une suite bas1que

(Un),~( de constante de basicité plus petite que K, telle que chaque terme est donné par le lemme précédent,
en prenant € = g, a I'étape n.

En effet, pour tous entiers p et g, ¢ > p, le lemme 1.3.1 nous permet de construire des polynémes u,
0 < k < g, tels que, pour toute suite de scalaires (A )<y, On 2

)4 q—1 q q
Y M| <TJA+e) || Y Auu]| <K||Y A
k=0 k=p =0

A A k=0 A

‘Démonstration du lemme I.3.1. Soient € > 0 un réel et (uo,...,u,) C A une suite finie de polynémes. Soient

p . I}
également v un entier, (z;) j";(') un

£ o
I -réseau de la sphére unité de vect (uo, ..., u,) et (@ j)i."i(l) des formes
S -
linéaires continues de norme 1 sur A tels que, pour tout 0 < j </[,.1,

®j(z;)=1.

Comme codim ((ﬁi.";})ker((pj)) N (ﬂ}’zoker (el*))) <lyt1+v+2, il existe un entier m,4 tel que, si on
note
F,11 =vect (eo, .. ,emnﬂ) ,

alors il existe u,41 € F,41 de norme 1 tel que

i € (Ol ker (9)) 0 (i ker(e)) ).

Par construction u, est un polynéme de valuation plus grande que v, de norme 1. Il reste & vérifier que
U1 vérifie U'inégalité (I.3.1). Soit donc A un scalaire arbitraire et soit jo un indice tel que

n
Y A .
kn 0 | <o
Y Ay
k=0 A s
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13. UNIVERSALITE DANS LES ESPACES DE BANACH

Par définition, on a

1 = Py (Zjo +x“n+1)
S szo +)~un+1HA
n n n
Y A Y A2\ Y M| i
=0 k=0 k=0 A
< -
= IR B p
Y A Y Ay
k=0 Alla k=0 A A
n+1
. Y My .
< TTe + kn:O ,ennotant A, 1 = A Z Ay
k=0
Aug A
k=0 Alla
D’ou
e n n+1
1— Al < At
( 1+8> L] = e
= A = A
ou encore
n n+1
Z)Lkuk < (1+8) Zlkuk
k=0 A k=0 A
n
Quitte a diviser A par Z Axui|| , on obtient le résultat. dJ

k=0 A

Ce lemme nest rien d’autre qu'un raffinement de la construction d’une suite basique dans un espace de
Banach donnée par S. Mazur (cf. [12, Théoréme 1.a.5, page 4]). Alors que le théoréme I.2.5 est Uoutil essentiel
pour montrer que 'ensemble U contient un sous-espace fermé de dimension infinie de A, le lemme précédent
permet de remplacer U par Uy.

Théoreme 1.3.3. Avec les notations et sous les hypothéses précédentes, si Uy # &, alors Uy contient un sous-
espace fermé de dimension infinie, prive de 0.

“Démonstration. Nous allons construire simultanément une famille (f,x),~¢ g<r<, d€éléments de A et une
suite basique « convenable » (ux), de A, qui nous permettront de définir le sous-espace fermé attendu. Dans
ce but, on considére (Q;); une suite de polynomes dense dans X et ¢, y : N — N deux fonctions telles que,
pour tout couple (m,7) € N2, il existe une famille infinie (v;), C N telle que (¢ (v), ¥ (vr)) = (m,t) pour
tout k. Soit également (&), une suite de nombres réels positifs tels que le produit [;_, (1 4 &,) converge
vers un réel K. -

La construction par récurrence des u, et des f,x suivra I'ordre suivant : dans un premier temps, on
définit ug puis fo,o a partir de up. Dans un second temps, on construit fi o a partir de fp o, puis #; a partir de
f1.0, et enfin f | a partir de u, et ainsi de suite... Cet ordre est important pour que lors de la construction
des f,x, on prenne en compte les f;; précédemment construits. Chaque f;, x consistera en deux parties : la

premiére, g, x, approche le polynome Qy,) dans (X oI Hw(n)) et la seconde compense la valeur de g, x dans

(X Ay +1))' Parallelement, ces deux parties assurent la convergence de la suite (f,x), dans A vers une

limite « suffisamment » proche de uy.
€0

Pour commencer, on fixe uy = Teollx et on approche le polynéme Qo) dans X par le polynéome goo =
uop+ P, ou P est le polynome donné par le point (2) du théoréme I.2.5, appliqué dans les espaces (A,dx)
et (X, ”'HW(O))’ avec X = Qo) — Uo, pour p =2 et € = K Ensuite, nous posons fyo = go,0 + Q, ou Q
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CHAPITRE I. UNIVERSALITE DANS LES BANACH ET LES FRECHET

est une nouvelle fois donné par le (2) du théoreme 1.2.5, dans (A,dy) et (X, H'H'V(l))’ avec x = —go,0, pour

1
p=d(P)+1lete= g Alors, par construction, go o et fo o vérifient les formules suivantes :
1
200 = Qo0 lly0) < g
1
Ifoollyy < g
1

[ foo—uoll, <

I1 est important de noter que go o est une somme partielle de fj o, et que la suite de la construction assurera
que cela reste le cas pour f,, x. On se concentre maintenant sur 'étape d’induction. Soit donc n € N fixé;
supposons avoir construit des polynémes f;, pour / < j < n— 1. On note < l'ordre lexicographique sur N?
suivant lequel les f, x seront construits. Tout d’abord, on construit f;, x pour k < n comme suit.

On approche le polynome Qg(n) dans X en posant g, x = fu—1x+ P, ol P est donné par le théoréme 1.2.5,

appliqué aux espaces (A,d4) et (X, H.||W(n)), avec x = Qp(n) — fu-1o p = max (d (1), (j,1) < (n,k)) +1

1
ete= T On définit ensuite f,, x par fox = gni + Q, ot Q est donné par le théoréme L.2.5, pour (A,dy)

1
et (X, H'Hy/(nﬂ))’ avecx = —gup, pour p=d(P)+1ete= T
On construit enfin u, et f, ,. Par récurrence, on déduit u, de u,— et f, , de u,. On pose g, = u, + P, avec
u, donné par le lemme I.3.1 avec B = (uy,...,uy—1), v = p, = max (d (fjJ) , (J,0) < (n,n)) +lete=g¢g,et

ol P provient du théoréme I.2.5 appliqué a (A,dy) et (X, H'Hl//(n))’ avec X = Qgp(n) — Un, pour p=d (u,) +1

1 . . .
etE= S I convient de noter que, comme u,, est un polynéme, la définition de g, , a bien un sens dans

X. Enfin, on définit f, , = gun + Q, olt Q est encore une fois donné par le théoréme I.2.5, pour (A,dy) et

(X, ”'Hw(n+1)> avec X = —gupn, p=d(P)+1lete= TR
uy et f, x vérifient les relations suivantes, maintenant pour n > k quelconques :

Comme précédemment pour n =k =0, g,

1

l|gnk — Qon) Hw(n) < g (I.3.2)
nillyey < rrag (L33)

| forih— failly < ﬁ (I.3.4)

| fik —uell, < ﬁ (I.3.5)

(ug), est une suite basique de A de constante de basicité plus petite que K, d’aprés la remarque 1.3.2.
En utilisant 'inégalité (I.3.4), on définit, pour tout k € N, un élément f de A par

oo

fe=Y (fosrk— fuk) + frox = Jim £ g

n=k

Par construction, la famille (fi), est linéairement indépendante ; en effet, comme

d(fnl,kl) < V(fnz,kz) pour (nlvkl) = (I’lz,kz)

et comme les projections coordonnées p; sont continues (cf. introduction), une égalité du type Yo o fi =0
pour un entier N ne peut avoir lieu que si 0 = 0 pour tout k. Par conséquent, le sous-espace E de A défini

par

E = { Z oy f | ;)Ockfk converge}

k=0 k
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13. UNIVERSALITE DANS LES ESPACES DE BANACH

est de dimension infinie, et la fin de la preuve consistera a vérifier que le sous-espace fermé de dimension
infinie F = E répond 2 la question, i.e. que tout élément de F est universel. Avant toute chose, il convient de
remarquer qu’en réalité tout élément /1 de F' peut s’écrire sous la forme Y ;" O fi avec 0 € K, autrement dit
que E est fermé, et donc que F = E. En effet, par construction et en utilisant les inégalités (1.3.4) et (L.3.5),
on a, pour tout k > 0,

Ife—wlla = Z Stk — fauk) + fik — i
n=k
= 1
< Zzn+4K 2k+3K
1

De plus, comme (uy), est une suite basique de A de constante de basicité plus petite que K, u; est bien
< 2K ; en outre, par construction, ||ux|[, = 1 pour tout k. Par suite, I'inégalité (1.3.6)

Y Il
k=0

Le critere de Bessaga-Petczynski ([4, Théoréme 1]) assure alors que ( fi), est une suite basique de A équiva-
lente a (uy),, sibien que E=E =F.

nous donne
|
fi—mlly < X g =1

A*

Considérons maintenant h = Y7 04 fx € E = F (non-nul) et montrons que % est universel ; étant donné Q;
un polynéme appartenant a une famille dense dénombrable (Q,), de polyndémes dans X (une telle famille
existe parce qu'on a supposé Uy non-vide), il suffit de montrer qu’il existe une suite N; d’entiers (qui dépend

de h et de Q) telle que
Sn; (h,X) — @y pour la topologie de (X,dx),
j—e

ce qui revient a montrer que, pour tout n € N,

HSNI (h’X Ql”n N—s00

On note ko le plus petit entier & tel que o # 0. Quitte & multiplier chaque o par ((xko)_l , 0N peut supposer
que O, = 1. Par définition de @ et y, il existe une suite strictement croissante (v;); d’entiers telle que
(@(vi+ko), W (vj+ko)) = (I,n). Soit alors N; le degré du polynéme g, 14, x,- On a

vj+k0

sy, = |sv ( y akfhx) .

k=ko

v (vj+ko)
vj71+k()

= Z O foj—1+ko k + 8vj+koko — Qi
k=ko

v (vj+ko)
vj71+k()
Z Otk foj— 14k & +ng+k0k0 QlH w(v;+ko)
k=ko w(vj+ho)

v/-fl+k0 1

Y oSy itkok T R R (13.7)
k=ko ¥(vjtko)

IN

IN

la derniére inégalité provenant de (I.3.2). Par ailleurs, de I'inégalité (1.3.6) et du fait que ||uk||, = 1 pour tout
k, on tire

/

2K
AN

log| <
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CHAPITRE I. UNIVERSALITE DANS LES BANACH ET LES FRECHET

1 . . .
avec || fill, > 1— St pour tout k, ou K est la constante de basicité de (f;),. La suite (04), est donc

bornée, disons par M ; (1.3.7) donne alors

Vj—1+k0 1
HSNj (h,X) — QlHn S M ka, ”ﬁ’./—1+k0~k||w(v,+ko) + vitko+4 g
=Ko
§ M(Vj - 1)

vit3tho g + vkt PAT (L3.3)
P— 0 puisque (v;); est strictement croissante,
ce qui démontre 'universalité de h.
La preuve du théoréme sera compléte quand on aura vérifier que Sy, (/) converge vers i dans A. Ce
point se déduit aisément de la construction des f; par une simple utilisation de I'inégalité triangulaire.
Effectivement,

=S, (m)][, < Y i
k>vj+ko+1 A
V_,'-‘rk()
+ Y o Y (fria—fui)
k=ko n>vi+ko+1 A
+ H Qv itk (f vitkovit+ko — ng+k07Vf+ko) H A
< Y i
k>vj+ko+1 A
Vj+k0 1
rlud| Y e
k=ko n>vj+ko+1
1
+ ’a"j"‘kO ‘ 2vf+k0+4K
y 1 ”fi{‘o 1
< oufi|| +y e suplow] Y oo
k>vitkot1 A 16K 151, (&, 201
1
+ ‘a"j"‘ko ‘ 2vf+k0+4K
- 07
J—oo
carz 0y fi est convergente et la suite (0% ), est bornée. d

k>0

Remarque I.3.4. On rappelle que la démonstration précédente n'utilise que I'implication (1)=(2) du
théoreme I.2.5, laquelle ne nécessite pas la continuité des projections p; (cf. ci-dessus). Dans le théoréme
I.2.5, cette hypothese est faite pour assurer que Uy est « grand »; c’est également le cas dans le théoréme
I.3.3 : la continuité des p; est cruciale pour montrer que le sous-espace E que nous construisons est bien de
dimension infinie.

Le calcul qui nous permet de montrer qu'un élément de E est universel est la raison principale pour
supposer que la topologie de X est induite par une famille de semi-normes. Si ce n'était pas le cas, notre
méthode ne fonctionnerait pas de maniére systématique, pour la simple raison quon ne pourrait pas sortir
les coefficients 0y en dehors de la distance, et utiliser ainsi le fait qu’ils sont uniformément bornés (cf. la
fin de la preuve de l'universalité de h). Néanmoins, Uexemple des séries universelles trigonométriques de
Men’shov va mettre en évidence que, pour certaine topologie sur X définie par une distance invariante par
translation, il sera malgré tout possible, pour un argument propre a ce contexte, d’obtenir un résultat similaire
au théoréme 1.3.3 dans ce cadre. Nous renvoyons au paragraphe 1.6.1 pour plus de détails.
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I4. UNIVERSALITE DANS LES ESPACES DE FRECHET

On fait également la remarque suivante, qui leve le doute selon lequel le résultat précédent pourrait étre
contenu dans I'étude générale de I'universalité en théorie des opérateurs, et notamment dans I'article de A.

Montes-Rodriguez [14].

Remarque I.3.5. Plus généralement, soit (7,), une suite d’opérateurs d'un espace de Banach X dans un
espace de Banach Y. Un vecteur x € X est dit universe/ pour (T;,) sil'ensemble {T,x; n € N} est dense dans Y.
Le théoréme 2.2 (suivi des remarques (1) et (2)) de [14] donne une condition suffisante pour que I'ensemble
de tels vecteurs universels contienne un sous-espace fermé de dimension infinie (excepté 0) :

Théoréme 1.3.6. Soir (T,), : A — A une suite d’opérateurs bornés d’un espace de ‘Banach séparable A dans
lui-méme. On suppose que les conditions survantes sont satisfaites :

1. Il existe un sous-espace B, dense dans A, tel que || T, (x)|| — 0 quand n — oo, pour tout x € B ;

2. 1l existe un sous-espace €, dense dans A, et une suite d’applications (S,), : € — € (qui peuvent ne pas étre
continues), tels que T,S, est l'identité sur €, et tels que ||Sy ()| — O quand n — oo, pour touty € €.

3. Il existe un sous-espace fermé de dimension infinie By C A, tel que | T, (w)|| — 0, pour tout w € .

Alors il existe un sous-espace fermé de dimension infinie, dans A, dont tous les éléments non-nuls sont des vecteurs

universels de la suite (Ty,),.

Les hypotheses du théoréme précédent, qui portent sur la suite d’opérateurs (7;),, contiennent celles du
Criteére d’Universalité (cf. [3, Exercice 1.1, page 27] ou [8, Théoréme 2, Paragraphe 1c]). Dans notre contexte,
Popérateur Ty est I'application qui a une suite (a,) € A associe la somme partielle Sy(a) = YN_ a,x, dans
X. Or il n’y a aucune raison pour que cette suite (7y), vérifie ce Critere d'Universalité. Précisément, aucun
résultat d’existence de séries universelles n’a été obtenu en appliquant le Critere d’'Universalité. Le théoréme
1.3.3 est donc intéressant indépendamment de [14].

Le théoréme 1.3.3 se généralise partiellement au cadre des espaces de Fréchet, c’est 'objet du paragraphe
suivant.

I.4 UNIVERSALITE DANS LES ESPACES DE FRECHET

On conserve les notations de l'introduction. En particulier, A C K" est maintenant un espace de Fréchet

muni d’une distance dj invariante par translation ; on suppose en outre qu’il existe une norme ||. || sur (A, d4)
continue par rapport a dy, c’est-a-dire telle qu’il existe une constante C > 0 telle que

%] < Cda (x,0), ¥x € A. (La1)

Il est connu que l'existence d’'une norme continue sur A est équivalente au fait que la topologie de A est
induite par une famille de normes. C’est une hypothése qui est communément faite dans des contextes
similaires. Le théoréme 3.1 de [5], qui donne une condition suffisante pour que certains ensembles de vecteurs
universels contiennent un sous-espace fermé de dimension infinie (excepté 0), en est un exemple. Les auteurs
de cet article exhibent un contrexemple 2 leur théoréme quand cette hypothése est omise (Exemple 3.2, [5]).
Dans notre contexte des séries universelles, nous ferons de méme a travers 'exemple de 'universalité au sens
de Fekete (cf. paragraphe 1.6.4).

Par ailleurs, notons que les espaces de Fréchet de suites complexes qui peuvent étre identifiés a des
espaces de fonctions holomorphes d’une variable sont des espaces qui, typiquement, vérifient (I.4.1).

Dans le cas présent, nous n'obiendrons pas un résultat aussi bon que celui obtenu dans le théoréme 1.3.3
pour les espaces de Banach : nous allons voir que, si Uy est non-vide, alors (A,dy) contient un sous-espace
fermé de dimension infinie dont les vecteurs non-nuls sont universels (relativement a X), autrement dit
que U U {0} contient un sous-espace fermé de dimension infinie; en revanche, nous ne parviendrons pas
4 montrer que c’est aussi le cas de Uy U {0}, excepté bien str si la suite (e,), est une base de Schauder de
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CHAPITRE I. UNIVERSALITE DANS LES BANACH ET LES FRECHET

A, ie.si Uy = U, ce qui couvre raisonnablement bien, malgré tout, la plupart des cadres usuels (comme les
espaces de fonctions holomorphes d’une variable).
Notre théoréme s’énonce de la fagon suivante :

Théoréme 1.4.1. < Avec les notations et sous les hypothéses précédentes, si Uy est non-vide alors U contient un
sous-espace fermé de dimension infinie (sauf0).

‘Démonstration. Lhypothese (I.4.1) va nous permettre de travailler avec 'espace de Fréchet (A,ds) presque
comme si 'on travaillait avec un espace de Banach, d'un point de vue des suites basiques. Plus précisément,

nous considérons l'espace de Banach (A, ||H) obtenu par complétion de A pour la norme ||.||, qui vérifie

(I.4.1). Cette idée est inspirée de la seconde partie de la preuve du théoréme 2 de [1].

Soit (Qy);~, une famille dense dénombrable de polynomes dans X, et soient ¢ et y deux fonctions de
N dans N telles que, pour tout couple d’entiers (/,¢), il existe une infinité d’entiers j tels que (¢ (), w(j)) =
({,¢). En utilisant le théoréme I.2.5, on construit simultanément, comme dans la preuve de théoréme 1.3.3,

et avec les méme notations, trois familles <(f"7k)n>k>k . ((gn,k),,>k>k . et (uy),~o de polynémes de A (ou
2k ) 1> Kn>k ) < >

de X, sans confusion possible), de valuation et de degré convenables, telles que

lans—Cowllyy < g (142)

1 fniellyuiry < ﬁ (I4.3)

sk ol < Cla Greriofur) < 3 (140
||fk,/k—\uk\|§CdA(fk,k,uk) < ﬁ (I.4.5)

Les familles <(fn’k)"2k>k>o et <(gn’k)”2k>k>o sont construites dans (A,dy), tandis que la suite (1),
est construite dans (A, H||> comme une suite basique de ce méme espace (grice au lemme 1.3.1). Il est
important de noter que le théoréme I.2.5 est uniquement appliqué a (A,dy) et non a (A, l|. H) , et ce méme

pour la construction des fi x et pour obtenir I'inégalité (I.4.5). En effet, les u, construits dans (A, HH) sont

des polyndmes et appartiennent donc a (A,ds ), si bien que nous pouvons appliquer le théoreme 1.2.5 dans
(A,dys) pour construire les fi x, a partir des ug. De plus, il est assez clair que ce procédé, qui consiste a passer

de (A,d4) a <A\, m) (cf. les inégalités (I.4.4) et (I.4.5)), est précisément rendu possible par 'hypothése

(I.4.1).
Nous définissons ensuite les fi, dans (A,dy), par

Je= Z (frt1k = Suge) + fises

n>k
et nous considérons le sous-espace fermé de dimension infinie F C (A, dy) défini par

F = E%,

ou E = {Z 0y fi convergente dans (A,dy), 0y € K} et ot E% est Padhérence de E dans (A,d,). Notons
k>0

que, comme la convergence dans (A,dy) implique la convergence dans (A, HH) d’apreés (I.4.1), nous avons
FC (A, |- ||> Pour finir la démonstration, il suffit de vérifier que tout élément de F, vu comme un élément
de (A, HH), est universel (nous travaillons maintenant dans X). Pour cela, on considére le sous-espace

E= {Zkzo 0y fx qui converge dans (A\, m) , 0 € ]k} de (A\, m> et on remarque que F C E. Maintenant,
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on déduit I'universalité de tout élément de E directement de I'hypothése (I.4.1), des inégalités (I.4.2), (I1.4.3),
(I.4.4) et (I.4.5), en utilisant le fait que la suite (u,), est une suite basique normalisée dans l'espace de

Banach (;4\, m), que (fi), est par conséquent également une suite basique dans (Z, m), et en imitant,

pour conclure, la démonstration du théoréme 1.3.3. O
On rappelle le théoreme 30 de [2] :

Théoréeme I.4.2 ([2], théoréme 30). cAvec les notations et sous les hypothéses précédentes, les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. UNA est non-vide.
2. UNA est un Gg-dense de A.

3- “Pour tout € > 0, pour tout x € X, il existem,n € N, m > n, et ap, ay, ..., a dans K tels que
n m
dx Zajxj,x < Eetdy Zajej,O < E.
j=0 j=0

Au regard de ce dernier, notre théoréme I.4.1 peut sembler décevant. En effet, si on le compare au
résultat obtenu dans les espaces de Banach (théoréme 1.3.3), on peut se demander si 'hypothése Uy # @ dans
le théoréme 1.4.1 ne peut pas étre affaiblie, étant donné que nous obtenons seulement que U NA contient
un sous-espace fermé de dimension infinie (excepté 0). Cela étant dit, le théoréme 30 précédent semblerait
donc étre celui auquel il faudrait recourir dans le cas des espaces de Fréchet (bien noter la différence entre
I'énoncé de celui-ci et 'énoncé du théoréme I.2.5). Une question naturelle est donc la suivante : peut-on
remplacer 'hypothese Uy # @ par UNA # @ dans le théoréme I.4.1? O, si U'on se penche dessus, pour
des raisons techniques qui apparaissent rapidement (comme 'existence de ces deux indices n et m qu'on ne
contrdle pas), il s'avere qu'il n'est pas clair qu’on puisse effectivement appliquer le théoreme 30 de [2] pour
répondre positivement a cette question. Par ailleurs, ce théoréme ne nous dit méme pas si U NA contient
un sous-espace (privé de 0) dense dans A, sous U'hypothése U NA # . En fait, il n’est pas méme clair que
U NA contient, hormi 0, un sous-espace de dimension 2.

I.s SERIES UNIVERSELLES A PARAMETRES

Dans la théorie des séries universelles, on peut avoir affaire, d’'une part, a ce qu'on a appelé dans I'in-
troduction le « centre du développement » d’une série. Concrétement, dans le contexte des séries de Taylor
ou des séries entiéres, il est courant d’avoir a développer une série autour de points diftérents. Pour prendre
en considération ces changements du centre du développement, nous devons introduire dans ce cadre une
famille d’applications e, n € N, d’'un ensemble L C K a valeurs dans le bon espace de fonctions, définies
par e, (&) = (z—&)". Jusqu'a maintenant, le « centre » était fixé : nous considérions deux familles fixes dans
A et X, respectivement (e, ), et (x,),, et nous nous bornions 4 des développements en séries relativement a
ces deux suites. D’autre part, travailler dans la plupart des cadres usuels de la théorie des séries universelles
nécessite de considérer non pas un seul espace X, mais une union dénombrable de tels espaces, comme c’est
par exemple le cas quand on travaille avec des fonctions entiéres que l'on cherche a approcher par des séries
universelles, sur différents sous-ensembles de C. Ces considérations n'ont pas non plus été prises en compte
dans les deux paragraphes précédents.

Dans [2], les auteurs étendent leur théorie abstraite des séries universelles a ces séries universelles, dites
«a parametres ». IIs montrent qu’en réalité, tous les résultats obtenus sans tenir compte du centre du déve-
loppement, ou en travaillant avec un seul espace X, s'adaptent sans grand mal si 'on décide justement de
prendre en considération ces parameétres supplémentaires. Essentiellement, cela consiste en une généralisa-
tion du théoréme I.2.5.
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Dans cette partie, nous allons voir que U'existence d’'un sous-espace fermé de dimension infinie dont les
vecteurs non-nuls sont des séries universelles est vraie également dans les cadres plus généraux précédents, et
que cela reste encore valable, méme si I'on prend en compte a la fois les centres du développement et le fait
de travailler avec une union dénombrable d’espaces de Fréchet. Comme on peut le deviner, la généralisation
a ces contextes du théoreme I.2.5 demeure au coeur des preuves des résultats a venir; des preuves qui sont
fondamentalement identiques a celles des théorémes 1.3.3 et I.4.1. Néanmoins, 'ajout de parameétres supplé-
mentaires rendront celles-ci plus lourdes et plus techniques, c’est pourquoi nous nous contenterons de dire,
sans détails, ce quil faut ajouter aux démonstrations données dans les deux parties précédentes pour quelles
s'adaptent a ce cadre plus général.

L5.x  Le «centre du développement »

On conserve les notations G et X de I'introduction. En revanche, nous n'allons plus travailler avec I'espace
de Fréchet A de suites réelles ou complexes, comme ¢a a été le cas jusqu’a présent, mais directement avec un
espace de Fréchet général sur K, ot on pourra donner un sens a la notion de centre du développement. On
note (E,dg) cet espace muni de sa distance invariante par translation qui le rend complet. On suppose que
sa topologie est donnée par une famille de normes. Soient également L un espace compact et & un élément
de L fixé ; on suppose qu’il existe, pour tout n € N, des applications continues

en:L—E x,:L—XetH, : LxE — K,
ou H, est linéaire par rapport a la deuxiéme coordonnée, qui vérifient
H, (&o,em (&0)) = Onm, pour tout n,m € N. (Ls.x)

Les applications e, et x, généralisent respectivement les suites e, dans A et x,, dans X, introduites dans la
premiere partie.

Définition L.5.1. Pour tout a = (a,), € G, on note g, = Z aney (&) le « polyndome » dans E associé a a.
n=0
La valuation v (g,) et le degré d (g,) de g, sont définis par v(g,) = v(a) et d (g,) = d(a), avec les notations
de la premiére partie.

On fait les hypotheses suivantes :
1. Lensemble {g,, a € G} est dense dans E.

2. Pour tout a € G et tout & € L, les ensembles {n, H, (&,g,) # 0} sont finis et uniformément bornés
par rapport a §.
3. Pourtouta € Gettout§ €L,

oo

Zw@m%@—iw@w (Ls.2)

n=0

et la méme relation est vraie dans X :

oo

Z%@M%@—iﬁM@- (Ls3)

n=0

Par exemple, E peut étre vu comme l'espace de Fréchet H (D) des fonctions holomorphes sur le disque unité
de C, muni de la distance usuelle de la convergence uniforme sur tout compact, X comme l'espace A(K)
des fonctions holomorphes dans K et continues sur K, ot K est un compact de C\ D, de complémentaire
connexe, L comme un compact de D, et les applications (e,),, et (x,), sont alors données par :

(&)

n!

en(§) =xn(5) = (2= (2= 8)") et Hy (5, f) =

)
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pour & € D et f € H(D). Il est immédiat de vérifier que toutes les hypothéses précédentes sont vérifiées
dans ce cadre.

11 convient de noter que si E = A, que si les applications e, (resp. x,,) sont constantes égales a e, (§y) =
en € A (resp. 2 x, € X), et que si H, (§,a) = a,, pour tout & € L eta = (ay), € A, alors nous sommes dans
un cadre couvert par les deux paragraphes précédents.

Définition I.5.2. On dit qu'un élément f € E est non-restrictivement universel (relativement a (H,),, et
a (x,),) si, pour tout x € X, il existe une suite d’entiers (A,),, telle que

Ay

sude Hn(§7f)xn(é)7x — 0.
§€L =0 N—oc0

On note Ug; 'ensemble des éléments non-restrictivement universels. Par extension, nous appellerons ces
éléments des séries universelles non-restreintes (3 parametres).

La notion de série universelle restreinte introduite dans la premiére partie se généralise également de la
fagon suivante :

Définition I.5.3. On dit qu'un élément f € E est restrictivement universel (relativement a (H,), et a
(x4),) si, pour tout x € X, il existe une suite (4,), d’entiers telle que

AN
supdg | 3 Hy (8. f)en(§).f | ~— O (Is.4)
Eel n=0 -

Ay
supdy | ¥ H,(E.P)x,(E).x) — o (Lss)
geL n=0 -

On note U, I'ensemble des éléments restrictivement universels. Par extension, nous appellerons ces éléments
>
des séries universelles restreintes (4 paramétres).

Le théoréme I.2.5 demeure valable dans ce contexte (cf. [2, Théoreme 2, page 8]) :

Théoreme L.5.4. cAvec les notations et sous les hypothéses précédentes, les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

I. Ug_L est non-vide.

2. “Pour tout € > 0, pour tout x € X, et pour tout entier p > 0, 1l existe un polynome (an)n, de valuation p, tel
que

Sude ZHn(éaga)xn(é),x <¢&et SuPdE ZHn(éaga)en(é>a0 <E.
geL neN SeL neN

3- “Pour tout € > 0, pour tout x € X, et pour tout entier p > 0, 1/ existe un polynome (an)n, de valuation p, tel
que

dx Zanxn(éo),x < €etdg Zanen(c‘,‘o),o <E.

neN neN
4. UR, U{0} contient un sous-espace dense de E.

Nous sommes maintenant en mesure de généraliser le théoreme I.4.1 au cadre des séries universelles a
parametres, en prenant en compte le centre du développement :

Théoreme L.5.5. cAvec les notations et sous les hypothéses précédentes, siU g‘ 1. est non-vide, alors Ug |, contient,
hormi 0, un sous-espace fermé de E de dimension infinie.
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Ldée de la démonstration. Nous conservons les notations (Q;),c, @ et ¥ introduites dans la démonstration
du théoreme I.4.1. En procédant exactement comme dans cette derniere, en considérant (e, (§y)), a la place
de (ey), (resp. (x,(&o)), @ la place de (xy),), et grice aux hypotheses (I.5.2) et (I.5.3), on construit trois
familles (gnk),>1=00 (k) psis0 € (Un),>o de polynomes dans E, (ou dans X, sans quaucune confusion ne
soit & craindre), de valuation et de degré convenables (cf. la démonstration du théoréme I.4.1), telles que

1
sup Z H )gn k X] (é) - Q(p(n) < 2NT (156)
setlli= v K
1
sup ZH (&, fux)x; (&) < Soae (Ls.7)
setlli= v 0K
—_— 1
[ fos 1k = el < di (farr e fuk) - < g (Ls.8)
— 1
ik =l < Sz (Is.9)
(Un),0 étant une suite basique de (E , H/\H), la complétion de E pour l'une des normes ||.|| définissant la

topologie de E (on rappelle qu'on a supposé cette topologie définie par une famille de normes). Ensuite, en
utilisant I'inégalité (I.5.8), on construit une famille (f;),~ dans E en posant

fe=Y, (fuerk— fuk) + fk

n>k

pour tout k € N, et on définit le sous-espace fermé F de E

dg
F= {Z 04 fx qui converge dans (E,dg), oy € k} .

k>0

F est de dimension infinie, d’aprés hypothése (I.5.1) et par construction des f. La vérification de 'uni-
versalité de tout élément de F est fondamentalement identique & celle décrite dans le théoréme I.4.1 et
I'adaptation de celle-ci est aisée, des lors qu'on a observé que la présence du « sup » n’est pas un obstacle aux
calculs. Nous n’entrons pas davantage dans les détails. O

I.5.2 Universalité dans une famille dénombrable d’espaces de Fréchet

Nous conservons les notations G, E, L, e,, H, et & de la partie précédente. Dans les démonstrations
des théorémes 1.3.3, I.4.1, ou L.5.5, la construction de la famille (fi),~, qui en est Uessentiel, est faite de telle
sorte que certains paramétres soient pris en compte. Plus précisément, il s’agit d’approcher simultanément
par rapport a une famille dénombrable de semi-normes, une famille dénombrable de polynémes par une
famille dénombrable adéquate d’autres polynomes. La stratégie consiste a construire une suite de polynémes
a indices multiples, chacun de ces indices devant correspondre 4 I'un des paramétres pris en compte, et ce
par l'intermédiaire des fonctions @ et y. Plus généralement, cette méthode permet la prise en compte d’une
liste (dénombrable) de paramétres supplémentaires, quitte a rendre la formalisation plus lourde.

Ainsi, nous pouvons étendre le théoréme 1.5.5 pour une famille dénombrable d’espaces de Fréchet
((Xn,dy)),~o (en réalité, il est suffisant de supposer que la distance d, sur X, définit une topologie sur
X,,, également induite par une famille de semi-normes), et ne plus avoir  ne considérer qu'un seul espace X ;
il est également possible de travailler avec un espace L (cf. Paragraphe I.5.1) plus nécessairement compact,
mais réunion d’une suite exhaustive (L,,),, de sous-ensembles compacts tels que &y € Ly.

Soit alors (x,x),~ une suite d’applications continues de L dans X;,, pour n € N. Il convient de modifier
les hypotheses (1)-(3) faites dans le paragraphe I.5.1 de la fagon suivante :

1. Lensemble {g,, a € G} est dense dans E.
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2. Pour tout a € G et pour tout § € L, les ensembles {n, H, (&, g,) # 0} sont finis et uniformément
bornés par rapport a § € L, pour chaque m € N.

3. Pour touta € G et pour tout & € L,

oo

ZH (§7ga en Zanen 50 (1510)

n=0

et on a le méme type de relation dans Xj,, pour toutn >0 :
ZHk 18a) Xnk ( Z arxi (o) - (Ls.ax)

Dans ce contexte, nous redéfinissons la notion de série universelle non-restreinte :

Définition I.5.6. On dit qu'un élément f € E est non-restrictivement universel (relativement a (H,),, et a
(Xnx), ) si, pour tout n € N et pour tout x € X, il existe une suite d’entiers (4,), telle que, pour tout m > 0,

Ay
sup an ZHI{ (é?f)xmk (€)>x —>0
geLy, k=0 N=e

Par abus de notation, on note Ug ; I'ensemble des éléments non-restrictivement universels. Par extension,
un tel élément sera appelé une série universelle non-restreinte (a parameétres).

...ainsi que celle d’universalité restreinte :

Définition I.5.7. On dit qu'un élément f € E est restrictivement universel (relativement a (H,), et a
(Xnk), ) si, pour tout n € N et pour tout x € X, il existe une suite d’entiers (4,), telle que, pour tout m > 0

Ay
sup di | Y Hi (&, f)ex(§),f ~ 0 (I5.12)
E€Ly k=0 e
Ay
sup dX,, Z Hk (é ,f) xn,k (é) , X N—> 0. (1.5.13)
éeLﬂl n:() —

Par abus de notation, on note UX; 'ensemble des éléments restrictivement universels. Par extension, un tel
élément sera appelé une série universelle restreinte (3 parameétres).

Comme le théoréme 1.5.4 se généralise a se cadre ([2], théoréme 3), il suffit de considérer quatre fonc-
tions @, ¥, v, k de N dans N, telles que, pour tout (I,m,t,i) € N#, il existe une suite strictement croissante
(vi); telle que (@ (vie), W (vi), v (vi), K (vk)) = (I,m,z2,i) pour tout k. On suit ainsi la démonstration habi-
tuelle, comme pour le théoréme Ls.5 : la premiére coordonnée d’'un quadruplet (I,m,t,i) € N* correspond
a l'indexation de la suite d’espaces de Fréchet (X,,d,),, la deuxi¢me a l'indexation de la suite de poly-
noémes (Qn),, dense dans le (X,,,d,) correspondant, la troisieme a 'indexation de la famille de semi-normes

(|| A, k) sur ce méme (X, d,), et la quatriéme a I'indexation de la suite exhaustive (L,,),,. Sans entrer dans
"k

les détails, on obtient dans ce contexte général le théoréme suivant :

Théoreme 1.5.8. < Avec les notations et sous les hypothéses précédentes, siUR | est non-vide, alors Ug | contient,
Y, EL ;
hormi 0, un sous-espace fermé de E de dimension infinie.

1.6 ApPPLICATIONS

Cette partie est consacrée a l'illustration des résultats précédents dans différents cadres, a travers des
exemples classiques d’universalité.
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I.6.1 Applications dans les espaces de Banach

Dans ce paragraphe, nous illustrons notre théoreme 1.3.3 en prenant, comme espace A, I'espace co des
suites qui tendent vers 0 a I'infini, ou un espace /7, 1 < p < oo; ces espaces, munis de leur topologie naturelle,
sont des espaces de Banach de suites complexes standards, qui vérifient les hypothéses (1)-(3) de la premiére
partie, dans lesquels la suite canonique (e,), est une suite basique. Dans [2], les auteurs appliquent leurs
résultats abstraits & ces espaces et obtiennent le résultat suivant ([2, Corollaire 7]) :

Proposition 1.6.1. Soizr A =coouA =17, 1 < p < oo, muni de sa topologie usuelle. I existe une suite a =
(an) o dans A qui vérifie la propriété suivante : pour tout compact K C C, KNID = @, de complémentaire connexe,
et pour toute fonction h € A (K), il existe une suite d’entiers (Ay,), telle que

Nesoo

Ay
Y ad —h(z)|  ——0,
n=0 0071(

o1t ||| est la norme infinie sur K. “De plus, si on note Up I'ensemble des suites de A qui vérifient cette propriéte,
alors Uy est un Gg-dense de A, et contient, excepté 0, un sous-espace dense dans A.

Notons que si'on combine les résultats obtenus dans la partie I.3 4 ceux obtenus dans la paragraphe I.5.2,
il est clair que travailler d’'un c6té avec un espace de Banach A, et de I'autre avec une réunion dénombrable
d’espaces de Fréchet (X,,d,), permet d’obtenir la méme conclusion que dans le théoréme 1.3.3, sous les
mémes hypotheses. Les diftérences n'apparaissent que dés qu'on suppose que A est un espace de Fréchet, et
pas nécessairement un espace de Banach.

Supposons donc, avec les notations usuelles du chapitre, que (X,,d,) est la famille dénombrable

(A )

ol A (K,) est 'ensemble des fonctions continues sur K,, holomorphes sur Ign, et ou (Kj,), est une famille
de compacts de C, avec K, "D = @, K¢ connexe, et telle que tout compact K C C, avec KND = &, K¢
connexe, est contenu dans un K,,. Chaque (X,,,d,) est en fait un espace de Banach et une application de la
proposition 1.6.1 et du théoréme I.5.8, dans ce contexte moins général, donne immédiatement la proposition
suivante :

Proposition 1.6.2. Awvec les notations et sous les hypothéses de la proposition 1.6.1, l'ensemble Uy contient,
excepté 0, un sous-espace fermé de A de dimension infinie.

Nous pouvons énoncer un résultat similaire dans le cadre des espaces de Hardy ou de Bergman du disque,
i.e quand A = H? (D) or A=A? (D), 1 < p < co. Rappelons bri¢vement les définitions de ces espaces :

AP (D) = H (D) NL" (D),

ot HI’(ID))Z{feH(m’Oil:El/qr'f(rC)'pdC<oo}7

ol T est le cercle unité. En effet, comme précédemment, le Corollaire 8 dans [2] nous assure que le résultat
suivant est vrai :

Proposition 1.6.3. Soiz A = H? (D) ou A = AP (D), 1 < p < oo, I/ existe un sous-espace fermé F C A de
dimension infinie tel que tout vecteur non-nul est une série de ‘]Ztylor universelle, dans le sens oi, pour tout f =
Y and" € F, pour tout compact K C C, K ND =@ de complémentaire connexe, pour tout h € A (K), i/ existe une
suite d’entiers (Ay), telle que

N—oo

Ay
Y ad—h(z)]| ——0,
n=0 °°,K

oit || || et la norme infinie sur K.
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Un exemple classique de séries universelles est celui des séries universelles trigonométriques de Men’shov,
pour des fonctions mesurables sur le cercle unité (cf. [13] [10] et [2]).

Dans ce contexte, I'espace X est I'espace des fonctions complexes mesurables sur T = {z € C: |z| =1},
modulo la relation d’équivalence qui identifie deux fonctions qui sont identiques sur le complémentaire d’'un
ensemble de mesure de Lebesgue nulle. La distance dy sur X est définie, pour f,g € X, par

_ [ _f-sl
dx (f,8) = /qu—i—lf—gldl

ol A est la mesure de Lebesgue sur T. En l'occurrence, dy est bien une distance invariante par translation,
mais il est connu que la topologie qu’elle induit, la topologie de la convergence en mesure, ne fait pas de
X un espace de Fréchet, i.e. que cette topologie n'est pas induite par une famille de semi-normes. La re-
marque 1.3.4 explique la raison pour laquelle nous supposons que la topologie de (X, dy) est définie par une
famille de semi-normes : on a besoin d’une certaine homogénéité, celles des semi-normes, dans le calcul de
'universalité de h, dans la démonstration du théoreme I.3.3. Néanmoins, il est également bien connu que
la convergence en mesure d’une suite de fonctions dans X entraine la convergence presque partout d’une de
ses sous-suites et inversement, que la convergence presque partout de cette suite implique sa convergence en
mesure. Ainsi, la notion d’universalité au sens de la convergence en mesure coincide avec celle d’universalité
au sens de la convergence presque partout. Or, il n’est pas difficile de voir que, dans la démonstration du
théoreme 1.3.3, les inégalités (1.3.2) et (1.3.3) peuvent s’écrire avec la distance dy, si bien que tout les calculs,
notamment celui aboutissant a I'inégalité (1.3.7), peuvent s'interpréter indifférement en termes de conver-
gence en mesure, ou en termes de convergence presque partout. Le probléme du manque d’homogénéité est
donc levé, de sorte que le théoréme 1.3.3 reste valable dans le cadre de 'universalité au sens de Men’shov.
Le théoréme de Men’shov (cf. [13], ou [2, Lemme 1] et la remarque qui suit) et notre théorie abstraite nous
conduit ainsi 4 la proposition suivante :

Proposition 1.6.4. Soiz A =cooulP, p > 2. Il existe une suite a = (ay),~q € A telle que, pour toute fonction
mesurable 2m-périodique h : R — C, il existe une suite d’entiers (Ay),~, telle que ):?”:0 aje'’* converge vers h(x)
presque partout, quand n tend vers I'infini. Lensemble de telles suites a € A contient, sauf O, un sous-espace fermé de
A de dimension infine.

On a un résultat analogue dans le cas du tore TV, 4 Ia place de T. Cette extension de la notion d’univer-
salité au sens de Men'shov a TV est développée dans le paragraphe 2.7 de [2].

Soit maintenant pg > 0. La proposition 2 de [11] assure que, sous une certaine condition portant sur la
suite (xy,), (cf. [11, page 2]), si pour chaque p > py, il existe une série universelle dans /7, alors il existe une
série universelle dans N>, I”. Ceci provient de la théorie abstraite établie dans [2], et de la définition de
la topologie dans U'espace de Fréchet Ny, 17 (cf. également [17]; on trouve cet article en preprint dans le
« technical reports series of the Department of Mathematics and Statistics of the University of Cyprus ».)
En utilisant ce fait pour pg = 2, et 'existence d’une série universelle trigonométrique dans chaque /7, p > 2
(proposition 1.6.4), on montre I'existence d’une série universelle trignométrique dans N, 17 (cf. théoréme
1.6.5 ci-dessous). Il convient de mentionner que le théoréme 3 et le paragraphe 5 de [11] traitent de fagon
compléte de cette question. Avec A = Ny~ p L7, po = 2, le théoreme I.4.1 s’applique et assure alors que
Np>p,l¥ contient un sous-espace fermé de A, de dimension infinie, dont tous les éléments non-nuls sont des
séries universelles trigonométriques.

Tout ceci nous conduit naturellement au paragraphe suivant.

I.6.2 Applications dans les espaces de Fréchet

Comme nous venons de le voir, dans [11], les auteurs montrent I'existence d’'une série universelle dans
A = Np>11P, relativement a une suite (x,),, dans des espaces de Fréchet X abstraits, 4 une condition prés
portant sur la suite (x,),. Plus précisément, cette condition, qu'ils notent (D), est la suivante :

Condition (D). Pour tout ensemble fini / C N, pour tout i € I, il existe des indices distincts j, (i), n €N,
tels que x; ;) — x;.

n—o0
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On suppose que A = M~ 11”7 est équipé de sa topologie habituelle d’espaces de Fréchet, induite par une
ppose q p quip polog p p
famille dénombrable de normes. Le résultat abstrait principal qu’ils obtiennent s’énonce de la fagon suivante :

Théoréeme 1.6.5. Avec les notations précédentes, supposons que la suite (xy,), vérifie la Condition (D), et que
lensemble de toutes les combinaisons linéaires finies des x,, est dense dans X. Alors Un,..10 # @. De plus, Un,..iv
est un Gg~dense de A = M~ 11P et contient un sous-espace dense de A, excepté 0.

Notons que 'hypothése selon laquelle 'ensemble des combinaisons linéaires finies des x,, est dense dans
X nest pas une restriction pour nous, étant donné que c’est une conséquence du fait que Uy est non-vide,
ce qui constitue en soi une hypothése dans nos résultats abstraits. Le théoréme 1.6.5 nous dit donc que,
dans ce contexte, 'hypothese Uy # @ peut étre remplacée par les conditions (D) et vect (x,, n € N) = X. Par
conséquent, les théorémes 1.6.5 et I.5.8 de la partie paragraphe I.5.2 donnent le résultat assez général suivant :

Théoréme 1.6.6. Afvec les notations précédents, posons A = Nps11P. i (x,), C X vérifie la condition (D),
et si vect (xp,n € N) =X, alors U NA = Uy contient un sous-espace fermé de dimension infinie, excepté 0.

Remarque I.6.7. Il est facile de voir que les théorémes 1.6.5 et 1.6.6 restent vrais si 'on remplace N~ 1P
par [7, avec 1 < p < oo, ou par cp. Ainsi, ce théoréme peut étre vu comme une généralisation des exemples
donnés dans le paragraphe 1.6.1, excepté pour le cas A = [!; en effet, les auteurs de [11] donnent un exemple
(exemple 1, page 5), qui montre que ’énoncé du théoréme 1.6.5 est faux quand A = I! (cf. aussi I'exemple
1.6.8 ci-dessous).

Voici deux exemples qui illustrent ces idées.

Exemple 1.6.8. Le couple (X, (x,),) le plus simple vérifiant les hypothéses du théoréme 1.6.6 est (R, (x,,)
Effectivement, (x,),, satisfait a la condition (D) et, bien entendu, R = vect(x,, n € N). Le théoréme 1.6.5
assure d’abord qu’il existe une série universelle restreinte a = (a,), € Np>11? (R), telle que 'ensemble des
sommes partielles Y_, a, est dense dans R et, si on note Uy 'ensemble des telles suites a, le théoréme 1.6.6
donne ensuite le résultat suivant :

Proposition 1.6.9. < Avec les notations précédentes, Uy contient, excepté 0, un sous-espace fermé de A de di-
mension infinie.

Exemple I.6.10. Revenons a l'exemple classique des séries universelles trigonométriques et posons cette
fois X = % (R), l'espace des fonctions complexes continues sur R, muni de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact. On fixe une suite (f,), C R sans points isolés, et on définit x,(¢) = e/ pour
tout € R. Comme c’est expliqué dans ([11], Partie 5), la suite (x,), vérifie la condition (D) et on a bien
X = span(x,, n € N), de sorte que les théorémes 1.6.5 et 1.6.6 donnent :

Théoréme L.6.x1. cAvec les notations précédentes, il existe une suite universelle restreinte a = (ay),, € Np>117 (C),

r.e. telle que, pour toute fonction continue f : R — C, il existe une suite d’entiers (An) 2 C N, zelle que

Ay
Z ane'P! = f(t) uniformément sur tout compact de R.
n:0 —00

De plus, I'ensemble Uy des telles suites a est un Gg-dense de A, et 1l contient, hormi 0, un sous-espace fermé de A, de
dimension infinie.

On trouve de nombreuses autres applications des parties 1.3 et I.4 dans [11].
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I.6. APPLICATIONS

I.6.3 Séries universelles dans des domaines simplement connexes

Soit Q un domaine simplement connexe de C. On note H (C) I'espace des fonctions entieres et H (L)
I'ensemble des fonctions holomorphes sur Q.

Dans le paragraphe 2.2 de [2], les auteurs démontrent le théoréme suivant ([2, Théoreme 6]), en utilisant
leurs résultats abstraits sur I'universalité :

Théoreme 1.6.12. Soit Q un domaine simplement connexe de C. Il existe une fonction holomorphe f sur Q
telle que les suites des sommes partielles de ses développements en série en tout point EeQ,

N r(n)
Vo= g

N €N, ont la propriété, appelée (°P), survante :
“Pour tout compact K C C, KNQ = & de complémentaire connexe, et pour toute fonction h € H (C), il existe
une suite d'entiers (Ay),, telle que, pour tout compact L C Q et toutl €N, ona :
r. supsup [y, (f,&) (z) — f(2)| — O quandn — oo et
EeL zeL
l

2. supsup

supsup d—ZI(S,ln (f,é)) (z)—h(l)(z) — 0 quand n — oo,

Lensemble des telles fonctions f constitue un Gg-dense de H (), muni de la topologie de la convergence uniforme

sur tout compact, et il contient, sauf 0, un sous-espace dense de H (Q).

Avec les notations de la partie I.5, on pose E = H (Q), muni de la topologie de la convergence uniforme
sur tout compact, et on note d la distance associée sur E, invariante par translation et définie par la famille

de normes || ||, = sup | f(z)|, pour f € E ; soient aussi (L, ), une suite exhaustive de compacts de @ = | J L,
ZE€ELy n=0

)

et enfin X,,, n > 0, Uespace H (C) muni de la distance d,, induite par la famille de semi-normes sup ‘ Y (z)
€K,
[ >0, ot K, est une famille de compacts de C, avec K, NQ = &, K}, connexe, et telle que tout compact

K C C, avec KNQ = @, K¢ connexe, est contenu dans un K, (cf. [2, paragraphe 2.2, lemme 3]). En outre,
pour &£ € Q, f € E et k > 0, on définit ¢, (§) = (zl—> (z—f)k> €E, xp = (Z'—> (Z—f)k> €X, et

(k)
H(. )= 1)

L5 sont satisfaites, ainsi que la condition (3) du théoréme 1.2.5, ce qui donne bien le théoréme précédent, et
en particulier que Ug 1 # @, avec L = Q. Finalement, le théoréme 1.5.8 donne :

€ C. Comme c’est expliqué dans [2] (page 14), toutes les hypothéses faites dans la Partie

Théoreme 1.6.13. Soit Q un domaine simplement connexe de C. I/ existe un sous-espace fermé de E, de di-
mension infinie, dont les éléments non-nuls sont des fonctions holomorphes dont les sommes partielles de leurs déve-
loppements en série vérifient la propriété (“P) du théoréme I.6.12.

Comme c’est dit dans la remarque 5 de [2], il est équivalent de ne considérer qu'un « centre du dévelop-
pement » &y et d’en considérer plusieurs dans I'énoncé du théoreme 6 de ce méme article (et donc également
dans I'énoncé de notre théoreme 1.6.13). En effet, cela reléeve du fait que les séries de Taylor universelles sur
un domaine simplement connexe vérifient la propriété de sauts d’Ostrowski (cf. [15], ou [6] pour des résultats
antérieurs sur le sujet). Nous ne nous étendrons pas sur la question. Par conséquent, les résultats de la partie
I.4 suffisent pour démontrer le théoréme 1.6.13. En revanche, ce n’est plus le cas si I'on cherche a avoir, a la
fois, une approximation par universalité sur des parties de la frontiere de Q, et a la fois, une régularité des
fonctions universelles sur d’autres parties de la frontiere de Q. On peut aussi réclamer que le sup par rapport
a & dans le point (2) du théoréme 1.6.12 soit pris sur des ensembles L qui contiennent éventuellement des
parties de la fronti¢re de Q. Ce raffinement est considéré dans le théoréme 9 de [2], lequel fournit la matiere
pour un résultat analogue au théoreme 1.6.13 ou, cette fois, la donnée de plusieurs centres de développement
est réellement significative.
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CHAPITRE I. UNIVERSALITE DANS LES BANACH ET LES FRECHET

I1.6.4 Lethéoréme de Fekete

Nous terminons l'illustration de notre étude abstraite par un exemple qui met en évidence les limites des
théoremes 1.3.3 et I.4.1. Il peut sembler quelque peu ironique que ce soit précisément le théoreme de Fekete,
qui est considéré commé étant a l'origine de I'étude systématique des séries universelles, qui fournisse un
contre-exemple aux théorémes précédents. Nous en rappelons son énoncé initial (cf. [18]) :

Théoréme 1.6.14 (Théoréme de Fekete (1914)). I/ existe une suite (an),, telle que, pour toute fonction
réelle f continue sur [—1,1] qui sannule en 0, il existe une suite d'entiers (M), telle que

Ay
Z apx" Y f uniformément sur [—1,1].
n:] —>00

Avec les notations de la partie 1.3, on pose A = RY, qu'on munit de la topologie produit ; soit X 'espace
des fonctions réelles continues sur [—1,1] qui s'annulent en 0, muni de la topologie de la convergence
uniforme. Le théoréme de Fekete assure que Uy est non-vide, et le théoreme I.2.5 fournit le résultat suivant :

Théoréme 1.6.15. §7 on note Uy I'ensemble des suites (ay),,~, telles que, pour toute fonction réelle f continue
sur [—1,1] qui sannule en 0, il existe une suite d’entiers (Ay,),~., telle que

AN
Z anX" —— f uniformément sur [—1,1],
=l N—0

alors Uy est un Gs-dense de A qui contient, hormi 0, un sous-espace dense de A.

Alors que le théoréme I.2.5 s’applique dans ce contexte, ce n'est pas le cas de notre théoréme I.4.1 : pour
des raisons techniques déja évoquées, ce dernier requiert 'existence d’une norme continue sur A (Condition
(I.4.1); or il est bien connu qu'il W'existe pas de normes continue sur K. Comme ils l'expliquent au début
de leur partie 3, les auteurs de [5] montrent que la condition (I.4.1) est nécessaire pour avoir U'existence d'un
sous-espace fermé de dimension infinie, constitué de vecteurs universels, dans un contexte semblable. Il est
donc légitime de se demander s’il 7existe pas de sous-espace fermé de dimension infinie dont les éléments
non-nuls sont des séries universelles, au sens du théoréme de Fekete. Le résultat suivant répond positivement
a cette question :

Théoréeme 1.6.16. I/ n'existe pas de sous-espace fermé de dimension infinie dont les éléments non-nuls sont des
séries universelles au sens du théoréme de Fekete.

La démonstration est essentiellement basée sur le lemme général suivant :

Lemme 1.6.x7. Soit F un sous-espace de dimension infinie de RN. On note (ey,), la suite canonique de RY ;
comme dans la partie 1.2, v(u) désigne la valuation de u € RY, relativement i (ey),. 1l existe une suite (uy),, dans
F\ {0} telle que (v (uy)), est strictement croissante.

‘Démonstration. La construction d’une telle suite va se faire grice a 'observation suivante :

Condition (D). Soit (uo, ...,u,) une suite finie d’éléments non-nuls de F tels que
v(ug) <v(ur) <...<v(uy) (L6.1)

et tels que, si u € F \ {0} vérifie v(u) < v (u,), alors v(u) = v (u;) pour un i, 0 <i < n. Alors, il existe w € F
tel que v(w) > v (uy).
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‘Démonstration du Fait. Soit E, le sous-ensemble de F défini par
E,={weF,viw)>v(uy)}.

Supposons par I'absurde que E, = 0. Il n'est pas difficile de se convaincre que, dans ce cas, les condi-

tions portant sur la suite (uo,...,u,) imposent que, si w € F alors il existe Ag,...,A, réels tels que w —
(Aouo+ ...+ Ayuy,) =0, i.e. que w est une combinaison linéaire finie des u;, 0 < i < n. Ceci contredit le fait
que F est de dimension infinie. O

On revient a la démonstration du lemme 1.6.17. On va construire par récurrence une suite (u,), d’éléments
non-nuls de F tels que, pour tout entier n, la suite (uo,...,u,) vérifient les hypotheses du Fait. On définit
up comme un élément non-nul de F de valuation minimale. On suppose ensuite avoir construit (uo, ..., uy)
pour un n, et on lui applique le Fait : il existe w € F tel que v(w) > v (uy). Soit alors u,+ un élément de F
de valuation minimale parmi les éléments w € F tel que v(w) > v (u,). Il reste 2 montrer que (uo, . .., Up+1)
satisfait toujours aux hypothéses du Fait. Il est évident, par construction, que (I.6.1) est vérifiée. Prenons
maintenant u € F avec v () < v (up+1). Siv(u) <v(up), on applique alors 'hypothése de récurrence. Sinon,
v (1) = v(tn41) par minimalité de v (u,11). Enfin, la suite (u,), vérifie clairement la conclusion du lemme

L6.17. O
On passe maintenant a la démonstration du théoreme 1.6.16 :

Démonstration du théoréme 1.6.16. On suppose par I'absurde qu'il existe un sous-espace fermé F de RY, de
dimension infinie, dont tous les éléments non-nuls sont universels au sens du théoréme de Fekete. On
applique a F le lemme 1.6.17 et on note (u,), C F la suite donnée par ce lemme . Des inégalités

v (un) < v(tpy1) pour toutn € N,

on déduit que, pour toute suite (0,),,, Yo Onlty est convergente dans RN, Or, avec les notations de la partie
L3, il existe une suite (0,), € RY telle que, pour tout n > 0,

S, (ctouo + .. . + a1, X ) ||, > 1 pour p € [v(up),v (ups1)]. (L.6.2)
En effet, on peut choisir o € R de telle sorte que
IS (ouo, X) ||, > 1

pour tout p € [v(up),v(ur)], car S, (ug,X) # 0 pour tout p dans cet intervalle. Si on suppose 0y, ..., 0,
construits, on construit ,4; comme suit. Observons que

HSP (Oouo + . . . + Uy + an+1”n+17X)Hoo = |05n+1‘

Q
Sp< % uy+ ...+ — un+un+1,X>
Ot Opi1

oo

Puisque S, (un+1,X) # 0 pour tout p € [v (un+1),v (tn42)[, on peut choisir |11 | de fagon a ce que I'inégalité
(I.6.2) soit vérifiée. Maintenant, par construction, il vient que pour tout p € N, il existe n € N tel que
p € [v(up),v(tnsr)] et

oo n
Sp Z Oy, X = Sp Z (0787799, ¢ > 1.
k=0 k=0

oo oo

Autrement dit, chaque somme partielle de Y7, o,u, dans X a une norme infinie strictement supérieure
a 1, et donc aucune fonction continue a valeurs dans |—1, 1] ne peut étre approchée par une sous-suite
des sommes partielles de h := Y, 0t,u,. Par conséquent, i ne peut étre universel au sens du théoréme de
Fekete ; comme F est fermé, h € F et la démonstration est terminée. O
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CuariTRE 11

Spectre et dynamique des opérateurs de
composition hyperboliques sur la boule

II.x INnTRODUCTION

Rappelons que si X est un espace de Banach de fonctions holomorphes sur un domaine % de CV, et
que si @ est une application holomorphe de % dans %, U'opérateur de composition de symébole ¢ est défini
par Cy (f) = fo ¢, pour tout f € X. Comme nous 'avons déja mentionnée dans le chapitre introductif,
I'étude des opérateurs de composition consiste 2 comparer les propriétes de 'opérateur Cy avec celles de son
symbole @. Plus particulierement, ce sont les propriétés géométriques de ¢ qui sont le plus souvent mis en
avant. Ceci s'illustre parfaitement quand on cherche a décrire les propriétés spectrales ou 4 comprendre la
dynamique des opérateurs de composition.

Dé¢ja sur le disque, certaines de ces propriétés résistent a 'étude. Une stratégie pour les aborder consiste a
utiliser ce qu'on appelle le modele des /yamogmpbzes On rappelle qu'une homographie de la sphere de Riemann
C est une application u : C — € qui peut s'écrire sous la forme u(z) = Zﬁi’g Ce modele des homographies
(en une variable complexe) stipule que toute fonction injective du disque unité dans lui-méme est conjuguée
a une homographie, d'un domaine de C éventuellement plus compliqué, dans lui-méme. On comprend
bien vite en quoi ce modele savere trés utile dans I'étude des opérateurs de composition : si ¢ : D — D
est holomorphe injective, et si u est son modele (une homographie...), C, et Cy partagent de nombreuses
propriétés, notamment spectrales et de dynamique; et bien entendu, il est plus aisé d’étudier directement
Cu.

La théorie des opérateurs de composition sur la boule unité By := {Z = (z,w) € C x CN1; <1}
de CN, N > 2 est plus compliquée. Elle est, entre autre, soumise  'existence d’applications q) :By — By

qui induisent des opérateurs de composition qui ne sont pas continus sur

H? (By) = {f : By — C holomorphe, sup / |fr|Pdo < oo}
o<r<1JSy

(cf. chapitre 3, dans lequel les notions de continuité, et de compacité, seront abordées spécifiquement).
Lintroduction d’une classe d’homographies de plusieurs variables complexes, qui auraient des propriétés sem-
blables a celles connues en une variable, semble alors d’autant plus cruciale : premiérement, pour fournir
une source d’exemples relativement simples, néanmoins suffisamment riche, pour mettre en évidence des
comportements divers, et deuxiemement, dans I'espoir de produire un outil similaire a celui du modele des
homographies du disque. Ces idées ont en tout cas motivé C. Cowen et B. MacCluer a introduire en 2000,
dans leur article [13], la notion suivante :



CHAPITRE II. OPERATEURS DE COMPOSITION HYPERBOLIQUES

Définition IL.r.r. Une application ¢ : C¥ — CV est une homographie si elle peut s’écrire sous la forme

AZ+B

(P(Z):ma

ot A € .y (C) est une matrice, ou B et C sont deux vecteurs de CV, et ou D € C.

Si % est un domaine de CV, on dit que ¢ est une homographie de % si ¢ est définie dans un voisinage
de % etsi ¢ (%) C % .On note LFM (7% ) U'ensemble des homographies de % .

Le premier résultat marquant, [13, Théoreme 14], est que tout opérateur de composition dont le symbole
est une homographie de la boule est continu sur 'espace de Hardy H? (By), p > 0.

D’autre part, il s’'avére que les points fixes du symbole ¢ jouent un réle essentiel dans I'étude des opé-
rateurs de composition, si bien que les mathématiciens qui se sont penchés sur le sujet ont été amené a
classer les homographies de la boule, en fonction de propriétés liées a leurs points fixes ; derriére cette clas-
sification, se trouve le théoréme de Denjoy-Wolft. Lénoncé suivant que nous en donnons est spécifique au
homographies de la boule, et est contenu dans le théoréme 3.2 de [5] :

Théoréme Il.1.2 (Théoreme de Denjoy-Wolfl). Soiz ¢ € LFM (By) sans points fixes dans By. I existe un
unique point fixe T € Sy := dBy tel que ¢ (T) = ter a0 (9) := (d¢. (7),7) € (0,1].

Le terme d@; (7) n'est autre que la différentielle de ¢ au point 7, calculée en 7. Il convient de rappeler
que ¢ est définie au voisinage de By. 7 est précisément appelé le point de “Denjoy-Wolff de ¢, et ot(9) est le
coefficient de dilatation de ¢.

Au regard de ce théoreme, on distingue trois types d’homographies ¢ de By :

— ¢ est dite e//iptique si elle possede un point fixe dans By ;

— ¢ est dite parabolique si elle ne posséde pas de points fixes dans By et si o (¢) = 1.

— ¢ est dite Ayperbolique si elle ne posséde pas de points fixes dans By et si ot (¢) € (0,1).

Si ¢ € LFM (By) n'a pas de points fixes dans By, alors, quitte & la conjuguer par un automorphisme
de la boule, on peut toujours se ramener au cas ou son point de Denjoy-Wolff est e; = (1,0,...,0). Cette
opération ne changeant pas les informations sur le spectre et la dynamique de Cy, on suppose a partir de
maintenant qu'on est dans ce cas.

Dans ce chapitre, notre objectif est d’étudier de fagon systématique les homographies de type hyperbo-
lique et les opérateurs de composition associés. Notre premiére tiche va consister a donner une classification
pertinente de ces homographies hyperboliques. Par commodité, nous allons nous placer dans le demi-espace

de Siegel
Hy = {Z= (ew) € Cx O, Sm(@) > por ...+ o = ]2}

et montrer que toute homographie hyperbolique de By est conjuguée, via la transformation de Cayley et des
automorphismes convenables, 4 une application de Hy dans lui-méme qui peut s’écrire sous la forme

v (z,u,v) = (Az+b,Du,Av+c)

ouz € C, (u,v) € CN"1, Im(b) > 0, ot D est une matrice diagonale, de coefficients diagonaux de module
VA, et ot A et ¢ vérifient des conditions techniques. Cette application y, la forme normale de ¢, va nous
permettre de simplifier les calculs dans les paragraphes suivants et de dégager les propriétés fondamentales
qui jouent un role dans I'étude du spectre et de la dynamique de 'opérateur de composition associé.

Bien que la forme normale ne soit pas unique 4 automorphismes pres, il est possible de mettre en évi-
dence trois propriétés de ¢, qui apparaissent clairement sur ses formes normales, et qui sont, elles, invariantes
par automorphismes. Ces propriétés seront regroupées dans ce qu'on appelle la signature de ¢, et nous ver-
rons que les propriétés de ¢, et de Cy, dépendent fondamentalement de la signature. Par exemple, certaines
propriétés géométriques de ¢, telles que la forme de son domaine caractéristique, seront entierement déter-
minées par sa signature.

On se concentrera ensuite plus particulierement sur les opérateurs de composition associés a des ho-
mographies hyperboliques et tout d’abord, sur leur spectre. Le spectre des opérateurs de composition a été
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l'objet de I'attention de nombreux mathématiciens, comme par exemple les livres de Shapiro ([23], en une
variable) ou de Cowen et MacCluer ([12, Chapter 7]) en témoignent. Dans le contexte des homographie
de la boule, le spectre de Cy a été donné par F. Bayart dans [2], quand ¢ est parabolique; lorsque ¢ est
un automorphisme, ou lorsqu’elle est elliptique, on peut se référer a [19, 9]. De plus, le rayon spectral est
également connu pour des homographies quelconques (cf. [18]).

Nous en achevons ici I'étude en traitant le cas des homographies hyperboliques, qui ne sont pas des
automorphismes de la boule.

Théoréme IL.1.3 (Cf. théoremes 11.3.2 et I1.3.9). Soiz ¢ € LEM (By) une homographie hyperbolique qui
n'est pas un automorphisme. Le spectre de Cy est
= U,CrU{0}, 0it (C,), est une suite de couronnes centrées en O dont les rayons tendent vers zéro, si § agit
comme un automorphisme sur une « tranche » de By (I'intersection d’une droite complexe et de la boule) ;
— un disque centré en O sinon.

Dans la partie II.4, on donne une étude compléte de la dynamique des opérateurs de composition as-
sociés a une homographie hyperbolique. Rappelons qu'on opérateur T agissant sur un espace de Banach X
est dit Aypercyclique s'il existe un vecteur x € X tel que lorbite {7"x; n > 0} est dense dans X. Il est dit
supercyclique s'il existe un vecteur x € X tel que l'orbite projective C- {T"x; n > 0} est dense dans X. Enfin,
il est dit cyc/igue $'il existe un vecteur x € X tel que {P(T)x; P polynéome} est dense dans X. Nous renvoyons
a [3] pour une approche compléte et récente de la dynamique linéaire.

La dynamique des opérateurs de composition est un pan important a la fois de la dynamique linéaire
générale et de la théorie des opérateurs de composition (cf. par exemple [2], [7], [10], [16], [17], [23]). En
particulier, la dynamique des opérateurs de composition associés a une homographie hyperbolique est déja
bien connue dans le disque (cf. [7]) :

Théoréme IL.x.4 (Théoreme sur le disque). Soiz ¢ € LEM (D) hyperbolique. Alors Cy est hypercyclique.

Le théoréme correspondant pour By, N > 2, est autrement plus compliqué.

Théoréme IL.x.5 (Cf. théoreme I1.4.2). Soir ¢ € LFM (By) hyperbolique et injective, et soit W(z,w) =
(Az+b,Du,Av + c) une forme normale de ¢.

1. Sidim(v) = 0, alors Cy est hypercyclique

2. Sidim(v) > 0, alors
(a) Cy nest jamais hypercyclique;
(6) Cy est supercyclique si et seulement si Sm(b) > 0;
(c) Cy est toujours cyclique.

Ce résultat est, pour au moins deux raisons, assez surprenant. D'une part, il fournit des exemples d’opé-
rateurs de composition qui sont supercycliques, mais qui ne sont pas hypercycliques. Ils apparaissent comme
les premiers exemples de ce type, et de fait, Bonilla, Bernal et Calderon ont démontré dans [4] que, dans
certains cas (bien entendu, pas dans celui du théoréme I1.1.5), 1a supercyclicité d’un opérateur de composition
entraine automatiquement hypercyclicité. D’autre part, le fait que Cy ait de meilleures propriétés de dyna-
mique quand 3m(b) > 0 nest pas intuitif. La condition 3m(b) = 0 signifie que I'application z — Az +b est
un automorphisme du demi-plan supérieur (autrement dit que la restriction de ¢ a un segment (complexe)
dans By est un automorphisme). Or, généralement, les propriétés en matiere de dynamique des opérateurs
de composition sont meilleures quand ¢ est un automorphisme. La démonstration de ce théoréme, qui sera
faite dans la partie II.4, dépendra fortement du travail accompli dans les paragraphes précédents.

Enfin, nous terminerons ce chapitre par une application de nos résultats obtenus pour les opérateurs de
composition de type hyperbolique, a des opérateurs de composition dun #ype hyperbolique un peu plus général,
via une esquisse de modéle des homographies. Comme nous I'avons déja mentionné, ces techniques sont
particulierement efficaces dans le disque, spécialement quand on s’intéresse a la dynamique des opérateurs
de composition (cf. [7]). Un modele des homographies pour les homographies hyperboliques a déja été
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développé dans [1] et dans [9]. En raison de difficultés techniques propres au « cadre plusieurs variables »,
on n'obtiendra pas un résultat aussi bon que celui de [7]. Cependant, le résultat qu’on obtient constitue un
indice qui contribue a justifier la démarche entamée par Cowen et MacCluer pour étendre la connaissance
des opérateurs de composition en plusieurs variables, via un modéle des homographies semblable a celui qui
existe dans le disque.

Notation. Dans tout le chapitre, nous utiliserons la notation f(x) < g(x) pour signifier qu’il existe une
constante C > 0 telle que, pour tout x, f(x) < Cg(x). Par ailleurs, P désignera le demi-plan complexe
supérieur, P, = {z € C; 3m(z) > 0}.

II.> UNE ETUDE GEOMETRIQUE

II.2.x  Dansle demi-espace de Siegel

Soit ¢ € LFM (By) une homographie sans points fixes dans By. Comme prévu, on suppose que son
point de Denjoy-Wolff se trouve en e;. Il s’avére, dans la plupart des cas (mais pas tous!) plus aisé de décrire
les propriétés géométriques de Cy en se plagant dans le demi-espace de Siegel, dont on rappelle la définition :

Définition I1.2.1. Le demi-espace de Siegel Hy de CV est défini par
Hy = {(zw) €Cx ¥, Sm(2) > pwi P+ ...+ w1 > = w1}

Comme dans le plan complexe, il existe un biholomorphisme o, de By sur Hy, appelé transformation de
(ayley, qui est donnée par la formule suivante :

| .
o (z,w) = iﬁ, v , (z,w) eCxCN L, (II.2.1)
1—-72"1—-z
Sa réciproque se calcule directement :
-1 Z —1 2W
O. W) = |-
e (W) <z—|—z 7+ z>

Cette application se prolonge a By et elle est alors surjective sur Hy UdHy U {eo}, si 'on pose o, (1) = oo.

La transformée de Cayley étant elle-méme une homographie, il est clair que LFM (Hy) = 6, ' oLFM (By)o
o.. De plus, si ¢ € LFM (By) admet e; pour point de Denjoy-Wolff, le point de Denjoy-Wolff de v =
0. lopoo, estoo.

I1 sera techniquement plus facile de travailler avec des homographies de Hy fixant oo, car la partie frac-
tionnaire disparait. Précisément, dans [8, Proposition 4.2], F. Bracci, M. D. Contreras, S. Diaz-Madrigal

ont décrit quelles sont les applications de LFM (Hy) qui fixent oo :

Théoreme I1.2.2. Soiz y = 0, ' o ¢p o0, € LEM (Hy) une homographie non-elliptique (sans points fixes
dans Hy), dont le point de “Denjoy-WolfF est oo ; on pose & = 1/a(9). Il existea,c € CN"1 b e Cet M =M, €
M1 (C), tels que

v (z,w) = (Az+2i{w,a) + b,Mw+c). (IL.2.2)
De plus, une application Y qui vérifie (11.2.2) envoie Hy dans lui-méme si et seulement si

1. Q= Al — MM?* est une matrice hermitienne semi-définie positive;

2. Sm(b) —||c||* > (@ (M*c —a) ,M*c —a), 0is Q" est la matrice pseudo-inverse de Q ;

3- M*c —a appartient i l'espace engendré par les colonnes de Q.
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La pseudo-inverse Q" d’une matrice Q = U*DU hermitienne, ou U est une matrice unitaire et ou
D = (d;j) est la matrice diagonale obtenue en appliquant le théoréme spectral a Q, est la matrice U*D'U,
ou D est la matrice diagonale dont le coeflicient en position (J, j) vaut 0 sid; j = 0, et vaut dJ_J1 sinon.

Ayant I'intention de consacrer notre étude aux homographies hyperboliques, nous allons commencer par

simplifier, & automorphismes pres, la formule (I.2.2) dans ce cas plus particulier.

Il.2.2 Forme normale d’une homographie hyperbolique

Soit ¢ € LFM (By) une homographie hyperbolique et soit ¥ = 0, ! 0 ¢ 0 6, € LFM (H}) sa conjuguée
dans le demi-espace de Siegel. Rappelons que, par définition, A = 1/a(¢) > 1. La propriété (1) du théoréme
I1.2.2 entraine que ||M|| < V/A, si bien que le spectre de M est contenu dans le disque fermé centré en 0, de
rayon V/A. De plus, cette méme propriété implique que le sous-espace caractéristique de M correspondant
aux valeurs propres de module v/A coincide avec le sous-espace propre correspondant, et que le sous-espace
orthogonal a ce dernier est stable par M. Par conséquent, quitte & conjuguer M par une application unitaire
U, ce qui signifie prendre la conjuguée de y par 'automorphisme de Hy (z,w) — (z,Uw), on peut supposer
que la matrice M, qui apparait dans (I.2.2), s'écrit sous la forme

M= ( bo > (IL23)

ou D est une matrice diagonale,  coefficients diagonaux tous de module v/A, et oti la matrice A est telle que
AI — AA* est hermitienne définie positive.

Toujours dans le but de simplifier (I.2.2), on conjugue Y par une translation d’'Heisenberg automor-
phique 7 du demi-espace de Siegel, i.e. par une application de la forme

T(z,w) = (z+2i(w,7) + B,w+7),

avec Sm(B) = ||7||*. On a (cf. [2, paragraphe 2.2])

v (2 w) = (2= 2i(m ) = B+illvP w—7).
Un calcul direct donne
v owort(z,w) = (Az+2i(w, (A — M*)y+a) +b+2i(My,y) + AB,M(w+7Y)+c).

Puisque ||M*|| < V/A et A > 1, A — M* est inversible et on choisit ¥ tel que (II—M*) (7) = —a. On peut

ensuite ajuster la valeur de Re(f), qui est indépendante de celle de ||y]|?, de sorte que b+ 2i(My,y) + A3
soit un nombre imaginaire pur.

Par suite, 2 automorphismes prés, on obtient la forme réduite suivante pour y € LFM (Hy) hyperbo-
lique :
W(va) = (AZ‘Fb,DM‘FCl,AV—FCz),
ol b est imaginaire pur, et oo w = (u,v) et ¢ = (cy,c2) sont respectivement les décompositions de w et

de ¢ selon les sous-espaces orthogonaux de C¥~! intervenant dans la décomposition de M dans (IL.2.3).
Par ailleurs, comme y vérifie la condition (3) du théoreme II.2.2, M*c appartient a I'espace engendré par

(0 0
les colonnes de Q = Al — M*M = 0 AI—A*A

inversible. En outre, si 3m (b) = 0, alors ¢; est nul d’aprés la condition (2) de ce méme théoréme.

>, si bien qu'on a nécessairement c¢; = 0, car D* est

En conjuguant maintenant Y par une dilatation anisotrope /1,

hy (z,w) = (Uz,/Hw), 1 >0,

il vient

hyowohy, (z,w) = (Az+ub,Du,Av+/pic).
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En particulier, quand 3m (b) > 0, on peut choisir i de sorte que Sm (ub) soit aussi petit que I'on veut. Pour
notre étude, nous imposerons que Sm (ub) € (0,4 —1).

Pour finir, comme toute matrice est unitairement semblable a une matrice triangulaire supérieure, nous
pouvons supposer, toujours a automorphismes prés, que la matrice A est triangulaire supérieure.

Nous résumons le travail effectué jusqu’a présent dans la proposition suivante :

Proposition I1.2.3. Soient ¢ € LFM (By) hyperbolique et Wy = 6! 0 ¢ 0 O,. Y est conjuguée a une appli-
cation s'écrivant
(z,w) — (Az+b,Du,Av+c), (I1.2.4)

ot
1. D est une matrice diagonale a coefficients diagonaux de module VA
2. Q= Al —A*A est hermitienne définie positive et A est triangulaire supérieure ;
3. b est imaginaire pur et ||c||* + (Q1A*c,A*c) < Sm(b) < A — 1. En particulier, si b est nul, alors c est nul.

Toute application sécrivant comme dans 11.2.4, vérifiant les conditions précédentes, et conjuguée a Y, est appelée une
forme normale de ¢.

Une homographie de By n"admet pas une unique forme réduite. Néanmoins, certains paramétres appa-

raissant dans cette forme réduite sont invariants par conjugaison par des automorphismes fixant o :

- Ay :=A=1/a(¢), inverse du coeflicient de dilatation de ¢ ;

— le fait que Sm(b) = 0 ou non. Ce paramétre détermine le fait que y; est, ou n'est pas, un automor-
phisme de {3m(z) > 0}. Si I'on revient a ¢, Im(b) = 0 est équivalent au fait que ¢|p agit comme
un automorphisme sur l'intersection D d’une droite complexe avec By. On pose alors €5 = 1 si
3m(b) =0, &y = 0 sinon;

— le nombre de valeurs propres de module v/A de M, comptées avec leur multiplicité. On note py ce
nombre, qui est également tout simplement la dimension de u.

Définition I1.2.4. Le triplet (7L¢, £y, p¢) est appelé la signature de ¢.

La signature donne une classification, a automorphismes prés, des homographies de By. Notre objectif est
de convaincre le lecteur que la connaissance de la signature de ¢ assure la connaissance d’un grand nombre
d’informations sur le comportement de ¢, et sur 'opérateur de composition Cy associé. On commence par
des considérations géométriques.

I1.2.3 Le domaine caractéristique d’'une homographie hyperbolique

On rappelle que le domaine caractéristique de ¢ € LFM (By) est le plus petit domaine contenant la
boule qui est invariant par ¢. Quand ¢ est injective (i.e. quand My est inversible), c’est le plus petit domaine
contenant By sur lequel ¢ agit comme un automorphisme.

Théoreme Il.2.5. Soit ¢ € LFM (By) hyperbolique et soit y(z,w) = (Az+ b, Du,Av + ) la forme normale
de §. Le domaine caractéristique de ¢ est, a conjugaison pres par la transformation de (ayley et des automorphismes
de HN,

Sm(b)

Qo= {(z,u,v) eC, 3m(z) > ||ul)’ - H}

Démonstration. 11 n'est pas difficile de vérifier que le domaine caractéristique de Y est donné par Q =

Unso ¥ " (Hy). Il suffit donc de montrer que € est égal a Qq. Soit Y, la n€ME jtérée de . Un calcul direct
donne

At —1
A—1

v, (z,w) = (l”z+ b,D"u,A"v+A""c+. ..—{—c) ,
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si bien que (z,w) € U,>o¥ " (Hy) si et seulement s'il existe un entier n tel que

2
)

1 (An—1 A
Sm(z)+m</l_1)3m(b)>||u] +ﬁHA v+A" e+ 4

ce qui équivaut a

Sm(b) Sm(b)
=1 (A—1)

1
Sm(2) > |luf® - o AT+ AT et ]

Ceci montre que Q C Q. Linclusion inverse est également satisfaite puique

Sm(b)
7&*1(}171) —0
AT +A et e =0

(en effet, [|A|| < VA puisque AT — A*A est définie positive). O

On observe que les trois parameétres de la signature de ¢ interviennent pour décrire la forme du domaine
caractéristique de cette derniere. Concernant la convergence de ¢ vers son point de Denjoy-Wolff, nous
allons voir que le paramétre py joue un role tout particulier.

II.2.4 Convergence al'infini

Soit y une application de Hy dans lui-méme admettant o pour point de Denjoy-Wolft. Pour tout
(z,w) € Hy, W, (z,w) tend vers co. On distingue en particulier deux types de convergence, invariants par
automorphisme et dignes d’intérét, comme nous allons le voir dans le paragraphe sur la dynamique :

Définition I1.2.6. Soit (z,,w,) une suite de points dans Hy qui converge vers l'infini. On dit que la
convergence de (z,,wy) est

2
1. spéciale si Sl,s‘:n”’(’! ) tend vers 0
n

2. restreinte si (z,), converge non-tangentiellement vers U'infini, c’est-a-dire s'il existe une constante C >
0 telle que |Re (z,)| < C3m (z,) pour tout n suffisamment grand.

Notre classification des homographies hyperboliques donne le résultat suivant :

Théoreme IL.2.7. Soit ¢ € LFM (By) hyperbolique et soit W = 0, ' o ¢ 0 O son homographie conjuguée
dans Hy. “Pour tout (z,w) € Hy, la convergence de W, (z,w) wers son point de ‘Denjoy-Wolff oo est restreinte, et
elle est spéciale si et seulement si py = 0.

Démonstration. Etant donné que les convergences restreintes et spéciales sont invariantes par conjugaison
par un automorphisme, on peut supposer que ¥ est une forme normale de ¢. Posons (z,,w,) := ¥, (z,w) €
Hy, pour (z,w) € Hy. Comme le point de Denjoy-Wolff de y est oo, (z,),, tend vers U'infini. De plus, d’aprés
la démonstration du théoréme II.2.5,

|Re (zn)| A"Re (2) Re (z)
Sm(zn)  27Sm(z)+H=LSm(b) 1= S (z) 4 bl
ce qui prouve que la convergence est restreinte.
Par ailleurs,
wall> D"+ JAmv + A et lul|?
Sm(z,) AnSm (z) + A =13 m (b) o S (z) 4 S

et la convergence vers I'infini est bien spéciale si et seulement si le sous-espace associé aux valeurs propres de

module VA dans la forme normale de ¥ est réduit a 0. O
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II3 SPECTRE DES OPERATEURS DE COMPOSITION HYPERBOLIQUES

Soit ¢ € LFM (By) hyperbolique qu’on suppose ne pas étre un automorphisme de By. Lobjet de cette
partie est de décrire le spectre de Cy. Il convient de rappeler, dans le cas particulier des homographies
hyperboliques, le résultat de M. Jury, qui donne le rayon spectral :

Théoréme I1.3.x ([18], Corollaire 13). §i ¢ est une homographie hyperbolique de la boule By de coefficient de
dilatation O, alors le rayon spectral de Cy agissant sur H 2 (By) est a™N/2.

Comme on peut le deviner, la forme normale de ¢ est 'outil essentiel dont on se servira pour démontrer
le théoréme IL.1.3. Précisément, si ¥ est la forme normale de ¢, nous allons chercher a décrire directement
le spectre de Cy (qui sera évidemment le méme que celui de Cy). Pour cela, nous avons a définir 'espace sur
lequel agit I'opérateur Cy. On note 7> (Hy) I'image de H? (By) par la transformation de Cayley :

H* (Hy) = {F : Hy — C holomorphe; F oo, € H? (By)} -

2 (Hy) hérite de la norme de H? (By), i.e. ||F|| 2 = ||F o 0¢||;2, si bien que Cg, est une transformation
unitaire de 772 (Hy) sur H? (By). Si on calcule le jacobien de o, il apparait facilement que la norme sur

76 (Hy) est donnée par
F(z,w)|?
F|,= Kz/ [Fw)P doy,,
|| H;fz SH, ‘Z‘f‘l“ZN JHy

ol K est une constante que nous n'expliciterons pas, et ou doyy, désigne la mesure de Lebesgue sur dHy.
Cy, comme opérateur sur H* (By) et Cy, comme opérateur sur %> (Hy) sont unitairement semblables,

si bien qu'ils partagent certaines propriétés, notamment le spectre (et les propriétés de dynamiques que nous

verrons dans la partie suivante). Nous pouvons maintenant donner la démonstration du théoréme IL.1.3.

IL.3.x  Spectre de Cy quand ¢ n’agit pas comme un automorphisme sur I'intersection d’une
droite complexe avec la boule

Dans ce paragraphe, nous allons décrire le spectre de Cy quand & = 0, c’est-a-dire quand la forme
normale de ¢ est de la forme Yy (z,w) = (Az+ b, Du,Av+ ) avec Sm (b) > 0. On vérifie que ceci correspond
bien au cas ou la premiere coordonnée de W, restreinte a Ce; n'agit pas comme un automorphisme du
demi-plan supérieur.

Théoréme I1.3.2. Avec les notations et sous les hypothéses précédentes, & (C¢) =D (0, AN/ 2).

Nous allons donner deux démonstrations de ce théoréme. La premiére, clairement la plus efficace, s’avere
suffisamment simple et générale pour étre exploitée a profit, méme quand 3m (b) = 0 (cf. paragraphe sui-
vant) ; la deuxieéme a l'intérét, en plus d’étre alternative (en fait elle n'est seulement que partiellement al-
ternative, comme nous allons le voir!) d’étre une adaptation de celle utilisée par C. Cowen pour décrire le
spectre de Cy quand ¢ est un automorphisme de By dans [11].

II.3.r.1  Premiére démonstration du théoréme I1.3.2

Premiére démonstration du théoreme IL3.2. Nous savons déja par le théoréme I1.3.1 que 6 (Cy) est contenu
dans le disque fermé D (0,A"/ ?). 11 suffit donc de montrer que tout €lément de D (0,A" / 2)\{0} est une
valeur propre de Cy. Pour s € C, définissons

b S
Fy(z,u,v) = <Z+A—l> .

32 STéPHANE CHARPENTIER




II3. SPECTRE DES OPERATEURS DE COMPOSITION HYPERBOLIQUES

Il est clair que Fyo W = A°F}, et 'on s'intéresse alors aux valeurs de s pour lesquelles Fy appartient a 72 (Hy).
Or, sion pose it =b/ (A —1) avect > 0, on obtient

\s |2
HFS‘Z_/ ’(Z'i_lt)‘ d
d

G e
Hy ‘Z+i|2N JHy ~ /¢9HN ‘Z—i—i‘z(N_ERe(S))

et cette derniére intégrale converge si et seulement si Re(s) < N /2. Ainsi, tout complexe A° tel que Re(s) <
N /2 est une valeur propre de Cy, ce qui termine cette démonstration du théoréme. O

dGaHN

II.3.1.2 Deuxi¢éme démonstration du théoréme I1.3.2

Nous allons d’abord rappeler le résultat sur le spectre de C sur H? (D) donné par C. C. Cowen dans [11]
en en proposant, dans un souci d’exhaustivité, une démonstration différente de celle de [11]. Notre résultat
sera également plus précis parce qu’il décrira précisément le spectre ponctuel. Seul le premier point de la
proposition suivante nous sera utile pour la deuxiéme démonstration du théoreme II.3.2.

Proposition 11.3.3. Soiz ¢ une homographie hyperbolique deD de coefficient de dilatation o. Le spectre & (C¢.)
de Cy sur H* (D) est donné par

1. 0(Cp) ={z€C, Iz < 0671/2} si ¢ n'est pas un automorphisme

2. 0(Cy) ={z€C, a'? < 2| < aV?} 5i ¢ est un automorphisme.

o

——
De plus, Yueo (C(p), U est une valeur propre de Cy.

Démonstration. La démonstration du premier point est identique 2 celle proposée dans la premiére démons-
tration du théoréme I1.3.2 dans le cas précis du disque. Néanmoins, les points (1) et (2) se démontrent en
méme temps. Rappelons qu'une homographie hyperbolique ¢ du disque est conjuguée & une homographie
v du demi-plan P, qui peut s’écrire, 2 automorphismes pres, z+— Az+b avec A > 1 et Re (b) > 0. Il suffit
de trouver 6 (Cy ). En posant, comme dans la premiére preuve,

F(z) = <z+ll’_1>s

Re(b)\2  /Sm(b)\?\’
<<x+ 1—1) +</1—1
1l 2,y = K/R o dx.

Quand 3m (b) # 0, cette derniére intégrale est finie si et seulement si Re (s) < 1/2, tandis qu’elle est finie
si et seulement si —1/2 < Re(s) < 1/2, quand Im (b) = 0. On retrouve bien le point (1) comme dans la
premiére démonstration, et le point (2) s'obtient en procédant de méme avec Y~ ! et en remarquant que

— -1
Cy1 =Gy O

pour s € R,ona Fyoy = A°F et

Nous passons maintenant a la deuxieme démonstration du théoréme II.3.2. Elle est réellement moins bonne
que celle proposée dans le paragraphe précédent, car elle est basée de toute fagon sur celle-ci, dans le cas
particulier (plus simple...) du disque. Elle repose ensuite sur un principe de subordination qui permet de
relier des propriétés (leur norme par exemple) de fonctions dans des espaces de Hardy de By a des propriétés
sur des « restrictions » a des sous-espaces de C?, 1 < d < N, de ces mémes fonctions dans des espaces de
Bergman a poids de la boule B;. On rappelle la définition des espaces de Bergman 2 poids :

Définition I1.3.4. Soient ¥ > —1 et 1 < p < 0. Llespace de Bergman A} (By) a poids d’ordre ¥ est
I'espace des fonctions holomorphes dans la boule qui appartiennent a I'espace L} (By), défini par

Y
L?(BN):{f:IB%N—»CLebesgue mesurable; |[f]]47 := ||f||§77,:/B |f(Z)]p(1—|Z\2) dv(Z)<oo},
N
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ol dv est la mesure de Lebesgue sur la boule. Autrement dit,

A} (By) =H (By)NLY (By).

I1 est bien connu que (A‘; (By), ||.||A¢) est un espace de Banach. Dans le cas du disque (N = 1), on

écrira directement en coordonnées polaires :

ot i |7 2\Y
P i
115, = [ [l () (=) i <o
0 0
Le résultat suivant précise ce principe de subordination :

Lemme I1.3.5 ([21], Paragraphe 1.4.4, Page 14). Soiz f une fonction holomorphe sur By ; on définit f,, la
Jfonction définie sur D par fo, (A) = f (Aer). Si f ne dépend que de la premiére coordonnée zy, alors

1 ler@y) = C I ferllaz, o)
oit la constante C ne dépend que de N et de p.

La proposition suivante renseigne sur le spectre d'un opérateur de composition de type hyperbolique
sur un espace de Bergman a poids du disque, connaissant le spectre de celui-ci sur H? (D) (cf. proposition

11.3.3).

Proposition 11.3.6. Soiz ¢ une homographie hyperbolique sur D qui n'est pas un automorphisme (dont le point
de Denjoy-Wolffest 1), et soit 'y > 0. Tout point du disque D (0, OC_(V"'Z)/Z) est une valeur propre de Cy surA%, (D).

Démonstration. On pose B = (y+2) ' ety eD (0,a="2/2). Comme ‘[.Lﬁ} < a~ /2, d’apres la proposi-
tion I1.3.3, uP est une valeur propre (ponctuelle) de Cy sur H? (D). Soit donc f € H? (D) un vecteur propre
de Cy associé A cette valeur propre pb ; il vient

frPo@=(fog)" = pPr2frez = v,

et donc f7+2 est solution de I'équation de Schréder fo @ = pf. Posons alors g = f¥*2. Il reste a vérifier que
gec A%, (D). Or, d’apres le théoreme de Hardy-Littlewood (cf. [14, Théoréme 5.11]),

1
2
lgl2, < 2 / (1= )" M2 (r)dr

0
1 1 2 ) 2
= x// (l—r)y‘g<re’9>‘ drd®
0 JO
< oo,

olt M, est la moyenne de g sur le cercle de rayon r. O
On passe 4 la deuxieme démonstration du théoréme II.3.2 proprement dite.

Deuxiéme démonstration du théoréme I1.3.2. On rappelle que ¢ est une homographie hyperbolique dont I’ho-
mographie hyperbolique conjuguée dans Hy peut s’écrire sous la forme y (z,u,v) = (Az+b,Du,Av+c),
avec, en l'occurrence, 3m (b) > 0. On définit la fonction y,, : z— Az+ b qui est une homographie hyper-
bolique du demi-plan P ; via la premiere coordonnée de la transformation de Cayley (qui ne dépend que de
z) et a automorphismes pres, Y, est conjuguée a I'application ¢, : z € D +—— @ (ze;), ol @; est la premiére
coordonnée de ¢. De fait, ¢, est une homographie hyperbolique dans I, qui n’est pas un automorphisme,
et de coefficient de dilatation o. On fixe u € {z, |z| < 06_1/2} et Y = N — 2. D’aprées la proposition 1I.3.6,
il existe une fonction F dans Ajz, (D) qui est un vecteur propre de Cy,, comme opérateur agissant sur cet
espace, associé a la valeur propre . On définit alors la fonction f définie par f(z,w) = F (z), pour tout
(z,w) € C x CN~1. D'une part, f € H* (By) d’aprés le lemme I1.3.5, et d’autre part on a

foo(z,w)=Fo¢, (z) =uUF(z) = uf(z,w) pour tout (z,w) € By,

ce qui montre que tout point du disque {z, |z| < o !/ 2} est valeur propre (ponctuelle) de Cy sur H* (By).
On conclut en appliquant le théoréme I1.3.1. O
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IL.3.2  Spectre de Cy quand ¢ agit comme un automorphisme sur I'intersection d’une droite
complexe avec la boule - Introduction

On est maintenant dans la situation ol la forme normale de ¢ est donnée par y (z,w) = (Az,Du,Av).
Dans ce cas, la démonstration du paragraphe précédent (la premiere pour fixer les idées) ne permet pas de
décrire le spectre totalement, car les fonctions Fj (z,u,v) = z°, qui vérifient toujours Fy o Y = A*F, appar-
tiennent 2 72 (Hy) si et seulement si —N /2 < Re(s) < N/2, ce qui montre seulement que la couronne
{A7N/2 < Re(s) < AN/2} est contenue dans 6, (Cy). Ceci reste suffisant pour déterminer le spectre de Cy
quand ¢ est un automorphisme de By (car on peut considérer Co1 = Cal). Si ¢ nest pas un automorphisme,
la démonstration précédente donne uniquement la premiere couronne apparaissant dans le théoreme II.1.3.
Pour obtenir le reste du spectre, nous allons décomposer % (Hy) en somme de sous-espaces bien adaptés.

Pour o € N* (ici s = N — 1 — py), on note %, I'ensemble de toutes les fonctions F de % (Hy) qui
peuvent s'écrire F (z,u,v) = Fg (z,u)v%, ot v* désigne le produit [T, v ; il est clair que 7% (Hy) =
By On ordonne N* par < de la fagon suivante :

o <[B]
o < B ssi ¢ ou
|ot| = |B] etil existe j tel que o) = By, ..., aj—1 = Bj_1 et a; < B;.

Alors, pour F € 74, Cy (F) = Fy (Az,Du) (Av)®, et par linéarité et du fait que A est supposée triangulaire
supérieure, il vient

1
C¢ (F) S @ e%%
BeN*
B=a

Si maintenant, pour n € N, on définit

1
= P Ha,
acN*
|a>n

alors Cy est triangulaire supérieur suivant la décomposition

L L
2
A2 (Hy) = P HaD o,
aeN’
la|<n
en respectant Uordre < sur N*, et est diagonal si A est elle-méme diagonale. Soit enfin Ty, le bloc diagonal
de Cy correspondant au sous-espace . Ty est aussi clairement le bloc diagonal correspondant & 75 de
l'opérateur de composition, plus simple, associé a 'application § définie par

W (z,u,v) = (Az,Du,Av),

ol A est la matrice diagonale constituée des valeurs propres de A. Le fait que { envoie bien Hy dans lui-
méme provient de l'inégalité ||A|| < ||A|| et de la définition de Hy lui-méme.

On va avoir a utiliser un résultat concernant le spectre d’'un opérateur triangulaire ou diagonal sur une
somme finie de sous-espaces d’un espace vectoriel donné (cf. par exemple [2, Lemma 5.3]) :

Lemme IL.3.7. Soit X un espace de ‘Banach qui se décompose en somme finie de sous-espaces X = X1 © Xp @
. ®X,. Soit également T € L (X) tel que sa matrice dans la décomposition précédente de X soit triangulaire
supérieure, de blocs diagonaux T ;. Alors 6 (T) C UL 0 (T;;), et il y a égalité si la matrice de T est diagonale.

La démonstration de ce lemme est exactement celle de [2, Lemma 5.3] et ne pose pas de difficultés.
Ainsi, grice 4 la décomposition de 7 (Hy), et en utilisant le lemme précédent, on obtient directement
le résultat suivant :
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Lemme I1.3.8. Awec les notations précédentes, on a :

).

o (Cy) € U o(Ta)uD (0.][Cp )
aeN’
lo|<n

Etant donné le lemme II.3.8, notre stratégie est maintenant assez claire :

Etape 1. Montrer que ||Cy; || tend vers zéro quand n tend vers o, ce qui donnera, d’aprés le lemme ci-
dessus,

o (Cy) C |J o(T)u{0}.

aeNs

Etape 2. En utilisant Popérateur Cy, qui est diagonal, de blocs diagonaux égaux aux Ty, montrer que

0(Ty) CLzeC,A N2 ; (“Li'>ai§ < AN/2 ; <W>ai ,
e {‘7’ Ovz) =E=*"1{x

ou Ui, ..., U sont les valeurs propres de A, écrites en comptant leur multiplicité.

Etape 3. Pour tout o € N* et pour tout z € C tel que

AT (‘ﬂ) " i< AT (”’) “
i=1 \/I i=1 \//T’ 7

exhiber un vecteur propre de Cy correspondant a la valeur propre z.

A la fin de ces trois étapes, nous pouvons préciser I'énoncé du théoréme II.1.3 de la fagon suivante :

Théoreme 11.3.9. Soiz ¢ € LFM (By) hyperbolique telle que €5 = 1, et soit W (z,w) = (Az,Du,Av) une
forme normale de ¢. Sotent également Wy, . .., U les valeurs propres de A. On a

_ N2 N M & N2 s M o
o (Cy) agw{zec,k q<\/1> <7 <A H(\/I) }u{o}.

On proceéde maintenant a la démonstration détaillée de ce théoréme.

IL.3.3 Spectre de Cy quand ¢ agit comme un automorphisme sur I'intersection d’une droite

complexe avec By - Etape 1
Comme nous 'avons déja dit, notre objectif est ici de démontrer le lemme suivant :
Lemme I1.3.10. Avec les notations et sous les hypothéses précédentes,

—0.

n—oo

HCWI%

Démonstration. Soit A = ULV la décomposition en valeurs singuliéres de A; U et V sont deux matrices
unitaires et X est la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont les racines carrées de la matrice AA™* :

ml . 0
Y = Do avec en particulier || € {O, \/I> .
0 o il
On factorise alors Cy en Cy = Cr, 0 Cy; 0 Cr, = Cryoyror, OU

7 (zw) — (zu,Vv)
v (z,w) —  (Az,Du,Xv) .
T (Z7W) = (Z,M,UV)
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——0

n—oo

Comme 7 et 7 sont des automorphismes de Hyy qui laissent invariants a la fois ./, et KL HCWL %,
deés que
[Cpstal| = O

n—oo

On introduit Wy (z,u,v) = ()Lz,Du, \/IV) ; Yo est un automorphisme de Hy, donc Cy, est inversible sur
2 (Hy). Pour F € #y, F (z,u,v) = Fg (z,u) v%, on a paralléelement

Co(F) = Fo(Az,Du)VZ“he

Cys (F) = Fo(Az,Du) (HIMI“") ve,
i=1

ce qui donne
Cll/zlffn = 'Qfocllfov

o
ol o7 est 'opérateur diagonal sur %, = 69‘1642”% de bloc diagonal correspondant a .7 égal a [];_, ( ] ) I.

Par conséquent

[Cysiall < 11 [|Cyo |-
En outre,
SO\ ® max << ] "
||«7| = max ( ) <| —= ,
ﬁ@;,ﬂ VA VA

et finalement

max;<i<s [t )"
Cul < el (=) o

puisque || < VA pour tout . O

II.3.4 Spectre de Cy quand ¢ agit comme un automorphisme sur l'intersection d’une droite
3-4 Op ¢ q g P

complexe avec By - Etape 2

La proposition suivante donne une majoration du spectre de Ty, :

Proposition 11.3.11. < Avec les notations et sous les hypothéses précédentes,

‘Démonstration. Soit Py la projection orthogonale sur 7#5. Comme Ty, = Cy o Py, il s’agit de montrer que

s . o s . o;
6 (Cylom) CL2€C, AN <“|> <zl <aM? <|“|> :
( W‘%) { IIJ \/I ’ | IIJ \/I

ol on rappelle que ¥ (z,u,v) = ()Lz,Du,A~v) avec
u ... 0
A=
0 ... U

Comme dans le paragraphe précédent, on introduit I'automorphisme de 7#2 (Hy) défini par vy (z,u,v) =

(lZ,Du, \/IV) On sait (cf. [19] ou paragraphe II.3.1.2 ci-dessus) que

o (Cy) = {z€ A2 <z a2},
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Par suite, comme 7 et ;- sont laissés stable par Cy,
c (C%%> C o (Cy) = {z €C,A™N2< g < 7LN/2}.
En outre, pour F € 4y, F (z,u,v) = Fy (z,u)v*, on a
Co(F) = Fu(Az,Du) VA “®

Cy(F) = Fu(Az,Du) (_Ijuf“) Ve,

o
[T &

] C‘VOW& . Ainsi

si bien que Cy\z, =

o(na) = Lo (O

c zeC A VO] (W> " d < AV <|“|> "l
i=1 \/I i=1 \/I
O

En réalité, I'inclusion obtenue dans la proposition précédente est une égalité ; 'inclusion inverse est 'objet

du paragraphe suivant.

IL.3.5 Spectre de Cy quand ¢ agit comme un automorphisme sur l'intersection d’'une droite

complexe avec By - Etape 3

La proposition suivante acheéve la démonstration du théoréme I1.3.9 :

Proposition 11.3.12. Awvec les notations et sous les hypothéses précédentes,

s . o s . Q;
o) (Cw%oa) D {Z eC, ﬂ,fN/zAI:! <|\5L;T|,> <lz] < ZN/ZI:! (L‘;L%) } pour tout o € N°.

En particulier, on a

5, (Cy) > U {z €C, AN/zilj (‘\‘/‘I) "< |z < AN/ZH (‘5%’) a’} :

aeN$

Démonstration. On fixe o € N°. Pour t + il € C, soit la fonction holomorphe F définie sur Hy, par F :

(z,u,v) — ZH5(0)% avee ¥ = (v(1),...,v(s)) ot, pour 1 <i<s, v(i) € (C*)" est le vecteur propre de la
transposée AT de A associé a la valeur propre f;; 7* désigne le produit #* = [T_, v(i)%. Remarquons que
CA (\7) = 7oA

38 STéPHANE CHARPENTIER



II3. SPECTRE DES OPERATEURS DE COMPOSITION HYPERBOLIQUES

F) _ )LtJril (H‘uiai> F
i=1

On s'intéresse maintenant aux valeurs de ¢ + i/ pour lesquelles la fonction F est dans 7 (Hy). En écrivant
v(i) (v) =ai1vi+- - +ajsvs et en développant le produit v* (v) =T, v(i)% (v), il apparait que cela revient
a trouver les valeurs de ¢ + il pour lesquelles la fonction z' /v® appartient a 7 (Hy). Admettons un instant

que ceci est vrai si et seulement si =¥ — % <t<f- |%|. Alors, quand ¢ varie dans cet intervalle, et quand

[ varie dans R, Al décrit la couronne
;L—N/Z AN/Q
Tz <l <3En

ce qui donne bien la proposition. Etudions donc ||z +v¥|| A (Hy)

de sorte que

i [ e,
[Ent H%’Z(HN) ~ Jom 2+ iy Oy

x+||uv>u) vl
// < 1+H(u v)ll )2>Nddd’

ol on a posé z = x+1i||(u,v) |* dans la derniére intégrale. On integre alors en coordonnées polaires dans
l'intégrale dépendant de (u,v) dans C¥~!, et on pose

(u,v) =r(&1+i&2,....En—s1 +ibln—s2,En—si11 +iEN—st12,---,En 1 +iN2)

avec r € R+ et é = (52,1752,27'--7ngs,laéNfs,Z,6N73+1,17§N7s+1,27--~7€N,1,€N,2) € yz(N_])_]. On écrit

alors . .
H |V,qi = rz‘a‘H\ngm,l +i§Nfs+i,2|2ala
i=1 i=1
=Ca(§)
et il vient
1F |2y =

too x2+l"4 tr2|06|+2(N—])—]C (5)
// / ( ) N . da?Z(Nfl)fl (é)drdx:
RJO FN-1)-1 x2+(1+r2)2)

e (2 +r) " 2lal+2(N—-1)-1
// / Ctx(é)dayz(,v,l)fl (&) drdx.
+(1+7r2) ) FaN-1)-1

Comme % y_1)_1 est bornée et comme Cg est minorée par une constante strictement positive et ma-
2(N—1)—1 p P

jorée sur #(y_1)_1, en utilisant le changement de variable r — r?, on déduit de ce qui précede que F est

dans 772 (Hy) si et seulement si

oot (P r?) r“”HN—2
,aN—/ / drdx < +oo.
(147r) )

Pour conclure, on fait appel au lemme suivant :
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Lemme IL.3.13. Soiente, f,g € R. Lintégrale

1 1
/ / xy/ (x2 +y2)gdxdy
0 JO
est finie si et seulement si e+ f +2g > —2.

Démonstration. 1l s’agit d'un calcul direct

1,
/ / xy/ (x2+y2)gdxdy <
0 JO
{ parle changement de variable y — y/*!
1 1 5 PRV
/ xe/ (x +yf+1) dydx < oo
0 0
T
: e+2 : y ﬁ ¢
+28
/Ox /0 <1+<fo+1) ) dydx <
{ changement de variable y — ﬁ

1 1
/ xeT/ 2t / (1+y)¢dydx < oo
0 0

[o0)

(o]

ce qui est équivalent a e+ f +2g+ 1 > —1, comme attendu. O

On revient a 'étude de l'intégrabilité de I; o n. Sur le compact [0, 1] x [0, 1], il suffit d’étudier I'intégrabilité de

(r,x) = =2 (2 4 12)") puisque <x2 +(1+ r)z) est plus grand que 1. En vertu du lemme précédent,
(04

I'intégrabilité de cette fonction sur [0, 1] x [0, 1] est équivalente a la condition 7 > —— — u

2 2
Sur [1,4o0] X [1,4-00], on est ramené a étudier I'intégrabilité de

(r,x) — PNl =2 (x2 —|—r2)t_N.

. 1 N
Par les changements de variable x — — et r —— —, on se retrouve dans la situation du lemme II.3.13 pour
x r
la fonction

(x,7) — N—la| =21, —21+2N -2 (x2 + rz)f*N.

) - ) N o . o . )
Un calcul simple assure que ; o v est finie si et seulement si t < 7~ |2|, ce qui fournit l'autre inégalité
attendue.
Sur [0,1] x [1,400] et [1,4o0] X [0, 1], on obtient sans difficultés des conditions moins restrictives que
N laf
< ———. J
2 2

Les deux exemples suivants vont illustrer le théoréme II.3.9, et mettre en évidence que deux opérateurs de
composition hyperboliques ayant le méme spectre peuvent avoir des signatures totalement différentes; de
méme, deux opérateurs de composition hyperboliques peuvent avoir des spectres en apparence différents, et
avoir une signature semblable (pas identique bien entendu!)

Exemple I1.3.14. Soient y;(z,w) = (4z,w) et Y2(z,w) = (4z,w/10) deux homographies hyperboliques
agissant sur Hy. Une application du théoréme I1.3.9 donne

o (Cy)=J {i <;) <l|z| <4 <;>n}u{0} = J G, u{0}.

n>0 n>0
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Les couronnes C, et C,| s’intersectent, et le spectre de Cy, n’a donc pas I'apparence d’une réunion de
couronnes : il s'agit du disque D (0,4). Ce phénoméne ne se produit pas pour Cy,, car dans ce cas, les
couronnes sont disjointes. On remarque pourtant que leurs signatures sont semblables : le paramétre €y est
égal a 1 dans les deux cas.

Ainsi, méme quand ¢ agit comme un automorphisme sur l'intersection d’une droite complexe avec la
boule, son spectre peut étre un disque. Néanmoins, il convient davantage, pour de telles homographies, de
voir le spectre de 'opérateur de composition associé comme une réunion de couronnes. Cette observation
s'avére en effet cruciale pour I'étude de la dynamique de ces opérateurs de composition. D’ailleurs, ce sont
ces propriétés de dynamique qui vont achever d’exploiter la signature d'une homographie hyperbolique, en
faisant la distinction entre deux opérateurs de composition hyperboliques qui partagent le méme spectre,
mais qui possédent des signatures fondamentalement diftérentes.

En ce sens, la connaissance de la signature sera plus ou moins équivalente a la connaissance du spectre
et des propriétés de dynamique de 'opérateur de composition.

II.4 DYNAMIQUE DES OPERATEURS DE COMPOSITION HYPERBOLIQUES

II.4.x Introduction

/étude de la dynamique est un aspect important de la théorie des opérateurs de composition (cf. par
exemple les livres [7], [16]). Dans le cas des homographies de la boule, un certain nombre de résultats partiels
ont été obtenus (dans [10] pour les automorphismes de By, dans [17] pour un cas particulier d’applications
hyperboliques) et une étude compléte dans le cadre des homographies paraboliques a été faite dans [2]".
Notre intention dans cette partie est d’étudier completement le cas hyperbolique et de clore ainsi le sujet
de la dynamique des opérateurs de composition associés a des homographies, au moins sur I'espace de
Hardy H? (By). Le résultat que nous démontrerons est plus précis que le théoréme IL.1.5 annoncé dans
I'introduction. Pour ’énoncer, nous avons besoin de la définition suivante :

Définition I1.4.1. Soit X un espace de Banach séparable et soit T € £ (X). T est dit chaotique si T est
hypercyclique et posséde un ensemble dense de points périodiques.

Un point x € X est périodique pour T s'il existe k > 1 tel que T* (x) = x. En observant que

ker (Tk—I) = @ker(T—zI),

zel"k

ou Iy est I'ensemble des racines k™€ de l'unité, il est facile de vérifier que T est chaotique si et seulement
T est hypercyclique et

vect (ker (T—2z),z€ ezm@)

est dense dans X (cf. [3, définition 6.5 et remarque 6.7]). On renvoie au paragraphe 6.2 de [3] pour une étude
de la chaoticité des opérateurs.

Voici I'énoncé complet du résultat principal de cette partie ; on observera que les propriétés de dynamique
de Cy sont uniquement déterminées par la signature de ¢.

Théoréeme I1.4.2. Soiz ¢ € LEM (By) une homographie hyperbolique injective.
1. Sipy =N —1, alors
(a) WCy est chaotique quand €y = 1 et | appartient i la couronne (A N2 < |u| < lN/z};

"Un résultat pour les homographies hyperboliques a été annoncé dans [5]. Malheureusement, leur démonstration contient une
erreur et le résultat lui-méme n'est pas correct.
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(6) WUCy est chaotique quand €y = 0 et [t appartient i C\D (0,A~N/2).
&En particulier, Cy est chaotique.
2. Sipy <N —1, alors
(a) Cy nest jamais hypercyclique ;
(b) Cy est supercyclique si et seulement si €y = 0;
(c) Cy est toujours cyclique.

On démontre d’abord la partie (1). Pour cela, on ne va pas montrer directement que vect (ker (T —z), z € €2™Q)
est dense, mais on va appliquer une méthode indirecte basée sur le critére de chaoticité suivant (cf. [3, Theo-
rem 6.10]).

Théoréme I1.4.3 (Critere de chaoticité). Soiz X un espace de ‘Banach complexe séparable et soit T € £ (X).
Supposons qu’il existe un ensemble dense P C X et une suite d’applications Sy : 9D — D telles que

1. Y. T"(x) et Y. Su(x) sont inconditionnellement convergentes, pour tout x € 9 ;
2. TS, =1 sur D pour tout n.
Alors T est chaotique.

Ce critere de chaoticité est un rafinement du critere d’hypercyclicité déja évoqué au chapitre 1, et a été

établi par A. Bonilla et K. Grosse-Erdmann dans [6] en utilisant des idées de M. Taniguchi [24].

La partie la plus difficile du théoréme II.4.2 est la démonstration de (2)(b). L'outil de base sera le «outer
supercyclicity criterion », essentiellement da a H. N. Salas ([22]), et donné par N. Feldman, V. Miller et T.
Miller dans [15, Théoréme s5.1] :

Théoréme II.4.4 (« Outer supercyclicity criterion »). Soit X un espace de ‘Banach et soit T € £ (X). On
suppose qu'il existe un sous-espace vectoriel dense Y C X et que, pour touty €Y, 1l existe un sous-espace vectoriel
dense Xy, C X tel que :

1. il existe des fonctions S, 1Y — X telles que T"S,y =y pour touty €Y, et
2. pour touty € Y et pour tout x € Xy, ||T"x|| - [|Sny|| — O quandn — oo;
Alors T est supercyclique.

La principale difficulté consiste a exhiber les sous-espaces Y et X, et c’est, d'une fagon surprenante, a ce
niveau-1a que les résultats du point (1) du théoreme II.4.2 vont étre d’'un grand secours. Effectivement, par
notre méthode, nous obtenons a posteriori que, avec les notations et sous les hypotheéses du (1)(b) du théoréme
II.4.2, le sous-espace vect (ker (/.LC¢ —A), A€ ez’”@) est dense dans X. Or, il s’avere que les vecteurs de ce

sous-espace ont par ailleurs un bon comportement sous I'action de Cyp, et ce méme si ¢ ne satisfait quaux
hypotheses de la partie (2)(b). Ceci permettra de construire ¥ et Xj.

Enfin, le résultat concernant la cyclicité sera une conséquence du théoréme suivant (cf [2, Corollaire

6.3]) :

Théoreme Il.4.5. Soit T € L (X) tel que, pour tout & € C, Upe », ker P (T) est dense dans X, oir Py =
{PeClz], P(1) #0}. Alors T est cyclique.
II.4.2 Démonstration de la chaoticité

Dans ce paragraphe, nous démontrons la premiére partie du théoreme II.4.2 et en déduisons ensuite des
résultats qui s’avereront utiles pour la partie sur la supercyclicité. On commence par un lemme technique.

Lemme I1.4.6. Soiza € R.. On a les estimations suivantes :

do 1 do
:/ JH 2N5N€f/ oy TN S
(z,w)e N|Z+l\ (z,w)e N\Z—H‘

lz|>a lz|<a
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Démonstration. La démonstration consiste en un calcul direct. En passant d’abord en coordonnées polaires

2

. . . _ u .
dans [ et en faisant les changements de variable successifs y = 12, u =y~ etv = a1 on obtient

+oo ’,,2N73
I < / / ———ydrdx
max (a— 1/2 X2—|-F‘4>
oo W2
< / / ———ydydx
max (0 x2+y )
—+o0
: / / ) . w7
0 m - u -
o <l+<xN1) >
—+oo
o A —
max a A N—1 xN+1 (1+v2/(N l))

On découpe la derniére intégrale en deux parties. La premiere, pour x > a/2, s'écrit

Fee dv T dx Fee dv 1
yax = N+1 NS N
AN (1 42/ (V- 1)) a2 X 0 (14v2/0-D) a

oo 1 1
/ ———dx<min( 1, —— |,
c (1 —|—x°‘)ﬁ cp-1

la deuxiéme partie, sur le segment 0 < x < a/2, s’écrit

a/2 dv aj2 x(%fl)(Nfl)
/ / N-1 Ndx ~ / N d.x
ar) xN+1 _|_v2/(N71)) 0 N+ (a_x)(ﬁfl)(Nfl)

a/2
< / dx
0 (a X>N+1

S

En utilisant

A

La démonstration de l'autre estimation est plus simple et repose sur un argument de volume : on vérifie
facilement que les conditions (z,w) € dHy et |z| < a imposent 2 (z,w) d’étre dans le produit D (0,a) x
By_1(0,y/a), ot D(0,a) est le disque de centre O et de rayon a, et ot By_1 (0,+/a) est la boule de C¥~! de

centre 0 et de rayon /a. De plus, (z,w) — est bornée pour (z,w) € dHy et |z| < a. Il vient donc

2+
do D(0,a) x By_; (0,+/a
(ZWGaHN‘Z+l| v( (0,a) x N—l( ’ a))
|z|<a
< a,
ol v désigne la mesure de volume (de Lebesgue) dans CV. O

On se place maintenant sous les hypothéses de la partie (1) du théoréme II.4.2, et on se donne une homo-
graphie ¢ dont la forme normale peut s’écrire sous la forme

w(z,w) = (Az+b,Dw),

avec 7'/2D unitaire, 0 < 3m(b) < A — 1. On étudie la chaoticité de uCy agissant sur 72 (Hy). Lidée
principale de la démonstration, inspirée de celle du théoréme 6.13 dans [3], est que ¥ induit un automor-
phisme sur son domaine caractéristique (on rappelle qu'on suppose Y injective; cf. paragraphe II.2.3), qui
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contient un point attractif pour ¥, le point o, et un point attractif pour Y~ ! qui, 2 automorphismes prés,

X . f . . R .
peut étre choisi de la forme (z9,0). En choisissant pour Z un ensemble de fonctions (de polyndmes...) qui
s'annulent a la fois en oo et en (z9,0"), on va pouvoir appliquer le théoreme II.4.3.

On entre maintenant dans les détails. Soient ¢ = 1 et f = (20 —i)/(z0+1) avec zo = —b/(A — 1). Notons
que B ¢ D puisque Sm (b) > 0. Pour k > 0, on définit le sous-espace %y de H? (By) comme suit :

Do = { (2= @) (= B) Q(z,w), © polynome en (z,w) € Cx V' |

Puisque o, B ¢ I, en utilisant le développement en série des fonctions de H? (By) et les propriétés hilber-
tiennes de cet espace, il est facile de voir que %y est dense dans H? (By) (les idées du lemme 1.48 de [3]
s'adaptent aisément a ce contexte). Par souci d’exhaustivité, on donne les détails dans le lemme plus général
suivant :

Lemme IL.4.7. Soient oy,...0q € C\D. Soit également k € N. alors le sous-espace
E = {(Z— o). (z— ) 0(zw), Q polynéme en (z,w) € C x (CNfl}

de H* (By) est dense dans H? (By).

Démonstration. On fait la démonstration d’abord pour / = 1. On pose

n—1 i
Ry, = % (;) (1 — <Of1> )) ; (IT.4.1)

clairement, R]f’n € Eyx; de plus, comme (z,w) — Prwh et (z,w) — 2" w? sont orthogonales dans
H? (By) pour B = (B1,B') # v= (n1,7) dans N x NV~ il vient :

2

Uy (Z)i ! NZ'
i \%1 H2 ~ =0 |O£1
n
S e log | > 1
— 0.
n—oo

On obtient donc, d’aprés (II.4.1), que R; , —— 1. On écrit maintenant
n—oo

R, —1=(Rin— <ZR )

En utilisant le fait que |ot| > 1, on majore sans difficulté |R; , (z)| par 2, pour tout z € D, ce qui donne

B3, <2 |[Riy =1 ——0.

_1HH2

On en déduit donc que Rk P —— P dans H? (By) pour tout polynéme P, ce qui assure que E| ; est dense,
o ;

pour la norme de H? (IBN), dans 1 ensemble des polynémes, lui-méme dense dans H? (By).

Pour le cas général, i.e. pour [ quelconque, il suffit de considérer Hélelj‘m € Ejy, ou R;, est défini
comme dans (II.4.1), en remplagant ; par & dans le R}, correspondant, et de suivre la démarche ci-dessus,
en remarquant que [T} - le —— 1 dans H? (By). O

n—oo

On revient maintenant & la démonstration de la chaoticité. Si on note % I'espace analogue & % dans le
demi-espace,
= {POO’JI,PE @(),k}v
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ou o, : By — Hy est la transformation de Cayley, Z reste dense dans .77’ 2 (Hy) et il suffit de trouver des
indices k (suffisamment grands...) tels que les points (1) et (2) du théoréme II.4.3 soient vérifiés par T = uCy,
et pour un opérateur S convenable.

On a besoin d’un autre lemme.

Lemme 11.4.8. §oit Q le domaine caractéristique de . Alors 6,1 (Q) est borné.

Démonstration. On rappelle (cf. théoreme II.2.5) que
Sm(b
Q= {(z,w) eC,3m(z) > |lw|* - ;1_(1)}

et que

o (z,w) = (Zi 2w >

i’z +i

D’une part, (z,w) — (z—1i)/(z+1i) est bornée sur Q, puisque

2—i|> Re(2)*+(Sm(z)—1)

z+il  Re(z)*+(3m(z)+1)°
« S (b
Sm(z)+1>1- )Lm( 1) > 0. (I1.4.2)

Notons que c’est la premiére fois que nous utilisons la condition 3m (b) € (0,4 — 1) (cf.paragraphe I1.2.2).
D’autre part, (z,w) — 2w/(z+1) est également bornée sur Q puisque

2w P 2jwl|* _ 23m(z)
il Rex)*+SBm(x)+1)* ~ Re(x)*+ (Sm(z) +1)
et on conclut en faisant encore appel a (I.4.2). O

Le lemme précédent a la conséquence intéressante suivante. Soit R € Zk. Il existe un polynome Q (z,w) tel
que

R(zw) = [(a— @) a—B) 0 (zw)] 007 "

Grice au lemme 11.4.8, il existe M, C; C; € R tels que Q, (z— Ot)k et (z— ﬁ)k sont bornés, respectivement
par M, C; et C sur 6, ' (Q). Ainsi, pour tout (z,w) € Q, R(z,w) est bien défini et on a les estimations
suivantes :

. k
z—1 C
R(z,w)] < OM|=— -1 <—— (I1.4.3)
7+ |z+1
. Tk
z—1 z0—1 X
R(z,w)| < CIM|— — | <Clz—20]". I1.4.
Rewl < om0 <clemz (4.4

Soit ¢ = C\D (0,A~N/2) si Sm(b) > 0, et € = {)L_N/z <|ul < )LN/Z} si3m(b) =0.Pourp € ¢,n>1
et R € 9, on définit

—n —n AT -1 -n
= wRow (w).

Cette formule a bien un sens, car pour tout (z,w) € Hy, ¥, ! (z,w) € Q. De plus, (uCy)" oS, = I. Par
conséquent, il reste 2 montrer que la condition (1) du théoréme II.4.3 est vérifiée.
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ETAPE 1- Y ISy (R)]| ;2 < +eo quand k est suffisamment grand et yt € €.
n>0

Soit ¥ € (0,1) tel que |t|* > 2PN, On coupe l'intégrale en deux parties :

A — ?
’R (/l_”z = llb D‘"w)
5 _
”Sn (R)| H? g |.u| (Z,W)G&HN ‘Z—FZ‘ZN dGaHN
‘Z‘Slm’
A —1 :
’R <)y"z—}L ; 17Lb D~ w>
+ |u] (Z|’T)>€,18£HN lz+i2N doyp, -
Z|=Z
D’une part, comme R est borné sur Q, le lemme II.4.6 implique
AT — 2
R l_nZ A«b D_nW ) n
—2n A~ -1 |[.L|
[ (z,w)€dHy dog, S 208 | -
leb\" |Z+l|

D’autre part, 'inégalité (II.4.4) ci-dessus donne

Am—1 2
‘R(?L”z o AbD w)
“"L‘_ dGaH
" eri™ "
2k
< ful " A /u; d
f\./|lLL’ (Z,W)eaHN = A’ 1__ <0 GaHN
|Z|§Aﬂ"
_2 2k
SLLL’ " sz&HNM’ _ZO)‘ dGz?IHIN
|z|<A 0"
-2
™
~ A20(1=0)nk”

Ainsi, Y50 ||k (R) || 2 est convergente dés que || > A™V/2, et dés que k est suffisamment grand.
ETaPE 2- Y | (uCy)" (R) | ,» < +e° quand k est suffisamment grand et u € %
n>0

Pour cette étape, on doit distinguer les cas Sm (b) = 0 et Im (b) > 0. Quand Im (b) > 0 (i.e. £ = 0), on

observe que, pour tout (z,w) € dHy,
AT —1
> > A"

a o AT—1 )
A7+ ;L_lb+l

ce qui donne

2

AT —1
| (e B ors)
ucy)" (R = |u|* / doy
e T .
2n
< (%)
d’apres l'inégalité (I1.4.3) plus haut. Ainsi, pour k assez grand, },~¢ H uCy)" H €St convergente, et

ceci est valable quelque soit la valeur de |u|.
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Quand 3m (b) =0 (i. e. b = 0 d’aprés nos simplifications, cf. paragraphe II.2.2), on procéde comme dans
I'étape 1, en découpant I'intégrale en deux morceaux :

2 2
[Cy B = ™ [ com, IR (A 2 D"w)| doos,
|Z|§l—19n
2 2
P [y, RO D) P,
‘Z‘Zl_ﬂn

ot ¥ € (0, 1) est tel que |i|> < 2PN, Pour la seconde intégrale, on utilise 'inégalité (I1.4.3) vérifiée par R et on
fixe k suffisamment grand, de telle sorte que celle-ci devienne le terme général d’'une série convergente. Pour
la premiére intégrale, on fait appel a la partie (facile) du lemme II.4.6 pour conclure (c’est ici qu'intervient le

fait que |u|*> < AN).

AppLicATION- On termine ce paragraphe en donnant une application du point (1) du théoréme I1.4.2 2 1a
densité de sous-espaces constitués de vecteurs propres. On suppose que 3m (b) > 0 et on définit Yy (z,w) =

(M +b, VA w). Pour r > A~N/2, d’apres ce qui précéde, rCy, est chaotique et donc, par définition,

vect (ker (rCI,,0 — ei9> ,0€ R) est dense dans 772 (Hy). (IT.4.5)

On introduit alors une décomposition de 72 (Hy) légérement différente de celle donnée dans la partie IL.3.
Pour o € N¥~! on note &, 'ensemble des fonctions f dans 7% (Hy) qui peuvent s'écrire sous la forme
f(z,w) = F (z)w%, si bien que # (Hy) se décompose en @y cyv-16%. Chaque &y est stable sous I'action
de Cy, et donc, d’apres (II.4.5),

vect (ker (rCV,0|@@a — eie) ,0¢€ R) est dense dans &.

Par ailleurs, pour f (z,w) = F (z)w%, ona

0 A lel/2,i6
rCy,f=€e"f < F(Az+Db) = fF(z).

On obtient donc le corollaire suivant :

Corollaire I1.4.9. “Pour tout o € NV-1 pour tout r > AN/2 et pour tout b € C avec Im (b) > 0,

r

k—\a\/zeie
Earp=span | F()w* € #*(Hy); I0 €R, F (Az+b) = = F(2)

est dense dans &y,

Si maintenant on considére yp(z) = (lz, \/Iw) , on obtient de la méme fagon le corollaire suivant :

Corollaire I1.4.10. Pour tout o0 € NV~ et pour tout r € (/I*N/z, 7LN/2),

) lf|a|/zei0
Eoro:=span | F ()w* € A~ (Hy); 30 €R, F (Az) = ——F(z)

r

est dense dans &y.
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I1.4.3 Démonstration de la non-hypercyclicité

On suppose que y € LFM (Hy) est hyperbolique et est donnée par
¥ (z,u,v) = (Az+b,Du, Av +¢),

avec dimv > 0; il s’agit de montrer que Cy n’est pas hypercyclique. C’est la partie facile de la démonstration,
elle repose sur le lemme suivant :

Lemme IL.4.11. < Avec les notations de la partie I1.3, il existe n € N tel que, si on note P, la projection ortho-
gonale sur Ky, alors || P o Cy 4 || < 1.

‘Démonstration. La démonstration est, dans ses grandes lignes, la méme que celle du lemme II.3.10. Rappe-
lons que Cy est triangulaire supérieur dans la décomposition 72 (Hy) = DBa|<na © Hy. Soit A = ULV
la décomposition en valeurs singulieres de A. On factorise Cy en Cy = Cr, 0 Cy; 0 Cr, = Cryoyor, OU

Ti(zw) = (u,Vv)
vy (z,w) — (lz—l—b,Du,Zv—l—U‘lc)
T (va) = (Z,M,UV)

Puisque Cy, et Cy, sont des isométries de 7 2 (Hy), et puisquelles laissent invariants %, et J¢, >, il suffit
de montrer que || B, 0 Cyy |, || < 1 pour n suffisamment grand. Soit Yo (z,w) = (Az+b,Du,Xv); clairement,

),
0

Py0Cyy |z = Cyy |z, €t on peut conclure, en procédant comme dans le lemme I1.3.10, car la suite (||Cyy 1%,
tend vers O quand n tend vers I'infini.

On en déduit alors que Cy nest pas hypercyclique. En effet, supposons par I'absurde qu'il T'est et soit
f = fi+ f» un vecteur hypercyclique, avec fi € J#,- et fo € H#,, n > 0. Lensemble {PanV, fi k> 0}

est alors dense dans %, et comme Cy est triangulaire supérieur dans la décomposition %, & %, l'en-

semble { (P,o C.,/)kf 2 k> 0} I'est aussi. Ceci est impossible des que 7 est suffisamment grand, car la suite

((Pn o C.,,)k f2> 0 tend vers zéro.

Il.4.4 Démonstration de la supercyclicité

On suppose maintenant que Y peut s'écrire sous la forme
v (z,u,v) = (Az+b,Du,Av+c)

avec 3m (b) > 0, i.e. & = 0; on veut montrer que Cy, est supercyclique. Pour cela, on va appliquer le « outer
supercyclicity criterion » (cf. théoreme II.4.4) avec Y = @ yepwv-180 5, €t pour un r > A~N/2 fixé. On fait
appel a la partie sur la chaoticité pour dire que Y est dense dans 7#2 (Hy), d’aprés le corollaire II.4.9.

Par linéarité, il suffit de trouver, pour chaque y = F (2) w* € &y 5, tel que F (Az+b) = rrIA /2010 F (7)
et & € NV=1 un sous-espace X, C 72 (Hy) et une suite d’applications (pas nécessairement linéaires ni
continues) (S,), vérifiant les hypothéses du « outer supercyclicity criterion ». L'idée consiste & remarquer
que, si Cy n'est pas inversible sur tout 'espace, il I'est au moins sur un sous-espace de dimension finie
contenant y, ce qui permet de définir une suite (S,y), adéquate, et par suite les applications S, voulues.

A partir de maintenant, nous nous contenterons de I'écriture

Y (zw) = (Az+b,Mw )

D
0 A
dimension finie, défini par

avec M = [ } triangulaire supérieure. Soit K = |at|; on considére le sous-espace de 7% (Hy), de

Z:{ Y apF (2)wh; ag G(C}.
IBI<K
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Z est bien contenu dans . (Hy), puisque F (z) wP appartient a 52 (Hy) dés que F (z) w* appartient 4
% (Hy), pour tout |B| < |e|. On ordonne N¥~! comme dans le paragraphe I1.3.2. Alors, on obtient im-
médiatement que Cy envoie Z dans lui-méme et que la matrice de Cyz par rapport a la base canonique
(F(z) wh ))‘ p|<k est triangulaire supérieure de coefficients diagonaux non-nuls. Ceci implique que I'appli-
cation Cy|z : Z — Z est inversible. En d’autres termes, il existe une constante C (qui ne dépend que de y)
telle que, pour tout f € Z, il existe g € Z tel que Cy (g) = f et ||g|| < C||f]|. On construit alors maintenant
facilement par récurrence une suite (S,y) vérifiant ||S,y|| < C"[|y|| et Cy,Syy = y.

On passe maintenant a la construction de X,. On fixe y € NV~1; par linéarité, il suffit de construire un
sous-espace dense X, , de & tel que, pour tout x € Xy, C’J,xH -||Suy|| tend vers zéro. On va montrer que
&yp b, pour un p suffisamment grand, convient. Toujours par linéarité, il suffit de vérifier la convergence
vers zéro pour toute fonction de &, du type x = G (z)w?, avec G (Az+b) = p~'A~M/218G(z) pour un
0 € R. Il est important de signaler que la condition que nous imposerons sur p doit étre indépendante de
G, mais peut dépendre de 7.

Soit Zjy := {Zlﬁ\SWI aﬁwﬁ; ag € (C}, muni de la norme £2 :

2

=Y lagl

IBI<l]

Y apw’
81<

Soit également T : Zy — Zy l'application définie par T (wﬁ) = (Mw+c)ﬁ . T est un opérateur borné sur
Pespace (Zo,¢?) qui est de dimension finie, et sa norme ||T'|| ne dépend que de |y]. De plus,

A~ G () 1T" (wh)|?
el = 2 [ O
: P Jomy |z+ |

_ )LIY’!/ |G(z)|22ﬁ\aﬁ‘2‘wﬁ‘2
P Jomy o+

do,

ou (aB)Iﬁ\SWI est donnée par 7" (w¥) = Y g aﬁwﬁ. En particulier, ) }aﬁ |2 < ||IT||*", si bien qu'il existe une
constante D, qui dépend de x (i.e. de G), telle que

||| A~ 17n/2
e
On obtient alors, par construction de (S,y),,
C||T||" A~ I7in/2
1311 - [|Cy () sb——2

et il suffit de choisir p > C||T||A~"/2 (ce choix est indépendant de x) pour terminer la démonstration de
supercyclicité du théoreme II.4.2.

II.4.5 Démonstration de la cyclicité et de la non-supercyclicité

Dans ce dernier paragraphe, on travaille avec une homographie hyperbolique y € LFM (Hy) injective
qui peut s'écrire sous la forme

v (z,u,v) = (Az,Du,Av),

avec dim (v) > 0; il s’agit de montrer que Cy est cyclique mais nest pas supercyclique.

La démonstration de la non-supercyclicité de Cy fait intervenir des considérations spectrales. En effet,
posons Hy = 74, H) = @< |q|<pH#a et Hy = J, pour n assez grand. Pour les raisons habituelles, Cy, est
diagonal dans la décomposition # (Hy) = Ho & H & H», et I'étude spectrale faite dans la partie IL.3 révele
que, si n est assez grand, il existe Ry > R; tels que, pour tout fy € Hy et tout f> € Ha,

|Cyfoll = Re N foll et ||Cyfall < RENIA- (I1.4.6)
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En effet, ceci est expliqué dans I'étape 2 de la démonstration du théoréme IL.3.2, dans le cas & = 1, qui
assure en I'occurrence qu'on peut trouver R > R tels que & (Cyimy) € C\D(O,R) et 6 (Cyp,) CD(O,R).
La non-supercyclicité de Cy fait alors penser a un argument standard en dynamique linéaire, similaire a
celui utilisé pour montrer que chaque composante connexe du spectre d’un opérateur supercyclique doit
rencontrer le cercle unité, & une homothétie pres (cf. [3, Théoréme 1.24]). Plus précisément, on utilise le
théoréme de décomposition de Riesz ([3, lemme 1.19]) pour écrire Cy sous la forme Cy = Cy, @ Cy, ® Cy,
dans la décomposition 2 (Hy) = Hy ® H; © H,, avec © (Cllf) =0opUo1Uoy ol 6p = O (C%) c C\

D(0,R), 0, =0 (Cy,) C D(0,R) et 61 = 6 (Cy) \ (69U G>). On suppose ensuite par I'absurde que Cy
est supercyclique, et donc que Cy,, Cy, et Cy, le sont. On note f un vecteur supercyclique de Cy, puis on
considére g = go + g1 + g2 € % (Hy) avec go # 0. Par supercyclicité, il existe deux suites (1;) C C et
(nx) € N telles que

mwCy; (f) — &

k— o0

ct

mCyt (f) o 8o

La deuxi¢me convergence et les inégalités (I.4.6) assurent d’abord I'existence d’une constante K > 0 telle

que

K
mk’ < ﬁ

puis que, comme R <R,

'\ Mk
R
g2l 2 S (R) /H—oo>0’

ce qui contredit le fait que g2 # 0.

Comme la supercyclicité entraine la cyclicité, il nous reste maintenant a prouver la cyclicité de Cy, quand
€y = 1; pour cela, il est commode d’écrire ¥ sous la forme

v (zw) = (Az,Mw).

On fixe 4 € C, @ € N¥~! et on observe que M définit, par composition, un endormorphisme L sur I'espace
de dimension finie constitué des polynémes homogenes de degré |¢t|. De plus, comme M est inversible, on
montre facilement que L est également inversible (puisque M est triangulaire supérieure, L 'est aussi dans
la base (wﬁ ) Bl=la ordonnée selon <). Soit Q (X) =Y ;b;X / e polynéme minimal de L. L étant inversible,
Q ne s'annule pas en 0 et vérifie }-; b; (Mjw)a = 0. Soit maintenant r € (A ~N/2,AV/2) tel que ruAl®l/2¢®
n'est une racine de Q pour aucun 8 € R. Soit enfin F(z)w® € 52 (Hy) tel que F (Az) = r 'A719/2610F (z),
Le. F(2)w* € 8y 10, et posons P (X) = Q (rAl®l/2e=19X). Alors

P(Cy) (F()w™) = ¥b, <r)t|a|/267i6>j , <rfll*|a|/26i6)jF (&) (MIw)* =0

et P(u) # 0, ce qui signifie que &0 C Upe s, ker (P (Cy)). Comme ceci est valable pour tout u € C, le
théoréme II.4.5 et le corollaire II.4.10 nous permettent de conclure que Cy est cyclique.

II.s APPLICATIONS A DES OPERATEURS DE COMPOSITION GENERAUX

ILl.s.x  Introduction

Comme nous I'avons mentionné dans l'introduction de ce chapitre, I'étude des opérateurs de composi-
tion associés a des homographies de la boule repose sur 'espoir d’utiliser les résultats obtenus dans ce cadre,
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pour en déduire des propriétés sur les opérateurs de composition associés a des applications holomorphes
quelconques de la boule. Le procédé employé reléverait de ce qu'on appelle le principe de transfert, qui fonc-
tionne de maniere efficace en une variable, et qui est étroitement lié au modele des homographies. Plus
précisément, voila ce qu'on obtient dans le disque (cf. [7]). Soit ¢ : D — DD une application vérifiant les
propriétés suivantes :

1. ¢ se prolonge de facon continue en une fonction injective sur D;

2. ¢ (D\{1}) C D
3. ¢ a pour point de Denjoy-Wolff +1, et pour coefficient de dilatation ¢'(1) € (0,1); ¢ est de classe
C'"¢ au voisinage de +1.

Alors, sous ces hypotheses, Cy est hypercyclique. Rappelons que, dans le disque, tout opérateur de compo-
sition de type hyperbolique est hypercyclique...

La stratégie de Bourdon et Shapiro pour démontrer ce résultat consiste en la chose suivante : ils construisent
d’abord un modele d’homographie pour ¢ ; concrétement, ils exhibent deux fonctions de ID dans lui-méme,
notées O et ¢, telles que ¢ soit une homographie hyperbolique de D, et telles que I'égalité co ¢ = ¢, oo
ait lieu. Ils transferent ensuite I'hypercyclicité de Cy, a Cy via Cs ; en fait, si f est un vecteur hypercyclique
de Cy, , alors Cs (f) est un vecteur hypercyclique de Cy.

Une théorie générale du modele des homographies dans By a été développée dans [1] (cf. [9] également).
Cependant, deux difficultés apparaissent en plusieurs variables si I'on essaie d’imiter la derniére partie de la
démonstration de Bourdon et Shapiro; d’abord l'existence d’applications holomorphes de By dans elle-
méme qui induisent un opérateur de composition non borné sur H? (By) ; ensuite, le fait que le théoréme
de Mergelyan n'est plus valable dans CV rend difficile la vérification (nécessaire dans la démonstration de
Bourdon et Shapiro) de la densité de I'image de I'opérateur de composition Cs dans H? (By).

A ce stade des connaissances, on ne peut espérer étre capable de démontrer un théoréme aussi général
que celui de Bourdon et Shapiro. Néanmoins, on va voir qu'une petite perturbation d'une homographie
hyperbolique préserve les propriétés de dynamique de I'opérateur de composition associé. On énonce le
résultat principale de cette partie de la fagon suivante :

Théoréme I1.5.x. Soiz y : Hy — Hy une application holomorphe injective pouvant, & conjugaison pres,
sécrirve sous la forme

V(z,w) = (Az+R(z),Mw+c) = (y1(2), 2 (w)),

et vérifiant :
— Y se prolonge de fagon continue et injective a Py U {oo} ;
- R(@) =0 (Il'"%), >0, quand |z| > +eo, z € P ;
- A>1,inf,ep, Im(R(z)) >d >0;
— Q= Al — MM* est une matrice hermitienne semi-définie positive;
—d—|c|* > (@ M*c,M*¢).
On suppose de plus que Cy est borné sur 7% (Hy). cAlors Cy est supercyclique sur % (Hy).

Faisons quelques commentaires sur ce théoréme. Les deux premieres propriétés sont des propriétés de
régularités sur Y, qui sont déja requises en une variable. Les trois autres conditions assurent que Y est
hyperbolique de Hy dans lui-méme. Enfin, comme ce n’est pas automatique en général, on a besoin de
supposer que Cy est un opérateur de composition borné sur 7% (Hy). Si nous avions imposé davantage
de régularité sur ¥ au voisinage de oo, la continuité de Cy aurait pu étre une conséquence du théoréme de
Wogen (cf. [26]).

La démonstration de la supercyclicité de Cy, ne consistera pas en 'application du « principe de transfert »
évoqué plus haut, c’est-a-dire en le transfert direct d’'un vecteur supercyclique, mais plutdt en le transfert
des hypothéses du critére de supercyclicité (théoréme II.4.4), et en une application, a posteriori, de ce critére.
Plus précisément, supposons un instant que les faits suivants sont vrais :
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Fait1. Il existe 0 = (E,D) : Hy — Hy et b € C, avec Sm (b) > 0, tels que

CoY=VY)pMc©°O,

ot W3 p mc (2,w) = (Az+b,Mw+-c) est une homographie hyperbolique de Hy.

Fait 2. Avec les notations du paragraphe I1.4.4, pour tout a € NV ~1 Cs envoie &, continuement sur
&u, et Cs (&) est dense dans &y.

Avons de démontrer ces deux résultats, voyons comment on peut en déduire la supercyclicité de Cy en
appliquant le « outer supercyclicity criterion ».

Démonstration du théoréme IL5.1. Soient ¢ € NV=1 > AN/2 et Farb = Co (Earp). Dapres le fait 2, et
comme &y ,p est dense dans &y, le sous-espace % = @yenv-1Fq,p est dense dans H? (Hy). On fixe
y=FoE (z,w)w* € Fq ,p et on pose

ff:{ Y aﬁFoE(z,w)wﬁ; ag EC},

IBI<K

o K = |a|. On considére aussi Z = {¥ <k agF (2) wP; ag € C}, comme dans le paragraphe II.4.4. Lap-
plication intermédiaire ¢ induit un diagramme commutatif :

CWLb.M‘,c

Z—=7Z

ol e

Puisque Z et Z sont de dimension finie, et Cs étant bijectif, c’est un isomorphisme de Z sur 2. Par
conséquent, le travail fait dans le paragraphe II.4.4 s'adapte a ce contexte, et on peut trouver une suite (S,y)
dans 2 et une constante C > 0, telles que ||Syy[| < C" [|y[| et Cy, S,y = y.

La construction de X, suit strictement I'idée du paragraphe I1.4.4 : on montre que, pour tout y € NV~!
et pour p := p(¥,y) suffisamment grand, tout vecteur x de .%#y, j, (qui est dense dans &), vérifie ||S,y| -
HC{,‘,XH — 0. On peut alors appliquer le « outer supercyclicity criterion », puisque @yenv-1Fy,p 5 est dense
dans 72 (Hy). O

Il reste, pour finir, 2 démontrer les fait 1 et fait 2.

Il.5.2 Lapplication intermédiaire - Démonstration du fait

On suppose que Y (z) = Az+R(z) avec inf (Sm(R(z))) >d >0etR(z) =0 (]z|l_e>, pour € > 0. On
@) =wio...¥ (2. On

suppose aussi que Y est continue et injective sur P, U {eo}. Posons z(n) = v,
observe immédiatement que

n n—lR :
e

La démonstration du théoréme 4.9 dans [7] (page 61) montre que la série ):?;(1) Rj(fj&jl)) converge uniformé-

ment sur tout compact de P, vers une fonction holomorphe H, et que la fonction z — z+ H (z) est continue
et injective sur P, U {eo}. De plus, la partie imaginaire de H est bornée inférieurement. En effet,

= od
Sm(H(w)) ZE{)W:H > 0.
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On pose
10d
E@)=z+HE) -5
avec 0 € (0,1). Alors
. z(n+1) i6d
Eowi) = lim = — =77
i0d i0d
- )L<E+7L—1>_/l—l
= AE+i6d.

Ainsi, si on définit D (z,w) =w, 0 = (E,D) et b = i0d, alors 0 est une application qui envoie Hy dans
lui-méme, et qui vérifie 6o Y = Wy pp, .0 0. De plus, si on choisit 6 suffisamment proche de 0, alors
Sm(b) —||c||* > (QtM*c,M*c), si bien que V) m b devient bien une homographie de Hly ; et le fait 1 est
démontré.

Néanmoins, pour démontrer le fait 2, on aura besoin de propriétés supplémentaires sur E :

(Qr) E envoie P dans P, et est injective sur P, U {eo};
(Q2) Il existe deux constantes Cy,C, > 0 telles que

Vze Py, Cilz+i| < |E(z) +i| < Colz+il.

La propriété (Qr) a été déja été prouvée, et elle implique que (Qz) est vraie sur les compacts de P Ainsi,
il reste & montrer (Q2) pour |z| grand. Or, comme |R (z)| =0 (\Z!lfg) quand |z| — o, pour tout 4 > A, on
peut trouver M > 0 tel que, pour tout z € P avec |z| > M,

2l < |y (2)] < el (ILs.1)
Pour un tel z, on regarde les itérés de y; et on tire de (IL5.1) l'inégalité |z ()| < /2], si bien que

‘ujlszls B
|<Z H’l | <cle]

si pt! 7€ est plus petit que 2. On en déduit facilement (Qz).

Il.5.3 Lopérateur de composition intermédiaire - Démonstration du fait 2

On conclut ce paragraphe par la démonstration du fait 2. Pour cela, il est plus aisé de travailler directe-
ment dans By. On pose donc

Fo={f(R)W* €H*(By)} ={go0u: g € Eu}.

.
Il s’agit de montrer que Cp-1,56

Pour simplifier les notations, on désigne par ¢ 'application 6, ! 0 6 0 6,.. Ses fonctions coordonnées sont
notées O] et 0, de sorte qu'en observant que E o o, (z,w) ne dépend que de z, il vient

opére continument de %, dans lui-méme, et que son image est dense.

Eoo.(z,w)—i 2iw w

Eoo(mw)+i % (z,w) = (1—2)(Eoo.(zw)+i)  GQ)

o1 (z,w) =
Ainsi, pour tout F (z,w) = f (z) w¥* dans Zy,

fooi(z )Wa

Foo(z,w) = G()lal
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peut s’écrire g(z)w* et Cs envoie bien %, dans lui-méme. Pour calculer la norme de F o 6, dans H? (By),
on utilise la formule d’intégration par tranches (cf. [27, Lemme 1.10]) :

we?

IF ool :C/|z|<1 (1- |Z‘2)N_2/W|2_1_|Z|2 5901 QI 1 ggdm (044 )

Or, un calcul simple montre que G = (E o 6, +1i) / (0. +1), et donc, par (Qz2), il existe une constante C > 0
telle que

—— < Cpour tout z € .
G ="

D’ou

N-2
Foolie s [ (k) /| AL TGRS REIID
FARS w|r=1—|Z

J ) o 0P aa o),
E4RS

N

1/2
ol la seconde inégalité provient du changement de variable u = (1 - |z|2) w dans l'intégrale dépendant
de w. On sait de plus que o7 envoie D dans lui-méme, donc induit un opérateur de composition borné sur

I'espace de Bergman a poids A12\1—2+|a|+(d—1)/2 (D) (pour la définition, cf. paragraphe I1.3.1.2) Donc,

N-2 N—1)/2
IFoolls < /| (k) HH /2 62 A ().
AR

N-2
5/ (1= 1r @I W [? dm (w) dA(2)
=<t =1z
< lFIP,

ol on a utilisé de nouveau la formule de [27, Lemme 1.10] dans la derniére inégalité. On cherche maintenant
a montrer que Cs (%) est dense dans .%4. Pour cela, il suffit de montrer que {Glp oy p> 0} est dense
dans 7. Soit Z"w?* € Z, que 'on cherche a approcher par une combinaison linéaire finie du type F (z) =
Y ,>0a,07 (2) 05 (z,w). En utilisant la formule d’intégration par tranches, on obtient
2
o
Y a,0] (2) =G (2)“ "

N-2
s[oa-
l2<1 wl=1=[" | p>0
</ (1_’Z|2)N—2+\o¢\+(N—l)/2
~ lz]<1

On conclut maintenant en remarquant que les polynémes en o sont denses dans I'espace de Bergman
2 L - = o o
AN, Halt(v—1)/2 (D). En effet, 07 est injective et continue de D dans lui-méme, en vertu du théoreme de

IF —2"w"|| 7
we

de (w)dA (z)

2

Y a0 (2) — G ()" 2"| dA(z).

p=0

Walsh, les polynomes sont denses dans I'algebre A (o (D) ). Enfin, G étant bornée, la fonction z — G (z)‘a‘ "

appartient 4 I'espace de Bergman A%, , Halt(v-1)/2 (D).

II.s.4 Conclusion

Nous avons U'espoir que le théoréme IL.5.1 puisse étre étendu a un contexte plus général. Comme nous
I'avons déja dit, il existe au moins un modéle des homographies pour une large classe d’applications holo-
morphes de B, dans elle-méme. En supposant une certaine régularité sur Y en oo, il semble raisonnable de
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s'attendre a ce que I'application intermédiaire o soit également réguliere en co. Nous pourrions ainsi appli-
quer le théoreme de Wogen et avoir, d’office, la continuité de I'opérateur de composition Cy sur 572 (Hy).
Il semble que montrer la densité de I'image de Cy persiste a étre le probleme majeur. Un exemple célebre de
Wermer ([25]) met en évidence le fait qu'un domaine peut étre biholomorphe au bidisque sans étre un do-
maine de Runge (i.e. les polynoémes ne sont pas denses dans H (G)). Clest la principale raison pour laquelle
nous nous restreignons a des applications ¥ = (Y, y2), ot y; ne dépend que de z, et Y, ne dépend que de
w.
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CuaprrTre 111

Opérateurs de Composition sur les espaces
de Bergman-Orlicz et de Hardy-Orlicz de
By

III.x InTRODUCTION ET PRELIMINAIRES

III.1.1 Introduction

La continuité et la compacité des opérateurs de composition Cy, définis par Cy (f) = fo ¢ (cf. Chapitre
2), sur les espaces usuels de fonctions holomorphes ont été abordés de diverses fagons. En une variable, le
principe de subordination de Littlewood est I'outil principal pour montrer que tout opérateur de composition
est continu sur des espaces tels que les espaces de Bergman et les espaces de Hardy (cf. [25]) ou encore sur
les espaces de Bergman-Orlicz ([18]) et de Hardy-Orlicz ([16]) du disque D. La compacité de ces mémes
opérateurs peut étre traitée, en une variable, par I'intermédiaire de la fonction de comptage de Nevanlinna.
Ces aspects de la théorie des opérateurs de composition en une variable sont exposés de fagon compléte
dans le livre de J. Shapiro [25], principalement dans les espaces de Bergman et de Hardy classiques. Pour
ce qui est des espaces de Bergman-Orlicz ou de Hardy-Orlicz du disque, la littérature s’est étoftée depuis
une demi-dizaine d’années, notamment avec les travaux de P. Lefevre, D. Li, H. Queftélec et L. Rodriguez-
Piazza (cf. les articles [16, 17, 18, 19] entre autres). Une autre approche pour traiter de ces questions dans un
cadre général, qui couvre le cadre du disque D comme celui de la boule By, N > 1, consiste a observer que
les opérateurs de composition peuvent s'interpréter comme des opérateurs d’inclusion d’espaces de fonctions
holomorphes classiques dans des espaces de type L? (i) ou LY (i), pour des mesures U sur la boule (ou la
boule fermée) convenables, et d’appliquer ensuite les résultats concernant la continuité ou la compacité de
tels opérateurs aux opérateurs de composition. La recherche d’autres fagons de caractériser ces propriétés
provient du fait que les méthodes impliquant le principe de subordination de Littlewood ou la fonction de
comptage de Nevanlinna en une variable ne fonctionnent plus en plusieurs. Un autre intérét est d’améliorer la
compréhension des phenomenes géométriques en jeu, et en particulier de mettre en évidence des propriétés
-géométriques- du symbole ¢, cruciales dans ce contexte. En outre, de nombreux théorémes d’inclusion sont
déja connus dans les espaces classiques ; tous impliquent la notion de mesure de (arleson.

Le premier théoréme d’inclusion a été donné par L. Carleson en 1962 ([4]), au cours de son travail sur le
probléme de la Couronne. Il donne une caractérisation des mesures U telles que I'inclusion H? (D) — L? (1)
a lieu (la continuité est alors automatique, en vertu du théoréme du graphe fermé). Dans [13], L. Hérmander
généralise ce résultat aux domaines strictement pseudo-convexes de C" en 1967, tandis qu’en 1985, S. Power
simplifie sa preuve dans le cas particulier de la boule ([22]). Des résultats complétement similaires on été
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obtenus dans le contexte des espaces de Bergman et des espaces de Bergman a poids par plusieurs auteurs
tels que W. Hastings, D. Stegenga, ou encore J. Cima and W. Wogen ; on renvoie, dans l'ordre, 2 [12, 26,
5, 7]). Parallélement, des caractérisations de la compacité de ces opérateurs d’inclusion ont été données,
selon une démarche semblable ; elles mettent en jeu des notions raffinées de mesures de Carleson, celles de
mesures de Carleson évanescentes. Tous ces résultats ont été ensuite appliqués directement aux opérateurs
de composition, et ont permis d’établir des liens nouveaux entre Cy et son symbole ¢. Dans le cadre classique
des espaces de Hardy et de Bergman a poids, le livre de C. Cowen et B. MacCluer ([9]) exposent ces idées et
présentent un bon nombre d’interprétations géométriques. Il semble de bon aloi de donner dés maintenant
un contenu un peu plus précis a ces caractérisations en termes de mesures de Carleson dans les espaces de
Bergman et de Hardy classiques :

Théoréme IIl.r.1. Soient 1 < p < coet ¢ : By — By holomorphe. On a les caractérisations suivantes :
Sur HP (By) -

1. Cy est continu si et seulement si |1y = Oy <(¢*)_1) est une mesure de (arleson ;

2. Cyest compact si et seulement si [Ly est une mesure de (arleson évanescente.
Sur AL (By) -
1. Cy est continu si et seulement si [ly = Vg (¢_1) est une mesure de (arleson ;

2. Cy est compact si et seulement si |1y est une mesure de (Jarleson évanescente.

Depuis 2006, P. Lefevre, D. Li, H. Queftélec et L. Rodriguez-Piazza se sont penchés sur ces questions
dans le cadre des espaces de Hardy-Orlicz et de Bergman-Orlicz du disque, dans respectivement [16, 18] ;
ils y démontrent des théoremes d’inclusion dont ils tirent des conditions nécessaires ou suffisantes a la
continuité, ou a la compacité, des opérateurs de composition sur A¥ (D) ou HY (D). Lune des motivation
de ces deux papiers était de comprendre le changement brutal qui survient dans 'étude de la compacité des
opérateurs de composition sur AY (D) ou HY (D), quand on passe d’une valeur de p finie & p = oo : Cy est
compact sur H” (D) si et seulement si ||@]|., < 1, alors que, pour tout 1 < p < oo, il existe une fonction
¢ : D — D induisant un opérateur de composition compact sur H? (D), telle que ¢ (D) N'T n'est pas vide. B.
MacCluer et J. Shapiro ont méme donné 'exemple d’une fonction holomorphe ¢ : D — D surjective, telle
que Cy est compact sur H” (D) (cf. [21, Exemple 3.12]). Ces idées ont également leur place dans le cadre des
espaces de Bergman, et il semblait alors légitime d’introduire des espaces intermédiaires entre H~ et A”, ou
entre H* et H?, en I'occurrence les espaces de Bergman-Orlicz AY et de Hardy-Orlicz HY, dans le but de
mettre en évidence ot ce changement de condition se produit -s'il se produit- et, éventuellement, de trouver
une classe de fonctions d’Orlicz ¥ telles que la compacité de tout opérateur de composition agissant sur
AY, ou sur HY, soit équivalente a sa compacité sur H. Cette question a été tranchée par [19, théoréme 4.1]

sur 'espace de Hardy-Orlicz HY (D), car les auteurs montrent, par I'exemple, que la situation du résultat
précédent de MacCluer et Shapiro a lieu également dans ce cadre. Par conséquent, concernant la compacité
des opérateurs de composition, 'espace H* (D) apparait comme un cas singulier, au moins parmi les espaces
de Hardy-Orlicz. La [18, Proposition 4.1] offre une réponse partielle a ce probléme dans les espaces de
Bergman-Orlicz, en affirmant que, sous certaines conditions portant sur la fonction d’Orlicz y (vérifiées
aussi bien par les fonctions puissance Y (x) = x” que par des fonctions d’Orlicz qui croissent trés vite), la
compacité de Cy de HY (D) dans lui-méme implique la compacité de Cy de AY (D) dans lui-méme. Bien
qu’il ne s’agisse que d’une réponse partielle, ceci laisse a penser que H* demeure singulier dans ce contexte
également.

En plusieurs variables, cette motivation prend encore davantage d'importance parce qu'elle ne concerne
plus seulement la compacité des opérateurs de composition, mais leur continuité. En effet, nous avons déja
plusieurs fois mentionné le fait qu'il existe des applications ¢ : By — By, N > 1, telles que Cy n'est pas
continu sur I'espace de Bergman A? (By ), ou I'espace de Hardy H” (By ), alors que Cy est toujours continu
sur H*. Les premiers exemples furent donnés par B. MacCluer et J. Shapiro dans le début des années 8o.
En fait, trouver des exemples d’applications ¢ induisant un opérateur de composition non-continu est un
probléme qui n’est pas évident, et si les caractérisations précédentes en termes de mesures de Carleson sont
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une grande source d’inspiration, il n’est pas toujours trés commode de vérifier que la mesure g est une
mesure de Carleson. Pour N =2, ceci peut se faire pour les applications @ suivantes

0(z1,22) = (22122,0)
¢(z1,2) = (z1+23,0),

et on montre alors que les opérateurs de composition induits par ces deux applications ne sont pas continus
sur H” (By) ou sur AL (B). Notons quen 1987, Cima et Wogen s'intéressérent a formuler une condition
suffisante pour qu'une application ¢ de la boule dans elle-méme n’induise pas un opérateur de composition
continu sur les espaces de Hardy, fournissant ainsi un certain nombres d’exemples concréts ([6]). A linverse,
certains mathématiciens se sont employés a donner des conditions suffisantes 4 la continuité des opérateurs
de composition sur ces espaces, qui soient plus exploitables, i.e. plus faciles a vérifier. Nous pensons ainsi
au théoréme de Wogen qui donne, sous une condition de régularité au bord de la fonction ¢, un critére
relativement général et facilement applicable a la continuité de Cy ([9, chapitre 6, paragraphe 6.2]).

Toujours est-il que cette opposition entre la non-automatique continuité des opérateurs de composition
sur les espaces de Hardy et de Bergman, et la systématique continuité de ces derniers sur H*, amene 1é-
gitimement 2 I'étude de ces opérateurs sur les espaces Ay (By) ou HY (By) intermédiaires, et a se poser la
question de l'existence d’une condition quelconque, de croissance ou de régularité, portant sur la fonction
d’Orlicz v, pour que tout opérateur de composition agisse continiment sur Ay (By), ou HY (By).

Par ailleurs, concernant plus spécifiquement les espaces de Hardy, il demeure jusqu’a présent possible de
considérer les opérateurs de composition agissant sur H” (By) ou AL (By) directement comme des opéra-
teurs d’inclusion et, comme nous 'avons dit, c’est ce qui est fait; en une variable, cela est rendu possible par
un théoréme de [indeldf, tandis qu'en plusieurs variables, il faut faire appel 4 la densité de A (By), 'espace des
fonctions holomorphes dans la boule qui se prolongent continiment sur la boule fermée, dans H? (By). (Le
théoréme de Lindelof posseéde une version plus faible en plusieurs variables, le théoréme de Cirka, insuffisant
en loccurrence (cf. le début du paragraphe II1.3.3).) Néanmoins, il est connu que la densité de A (By) est
plus ou moins spécifique aux espaces de Hardy classiques, dans le sens ou cette propriété n'est plus vérifiée
dans des espaces de Hardy-Orlicz « assez proches de H* », ou « trop loin d’un espace H? ». Précisément,
A(By) est dense dans HY (By) si et seulement si y vérifie la condition Ay (cf. IIL.1.5). Cela souligne le
fait qu'étudier les opérateurs de composition par I'intermédiaire des opérateurs d’inclusion ne serait peut-
étre pas si bien adapté quand on considére certains espaces, plus petits que les espaces de Hardy classiques.
Malgré tout, méme dans ces contextes, on peut se demander dans quelle mesure les méthodes impliquées
dans les théorémes d’inclusion sont une source d’idées pour exhiber des conditions nécessaires ou suffisantes
a la continuité ou a la compacité des opérateurs de composition sur les espaces de Hardy-Orlicz ; mieux,
peut-étre 'étude restreinte des opérateurs de composition aux espaces de Hardy classiques ne refletent pas
réellement -sinon de fagon cachée- la structure topologique de ces espaces qui fait que « tout se passe »
comme si nous travaillions avec des opérateurs d’inclusion... ? Il convient de noter que ce probléme ne se
pose pas naturellement dans le cadre des espaces de Bergman-Orlicz.

Revenons cependant un instant sur cette condition Ay. Comme nous venons de le dire, celle-ci permet
d’étudier les opérateurs de composition sur les espaces de Bergman-Orlicz ou de Hardy-Orlicz dont les
fonctions d’Orlicz la vérifie, en utilisant des méthodes trés similaires (identiques!) a celles dont on se sert
dans le cadre classique des espaces de Bergman ou de Hardy. Ainsi, Z. J. Jiang a énoncé des théorémes
d’inclusion, et des caractérisations de la continuité et de la compacité des opérateurs de composition sur
les espaces de Bergman-Orlicz AY (By), quand y vérifie la condition Ay (cf. [14]). Comme on pouvait
s’y attendre, ces caractérisations sont les mémes que celles connues dans les espaces de Bergman, et leurs
applications aux opérateurs de composition n’apportent pas de résultats différents de ceux dans le cadre
classique ; en outre, elles ne donnent pas d’informations sur les « petits » espaces de Bergman-Orlicz.

Les parties 2 et 3 sont consacrées a ces questions. La premiere concerne les espaces de Bergman-Orlicz
a poids. Etant données deux fonctions d’Orlicz ¥ et s, les deux résultats principaux (théoréme I11.2.8
et théoréme IIl.2.12) donnent des conditions nécessaires ou suffisantes sur une mesure i sur la boule pour
que l'inclusion AY (By) < LY () ait lieu (et soit continue), ou soit compacte. En général, on n'obtiendra
pas de caractérisations, sauf quand, comme on le verra, Y; = y, vérifie certaines conditions de régularité.
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On appliquera ensuite nos résultats aux opérateurs de composition sur Ay (By), en suivant les idées décrites
précédemment, ce qui permettra de répondre positivement a la question : existe-t-il des fonctions d’Orlicz
v définissant des espaces de Bergman-Orlicz Agy (By), entre H* et A} (By), sur lesquels tout opérateur de
composition est continu ?

Dans la partie 3, on donnera dans un premier temps des résultats d’inclusion du type HY! (By) —
LY2 () analogues a ceux obtenus dans la partie 2 pour les espaces de Bergman-Orlicz; ce sera I'objet des
théoremes III.3.15 et I11.3.21. Aprés avoir expliqué pourquoi les conditions obtenues dans ces deux théorémes
ne peuvent pas étre directement utilisées pour en déduire des conditions de continuité ou de compacité de
Cy, on montrera comment leurs preuves peuvent étre adaptées aux opérateurs de composition pour conduire
a une caractérisation de ces propriétés de Cy , sous certaines hypotheses de régularité portant sur y. Comme
pour les espaces de Bergman-Oirlicz, on applique nos résultats pour montrer 'existence d’espaces de Hardy-
Orlicz HY (By) sur lesquels tout opérateur de composition est continu.

Une derniere partie consistera en des commentaires généraux; en particulier, nous comparerons brie-
vement certains résultats connus dans le cadre classique et ceux obtenus ici-méme dans le cadre Orlicz.
Certains résultats plus ou moins anecdotiques sur ce sujet seront accompagnés de questions qui n‘ont pas été
traitées dans ce chapitre.

IIL.i.2  Espaces d’Orlicz - Préliminaires

On rappelle la définition des fonctions d’Orlicz et des espaces d’Orlicz.

Définition I1I.1.2. Une fonction strictement convexe ¥ : R, — R, est une fonction d’Orlicz si elle
vérifie les propriétés suivantes :

1. Y(0) =0 et y est continue en 0;

v oo

X X—00

En particulier, une fonction d’Orlicz est croissante.
Soit (Q,P) un espace probabilisé ; tout au long de ce chapitre, Q désignera une boule ou une sphére dans
CV, et P la mesure de Lebesgue normalisée sur Q.

Définition III.1.3. Soit y une fonction d’Orlicz. Lespace d’Orlicz LY (Q,P) (qu'on note aussi simple-
ment LY (Q) quand aucune confusion n’est a craindre) est I'espace des (classes d’équivalence de) fonctions
complexes mesurables f sur Q, pour lesquelles il existe une constante C > 0 telle que

/ v (’é‘) dP < oo, (IIL.1.1)
Q

Lapplication [|.||,, : f ~— [|f]|,,, définie par

||f|!w=inf{C>0,/ v/('é') dP < 1}, (IL.1.2)
Q

est une norme (appelée norme de Luxemburg) qui fait de (L“’(Q) , HHW) un espace de Banach (cf. [23,

paragraphe 3]). On a les inclusions évidentes suivantes (la seconde étant une conséquence du point 2) de la
II1.1.2) :

L7 (Q)cLY(Q) cL'(Q).

Notons que, si Y croit suffisamment vite de facon a ce que

v

xP X—00

pour tout p < oo, alors on a
Loo (Q) C LW (Q) C ﬂ0<p<ooLp (Q) .
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Enfin, si y(x) = x” pour tout x, 1 < p < o, on vérifie facilement que
LY (Q)=L"(Q).

On introduit 'espace de Morse-Transue MY (Q) comme le sous-espace de LY (Q) engendré par L™ (Q) ;
de fagon équivalente, MY (Q) est le sous-espace constitué des fonctions f telles que l'intégrale (IIL.1.1) est
finie pour toute constante C > 0.

Afin de dire quelques mots sur la dualité dans les espaces d’Orlicz, nous devons définir la fonction
complémentaire d’'une fonction d’Orlicz. Soit donc y une fonction d’Orlicz, la fonction @ : Ry — Ry,
définie par

D(y) = sup {xy—y(x)},
xeRy
est appelée la fonction complémentaire de y. On peut vérifier que P est une fonction d’Orlicz (cf. [23],
Paragraphe 1.3). Le théoréme suivant ([23, Théoréme 6, Paragraphe 4.1]) est le résultat de dualité le plus
général dans les espaces d’Orlicz :

Théoréeme Ill.x.4. Soient (Q,P) un espace probabilisé, W une fonction d’Orlicz, et ® sa_fonction d’Orlicz
complémentaire. L® (Q) est le dual de MV (Q), i.e. (MY (Q))* = L® (Q), dans le sens o, pour toute forme linéaire
continue x* € (MY (Q))”, il existe une unique fonction f € L® (Q) telle que, pour tout g € MY (Q), on a

¥ ()= | feaP.

De plus, il existe deux constantes ¢ > 0 et C > 0 indépendantes de x* (et de f), telles que c || f]|o < [|X*|| < C|| f|lp-

Ce résultat sera essentiellement utile dans ce chapitre pour décrire la topologie faible-étoile, induite sur
les boules unités des espaces de Bergman-Oirlicz et de Hardy-Orlicz a venir.

On introduit maintenant quatre classes de fonctions d’Orlicz qui interviendront plusieurs fois dans ce
chapitre. La premiére concerne des fonctions qui vérifient la condition dite Ap-Condition (qui appartiennent
a la classe Aj...), déja mentionnée dans l'introduction. C’est une condition de régularité vérifiées par des
fonctions d’Orlicz qui ne croissent pas plus vite que x”, pour p > 1, dés que x est suffisamment grand.

Définition IIl.1.5. Soit ¥ une fonction d’Orlicz. On dit que y vérifie la condition A s’il existe xg > 0
et une constante K > 1, tels que

v (2x) <Ky (x)

pour tout x > xy.

Par exemple, les fonctions du type x —— ax? (1+blog(x)), 1 < p < oo, a > 0 et b > 0 vérifient la
condition Ay. Clest en particulier donc le cas des fonctions x”, 1 < p < oo. La proposition suivante ([23,
Corollaire 5, Paragraphe 2.3]) formalise ce qui a été dit plus haut :

Proposition I11.1.6. Soit Y une fonction d’Orlicz vérifiant la condition Ay. Il existe des constantes 1 < p < oo
et C > 0 telles que W (x) < CxP, pour x suffisamment grand.

La condition V; est est une condition de régularité qui est satisfaite par une classe assez générale de
fonctions d’Orlicz :

Définition ITL.x.7. Soit ¥ une fonction d’Orlicz. ¥ appartient  la classe V5 si sa fonction complémen-
taire appartient a la classe Aj.

Les deux conditions suivantes sont également des conditions de régularité satisfaites par la plupart des
fonctions d’Orlicz qui nous intéresseront.
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Définition II1.1.8. Soit y une fonction d’Orlicz. On dit que y vérifie la condition V() s'il existe un
Xo > 0 et une constante C > 1, tels que, pour tout xo <x <y, on ait

y(20) _ y(20y)
v S vl

On renvoie a [16, Proposition 4.6] pour la vérification du fait suivant :

Proposition I11.1.9. Soiz W une fonction d’Orlicz. Y vérifie la condition Vy si et seulement 5’1l existe xg > 0
tel que, pour tout B > 1, il existe une constante Cg > 1 telle que

v (Bx) _ v (BCp)
v T v

pour tout xg < x < .
f

La condition V(-uniforme, que nous noterons parfois Vi, est définie comme suit :

Définition IIl.x.10. Soit Y une fonction d’Orlicz. On dit que y vérifie la condition V-uniforme si et
seulement s’il existe xg > 0 et une constante C > 1 tels que, pour tout > 1, on ait

v(Bx) _ w(BCy)
vix) — v

pour tout xg < x < y.

On définit enfin une classe de fonctions d’Orlicz a croissance rapide :

Définition ITL.r.rx. Soit W une fonction d’Orlicz. y vérifie la condition A? si et seulement s'il existe
Xo > 0 et une constante C > 0 tels que

w(x)? <y (Cx),

pour tout x > xo.

La rigidité imposée par la convexité et la croissance des fonctions d’Orlicz font de la condition A? une
condition plus large qu'il n'y parait dans la définition précédente :

Proposition IIL.x.x2. Soit y une fonction d’Orlicz. Les assertions

I. Y vérifie la condition A%;

2. Il existeb > 1, Cp > 0 et xg > 0, tels que v(x)’ < v (Cpx), pour tout x > xq ;

3- Pour tout b > 1, 1l existe Cp > 0 et x p > 0, tel que l//(x)b < Y (Cpx), pour tout x > xq p.

sont équivalentes.

La démonstration de cette proposition n'apparait pas dans les références usuelles sur les espaces d’Orlicz
que sont [15] et [23]. Nous préférons donc la donner ; elle met également en évidence des arguments et fagons
de procéder habituels sur la question.

Démonstration de la proposition II1.1.12. On va montrer (1)=(3)=(2)=(1).
(1)=>(3). On suppose donc la condition A? vérifiée, i.e. il existe C > 0 et xp > 0, tels que

v (x)* < w(Cx), (ITL.1.3)

pour tout x > xg. Soit b > 1. Si 1 < b < 2, le fait que Y (x) tend vers l'infini quand x — o implique
v (x)? < v (x)? pour tout x suffisamment grand, ce qui donne le résultat. Si b > 2, on note n, € N un entier
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b
tel que 0 < o < 1; en utilisant la relation (III.1.3) et le méme argument que celui évoqué quand 1 < b <2,

on vérifie facilement que, pour x suffisamment grand, I'inégalité

y(x)” < y(C"x)

est satisfaite, ce qui donne la premiére implication.
(3)=(2) est triviale.
(2)=(1). On procéde comme dans (1)=>(3) en échangeant les roles de 2 et de b. d

La proposition suivante ([23, paragraphe 2, proposition 6]) montre qu'une fonction d’Orlicz qui vérifie la
condition A? doit avoir une croissance au moins exponentielle :

Proposition I1L.x.13. Soiz Y une fonction d’Orlicz vérifiant la condition A?. il existea > 0 et xo > O tels que
v (x) = e*,
pour tout X 2 Xo.

On rappelle enfin la proposition 4.7 (2) de [16] :

Proposition I1L.x.14. Soit y une fonction d’Orlicz.
1. Si vy vérifie la condition NV o-uniforme, alors W vérifie la condition V.
2. N1y vérifie la condition A2, alors Y vérifie la condition Vo-uniforme.

On note que les fonctions x — x”, pour 1 < p < oo, sont des fonctions d’Orlicz qui vérifient la condition
Vo-uniforme, et donc les conditions V; et V(, d’apres la proposition précédente. Elles satisfont aussi a la
condition A, mais n'appartiennent pas la classe A%. A l'inverse, les fonctions du type x — e — 1, avec

a>0eth>1,vérifient la condition AZ mais pas la condition Ay. Enfin, les fonctions d’Orlicz qui peuvent
g'écrire x — exp (a (In(x+ 1))b) — 1, avec a > 0 et b > 1, appartiennent aux classes V, et Vo, mais ne

vérifient pas la condition A%,

Pour une étude compleéte des espaces d’Orlicz, on renvoie au livre de M. M. Rao et Z. D. Ren, déja
cité ([23]). Concernant plus spécifiquement I'étude des opérateurs de composition, on trouve également de
nombreuses informations relatives a ces espaces, comme par exemple d’autres classes de fonctions d’Orlicz
qui interviennent dans ce sujet, dans [16].

III.> Espaces bE BErRGMAN-ORLICZ A POIDS SUR By

L'objectif de cette partie est d’étendre le théoréme de Carleson connu sur les espaces de Bergman & poids
classiques aux espace de Bergman-Orlicz a poids. Dans le dernier paragraphe de cette partie, nous appli-
querons ces résultats pour exhiber, sinon des caractérisations dans un cadre général, au moins des conditions
nécessaires ou suffisantes, exprimées en termes de mesures de Carleson adaptées, a la continuité et a la
compacité des opérateurs de composition sur ces espaces.

III.2.x  Déhinitions et résultats généraux

Soient o > —1 et dvy la mesure de Lebesgue a poids (radial d’ordre @) sur By normalisée,

a
2
dva (2) = ca (1-1) " dv(2),
ou dv est la mesure volumique de Lebesgue sur By normalisée. la constante cq vaut

I'n+o+1)
nl(a+1)

Co —
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Lespace de Bergman-Orlicz 4 poids sur la boule, Ay (By), est défini a partir de espace d’Orlicz associé 2 la
mesure de probabilité dvy sur By, LY (By,v).

Définition ITL2.1. Lespace de Bergman-Orlicz Ag (By) a poids sur la boule est I'ensemble des fonc-
tions holomorphes f, définies sur By, telles quil existe une constante 0 < C < oo telle que I'intégrale

o8-

est finie.

Autrement dit,
AY (By) = L& (By) N H (By) C AL (By).

Muni de la norme de Luxemburg,

”fHA};’ = inf{Q/B "4 (’?) dvg < 1},

AY (By) est un espace de Banach. C’est une conséquence directe du fait que Ay (By) a la propiété de Fatou,
héritée de AL, (By), et que L¢y (By) est un espace de Banach.

I1 est facile de vérifier que si W (x) = x”, pour p > 1, alors 'espace de Bergman-Orlicz coincide avec
I'espace de Bergman classique AL (By).

Pour a € By, on note , I'évaluation au point a. La proposition suivante nous dit que J, est une forme
linéaire continue sur A (By), pour tout a dans la boule.

Proposition I11.2.2. Soiz o0 > —1, et soit W une fonction d’Orlicz. Soit également a € By. Lévaluation 8,
au point a est bornée sur AY (Bw) ; plus précisément, on a

1 » 1+‘Cl’ N+14+a » 1+|a| N+1+4a
- PR < < .
4N+1+(xw ((1_‘61’) —HSQH—IV 1—|Cl|

Démonstration. Tout d’abord, soit @, un automorphisme de By tel que ¢ (0) = a. Fixons f € Ay (By) et
posons C = || f|| av. Par la formule de changement de variables (cf. par exemple [27, Proposition 1.13]), il

vient
N+1+a
[owo(Me )= [ (70 (|11_—<le>’> v 2).

La sous-harmonicité de y (]foc(pa]) donne

lI/<|f(a)|> . / q/<|f(Z)|>< 1—|al? >N+1+adva(z)
C — JBy c 11— (z,a)|?

< ()

o) <cy ((ﬁH)N) 7

o ((11’:2;)1\#1%‘)‘
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Inversement, on introduit le noyau de Berezin en a € By :

| ‘a‘z N+1+4+a
%@:<M%MW> |

1+]al
1-1d|

N+1+a
I1 n'est pas difficile de vérifier que ||Hy||,, = ( ) et que ||Hg|;1 = 1 (c’est une application directe

de la formule de changement de variables) ; donc

H,(a
o > [Hald)
| a”Ag{
—1
=z 1 N+l+a v (H].) ([16, lemme 3.9])
(1 1aP) 1]l
- 1 ll/-] 1+|a‘ N+1+a
- (1+’a|)2(N+l+(x) 1_|a‘
1 ;) 1+|61| N+1+o
= 4N+1+aw <<l—fa|> . (III.2.1)

O

On décrit maintenant la convergence faible-étoile sur la boule unité des espaces de Bergman-Orlicz, en
termes de convergence uniforme sur tout compact de By :

Proposition 111.2.3. Soir o0 > —1. Soient W une fonction d’Orlicz ® sa fonction d’Orlicz complémentaire.
Sur la boule unité de Al (B ), la topologie faible-étoile

o (LY (By,dve),M® (By,dvg))
induite coincide avec la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de By.

Démonstration. Observons tout d’abord que les deux topologies ci-dessus sont métrisables. En eftet, c’est
un fait bien connu pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact et, en ce qui concerne la
topologie faible-étoile sur LY (By,dvq,), cela provient du théoreme IIL.1.4 et du fait que l'espace de Morse-
Transue M® (By) est séparable. Nous pouvons par conséquent travailler avec des suites convergentes. Soit
donc (f;,), une suite dans la boule unité By de Af (By) qui converge vers f € By pour la topologie faible-

| ’ |2 N+1+a N+lta

—|a

étoile. Pour a € By, soit H, (z) = (|1<>\2> 5 | Halloo = (}jaD , si bien que H, € M? et
—(z,a

donc que

(h=D@= [ (=P Hadva 0.

De plus, comme (f;), est dans la boule unité de Ay (By), grice par exemple 4 la proposition IT1.2.2, (f;),
est bornée sur tout compact de By. Du théoréme de Montel et d’'un argument de compacité, on déduit que
(fu), converge uniformément sur tout compact de By vers f.

La démonstration de la réciproque est identique 2 celle de [18, proposition 5.3, (ii)]. O

III.2.2 Théorémes d’inclusion dans les espaces de Bergman-Orlicz

Ce paragraphe est inspiré de [18].
On aura besoin d’une version du théoréme de Carleson pour les espaces de Bergman, légérement diffé-
rente de celle habituellement énoncée. Comme pour I'étude, entre autre, de la continuité et de la compacité
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des opérateurs de composition sur les espaces de Bergman et de Hardy de la boule avec les mesures de Carle-
son, on doit introduire les objets et les notions impliquées. On rappelle la définition de la distance anisotrope
sur la sphére Sy, qu'on désigne par d. Pour ({,€) € S3, elle est donnée par

d(§,6) = VI1=(5,&)l-

On peut vérifier que d est une distance sur Sy et que son prolongegnt a By x By vérifie encore I'inéga-
lité triangulaire (cf. par exemple [24, Proposition 5.1.2]). Pour { € By et h € ]0,1], on définit la « boule »
anisotrope (pour d) de By par

S(¢.h) = {z €By,d({,2)° < h}.
et son analogue dans By par
() ={z€By,d(¢.2) <h}.
(I1 convient de bien faire la distinction entre les notations S (£, 1) et . (&, h)...) On note aussi
Q=.7(,h)NSy
les boules anisotropes sur Sy pour la (vraie) distance d. Ensuite, pour { € Sy et h € |0, 1], on définit

W (&, h)= {ZEIBN, 1—|z] <h,i eQ(C,h)}.

|z

W (&, h) est usuellement appelée une fenétre de Carleson.
On introduit les fonctions suivantes, py et Ky o :

Pu () = sup u(W(E,h)),
EeSy

ol U est une mesure borélienne positive sur By. On pose également

Pu (t)

tN+1+OC '

Ky, (h) = sup
0<t<h

 est une mesure de oi-Bergman-Carleson (usuelle) si K, o est bornée. Comme
N vy (W (E,1)) (II1.2.2)

pour tout & € Sy (c’est plus ou moins contenu dans [24, proposition 5.1.4]), i est une mesure de ot-Bergman-
Carleson si et seulement s’il existe une constante 0 < C < oo telle que
q

[,L(W(é,h)) SCV(X (W(f,h))

pour tout & € Sy et tout i € (0,1) (ou de fagon équivalente, pour tout i € (0,h4), pour 0 < hy < 1).
Remarquons que, dans les définitions de py et de Ky, g, il est possible de remplacer W (&, k) par S (&, h), car
ces deux ensembles sont équivalents, dans le sens ot il existe deux constantes C; > 0 et C > 0 telles que

§(,Cih) CW(&,h) C S(§,Caoh),

pour tout & € Sy et pour tout & € (0,1). Dans ce qui va suivre, nous travaillerons indifféremment avec des
boules anisotropes ou des fenétres de Carleson, si aucune confusion nest a craindre.
Le lemme de recouvrement suivant sera utile pour notre version du théoréme de Carleson :

Lemme IIL.2.4. I/ existe un entier M > O tel que, pour tout O < r < 1, on peut trouver une suite finie {&k}le
(m dependant de r) dans Sy ayant les propriétés suivantes :

7. Sy =Uk @ (&)
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2. Les ensembles Q (&, r/4) sont deux i deux disjoints;
3- Chagque point de Sy appartient & au plus M boules Q (&, 4r).

Démonstration. La démonstration consiste a utiliser une variante du [27, Lemme 2.22] pour la distance
anisotrope 2 la frontiére, et est quasiment identique a celle de [27, Théoréme 2.23]. Le fait qu'on puisse
prendre une suite finie provient d’'un argument de compacité. O

Dorénavant, M désignera toujours la constante apparaissant dans le lemme III.2.4. On va maintenant définir
un opérateur maximal associé 4 un recouvrement de By par des sous-ensembles convenables. Soit n > 0 un
entier ; on note C, la couronne

1 1
Cn_{ZE]BN’l_znS’Z|<1_2n+l}'

1
Pour tout n > 0, soit (&, ), C Sy donnée par le lemme III.2.4 en prenant r = T Pour k > 0, on pose

Z

Tox = {ZGBN\{O}a = GQ(&o,kal)}U{o}-

k4

On définit ensuite les T, ¢, pour n > 1 et k > 0, par

Thx= {ZEBN\{O}v = EQ<§n7k721n>}-

|z|

On a 2 la fois

U Cn - IB3N
n>0
et
UTox = Bw
k>0
UTw = By\{0},n>1.
k>0

Pour (n,k) € N2, on définit les sous-ensembles Ay ) de By par
Apniy = Ca N Ty
On a clairement
Aogy = (W (& 1)NCo)U{0};
Apry = W (6,,;{,21’1) NCpy,n > 1.

De plus, par construction, les A, 4y vérifient les propriétés suivantes :

I. U(n,k)ENz A(n,k) = BN.

1
2. Pour tout (n,k), A, x) est un sous-ensemble de la fenétre de Carleson fermée W (én’k, 2n> , et on

peut trouver une constante C > 0, indépendante de (n, k), telle que

Vo (W (é‘n,k, 21>> < Cva (M) -

CHARPENTIER STEPHANE 69




CHAPITRE IIl. OPERATEUR DE COMPOSITION SUR LES ESPACES DE TYPE ORLICZ
ANALYTIQUES

3. Etant donné 0 < & < 1/2, si C¢ désigne la couronne définie par

Ciz{zeBN,(lJrs) (1—21) <zl < (1+e¢) (1—2n1+1>},

alors chaque point de By appartient a au plus M ensembles Afmk) définis par

Afo,k) = (W (6o, 1+€)NCG)U{0};

1
Ay = <§nk7(1+8)2 )ﬂce n=1.
Ceci provient de la construction et du lemme de recouvrement précédent. En particulier, on a

Y va(Af) < Mva(By) =M

(n,k)eN?

Pour toute f € Ay (By), on définit la fonction maximale Ay de f de la fagon suivante :

Ar="Y sup (If(2)) 2a, (ITL.2.3)
n,k>080x)

oll X, est la fonction caractéristique de A, ). La proposition suivante assure que I'opérateur maximal
A fr— Asestborné de Ay (By) dans Ly (By) := LY (By,va).

Proposition I11.2.5. Soiz  une fonction d’Orlicz et soit o0 > —1. Lopérateur maximal A défini ci-dessus est
borné de Ay (By) dans Ly (By). “Plus précisément, il existe une constante B > 1 telle que, pour tout f € Ay (By),
on a

[Af] Ly < 2B fllay-

Démonstration. On fixe f € Al (By) et on pose C = [ £1lay- On note c(, 1) = sup (| f]) et soit T(, 1) € Agup)

Ainky

tel que | f (T(p))| > ‘0 Comme ‘V‘ij est sous-harmonique, et par la propriété de la sous-moyenne, il
vient

A Tn

/ w( f)dva < Yv f G| Vo (Aguk))
2C n,k>0
A
< « (o) / v <‘£|> dvg
nk>0 Vg <Afn’k)) Ak
Bien sr,
va (Aup)

ol D¢ > 0 est une constante qui ne dépend que de €. Ainsi, on a

Ay n
/"’(2C>dv°‘ < ey ), (C)dv“

( k)

Or, C8 = UkzOAfn K €6 d’apres la troisiéme propriété suivant la construction des A, ) ci-dessus, pour tout
. 8 . N 8 7
n, chaque point de C§ appartient a au plus M ensembles Al Donc, pour n fixé,

L v(e)aezu | v (&)

(n,k)
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Ensuite, il est évident que By C U,>0Cj et que chaque point de By appartient a au plus 3 des Cg. Il suit que

DeMZ (m)dva

n>0

|f|>
S B/]BN (C deCa

ol B > 1 est une constante indépendante de f. Maintenant, par convexité, on a

A o <1
/"’230 Ve

[Af]y < 2B fllay-

T
<
N
e
N————
QU
<
R
A

d’ou

On énonce notre version du théoréme de Carleson comme suit :

Théoréme I11.2.6. I/ existe une constante C > 0 telle que, pour toute f € AL, (By) et pour toute mesure
borélienne positive finie W sur By, on a

w({z€Bn, |z| >1—het [f(z)| >1}) < CKua(2h)ve ({Af>1}),
pour tout h € (0,1/2) et pour tout t > 0.

‘Démonstration. La preuve est trés semblable a celle de [18, Lemme 2.3]. Nous préférons en donner les
détails. On fixe 0 < h < 1 et # > 0. On identifie i € N et (n,k) € N? grice a une bijection arbitraire de N?
sur N. On écrit i < (n, k) sans confusion possible. Définissons

I= {i<—> (n,k), sup|f] >t}
A;

. 1
Ih:{uﬁ(n,k),h e sup|f]>t}

et

En notant W; la plus petite fenétre de Carleson contenant A;, et d’aprés la troisieme remarque sur les A;
ci-dessus, on peut trouver des constantes C > 0 et C > 0 telles que

n({zeBy, |zl >1—het [f(2)| >1}) < Y u(A

i€l
< Y uw
i€l
< CY Kuo(2h)ve (W)
il
< CCKuo (2h)Y va (i)

il
La troisi¢me inégalité provient de (IIL.2.2) et du fait que, pour tout i € I, comme le rayon de W; est plus

petit que — L il est également plus petit que 2A. Maintenant, comme chaque point de By appartient a au
plus M des A;, on a

iel iel

Y va (A) < My (UA) < Mvg ({Af>1}),

et
L({z€By, |z >1—het |f(2)] >1}) S Ky (2h)va ({Af>1}).
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On utilise notre version du théoréme de Carleson pour obtenir le lemme technique suivant :
Lemme II1.2.7. Soit W une mesure borélienne positive finie sur By et soient W et W deux fonctions d’Orlicz.
On suppose qu'il existe A >0, > 0 et hy € (0,1/2) telles que
l/hN-H—Hx
v (A‘Vfl (1/hN+1+0‘)) ’

pour tout h € (0,hy). Alors, 1l existe trois constantes B > 0, x4 > 0 et Cy > 0 (cette derniere ne dépendant pas de
A, N et hy) telles que, pour toute f € Al (By) vérifiant 1f1lqwn < 1, et tout borélien E de By, on a

/E‘lfz ('Q) du < p(E)ya (xa) +Cin | w1 (Af)dv.

By

Ky (h) <1

“Démonstration. Soient A, hy et 1 vérifiant les hypothéses du lemme. Pour f € AY! (By), [ f[m <1, et E
o
un borélien de By, on commence par écrire la formule suivante (Fubini) :

/ v () dpt = / TV O ({If] > NE) dr. (IIL2.g)
E 0

On porte alors son attention sur 'expression p ({|f| >¢}). On utilise la majoration de la norme de I'éva-
luation donnée dans la proposition III.2.2 pour obtenir que, si |f(z)| > 1, alors, puisque [|f]|;n <1, on

a
. 1_’_‘2‘ N+1+a
< l,l/l = ‘Z‘

1 N+1+4+a
< Nty ((1_ \Z\) ; (IIL.2.5)

dans la derniére inégalité, on a utilisé la convexité de y. Linégalité (III.2.5) est équivalente a I'inégalité

1 1/(N+14+a)
g >1— [ —— :
Vi (zzvfw)

Le théoréme de Carleson (théoréme II1.2.6) donne alors

X 1/(N+14a)
p{lfl>1}) = w|{lfI>30 Z!>1—<%(t)>

N+1+a

1/(N+1+o)

va ({A;>1}). (IL.2.6)

Maintenant, les hypotheses du lemme assurent que, si

1 32Nt
IN+1+a Vi A

S> > 1/h27+1+a,

A
Le.s>xq = Wl]/fl ((Z/hA)NHJra), alors

1/(N+1+a) 3 oN+a
n V ( S)

1 A
K, 12| —————— < II1.».
U " <3.2N+a s) = IN+1+a v (%S) (IIT.2 7)
A
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D’ou, en appliquant I'égalité (III.2.4) 2 |f], et en utilisant les inégalités (III.2.6) et (IIl.2.7), avec

Voo 6.4N+a
6.4
=

s dans (IIL.2.6), il vient

A A,
[ (e 1) < [ vaom@as

<3'2N+(x )

e Wi (T -

C / A 6.4

+ ZNZHQ/ v, (s) an <{Af > s}) ds. (II1.2.8)
XA 2

On s’occupe de la seconde intégrale du membre de droite ; notons que, pour une fonction d’Orlicz ¥, on a

xy (x) SCIV(mzl)x)

pour tout C > 0 et pour tout x > 0. En effet, comme ¥/ (f) est croissante, il vient

C+1

v /xcxv/ (r)dr < w(czlx) :

IN

Par conséquent,

et 'inégalité (II1.2.8) donne

A C 1 3.2N+a 6.4N+o
/E‘I’Z (641\”0‘ ’f\) dﬂS‘lfz(xA)#(E)‘*‘zZm/ i < 1 S)"a ({Af> 1 S}) ds.
; o

En utilisant la convexité de la fonction 1, on obtient

v (valt) < va ) 8)

nC 3.2N+te e, /3 N+« 6.4N+a
—|—2N+a " ; v A Ap > 1S ds

Le.
A du < 5+ [Ty A > 2V g
E‘lfz W’ﬂ o<y (xa)p( )+2N+a A v (Wve ({Af > u})du
nC A
< V() H(E)+ Sypg / Vi <2N+{+0‘) dvg
By
nC
ce qui termine la démonstration du lemme. O

Dans le contexte usuel des espaces de Bergman (respectivement des espaces de Hardy), le théoreme de
Carleson assure que, étant donné une mesure borélienne positive finie @ sur By (resp. By), I'inclusion
Al (By) C LP (1) (resp. HP (By) C L” (1)) a lieu (et est continue) si et seulement si fl est une mesure de
o-Bergman-Carleson (resp. une mesure de Carleson). La compacité est caractérisée de la méme fagon en
termes de mesures de o-Bergman-Carleson évanescentes (resp. de mesure de Carleson évanescentes). 11
apparait d’emblée que ces caractérisations ne dépendent pas de I'exposant p. Dans le contexte des espaces de
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Bergman-Orlicz (resp. des espaces de Hardy-Orlicz), la formulation du théoréme de Carleson (théoréme
II1.2.6) et le lemme technique qui en découle (cf. partie II1.3 pour leurs énoncés dans le contexte des espaces
de Hardy-Orlicz), sont suffisamment généraux pour permettre d’en déduire deux conditions, nécessaires et
suffisantes, portant sur une mesure U, pour obtenir I'inclusion (et donc sa continuité), ou la compacité de
cette inclusion, d'un espace de Bergman-Orlicz Ag' (By) (resp. Hardy-Orlicz HY' (By)) dans un espace
d’Orlicz LY2 (By, 1) (resp. LY? (Sy, it)).

Récemment, Z. J. Jiang a montré ([14]) que ces caractérisations restent valables dans le cadre des espaces
de Bergman-Orlicz si Y = y» = y vérifie la condition Ay. Comme les fonctions d’Orlicz qui satisfont a
cette condition sont « presque » des fonctions puissances x — x”, ses démontrations et ses résultats sont
trés semblables (identiques en ce qui concerne les résultats eux-mémes) 4 ceux qui sont connus dans le cadre
classique des espaces de Bergman.

Dans la suite, on s'intéresse a des théorémes d’inclusion entre espaces de type Orlicz généraux, i.e. pour
des fonctions d’Orlicz Y et y; arbitraires; en appliquant ces résultats aux opérateurs de composition, on
met en évidence des comportements originaux, et quelque peu surprenants, de ces derniers lorsqu’ils agissent
sur des espaces de Bergman-Orlicz a poids (et dans la partie 3 sur des espaces de Hardy-Orlicz) associés a
des fonctions d’Orlicz qui croissent suffisamment vite. Bien entendu, ces phénomeénes ne se produisent pas
quand la fonction d’Orlicz ne vérifie pas la condition A,.

On s'intéresse d’abord 4 I'existence d’une telle inclusion.

IIl.2.2.1  Linclusion AY' (By) < LY> ().

Le lemme III.2.7 nous donne le théoréme d’inclusion suivant, dans le cadre des espaces de Bergman-

Orlicz 4 poids.

Théoreme I11.2.8. Soiz U une mesure borélienne positive finie sur By et soient W et W deux fonctions
d’Orlicz.

1. i Dinclusion Ay (By) C LY? (W) a lieu (et est continue), alors il existe une constante A > 0 telle que

1
pu(h) = Org (w T () ) . (UIL.2.9)

2. N'il existe une constante A > 0 telle que

l/hN+l+(x
Kia(h) =0, , ne
wa (h) = O v (Ay, T (1) (II1.2.10)

alors Dinclusion Al (By) C LY? (1) a lieu (et est continue).
3- i lon suppose de plus que Wy = W = Y vérifient la condition Vo-uniforme (cf. IIL.1.10), alors (I111.2.9) et

(I1L.2.10) sont équivalentes.

Comme nous I'avons déja dit dans lintroduction, linclusion A¢! (By) C LY> (i) est automatiquement
continue, dés lors qu’elle a lieu. Cela provient simplement du théor¢me du graphe fermé.

Démonstration du théoréme II1.2.8. 1) Notons C la norme de linclusion jyuq : Af' (By) < L2 (). Soient
a€By, |la|=1—het& €Sy tels que a = (1 —h)&. On considére la fonction

1 Wfl (1/hN+l+(x)
fa(2) = ONFTHa ] /pNtTva a(2)

1 w;l (1/hN+l+(x) h(2 —h) Nt+lta
IN+1+a l/hN+l+oc ‘1 - (l —h) <Z,§>‘2 '
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Rappelons que H, est le noyau de Berezin introduit dans la proposition II1.2.2. D’aprées la démonstration de
cette méme proposition, f est dans la boule unité de AY' (By) et on a donc, par hypothése,

Hju,oc (f)HLwZ(#) = Hf”L‘I’z(,u) <C

1> /BN <‘£|> du. (I11.2.1x)

On va minorer le membre de droite de (IIl.2.11), en minorant |f]| sur une « boule » anisotrope S (§,h). Si

z€ S(&,h), alors

si bien que

1=(a) < [1=(&,a)|+](§ a)—(za)
< h+(1=h)[(E,8) —(z.8)]
< h+(1=h)[1—-(z,8)|
< h+(1—h)h
< 2h.
Donc, pour tout z € S(a,h),
1 W—l l/h/v+1+a 1 \Vtlta
’fa(Z)’ = JN+l+ta llghNH—&-a )(4}1)
Iljl—l (l/hN-‘rH-Ot)
= {N+1+a ’

Par conséquent,

Vv

/ v <|f’) u

By
W;l (l/hN-‘rH-Ot)

/S(é,h) L%%) ( §V+1+oC du
—1 1 hN+l+a

) (lIII ggv-»{l—i-ac )> u (Sf (a,h))

ce qui donne la condition (IIL.2.9) et la premiére partie du théoréme.

2) La deuxieme partie utilise le lemme III.2.7. Tout d’abord, on sait (proposition III.2.5) qu’il existe une
constante Cyy > 1 telle que, pour toute f € AY' (By), )< Ct || f1] 11 (By)» OU Ay est la fonction
maximale introduite plus haut (pour voir que Cy > 1, il suffit de le vérifier avec f = 1). Soit maintenant
f dans la boule unité de AY' (By); il suffit de montrer que || f]| v (u) < Co pour une constante Cp > 0
indépendante de f. Soit C > 1 une constante dont la valeur sera ﬁxee plus tard. La condition (III.2.10) est
supposée étre réalisée, c’est-a-dire qu'il existe des constantes A > 0, iy € (0,1/2] et n > 0O telles que

v

l/hN+1+a

v (A‘Iﬁ_] (l/hN+1+a)) ’

pour tout i € (0,h4). En utilisant la convexité de y; et le lemme III.2.7 appliqué & f/Cy (qui vérifie encore
lf/Cm HAZ? <1),E =By, 1 et hy comme dans (III.2.12), on peut trouver des constantes B > 0, x4 et C; >0,
toutes indépendantes de f, telles que

|| 1 | f]
/BN%(BCMC")‘Z“ = C“/B V2 (BC )d“
<u By) w2 (xa)+Cim [ (é\ >dva>
BN M

= (1 (By) w2 (xa) +Cim).

(I11.2.12)

Ky (h) <1

IN

IN
N — Oy —
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Clairement, C; peut étre choisie sufhisamment grande de fagon a ce que Cin > 1 et, quitte a fixer C=
i (By) wa (xa) +Cim > 1, on obtient || f||; v w < Co= BCyC, ce qui termine la démonstration de (2) du
théoréme III.2.8.

3) Il est tres utile d’observer le fait suivant :

Condition (D). Avec les notations et sous les hypothéses du théoréme, si 'inclusion Ag' (By) C LY? (1)
a lieu (et est continue), alors il existe une constante A aussi grande que 'on veut et 7 > 0 tels que

1
pu(h)<n - ; (IIL.2.13)
H va (Ayy ! (ha/WN+1+2))
pour tout h14, 0 < hy <1 et pour tout 0 < h < hy.
“Démonstration du Fait. D’apres le premier point de la présente démonstration, I'inégalité
1
pu(h) <1 (I1.2.14)

v (Awl—l (l/hN-i-H—a))

a lieu pour A>0,0<hy<1,m>0cet pour tout 0 < i < hy. On fixe A > 1 et on cherche une constante
hia <1 telle que
1 1

= < , (II1.2.15)
Aw (1 /pN+1+a 3 N+1+o
w2 (Ayy ' (1/ ) W <AW1 1 ((hA,A/h> >>
pour 0 < /1 < hj 4. Or il est facile de vérifier que I'inégalité (IIL.2.15) est équivalente 2
A _ ‘/’fl (1/hN+l+(x) _ 1
X - N+i+a\ — pN+lta
Y ( (hA,A / h) ) AA
par concavité de y; !. Par suite, le fait est acquis en choisissant & 7.4 suffisamment petit. O

On revient 4 la démonstration du troisiéme point. Maintenant, y; = Yy, = y. D’abord, il est clair que la
condition (II.2.10) implique la condition (III.2.9). La réciproque est également vraie si Y vérifie la condition
Vo-uniforme. SoitA >0, hs € (0,1] et n > O tels que

1
v Ay (1/pN )

pour tout & € (0,h4). Le fait ci-dessus assure qu'on peut trouver B> 1 et 0 < K = Kp 4 < 1 telles que

pu(h) <

1
‘I’(B‘lffl ((K/h)N+1+a))

pu(h) <n

pour tout 0 < & < K. On a alors

N+l+a
Kyo (h) = sup M <n sup L/t sup ! V()

o< VT T Ty v (Bl//*l ((K/t)N+1+O‘)) - nxzw,.((K/h)NHm) KN+1+a y (Bx)’

pour tout 0 < & < K. Soit C la constante provenant de la condition Vy-uniforme vérifiée par y, et soit 3 tel
que B = BC. Le fait nous autorise a choisir B aussi grand qu’on veut et donc a supposer que 8 > 1. Ainsi,
puisque Y vérifie la condition Vo-uniforme,

v (By ! (K/0)) gy
(K/h)NJrHa = y(x)

76 STEPHANE CHARPENTIER



IIT.2. ESPACES DE BERGMAN-ORLICZ A POIDS SUR By

pour tout x > Y~ ! ((K/h)N+l+a>. D’ou, pour tout 0 < h <K,

l/hN+l+oc 1/hN+l+oc

Kua(h)<n v (B‘IFI ((K/h)NHJr“)) =1 Y (BKN+IHoy—1 (] /pN+1+a))

par concavité de Y~ !, et la condition (II.2.10) est bien satisfaite. O

Le troisieme point du théoréme précédent nous conduit a définir les mesures de (Y, ot)-Bergman-(arleson
sur la boule :

Définition I11.2.9. Soit u une mesure de Borel sur By et soit ¥ une fonction d’Orlicz. On dit que u
est une mesure de (Y, &)-“Bergman-(arleson s'il existe une constante A > 0, telle que

1(W(&,h) = Ono (w(Awl (ll/hNHm))) , (I11.2.16)

uniformément en § € Sy.

Notons que la condition (III.2.16) est équivalente a la condition (III.2.9). Il semble d’un certain intérét
d’énoncer le corollaire suivant :

Corollaire II1.2.10. Soit U une mesure borélienne positive finie sur By, et soit W une fonction d’Orlicz véri-
foant la condition Vo-uniforme. Linclusion Ay (By) — LY (W) a lieu (et est continue) si et seulement si |4 est une
mesure de (Y, 0t)-Bergman-(arleson.

III.2.2.2  Compacité de 'inclusion A}y’ (By) — LY (u).

Nous aurons besoin d’un critére de compacité.

Proposition I1L.2.xx. Soit U une mesure borélienne positive finie sur By et soient W et W deux fonctions
d’Orlicz. On suppose que 'inclusion jy o : AY (By) < LY> (u) a lieu (et est continue). Les trois assertions suivantes
sont équivalentes :

L Juo (AL (By) — LY> (u) est compacte ;

2. Toute suite dans la boule unité de Agl (By), qui converge vers O uniformément sur tout compact de By,
converge en norme vers 0 dans LY ().

. i, =0, 0 (£) = £y

Démonstration. 1=>2) On suppose d’abord que jy o est compacte. Soit (f;), une suite dans la boule unité
de AY' (By), qui converge vers 0 uniformément sur tout compact de By. D’évidence, jy o (f,) converge
simplement vers 0 partout. Supposons alors par I'absurde, et quitte a extraire une sous-suite, que

lin}lianju,oc (fn) HLWZ (1) = 0.

La compacité de ji o autorise, a ré-extraction prés d’une sous-suite, a supposer que (.o ( fn))n converge en
norme vers une fonction g € L¥? (1), qui doit nécessairement vérifier [|g|| v u) > 0. Comme la convergence
en norme dans LY? (i) implique la convergence p-presque partout, on aboutit 2 une contradiction.

2=1) Inversement, soit (f,), une suite dans la boule unité de A} (By). En particulier, (f,),, est incluse
dans la boule unité de AL, (By) et la formule de Cauchy assure que (f;), est uniformément bornée sur tout
compact de By, si bien qu'a extraction pres, on peut supposer, d’apres le théoréme de Montel, que la suite
(f), est uniformément convergente sur tout compact de By vers une fonction f holomorphe dans By.
Maintenant, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue assure que f € Ag! (By) et, quitte a diviser
par une constante suffisamment grande, on peut supposer que (f, — f),, qui converge vers 0 uniformément
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sur tout compact de By, est incluse dans la boule unité de A¢' (By). Par hypothése, (ju.a (f3) — jua (1),
converge vers 0 pour la norme de LY (1), et j, o est compacte, comme attendu.

3=>2) Soit (f,), une suite incluse dans la boule unité de Ay' (By), qui converge vers 0 uniformément sur
tout compact de By. On a

lim su = limsuplimsup ||I, + o X
n~>oop anHLWZ (“) r—>1’p n~>oop <fn) f” XVBN LWZ (ﬂ)
S limsup ||7;|| + limsuplimsup || - X5,

r—1- r—l1-  n—e

= 0.

2=3) On suppose par 'absurde que (3) n'est pas satisfaite, si bien qu'il existe une constante 6 > 0 et
gy ()

extraire une sous-suite, on peut supposer que (f,), converge uniformément sur tout compact de By vers une

une suite (f;,), dans la boule unité de Ay’ (By) telle que

” > 0 pour tout n > 0. Quitte 4 en
LY2

fonction f € Ay (By). D’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, lim,, ... Hl (1-1) (f) »
n 2

0; ainsi, pour n sufisamment grand,

>5/2

LY2

o= Pl = |11y =)

ce qui contredit (2). O

Comme dans le paragraphe IIl.2.2.1, la proposition IIL.2.11 et le lemme III.2.7 donnent le théoréme de
compacité de I'inclusion suivant, pour les espaces de Bergman-Oirlicz.

Théoreme Ill.2.x2. Soit U une mesure borélienne positive finie sur By, et soient Wy et W) deux fonction
d’Orlicz.

1. i Dinclusion Ay (By) C LY? (W) a lieu et est compacte, alors pour toute constante A > 0, on a

1
Pu (h) = on—o (1[/2 (All’lil (l/hN—H—l—oc)) ) ) (IIL2.17)

2. §1

l/hN+1+a
Ky (h) = on—o <‘lf2 (Al[/l_l (1/hN+1+oc))) (II1.2.18)

pour tout A > 0, alors Ay (By) s'injecte de fagon compacte dans LY? (W).
3. S on suppose de plus que Wy = W = Y vérifie la condition Vy (cf. II1.1.8), alors les conditions (111.2.17) et

(I11.2.18) sont équivalentes.

Démonstration. 1) On suppose que l'inclusion Ay’ (By) C LY? (1) est compacte et, par Iabsurde, que la
condition (IIl.2.17) nest pas satisfaite. Cette derniére hypothése signifie qu'il existe des réels & € (0,1) et
A >0, une suite (h,), C (0,1) qui décroit vers 0, et une suite (&,), C Sy, tels que

&

1(S(&Enhy)) > v (A‘Vfl (l/hN+1+oc)) .

Soit ay, := (1 —hy) &, ; on considére les fonctions

1 -1(1 hnN+1+a
f”(z)::f“n(z) = IN+1+a u IEhI/VHJra )Han(z)
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ol H,, est le noyau de Berezin (cf. proposition IIL.2.2). La deuxi¢me partie de la démonstration de la pro-
position IIL.2.2 (Uinégalité (IIL.2.1) plus précisément), assure que chaque f,, appartient a la boule unité de
AL (By). D’apres (I11.2.19), comme y; est une fonction d’Orlicz (on utilise le point (2) dans la IT1.1.2), (f5),
converge vers 0 uniformément sur tout compact de By. La proposition IIL.2.11 entraine que (f;), converge
vers 0 pour la norme de LY2 ().

Or, la démonstration de la premiere partie du théoréme III.2.8 fournit les estimations suivantes :

" hn

pour tout z € S(&,, hy), ce qui se réécrit

Wfl (1/h£l\’+1+(x)

|fﬂ (Z)’ 2 8N+1+a
pour tout z € S(&,,h,). Par suite,
8N+1+aA, A 1
/B v (80 \fnl) du > v <801//1 : (hN+1+“>> (S (&nshn))
N n

v

(&' (7)) v
%) 80‘/’1 pNITa V’Z(All/fl(l/hlry+l+a))
E

en utilisant la convexité de Y. On obtient ainsi || ful[ v () = gNTitay Pour toutn, ce qui contredit le fait

que (fn), converge vers 0 dans LY2 ().
2) On suppose maintenant que la condition (III.2.18) est satisfaite. Grace au point (3) de la proposition
III.2.11, il suffit de montrer que, pour tout € > 0, la norme de I'inclusion

Juwar Ay (By) — LY (By \ rBy, 1)

est plus petite qtltltig pour un 0 < rg(€) < 1, et pour tout r tel que ro(€) < r < 1. Soient n € (0,1) et

6.4
A:=A(e) = c

> 0; la condition (III.2.18) signifie qu’il existe ~4 € (0,1/2) tel que
l/hN+1+(x
v, (A‘Vl_] (l/hN+1+a))

pour tout & < hy. Soit f dans la boule unité de AY' (By) et soit r € (0,1). D’aprés la démonstration du
lemme IIL.2.7, appliquée & E = By \ rBy et f, il existe deux constantes indépendantes de f, x4 >0et C; >0
(cette derniére ne dépend pas non plus de A, ni de x4, ni de 1), telles que

f|> / < A |f|>
— )du = “— |d
/IBN\rIBBNW2<8 H BN\rmllfz 64Vra B u

B B\ B) va (o) +Co [ v () v
By

Ky (h) <1

IN

o Ay désigne la fonction maximale de f, definie par (IIl.2.3). On choisit maintenant i de sorte que
1
Cin / Y1 (Af)dvg < 3 (ce qui est possible en vertu de la proposition IIL.2.5 et du fait que y; vérifie
By
— 1
la condition V5), et ry € (0,1) de fagon a ce que p (By \ rBy) w2 (x4) < 5 pour tout 7 € (ro,1) (notons que
ro dépend de &, car A dépend de ¢€). Il vient donc || ju.a.r (f) HL‘Vz(u) < e deés que rp < r < 1, ce qui termine

la démonstration.
3) La démonstration de ce point est identique a celle de la troisieme partie du théoréme 4.11 de [16]. [
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Ceci nous amene a définir les mesures de (Y, &t)-Bergman-(arleson évanescentes sur la boule :

Définition ITI.2.13. Soient y une fonction d’Orlicz et 4 une mesure borélienne sur By. On dit que u
est une mesure de (Y, a)-Bergman-Carleson évanescente si, pour tout A > 0,

1
O 6. = (e ey )

pour tout & € Sy.

On a le corollaire du théoréme III.2.12 suivant :

Corollaire I11.2.14. Soiz W une fonction d’Orlicz vérifiant la condition V et soit | une mesure borélienne
positive finie sur By. Lespace Al (By) s'injecte de fagon compacte dans LY (W) si et seulement si i est une mesure
de (Y, &)-Bergman-(arleson évanescente.

II1.2.3 Applications aux opérateurs de composition sur les espaces de Bergman-Orlicz a poids.
Les théoremes III.2.8 et III.2.12 permettent d’obtenir les caractérisations suivantes, sous certaines contraintes

imposées a la fonction d’Orlicz y :

Théoreme I1l.2.15. Soient v une fonction d’Orlicz et ¢ : By — By une application holomorphe. On note
Wy la mesure image par ¢ de la mesure de Lebesgue ponderée vo sur By, ie. j1y (E) = vg (91 (E)) pour tout
borélien E de By.

1. iy vérifie la condition Vo-uniforme, alors Cy est continu de AY (By) dans lui-méme si et seulement si la
mesure (L' est une mesure de (Y, ) -"Bergman-(arleson.

2. St vérifie la condition Vo, alors Cy est compact de AY (By) dans lui-méme si et seulement si la mesure ,ug
est une mesure de (W, &) -Bergman-(arleson évanescente.

Démonstration. D’apres les corollaires II1.2.10 et III.2.14, il suffit d’observer que la continuité (resp. la com-
pacité) de l'inclusion j%x :Afy (By) — LY </,L$‘) est équivalente a la continuité (resp. la compacité) de I'opé-

rateur Cy : Ay (By) — Ag (By). Cela provient simplement du fait que

1Co (Nlave, = inf{C>0,/BNl;/(WCW)dva§1}

= inf{C>0,/]B w('?)dug‘gl}

= H]ug (f)

LY ()’
pour toute f € Ay (By). O

Comme un cas particulier du théoréme précédent, on retrouve les théorémes 3.6 et 4.3 de [14] :

Théoréme I11.2.16. Soient W une fonction d’Orlicz qui vérifie la condition Ay et ¢ : By — By une applica-
tion holomorphe.

1. Cy est continu sur AL (By) dans lui-méme si et seulement si la mesure ,ug est une mesure de O.~“Bergman-
Carleson.

2. Cy est compact de AY (By) dans lui-méme si et seulement si la mesure ug‘ est une mesure de 0(-"Bergman-
(arleson évanescente.
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Démonstration. 11 suffit d’observer que

1
YAyt (1/RNH )

pour tout A > 0, dés que W est une fonction d’Orlicz qui vérifie la condition Ay (cf. la remarque 2 (a), qui
suit le théoréme 4.11 dans [16]). En particulier, ceci permet de supprimer les conditions de régularité Vj ou
Vo-uniforme du théoreme III.2.15. O

%hN-‘rl-‘rOt

Remarque IIl.2.17. Bien entendu, si 'on n'impose plus les conditions Vo ou Vo-uniforme, les théo-
rémes I11.2.8 et III.2.12 fournissent des conditions nécessaires, ou suffisantes, a la continuité et a la compa-
cité des opérateurs de composition. Nous avons préféré énoncer notre théoréme III.2.15 avec de véritables
caractérisations, quitte a devoir imposer ces conditions a la fonction d’Orlicz y. Ce qui suit va justifier en
quelque sorte ce choix.

Comme nous 'avons dit dans l'introduction, I'une de nos motivations pour étudier les opérateurs de
composition sur les espaces de Bergman-Orlicz (et dans la partie suivante, sur les espaces de Hardy-Orlicz),
est de comprendre « ot » intervient la rupture de condition pour la continuité de Cy entre H* (By) et
Af (By). Plus précisément, il est naturel de se demander §'il existe des espaces de Bergman-Orlicz, différents
de H” (By) et plus petits que tout espace de Bergman A% (By) classique, sur lesquels tout opérateur de
composition est continu. Le résultat suivant, da a B. MacCluer et P. Mercer et mentionné dans [20], va
nous permettre de répondre a cette question de fagon satisfaisante :

Proposition I11.2.18. Soiz ¢ : By — By une application holomorphe. “Pour tout O < h < 1,
ug (W (&,n) =0 (h**?), (II1.2.20)
uniformément en § € Sy.

Pour étre plus exact, ce résultat est énoncé dans le cadre plus général des domaines strictement pseudo-
convexes, et non simplement dans la boule ([20, proposition 4]). De fagon assez inattendue, la preuve de
ce résultat utilise le principe de Littlewood, lors d’une intégration par tranches. Nous reviendrons sur cette
idée dans le paragraphe II1.3.3, ot un résultat similaire a la proposition précédente sera démontré pour des
mesures images de la mesures de Lebesgue sur la sphere, adaptées au cadre des espaces de Hardy-Orlicz.

Une comparaison de la condition (III.2.20) avec la condition (IIL.2.10), pour y; = Y, = y vérifiant la
condition Vy-uniforme, nous fait remarquer que si, parmi ces fonctions d’Orlicz, on peut en trouver une, V,
qui vérifie la propriété & suivante :

&« pour toute constante K > 0, il existe A > 0 et hip > 0 tels que

1
OC+2 <
K = Ay T (1))

(III.2.21)

pour tout 0 < h < hy,

alors tout opérateur de composition sera automatiquement continu sur I'espace de Bergman-OrliczAY (By).
La proposition suivante caractérise les fonctions d’Orlicz qui vérifient cette condition & :

Proposition 111.2.19. Soir ¥ une fonction d’Orlicz. ¥ vérifie la condition &P si et seulement si, pour tout
K > 0 (ou de fagon équivalente, pour un K > 0), i/ existe C > 0 tel que, pour tout x > O suffisamment grand, on a

w(x) e <Ky (Cx).

En particulier, la condition &P est triviale si N = 1 et coincide avec la condition A% (. of définition IIl.1.11) dés que
N> 1.
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‘Démonstration. La premiere partie de la proposition provient d'un calcul direct & partir de 'inégalité (III.2.21).
Pour la deuxi¢me partie, en vertu de la proposition IIL.1.12, il suffit de montrer que, pour toutes constantes
K>0etC>0,il existe C' > 0 tel que

Ky (Cx) <y (C'x),

deés que x est suffisamment grand. Cette propriété provient facilement de la convexité de la fonction d’Orlicz
et du fait qu'elle s’annule en 0. O

Lorsque N = 1, le théoréme III.4.7 (plus exactement sa version adaptée a la mesure de Lebesgue pondérée
sur le disque, cf. [18, théoréme 3.1], a'ordre o prés), permet de s’affranchir de la condition Vy-uniforme dans
le premier point du théoréme III.2.15. Pour N > 1, cet argument ne tient plus (cf. remarque 5, partie III.4)
mais toute fonction d’'Orlicz satisfaisant 2 la condition A? vérifie aussi la condition Vy-uniforme (proposition
III.1.14).

Ainst, le théoréme III.2.15, la proposition II1.2.18 et la proposition IIl.2.19 fournissent immédiatement
le théoréme suivant, qui redonne la continuité automatique des opérateurs de composition sur les espaces de
Bergman-Orlicz (cf. théoréeme 5.4 de [16]), et répond 2 la question de l'existence d’un espace de Bergman-
Orlicz sur lequel tout opérateur de composition est continu en dimension supérieure :

Théoréme I11.2.20. Soiz Y une fonction d’Orlicz.
1. Tout opérateur de composition est continu de AY (D) dans lui-méme

2. Lorsque N > 1, si W vérifie la condition A2, alors tout opérateur de composition est continu de AY (By) dans
lui-méme.

La démonstration faite dans [16] du premier point de ce théoréme est basée sur le principe de subor-
dination de Littlewood, tout comme celle de la proposition III.2.18, qui fournit justement directement une
caractérisation de la continuité (automatique!) de Cy sur tout espace de Bergman a poids classique sur le

disque (cf. [9] par exemple).

IT1I.3 Espaces pE HArpDY-OrLicz sur By

Concernant I'étude des opérateurs de composition, comme c’est souvent le cas avec les espaces de Hardy
classiques, travailler avec les espaces de Hardy-Orlicz nécessitera un peu plus de précautions que de travailler
avec les espaces de Bergman-Orlicz. Leur définition et le fait d’avoir 4 prendre en compte le comportement
a la frontiére des fonctions holomorphes qui les constituent en est essentiellement la cause.

ITII.3.x  Définitions et résultats généraux

De la méme fagon qu'on définit les espaces de Hardy classiques, on définit les espaces de Hardy-Orlicz
de la boule a partir des espaces d’Orlicz sur la sphére et de la mesure de Lebesgue oy usuelle sur celle-ci :

Définition IIL.3.1. Soit y une fonction d’Orlicz. Lespace de Hardy-Orlicz HY (By) de la boule de CV
est U'espace des fonctions holomorphes f : By — C telles que

sup ||l < e,
O<r<l1

ot la fonction f, € LY (Sy, on) := LY (Sy) est définie par f, (z) = f (rz).

Quand y (x) =x”, pour p > 1, on a naturellement HY (By) = H? (By). Plus généralement, il est aisé de
vérifier que l'application f +—— supg.,; || /vl := || f| v définit une norme sur HY (By). H™ est contenu
dans HY (By) et, comme LY (Sy) C L' (Sy), HY (By) est lui-méme contenu dans H' (By). En particulier,
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HY (By) a d’'une part la propriété de Fatou, ce qui permet sans difficulté de montrer que la norme ||.|| 5 fait
de cet espace un espace de Banach (en utilisant également que LY (Sy) est complet), et d’autre part, toute
fonction f dans HY (By) admet une limite radiale f* presque partout sur Sy. De plus, le théoréme suivant,
bien connu dans les espaces de Hardy classiques, se généralise aux espaces de Hardy-Orlicz :

Théoréeme I11.3.2. Soiz W une fonction d’Orlicz. Soient f € HY (By) ez f* la limite radiale presque partout
de f. Alors f* € LY (Sy) et
1/l = sup [Iflly,-
0<r<1
De ce fait, HY (Bn), ||.|| gy ) peut sidentifier avec un sous-espace fermé de LY (Sy).

La démonstration de ce résultat suit les mémes idées que celle du théoréme analogue en une variable
([16, proposition 3.1]). Comme nous n'avons pas trouvé d’endroits ou la démonstration de ce théoréme (en
plusieurs variables) est faite, nous prenons le temps de I'écrire en détails.

Démonstration. Soient f € HY (By) et f* lalimite radiale presque partout de f. Posons C =supg,1 [| /(|-

Ona
/SN (2>dGN<1

pour tout 0 < r < 1. On déduit immédiatement du théoréme de convergence dominée que

f
v (E)aon=t

%d@v (&) l'intégrale de Poisson de f, comme f €

ie. frELY(Sy)et|f], <C

Inversement, si on note P, [f](z) = fSN

H' (By), f;(2) = P [f](2) et

Sr (9 (1—\rz\2)N
/ ( )dGN N /S‘l’ svdon (§) | dow (z)

11y s 1Ly 1= (r2, )

(1)
= /SN/SN (Hf*”l,,)\1—<rz,C>|2NdGN(C)dGN(Z),

en utilisant I'inégalité de Jensen dans l'intégrale a 'intérieur, pour la mesure de probabilité %d oy (§).

Une application du théoréme de Fubini permet de conclure :

N
Ir () (1 — |rz|2>
J, <’f*”w> dov = /s~w<\f*||w> g @)
_ ()
- /SN"’<\f*||w)d"N“>

< 1

)

d’ot || £i[, < [If*]ly, pour tout 0 < r < 1. O

Quand il n’y aura aucune confusion possible, on désignera indifféremment par |||, ou ||.|[; la norme sur
HY (By).

Contrairement a ce qui se passe dans les espaces de Hardy classiques, 1'algébre A (By) des fonctions
holomorphes dans la boule qui se prolongent continiment sur By n’est pas toujours dense dans HY (By),
comme le résultat suivant l'indique (2 partir de maintenant, on note HMY (By) l'intersection HY (By) N

MY (Sy), cf. paragraphe IIL.1.2).
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Théoréme I11.3.3. (Cf. théoreme 4, Chapitre IX de [23]) Soiz ¥ une fonction d’Orlicz. A (By) est dense
dans HY (By) si et seulement si HY (By) est séparable, ce qui est a son tour équivalent au fait que ¥ vérifie la
condition Ay. (Cependant, HMY (By) est toujours séparable.

En particulier, HY (By) est séparable quand c’est un espace de Hardy classique ou quand c’est un espace
de Hardy-Orlicz « proche » d’un espace de Hardy, au sens de la proposition IIL.1.6.

La non-séparabilité de HY (By) causera des problémes quand on essaiera de transférer les théoremes
d’inclusion concernant les inclusions du type HY (By) < LY (1) aux opérateurs de composition sur HY (By).

La continuité de 'opérateur d’évaluation (et plus précisément une estimation de sa norme) agissant sur
un espace de fonctions analytiques est un outil essentiel pour assurer qu'une famille bornée de fonctions dans
cet espace est une famille normale. Nous nous intéressons maintenant a I'opérateur d’évaluation agissant sur
HY (By).

On note, comme dans la partie précédente, 6, cet opérateur d’évaluation au point z € By, de telle sorte
que, si f est définie sur By, ona &, (f) = f(2).

Tout d’abord, pour a € Sy et 0 < r < 1, on définit la fonction u, , € H* (By) par

Uar(2) = (1_1r_<;a>> "

pour z € By. Il est clair que ||ug,||,, = 1, puisque |u,,(z)| < 1 pour tout z € By et que u,, (z) — 1. Par

—a

ailleurs, notons que, pour tout z € Sy

sl = (157) P,

ou

()
P(z)=Pwz)=(—"""75] ,

1= (w,2)?

pour w € By et z € Sy, est le noyau de Poisson. Ainsi, il suit que

N
1—r
berliisn = (157

d’apres la formule de Cauchy et la positivité de P (cf. [27, Paragraphe 4.1]).
La proposition suivante affirme que l'opérateur d’évaluation est continu sur HY (By) et fournit des
estimations de sa norme.

Proposition I11.3.4. Soit Y une fonction d’Orlicz. §iz € By alors
Loy (1Y (1Y
Y 1((1—&\) <8 =¥ (727) )

10c | zaav () = N0l arv @y == 110l - (IL.3.1)

De plus,

“Démonstration. Tout d’abord, puisque f, € HMY (By) pour tout f € HY (By), et puisque f; (z) 7 f(2),
z€By,0ona
||5zH(HMw(IB%N))* Z H5ZH(HV(BN))*7 (I1L.3.2)
si bien que I'égalité (II1.3.1) est vraie, 'inégalité inverse étant triviale.
Soient maintenant f € HY etz € By; ona

)= / P.(O) F(E)do (£),

Sy
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| N
avec P, € L” (Sy) et ||P:]|.. = ( + |Z|> . On pose C = || f[,, ; I'inégalité de Jensen donne

v(%2]) < [ r@v(TE )

~—

S~
IA

IN
VR
—_
I |+
NN ESE
N———
L =

d’ou

N
@Il v ((it}) )

Pour la minoration, il suffit d’écrire que

Ugr(Z
16, > ar (2)

el

avec r = |z] et az = r. Par définition et en utilisant le calcul de ||ug /||, effectué ci-dessus, on déduit que

jo > Mert)

”uaJ’HW

\Y

v ([16, lemme 3.9])

,_
~
S
VR
TN
|
~
~—

vV
=
=
-€|
/-~
N
|
||+
o
S~
=
N———

O]

Comme dans le cadre des espaces de Bergman-Oirlicz, on peut décrire la topologie faible-étoile induite sur
la boule unité de HY (By). Dans le cadre présent des espaces de Hardy-Orlicz, nous allons nous servir de
résultats plus précis concernant la structure topologique de ces espaces, quand nous étudierons les opérateurs
de composition agissant sur les HY (By ).

Proposition I11.3.5. Soiz Y une fonction d’Orlicz.
1. HMY (By) est l'adhérence de H* dans LY (Sy) et les polynémes sont denses dans HMY (By) pour la norme

|-y Plus precisément, pour toute fonction f € HMY (By), ona :

T —)

2. Sur la boule unité de HY (By) (ou de fagon équivalente sur toute boule), la topologie faible-étoile induite
coincide avec la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de By.

3- HY (By) est fermé dans LY (Sy) pour la topologie faible-étoile.

4. Si W veérifie la condition Vo, HY (By) est isométrique & (HMY (By))™". En particulier, si v vérifie les
conditions Vo et Ay (i.e. la_fonction complémentaire § de y vérifie la condition V), alors HY (By) est

reflexif.

‘Démonstration. 1) Il suftit de montrer que

Iy = Flly —0
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pour toute fonction f € HMY (By), puisque f peut-étre approchée uniformément sur tout compact par sa
série de Taylor. La démonstration de ce résultat est identique 2 celle de la proposition 3.4 dans [16].

2) La démonstration de ce point est trés similaire a celle de la proposition II1.2.3 (considérer le noyau de
Poisson au lieu du noyau de Berezin), et ne présente pas d’intérét particulier.

3) Par le théoréme de Banach-Dieudonné, il suffit de montrer que les boules de HY (By) sont fermées
pour la topologie faible-étoile, i.e. quelles sont compactes. D’aprés le point 2) précédent, et comme la to-
pologie de la convergence uniforme sur tout compact est métrisable, ceci revient & montrer que si (f;,), est
une suite dans la boule unité de HY (By), alors (f;,), posséde une sous-suite qui converge uniformément sur
tout compact vers une fonction f également dans la boule unité de HY (By). Or, ceci est clair, car d’aprés la
proposition III.3.4, la suite (f,), est une famille normale dans H (By) qui posséde donc une sous-suite qui
converge uniformément sur tout compact vers une fonction f holomorphe. Le lemme de Fatou assure alors
que f € HY (By).

4) Tout d’abord, d’apres le théoreme I1L.1.4, (MY (Sy))* = L? (Sy) ot ¢ est la fonction d’Orlicz complé-
mentaire de  (cf. paragraphe IIl.1.2). Comme y vérifie la condition V5, i.e. ¢ vérifie la condition Ay, le [23,
1V, paragraphe 4.1, corollaire 9, p. 111] assure que (L? (Sy))” = LY (Sy), si bien que (MY (Sy))™ =LV (Sy)
et donc que (HMY (By))™ est 'adhérence de HMY (By) pour la topologie faible-étoile de LY (By), en uti-
lisant un résultat classique de dualité : étant donnés deux espaces de Banach F' C E, le bidual topologique
de F est isomorphe a I'adhérence faible de F dans E** (cf. [10, V, 5.6, corollaire 6]). Comme HY (By) est
lui-méme fermé pour cette méme topologie d’apres 3), le point 4) sera démontré si on parvient 2 vérifier
que toute fonction f dans HY (By) est aussi dans 'adhérence de HMY (By) pour la topologie faible-étoile.
Soit donc f € HY (By) ; d’aprés 1), f; — f uniformément sur tout compact, et donc, toujours d’aprés 2),

la convergence a lieu aussi pour la topologie faible-étoile, car || £;[|,, < || f||,, pour tout 0 < r < 1, de fagon

évidente. Ainsi f € (HMY (By))™" et la démonstration est terminée. O

On termine ce paragraphe en rappelant un théoréme d’interpolation, qui n'est pas général, mais qui sera
suffisant pour ce qui nous intéresse. Il s’agit de la proposition 3.5 de [16].

Proposition 111.3.6. Soiz v une fonction d’Orlicz. Si W vérifie la condition Vo (cf. see IIL1.7), alors toute
Jfonctionnelle linéaire, ou sous-linéaire, de type faible (1,1) et de type (fort) (oo, 00) est bornée de LY dans LY.

Pour une étude assez compléte des questions d’interpolation linéaire entre espaces d’Orlicz, on renvoie

au chapitre VI de [23].

III.3.2 Théorémes d’inclusion dans les espaces de Hardy-Orlicz

Les théorémes d’inclusion a venir vont mettre en jeu des conditions géométriques. On rappelle brieve-
ment la définition de la distance anisotrope d sur la sphere (qu'on prolonge a By). Pour (£,&) € Sy, elle est

donnée par
d(&,8)=VI[1-(5,8)l

On aura besoin des « boules » anisotropes S (&, h) et .7 (&, h), des « vraies » boules Q ({,h) dans Sy, et des
fenétres de Carleson W (%) (cf. paragraphe I11.2.2). On introduit par extension les ensembles . (w,h),
Q (w,h), pour w € By, et # (£, h), définis respectivement par

S (w,h) = {zem,d(w,h)2<h}
O(w,h) = .7 (wh)NSy,

et
= Z
eh={zeBri-<n o).
On prend soin de distinguer tous ces ensembles, en raison de la nature de la « distance » d qui differe suivant
qu'on la consideére sur la sphére ou sur la boule.
I1 convient de plus d’énoncer dans ce chapitre le lemme suivant, qui donne une estimation du volume

des ensembles Q (£, h) en fonction de /; ce résultat est démontré en particulier dans [27, lemme 4.6] :
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Lemme II1.3.7. I/ existe deux constantes Ay > 0 et Ay > 0, qui ne dépendent que de N, telles que

ON (Q(C7h))
hN

A < <Ay,

pour tout § € Sy et pour tout h € (0,1).

Enfin, on définit également les régions d’approche de Kordanyi D (n), pour € Sy, par

D(n) = {ze By, d(z,n)* <1— \zlz}.

Ces ensembles sont les analogues des régions d’approche non-tangentielles en une variable définies par
Go={zeD, [ 2| <B(1-[2)},

pour B >1et 0 < <2m (cf. par exemple le livre [11, chapitre II, paragraphe 10], qui les mentionne et
fait notamment usage de leur analogue dans le demi-plan de Poincaré [P ). Néanmoins, contrairement a ce
qui se passe en une variable, il est possible de s'approcher tangentiellement de Sy, tout en restant dans les
régions d’approche de Kordnyi. En effet, pour le voir, il suffit de prendre 1 = e ; on a alors

D(ey) = {zeIB%N, 11—z < 1—|z\2}.

Tandis que lintersection de cet ensemble avec la droite complexe passant par 0 et e; est précisément un
certain Gy, il n'est pas difficile de vérifier que son intersection avec 'hyperplan dans R?¥~! défini par
{Z =x+iyeCN,y; = 0} contient une boule tangente 2 Sy en e;.

En des termes plus savants, D () est tangent 2 Sy en 7 dans la direction du plan complexe tangent en
7. Nous renvoyons a [24, paragraphe 5.4.2].

Etant donné une fonction f continue sur By, la fonction maximale Ny de f associée aux régions d’ap-
proche de Kordnyi est définie par :

N (6) = sup {If (W)},

weD(&)
pour & € Sy. La fonction maximale de Hardy-Littlewood My de f € L' (Sy) est, quant 4 elle, donnée par

1
w@‘%w@@mémWW“

pour & € Sy. II est bien connu que l'opérateur maximal M : f — My est de type faible (1,1) sur Sy
(cf. [27, lemme 4.8]), et il est trivial qu’il envoie contindment L* (Sy) dans lui-méme. Par conséquent, la
proposition III.3.6 donne le résultat suivant concernant 'opérateur maximal de Hardy-Littlewood agissant
sur les espaces de Hardy-Orlicz, sous la condition V; :

Théoreme I11.3.8. Soit y une fonction d’Orlicz. Si W vérifie la condition Vs, alors lopérateur maximal de
Hardy-Littlewood M envoie continiiment LY (Sy) dans lui-méme. Plus précisément, il existe une constante Cy >0
telle que

sl <ol
pour toute f € LY (Sy).

De plus, la fonction maximale Ny est dominée par la fonction maximale My sur les espaces de Hardy-

Orlicz :
Théoréme 111.3.9. Soiz ¥ une fonction d’Orlicz. I/ existe une constante C > 0 telle que

N¢(8) <CMy- ()

pour toute fonction f € HY (By) et pour tout § € Sy, oit f* € LY (Sy) est la limite radiale (presque partout) de f.
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Démonstration. Observons que f* € L' (Sy) puisque f € HY (By), donc f*doy est une mesure borélienne
complexe finie sur Sy. D’apres le théoreme 4.10 de [27], il vient

Np(yo) < CMj-
pour une constante C > 0 indépendante de f, ou
PLFIE) = | PEDS ()dox o)
N

On termine la démonstration en remarquant que
Pif =1,
par exemple parce que f € H' (By) ([27, corollaire 4.27]). O

On obtient alors un résultat analogue au théore¢me II1.3.8 pour 'opérateur maximal N associé aux régions

d’approche de Korényi :

Théoréme I11.3.x0. Soiz W une fonction d’Orlicz. Si Y vérifie la condition Vo, alors lopérateur maximal
N associé aux régions d’approche de Kordnyi est borné de HY (By) dans LY (Sy). “Plus précisément, il existe une
constante Cy > 0 telle que

HNfHL‘I’(SN) <Cy ”fHHw(IBN)
pour toute fonction f € HY (By).
Démonstration. C'est une conséquence immédiate du théoréme II1.3.8 et du théoréme III.3.9, sachant que

17w sy) = I1f lizv(m,) pour toute f € HY (By). O

La formulation du théoréme de Carleson dont on aura besoin par la suite differe de celle énoncée dans le
cadre des espaces de Bergman-Orlicz par le simple fait qu'on travaille sur la boule fermée. Pour le cas du
disque, on renvoie a [16, Theorem 4.13]. Comme on I'a fait pour les espaces de Bergman-Orlicz, on définit
les deux fonctions suivantes :

Définition II1.3.11. Pour toute mesure borélienne positive i sur By, on définit

Pu (h) = sup (¥ (&, h))

EeSy
“ W (E.1))
1
Ky (h) = sup “7]\,
o<t<h r

pour h € (0,1).

I1 nous semble qu'il n’y a aucune confusion a craindre si 'on note de la méme fagon la fonction p,
introduite dans le cadre des espaces de Bergman-Orlicz et celle introduite ci-dessus pour les espaces de
Hardy-Orlicz. Dans le paragraphe précédent, il a été rappelé qu'une mesure i est de Carleson si, par défi-
nition, K, (h) est bornée pour un i € (0,1).

Si f € H' (By), on identifiera f*, la fonction qui vaut f sur By et est égale aux limites radiales de f
sur un sous-ensemble de Sy qui difféere de Sy d’un ensemble de mesure de Lebesgue nulle, ou ces limites
radiales existent, avec la fonction f elle-méme. Dans I'énoncé du théoréme de Carleson qui va suivre, on
ne précisera pas sur quel sous-ensemble de By la fonction f* est bien définie et on écrira simplement f(z)
pour z € By, en gardant 4 lesprit que ceci n'a de sens que pour z € By U (SyNEy), ot Ef est un sous-
ensemble convenable de Sy tel que on (Sy \ Ef) = 0. Nous pensons encore une fois qu'aucune confusion
n'est 4 craindre.

Enfin, a partir de maintenant et jusqu’a la fin du chapitre, toutes les restrictions a la sphere des mesures u
sur By que nous rencontrerons seront supposées absolument continues par rapport 4 la mesure de Lebesgue
oy sur Sy. Cette hypothése est naturellement implicite, ne serait-ce que dans I'écriture de fm fdu, ou f est
une fonction de H' (By).
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Théoréme I11.3.12. I/ existe deux constantes C > 0 et C > 1 telles que, pour toute f € H' (By) et pour toute
mesure borélienne positive finie [ sur By, on a

1({z€By, |z >1—het |f(z)] >1}) <CKy (Ch)oy ({N;>1}),
pour tout h € (0,1/C) et pour tourt > 0.

On aura besoin du lemme de recouvrement suivant :

Lemme I11.3.13. Soient g une fonction continue sur By, a > 0 et h € (0,1). De deusx choses I'une, ou bien
|g (W)| < adans By \ (1 — h) By, ou bien il existe wy, wo, ... dans By \ (1 —h) By tels que :

1. |g(wi)| > a pour touti > 1,

2. Lensemble
{weBy, lgw)| =a}n B\ (1-h)By)

UIS(WZ-,4(1—W,-|2)>.

3. Les ensembles Q (W,‘, (1 - |wl~|2> ), i > 1, sont deux a deux disjoints.

est contenu dans

‘Démonstration. La démonstration de ce lemme est donnée dans [22] pour & = 1/2. L'adaptation de cette
démontration pour obtenir le résultat pour & € (0,1) quelconque ne demande pas d’efforts particuliers. [

Démonstration du théoréeme II1.3.72. On fixe t > 0. On peut supposer qu'il existe un a € By \ (1 —h) By tel
que |f(a)| > t, avec |a| > 1 —h. Le lemme précédent assure I'existence d'une suite de points (w;);~; C

By \ (1 — %) By telle que

pL({z€By, |z > 1—het |f(z)] > 1)) <Z“( (w,, (1—|w,~\2))). (IT1.3.3)

i>1
Observons qu'on alors a nécessairement

uzesw @) > < Tu (e (ma(i-md))).

i>1

puisque

{zeSw, [f(@) >t} C UQ(W,-,4(1 — \wiﬁ)).
i>1

Cette derniere inclusion provient du fait que, si z € Sy vérifie | f (z)| > ¢, alors il existe r € (0, 1), aussi proche

de 1 que voulu, tel qu’il existe au moins un indice i > 1 tel que rz € § (w,-,4 (1 - \wi]2)> ; en faisant tendre

rvers 1, on obtient z € Q (wi,4 (1 — \w,-]z) ) Ainsi, I'inégalité (I11.3.3) peut se réécrire pour {t comme suit :

w({z€By, 2| > 1—het |f(2)|>1}) < Z# ( (wl, (1 - |w,~|2>>> . (IT1.3.4)
De plus, la définition des régions d’approche de Kordnyi D (1), € Sy, et celle de Oy, assure que
{neSy,weDm)} =0 (wil—wf),

et donc Ny(n) >t désquen € Q (w,', 1— \wi|2>. Par conséquent, comme les ensembles O (wi, 1— |w,~|2)

sont deux a deux disjoints, on a

Yo (Q(wit=wiP)) <ov ({Nr=1}), (I11.3.5)

i>1
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Maintenant, I'inégalité triangulaire entraine que, si on pose r =9 (1 - ]W,-|2>, alors

1 (7 s (=) <o (# () = (7 ()

pour une constante Cp > 1; la derniére inégalité vient du fait, déja évoqué précédemment, que les ensembles

S ( La ) et W <‘W 7 ) sont comparables en termes d’inclusion. Par définition de K, et comme r < 2h,

fwil’
on peut trouver une constante absolue C > 1 (en fait, on peut prendre C = 2C)) telle que

u(y (Wi,4(1—|wl~|2))> scoNrN”( (s.6v) < CYVKy (Ch). (I1L3.6)

N N
CO

Or, en utilisant le lemme II1.3.7 (i.e. [27, lemme 4.6] par exemple) et ’homogénéité de la mesure de Lebesgue

o sur Sy, il vient
IN SJ ON (Q <|Xl| ,r)> SJ ON (Q (W,‘, 1— ‘W[’2>) . (11137)

On déduit alors des inégalités (I11.3.4), (II1.3.5), (II1.3.6) et (II1.3.7) l'existence de deux constantes numé-
riques C > 1 et C > 0 (C ne dépend de rien et C ne dépend que de N) telles que

1({z€By, |z >1—het |f(z)| >1}) <CKy(Ch)oy ({N;>1}).
O

Le lemme technique suivant théoréme III.3.12 est une conséquence du théoréme III.3.12. I est la version

adaptée aux espaces de Hardy-Orlicz du lemme IIL.2.7.

Lemme I11.3.14. §oit [t une mesure borélienne positive finie sur By et soient Wy et W deux fonctions d’Orlicz.
Soit également C > 1 la constante apparaissant dans le théoreme I11.3.12. On suppose qu'il existe A > 0, n > 0 et
ha € (0,1/C) tels que

1/hV
Ky (h)<n -
v (A (1/0V))
pour tout h € (0,h4). I/ existe trois constantes B > 0, x4 > 0 ez C| > O (cette derniére ne a’e’pﬂd nide A, niden,
ni de ha), telles que, pour toute f € HY' (By) telle que | f||,, < 1, et pour tout borélien E de By, on a

[ve (1) au<n@rvesn e [ wvpaon.

La démonstration de ce lemme est trés semblable 4 celle du lemme III.2.7; par souci d’exhaustivité, on
préfere en donner les détails.

“Démonstration. Soient A, 1, hy et E comme dans 'énoncé du lemme. Pour f € HY! (By), [|f][,, <1, on
écrit que :

RAt / Vo (i ({If] > 1} NE) dr (I113.9)

On porte notre attention sur Uexpression p ({|f| > 7}). La majoration de la norme de 'opérateur d’évalua-
tion obtenue dans proposition I11.3.4 donne que, si |f (z)| > ¢, alors, puisque || f[|,,, <1,ona

N
< 2N+l 1 N
< v =K : (IIL.3.9)
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La deuxi¢me inégalité provient du fait que Y est une fonction convexe croissante. Il est immédiat de vérifier
que l'inégalité (II1.3.9) est équivalente a la suivante :

| 1/N
g >1—-| ———~ .
‘ ’ <ll"1 (2Nt+1)>

Le théoréme de Carleson (théoréme III.3.12) donne alors

1/N
u({fl 1)) = u({f>t}ﬁ{1>1<%(;,+])> })

1/N
1
< Klol—1 ] lev(iny 1)), (IIL3.10)
4 <2N+1)
N N—1
On pose x4 := (C-{—f)CNl%l <<hi> ) Par hypothese, si CLNWI <(C+1A)Cs> > 1/hY ie. sis>
X4, alors
/N (C+1)cV!
1 ne ¥ A’
K,|C < II1.3.
B ((C—I—l)CNl ) = CN v (CTHS) (IIL.3.11)
Vi s
A
Dongc, en appliquant (II1.3.8) a
A
e+ nevT i
N+1 N—1
des inégalités (I11.3.10) avec r = 2 (C—;l)C s, et (II1.3.11), on déduit
A o
<
[ (g iar ) an < [ e Eas
v ((c+ 1)CN1S)
5 poo W\ N+1 N—1
T]C/ ' A ({ 2YH(Cc+1)C })
+ loj Ny > ds. (IIL3.
v /. ¥, (s) v (%s) N i " s s. (Il.3.12)
Pour traiter la deuxi¢me inégalité du membre de droite, on note que, pour toute fonction d’Orlicz ¥, on a
xy (x) < Cy ( (Czl)x>

pour tout C > 0 et tout x > 0 (cf. la démonstration du lemme I1I.2.7). Par suite,

W, (s)
C+1

v (C2ls) =

¢
s?

et 'inégalité (I11.3.12) devient

A
v (sremai ) du < v ue)
~ ) N—1 N+1 N—1
CZCI/ %‘I/I <(C+1A)C s)GN <{Nf> 2 (CXI)C s}) ds.
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La convexité de y; donne enfin

A
/E‘WZ (2N+l (C+ I)CN,I |f‘) du <y» ()CA),U(E)

nC (Cc+1)chN=t =, /(Cc+1)cVN! VL (Cc+1) Nt
+CN—1 " ; 74 —a oy | N> 1 s o |ds,

1.€e.

/E%(ZN“CNi <C+1)f|> du < Wz(xA)u(E)+CTL€1/O yi (o ({Ny >2"u}) du

C N
v 1 (B) + iy [ v (e ) do

o)
< W E) i [ Vi) do

IN

ce qui termine la démonstration du lemme. O

Nous sommes maintenant en mesure de donner les résultats analogues aux théorémes I11.2.8 et III.3.21, et
d’exhiber des conditions nécessaires ou suffisantes 2 U'inclusion de HY' (By) dans LY2 (i), ou encore a la
compacité de j,, : HY' (By) < L2 (i), pour une mesure i borélienne positive finie sur By.

III.3.2.x  Linclusion HY' (By) — LY> (u).

Le théoréme principal de ce paragraphe s’énonce de la fagon suivante :

Théoréme I11.3.x5. Soir W une mesure borélienne positive finie sur By. Soient yy et W deux fonctions d’Or-
licz ; on suppose que Wy vérifie la condition V.

1. Si linclusion HY' (By) C LY> (W) a lieu (et est continue), alors il existe une constante A > 0 telle que

1
Py (h) = O (1!/2 Ay (l/hN))> ~ (II1.3.13)

2. N'il existe une constante A > 0 telle que

_ 1/mY
Ky (h) = Opo (1112 Ay (l/hN))> , (I11.3.14)

alors l'inclusion HY' (By) C LY2 (W) a lieu (et est continue).

3- i on suppose de plus que W = W = Y vérifie la condition Vo-uniforme, alors les conditions (I11.3.13) er
(I11.3.14) sont équivalentes.

“Démonstration. 1) On note C la norme de linclusion j, : HY' (By) < L2 (i) ; pour a € Sy, on considere

les applications
_ 1
f: y ! <hN> Ug,1—h,

\ h . ,
ol Uy 1—p(2) = (l—(l—h)<z,a>> pour 0 < i < 1; on rappelle (cf. le début du paragraphe IIL.3.2) que
sy, < o
Uag,1—h = 11 Ny
Yyt ()
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Donc f appartient a la boule unité de HY' (By) et, par hypothese, il vient

H]li (f)Hva(“) = ||fHL'V2(u) <C

12/EN <‘£|> L. (ITL.3.15)

On minore maintenant le membre de droite de (I11.3.15), en se plagant sur une « boule » anisotrope . (a, h).

Sié=(1—h)aetze . (a,h),alors il vient

si bien que

1-(z,8) < [1—(a,&)|+{a,&)—(zE)]
< h+(1—h)|{a,a) — (z,a)]|
< h+(1—=h)|1—{(z,a)]
< ht(1—h)h
< 2h.

1 1 1
Par conséquent, pour tout z € . (a, h), |ug1-n (z)| > v ct If (2)] > 4—Nl//1_1 <hN>’ de sorte que

|/
Jiw (&)
1 (1
I G

> v (;Nw;l <th>>u(=7(a,h)),

ce qui donne la condition (IIL.3.13) et la premiere partie du théoréme.

2) La seconde partie va faire appel au théoréme de Carleson, au travers du lemme III.3.14. Tout d’abord,
comme Y vérifie la condition V3, le théoréme I11.3.10 assure de l'existence d’une constante Cyy > 1 telle
que, pour toute f € LY (Sy), ) < Cu £ 1l zw1 (> 04 Ny est la fonction maximale de f associée
aux régions d’approche de Kordnyi. Soit maintenant f dans la boule unité de HY' (By) ; il suffit de montrer
que ||l v (u) < Co pour une constante Cp > 0 qui ne dépend pas de f. Soit C > 1 une constante dont la
valeur sera ﬁxee plus tard. On considére également la constante C apparaissant dans le théoreme III.3.12.

La condition (II1.3.13) est supposée étre réalisée, c’est-a-dire qu’il existe des constantes A > 0, hy €

(0,1/C] et > 0 telles que

,_
v

v

1/hV
Y (A‘lfl (1/h ))
pour tout i € (0,h,). En utilisant la convexité de Y, et le lemme I11.3.14, appliqué a f/Cy (qui vérifie bien

||f/CM”W] <1),aE =By, etan et hy comme dans (I11.3.16), il existe trois constantes B > 0, x4 > 0 et
Ci > 0, toutes indépendantes de f (la derniére ne dépend ni de A, ni de 71, ni de hy), telles que

|f] 1 |f]
Lo (ade)m < &/ v (at,)m
é(li (By) w2 (xa) +C177/ Wl( Nf) dGN)
1

< ¢ (1 (By) 2 (xa) +Cim) -

Ky (h) < (IIL.3.16)

IN

Bien entendu, C; peut étre choisie de fagon a ce que C11M > 1; quitte a poser C =y (By) 2 (xa) +C11 >
1, on obtient || f{| v, < Co:= = BCyC ce qui termine la demonstrat1on du deuxiéme point du théoréme
111.3.15.

3) La démonstration de ce point est identique a celle du 3) du théoréme IIL.2.8. ]
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La troisieme partie du théoréme précédent nous amene a définir les mesures de y-(arleson :

Définition IT1.3.16. Soit i une mesure borélienne positive finie sur By et soit y une fonction d’Orlicz.
On dit que u est une mesure de y-(arleson 'l existe une constante A > 0, telle que

(S (&) = O o (W(AW_} - /hN))), (TL5.1)

uniformément en & € Sy.

On remarque que la condition (III.3.17) est équivalente a la condition (II.3.13), ce qui nous permet
d’énoncer le corollaire suivant :

Corollaire I11.3.x;. Soiz W une mesure borélienne positive finie sur By et soit W une fonction d’Orlicz. §i gy
vérifie la condition Vo-uniforme, alors linclusion HY (By) C LY (W) a lieu (et est continue) si et seulement si L est
une mesure de Y-(arleson.

Démonstration. 1lsufhit d’observer que la condition Vo-uniforme entraine la condition V5, ce qui est contenu
dans la proposition IIL.1.14. O

II1.3.2.2 Compacité de I'inclusion HY' (By) C LY> (u).

Nous aurons besoin d’un critére de compacité de U'inclusion HY' (By) C LY2 (u). Pour cela, et comme
nous travaillons avec des mesures U sur la boule fermée, nous allons d’abord montrer que si cette inclusion
est compacte, alors |1 ne peut pas charger la sphére. C’est 'objet de la proposition suivante :

Proposition I11.3.18. §oif [t une mesure borélienne positive finie sur By (dont la restriction i Sy est absolu-
ment continue par rapport a Oy); soient Wy et o deusx fonctions d’Orlicz. Si HY' (By) — LY (L) est compacte,
alors L (Sy) = 0.

“Démonstration. On suppose donc que j, : HY' (By) — LY? (1) est compacte. Soit f : By — C une fonction
intérieure ([1]); la suite (f"), est dans la boule unité de HY' (By) donc, par compacité de j, et quitte a
extraire une sous-suite, on peut supposer que (jy ( f"))n = (f"), est une suite de Cauchy dans L' (i), car
LY2(u) C L' (u). Maintenant, comme fg, est absolument continue par rapport 4 la mesure de Lebesgue
Oy, et puisque f est intérieure, il vient
1= ) = W= s ) S ©

Par I'absurde, supposons que fs, > 0. On peut extraire une sous-suite (f"*), de (f"), qui converge vers
1 W, -presque partout et donc, d’apres le théoréme d’Egoroff, la convergence est uniforme sur un sous-
ensemble £ C Sy de mesure lg, non-nul. Comme (s, est absolument continue par rapport a Oy, on a
nécessairement oy (E) > 0. Alors, la sous-harmonicité de log|1 — f"| assure que

10g|1—f”"(0)|</10g|1—f”"|dGN—|—/ log|1 — f™|doy.
E SV\E

Le membre de droite de cette inégalité tend vers —eo quand k — oo, puisque log |1 — f| est uniformément
convergent vers —eo sur E et puisque log|1 — f| <log2 oy-presque partout. On aboutit & une contradic-
tion, car f™ (0) tend vers 0 quand k — co. O

Voici le critére de compacité de l'inclusion HY' (By) C LY? (1), qui nous servira par la suite :

Proposition I11.3.19. §oiz [ une mesure borélienne positive finie sur By, et soient i et W deux fonctions
d’Orlicz. On suppose que Uinclusion HY' (By) C LY (1) a lieu (et est continue).

1. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
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(a) Linclusion HY' (By) C LY> (W) est compacte ;
(6) Toute suite dans la boule unité de HY' (By ), qui converge vers O uniformément sur tout compact de By,
converge vers 0 en norme dans LY ().

2. Silim_y- [ =0, 0it I, (f) = f-Xmy\sm,» alors Uinclusion HY' (By) C LY2 () est compacte.

Démonstration. Les démonstration de (1) et de (2) sont contenues dans la démonstration de la proposition
III.2.11, excepté le fait quion travaille dans la boule fermée By. Ce probléme, qui n'apparait que dans la
démonstration de (1), (a)=(b), est levé par la proposition III.3.18 et le fait que pt (Sy) = 0. O

Il semble que ce soit le bon moment pour rappeler le théoréme de Carleson classique pour la compacité de
H? (By) C LP (1), pour 1 < p < oo. On rappelle avant tout qu'une mesure borélienne positive tt sur By est
une mesure de Carleson évanescente si

p,u (h) = Op—0 (hN) 5

ce qui revient au méme de dire que la fonction K, (h), définie au paragraphe IIL.3.2, tend vers O quand A
tend vers 0.

Théoréme I11.3.20. Soit [ une mesure borélienne positive finie sur By. Cinclusion HP (By) C LP () a lieu
et est compacte si et seulement si L est une mesure de (arleson évanescente.

I est maintenant temps d’énoncer notre théoreme général sur la compacité de I'inclusion HY' (By) C

LY ().

Théoreme I11.3.21. Soif U une mesure borélienne positive finie sur By telle que 1 (Sy) = 0. Soient Wy et W
deux fonctions d’Orlicz ; on suppose que | vérifie la condition V.

1. i linclusion HY' (By) C LY (1) a lieu et est compacte, alors, pour tout A > 0,

1
Pu (h) = 040 (lllz (Al[/l_l (l/hN))> . (111.3.18)

2. 81

B 1/hN
Kauh) = on-0 (% (Ay; " (1/AY)) ) (1319

pour tout A > 0, alors linclusion HY' (By) C LY2 (1) a lieu et est compacte.
3. St on suppose de plus que W\ = Y = Y vérifie les conditions V et Vo, alors (111.3.18) ez (I11.3.19) sont

équivalentes.

Remarque III.3.22. Notons que (2) implique que i (Sy) = 0; cela provient du fait que, sous cette
condition, Ky, (h) P 0 (il suffit de prendre A =1 et utiliser que Y; et Y, sont des fonctions d’Orlicz).

Maintenant, pour & € (0,1), si C(h) désigne le nombre minimal de boules anistropes Q ({, /) nécessaires
pour recouvrir la sphére Sy, alors il est bien connu qu’il existe une constante 0 < C < oo, indépendante de A,

telle que
C
C(h) < i
(Cest essentiellement contenu dans [24, lemme 5.2.3].) Ainsi, si K, (h) P 0, alors il vient
_ h
1 (By\(1-h)By) < cp‘;lg) < CKj (h) — 0.

La démonstration du théoreme III.3.21 suit dans les grandes lignes celles du théoréme III.2.12 ; on préfere
néanmoins en donner les détails.
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‘Démonstration du théoréeme IIL3.21. 1) LUinclusion HY' (By) C LY2 () a lieu et est compacte; supposons
par l'absurde que la condition (III.3.18) ne soit pas vérifiée. Il existe donc & € (0,1), A > 0, une suite
(hy), C (0,1) qui décroit vers 0, et une suite de points &, C Sy, tels que

€
v (Ay; ' (1/0N))

Comme dans la démonstration du théoréme I11.3.15, on considére les fonctions

& =i (g ) 0= (=i (Z,§n>>2N.

On sait que ces fonctions f,, sont dans la boule unité de HY! (By) (cf. proposition I11.3.4), et il est clair que
(fu), converge vers 0 uniformément sur tout compact de By. Comme u (Sy) = 0 d’apres la proposition
II1.3.18, la proposition III.3.19 entraine que la suite (f,), converge vers 0 en norme dans LY? ().

1S (&nshn)) >

Or, d’apres la premiere partie de la démonstration du théoréme II1.3.15, on a

1 1
@1z v ()

pour tout z € . (&, hy), si bien que

/BNwz (4::‘ m) du > (;‘0%‘ (,})) (S (Enha)

¥ <2)%_ 1 <;;v>) v (Aw;glou/hN))

> 1

Y

&0 .
)2 N Pour tout 7, ce qui contre-
dit le fait que || fu[| vz () tend vers O et donne la premitre partie du théoreme.

en utilisant la convexité de Y, dans la derniére inégalité. Ainsi, || fi | v (,

2) On suppose maintenant que la condition (IIL.3.19) est satisfaite. D’aprés le théoréme III.2.8, il est
clair que I'inclusion HY! (By) C LY2 (i) a lieu (et est continue). D’apres le deuxiéme point de la proposition
III.3.19, il suffit de montrer que, pour tout € > 0, la norme de I'identité

L HY' (By) — LY (By \ rBy, 11)

2N+l (C—|- 1)CN71

est plus petite que €, dés que r est sufisamment proche de 1. Soit 11 € (0,1) ; on pose A = >0
plusp q q p n ) p

£
ol C est la constante apparaissant dans le théoréme II1.3.12; la condition (III.3.19) assure I'existence d’une
constante iy € (0,1/C) telle que

1/mY
Ky (h)<n v (v (LAY

pour tout 24 < hy. Soit maintenant f dans la boule unité de HY' (By) et r € (0,1). D’aprés le lemme II1.3.14

. = IN+1 C+1 CN—I
appliqué 2 E = By \ rBy et a f, il existe une constante B > 0 donnée par B = (€+1) =g, et

deux constantes indépendantes de f, x4 > 0 et C; > 0 (cette derniére est absolue et ne dépend pas non plus
de A, ni de hy, ni de 1), telles que

o - funll)
/IBN\rBN V2 < € H /IBN\rBN V2 B H

p (By \ rBy) w2 (xa) +C1T]/ i1 (Ny)doy, (IIL.3.20)
Sw

IN
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ot Ny désigne la fonction maximale de f associée aux régions d’approche de Koranyi. On choisit maintenant

1
1N de telle sorte que C1n / vi (Ny)doy < 3 (ce qui est rendu possible par le fait que y; vérifie la condition
Sn
— 1
Vs, et par le théoréme I11.3.10) et, puisque it (Sy) = 0, il existe ro € (0, 1) telle que tt (By \ rBy) ¥ (x4) < >
pour tout r, ro < r < 1. On obtient ainsi ||/ ()| v,(,) < € d&s que r > r, ce qui conclut la démonstration
de la deuxiéme partie du théoreme.

3) La démonstration de ce point est identique a celle de la troisiéme partie du théoréme 4.11 de [16]. [J

Le troisitme point du théoréme précédent nous ameéne a la définition des mesures de y-(arleson éva-
nescentes :

Définition IT1.3.23. Soit it une mesure borélienne positive finie sur By et soit y une fonction d’Orlicz.
On dit que u est une mesure de Y-(arleson évanescente si, pour tout A > 0,

w7 € =ona( et ) (320

uniformément en & € Sy.

On a le corollaire suivant :

Corollaire I11.3.24. Soit W une fonction d’Orlicx et soit | une mesure borélienne positive finie sur By. Si ¢
vérifie la condition Vo N\Vy, alors inclusion HY (By) C LY (1) a lieu et est compacte si et seulement si |1 est une
mesure de W-(arleson évanescente.

Remarque II1.3.25. Il convient de noter que, dans les résultats qui précedent, la condition V; est une
hypothése sur y qui apparait dés qu'on exprime une condition suffisante 4 la compacité d’'un opérateur de
composition sur HY (By). Lorsque N = 1, il est possible de supprimer cette hypothése, comme il est expliqué
en bas de la page 45 de [16]. Néanmoins, cette astuce ne semble pas s’adapter en plusieurs variables, ce qui
explique la présence de cette condition V, dans la plupart des énoncés précédents.

II1.3.3 Application aux opérateurs de composition sur les espaces de Hardy-Orlicz

Dans ce paragraphe, notre intention est d’appliquer les résultats (ou au moins les idées) du paragraphe
I11.3.2 aux opérateurs de composition. Soit ¢ : By — By une application holomorphe. On note ¢* : By — By
I'application qui est égale a ¢ sur By et qui est égale aux limites presque partout sur Sy de @, i.e. pour tout
¢ € By et pour oy-presque tout § € Sy, ¢* (§) = lim,_; ¢ (r{) ; on définit la mesure 1y sur By, image par
¢ de la mesure de Lebesgue normalisée oy sur Sy :

o (E) = o (¢ (E)niSy)

pour tout borélien E C By.
On note comme d’habitude Cy l'opérateur de composition sur HY (By) associé a ¢, défini par Cy (f) =
o ¢ pour f € HY (By), ou ¥ est une fonction d’Orlicz. Dans I’étude des opérateurs de composition sur
P ) P P
les espaces de Hardy classiques H” (B ), on fait bien souvent le lien entre I'opérateur d’inclusion j, :
P y q p Jup
HP (By) — L” (U ), associé a la mesure image [y, et l'opérateur de composition Cy. Jetons un oeil sur les
expressions suivantes :

. . 7
HJ#¢ (f)HLw(u) = inf <C > 0’/&]1// <C|> duy < 1)

— inf (c >0, /S v <’f *Z¢*|) doy < 1) (I11.3.22)
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et
, (fod)
15 (I, =inf { C >0, / y ‘C‘ doy<1). (ITT.3.23)
Sy

Griéce au théoréme de Carleson pour les espaces de Hardy-Orlicz, il semble naturel de comparer les ex-
pressions (II1.3.22) et (II1.3.23) et de se demander si elles sont égales, ce qui permettrait de résoudre les
problémes de continuité et de compacité des opérateurs de composition en vertu des résultats connus pour
les opérateurs d’inclusion. Cela revient a se poser les questions suivantes :

1. Est-il vrai que f*o¢* = (fo¢)" dés que ces deux termes ont un sens ?
En une variable, le théoréme de Lindeldf répond positivement & cette question quand f € H? (D),
pour tout 1 < p <o (et donc quand f € HY (D)), et il suffit donc d’énoncer le probléeme de la conti-
nuité et de la compacité des opérateurs de composition en termes d’opérateurs d’inclusion, pour des
mesures adaptées. Néanmoins, ce résultat de Lindelof n'est pas valable en toute généralité, des que
la dimension est supérieure ou égale a 2. Il en existe une version plus faible en plusieurs variables,
le théoreme de Cirka ([24, théoréme 8.4.4]), mais celui-ci n'est pas suffisant. Ceci nous ameéne 2 la
question suivante :
* * *
2. Uinégalité / v M doy < / 174 (|fo¢|> doy est-elle vraie ?
Sw C Sw c

Une réponse positive serait encore suffisante pour conclure que la continuité (resp. la compacité)
de Popérateur d’inclusion jy, entraine la continuité (resp. la compacité) de Cy. Plus simple que la
premiére, cette question s'avére avoir une réponse positive quand la fonction f appartient a H? (By),
et ce grace au fait que l'algebre A (By) est dense dans H” (By ) ; en réalité, ceci demeure encore valable
si f appartient & n'importe quel espace de Hardy-Orlicz HY (By) dans lequel A (By ) est encore dense.
Comme nous I'avons déja mentionné, ceci est exactement le fait des espaces HY (By) pour lesquels la
fonction d’Orlicz y vérifie la condition Ay (cf. théoreme II1.3.3). Rappelons que cette condition Ay
contraint la fonction y a vérifier y (x) < Cx” pour un p > 1 et une constante C > 0 (cf. proposition
II1.1.6). Lespace HY (By) doit alors contenir au moins un espace H” (By ) ; ceci ne donne donc aucune
information sur les espaces de Hardy-Orlicz « proches » de H* (By).

Ces raisons semble mettre en évidence les limites de 'étude des opérateurs de composition a partir des opé-
rateurs d’inclusion, dés qu'on se place dans des espaces de Hardy-Orlicz « trop petits ». Néanmoins, nous
allons voir que ces difficultés peuvent non seulement étre contournées en se plagant dans le sous-espace
HMY (By), dans lequel le probléme évoqué ci-dessus dans 2) ne se pose pas, et ce grice a U'hypothése V,
et aux théoréme IIL.3.5, mais aussi en considérant directement, peut-étre plus naturellement, les opérateurs
de composition ; concrétement, on va se rendre compte que les démonstrations du théoréme III.3.12 et du
III.3.14 permettent d’obtenir, malgré tout, des conditions suffisantes, en apparence plus fortes que celles ob-
tenues pour les opérateurs d’inclusion, a la continuité ou 4 la compacité des opérateurs de composition. Ces
deux facons de procéder vont conduire finalement a deux caractérisations, a priori distincte, des continuités
et compacités des opérateurs de composition sur HY (By), quand y vérifie les hypothéses de régularités
usuelles.

Avant toute chose, d’aprés ce qui a été développé dans le point (2) ci-dessus, et comme un corollaire des
théorémes I11.3.15 et I11.3.21, on a le résultat suivant, qui concerne la continuité et la compacité des opérateurs
de composition sur HY (By), quand la fonction d’Orlicz y vérifie la condition A;.

Théoréeme I11.3.26. Soiz ¢ : By — By holomorphe et soit W une fonction d’Orlicz vérifiant les conditions
Ay et V.

1. Cy est continu de HY (By) dans lui-méme si et seulement s’il existe une constante A > 0 telle que
Pu (h) = On—o (hN) . (I1.3.24)
2. Cy est compact de H V' (By) dans lui-méme si et seulement si, pour toute constante A > 0, on a

Pu (h) = on—o (hN) . (I11.3.25)
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Démonstration. Elle découle des théoremes I11.3.15 et I11.3.21 et de la démonstration du théoréme I11.2.16,
plus précisément du fait que, pour toute fonction d’Orlicz vérifiant la condition Ay, on a I'équivalence

1
v Ayt (1/hY))

pour tout A > 0 et pour tout 4 > 0. ]

~ LN
~ iV,

Remarque II1.3.27. 1. Notons que les hypothéses du théoréme précédent, i.e. Y vérifie les conditions
V3, et A, nous place dans le cas ou HY (By ) est reflexif, d’apres l'assertion 4) du théoréme II1.3.5.

2. Dans I'énoncé du point (2) du théoréme précédent, on ne suppose pas que Uy (Sy) = 0, alors que
cest une hypothése qui apparait dans 'énoncé du théoréme II1.3.21 (1). En fait, on peut constater que cette
hypothése n’est pas nécessaire quand on traite des opérateurs de composition, en procédant comme dans la
démonstration du théoréme 3.35 (2) de [9]. Plus précisément, la démonstration de (2) repose sur le corollaire
de la premiére partie du théoréme ci-dessus suivant :

Corollaire I11.3.28. Soiz W une fonction d’Orlicz vérifiant la condition Ny. Soit ¢ : By — By holomorphe.
SiCy est continu de HY (By) dans lui-méme, alors 9* ne peut envoyer un ensemble de mesure de Lebesgue non-nulle
dans Sy dans un ensemble de mesure de Lebesgue nulle.

‘Démonstration. Elle est identique a celle du corollaire 3.38 dans [9], mais nous jugeons que l'introduction de
la condition Ay, bien qu’elle ne change presque rien, justifie qu'on la détaille. Soit donc A un borélien de Sy
tel que ¢* (A) C E C Sy, avec 6 (E) = 0. Soit également € > 0; par compacité, on peut trouver ({i), € Sy
et une famille (), de réels tels que

EC O O (G, i)

k=1
et

i Q (8, i)

D’apres le lemme I11.3.7, cette inégalité impose aux /i de vérifier la relation suivante :
Z hY <e. (ITL.3.26)
k=1

Supposons maintenant Cy continu sur HY (By). Le théoréme III.3.26 assure I'existence d’'une constante
0 < K < oo, telle que

1y (Q (L)) < Mo (7 (G i) < Ky,

pour tout k > 1. Par suite, comme

AC (%) (E) C (67! ([] Q@k,hk)) ,
k=1

il vient
c(A) < Z Lo (U Ck;hk)>
k=1
< 1<h§<v
< €
d’apres (I11.3.26), ce qui conclut la démonstration. O
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Il est intéressant de noter que, si Y vérifie la condition A;, alors ce corollaire entraine que (fo @) = f* 0 ¢*
presque partout sur By, pour toute fonction f € HY (By), dés que Cy est continu de HY (By) dans lui-
méme. En effet, que la fonction d’Orlicz y vérifie la condition A, implique non seulement que les polynomes
sont denses dans HY (By), mais aussi que, pour toute f € HY (By), || fr — fllzv — 0 (la démontration de

ce fait est essentiellement contenue dans celle de [23, chapitre IX, théoréme 4] ; cf. aussi théoréme II1.3.5).
Par conséquent, si Cy est continu, alors f,0¢* = (f,0 )" tend vers (f o ¢)" dans HY (By), et donc converge
également presque partout sur Sy vers cette méme limite. Maintenant, comme les sous-ensembles de Sy ou
les limites radiales de ¢ et de f existent sont de mesure de Lebesgue égale a 1, le corollaire précédent entraine
que

lim 09" = "0 "

presque partout, ce qui donne le résultat.

Par ailleurs, le corollaire précédent permet également d’exhiber des exemples d’applications ¢ : By — By
n'induisant pas un opérateur de composition continu sur HY (By), dés que N > 1 et que y vérifie la condition
Az. Un exemple non-trivial est celui des applications de la forme

¢ = (A91,B)

oll ¢) et ¢ sont deux fonctions intérieures ([1]), et A et B deux constantes positives telles que A> + B> = 1.
Limage par ¢ de Sy est alors le tore

{(Zl,Zz) ’ ‘Zl‘ =4, |Z2| = B}
qui est de mesure de Lebesgue oy nulle.

On va maintenant donner les deux caractérisations générales annoncées plus haut concernant les opéra-
teurs de composition sur les espaces de Hardy-Orlicz de la boule. On commence par évoquer celle qui reléve
d’une adaptation du théoré¢me III.3.12 et du lemme III.3.14. Lautre, qui fera appel aux théoreme I11.3.5, et
plus précisément au fait que (HMY (By))™* = HY (By ), sera nettement plus courte et conduira aux formu-
lations « classiques » auxquelles on pouvait s’attendre.

Pour chacune d’elles, le traitement de la compacité necessitera un critere de compacité spécifique aux
opérateurs de composition sur HY (By). En effet, pour les raisons évoquées au début du paragraphe, on
ne peut pas utiliser directement la proposition III.3.19 pour toute fonction d’Orlicz v, dés qu'on travaille
sur un espace de Hardy-Orlicz HY (By) non-séparable. Le critére suivant est une généralisation de celui
énoncé dans le cas classique des espaces H? (By), 1 < p < o ([9, Proposition 3.11]), et sa démonstration en
est identique, ou se déduit facilement de celle de la proposition III.3.19.

Proposition 111.3.29. Soiz W une fonction d’Orlicz et soit ¢ : By — By holomorphe. Cy est compact de
HY (By) dans lui-méme si et seulement si, pour toute suite (fy,),, dans la boule unité de HY (By) qui converge vers
0 uniformément sur tout compact de By, f, 0 ¢ converge vers O dans HY (By).

III.3.3.1  Premiéres caractérisations des continuité et compacité de Cy sur HY (By)
Le théoreme principal de ce paragraphe est le suivant :
Théoréme I11.3.30. Soiz ¢ : By — By holomorphe et soit W une fonction d’Orlicz vérifiant la condition V.

1. S1Cy est continu de HY (By) dans lui-méme, alors |y est une mesure de \y-(arleson.

2. Pour 0 < r < 1, on note ¢, l'application holomorphe sur By définie par §r(z) = @ (rz). S’il existe une
constante A > 0 telle que

_ 1/hY
22 Ko (00 =01 (et ) (MMl327)

alors Cy est continu de HY (By) dans lui-méme.
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3- i Cy est compact de HY (By) dans lui-méme, alors iy est une mesure de W-(arleson évanescente.

4. i, pour tout A >0, on a

sup K, (h)=o0 L (III.3.28)
o Ty TR ) *

alors Cy est compact de HY (By) dans lui-méme.

‘Démonstration. 1) C'est une adaptation facile du premier point de la démonstration du théoreme II1.3.15.
On suppose que Cy est continu de norme égale a C. On considére la fonction suivante, déja introduite dans

la démonstration du théoréme I11.3.15,
_ 1
f = II/ : <hN) Mu,]—ha

poura € Sy et 0 <h < 1. On a montré que f € HY (By), [| ]|, < 1, et

@1z 5w ()

pour tout z € . (a,h). De plus, f est continue sur By ; par suite

|(fo0)"| B |foo*|
1>/§,N"’(c don = w7
B |fl
- /BNIV<C>du
1 /1
/y(a,h)"’@c"’ (w))d“

1S (ah)) (Mlcw (,}N)) , (II3.20)

v

d’otr le premier point.

(3) Ce point procéde du méme type d’argument que celui employé précédemment et sa démonstration
est contenue dans celle du premier point du théoréme III.3.21, en observant que les fonctions f, introduites
dans cette derniére sont continues sur By. Nous n'entrons pas davantage dans les détails.

(2) et (4) Pour ces deux points, il s’agit de reprendre les démonstrations des secondes parties des théo-
remes I1I.3.15 et II1.3.21 respectivement.

On s’occupe d’abord de (2); soit f une fonction dans la boule unité de HY (By) ; on observe que, pour

tout C > 0,
[(fo9)| N f o ¢/l
Lo (e ao = s [ (M52

= sup /l[/<|£|> duy, . (I11.3.30)
0<r<1JB

Afin d’éviter toute confusion, remarquons qu’il est possible d’écrire f au lieu de f* dans le membre de droite
de (IIL.3.30), puisque Ly, (Sy) = 0. De plus, si on regarde avec un peu d’attention la démonstration du point
(2) du théoreme III.3.15, on note que la condition (III.3.34) et une application du lemme III.3.14 donnent

une majoration de ||f||LW(u¢ ) par une constante Co > 0 qui ne dépend pas de r (mais dépend de N, A, 7,

C et C, les deux derniéres constantes étant celles apparaissant dans le théoréme I11.3.12). Ainsi, en posant
C = Cy dans (ITI.3.30), on obtient

(fo9)"| <V»
/SN W( Co dow = oiligl/BNW Co Ao =1
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ce qui donne la démonstration du point (2).
Passons a la démonstration de (4). Soit (f»), une suite dans la boule unité de HY (By) qui converge vers
0 uniformément sur tout compact de By. D’apres la proposition I11.3.29, il suffit de montrer que || f, 0 9|,

tend vers 0. On fixe € > 0.
n© * n
Sy £ 0<r<1JBy €

Soit maintenant 0 < r < 1 et 0 < r < 1;lavaleur de r sera fixé plus tard, indépendamment de celle de r.

1Y, - (1) O
/BN‘I/< e N@—/BNV,BNW e H¢,+//BN1I/ Mo, -

n

t4
En procédant comme pour le point (2) du théoréme IIl.2.12, et en utilisant le lemme III.2.7 et la condition
(II1.3.35), on peut trouver des constantes x4 > 0 et Cy, indépendantes de r et de r, telles que

0<r<1 £ 0<r<l1

n — 1
sup / / W(‘f |> dug, < Yr(xq) sup (N@ <IB§N\,»[BN>> + T
BN\}’ [BN
Revenons 2 la condition (I11.3.35) ; elle implique que

sup sup (g, (7 (§,h))) <n(h).h",

0<r<léeSy

ol 1 (h) est une fonction qui tend vers 0 quand A tend vers 0. Si on note C (k) le nombre minimal de boules
anisotropes Q (&, h) nécessaires pour recouvrir Sy, il existe une constante C indépendante de & telle que

C

C(h) < 5

Par conséquent,

_ C
sup (tg, By \iBy)) < .1 (h).hH" =Cn (h) — 0,
0<r<1 h h—0
et on peut trouver r tel que
— 1
V2 (xa) sup (Ngbr (BN\”BN>> <7

O<r<l1

Ensuite, puisque (f,), tend vers 0 uniformément sur tout compact de By, il existe un entier ng, qui ne
4 . e 7
dépend que de r (qui a été fixé avant) tel que, pour tout n > ng

| fa] 1
< —
/r’IB%NlI/< € d“%_z’

pour tout 0 < r < 1. Ainsi, pour tout n > ny,

|(fuod)| / (\fn|> 11
B2 1) doy = Unl) dpg, < =42 =1,
/SN‘”< e VTR R e )2

ce qui conclut la démonstration. O

On fait quelques remarques qui seront utiles pour raffiner nos résultats sur les opérateurs de composition et
pour donner de « vraies » caractérisations, sous une hypothese standard vérifiée par la fonction d’Orlicz y.

Remarque II1.3.31. On se place sous les hypotheses du théoreme III.3.30.
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1. Jetons de nouveau un oeil sur la démonstration de la premiére partie du théoréme précédent. II est
possible de modifier la suite d’égalités et d’inégalités (I1I.3.29) de la fagon suivante :

\(f0¢)*| | f oo
IZ/SN"’(C dov = oi‘:EI/SN"’(cV"N
_ | f]
= o v (L) am,

o (w))
>  su — — | |d
N O<rI<)l /éﬂ(a.,h) v <4NCW hN Hor

1 1
= su S (a,h —y! <>>,
sup (7 ))w<4NCw t

et d’obtenir ainsi que la continuité de Cy comme opérateur de HY (By) implique non seulement que
Uy est une mesure de y-Carleson, mais aussi qu'il existe une constante A > 0 telle que

sup 1o, (7 (£.1)) < :

II1.3.31
Sup, v Ay T (1) (11331

uniformément en & € Sy.

Mentionnons que ce fait aurait pu étre démontré directement en utilisant une adaptation facile de [8,
lemme 3.2] aux cadres des espaces de Hardy-Orlicz. (Cette adaptation consiste simplement a réécrire
la suite d'inégalité ci-dessus pour une famille arbitraire de mesures g, pour 8 dans un ensemble /
quelconque d'indices, telles que les opérateurs de composition Cy, soient tous continus, et de normes
majorées par une constante finie, uniformément par rapport a .) En effet, il n'est pas difficile de voir
que HC@ < HC¢H pour tout 0 < r < 1.

. On revient aussi sur la démonstration du point 3 du théoreme III.3.30 qui donne une condition néces-
saire a la compacité de Cy sur HY (By). Pour cela, on doit revenir a la démonstration de la premiére
partie du théoréme III.3.21. Comme dans la remarque précédente pour la continuité, on considere les
mesures [y (resp. Uy, 0 < r < 1) sur By, images par ¢ (resp. ¢) de la mesure de Lebesgue sur la
sphere. On veut montrer que la compacité de Cy implique la condition

1
18 o 0 =01-0 (ot 7 ) (352

pour tout A > 0. On suppose par I'absurde qu’il existe un & > 0, A > 0, une suite (%,), C (0,1) qui
décroit vers 0 et une suite (§,), C Sy, tels que

&
Su n)h"l Z .
P o (Snshn) 2 e T Ty

Avec les notations de la démonstration du théoreme I11.3.21 (1) , et en reprenant certains des arguments
auxquels elle fait appel, on aboutit facilement aux calculs suivants, en utilisant le fait que les fonctions
(fn), introduites dans celle-ci sont continues sur By :

4NA 4NA
[ v (mr)w > sw [ v <|fno¢r|>dcm
By & 0<r<1JSy &

4N A
= sup /Wz<!fn!)du¢,
0<r<1JBy &

V

> sw v (S () ) o (7 )
z ¥ @"’f 1 <th>> v (Aw;gl0 (1/hY))
> 1.
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Comme la suite (f,), est dans la boule unité de HY (By) et tend vers 0 uniformément sur tout com-
pact de la boule (cf. démonstration du (1) du théoréme III.3.21), 'inégalité précédente contredit la
compacité de Cy en vertu de la proposition III.3.29.

3. Il est intéressant de noter dés maintenant qu’étre une mesure de y-Carleson ne semble pas impliquer
trivialement la condition (IIL.3.31). De méme, il ne semble pas évident qu'étre une mesure de Y-
Carleson entraine la condition (I11.3.32) (cf. ci-dessous).

Ces remarques et la démonstration du troisieme point du théoréme III.2.8 montre que, si Y vérifie la
condition Vp-uniforme, alors les conditions (II1.3.31) et (I11.3.34) sont équivalentes. De méme, la démons-
tration du troisiéme point du théoréme III.3.21 s’adapte aisément pour montrer que, si Y vérifie la condition
Vi, alors les conditions (II1.3.32) et (IIL.3.35) sont équivalentes.

On peut alors énoncer notre premier théoréme de caractérisations de la continuité et de la compacité des
opérateurs de composition sur HY (By), pour des fonctions d’Orlicz y vérifiant les condition Vo-uniforme
ou V) (et la condition V). C’est 'objet du théoréme suivant.

Théoreme I11.3.32. Soir  une fonction d’Orlicz et soit ¢ : By — By holomorphe.

1. iy vérifie la condition Vo-uniforme (et donc la condition V), alors Cy est continu de HY (By) dans
lui-méme si et seulement si

1
sup 1 (7€) = 0o (4 ot i ) (339

uniformément par rapport a & e Sy.

2. N1y vérifie les conditions Vo et Vo, alors Cy est compact de H V' (By)dans lui-méme si et seulement si, pour
tout A > 0,

1
Sup Mo, ({5, h)) = on0 (w(Aw—‘ <1/hN>>) ’

uniformément en & € Sy.

Remarque II1.3.33. Comme
1

v Ay~ (1/AY))
pour tout A > 0 et pour tout & € (0,1), dés que la fonction d’Orlicz y vérifie la condition A, on a le
corollaire suivant :

~ W

Corollaire I11.3.34. Soit Y une fonction d’Orlicz vérifiant les conditions Ay et Vy (i.e. HY (By) est reflexif),
et soit ¢ : By — By holomorphe.

1. Cy est continu de HY (By) dans lui-méme si et seulement si

sup g, (7 (&,h)) = Op ("),

0<r<1

uniformément par rapport a & e Sn.

2. Cy est compact de HY (By) dans lui-méme si et seulement si

sup g, (7 (&,h)) = oo ("),

0<r<1
uniformément par rapport a & e Sn.

Notons que ce corollaire sapplique en particulier si Y est la fonction x — x”, 1 < p < co. Pour p =1,
il n'est pas difficile de vérifier que tout ce qui a été fait précédemment pour conduire & ce corollaire marche
encore.
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Revenons un instant sur le (3) de la remarque II1.3.31. On observe que des caractérisations de la continuité
et de la compacité de Cy, dans le cas ot Y vérifie la condition A; (et la condition V), ont déja été données
dans le théoréme III.3.26, et une comparaison de celle-ci avec celle donnée dans le corollaire précédent
montrent en particulier que

sup g, (7 (&,h)) = Opo (H"),

0<r<1

uniformément par rapport 2 & € Sy, a lieu si et seulement si
to (7 (&,h)) = On—o (H")

uniformément par rapport a & € Sy, a lieu. Etonnamment (ou malheureusement), nous ne sommes pas
en mesure, pour le moment, de montrer directement quétant donnée une fonction d’Orlicz y arbitraire
(vérifiant la condition V,), la condition

1
sup o (7 (§.h) = O (W ot /hN))) ,

vérifiée pour une constante A > 0 et uniformément par rapport & € Sy, est équivalente a la condition

1
o €)= 0n (i)
pour A > 0, uniformément par rapport & € Sy.
Naturellement le méme genre de questions se pose pour les conditions de petit oh caractérisant la com-
pacité de Cy sur HY (By) pour ¥ vérifiant la condition Ay N'V,.
La deuxiéme formulation des caractérisations des continuité et compacité de Cy sur HY (By), donnée
dans le paragraphe suivant, va précisément lever cette ambiguité.

II1.3.3.2 Deuxiémes caractérisations des continuités et compacités de Cy sur HY (By)

Au regard des théorémes de caractérisations de la continuité et de la compacité des opérateurs de com-
position tels qu’ils ont été obtenus dans les espaces de Hardy classiques ([9, théoréme 3.35]), ou dans les
espaces de Hardy-Orlicz du disque ([16, théoréme 4.18]), a partir d’opérateurs d’inclusion, il est 1égitime de
s'attendre 4 ce que, dans notre cadre également, les conditions nécessaires ou suffisantes obtenues dans les
théoréme III.3.15 et théoréme III.3.21 s’appliquent aux opérateurs de composition. Alors que ceci est presque
direct dans les cadres usuels, ceci ne semble pas I'étre dans celui qui nous intéresse, comme nous 'avons
expliqué en introduction du paragraphe III.3.3.

Le théoréme suivant et sa démonstration vont montrer que le cadre des espaces de Hardy-Orlicz de la
boule ne fait pas exception, quant a 'étude des continuité et compacité de Cy :

Théoréeme I11.3.35. Soiz ¢ : By — By bolomorphe et soit f une fonction d’Orlicz vérifiant la condition V.
1. SiCy est continu de HY (By) dans lui-méme, alors |1y est une mesure de \y-(arleson.
2. N'il existe une constante A > 0 telle que

1/hY
K,u¢ (h) = On—o <W(AW/1 (l/hN))> ) (I11.3.34)

alors Cy est continu de HY (By) dans lui-méme.

[OF)

. i Cy est compact de HY (By) dans lui-méme, alors [y est une mesure de W-(arleson évanescente.

N

. 51, pour tout A >0, on a

1/n"
Ko ) =0 Gy a7 ) (1335

alors Cy est compact de HY (By) dans lui-méme.
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‘Démonstration. Les points (1) et (3) et leur démonstration sont identiques a ceux correspondants dans le
théoréme II1I.3.26.

On passe a la démonstration de (2) et (4). D’aprés le théoreme I11.3.5, (HMY (By))™ = HY (By),
puisque Y vérifie la condition V,. De plus, Cy est continue (resp. compact) de HY (By) dans lui-méme
si et seulement si Cy est continu (resp. compact) de HMY (By) dans lui-méme; en effet, cela provient
dans un sens du fait que (HMY (By))™ = HY (By) et donc, au passage, que le bi-adjoint de Cy restreint
a HMY (By) est Cy lui-méme, et dans l'autre sens (qui ne sera pas utile...) du fait que si Cy est continu
sur HY (By), alors pour toute fonction f € HMY (By), Cy (f) est aussi dans HMY (By), par définition du
sous-espace HMY (By).

11 s’agit donc de montrer que la condition (II1.3.34) (resp. (II1.3.35)) est suffisante 4 la continuité (resp.
compacité) de Cy de HMY (By) dans lui-méme. Pour cela, en vertu du théoréme II1.3.15 (resp. du III.3.21,
et par un recours aux propositions III.3.19 et III.3.29, rendu possible par le fait que la condition (III.3.35)

implique que ty (Sy) = 0), il suffit de vérifier que, pour tout f € HMY (By), ||j, (f) HW = HC¢ (f)‘ l!/’ ol
Ju, est I'inclusion canonique HY (By) — LY (1y). Or, il est clair que
e (DI, = IS (DI, (I11.3.36)

pour toute fonction f dans A (By), I'algébre des fonctions holomorphes dans By et continues sur By. Si la
condition (III.3.34) est satisfaite (en particulier elle I'est si la condition (III.3.35) est vérifiée), alors, par densité
de A(By) dans HMY (By), et comme la convergence dans HY (By) implique la convergence partout dans
By, 'égalité (I11.3.36) est vraie pour tout f € HMY (By). O

Comme d’habitude, si y vérifie la condition Vy-uniforme (resp. V), alors la condition (II1.3.34) (resp. la
condition (III.3.35)) est équivalente au fait que Uy est une mesure de y-Carleson (resp. de y-Carleson
évanescente) et on a le corollaire suivant du théoréme II1.3.35 :

Théoréeme I11.3.36. Soient ¢ : By — By holomorphe et W une fonction d’Orlicz vérifiant la condition V.

1. iy vérifie la condition Vo-uniforme, alors Cy est continu de HY (By) dans lui-méme si et seulement si [y
est une mesure de Y-(arleson.

2. Si W vérifie la condition Vo, alors Cy est compact de HY (By) dans lui-méme si et seulement si |y est une
mesure de Y-(arleson évanescente.

I11.3.3.3 Quelques conséquences des caractérisations précédentes

1. Tout d’abord, les deux types de caractérisations obtenus précédemment donnent, de fagon trés indi-
recte, un résultat qui ne parait pas trivial au premier abord, et qui répond a une question évoquée a la fin du

paragraphe I1I.3.3.1:

Proposition 111.3.37. Soiz  une fonction d’Orlicz vérifiant les conditions Vo et Vo-uniforme. La condition

1
Sup Hoy (-7 (&,h)) = On—o (W(Awl (l/hN))> ,

vérifiée pour une constante A > 0 et uniformément par rapport & € Sy, est équivalente & la condition

1
b (7 ) = 01 (- ).
? y (AT (1/AV))
pour A > 0, uniformément par rapport & € Sy.
“Bien sir, on a une équivalence similaire en remplacant les conditions de grand O ci-dessus, valables pour un
A > 0, par des conditions de petit o, valables pour tout A > 0.
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2. La proposition suivante est une conséquence directe de 'une ou I'autre des deux formulations des ca-
ractérisations obtenus dans les deux paragraphes précédents. Elle renforce I'idée selon laquelle les opérateurs
de composition « se comportent d’autant mieux » vis a vis de la continuité que I'espace de Hardy-Orlicz sur
lequel ils agissent est « proche » de H*.

Proposition 111.3.38. Soient et v deux fonctions d’Orlicz ; on suppose que ¥ vérifie la condition V et que
la fonction V vérifie les conditions Vo et Ay (i.e. HY (By) reflexif) Soit également ¢ : By — By une application
holomorphe. Si Cy est continu de H' (By) dans lui-méme, alors Cy est continu de HY (By) dans lui-méme.

‘Démonstration. Par exemple, d’apres le théoreme II1.3.35, il sufht de vérifier que, si I'inégalité
Ky, (h) <C
est vérifiée pour une constante C > 1 et pour & petit, alors I'inégalité

1/mY
v Ay~ (1/hN))

est également satisfaite pour A = 1/C et pour & petit. Or, la convexité de ¥ entraine

v (éwl (l/hN)> < C%

Kﬂqn (h) <

pour tout 1 >0
O

3. Comme dans le cadre des espaces de Bergman-Orlicz, on s’interroge sur l'existence d’espaces de
Hardy-Orlicz HY (By), distincts de H™ (By) et plus petits que des espaces de Hardy H” (By ), sur lesquels
tout opérateur de composition Cy est continu. Dans [20], les auteurs expliquent que la proposition III.2.18
s'adapte aux mesures [y sur la boule fermée, et donc indirectement aux espaces de Hardy :

Proposition 111.3.39. §7 ¢ : By — By est holomorphe, alors il existe une constante O < By < oo felle que

Lo (-7 (&,h)) < By.h, (I11.3.37)
pour tout & € Sy et pour tour 0 < h < 1.

Silon compare les conditions (II1.3.37) avec la condition de y-Carleson, grice au théoréme II1.3.36, on
peut s'attendre a ce que, si Y vérifie la condition Vp-uniforme et croit suffisamment vite, alors la condition
de y-Carleson est toujours satisfaite.

Avant d’étudier cette question plus en détail, comme la démonstration de la proposition III.3.39 n’appa-
rait pas dans [20], nous préférons énoncer et démontrer la proposition suivante :

Proposition I11.3.40. Soiz ¢ : By — By wune application holomorphe telle que ¢ (0) = 0. I/ existe une
constante B > 0, indépendant de ¢, telle que

Lo (7 (&,h)) < B.h, (1I1.3.38)

pour tout & € Sy et pour tour 0 < h < 1.

La démonstration de ce résultat repose, de fagon surprenante (et comme il a été annoncé dans le pa-
ragraphe d’introduction), sur le principe de subordination de Littlewood et une connaissance précise de
la norme de l'opérateur de composition sur I'espace de Hardy du disque ([9, corollaire 3.7, page 123] par
exemple). Ces idées se cachent précisément derriére le théoréme suivant, qui nous sera utile pour démontrer
la proposition 111.3.40 :
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Théoréme I11.3.4x. Soiz ¢ : D — D une fonction holomorphe. On note Wy la mesure image par ¢* de la
mesure de Lebesgue sur le cercle. Cy est continu sur HP (D), 1 < p<oo et plus précisément il existe une constante

0 < C < oo, qui ne dépend pas de @, telle que

1/
LIS O o

w7 G << (tEgay

uniformément par rapport a & € T et pour tout h > 0.

Sans entrer dans les détails, ce théoréme se démontre en faisant appel au principe de Littlewood pour
dire que tout opérateur de composition est continu, et s’appuie sur la donnée explicite de la norme de cet
opérateur. La constante C, indépendante de ¢, provient de I'évaluation de 'opérateur sur des fonctions tests.

1/
De plus, observons que si ¢ (0) = 0, alors la constante C ( ijﬁgg;}) " e dépend plus de ¢.

‘Démonstration de la proposition 1113 40. On fixe £ € Sy et 0 < h < 1. On note X6y (& n) la fonction

caractéristique de I'ensemble (¢*) ' (. (£, h)). La formule d’intégration par tranches (cf. par exemple [24,
proposition 1.4.7, (1)]) donne

o (F (E.h)) = /x e () dow ()
= [ Ho i WE) dor ) don (©),

ou o7 est la mesure de Lebesgue sur le tore T. Observons que
Kig ey (46) =1

est équivalent a

1= (" (u),&)| <h. (I11.3.39)
Pour tout { et tout & dans la spheére, on définit la fonction @¢ ¢ : D — D par @ ¢ (z) = (¢ (z£), &), pour
z€D. @ ¢ est holomorphe et vérifie @y ¢ (0) = 0; de plus, il n'est pas difficile de vérifier que 0 (u) =
(¢* (ug),&) pour o;-presque tout u € T, ol @f ¢ st la limite radiale o7 -presque partout de @y ¢. Linégalité
(II1.3.39) est alors équivalente a

(Pag (I/t) € y(lah)7

ot .7 (1,h) est le disque de rayon h, centré en 1. Maintenant, d’aprés le théoreme II1.3.41, il existe une
constante 0 < B < oo, indépendante de {, de § et de ¢, telle que

o1 (((pz‘:)_l (y(1,h))) < B.h.

Ceci termine la démonstration. O

On s'intéresse maintenant aux fonctions d’Orlicz y vérifiant les conditions Vy-uniforme (et donc V) qui
satisfont a la propriété &’ suivante :

2’ : pour toute constante K > 0, il existe A > 0 et hy > 0 tels que
1

Kh < v Ay (1Y)’ (IT1.3.40)

pour tout 0 < i < hy.

La proposition suivante caractérise les fonctions d’Orlicz qui vérifient cette condition &’ :
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Proposition I11.3.42. Soit y une fonction d’Orlicz. Y vérifie la condition P’ si et seulement si, pour tout
K > 0 (ou de fagon équivalente, pour un K > 0), i/ existe C > O tel que, pour tout x > 0 suffisamment grand, on a

w (0 <Ky (Cx).

En particulier, la condition P’ est triviale si N = 1 et coincide avec la condition A? (. of définition Il.1.11) dés que
N> 1

Démonstration. Elle est identique a celle de la proposition III.2.19. O

Lorsque N = 1, le théoréme III.4.7 (cf. [18, théoréme 4.19]) permet de s’affranchir de la condition V-
uniforme dans le premier point du théoréme IIl.2.15. De plus, la factorisation d’'une fonction f € HY (D)
(qui est donc dans H! (D)) en un produit de Blaschke formé sur ses zéros et une fonction de HY (D) qui
ne s'annule pas (cf. la remarque qui précede la démonstration du théoréme 4.10 dans [16], et le livre [2,
paragraphe 7, théoréme 1.1]), permet de s’affranchir de la condition V,. Pour N > 1, ces arguments ne
tiennent plus (cf. remarque 5, partie III.4 pour le premier) mais toute fonction d’Orlicz satisfaisant a la
condition A? vérifie aussi la condition V-uniforme, et donc la condition V5 (proposition I11.1.14).

Ainsi, le théoreme I11.3.36, la proposition III.3.40 et la proposition III.3.42 conduisent au théoré¢me
suivant, qui redonne la continuité automatique des opérateurs de composition sur les espaces de Hardy-
Orlicz (cf. proposition 3.12 de [16]), et répond a la question de I'existence d’'un espace de Hardy-Orlicz sur
lequel tout opérateur de composition est continu en dimension supérieure :

Théoréme I11.3.43. Soit ¥ une fonction d’Orlicz.
1. Tout opérateur de composition est continu de HY (D) dans lui-méme ;

2. Lorsque N > 1, si W vérifie la condition A2, alors tout opérateur de composition est continu de H V' (By) dans
[ui-méme.

Démonstration. Soit ¢ : By — By une application holomorphe. Comme tout opérateur de composition Cr,
induit par un automorphisme de la boule, est continu de H? (By) dans lui-méme (de fagon plus générale,
tout opérateur de composition associé 2 une homographie de la boule est continu sur H” (By ), cf. chapitre 2),
1 < p < oo, la proposition III.3.38 entraine que C; est continu comme opérateur agissant de HY (By) dans
lui-méme. (On rappelle qu’il n'est pas nécessaire que Y vérifie la condition Vp-uniforme ni la condition
V, quand N = 1, et que ces conditions sont automatiques si Y vérifie la condition A%.) Par conséquent,
a conjugaison prés par un opérateur de composition induit par un automorphisme, on peut supposer que
¢ (0) = 0. Maintenant, comme Y vérifié la condition &', les propositions I11.3.42 et I11.3.40 et le théoréme
II1.3.36 assurent que Cy est continu de HY (By) dans lui-méme. O

Remarque II1.3.44. 1) Rappelons que toute fonction d’Orlicz du type y (x) = e’ — 1, pour a > 0 et
b > 1, appartient 4 la classe A2, si bien que le résultat précédent n'est pas vide.

2) Le théoréme I11.3.43 peut se voir d’'une autre fagon, en utilisant le théoréme I11.2.20. En effet, pour
N > 1 quelconque (la preuve pour N = 1 est la méme, mais est plus simple car la continuité de Cy est
automatique), si ¥ vérifie la condition A? (donc aussi la condition V-uniforme), i.e.

y(x)’ <Ky (Cx), (ITL.3.41)

pour des constantes K > 0, C > 1, alors

1C (f)HAZ,’(IBBN) < Collf1la¥ @) » (I11.3.42)

pour toute application ¢ : By — By holomorphe. De plus, on a

1 v eyy = Jim (@4 D l1fllays,) - (I11.3.43)
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Effectivement, cette formule est connue pour Y (x) =x”, 1 < p < oo, et sa démonstration repose essentielle-
ment sur la sous-harmonicité de | /| pour f holomorphe. Comme y (|f]) est également sous-harmonique,
puisque Y est convexe croissante, il ne fait pas de difficulté pour étendre la formule précédente au cadre
Orlicz. Par ailleurs, il est aisé, mais fastidieux, de vérifier que la constante Cy apparaissant dans (II1.3.42) est,
en réalité, bornée par une constante qui ne dépend pas de o, quand o € (—1,0). Pour le voir, il suffit de jeter
un oeil attentif & la démonstration du point 2) du théoréme III.2.8 et d’observer que Cy est plus petit qu'une

constante valant, avec les notations de cette démonstration, BCyC; B est donnée par la démonstration du
N+a

lemme III.2.7 et vaut T; le dénominateur de cette expression est bien majoré indépendamment de
a € (—1,0) et la constante A est donnée par la condition A2, et dépend donc des constantes K et C de
(II1.3.41). Par ailleurs, la constante C, quant a elle, provient de la démonstration du 2) du théoréme II1.2.8, et
vaut i (By) w2 (x4) +Ci1n, ot x4 et M, pour la méme raison que la constante A ci-dessus ne dépend pas de
o, n'en dépendent pas non plus. Enfin, la constante Cy, donnée par C; = 2.4% est clairement majorée, pour
o > —1, par une constante qui ne dépend que de C, laquelle provient, tout comme Cy, de considérations
géométriques qui ne font pas intervenir & (cf. les démonstrations de la proposition IIl.2.5 et du théoreme
III.2.6). On conclut en faisant tendre & vers —1 dans (II1.3.42), car 'égalité (II1.3.43) donne alors le point 2
du théoréme II1.3.43.

La remarque I11.3.44 (2) fournit ainsi une autre fagon de démontrer la proposition 3.12 de [16] (ou le premier
point du théoreme I11.3.43; la premiére démonstration de ce point, sans utiliser la remarque I1I.3.44, utilise
dans le théoréme III.3.41 le fait que tout opérateur de composition sur les espaces de Hardy classiques sont
continus, par 'intermédiaire du principe de Littlewood, comme c’est le cas dans [16]).

III.4 QUELQUES COMMENTAIRES

La plupart des remarques qui vont suivre valent aussi bien pour les espaces de Bergman-Orlicz que
pour les espaces de Hardy-Orlicz. Par commodité, et pour ne pas étre redondant, on énoncera nos idées
simplement pour l'un ox 'autre de ces deux types d’espace. Si une remarque est spécifique a I'un d’eux, on le
mentionnera explicitement.

1) Tout d’abord, on commence par remarquer que 'inclusion A% (By) C LP (1), 1 < p < oo, implique
Pinclusion Ay (By) C LY (u). En quelque sorte, ce point a déja été évoqué dans la proposition I11.3.38 dans
le cas des espaces de Hardy-Orlicz. Le lemme suivant est la raison de cette implication.

Lemme IIl.4.x. Soit  une fonction d’Orlicz et soit |1 une mesure de Q-Bergman-(arleson sur By. cAlors
 satisfait la condition (I11.2.10). En particulier, une mesure de 0-Bergman-(arleson est automatiquement une
mesure de (Y, &t)-Bergman-(arleson sur By.

‘Démonstration. Comme [ est une mesure de o¢t-Bergman-Carleson, on peut trouver une constante C > 1
telle que K, o () < C pour tout i € (0,1). En prenant A = 1/C < 1, la convexité de la fonction d’Orlicz w
que By, p p
implique que
ll/ (qufl (l/hN+l+(X)) S A/hN+1+(X'
D’ou
1 l/hN+l+(x
y Ayt (1/RVF1He))

et la condition (III.2.10) est remplie.
La derniére assertion est une conséquence directe du corollaire III.2.10. ]

On déduit immédiatement de ce lemme et du théoreme II1.2.8 la proposition suivante, déja énoncée dans
[16] dans le cas du disque.
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Proposition I11.4.2. Soiz v une fonction d’Orlicz et soit L un mesure de 0.-"Bergman-(arleson sur By.
Linclusion Ay (By) C LY (W) a lieu (et est continue).

Sans difficultés, on montre que le résultat précédent est valable dans le cadre Hardy :

Proposition I11.4.3. Soit W une fonction d’Orlicz vérifiant la condition Vo, et soit L une mesure de (arleson
sur By. Linclusion HY (By) C LY (W) a lieu (et est continue).

I1 convient de noter que ce dernier résultat est également une conséquence du fait que HY est un espace
d’interpolation entre H! et H* (cf. [3, théoréme V.10.8]).

En ce qui concerne les opérateurs de composition, on déduit immédiatement du théoreme IIL.2.16 et
de la proposition III.4.2 que tout opérateur de composition continu sur un Ay (By), pour W vérifiant la
condition Ay, est également continu sur Ay, (By), ou v est une fonction d’Orlicz quelconque. La réciproque
est fausse en général, puisque nous avons montré qu’il existe des fonctions d’Orlicz y telle que tout opérateur
de composition est continu sur A:’x/ (By), ce qui nest pas le cas sur AL (By), 1 < p <oo, N > 1. Bien entendu,
cet argument n’est pas pertinent en une variable.

Pour ce qui est de la compacité, nous avons vu que la condition(III.3.19) entraine que K}, () tend vers 0
quand % tend vers 0, ce qui est équivalent (théoréme I11.3.20) a la compacité de I'inclusion H? (By) C L? ().
On déduit donc du théoréme III.3.21 la proposition suivante :

Proposition I11.4.4. Soit Y une fonction d’Orlicz vérifiant les conditions Vo et Vo. Si linclusion HY (By) C
LY () a lieu et est compacte, alors 'inclusion HP (By) C LP (l) a lieu et est compacte, pour tout 1 < p < oo,

Evidemment, un tel résultat s’énonce de fagon trés similaire dans le cadre Bergman, ou pour les opéra-
teurs de composition, toujours dans le cadre Bergman. Cependant, pour donner un résultat semblable pour
les opérateurs de composition dans le cadre Hardy, on se heurte au fait qu'on a une condition nécessaire
et suffisante (sous la condition V() a la compacité de Cy qui porte non plus directement sur K, mais sur
supg <1 Ky, , et qui n'implique pas clairement que Ky, tend toujours vers 0 en O (cf. théoréme II1.3.30).

2) Dans le cas classique des espaces de Bergman, il est bien connu que la continuité ou la compacité de
l'inclusion A% (By) C LP (i) dépend de la mesure i mais pas de 'exposant p. Plus précisément, rappelons
par exemple que Af, (By) C LP (1) alieu (et est continue) si et seulement si {1 est une mesure de a-Bergman-
Carleson, i.e.

H(W (& h) <HVFIFe,

uniformément par rapport a & € Sy et pour tout 0 < i < 1. Il apparait d’'emblée que cette condition est
indépendante de p. Dans le cadre des espaces de Bergman-Orlicz, la situation est bien différente : le fait que
Pinclusion Ay (By) C LY (1) ait lieu pour une fonction d’Orlicz y n'implique pas systématiquement que 'in-
clusion Agy (By) C LY (u) a lieu pour zoute fonction d’Orlicz . En fait, il semble que cette propriété « d’in-
dépendance » de I'inclusion d’un espace de Bergman-Orlicz dans un espace d’Orlicz est propre a I'espace de
Bergman A% (By), dans le sens ott ce dernier partage cette propriété avec des espaces de Bergman-Orlicz
qui sont « comparables » a des espaces de Bergman. Il convient d’étre prudent avec le terme « comparable »,
spécialement en 'occurrence, parce qu'il a un sens bien précis. Plus exactement, si ¥ et v sont deux fonctions
d’Orlicz satisfaisant toutes les deux la condition Ay (cf. II1.1.5), alors on a I'inclusion A¢y (By) C LY (u) si et
seulement si A), (By) C LY (1t). Ceci découle directement du théoréme I11.2.8 et du fait que, si Y vérifie la
condition Ay, alors y vérifie

1
YAyt (1/RN+ )

(ce qui implique au passage que la condition Vy-uniforme n’est plus nécessaire). En d’autres termes, ce cas

~ hN+1+OC

particulier du théoréme III.2.8 n’est autre que le théoréme de Carleson lui-méme, explicitement énoncé dans
[14, théoréme 3.5].

Bien stir, le méme genre de remarques peut étre fait en termes d’opérateurs de composition, ou en
considérant des espaces de Hardy-Orlicz 4 la place des espaces de Bergman-Orlicz, ou encore en regardant
la compacité au lieu de la continuité.
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3) Soit Y une fonction d’Orlicz vérifiant la condition Vp-uniforme. La remarque I11.3.44 (2) montre que,
si Cy est continu sur tout Ay (By), & € (—1,0), alors Cy est continu sur HY (By). D’aprés la démonstration
de [8, théoréme 3.3], il est clair que, si Y vérifie la condition Ay, alors la continuité de Cy de HY (By) dans
lui-méme implique la continuité de Cy comme opérateur agissant de Ay (By) dans lui-méme, pour tout
o > —1, et est ainsi équivalente 2 la continuité de Cy sur Ay (By) pour tout & > —1. On peut résumer ces
idées, et celles des remarques précédentes, dans la proposition suivante :

Proposition I11.4.5. Soiz ¢ : By — By une application holomorphe. il existe une fonction d’Orlicz Y,
vérifiant la condition Ay NV telle que I'opérateur de composition Cy est continu de HY' (By) dans lui-méme, alors
Cy est continu de tout espace de Hardy-Orlicx HY? (By) dans lui-méme, et de tout espace de “Bergman-Orlicz
Ag? (By) dans lui-méme, o0 > —1, oit Wy est une fonction d’Orlicz qui satisfait la condition V), et oit Y3 est une
Jfonction d’Orlicz arbitraire.

Il est intéressant d’énoncer le résultat extréme opposé, qui provient des théorémes III.2.20 et I11.3.43 :

Proposition I11.4.6. Soit v une fonction d’Orlicz.

1. Toute application holomorphe ¢ : D — D induit un opérateur de composition continu de HY (D) dans lui-
méme, et de Ay (D) dans lui-méme pour tout 06 > —1.

2. N1y vérifie la condition A2, toute application holomorphe ¢ : By — By induit un opérateur de composition
continu de HY (By) dans lui-méme, et de Al (By) dans lui-méme pour tout o6 > —1.

4) La situation concernant la compacité est moins claire. Peu de résultats sur ce sujet sont connus en
plusieurs variables, mais nous pensons que I'étude des opérateurs de composition compacts en une variable
peut soulever des questions, a la fois sur la continuité et la compacité, quand N > 1. Néanmoins, dans
la premiére remarque, il a été observé que si Cy est compact sur Ay (By), alors Cy est compact sur tout
espace de Bergman Af (By) classique,  condition que W vérifie la condition Vj. De plus, comme nous
I'avons mentionné dans la deuxiéme remarque ci-dessus, si Y et v sont deux fonctions d’Orlicz vérifiant
la condition Ay NV, alors la compacité d’'un opérateur de composition Cy de HY (By) dans lui-méme est
équivalente a celle de Cy agissant de HY (By) dans lui-méme. Cependant, en une variable, les auteurs de
[17] montrent que, pour tout € > 0 et pour tout 1 < p < o, il existe une fonction d’Orlicz y telle que
HPTE(D) C HY (D) C H? (D), et un opérateur de composition Cy compact sur H? (D) et sur H*7 (D),
mais qui n'est pas compact sur HY (D). Au passage, cela montre que la condition Ay ne caractérise pas
la « proximité » d’'un espace de Hardy-Orlicz avec un espace H” : il existe des espaces de Hardy-Orlicz
intercalés entre deux espaces H” classiques, qui sont définis par des fonctions d’Orlicz qui ne vérifient pas
la condition A;. Concernant la continuité, nous savons que ce phénomeéne ne peut pas se produire, a cause
de la proposition II1.3.38 (ou de la proposition III.4.5). Cependant, on peut se demander si, étant donné
deux fonctions d’Orlicz quelconques Y; et yn, et 1 < p < oo telles que HY! (By) C H? (By) C HY2 (By), la
continuité de Cy sur HY' (By) et HY2 (By) implique la continuité de Cy sur H? (By ). Toutes ces questions
ont également leur intérét si 'on s'intéresse a la compacité, notamment sur les espaces de Hardy-Orlicz, ou
la situation est moins claire encore.

Dans [18], les mémes auteurs démontrent qu'il existe un symbole ¢ qui induit un opérateur de compo-
sition compact sur HY (D) dans lui-méme, mais qui ne l'est pas de AY (D) dans lui-méme, pour certaines
fonctions d’Orlicz . Pour tout N > 1, nous savons au moins que cela ne se produit pas si y (x) = x”, d’apres
[8, théoreme 3.3].

Envisageons maintenant la situation sur les espaces de Hardy-Orlicz « petits ». Comme nous 'avons dit
dans l'introduction, pour toute fonction d’Orlicz y, il existe un symbole ¢ : D — D surjectif, qui induit un
opérateur de composition compact sur HY (D) ([19, théoréme 4.1]). La [18, proposition 4.1] affirme que, sous
une certaine condition (vérifiée aussi bien par x — x” que par des fonctions d’Orlicz qui croissent vite), tout
opérateur de composition qui est compact de HY dans lui-méme, U'est aussi de AY (D) dans lui-méme. Ceci
ne signifie pas que nous ne pouvons pas trouver de fonction d’Orlicz définissant un espace de Bergman-
Orlicz sur lequel la compacité de Cy soit équivalente 4 celle sur H*, mais ¢a laisse au moins penser que c’est

improbable.
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5) On termine par une remarque qui provient de la différence plus spécifique entre le cadre « une variable »
et le cadre « plusieurs variables », sur le sujet des opérateurs de composition. Sil’on revient sur les théorémes
III.2.15 et IIL.3.32, on peut étre décu de ne pas étre capable de se départir des conditions V( uniforme et V.
Effectivement, quand N = 1, les conditions (III.2.9) et (II.2.10) (resp. (II1.3.13) et (III.3.14)) sont toujours
équivalentes si la mesure [ est précisément la mesure image de la mesure de Lebesgue sur le disque (resp.
sur le tore) par une application ¢ : D — D holomorphe. Ceci vient d’un résultat général qui porte sur la
géométrie spéciale du disque et des fonctions holomorphes sur celui-ci; il s’agit d’une sorte d’homogénéité
de la mesure [y qui est loin d’étre triviale. C’est précisément 'objet du théoréme 4.19 dans [16] et du
théoréme 3.1 dans [18]; I'énoncer va permettre de comprendre pourquoi on ne peut espérer, avec les outils
développés ici, donner une caractérisation de la continuité et de la compacité des opérateurs de composition
sur les espaces de Bergman-Orlicz ou de Hardy-Orlicz en tout généralité. Par commodité, nous n'énongons
que le théoréme 4.19 de [16], c’est-a-dire pour une mesure Uy relative a la mesure de Lebesgue dA sur le
cercle unité, pour ¢ : D — D.

Théoreme I11.4.7. I/ existe une constante x > 0 telle que, pour toute fonction holomorphe ¢ : 1D — D, on a

o (7 (E.R)) < ey (7 (E.1) (L4
pour tout h € (0,1 —1¢ (0)|), zout & € T, et tout € € (0,1].

Vérifions avant tout que ce théoréme permet bien d’obtenir que les conditions (I11.3.13) et (II1.3.14) sont
équivalentes quand on se place en dimension 1. Comme il est clair que (III.3.14) implique (I11.3.13), il suffit
de voir, en supposant (I11.3.13) vérifiée et grice au théoréme précédent, quon a

sup sup 10 (- (E,€h)) <« sup supHe (- (&,h))
0<e<lEeT €h 0<e<1EcT h
1h
~ oy(Ayi(1/h)

pour tout 0 < 7 < 1—|¢ (0)], i.e. la condition (IIL.3.14).

Maintenant, si on regarde I'inégalité (III.4.1) du point de vue des opérateurs de composition, il apparait
que la continuité des opérateurs de composition sur tout espace H” (D), 0 < p < oo, ou tout espace HY (D),
v étant une fonction d’Orlicz, est une conséquence directe de ce théoréme : si on fixe h € (0,1 —|¢ (0)]),

(II1.4.1) implique que Ly (5” (é , hl>> estun grand O de i quand /' est petit. Par conséquent, un tel résultat

ne peut qu'étre spécifique au cadre « une variable », puisqu’on sait qu'il existe des applications holomorphes
de la boule de CV, N > 1, qui induisent un opérateurs de composition non-continus sur les espaces de Hardy,
et sur certains espaces de Hardy-Orlicz.

CHARPENTIER STEPHANE 3






(1]

[2]
(3]

[4]
(5]
[6]
[7]
(8]
[9]
[10]

[x1]
[12]

[13]
[14]

[15]
[16]
[17]
[18]

[19]

B1BLIOGRAPHIE

A. B. ALexanprov, Existence of inner functions in the unit ball, cMazh. USSR Sbornik 46 (1983),
143-159.

M. ANDERssoN, Topics in Complex Analysis, Springer Verlag, New York, 1997.

C. BENNETT, R. SHARPLEY, Interpolation of operators, Pure and Applied Math. 129, Academic Press
(1998).

L. CarLEsoN, Interpolations by bounded analytic functions and the corona problem, c4nnals <Math.
76 (1962), 547-559-

J. A. Cima, W. R. WogeN, A Carleson measure theorem for the Bergman space on the ball, . Operaror
Theory 7 (1982), 157-165.

J. Cima, W. Wogen, Unbounded composition operators on H 2 (B,), Proc. Am. Math. Soc. 99 (1987),
No 3, 477-483.

J. A. Cima, P. R. MERcER, Composition operators between Bergman spaces on convex domains in C”,
F. Operator Theory 33 (1995), 363-369.

D. D. Cranang, Compact composition operators on weighted Bergman spaces of the unit ball, 7.
Operator Theory 45 (2001), 335-355.

C. C. Cowen, B. D. MacCLukr, Composition Operators on Spaces of Analytic Functions, Studies
in Advanced Mathematics, CRC Press (1995).

N. Dunrorp, ]J. T. ScawarTz, Linear operators, I : General Theory, Pure and Appl. math., vol. 7,
Interscience, New York (1958).

J. GArNETT, Bounded Analytic Functions, Graduate Texts in Mathematics 236, Springer (2007).

W. W. Hastings, A Carleson measure theorem for Bergman spaces, Proc. cAmer. Math. Soc. 52
(1975), 237-241.
L. HorRMANDER, L? estimate for (pluri-)subharmonic functions, cMatzh. Scand. 20 (1967), 65-78.

Z.]. Jiang, Carleson Measures and Composition Operators on Bergman-Orlicz of the Unit Ball, Inz.
Fournal of Math. cAnalysis 4 (2010), No 33, 1607-1615.

M. A. Krasnosevskil, YA. B. Rurickil, Convex Functions and Orlicz Spaces, P. Noordhoff Litd.,
Groningen (1961).

P. Lertvre, D. L1, H. QuerrELec, L. Robricuez-P1azza, Composition operators on Hardy-Orlicz
spaces, cMem. Am. Math. Soc. 207 (2010), No. 974.

P. Lertvre, D. L1, H. QuerréLec, L. Ropricuez-Piazza, Composition operators on H? (D) and
Hardy-Orlicz spaces, J. Math. Anal. Appl. 354 (2009), 360-371.

P. Lerevre, D. L1, H. QuerrELec, L. Ropricuez-Piazza, Composition operators on Bergman-
Orlicz spaces, hal-00426831 (2009).

P. Lerevre, D. L1, H. QuerrELEc, L. RopriGUEZ-P1aZZzA, Some revisited results about composition
operators on Hardy spaces, hal-00448623, (2010).

[20] B. D. MacCLukr, P. R. MErcer, Composition Operators Between Hardy and Weighted Bergman

Spaces on Convex Domains in C", Proc. cAm. Math. Soc. 123 (1995), No. 7, 2093-2102.

115



BIBLIOGRAPHIE

[21] B. D. MacCLukR, J. H. SHAPIRO, Angular derivatives and compact composition operators on the
Hardy and Bergman Spaces, (anad. F. <Math. 38 (1986), No. 4, 878-906.

[22] S. C. Power, Hérmander’s Carleson theorem for the ball, Glasgow cMath. F. 26 (1985), 13-17.

[23] M. M. Rao, Z. D. ReN, Theory of Orlicz spaces, Pure and Applied Mathematics 146, Marcel Dekker,
Inc. (1991).

[24] W. Rupin, Function Theory in the Unit Ball of C", Springer-Verlag, New York, 1980.

[25] J. H. SmAPIRO, Composition operators and classical function theory, Universitext. Tracts in Mathema-
tics, Springer-Verlag, New York (1993).

[26] D. A. StecENGA, Multipliers of the Dirichlet space, I/inois 5. SMath. 24 (1980), 113-139.

[27] K. Znu, Spaces of Holomorphic Functions in the Unit Ball, Graduate Texts in Mathematics 226,
Springer (2005).

116 STEPHANE CHARPENTIER



[L1ISTE GENERALE DES SYMBOLES

Notations usuelles

(e;); Base canonique de KN ... ... I2.0
C Corps des nombres COmMPIEXES . ... .o.vuii i L2.0
D Disque unité . ... ..o e Lio
KN Espace des suites réelles ou COMPIEXES . . . ... v uuuutuuttttte i aes I2.0
N Ensemble des entiers naturels. .. .......o.ou ittt e I2.0
R Corps des nombres réels .. ... i I2.0
Sy Sphére unité de Cpy ..o ovi i I11.3.0
A Espace de Banach ou de Fréchet ot vit la série universelle ................ .. ... ... I2.0
Gs Intersection dénombrable d’ouverts. ....... ...ttt e I2.0
X Espace vectoriel métrisable ou se fait I'approximation par universalité....................... I2.0
Ensembles

A(nx) Sous-ensemble de la boule intervenant dans la construction de la fonction maximale Ay. . ... IMI.2.2
Hy  Demi-espace de Siegel....... ..o i II.2.0
P, Demi-plan supérieurde C ... ... ... . ILro
(&,h) Boule anisotrope dans By . ... . .uuuuee ettt M2z
W (£,h) Fenétre de Carleson dans By . ........uoiineti ittt III.3.2
Qo Domaine caractéristiqUe . .. ... .ou ittt IL.2.4
C, Couronne dans By centrée en 0, de rayons 1 — 2% etl— 2,1% ............................. III.2.2
D(n) Région d’approche de Kordnyi centrée en m....... ... IIL.3.2
LFM (%) Ensemble des homographies d’un domaine % de CN ........ ..., II1o
0 Vraie boule pour la distance anisotrope sur la sphére . .............. . ... oL I2.x
S(&,h) Boule anisotrope dans B ... ..o ottt Il.2.x
U Ensemble des séries non-restrictivement universelles............ .. ..o i I2.0
Ux Ensemble des séries restrictivement universelles ........ ... I2.0
W (L, h) Fenétre de Carleson centrée en &, de centre A, ....ovvneninininnen i iiieaaenannn. I.2.1

Fonctions particuliéres
Ay Fonction maximale. .. ...t e e e IIl.2.2

o Transformation de Cayley ........ ... i II.2.0



Liste générale des Symboles

Pu Fonction intervenant dans la définition dand les théorémes d’inclusion en termes de mesures de

Carleson . . ..o M2z
hy Dilatation aniSOtroPe . . . ... .vuu ettt e II.23
H, Noyaude Berezin..... ... III.2.0
K.« Fonction intervenant dans la définition d’un certain type de mesure de Carleson............ Il.2.x
M,  Moyennede gsurlecerclederayon r.......... ... i i II3.0
Ny Fonction maximale associée aux régions d’approche de Koranyi..................... ..., IIL.3.2

Conditions diverses

Ay Une condition de croissance modérée de fonctions d’Orlicz. ..o ia.. II.1.2
A? Une condition de croissance rapide de fonctions d’Orlicz. ... iiia.. II1.2
Vo Une condition de régularité de fonctions d’'Orlicz. ...t IIL.1.2
Vv, Une condition de régularité de fonctions d’'Orlicz. ...t IIL.1.2

Espaces de fonctions

76 (Hy) Image de H, (Hy) par la transformation de Cayley........... ..ot II.3.0
#y  Ensemble des fonctions F de #2 (Hy) qui peuvent s'écrire F(z,u,v) = Fy(z,u)v* ... ...... IL.3.0
Jn  Somme directe de 75 pour o € N'delongueur >n. ... II3.0
AP (D) Espace de Bergman dudisque........ ..o L.6.o
AY (By) Espace de Bergman-Orlicz 2 poids de laboule ... ...o.uvvveiiiiiieiii i, II.2.0
Af, (By) Espace de Bergman a poids delaboule...........oviiiiiiiiiiiiiiii i, II.2.0
HY (By) Espace de Hardy-Orliczde laboule ..o III.3.0
H? (By) Espace de Hardy delaboule ... ... oo III.3.0
H? (D) Espace de Hardy dudisque ... . ..o L.6.o
Opérateurs

A Opérateur maximale associé aux ensembles A, ) . .ovevvvvneiiiiii i I1.2.3
Cy Opérateur de composition assoCiE & @ . ... ..ouvuin ittt IL.1.o
M Opérateur maximal de Hardy-Littlewood .............. ... o i, III.3.2
To Bloc diagonal de Cy correspondant au sous-espace 2y . .....oovvvneeiiniinaieineaen.... II.3.0

Notations diverses

o(¢) Coefficient de dilatation de @ ......ooeiein it e IL.1.o
¢ Spheére de Riemann ... ... IL1.o
Ao Inverse du coefficient de dilatationde @ ........ooou i 2.4
|£lly, Norme de Luxembourg de f..... ..o 1.2
< Ordre sur N* intervenant dans le calcul du spectre de Cp . ..., II.3.0
oy  Mesure de Lebesgue normalisée sur la sphére........... ... i, III.3.0

Point de Denjoy-Wolff . . ... ... ILr.o
d(P) Degré dun polynome. . ........oouiiniiiii e I2.0
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dx Distance sur I'espace de Fréchet X ... . ... i I2.0
dvq  Mesure de Lebesgue a poids radial d’ordre o, normalisée, sur laboule..................... II.2.0
Sy (a) Somme partielle dordre N delasérie a.........oooiuiniiiiiiii i I2.0
v(P) Valuation d'un polyndme. ... .. ..ot | IPX)

CHARPENTIER STEPHANE 119



INDEX LEXICAL GENERAL

Berezin
Noyau de, 67

Boule anisotrope, 68

Coefficient de dilatation, 26
Condition
(D), 17, 18
de Carleson sur les Bergman, 68
A?, 64, 82, 109
Ay, 63, 80, 98
Vo, 64, 78, 80, 95, 104
~uniforme, 64, 74, 80, 92, 104
Vz, 63
Convergence
restreinte, 31
spéciale, 31
Critere
d’Universalité, 9
de Bessaga-Pelczynski, 7
de Chaoticité, 42, 42
de Compacité, 77, 77
de Compacité des opérateurs de composition,
100
de Supercyclicité, 42, 5t
Cyclicité, voir aussi Opérateur cyclique

Degré, voir Polynome
Demi-espace de Siegel, 28
Demi-plan supérieur, 28
Dilatation anisotrope, 29
Distance anisotrope, 68
Domaine caractéristique, 30, 45

Espace
d’Orlicz, 62
de Bergman, 16, 66
de Bergman-Orlicz, 66
de Hardy, 16, 25, 82
de Hardy-Orlicz, 82

Fenétre de Carleson, 68
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Intégrale de, 83
Noyau de, 84
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Valuation d’un, 2
Principe
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de Littlewood, 107
de transfert, 51

Rayon spectral, 32
Région d’approche de Koranyi, 87
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a parametres, II
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de Taylor, 16, 19
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Sphere de Riemann, 25
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