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Université d’Artois, rue Jean Souvraz, S.P. 18 F-62307, Lens Cedex France

Secrétariat : Tél.: +33 (0)3 21 79 17 23 – Fax : +33 (0)3 21 79 17 70

http://www.cril.univ-artois.fr



Mise en page avec memcril (B. Mazure, CRIL) et thloria (D. Roegel, LORIA).



Remerciements

Merci à tous !

i



ii



L’homme « sain » n’est pas tant celui qui a éliminé de lui-même les contradictions : c’est celui
qui les utilise et les entraîne dans son travail.

[Maurice Merleau-Ponty]

Là où existe encore quelque chose, là règnent déjà le changement et la contradiction.

[Jean d’Ormesson]

C’est facile, c’est tellement plus facile de mourir de ses contradictions que de les vivre.

[Albert Camus]

Tout être humain a le droit d’être en contradiction avec lui même.

[Amélie Nothomb]

iii



iv



Table des matières

Introduction générale x

Partie I État de l’art 1

Préliminaires formels 3

Chapitre 1 Fusion de bases de croyances en logique propositionnelle 11

1.1 Changement de croyances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 12

1.1.1 Révison . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1.2 Mise à jour . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2 Caractérisation logique des opérateurs de fusion de croyances . . . . . . . . . . . . 17

1.2.1 L’arbitrage de Revesz : du changement de croyances vers la fusion de croyances 17

1.2.2 L’arbitrage de Liberatore et Schaerf . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 19

1.2.3 Les opérateurs majoritaires de Lin et Mendelzon . . . . .. . . . . . . . . . 21

1.2.4 Les opérateurs de fusion de Konieczny et Pino Pérez . . .. . . . . . . . . . 22

1.2.5 Connexion entre les différents travaux . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 26

1.3 Quelques opérateurs de fusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 28

1.3.1 Opérateurs « model-based » . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 29

1.3.2 Opérateurs « syntax-based » . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 32

1.3.3 OpérateursDA2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 34

v



Table des matières

Chapitre 2 Formalismes qualitatifs pour le temps et l’espace 35

2.1 Qu’est-ce qu’une algèbre qualitative ? . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 37

2.1.1 Relations de base et schéma de partition . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 37

2.1.2 Algèbre qualitative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 38

2.2 Exemples d’algèbres qualitatives . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 39

2.2.1 L’algèbre des intervalles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 39

2.2.2 L’algèbre des points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 41

2.2.3 L’algèbre des directions cardinales . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 42

2.2.4 L’algèbreSTAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.2.5 Le formalisme RCC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.3 Les réseaux de contraintes qualitatives (RCQ) . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . 44

2.3.1 Rappel sur les problèmes de satisfaction de contraintes (CSP) . . . . . . . . 44

2.3.2 Les réseaux de contraintes qualitatives (RCQ) : définition et exemple . . . . 47

2.3.3 Le problème de la cohérence des RCQ . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 49

2.3.4 Cohérence locale dans les RCQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 53

2.3.5 Cohérence globale d’un RCQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 54

2.3.6 Classes traitables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 54

2.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 56

Partie II Fusion de réseaux de contraintes qualitatives

Chapitre 3 Problématiques posées et caractérisation logique 59

3.1 Définition du cadre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 60

3.1.1 Problématique posée par la fusion de RCQ . . . . . . . . . . . .. . . . . . 60

3.1.2 Cadre choisi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.2 Caractérisation logique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 62

3.2.1 Préliminaires et notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 62

3.2.2 La familleN d’opérateurs hétérogènes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.2.3 La famille∆ d’opérateurs homogènes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.3 Quelques opérateurs de fusion simples . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 70

3.3.1 Opérateurs de fusion hétérogènes . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 70

vi



3.3.2 Opérateurs de fusion homogènes . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 71

3.4 Quelques exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 72

3.4.1 Exemple : satellites et algèbre des directions cardinales . . . . . . . . . . . 72

3.4.2 Exemple : préférences sur un emploi du temps et algèbredes intervalles . . 74

3.4.3 Exemple : satellites et algèbresSTAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 77

Chapitre 4 Distances et opérateurs homogènes sémantiques 79

4.1 Distances entre scénarios, distances entre relations de base . . . . . . . . . . . . . . 80

4.1.1 Définition d’une distance entre scénarios et exemplessimples . . . . . . . . 80

4.1.2 Distances entre relations de base . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 82

4.1.3 Distances directes entre scénarios . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 86

4.1.4 Distances de configuration entre scénarios cohérents. . . . . . . . . . . . . 88

4.2 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 92

Chapitre 5 Fusion homogène : approche sémantique 95

5.1 Les opérateursΘ : définition et exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

5.1.1 Définition d’un opérateurΘ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

5.1.2 Application sur l’exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 97

5.2 Complexité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 99

5.3 Expérimentations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 100

5.4 Représentation du résultat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 100

5.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 101

Chapitre 6 Fusion homogène : approche syntaxique 103

6.1 Méthodes optimales : les opérateurs∆1 et∆2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

6.1.1 Les opérateurs∆1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

6.1.2 Les opérateurs∆2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

6.1.3 Comparaison entre∆1 et∆2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

6.1.4 Complexité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

6.1.5 Expérimentations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 111

6.2 Méthode efficace : les opérateursΩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

6.2.1 Définition d’un opérateurΩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

6.2.2 Exploitation des classes traitables . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 114

6.2.3 Expérimentations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 117

6.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 117

vii



Table des matières

Chapitre 7 Fusion de RCQ définis sur différents formalismes qualitatifs : une approche de

fusion hétérogène 119

7.1 Vers un raffinement commun d’algèbres qualitatives . . . .. . . . . . . . . . . . . 121

7.1.1 Le modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

7.1.2 Un exemple avec l’algèbreSTAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

7.2 Une autre alternative : vers une abstraction commune . . .. . . . . . . . . . . . . . 126

7.2.1 Le modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

7.2.2 Un exemple dans l’algèbreSTAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

7.3 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 129

Partie III Extension de la fusion majoritaire de bases de croyances propositionnelles

Chapitre 8 Fusion majoritaire : des espaces booléens aux espaces affines 135

8.1 Préliminaires sur les espaces linéaires . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . 136

8.2 Syntaxe et sémantique deL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

8.3 Processus de fusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 141

8.4 Calcul de∆i
IC∗

(K∗) dansHS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

8.5 Approximation de∆i
IC∗

(K∗) dansH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

8.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 148

Conclusion générale 150

Annexes 153

Annexe A Autour des formalismes qualitatifs 153

A.1 Algèbre de Boole, algèbre non-associative, algèbre de relations . . . . . . . . . . . 153

A.2 Quelques tables de compositions d’algèbres qualitatives . . . . . . . . . . . . . . . 154

Bibliographie 155

viii



ix



Introduction générale

x



xi



Table des figures

2.1 Représentation schématique des treize relations de base de l’algèbre des intervalles. . . . 40
2.2 Représentation schématique des trois relations de basede l’algèbre des points. . . . . . . 41
2.3 Représentation schématique des relations de base deBcard (a) et deSTAR6(15) (b). . . 42
2.4 Représentation schématique des8 relations de base de l’algèbre RCC-8. . . . . . . . . . 44
2.5 Représentation schématique des5 relations de base de l’algèbre RCC-5. . . . . . . . . . 44
2.6 Représentation graphique de deux CSP définis sur l’ensemble de variablesV = {v1, v2, v3}

avecD1 = {a, b}, D2 = {c, d}, etD3 = {e, f}. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.7 Un RCQN (a), un scénario non cohérentσ deN (b), un scénario cohérentσ′ deN (c)

et une solution deσ′ (a). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.1 Deux RCQN1 (a) etN2 (b), et leur intersectionN1 ∩N2 (c). . . . . . . . . . . . . . . 63
3.2 Le profil homogèneN = {N1, N2,N3} des trois RCQ représentant les observations

des trois satellites. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 73
3.3 Le RCQ coercitifNIC représentant l’ensemble d’informations certaines surV et le RCQ

N2 ∩NIC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
3.4 Le profil homogèneN = {N1, N2, N3} des trois RCQ représentant les préférences des

trois étudiants. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 75
3.5 Trois schémas de partitionSTAR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
3.6 Trois RCQN1 (a),N2 (b) etN3 (c) formant le profil hétérogèneN , et le RCQ coercitif

NIC (d). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.1 Les scénarios cohérentsσ et σ′ et leur représentation qualitative sur la droite des inter-
valles qu’ils considèrent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 81

4.2 Le graphe de voisinageGBint (a) et une transformation continue entre deux intervalles
I1 et I2 satisfaisant d’abord la relationfi, puis directementeq (b). . . . . . . . . . . . . 84

4.3 Le graphe de voisinageGB′
int (a) et une transformation continue entre deux intervalles

I1 et I2 satisfaisant d’abord la relationo, puis directementeq (b). . . . . . . . . . . . . . 84

4.4 Le graphe de voisinageGB
(2)
int (a) et une transformation continue entre deux intervalles

I1 et I2 satisfaisant d’abord la relationdi, puis directementeq (b). . . . . . . . . . . . . 85
4.5 Les graphes de voisinageGBcard (a) etGB′

card (b). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.6 Transformations continues de deux intervalles satisfaisanto, fi, di, si successivement. . 86
4.7 Deux scénarios cohérentsσ(2) (a) etσ(3) (b) tels queddGBcard

,
∑(σ, σ′) = 3. . . . . . . . 89

4.8 α′ (a) résulte d’une transformation continueunitaire deα (b). . . . . . . . . . . . . . . . 89
4.9 α(2) (a) résulte d’une transformation continuesimultanéedeα (b). . . . . . . . . . . . . 90
4.10 σ(4) (a), etσ(5) (b) sont voisins unitaires,σ(4) etσ(6) (c) sont voisins simultanés. . . . . 90

4.11 Graphe de voisinage unitaireG([RCQ2Bpt

V ]) (sur3 variables, algèbre des points2Bpt). . . 92

xii



5.1 Le profil homogèneN = {N1,N2,N3} des trois RCQ représentant les observations
des trois satellites. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 98

5.2 Le RCQ coercitifNIC représentant l’ensemble d’informations certaines surV et un scé-
nario cohérentσ(7) deNIC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

5.3 Les scénarios cohérentsσ(9) (a) etσ(10) (b) formant l’ensembleS, le RCQNS (c) et un
scénario cohérent additionnelσ(11) (d) admis parNS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

6.1 Le profil homogèneN = {N1,N2,N3} des trois RCQ représentant les préférences des
trois étudiants. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 105

6.2 Deux scénarios cohérentsσ(1) (a) etσ(2) (b), et un scénario (non cohérent)σ(3) deN1 (c).106
6.3 Le processus de calcul deNres, étape par étape. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

7.1 2Bcard (b) est un raffinement de2Bcard2 (a). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
7.2 Les deux RCQN (a) etRefBcard2→Bcard

(N) (b) sont équivalents. . . . . . . . . . . . . 123
7.3 Trois schémas de partitionSTAR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
7.4 Trois RCQN1 (a),N2 (b) etN3 (c) formant le profil hétérogèneN , et le RCQ coercitif

NIC (d). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
7.5 Le schéma de partitionBRef (A). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
7.6 Les RCQN1

A (a)N2
A (b) etN3

A (c) formant le profil homogèneNA, etNIC,A (d), tous
définis surBRef (A). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

7.7 Trois schémas de partitionSTAR B4 (a),B5 (b) etB6 (c), et le schéma de partition de
leur plus petite abstraction communeB1 (d). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

7.8 Les RCQN4 (a), N5 (b) etN6 (c) formant le profil hétérogèneN , et leurs traduc-
tions respectivesN4

A (d) N5
A (e) etN6

A (f) dans leur plus petite abstraction commune
Abs(A) = 2B1 et formant le profil homogèneNA. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

7.9 L’unique scénario cohérentσ résultant deN∆
2 NIC

(N ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

8.1 Neuf droitesh1, . . . , h9 formant l’ensembleH3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
8.2 Neuf droites rectilignesh1, . . . , h9 formant l’ensembleH3. . . . . . . . . . . . . . . . . 144
8.3 Une fonction convexef définie sur l’intervalle[0, 10] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

xiii



Table des figures

xiv



Première partie

État de l’art

1



2



Préliminaires formels

Ce chapitre introductif définit un ensemble de notions indispensables pour la compréhension de
certains points dans la suite du mémoire : les notions d’ensemble, de multi-ensemble, de relation et de
préordre, la notion de fonction d’agrégation ainsi que des propriétés autour de ces fonctions, les aspects
syntaxiques et sémantiques de la logique propositionnelle, et des notions fondamentales de complexité.

Ensemble, relation binaire et préordre

Notation 1 (Parties d’un ensemble, taille d’un ensemble, produit cartésien). SoitE un ensemble. On
note2E l’ensemble des parties deE, ou l’ensemble des sous-ensembles deE. LorsqueE est fini, on
note|E| le nombre d’éléments deE. Pour tout nombre entiern positif, on noteEn le produit cartésien
E× · · · ×

︸ ︷︷ ︸

n

E.

Notation 2 (Multi-ensembles). SoitE un multi-ensemble fini. On note|E| le nombre d’éléments deE.
L’opérateur⊔ dénote l’union sur les multi-ensembles et l’opérateur⊑ l’inclusion multi-ensembliste.

Définition 1 (Relation binaire). SoitE un ensemble. Une relation binaireR surE est un sous-ensemble
deE × E. Lorsqu’un couple d’éléments(x, y) appartenant à la relationR, on note typiquementx R y.

Définition 2 (Propriétés sur les relations). SoitR une relation binaire surE.R est dite :
– réflexivessi∀x ∈ E, x R x ;
– irréflexivessi∀x ∈ E, (x, x) /∈ R ;
– transitivessi∀x, y, z ∈ E, six R y ety R z, alorsx R z ;
– symétriquessi∀x, y ∈ E, six R y alors y R x ;
– anti-symétriquessi∀x, y ∈ E, si x R y et y R x, alorsx = y ;
– totalessi∀x, y ∈ E, x R y ouy R x ;
– partiellessi elle n’est pas totale.

Définition 3 (Préordre, ordre). SoitE un ensemble. UnpréordresurE est une relation binaire surE
réflexive et transitive. UnordresurE est un préordre surE antisymétrique. Unordre strictsurE est une
relation binaire surE irréflexive et transitive.

Soit� un préordre surE. L’ordre strict< induit par� est défini pour toutx, y ∈ E par x < y ssi
x � y et y � x.

Notation 3. SoitE,F deux ensembles tels queE ⊆ F et soit� un préordre surF . On notemin(E,�)
l’ensemble des éléments deE qui sont minimaux pour le préordre�. Formellement,

min(E,�) = {e | e ∈ E,∀e′ ∈ E e � e′}.

3



Préliminaires formels

Fonction d’agrégation

Nous commençons cette section sur les fonctions d’agrégation par des notations sur les ensembles
de nombres réels :

Notation 4. R dénote l’ensemble des nombres réels.R+
0 dénote l’ensemble des nombres réels positifs,

i.e., l’ensemble{r ∈ R | r ≥ 0}.

Typiquement, une fonction d’agrégation [MARICHAL 1998, KONIECZNY et al. 2004] associe à un
liste de valeurs numériques une valeur représentant la liste dans sa globalité, selon certains critères.

Définition 4 (Fonction d’agrégation [K ONIECZNY et al.2004]). Une fonction d’agrégationf associe
à un vecteur de nombres réels positifs un nombre réel positifet satisfait les propriétés suivantes :

{
si x1 ≤ x

′
1, . . . , xp ≤ x

′
p, alors f(x1, . . . , xp) ≤ f(x′1, . . . , x

′
p) (monotonie)

x1 = · · · = xp = 0 ssif(x1, . . . , xp) = 0 (minimalité)

Nous présentons quelques propriétés supplémentaires sur les fonctions d’agrégation.

Définition 5 (Propriétés sur les fonctions d’agrégation). Soientf etg deux fonctions d’agrégation.
– f estassociativessi

f(f(x1, . . . , xp), f(y1, . . . , yp′)) = f(x1, . . . , xp, y1, . . . , yp′);

– f estsymétriquessi pour toute permutationτ deRp dansRp, p étant un entier naturel strictement
positif,

f(x1, . . . , xp) = f(τ(x1), . . . , τ(xp));

– f eststrictement monotonessi

si x1 ≤ x
′
1, . . . , xp ≤ x

′
p

et∃i ∈ {1, . . . , p}, xi < x′i,
alors f(x1, . . . , xp) < f(x′1, . . . , x

′
p);

– f commutesur g (ouf etg sontinter-commutatives) ssi

f(g(x1,1, . . . , x1,q), . . . , g(xp,1, . . . , xp,q))
= g(f(x1,1, . . . , xp,1), . . . , f(x1,q, . . . , xp,q)).

Logique propositionnelle : quelques définitions et notations

L’expression de croyances et le raisonnement sur ces croyances (e.g., la déduction de nouvelles
croyances) nécessite l’utilisation d’une logique particulière, définie par une certainesyntaxeet une cer-
tainesémantique. La syntaxe définit l’ensemble dessymbolesde la logique (ou vocabulaire, ou lexique)
ainsi qu’une grammaire, i.e., un ensemble de règles sur la manière correcte de combiner ces symboles,
caractérisant ainsi lesformulesde la logique, i.e., le langage. La sémantique donne unsensà toute for-
mule du langage, qui est à la base du raisonnement sur les formules. Un langage de programmation est
un exemple de langage logique, puisqu’il possède une syntaxe et une sémantique particulières.

Une panoplie de problèmes pratiques peuvent aisément s’exprimer et se résoudre au sein du forma-
lisme de lalogique propositionnelle, e.g., le problème de la satisfiabilité de formules [SAÏS 2008], celui
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de la compilation de formules [DARWICHE & M ARQUIS 2002], de l’extraction de sous-ensembles mi-
nimaux incohérents de formules [PIETTE 2007] pour ne citer que quelques exemples. Le problème de la
fusion de bases de croyances ne fait pas exception, et c’est pourquoi dans le chapitre, qui suit nous consi-
dèrerons le formalisme de la logique propositionnelle pourprésenter différents résultats de la littérature
autour de la fusion de croyances. Plutôt que de présenter un état de l’art sur la logique propositionnelle,
nous nous limitons dans cette section à définir formellementsa syntaxe et sa sémantique.

Syntaxe

La logique propositionnelle classique, également appeléelogique classique des propositions, consi-
dère des symboles de variables représentant des faits qui peuvent être soit vrai, soit faux. Ces symboles
à la base de la syntaxe de la logique propositionnelle sont appelésvariables propositionnelles.

Définition 6 (Variable propositionnelle). Une variable propositionnelleou atome propositionnelest
une variable booléenne représentant une proposition binaire, et peut prendre deux valeurs possibles :
vrai ou faux. Ces deux valeurs sont appeléesvaleurs de vérité.

Une variable propositionnelle sera représentée dès à présent par une lettre minuscule, e.g.,a, b, . . . .
Pour former les formules du langage et ainsi exprimer de l’information, les variables proposition-

nelles sont combinées entre elles au moyen deconnecteurs logiques.

Définition 7 (Connecteurs logiques). La syntaxe d’un langage de la logique propositionnelle est définie
sur la base d’un ensemble de symboles réservés, appelésconnecteurs logiques. Un connecteur logique
est un opérateur qui s’applique à une ou plusieurs variablespropositionnelles ; le nombre de variables
auquel un connecteur logique peut s’appliquer est fixe, et définit sonarité.

Nous considérons dans la suite l’ensemble des connecteurs logiques suivants :
– la négation :¬ (non), d’arité1 ;
– la conjonction :∧ (et), d’arité2 ;
– la disjonction :∨ (ou), d’arité2 ;
– l’implication matérielle :⇒, d’arité 2 ;
– l’équivalence :≡, d’arité 2.

En plus des variables propositionnelles et des connecteurslogiques, dans la morphologie d’un lan-
gage de la logique propositionnelle on trouve usuellement deux symboles de constantes booléennes⊤
(vrai) et⊥ (faux) ainsi que des séparateurs′(′ et ′)′.

Soit V un ensemble fini de variables propositionnelles.PROPV dénote le langage propositionnel
construit surV , i.e., l’ensemble desformules propositionnellesconstruites à partir des variables deV en
utilisant les connecteurs logiques et les symboles de constantes⊤ et⊥ que l’on peut voir comme des
connecteurs d’artié0. Formellement, une formule propositionnelle est définie dela manière suivante :

Définition 8 (Langage des formules propositionnelles). Soit V un ensemble de variables proposi-
tionnelles. Le langage des formules propositionnellesPROPV est défini inductivement de la manière
suivante :

– ⊤,⊥ ∈ PROPV ;
– ∀x ∈ V , x ∈ PROPV ;
– Siφ,ψ ∈ PROPV , alors (¬φ), (φ ∧ ψ), (φ ∨ ψ), (φ⇒ ψ), (φ ≡ ψ) ∈ PROPV .

Exemple 1. SoientV = {a, b, c}. Alors ((b ⇒ a) ∧ (a ∨ ¬c)) est une formule propositionnelle de
PROPV .
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Une formule propositionnelle sera représentée usuellement par une lettre grecque minuscule, e.g.,
φ, ψ, ϕ, éventuellement munie d’un indice. On omet souvent des parenthèses (quand celà ne crée par
d’ambiguïté) pour alléger les écritures.

Définition 9 (Littéral ). Un littéral l est une variable propositionnellex ou sa négation¬x.

Sémantique

La sémantique de toute logique classique est définie à partird’une notion de base, la notion d’interprétation.
Nous donnons la définition formelle d’une telle notion dans le cadre de la logique propositionnelle :

Définition 10 (Interprétation ). Une interprétationω sur V est une application de l’ensembleV des
variables propositionnelles vers l’ensemble des valeurs de vérité{vrai, faux}.

Notation 5. Une interprétation sera usuellement représentée par la lettre grecqueω, éventuellement
indicée. Une interprétationω sur V est notée comme l’ensemble des variables propositionnelles deV
qui sont valuées àvrai dansω. Par exemple, l’inteprétation{a, c} sur V = {a, b, c} est définie par
ω(a) = ω(c) = vrai etω(b) = faux. Enfin, l’ensemble des interprétations surV est notéWV .

Définition 11 (Sémantique d’une formule). La sémantique d’une formuledans l’interprétationω est
définie inductivement de la manière suivante, pour toutes formulesφ,ψ :

– ω(⊤) = vrai ;
– ω(⊥) = faux ;
– ω(¬φ) = vrai ssiω(φ) = faux ;
– ω(φ ∧ ψ) = vrai ssiω(φ) = vrai etω(ψ) = vrai ;
– ω(φ ∨ ψ) = faux ssiω(φ) = faux etω(ψ) = faux ;
– ω(φ⇒ ψ) = faux ssiω(φ) = vrai etω(ψ) = faux ;
– ω(φ ≡ ψ) = vrai ssiω(φ) = ω(ψ).

Exemple 2. SoitV = {a, b, c} et ω = {a, c}. La formuleφ = ((b ⇒ a) ∧ (a ∨ ¬c)) estvraie dans
l’interprétation ω.

Nous terminons cette section par quelques définitions et notations supplémentaires.

Définition 12 (Modèle, contre-modèle). Soientφ ∈ PROPV etω ∈ WV . On dit queω est unmodèle
deφ ouω satisfaitφ, notéω |= φ, ssiω(φ) = vrai. Dans le cas contraireω est uncontre-modèledeφ,
notéω 6|= φ.

Notation 6. L’ensemble des modèles d’une formuleφ ∈ PROPV est notéMod(φ).

Définition 13 (Cohérence, validité). Soitφ ∈ PROPV :
– φ est ditecohérentessiφ admet au moins un modèle,incohérentedans le cas contraire ;
– φ est ditevalidessi pour toute interprétationω ∈ WV , ω |= φ.

Définition 14 (Déduction logique). Soientφ,ψ ∈ PROPV . ψ est uneconséquence logiquedeφ, noté
φ |= ψ, ssiMod(φ) ⊆Mod(ψ).

Définition 15 (Équivalence). Soientφ,ψ ∈ PROPV . φ etψ sont diteséquivalentes, notéφ ≡ ψ, ssi
φ |= ψ etψ |= φ.

Notation 7. Soit ω ∈ WV . form(ω) désigne une formule propositionnelle qui admetω pour seul
modèle. Formellement,ω |= form(ω) et∀ω′ ∈ WV , ω 6|= form(ω).

Notation 8. SoitK = {φ1, . . . , φm} un ensemble ou un multi-ensemble de formules propositionnelles.
∧
K dénote la conjonction des formules deK, i.e.,

∧
= {φ1 ∧ . . . ∧ φm}.

∨
K dénote leur disjonction,

i.e.,
∨
K = {φ1 ∨ . . . ∨ φm}.
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Complexité

La théorie de la complexité est d’importance fondamentale en informatique. Elle permet de discrimi-
ner différents problèmes posés en fonction de leur « difficulté » ou complexité, qui se mesure en fonction
de la taille de l’entrée (ouinstance) donnée du problème considéré et indique le temps (ou l’espace mé-
moire). Dans cette section, nous nous focalisons sur la complexité en temps ; nous présentons de brefs
rappels en théorie de la complexité, mais nous invitons le lecteur à consulter un ouvrage de référence en
la matière [PAPADIMITRIOU 1994].

Notions de base

La complexité en temps d’un algorithme est liée au nombre d’opérations élémentaires nécessaires à
son exécution, qui dépend complètement de la taille de l’entrée fournie.

Définition 16 (Complexité d’un algorithme). Considérons un algorithmeA, et notonsgA(n) le nombre
d’opérations élémentaires nécessaires à son exécution lorsque l’instance donnée en entrée est de taille
n. Un algorithme a une complexité en tempsO(f(n)) ssi

∃α,∃n0 : ∀n ≥ n0, gA(n) ≤ α · f(n).

Par exemple, un algorithme enO(n2) est plus efficace qu’un algorithme enO(n3), qui lui même est
plus efficace qu’un algorithme enO(2n).

Définition 17 (Algorithme en temps polynomial / exponentiel). Un algorithme est diten temps po-
lynomial ssi il est enO(nk), aveck un entier naturel, oùn est la taille de l’entrée. Il est diten temps
exponentieldans le cas contraire.

Définition 18 (Traitabilité d’un problème ). Un problème est dittraitablessi il existe un algorithme en
temps polynomial qui le résout.

Machines de Turing

Une machine de Turing [TURING 1936] est un modèle de calcul abstrait qui permet de donner une
définition précise au concept d’algorithme. Ce modèle est largement utilisé en informatique théorique,
en particulier pour définir les problèmes de complexité algorithmique et de calculabilité.

Définition 19 (Machine de Turing [TURING 1936]). Une machine de Turing est un quadruplet constitué
de :

1. Un « ruban » divisé en cases consécutives et de longueur infinie à gauche et à droite ; chacune des
cases contient un symbole issu d’un alphabet fini contenant le caractère spécial « blanc » ;

2. Une tête de lecture / écriture qui peut lire et écrire des symboles sur le ruban et qui peut se déplacer
vers la gauche et vers la droite d’une case à la fois au plus ;

3. Un registre d’état mémorisant l’état courant du dispositif, c’est-à-dire l’état du ruban et la position
de la tête sur le ruban ; l’ensemble des états possibles est fini et contient des états particuliers :
l’état initial et un ensemble d’états d’arrêts ;

4. Une table de transitions qui, en fonction de l’état courant du dispositif et du symbole lu par la
tête, indique quel symbole écrire par la tête sur le ruban, s’il faut déplacer la tête et dans quelle
direction, et le nouvel état du dispositif.
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Le ruban, la tête de lecture / écriture et le registre constituent le dispositif de calcul commun à toutes
les machines ; la table de transisitions est la « partie programme ». Le calcul d’une machine de Turing en
fonction d’une entrée particulière s’effectue alors de la manière suivante. On place l’entrée sur le ruban,
la tête pointant sur la première case contenant la donnée. Puis le calcul se déroule en suivant à chaque
étape la table de transitions et ne se termine (éventuellement) que lorsqu’elle aboutit à un état d’arrêt. Le
résultat de l’exécution est alors le mot figurant sur le ruban. La thèse de Church-Turing affirme que tout
procédé de calcul de type algorithmique peut être modélisé par une machine de Turing.

Définition 20 (Machine de Turing déterministe / non déterministe). Une machine de Turing est dite
déterministessi sa table de transitions est une application, c’est-à-dire si à tout couple (état courant
du dispositif, symbole lu par la tête) est associé un unique triplet (symbole écrit, mouvement de la tête,
nouvel état). Dans le cas contraire, la machine de Turing estdite non déterministe.

Nos ordinateurs actuels ne peuvent être modélisés que par des machines de Turing déterministes : en
fonction de l’état du système, un ordinateur ne peut pas « deviner » quelle est la prochaine instruction
à exécuter si plusieurs choix possibles lui sont proposés. Les machines de Turing non déterministes
constituent toutefois un outil essentiel en informatique théorique, tout comme les machines à oracle :

Définition 21 (Machine de Turing à oracle). SoitL un langage. Une machine de Turing est diteà
oracleL ssi son dispositif de calcul est muni d’un ruban supplémentaire et d’un état particulier « de
divination » pour lequel la machine peut décider si le mot écrit sur le ruban supplémentaire appartient
àL en une seule étape de calcul.

Classes de complexité

La théorie de la complexité est un outil essentiel pour évaluer le coût du meilleur algorithme pour la
pire instance d’un problème donné. Évaluer la complexité théorique d’un problème consiste à déterminer
dans quelleclassede complexité il se situe, ce qui est très utile pour évaluer la difficulté des problèmes
pour lesquels il n’existe pas à l’heure actuelle d’algorithme en temps polynomial qui les résout.

Les problèmes dont on veut évaluer la complexité algorithmique sont typiquement desproblèmes de
décision:

Définition 22 (Problème de décision). Un problème de décisionest un problème qui ne peut avoir que
deux solutions possibles : « oui » ou « non ».

Par exemple, pour un ensembleE donné, le problème de déterminer si un élémentx en entrée ap-
partient à l’ensembleE est un problème de décision : soitx ∈ E, soitx /∈ E. De manière générale, tout
problème de décision est identifié à un langageL, qui contient toutes les instances positives du problème
(celles pour lesquelles la réponse est « oui »).

Définition 23 (Problème complémentaire). SoitP un problème de décision. Le problème complémen-
taire àP est le problème dont les instances positives sont celles quine le sont pas pourP .

Pour résoudre des problèmes de décision, il est commode de selimiter à des machines de Turing
ayant exactement deux états d’arrêt (« oui » ou « non »).

Définition 24 (Décision d’un langage). SoientL un langage etM une machine de Turing à états
d’arrêts oui / non. On dit queM décideL ssi pour tout motx ∈ L, tous les calculs deM sur l’entréex
se terminent en un nombre fini d’étapes avec l’état d’arrêtoui.

Définition 25 (ClasseP). La classeP est la classe des problèmes de décision dont le langage associé
estL et tels qu’il existe une machine de Turing déterministe à états d’arrêtsoui / non qui décideL en
temps polynomial.
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Définition 26 (ClasseNP). La classeNP est la classe des problèmes de décision dont le langage
associé estL et tels qu’il existe une machine de Turing non déterministe àétats d’arrêtsoui / non qui
décideL en temps polynomial.

Plus simplement, un problème associé au langageL appartient à la classeNP s’il existe un algo-
rithme en temps polynomial qui peutvérifier que le mot d’entréex appartient àL, si l’on fournit en plus
à l’algorithme une preuve relativement « concise » en entrée, i.e., de taille polynomial dans la taille de
celle-ci.

Exemple 3. SoitL le langage des formules propositionnelles cohérentes. Le problèmeSAT est le pro-
blème associé àL, i.e., qui consiste à déterminer si une formule propositionnelle φ donnée admet un
modèle. Quandφ est cohérente, on peut deviner une interprétationω et vérifier en temps polynomial que
ω est modèle deφ.

L’un des problèmes ouverts les plus fondamentaux en informatique est le problème de déterminer
si les classesP et NP sont égales. On vérifie facilement queP ⊆ NP, mais la réciproqueNP ⊆ P
est un problème ouvert. On conjecture queP 6= NP. À l’heure actuelle, puisqu’on ne dispose que
d’ordinateurs modélisés par des machines de Turing déterministes, le fonctionnement d’une machine de
Turing non déterministe ne peut qu’être simulé par un algorithme en temps exponentiel. Ce qui explique
l’enjeu de la conjectureP 6= NP.

Définition 27 (ClassecoNP). La classecoNP est la classe des problèmes de décision dont les pro-
blèmes complémentaires appartiennent à la classeNP.

Définition 28 (ClasseCL). SoitL un langage. On notePL (respectivement,NPL) la classe des pro-
blèmes associés au langageL′ qui peuvent être codés par une machine de Turing à états d’arrêtsoui /
non et à oracleL, déterministe (respectivement, non déterministe), et quidécideL′ en temps polynomial.

Notation 9. SoientC1 etC2 deux classes de complexité. On noteCC2
1 =

⋃

L∈C2
CL1 .

Définition 29 (Classes∆p
k, Σp

k, Πp
k). On définit récursivement les classes∆p

k, Σp
k etΠp

k (k un entier
positif) par :

– ∆p
0 = Σp

0 = Πp
0 = P ;

– ∆p

k+1
= PΣ

p

k ;

– Σp

k+1 = NPΣ
p

k ;
– Πp

k+1 = coΣp

k+1.
Par ailleurs, la classeΘp

2 = ∆p
2 [O(log n)] est la classe des problèmes de∆p

2 = PNP qui peuvent
être décidés via un nombre d’appels logarithmique à un oracleNP.

Une dernière notion que nous introduisons et qui est également fondamentale en théorie de la com-
plexité est celle decomplétude: elle permet d’identifier les problèmes les « plus difficiles» d’une classe
de complexité donnée.

Définition 30 (Réduction fonctionnelle polynomiale). On dit qu’un problème de décisionP estréduc-
tible en un problème de décisionQ ssi il existe un algorithmef en temps polynomial qui transforme tout
mot d’entréex du langageL associé àP en un motf(x) du langageL′ associé àQ et tel quex ∈ L ssi
f(x) ∈ L′. On dit également qu’il existe uneréductiondeP versQ.

Définition 31 (C-difficulté ). SoitC une classe de complexité etQ un problème de décision. On dit que
Q estC-difficile ssi pour tout problème de décisionP appartenant à la classeC, il existe une réduction
deP versQ.
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Définition 32 (C-complétude). SoitC une classe de complexité etP un problème de décision. On dit
queP estC-complet ssiP ∈ C etP estC-difficile.

Les problèmesC-complets sont les problèmes les plus « difficiles » de la classe de complexitéC.
Par exemple, le problèmeSAT est le premier problème montréNP -complet [COOK 1971]. Ainsi tout
problème de décision peut par exemple être montréNP-difficile en identifiant une réduction du problème
SAT vers ce problème. De manière générale, pour montrer qu’un problèmeP estC-difficile, il suffit de
mettre en évidence une réduction d’un problèmeQ connuC-difficile versP .
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Chapitre 1

Fusion de bases de croyances en logique
propositionnelle

Sommaire
1.1 Changement de croyances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 12

1.1.1 Révison . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.1.2 Mise à jour . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2 Caractérisation logique des opérateurs de fusion de croyances . . . . . . . . . 17
1.2.1 L’arbitrage de Revesz : du changement de croyances vers la fusion de

croyances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.2.2 L’arbitrage de Liberatore et Schaerf . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 19
1.2.3 Les opérateurs majoritaires de Lin et Mendelzon . . . . .. . . . . . . . . 21
1.2.4 Les opérateurs de fusion de Konieczny et Pino Pérez . . .. . . . . . . . 22
1.2.5 Connexion entre les différents travaux . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 26

1.3 Quelques opérateurs de fusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 28
1.3.1 Opérateurs « model-based » . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 29
1.3.2 Opérateurs « syntax-based » . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 32
1.3.3 OpérateursDA2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

Le problème délicat de fusion d’informations trouve ses racines dans le contexte politique, où au
18e siècle, Condorcet s’intéressait à la représentativité dessystèmes de vote en théorie du choix social.
Il montre en 1785 dans son célèbreEssai sur l’application de l’analyse à la probabilité des décisions
rendues à la pluralité des voix[CONDORCET1785] que le système de vote à la pluralité ne reflète pas
les désirs des électeurs dès lors qu’aucun candidat ne récolte plus de la moitié des voix. Il propose une
méthode de vote qui élit le candidat préféré lorsqu’il est comparé tour à tour avec les autres candidats
s’il existe, et met en évidence une faille dans son système (paradoxe de Condorcet) : l’intransitivité
possible de la majorité. L’économiste Kenneth Arrow proposera plus tard un ensemble de critères formels
pour l’établissement d’un choix collectif à partir de préférences individuelles, et montre au travers d’un
théorème d’impossibilité qu’aucun système de vote ne peut satisfaire ces critères [ARROW 1951].

Les problématiques posées en théorie du choix social, parmilesquelles la recherche de « bonnes »
méthodes de votes et la caractérisation de ces méthodes, se retrouvent de nos jours dans les systèmes
de raisonnement multi-agents [FAGIN & H ALPERN 1988] et plus généralement dans les systèmes de
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bases de données distribuées [BRIGHT et al.1992, ZHANG 1992, CHOLVY & M ORAL 2001]. Un enjeu
important est l’intégration de différentes bases distribuées et hétérogènes [1251991], et un travail de
recherche conséquent a déjà été effectué pour faire face à cet enjeu [CHAWATHE et al. 1994, MILLER

et al. 1994]. Dans le cas des systèmes multi-agents, le problème posé par l’intégration de différentes
bases de connaissance est celui de l’hétérogénéité des langages utilisés par chacun des agents. Dans le
cas des bases de données distribuées, il s’agit de l’intégration d’un schéma global [BATINI et al. 1986,
ELMAGARMID et al. 1999]. Mais lorsque toutes les sources d’informations expriment un ensemble de
connaissances dans un langage commun, il reste deux questions essentielles à traiter : la prise en compte
de l’incomplétude des informations fournies par les sources et la gestion de l’incohérence provoquée par
la combinaison de ces dernières. En effet, la multiplicité des sources fournissant l’information implique
très souvent l’apparition de conflits. Il convient alors de combiner les différents sources afin de définir une
nouvelle base de connaissance cohérente qui représente de manière globale les informations fournies par
les sources. On appelle ce processus de combinaison,fusion d’informations. Nous considérons dans ce
chapitre toute source d’information comme unebase de croyances, et donc nous utilisons le termefusion
de bases de croyances. Toutefois notons qu’une source d’information peut tout aussi bien exprimer un
ensemble de mondes préférés par un agent, auquel cas nous avons affaire à une problématique defusion
de buts.

En intelligence artificielle, on suppose souvent que la croyance d’un expert peut être représentée
dans le formalisme de la logique propositionnelle. La fusion de bases de croyances dans cette logique
consiste à construire à partir d’un ensemble de bases de croyances exprimées en logique propositionnelle
une nouvelle basecohérentereflétant au mieux les informations des bases initiales. Le moyen le plus na-
turel de fusionner ces bases est de prendre leur conjonctioncomme résultat de la fusion. Cette méthode
permet d’inférer de nouvelles informations qui étaient initialement inconnues des sources prises indivi-
duellement. Ainsi, si un agent sait que la propositiona est vraie, et qu’un autre agent exprime la règle
a =⇒ b, alors on sait dans la base fusionnée queb est vraie. Cependant cette méthode systématique peut
produire une base de croyances incohérente, du fait de l’incertitude des bases de croyances initiales. Pour
pallier ce problème, des techniques de fusion plus sophistiquées ont été proposées, et plusieurs familles
d’opérateurs de fusion ont été définies et caractérisées d’un point de vue logique [REVESZ 1993, LIN &
MENDELZON 1994, LIBERATORE & SCHAERF 1995, KONIECZNY & PÉREZ 2002].

L’état de l’art présenté dans ce chapitre se focalise sur la logique propositionnelle comme formalisme
de représentation des croyances. La suite du chapitre est organisée comme suit. Dans la section suivante,
nous introduisons la problématique du changement de croyances au travers de deux types principaux
de changement de croyances, la révision et la mise à jour, et dans la section 1.2, nous présentons les
approches principales de la littérature pour la fusion de bases de croyances. Pour chacune des notions
de changement et de fusion de croyances décrites dans ces deux sections, nous discutons des principes
intuitifs que la notion sous-tend, nous présentons une caractérisation logique formelle de la classe d’opé-
rateurs capturant la notion sous la forme d’un ensemble de postulats de rationnalité, et nous fournissons
des théorèmes de représentation de ces classes d’opérateurs. Enfin dans la section 1.3, nous présentons
quelques opérateurs particuliers de fusion de bases de croyances proposées dans la littérature.

1.1 Changement de croyances

Il convient tout d’abord de définir formellement la notion debase de croyances.

Définition 33 (Base de croyances). Unebase de croyancesK est un ensemble fini{φ1, . . . , φm} de for-
mules propositionnelles.K est interprétée de manière équivalente comme la conjonction de ses formules,
soitK ≡ φ1 ∧ . . . ∧ φm.
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1.1. Changement de croyances

Dans la littérature, de manière générale la notion de « base de croyances » ne dépend pas du langage
logique utilisé : uneinformationest représentée par une formule de la logique. Cependant dans ce cha-
pitre, nous nous plaçons exclusivement dans le cadre de la logique propositionnelle. Dans la suite de ce
chapitre, une base de croyances sera représentée soit par les lettresK,K1,K2, . . . , soit simplement par
une lettre grecque minusculeφ, ψ, ϕ, . . .

Pour des raisons de simplicité tout base de croyances sera supposée cohérente dans le reste
de ce chapitre. De légères modifications dans les processus que nous allons décrire permet-
traient de prendre en compte des bases de croyances incohérentes, mais celà alourdirait leur
définition.

Le problème posé par le changement de croyances est le suivant : étant donné une base de croyances
représentant l’état d’un monde et une nouvelle informationapprise sur ce monde, comment doit-on in-
corporer cette nouvelle information dans la base ? La nouvelle information peut être conflictuelle avec
la base actuelle. Son incorporation devient alors non triviale car elle peut être effectuée de différentes
façons. Pour reprendre l’exemple donné dans [GRAHNE et al. 1992], considérons la base de croyances
contenant les trois formulesa, b et a ∧ b⇒ c, et l’arrivée d’une nouvelle information représentée par la
formule propositionnelle¬c. L’introduction dans la base de cette nouvelle information- tout en préser-
vant sa cohérence - peut s’effectuer par exemple en retirantde la base l’une des trois formules initiales, ce
qui nous donne dans cet exemple au moins trois méthodes considérant l’arrivée de la nouvelle informa-
tion dans la base. De manière générale, les différentes méthodes sont classées en fonction d’un contexte
particulier. Nous distinguons dans cette section deux types principaux de changement de croyances : la
révisionet lamise à jour.

En révision, le monde représenté est considéré comme statique : la base de croyances et la nouvelle
information modélisent une même situation. L’incohérencepossible entre la nouvelle information et la
base se justifie par le fait que les informations fournies parla base sont plus anciennes, donc moins fiables
que la nouvelle information. La révision est le processus d’incorporation de la nouvelle information dans
la base, en préservant sa cohérence.

En mise à jour, le monde représenté possède une dynamique : labase de croyances modélise une
situation dans le passé, et la nouvelle information concerne une situation du présent. Ainsi la mise à
jour est le processus qui incorpore dans la base un changement d’état du monde, par exemple suite à
l’occurence d’une action.

1.1.1 Révison

Dans le cadre de la révision, la base de croyances et la nouvelle information modélisent une même
situation. Il n’existe pas une façon unique, consensuelle de réviser une base de croyances par une nou-
velle information. Alchourrón, Gärdenfors et Makinsons posent dans [ALCHOURRÒN et al. 1985] un
ensemble de propriétés logiques afin de définir les principesqui sous-tendent la révision d’une base de
croyances par une nouvelle information. Ils considèrent que ces propriétés doivent être satisfaites par
un opérateur de révision ayant un comportement rationnel. Soit φ la base de croyances modélisant l’état
connu du monde. Lorsqu’une nouvelle informationψ est apprise sur ce monde, trois types d’opérations
de changement de la base de croyanceφ sont identifiés :

– l’expansion : l’informationψ est ajoutée à la baseφ ;
– la révision : l’informationψ est ajoutée àφ, et φ est modifiée afin de garder la base résultante

cohérente. La révision deφ parψ est notéeφ ◦ ψ ;
– la contraction : l’informationψ doit être retirée deφ.
Alchourrón, Gärdenfors et Makinson proposent une caractérisation logique des opérateurs de révi-

sion de croyances, exprimée sous la forme d’un ensemble de postulats de rationalité, les postulats AGM
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Chapitre 1. Fusion de bases de croyances en logique propositionnelle

[A LCHOURRÒN et al. 1985]. La classe d’opérateurs de révision de croyances qu’ils définissent se base
sur trois principes :

1. La base résultanteφ ◦ ψ doit êtrecohérente;

2. La nouvelle informationψ doit primerpar rapport à la baseφ ; autrement dit,ψ doit être vraie (i.e.,
valide) dans la base résultanteφ ◦ ψ ;

3. Le changement effectué dans la baseφ afin d’incorporerψ doit êtreminimal; un minimum d’in-
formations doit être « oublié » dansφ pour permettre aux deux conditions précédentes d’être satis-
faites.

Les postulats AGM font abstraction de la logique utilisée, et ne restreignent pas seulement au cadre de
la logique propositionnelle. Nous présentons ici la version de Kastuno et Mendelzon [KATSUNO & M EN-
DELZON 1991b] des postulats AGM, adaptée au cadre de la logique propositionnelle [ALCHOURRÒNet
al. 1985]. Basés sur les trois principes précédents, on obtientl’ensemble des postulats suivants :

Définition 34 (Opérateur de révision AGM [K ATSUNO & M ENDELZON 1991b]). Un opérateur◦ est
un opérateur de révision AGM ssi il satisfait les postulats suivants :

(R1) φ ◦ ψ |= ψ ;
(R2) Siφ ∧ ψ est cohérente, alorsφ ◦ ψ ≡ φ ∧ ψ ;
(R3) Siψ est cohérente, alorsφ ◦ ψ est cohérente ;
(R4) Siφ ≡ φ′ etψ ≡ ψ′, alorsφ ◦ ψ ≡ φ′ ◦ ψ′ ;
(R5) (φ ◦ ψ) ∧ ϕ |= φ ◦ (ψ ∧ ϕ) ;
(R6) Si (φ ◦ ψ) ∧ ϕ est cohérente, alorsφ ◦ (ψ ∧ ϕ) |= (φ ◦ ψ) ∧ ϕ.

(R1) impose que la nouvelle information soit déductible de la base de croyances résultante. (R2)
indique que lorsque la nouvelle information est cohérente avec la base de croyances, alors cette nouvelle
information est simplement ajoutée à la base, i.e., l’opération d’expansion est effectuée. (R3) assure la
cohérence de la base de croyances résultante, à supposer quela nouvelle information soit cohérente. (R4)
dit que le résultat d’une opération de révision ne doit ni dépendre de la syntaxe de la base de croyances, ni
de celle de la nouvelle information. Les postulats (R5) et (R6), ensemble, imposent des contraintes sur le
comportement de l’opérateur de révision en termes de minimalité de changement effectué. Ils indiquent
que la révision d’une base par une conjonction de deux informations doit être équivalente la révision de
la base par l’une des deux informations, suivie de l’expansion de l’expansion du résultat par la deuxième
information, lorsque cette dernière opération ne produit pas d’incohérence.

Dans [GROVE 1988] Grove s’inspire d’une sémantique proposées par Lewis[L EWIS 1973] pour
la logique des propositions contrefactuelles et caractérise les opérateurs de révision AGM en utilisant
des systèmes de sphères centrées sur la base de croyances. Katsuno et Mendelzon s’inspirent de ces
systèmes de sphères et énoncent dans [KATSUNO & M ENDELZON 1991b] un théorème de représentation
des opérateurs de révision AGM dans le cadre de la logique propositionnelle en termes de préordres sur
les interprétations. Un tel préordre dépend entièrement dela base de croyances à réviser, l’application
sous-jacente d’une base de croyances à un préordre sur les interprétations est appeléeassignement fidèle,
et est définie formellement comme suit :

Définition 35 (Assignement fidèle[K ATSUNO & M ENDELZON 1991b]). Un assignement fidèleest une
application qui associe à une base de croyancesφ un préordre�φ sur les interprétations tel que :

– Siω |= φ etω′ |= φ, alorsω ≃φ ω′ ;
– Siω |= φ etω′ 6|= φ, alorsω ≺φ ω′ ;
– Siφ ≡ ψ, alors�φ=�ψ.
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1.1. Changement de croyances

La révision d’une base de croyancesφ par une nouvelle informationψ doit alors renvoyer une base
dont les modèles sont les modèles deψ minimauxpour le préordre induit d’un assignement fidèle associé
àφ. Ceci est énoncé dans le théorème de représentation suivant:

Théorème 1([K ATSUNO & M ENDELZON 1991b]). Un opérateur de révision◦ satisfait les postulats
(R1) - (R6) ssi il existe un assignement fidèle qui associe à toute base de croyancesφ un préordre total�φ
sur les interprétations tel que pour toute formule propositionnelleψ,Mod(φ◦ψ) = min(Mod(ψ),�φ).

En se basant sur ces notions de préordres sur les interprétations, des opérateurs de révision particu-
liers ont été proposés [FAGIN et al.1983, BORGIDA 1985, DALAL 1988, SATOH 1988, WINSLETT 1988].
La plupart de ces méthodes associent un préordre particulier à toute base de croyances en se basant sur
une notion de « distance » définie entre toute interprétationet la base de croyances. Ces opérateurs étant
définies de manière relativement similaire, nous rappelonsla définition de l’opérateur de révision de
Dalal [DALAL 1988], qui utilise la notion dedistance de Hammingentre interprétations :

Définition 36 (Distance de Hamming). La distance de HammingdH entre deux interprétationsω, ω′

correspond au nombre de variables propositionnelles valuées différemment dansω etω′. Formellement,
∀ω, ω′ ∈ WV ,

dH(ω, ω′) = |{x ∈ V | ω(x) 6= ω′(x)}|.

L’opérateur de Dalal induit un préordre sur les interprétations au moyen d’une distance entre toute
interprétation et toute base de croyances. Cette distance est appeléedistance de Dalal:

Définition 37 (Distance de Dalal[DALAL 1988]). La distance de DalaldDal entre une interprétation
ω et une base de croyancesφ est la plus petite des distances de Hamming entreω et chacun des modèles
deφ. Formellement,∀ω ∈ WV , ∀φ ∈ PROPV ,

dDal(ω, φ) = min{dH(ω, ω′) | ω′ |= φ}.

La distance de Dalal est exploitée pour associer à toute basede croyancesφ un préordre�φ sur les
interprétations, définit comme suit :

∀ω, ω′ ∈ WV , ω �φ ω
′ ssidDal(ω, φ) ≤ dDal(ω

′, φ).

Ainsi l’opérateur de révision de Dalal, noté◦Dal associe à une base de croyancesφ et une nouvelle
informationψ l’ensemble desmeilleursmodèles deψ pour le préordre�φ. Formellement,

φ ◦Dal ψ = min(Mod(ψ),�φ).

Les postulats AGM caractérisent d’une manière simple et intuitive les opérateurs de révision de
croyances. Cependant ces propriétés logiques n’ont pas étéà l’abri des critiques dans la littérature. Par
exemple, le principe de primauté symbolisé en partie par le postulat (R1) impose que l’on doit avoir
une confiance absolue en l’information par laquelle la base est révisée. Hansson est le premier à re-
mettre en question ce principe de primauté dans [HANSSON 1997] et propose une classe d’opérateurs
de semi-révision. Un autre point critiqué a été que les opérateurs AGM n’ont pas de « mémoire », ils
n’ont pas un comportement satisfaisant lorsqu’il s’agit d’itérer un processus de révision. En effet, les
préordres associés à une base de croyancesK et la base réviséeK ◦ A peuvent être complètement dif-
férents. Ainsi rien ne lie deux opérations de révision successives car une opération de révision sur une
base n’est aucunement conditionnée par une précédente opération de révision ayant induit cette base :
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pour calculer(K ◦A) ◦B, il est nécessaire de calculerK ◦A. De nombreux chercheurs se sont intéres-
sés à pallier le problème de l’itération. Dans [DARWICHE & PEARL 1994, DARWICHE & PEARL 1997]
Darwiche et Pearl considèrent des structures plus riches que les bases de croyances appeléesétats épis-
témiques, qui permettent une sauvegarde des opérations de révision qui lui sont appliquées. Darwiche
et Pearl enrichissent alors le cadre AGM de postulats supplémentaires afin de capturer les propriétés
propres au processus d’itération. Dans [KONIECZNY & PÉREZ 2000] Konieczny et Pino Pérez caracté-
risent une famille d’opérateurs de révision appelésopérateurs de révision avec mémoire. Ils raffinent la
définition initiale de la notion de principe de primauté en principe de primautéforte : lorsqu’une base de
croyances est révisée par une nouvelle information, l’ensemble des modèles de cette nouvelle informa-
tion deviennent plus fiables que les autres. Ils définissent plusieurs opérateurs satisfaisant le principe de
primauté forte et montrent que ces opérateurs ont un comportement satisfaisant concernant l’itération.
Plus récemment dans [JIN & T HIELSCHER2007] Jin et Thielscher proposent une alternative au problème
de la révision itérée au moyen d’un postulat dit d’indépendencesur les différentes informations apprises
au cours du temps, compatible avec les postulats AGM et les postulats additionnels de Darwiche et Pearl.
Ils établissent également un théorème de représentation des opérateurs de révision vérifiant ce postulat
additionnel.

1.1.2 Mise à jour

Le cadre de la révision est approprié lorsqu’une base de croyances code l’état d’un monde statique,
et que l’apparition d’une information doit nous permettre d’améliorer notre connaissance sur ce monde.
Lorsque nous nous plaçons dans le cadre d’un monde en évolution, les opérateurs de révision AGM ne
conviennent plus, car ils ne sont pas appropriés pour décrire l’évolution des connaissances dans un tel
contexte. Par exemple, considérons deux boîtes dont on ignore le contenu, mais dont on sait qu’au moins
l’une des deux est vide, ce qu’on peut coder par la formule propositionnellep ∨ q où p (respectivement
q) dénote la proposition « la première boite est vide » (respectivement « la deuxième boite est vide »). Si
un individu ajoute un objet dans la première boîte, on souhaite ajouter l’information¬p à la base. Or,
cette nouvelle information est cohérente avec la base actuelle, et on obtiendrait par une révision AGM la
base(p ∨ q) ∧ ¬p ≡ q. Autrement dit ajouter un objet à la première boîte videraitla deuxième !

Les premières distinctions entre les opérations de révision et de mise à jour ont été mises en lumière
de manière informelle dans [ABITEBOUL & GRAHNE 1985, KELLER & W ILKINS 1985]. Pour définir
les opérateurs de mise à jour, Katsuno et Mendelzon [KATSUNO & M ENDELZON 1991a] s’inspirent
de la caractérisation des opérateurs de révision AGM. Siφ et ψ sont deux formules propositionnelles,
φ ⋄ ψ dénote la mise à jour de la base de croyancesφ par une nouvelle informationψ. Dans ce qui suit,
φ, φ′, ψ, ψ′ etϕ dénotent des formules propositionnelles. Une formule est dite complètessi elle admet
un et un seul modèle.

Définition 38 (Opérateur de mise à jour [K ATSUNO & M ENDELZON 1991a]). Un opérateur⋄ est un
opérateur de mise à jour ssi il satisfait les postulats suivants :

(U1) φ ⋄ ψ |= ψ ;
(U2) Siφ |= ψ, alorsφ ⋄ ψ ≡ φ ;
(U3) Siφ etψ sont cohérentes, alorsφ ⋄ ψ est cohérente ;
(U4) Siφ ≡ φ′ etψ ≡ ψ′, alorsφ ⋄ ψ ≡ φ′ ⋄ ψ′ ;
(U5) (φ ⋄ ψ) ∧ ϕ |= φ ⋄ (ψ ∧ ϕ) ;
(U6) Siφ ⋄ ψ |= ψ′ etφ ⋄ ψ′ |= ψ, alorsφ ⋄ ψ ≡ φ ⋄ ψ′ ;
(U7) Siφ est une formule complète, alors(φ ⋄ ψ) ∧ (φ ⋄ ψ′) |= φ ⋄ (ψ ∨ ψ′) ;
(U8) (φ ∨ φ′) ⋄ ψ ≡ (φ ⋄ ψ) ∨ (φ′ ⋄ ψ).
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Les postulats (U1), (U4) et (U5) correspondent respectivement aux postulats (R1), (R4) et (R5) pour
les opérateurs de révision. (U2) est une version affaiblie de (R2), ainsi une information cohérente avec
la base n’est pas nécessairement ajoutée à la base, comme l’imposait (R2). En revanche, (U2) impose
qu’une base incohérente reste toujours incohérente après mise à jour, quelle que soit la nouvelle infor-
mation. (U3) est une version affaiblie de (R3), car dans (U3)la base mise à jour n’est pas nécessairement
cohérente si la nouvelle information est cohérente. (R6) est remplacé par (U6), (U7) et (U8). Le plus
important de ces trois derniers postulats est (U8), qui impose que la mise à jour d’une base de croyances
doit être effectuée séparément pour chacun de ses modèles.

À l’instar des opérateurs de révision AGM, Katsuno et Mendelzon proposent dans [KATSUNO &
MENDELZON 1991a] un théorème de représentation des opérateurs de miseà jour en termes de pré-
ordres sur les interprétations. Rappelons que pour toute inteprétationω, form(ω) dénote une formule
propositionnelle qui admetω pour seul modèle.

Théorème 2([K ATSUNO & M ENDELZON 1991a]). Un opérateur de mise à jour⋄ satisfait les postulats
(U1) - (U8) ssi il existe un assignement fidèle qui associe à toute interprétationω un préordre partiel
�form(ω) tel que pour toute formule propositionnelleψ,Mod(φ⋄ψ) =

⋃

ω|=φ min(Mod(ψ),�form(ω)).

Les deux classes d’opérateurs de révision AGM et d’opérateurs de mise à jour sont disjointes [REVESZ1993].
Alors que les opérateurs de révision AGM changent suivant uncritère de minimalité l’ensemble des mo-
dèles de la base de croyances pour incorporer la nouvelle information, les opérateurs de mise à jour
changent chaque modèle de la base de croyances de manière indépendante en fonction de la nouvelle
information. Il est toutefois possible de définir un opérateur de mise à jour⋄ à partir d’un opérateur◦ de
révision AGM. En effet, des théorèmes 1 et 2, on en déduit le théorème suivant :

Théorème 3([K ATSUNO & M ENDELZON 1991a]). Soit◦ un opérateur de révision AGM, i.e., qui vérifie
les postulats (R1) - (R6), et soit⋄ l’opérateur défini pour toutes formules propositionnellesφ, ψ par
φ⋄ψ =

⋃

ω|=φ (form(ω) ◦ ψ). Alors⋄ est un opérateur de mise à jour, i.e., il satisfait les postulats (U1)
- (U8).

Plusieurs classes d’opérateurs de changement de croyancesont été proposées dans la littérature,
chacune d’entre elles étant adaptée à un contexte particulier. Les opérateurs de révision AGM et de mise
à jour considèrent que l’information devant être incorporée à la base de croyances est plus certaine, et que
la base résultante doit contenir cette nouvelle information. Or ce principe peut être remis en question dans
des circonstances qui nécessitent que la nouvelle information doit être considérée aussi importante que
la base actuelle. Cette dernière hypothèse intervient en particulier lorsque deux sources d’informations
ont chacune un point de vue différent sur une situation, et que rien ne nous empêche de préférer l’une
ou l’autre. C’est de cette nouvelle idée que sont nées de Revesz [REVESZ 1993, REVESZ 1997] les
premières caractérisations logiques formelles des opérateurs de fusion de croyances.

1.2 Caractérisation logique des opérateurs de fusion de croyances

1.2.1 L’arbitrage de Revesz : du changement de croyances vers la fusion de croyances

Revesz définit dans [REVESZ1993, REVESZ1997] une classe d’opérateurs de changement de croyances
qu’il appelle opérateurs d’arbitrage (en anglais « arbitration »). À travers ces opérateurs Revesz consi-
dère un contexte où la nouvelle information n’est ni meilleure, ni moins bonne que la base initiale, mais
à un degré égal de priorité : la nouvelle information représente simplement une vision du monde en
concurrence avec d’autres visions représentées par la basede croyances.
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La notion d’arbitrage est définie par Revesz à partir d’une classe d’opérateurs auxiliaire : les opé-
rateurs demodel-fitting(en français, « adéquation sémantique » ou « assemblage de modèles »). Dans
[REVESZ 1997] Revesz propose un ensemble de postulats caractérisant de tels opérateurs. Ces postulats
constituent une généralisation des postulats de révision.En effet, Revesz ne considère plus la théorie
initiale comme une base de croyances représentée par une seule formule propositionnelle, mais comme
un ensemble de formules propositionnelles dont la conjonction peut en particulier être incohérente. La
théorie initiale est donc représentée par unensemblede bases de croyancesΦ = {φ1, . . . , φm}. La
notion d’équivalence entre deux ensembles de bases de croyances est redéfinie, elle raffine la notion
d’équivalence entre bases de croyances (i.e., l’équivalence entre deux formules propositionnelles) :

Définition 39 (Equivalence entre ensembles de bases de croyances propositionnelles). SoientΦ et
Φ′ deux ensembles de bases de croyances propositionnelles.Φ et Φ′ sont équivalents, notéΦ ≡ Φ′, ssi
∀φ ∈ Φ∃φ′ ∈ Φ′ : φ ≡ φ′ et∀φ′ ∈ Φ′∃φ ∈ Φ : φ ≡ φ′.

Un opérateur demodel-fittingassocie à un ensemble de bases de croyancesΦ et une formuleψ une
formule Φ ⊲ ψ résultant de l’adéquationde l’ensembleΦ à ψ. Si Φ = {φ1, . . . , φm}, on note

∧
Φ la

formule propositionnelle résultant de la conjonction des bases de croyances deΦ, i.e.,
∧

Φ = φ1∧. . . φm.

Définition 40 (Opérateur demodel-fitting[REVESZ 1997]). Un opérateur⊲ est un opérateur demodel-
fitting ssi il satisfait les postulats suivants :

(M1) Φ ⊲ ψ |= ψ ;
(M2) Si

∧
Φ ∧ ψ est cohérente, alorsΦ ⊲ ψ ≡

∧
Φ ∧ ψ ;

(M3) Siψ est cohérente, alorsΦ ⊲ ψ est cohérente ;
(M4) SiΦ ≡ Φ′ etψ ≡ ψ′, alorsΦ ⊲ ψ ≡ Φ′ ⊲ ψ′ ;
(M5) (Φ ⊲ ψ) ∧ ϕ |= Φ ⊲ (ψ ∧ ϕ) ;
(M6) Si (Φ ⊲ ψ) ∧ ϕ est cohérente, alorsΦ ⊲ (ψ ∧ ϕ) |= (Φ ⊲ ψ) ∧ ϕ ;
(M7) (Φ ⊲ ψ) ∧ (Φ′ ⊲ ψ) |= (Φ ∪ Φ′) ⊲ ψ.

Les postulats (M1) - (M6) correspondent à une généralisation des postulats (R1) - (R6) des opéra-
teurs de révision AGM au cas des ensembles de bases de croyances. La particularité des opérateurs de
model-fittingréside dans le postulat (M7). L’intuition derrière (M7) peut être vue par l’intermédiaire de
l’exemple suivant : supposons qu’un modèleω deψ émerge des croyances de deux groupes indépendants
Φ etΦ′. Alorsω doit être également un modèle émergeant des croyances des deux groupes jointsΦ∪Φ′.

Revesz établit un théorème de représentation des opérateurs demodel-fittingen termes de préordres
sur les interprétations. L’application qui associe un tel préordre à un ensemble de bases de croyances est
appeléeassignement loyal[REVESZ 1997] :

Définition 41 (Assignement loyal[REVESZ 1997]). Un assignement loyalest une application qui as-
socie à un ensemble de bases de croyances propositionnelleΦ un préordre�Φ sur les interprétations tel
que :

– Siω |=
∧

Φ etω′ |=
∧

Φ, alorsω ≃Φ ω′ ;
– Siω |=

∧
Φ etω′ 6|=

∧
Φ, alorsω ≺Φ ω′ ;

– SiΦ ≡ Ψ, alors�Φ=�Ψ ;
– Siω1 ≺Φ ω2 etω1 ≺Φ′ ω2, alorsω1 ≺Φ∪Φ′ ω2.

Théorème 4([REVESZ 1997]). Un opérateur demodel-fitting⊲ satisfait les postulats (M1) - (M7) ssi il
existe un assignement loyal qui associe à tout ensemble de bases de croyancesΦ un préordre total�Φ

tel que pour toute formule propositionnelleψ,Mod(Φ ⋄ ψ) = min(Mod(ψ),�Φ).
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1.2. Caractérisation logique des opérateurs de fusion de croyances

Un opérateur demodel-fittingparticulier est décrit dans [REVESZ 1997]. À partir de la classe d’opé-
rateurs demodel-fitting, Revesz définit dans [REVESZ 1993] un opérateur d’arbitrage

a
qui à deux bases

de croyances propositionnellesφ etψ associe une formule propositionnelleφ
a
ψ qui représente un en-

semble d’informations les plus « proches » deφ et deψ. Un tel opérateur d’arbitrage
a

est égalitariste,
c’est-à-dire qu’il minimise autant que possible l’insatisfaction de chacune des deux bases de croyances.
L’opérateur est donc commutatif, traite identiquement desbases équivalentes quoique syntaxiquement
différentes, et préserve la cohérence. Il est défini à partird’un opérateur demodel-fitting⊲ comme suit,
pour toutes bases de croyances propositionnellesφ,ψ :

φ
i
ψ = {φ,ψ} ⊲⊤.

Les opérateurs d’arbitrage sont donc définis de manière indirecte. Revesz propose toutefois dans
[REVESZ 1997] une caractérisation directe des opérateurs arbitrage en termes de postulats de rationa-
lité. Ces postulats considèrent un cadrepondéréoù un ensemble de bases de croyances pondéré est
en fait une application qui associe à toute interprétation propositionnelle un nombre réel positif. Re-
vesz identifie à tort la notion de pondération à celle de majorité, comme le soulignent Konieczny et
Pino Pérez dans [KONIECZNY & PÉREZ 1998]. Par ailleurs, Liberatore et Schaerf jugent ces postu-
lats trop faibles pour capturer la notion d’arbitrage entredeux bases de croyances [LIBERATORE &
SCHAERF 1995, LIBERATORE & SCHAERF 1998].

1.2.2 L’arbitrage de Liberatore et Schaerf

Dans [LIBERATORE & SCHAERF 1995, LIBERATORE & SCHAERF 1998] Liberatore et Schaerf pro-
posent une autre caractérisation des opérateurs d’arbitrage que celle de Revesz, qu’ils appellent de ma-
nière équivalente opérateurs derévision commutative. Ces opérateurs▽ associent à un couple de bases
de croyances propositionnelles une formule propositionnelle représentant les deux bases de croyances
initiales dans leur globalité. Dans ce qui suit,φ, φ′, ψ, ψ′ etϕ dénotent des formules propositionnelles.

Définition 42 (Opérateur d’arbitrage ). Un opérateur▽ est un opérateur de révision commutative ssi
il satisfait les postulats suivants :

(LS1) φ▽ψ ≡ ψ▽φ ;
(LS2) Siφ ∧ ψ |= φ▽ψ ;
(LS3) Siφ ∧ ψ est cohérente, alorsφ▽ψ |= φ ∧ ψ ;
(LS4) φ▽ψ est incohérente ssiφ etψ sont toutes les deux incohérentes ;
(LS5) Siφ ≡ φ′ etψ ≡ ψ′, alorsφ▽ψ ≡ φ′▽ψ′ ;

(LS6) φ▽(ψ ∨ ϕ) =







φ▽ψ ou
φ▽ϕ ou
(φ▽ψ) ∨ (φ▽ϕ);

(LS7) φ▽ψ |= φ ∨ ψ ;
(LS8) Siφ est cohérente, alorsφ ∧ (φ▽ψ) est cohérente.

Les postulats (LS1) - (LS5) sont des postulats de base, devant être satisfaits pour tout opérateur d’ar-
bitrage. (LS1) traduit la commutativité de l’opérateur. (LS2) impose que la résultat de l’arbitrage entre
deux bases de croyances ne peut pas contenir plus d’information que leur conjonction. (LS3) à l’inverse
restreint ce résultat à garder le plus d’informations possibles des deux bases de croyances initiales, qui
ainsi équivaut à leur conjonction si elle est cohérente. (LS4) impose un résultat cohérent ssi au moins
l’une des bases de croyances initiales est cohérente. (LS5)est un postulat d’indépendance à la syntaxe.
Les postulats (LS6) - (LS8) sont plus spécifiques. (LS6) implique que l’arbitrage entre deux bases de
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croyances décomposées en disjonction de sous-formules peut être calculé par l’arbitrage entre ces sous-
formules. (LS7) impose, dans le cas où la conjonction des deux bases de croyances est incohérente, que
le résultat ne soit pas trop vague et contienne au moins autant d’informations que la disjonction de ces
deux bases. (LS8) est un postulat d’équité : il impose que chacune des deux bases de croyances initiales
contribuent au résultat, i.e., que le résultat possède au moins un modèle de chacune des deux bases, si
ces dernières sont cohérentes.

Liberatore et Schaerf établissent un théorème de représentation de leurs opérateurs d’arbitrage en
termes de préordres sur lesensembles d’interprétations. Ils associent à tout ensemble d’interprétations
un préordre sur les ensembles d’interprétations qui vérifiecertaines propriétés. Ils ne donnent pas de
nom particulier à une telle application, mais Konieczny utilise le terme d’assignement commutatifdans
[K ONIECZNY 1999].

Définition 43 (Assignement commutatif). Un assignement commutatifest une application qui associe
à un ensemble d’interprétationsF un préordre�F sur les ensembles d’interprétations tel que :

– SiA �F B etB �F C, alorsA �F C ;
– SiA ⊆ B, alorsB �F A ;
– A �F A ∪B ouB �F A ∪B ;
– Pour toutC, on aB �F C ssiB ∩Mod(F ) 6= ∅ ;

– A �F B ssi

{
C �A∪B D etA �C B ou
D �A∪B C etA �D B

SoitA un ensemble d’interprétations, on noteÂ l’ensemble{{ω} | ω ∈ A}.

Théorème 5. Un opérateur d’arbitrage▽ satisfait les postulats (LS1) - (LS8) ssi il existe un assigne-
ment commutatif qui associe à toute base de croyancesφ un préordre total�Mod(φ) sur les ensembles

d’interprétations tel queMod(φ▽ψ) = {ω | {ω} ∈ min(M̂od(φ),�ψ) ∪min(M̂od(ψ),�φ)}.

Remarquons que ce théorème de représentation met en jeu des préordres sur les ensembles d’in-
teprétations, et non pas sur les interprétations. Dans [KONIECZNY 1999] (section 8.3) il est donné un
théorème de représentation équivalent au théorème 5 en termes de préordres sur les interprétations.

Par l’intermédiaire de ces opérateurs d’arbitrage, Liberatore et Schaerf définissent une classe d’opé-
rateurs de fusionégalitaristesde paires de bases de croyances, dont le résultat ne contientpas plus d’in-
formations que la conjonction des deux bases, mais contientau moins autant d’informations que leur dis-
jonction. Comme remarqué par les auteurs, tout opérateur satisfaisant (LS1) - (LS6) satisfait également
les postulats (LS7) et (LS8) si et seulement si la révision commutative de deux formules complètesφ etψ
(i.e.,φ etψ admettent chacune un seul modèle) correspond toujours à la disjonctionφ∨ψ. Cette propriété
est jugée trop contraignante pour Konieczny et Pino Pérez [KONIECZNY & PÉREZ 1998, KONIECZNY

& PÉREZ 2002]. En effet, considérons l’exemple suivant : soienta, b deux variables propositionnelles,
et supposons deux agents fournissant les deux bases de croyancesφ = a ∧ b etψ = ¬a ∧ ¬b. Tout opé-
rateur satisfaisant (LS1) - (LS8) renverra alors comme résultat une formuleφ▽ψ = (a∧ b)∨ (¬a∧¬b),
c’est-à-dire qu’il donnera entièrement raison à l’un ou à l’autre des deux agents. Il peut sembler parfois
plus raisonnable de donner comme résultat une formuleϕ dont les modèles seraient plus « médians » aux
deux bases de croyances :ϕ = (a ∧ ¬b) ∨ (¬a ∧ b).

Les auteurs proposent également dans [LIBERATORE & SCHAERF 1998] des postulats supplémen-
taires pour leurs opérateurs : monotonie (LS9), associativité (LS10), distributivité sur la disjonction
(LS11) de▽ :

(LS9) Si φ |= φ′ etψ |= ψ′, alorsφ▽ψ |= φ′▽ψ′ ;
(LS10) Si φ,ψ etϕ sont deux à deux incohérentes, alorsφ▽(ψ▽ϕ) = (φ▽ψ)▽ϕ ;
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(LS11) φ▽(ψ ∨ ϕ) = (φ▽ψ) ∨ (φ▽ϕ).

Des résultats négatifs sont alors établis concernant le rapport des opérateurs d’arbitrage à ces pos-
tulats supplémentaires : les postulats (LS1) - (LS4) sont incompatibles avec (LS9), de même que les
postulats (LS1) - (LS8) sont incompatibles avec (LS10) ; enfin tout opérateur satisfaisant (LS1) - (LS8)
et (LS11) est équivalent à la disjonction∨.

En définitive, ces opérateurs d’arbitrage souffrent de certains problèmes car ils ne sont pas satisfai-
sants pour toutes les applications. Ils s’appliquent uniquement à deux bases de croyances, ce qui pose
problème lorsque l’on veut fusionner un plus grand nombre debases de croyances.

1.2.3 Les opérateurs majoritaires de Lin et Mendelzon

Les opérateurs de Lin et Mendelzon proposent une première solution au problème de la fusion de
bases de croyances multiples. Ils proposent dans [LIN & M ENDELZON 1994, LIN & M ENDELZON 1998]
une caractérisation des opérateurs de fusionmajoritaire, appelés simplementMerge. Ces opérateurs
s’appliquent à un ensemble de base de croyancesK = {K1, . . . ,Km} et renvoient une base de croyances
Merge(K) qui représente de manière globale l’ensemble des bases de croyances deK. La manière de
résoudre les conflits suit un principe demajorité, c’est-à-dire que le résultat de la fusion est « proche »
des informations fournies par une majorité des agents fournissant les bases de croyances initiales.

Dans [LIN 1996], Lin propose une méthode de fusion majoritaire de bases de croyances pondérées et
dans [LIN & M ENDELZON 1998], Lin et Mendelzon définissent des opérateurs de fusionmajoritaire sous
contraintes d’intégrité. Nous donnons ici la caractérisation des opérateurs de fusion majoritaire proposée
par Lin et Mendelzon dans [LIN & M ENDELZON 1994], sans contraintes ni pondérations. L’idée de
majorité se base sur deux définitions préliminaires : les notions desupport totalet desupport partiel.
Pour toute interprétationω et tout littérall, ω¬l dénote l’interprétation qui satisfaitω¬l(l) = ω(¬l) et
∀l′ 6= l, ω¬l(l′) = ω(l′).

Définition 44 (Support total, support partiel ). Soitφ une formule propositionelle etl un littéral.
– φ supporte totalementl ssiφ |= l ;
– φ supporte partiellementl, notéφ ⊲ l, ssiMod(φ ∧ ¬l) 6= ∅ et il existeω ∈ Mod(φ ∧ l) tel que
ω¬l /∈Mod(φ).

Pour tout ensemble de bases de croyancesK = {K1, . . . ,Km} on note|Ki |= l| (respectivement
|Ki⊲l|) le nombre de bases de croyances deK qui supportent totalement (respectivement partiellement) l.
Les auteurs proposent un ensemble de quatre postulats caractérisant les opérateurs de fusion majoritaire.

Définition 45 (Opérateur de fusion majoritaire). SoientK = {K1, . . . ,Km} etK′ = {K ′
1, . . . ,K

′
m}

deux ensembles de bases de croyances. Un opérateurMerge est un opérateur de fusion majoritaire ssi
il satisfait les postulats suivants :

(LM1) Merge(K) est cohérente.
(LM2) SiK1 ∧ . . . ∧Km est cohérente, alorsMerge(K) ≡ K1 ∧ . . . ∧Km ;
(LM3) SiK1 ≡ K

′
1, . . . ,Km ≡ K

′
m, alorsMerge(K) ≡Merge(K′) ;

(LM4) Pour tout littéral l, si |Ki |= l| > |Ki |= ¬l|+ |Ki ⊲ ¬l|, alorsMerge(K) |= l.

Les trois premiers postulats traduisent des propriétés qui, pour les auteurs, doivent être satisfaites par
tout opérateur de fusion. (LM1) impose que le résultat doit être cohérent indépendamment du fait que les
bases intialies soient cohérentes ou non. (LM2) dit que lorsque la conjonction des bases est cohérente, le
résultat de la fusion doit correspondre exactement à cette conjonction. (LM3) traduit l’indépendance à la
syntaxe. C’est le postulat (LM4) qui capture le comportement de majorité. Il signifie que s’il existe plus
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de supports totaux pour un littérall que la somme des supports totaux et partiels pour¬l, alors le résultat
de la fusion doit supporter totalementl. La notion de support partiel intervient dans (LM4) afin d’éviter
d’introduire des incohérences dans le résultat du typeMerge(K) |= l etMerge(K) |= ¬l.

Nous illustrons le comportement d’un tel opérateur de fusion à travers un exemple.

Exemple 4. SoientK = {K1,K2,K3} un ensemble de trois bases de croyances, avecK1 = ¬a ∧ ¬c,
K2 = a ∧ ¬b ∧ c etK3 = a ∧ ¬c. Remarquons ici que d’après la définition 44 de support partiel, pour
toute baseKi ∈ K, aucun littéral ne peut être supporté partiellement parKi. Ainsi par (LM4) on en
déduit que le calcul du résultat dépend entièrement de la notion de support total :

– on a|Ki |= ¬a| > |Ki |= a|, doncMerge(K) |= ¬a ;
– on a|Ki |= ¬b| > |Ki |= b|, doncMerge(K) |= ¬b ;
– on a|Ki |= c| > |Ki |= ¬c|, doncMerge(K) |= c.

Ainsi,Merge(K) ≡ ¬a ∧ ¬b ∧ c.

L’exemple est trivial car chacune des bases de croyances correspond à une conjonction de littéraux
et pour tout littérall, on a|Ki |= l| R |Ki |= ¬l| avecR ∈ {<,>}. Néanmoins, cet exemple illustre
clairement la notion de « vote majoritaire » sur la valeur de vérité de chaque variable propositionnelle.

Lin et Mendelzon donnent également un théorème de représentation de ces opérateurs en termes de
préordres sur les interprétations [LIN & M ENDELZON 1994, LIN & M ENDELZON 1998].

Définition 46 (Assignement majoritaire [L IN & M ENDELZON 1994, LIN & M ENDELZON 1998]). Un
assignement majoritaireest une application qui associe à un ensemble de bases de croyances proposi-
tionnellesK = {K1, . . . ,Km} un préordre�K sur les interprétations tel que :

– Soit
∧
K = K1 ∧ . . . ∧Km. Alors pour toutω |=

∧
K, on aω �K ω′. Si de plusω′ 6|=

∧
K, alors

ω ≺K ω′ ;
– SiK1 ≡ K

′
1, . . . ,Km ≡ K

′
m, alors�K=�K′ , avecK′ = {K ′

1, . . . ,K
′
m} ;

– Soitl un littéral satisfaisant la précondition de (LM4). Alors pour toutω |= l, ω ≺K ω¬l.

Théorème 6([L IN & M ENDELZON 1994, LIN & M ENDELZON 1998]). Un opérateurMerge satisfait
les postulats (LM1) - (LM4) ssi il existe un assignement majoritaire qui associe à tout ensemble de bases
de croyances propositionnellesK un préordre partiel�K sur les interprétations tel queMod(Merge(K)) =
min(WV ,�K).

Résoudre les conflits en considérant le point de vue de la majorité peut être remis en question pour
certaines applications. En particulier, une telle méthodepeut renvoyer un résultat en total désaccord avec
certains agents, si ces derniers ont un point de vue éloigné d’un grand nombre d’agents du groupe. En
effet par exemple, soientφ = a ∧ b ∧ c ∧ d et ψ = ¬a ∧ ¬b ∧ ¬c ∧ ¬d, K1 = K2 = φ etK3 = ψ.
Alors Merge({K1,K2,K3}) = φ, ce qui implique que le point de vue de l’agent fournissant labase
K3 est totalement ignoré. Ainsi dans certains cas, une méthoded’arbitrage moins discriminante serait
plus adaptée. Dans cette optique, Konieczny et Pino Pérez [KONIECZNY & PÉREZ 2002] proposent une
classe générale d’opérateurs de fusion de bases de croyances et deux sous-classes d’opérateurs capturant
les notions d’arbitrage et de majorité.

1.2.4 Les opérateurs de fusion de Konieczny et Pino Pérez

En s’inspirant des postulats caractérisant les opérateursde révision AGM et des postulats de Lin et
Mendelzon définis dans [LIN & M ENDELZON 1998], Konieczny et Pino Pérez proposent dans [KONIECZNY

& PÉREZ 1999, KONIECZNY & PÉREZ 2002] une caractérisation générale des opérateurs de fusion de
bases de croyances, dits « opérateurs de fusion contrainte ». La classe d’opérateurs de fusion définie tente
de satisfaire au maximum l’ensemble des points de vue de chacun des protagonistes indépendamment
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d’un contexte, donc dans un cadre très général. Le résultat de la fusion doit se conformer à un ensemble
de contraintes d’intégrité représentées par une formule propositionnelle. Ces contraintes excluent les in-
terprétations qui dérogent à des règles strictes, qui doivent impérativement être satisfaites quel que soit
le point de vue des agents fournissant les bases de croyances. Cette notion a été également introduite
dans [REVESZ 1993, REVESZ 1997, LIN & M ENDELZON 1998] et se rapproche au cadre de la révision
AGM, où une seule base de croyances est « corrigée » par une nouvelle information plus certaine. Lin
et Mendelzon montrent d’ailleurs dans [LIN & M ENDELZON 1998] que leur opérateur de fusion majo-
ritaire est un cas particulier d’opérateur de révision AGM dans le cas où une seule base de croyances est
fusionnée sous des contraintes d’intégrité.

Avant de donner les postulats caractérisant les opérateursde fusion contrainte, quelques définitions
préliminaires s’imposent, à commencer par la notion deprofil :

Définition 47 (Profil ). Un profil K est un multi-ensemble{K1, . . . ,Km} de bases de croyances.

La notion d’équivalence entre deux profils que considèrent Konieczny et Pino Pérez est donnée
comme suit :

Définition 48 (Equivalence entre profils). Deux profilsK etK′ sont ditséquivalents, notéK ≡ K′, ssi
il existe une bijectionf deK dansK′ telle que pour toute base de croyancesK ∈ K,K ≡ f(K).

Les opérateurs de fusion de Konieczny et Pino Pérez∆ ont deux arguments : un profilK et une
formule propositionnelleµ représentant des contraintes d’intégrité. Le résultat de la fusion est alors noté
∆µ(K).

Définition 49 (Opérateur de fusion contrainte [K ONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY & PÉ-
REZ 2002]). ∆ est un opérateur de fusion contrainte ssi il satisfait les postulats suivants :

(IC0) ∆µ(K) |= µ ;
(IC1) Siµ est cohérente,∆µ(K) est cohérente ;
(IC2) Si

∧
K ∧ IC est cohérente, alors∆IC(K) ≡

∧
K ∧ µ ;

(IC3) SiK1 ≡ K2 etµ1 ≡ µ2, alors∆µ1(K1) ≡ ∆µ2(K2) ;
(IC4) SiK1 |= µ etK2 |= µ, alors si∆µ({K1,K2})∧K1 est cohérente alors∆µ({K1,K2})∧K2

est cohérente ;
(IC5) ∆µ(K1) ∧∆µ(K2) |= ∆µ(K1 ⊔ K2).
(IC6) Si∆µ(K1) ∧∆µ(K2) est cohérente, alors∆µ(K1 ⊔ K2) |= ∆µ(K1) ∧∆µ(K2) ;
(IC7) ∆µ1(K) ∧ µ2 |= ∆µ1∧µ2(K) ;
(IC8) si ∆µ1(K) ∧ µ2 est cohérente, alors∆µ1∧µ2(K) |= ∆µ1(K) ∧ µ2.

(IC0) impose que tout modèle du résultat de la fusion soit un modèle des contraintes d’intégrité. Les
postulats (IC1) - (IC3) sont les contreparties sous contraintes d’intégrité des postulats (LM1) - (LM3) de
Lin et Mendelzon. Ainsi (IC1) assure la cohérence du résultat dans le cas où les contraintes d’intégrité
sont exprimées par une formule cohérente. (IC2) impose que le résultat de la fusion soit exactement la
conjonction des bases du profil avec les contraintes d’intégrité, dans le cas où elle renvoie une formule
cohérente. (IC3) est un postulat d’indépendance à la syntaxe qui exploite la notion d’équivalence entre
multi-ensembles (cf. définition 48). (IC4) est un postulat d’équité. Il peut être vu comme une version
affaiblie du postulat (LS8) proposé pour les opérateurs d’arbitrage de Liberatore et Schaerf : si l’union des
modèles de deux bases croyances est incluse dans les contraintes d’intégrité, alors l’opérateur de fusion
ne doit pas donner de préférence pour l’une ou l’autre des deux bases, i.e., si le résultat admet un modèle
de l’une des bases, il doit également admettre un modèle de l’autre. (IC5) exprime l’idée suivante : si une
interprétation est l’une des alternatives sur lesquelles un premier groupe fusionné s’accorde, et également
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l’une des alternatives adoptées par un second groupe fusionné, alors cette interprétation doit être une
alternative de la fusion des deux groupes joints. (IC5) et (IC6) ensembles imposent que s’il existe un
ensemble non vide d’alternativesE sur lesquelles deux groupes s’accordent séparément, alorsla fusion
des deux groupes joints doit renvoyer exactement cet ensemble E. Les postulats (IC7) et (IC8) sont une
généralisation des postulats (R5) et (R6) caractérisant les opérateurs de révision AGM. Ils garantissent le
bon comportement de l’opérateur de fusion en termes deproximitésur les interprétations : si le résultat de
la fusion d’un profil sous certaines contraintes d’intégrité µ1 renvoie un résultat cohérent avec d’autres
contraintes d’intégritéµ2, alors le résultat doit être le même si l’on fusionne le même profil sous les
contraintesµ1 ∧ µ2.

Un premier ensemble de postulats (A1) - (A6) a d’abord été proposé dans [KONIECZNY & PÉ-
REZ 1998] caractérisant les opérateurs de fusionpure. La classe des opérateurs de fusion pure capture
précisément celle des opérateurs de fusion contrainte lorsqueµ ≡ ⊤, et c’est pourquoi nous ne détaillons
pas les postulats (A1) - (A6).

Konieczny et Pino Pérez déclinent la classe d’opérateurs defusion contrainte en sous-classes, dont
les deux principales sont les opérateurs demajoritéet d’arbitrage. SoitK un profil etn un entier stricte-
ment positif, on noteK n le multi-ensembleK⊔ · · · ⊔

︸ ︷︷ ︸

n

K. La notion de majorité s’exprime de la manière

suivante [KONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY & PÉREZ 2002] :

(Maj) ∃n ∆µ(K1 ⊔ K
n

2 ) ≡ ∆µ(K2).

(Maj) exprime le fait que pour toute base de croyancesK, une même occurence deK peut apparaître
suffisament de fois dans un profil pour que l’ensemble des modèles du résultat de la fusion de ce profil
soient des modèles deK. En d’autres termes, le résultat de la fusion représente l’opinion de la majorité
du groupe.

La notion d’arbitrage s’exprime comme suit [KONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY & PÉ-
REZ 2002] :

(Arb)

∆µ1({K1}) ≡ ∆µ2({K2})
∆µ1≡¬µ2({K1,K2}) ≡ (µ1 ≡ ¬µ2)
µ1 6|= µ2

µ2 6|= µ1







=⇒ ∆µ1∨µ2({K1,K2}) ≡ ∆µ1({K1}).

(Arb) s’explique plus intuitivement en termes de préordres, comme nous le verrons ci-après.
Deux autres postulats (MI) (indépendance de la majorité) et(WMI) (version affaiblie de MI) ont été

proposés dans [KONIECZNY & PÉREZ 2002] pour capturer des notions opposées à celle de majorité1.

(MI) ∀n ∆µ(K1 ⊔ K
n

2 ) ≡ ∆µ(K1 ⊔ K2).
(WMI) ∀K1∃K2 K1 6|= K2 ∀n ∆µ({K1} ⊔ {K2}

n) ≡ ∆µ({K1} ⊔ {K2}).

Le postulat (MI) exprime le fait que le résultat de la fusion est totalement indépendant de la popularité
des bases de croyances, que seuls les avis différents sont pris en compte. Le postulat (WMI) est une
version affaiblie de (MI), il exprime le fait que dans certains cas, le résultat ne doit pas dépendre de la

1. (MI) et (WMI) sont des adaptations des postulats (A7’) et (A7), qui avaient d’abord été proposés dans [KONIECZNY &
PÉREZ1998] pour caractériser la notion d’arbitrage dans le cadrede la fusion pure, i.e., sans contraintes d’intégrité. Les auteurs
ont ensuite remarqué ([KONIECZNY 1999], page 141) que ces propriétés de non-majorité ne capturaient pas véritablement un
comportement d’arbitrage et qu’il ne doit pas y avoir de lienlogique direct entre ces deux notions.

24



1.2. Caractérisation logique des opérateurs de fusion de croyances

popularité des bases de croyances. (MI) est très restrictif, car il est incompatible avec (IC4) et (IC6), on
a alors le théorème suivant :

Théorème 7([K ONIECZNY & PÉREZ 2002]). Il n’existe pas d’opérateur de fusion contrainte vérifiant
(MI).

Dans [MEYER 2000] Meyer prend à parti les postulats (A4) et (A6) définissant les opérateurs de
fusion pure, correspondant respectivement aux postulats (IC4) et (IC6). L’opinion de Meyer est la sui-
vante : dans le théorème précédent, (MI) n’est pas à remettreen question, mais plutôt (A4) et (A6),
qui ne doivent pas être vérifiés par tout opérateur de fusion.Konieczny et Pino Pérez proposent dans
[K ONIECZNY & PÉREZ 2002] une version affaiblie de (IC6) :

(IC6’) Si ∆µ(K1) ∧∆µ(K2) est cohérente, alors∆µ(K1 ⊔ K2) |= ∆µ(K1) ∨∆µ(K2).

(IC6’) est moins restrictif que (IC6) : s’il existe un ensemble d’interprétationsE sur lesquelles deux
groupes s’accordent séparément, alors les modèles du résultat de la fusion des deux groupes joints doivent
être modèles du résultat de la fusion d’au moins un des deux groupes. De nombreux autres postulats ont
été proposés, pour une présentation approfondie nous invitons le lecteur à consulter [KONIECZNY 1999].

Sur la base de certains de ces postulats supplémentaires, Konieczny et Pino Pérez déclinent les opé-
rateurs de fusion contrainte. Ils proposent trois classes d’opérateurs de fusion :

Définition 50 (Opérateur de fusion majoritaire [K ONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY & PÉ-
REZ 2002]). Un opérateur de fusion majoritaire est un opérateur satisfaisant les postulats (IC0) - (IC8)
et (Maj).

Définition 51 (Opérateur d’arbitrage [K ONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY & PÉREZ 2002]).
Un opérateur d’arbitrage est un opérateur satisfaisant lespostulats (IC0) - (IC8) et (Arb).

Définition 52 (Opérateur de quasi-fusion [K ONIECZNY & PÉREZ 2002]). Un opérateur de quasi-
fusion est un opérateur satisfaisant les postulats (IC0) - (IC5), (IC6’), (IC7) et (IC8).

Konieczny et Pino Pérez établissent plusieurs caractérisations d’opérateurs de fusion en termes de
préordres sur les interprétations. Pour cela, ils introduisent la notion d’assignement syncrétique :

Définition 53 (Assignement, assignement syncrétique[K ONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY &
PÉREZ 2002]). Un assignementest une application qui associe à un profilK un préordre�K sur les
interprétations. Un assignement est ditsyncrétiquessi il vérifie les propriétés suivantes :

1. Siω |= K etω′ |= K, alorsω ≃K ω′ ;

2. Siω |= K etω′ 6|= K, alorsω ≺K ω′ ;

3. SiK1 ≡ K2, alors�K1=�K2 ;

4. ∀ω |= K1 ∃ω
′ |= K2 ω

′ �{K1,K2} ω ;

5. Siω �K1 ω
′ etω �K2, alorsω �K1⊔K2 ω

′ ;

6. Siω ≺K1 ω
′ etω �K2, alorsω ≺K1⊔K2 ω

′.

Des définitions d’assignement dérivées de celle d’assignement syncrétique ont été proposées :

Définition 54 (Assignement syncrétique majoritaire [K ONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY &
PÉREZ 2002]). Un assignement syncrétique majoritaire est un assignementqui satisfait les propriétés
(1) - (6) et la propriété (7) suivante :
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7. Siω ≺K2 ω
′ alors∃n ω ≺K1⊔K n

2
ω′.

Définition 55 (Assignement syncrétique juste[K ONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY & PÉ-
REZ 2002]). Un assignement syncrétique juste est un assignement qui satisfait les propriétés (1) - (6) et
la propriété (8) suivante :

8.
ω ≺{K1} ω

′

ω ≺{K2} ω
′

ω ≃{K1,K2} ω
′






=⇒ ω ≺{K1,K2} ω

′.

Définition 56 (Assignement quasi-syncrétique[K ONIECZNY & PÉREZ 2002]).

Un assignement quasi-syncrétique est un assignement qui satisfait les propriétés (1) - (5) et la propriété
(6’) suivante :

6’ Si ω ≺K1 ω
′ etω ≺K2 ω

′, alorsω ≺K1⊔K2 ω
′.

Les mêmes auteurs fournissent alors plusieurs théorèmes dereprésentation, synthétisés dans le théo-
rème suivant :

Théorème 8([K ONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY & PÉREZ 2002]). Un opérateur∆ est un
opérateur de fusion contrainte (respectivement, de fusionmajoritaire, d’arbitrage, de quasi-fusion) ssi
il existe un assignement syncrétique (respectivement, syncrétique majoritaire, syncrétique juste, quasi-
syncrétique) qui associe à tout profilK un préordre total�K tel queMod(∆µ(K)) = min(Mod(µ),�K

).

1.2.5 Connexion entre les différents travaux

Un critère de souplesse des opérateurs de fusion contraintede Konieczny et Pino Pérez est mis en
lumière par les auteurs dans [KONIECZNY & PÉREZ 2002] : en effet, les postulats caractérisant ces
opérateurs sont en lien étroit avec ceux de chacun des autresopérateurs définis dans la littérature et que
nous avons évoqués dans les dernières sections.

Tout d’abord, les opérateurs de fusion contrainte généralisent trivialement les opérateurs de fusion
pure lorsque la formule propositionnelleµ représentant les contraintes d’intégrité est réduite à la tauto-
logie⊤. Konieczny et Pino Pérez montrent en outre qu’en sélectionnant certains de leurs postulats ou
en considérant des cas particuliers, on peut représenter les opérateurs de révision AGM (section 1.1.1),
les opérateurs de Revesz (section??), de Liberatore et Schaerf (section 1.2.2) et de Lin et Mendelzon
(section 1.2.3).

Lien entre fusion contrainte et révision AGM

Les opérateurs de fusion contrainte peuvent être vus comme une généralisation des opérateurs de
révision AGM. Lorsque le profilK est réduit à un singleton{K}, la fusion deK sous les contraintes
d’intégrité µ correspond à la révision de la baseK par la nouvelle informationµ. En fait, il suffit à
l’opérateur de fusion de ne satisfaire qu’un certain sous-ensemble strict des postulats (IC0) - (IC8) afin
d’obtenir un opérateur de révision AGM [KONIECZNY & PÉREZ 2002] :

Théorème 9([K ONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY & PÉREZ 2002]). Si ∆ est un opérateur qui
satisfait les postulats (IC0) - (IC3), (IC7) et (IC8), alorsl’opérateur◦ défini parK ◦ µ ≡ ∆µ({K}) est
un opérateur de révision AGM (i.e., il satisfait les postulats (R1) - (R6)).
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Lien entre fusion contrainte etmodel-fitting

La définition et le théorème suivants [KONIECZNY & PÉREZ 2002] montrent qu’il est possible d’ob-
tenir un opérateur demodel-fittingà partir d’un opérateur de fusion∆.

Définition 57. SoientΦ un ensemble de bases de croyances etµ une formule propositionnelle. L’opéra-
teur⊲∆ (dit « associé à∆ ») est tel queΦ ⊲∆ µ ≡ ∆µ(Φ).

Théorème 10([K ONIECZNY & PÉREZ 2002]). Si∆ est un opérateur de fusion qui satisfait les postulats
(IC0-IC3), (IC5), (IC7), (IC8) et (MI), alors⊲∆ est un opérateur de model-fitting (i.e., il satisfait les
postulats (M1) - (M7)).

Inversement, un opérateur demodel-fittingpermet de construire un opérateur de fusion∆ qui satisfait
un certain nombre des postulats de Konieczny et Pino Pérez. Àla différence des opérateurs de fusion∆
qui prennent en compte des profils, c’est-à-dire des multi-ensembles de bases de croyances, les opérateurs
demodel-fitting⊲ considèrent des ensembles de bases de croyances.

Définition 58. SoientK un profil, µ une formule propositionnelle etΦ l’ensemble
⋃
{K | K ∈ K}.

L’opérateur∆⊲ (dit « associé à⊲ ») est tel que∆⊲
µ(K) = Φ ⊲ µ.

Un opérateur demodel-fittingest donc totalement indifférent du nombre d’occurrences d’une même
base de croyances parmi les bases initiales. En comparant les définitions 39 page 18 et 48 page 23, on
peut noter un lien étroit entre le postulat (M3) et les postulats (IC3) et (MI), c’est-à-dire qu’un opérateur
demodel-fittingsatisfait toujours le postulat d’indépendance à la majorité. On a alors le théorème suivant
[K ONIECZNY & PÉREZ 2002] :

Théorème 11([K ONIECZNY & PÉREZ 2002]). Si⊲ est un opérateur de model-fitting (i.e., il satisfait les
postulats (M1) - (M7)), alors∆⊲ est un opérateur de fusion qui satisfait les postulats (IC0-IC3), (IC5),
(IC7), (IC8) et (MI).

Lien entre fusion contrainte et arbitrage de Liberatore et Schaerf

Un opérateur d’arbitrage▽ de Liberatore et Schaerf s’applique à une paire de bases de croyances. Il
est possible de définir un tel opérateur à partir d’un opérateur de fusion contrainte∆.

Définition 59. SoientK1 etK2 deux bases de croyances. L’opérateur▽∆ (dit « associé à∆ ») est tel
queK1▽∆K2 ≡ ∆K1∨K2({K1,K2}).

Un opérateur d’arbitrage au sens de Liberatore et Schaerf▽∆ peut être défini sous certaines condi-
tions sur∆ [K ONIECZNY & PÉREZ 2002] :

Théorème 12([K ONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY & PÉREZ 2002]). Si ∆ est un opérateur de
fusion contrainte (i.e., qui satisfait les postulats (IC0)- (IC8)), alors l’opérateur⊲∆ associé à∆ satisfait
les postulats (LS1) - (LS5), (LS7) et (LS8). Si de plus,∆ satisfait la condition suivante

∆µ(φ ∨ ψ) =







∆µ(φ) si ∆φ∨ψ(µ) |= ¬ψ,
∆µ(ψ) si ∆φ∨ψ(µ) |= ¬φ,
∆µ(φ) ∨∆µ(ψ) sinon,

alors⊲∆ satisfait le postulat (LS6).

27



Chapitre 1. Fusion de bases de croyances en logique propositionnelle

Lien entre fusion contrainte et majorité de Lin et Mendelzon

Tout comme les opérateurs demodel-fitting⊲, les opérateurs de fusion majoritaire de Lin et Men-
delzon considèrent des ensembles de bases de croyances. Nous avons présenté à la section 1.2.3 une
caractérisation de ces derniers opérateurs en l’absence decontraintes d’intégrité. La définition de tels
opérateursMerge∆ à partir d’un opérateur de fusion∆ est directe :

Définition 60. SoitΦ un ensemble de bases de croyances. L’opérateurMerge∆ (dit « associé à∆ »)
est tel queMerge∆(Φ) ≡ ∆⊤(Φ).

Nous avons précédemment remarqué que les postulats (IC1) - (IC3) sont les contreparties sous
contraintes d’intégrité des postulats (LM1) - (LM3) de Lin et Mendelzon. De manière contre-intuitive,
puisque les opérateurs de fusion majoritaire de Lin et Mendelzon considèrent des ensembles de bases de
croyances et non des multi-ensembles, ces derniers, tout comme les opérateurs de Revesz, sont insen-
sibles à toute redondance de bases de croyances dans le groupe à fusionner, et satisfont donc le postulat
d’indépendance à la majorité (MI). Or il est remarqué dans [KONIECZNY 1999] que les opérateurs qui
satisfont (IC1) et (IC2) ne peuvent à la fois satisfaire (MI)et (Maj). Ainsi les opérateurs de fusion majo-
ritaire de Lin et Mendelzon qui satisfont un certain critèrede majortié caractérisé par (LM4) ne peuvent
satisfaire (Maj). L’explication réside dans la différenceentre les notions de majorité exprimées par (Maj)
d’une part et (LM4) d’autre part. La propriété logique exprimée dans le postulat (Maj) est directement
liée au nombre d’occurrences de bases de croyances équivalentes. En revanche, celle exprimée dans le
postulat (LM4) est liée aux littéraux.

Les opérateurs de fusion contrainte de Konieczny et Pino Pérez forment un cadre général et solide
pour la fusion de bases de croyances propositionnelles, puisqu’ils peuvent être facilement comparés à des
caractérisations précédentes d’opérateurs de fusion et dechangement de croyances et capturer la plupart
d’entre eux. Ces dix dernières années, les postulats de Konieczny et Pino Pérez ont servi de référence
pour l’étude des propriétés logiques d’opérateurs de fusion particuliers [KONIECZNY 2000, EVERAERE

et al. 2005, HUÉ et al. 2008] ou servent de support pour la caractérisation de classes d’opérateurs de
fusion ciblées à certaines applications (fusion de désirs [DASTANI & T ORRE 2002], fusion de bases de
croyances incommensurables [BENFERHAT et al. 2007], . . .). C’est pourquoi dans la suite, l’étude des
propriétés logiques d’un opérateur de fusion s’appuyera sur les postulats de fusion contrainte.

1.3 Quelques opérateurs de fusion

Dans la section précédente, nous avons discuté des caractérisations logiques des opérateurs de fu-
sion de bases de croyances propositionnelles. Dans cette section, nous présentons quelques opérateurs
de fusion définis dans la littérature et discutons de leurs propriétés logiques. Nous nous plaçons dans le
cadre des opérateurs de fusion sous contraintes d’intégrité ; ainsi un opérateur de fusion∆ prend en para-
mètres un profil de bases de croyancesK et une formule propositionnelleµ représentant des contraintes
d’intégrité, auquel cas le résultat de la fusion est noté∆µ(K).

Une manière très simple pour fusionner un profilK sous les contraintes d’intégritéµ est la suivante
[K ONIECZNY & PÉREZ 1999] :

∆µ(K) =

{ ∧
K ∧ µ si

∧
K ∧ µ est cohérente,

µ sinon.

Cet opérateur est une adaptation directe de l’opérateur de révision full meet [A LCHOURRÒN et
al. 1985]. Il satisfait l’ensemble des postulats caractérisant les opérateurs de fusion contrainte excepté
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(IC6). Un autre opérateur considéré un peu plus souple est défini comme suit [KONIECZNY & PÉ-
REZ 1999] :

∆µ(K) =







∧
K ∧ µ si

∧
K ∧ µ est cohérente,

∧
K ∨ µ si

∧
K ∨ µ est cohérente,

µ sinon.

Tout comme le précédent opérateur, ce dernier viole le postulat (IC6).
Ces deux opérateurs, bien qu’ils vérifient un grand nombre depropriétés logiques et ont un compor-

tement relativement rationnel pour la fusion, sont toutefois trop draconiens car en cas de conflit, aucune
information provenant des sources n’intervient alors dansle résultat de la fusion. Ainsi dans la littérature
un large éventail d’opérateurs de fusion ont été proposés afin de gérer les conflits de manière « ration-
nelle ». On distingue deux familles principales d’opérateurs.

Les opérateurs de la première famille sont communément appelés opérateurs « model-based » [REVESZ1997,
L IN & M ENDELZON 1998, KONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY & PÉREZ 2002, EVERAERE et
al. 2005, EVERAEREet al.2010]. ils considèrent typiquement toute base de croyancescomme l’ensemble
de ses modèles et sont donc insensibles à la syntaxe des basesformant le profil. Une conséquence est
qu’aucune information ne peut être exploitée d’une base de croyances incohérente. Le processus de fu-
sion consiste à calculer l’ensemble des modèles deµ qui sont préférés par le groupe représenté par le
profilK, en fonction de certains critères. Cette notion de préférence prend souvent la forme d’un préordre
total induit par une notion de distanceglobaleentre toute interprétation et le profilK, distance qui résulte
elle-même de l’agrégation de distanceslocalesentre toute interprétation et toute base de croyances de
K. C’est le choix d’une telle distance locale et d’une fonction d’agrégation de ces distances qui fait la
spécificité d’un tel opérateur.

Les opérateurs de la seconde famille sont plus sensibles à lasyntaxe et sont ainsi appelés opérateur
« syntax-based » [BREWKA 1989, BARAL et al.1991a, BENFERHATet al.1999, KONIECZNY 2000]. Ces
opérateurs calculent typiquement un sous-ensemble maximal cohérent des formules propositionnelles
formant le profilK, et sélectionnent certains de ces sous-ensembles pour calculer le résultat de la fusion.
Le critère de sélection de ces sous-ensembles de formules fait la particularité d’un opérateur de fusion
de cette seconde famille.

Dans [KONIECZNY et al. 2002, KONIECZNY et al. 2004] des opérateurs plus génériques ont été
proposés, qui permettent de capturer un grand nombre d’opérateurs, à la fois des opérateurs « model-
based » et « syntax-based ».

1.3.1 Opérateurs « model-based »

Le processus de calcul du résultat de la fusion par un opérateur « model-based » se base d’abord sur
une notion dedistance2 entre interprétations.

Définition 61 (Distance entre interprétations). Une distance entre interprétations est une pseudo-
distance, i.e., une applicationd deWV ×WV dans l’ensemble des entiers naturelsN qui vérifie les deux
propriétés suivantes,∀ω, ω′ ∈ WV :

{
d(ω, ω′) = d(ω′, ω) (symétrie),
d(ω, ω′) = 0 ssi ω = ω′ (séparation).

2. Le terme « distance » est un abus de langage, puisqu’il s’agit plus précisément d’une pseudo-distance, i.e., la propriété
d’inégalité triangulaire définissant une distance au sens mathématique n’est pas requise.
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La distance de Hamming (cf. définition 36) est la distance entre interprétations la plus utilisée dans
la construction d’opérateurs de fusion de bases de croyances [REVESZ 1997, LIN & M ENDELZON 1998,
KONIECZNY et al.2002].

Étant donné une distanced entre interprétations, l’extension ded à la distance entre une interprétation
ω et une base de croyancesK est appelée distancelocaleet est définie comme suit :

Définition 62 (Distance locale entre une interprétation et une base de croyances). Soitd une distance
entre interprétations. La distancelocaleentre interprétations et bases de croyances est une extension de
d, i.e., une applicationd deWV × PROPV dansN définie comme suit,∀ω ∈ WV , pour toute base de
croyancesK :

d(ω,K) = min{d(ω, ω′) | ω′ |= K}.

Cette dernière définition s’explique intuitivement : tout comme la distance d’un point à une droite
dans un espace affine métrique peut être vue comme la plus petite des distances entre ce point et l’en-
semble des points de la droite, une distance entre une interprétation et une base de croyances est la plus
petite distance entre cette inteprétation et tous les modèles de la base de croyances.

À partir d’une distance locale, plusieurs sous-familles d’opérateurs de fusion peuvent être définies,
nous en présentons quelques-unes [KONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY & PÉREZ 2002].

Opérateurs ∆
∑

Définition 63 (Opérateurs
∑

[K ONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY & PÉREZ 2002]). Soitd une
distance locale entre interprétations et bases de croyances. La

∑
-distance entre toute interprétationω

et tout profilK est définie par

d∑(ω,K) =
∑

{d(ω,Ki) |Ki ∈ K}.

La
∑

-distance induit un préordre total�
∑

K sur les interprétations défini comme suit :

∀ω, ω ∈ WV , ω �
∑

K ω′ ssi d∑(ω,K) ≤ d∑(ω′,K).

L’opérateur∆
∑

est défini par :

Mod(∆
∑

µ (K)) = min(Mod(µ),�
∑

K ).

Les opérateurs
∑

sélectionnent les modèles des contraintes d’intégrité quisont les plus « proches »
- au sens de la distance locale choisie - de la majorité des bases de croyances, renvoyant ainsi les alter-
natives les plus populaires au sein du profil.

Théorème 13([K ONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY & PÉREZ 2002]). Les opérateurs∆
∑

sont
des opérateurs de fusion majoritaire, au sens de la définition 50.

Dans [LIN & M ENDELZON 1994, LIN & M ENDELZON 1998] Lin et Mendelzon définissent un
opérateur de fusion appartenant à la famille∆

∑

, en choisissant comme distance entre interprétations la
distance de Hamming, et donc comme distance locale la distance de Dalal [DALAL 1988]. En particulier
l’opérateur de Lin et Mendelzon est un opérateur de fusion majoritaire au sens de Lin et Mendelzon, i.e.,
satisfait les postulats (LM1) - (LM4). Dans [LIN 1996] Lin donne une autre version de cet opérateur en
utilisant une notion de pondération sur les bases de croyances.
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OpérateursMax

Définition 64 (OpérateursMax [K ONIECZNY & PÉREZ 2002]). Soitd une distance locale entre in-
terprétations et bases de croyances. LaMax-distance entre toute interprétationω et tout profilK est
définie par

dMax(ω,K) = Max{d(ω,Ki) |Ki ∈ K}.

LaMax-distance induit un préordre total�Max
K sur les interprétations défini comme suit :

∀ω, ω ∈ WV , ω �
Max
K ω′ ssi dMax(ω,K) ≤ dMax(ω

′,K).

L’opérateur∆Max est défini par :

Mod(∆Max
µ (K)) = min(Mod(µ),�Max

K ).

Ces opérateurs sélectionnent parmi les alternatives satisfaisant les contraintes d’intégrité, celles qui
sont les plus « proches » - au sens de la distance locale choisie - de chacune des bases de croyances, le
but étant de renvoyer en résultat des interprétations minimisant la distance (ou l’insatisfaction) de la base
de croyances la plus éloignée (ou la plus insatisfaite).

Théorème 14([K ONIECZNY & PÉREZ 2002]). Les opérateurs∆Max sont des opérateurs de quasi-
fusion, au sens de la définition 52. De plus, ils satisfont (Arb) et (MI).

Dans [REVESZ 1993, REVESZ 1997] Revesz définit un opérateur de fusion appartenant à la famille
∆Max, en utilisant exclusivement la distance de Hamming entre interprétations. En particulier l’opérateur
qu’il définit est un opérateur demodel-fitting, i.e., il satisfait les postulats (M1) - (M7).

OpérateursGMax

Définition 65 (OpérateursGMax [K ONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY & PÉREZ 2002]). Soit
d une distance locale entre interprétations et bases de croyances, soitK = {K1, . . . ,Km} une profil et
pour toute interprétationω, soitLωK la liste (d(ω,K1), . . . , d(ω,Km)) triée par ordre décroissant. Pour
toute interprétationω, on notedGMax(ω,K) la listeLωK. Soit≤lex l’ordre lexicographique défini sur des
séquences d’entiers de même taille3. Soit�GMax

K le préordre total sur les interprétations défini comme
suit :

∀ω, ω ∈ WV , ω �
GMax
K ω′ ssi dGMax(ω,K) ≤lex dGMax(ω

′,K).

L’opérateur∆GMax est défini par :

Mod(∆GMax
µ (K)) = min(Mod(µ),�GMax

K ).

Les opérateursGMax satisfont le postulat (Arb) et capturent ainsi la notion d’arbitrage au même
titre que les opérateursMax. Leur intérêt vient du fait qu’ils satisfont également l’ensemble des postulats
(IC0) - (IC8) et ont donc un comportement pleinement rationnel pour la fusion.

Théorème 15([K ONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY & PÉREZ 2002]). Les opérateurs∆GMax

sont des opérateurs d’arbitrage, au sens de la définition 51.

Remarquons enfin que les opérateurs∆GMax renvoient un résultat qui raffine celui renvoyé par les
opérateurs∆Max, i.e.,∆GMax

µ (K) |= ∆Max
µ (K).

3. ≤lex est défini comme suit : pour toutes listesL1 = (l11, . . . , l
m
1 ) et L2 = (l11, . . . , l

m
1 ), on aL1 <lex L2 ssi∃i ∈

{1, . . . , m} : ∀j < i l
j
1 = l

j
2 et li1 < li2.
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Chapitre 1. Fusion de bases de croyances en logique propositionnelle

1.3.2 Opérateurs « syntax-based »

Le résultat renvoyé par un opérateur « syntax-based » dépendtypiquement de la syntaxe des formules
propositionnelles formant les bases de croyances du profil.

Opérateurs de combinaison de formules

Les premiers opérateurs « syntax-based » définis dans la littérature [BREWKA 1989, BARAL et
al. 1991a, BENFERHAT et al.1999] considèrent l’union des bases de croyances du profil etsélectionnent
dans l’ensemble résultant des sous-ensembles maximaux cohérents de formules. Ces opérateurs sont ap-
pelésopérateurs de combinaisondans [BARAL et al. 1991a, BARAL et al. 1991b], et c’est ce même
terme qui est utilisé dans [KONIECZNY 2000] pour les différencier avec les opérateurs de fusion. Les
définitions suivantes sont reprises de [KONIECZNY 2000].

Définition 66 (Sous-ensembles maximaux cohérents[K ONIECZNY 2000]).
Soitµ une formule propositionnelle.
• Pour tout ensembleK de formules propositionnelles,MAXCONS(K,µ) dénote l’ensemble des

sous-ensembles de formules deK ∪ {µ} qui contiennentµ, qui sont maximaux pour⊆ et cohé-
rents. Formellement,MAXCONS(K,µ) est l’ensemble de tous les ensemblesM de formules
qui vérifient les trois propriétés suivantes :
– M ⊆ K ∪ {µ} ;
– µ ∈M ;
– pour tout ensemble de formulesM ′ tel queM ⊂M ′ ⊆ K ∪ {µ},

∧
M ′ est incohérente.

• Pour tout multi-ensembleE de formules propositionnelles,MAXCONS⊔(E,µ) dénote l’en-
semble des sous-multi-ensembles de formules deK ⊔ {µ} qui contiennentµ, qui sont maximaux
en termes de cardinalité et cohérents. Formellement,MAXCONS⊔(K,µ) est l’ensemble de tous
les multi-ensemblesM de formules qui vérifient les trois propriétés suivantes :
– M ⊑ K ∪ {µ} ;
– µ ∈M ;
– pour tout multi-ensemble de formulesM ′ tel queM ′ ⊑ K ∪ {µ} et |M | < |M ′|,

∧
M ′ est

incohérente.
SoitK = {K1, . . . ,Km} un profil. SoitMAXCONS(K, µ) = MAXCONS(

⋃
{Ki |Ki ∈ K}, µ)

et soitMAXCONS⊔(K, µ) = MAXCONS⊔(
⊔
{Ki |Ki ∈ K}, µ).

Définition 67 (Opérateurs de combinaison[K ONIECZNY 2000]). SoientK un profil etµ une formule
propositionnelle :
∆C1
µ (K) =

∨
MAXCONS(K, µ) ;

∆C3
µ (K) =

∨
{M |M ∈MAXCONS(K,⊤) etM ∪ {mu} est cohérente} ;

∆C4
µ (K) =

∨
MAXCONS⊔(K, µ) ;

∆C5
µ (K) =

∨
{M ∪ {µ} |M ∈ MAXCONS(K,⊤) etM ∪ {mu} est cohérente} si cet ensemble est

non vide,µ sinon.

Ces opérateurs correspondent à des opérateurs précédemment définis dans [BARAL et al. 1991b].
Les propriétés logiques de chacun d’entre eux ont été étudiées dans [KONIECZNY 2000]. Nous ne les
détaillons pas ici, mais nous notons simplement qu’aucun deces opérateurs ne satisfait le postulat d’in-
dépendance à la syntaxe (IC3), ce qui les caractérise en tantqu’opérateurs sensibles à la syntaxe, i.e.,
« syntax-based ». D’autre part, tous ces opérateurs vérifient le postulat d’indépendance à la majorité (MI),
ceci étant dû au fait qu’ils ne prennent pas en compte la distribution de l’information au sein de chacune
des sources.
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Opérateurs de fusion à base de sélection de formules

Konieczny définit dans [KONIECZNY 2000] trois opérateurs qui raffinent les opérateurs de combinai-
son. Ces opérateurs exploitent une fonction de sélection d’ensembles maximaux cohérents sous différents
critères : le premier,∆d, sélectionne les éléments deMAXCONS(K, µ) qui sont cohérents avec le plus
de bases possible ; le deuxième,∆S,

∑

sélectionne ceux qui ont la plus petite (pour la cardinalité) diffé-
rence symétrique avec les bases ; enfin le troisième,∆∩,

∑

sélectionne ceux qui ont la plus grande (pour
la cardinalité) intersection avec les bases. Ces trois opérateurs sont sensibles à la distribution de l’infor-
mation au sein des sources, satisfont le postulat de majorité (Maj) et vérifient de manière générale plus
de propriétés logiques que les opérateurs de combinaison.

1.3.3 OpérateursDA2

Dans [KONIECZNY et al. 2002, KONIECZNY et al. 2004], Konieczny, Lang et Marquis proposent
une famille générale d’opérateurs de fusion, appelés opérateursDA2. Cette classe d’opérateurs capture
l’ensemble des opérateurs de fusion « model-based » ainsi que certains opérateurs « syntax-based ». Un
opérateurDA2 est paramétré par une distanced entre une interprétation et une formule propositionnelle,
et par deux fonctions d’agrégationf et g. Leur définition est similaire à celle des opérateurs « model-
based »

∑
,Max etGMax (cf. définitions 63, 64 et 65) :

Définition 68 ([KONIECZNY et al.2004]). La distanced entre une interprétation et une formule propo-
sitionnelle et les fonctions d’agrégationf et g sont utilisées pour calculer une distancedf entre toute
interprétationω et tout profilK, définie par :

– d(ω,K) = f{d(ω,Ki) |Ki ∈ K}, où
– d(ω,Ki) = g{d(ω, φj) | φj ∈ Ki}.
La distanced induit un préordre total�d,f,gK sur les interprétations défini comme suit :

∀ω, ω ∈ WV , ω �
d,f,g
K ω′ ssi d(ω,K) ≤ d(ω′,K).

L’opérateur∆d,f,g est défini par :

Mod(∆d,f,g
µ (K)) = min(Mod(µ),�d,f,gK ).

C’est la présence de la fonction d’agrégationf qui fait que la famille d’opérateursDA2 est une gé-
néralisation de la famille d’opérateurs « model-based ». Eneffet, par exemple lorsquef correspond à la
fonction

∑
(respectivementMax,GMax), alors l’opérateurDA2 correspondant coïncide avec l’opéra-

teur « model-based »
∑

(respectivement l’opérateurMax, l’opérateurGMax). La fonction d’agrégation
g est quant à elle utilisée pour prendre en compte les bases de croyances incohérentes. Dans [KONIECZNY

et al. 2004], une étude des propriétés logiques de ces opérateurs et une étude de complexité (à propos
du problème de l’inférence) ont été menées en fonction du paramétrage donné par le triplet(d, f, g),
couvrant un large éventail de distances et de fonctions d’agrégation.

De nombreuses autres familles d’opérateurs de fusion de bases de croyances ont été étudiées dans
la littérature. Dans [EVERAERE et al. 2005] Everaere, Konieczny et Marquis étudient deux familles
d’opérateurs de fusion : les opérateurs à quota et les opérateursGMin. Les opérateurs de ces deux
familles sont dits « disjonctifs » car ils impliquent la disjonction des bases de croyances (si cette dis-
jonction est cohérente) ; les interprétations retenues dans le résultat de la fusion sont les modèles des
contraintes d’intégrité qui satisfont « suffisamment » de bases de croyances. Dans [SCHOCKAERT &
PRADE 2009, SCHOCKAERT & PRADE 2010] Schockaert et Prade proposent une méthode de fusion
de bases de croyances qui nécessite la donnée additionnelled’un graphe de similaritésur les variables
propositionnelles. À chaque variable propositionnelle est associé un préordre sur les interprétations qui
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dépend directement du graphe. L’approche adoptée par les auteurs offre un compromis de fusion ciblé
sur les applications qui disposent d’un tel graphe de similarité.

1.4 Conclusion

Le problème du changement de croyances, et plus précisémentde la fusion de bases de croyances en
logique propositionnelle a fait l’objet de nombreuses études ces deux dernières décennies. Dans ce cha-
pitre, nous avons rappelé les principales approches qui ontété menées dans la littérature autour de cette
problématique. Nous avons présenté en autres plusieurs caractérisations logiques d’opérateurs de fusion
de bases de croyances. Nous avons remarqué que la caractérisation logique proposée par Konieczny et
Pino Pérez permet de faire la distinction entre le comportement « général » d’un opérateur de fusion
décrit par l’ensemble des postulats (IC0 - IC8), et le comportement « specifique » de l’opérateur (majo-
rité, arbitrage, . . .) modélisé par des postulats supplémentaires. Enfin nous avons rappelé la définition de
quelques opérateurs de fusion de bases de croyances proposés dans la littérature.
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Chapitre 2

Formalismes qualitatifs pour le temps et
l’espace
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La représentation et le raisonnement à propos d’informations spatiales et temporelles intervient dans
de nombreux domaines de l’intelligence artificielle, notamment dans des domaines tels que le traitement
du langage naturel, la spécification et la vérification de programmes et de systèmes, l’ordonnancement
temporel, les systèmes d’information géographiques (SIG), la navigation de robots, la conception et
l’édition de documents multimédia, la conception assistéepar ordinateur (CAO), etc. . .

Le raisonnement spatio-temporel qualitatif est un domainede recherche qui a pour ambition de pro-
poser des formalismes pour raisonner sur des informations àpropos d’entités spatiales ou temporelles,
sans utiliser de données numériques, mais uniquement des relations entre ces objets. Une telle approche
se motive par le fait qu’elle est considérée comme étant plusproche de la manière dont les humains
pensent et expriment leur croyances ou leurs préférences. Considérons par exemple deux parcelles de
terrain et l’information suivante : « les deux parcelles sont connectées entre elles ». La relation exprimée
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entre les deux parcelles ne fait pas appel à des données numériques. D’une part, le positionnement ab-
solu de chaque parcelle (décrit par exemple par les coordonnées de l’ensemble des points la constituant)
peut être difficilement exprimable et représentable, qui plus est, inutile. D’autre part, leur positionne-
ment exact n’est pas forcément connu. Si le domaine des parcelles est l’ensemble des régions de points
du plan, alors une telle phrase permet alors d’exprimer et dereprésenter de l’information incomplète :
ici, elle exprime de manière concise que les deux parcelles peuvent correspondre à toute paire de régions
du plan partageant au moins un point.

De nombreux formalismes qualitatifs ont été étudiés ces trente dernières années afin de représenter
les relations entre des entités spatiales ou temporelles. Dans [ALLEN 1981, ALLEN 1983], Allen propose
un formalisme de représentation du temps. Il considère comme entités des intervalles temporels et des
relations de positionnement relatif entre ces intervalles, du type « un intervalle précède un autre inter-
valle », « un intervalle chevauche un autre », « un intervallese déroule pendant un autre », . . . Il propose
un mécanisme de raisonnement sur ces intervalles basé sur lacompositiondes relations considérées ; par
exemple, si un premier intervalle chevauche un deuxième intervalle et que ce dernier se déroule avant
un troisième intervalle, alors on peut en déduire par composition des deux premières relations que le
premier intervalle se déroule avant le troisième. Par sa simplicité et sa richesse, ce formalisme est devenu
très populaire au fil des années et a été étendu à de multiples reprises dans le domaine temporel comme
dans le domaine spatial.

Dans le domaine temporel, le formalismeINDU [PUJARI et al. 1999] raffine les relations d’Allen
afin de représenter des durées relatives entre intervalles,en plus des relations de positionnement ; le
formalisme des arcs cycliques [BALBIANI & OSMANI 2000] qui considère, quant à lui, des relations
de positionnement entre des arcs situés sur un cercle orienté dans le sens trigonométrique ; ou encore
l’algèbre des points [VILAIN & K AUTZ 1986, VILAIN et al.1990] qui permet de considérer par exemple
les relations entre des entités temporelles ponctuelles.

Dans le domaine spatial, le formalisme d’Allen a été étendu àdes dimensions supérieures et a donné
lieu à l’étude de l’algèbre des rectangles [BALBIANI et al. 1998, BALBIANI et al. 1999], et plus gé-
néralement à l’algèbre desn-pavés [BALBIANI et al. 2003a]. Lorsque les entités spatiales considérées
correspondent aux points du plan, l’algèbre des directionscardinales [LIGOZAT 1998a] permet de re-
présenter les positions relatives entre de telles entités (e.g., « Lens se situe aunord de Paris ») ; citons
également le formalismen-star [MITRA 2002, RENZ & M ITRA 2004] qui généralise celui des directions
cardinales, et dont le nombre des relations considérées dépend d’un paramètre représentant un degré
de granularité. Basés sur la notion primitive deconnectionentre des régions spatiales, des formalismes
exprimant diverses relations de type topologique ont également été proposés, parmi lesquels les for-
malismes RCC-8 [RANDELL et al. 1992, RENZ 2002] et RCC-23 [DAVIS et al. 1999] ; le formalisme
RCC-5 [BENNETT 1994, JONSSON& D RAKENGREN 1997] se focalise plus simplement sur la notion
de partage de points entre des régions et définit alors ses relations à partir des opérations ensemblistes
usuelles.

Plus récemment, de nombreuses approches combinant différentes notions parmi celles de direction,
topologie, taille, forme et distance ont été étudiées [RENZ 2001, GEREVINI & RENZ 2002, LI 2007a,
RAGNI & W ÖLFL 2008], ainsi que des approches représentant des entités spatiales évoluant dans le
temps [RAGNI & W ÖLFL 2006].

Enfin, certains formalismes qualitatifs peuvent être utilisés en dehors du raisonnement spatial ou tem-
porel, et représentent un outil puissant de représentationde la connaissance dans diverses applications de
l’intelligence artificielle. Dans [KACI & PIETTE 2009, KACI & PIETTE 2010] un rapport étroit est mis
en lumière entre les relations du formalisme d’Allen et la représentation des préférences ; dans [THAU et
al. 2008] les relations du formalisme RCC-5 sont utilisées pourpouvoir comparer deux taxonomies dans
le but de fusionner ces dernières.
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L’ensemble des formalismes qualitatifs présentés ci-dessus est loin d’être exhaustif. Leur point com-
mun est que chacun d’entre eux considère un ensemble fini - et relativement restreint - de relations,
appeléesrelations de base, qui ont la propriété d’être complètes et mutuellement exclusives. En d’autres
termes toute paire d’entités du domaine considéré satisfait une et une seule de ces relations de base. Ainsi
toute relation pouvant être exprimée entre deux entités au sein du formalisme correspond à l’union d’un
sous-ensemble des relations de base disponibles. D’une part, ceci permet d’exprimer directement l’in-
formation dans le contexte considéré par le formalisme. D’autre part, puisqu’un nombre fini de relations
de base est considéré, la composition relationnelle peut être pré-calculée est sauvegardée dans une table
de composition ; alors que les domaines sont typiquement infinis, le raisonnement devient ainsi possible,
impliquant la manipulation d’un nombre limité de symboles.

Lorsque l’on dispose d’un formalisme qualitatif, les relations entre les entités spatiales ou temporelles
d’un ensemble désigné peuvent être représentées au sein d’un graphe de contraintes, que l’on appelle
réseau de contraintes qualitatives(RCQ en abrégé). Chacun des nœuds du graphe représente une entité
particulière, appelée également « variable », et chacun desarcs reliant les nœuds représente une relation
particulière entre les entités correspondantes, qu’on appelle « contrainte », et qui correspond à un sous-
ensemble des relations de base du formalisme qualitatif considéré. Une contrainte restreint l’ensemble
des entités liées à satisfaire l’une des relations de base qu’elle contient. Une structure de RCQ sert de
support pour effectuer du raisonnement à propos des entitésreprésentées. En effet, plusieurs problèmes
de décision sont directement liés aux RCQ, parmi lesquels leproblème de lacohérence(existe-t-il une
configuration des entités dans leur domaine qui satisfait toutes les contraintes du réseau ?) et le problème
de laminimalitéou de ladéduction(peut-on déduire à partir des informations disponibles si telle relation
sera satisfaite entre tel sous-ensemble d’entités ?).

Dans ce chapitre, nous commençons par définir formellement la notion de formalisme qualitatif et
présentons quelques exemples de formalismes bien connus. Après quelques rappels sur les problèmes
de satisfaction de contraintes (CSP), nous définissons la structure de réseau de contraintes qualitatives
(RCQ). Enfin nous discutons des problèmes de décision liés à cette structure et présentons quelques
techniques de base pour la résolution de ces problèmes.

2.1 Qu’est-ce qu’une algèbre qualitative ?

Du large panel des formalismes qualitatifs proposés dans lalitérature apparaît naturellement la mo-
tivation d’identifier leurs points communs et de définir de manière générale la notion de formalisme
qualitatif. Par souci de simplicité, nous nous restreignons dans le reste du chapitre aux formalismes qua-
litatifs binaires, c’est-à-dire les formalismes qui considèrent des relations entre des couples d’entités. Les
travaux présentés dans cette thèse se focalisent sur les formalismes binaires mais peuvent être directe-
ment étendus à des formalismes dont les relations sont d’arité supérieure. Dans la suite, le qualificatif
« binaire » sera sous-entendu lorsque nous parlerons de relation ou de formalisme qualitatif.

Dans cette section, nous décrivons l’approche adoptée par Ligozat et Renz [LIGOZAT & RENZ 2004]
qui fournissent une méthode générique de construction d’unformalisme qualitatif.

2.1.1 Relations de base et schéma de partition

Avant toute chose, il convient de rappeler la définition formelle d’une relation (binaire), ainsi que des
opérations relationnelles d’inverse⌣ et de composition◦.

Définition 69 (Relation binaire et opérations relationnelles). SoitD un ensemble.
– Une relation (binaire) surD est un sous-ensemble deD× D ;
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– L’opérateur unaire⌣ associe à une relationr sa relation inverser⌣ définie parr⌣ = {(a, b) |
(b, a) ∈ r} ;

– L’opérateur binaire◦ associe à deux relationsr et r′ leur compositionr ◦ r′ définie parr ◦ r′ =
{(x, y) ∈ D×D | ∃z ∈ D : (x, z) ∈ r et (z, y) ∈ r′}.

Comme point de départ pour la construction d’une algèbre qualitative, nous considérons un domaine
D (typiquement un ensemble infini et dense) correspondant à l’univers des entités, et un ensemble fini
B de relations (binaires) surD, appeléesrelations de base. L’ensembleB doit former unschéma de
partition [L IGOZAT & RENZ 2004], dont la définition est donnée comme suit :

Définition 70 (Schéma de partition[L IGOZAT & RENZ 2004]). SoitD un ensemble etB un ensemble
de relations binaires surD. B forme unschéma de partitionssi les conditions suivantes sont satisfaites :

- Les relations de base deB sontcomplètes et mutuellement exclusives, i.e., tout couple deD satis-
fait une et une seule relation deB. Plus formellement, nous avons

⋃
{b | b ∈ B} = D× D et pour

toute paire de relations de baseb, b′ ∈ B, b ∩ b′ = ∅ ;
- B contient larelation identitéeq = {(a, b) ∈ D×D | a = b} ;
- B est fermé pour l’inverse, i.e., sib est une relation de base deB alors son inverseb⌣ l’est

également.

Intuitivement, l’ensemble des relations possibles surD est partitionné en un ensemble fini formant
B. Chacune des relations de base deB décrit alors une situation « qualitative » particulière entre deux
éléments deD.

2.1.2 Algèbre qualitative

À partir de l’ensembleB de relations de base formant un schéma de partition sont définies lesre-
lations complexes. Une relation complexe est l’union de relations de base. L’ensembleA(B) représente
ainsi l’ensemble de toutes les relations complexes. Formellement,A(B) = {

⋃
{b | b ∈ R} | R ⊆ B}.

On représente une relation complexe deA(B) par l’ensemble des relations de base qu’elle contient.
Par exemple, l’ensemble{b1, . . . , bn} de relations de base représente la relation complexe

⋃

i∈{1,...,n} bi.

Ainsi l’ensemble2B, l’ensemble des sous-ensembles deB, représente l’ensemble des relations com-
plexes. Les éléments de2B sont appelésrelations. SoitR une relation de2B, deux élémentsx et y deD

satisfont la relationR ssi il existe une relation de baseb ∈ R telle quex ety satisfontb.

Notation 10. On noteRel l’application de2B dansA(B) qui à associe à toute relation de2B la relation
complexe deA qu’elle représente. Formellement, pour toute relationR ∈ 2B,

Rel(R) =
⋃

{b | b ∈ R}.

2B est muni d’un ensemble d’opérations décrites dans la définition suivante :

Définition 71 (Opérations sur2B). 2B est muni des opérations suivantes :
– les opérations ensemblistes usuelles union (∪), intersection (∩) et complément (∼) ;
– l’opération inverse (⌣), définie pour toute relationR de2B parR⌣ = {b⌣ | b ∈ R} ;
– l’opération de faible composition (⋄), définie pour tout coupleR,S de relations de2B parR⋄S =
{b ∈ B | ∃x, y, z ∈ D : (x, y) ∈ Rel(R), (y, z) ∈ Rel(S) et (x, z) ∈ b}.

La faible composition entre deux relationsR etS de2B est en d’autres termes définie comme la plus
petite relation de2B (pour⊆) dont la relation complexe représentée inclut la composition relationnelle de
Rel(R) etRel(S). La faible composition sur2B est entièrement caractérisée par la faible composition sur
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les relations singletons de2B - et stockée au sein d’une table - puis étendue naturellementà toutes les rela-
tions de2B, de la manière suivante :∀a, b ∈ B, {a}⋄{b} = {c ∈ B | ∃x, y, z ∈ D : x a y, y b z etx c z},
et∀R,S ∈ 2B,R ⋄ S =

⋃
{{a} ⋄ {b}| a ∈ R, b ∈ S}. Lorsquea et b sont des relations de base, on note

plus simplementa ⋄ b.
2B forme naturellement une structure d’algèbre booléenne (cf. annexe A.1). Partant d’un schéma de

partitionB, Ligozat et Renz [LIGOZAT & RENZ 2004] remarquent que2B forme une structure d’algèbre
non-associative, au sens de Maddux [MADDUX 1982] (cf. annexe A.1). Cette structure permet de faire
abstraction du domaineD ; de manipuler un nombre fini de symboles (les relations de2B) qui servent
de support pour l’expression de croyances à propos d’un ensemble d’entités au moyen de réseaux de
contraintes qualitatives (cf. section 2.3.2) ; de déduire de nouvelles informations sur ces entités en appli-
quant les opérations algébriques à disposition sur ces symboles. Nous sommes maintenant en mesure de
définir la notion d’algèbre qualitative :

Définition 72 (Algèbre qualitative). SoitB un schéma de partition.2B, muni des opérations∪,∩,∼,⌣,
⋄ de la relation vide∅, de la relation totaleB et de la relation singleton{eq} est une algèbre qualitative.

Dans la suite, une algèbre qualitative sera dénotée plus simplement par l’ensemble2B lorsque les
opérations d’inverse (⌣) et de faible composition (⋄) sont connues. On dira également que2B est une
algèbre qualitative surD lorsque les relations de base deB sont définies surD.

Dans certains cas la faible composition⋄ et la composition relationnelle◦ coïncident, au sens où la
relationR ⋄ S de 2B représente exactement la relation complexeRel(R) ◦ Rel(S). Dans un tel cas2B

forme alors une structure d’algèbre de relations propreau sens de Tarski [TARSKI 1941] (cf. annexe
A.1). Cette structure est plus riche et possède des propriétés très intéressantes, comme la distributivité de
la composition sur l’union, par exemple.

2.2 Exemples d’algèbres qualitatives

2.2.1 L’algèbre des intervalles

Un formalisme qualitatif très connu est l’algèbre des intervalles d’Allen [ALLEN 1981, ALLEN 1983].
Allen considère comme entités temporelles les intervallesde la droite des nombres rationnels. Soit
Dint = {(x−, x+) | x−, x+ ∈ Q etx− < x+}. Ces intervalles représentent des entités temporelles non
ponctuelles. Il considère l’ensembleBint de treize relations de base correspondant à treize configurations
possibles des quatre bornes de deux intervalles :Bint = {p, pi,m,mi, o, oi, d, di, s, si, f, f i, eq}.

Bint forme un schéma de partition. Une définition formelle de ces treize relations est donnée dans
le tableau 2.1, tandis que la figure 2.1 décrit graphiquementles configurations qualitatives associées à
chacune de ces relations.

L’ensemble2Bint dénote l’ensemble des relations d’Allen.

Exemple 5. Considérons l’information « je peux jouer de la guitare ou dela batterie, mais pas en même
temps, et je peux chanter à tout moment, mas pas sans jouer d’un instrument ». On peut représenter par
X l’intervalle de temps pendant lequel je joue de la guitare, par Y celui durant lequel je joue de la
batterie, et enfinZ celui où je chante. Ces relations temporelles peuvent être exprimées en utilisant les
relations de2Bint de la manière suivante :X{p, pi}Y ,X{si, di, f i}Z etY {si, di, f i}Z.

L’opération inverse (⌣) dont est muni2Bint peut être naturellement déduit de la figure 2.1, tandis
que sa table de faible composition (⋄) est donnée en annexe A.2. La faible composition (⋄) coïncide
avec la composition relationnelle (◦) pour les relations d’Allen, ce qui est implique que2Bint forme une
structure d’algèbre de relations propre.
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Symbole Signification Ensemble{((x−, x+), (y−, y+))}, avecx−, x+, y−, y+Q,
tels quex− < x+, y− < y+ et :

p précède x+ < y−

pi est précédé par y+ < x−

m rencontre x+ = y−

mi est rencontré par y+ = x−

o chevauche x− < y−, y− < x+, x+ < y+

oi est chevauché par y− < x−, x− < y+, y+ < x+

d est contenu dans x− > y−, x+ < y+

di contient y− > x−, y+ < x+

s commence x− = y−, x+ < y+

si est commencé parx− = y−, y+ < x+

f finit y− < x−, x+ = y+

fi est fini par x− < y−, x+ = y+

eq est égal à x− = y−, x+ = y+

TABLE 2.1 – Définition formelle des treize relations de base de l’algèbre des intervalles.

dans

f

eq

Inverse

pi

mi

si

oi

di

fi

eq

X
Y

X
Y

X
Y

X
Y

Y
X

X
Y

chevauche

Signification

précède

rencontre

commence

est contenu

finit

est égal à

X
Y

Symbole Illustration

p

m

s

o

d

FIGURE 2.1 – Représentation schématique des treize relations de base de l’algèbre des intervalles.

Ce formalisme était initialement proposé pour le raisonnement temporel, les intervalles pouvant re-
présenter des activités, des actions, des processus, etc. .. Cependant rien ne nous empêche de considérer
chaque intervalle en tant qu’entité spatiale. Dans un exemple proposé par Ligozat dans [LIGOZAT 2001],
le domaineQ sur lequel les bornes des intervalles prennent leur valeur représente une rivière, et cha-
cun des intervalles deDint représente un bateau, i.e., une entité spatiale étendue. Les relations d’Allen
peuvent alors être utilisées pour décrire - à un instant donné - les positions relatives d’un ensemble de
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bateaux participant à une course.

De nombreux formalismes dérivés de l’algèbre des intervalles ont été proposés dans la littérature.
L’algèbre des rectangles [BALBIANI et al. 1998, BALBIANI et al. 1999] considère comme entités les
rectangles du planQ2. Un rectangle est défini comme le produit cartésien de deux intervalles représen-
tant la largeur et la hauteur de celui-ci. L’ensembleBrect des relations de base de l’algèbre des rectangles
contient132 éléments : chacune des relations de base deBrect est caractérisée par un couple(b1, b2) où
b1, b2 ∈ Bint. Deux rectangles satisfont la relation de base(b1, b2) avecb1, b2 ∈ Bint ssi les intervalles
correspondant à leur largeur respectives satisfont la relation b1 et les intervalles correspondant à leur lon-
gueur respectives satisfont la relationb2. Cette approche a ensuite été généralisée pour donner naissance
à à l’algèbre desn-pavés [BALBIANI et al.2003a] qui suit le même principe de définition que l’algèbre
des rectangles, mais qui considèrent comme entités (essentiellement spatiales) les pavés deQn, oùn est
un entier positif.

2.2.2 L’algèbre des points

L’algèbre des points est une structure temporelle qualitative introduite par Vilain et Kautz [VILAIN

& K AUTZ 1986, VILAIN et al.1990], dont les entités temporelles considérées sont les points de la droite
des rationnels. On qualifie alors d’instantsles variables concernées par cette algèbre. Un instant peutse
produire avant, en même temps ou après un autre instant. On représente ces trois cas de figure par les
trois relations de base<,>, eq formant le schéma de partitionBpt.

Les descriptions formelle et graphique de ces trois relations de base sont données respectivement au
tableau 2.2 et à la figure 2.2.

Symbole Signification Ensemble{(x, y)}, avecx, y ∈ Q, tels que :
< précède x < y
> succède à x > y
eq est égal à x = y

TABLE 2.2 – Définition formelle des trois relations de base de l’algèbre des points.

eqeq

Symbole

<

>

Inverse

>

< succède à

X Y

Y X

est égal à

Illustration

X Y

Signification

précède

FIGURE 2.2 – Représentation schématique des trois relations de base de l’algèbre des points.

La table de faible composition de l’algèbre des points est fournie en annexe A.2. Tout comme pour
l’algèbre des intervalles d’Allen, la faible composition (⋄) de l’algèbre des points coïncide avec la com-
position relationnelle (◦), et donc2Bpt forme une structure d’algèbre de relations propre.
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2.2.3 L’algèbre des directions cardinales

L’algèbre des directions cardinales, introduit par Ligozat dans [LIGOZAT 1998a], est une généralisa-
tion de l’algèbre des points de Vilan et Kautz. Les entités considérées correspondent aux points du plan
(soit Dcard = Q2) muni d’un repère orthogonal. Les quatre directions pointées par les deux axes de ce
repère sont interprétées comme correspondant aux directions cardinales traditionnelles nord, sud, est et
ouest. Étant donné un premier pointP = (x1, y1) (x1 étant la projection deP par rapport à l’axe des
abscisses ety1 sa projection par rapport à l’axe des ordonnées), on décompose le plan en neuf zones qui
forme une partition du plan par rapport àP (cf. figure 2.3(a)).

P

n

ne

e

se

eq

s

sw

w

nw

(a) Les neuf relations de base de
Bcard

24

eqP
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11

12

13
14

15

18

16

19

20 21

22

(b) Les 25 relations de base de
STAR6(15)

FIGURE 2.3 – Représentation schématique des relations de base deBcard (a) et deSTAR6(15) (b).

Chaque zone correspond à une relation de base deBcard qui forme un schéma de partition. Soit
Bcard = {eq, n, nw,w, sw, s, se, e, ne}. Par exemple, la relation de basese (pour sud-est) correspond à
la zone de points(x2, y2) tels quex2 > x1 et y2 < y1. Neuf relations de base sont alors à disposition
pour caractériser la position relative d’un point par rapport à un autre (un point se situe aunord (n) d’un
autre point, ou au sud-est (se) par exemple).

L’algèbre des directions cardinales est une extension de l’algèbre des points à un espace de dimension
2 : chacune des relations de base deBcard est caractérisée par un couple(b1, b2) oùb1, b2 ∈ Bpt. La table
de faible composition (⋄) sur2Bcard peut donc être naturellement déduite de celle de2Bpt . Elle est fournie
en annexe A.2. Tout comme pour l’algèbre des intervalles et des points, dans2Bcard la faible composition
coïncide avec la composition relationnelle, donc2Bcard forme une structure d’algèbre de relations propre.

2.2.4 L’algèbreSTAR

L’algèbreSTAR, introduit par Mitra et Renz dans [MITRA 2002, RENZ & M ITRA 2004], est une
généralisation de l’algèbre des directions cardinales de Ligozat. Ce formalisme considère des relations
définies surDstar = Q2 et est paramétré par un niveau de granularitém spécifiant le nombre de droites
qui s’intersectent en un point de référence. Chaque droitej, 1 ≤ j ≤ m forme un angleδj avec une
direction de référence. Le plan est divisé en4m+1 zones (2m demi-droites,2m zones à deux dimensions,
et la relationeq), formant le schéma de partitionSTARm[δ1, . . . , δm](δ1) surDstar. Lorsque toutes les
zones à deux dimensions sont de taille égale, nous notons plutôt STARm(δ1), avecδ1 l’angle formé par
la première droite par rapport à la direction de référence. Les relations de base d’un schéma de partition
de STAR sont des nombres de0 à 4m − 1 identifiant les zones, ainsi que la relationeq. La figure
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2.3(b) schématise les25 relations de base du schéma de partitionSTAR6(15). Notons queSTAR2(0)
correspond au schéma de partitionBcard de l’algèbre des directions cardinales (cf. figure 2.3(a)).

2.2.5 Le formalisme RCC

Le formalisme RCC (pourRegion Connection Calculus) permet de raisonner exclusivement à propos
d’entités spatiales. Il a été introduit par Randell et Cohn [RANDELL & COHN 1989], puis approfondi par
Randell, Cui et Cohn [RANDELL et al. 1992]. Ce formalisme décrit en logique du premier ordre des
relations spatiales qualitatives entre des régions, où unerégion décrit un objet physique ou un ensemble
de points d’un espace topologique. En s’inspirant du calculdes individus de Clarke [CLARKE 1981,
CLARKE 1985], RCC utilise une notion primitive de « connection » entre régions, et à partir de cette
notion définit de manière axiomatique un ensemble de prédicats binaires de la logique du premier ordre
correspondant à différentes relations possibles entre deux régions. Alors que Clarke considère que deux
régions sont « connectées » si elles partagent un point, dansla théorie RCC proposée dans [RANDELL et
al. 1992] elle le sont si leurs fermetures topologiques partagent un point. Ainsi, on peut se restreindre à ne
considérer pour les régions que les ensembles ouverts et réguliers de l’espace topologique. La notion de
« connection » propre à RCC [RANDELL et al.1992] est plus faible que celle considérée par Clarke ; en
effet, cette dernière divise par trois les types de régions initialement considérées (régions ouvertes, semi-
ouvertes et fermées). Mais la théorie RCC se veut pour Randell, Cui et Cohn suffisamment expressive
pour permettre un raisonnement spatial de sens commun.

La notion de « connection » entre deux régions est caractérisée par le prédicat binaireC. Ainsi
C(x, y) se lit « x est connecté ày » . C représente une relation réflexive et symétrique, ainsi deux
premiers axiomes sont introduits :∀x C(x, x) et ∀x, y C(x, y) → C(y, x). Plusieurs relations peuvent
être dérivées du prédicatC, chacune d’entre elle représente une relation qualitativeparticulière entre
deux régions :

– DC(x, y) ≡def ¬C(x, y) (x ety sont déconnectés) ;
– P (x, y) ≡def ∀z [C(z, x) =⇒ C(z, y)] (x est une partie dey) ;
– PP (x, y) ≡def P (x, y) ∧ ¬P (y, x) (x est une partie propre dey) ;
– EQ(x, y) ≡def P (x, y) ∧ P (y, x) (x est égal ày) ;
– O(x, y) ≡def ∃z [P (z, x) ∧ P (z, y)] (x ety se chevauchent) ;
– PO(x, y) ≡def O(x, y) ∧ ¬P (x, y) ∧ ¬P (y, x) (x chevauche partiellementy) ;
– DR(x, y) ≡def ¬O(x, y) (x ety sont déconnectés) ;
– EC(x, y) ≡def ¬O(x, y) ∧ C(x, y) (x et y sont tangentielles) ;
– TPP (x, y) ≡def PP (x, y)∧∃z [EC(z, x)∧EC(z, y)] (x est une partie propre dey et tangentielle

à y) ;
– NTPP (x, y) ≡def PP (x, y) ∧ ¬∃z [EC(z, x) ∧ EC(z, y)] (x est une partie propre dey non

tangentielle ày) ;
– Pi(x, y) ≡def P (y, x) ;
– PPi(x, y) ≡def PP (y, x) ;
– TPPi(x, y) ≡def TPP (y, x) ;
– NTPPi(x, y) ≡def NTPP (y, x).
Nous décrivons deux formalismes qualitatifs bien connus, RCC-8 [RANDELL et al. 1992] et RCC-

5 [BENNETT 1994, JONSSON & D RAKENGREN 1997]. Chacun d’entre eux considère un schéma de
partition dont les relations de base sont définies à partir des prédicats de la théorie RCC.

L’algèbre RCC-8 L’algèbre RCC-8 [RANDELL et al.1992] considère comme entités spatiales les ré-
gions régulières ouvertes d’un espace topologique, typiquement le planDRCC8 = R2. RCC-8 considère
les8 relations de baseEC,DC,PO,EQ,TPP ,NTPP ,TPPi,NTPPi dont les définitions formelles

43



Chapitre 2. Formalismes qualitatifs pour le temps et l’espace

sont données ci-dessus, formant l’ensembleBRCC8. Ces relations sont représentées schématiquement à
la figure 2.4. Notons queBRCC8 forme effectivement un schéma de partition.

Y

X

Y

DC(X, Y)

X

Y

PO(X, Y)EC(X, Y)

Y

X

X Y

EQ(X, Y)

X Y

TPP(X, Y)

XY

TPPI(X, Y)

X Y

NTPP(X, Y) NTPPI(X, Y)

X

FIGURE 2.4 – Représentation schématique des8 relations de base de l’algèbre RCC-8.

L’algèbre RCC-5 L’algèbre RCC-5, proposée initialement par Bennett [BENNETT 1994], est une ver-
sion simplifiée du formalisme RCC. RCC-5 considère les5 relations de basePO, DC, PP , PPi, EQ
formant l’ensembleBRCC5. Ces relations de base sont décrites schématiquement à la figure 2.5. Les en-
tités considérées sont les sous-ensembles non videsDRCC5 d’un ensemble fixé. Les éléments deDRCC5

ne sont pas nécessairement des sous-ensemble ouverts d’un espace topologique, puisque dans RCC-5
il est impossible de faire la distinction entre les points à l’intérieur d’un ouvert et ceux à sa frontière.
Typiquement,DRCC5 correspond à la topologie discrète formée à partir d’un ensemble fixé.

EQ(X, Y)

X

Y

DR(X, Y)

X

Y

PO(X, Y)

X Y Y X X Y

PP(X, Y) PPI(X, Y)

FIGURE 2.5 – Représentation schématique des5 relations de base de l’algèbre RCC-5.

2.3 Les réseaux de contraintes qualitatives (RCQ)

2.3.1 Rappel sur les problèmes de satisfaction de contraintes (CSP)

Avant de définir les structures sur lesquelles nous nous focalisons dans cette thèse, c’est-à-dire les
réseaux de contraintes qualitatives (RCQ), il semble nécessaire de donner quelques définitions au sujet
des problèmes de satisfaction de contraintes (CSP). En effet nous verrons que les RCQ sont des CSP
particuliers. Les CSP constituent un cadre simple et relativement général de représentation de la connais-
sance en termes d’ensembles de contraintes entre différentes entités. Ils interviennent dans de nombreux
domaines, tels que la gestion et l’allocation de ressources, l’ordonnancement de processus, etc. . . Les
définitions données ci-après concernent exclusivement lesCSPbinaires, i.e., qui ne considèrent que des
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contraintes entre des couples de variables ; ce choix est effectué sans perte de généralité, puisqu’il est
possible de transformer tout CSPn-aire en un CSP binaire équivalent. Pour des raisons de clarté, nous
omettons à présent le terme « binaire ».

Les notions que nous rappelons ici ont été introduites par Montanari et Mackworth [MONTANARI 1974,
MACKWORTH 1977].

Définition 73 (Problème de satisfaction de contraintes (CSP)). Un problème de satisfaction de contraintes
normalisé (CSP) est un triplet〈V,D,C〉 où :

– V = {v1, . . . , vn} est un ensemble fini de variables ;
– D = {D1, . . . ,Dn} est un multi-ensemble fini de domaines, oùDi est l’ensemble des valeurs

possibles pour la variablevi ;
– C = {C(vi, vj) | vi, vj ∈ V, i < j} est un ensemble fini de contraintes binaires entre les va-

riables ; une contrainteC(vi, vj) entre les variablesvi etvj est une relation deDi ×Dj et définit
l’ensemble des couples autorisés entre les deux variables.

Un CSP peut être représenté graphiquement sous la forme d’unréseau de contraintes dont chaque
nœud représente les valeurs des domaines d’une variable, etchaque arête représente un couple autorisé,
i.e., un couple appartenant à la relation dont est définie la contrainte correspondante. Les représentations
graphique de deux CSP définis sur trois variables sont données aux figures 2.6(a) et 2.6(b).
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v2v1

(a) Un CSP arc-cohérent.

c

d

e

b

a

f

v3

v2v1

(b) Un CSP chemin-cohérent.

FIGURE 2.6 – Représentation graphique de deux CSP définis sur l’ensemble de variablesV =
{v1, v2, v3} avecD1 = {a, b},D2 = {c, d}, etD3 = {e, f}.

Une large communauté de chercheurs s’est intéressée ces dernières décennies à un ensemble de pro-
blèmes que posent les CSP, parmi lesquels les problèmes de leur cohérenceou de leurminimalité. Notre
objectif ici n’est pas de présenter un état de l’art sur les problèmes liés aux CSP et aux nombreux algo-
rithmes proposés pour la résolution de ces problèmes, mais de donner un bref aperçu de ces techniques.
Aussi pour introduire la notion de cohérence d’un CSP il est nécessaire d’énoncer quelques définitions
supplémentaires.

Définition 74 (Instanciation partielle, instanciation, solution, cohérence). SoitP un CSP〈V,D,C〉.
– Uneinstanciation partielledeP surV ′ ⊆ V est une applicationα qui associe à chaque variable
vi deV ′ une valeur de son domaineDi.

– Une instanciation partielleα deP sur V ′ ⊆ V est ditecohérentesi toutes les contraintes deC
portant sur les variables deV ′ sont satisfaites, i.e., si pour tout couple de variables(vi, vj) ∈ V

2
<,

(α(vi), α(vj)) ∈ C(vi, vj).
– UneinstanciationdeP est une instanciation partielle deP surV .
– UnesolutiondeP est une instanciation deP cohérente.
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– P est dit cohérent(ou globalement cohérent) ssi il admet une solution,incohérentdans le cas
contraire.

Définition 75 (Équivalence). Deux CSPP = 〈V,D,C〉 etP ′ = 〈V,D′, C ′〉 sont ditséquivalentsssi ils
admettent les mêmes ensembles de solutions.

Exemple 6. Considérons les CSP schématisés aux figures 2.6(a) et 2.6(b). Ces deux CSP sont cohérents
et, deplus, équivalents : ils admettent tous les deux les solutionsα etα′, définies parα(v1) = a, α(v2) =
c, α(v3) = e et parα′(v1) = b, α′(v2) = d, α′(v3) = f .

L’un des problèmes majeur autour des CSP est le problème de décider de sa cohérence, i.e., de dé-
terminer si un CSP donné admet une solution, ou encore de trouver une solution au CSP le cas échéant.
Ces problèmes sontNP-difficiles dans le cas général, même lorsque les domaines des variables sont des
ensembles finis. Lorsque tout domaineDi, i ∈ {1, . . . , n} est un ensemble fini, une méthode naïve pour
répondre au problème de la cohérence d’un CSPP consiste à générer l’ensemble (fini) des instancia-
tions deP , i.e., l’ensemble des éléments deD1 × · · · ×Dn, et de tester la cohérence de chacune de ces
instanciations. Lorsqu’une telle instanciation cohérente est trouvée,P est montré cohérent, dans le cas
contraireP est incohérent. Un tel algorithme s’exécute en temps exponentiel. En raison de la complexité
élevée de cet algorithme, différentes formes de cohérenceslocales, telles que la cohérenced’arc ou la co-
hérencede cheminont été introduites dans la littérature, le but étant de transformer en temps polynomial
le CSP en un CSP équivalent mais dont l’espace de recherche desolutions est réduit.

Une première notion de cohérence locale a été introduite parMackworth [MACKWORTH 1977],
appelée cohérence d’arc. Un CSP possède la propriété de cohérence d’arc si pour toute variablevi, toute
instanciation partielle sur{vi} peut être « entendue » à une instanciation partielle sur{vi, vj}, pour toute
variablevj. La notion de cohérence d’arc est définie formellement commesuit :

Définition 76 (Cohérence d’arc [M ACKWORTH 1977]). Un CSPP = 〈V,D,C〉 est ditarc-cohérent
ssi pour tout domaineDi ∈ D,Di 6= ∅ et pour toute valeura ∈ Di, pour toute variablevj ∈ V , il existe
une valeurb ∈ Dj telle que(a, b) ∈ C(vi, vj).

Exemple 7. Les CSP schématisés aux figures 2.6(a) et 2.6(b) sont tous lesdeux arc-cohérents.

Plusieurs algorithmes en temps polynomial ont été proposésdans la littérature dans le but de rendre
un CSP arc-cohérent et ainsi de réduire son espace de recherche. Mackworth est le premier à avoir pro-
posé un tel algorithme dans [MACKWORTH & FREUDER 1985]. De nombreuses variantes de cet algo-
rithme ont ensuite été proposées dans la littérature [BESSIÈRE1994, ZHANG & YAP 2001, LECOUTRE

et al. 2003, LECOUTRE & H EMERY 2007]. Ces méthodes suppriment certaines valeurs « inutiles » de
certains domaines du CSP, i.e., certaines valeurs qui ne peuvent être affectées par aucune solution du
CSP.

Une notion plus forte de cohérence locale a été développée par Montanari [MONTANARI 1974] et
appelée plus tard cohérence de chemin par Mackworth dans [MACKWORTH 1977]. Elle est définie de la
manière suivante :

Définition 77 (Cohérence de chemin[M ONTANARI 1974, MACKWORTH 1977]). Un CSPP est dit
chemin-cohérentssi pour toute séquence (ou chemin) de valeurs(ak1 , . . . , akm

) ∈ Dk1 × · · · × Dkm

telle que∀l ∈ {1, . . . ,m− 1}, (akl
, akl+1

) ∈ C(vkl
, vkl+1

), alors (ak1 , akm
) ∈ C(vk1 , vkm

).

La définition de chemin cohérence considère l’ensemble des chemins entre deux variables. Mack-
worth [MACKWORTH 1977] a alors montré que de manière équivalente, on peut ne considérer que les
chemins de longueur2 entre deux variables. Ainsi cette notion peut être définie demanière équivalente
comme suit :
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Théorème 16([M ACKWORTH 1977]). Un CSPP est chemin-cohérent ssi pour toute paire de valeurs
(ai, aj) ∈ Di × Dj telle que(ai, aj) ∈ C(vi, vj), il existe une valeurak ∈ Dk telle que(ai, ak) ∈
C(vi, vk) et (ak, aj) ∈ C(vk, vj).

Exemple 8. Le CSP schématisé à la figure 2.6(a) n’est pas chemin-cohérent, puisque pour le couple de
valeurs(d, f) ∈ C(v2, v3), il n’existe pas de valeurx ∈ D1 telle que(x, d) ∈ C(v1, v2) et (x, f) ∈
C(v1, v3). Le CSP représenté à la figure 2.6(b), lui, est chemin-cohérent.

De nombreux algorithmes en temps polynomial ont également été proposés pour rendre un CSP
chemin-cohérent [MONTANARI 1974, MACKWORTH 1977, SINGH 1995, CHMEISS & JÉGOU 1998].
Parmi ces algorithmes, celui de Montanari consiste à transformer un CSP en un CSP chemin-cohérent
en appliquant successivement l’opération suivante sur l’ensemble des triplets de variablesvi, vj , vk ∈ V
jusqu’à ce qu’un point fixe soit atteint :C(vi, vj) ← C(vi, vj) ∩ (C(vi, vk) ◦ C(vk, vj)). Si, lors de ce
processus, l’une des contraintes est définie par l’ensemblevide, alors le CSP initial est incohérent. Sinon
le CSP résultant est chemin-cohérent et équivalent au CSP initial.

Les définitions d’arc-cohérence et de chemin-cohérence ontété généralisées par Freuder [FREUDER1991],
qui définit la notion dek-cohérence.

Définition 78 (k-cohérence[FREUDER 1991]). Soit k un entier positif. Un CSPP est ditk-cohérent
ssi toute instanciation partielle cohérente deP dek − 1 variables peut êtré étendue à une instanciation
partielle cohérente deP dek variables.

Définition 79 (k-cohérence forte[FREUDER1991]). Soitk un entier positif. Un CSPP est ditfortement
k-cohérentssi pour tout entierj ∈ {1, . . . , k}, P estj-cohérent.

Ainsi un CSP considérantn variables qui est fortementn-cohérent est nécessairement globalement
cohérent. La notion d’arc cohérence correspond à celle de la2-cohérence forte et la notion de chemin-
cohérence correspond à celle de3-cohérence forte.

De nombreuses méthodes ont été proposés dans la littératureafin de transformer un CSP en un
CSP équivalent localement cohérent. L’intérêt des algorithmes proposés est qu’ils s’exécutent en temps
polynomial et permettent de simplifier le problème initial en réduisant l’espace de recherche des solutions
du CSP.

2.3.2 Les réseaux de contraintes qualitatives (RCQ) : définition et exemple

L’ensemble des connaissances, croyances ou préférences à propos d’un ensemble d’entités spatiales
ou temporelles et des relations satisfaites entre ces entités peut s’exprimer sous la forme d’un CSP par-
ticulier que l’on appelleréseau de contraintes qualitatives(RCQ en abrégé). Les variables de ce CSP
représentent les entités spatiales ou temporelles en question et appartiennent toutes à un même domaine
de définition (e.g., l’ensemble des points du plan, des intervalles dont les bornes sont des nombres ra-
tionnels, etc. . .). Un RCQ considère une algèbre qualitative particulière, et les contraintes d’un RCQ sont
définies par des relations de l’algèbre qualitative en question.

Formellement, un RCQ est défini de la manière suivante :

Définition 80 (Réseau de contraintes qualitatives). Soit2B une algèbre qualitative surD. Un réseau
de contraintes qualitativesN sur2B est un couple(V,C) où :

– V est un ensemble fini de variables{v1, . . . , vn} tel que toute variablevi de V représente une
entité du domaineD ;
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– C est une application deV ×V dans2B qui à tout couple de variables(vi, vj) ∈ V ×V associe une
relationN [i, j] appartenant à2B, représentant l’ensemble des relations de base permises entre vi
et vj. C est telle queN [i, i] = {eq} etN [i, j] = N [j, i]⌣ pour toute paire(vi, vj) ∈ V × V .

Notons que notre définition des RCQ se restreint à des contraintes binaires. En effet, la plupart
des formalismes qualitatifs proposés dans la littérature considèrent des relations binaires (cf. section
2.2). Cependant, certains formalismes comme l’algèbre desarcs cycliques [BALBIANI & OSMANI 2000]
considèrent des relations d’arité supérieure. La restriction que nous imposons ici se fait sans perte de
généralité, puisque l’ensemble des travaux présentés danscette thèse peut facilement être étendu à des
algèbres qualitatives d’aritén, avecn > 0.

Un RCQ est un graphe complet puisque tout couple de variablesest lié par une contrainte : à
chaque couple de variables est associée une contrainte définie par un ensemble de relations de base
deB qui s’interprétent de manière disjonctive ; ainsi sivi, vj ∈ V , la contraintevi{b1, . . . , bm}vj (avec
b1, . . . , bm ∈ B) exprime la disjonction «vi b1 vj ou . . . ouvi bm vj. Nous représentons un RCQ par un
graphe dont chaque nœud représente une variable deV et chaque arc reliant deux nœuds représentant
les variablesvi et vj est annoté par la relationN [i, j]. Remarquons qu’un RCQ(V,C) est entièrement
caractérisé par la restriction deC sur l’ensemble des couples(vi, vj) où i < j. Ainsi pour simplifier,
pour tout couple de variables(vi, vj), on ne représente graphiquement la contrainteN [i, j] que lorsque
i < j et lorsqueN [i, j] 6= B (i.e., lorsque chacune des relations de base deB est permise entrevi et vj).

Notation 11. On noteV 2
< l’ensemble{(vi, vj) | vi, vj ∈ V et i < j}.

Exemple 9(Contraintes sur un emploi du temps). Considérons un étudiant, Jérôme, qui exprime ses
préférences sur l’emploi du temps de quatre matières (algèbre, analyse, algorithmique et anglais) se
déroulant sur un intervalle de temps. Jérôme préfère commencer l’algorithmique après avoir terminé
l’analyse, et veut étudier l’algèbre avant l’algorithmique ; il souhaite également commencer l’algèbre
avant le début du cours d’analyse, et terminer l’algèbre avant la fin de l’analyse ; enfin pendant la pé-
riode où Jérôme étudie l’analyse, il souhaite également étudier l’anglais. Puisque les entités considérées
sont ici des cours se déroulant chacun sur un intervalle de temps, et que les informations exprimées par
l’étudiant sont des contraintes de positions relatives entre ces cours, cet exemple peut se modéliser en
utilisant l’algèbre des intervalles d’Allen2Bint (cf. section 2.2.1). Chaque cours est représenté par une
variable, Les quatre variablesv1, v2, v3, v4 représentent respectivement les cours d’algèbre, analyse, al-
gorithmique et anglais, et forment l’ensembleV . Ainsi les préférences de Jérôme peuvent s’exprimer au
moyen d’un RCQN = (V,C) défini sur2Bint oùC est défini comme suit, pour tout couple de variables
(vi, vj) ∈ V

2
< :

– C(v2, v3) = N [2, 3] = {p} : « l’analyse doit se terminer avant le début du cours d’algorith-
mique » ;

– C(v1, v3) = N [1, 3] = {p,m} : « le cours d’algèbre doit se dérouler avant le cours d’algorith-
mique » ;

– C(v1, v2) = N [1, 2] = {p,m, o} : « l’algèbre doit débuter avant le début du cours d’analyse,et
l’algèbre doit se terminer avant la fin du cours d’algorithmique » ;

– C(v2, v4) = N [2, 4] = {s, d, eq, f} : « l’analyse doit se dérouler durant la période où se déroule
le cours d’anglais » ;

– C(v1, v4) = C(v3, v4) = N [1, 4] = N [3, 4] = Bint : aucune préférence n’est exprimée concer-
nant l’étude de l’anglais relativement aux cours d’algèbreet d’algorithmique.

Le RCQN = (V,C) ainsi défini est représenté à la figure 2.7(a).

Cet exemple décrit la situation où un agent exprime sespréférencessur un emploi du temps, i.e.,
un ensemble de contraintes préférées concernant les relations entre des paires d’entités d’un ensemble
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FIGURE 2.7 – Un RCQN (a), un scénario non cohérentσ deN (b), un scénario cohérentσ′ deN (c) et
une solution deσ′ (a).

fixé. L’information pouvant être exprimée au sein d’un RCQ peut également représenter un ensemble
de croyanceslorsque l’agent consiste en un ensemble de capteurs plus ou moins fiables, ou un être
humain ayant une vision qualitative incomplète ou incertaine à propos d’un ensemble d’entités. Enfin un
RCQ peut également fournir un ensemble decontraintes d’intégritétraduisant la structure d’un problème
sous-jacent ; par exemple dans [SAADE 2008], une algèbre qualitative, appelée ADC25 (pour Algèbre
des Directions Cardinales 25), raffine l’algèbre des directions cardinales, et est utilisée afin de modéliser
au sein d’un RCQ les contraintes codant le problème desn-reines [HOFFMAN et al.1969].

Un RCQ forme un ensemble de contraintes binaires interprétées de manière conjonctive, ce qui im-
pose une certaine restriction d’expressivité puisque les contraintes sont considérées indépendantes, i.e.,
il est impossible d’exprimer de l’information impliquant une dépendance logique inter-contraintes. Par
exemple, un RCQ ne permet pas d’exprimer l’information «vi R1 vj ouvk R2 vl », oùvi, vj , vk, vl ∈ V
etR1, R2 ∈ 2B. Cette perte d’expressivité trouve son compromis en terme d’efficacité de raisonnement ;
la résolution du problème de la cohérence d’un RCQ se base principalement sur des algorithmes qui
utilisent la table de composition de l’algèbre qualitativeen question, table qui ne peut être exploitée que
si l’ensemble des contraintes est exprimé de manière conjonctive.

2.3.3 Le problème de la cohérence des RCQ

Nous introduisons tout d’abord quelques définitions autourdes RCQ. Nous considérons fixée une
algèbre qualitative2B sur un domaineD.N = (V,C) dénote un RCQ défini sur2B.

Définition 81 (Instanciation).
– UneintanciationsurV ′ ⊆ V est une applicationα deV ′ dansD ;
– Une instanciationα surV ′ ⊆ V est ditecohérenteavecN si ∀vi, vj ∈ V ′, α(vi) C(vi, vj) α(vj).

Définition 82 (Solution). Une solutiondeN est une applicationα deV dansD telle que pour toute
paire de variables(vi, vj), α(vi) Cij α(vj).
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Définition 83 (Cohérence). N est ditcohérentssi il admet une solution.

Définition 84 (Sous-RCQ). Un sous-RCQN ′ deN est un RCQ(V,C ′) tel queN ′[i, j] ⊆ N [i, j]
pour toute paire de variables(vi, vj). LorsqueN ′ est un sous-RCQ deN , on noteN ′ ≤B

V N ou plus
simplementN ′ ≤ N lorsqueB et V sont supposés connus ; si de plusN ′ 6= N , N ′ est dit sous-RCQ
strict deN , noté alorsN ′ <B

V N (ouN ′ < N ).

Proposition 1. ≤B
V est un ordre partiel.

Preuve. SoientN = (V,C),N ′ = (V,C ′) etN (2) = (V,C(2)).
– ≤B

V est réflexive : en effet, pour toute paire de variables(vi, vj), on aN [i, j] ⊆ N [i, j] ; donc
N ≤B

V N ;
– ≤B

V est transitive : en effet, pour toute paire de variables(vi, vj), siN [i, j] ⊆ N ′[i, j] etN ′[i, j] ⊆
N (2)[i, j], alorsN [i, j] ⊆ N (2)[i, j] ; donc siN ≤B

V N ′ etN ′ ≤B
V N (2), alorsN ≤B

V N (2) ;
– ≤B

V est antisymétrique : en effet, pour toute paire de variables(vi, vj), si N [i, j] ⊆ N ′[i, j] et
N ′[i, j] ⊆ N [i, j], alorsN [i, j] = N ′[i, j] ; donc siN ≤B

V N ′ etN ′ ≤B
V , alorsN = N ′.

Définition 85 (Scénario).
– Un scénarioσ est un RCQ dont chaque contrainte est définie par une relationsingleton, i.e., une

relation contenant une et une seule relation de base deB ;
– Un scénario d’unRCQ N est un scénario sous-RCQ deN .

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 2. Pour toute instanciationα sur V , il existe un unique scénario cohérent qui admetα
comme solution.

Preuve. Soitα une instanciation surV . Puisque les relations de base deB sont complètes et mutuelle-
ment exclusives, pour tout couple de valeurs(a1, a2) du domaineD, il existe une relation de baseb ∈ B

telle quea1 b a2. Il existe donc un unique scénario cohérentσα, défini pour tout couple de variables
(vi, vj) ∈ V

2
< parσ[i, j] = {b}, avecα(vi) b α(vj).

Nous pouvons en déduire que la notion de cohérence d’un RCQ peut s’exprimer de manière équiva-
lente comme suit :

Corollaire 1. N est dit cohérent ssi il admet un scénario cohérent.

Preuve. Supposons queN admette un scénario cohérentσ. Par définition,σ admet une solution, qui est
également solution deN puisqueσ ≤ N . N admet donc une solution, par conséquentN est cohérent.
Supposons maintenant queN soit cohérent.N admet donc une solutionα. Par la proposition 2, il existe
un (unique) scénario cohérentσα qui admetα comme solution. Le fait que les relations de base de
B soient mutuellement exclusives implique queσα est un scénario cohérent deN . DoncN admet un
scénario cohérent.

Notation 12. L’ensemble desscénariosd’un RCQN est noté〈N〉. L’ensemble desscénarios cohérents
deN est noté[N ]. L’ensemble dessolutionsdeN est notéJNK.

Dans la suite, les symbolesσ, σ′, σ′′, . . . , σ1, σ2, . . . désigneront des scénarios ;
SoitN le RCQ représenté à la figure 2.7(a). Les figures 2.7(b), 2.7(c) et 2.7(d) représentent respecti-

vement un scénario non cohérentσ deN , un scénario cohérentσ′ deN et une solution deσ′.
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Définition 86 (Équivalence). Soient2B et 2B′
deux algèbres qualitatives définies sur le même domaine

D. Deux RCQN etN ′ définis respectivement sur2B et2B′
sont ditséquivalentsà ssiN etN ′ admettent

les mêmes solutions, i.e., ssiJNK = JN ′K.

Lorsque deux RCQ sont définis sur la même amgèbre qualitative, la notion d’équivalence entre ces
RCQ peut également s’exprimer par l’égalité de leurs ensembles de scénarios cohérents respectifs :

Remarque 1. Deux RCQN etN ′ définis sur2B sont dits équivalents à ssiN etN ′ admettent les mêmes
scénarios cohérents, i.e., ssi[N ] = [N ′].

Définition 87 (Minimalité ). N est dit minimal ssi pour toute paire de variables(vi, vj) et pour toute
relation de baseb ∈ N [i, j], il existe un scénario cohérentσ deN tel queσ[i, j] = b. Autrement dit,N
est minimal ssi∀vi, vj ∈ V , ∄N ′,N ′ < N , [N ′] = [N ].

Trois problèmes majeurs se posent sur les RCQ :

1. le problème de décider la cohérence deN , i.e., le problème de déterminer si un RCQ défini sur l’al-
gèbre qualitative2B admet une solution ; de manière plus générale, étant donné unsous-ensemble
S de 2B, on s’intéresse au problème de la cohérence des RCQ dont les contraintes sont définies
par des relations deS ; ce problème est notéRCQSAT(S).

2. le problème de la recherche d’un scénario cohérent deN ;

3. le problème du calcul d’un RCQ minimal équivalent àN .

Dans la littérature les chercheurs s’intéressent principalement à la résolution du premier de ces trois
problèmes, i.e.,RCQSAT(S), c’est également sur ce problème que nous nous focalisons dans le reste
de cette section. La raison principale motivant ce choix estque le problème de la cohérence d’un RCQ
est un problème de décision qui sert de pierre angulaire aux deux autres problèmes : en effet, si l’on
disposait d’un « oracle »SAT(), i.e., une procédureSAT() qui déciderait la cohérence d’un RCQ en une
seule étape de calcul, alors la résolution des deux autres problèmes s’effectuerait en temps polynomial.
L’algorithme 1 effectue la recherche d’un scénario cohérent d’un RCQ donné en entrée, et l’algorithme
2 effectue le calcul d’un RCQ minimal équivalent à un RCQ donné en entrée. Ces deux algorithmes
utilisent la procédureSAT() et s’exécuteraient en temps polynomial siSAT() ne nécessitait qu’une
seule étape de calcul.

Une particularité des RCQ est qu’ils sont considèrent une algèbre qualitative dont le domaine de
définition des variables est typiquement infini. C’est le caspour l’ensemble des algèbres qualitatives
présentées à la section précédente. Par exemple, pour l’algèbre des intervalles2Bint , le domaineDint

est l’ensemble infini des intervalles dont les bornes sont des nombres rationnels. Aussi,RCQSAT(S)
est indécidable dans le cas général [HIRSCH 1999]. Néanmoins, résoudre le problème de la cohérence
d’un RCQN revient à déterminer siN admet un scénario cohérent, comme nous l’avons énoncé dans
la proposition 1. Or, pour l’ensemble des algèbres qualitatives que nous considérons, le problème de la
cohérence d’un scénario, i.e., le problèmeRCQSAT(2B), est décidable, et ce en temps polynomial (ce
qui est le cas à notre connaissance pour l’ensemble des formalismes qualitatifs définis dans la littérature).
Autrement dit, il existe toujours un algorithme en temps polynomial qui décide de la cohérence d’un
scénario :RCQSAT(B) est traitable. Ainsi, il suffit de générer l’ensemble (fini) des scénarios d’un RCQ
N et de tester en temps polynomial la cohérence de chacun d’entre eux pour répondre au problème de
la cohérence deN , i.e., pour déciderRCQSAT(2B). Cette algorithme s’exécute en temps exponentiel
dans le pire des cas. Cependant, nous disposons d’une borne supérieure de complexité pour le problème
de la cohérence :

Proposition 3. RCQSAT(2B) ∈ NP.
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Algorithme 1 : Calcul d’un scénario cohérent d’un RCQN .

Entrée : un RCQN = (V,C)
Sortie : un scénario cohérent deN ou “UNSAT” si N est incohérent
début

N ′ ← N ;
pour tout (vi, vj) ∈ V

2
< faire

coherent← faux;
pour tout b ∈ N [i, j] faire

si noncoherent alors
N ′[i, j] ← {b};
si SAT(N ′) alors

coherent← vrai;
finsi

finsi
fin faire
si noncoherent alors

retourner “UNSAT”;
finsi

fin faire
retourner N ′;

fin

Algorithme 2 : Calcul d’un RCQ minimal et équivalent à un RCQN .

Entrée : un RCQN = (V,C)
Sortie : un RCQ minimal et équivalent àN ou “UNSAT” si N est incohérent
début

N ′ ← N ;
Ntmp ← N ′;
pour tout (vi, vj) ∈ V

2
< faire

pour tout b ∈ N [i, j] faire
Ntmp[i, j]← {b};
si nonSAT(Ntmp) alors

N ′[i, j] ← N ′[i, j] \ {b};
finsi

fin faire
siN ′[i, j] = ∅ alors

retourner “UNSAT”;
finsi

fin faire
retourner N ′;

fin
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Preuve.SoitN un RCQ. L’algorithme non déterministe suivant décide de la cohérence deN .

1. deviner un scénarioσ deN ;

2. vérifier en temps polynomial déterministe queσ est cohérent ;

Malheureusement, pour la plupart des algèbres qualitatives 2B, RCQSAT(2B) est un problème
NP-difficile. C’est le cas par exemple pour l’algèbre des intervalles d’Allen : la preuve de ce résultat de
complexité a été donnée par Vilain et Kautz dans [VILAIN & K AUTZ 1986, VILAIN et al. 1990]. C’est
également le cas pour les algèbres RCC-5 [BENNETT 1994] et RCC-8 [RENZ 2002], de l’algèbre des
directions cardinales [LIGOZAT 1998a]. L’algèbre des points est l’un des rares formalismespour lequel
le problème de la cohérence est traitable sur2Bpt : RCQSAT(2Bpt) ∈ P [V ILAIN & K AUTZ 1986].
Tout comme dans le cadre des CSP, de nombreux travaux ont été effectués ces deux dernières décennies
afin d’optimiser la résolution du problème. Les algorithmesproposés utilisent la table de composition
de l’algèbre qualitative afin d’éliminer des relations de base de certaines contraintes du RCQ qui ne
peuvent engendrer une solution du le RCQ. À l’instar des méthodes proposées dans le cadre des CSP, ces
algorithmes de filtrage s’exécutent en temps polynomial en le nombre de variables du RCQ considéré et
utilisent une notion de cohérence locale.

2.3.4 Cohérence locale dans les RCQ

Les techniques proposées pour transformer un CSP en un CSP équivalent arc-cohérent sont inexploi-
tables dans le cadre des RCQ. La notion de cohérence de cheminpeut, quant à elle, être exploitée dans
le cadre des RCQ. Cette notion se définit dans les RCQ de la manière suivante :

Définition 88 (Chemin-cohérence). Un RCQN = (V,C) est dit chemin-cohérent ssi∀vi, vj , vk ∈ V ,
Rel(N [i, j]) ⊆ Rel(N [i, k]) ◦ Rel(N [k, j]).

Puisque le domaineD des variables d’un RCQ est typiquement infini, les relationscomplexes repré-
sentée par les contraintes d’un RCQ consistent en un ensemble infini de tuples. Il est ainsi impossible de
manipuler ces tuples afin de rendre un RCQ chemin-cohérent. Cependant, il existe une notion de cohé-
rence locale plus faible, dite defermeture algébrique, propre aux RCQ. Cette notion est définie comme
suit [RENZ & L IGOZAT 2005] :

Définition 89 (Fermeture algébrique [RENZ & L IGOZAT 2005]). Un RCQN = (V,C) est dit algé-
briquement fermé, ou⋄-fermé ssi∀vi, vj , vk ∈ V ,N [i, j] ⊆ N [i, k] ⋄N [k, j].

L’avantage de la propriété de fermeture algébrique est qu’elle est toujours applicable aux RCQ puis-
qu’on peut transformer un RCQ donné en un sous-RCQ équivalent ⋄-fermé en utilisant exclusivement
les opérations de l’algèbre qualitative. Dans la littérature, plusieurs algorithmes en temps polynomial ont
été proposés à cette fin. Grossièrement, ces algorithmes réalisent l’opération de triangulation suivante
sur l’ensemble des triplets de variablesvi, vj , vk ∈ V jusqu’à ce qu’un point fixe soit atteint, ou jusqu’à
ce que le RCQ soit détecté incohérent dans le cas contraire :N [i, j]← N [i, j]∩ (N [i, k] ⋄N [k, j]). Plu-
sieurs algorithmes basés sur cette opération de triangulation ont été proposés dans la littérature. Decheter,
Meiri et Pearl proposent dans [DECHTER et al. 1991] un premier algorithme en tempsO(n5), nommé
PC1, adapté d’une version proposée initialement proposée par Mackworth [MACKWORTH 1977]. Van
Beek propose dans [VAN BEEK 1990,VAN BEEK 1992] un algorithme en tempsO(n3), nommé PC2,
ainsi qu’un algorithme enO(n2) spécifique aux RCQ définis sur l’algèbre des points. Chacune de ces
approches est appelée communément « méthode de fermeture par faible composition ». Si lors de ce pro-
cessus l’une des contraintes est définie par la relation vide, alors le RCQ initial est incohérent. Sinon le
RCQ résultant est⋄-fermé.
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La méthode de fermeture algébrique est complète pour le problème de la cohérence des RCQ définis
sur l’algèbre des points [VILAIN & K AUTZ 1986]. Ainsi nous disposons d’un algorithme polynomial
pour résoudre le problème de la cohérence d’un RCQ de l’algèbre des points. Mais dans le cas général,
un RCQ⋄-fermé n’est pas nécessairement cohérent. Ceci n’est pas étonnant du fait que le problème de la
cohérence d’un RCQ estNP-difficile dans le cas général. Par exemple, Allen exhibe dans [] l’exemple
d’un RCQ défini sur l’algèbre des intervalles,⋄-fermé et incohérent. Un RCQ⋄-fermé n’est pas non
plus nécessairement chemin-cohérent dans le cas général : Dünstch montre dans [DÜNTSCH et al.2001]
que pour l’algèbre RCC-8, l’opérateur de faible composition ⋄ ne coïncide pas avec la composition
relationnelle◦. Cependant, pour de nombreuses algèbres qualitatives, la faible composition⋄ coïncide
avec la composition relationnelle◦. C’est le cas par exemple pour l’algèbre des intervalles, l’algèbre
des points ou l’algèbre des directions cardinales (cf. section précédente), et plus généralement pour la
plupart des algèbres qualitatives dont le domaine considéré est muni d’une relation d’ordre [LIGOZAT et
al. 2004]. Pour ces algèbres les notions de chemin-cohérence etde faible composition coïncident.

Pour certaines algèbres qualitatives, la méthode de⋄-fermeture est complète pour décider de la co-
hérence d’un scénario. Renz et Ligozat remarquent dans [RENZ & L IGOZAT 2005] que le fait que les
opérateurs de faible composition⋄ et de composition relationnelle◦ coïncident pour un formalisme qua-
litatif particulier est indépendant du fait que tout scénario ⋄-fermé soit nécessairement cohérent pour ce
même formalisme. Par exemple, pour le formalisme RCC-8, il est possible de définir un scénario⋄-fermé
qui ne soit pas chemin-cohérent, alors qu’il a été prouvé dans [RENZ & N EBEL 1999] que tout scénario
de RCC-8⋄-fermé est nécessairement globalement cohérent. Inversement, pour le formalismeSTAR,
les opérations⋄ et ◦ coïncident, alors qu’il est donné dans [RENZ & L IGOZAT 2005] un exemple de
scénario sur une algèbreSTAR particulière,⋄-fermé et incohérent.

2.3.5 Cohérence globale d’un RCQ

Nous donnons à présent une méthode basée sur un principe de « backtrack » pour la résolution du
problème de la cohérence des RCQ,RCQSAT(S), avecS ⊆ 2B. Cette méthode est implémentée dans
la fonctionestCoherent(). Initialement proposée par Allen pour les RCQ de l’algèbre des intervalles,
cette méthode consiste à rechercher un scénario cohérent d’un RCQN de la manière suivante : pour
chacune des contraintesN [i, j] du RCQ considéré et pour chacune des relations de baseb contenues dans
la contrainte,N [i, j] est remplacé par la relation singleton{b}. À chaque étape le sous-RCQ résultant est
maintenu⋄-fermé afin d’optimiser la recherche. Ainsi la fonctionestCoherent(N) renvoit “vrai” siN
est cohérent, “faux” sinon. Dans cet algorithme, la procédure ffc(N) dénote une méthode de fermeture
par faible composition du RCQN en paramètre et renvoit “faux” ssiN est détecté incohérent lors de ce
processus.

Dans le pire des cas, cette fonction s’exécute en temps exponentiel au nombre de variables du RCQ.
Malgré cela, elle reste relativement efficace en raison du maintien du RCQ algébriquement fermé à
chaque étape d’affectation d’une de ses contraintes à une relation de base permise. Cette méthode est très
populaire : elle a fait l’objet de nombreuses études qui ont eu pour objectif d’améliorer son efficacité au
travers d’heuristiques de choix de la prochaine contrainteà affecter, ou de la prochaine relation de base
à affecter dans la contrainte considérée.

2.3.6 Classes traitables

Une classe traitable est un sous-ensembleS de2B pour lequel le problèmeRCQSAT(S) peut se
résoudre en temps polynomial. La recherche de classes traitables constitue une activité de recherche
importante [NEBEL & B ÜRCKERT 1994, NEBEL & B ÜRCKERT 1995, LIGOZAT 1996, JONSSON &
DRAKENGREN 1997, LIGOZAT 1998b, RENZ & N EBEL 1999]. Par exemple, van Beek a montré dans
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Fonction :estCoherent()

Entrée : un sous-ensembleS ⊆ 2B, un RCQN = (V,C) dont les contraintes sont définies par
des relations deS

Sortie : vrai siN est cohérent,faux sinon
début

si nonffc(N) alors
retourner faux ;

finsi
si toutes les contraintesN [i, j] correspondent à des relations singletonsalors

retourner vrai ;
finsi
Sélectionner un couple(vi, vj) ∈ V 2

< qui n’a pas encore été sélectionné et tel que la contrainte
N [i, j] ne correspond pas à une relation singleton;
C ← N [i, j];
pour tout b ∈ C faire

N [i, j]← {b};
si estCoherent(N) alors

retourner vrai ;
finsi

fin faire
retourner faux ;

fin

[V ILAIN et al. 1990] que la méthode de⋄-fermeture pour les RCQ définis sur l’algèbre des points2Bpt

est une méthode complète pour la cohérence globale, et qu’ainsi le problèmeRCQSAT(2Bpt) se résoud
en temps polynomial.

En ce qui concerne le cas particulier de l’algèbre des intervalles,RCQSAT(2Bint) est un problème
NP-complet [VILAIN & K AUTZ 1986]. Toutefois, plusieurs classes traitables de l’algèbre des intervalles
ont été identifiées dans la littérature. Valdés-Pérez est lepremier à avoir montré que l’ensemble des re-
lations singletons de2Bint est une classe traitable de l’algèbre des intervalles [VALDÉS-PÉREZ 1987].
Dans [VAN BEEK 1990], van Beek identifie un sous-ensemble plus large de relations de2Bint , conte-
nant les relations singletons de2Bint , que Nökel appellerelations convexesdans [NÖKEL 1991]. Nebel
et Bürckert ont plus tard identifié un sous-ensembleS de2Bint , maximal pour l’inclusion, qui contient
l’ensemble des relations singleton de2Bint et la relationBint (et en particulier l’ensemble des relations
convexes), et pour lequel le problèmeRCQSAT(S) peut se résoudre en temps polynomial [NEBEL &
BÜRCKERT 1994, NEBEL & B ÜRCKERT 1995] : les relations ORD-Horn. Ligozat démontre la traitabi-
lité des relations ORD-Horn en utilisant un procédé géométrique, et appelle ces relations, les relations
préconvexes[L IGOZAT 1996].

Lorsque l’on dispose d’une classe traitableS ∈ 2B, on sait qu’il existe un algorithme qui permet de
déciderRCQSAT(S) en temps polynomial. Pour certaines algèbres qualitatives, la méthode de ferme-
ture par faible composition est complète pour les RCQ dont les contraintes sont définies par des relations
d’un tel ensembleS. C’est le cas par exemple des relations préconvexes de l’algèbre des intervalles. Dans
[NEBEL 1995, NEBEL 1996], Nebel propose un algorithme qui permet d’exploiter les classes traitables
pour la résolution du problèmeRCQSAT(2B). L’algorithme ainsi défini est valide pour toute algèbre
qualitative pour laquelle la méthode de⋄-fermeture est complète pour la cohérence des scénarios. L’al-
gorithme de Nebel est une version modifiée de la méthode décrite par la fonctionestCoherent(.) Elle
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consiste, pour déterminer la cohérence d’un RCQN , à affecter chacune des contraintes deN , non pas
par une relation singleton, mais par une relation appartenant à la classe traitableS choisie. À chaque
étape, la contrainteN [i, j] sélectionnée est « partitionnée » en un nombre minimal de sous-ensembles
de relations appartenant àS. La contrainteN [i, j] est alors affectée à une relation issue du découpage
choisi. Après chaque affectation, la méthode de fermeture par faible composition est appliquée àN afin
de vérifier sa cohérence globale. L’algorithme de Nebel reste à ce jour le plus utilisé et le plus efficace
en ce qui concerne la résolution du problème de la cohérence des RCQ.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons évoqué la nécessité d’utiliserun formalisme qualitatif lorsque l’on
veut représenter des informations à propos d’entités spatiales ou temporelles. Nous avons montré que
l’usage d’un tel formalisme est approprié lorsque ces informations correspondent à des relations entre les
entités et modélisent des croyances ou des préférences provenant directement du langage humain. Nous
avons décrit plusieurs formalismes qualitatifs définis dans la littérature. Nous avons également défini
la notion deréseau de contraintes qualitatives(RCQ en abrégé), un graphe de contraintes défini sur
un formalisme qualitatif particulier. Un RCQ permet d’exprimer des relations entre des entités spatiales
ou temporelles et de raisonner à propos de ces entités. Le problème fondamental qui se pose sur les
RCQ, i.e., le problème de leur cohérence, est un problèmeNP-complet dans le cas général. Nous avons
décrit quelques méthodes de résolution de ce problème qui utilisent les lois du formalisme qualitatif en
question. Ces méthodes exploitent des notions de cohérencelocale et de fermeture par faible composition.
Nous avons également mis en lumière les particularités qu’ont certains formalismes et leurs impacts sur
le problème de la cohérence des RCQ. Nous avons enfin évoqué laprésence de classes traitables, qui
permettent d’une part de résoudre le problème de la cohérence des RCQ en temps polynomial lorsque
l’on restreint les contraintes des RCQ à certaines relations, d’autre part de résoudre plus efficacement le
problème dans le cas général.
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57



58



Chapitre 3

Problématiques posées et caractérisation
logique
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Dans de nombreuses applications de représentation du tempsou de l’espace telles que les systèmes
d’informations géographiques (SIG), l’information provient souvent de phrases du type « les parcelles A
et B sont connectées entre elles », « Paris est au nord ou au nord-est de Toulouse » ou « le processus P1
doit se dérouler avant le processus P2 ». Selon le contexte, ce type d’informations exprime les croyances
ou les préférences d’un agent, et une telle description qualitative d’informations spatiales ou temporelles
peut souvent se représenter au moyen de réseaux de contraintes qualitatives (RCQ), comme nous l’avons
vu dans le chapitre précédent.

Dans les systèmes multi-agents, e.g., des bases de données distribuées, l’information à propos d’un
ensemble d’entités spatiales ou temporelles est souvent représentée par des RCQ provenant de différentes
sources. La multiplicité des sources d’informations fournissant les RCQ fait que souvent ces RCQ sont
conflictuels, et il devient alors nécessaire de mettre en œuvre une méthode de fusion de ces RCQ afin
de résoudre les conflits. Il s’agit de définir un opérateur de fusion prenant en argument les RCQ four-
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nis, et qui retourne en résultat un ensemble d’informationscohérentes à propos des entités spatiales ou
temporelles considérées par les sources, tout en représentant les RCQ initiaux dans leur globalité.

Dans ce chapitre, nous discutons des différents problèmes inhérents à la fusion de RCQ provenant
de différentes sources. À partir des problèmes posés, nous délimitons le cadre général de notre étude.
Nous proposons alors une caractérisation logique d’un opérateur de fusion de RCQ. Nous définissons
également quelques opérateurs de fusion simples et discutons de leurs propriétés logiques. Enfin nous
décrivons différentes instances de problème de fusion de RCQ qui serviront de fil rouge pour les opéra-
teurs de fusion décrits dans les chapitres suivants.

3.1 Définition du cadre

3.1.1 Problématique posée par la fusion de RCQ

Il convient tout d’abord de délimiter le cadre que nous allons considérer avant de décrire un opérateur
de fusion de RCQ. Fondamentalement, on considère en entrée un multi-ensemble de RCQ (éventuelle-
ment conflictuels) dont chacun représente les croyances ou les préférences d’un agent à propos d’un
mêmeensemble d’entités spatiales ou temporelles. Lorsqu’il s’agit de croyances, les informations four-
nies proviennent d’agents représentés par des capteurs sensoriels ou des experts humains, et décrivent
un monde à un instant donné commun à toutes les sources, le monde considéré est statique. Les conflits
pouvant apparaître entre les RCQ sont dûs à l’imprécision des informations fournies. Dans le cas des
préférences, les informations décrivent les souhaits / buts de chacun des agents concernant une même
situation. Les conflits apparaissant viennent de la divergence des intérêts portés par les agents.

Même si l’ensemble de variables représentant les entités spatiales ou temporelles est supposé iden-
tique pour chacun des RCQ, plusieurs problèmes se posent.

L’hétérogénéïté des langages

Un premier problème est celui de l’hétérogénéïté des langages définissant les RCQ, plus formelle-
ment l’ensemble des RCQ peuvent être définis sur des algèbresqualitatives différentes. Ce problème
intervient lorsque plusieurs agents observent un même ensemble d’objets, mais sous des points de vue
différents. Différents degrés d’hétérogénéïté de langagepeuvent apparaître :

• Les agents peuvent considérer que les entités sont définies sur le même domaine, mais sur des algèbres
qualitatives différentes. Dans le cas des formalismes paramétrés comme les algèbresSTAR, différents
paramètres définissent différentes algèbres qualitatives. Lorsque les entités représentent des régions de
points, un premier agent peut exprimer ses informations parl’intermédiaire du formalisme RCC-8 car il
est familier avec des notions de topologie, alors qu’un deuxième agent qui ne fait pas la distinction entre
des régions fermées ou ouvertes utilisera le formalisme RCC-5. Lorsque les entités considérées repré-
sentent des intervalles de temps, un premier agent peut se focaliser sur l’expression desduréesrelatives
entre les intervalles, tandis qu’un autre agent s’intéressera auxpositionsrelatives de ces intervalles.

• Les agents fournissent leur RCQ non seulement dans des algèbres qualitatives différentes, mais sur
des domaines différents. Par exemple, lorsqu’il s’agit de représenter des relations entre des parcelles de
terrain, un premier agent peut considérer chacune des parcelles comme une région de points du plan,
alors qu’un autre agent a une vue plus éloignée de la situation et considère chaque parcelle comme un
point du plan.
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Le type du résultat de la fusion

Une deuxième question qui se pose est celle du type du résultat renvoyé par un opérateur de fusion
de RCQ. Fondamentalement le résultat doit être un ensemble d’informations portant sur les variables
considérées par les RCQ ; de plus le rôle d’un opérateur de fusion est de résoudre les conflits, donc les
informations résultant d’un tel processus doivent être supposées cohérentes. Ainsi lorsque les RCQ en
entrée sont définis dans un même langage, il est naturel de retourner en résultat un ensemble d’infor-
mations exprimée dans ce langage. Mais lorsque ces RCQ sont définis sur des formalismes qualitatifs
différents se pose la question du choix du langage utilisé pour représenter le résultat de la fusion.

L’hypothèse de rationalité des sources

Une troisième question à soulever est celle de l’hypothèse de rationalité des sources fournissant les
RCQ :
• Lorsque l’information fournie par les agents est pré-traitée en amont du processus de fusion, les RCQ
fournis ne représentent pas les croyances ou les préférences des sources sous leur forme originelle. Dans
un tel cas, il est préférable de considérer les RCQ fournis comme l’ensemble des informations qu’ils
représentent intrinsèquement, e.g., comme l’ensemble de leurs scénarios cohérents. Une approche de
fusion appropriée est qualifiée d’approchesémantique. Une telle considération implique en particulier
que les RCQ incohérents sont écartés.
• Dans le cas contraire, lorsque les RCQ sont fournis tels quels par les agents, chacune des contraintes
des RCQ doit être vue comme une information à part entière et doit avoir une influence sur le résultat de
la fusion. Une telle approche de fusion est qualifiée d’approchesyntaxique.

On retrouve cette problématique dans le cadre de la fusion debases de croyances propositionnelles
où deux approches principales sont étudiées, donnant lieu àla construction d’opérateurs « model-based »
d’une part et « syntax-based » d’autre part (cf. sections 1.3.1 et 1.3.2 du chapitre 1).

3.1.2 Cadre choisi

Pour répondre au problème posé par l’hétérogénéïté des langages utilisés par les différents RCQ, nous
limitons notre étude à celle où les algèbres qualitatives sur lesquelles sont définis les RCQ sont définies
sur un même domaine. Nous considérons alors deux familles d’opérateurs de fusion. Les opérateurs de
la première famille, ditshétérogènes, prennent en compte des RCQ pouvant être définis sur des algèbres
qualitatives différentes définies sur un même domaine et renvoient en résultat un ensemble de RCQ
pouvant être également définis sur des algèbres qualitatives différentes sur ce même domaine. La seconde
famille est incluse dans la première : les opérateurs correspondant, ditshomogènes, considèrent des
RCQ définis sur la même algèbre qualitative et renvoient un ensemble de RCQ définis sur cette même
algèbre qualitative. Le type du résultat renvoyé par un opérateur de fusion ce ces deux familles est
donc typiquement un ensemble de RCQ. Il peut paraître surprenant de considérer que le résultat d’un
processus de fusion d’un multi-ensemble de RCQ renvoie lui-même un ensemble de RCQ, mais ce choix
permet de rester dans un cadre très général tout en prenant enconsidération les problématiques de fusion
initialement posées. À l’instar du cadre propositionnel oùle résultat de la fusion de bases de croyances
est un ensemble de mondes possibles interprétés de manière disjonctive, les RCQ résultants sont ici
interprétés comme l’ensemble des informations qu’ils représentent, de manière disjonctive. Ainsi, les
RCQ résultant d’un opérateur de fusion de la première famille seront interprétés comme l’union des
solutionsadmises par chacun d’entre eux, et pour la seconde famille ils seront interprétés comme l’union
desscénarios cohérentsadmis par chacun d’entre eux.

L’hypothèse de rationalité des sources n’intervient pas dans la définition fondamentale d’un opérateur
de fusion (i.e., les types d’entrée et de sortie de l’opérateur) ni de sa caractérisation logique, mais dans

61



Chapitre 3. Problématiques posées et caractérisation logique

la construction d’un opérateur particulier. Nous définissons dans les chapitres qui suivent des opérateurs
qui admettent cette hypothèse, d’autres qui ne l’appliquent pas.

3.2 Caractérisation logique

Nous considérons deux familles d’opérateurs pour la fusionde RCQ. Les opérateurs correspondants
considèrent en paramètre un multi-ensemble de RCQ et un RCQ représentant des contraintes d’intégrité
inhérentes au monde représenté ou à la situation considérée. Un tel RCQ est appelée RCQcoercitif. Il dé-
crit des connaissances certaines sur le monde représenté (par exemple, on sait irréfutablement que deux
régions particulières ne s’intersectent pas), ou alors descontraintes inhérentes à la situation considérée
(par exemple, deux processus ne peuvent pas s’exécuter en même temps). Pour chacune des familles, la
définition fondamentale d’opérateur est donnée, ainsi qu’une caractérisation logique en termes de postu-
lats de rationalité. La plupart de ces postulats sont des adaptations directes des postulats de Konieczny et
Pino Pérez caractérisant les opérateurs de fusion contrainte dans le cadre de la logique propositionnelle
[K ONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY 1999, KONIECZNY & PÉREZ 2002] (cf. section 1.2.4 du
chapitre 1)

3.2.1 Préliminaires et notations

Dans le reste du chapitre, on considère un domaineD, un ensemble de variablesV définies surD,
A = {2B1 , . . . , 2Bp} un ensemble d’algèbres qualitatives définies surD et 2B une algèbre qualitative
définie surD. Tout RCQ considéré dans la suite est défini sur l’ensemble devariablesV .

Notation 13. On noteRCQA
V l’ensembleRCQA

V = {N | N est un RCQ défini surV et∃2B ∈ A :
N est défini sur2B}. LorsqueA est réduit au singleton{2B}, l’ensembleRCQA

V est plus simplement

notéRCQ2B

V .

Nous introduisons la notion de cohérence d’un multi-ensemble de RCQ définis sur des algèbres
qualitatives différentes :

Définition 90 (Cohérence d’un multi-ensemble de RCQ). SoitE = {N1, . . . ,Nm} un multi-ensemble
de RCQ de l’ensembleRCQA

V .E est ditcohérentssi
⋂
{JNkK | Nk ∈ E} 6= ∅.

Ainsi un multi-ensemble de RCQ est cohérent ssi il existe unesolution commune à chacun de ses
RCQ. Nous définissons maintenant la notion d’intersection de RCQ définis sur la même algèbre qualita-
tive.

Définition 91 (Intersection de RCQ). SoitE = {N1, . . . ,Nm} un multi-ensemble de RCQ de l’en-
sembleRCQ2B

V . L’ intersection deE, notée
⋂
E ou encoreN1 ∩ . . . ∩ Nm, est le RCQN ∈ RCQ2B

V

défini pour toute paire de variables(vi, vj), i < j parN [i, j] =
⋂
{Nk[i, j] | Nk ∈ E}.

Deux RCQN1 et N2 définis sur2Bcard , l’algèbre des directions cardinales, et surV = {v1, v2,
v3, v4} sont représentés aux figures 3.1(a) et 3.1(b), ainsi que les scénarios cohérents admis par chacun
de ces RCQ au moyen d’une représentation qualitative des points sur le plan. Le RCQN1 ∩ N2 est
représenté à la figure 3.1(c).

La notion de cohérence de multi-ensemble de RCQ définis sur des algèbres qualitatives différentes
proposée dans la définition 90 peut se définir de manière équivalente et plus simplement lorsque les RCQ
du multi-ensemble sont définis sur la même algèbre qualitative :

Proposition 4. SoitE = {N1, . . . , Nm} un multi-ensemble de RCQ de l’ensembleRCQ2B

V . E est dit
cohérentssi

⋂
E est un RCQ cohérent.
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FIGURE 3.1 – Deux RCQN1 (a) etN2 (b), et leur intersectionN1 ∩N2 (c).

Preuve.Nous devons montrer que
⋂
E est un RCQ cohérent ssi

⋂
{JNkK | Nk ∈ E} 6= ∅ :

• Supposons que
⋂
{JNkK |Nk ∈ E} 6= ∅, et soitα ∈ JNkK pour toutNk ∈ E. Par la proposition 2 page

50, il existe un unique scénario cohérentσα qui admetα comme solution. Puisque tous RCQNk ∈ E
sont définis sur la même algèbre qualitative2B et que les relations de base deB sont mutuellement
exclusives,σα est un scénario cohérent de tout RCQNk ∈ E. Donc pour tout RCQNk ∈ E et pour
tout couple de variables(vi, vj) ∈ V 2

<, on aσα[i, j] ∈ Nk[i, j]. Par définition de
⋂
E, σα est un scénario

cohérent du RCQ
⋂
E, qui est donc cohérent.

• Supposons que le RCQ
⋂
E soit cohérent et soitσ un scénario cohérent de[

⋂
E]. Par définition de

⋂
E, pour tout couple de variables(vi, vj) ∈ V 2

<, on aσα[i, j] ∈ Nk[i, j]. Par conséquent,σ est un
scénario cohérent de tout RCQNk ∈ E. Il existe donc une solutionα deσ qui est solution de tout RCQ
Nk ∈ E. Donc

⋂
{JNkK | Nk ∈ E} 6= ∅.

Ainsi, le multi-ensemble{N1, N2} (cf. figures 3.1(a) et 3.1(b)) est cohérent, puisque le RCQN1 ∩
N2 (cf. figure 3.1(c)) est cohérent

Donnons alors une propriété importante liant les notions decohérence et d’intersection d’un multi-
ensemble dont les RCQ sont définis sur la même algèbre qualitative :

Proposition 5. Soit E = {N1, . . . , Nm} un multi-ensemble de RCQ de l’ensembleRCQ2B

V . On a
[
⋂
E] =

⋂
{[Nk] | Nk ∈ E}.

Preuve.Par définition de
⋂
E, on aσ ∈ [

⋂
E] ssi pour tout couple de variables(vi, vj) ∈ V 2

<, on a
σα[i, j] ∈ N

k[i, j], ssiσ est un scénario cohérent de tout RCQNk ∈ E ssiσ ∈
⋂
{[Nk] |Nk ∈ E}.

À la figure 3.1(c), on peut remarquer que l’ensemble des scénarios cohérents admis parN1 ∩ N2,
i.e., l’ensemble{σ′, σ(2)} correspond aux scénarios cohérents admis conjointement par N1 etN2.
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3.2.2 La familleN d’opérateurs hétérogènes

Le multi-ensemble considéré en entrée d’un opérateur hétérogène est formé de RCQ définis sur des
algèbres qualitatives différentes définies sur un même domaine. Ce multi-ensemble particulier définit la
notion de profil hétérogène :

Définition 92 (Profil hétérogène). Un profil hétérogèneest un multi-ensembleN = {N1, . . . ,Nm} de
RCQ de l’ensembleRCQA

V .

Les opérateurs hétérogènes se définissent formellement comme suit :

Définition 93 (Opérateur hétérogène). Un opérateur hétérogèneest une application qui associe à tout
profil hétérogèneN et tout RCQ coercitifNIC ∈ RCQ

A
V un sous-ensemble deRCQA

V , notéNNIC
(N ).

Formellement,N est l’ensemble des applications de(RCQA
V )n ×RCQA

V dans2RCQ
A
V , pour tout entier

natureln > 0.

Remarquons qu’un tel opérateur retourne comme résultat un ensemble de RCQ qui peuvent être
définis sur des algèbres qualitatives différentes, quoiquetoutes définies sur le domaineD. On n’impose
pas de restriction sur le choix de ces algèbres qualitatives, puisqu’elles ne sont pas fonction des algèbres
définissant les RCQ du profil hétérogène.

Notation 14. On noteJNNIC
(N )K l’ensemble des solutions qui sont admises par au moins l’un des

RCQ deNNIC
(N ). Formellement,JNNIC

(N )K =
⋃
{α | ∃N ∈ NNIC

(N ), α ∈ JNK}. Les éléments de
l’ensembleJNNIC

(N )K sont communément appelées les « solutions du résultat de la fusion ».

Nous sommes en mesure de définir la notion d’opérateur de fusion hétérogène au moyen d’un en-
semble de postulats de rationalité. Par souci de clarté, pour toutk ∈ {0, 2, 6}, tout postulat(Hk’) est une
version affaiblie du postulat(Hk), ou autrement dit tout opérateur qui satisfait(Hk) satisfait nécessaire-
ment(Hk’). Les postulats présentés sont des adaptations directes despostulats caractérisant les opérateurs
de fusion contrainte dans notre cadre [KONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY 1999, KONIECZNY &
PÉREZ 2002].

Définition 94 (Opérateur de fusion hétérogène). Un opérateur hétérogèneN est unopérateur de fusion
hétérogènessi il satisfait les postulats suivants :

(H0’) SiNIC est cohérent, alors pour toutN ∈ NNIC
(N ), JNK ∩ JNICK 6= ∅ ;

(H1) SiNIC est cohérent, alorsJNNIC
(N )K 6= ∅ ;

(H2’) SiN ⊔ {NIC} est cohérent, alors
⋂

Nk∈N JNkK ∩ JNICK ⊆ JNNIC
(N )K.

Les postulats (H0’), (H1), (H2’) forment un ensemble de propriétés de base, i.e., des propriétés
logiques que tout opérateur hétérogène doit satisfaire pour être qualifié d’opérateur de fusion. (H0’) ex-
prime le fait que si le RCQ coercitifNIC est cohérent, tout RCQ appartenant au résultat de la fusion
doit être cohérent avecNIC . (H1) complète (H0’) en imposant en outre qu’un opérateur defusion doit
renvoyer un résultat non vide. (H2’) est un postulat de prudence, il impose qu’en l’absence de conflits,
c’est-à-dire quand les RCQ du profil hétérogène partagent unensemble non videE de solutions qui
satisfont également le RCQ coercitif, les solutions du résultat de la fusion doivent inclure au moins cet
ensembleE, c’est-à-dire qu’un opérateur de fusion ne doit pas introduire des informations supplémen-
taires indépendamment du profil hétérogène et du RCQ coercitif.

Nous introduisons un ensemble de postulats supplémentaires, plus secondaires. Ils ont néanmoins
pour but d’enrichir un opérateur hétérogène en termes de rationalité de comportement pour la fusion.
Nous définissons d’abord la notion d’équivalence entre profils hétérogènes :
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Définition 95 (Équivalence entre profils hétérogènes). Deux profils hétérogènesN1 etN2 sont dits
équivalents, notéN1 ≡ N2, ssi il existe une bijectionf deN1 dansN2 telle que pour toutN ∈ N1,
N ≡ f(N).

Définition 96 (Postulats supplémentaires pour un opérateur hétérogène). Soient2B, 2B′
deux al-

gèbres qualitatives surD. SoientNIC , N
(2)
IC ∈ RCQ

2B

V etN ′
IC ∈ RCQ

2B
′

V .

(H0) JNNIC
(N )K ⊆ JNICK ;

(H2) SiN ⊔ {NIC} est cohérent, alorsJNNIC
(N )K =

⋂

Nk∈N JNkK ∩ JNICK ;
(H3) SiN1 ≡ N2 etNIC ≡ N

′
IC , alors JNNIC

(N1)K = JNN ′
IC

(N2)K ;

(H4)
Si JN1K ⊆ JNICK et JN2K ⊆ JNICK,
alors JNNIC

({N1, N2})K ∩ JN1K = ∅ ssiJNNIC
({N1,N2})K ∩ JN2K = ∅;

(H5) JNNIC
(N1)K ∩ JNNIC

(N2)K ⊆ JNNIC
(N1 ⊔ N2)K ;

(H6) Si JNNIC
(N1)K ∩ JNNIC

(N2)K 6= ∅, alorsJNNIC
(N1 ⊔N2)K ⊆ JNNIC

(N1)K ∩ JNNIC
(N2)K ;

(H6’) Si JNNIC
(N1)K∩ JNNIC

(N2)K 6= ∅, alorsJNNIC
(N1⊔N2)K ⊆ JNNIC

(N1)K∪ JNNIC
(N2)K ;

(H7) JNNIC
(N )K ∩ JN (2)

IC K ⊆ JN
NIC∩N

(2)
IC

(N )K ;

(H8) Si JNNIC
(N )K ∩ JN (2)

IC K 6= ∅, alors JN
NIC∩N

(2)
IC

(N )K ⊆ JNNIC
(N )K ∩ JN (2)

IC K.

(H0) est une version plus forte de (H0’), il impose que toutesles solutions du résultat de la fusion
satisfont le RCQ coercitif. (H2) est plus restrictif que (H2’), il assure qu’en l’absence de conflits, les so-
lutions du résultat de la fusion sont exactement l’ensembledes solutions du RCQ coercitif sur lesquelles
toutes les sources s’accordent. (H3) est un postulat d’indépendance syntaxique : lorsqu’il est satisfait
par un opérateur, il assure que le résultat ne doit dépendre que des solutions admises par chacun des
RCQ du multi-ensemble ainsi que celles du RCQ coercitif, et non pas de la manière dont sont fournies
ces solutions. Ce postulat caractérise l’hypothèse de rationalité introduite à la section 3.1.1, seules les
croyances / préférences implicites des agents sont prises en compte ; en particulier des RCQ incohérents
sont considérés de la même manière par un opérateur qui satisfait (H3). Le postulat (H4) est un postulat
d’équité, il impose que lorsque l’on fusionne deux RCQ dont les solutions sont des solutions du RCQ
coercitif, le résultat ne doit pas préférer l’un d’entre eux, c’est-à-dire que si des solutions du résultat
sont solutions admises par l’un des deux RCQ, alors il doit nécessairement exister dans le résultat des
solutions admises par l’autre. (H5) exprime le fait que si une instanciation fait partie de l’ensemble des
solutions du résultat de la fusion d’un premier profil hétérogène, et également de l’ensemble des solu-
tions du résultat de la fusion d’un second profil hétérogène,alors cette instanciation doit être solution du
résultat de fusion des deux profils joints. (H5) et (H6) imposent ensemble que si l’on peut partitionner un
profil hétérogèneN en deux sous-groupes qui, fusionnés indépendamment, s’accordent sur un ensemble
non videE d’instanciations, alors le résultat de la fusion deN doit être exactement l’ensembleE. Sous
ces mêmes conditions, (H6’) - une version affaiblie de (H6) -impose que les solutions de la fusion de
N doivent être solutions de la fusion d’au moins l’un des deux sous-groupes. Enfin, (H7) et (H8) im-
posent ensemble que s’il existe un ensembleE non vide de solutions d’un RCQ coercitifN (2)

IC qui sont
également solutions du résultat de fusion d’un profil hétérogèneN en présence du RCQ coercitifNIC ,
alors les solutions de la fusion deN en présence du RCQ coercitifNIC ∩N

(2)
IC doivent correspondre à

l’ensembleE.
Le tableau 3.1 identifie les liens étroits entre ces postulats et les postulats caractérisant les opéra-

teurs de fusion contrainte en logique propositionnelle [KONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY 1999,
KONIECZNY & PÉREZ 2002]. À chaque colonne du tableau, un postulat de la fusion contrainte est asso-
cié à sa contrepartie directe dans notre cadre.
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(IC0) (IC1) (IC2) (IC3) (IC4) (IC5) (IC6) (IC6’) (IC7) (IC8)
(H0) (H1) (H2) (H3) (H4) (H5) (H6) (H6’) (H7) (H8)

TABLE 3.1 – Correspondances entre opérateurs de fusion contrainte et opérateurs de fusion de RCQ
hétérogènes

Konieczny et Pino Pérez caractérisent les opérateurs de fusion contrainte comme des opérateurs
satisfaisant l’ensemble des postulats (IC0 - IC8). Nous avons choisi de caractériser nos opérateurs de
fusion hétérogènes par un ensemble restreint de postulats (i.e., les postulats (H0’), (H1) et (H2’)), qui
nous semblent correspondre à des propriétés logiques fondamentales qu’un opérateur de fusion devraient
satisfaire : le résultat doit être non vide, cohérent avec leRCQ coercitif et doit inclure l’ensemble des
informations fournies par les sources, si elles sont cohérentes entre elles et avec le RCQ coercitif. Nous
considérons les autres postulats comme des propriétés additionnelles enrichissant le comportement d’un
opérateur de fusion.

Bien que les postulats (H0) et (H2) soient des adaptations directes des postulats (IC0) et (IC2) en fu-
sion contrainte propositionnelle, nous avons choisi de définir un opérateur de fusion hétérogène comme
un opérateur satisfaisant des versions affaiblies de ces postulats, les postulats (H0’) et (H2’). Ce choix
se justifie par le caractère « hétérogène » de l’entrée et pourdes raisons de représentativité du résultat.
En effet, en logique propositionnelle tout ensemble d’interprétations est fini (à supposer que l’ensemble
de variables propositionnelles considéré est fini), et peutdonc être représenté, par exemple en tant que
formule propositionnelle. Dans notre cadre il n’est pas raisonnable de considérer que le résultat de la
fusion consiste en un ensemble d’instanciations, puisque l’ensemble des solutions d’un RCQ est infini
(le domaine d’une algèbre qualitative est typiquement infini). Ainsi, puisque nous avons fait le choix
de représenter le résultat d’un opérateur hétérogène commeun ensemble fini de RCQ (et non d’instan-
ciations), il est raisonnable d’imposer des propriétés logiques plus faibles pour un opérateur de fusion
hétérogène.

3.2.3 La famille∆ d’opérateurs homogènes

La famille ∆ d’opérateurs homogènes forme une sous-famille de la famille N d’opérateurs hété-
rogènes. Un opérateur homogène considère en entrée un multi-ensemble de RCQ définis sur la même
algèbre qualitative. Cette notion de multi-ensemble donnelieu à la définition de profil homogène :

Définition 97 (Profil homogène). Un profil homogèneest un multi-ensembleN = {N1, . . . ,Nm} de
RCQ de l’ensembleRCQ2B

V .

Par définition, un profil homogène est un profil hétérogène particulier. Par conséquent la notion
d’équivalence de profils hétérogènes (cf. définition 95), s’applique également sur les profils homogènes.

Nous sommes en mesure de définir la notion d’opérateur homogène :

Définition 98 (Opérateur homogène). Un opérateur homogèneest une application RCQ qui associe
à tout profil homogèneN et tout RCQ coercitifNIC ∈ RCQ2B

V un sous-ensemble deRCQ2B

V , noté

∆NIC
(N ). Formellement,∆ est l’ensemble des applications de(RCQ2B

V )n × RCQ2B

V dans2RCQ
2B

V ,
pour tout entier natureln > 0.

Notation 15. On note[∆NIC
(N )] l’ensemble des scénarios cohérents qui sont admis par au moins l’un

des RCQ de∆NIC
(N ). Formellement,[∆NIC

(N )] =
⋃
{σ | ∃N ∈ ∆NIC

(N ), σ ∈ [N ]}.
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Définition 99 (Opérateur de fusion homogène). Un opérateur homogène∆ est unopérateur de fusion
homogènessi il satisfait les postulats suivants :

(N0) [∆NIC
(N )] ⊆ [NIC ] ;

(N1) SiNIC est cohérent, alors[∆NIC
(N )] 6= ∅ ;

(N2) Si
⋂
N ⊔ {NIC} est cohérent, alors[∆NIC

(N )] = [
⋂
N ⊔ {NIC}].

Définition 100 (Postulats supplémentaires pour un opérateur homogène).

(N3) SiN1 ≡ N2 etNIC ≡ N
′
IC , alors [∆NIC

(N1)] = [∆N ′
IC

(N2)] ;

(N4)
Si [N1] ⊆ [NIC ] et [N2] ⊆ [NIC ],
alors [∆NIC

({N1, N2})] ∩ [N1] = ∅ ssi [∆NIC
({N1,N2})] ∩ [N2] = ∅;

(N5) [∆NIC
(N1)] ∩ [∆NIC

(N2)] ⊆ [∆NIC
(N1 ⊔ N2)] ;

(N6) Si [∆NIC
(N1)] ∩ [∆NIC

(N2)] 6= ∅, alors [∆NIC
(N1 ⊔ N2)] ⊆ [∆NIC

(N1)] ∩ [∆NIC
(N2)] ;

(N6’) Si [∆NIC
(N1)] ∩ [∆NIC

(N2)] 6= ∅, alors [∆NIC
(N1 ⊔N2)] ⊆ [∆NIC

(N1)] ∪ [∆NIC
(N2)] ;

(N7) [∆NIC
(N )] ∩ [N ′

IC ] ⊆ [∆NIC∩N ′
IC

(N )] ;
(N8) Si [∆NIC

(N )] ∩ [N ′
IC ] 6= ∅, alors [∆NIC∩N ′

IC
(N )] ⊆ [∆NIC

(N )] ∩ [N ′
IC ].

Nous ne détaillons pas ces postulats car pour toutx ∈ {0, . . . , 8, 6′}, le postulat (Nx) est une formu-
lation équivalente du postulat (Hx) adaptée au cadre particulier des opérateurs hétérogène. Plus formel-
lement :

Remarque 2. Soit ∆ un opérateur homogène. Pour toutx ∈ {0, . . . , 8, 6′}, ∆ satisfait (Nx) ssi∆
satisfait (Hx).

Les postulats (Nx) n’ont un sens que pour les opérateurs homogènes. En effet, ces derniers consi-
dèrent en entrée et renvoient en sortie des RCQ définis sur la même algèbre qualitative. Par conséquent
l’ensemble des informations fournies par tout RCQ - en entrée de l’opérateur comme en sortie - peut être
vu comme l’ensemble de ses scénarios cohérents plutôt que l’ensemble de ses solutions. Les postulats
(Nx) n’ont pas de sens pour les opérateurs hétérogènes, puisque des scénarios cohérents définis sur des
langages différents sont incomparables.

Remarquons l’absence de la contrepartie homogène des postulats (H0’) et (H2’). En effet, les versions
plus restrictives correspondantes (N0) et (N2) participent directement à la définition d’un opérateur de
fusion homogène. Un opérateur de fusion homogène satisfaitdonc des propriétés logiques plus fortes
qu’un opérateur de fusion hétérogène. Nous expliquons maintenant la raison de ce choix.

Remarquons d’abord qu’en cas d’absence de conflits, si un opérateur homogène renvoie un résultat
équivalent au RCQ

⋂
N ⊔ {NIC}, alors cet opérateur satisfait tout postulat (Nx),x ∈ {0, . . . , 8} :

Proposition 6. Soit∆ un opérateur qui, pour tout profil homogèneN et tout RCQ coercitifNIC , vérifie
[∆NIC

(N )] = [
⋂
N ⊔ {NIC}]. Alors pour toutx ∈ {0, . . . , 8, 6′}, ∆ satisfait une version affaiblie du

postulat (Nx), i.e., le postulat (Nx) avec la précondition supplémentaire suivante :
– pour les postulats (N0) et (N2), pas de précondition supplémentaire ;
– pour le postulat (N1), la précondition supplémentaire

⋂
N ⊔ {NIC} est cohérent ;

– pour le postulat (N3), la précondition supplémentaire
⋂
N1 ⊔ {NIC} est cohérent ;

– pour le postulat (N4), la précondition supplémentaire
⋂
{N1,N2} ⊔ {NIC} est cohérent ;

– pour les postulats (N5), (N6) et (N6’), la précondition supplémentaire
⋂
N1 ⊔ N2 ⊔ {NIC} est

cohérent ;
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– pour les postulats (N7) et (N8), la précondition supplémentaire
⋂
N ⊔ {NIC ∩N

′
IC} est cohé-

rent.

Preuve.∆ satisfait trivialement (N0) et (N2). De plus,∆ satisfait :
• (N1) : puisque

⋂
N ⊔ {NIC} est supposé cohérent, on a directement par définition[∆NIC

(N )] 6= ∅.
• (N3) : soientN1 ≡ N2 etNIC ≡ N ′

IC . De la proposition 5, on a[
⋂
{N1 ⊔ {NIC}}] =

⋂
{[N ] | N ∈

N1 ⊔ {NIC}}. PuisqueN1 ≡ N2 etNIC ≡ N ′
IC , on a

⋂
{[N ] | N ∈ N1 ⊔ {NIC}} =

⋂
{[N ] | N ∈

N2 ⊔ {N
′
IC}}. Et de la proposition 5,

⋂
{[N ] | N ∈ N2 ⊔ {N

′
IC}} = [

⋂
{N2 ⊔ {N

′
IC}}]. Donc

[
⋂
{N1 ⊔ {NIC}}] = [

⋂
{N2 ⊔ {N

′
IC}}]. Par conséquent, puisque

⋂
N1 ⊔ {NIC} est supposé cohé-

rent, on a[∆NIC
(N1)] = [∆N ′

IC
(N2)], donc∆ satisfait (N3).

• (N4) : soientN1, N2 etNIC tels que[N1] ⊆ [NIC ] et[N2] ⊆ [NIC ]. On a supposé
⋂
{N1,N2} ⊔ {NIC}

cohérent, on a donc[∆NIC
({N1, N2})] = [

⋂
{N1,N2} ⊔ {NIC}] = [N1∩N2∩NIC ] = [N1]∩[N2]∩

[NIC ] de la proposition 5. Puisque[N1] ⊆ [NIC ] et [N2] ⊆ [NIC ], on a alors[∆NIC
({N1,N2})] =

[N1] ∩ [N2]. Ainsi [∆NIC
({N1, N2})] ∩ [N1] 6= ∅ et [∆NIC

({N1,N2})] ∩ [N2] 6= ∅. Donc∆ satisfait
(N4).
• (N5), (N6) et (N6’) : soientN1, N2 et NIC , nous avons supposé

⋂
N1 ⊔ N2 ⊔ {NIC} cohérent.

On a donc aussi
⋂
N1 ⊔ {NIC} et

⋂
N2 ⊔ {NIC} cohérents. Donc[∆NIC

(N1)] = [
⋂
N1 ⊔ {NIC}],

[∆NIC
(N2)] = [

⋂
N2 ⊔ {NIC}] et [∆NIC

(N1 ⊔ N2)] = [
⋂
N1 ⊔ N2 ⊔ {NIC}]. Or d’après la propo-

sition 5, on a[
⋂
N1 ⊔ {NIC}] ∩ [

⋂
N2 ⊔ {NIC}] =

⋂
{[N ] | N ∈ N1 ⊔ {NIC}} ∩

⋂
{[N ] | N ∈

N2 ⊔ {NIC}} =
⋂
{[N ] | N ∈ N1 ⊔ N2 ⊔ {NIC}} = [

⋂
N1 ⊔ N2 ⊔ {NIC}]. Donc [∆NIC

(N1)] ∩
[∆NIC

(N2)] = [∆NIC
(N1 ⊔ N2)]. Donc∆ satisfait (N5), (N6) et (N6’).

• (N7) et (N8) : soientN , NIC etN ′
IC , nous avons supposé

⋂
N ⊔ {NIC ∩N

′
IC} cohérent. On a donc

aussi
⋂
N ⊔ {NIC} cohérent. Donc[∆NIC

(N )] = [
⋂
N ⊔ {NIC}] et[∆NIC∩N ′

IC
(N )] = [

⋂
N ⊔ {NIC ∩N

′
IC}].

Or d’après la proposition 5, on a[
⋂
N ⊔ {NIC}]∩[N ′

IC ] = [
⋂
N ⊔ {NIC} ⊔ {N

′
IC}] = [

⋂
N ⊔ {NIC ∩N

′
IC}].

Donc [∆NIC
(N )] = [∆NIC∩N ′

IC
(N )]. Donc∆ satisfait (N7) et (N8).

Donnons maintenant les contreparties homogènes (N0’) et (N2’) des postulats (H0’) et (H2’) :

(N0’) SiNIC est cohérent, alors pour toutN ∈ ∆NIC
(N ), [N ] ∩ [NIC ] 6= ∅ ;

(N2’) Si
⋂
N ⊔ {NIC} est cohérent, alors[

⋂
N ⊔ {NIC}] ⊆ [∆NIC

(N )].

Nous montrons qu’à partir d’un opérateur homogène∆ qui satisfait les postulats (N0’), (N1) et
(N2’), on peut toujours définir un opérateurde fusionhomogèneref∆, i.e., qui satisfait (N0 - N2), et
qui satisfait également tout postulat (Nx),x ∈ {3, 4, 5, 7, 8} lorsque (Nx) est satisfait par l’opérateur∆
initial. Les propriétés qui peuvent éventuellement ne pas être conservées parref∆ sont la satisfaction
des postulats (N6), (N6’) et (N8), même lorsque∆ satisfait ces postulats.

Définition 101. Soit∆ un opérateur homogène. L’opérateurref∆, dit opérateurraffinant∆, est défini
comme suit :

ref∆
NIC

(N ) =

{
{
⋂
N ⊔ {NIC}} si

⋂
N ⊔ {NIC} est cohérent,

{N ∩NIC | N ∈ ∆NIC
(N )} sinon.

Proposition 7. ref∆ satisfait (N0) et (N2). De plus, si∆ satisfait les postulats (N0’) et (N1), alorsref∆

est un opérateur de fusion homogène, i.e., il satisfait en plus le postulat (N1). Enfin, si∆ satisfait les
postulats (N0’), (N1) et (N2’), alors pour toutx ∈ {3, 4, 5, 7}, si ∆ satisfait (Nx), alorsref∆ satisfait
(Nx).
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Preuve.
• ref∆ satisfait (N0) : Soitσ ∈ [ref∆

NIC
(N )]. Par définition deref∆, il existe un RCQN ′ ∈ ref∆

NIC
(N )

tel queN ′ ≤ NIC etσ ∈ [N ′]. Doncσ ∈ [NIC ]. Par conséquentref∆ satisfait (N0).
• ref∆ satisfait (N2) : par définition.

Supposons maintenant que∆ satisfait les postulats (N0’) et (N1) :
• ref∆ satisfait (N1) : direct par définition deref∆ si

⋂
N ⊔ {NIC} est cohérent. Supposons

⋂
N ⊔ {NIC}

incohérent etNIC cohérent. Puisque∆ satisfait (N0’) et (N1), soitN un RCQ tel queN ∈ ∆NIC
(N )

et [N ] ∩ [NIC ] 6= ∅. De la proposition 5, on a[N ] ∩ [NIC ] = [N ∩ NIC ]. Donc [N ∩ NIC ] 6= ∅. Soit
σ ∈ [N ∩NIC ]. Par définition deref∆, on aσ ∈ [ref∆

NIC
(N )]. Doncref∆ satisfait (N1).

Nous donnons maintenant deux résultats intermédiaires. Montrons d’abord que[ref∆
NIC

(N )] ⊆ [∆NIC
(N )] :

si
⋂
N ⊔ {NIC} est cohérent, alors puisqueref∆ et ∆ satisfont respectivement (N2) et (N2’), on a di-

rectement[ref∆
NIC

(N )] ⊆ [∆NIC
(N )]. Supposons

⋂
N ⊔ {NIC} incohérent. SiNIC est incohérent,

on a[ref∆
NIC

(N )] = ∅, donc trivialement[ref∆
NIC

(N )] ⊆ [∆NIC
(N )]. Supposons doncNIC cohérent.

ref∆ satisfait (N1), donc[ref∆
NIC

(N )] 6= ∅. Soit doncσ ∈ [ref∆
NIC

(N )]. Par définition deref∆, il
existe un RCQN ′ ∈ ref∆

NIC
(N ) tel queN ′ ≤ N pour un certain RCQN ∈ ∆NIC

(N ) et tel que
σ ∈ [N ′], donc tel queσ ∈ [N ]. Doncσ ∈ [∆NIC

(N )]. Par conséquent,

[ref∆
NIC

(N )] ⊆ [∆NIC
(N )]. (3.1)

Montrons maintenant que si
⋂
N ⊔ {NIC} est incohérent, alors[NIC ] ∩ [∆NIC

(N )] ⊆ [ref∆
NIC

(N )] :
soitσ un scénario cohérent tel queσ ∈ [NIC ] etσ ∈ [∆NIC

(N )]. SoitN un RCQ de∆NIC
(N ) tel que

σ ∈ [N ]. On aσ ∈ [N ] ∩ [NIC ], doncσ ∈ [N ∩NIC ] de la proposition 5. OrN ∩NIC ∈ ref
∆
NIC

(N ),
doncσ ∈ ref∆

NIC
(N ). Par conséquent,

Si
⋂

N ⊔ {NIC} est incohérent, alors∀σ ∈ [NIC ], σ ∈ [∆NIC
(N )], on aσ ∈ [ref∆

NIC
(N )]. (3.2)

•Si∆ satisfait (N3), alorsref∆ satisfait (N3) : en effet, soientN1 ≡ N2 etNIC ≡ N
′
IC . Si

⋂
N1 ⊔ {NIC}

est cohérent, alors de la proposition 6, on en déduit queref∆ satisfait (N3). Supposons donc
⋂
N1 ⊔ {NIC}

incohérent. Soitσ ∈ [ref∆
NIC

(N1)]. De 3.1, on en déduit queσ ∈ [∆NIC
(N1)]. Or, puisque∆ satisfait

(N3), on a[∆NIC
(N1)] = [∆N ′

IC
(N2)], doncσ ∈ [∆N ′

IC
(N2)]. Puisqueref∆ satisfait (N0), on a

σ ∈ [NIC ]. Donc de 3.2, on en déduit queσ ∈ [ref∆
N ′

IC
(N2)]. Doncref∆ satisfait (N3).

• Si ∆ satisfait (N4), alorsref∆ satisfait (N4) : en effet, soientN1,N2 etNIC tels que[N1] ⊆ [NIC ]
et [N2] ⊆ [NIC ]. Si

⋂
{N1, N2} ⊔ {NIC} est cohérent, alors de la proposition 6, on en déduit queref∆

satisfait (N4). Supposons donc
⋂
{N1, N2} ⊔ {NIC} incohérent. Supposonsref∆

NIC
({N1,N2})∩[N1] =

∅. Pour tout RCQN ′ ∈ ref∆
NIC

({N1,N2}), on a[N ′] ∩ [N1] = ∅. ∀N ′ ∈ ref∆
NIC

({N1,N2}), soit
N ∈ ∆NIC

(N ) tel queN ′ = N ∩ NIC . De la proposition 5,[N ′] = [N ] ∩ [NIC ], donc [N ] ∩
[NIC ] ∩ [N1] = ∅. Or [N1] ⊆ [NIC ], donc [N ] ∩ [NIC ] ∩ [N1] = [N ] ∩ [N1] = ∅. Comme pour
toutN ∈ ∆NIC

(N ), [N ] ∩ [N1] = ∅, on a donc∆NIC
({N1,N2}) ∩ [N1] = ∅. ∆ satisfait (N4), donc

∆NIC
({N1, N2}) ∩ [N2] = ∅. De (3.1), on en déduit queref∆

NIC
({N1,N2}) ∩ [N2] = ∅. Doncref∆

satisfait (N4).
• Si ∆ satisfait (N5), alorsref∆ satisfait (N5) : en effet, soientN1,N2 etNIC . Si

⋂
N1 ⊔ N2 ⊔ {NIC}

est cohérent, alors de la proposition 6, on en déduit queref∆ satisfait (N5). Supposons donc
⋂
N1 ⊔ N2 ⊔ {NIC}

incohérent. Soitσ ∈ ref∆
NIC

(N1)∩ref
∆
NIC

(N2). De (3.1), on en déduit queσ ∈ ∆NIC
(N1)∩∆NIC

(N2).
Puisque∆ satisfait (N5), on aσ ∈ ∆NIC

(N1 ⊔ N2). Or ref∆ satisfait (N0), doncσ ∈ [NIC ]. De (3.2),
on en déduit queσ ∈ ref∆

NIC
(N1 ⊔ N2). Par conséquentref∆ satisfait (N5).

69



Chapitre 3. Problématiques posées et caractérisation logique

• Si∆ satisfait (N7), alorsref∆ satisfait (N7) : en effet, soientN ,NIC etN ′
IC . Si

⋂
N ⊔ {NIC ∩N

′
IC}

est cohérent, alors de la proposition 6, on en déduit queref∆ satisfait (N7). Supposons donc
⋂
N ⊔ {NIC ∩N

′
IC}

incohérent. Soitσ ∈ ref∆
NIC

(N )∩ [N ′
IC ]. De (3.1), on en déduit queσ ∈ ∆NIC

(N )∩ [N ′
IC ]. Puisque∆

satisfait (N7), on aσ ∈ ∆NIC∩N ′
IC

(N ). Or ref∆ satisfait (N0), doncσ ∈ [NIC ]. De (3.2), on en déduit

queσ ∈ ref∆
NIC∩N ′

IC
(N ). Par conséquentref∆ satisfait (N7).

Cette proposition justifie l’absence de la contrepartie homogène des postulats (H0’) et (H2’), qui
sont remplacés dans la définition d’un opérateur de fusion homogène par les postulats (H0) et (H2), plus
restrictifs.

3.3 Quelques opérateurs de fusion simples

3.3.1 Opérateurs de fusion hétérogènes

On peut construire de manière très simple un opérateur de fusion hétérogène, i.e., un opérateur hé-
térogène qui satisfait les postulats (H0’), (H1) et (H2’). Il suffit de renvoyer en résultat un ensemble
non vide de RCQ dont chacun est cohérent avec le RCQ coercitifet dont l’union de toutes les solutions
contient celles du RCQ coercitif. Nous pouvons considérer alors un premier opérateur hétérogène qui
trivialise le résultat :

Définition 102 (Opérateur hétérogène trivial). L’opérateur hétérogène trivialNt est défini par

N
t
NIC

(N ) = {NIC}.

Proposition 8. N
t est un opérateur de fusion hétérogène. De plus,N

t satisfait les postulats (H0), (H1),
(H3 - H8). Le postulat (H2) n’est pas satisfait.

Preuve. Évident pour (H0), (H1), (H2’), (H3 - H6). On déduit (H7) et (H8) directement de la proposition
5. Un contre-exemple pour (H2) est le suivant : soient le profil N = {N} et le RCQ coercitifNIC tels
queJNK ( JNICK.

Bien que cet opérateur vérifie un grand nombre de propriétés logiques, il ne considère en aucune
façon les informations fournies par les sources. L’opérateur suivant, appelé hétérogèneprudent, a un
comportement moins rationel mais plus parcimonieux :

Définition 103 (Opérateur hétérogène prudent). L’opérateur hétérogène prudentN
p est défini par

N
p
NIC

(N ) =

{
{Nk ∈ N | JNkK ∩ JNICK 6= ∅} si non vide,
{NIC} sinon.

Proposition 9. N
p est un opérateur de fusion hétérogène. De plus,N

p satisfait les postulats (H3 - H5) et
(H6’). Les postulats (H0), (H2), (H6 - H8) ne sont pas satisfaits dans le cas général.

Preuve. Évident pour (H0’), (H1), (H2’), (H3 - H5), (H6’). Contre-exemples pour :
• (H0) et (H2) :N = {N} etNIC tels queJNICK ( JNK.
• (H6) :N1 = {N},N2 = {N ′} etNIC tels queJNK∩ JNICK 6= ∅, JN ′K ∩ JNICK 6= ∅ et JNK 6= JN ′K.
• (H7) :N = {N},NIC etN ′

IC tels queJNK ∩ JNICK 6= ∅, JNK ∩ JN ′
ICK 6= ∅ et JNICK ∩ JN ′

ICK = ∅.

• (H8) :N = {N},NIC etN (2)
IC tels queJNICK ( JNK etNIC = N

(2)
IC .
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L’opérateur hétérogène prudent accorde une pleine confiance4 aux sources qui sont cohérentes avec
les contraintes d’intégrité, et n’accorde pas d’importance aux autres sources. L’une des faiblesses de
l’opérateur hétérogène prudent est la suivante : plus le nombre de RCQ dans le profil hétérogène est
important, plus le résultat renvoyé par l’opérateur devient « pauvre » en information. Ceci est énoncé
plus formellement dans la remarque suivante :

Remarque 3. Soient deux profils hétérogènesN etN ′, tels queN ⊑ N ′, et soitNIC un RCQ. On a
N
p
NIC

(N ) ⊆ N
p
NIC

(N ′).

3.3.2 Opérateurs de fusion homogènes

Les deux opérateurs de fusion homogène que nous définissons maintenant sont les contreparties
directes d’opérateurs de fusion de bases de croyances propositionnelles simples [KONIECZNY & PÉ-
REZ 1999, KONIECZNY 1999] : l’opérateur par intersection totale et l’opérateurbasique, présentés au
début de la section 1.3 du chapitre 1.

Définition 104 (Opérateur homogène par intersection totale). L’opérateur homogène par intersection
totale est défini par

∆fm
NIC

(N ) =

{
{
⋂
N ⊔ {NIC}} si

⋂
N ⊔ {NIC} est cohérent,

{NIC} sinon.

Proposition 10. L’opérateur homogène par intersection totale est un opérateur de fusion homogène,
i.e., il satisfait les postulats (N0 - N2). De plus, il satisfait les postulats (N3 - N5), (N6’), (N7) et (N8). Le
postulat (N6) n’est pas satisfait dans le cas général.

Preuve.De la proposition 6, les postulats (N0 - N5), (N6’), (N7) et (N8) sont directement satisfaits sous
les préconditions correspondantes imposées dans la proposition 6. Dans le cas contraire où la précondi-
tion correspondante n’est pas satisfaite, chacun de ces postulats est directement satisfait par définition
de∆fm, en énumérant les cas restants. Un contre-exemple pour (N6)est le suivant : soient les profils
N1 = {N},N2 = {N ′} et le RCQ coercitifNIC tels que[N ] ( [NIC ] et [NIC ] ∩ [N ′] = ∅.

L’opérateur homogène par intersection totale a un comportement relativement draconien, puisqu’il
trivialise le résultat en présence de conflits. Une autre méthode généralement acceptée pour la fusion
[K ONIECZNY & PÉREZ 1999, KONIECZNY 1999] est de considérer en résultat de la fusion l’ensemble
des scénarios cohérents du RCQ coercitif sur lesquelles lesRCQ du profil s’accordent si cet ensemble est
non vide, sinon l’ensemble des scénarios cohérents du RCQ coercitif admis par l’un des RCQ du profil
si toutefois ce dernier ensemble est non vide, et dans le cas contraire le RCQ coercitif.

Définition 105 (Opérateur homogène basique). L’opérateur homogène basique est défini par

∆b
NIC

(N ) =







{
⋂
N ⊔ {NIC}} si

⋂
N ⊔ {NIC} est cohérent,

{Nk ∩NIC | N
k ∈ N ,Nk ∩NIC est cohérent} si non vide,

{NIC} sinon.

Proposition 11. L’opérateur homogène basique est un opérateur de fusion homogène, i.e., il satisfait les
postulats (N0 - N2). De plus, il satisfait les postulats (N3 -N5), (N7) et (N8). Les postulats (N6) et (N6’)
ne sont pas satisfaits dans le cas général.

4. le terme « confiance » est ici utilisé dans le cas où les RCQ duprofil fournissent des informations représentant des
croyances sur les entités ; lorsqu’il s’agit des préférences, le terme « satisfaction » est plus approprié.
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Preuve. De la proposition 6, les postulats (N0 - N5), (N7) et (N8) sontdirectement satisfaits sous les
préconditions correspondantes imposées dans la proposition 6. Dans le cas contraire où la précondition
correspondante n’est pas satisfaite, les postulats (N0 - N2) et (N4) sont directement satisfaits par défini-
tion de∆fm, en énumérant les cas restants. On déduit (N3), (N5), (N7) et(N8) en énumérant également
les cas restants et en utilisant la proposition 5. Un contre-exemple pour (N6) et (N6’) est le suivant :
soient les profilsN1 = {N,N ′}, N2 = {N ′′} et le RCQ coercitifNIC tels que[N ] ⊆ [N ′] ⊆ [NIC ] et
[N ′′] ∩ [NIC ] = ∅.

Remarquons qu’un opérateur homogène basique peut être dérivé du raffinement (au sens de la défi-
nition 101) de la contrepartie homogène d’un opérateur hétérogène prudent :

Définition 106 (Opérateur homogène prudent). L’opérateur homogène prudent est défini par

∆p
NIC

(N ) =

{
{Nk ∈ N | [Nk] ∩ [NIC ] 6= ∅} si non vide,
{NIC} sinon.

Proposition 12. Soitref∆p
l’opérateur raffinant∆p (au sens de la définition 101). On a∆b = ref∆p

.

Preuve. Si
⋂
N ⊔ {NIC} est cohérent, on a directementref∆p

NIC
(N ) = {

⋂
N ⊔ {NIC}} = ∆b

NIC
(N ).

Sinon, supposons l’ensemble{Nk ∈ N | [Nk] ∩ [NIC ] 6= ∅} non vide. Alorsref∆p

NIC
(N ) = {Nk ∩

NIC |N
k ∈ N , [Nk]∩ [NIC ] 6= ∅} = {Nk ∩NIC |N

k ∈ N ,Nk ∩NIC est cohérent} de la proposition
6. Dans le dernier cas, on aref∆p

NIC
(N ) = {NIC ∩NIC} = {NIC} = ∆b

NIC
(N ).

3.4 Quelques exemples

Dans cette section, nous donnons quelques instances de problèmes de fusion de RCQ qui serviront
de fil rouge dans les chapitres qui suivront.

3.4.1 Exemple : satellites et algèbre des directions cardinales

Considérons trois satellitesS1, S2 et S3. Ces satellites observent les dispositions relatives d’unen-
semble de quatres objets ponctuels du plan suivant un même repère orthogonal, celui dont la direction
des axes suit les points cardinaux. Chaque satelliteSi fournit ainsi un ensemble d’informations repré-
sentées par un RCQN i, défini sur l’ensemble de variablesV = {v1, v2, v3, v4} et sur l’algèbre des di-
rections cardinales2Bcard. Les figures 3.2(a), 3.2(b) et 3.2(c) représentent respectivement ces trois RCQ
N1, N2, N3. L’ensemble des scénarios cohérents de chaque RCQ est également représenté au-dessous
au moyen d’une représentation qualitative des points sur leplan.

Dans cet exemple, nous considérons que la manière dont chaque satelliteSi observe les dispositions
relatives des quatre objets et exprime ses observations estinconnue. Un satelliteSi ne fournit donc pas
directementun RCQN i mais il fournit plutôt un ensemble d’informations qui sont pré-traitées par une
tierce application, qui va elle-même fournir le RCQN i représentant l’ensemble d’informations fournies
initialement par le satellite. Nous considérons que l’étape intermédiaire de pré-traitement de l’informa-
tion est inconnue. Une telle considération nous oblige à admettre l’hypothèse de rationalité des sources
pour un processus de fusion, puisque chaque RCQ doit être vu comme l’ensemble des informations qu’il
représente intrinsèquement, ou encore l’ensemble de ses scénarios cohérents. Par exemple, même si l’on
aN1[1, 2] = {e}, S1 n’a pas forcément directement observé que l’objetv1 se situe à l’est dev2, cette
dernière information peut en effet être issue d’une opération de fermeture algébrique présente dans le
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FIGURE 3.2 – Le profil homogèneN = {N1,N2,N3} des trois RCQ représentant les observations des
trois satellites.

processus de pré-traitement de l’information initialement fournie parS1, s’il était déjà déduit quev2 se
situe à l’ouest dev4 et v1 à l’est dev4.

Par ailleurs, on sait avec certitude que l’ensemble des objets considérés sont distincts, c’est-à-dire
que pour toute paire de variablesvi, vj , la relationvi eq vj n’est pas satisfaite. On sait d’autre part que
l’objet v1 se situe à l’est dev4. Cette connaissance est représenté dans le RCQNIC schématisé à la figure
3.3(a). La relationBcard \ {eq} est notée plus simplement6= sur cette figure.

{e}

v3

v2

v4

v1

6=

6=

6=

6= 6=

(a)NIC

{e, se}v3

v2

v4

v1

{s, se}

{n, nw}{w}
{e} {nw}

(b) N2 ∩NIC

FIGURE 3.3 – Le RCQ coercitifNIC représentant l’ensemble d’informations certaines surV et le RCQ
N2 ∩NIC .

Dans cet exemple tous les RCQ sont définis sur la même algèbre qualitative, par conséquent l’utili-
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sation d’un opérateur homogène sera de convenance. On considère en entrée d’un tel opérateur le profil
homogèneN = {N1, N2, N3} etNIC représente le RCQ coercitif.

On peut remarquer que les RCQ deN sont conflictuels. En effet, il n’existe pas de scénario cohérent
commun à chacun des RCQ deN . Remarquons également qu’aucun scénario cohérent deN3 ne satisfait
le RCQ coercitif5, puisqu’on aN3[2, 4] = {eq} etNIC [2, 4] = B \ {eq}, soitN3[2, 4] ∩NIC [2, 4] = ∅.

L’utilisation de l’opérateur de fusion homogène par intersection totale∆fm (cf. définition 104) don-
nera donc le résultat trivial suivant :

∆fm
NIC

(N ) = {NIC}.

Puisque les RCQN1 et N2 sont cohérents avecNIC , le l’opérateur de fusion homogène donnera le
résultat suivant :

∆b
NIC

(N ) = {N1 ∩NIC ,N
2 ∩NIC}

= {N1,N2 ∩NIC}.

Le RCQN2∩NIC est représenté à la figure 3.3(b). L’union des scénarios cohérents admis par l’ensemble
des RCQ de∆b

NIC
(N ) est constitué de l’ensemble{σ, σ′, σ(2)} (cf. figure 3.2).

L’exemple que nous venons de décrire sert d’exemple supportdans le chapitre 5, chapitre dans lequel
nous définissons une classe d’opérateurs de fusion homogèneditssémantiquesqui admettent l’hypothèse
de rationalité des sources et considèrent en entrée des RCQ résultant d’un pré-traitement de croyances
ou préférences initiales.

3.4.2 Exemple : préférences sur un emploi du temps et algèbredes intervalles

Considérons maintenant un ensemble de quatre cours communspour un ensemble d’étudiants don-
nés, nous restreignons notre exemple à un ensemble de trois étudiants Pierre, Paul et Jacques. Chacun
d’entre eux peut exprimer ses préférences sur l’emploi du temps en fournissant un ensemble de relations
binaires entre ces cours. Nous considérons alors quatre variables temporelles, chacune d’elles repré-
sentant un cours se déroulant sur un intervalle de temps. Lesquatre variablesv1, v2, v3, v4 représentent
respectivement les cours d’algèbre, analyse, algorithmique et anglais, et forment l’ensembleV . Nous
considérons l’algèbre des intervalles pour représenter des relations qualitatives entre ces cours.

Dans cet exemple, à l’inverse de l’exemple décrit à la section 3.4.1 concernant les satellites, nous
considérons que les trois RCQ sont donnés « tels quels » par les étudiants, c’est-à-dire que chacun d’entre
eux exprime explicitement ses préférences sous la forme d’un ensemble de contraintes binaires entre les
cours considérés. Aucun pré-traitement n’est effectué surles informations initialement fournies par les
étudiants. Ainsi, Pierre, Paul et Jacques fournissent directement les RCQN1,N2,N3 respectivement
représentés à la figure 3.4, représentant leurs préférencessur les relations binaires entre ces cours et
formant le profil homogèneN . Nous supposons que la disposition de ces cours n’est soumise à aucune
contrainte d’intégrité, que toute disposition qualitative des cours est « autorisée », ainsi le RCQ coercitif
NIC est défini pour toute paire de variables(vi, vj), i < j parNIC [i, j] = Bint. Dans ce cas, un opérateur
homogène pourra être utilisé.

Par exemple, Pierre préfère commencer à étudier l’algèbre avant le début du cours d’analyse et
voudrait également terminer l’algèbre avant de terminer l’analyse. Cette information s’exprime par la
contraintev1{p,m, o}v2, qui correspond directement à la relation affectée à la contrainteN1[1, 2] sans
pré-traitement. De même, les contraintesN1[1, 3], N1[2, 3] et N1[2, 4] sont définies par une relation
explicitement fournie par Pierre.N1, comme tous les autres RCQ, est alors fourni tel quel à l’opérateur

5. Un tel événement peut être dû au fait que bien que les objetsv2 et v4 sont distincts dans la réalité, le satelliteS3 a une
vision très éloignée de la situation et considère que ces deux objets se situent au même endroit.
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FIGURE 3.4 – Le profil homogèneN = {N1,N2,N3} des trois RCQ représentant les préférences des
trois étudiants.

de fusion qui devra prendre en compte l’ensemble de ses contraintes, sans qu’aucune opération inter-
médiaire de fermeture algébrique du RCQ ne soit effectuée, ou sans que le RCQ soit remplacé par un
RCQ équivalent minimal. Une telle considération pour l’opérateur de fusion est pertinente pour ce type
d’application. Par exemple, Pierre souhaite que la fin du cours d’algèbre survient avant le début du cours
d’algorithmique, ou en même temps, ce qu’il exprime par la contraintev1{p,m}v3. On peut remarquer
que la présence des contraintesN1[1, 2] = {p,m, o} etN1[2, 3] = {p} impliquent que la relationm ne
peut être satisfaite entrev1 et v3, pour aucun scénario cohérent. Pourtant cette relation apparaît explici-
tement lorsque Pierre fournit ses préférences au départ, etdoit être considérée comme une information
pertinente, même si elle n’est pas cohérente avec le reste deses préférences restantes.

Ainsi l’hypothèse de rationalité des sources n’est pas admise dans un tel contexte. Par exemple, les
informations fournies par Jacques sont conflictuelles, i.e., le RCQN3 que Jacques fournit est incohérent.
En effet, Jacques préfère apprendre l’algorithmique aprèsl’analyse (v2{p,m}v3), souhaite que le cours
d’anglais se déroule après celui d’algorithmique (v3{p,m}v4) et voudrait commencer à suivre le cours
d’anglais avant la fin du cours d’analyse (v2{m, o}v4). Aucune programmation possible des cours ne
permet de satisfaire ses préférences. Pourtant Jérome exprime de l’informationlocalement cohérente,
puisque toutes les contraintes fournies sont définies par une relation non vide, et dans une telle situation
la pertinence de chacune d’entre elles devra être considérée dans un processus de fusion.

Nous pouvons également remarquer qu’en plus de la présence de conflits au sein des préférences d’un
seul étudiant, Jérome, les étudiants expriment également entre eux des préférences conflictuelles. Ainsi,
même si Pierre et Paul (fournissant les RCQN1 etN2 respectivement) expriment chacun un ensemble
de préférences cohérentes (i.e.,N1 etN2 sont des RCQ cohérents), il n’existe aucune programmation
des cours pouvant les satisfaire à deux, puisqueN1[1, 2] ∩N2[1, 2] = ∅.

Dans un tel type d’application, un opérateur de fusion devraalors gérer deux types de conflits :

– les conflits pouvant exister au sein d’un seul agent en raison de l’expression des croyances ou des
préférences sous la forme de contraintes binaires sur les entités ;

– les conflits dûs à la présence de plusieurs agents.

Puisque par exempleN3 est à lui seul incohérent, l’opérateur de fusion homogène par intersection
totale∆fm (cf. définition 104) donnera le résultat trivial suivant :

∆fm
NIC

(N ) = {NIC}.

PuisqueNIC n’exprime aucune contrainte d’intégrité quant à la disposition de ces cours et les RCQ
N1 etN2 sont cohérents, ces derniers sont cohérents avecNIC . Par conséquent l’opérateur de fusion
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homogène donnera le résultat suivant :

∆b
NIC

(N ) = {N1 ∩NIC ,N
2 ∩NIC}

= {N1,N2}.

L’exemple qui vient d’être décrit servira de support pour lechapitre 6, dans lequel nous définissons
plusieurs classes d’opérateurs de fusion ditssyntaxiques, qui, à l’opposé des opérateurs sémantiques,
n’admettent pas l’hypothèse de rationalité des sources.

3.4.3 Exemple : satellites et algèbresSTAR
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FIGURE 3.5 – Trois schémas de partitionSTAR.
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FIGURE 3.6 – Trois RCQN1 (a),N2 (b) etN3 (c) formant le profil hétérogèneN , et le RCQ coercitif
NIC (d).

Reconsidérons l’application décrite à la section 3.4.1, trois satellitesS1, S2 etS3 observent les dis-
positions relatives d’un ensemble de quatre objets ponctuels formant l’ensembleV = {v1, v2, v3, v4}.À
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présent ces trois satellites n’observent pas les objets suivant un axe de référence dirigé vers le nord, mais
chacun d’entre eux suit son propre axe de référence. De plus les capteurs qui équipent le satelliteS3 lui
permettent d’avoir une vision plus « fine » des configurationsentre les objets, par rapport aux deux pre-
miers satellites. Du fait de l’absence d’axe de référence sur les trois satellites et des différents degrés de
granularité des configurations qualitatives fournies par chacun,S1, S2 etS3 fournissent leurs croyances
dans des langages différents. Ainsi pour touti ∈ {1, 2, 3} le RCQN i représentant implicitement les
croyances du satelliteSi, est défini sur l’algèbre qualitative2Bi qui correspond à un paramétrage particu-
lier de l’algèbreSTAR (voir section 2.2.4 du chapitre 2). Les trois schémas de partition correspondant
B1 = STAR2(0), B2 = STAR2(30) etB3 = STAR3(0) sont représentés aux figures 3.5(a), 3.5(b)
et 3.5(c) respectivement. Les trois RCQN1,N2 et N3 sont représentés aux figures 3.6(a), 3.6(b) et
3.6(c) respectivement. Le RCQ coercitifNIC est représenté à la figure 3.6(d), il fournit des contraintes
d’intégrité contenant des informations certaines sur les points du plan et est défini sur2B1 . La relation
B1 \{eq} est notée6= sur le schéma. Remarquons que ce RCQ est équivalent au RCQ coercitif considéré
pour l’exemple décrit à la section 3.4.1 et est exprimé dans le même langage, puisque2B2 correspond ici
à l’algèbre des directions cardinales.

Dans cet exemple les RCQ coercitifNIC et les RCQN1,N2 et N3 sont définis sur des paramé-
trages différents de l’algèbreSTAR, donc sur des algèbres qualitatives différentes. Toutefois toutes ces
algèbres sont basées sur le même domaine, i.e., les entités considérées sont les points du plan. Par consé-
quent les RCQN1, N2 etN3 forment le profil hétérogèneN . L’utilisation d’un opérateur hétérogène
est donc nécessaire. On constate d’ores et déjà que ces RCQ sont conflictuels, il suffit de remarquer que
N1[1, 2] = N2[1, 2] = {0}, et que la relation de base0 dans le schéma de partitionB1 d’une part, et dans
le schéma de partitionB2 d’autre part, sont deux relations de base mutuellement exclusives ; il n’existe
donc pas de solution commune àN1 etN2 simultanément.

Dans cet exemple, l’utilisation de l’opérateur de fusion hétérogène prudentNp (cf. définition 103)
donnera comme résultat l’ensemble des RCQ du profilN , c’est-à-dire :

N
p
NIC

(N ) = {N1,N2,N3}.

En effet, tout RCQNk du multi-ensembleN est cohérent avec le RCQ coercitifNIC : ce dernier impose
seulement que toute paire de variables(vi, vj) satisfasse la relation6= et quev1 soit parfaitement à l’est
dev4, or il existe une solution à tout RCQNk ∈ N qui satisfait ces contraintes.

Cet exemple sera utilisé pour illustrer le comportement de la première des deux classes d’opérateurs
hétérogènes que nous présenterons dans le chapitre 7.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons énuméré quelques points inhérents à la problématique de fusion de
RCQ :

– peut-on gérer des RCQ définis sur des algèbres qualitativesdifférentes ?
– sous quelle forme le résultat de la fusion doit-il être représenté ?
– doit-on considérer l’hypothèse que les sources fournissant les RCQ sont rationnelles ?

Nous nous sommes fixé un cadre d’étude : nous avons ainsi définideux types d’opérateurs pour la
fusion de RCQ : les opérateurs hétérogènes, qui prennent en compte des RCQ pouvant être définis sur
des algèbres qualitatives différentes, pourvu qu’elles soient définies sur le même domaine (en d’autres
termes, tous les RCQ doivent considérer des variables interprétant des entités spatiales ou temporelles
définies sur le même domaine) ; les opérateurs homogènes, quiforment une famille incluse dans celle
des opérateurs hétérogènes, et qui considèrent des RCQ définis sur la même algèbre qualitative. Nous
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avons proposé pour chacune de ces deux familles d’opérateurs un ensemble de propriétés qu’un opérateur
de la famille doit satisfaire pour avoir un comportement rationnel. Ces propriétés sont dérivées à partir
de postulats de rationnalité proposés dans la littérature,qui caractérisent les opérateurs de fusion de
bases de croyances dans le cadre logique propositionnelle (cf. chapitre 1). Nous avons également défini
quelques opérateurs de fusion « simples », pour chacune des deux familles, et étudié leurs propriétés
logiques. Nous avons enfin décrit quelques exemples concrets afin d’illustrer les problématiques posées
au départ. En particulier nous avons montré que pour certaines applications, l’hypothèse de rationnalité
des sources doit être effectuée, contrairement à d’autres applications où toutes les informations fournies
pas les sources (y compris les informations conflictuelles au sein d’une même source) doivent être prises
en compte.

Les quelques opérateurs de fusion hétérogènes et homogènesque nous avons proposés dans ce cha-
pitre ont un comportement relativement draconiens. Lorsque les RCQ sont conflictuels, ces opérateurs
(pour la plupart) accordent une pleine confiance aux RCQ cohérents avec le RCQ coercitif et n’accordent
pas d’importance aux RCQ restants. Dans les chapitres qui suivent, nous proposons plusieurs familles
particulières d’opérateurs qui traitent les informationsfournies dans le profil de manière plus fine, et qui
ont par conséquent un comportement plus parcimonieux.
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Chapitre 4

Distances et opérateurs homogènes
sémantiques
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Dans le chapitre précédent, nous avons défini deux familles principales d’opérateurs la fusion de
RCQ, les opérateurs hétérogènes et homogènes. Les opérateurs homogènes considèrent en paramètres
un profil homogène, i.e., un multi-ensembleN = {N1, . . . ,Nm} de RCQ définis sur le même ensemble
de variablesV et sur la même algèbre qualitative2B, et un RCQ coercitif également défini surV et 2B,
représentant des contraintes d’intégrité inhérentes au monde représenté par les variables. Le chapitre que
nous abordons maintenant s’attache à définir et étudier une famille particulière d’opérateurs homogènes.
Il est divisé en deux parties principales.

En premier lieu, nous définissons des notions de distances entre scénarios d’une algèbre qualitative
2B, ainsi que des distances entre relations de base d’un schémade partitionB. Nous donnons quelques
exemples simples inspirés de distances entre interprétations existant dans la littérature et utilisées dans le
cadre de la fusion de bases de croyances en logique propositionnelle. Puis nous définissons des distances
appropriées au contexte des RCQ. Ces distances exploitent une notion de « proximité » entre les relations
de base deB et par extension entre les scénarios de2B, cette notion étant elle-même induite d’une notion
de « voisinage » entre ces mêmes éléments. Les distances ainsi définies pourront alors être exploitées
par la famille d’opérateurs homogènes sémantiques que nousdéfinissons dans la deuxième partie de ce
chapitre, mais également par les familles d’opérateurs homogènes syntaxiques qui nous étudierons dans
le chapitre suivant.

En second lieu, nous définissons une famille particulière d’opérateurs homogènes pour la fusion de
RCQ, dits « sémantiques ». Le terme « sémantique » désigne lesopérateurs qui considèrent comme ad-
mise l’hypothèse de rationnalité des sources (cf. chapitreprécédent). Ainsi les RCQ formant le profil
homogène à fusionner ne sont pas supposés fournis « tels quels » par les sources, mais sont issus d’un
pré-traitement des croyances ou des préférences de ces sources. La manière dont les informations sont
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fournies au départ est supposée non connue, de même que la méthode de pré-traitement intermédiaire de
ces informations. Chaque RCQ doit être vu comme l’ensemble des informations qu’il représente intrin-
sèquement, ou encore comme l’ensemble de ses scénarios cohérents. Une application qui convient à de
telles considérations a été proposée au travers d’un exemple dans la section 3.4.1 du chapitre précédent,
l’exemple de trois RCQ représentant les croyances fourniespar trois satellites, issus d’un pré-traitement
intermédiaire des informations initiales. Les opérateurshomogènes sémantiques qui font l’objet de ce
chapitre sont notésΘ. Ils sont fondés sur des distances entre scénarios et sur desfonctions d’agréga-
tion ; nous décrivons tout d’abord le processus employés parces opérateurs pour calculer le résultat de
la fusion d’un profil homogène sous des contraintes d’intégrité représentées par un RCQ coercitif. Afin
d’illustrer le comportement de ces opérateurs de manière concrète, nous réintroduisons le cas des trois
satellites (cf. section 3.4.1 du chapitre précédent) et l’appliquons à un opérateur particulier de la famille.
Puis nous introduisons deux problèmes de décision à propos du résultat renvoyé par ces opérateurs et
donnons une borne supérieure de complexité pour ces problèmes. Enfin, nous discutons du problème
posé par la représentation du résultat renvoyé par ces opérateurs.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait l’objet d’une publication [CONDOTTA et al.2008b].

4.1 Distances entre scénarios, distances entre relations de base

Pour commencer, nous introduisons deux notations.

Notation 16. L’ensemble des scénarios deRCQ2B

V est noté〈RCQ2B

V 〉.

Notation 17. L’ensemble des scénarios cohérents deRCQ2B

V est noté[RCQ2B

V ].

Intuitivement,[RCQ2B

V ] représente l’ensemble de toutes les configurations qualitatives possibles sur
V et2B.

4.1.1 Définition d’une distance entre scénarios et exemplessimples

Nous définissons dans cette section la notion générale de distance entre scénarios, ainsi que deux
distances particulières entre scénarios : la distance drastique et la distance de Hamming.

Une distance entre scénarios est caractérisée par la définition suivante :

Définition 107 (Distance entre scénarios). Une distanced entre scénarios est une pseudo-distance, i.e.,
application de〈RCQ2B

V 〉 × 〈RCQ
2B

V 〉 dansR+
0 telle que∀σ, σ′ ∈ 〈RCQ2B

V 〉,
{
d(σ, σ′) = d(σ′, σ) (symétrie)
d(σ, σ′) = 0 ssi σ = σ′ (séparation)

La propriété de séparation imposée dans la définition d’une distance entre scénarios peut paraître
restrictive. En effet, on peut imaginer une distance entre scénarios qui renvoit une valeur nulle si les
deux scénarios sont suffisamment « proches », quoique différents. Cependant, nous verrons que cette
restriction implique des propriétés logiques plus intéressantes pour les opérateurs de fusion exploitant
une telle distance. D’autre part, l’ensemble des distancesentre scénarios que nous définissons dans cette
section satisfont cette propriété de séparation, c’est pourquoi nous l’imposons par défaut.

À partir d’une telle caractérisation de distance entre scénarios, deux distances très simples peuvent
être proposées, la distance drastique d’une part et la distance de Hamming d’autre part. Ces deux dis-
tances sont des contreparties de distances standard entre interprétations dans le cadre de la logique
propositionnelle [FAGIN et al. 1983, BORGIDA 1985, DALAL 1988, SATOH 1988, WINSLETT 1988,
REVESZ 1997, LIN & M ENDELZON 1998, KONIECZNY et al.2002].
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4.1. Distances entre scénarios, distances entre relationsde base

Définition 108 (Distance drastique entre scénarios). La distance drastique entre scénarios, notéedD,
est définie comme suit,∀σ, σ′ ∈ 〈RCQ2B

V 〉 :

dD(σ, σ′) =

{
0 si σ = σ′,
1 sinon.

Considérons les scénariosσ etσ′ définis sur l’algèbre des intervalles d’Allen et sur l’ensembleV =
{v1, v2, v3, v4} de quatre variables représentant quatre intervalles.σ etσ′ sont représentés respectivement
aux figures 4.1(a) et 4.1(b). Ces scénarios sont cohérents, et sous chacun d’entre eux est donnée leur
représentation qualitative sur la droite des intervalles considérés. On a clairementdD(σ, σ′) = 1 puisque
σ etσ′ sont deux scénarios différents.

v2

v3

v2

v4

v1

{m}
{p}

{m}

{o}

{o}
{d}

v1 v4

v3

(a)σ

v2

v3

v2

v4

v1

{fi}
{p}

{o}

{m}

{o}
{si}

v1 v4

v3

(b) σ′

FIGURE 4.1 – Les scénarios cohérentsσ etσ′ et leur représentation qualitative sur la droite des intervalles
qu’ils considèrent

Le distance drastique entre scénarios est une distance entre scénarios au sens de la définition 107,
cependant son comportement est draconien puisqu’elle ne permet de faire aucune distinction entre deux
scénarios « plus ou moins » distants. La distance de Hamming entre scénarios cohérents pallie ce pro-
blème en considérant le nombre de contraintes qui diffèrententre les deux scénarios cohérents. Elle est
définie formellement comme suit :

Définition 109 (Distance de Hamming entre scénarios). La distance de Hamming entre scénarios
cohérents, notéedH , est définie comme suit,∀σ, σ′ ∈ 〈RCQ2B

V 〉 :

dH(σ, σ′) = |{(vi, vj) ∈ V
2
< | σ[i, j] 6= σ′[i, j]}|.

Tout comme la distance drastique entre scénarios, la distance de Hamming entre scénarios est une
distance entre scénarios au sens de la définition 107.

Reprenons les scénariosσ etσ′ représentés respectivement aux figures 4.1(a) et 4.1(b). OnadH(σ, σ′) =
4 puisque ces deux scénarios diffèrent au niveau de quatre paires de variables.

Nous présentons dans les sections 4.1.3 et 4.1.4 un éventailplus complet de choix pour une distance
entre scénarios.
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4.1.2 Distances entre relations de base

Dans cette section, nous définissons la notion générale de distance entre relations de base d’un en-
sembleB. Nous proposons ensuite plusieurs distances entre relations de base, définies de manière gé-
nérique, indépendante d’un schéma de partitionB particulier. Nous définissons tout d’abord la distance
drastique entre relations de base, puis des distances plus fines qui exploitent une notion de « voisinage »
entre relations de base.

Définition formelle et distance de base drastique

Nous donnons tout d’abord une définition générale de la notion de distance entre relations de base.
Une telle distance est appelée « distance de base ».

Définition 110 (Distance de base). Une distance de base est une pseudo-distance entre relations de
base, i.e., une applicationdB deB× B dansR+

0 telle que∀b, b′ ∈ B,






dB(b, b′) = dB(b′, b) (symétrie)
dB(b, b′) = 0 ssi b = b′ (séparation)
dB(b, b′) = dB(b⌣, (b′)⌣) (stabilité pour l’inverse)

À l’instar de la définition générale d’une distance entre scénarios (cf. définition 107), nous imposons
la propriété de séparation pour une distance de base. Les raisons qui motivent ce choix sont identiques
à celles évoquées précédemment pour la distance entre scénarios : les opérateurs de fusion que nous
définirons par la suite et qui sont paramétrés par une distance de base possèdent des propriétés logiques
plus intéressantes lorsque cette dernière vérifie la propriété de séparation. Aussi, toutes les distances de
base que nous définissons maintenant vérifient cette propriété, c’est pourquoi nous l’imposons par défaut.

Un exemple simple de distance de base est la distance drastique, notéedD :

Définition 111 (Distance de base drastique). La distance de base drastique, notéedD, est définie
comme suit,∀b, b′ ∈ B :

dD(b, b′) =

{
0 si b = b′,
1 sinon.

La distance de base drastique est clairement une distance debase au sens de la définition 110. Cepen-
dant, dans le cadre des algèbres qualitatives, deux relations de base distinctes peuvent être considérées
« plus ou moins » distantes. Cette intuition a donné lieu à desétudes dans le passé à propos de la notion
de « proximité » entre relations de base.

Distance de voisinage conceptuel

Une notion de voisinage conceptuel peut être définie entre les relations de base d’un schéma de
partition. Dans [FREKSA 1992], Freksa est le premier à évoquer une telle notion dans le cadre de l’al-
gèbre des intervalles, elle-même basée sur une notion detransformation continuedes entités dans leur
domaine. L’idée de transformation continue ici est subjective et dépend d’un contexte. Une tentative de
formalisation générique de cette notion a été effectuée dans [KURATA 2009]. Cette dernière s’applique
aux formalismes qualitatifs impliquant des relations de type topologique et est donc plus adaptée à un
contexte spatial que temporel. Son intérêt réside dans le fait qu’elle soit malgré tout très générale, ap-
plicable à des relations impliquant des paires d’entités possédant des structures topologiques différentes
(e.g., une ligne bornée par deux points et une région de points fermée) :
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4.1. Distances entre scénarios, distances entre relationsde base

Définition 112 (Transformation continue [K URATA 2009]). Une transformation continue d’un objet
du domaineD consiste en la déformation de cet objet de manière continue dans D sans modifier la
structure topologique de l’objet.

Cette définition n’est toutefois pas adaptée aux formalismes qualitatifs dont les domaines considérés
sont munis d’une relation d’ordre (e.g., l’algèbre des intervalles, l’algèbre des directions cardinales).
Pour de tels formalismes, la notion de transformation continue dépend exclusivement du contexte de
l’application considérée.

En généralisant la définition de voisinage conceptuel entrerelations de base initialement proposée
par Freksa [FREKSA 1992] dans le cadre de l’algèbre des intervalles, on obtientla définition suivante :

Définition 113 (Voisinage conceptuel entre relations de base). Deux relations de baseb, b′ ∈ B sont
conceptuellement voisines si, à partir d’une configurationentre deux entités satisfaisant la relationb,
on peut par transformation continue d’une des deux entités sur son domaine obtenir une configuration
satisfaisantb′ sans qu’aucune autre relation n’ait été satisfaite au coursde la transformation.

La transformation utilisée définit donc une relation de voisinage particulière surB. Cette relation
peut être représentée à l’aide d’ungraphe de voisinage conceptuel, i.e., un graphe connexe non orienté
dont chaque nœud représente un élément deB. Dans un tel graphe, une arête relie deux nœuds cor-
respondant à deux relations de base voisines. Un graphe de voisinage conceptuel peut également être
directement dérivé à partir d’une structure de treillis surB. De nombreuses structures de treillis ont été
définies dans la littérature, pour différentes algèbres qualitatives incluant en particulier l’algèbre des in-
tervalles [LIGOZAT 1991], l’algèbre des directions cardinales [LIGOZAT 1998b], les algèbres RCC5 et
RCC8 [BENNETT 1994, RANDELL et al.1992].

Prenons pour exemple les relations de baseBint de l’algèbre des intervalles. Dans [FREKSA 1992],
Freksa identifie trois types différents de transformation continue d’un intervalle dans son domaineDint :
• Dans un contexte où une transformation continue d’un intervalle correspond au déplacement de

l’une de ses deux bornes, nous obtenons le graphe de voisinage conceptuelGBint représenté à la figure
4.2(a). Par exemple, les relations de basefi et eq sont considérées voisines dans ce contexte puisque si
I1 et I2 sont deux intervalles satisfaisant la relationfi, alors un décalage continu de la borne inférieure
de l’un des deux intervalles vers la borne inférieure de l’autre implique les deux intervalles à satisfaire di-
rectement la relationeq, sans satisfaire une tierce relation (cf. figure 4.2(b)). Notons que le grapheGBint

correspond au diagramme de Hasse du treillis des intervalles construit par Ligozat [LIGOZAT 1991].
• Dans d’autres circonstances, une transformation continued’un intervalle peut correspondre au dé-

calage de cet intervalle sans faire varier sa durée, et nous obtenons dans ce cas le graphe de voisinage
conceptuelGB′

int illustré à la figure 4.3(a). Dans ce cas, les relationsfi et eq ne sont plus considérées
voisines. En effet, la transformation continue permettantà deux intervallesI1 et I2 satisfaisant initiale-
ment la relationfi de satisfaire la relationeq consiste nécessairement à faire varier la durée de l’un des
deux intervalles. Par contre, les relationso et eq sont voisines, car lorsque les deux intervallesI1 et I2
sont de même durée et qu’on aI1 o I2, alors le décalage de l’un des deux intervalles vers l’autreimplique
directement ces intervalles à satisfaire la relationeq (cf. figure 4.3(b)).
• Enfin, on peut considérer qu’un intervalle a un « emplacementglobal » fixe et que seule sa durée

peut varier relativement à cet emplacement, intuitivementun intervalle peut être élargi ou rétrici, tout en
gardant sa position. L’emplacement global d’un intervalleest représenté par un point strictement compris
entre ses deux bornes. Dans ce cas, une transformation continue d’un intervalle correspond au décalage
à gauche de sa borne inférieure et à droite de sa borne supérieure, ou inversement. Le graphe de voisi-
nage conceptuel obtenu, notéGB

(2)
int, est donné à la figure 4.4(a). La figure 4.4(b) illustre le faitque les
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p m o

fi

di

eq

si

oi mi pi

f

d

s

(a)GBint

I1 fi I2

I1

I2 I2

I1

I1 eq I2

(b) fi et eq sont considérées voisines

FIGURE 4.2 – Le graphe de voisinageGBint (a) et une transformation continue entre deux intervallesI1
et I2 satisfaisant d’abord la relationfi, puis directementeq (b).

p m o

fi

di

eq

si

oi mi pi

f

d

s

(a)GB
′
int

I2 I2

I1

I1 eq I2I1 o I2

I1

(b) o et eq sont considérées voisines

FIGURE 4.3 – Le graphe de voisinageGB′
int (a) et une transformation continue entre deux intervallesI1

et I2 satisfaisant d’abord la relationo, puis directementeq (b).

relationsdi eteq sont voisines dans un tel contexte.

Considérons maintenant l’exemple des relations de baseBcard de l’algèbre des directions cardinales
[L IGOZAT 1998a]. Les entités spatiales considérées correspondent aux points du plan :
• Dans un contexte où une telle entité ne peut lors d’un déplacement que suivre la direction de l’un

des deux axes du repère, i.e., l’un des deux axes « nord - sud » ou « est - ouest », nous obtenons le graphe
de voisinage conceptuelGBcard représenté à la figure 4.5(a). Ce grapheGBint correspond au diagramme
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eqp m o

fi

di

si

oi mi pi

f

d

s

(a)GB
(2)
int

I1

I2

I1

I1 eq I2I1 di I2

I2

(b) di et eq sont considérées voisines

FIGURE 4.4 – Le graphe de voisinageGB
(2)
int (a) et une transformation continue entre deux intervallesI1

et I2 satisfaisant d’abord la relationdi, puis directementeq (b).

de Hasse du treillis des directions cardinales construit par Ligozat [LIGOZAT 1998a].
• Une transformation continue que l’on peut considérer, trèsnaturelle, est le déplacement d’un en-

tité ponctuelle librement sur le plan, i.e., dans n’importequelle direction. Nous obtenons dans ce cas le
graphe de voisinage conceptuelGB′

card représenté à la figure 4.5(b).

ssw

w

nw n ne

eq e

se

(a)GBcard

eq

sw

w

nw n ne

e

ses

(b) GB′
card

FIGURE 4.5 – Les graphes de voisinageGBcard (a) etGB′
card (b).

Pour tout schéma de partitionB, on peut supposer l’existence d’un graphe de voisinage conceptuel.
La structure d’un tel graphe est typiquement dépendante de la manière dont est partitionné l’ensemble
D × D au sein de l’ensemble des relations de base deB, mais peut dépendre également d’un contexte
particulier. Lorsque ce graphe n’est pas disponible, on peut toujours par exemple considérer par défaut le
graphe de voisinage conceptuel formant une clique, i.e., dont toute paire de nœuds est reliée par un arc,
et ainsi supposer que toutes les paires de relations de base sont conceptuellement voisines.

Nous avons proposé dans [CONDOTTA et al. 2008b] une distance entre relations de base spécifique
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au cadre des RCQ et utilisant les graphes de voisinage conceptuel. Cette distance est appeléedistance de
voisinage conceptuel. Elle est définie formellement comme suit :

Définition 114 (Distance de voisinage conceptuel [CONDOTTA et al. 2008b]). SoitGB un graphe de
voisinage conceptuel surB. La distance de voisinage conceptueldGB entre relations de base deB est
définie pour touta, b ∈ B comme la longueur de la chaîne la plus courte entre les deux nœudsna etnb
représentant respectivementa et b dansGB.

Exemple 10.Considérons le graphe de voisinageGBint représenté à la figure 4.2(a). On adGBint
(o, si) =

3, puisque(o, fi, di, si) est une chaîne de longueur minimale entre les nœuds représentant les relations
de baseo et si dansGBint. La figure 4.6 représente trois transformations continues (dans le contexte
imposé par la définition du grapheGBint) nécessaires à deux intervalles satisfaisant initialement la
relation o pour satisfaire la relationsi en passant par la satisfaction des relations de basefi et di
successivement.

1

2

3

I1 o I2

I1

I2 I2

I1

I1 fi I2

I1

I1 di I2

I2

I1

I1 si I2

I2

FIGURE 4.6 – Transformations continues de deux intervalles satisfaisanto, fi, di, si successivement.

Clairement, pour chacun des graphesGB que nous venons de présenter,dGB est une distance de base
au sens de la définition 110.

4.1.3 Distances directes entre scénarios

Nous définissons dans cette section une famille de distancesentre scénarios, que nous baptisons
distancesdirectesentre scénarios. Ces distances sont fondamentalement paramétrées par une distance de
basedB et par une fonction d’agrégation⊙ (cf. définition 4 du chapitre introductif) utilisée pour agréger
les distances entre les relations de base contenues dans lesrelations singletons de chacune des contraintes
entre les deux scénarios cohérents en question.

Définition 115 (Distance directe entre scénarios). SoitdB une distance de base (au sens de la définition
110) et soit⊙ une fonction d’agrégation La distancedirecteentre deux scénarios, notéeddB,⊙, est définie

∀σ, σ′ ∈ 〈RCQ2B

V 〉 comme suit :

ddB,⊙(σ, σ′) = ⊙{dB(σ[i, j], σ′[i, j]) | (vi, vj) ∈ V
2
<}.
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Proposition 13. Toute distance directeddB,⊙ est une distance entre scénarios au sens de la définition
107.

Preuve.ddB,⊙ vérifie les propriétés de :
- symétrie : puisquedB vérifie la propriété de symétrie (cf. définition 110) ;
- séparation : en effet, soientσ, σ′ ∈ 〈RCQ2B

V 〉. On addB,⊙(σ, σ′) = 0 ssi⊙{dB(σ[i, j], σ′[i, j]) | (vi, vj) ∈
V 2
<} = 0 ssi ∀(vi, vj) ∈ V 2

<, dB(σ[i, j], σ′ [i, j]) (puisque⊙ vérifie la propriété de minimalité) ssi
∀(vi, vj) ∈ V

2
<, σ[i, j] = σ′[i, j] (puisquedB vérifie la propriété de séparation) ssiσ = σ′.

Le choix de la fonction d’agrégation⊙ dépend du contexte. Par exemple⊙ = Max est un choix ap-
proprié lorsque seule la distance la plus grande pour une paire de contraintes entre deux scénarios est im-
portante, quelque soit le nombre de contraintes considéré.La fonction d’agrégationGMax 6 renvoie une
mesure de distance plus discriminante queMax : pour tous scénariosσ, σ′, σ(2), on addB,GMax(σ, σ

′) =
ddB,GMax(σ, σ

(2)) implique ddB,Max(σ, σ
′) = ddB,Max(σ, σ

(2)), la réciproque n’étant pas vérifiée dans
le cas général. Pour⊙ =

∑
, les distancesdB sur toutes les contraintes sont sommées, et donc chacune

d’entre elles est prise en compte.
Évaluons la complexité de calcul d’une distance directeddB,⊙(σ, σ′) pour tous scénariosσ, σ′.

Proposition 14. Notonsf(⊙, n) le nombre maximum d’étapes de calcul de⊙ sur n arguments. La
complexité temporelle du calcul deddB,⊙(σ, σ′) est enO(f(⊙, |V 2

<|)), pour tousσ, σ′ ∈ 〈RCQ2B

V 〉.

Preuve.Notonsf(dB) le nombre maximum d’étapes de calcul dedB(b, b′), pour toutes relations de base
b, b′ ∈ B. Par définition deddB,⊙, ddB,⊙(σ, σ′) est enO(f(⊙, |V 2

<|)·f(dB)) pour tousσ, σ′ ∈ 〈RCQ2B

V 〉 et
pour toutes relations de baseb, b′ ∈ B. PuisqueB est un ensemble fixé, l’ensemble des valeurs renvoyées
pardB peut être pré-calculé et sauvegardé dans une table. Ainsi, on af(dB) ∈ O(1). DoncddB,⊙(σ, σ′)

est enO(f(⊙, |V 2
<|)), pour tousσ, σ′ ∈ 〈RCQ2B

V 〉.

Remarquons que la plupart des fonctions d’agrégation « usuelles » sont calculables en temps poly-
nomial, et donc dans ce cas le calcul deddB,⊙(σ, σ′) s’effectue en temps polynomial. Par exemple, si
⊙ ∈ {

∑
,Max}, on af(⊙, n) ∈ O(n). Dans ce casddB,⊙(σ, σ′) est calculable en tempsO(|V 2

<|).
La définition 114 d’une distance directe nous permet de construire une distance entre scénarios co-

hérents de manière souple. Tout d’abord, des distances standard peuvent être retrouvées à partir cette
définition, incluant la distance drastique et la distance deHamming entre scénarios cohérents (cf. défini-
tions 108 et 109) :

Remarque 4. SoitdD la distance de base drastique (cf. définition 111).
– ddD,Max correspond à la distance drastique entre scénarios cohérents (cf. définition 108) ;
– ddD,

∑ correspond à la distance de Hamming entre scénarios cohérents (cf. définition 109).

En plus des distances « simples » entre scénarios cohérents,nous pouvons définir des distances plus
fines en considérant comme distance de basedB la distance de voisinage conceptuel introduite dans la
section 4.1.2.

6. Stricto sensu la fonctonGMax n’est pas une fonction d’agrégation, elle associe au vecteur de nombres en entrée ce
même vecteur, ordonné par ordre décroissant de valeurs ; toutefois il est possible d’associer àGMax une fonction d’agrégation
au sens de la définition 4 qui conserve le même ordre sur les vecteurs de nombres queGMax (cf. [KONIECZNY et al.2002],
définition 5.1) ; pour cette raison, pas abus de langage, on appelle également cette fonction «GMax ».
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Exemple 11. Reprenons les scénarios cohérentsσ etσ′ représentés aux figures 4.1(a) et 4.1(b) respec-
tivement. Considérons le graphe de voisinageGBint (cf. figure 4.2(a)). On a :

ddGBint
,
∑(σ, σ′) =

∑
{dGBint

(σ[i, j], σ′[i, j]) | i, j ∈ {1, . . . , 4}, i < j}

= dGBint
(σ[1, 2], σ′ [1, 2]) + dGBint

(σ[1, 3], σ′[1, 3]) + dGBint
(σ[1, 4], σ′ [1, 4])

+dGBint
(σ[2, 3], σ′[2, 3]) + dGBint

(σ[2, 4], σ′ [2, 4]) + dGBint
(σ[3, 4], σ′[3, 4])

= 1 + 0 + 0 + 3 + 2 + 1
= 7.

ddGBint
,Max(σ, σ

′) = max{dGBint
(σ[i, j], σ′[i, j]) | i, j ∈ {1, . . . , 4}, i < j}

= max{1, 0, 0, 3, 2, 1}
= 3.

La distance entre scénarios que nous venons de définir effectue une agrégation des distances de base
obtenues pour chacune des paires de variables, c’est-à-dire qu’elle considère les degrés de proximité
entre relations de base pour chaque contrainte de manièreindépendante, et fait donc abstraction des
lois de l’algèbre qualitative. Considérons les deux scénarios cohérentsσ(2) et σ(3) définis sur l’algèbre
des directions cardinales et sur l’ensembleV = {v1, v2, v3, v4} de quatre variables, représentés aux
figures 4.7(a) et 4.7(b) respectivement. Sous chacun de ces scénarios cohérents est représentée la confi-
guration qualitative correspondante des points dans leur domaine. En utilisant la distance de voisinage
conceptueldGBcard

(le graphe de voisinage conceptuelGBcard est représenté à la figure 4.5(a)) comme
distance de base et la fonction

∑
comme fonction d’agrégation pour le calcul de la distance entre ces

scénarios, alors en utilisant la distance directe entre scénarios au sens de la définition 114, on obtient
ddGBcard

,
∑(σ, σ′) = 3. De manière plus générale, toujours pour l’algèbre des directions cardinales, soit

(k > 1), considéronsk variablesv1, . . . , vk formant l’ensembleV et les scénarios cohérentsσk et σ′k
définis comme suit :∀(vi, vj) ∈ V 2

<, σk[i, j] = n et (σ′k[i, j] = nw si i = 1, n sinon). Dans ce cas, nous
avonsddGBcard

,
∑(σk, σ

′
k) = k − 1. Il est alors clair que la distance entre deux scénarios cohérents au

sens de la définition 114 dépend directement du nombre de variables dans cet exemple. Pourtant, on peut
remarquer pour tout entierk > 1 que les deux configurations qualitatives représentées parσk etσ′k sont
toujours « voisines », au sens où un décalage continu vers l’est du seul point représenté parv1 permet
de passer directement d’une solution deσk vers une solution deσ′k, sans transiter par une solution d’un
scénario cohérent tiers. Nous proposons dans la section suivante une distance ditede configurationentre
scénarios cohérents qui pallie ce problème.

4.1.4 Distances de configuration entre scénarios cohérents

La distance de configuration entre scénarios cohérents que nous définissons dans cette section ex-
ploite une notion de voisinage entrescénarios cohérents. Nous définissons deux types de voisinage entre
scénarios cohérents, chacun basé sur une notion de transformation continue dite d’instanciationqui lui
est propre. Deux notions différentes de transformation continue d’instanciation sont ainsi définies. Ces
dernières exploitent elles-mêmes une notion de transformation continue d’un objet dans son domaine (cf.
section 4.1.2) et que l’on suppose ici prédéfinie.

Définition 116 (Transformations continues d’instanciation).
– Une transformation continueunitaired’une instanciationα sur V consiste en la transformation

continue sur son domaine de l’objet représenté par une et uneseule variable deV .
– Une transformation continuesimultanéed’une instanciationα surV consiste en la transformation

continue sur leur domaine des objets représentés par l’ensemble des variables deV .
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FIGURE 4.7 – Deux scénarios cohérentsσ(2) (a) etσ(3) (b) tels queddGBcard
,
∑(σ, σ′) = 3.

Considérons l’algèbre des directions cardinales. Les figures 4.8(a) et 4.9(a) représentent la configu-
ration qualitative d’une instanciationα et les figures 4.8(b) et 4.9(b) représentent les configurations qua-
litatives de deux instanciationsα′ etα(2) respectivement. Les figures 4.8(a) et 4.8(b) montrent que l’ins-
tanciationα′ résulte d’une transformation continueunitaire deα. Les figures 4.9(a) et 4.9(b) montrent
que l’instanciationα(2) résulte d’une transformation continuesimultanéedeα.

n
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(a)α
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n
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(b) α′

FIGURE 4.8 –α′ (a) résulte d’une transformation continueunitaire deα (b).

À partir d’une notion de transformation continue (unitaireou simultanée), on peut définir la notion
de voisinage entre scénarios cohérents :

Définition 117 (Voisinage entre scénarios cohérents). Deux scénarios cohérentsσ, σ′ ∈ [RCQ2B

V ] sont
voisinssi par transformation continue d’une solutionα deσ l’on peut obtenir directement une solution
α′ deσ′, i.e., sans passer par une solution d’un scénario cohérent tiers. Le voisinage en question est
dit unitaire(respectivementsimultané) si la transformation continue utilisée est unitaire (respectivement
simultanée).

Nous évoquons d’abord une remarque évidente qui met en relation ces deux définitions.

Remarque 5. Le voisinage unitaire entre deux scénarios cohérents implique leur voisinage simultané.
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FIGURE 4.9 –α(2) (a) résulte d’une transformation continuesimultanéedeα (b).
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FIGURE 4.10 –σ(4) (a), etσ(5) (b) sont voisins unitaires,σ(4) etσ(6) (c) sont voisins simultanés.

Les scénarios cohérentsσ(4), σ(5) et σ(6) (cf. figures 4.10(a), 4.10(b) et 4.10(c) respectivement) re-
présentent les configurations qualitativesα,α′ et α(2) respectivement (cf. figures 4.8 et 4.9). Les deux
scénarios cohérentsσ(4) etσ(5) sont voisins unitaires (et donc simultanés, par la remarque5), puisqu’un
décalage continu vers l’est du point représenté parv1 permet de passer directement d’une solution de
σ (e.g.,α) à une solution deσ′ (e.g.,α′). Les deux scénarios cohérentsσ(4) et σ(5) ne sont pas voisins
unitaires, mais sont voisins simultanés.

La définition 116 caractérise les notions de voisinage unitaire et simultané, mais ne fournit pas de
méthode algorithmique pour déterminer si deux scénarios cohérents donnés sont voisins ou non. Il est
possible de résoudre ce problème en définissant autrement mais de manière équivalente ces deux no-
tions de voisinage. Commençons par fournir une caractérisation algorithmique de la notion de voisinage
unitaire entre scénarios cohérents.

Voisinage unitaire

Proposition 15 (Voisinage unitaire entre scénarios cohérents). Deux scénarios cohérentsσ, σ′ ∈
[RCQ2B

V ] sont voisins unitaires ssi les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. pour tout(vi, vj) ∈ V 2
<, (σ[i, j] = σ′[i, j]) ou (σ[i, j] etσ′[i, j] sont conceptuellement voisines) ;

2. pour tout scénarioσ(2) tel queσ(2) 6= σ, σ(2) 6= σ′ et pour tout(vi, vj) ∈ V 2
<, σ(2)[i, j] ∈

{σ[i, j], σ′ [i, j]}, σ(2) est incohérent.

Preuve.

On déduit de la proposition 15 que les scénarios cohérentsσ(4) etσ(6) (cf. figures 4.10(a) et 4.10(c))
ne sont pas voisins unitaires ; en effet, il est facile de vérifier que la première condition de la proposition
est satisfaite pour ces deux scénarios cohérents, mais pas la deuxième : il existe un scénario cohérentσ(5)

90



4.1. Distances entre scénarios, distances entre relationsde base

(cf. figure 4.10(b)), différent deσ(4) et deσ(6), tel que pour chaque couple de variables(vi, vj) ∈ V ×V ,
la relation de baseσ(5)[i, j] correspond soit àσ(4)[i, j], soit àσ(6)[i, j].

Nous donnons maintenant un algorithme en temps polynomial qui détermine si deux scénarios cohé-
rents donnés sont voisins unitaires.

———————————–
ALGORITHME
———————————–

Proposition 16. L’algorithme??est correct et s’exécute en temps polynomial.

La caractérisation algorithmique de la notion de voisinagesimultané entre scénarios cohérents est
plus simple.

Voisinage simultané

Proposition 17 (Voisinage simultanés entre scénarios cohérents). Deux scénarios cohérentsσ, σ′ ∈
[RCQ2B

V ] sont voisins simultanés ssi pour toutvi, vj ∈ V, i < j, σ[i, j] = σ′[i, j] ou (σ[i, j] et σ′[i, j]
sont conceptuellement voisines).

Preuve.

Graphe de voisinage sur les scénarios cohérents

De la même manière qu’un graphe de voisinage conceptuel sur l’ensemble des relations de base de
B peut être construit à partir d’une notion de voisinage conceptuel sur ces relations de base (cf. section
précédente), on peut à partir d’une notion de voisinage entre scénarios cohérents définir un graphe de
voisinage sur l’ensemble des scénarios cohérents de[RCQ2B

V ], notéG([RCQ2B

V ]). Chacun des nœuds
d’un tel graphe représente un scénario cohérent de[RCQ2B

V ], et chacune de ses arêtes relie deux nœuds
correspondant à deux scénarios cohérents voisins.

La figure 4.11 représente un graphe de voisinageunitaireG([RCQ2Bpt

V ]) sur l’ensemble des scénarios

cohérents de[RCQ2Bpt

V ] avecV = {v1, v2, v3}, c’est-à-dire l’ensemble des treize scénarios cohérents
définissables sur trois variables et sur l’algèbre des points 2Bpt ; une transformation continue d’un point
sur son domaine consiste en son décalage vers la gauche ou vers la droite de manière continue ; chacun
des scénarios cohérents est représenté sur ce graphe par l’intermédiaire de la configuration qualitative
qu’il représente.

À partir d’un graphe de voisinage sur l’ensemble des scénarios cohérents, on peut définir une distance
entre scénarios cohérents, que l’on appelle distancede configurationentre scénarios cohérents :

Définition 118 (Distance de configuration entre scénarios cohérents). Soit G([RCQ2B

V ]) un graphe

de voisinage sur[RCQ2B

V ]. La distance de configurationd
G([RCQ2B

V
])

entre deux scénarios cohérents de

[RCQ2B

V ] est définie∀σ, σ′ ∈ [RCQ2B

V ] comme la longueur de la chaîne la plus courte entre les deux

nœudsnσ etnσ′ représentant respectivementσ etσ′ dansG([RCQ2B

V ]).

Clairement, une distance de configuration entre scénarios cohérents est une distance entre scénarios
au sens de la définition 107.

Lorsque le graphe de voisinageG([RCQ2B

V ]) est construit à partir de la notion de voisinagesimultané,
il est possible de calculer la distanced

G([RCQ2B

V
])

entre deux scénarios cohérents au moyen d’une distance

directeddGB,Max, comme l’indique la proposition suivante :
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FIGURE 4.11 – Graphe de voisinage unitaireG([RCQ2Bpt

V ]) (sur3 variables, algèbre des points2Bpt).

Proposition 18. SoitG([RCQ2B

V ]) le graphe de voisinage sur l’ensemble des scénarios cohérents contruit
à partir de la notion de voisinage simultané. On a pour toute paire de scénarios cohérentsσ, σ′ ∈
[RCQ2B

V ], d
G([RCQ2B

V
])
(σ, σ′) = ddGB,Max(σ, σ

′).

Preuve.

À ce jour, nous n’avons pas trouvé d’algorithme en temps polynomial pour calculer la distance de
configuration entre deux scénarios cohérents donnés dans lecas général, lorsque la notion de voisinage
entre scénarios cohérents considérée est celle de voisinage unitaire. Une méthode brutale consiste à
pré-calculer complètement le graphe de voisinageG([RCQ2B

V ]). Pour celà, on génère exhaustivement
l’ensemble de tous les scénarios cohérents[RCQ2B

V ], puis pour chaque paire de scénarios cohérents, on
teste en temps polynomial grâce à l’algorithme?? si ces deux scénarios cohérents sont voisins. Le cas
échéant on ajoute un arc entre les nœuds représentant ces deux scénarios cohérents dans le graphe de
voisinageG([RCQ2B

V ]). Cette méthode n’est toutefois pas raisonnable en pratiquepuisqu’elle requiert le
calcul exhaustif de l’ensemble des scénarios cohérents de[RCQ2B

V ], qui est en taille exponentielle.

4.2 Conclusion

———————————–
Distance directe entre scénarios cohérents n’est pas parfaite, mais reste souple et offre un bon compromis
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entre efficacité de calcul et pertinence
———————————–
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Chapitre 5

Fusion homogène : approche sémantique
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Dans ce chapitre nous définissons une classe d’opérateurs homogènes particuliers pour la fusion de
RCQ. Ces opérateurs sont homogènes et considèrent donc en entrée un profil homogène, c’est-à-dire
un multi-ensembleN = {N1, . . . , Nm} de RCQ définis sur l’ensemble de variablesV et sur la même
algèbre qualitative2B, ainsi qu’un RCQ coercitifNIC , défini également surV et 2B, et représentant
des contraintes d’intégrité sur la configuration des variables, contraintes qui sont inhérentes au monde
représenté par les variables ou à la situation considérée.

Les opérateurs homogènes considérés dans ce chapitre sont dits sémantiques. Nous utilisons ce terme
pour désigner les opérateurs qui considèrent comme admise l’hypothèse de rationnalité des sources,
notion décrite dans le chapitre 3. Ainsi les RCQ formant le profil homogène à fusionner ne sont pas
supposés fournis « tels quels » par les sources, mais sont issus d’un pré-traitement des croyances ou des
préférences de ces sources. La manière dont les informations sont fournies au départ est ignorée, de
même que la méthode de pré-traitement intermédiaire de ces informations. Chaque RCQ doit être vu
comme l’ensemble des informations qu’il représente intrinsèquement, ou encore comme l’ensemble de
ses scénarios cohérents. Une application qui convient à de telles considérations a été proposée au travers
d’un exemple dans la section 3.4.1 du chapitre 3, l’exemple de trois RCQ représentant les croyances
fournies initialement par trois satellites, après un pré-traitement.

Ce chapitre suit le plan suivant : dans la section suivante, nous définissons une classe d’opérateurs
homogènes sémantiques, notésΘ, qui sont fondés sur des distances entre scénarios et des fonctions
d’agrégation ; puis nous réintroduisons le cas des trois satellites (cf section 3.4.1 du chapitre 3) et appli-
quons nos opérateurs sur cet exemple afin d’illustrer concrètement leur comportement. Dans la section
5.2 nous introduisons deux problèmes de décision à propos durésultat renvoyé par ces opérateurs et
donnons une borne supérieure de complexité pour ces problèmes. Dans la section 5.3 nous proposons
quelques expérimentations afin d’analyser empiriquement la complexité de calcul du résultat de la fusion.
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Nous discutons du problème posé par la représentation du résultat dans la section 5.4 avant de conclure.
Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait l’objet d’une publication [CONDOTTA et al.2008b].

5.1 Les opérateursΘ : définition et exemple

5.1.1 Définition d’un opérateurΘ

Nous définissons une classe d’opérateurs de fusion homogènesémantique, notésΘ, prennent donc
en entrée un profil homogèneN et un RCQ coercitifNIC défini sur la même algèbre qualitative que les
RCQ du profil. Ils renvoient en résultat l’ensemble desscénarios cohérentsdeNIC les plus « proches »
deN en termes de « distance ». C’est dans la définition de cette distance, que l’on appelera dans la suite
distanceglobale, que réside leur différence. Un opérateurΘ est caractérisé par un couple〈d,⊗〉, où d
est une « distance » entre scénarios cohérents et⊗ est une fonction d’agrégation qui satisfait la propriété
de symétrie. L’opérateur correspondant est notéΘd,⊗. L’ensemble des scénarios cohérents renvoyé par
Θd,⊗
NIC

(N ) est défini par le résultat d’un processus en deux grandes étapes.
Ce processus est similaire à celui adopté par les opérateursde fusion de bases propositionnelles

« model-based » [REVESZ 1997, LIN & M ENDELZON 1998, KONIECZNY et al. 2002] que nous avons
décrit dans la section 1.3.1 du chapitre 1.

Distance locale

La première étape consiste à calculer unedistance localed entre tout scénario cohérent deNIC et
chacun des RCQ du profilN . À cette fin, il est d’abord nécessaire de disposer d’une distance entre
scénarios cohérents. La notion de distance entre scénariosa été définie dans le chapitre précédent (cf
définition 107 page 80), ainsi qu’une palette de distances entre scénarios cohérents (distance directe
entre scénarios, distance de configuration entre scénarioscohérents).

La définition d’une telle distance est étendue à celle de la distance entre un scénario cohérentσ et un
RCQN , qui est la plus petite des distances entreσ et tout scénario cohérent deN . Formellement,

d(σ,N) =

{
min{d(σ, σ′) | σ′ ∈ [N ]} siN est cohérent,
0 sinon.

Soitσ ∈ [NIC ]. La distance entreσ et un RCQNk du profilN est appelédistance localeentreσ et
Nk.

Distance globale

Soitσ ∈ [NIC ]. Après avoir calculé la distance localed(σ,Nk) entreσ et chacun des RCQNk ∈ N ,
la fonction d’agrégation⊗ est utilisée sur les distances locales afin de déterminer unedistance dite
globale, notéedistd,⊗, entreσ et le multi-ensembleN . Cette distance est définie comme suit :

distd,⊗(σ,N ) = ⊗{d(σ,Nk) | Nk ∈ N}.

Nous avons vu dans le premier chapitre comment justifier le choix d’une fonction d’agrégation des
distances locales dans le cadre de la fusion de bases de croyances propositionnelles « distance-based ».
Ce choix dépend du contexte. Plusieurs fonctions d’agrégation ont donc été étudiées dans la littérature
[REVESZ 1993, LIN 1996, REVESZ 1997, KONIECZNY & PÉREZ 1998]. Nous rappelons l’impact du
choix de deux fonctions d’agrégation standard, les fonctions

∑
etMax :
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• Lorsque les sources sont indépendantes et que le principe que doit suivre l’opérateur de fusion est
celui de donner raison à la majorité des protagonistes, la fonction

∑
est appropriée. Ainsi pour

tout scénario cohérentσ ∈ NIC , on adistd,∑(σ,N ) =
∑
{d(σ,Nk) | Nk ∈ N}.

• Lorsque le point de vue de chacune des sources est important,la fonction d’agrégationMax, qui
a un comportement dit d’« arbitrage », est plus approprié : pour tout scénario cohérentσ ∈ NIC ,
on adistd,Max(σ,N ) = Max{d(σ,Nk) | Nk ∈ N}.

Résultat de la fusion

Le résultat de la fusion, notéΘd,⊗
NIC

(N ), correspond à l’ensemble des scénarios cohérents deNIC les
plus « proches » deN pour la distance globaledistd,⊗. Formellement, on a :

Θd,⊗
NIC

(N ) = {σ ∈ [NIC ] | ∄σ′ ∈ [NIC ], distd,⊗(σ′,N ) < distd,⊗(σ,N )}.

Proposition 19. Θd,⊗ est un opérateur de fusion homogène (au sens de la définition 99), i.e. il satisfait
les postulats (N0 - N2). De plus,Θd,⊗ satisfait les postulats (N3 - N5), (N6’), (N7) et (N8) ; enfin si ⊗
satisfait la propriété de stricte monotonie, alorsΘd,⊗ satisfait (N6).

Preuve.

5.1.2 Application sur l’exemple

Nous reprenons l’exemple des trois satellites décrit dans la section 3.4.1 du chapitre 3. Les trois
RCQN1, N2, N3 définis sur l’algèbre des directions cardinales et sur l’ensemble de variablesV =
{v1, v2, v3, v4} forment le profil homogèneN et sont de nouveau schématisés dans la figure 5.1. Le
RCQ coercitif représentant l’ensemble d’informations certaines surV est schématisé de nouveau dans la
figure 5.2(a).

Nous utilisons dans notre exemple la distance directe entrescénariosddGBcard
,
∑ , (cf définition 114

page 86), qui utilise la distance de voisinage conceptueldGBcard
comme distance de base et la fonction

∑
comme fonction d’agrégation des distances de base au niveaudes contraintes. Dans notre exemple,

on notera plus simplementd cette distance entre scénarios.

Considérons le scénario cohérentσ(7) représenté dans la figure 5.2(b). Notons queσ(7) est un scéna-
rio cohérent du RCQ coercitifNIC . On a :

d(σ(7), N1) = min{d(σ(7), σ(8)) | σ(8) ∈ [N1]}

= d(σ(7), σ)

=
∑
{dGBcard

(σ(7)[i, j], σ[i, j]) | i, j ∈ {1, . . . , 4}, i < j}

= dGBcard
(σ(7)[1, 2], σ[1, 2]) + dGBcard

(σ(7)[1, 3], σ[1, 3]) + dGBcard
(σ(7)[1, 4], σ[1, 4])

+dGBcard
(σ(7)[2, 3], σ[2, 3]) + dGBcard

(σ(7)[2, 4], σ[2, 4]) + dGBcard
(σ(7)[3, 4], σ[3, 4])

= dGBcard
(e, e) + dGBcard

(w, sw) + dGBcard
(e, e)

+dGBcard
(w, sw) + dGBcard

(w,w) + dGBcard
(e, ne)

= 0 + 1 + 0 + 1 + 0 + 1
= 3.
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FIGURE 5.1 – Le profil homogèneN = {N1,N2,N3} des trois RCQ représentant les observations des
trois satellites.
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FIGURE 5.2 – Le RCQ coercitifNIC représentant l’ensemble d’informations certaines surV et un scé-
nario cohérentσ(7) deNIC .

De la même manière, on a :

d(σ(7), N2) = min{d(σ(7), σ(8)) | σ(8) ∈ [N2]}

= d(σ(7), σ(2))
= dGBcard

(e, se) + dGBcard
(w,w) + dGBcard

(e, e)
+dGBcard

(w,nw) + dGBcard
(w,nw) + dGBcard

(e, e)
= 1 + 0 + 0 + 1 + 1 + 0
= 3,
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et :
d(σ(7), N3) = min{d(σ(7), σ(8)) | σ(8) ∈ [N3]}

= d(σ(7), σ(5))
= dGBcard

(e, e) + dGBcard
(w,nw) + dGBcard

(e, e)
+dGBcard

(w,nw) + dGBcard
(w, eq) + dGBcard

(e, se)
= 0 + 1 + 0 + 1 + 1 + 1
= 4.

Ainsi, si l’on utilise la fonction d’agrégation des distances locales⊗ =
∑

, on obtient

distd,
∑(σ(7),N ) = d(σ(7),N1) + d(σ(7),N2) + d(σ(7),N3)

= 3 + 3 + 4
= 10.

Si l’on utilise plutôt la fonction d’agrégation⊗ = Max, on a

distd,Max(σ
(7),N ) = max{3, 3, 4}

= 4.

On obtient alors
Θ
d,

∑

NIC
(N ) = Θd,Max

NIC
(N ) = {σ(8)}.

Autrement dit, le scénario cohérentσ(7) est l’unique scénario cohérent ayant une distance globale
minimale, en utilisant l’une ou l’autre des fonctions d’agrégation

∑
etMax. σ(7) est donc le scénario

cohérent deNIC le plus « proche » des trois RCQN1,N2,N3, suivant un critère de majorité, mais
également suivant un critère d’arbitrage.

5.2 Complexité

Un opérateurΘ renvoit très clairement un ensemble de scénarios cohérent qui peut être en taille expo-
nentielle dans le pire des cas, à l’instar de l’ensemble d’interprétations résultant d’un opérateur de fusion
de bases propositionnelles « model-based » [CADOLI et al.1999]. Néanmois il n’est pas toujours néces-
saire de calculer explicitement le résultat de la fusion (comme un ensemble de scénarios cohérents dans
notre cadre, comme une formule propositionnelle dans le cadre de la fusion de bases propositionnelles).
Dans [KONIECZNY et al.2002, KONIECZNY et al.2004] Konieczny, Lang et Marquis s’intéressent plutôt
dans le cadre propositionnel au problème de l’inférencepour les opérateurs de fusion qu’ils définissent.
Ce problème est un problème de décision qui consiste à savoirsi, étant donné un paramétrage particulier
de l’opérateur et une formule propositionnelle, cette formule est une conséquence logique du résultat de
la fusion.

Aussi dans notre cadre nous considérons deux problèmes de décision : APPARTENANCE(Θ) et
INFERENCE(Θ). Le problèmeAPPARTENANCE(Θ) consiste à savoir si un scénario donné appartient
au résultat de la fusion.

Définition 119 (APPARTENANCE(Θ)). Étant donné une distance entre scénariosd, une fonction
d’agrégation⊗, un RCQ coercitifNIC , un profil homogèneN et un scénario cohérentσ∗, a t-on
σ∗ ∈ Θd,⊗

NIC
(N ) ?

Le problèmeINFERENCE(Θ) est la contrepartie du problème considéré en fusion propositionnelle
[K ONIECZNY et al. 2002, KONIECZNY et al. 2004] dans notre cadre. Il consiste à savoir si l’on peut
déduire la configuration entre deux variables données, par exemple si l’on peut déduire que la variable
v2 se situe au nord ou au nord-est de la variablev4.
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Définition 120 (INFERENCE(Θ)). Étant donné une distance entre scénariosd, une fonction d’agréga-
tion⊗, un RCQ coercitifNIC , un profil homogèneN , une paire de variables(vi, vj) et une relation de
baseb ∈ B, a t-on∀σ ∈ Θd,⊗

NIC
(N ), σ[i, j] 6= b?

Nous donnons une borne de complexité supérieure concernantces deux problèmes de décision, sous
certaines hypothèses surd et⊗.

Proposition 20. Sid et⊗ se calculent en temps polynomial, alors :
– APPARTENANCE(Θ) ∈∆p

2 ;
– INFERENCE(Θ) ∈∆p

2 .

Preuve.

Proposition 21. Sid et⊗ se calculent en temps polynomial et sont polynomialement bornées, alors :
– APPARTENANCE(Θ) ∈ Θp

2 ;
– INFERENCE(Θ) ∈ Θp

2 .

Preuve.

5.3 Expérimentations

———————————–
Résultats QAT : méthode et temps pour générer l’ensemble desscénarios cohérents possibles. Tests pour
calculer la distance globale pour un scénario cohérent donné. Tests pour le processus de fusion entier.
On fait varier la densité deNIC et des RCQ du profil
———————————–

———————————–
Toucher un mot sur le papier ECSQARU et les approches expérimentales en fusion propositionnelle
———————————–

5.4 Représentation du résultat

Nous avons remarqué dans la section 5.2 que les opérateursΘ renvoient en résultat un ensemble de
scénarios cohérents, au même titre qu’en logique propositionnelle un opérateur de fusion « model-based »
renvoie un ensemble d’interprétations. Dans l’exemple décrit dans la section 5.1.2, un seul scénario co-
hérent résulte du processus de fusion (le scénarioσ(7) représenté sur la figure 5.2(b)). Cependant, dans
le cas général l’ensemble résultant est composé de plusieurs scénarios cohérents. Dans le cadre de la
logique propositionnelle, pour un ensemble d’interprétations donné il est toujours possible de définir une
formule propositionnelle dont les modèles correspondent exactement à cet ensemble d’interprétations,
puisqu’il il suffit de considérer la formule correspondant àla disjonction de ces interprétations. Aussi
dans notre cadre, pour certaines applications, il peut êtreintéressant de représenter l’ensemble des scé-
narios cohérents résultant de la fusion de manière compacte, au moyen d’un seul RCQ. Nous montrons
dans cette section que ça n’est pas toujours possible. Remarquons tout d’abord que tout ensemble de
scénarios cohérents peut résulter d’un opérateurΘ :

Proposition 22. SoitS un ensemble de scénarios cohérents. Il existe toujours un opérateurΘd,⊗, un
RCQ coercitifNIC et un profil homogèneN tel queΘd,⊗

NIC
(N ) = S.
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5.5. Conclusion

Preuve.SoitdD la distance drastique entre scénarios et⊗ =
∑

. SoitNIC défini tel que∀vi, vj ∈ V, i <
j,NIC [i, j] = B et soitN = S. D’une part, pour toutσ ∈ S, σ ∈ [NIC ]. D’autre part,

– ∀σ ∈ [NIC ] \ S, distdD ,
∑(σ,N ) = |N | ;

– ∀σ ∈ S, distdD ,
∑(σ,N ) = |N | − 1.

On a doncΘdD ,
∑

NIC
(N ) = S.

ConsidéronsS un ensemble de scénarios cohérents résultant d’un processus de fusion. Une manière
de représenterS de manière compacte est de considérer le RCQNS = (V,CS) défini comme suit, pour
tout vi, vj ∈ V, i < j :

NS [i, j] =
⋃

{σ[i, j] | σ ∈ Θd,⊗
NIC

(N )}.

Proposition 23. NS est le plus petit RCQ (pour≤) tel queS ⊆ [NS ].

Preuve.Tout d’abord, on a bienS ⊆ [NS ] puisque∀σ ∈ S, ∀vi, vj ∈ V , σ[i, j] ∈ NS [i, j] par définition.
Soit maintenantN ′

S un RCQ tel queN ′
S ≤ NS . On a d’une part,∀vi, vj ∈ V , ∀b ∈ NS[i, j], ∃σ ∈ S,

σ[i, j] = b par définition deNS . D’autre part, puisqueN ′
S ≤ NS , ∃vi, vj ∈ V , ∃b ∈ NS[i, j] tel que

b /∈ N ′
S [i, j]. Par conséquent∃σ ∈ S, σ /∈ [N ′

S ]. DoncS * [N ′
S ].

Malheureusement, dans le cas général nous n’avons pas[NS ] = S, c’est-à-dire queNS peut admettre
des scénarios cohérents n’appartenant pas àS, et donc non désirés pour le résultat de la fusion, comme
le montre l’exemple suivant :

Exemple 12.Considérons les deux scénarios cohérentsσ(9) etσ(10) représentés sur les figures 5.3(a) et
5.3(b), formant l’ensembleS. Le RCQNS est représenté sur la figure 5.3(c). On remarque alors que le
scénario cohérentσ(11), représenté sur la figure 5.3(d), est un scénario cohérent deNS n’appartenant
pas àS.

Ceci montre que tout ensemble de scénarios cohérents ne peutpas toujours correspondre à l’ensemble
des scénarios cohérents d’un unique RCQ. Par le théorème 22,il n’est donc pas toujours possible de
représenter le résultat de la fusion d’un opérateurΘ au moyen d’un unique RCQ.

Toutefois, le RCQNS constitue la meilleure approximation « par le haut » d’un ensemble de scéna-
rios cohérentsS (cf théorème 23). De plus, une telle représentation du résultat de la fusion permet de
répondre aux problèmes de décisionAPPARTENANCE(Θ) et INFERENCE(Θ) de manière plus effi-
cace :
• Répondre au problèmeINFERENCE(Θ) s’effectue en tempsO(1). Pour toute paire de variables
(vi, vj) toute une relation de baseb ∈ B, il suffit de vérifier sib ∈ NS [i, j] ;
• Pour répondre au problèmeAPPARTENANCE(Θ), le calcul de la distance globale du scénarioσ∗

donné en entrée du problème est toujours nécessaire dans le cas général. Mais si à la fin du processus de
fusion, la valeurα de la distance globale entre les scénarios cohérents retenus et le profilN est sauvegar-
dée (i.e.,α = distd,⊗(σ,N ) pour un certainσ ∈ Θd,⊗

NIC
(N )), alors l’algorithme suivant peut être utilisé,

qui montre queINFERENCE(Θ) ∈ NP :
———————————–

On devine un scénario cohérentσk pour toutNk ∈ N , on on vérifie que l’agrégation des distances entre
σ∗ et chacun desσk, qui se calcule en temps polynomial, donne une valeur égale àα.
———————————–

5.5 Conclusion
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FIGURE 5.3 – Les scénarios cohérentsσ(9) (a) etσ(10) (b) formant l’ensembleS, le RCQNS (c) et un
scénario cohérent additionnelσ(11) (d) admis parNS.
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Chapitre 6

Fusion homogène : approche syntaxique
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Dans ce chapitre nous définissons une classe d’opérateurs homogènes pour la fusion de RCQ, qui,
à l’instar des opérateurs de fusion sémantiques décrits dans le chapitre précédent, considèrent donc en
entrée un profil homogène dont les RCQ sont définis sur l’ensemble de variablesV et sur la même
algèbre qualitative2B, ainsi qu’un RCQ coercitifNIC défini également surV et2B.

Trois classes d’opérateurs de fusion homogènes sont étudiées dans ce chapitre. Tous les opérateurs
concernés ici sont qualifiés d’opérateurssyntaxiques. À la différence des opérateurs sémantiques, les
opérateurs syntaxiques n’admettent pas l’hypothèse de rationnalité des sources, ils considèrent que cha-
cune des sources fournit l’ensemble de ses croyances ou de ses préférences directement sous la forme
d’un ensemble de contraintes binaires et que chacune des contraintes des RCQ du profil homogène doit
avoir une influence sur le résultat de la fusion. Ces considérations ont été expliquées en détail au travers
de l’exemple des trois étudiants exprimant leurs préférences sur un emploi du temps, exemple décrit dans
la section 3.4.2 du chapitre 3.

Ce chapitre est divisé en deux grandes sections. Dans la prochaine section nous définissons deux
classes d’opérateurs homogènes syntaxiques, notés∆1 et ∆2 qui, tout comme les opérateurs séman-
tiquesΘ définis dans le chapitre précédent, retournent tous deux en résultat de la fusion un ensemble
de scénarios cohérents les plus « proches » du profil homogèneen termes de distanceglobale, le repré-
sentant ainsi dans sa globalité ; ces opérateurs sont également construits à partir de distances de base, de
distances entre scénarios et de fonctions d’agrégation. Les deux classes d’opérateurs sont définies de ma-
nière relativement similaire, la principale différence étant l’ordre considéré pour les étapes d’agrégation
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des distances au niveau des différentes contraintes d’une part, au niveau des différentes sources d’autre
part. Dans la même section nous étudions les propriétés logiques de ces deux classes d’opérateurs, nous
comparons leur comportement et nous discutons du cas applicatif où le choix pour l’un est préférable à
l’autre, nous étudions la complexité théorique de deux problèmes de décision liés au résultat renvoyé par
ces opérateurs, et nous donnons quelques résultats empiriques afin de les comparer aux opérateursΘ.

Dans la section 6.2, nous définissons une autre classe d’opérateurs de fusion homogènes syntaxiques,
notésΩ. Alors que les opérateursΘ, ∆1 et∆2 renvoient en résultat un ensemble de scénarios cohérents,
les opérateursΩ renvoient un résultat de fusion sous forme « compacte », puisqu’ils renvoient un unique
RCQ représentant le profil homogène dans sa globalité. La méthode adoptée par ces opérateurs consiste
à fusionner localement les contraintes de tous les RCQ du profil portant sur les mêmes variables, ce qui
rappelle la méthode de fusion utilisée par les opérateurs∆2. Cette « fusion » est effectuée pour chaque
paire de variables par unopérateur de fusion de relations, et permet de contruire le RCQ résultant en af-
fectant ses contraintes l’une après l’autre, tout en préservant sa cohérence. Nous imposons un ensemble
minimal de propriétés logiques qu’un opérateur de fusion derelations doit satisfaire afin que l’opéra-
teur Ω puisse être qualifié d’opérateur defusion (au sens de la définition 99). Nous montrons en outre
comment rendre le processus de fusion traitable en imposantcertaines restrictions. Nous terminons par
donner quelques résultats expérimentaux sur le calcul du RCQ résultant d’un tel opérateur.

L’ensemble des travaux présentés dans ce chapitre a fait l’objet de quelques publications [CONDOTTA

et al.2009c, CONDOTTA et al.2009b, CONDOTTA et al.2010d, CONDOTTA et al.2010c].

6.1 Méthodes optimales : les opérateurs∆1 et ∆2

Dans [CONDOTTA et al. 2010d, CONDOTTA et al. 2010c], nous avons défini deux classes d’opé-
rateurs de fusion homogènesyntaxiques, notés∆1 et ∆2. Ces opérateurs prennent en entrée un profil
homogèneN et un RCQ coercitifNIC défini sur la même algèbre qualitative2B. Tout comme l’ap-
proche de fusion sémantique proposée dans le chapitre précédent, ces opérateurs renvoient un ensemble
de scénarios cohérents les plus « proches » deN en terme de « distance ».Pouri ∈ {1, 2}, un opérateur
de fusion∆i est caractérisé par un triplet(dB, fi, gi) oùdB est une distance de base surB etfi etgi sont
deux fonctions d’agrégations symétriques. L’opérateur∆i caractérisé par(dB, fi, gi) est noté∆dB,fi,gi

i .
L’ensemble des scénarios cohérents∆dB,fi,gi

i NIC
(N ) est défini par le résultat d’un processus en deux étapes.

Exemple 13. Nous réintroduisons l’exemple décrit dans la section 3.4.2du chapitre 3, i.e., l’exemple
des trois étudiants Pierre, Paul et Jacques exprimant leurspréférences sur un emploi du temps commun
concernant les dispositions relatives de quatre cours. Lestrois RCQN1,N2,N3 définis sur l’algèbre
des intervalles et sur l’ensemble de variablesV = {v1, v2, v3, v4} forment le profil homogèneN et sont
de nouveau schématisés dans la figure 6.1. Rappelons que le RCQ coercitifNIC représentant l’ensemble
d’informations certaines surV correspond au RCQ n’exprimant aucune contrainte sur ces variables, et
est défini pour toute paire de variables(vi, vj), i < j parNIC [i, j] = Bint.

6.1.1 Les opérateurs∆1

La première étape consiste à calculer unedistance localedf1 entre tout scénario cohérent deNIC

et chacun des RCQ du profilN . à cette fin, la distance de basedB et la fonction d’agrégationf1 sont
utilisées pour définir une distance directe (cf définition 114 page 86)ddB,f1 entre deux scénariosσ, σ′ ∈

〈RCQ2B

V 〉 :

ddB,df1
(σ, σ′) = f1{dB(σ[i, j], σ′[i, j]) | vi, vj ∈ V, i < j}.
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FIGURE 6.1 – Le profil homogèneN = {N1,N2,N3} des trois RCQ représentant les préférences des
trois étudiants.

La distance directeddB,f1 est alors utilisée afin de calculer une distance entre un scénario cohérent
deNIC et tout RCQNk deN de la manière suivante :

df1(σ,N
k) = min{ddB,f1(σ, σ

′) | σ′ ∈ 〈Nk〉}.

Notons ici la différence entre cette définition de distance locale et celle considérée par les opérateurs
de fusion sémantiqueΘ décrits au chapitre précédent. La distance entre un scénario σ et un RCQN est
la plus petite des distances (pourddB,f1) entreσ et : l’ensemble des scénarios deN pour un opérateur
∆1 ; l’ensemble des scénarioscohérentsdeN pour un opérateurΘ. Cette nouvelle définition de distance
locale permet de faire abstraction des lois de l’algèbre surN , et ainsi de considérer l’ensemble de ses
contraintes « tels quelles ». C’est ici que l’aspect syntaxique du processus de fusion entre en jeu. Remar-
quons alors que le calcul d’une distance locale entre un scénario et un RCQN ne trivialise pas siN est
incohérent, puisque l’ensemble de ses scénarios (y comprisses scénarios incohérents) est considéré.
Exemple (suite).Soitσ(1) le scénario cohérent représenté sur la figure 6.2(a). Nous calculons la distance
localedf1 entreσ(1) etN1. On considèredGBint

comme distance de base etf1 =
∑

. Dans les calculs
suivants,σ(3) est le scénario (non cohérent) deN1 représenté sur la figure 6.2(c). On a alors :

d∑(σ(1), N1) = min{ddGBint
,
∑(σ(1), σ′) | σ′ ∈ 〈N1〉}

= ddGBint
,
∑(σ(1), σ(3))

=
∑
{dGBint

(σ(1)[i, j], σ(3) [i, j]) | vi, vj ∈ V, i < j}
= dGBint

(di, o) + dGBint
(m,m) + dGBint

(o, o) + dGBint
(p, p) + dGBint

(m,d) + dGBint
(d, d)

= 2 + 0 + 0 + 0 + 3 + 0
= 5.

Par un procédé de calcul similaire, on ad∑(σ(1),N2) = 5 etd∑(σ(1),N3) = 5.

La deuxième étape du processus de fusion consiste, pour un scénario cohérentσ deNIC , à utiliser la
fonction d’agrégationg1 sur les distancesdf1(σ,N

k) calculées à l’étape précédente pour toutNk ∈ N
afin de calculer unedistance globaledg1 entreσ et le profilN . Cette distance est définie comme suit :

dg1(σ,N ) = g1{df1(σ,N
k) | Nk ∈ N}.

g1 est une fonction d’agrégation de valeurs « inter-sources ».Nous avons rappelé dans le cadre de
la définition d’opérateurs de fusion sémantiques (cf chapitre précédent) l’impact du choix d’une telle
fonction. Ce choix est motivé de la même manière ici. Ainsi pour g1 =

∑
la distance globale reflète le

point de vue de la majorité des sources [] et pour la fonction d’arbitrageg1 = Max, elle représentera

105



Chapitre 6. Fusion homogène : approche syntaxique

(a)σ(1)

v1

v3

v2

v4

{m}

{d}

{m}
{p}

v1

{di}

v2 v3

v4

{o}

(b) σ(2)

{di}

v3

v2

v4

{p}
{p}

{p}

{o}
{p}

v1

v2

v1

v4

v3

(c) σ(3)

{o}

v3

v2

v4

{d}

{d}

{m}
{p}

v1

{o}

FIGURE 6.2 – Deux scénarios cohérentsσ(1) (a) etσ(2) (b), et un scénario (non cohérent)σ(3) deN1 (c).

une valeur plus consensuelle [].

Exemple (suite).Considérons icig1 = Max. On a alors :

dMax(σ
(1),N ) = max{d∑(σ(1),Nk) | Nk ∈ N}

= max{5, 5, 5}
= 5.

L’ensemble∆dB,f1,g1
1 NIC

(N ) est l’ensemble des scénarios cohérents deNIC minimisant la distance
globaledg1. Formellement,

∆dB,f1,g1
1 NIC

(N ) = {σ ∈ [NIC ] | ∄σ′ ∈ [NIC ], dg1(σ
′,N ) < dg1(σ,N )}.

Exemple (suite).Par un calcul exhaustif des distances globales de chacun desscénarios cohérents deNIC ,
on trouve5 scénarios cohérents dans le résultat de la fusion∆

dGB,
∑
,Max

1 NIC
(N ), avec∀σ ∈ ∆

dGB,
∑
,Max

1 NIC
(N ),

dMax(σ
(1),N ) = 5. Ainsi, on a par exempleσ(1) ∈ ∆

dGB,
∑
,Max

1 NIC
(N ).

Considérons le scénario cohérentσ(2) représenté sur la figure 6.2(b). On peut calculer sa distance
globale de la même manière que pourσ(1). On a alorsdMax(σ

(1),N ) = Max{7, 2, 2} = 7. Puisque

dMax(σ
(1),N ) < dMax(σ

(2),N ), σ(2) n’appartient par à l’ensemble∆dGB,
∑
,Max

1 NIC
(N ).

Proposition 24. ∆dB,f1,g1
1 est un opérateur de fusion de RCQ au sens de la définition??, i.e. il satis-

fait les postulats (N0 - N2). De plus, sig1 satisfait la propriété d’associativité, alors∆dB,f1,g1
1 satisfait

les postulats (N5), (N6’), (N7) et (N8) ; enfin sig1 satisfait les propriétés d’associativité et de stricte
monotonie, alors∆dB,f1,g1

1 satisfait (N6).
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Preuve.

6.1.2 Les opérateurs∆2

Un opérateur∆2 est défini en deux étapes de la manière suivante. La première étape consiste, pour
tout couple(vi, vj), i < j, à calculer unedistance localedf2 entre toute relation de base deB et l’en-
sembleN [i, j] = {Nk[i, j] | Nk ∈ N}. La définition de la distance de basedB entre deux relations
de base deB est étendue à celle de la distance de base entre une relation de baseb ∈ B et une relation
R ∈ 2B, R 6= ∅. Elle correspond à la distance de base minimale entreb et chacune des relations de base
deR et est définie formellement comme suit :

dB(b,R) = min{dB(b, b′) | b′ ∈ R}.

La fonction d’agrégationf2 permet alors de calculer la distance localedf2 entre toute relation de base de
B et l’ensemble des contraintesN [i, j] = {Nk[i, j] | Nk ∈ N} de la manière suivante :

df2(b,N [i, j]) = f2{dB(b,Nk[i, j]) | Nk ∈ N}.

Le choix de la fonction d’agrégationf2 est motivé de la même manière que pour celui de la fonction
d’agrégationg1 des opérateurs∆1. En fonction du contexte, on choisira selon le cas une fonction ma-
joritaire

∑
[?] ou une fonction d’arbitrageMAX [?]. En effet l’agrégation ici concerne pour chaque

couple(vi, vj) les contraintesNk[i, j] dans les différents RCQNk du profilN .

Exemple (suite).Considérons l’ensembleN [1, 2] = {{p,m, o}, {eq, si}, {di}} (cf. figure 6.1) et choisis-
sonsdGBint

pour la distance de base etf2 = Max. La distance entre la relation de basedi et l’ensemble
N [1, 2] est alors définie par :

dMax(fi,N [1, 2]) = max{dGBint
(di, {p,m, o}), dGBint

(di, {eq, si}), dGBint
(di, {di})

= max{2, 1, 0} = 2.

La deuxième étape consiste, pour toute relation de base deB, à agréger sur l’ensemble des couples de
variables(vi, vj), i < j, les distances locales calculées à l’étape précédente, afind’obtenir unedistance
globaledg2 entre un scénarioσ deNIC ainsi généré et le profilN . Cette distance utilise la fonction
d’agrégationf2 et est définie comme suit :

dg2(σ,N ) = g2{df2(σ[i, j],N [i, j]) | vi, vj ∈ V, i < j}.

Le choix de la fonction d’agrégationg2 sur l’ensemble des paires de variables(vi, vj) du scénarioσ est
ici motivé de manière identique à celui de la fonction d’agrégationf1 pour les opérateurs∆1.

Exemple (suite).Considérons de nouveau le scénario cohérentσ(1) (cf. figure 6.2(a)) et choisissons
g2 =

∑
. On a alors :

dg2(σ
(1),N ) =

∑
{dMax(σ

(1)[1, 2],N [1, 2]), . . . , dMax(σ
(1)[3, 4],N [3, 4])}

= 2 + 2 + 2 + 1 + 3 + 3
= 13.

De manière similaire aux opérateurs∆1, le résultat de la fusion du profilN en présence du RCQ
coercitif NIC par l’opérateur∆dB,f2,g2

2 correspond à l’ensemble des scénarioscohérentsdeNIC qui
minimisent la distance globaledg2 . Formellement,

∆dB,f2,g2
2 NIC

(N ) = {σ ∈ [NIC ] | ∄σ′ ∈ [NIC ], dg2(σ
′,N ) < dg2(σ,N )}.
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Exemple (suite).On trouve9 scénarios cohérents dans le résultat de la fusion∆
dGB,Max,

∑

2 NIC
(N ), dont le

scénario cohérentσ(2) (cf figure 6.2(b)), avec∀σ ∈ ∆
dGB,Max,

∑

2 NIC
(N ), d∑(σ(2),N ) = 8. On remarque

alors que puisqued∑(σ(2),N ) < d∑(σ(1),N ), σ(1) n’appartient par à l’ensemble∆dGB,Max,
∑

2 NIC
(N ).

Proposition 25. ∆dB,f2,g2
2 est un opérateur de fusion de RCQ au sens de la définition??, i.e. il satisfait

les postulats (N0 - N2). etc. . . ?

Preuve.

6.1.3 Comparaison entre∆1 et ∆2

Dans quel cas choisir un opérateur∆1 ?

Étant donné un profilN , on choisira un opérateur∆1 lorsque les sources sont indépendantes, i.e.,
lorsque l’information fournie par chacun des RCQ du profil doit être traitée indépendamment. En effet, la
première étape d’agrégation est « locale » à un RCQ particulier, la deuxième étape consiste alors à com-
biner les sources entre elles. Dans cet esprit, la définitiondes opérateurs∆1 est relativement proche de
celle des opérateurs de fusion sémantiquesΘ définis dans le chapitre précédent, ainsi qu’aux opérateurs
de fusion de bases de croyancesDA2 [K ONIECZNY et al.2004] définis dans le cadre de la logique propo-
sitionelle (cf section 1.3.3 du chapitre 1). Les opérateursde fusion sémantiquesΘ considèrent de même
que les opérateurs∆1 un profilN homogène et un RCQ coercitif et renvoient en résultat un ensemble de
scénarios cohérents suivant un processus similaire en deuxétapes. Cependant, alors que les opérateurs
∆1 considèrent l’ensemble des scénarios des RCQ deN dans le calcul de la distance localedf1 , un opé-
rateurΘ considère l’ensemble de leurs scénarioscohérents. Ainsi, à la différence d’un opérateurΘ, les
RCQ incohérents deN sont considérés par un opérateur∆1, de même que les relations de base contenues
dans les contraintes d’un RCQ qui ne participent à aucun scénario cohérent de ce RCQ. En contrepartie,
la distance locale considérée par un opérateur∆1 se restreint à la distance directe entre scénarios, ce qui
permet moins de souplesse qu’un opérateurΘ, qui quant à lui peut exploiter une palette plus large de
distances locales, e.g., une distance de configuration entre scénarioscohérents(cf section 4.1.4). Dans
le cadre de la logique propositionnelle, les opérateursDA2 [K ONIECZNY et al. 2004] sont paramétrés
par une distance entre interprétations et deux fonctions d’agrégation (cf section 1.3.3 du chapitre 1).
La première étape consiste à calculer une distance entre uneinterprétation et une base de croyances au
moyen d’une première fonction d’agrégation sur l’ensembledes formules propositionnelles constituant
la base de croyances, puis d’utiliser une deuxième fonctiond’agrégation pour combiner les différentes
bases de croyances du profil. Dans notre cadre, les opérateurs ∆1 suivent typiquement le même principe
de fusion.

Dans quel cas choisir un opérateur∆2 ?

Les opérateurs∆2 sont adaptés dans contexte où une décision globale doit êtreprisea priori, pour
chaque paire de variables(vi, vj), de manière indépendante. Dans un tel cas une décision commune
doit être prise en premier lieu pour chaque paire de variables, l’ensemble des paires de variables étant
considéré comme un ensemble de « critères » indépendants.

Lien entre les opérateurs∆1 et ∆2

Aucun des opérateurs∆1 et∆2 ne satisfait les postulats d’indépendance syntaxique (N3)et d’équité
(N4) et (N4’) (cf. propositions 24 et 25). Ceci est dû en particulier à la prise en compte par ces opéra-
teurs des RCQ incohérents du profil. Les propositions 24 et 25montrent également que les opérateurs
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∆1 satisfont un ensemble de propriétés logiques plus important que les opérateurs∆2. Par conséquent,
ces opérateurs renvoient des résultats différents dans le cas général, comme il l’a été démontré dans
les exemples décrits précédemment. Leur principale différence réside dans l’inversion des deux étapes
d’agrégation. La proposition suivante exprime le fait que sous certaines conditions sur les fonctions
d’agrégations utilisées, les opérateurs∆1 et∆2 sont équivalents.

Proposition 26. Si f1 = g2, g1 = f2 et f1 et g1 sont inter-commutatives, alors∆dB,f1,g1
1 NIC

(N ) =

∆dB,f2,g2
2 NIC

(N ).

Preuve.

Cette proposition s’applique par exemple lorsque(f1, g1) ∈ {(
∑
,
∑

), (Max,Max)}. Notons ce-
pendant que

∑
etMax ne sont pas inter-commutatives, par conséquent la proposition ne s’applique pas

lorsque(f1, g1) ∈ {(
∑
,Max), (Max,

∑
)}.

6.1.4 Complexité

Pouri ∈ {1, 2}, nous considérons les problèmes de décisionAPPARTENANCE(∆i) etINFERENCE(∆i),
similaires aux problèmes de décisionAPPARTENANCE(Θ) et INFERENCE(Θ) introduits dans le cha-
pitre précédent (cf définitions 118 et 119), mais dont la définition est adaptée au cas des opérateurs de
fusion∆1 et∆2.

Définition 121 (APPARTENANCE(∆i)). Soit i ∈ {1, 2}. Étant donné une distance de basedB, deux
fonctions d’agrégationsfi et gi, un RCQ coercitifNIC , un profil homogèneN et un scénario cohérent
σ∗, a t-onσ∗ ∈ ∆dB,fi,gi

i NIC
(N ) ?

Définition 122 (INFERENCE(∆i)). Soiti ∈ {1, 2}. Étant donné une distance de basedB, deux fonctions
d’agrégationsfi et gi, un RCQ coercitifNIC , un profil homogèneN , une paire de variables(vi, vj) et

une relation de baseb ∈ B, a t-on∀σ ∈ ∆dB,fi,gi

i NIC
(N ), σ[i, j] 6= b?

Facilité des problèmesAPPARTENANCE(∆i) et INFERENCE(∆i), pour i ∈ {1, 2}

Nous donnons une borne de complexité supérieure concernantces deux problèmes de décision, sous
certaines hypothèses surfi etgi.

Proposition 27. Soit i ∈ {1, 2}. Sifi etgi se calculent en temps polynomial, alors :
– APPARTENANCE(∆i) ∈ coNP ;
– INFERENCE(∆i) ∈∆p

2 .

Preuve.

Proposition 28. Soit i ∈ {1, 2}. Si fi et gi se calculent en temps polynomial et sont polynomialement
bornées, alorsINFERENCE(∆i) ∈ Θp

2 .

Preuve.

Difficulté des problèmesAPPARTENANCE(∆1) et APPARTENANCE(∆2) pour toute algèbre qua-
litative 2B

Nous donnons maintenant des résultats de difficulté pour le problèmeAPPARTENANCE(∆i), pour
i ∈ {1, 2} etf1, g1, f2, g2 ∈ {Max,

∑
} :
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Proposition 29. Si 2B est une algèbre qualitative pour lequel le problème de la cohérence des RCQ
estNP-difficile dans le cas général, alors pourf1, g1, f2, g2 ∈ {Max,

∑
}, APPARTENANCE(∆1) et

APPARTENANCE(∆2) sontcoNP-complets.

Preuve.

Cependant, lorsque2B est une algèbre qualitative pour laquelle le problème de la cohérence des
RCQ est polynomial, nous pouvons mettre en lumière quelque cas où l’ensemble des scénarios cohérents
résultant de la fusion peut se représenter au moyen des scénarios cohérents d’un unique RCQ, ce dernier
étant calculable en temps polynomial. Qualifions detraitable une telle algèbre qualitative.

Difficulté des problèmesAPPARTENANCE(∆1) et APPARTENANCE(∆2) lorsque2B est traitable

Proposition 30. Si2B est traitable, alors pour tout profil homogèneN et pour tout RCQ coercitifNIC , il
existe un RCQ notéN(∆dB,Max,Max

2 NIC
(N )), calculable en temps polynomial, tel que[N(∆dB,Max,Max

2 NIC
(N ))] =

∆dB,Max,Max
2 NIC

(N ).

Preuve.

Corollaire 2. Si 2B est traitable et si(f1, g1) = (Max,Max), alors APPARTENANCE(∆1) ∈ P et
INFERENCE(∆1) ∈ P.

Proposition 31. Si2B est traitable, alors pour toute fonction d’agrégationf2, pour tout profil homogène
N et pour tout RCQ coercitifNIC , il existe un RCQ notéN(∆dB,f2,Max

2 NIC
(N )), calculable en temps

polynomial, tel que[N(∆dB,f2,Max
1 NIC

(N ))] = ∆dB,Max,Max
2 NIC

(N ).

Preuve.

Corollaire 3. Si2B est traitable et sig2 = Max, alorsAPPARTENANCE(∆1) ∈ P etINFERENCE(∆1) ∈
P.

Nous terminons cette section par une conjecture.

Conjecture 1. Même lorsque2B est traitable,
– lorsqueg2 =

∑
, APPARTENANCE(∆2) estcoNP-complet ;

– pour(f1, g1) ∈ {(Max,
∑

), (
∑
,
∑

), (
∑
,Max)}, APPARTENANCE(∆1) estcoNP-complet.

Nous ne sommes pas encore parvenu à prouver cette conjecture, bien qu’elle soit fortement crue. Elle
permettrait de mettre en lumière une différence de complexité entre les deux classes d’opérateurs : le
problèmeAPPARTENANCE(∆1) serait plus difficile que le problèmeAPPARTENANCE(∆2) lorsque
pour les deux classes d’opérateurs la fonction d’agrégation des distances au niveau contraintes est la
fonction

∑
(g1 pour les opérateurs∆1, f2 pour les opérateurs∆2) et la fonction d’agrégation des dis-

tances au niveau des sources est la fonctionMax (f1 pour les opérateurs∆1, g2 pour les opérateurs
∆2).

———————————–
Résumé tableau
———————————–

Notons que nous obtenons des résultats de complexité relativement intéressants pour les problèmes
APPARTENANCE(∆i), i ∈ {1, 2}, en comparaison avec la complexité du problème correspondant pour
les opérateurs sémantiquesΘ décrit dans le chapitre précédent, i.e., le problèmeAPPARTENANCE(Θ).
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Même si nous n’avons pas à ce jour des résultats de difficulté pour ce dernier problème (nous avons donné
une borne supérieure de complexité,APPARTENANCE(Θ) ∈ ∆p

2 en supposant que la distance entre
scénarios utilisée se calcule en temps polynomial), il est fortement cru que sa complexité est supérieure
à coNP. En effet, la raison pour laquelle les problèmesAPPARTENANCE(∆i), i ∈ {1, 2} se situent
danscoNP est que pour les opérateurs∆1 et ∆2, la distance globale entre un scénario cohérent et un
profil homogène se calcule en temps polynomial. En comparaison, pour les opérateurs sémantiquesΘ,
calculer la distance globale entre un scénario cohérent et un profil homogène nécessite l’énumération de
tous les scénarios cohérents de chacun des RCQ du profil, qui sont exponentiellement nombreux dans le
pire des cas.

6.1.5 Expérimentations

———————————–
QAT : comparaison calcul de la distance globale avec les opérateurs sémantiques.
———————————–

6.2 Méthode efficace : les opérateursΩ

Les opérateurs∆1 et ∆2 décrit dans la section précédente, à l’instar des opérateurs de fusion sé-
mantiquesΘ, renvoient en résultat un ensemble de scénarios cohérents.Pour certaines applications, il
peut être intéressant d’avoir une représentation compactede ce résultat, au moyen d’un seul RCQ. Or
comme il a déjà été discuté dans la section 5.4 du chapitre 5, il n’est pas possible dans le cas général de
contruire un RCQ dont les scénarios cohérents correspondent exactement au résultat de la fusion. D’autre
part, l’ensemble des scénarios cohérents résultant des processus de fusion présentés jusqu’à présent peut
être exponentiellement grand et son calcul nécessite dans le cas général l’énumération de l’ensemble des
scénarios cohérents du RCQ coercitifNIC .

Dans [CONDOTTA et al. 2009c, CONDOTTA et al. 2009b] nous avons défini une classe d’opéra-
teurs de fusion homogènes syntaxiques, au sens où toutes lescontraintes des RCQ du profil homogène à
fusionner ont une influence sur le résultat de la fusion. Les opérateurs de cette classe, notésΩ, sont adap-
tés au même contexte que les opérateurs∆2, lorsque qu’une décision inter-sources doit être prise pour
chaque paire de variables(vi, vj) a priori. Toutefois, à la différence des opérateurs∆2, les opérateursΩ
renvoient en résultat de la fusion un unique RCQ.

6.2.1 Définition d’un opérateurΩ

NotonsV 2
< l’ensemble{(vi, vj) ∈ V × V | i < j}. Un opérateurΩ est caractérisé par un couple

(ϑ,≺), oùϑ est unopérateur de fusion de relations, un opérateur dont la définition sera donnée ci-après,
et où≺ est un ordre sur les paires de variables deV 2

<. L’opérateur caractérisé par(ϑ,≺) est notéΩϑ,≺.
Ωϑ,≺
NIC

(N ) dénotera le résultat de la fusion, i.e., le singleton{Nres}.Nres dénote ainsi l’unique RCQ sur

V et sur2B résultant de l’opérateur7.
L’approche générale adoptée pour la construction du RCQNres de Ωϑ,≺

NIC
(N ) est la suivante. En

suivant l’ordre≺, chacune des contraintesNres[i, j] est affectée à une relation de2B, non vide, qui
résulte de la « fusion » de l’ensembleN [i, j] = {Nk[i, j] |Nk ∈ N}, i.e., l’ensemble des contraintes des
RCQ deN portant sur(vi, vj). à chaque étape d’affectation la cohérence du RCQ construitest préservée.

7. Nres dépend de l’opérateur de fusion, en particulier il dépend ducouple(ϑ,≺), mais ce dernier n’apparaît pas dans la
notation du RCQ pour des raisons de lisibilité.
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Cette approche nécessite donc la présence d’un opérateur de« fusion » des contraintesN [i, j], pour toute
paire de variables(vi, vj), i < j, i.e., un opérateur qui associe à tout multi-ensemble de relation de2B

une relation de2B qui représente le multi-ensemble dans sa globalité. Un tel opérateur, notéϑ, est appelé
opérateur de fusion de relations.

Opérateur de fusion de relations

Définition 123(opérateur de fusion de relations). Soitµ ∈ 2B une relation appeléerelation d’intégrité.
ϑ est un opérateur qui associe à une relation d’intégritéµ et un multi-ensemble de relations de2B noté
R, une relation de2B notéeR. ϑ est unopérateur de fusion de relationss’il satisfait les propriétés
suivantes,∀µ ∈ 2B,∀R multi-ensemble de relations de2B :

(a) ϑ(µ,R) ⊆ µ,
(b) siµ 6= ∅, alorsϑ(µ,R) 6= ∅,
(c) siµ ∩

⋂

R∈RR 6= ∅, alorsϑ(µ,R) = µ ∩
⋂

R∈RR.

La propriété(a) assure que le résultat de la fusion est une relation dont les relations de base appar-
tiennent à la relation d’intégritéµ. La propriété(b) garantit que siµ n’est pas la relation vide alors le
résultat de la fusion n’est pas la relation vide. La propriété (c) exige queϑ(µ,R) soit l’ensemble des
relations de base appartenant àµ et à chacune des relations deR, si cet ensemble n’est pas vide.

Étant donné un multi-ensembleR = {R1, . . . , Rp} de relations de2B et une relation d’intégrité
µ ⊆ B, on peut définir un opérateur de fusion de relations de la manière suivante. Un tel opérateur est
caractérisé par un couple(dB(, ,⊗)) et est notéϑdB,⊗.

La définition de la distance de basedB est étendue à celle de la distance entre une relation de base
b ∈ B et une relationR ∈ 2B, R 6= ∅. Elle correspond à la distance de base minimale entreb et chacune
des relations de base deR et est définie formellement comme suit :

dB(b,R) = min{dB(b, b′) | b′ ∈ R}.

La fonction d’agrégation⊗ permet alors de calculer la distanceddB,⊗ entre toute relation de base de
B et l’ensemble des contraintesN [i, j] = {Nk[i, j] | Nk ∈ N} de la manière suivante :

ddB,⊗(b,N [i, j]) = ⊗{dB(b,Nk[i, j]) | Nk ∈ N}.

Notons que la définition de la distanceddB,⊗ coïncide avec celle de la distance localedf2 utilisée
dans le calcul du résultat d’un opérateur∆2. En fonction du contexte, on choisira par exemple pour⊗
une fonction majoritaire

∑
[?] ou une fonction d’arbitrageMax [?].

Le résultat de la fusion, notéϑdB,⊗(µ,R), est le sous-ensemble des relations de base deµ les plus
« proches » de l’ensembleR. Formellement,

ϑdB,⊗(µ,R) = {b ∈ µ | ∄b′ ∈ µ : ddB,⊗(b′,R) < ddB,⊗(b,R)}.

Proposition 32. ϑdB,⊗ est un opérateur de fusion de relations, au sens de la définition 122.

Preuve.

Exemple 14(suite). Considérons de nouveau les trois RCQ de l’exemple (cf. Figure ??). Soit C12 =
{{b,m}, {s, eq}, {m, o, fi}} l’ensemble des contraintes des RCQ portant sur la paire de variables
(v1, v2), et soitµ = B. Pour chaque relation de baser ∈ µ on calcule une distance locale entrer
et chaque relation deC12. Par exemple, en utilisant la distance de voisinage conceptuel entre relations
de base, la distance locale entre la relation de baseb et la relation{m, o, fi} est donnée par

d(b, {m, o, fi}) = min{dv(b,m), dv(b, o), dv(b, f i)}
= min{1, 2, 3} = 1.
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En utilisant la fonction d’agrégation⊗ =
∑

, on obtient

d∑(d(b, {b,m}), d(b, {s, eq}), d(b, {m, o, fi})) = 4.

Le résultat de la fusionϑdv,
∑

(µ, C12) correspond aux relations de base deµ les plus proches de
l’ensemble des relations deC12, c’est-à-dire l’ensemble{m, o}.

Evaluons maintenant la complexité de calcul deϑdB,⊗(µ,R). Notonsf(⊗, n) le nombre maximum
d’étapes de calcul de⊗ surn arguments.

Proposition 33. La complexité temporelle du calcul deϑdB,⊗(µ,R) est enO(f(⊗, |R|)).

Preuve.

Remarquons que la plupart des fonctions d’agrégation « usuelles » sont calculables en temps poly-
nomial, et donc dans ce cas le calcul deϑdB,⊗(µ,R) s’effectue en temps polynomial. Par exemple, si
⊗ ∈ {

∑
,Max}, on af(⊗, |R|) ∈ O(|R|). Dans ce casϑdB,⊗(µ,R) est calculable en tempsO(|R|).

Procédure de construction du RCQNres

L’algorithme 3 décrit la construction par morceaux du RCQNres résultant deΩϑ,≺
NIC

(N ). Notre ap-
proche est basée sur l’idée suivante : nous construisons l’ensemble des contraintes deNres étape par
étape. À l’initialisation du processus,Nres est une copie du RCQ coercitifNIC . À chaque étape, nous
itérons un processus qui consiste à sélectionner la prochaine paire de variables(vi, vj) en suivant l’ordre
≺, et à affecter la contrainteNres[i, j] à la relation résultant de la fusion de l’ensembleN [i, j], c’est-
à-dire à la relationϑ(µij,N [i, j]). µij est une relation d’intégrité qui dépend entièrement de l’itération
courante dans le processus et qui va permettre de conserver le RCQNres cohérent à chacun de ses
affectations.

L’ordre total≺ surV 2
< est supposé fixé au départ. Les paires de variables sont alorssélectionnées

les unes après les autres en respectant l’ordre≺, ce qui permet de pallier le problème du choix de la
paire de variables à traiter à chaque étape d’affectation. Un tel ordre≺ peut être obtenu de différentes
manières. Par exemple toutes les paires de variables deV 2

< peuvent être ordonnées en fonction d’un
certain degré de priorité ou de fiabilité, lui-même résultant de l’agrégation de degrés locaux définis sur
chaque RCQ. Par défaut, cet ordre est défini comme étant l’ordre lexicographique sur les indices des
variables. Le fait d’imposer l’existence d’un ordre total sur V 2

< reste relativement contraignant ; en effet
il ne peut pas toujours être déduit de l’application inhérente au processus de fusion. Nous allons voir que
cette restriction offre toutefois une contrepartie intéressante en terme d’efficacité de calcul.

Décrivons plus en détail l’algorithme 3. L’étape d’initialisation consiste à définirNres comme étant
une copie du RCQ coercitifNIC (ligne ??). Puis il sélectionne la prochaine paire(vi, vj) de variables
de V 2

< en respectant l’ordre≺ (cette paire correspond à la prochaine contrainteNres[i, j] à affecter,
ligne ??). Des lignes?? à ??, RCQSAT est le test de cohérence du RCQ donné en paramètre. On
noteN [i, j, b] une copie du RCQN mais dans lequel on affecte à la contrainteN [i, j] la relation de
baseb. On définit la relation d’intégritéµij comme étant l’ensemble des relations de baseb ∈ B pour
lesquellesNres[i, j, b] est cohérent. Ensuite, la contrainte couranteNres[i, j] est définie comme étant le
résultat de la fusion deN [i, j] sous la relation d’intégritéµij, ligne??. Á chaque étape, le RCQNres est
maintenu algébriquement fermé grâce à la fonctionPC, ligne??. L’algorithme se termine lorsque toutes
les contraintes deNres ont été affectées. On définit alors le résultat de la fusion par Ωϑ,≺

NIC
(N ) = {Nres}.

Dès lors que le problèmeRCQSAT est un problèmeNP-difficile, même siϑ est calculable en
temps polynomial, l’algorithme 3 ne calcule pas le RCQNres en temps polynomial. En effet il effectue
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Algorithme 3 : Le RCQNres deΩϑ,≺
NIC

(N ).

Entrée : un RCQ coercitifNIC , un profil homogèneN ,
un opérateur de fusion de relationsϑ, un ordre total≺ sur l’ensembleV 2

<

Sortie : un RCQNres surV et2B

début1

Nres = NIC ;2

pour tout (vi, vj) ∈ V
2
< dans l’ordre≺ faire3

µij = ∅;4

pour tout b ∈ B faire5

si RCQSAT(Nres[i, j, b]) alors6

µij = µij ∪ {b};7

finsi8

fin faire9

Nres[i, j] = ϑ(µij,N [i, j]);10

Nres = PC(Nres));11

fin faire12

retourner Nres;13

fin14

un nombre d’appels linéaire à la procédureRCQSAT (linéaire en nombre de contraintes|V 2
<| à affecter

pourNres).
Nous étudions à présent les propriétés logiques satisfaites par un opérateur.

Proposition 34. Ωϑ,≺ est un opérateur de fusion de RCQ au sens de la définition??, i.e. il satisfait les
postulats (N0 - N2).

Preuve.

Exemple 15(suite). Nous reprenons l’exemple de la fusion des préférences sur unemploi du temps
utilisé dans la section précédente. Le profil homogèneN est donc constitué des trois RCQN1,N2

et N3 représentés sur la figure 6.1, et rappelons queNIC représente le RCQ défini pour toute paire
(vi, vj) ∈ V

2
< parNIC [i, j] = B. Dans notre exemple, l’opérateur de fusion de RCQ que nous utilisons

est paramétré par :
– un opérateur de fusion de relationsϑdGBint

(,,
∑

), avecdGB la distance de voisinage conceptuel qui
considère le graphe de voisinageGBint surBint ;

– ≺ l’ordre lexicographique sur les indices des variables.

Nous appliquons l’algorithme 3 pour calculer le RCQNres deΩϑ
dGBint

,
∑

,≺
NIC

(N ). La figure 6.3 ré-
sume le processus complet qui consiste à affecter étape par étape chacune des contraintes du RCQNres

en respectant l’ordre≺. Nres est le RCQ cohérent obtenu après l’étape 6. Chaque contrainte deNres

est composée des relations de base les plus proches de l’ensemble des contraintes correspondantes dans
les RCQ deN de telle sorte qu’à chaque étapeNres soit maintenu cohérent.

6.2.2 Exploitation des classes traitables

En général le problème de la cohérence, i.e., le problèmeRCQSAT est un problèmeNP-difficile.
Dans le but de pallier ce problème de nombreux fragments traitables ont été identifiés dans différentes
algèbres qualitatives [?, ?]. Nous avons présenté dans la section 2.3.6 du chapitre 2 quelques classes
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{p, m, o,
fi, di}

{p, m, o,
fi, di}

{p, m, o,
fi, di}

Etape 1 : fusion de

{o} {o}

{o} {o} {o}

{fi} {fi}

{fi}{fi}{fi}

{fi}

{p}

{p} {p} {p}{o} {o}

{p}

{p} {p} {p}

Etape 2 : fusion de Etape 3 : fusion de

Etape 6 : fusion deEtape 5 : fusion deEtape 4 : fusion de

{p, m}

{o, s, d} {o, s, d}

{o}

(µ14 = Bint)
N [1, 2]

v3

v1 v2 v1

v3

v2

v4

v2

v4

v1

v1 v2

v4 v3

v1 v2 v2

v4v4 v3

v1

v3

Nres

v3v4

N [1, 3] N [1, 4]

N [3, 4]N [2, 4]N [2, 3]

(µ23 = {o, s, d}) (µ24 = {p}) (µ34 = {p, m, o, fi, di})

(µ12 = Bint) (µ13 = Bint)

FIGURE 6.3 – Le processus de calcul deNres, étape par étape.

traitables de l’algèbre des intervalles, parmi lesquellesla classe des relations pré-convexes par exemple.
Nous rappelons qu’étant donné une algèbre qualitative2B, considérons un sous-ensembleS de 2B est
qualifié de sous-ensemble traitable ssi le problèmeRCQSAT(S) se résoud en temps polynomial, i.e.,
ssi le problème de la cohérence de tout RCQ dont les contraintes sont définies par un élément deS
peut être décidée en temps polynomial. Nous imposons ici pour S d’être fermée pour l’intersection (∩)
et l’inverse (⌣). De plus nous imposons le fait queS contienne la relation universelleB et la relation
atomique{eq}.

Lorsqu’un tel ensemble traitableS est identifié, l’exécution de l’algorithme 3 peut être rendue plus
efficace en affectant chacune des contraintes du RCQ construit Nres à une relation deS. En procédant
ainsi tous les tests de cohérence (ligne?? de l’algorithme) peuvent être effectués en temps polynomial,
et ainsi l’algorithme 3 peut s’exécuter en temps polynomial.

Dans cette optique, pour chaque paire(vi, vj) ∈ V
2
<, nous calculonsϑ(µij,N [i, j]) et nous affectons

alors la contrainteN∗
res[i, j] à la relation deS la plus « proche » deϑ(µij,N [i, j]) la contenant. Il est

donc nécessaire de disposer d’un opérateur particulier, appeléopérateur de fermeture de relation. Cet
opérateur est caractérisé par un sous-ensembleS de 2B fermé pour l’intersection, et associe à toute
relationR de2B la plus petite relation deS (pour⊆) qui contientR. Formellement,

Définition 124 (Opérateur de fermeture de relation). Un opérateur de fermeture de relation, caracté-
risé par un sous-ensembleS ⊆ 2B fermé pour l’intersection et contenant la relationB, noté◦S , est une
application qui associe à toute relationR de2B une relation deS, notée◦S(R), qui vérifie◦S(R) ⊇ R
et qui est minimale pour l’inclusion ensembliste⊆.

Proposition 35. Pour toute relationR ∈ 2B, ◦S(R) existe et est unique.
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Preuve.

Nous définissons maintenant une nouvelle classe d’opérateurs, notésΩ, qui sont définis de manière
très proche de celle des opérateursΩ, mais qui exploitent les classes traitables et construisent un RCQ
résultant du processus de fusion en temps polynomial. Un opérateurΩ est caractérisé par un tuple(ϑ,≺
, ◦), oùϑ est un opérateur de fusion de relations,≺ un ordre sur les paires de variables deV 2

<, et◦ est un
opérateur de fermeture de relation. L’opérateurΩ caractérisé par(ϑ,≺, ◦) est notéΩϑ,≺,◦, etΩϑ,≺,◦

NIC
(N )

dénote le résultat de la fusion, i.e., le singleton{N∗
res}. N

∗
res dénote ainsi l’unique RCQ surV et sur2B

résultant de l’opérateur.
La méthode de construction du RCQN∗

res est décrite dans l’algorithme 4.

Algorithme 4 : Le RCQN∗
res deΩ

ϑ,≺,◦
NIC

(N ).

Entrée : un RCQ coercitifNIC , un profil homogèneN ,
un opérateur de fusion de relationsϑ, un ordre total≺ sur l’ensembleV 2

<,
une classe traitableS ⊆ 2B

Sortie : un RCQNres surV et2B

début1

pour tout (vi, vj) ∈ V
2
< faire2

N∗
res[i, j] = ◦S(NIC [i, j]);3

fin faire4

pour tout (vi, vj) ∈ V
2
< dans l’ordre≺ faire5

µij = ∅;6

pour tout b ∈ B faire7

si RCQSAT(N∗
res[i, j, b]) alors8

µij = µij ∪ {b};9

finsi10

fin faire11

N∗
res[i, j] = ◦S(ϑ(µij ,N [i, j]));12

N∗
res = PC(N∗

res));13

fin faire14

retourner N∗
res;15

fin16

L’algorithme de contruction du RCQN∗
res est très similaire à celui construisant le RCQNres résultant

d’un opérateurΩ, à deux différences près : l’étape d’initialisation du RCQN∗
res (lignes ?? à ?? de

l’algorithme 4, et l’étape d’affectation de la contrainte couranteN∗
res[i, j] décrite à la ligne??. Ces

changements par rapport à l’algorithme 3 sont donnés en rouge sur l’algorithme 4.
Dans l’étape d’initialisation (lignes??à??), pour chaque paire(vi, vj) ∈ V 2

<, la contrainteN∗
res[i, j]

est affectée à la relation de la classe traitableS la plus « proche » deNIC [i, j] et contenantNIC [i, j],
i.e., la relation◦S(NIC [i, j]). D’après la proposition 35, cette relation existe et est unique, puisque nous
avons supposé que la classe traitableS était fermée pour l’intersection et contenait la relationB.

Dans l’étape d’affectation de la contrainteN∗
res[i, j] située à la ligne?? de l’algorithme 4, pour

chaque paire(vi, vj) ∈ V 2
<, N∗

res[i, j] est affectée à la relation la plus « proche » deϑ(µij,N [i, j]) et
contenantϑ(µij,N [i, j]).

D’après la proposition 34, nous pouvons déduire la proposition suivante :

Proposition 36. N∗
res est cohérent.
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6.3. Conclusion

Preuve.

Nous en déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 4. Ωϑ,≺,◦ satisfait le postulat N1. Les autres postulats ne sont pas satisfaits dans le cas
général.

Un opérateurΩϑ,≺,◦ vérifie donc très peu de propriétés logiques, et en particulier n’est pas qualifié
d’opérateur de fusion de RCQ puisqu’il ne satisfait pas les postulats N0 et N2. En contrepartie, l’algo-
rithme de construction du RCQN∗

res s’exécute en temps polynomial.

Proposition 37. N∗
res se calcule en temps polynomial.

Preuve.

Nous pouvons remarquer qu’en utilisant les mêmes paramètres que l’exemple 15 et en considérant
S la classe traitable des relationsconvexes, alors la construction deN∗

res construit selon l’algorithme 4
suit les mêmes étapes que celle deNres, comme indiqué sur la figure 6.3. En effet, à chaque étape, on
peut remarquer que chacune des contraintes du RCQ construitest directement affectée à une relation
convexe. Il suffit alors de choisirS l’ensemble des relations convexes, et pour toute relation convexeR,
on a directement◦S(R) = R, ce qui rend l’algorithme 4 équivalent à l’algorithme 3.

Pour terminer, nous remarquons qu’en imposant certaines restrictions sur le profil homogèneN et le
RCQ coercitifNIC , l’opérateurΩϑ,≺,◦ est un opérateur de fusion de RCQ, i.e., il satisfait les postulats
(N0 - N2).

Proposition 38. Si toutes les contraintes des RCQ deN et du RCQNIC sont définies par des relations
deS, alorsΩϑ,≺,◦ est un opérateur de fusion de RCQ, i.e., il satisfait les postulats (N0 - N2).

Preuve.

6.2.3 Expérimentations

———————————–
QAT
———————————–

6.3 Conclusion

Dans ce chapitre, trois classes d’opérateurs de fusion homogènes syntaxiques ont été étudiées, les
opérateurs∆1, ∆2 et Ω. Les opérateurs∆1 et ∆2 renvoient en résultat un ensemble de scénarios cohé-
rents les plus « proches » du profil homogène à fusionner, tandis que les opérateursΩ calculent un unique
RCQ représentant le profil initial dans sa globalité.

À la différence des opérateurs sémantiquesΘ présentés dans le chapitre précédent, ces trois classes
d’opérateurs considèrent que chacune des contraintes des RCQ du profil homogène à fusionner doit avoir
une influence sur le résultat de la fusion. D’autre part, ils ont une complexité de calcul plus intéressante
que les opérateursΘ : pour les opérateurs∆1, ∆2, la distance globale entre un scénario cohérent et
un profil homogène se calcule en temps polynomial au nombre devariables ; la complexité spatiale
des opérateursΩ est évidemment plus intéressante du fait de la représentation du résultat en termes
d’un unique RCQ, mais également leur complexité temporelle, comme nous l’avons montré de manière
expérimentale.

. . . ?
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Chapitre 7

Fusion de RCQ définis sur différents
formalismes qualitatifs : une approche de

fusion hétérogène
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Nous proposons maintenant d’étendre les approches de fusion homogènes précédentes en leur per-
mettant de prendre en compte des RCQ définis sur différents formalismes qualitatifs. En effet, dans
certaines applications les sources peuvent fournissent des RCQ définis sur différents formalismes, même
s’ils sont basés sur le même domaine et qu’ils considèrent des relations similaires entre les entités.

Comme nous l’avons remarqué au sein des problématiques posées dans la section 3.1.1 du chapitre
3, lorsque les entités représentent des régions de points, il est fort probable qu’un premier agent exprime
ses informations par l’intermédiaire du formalisme RCC-8,car ce dernier est familier avec des notions de
topologie, alors qu’un deuxième agent qui ne fait pas la distinction entre des régions fermées ou ouvertes
utilisera le formalisme RCC-5. Reprenons aussi l’exemple des trois étudiants Pierre, Paul et Jacques
qui expriment leurs préférences sur un emploi du temps commun, plus précisément sur les positions
relatives d’un ensemble de quatre cours8. On pourrait ajouter aux préférences des trois étudiants celles
d’un quatrième étudiant, Jérome, qui focalisera les siennes sur l’expression des durées relatives entre
les intervalles, et par conséquent utilisera un langage différent des trois autres étudiants. Par exemple,
Jérome s’intéresse plus à l’analyse qu’à l’algèbre et voudrait donc étudier l’analyseplus longtempsque
l’algèbre. Cette information rentre en conflit avec les préférences de Jacques : en effet, Jacques préfère
que l’analyse se déroule strictement pendant l’algèbre, cequi implique que la durée du cours d’analyse
soit inférieure à celle du cours d’algèbre. Un autre exempletypique illustrant ce problème est celui décrit

8. Cet exemple est présenté dans la section 3.4.2 du chapitre3 et est utilisé dans les exemples du chapitre 6.
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dans la section 3.4.3 du chapitre 3, dans le cas d’algèbres paramétrées comme l’algèbreSTAR. Cet
exemple servira de support pour illustrer le comportement des opérateurs que nous allons définir dans ce
chapitre.

Un but ultime pour le problème de la fusion serait de pouvoir gérer les conflits entre des RCQ définis
sur des formalismes qualitatifs complètement hétérogènes, sans aucun restriction. Á ce titre, des études
sur certaines combinaisons de langages ont été effectuées dans la littérature, parmi lesquelles, lorsque les
entités considérées représentent des régions du plan, la combinaison d’informations de type topologique
et : de taille [GEREVINI & RENZ 2002] ; de direction [LI 2007b] ; de position [RAGNI & W ÖLFL 2008].
Ces études restent spécifiques à des formalismes qualitatifs particuliers et ne constituent pas une ap-
proche générale pour la résolution du problème d’hétérogénéïté des langages. Une méthode générique
pour combiner deux formalismes différents définis sur le même domaine a été proposée récemment dans
[WÖLFL & W ESTPHAL 2009] ; elle consiste à créer un nouveau formalisme qualitatif qui exploite les dé-
pendances sémantiques entre les deux formalismes initiaux. Cette approche n’est pas orientée « fusion »
et ne permet pas en particulier de gérer d’éventuels conflits.

Dans ce chapitre nous définissons deux approches de fusion deRCQ qui considèrent en entrée un
profil hétérogène, c’est-à-dire que les RCQ à fusionner sont définis sur des formalismes qualitatifs dif-
férents, pourvus que ces formalismes considèrent des relations binaires définies sur le même domaine
D. Les deux méthodes employées constituent chacune une étapepréliminaire à un processus de fusion
homogène. Le principe consiste à « traduire » le profil hétérogène en un profil homogène. Plus précisé-
ment celà revient à choisir convenablement une algèbre qualitative cible2B en fonction de l’ensemble
des algèbres qualitatives sur lesquelles sont définies les RCQ du profil hétérogène et à « traduire » cha-
cun des RCQ du profil hétérogène en un autre RCQ défini sur2B. En procédant ainsi, un opérateur de
fusion homogène peut être utilisé sur le profil homogène résultant. La manière de « traduire » un RCQ
en un autre RCQ dans le formalisme cible, ou plus exactement le choix de ce formalisme cible fait la
particularité de la méthode.

Nous définissons alors deux classes d’opérateurs de fusion hétérogènes qui dépendent d’un opérateur
de fusion homogène. Les opérateurs hétérogène de la première et de la seconde classe dépendant de
l’opérateur homogène∆ seront notés respectivementN

∆
1 etN∆

2 . Pour les deux classes d’opérateursN
∆
1

et N
∆
2 , le procédé consiste à « traduire » le profil hétérogène en un profil homogène, puis à appliquer

l’opérateur de fusion homogène∆ correspondant sur le profil homogène obtenu.

La suite de ce chapitre organisée comme suit : dans la sectionsuivante, nous définissons les opé-
rateursN

∆
1 et étudions leurs propriétés logiques en termes de postulats de rationalité pour la fusion

hétérogène(cf section 3.2.2 du chapitre 3), propriétés qui sont fonction de celles vérifiées par l’opérateur
homogène∆ dont ils dépendent. La méthode suivie par ces opérateurs estde traduire le RCQ coerci-
tif et les RCQ du profil hétérogène en RCQ équivalents définis sur une algèbre qualitative commune
que l’on appelleraraffinement commundes algèbres initiales. Le passage d’une algèbre qualitative à un
« raffinement » de celle-ci sera effectué au moyen d’une passerelle particulière. Dans la section??, nous
faisons une étude similaire pour les opérateursN

∆
1 , dont le principe est de traduire le RCQ coercitif et les

RCQ du profil hétérogène en RCQ « approximés », définis sur une algèbre qualitative appeléeabstraction
communedes algèbres initiales. L’exemple des RCQ représentant lescroyances de satellites exprimées
au sein de différents paramétrages de l’algèbreSTAR (cf section 3.4.3 du chapitre 3) sera repris afin
d’illustrer le comportement de ces deux classes d’opérateurs.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait l’objet d’une publication [CONDOTTAet al.2009d,
CONDOTTA et al.2009a].
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7.1. Vers un raffinement commun d’algèbres qualitatives

7.1 Vers un raffinement commun d’algèbres qualitatives

7.1.1 Le modèle

Nous définissons dans cette section les opérateurs hétérogènesN
∆
1 , avec∆ un opérateur homogène.

Commençons par quelques rappels de notation : rappelons donc queA = {2B1 , . . . , 2Bp} dénote
un ensemble d’algèbres qualitatives toutes définies sur le même domaineD ; RCQA

V dénote l’ensemble,
pour toute algèbre qualitative2Bi deA, de tous les RCQ définis surV et sur2Bi ; pour toute algèbre
qualitative2B, l’ensemble des relations de baseB forme unschéma de partition, notion donnée formel-
lement dans la définition 70 du chapitre 2 page 38 ; rappelons enfin que toute relationR ∈ 2B est un
symbole qui représente une relation dite complexe deD × D, par l’intermédiaire de l’applicationRel ;
formellement,Rel(R) =

⋃
{b | b ∈ R}.

Nous considérons un RCQ coercitifNIC et un profil hétérogèneN = {N1, . . . ,Nm}, i.e., un multi-
ensemble de RCQ de l’ensembleRCQA

V . Pour simplifier, nous supposerons que pour toute algèbre qua-
litative 2Bi ∈ A, il existe un RCQ du multi-ensembleN ⊔ {NIC} défini sur2Bi . Ainsi N∗ forme une
partition {N 1, . . . ,N p} telle que pour toutk ∈ {1, . . . , p}, tout RCQ deN k est défini sur la même
algèbre qualitative2Bk .

La méthode suivie par un opérateurN
∆
1 peut être résumée en deux étapes principales :

(1) Nous supposons qu’il existe une algèbre qualitativeRef(A) telle que le RCQIC NIC et tout
RCQ deN peut être traduit en un RCQ équivalent surRef(A). Le RCQ coercitif traduit est noté
NIC,A et les RCQ traduits forment le profil homogèneNA.

(2) Nous utilisons l’opérateur homogène∆ pour fusionner l’ensembleNA sous les contraintes d’in-
tégrité modélisées parNIC,A.

Nous avons décrits dans les chapitres précédents plusieursclasses d’opérateurs de fusion homogènes.
Nous nous consacrons donc ici principalement au traitementde la première de ces deux étapes. Nous
montrons qu’une telle algèbre qualitativeRef(A) existe toujours et comment la définir. Cette algèbre
sera appeléeraffinementde toutes les algèbres qualitative de l’ensembleA. Introduisons d’abord la
notion de raffinement entre algèbres qualitatives.

Définition 125. SoientB, B′ deux schémas de partition surD. L’ensemble2B′
est un raffinement de2B

ssi il existe une applicationRefB→B′ qui associe à chaque relation de2B une relation de2B telle que
∀R ∈ 2B, Rel(RefB→B′(R)) = Rel(R). Une telle applicationRefB→B′ est appeléer-pont de2B dans
2B′

.

Considérons par exemple les algèbres RCC-8 [?] et RCC-5 [JONSSON & D RAKENGREN 1997],
toutes deux utilisées pour exprimer des relations topologiques entre des régions de points. Suivant la
définition 124, l’algèbre RCC-8 est un raffinement de l’algèbre RCC-5. Evoquons quelques remarques
autour de cette définition. Tout d’abord, unr-pontRefB→B′ de2B dans2B′

est complètement caractérisé
par sa restriction de l’ensemble des relations singletons de 2B (i.e., l’ensemble{{b} | b ∈ B}) à2B′

. En
effet, nous avons pour toute relationR ∈ 2B,

RefB→B′(R) =
⋃

{RefB→B′({b}) | b ∈ R}.

De plus, remarquons queRefB→B′({eq}) = {eq} et que pour toute relationR ∈ 2B, RefB→B′(R⌣) =
RefB→B′(R)⌣. Nous pouvons également affirmer que si2B′

est un raffinement de2B, il n’existe qu’un
seulr-pontRefB→B′ de2B dans2B′

. Enfin,RefB→B′ est une application injective.
La définition d’un telr-pontRefB→B′ est déduite de la proposition suivante :

Proposition 39. 2B′
est un raffinement de2B ssi∀b′ ∈ B′,∃!b ∈ B, b′ ⊆ b.
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Preuve.

Par conséquent, si2B′
est un raffinement de2B, nous pouvons définir la restriction dur-pontRefB→B′

des relations singletons de2B dans2B′
comme suit :

∀b ∈ B, RefB→B′({b}) = {b′ ∈ B
′ | b′ ⊆ b}.

Exemple 16. Soit2Bcard2 l’algèbre qualitative générée par le schéma de partitionBcard2 sur R2, avec
Bcard2 = {eq, n,E, s,W}. Les cinq relations de base deBcard2 sont schématisées sur la figure 7.1(a).
Le schéma de partitionBcard de l’algèbre des directions cardinales est donné sur la figure 7.1(b).

Eeq

n

B

s

W

(a)Bcard2

B eq

n

ne

e

se

s

sw

w

nw

(b) Bcard

FIGURE 7.1 –2Bcard (b) est un raffinement de2Bcard2 (a).

Il existe unr-pontRefBcard2→Bcard
des relations singletons de2Bcard2 dans2Bcard , défini comme

suit :
– RefBcard2→Bcard

({eq}) = {eq} ;
– RefBcard2→Bcard

({n}) = {n} ;
– RefBcard2→Bcard

({s}) = {s} ;
– RefBcard2→Bcard

({W}) = {sw,w, nw} ;
– RefBcard2→Bcard

({E}) = {se, e, ne}.
2Bcard est donc un raffinement de2Bcard2.

Etendons maintenant la notion de raffinement aux RCQ.

Définition 126. SoientN un RCQ défini sur2B, et 2B′
un raffinement de2B. Nous définissons le RCQ

RefB→B′(N) sur2B′
comme étant le RCQN ′ tel que∀vi, vj ∈ V ,N ′[i, j] = RefB→B′(N [i, j]).

Proposition 40. Etant donné un RCQN sur2B,N etRefB→B′(N) sont des RCQ équivalents.

Preuve.

Exemple 17. Sur la figure 7.2 sont représentés deux RCQ équivalents, un RCQN défini sur2Bcard2 (a),
et son RCQ équivalentRefBcard2→Bcard

(N) défini sur2Bcard (b).

En se basant sur la notion de raffinement, nous pouvons définirun ordre sur les algèbres qualitatives
définies surD.

Définition 127. Etant données2B, 2B′
deux algèbres qualitatives surD, 2B ≤D

ref 2B′
ssi 2B est un

raffinement de2B′
.
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{n}
{n, W}

{E}

{n, W}

v1 v2

v4v3

(a) Un RCQN défini sur2Bcard2

{n}

{se, e, ne}

{n, nw, w, sw}

{n, nw, w, sw}

v1 v2

v4v3

(b) Le RCQRefBcard2→Bcard
(N)

défini sur2Bcard, équivalent àN

FIGURE 7.2 – Les deux RCQN (a) etRefBcard2→Bcard
(N) (b) sont équivalents.

Proposition 41. ≤D
ref est un ordre partiel sur les algèbres qualitatives définies sur D, i.e., une relation

réflexive, antisymétrique et transitive.

Preuve.

Définition 128. SoitA = {2B1 , . . . , 2Bp}, avecp ≥ 1, un ensemble d’algèbres qualitatives surD. 2B

est unraffinement commundeA ssi2B ≤D
ref 2Bk pour toutk ∈ {1, . . . , p}.

Considérons un ensembleA = {2B1 , . . . , 2Bp} d’algèbres qualitatives surD. Nous allons définir un
raffinement commun deA, notéRef(A).

Notonsv(k), aveck ∈ {1, . . . , p} et p ≥ 1, la keme composante d’unp-tuplev ∈ B1 × · · · × Bp,
c’est-à-dire la relation de base dev appartenant àBk.

Définition 129. SoitA = {2B1 , . . . , 2Bp} un ensemble d’algèbres qualitatives surD. L’algèbre qualita-
tiveRef(A) = 2BRef (A) est définie comme suit :

BRef (A) = {
⋂

1≤k≤p

v(k) | v ∈ B1 × · · · × Bp} \ {∅}.

La proposition suivante assure queRef(A) est bien définie et que cette algèbre est le plus grand
raffinement commun deRef(A) par rapport à≤D

ref .

Proposition 42. SoitA = {2B1 , . . . , 2Bp} un ensemble d’algèbres qualitatives surD.
– BRef (A) est un schéma de partition surD.
– Ref(A) est le plus grand raffinement commun deA par rapport à≤D

ref .

Preuve.

Par conséquent, pour chaque2Bi ∈ A il existe unr-pontRefBi→BRef (A) de2Bi dansRef(A) défini
pour chaque relation de baseb ∈ Bi commeRefBi→BRef (A)({b}) = {b′ ∈ BRef (A) | b′ ⊆ b}, et pour

chaque relationR ∈ 2Bi commeRefBi→BRef (A)(R) =
⋃
{RefBi→BRef (A)({b}) | b ∈ R}. Un opérateur

N
∆
1 suit donc la procédure suivante :

– pour tout RCQN i ∈ N défini sur2Bj ∈ A, N i est traduit en un RCQ équivalentN i
A =

RefBj→BRef (A)(N
i) surRef(A) (cf définition 125) ; le RCQ coercitifNIC défini sur2Bj est

traduit de la même manière pour donner le RCQ enNIC,A = RefBj→BRef (A)(NIC) ;
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– on obtient un nouveau RCQ coercitifNIC,A et un profil homogèneN ′ = {N1
A, . . . ,N

m
A } ; puisque

tous ces RCQ sont définis sur la même algèbre qualitativeRef(A), on peut utiliser l’opérateur∆
surNA.

De l’ensemble des résultats précédents, nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 43. Pour toutx ∈ {0, . . . , 8, 0′, 2′, 4′, 6′}, N
∆
1 satisfait le postulat (Hx) ssi∆ satisfait le

postulat (Nx).

Preuve.

En particulier, nous pouvons en déduire le corollaire suivant :

Corollaire 5. N
∆
1 est un opérateur de fusion hétérogène ssi∆ est un opérateur de fusion homogène.

Preuve.

7.1.2 Un exemple avec l’algèbreSTAR

Nous reprenons l’exemple décrit dans la section 3.4.3 du chapitre 3, i.e., l’exemple des trois RCQ
représentant les croyances implicites de trois satellites, et qui sont définis sur trois algèbres qualitatives
STAR paramétrées différemment. Les trois schémas de partition correspondantB1 = STAR2(0),
B2 = STAR2(30) etB3 = STAR3(0) sont rappelés dans les figures 7.3(a), 7.3(b) et 7.3(c) respecti-
vement. Les trois algèbres qualitatives2B1 , 2B2 et 2B3 forment l’ensembleA. Les trois RCQN1,N2 et
N3 définis respectivement sur2B1 , 2B2 et 2B3 , et formant le profil hétérogèneN sont rappelés dans les
figures 7.4(a), 7.4(b) et 7.4(c) respectivement. Enfin leRCQ coercitif défini sur2B1 est rappelé dans la
figure 7.4(d).
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7 1
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(a)B1 = STAR2(0)

1
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4
3

7
6

5
2

(b) B2 = STAR2(30)
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2

4

6

8

10
1

57

3

11

(c) B3 = STAR3(0)

FIGURE 7.3 – Trois schémas de partitionSTAR.

Tout d’abord, nous définissons l’algèbre qualitativeRef(A) qui est le plus grand raffinement com-
mun deA. Cette algèbre qualitative est générée par le schéma de partition BRef (A) défini comme
BRef (A) = {v(1) ∩ v(2) ∩ v(3) | v ∈ B1 × B2 × B3, (v(1) ∩ v(2) ∩ v(3)) 6= ∅}. De cette défini-
tion nous obtenons le schéma de partition représenté dans lafigure 7.5.

Pour chaque2Bi ∈ A, rappelons que ler-pont de2Bi dansRef(A) est défini pour chaque relation
de baser ∈ Bi commeRefBi→BRef (A)({r}) = {r′ ∈ BRef (A) | r′ ⊆ r}, et pour chaque relation

R ∈ 2Bi parRefBi→BRef (A)(R) =
⋃
{RefBi→BRef (A)({r}) | r ∈ R}. Ainsi pour chaqueBi ∈ A, en

utilisant ler-pontRefBi→BRef (A) de 2Bi dansRef(A), le RCQNIC défini sur2Bj est traduit en un

RCQ équivalentNIC,A = RefBj→BRef (A)(NIC) et chaque RCQN i ∈ N sur2Bj est traduit en un RCQ
équivalentN i

A = RefBj→BRef (A)(N
i). Tous ces RCQ traduits sont définis surRef(A) (cf Définition
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{6, eq, 2}

{0}

{1, 2, 3}

v3 v4

v1 v2

(a)N1 défini sur2B1 , avec
B1 = STAR2(0)

{3}{0, 1}

{0}

v3 v4

v1 v2

(b) N2 défini sur2B2 , avec
B2 = STAR2(30)

{5, 6}

{9}

{10, 11, eq, 0}

{3, 4, 5}

v3 v4

v1 v2

(c) N3 défini sur2B3, avec
B3 = STAR3(0)

{2} 6=

v3 v4

v1 v2

6= 6=

6=

6=

(d) NIC défini sur2B1 ,
avecB1 = STAR2(0)

FIGURE 7.4 – Trois RCQN1 (a),N2 (b) etN3 (c) formant le profil hétérogèneN , et le RCQ coercitif
NIC (d).
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FIGURE 7.5 – Le schéma de partitionBRef (A).

125). La figure 7.6(d) représente le RCQNIC,A. Les figures 7.6(a), 7.6(b) et 7.6(c) représentent les trois
RCQN1

A, N
2
A etN3

A respectivement.
Nous obtenons un profil homogèneNA = {N1

A,N
2
A,N

3
A} de RCQ définis sur la même algèbre

qualitative, avec chaqueN i
A équivalent àN i ∈ N .

Remarquons à présent une propriété intéressante dans le casparticulier où les éléments deA sont
toutes des algèbresSTAR. Considérons de nouveau le schéma de partitionBRef (A) de la figure 7.5, et
rappelons queRef(A) est un raffinement commun de trois algèbresSTAR. Remarquons queBRef (A)
est le schéma de partitionSTAR5[0, 30, 60, 90, 120](0). Dans le cas général, nous avons en fait la pro-
position suivante :

Proposition 44. SoitA un ensemble d’algèbresSTAR. Ref(A) est une algèbreSTAR.

Preuve.
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{16, eq, 6}

{0}

{1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9}

v3 v4

v1 v2

(a)N1
A = RefB1→BRef (A)(N

1)

{9, 10, 11}
{2, 3, 4,

{2}

5, 6, 7}

v3 v4

v1 v2

(b) N2
A = RefB2→BRef (A)(N

2)

8, 9}

{9, 10}

{18, 19, eq, 0}

{15, 16, 17}
{5, 6, 7,

v3 v4

v1 v2

(c) N3
A = RefB3→BRef (A)(N

3)

{6} 6=

v3 v4

v1 v2

6= 6=

6=

6=

(d) NIC,A =
RefB1→BRef (A)(NIC)

FIGURE 7.6 – Les RCQN1
A (a)N2

A (b) etN3
A (c) formant le profil homogèneNA, etNIC,A (d), tous

définis surBRef (A).

7.2 Une autre alternative : vers une abstraction commune

7.2.1 Le modèle

Dans la section précédente nous avons défini les opérateursN
∆
1 qui associent au RCQ coercitifNIC

et chaque RCQdu profil hétérogène défini sur une algèbre qualitative deA un RCQ défini sur le plus
grand raffinement communRef(A) deA. Dans certains cas le nombre des relations de base deBRef (A)
peut être important, ce qui peut avoir un impact de complexité considérable dans l’étape du processus
de fusion homogène opérée par∆. Dans cette section, nous définissons les opérateursN

∆
2 , avec∆ un

opérateur homogène. Plutôt que de traduire les RCQ dans un raffinement commun deA, ces opérateurs
les traduisent dans uneabstraction communedeA. Cette notion est duale à celle de raffinement, nous la
définissons comme suit :

Définition 130. Soient2B et 2B′
deux algèbres qualitatives surD. 2B′

est uneabstractionde2B ssi2B

est un raffinement de2B′
.

Supposons que2B′
soit une abstraction de2B. Rappelons qu’il existe un uniquer-pontRefB′→B de

2B′
dans2B qui est une application injective, pas nécessairement bijective (dans le cas d’une bijection,

nous avons2B′
≤D
ref 2B et 2B ≤D

ref 2B′
, c’est-à-dire2B = 2B′

puisque≤D
ref est une relation d’ordre).

Donc dans le cas général nous ne pouvons pas définir unr-pontRefB→B′ de 2B dans2B′
, ce qui si-

gnifie que même s’il est toujours possible de traduire un RCQ sur 2B′
en un RCQ équivalent sur2B (cf

proposition 40), en général l’inverse n’est pas possible.
Nous pouvons toutefois définir un autre type de passerelle de2B dans2B′

ayant une propriété plus
faible que la notion der-pont : considérons l’applicationAbsB→B′ de2B dans2B′

telle que pour toute
relation de baseb ∈ B, AbsB→B′({b}) est la relation{b′} de2B′

telle queb′ ⊇ b, et pour toute relation
R de2B, AbsB→B′(R) =

⋃
{AbsB→B′({b}) | b ∈ R}. Nous appelons une telle applicationAbsB→B′ un

a-pont de2B dans2B′
.
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Exemple 18. Considérons de nouveau les algèbres qualitatives2Bcard et 2Bcard2 de l’exemple 16
et rappelons que2Bcard ≤D

ref 2Bcard2 . Par exemple, nous avonsAbsBcard→Bcard2
({nw}) = {W} et

AbsBcard→Bcard2
({sw, s}) = {W, s}.

Définition 131. SoientN un RCQ défini sur2B, et2B′
une abstraction de2B. Nous définissons le RCQ

AbsB→B′(N) sur2B′
comme étant le RCQN ′ tel que∀vi, vj ∈ V ,N ′[i, j] = AbsB→B′(N [i, j]).

Pour tout RCQN sur2B, sa traductionAbsB→B′(N) sur2B′
n’est pas un RCQ équivalent dans le

cas général. Néanmoins, nous avons la proposition suivante, plus faible :

Proposition 45. Soit N un RCQ défini sur2B, et 2B′
une abstraction de2B. Nous avonsJNK ⊆

JAbsB→B′(N)K.
Cela signifie que la traductionAbsB→B′(N) d’un RCQN sur2B peut être vue comme une approxi-

mation deN .
Nous définissons maintenant la notion d’abstraction communede manière similaire à la définition

127.

Définition 132. SoitA = {2B1 , . . . , 2Bp} un ensemble d’algèbres qualitatives surD. 2B est uneabstrac-
tion communedeA ssi∀2Bk ∈ A, 2Bk ≤ref 2B.

Une abstraction commune d’un ensembleA d’algèbres qualitatives existe toujours. En effet considé-
rons le schéma de partitionB 6= surD avecB 6= = {eq, (D × D) \ eq}. Il est aisé de voir que2B6= est une
abstraction commune de n’importe quelle algèbre qualitative surD.

Définition 133. SoitA = {2B1 , . . . , 2Bp} un ensemble d’algèbres qualitatives surD. L’algèbre qualita-
tiveAbs(A) = 2BAbs(A) est définie comme suit :

BAbs(A) = {b | ∀Bk ∈ A,∃Rk ∈ 2Bk : Rel(Rk) = b et ∄b′ ⊂ b : ∀Bk ∈ A,∃R
′
k ∈ 2Bk : Rel(R′

k) = b′}.

Nous affirmons queAbs(A) est bien définie et que cette algèbre correspond à la plus petite abs-
traction commune deA par rapport à≤D

ref . De manière similaire à la proposition 42, nous avons la
proposition suivante :

Proposition 46. SoitA = {2B1 , . . . , 2Bp} un ensemble d’algèbres qualitatives surD.
- BAbs(A) est un schéma de partition surD.
- Abs(A) est la plus petite abstraction commune deA par rapport à≤D

ref .

Preuve.

Par conséquent, le processus adopté par un opérateurN
∆
2 consiste à traduire le RCQ coercitifNIC

défini sur2Bj ∈ A en un RCQNIC,A = AbsBj→BAbs(A)(NIC) et chaque RCQN i défini sur2Bj ∈ A

en un RCQN i
A = AbsBj→BAbs(A)(N

i) surAbs(A) en utilisant lea-pontAbsBj→BAbs(A) de Bj dans
Abs(A). Nous obtenons un nouveau RCQ coercitifNIC,A et un nouveau profil homogèneNA dont
tous les RCQ (y comprisNIC,A) sont définis surAbs(A) et correspondent à des approximations des
RCQ initiaux. Bien que nous n’obtenions pas des RCQ équivalents, la contrepartie est que la taille du
schéma de partitionBAbs(A) est inférieure à celle deBRef (A), ce qui peut réduire de manière consé-
quente la complexité de calcul du résultat de la fusion du profilhomogèneNA par l’opérateur∆. En
outre, comme cette méthode retourne un multi-ensemble de RCQ NA qui sont des approximations du
multi-ensembleN initial, chaque RCQ traduitN i

A ∈ NA admet un ensemble de solutions contenant les
solutions du RCQ correspondantN i ∈ N . Donc dans certains cas, même si les RCQ du profil initialN
sont conflictuels (ou autrement dit, n’admettent aucune solution en commun), les RCQ traduits peuvent
ne pas être conflictuels. Par conséquent, cette méthode peutdans certains cas résoudre directement les
conflits, comme nous allons le voir dans l’exemple qui va suivre.

De l’ensemble des résultats présentés dans cette section, nous obtenons la proposition suivante :
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Proposition 47. Pour toutx ∈ {1, 4, 5, 6, 7, 8, 4′ , 6′}, si ∆ satisfait le postulat (Nx) alorsN∆
2 satisfait le

postulat (Hx). De plus pour toutx ∈ {0, 2}, si ∆ satisfait le postulat (Nx) alorsN∆
2 satisfait le postulat

(Hx’).

Preuve.

En particulier, nous pouvons en déduire le corollaire suivant :

Corollaire 6. Si∆ est un opérateur de fusion homogène alorsN
∆
1 est un opérateur de fusion hétérogène.

Preuve.

7.2.2 Un exemple dans l’algèbreSTAR

De manière similaire à la proposition 44, nous avons la proposition suivante :

Proposition 48. SoitA un ensemble d’algèbresSTAR. Abs(A) est une algèbreSTAR.

Preuve.

Considérons maintenant les trois schémas de partitionB4 = STAR3[0, 45, 90](0), B5 = STAR4[0, 60, 90, 150](0)
et B6 = STAR4[0, 30, 90, 120](0) schématisés sur les figures 7.7(a), 7.7(b) et 7.7(c) respectivement et
formant l’ensembleA. Le schéma de partition de la plus petite abstraction commune Abs(A) est dé-
crit dans la figure 7.7(d) et correspond au schéma de partition B1 (cf figure 7.3(a)), qui correspond en
particulier au schéma de partition associé à l’algèbre des directions cardinales.

SoitN = {N4, N5, N6} un profil hétérogène formé de trois RCQ définis respectivement sur2B4 ,
2B5 et2B6 , avecB4 = STAR3[0, 45, 90](0), B5 = STAR4[0, 60, 90, 150](0) etB6 = STAR4[0, 30, 90, 120](0)
(ces trois schémas de partition sont donnés dans la figure 7.7). Pour simplifier l’exemple, nous définis-
sons le RCQ coercitifNIC sur 2B1 , et tel que pour toutvi, vj ∈ V, i < j, NIC [i, j] = B1 (i.e.,NIC

exprime l’absence totale de contraintes d’intégrité surV ). La figure 7.8 représente les trois RCQ deN
et les RCQ correspondants respectifs traduits dans leur plus petite abstraction communeAbs(A) (avec
BAbs(A) = ST AR2(0)), formant le profil homogèneNA = {N4

A,N
5
A,N

6
A}. Par ailleurs, on a de

manière trivialeNIC,A = NIC puisqueNIC est défini directement surAbs(A).
SoitR1 la relation de2B1 avecR1 = {1, 2}, etR2 la relation de2B2 avecR2 = {2, 3}. Remarquons

queN4[1, 2] = R1 etN5[1, 2] = R2. PuisqueRel(R1) ∩ Rel(R2) = ∅ (voir sur la figure 7.8), il n’existe
aucune solution commune aux RCQN1 etN2, ce qui implique que les RCQ du profil hétérogèneN
sont conflictuels. Néanmoins, les RCQ du profil homogène traduit NA ne sont plus conflictuels puisqu’il
existe un (unique) scénario cohérentσ admis par chacun des RCQ deNA, schématisé dans la figure 7.9.
Par conséquent si∆ satisfait le postulat (N2), en particulier si c’est un opérateur de fusion homogène,
alors on aN∆

2 NIC
(N ) ≡ {σ} . Cet exemple montre qu’un opérateurN

∆
2 peut gérer les conflits entre

des RCQ d’un profil hétérogène avant même d’appliquer l’opérateur homogène sur le profil homogène
traduit.

SoitQAD l’ensemble des algèbres qualitatives basées sur le domaineD. D’après les propositions 42
et 46, l’ordre≤D

ref surQAD induit une structure particulière :

Lemme 1. (QAD,≤
D
ref ) est un treillis, i.e.,∀2B, 2B′

∈ QAD, 2B et 2B′
ont une borne supérieure mini-

maleAbs(2B, 2B′
) et une borne inférieure maximaleRef(2B, 2B′

).

Notons que ce treillis n’est pas borné puisque pour toute algèbre qualitative2B deQAD, on peut
trouver une algèbre qualitative2B′

deQAD telle que2B′
≤D
ref 2B et2B �D

ref 2B′
. Cependant, ce treillis

a une borne supérieure, qui correspond à l’algèbre qualitative 2B6= , avecB 6= = {eq, (D × D) \ eq}.
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FIGURE 7.7 – Trois schémas de partitionSTAR B4 (a), B5 (b) etB6 (c), et le schéma de partition de
leur plus petite abstraction communeB1 (d).

7.3 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au problème dela fusion de profil hétérogène, et
nous avons ainsi défini deux classes d’opérateurs hétérogène N

∆
1 et N

∆
2 , tous deux paramétrés par un

opérateur homogène∆. Les deux approches consistent à choisir un formalisme commun approprié en
fonction du profil hétérogène et du RCQ coercitif initiaux, et à « traduire » le RCQ coercitif et chacun des
RCQ du profil hétérogène respectivement en un autre RCQ coercitif et un profil homogène, de manière à
pouvoir appliquer ensuite l’opérateur homogène∆ sur ce dernier profil. Les deux approches présentées
dans ce chapitre constituent ainsi une étape préliminaire aux méthodes décrites dans les deux chapitres
précédents. Nous avons défini une structure pour toutes les algèbres qualitatives qui considèrent des
relations définies sur le même domaine. Cette structure est déterminée par une relation d’ordre partiel et
forme un treillis sur l’ensemble des algèbres qualitativessur le domaine considéré. La relation d’ordre
est basée sur les notions duales deraffinementet d’abstractionpermettant de définir des passerelles entre
ces algèbres qualitatives.

Un travail futur intégrera l’étude des propriétés de cette structure et les liens entre les algèbres qua-
litatives, ce qui pourrait nous permettre d’étendre la portée de ce travail. Par exemple, nous étudierons
les correspondances (en termes de cohérence) entre un RCQ etsa « traduction » en utilisant les passe-
relles induites par la structure. En effet, traduire un RCQ incohérent en un autre RCQ via une passerelle
appropriée pourrait permettre de restaurer la cohérence duRCQ. Nous incluerons également des sous-
algèbres dans la structure dans le but de définir des passerelles (en termes de raffinements/abstractions)
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FIGURE 7.8 – Les RCQN4 (a),N5 (b) etN6 (c) formant le profil hétérogèneN , et leurs traductions
respectivesN4

A (d)N5
A (e) etN6

A (f) dans leur plus petite abstraction communeAbs(A) = 2B1 et formant
le profil homogèneNA.
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FIGURE 7.9 – L’unique scénario cohérentσ résultant deN∆
2 NIC

(N ).

entre les algèbres qualitatives et leurs sous-algèbres (enparticulier leurs classes traitables), et étudier
les conséquences sur les RCQ. Nous étudierons en outre comment définir une passerelle entre des for-
malismes hétérogènes, en fonction d’un degré de compatibilité entre les relations considérées. Une telle
généralisation nécessitera l’étude de nouvelles structures, éventuellement plus faibles.
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Chapitre 8

Fusion majoritaire : des espaces booléens
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Dans le contexte particulier de la logique propositionnelle, la fusion de bases de croyances a sucité
l’intérêt de nombreux chercheurs ces deux dernières décennies [LIN & M ENDELZON 1994, REVESZ1997,
KONIECZNY 2000, KONIECZNY et al.2002, KONIECZNY & PÉREZ 2002, KONIECZNY et al.2004] (cf
chapitre 1) la raison essentielle étant que de nombreux problèmes peuvent s’exprimer aisément en lo-
gique propositionnelle. Par exemple, dans [CONDOTTA et al. 2008a, CONDOTTAet al. 2009e] nous
avons modélisé l’approche de fusion sémantique de RCQ adoptée par les opérateursΘ (cf chapitre 5) en
traduisant les RCQ du profil homogène en multi-ensemble de bases de croyances propositionnelles, puis
en utilisant un opérateur de fusion de bases de croyances propositionnelles afin de fusionner le multi-
ensemble obtenu. L’ensemble des modèles de la formule propositionnelle obtenue peuvent être alors
retraduits en scénarios cohérents, représentant le résultat de la fusion des RCQ initiaux.

La logique propositionnelle est toutefois dotée d’un inconvénient majeur : les atomes qu’elle ma-
nipule sont des propositions binaires. Or nous avons souvent besoin d’un langage plus expressif pour
représenter de l’information, en particulier lorsque les variables considérées représentent des entités spa-
tiales ou prennent leur valeurs dans un domaine infini, non borné ou continu. Par exemple, le problème
de fusion de buts suivant considère une famille voulant acquérir un nouveau logement. Supposons que les
membres de cette famille comparent les logements sur la basede trois critères : leur type (appartement
ou maison), leur prix et leur emplacement. Il est alors probable qu’aucun type, prix et emplacement par-
ticuliers ne satisfasse pleinement chacun des membres de lafamille, bien qu’ils doivent trouver un com-
promis cohérent. La logique propositionnelle n’est pas assez riche pour modéliser ce problème, puisque
deux des critères en question (prix et emplacement) prennent leur valeur dans des domaines continus, le
prix dans un domaine à une dimension et l’emplacement dans undomaine à deux dimensions. Or une
métriqueou distanceparticulière est naturellement associée à chacun de ces domaines. Si la moitié du
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groupe préfère payer plus qu’un certain prixP alors que l’autre moitié préfère une maison bon marché
inférieure au prixp avecp < P , alors il est raisonnable de rechercher une maison dont le prix varie entre
p etP .

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la représentationd’un tel type d’informations pour lequel
la logique propositionnelle n’est pas appropriée. Nous définissons une classe d’opérateurs de fusion∆
qui, à partir d’un ensemble de sources éventuellement conflictuelles, retournent un ensemble cohérent
d’informations. Nous nous plaçons dans un cadre très général dans lequel chacune des variables consi-
dérées dans le processus de fusion peut prendre sa valeur dans un domaine défini en tant qu’unions et
intersections de demi-espaces d’un espace affine réel norméde dimension finie. L’essence de notre mé-
thode de fusion est d’exploiter la métrique associée à chacun de ces domaines. Dans cette optique, nous
nous inspirons des opérateurs de fusion à base de distances dans le cadre de la logique propositionnelle
[L IN & M ENDELZON 1994, KONIECZNY et al. 2002, KONIECZNY et al. 2004]. Nous proposons une
procédure similaire pour la fusion de bases de connaissances exprimées dans un cadre plus général, celui
d’un fragment de la logique du premier ordre monadique, typée et sans symbole de quantification ou de
fonction ; de plus nous considérons une classe d’interprétations particulière. Un choix naturel pour la ré-
solution de conflits au sein d’un groupe est de laisser la majorité décider [LIN & M ENDELZON 1994, LIN

& M ENDELZON 1998], c’est pourquoi nous nous focalisons dans cet articlesur la classe desopérateurs
de fusion majoritaire, qui vise à déduire une base de connaissance cohérente qui minimise l’insatisfaction
globale des sources. Ce choix est motivé d’une part par le contexte théorique solide lié aux opérateurs de
fusion majoritaire propositionnels [LIN & M ENDELZON 1994, KONIECZNY et al.2002] et leur aptitude
à satisfaire un ensemble significatif de postulats de rationalité ; d’autre part la méthode que nous utili-
serons pour calculer le résultat En particulier nous montrons que la classe des opérateurs de fusion que
nous définissons contient l’opérateur de fusion majoritaire propositionnel∆dH ,

∑

, oùdH correspond à la
distance de Hamming en interprétations. Nous identifions une sous-classe d’interprétations pour laquelle
le résultat de la fusion peut être calculé et exprimé sous la forme d’une formule.

La suite du chapitre est organisée comme suit : la section suivante introduit des préliminaires mathé-
matiques et définit la syntaxe et la sémantique de notre langage de représentation. Dans la section 8.3
nous définissons la classe∆ d’opérateurs de fusion. Dans la section 8.4 nous montrons comment calculer
le résultat de la fusion sous certaines restrictions. Nous concluons dans la dernière section et présentons
des perspectives pour un travail futur. Les résultats obtenus sont illustrés à travers l’exemple introduit
ci-dessus.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait l’objet d’une publication [CONDOTTA et al. 2010b,
CONDOTTA et al.2010a].

8.1 Préliminaires sur les espaces linéaires

Pour un entier positif donnén, Rn dénote l’espace affine réel de dimensionn. UnhyperplandeRn est
un sous-espace affine deRn de dimension(n−1). Par exemple, une droite (resp. un plan) est un hyperplan
deR2 (resp. deR3). Formellement, un hyperplanh deRn est caractérisé par un vecteur(h0, . . . , hn) de
Rn+1 et est défini par l’ensemble{(x1, . . . , xn) ∈ Rn | h1x1 + · · ·+ hnxn = h0}. Soitk ∈ {1, . . . , n}.
Un hyperplanh de Rn est ditrectiligne s’il est parallèle àn−1 axes deRn, formellementh est défini
par l’ensemble{(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xk = h0} pour un certaink ∈ {1, . . . , n}. Un hyperplanh de
Rn est associé à deuxdemi-espaces fermésh≤ eth≥, i.e.,deux sous-ensembles deRn définis parh≤ =
{(x1, . . . , xn) ∈ Rn | h1x1+· · ·+hnxn ≤ h0} eth≥ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | h1x1+· · ·+hnxn ≥ h0}.
Ainsi un demi-espace fermé associé à un hyperplanh deRn est l’une des deux parties deRn que divise
h. Un demi-espace ouvertdeRn est le complément d’un demi-espace fermé deRn. Un demi-espace est
dit rectilignes’il est associé à un hyperplan rectiligne. Unpolyèdre convexedeRn est l’intersection finie
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de demi-espaces fermés ou ouverts deRn. Un polyèdre convexe est ditrectiligne s’il est l’intersection
finie de demi-espaces fermés ou ouverts rectilignes deRn. Un polyèdre convexe rectiligne est également
appelépavé.

Une normeN sur Rn est une application deRn dansR+ qui vérifie les propriétés suivantes, pour
tout e1, e2 ∈ Rn, pour toutλ ∈ R :







N(e1) = 0 ssie1 est le vecteur nul (séparation),
N(λ · e1) = |λ|.N(e1) (homogénéïté),
N(e1 + e2) ≤ N(e1) +N(e2) (sous-additivité).

Étant donné une normeN surRn, unemétrique(ou distance) d surRn est typiquement induite de
N : d est une application deRn×Rn dansR+ définie pour toute1, e2 ∈ Rn pard(e1, e2) = N(e1− e2).
SoitE ⊆ Rn, S ⊆ E etd la métrique induite par une norme surRn. S est ditouvertssi∀e ∈ S, ∃r > 0
tel que{e′ ∈ E | d(e, e′) < r} ⊂ S. S est dit fermési son complémentaire dansE est un ensemble
ouvert. La fermeturedeS, notée◦S, est le plus petit ensemble ouvert (pour l’inclusion) contenantS. S
est ditbornési∃λ > 0 tel que∀c1, c2 ∈ S, d(c1, c2) ≤ λ. Enfin le symbole

∏
dénote le produit cartésien

d’ensembles.

8.2 Syntaxe et sémantique deL

Les préliminaires mathématiques étant posées, nous pouvons maintenant définir la syntaxe et la sé-
mantique de notre langage de représentationL. L’alphabet deL est formé d’un ensemble fini de variables
V = {x1, x2, . . .}, un ensemble dénombrable de symboles de prédicats unairesP, notésX,Y, . . . , ou
encoreXi

j , i et j étant deux entiers positifs, les connecteurs logiques usuels ¬ (non),∧ (et),∨ (ou), les
symboles de constantes usuelles⊤ (vrai) et⊥ (faux) et les symboles de ponctuation′(′ et ′)′.

SoitT = {t1, t2, . . .} un ensemble fini detypes. Nous supposons donnée une applicationτ deV ∪P
dansT , i.e., tout symbole de variable ou de prédicat est associé à un certain type. Unatomeest un
symbole de la forme(xi ∈ X), avecxi ∈ V, X ∈ P et τ(xi) = τ(X). Un litéral est un atome ou sa
négation. Le langageL est défini récursivement de la manière suivante : tout atome est une formule,⊤,
⊥ sont des formules et étant données deux formulesα etβ, (¬α), (α ∧ β), (α ∨ β) sont également des
formules.

Nous considérons une classe particulière d’interprétations pourL, notéeH. Une interprétationI de
H est caractérisée par une paire〈DI ,MI〉, où :
• DI est une application associant pour tout typetj deT un tuple(nj,Hj ,Dj , dj), où :

- nj est un entier positif,
- Hj est un ensemble fini non vide d’hyperplans deRnj ,
- Dj ⊆ Rnj résulte de la combinaison finie d’intersections, d’unions et de compléments de demi-

espaces fermés associés aux hyperplans deHj,
- dj est une métrique surDj induite par une norme surRnj .

• MI est une application qui associe à tout symbole de prédicatX ∈ P de typetj un demi-espace
ferméMI(X) associé à un hyperplan deHj, i.e.,MI(X) = h≤ ouMI(X) = h≥ avech ∈ Hj.
Nous imposons que pour toutDj , il existeX1, . . . ,Xn ∈ P tels queDj est une combinaison finie de
MI(X1), . . . ,MI(Xn), où les combinaisons autorisées sont les unions, intersections et compléments.

Intuitivement,DI définit ce que représente chacun des types deT pour lequel chaque symbole de
variable et de prédicat est associé. Un typetj est alors caractérisé par : (i) la dimensionnj de l’espace
affine réel dans lequel une variable de typetj est suceptible de prendre ses valeurs ; (ii) l’ensemble des
hyperplans deRnj qui définissent les demi-espaces fermés représentant les symboles de prédicat de type
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tj ; (iii) le domaine de définition de la variable (un sous-ensemble deRnj défini à partir d’intersections,
d’unions et de compléments de demi-espaces fermés) ; (iv) lamétrique associée àRnj .MI représente
les symboles de prédicat de typetj en tant que sous-ensembles deRnj définis à partir d’intersections,
d’unions et de compléments de demi-espaces fermés.

Nous définissons également la classeHS d’interprétations comme étant la sous-classe deH vérifiant
les conditions suivantes, pour tout typetj :

– toutHj est un ensemble fini d’hyperplans rectilignes deRnj ,
– pour tout symbole de prédicatX de typetj tel queMI(X) = h≤ avech ∈ Hj, il existe un

symbole de prédicatY tel queMI(Y ) = h≥, et vice-versa,
– toute métriquedj est induite par la norme de ManhattanNM sur Rnj définie pour toute =

(e1, . . . , enj
) ∈ Rnj parNM (e) =

∑
{|ek| | k ∈ {1, . . . , nj}}.

La sous-classeHS interviendra dans la section 8.4.

Pour toute variablexi ∈ V de typetj ∈ T ,Dj est appelé ledomainedexi, également notédom(xi).
Soit I une interprétation deH. UneI-assignationω (surV) est une application qui associe à chaque
variablexi ∈ V un élément de son domaine. La sémantique d’un atome de la forme (xi ∈ X) pour une
I-assignationω est définie par[[(xi ∈ X)]](I)(ω) = vrai siω(xi) ∈MI(X), faux sinon.

Dans la suite, uneI-assignationω est également considérée comme étant le vecteur(ω(x1), . . . ,
ω(x|V|)) ∈

∏
{dom(xi) | xi ∈ V}.

WI dénote l’ensemble de toutes lesI-assignations. UneI-assignationω est unI-modèled’une
formuleφ (notéω |=I φ) ssi elle rend la formuleφ vraie. Une formule est diteI-cohérentesi elle admet
unI-modèle. L’ensemble desI-modèles d’une formuleφ est notéModI(φ). Deux formulesφ etψ sont
ditesI-équivalentes(notéφ ≡ ψ) ssiModI(φ) = ModI(ψ).

Notons qu’à partir d’une formuleφ deL dans le contexte d’une interprétationI ∈ H, pour toute
variablexi de typetj et pour tout hyperplanh ∈ Hj, s’il existe deux symboles de prédicatX et Y
tels queMI(X) = h≤ etMI(Y ) = h≥, alors on peut aisément exprimer le fait quexi appartient à
l’un des demi-espaces fermésh≤ eth≥, ainsi qu’aux demi-espaces ouverts associés àh, à l’hyperplanh
lui-même ou à l’espace entierRnj en utilisant les connecteurs logiques¬, ∧ et∨.

Un termeest une conjonction finie de litéraux. Une formule est enforme normale disjonctive(DNF)
si elle forme une disjonction de termes (également vue commeun ensemble de termes). Toute formule
φ ∈ L peut être transformée en une formule DNFI-équivalente, notéeDNF (φ), en un nombre fini
d’étapes (bien qu’exponentiel en la taille de la formule).

Exemple. Reprenons l’exemple présenté dans l’introduction afin d’illustrer une interprétationI∗ de
H. Nous considérons les variablesV = {x1, x2, x3} où x1 représente le type de logement (maison
ou appartement),x2 représente son prix en milliers d’euros (kC) et prend sa valeur dans l’intervalle
[0,+∞[, et x3 représente l’emplacement du logement et prend sa valeur dans le planR2. Puisque les
variables prennent leur valeur dans différents domaines, nous considérons trois typesT = {t1, t2, t3}
tels que pour touti ∈ {1, 2, 3}, xi est de typeti. Nous considérons un ensemble de prédicatsP composé
de18 symboles, notésX1

1 , . . . ,X
1
4 ,X2

1 , . . . ,X
2
5 ,X3

1 , . . . ,X
3
9 , tel que pour toutXi

j ∈ P,Xi
j est de type

ti.

Supposons que la famille est composée de trois membres, Hélène, David et Marc. La figure 8.1
représente trois régionsA, B et C de R2 considérées par la famille pour l’emplacement du logement,
les demi-espaces (i.e., demi-plans) définissant ces régions, notésh≤i et h≥i , i ∈ {1, . . . , 9}, eux-mêmes
associés à9 hyperplans (i.e., droites) ; la présence de la région hachurée sera expliquée dans la section
suivante.
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FIGURE 8.1 – Neuf droitesh1, . . . , h9 formant l’ensembleH3.
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Les équations de chaque hyperplan considéré sont définies comme suit :

h1 : 2x3
1 − x

3
2 = −4, h2 : x3

1 = 2, h3 : x3
2 = 4,

h4 : x3
1 = 6, h5 : x3

1 + x3
2 = 11, h6 : 2x3

1 + x3
2 = 21,

h7 : x3
1 = 8, h8 : x3

2 = 6, h9 : x3
1 = 4.

Nous demandons à chaque membre de la famille d’exprimer ses préférences par une formule. Hélène
préfère un appartement entre90 et 100 kC dans la régionA. David veut un appartement en-dessous de
80 kC dans la régionB ou une maison de plus de130 kC dans la régionA. Marc voudrait un logement
dans la régionC, quelque soit son prix et son type.

L’interprétationI∗ = 〈DI∗ ,MI∗〉 que nous considérons est définie comme suit :
• x1 est une variable binaire à une dimension. Nous choisissonsn1 = 1, H1 = {0, 1}, D1 =
{0, 1} et d1 est la restriction surD1 de la distance usuelle sur les nombres réels.0 représente la
valeur correspondant ay type « appartement »,1 représente celle correspondant au type « maison ».
Notons que les éléments deH1 sont des points en tant qu’hyperplans deR1.
• x2 est une variable à une dimension prenant sa valeur dans le demi-espace[0,+∞[. Nous définis-

sonsn2 = 1,H2 = {0, 80, 90, 100, 130}, D2 = [0,+∞[ etd2 la restriction surD2 de la distance
usuelle sur les nombres réels.
• x3 est une variable à deux dimensions prenant sa valeur dansR2. Nous définissonsn3 = 2,
H3 = {h1, . . . , h9},D3 = R2 etd3 la distance euclidienne sur le plan.
• MI∗ est défini comme suit :

- symboles de prédicat de typet1 :

MI∗(X1
1 ) =]−∞, 0], MI∗(X1

2 ) = [0,+∞[,
MI∗(X1

3 ) =]−∞, 1], MI∗(X1
4 ) = [1,+∞[,

- symboles de prédicat de typet2 :

MI∗(X2
1 ) = [90,+∞[, MI∗(X2

2 ) =]−∞, 100],
MI∗(X2

3 ) =]−∞, 80], MI∗(X2
4 ) = [130,+∞[,

MI∗(X2
5 ) = [0,+∞[,

- symboles de prédicat de typet3 :

MI∗(X3
1 ) = h≥1 , MI∗(X3

2 ) = h≤2 , MI∗(X3
3 ) = h≥3 ,

MI∗(X3
4 ) = h≥4 , MI∗(X3

5 ) = h≥5 , MI∗(X3
6 ) = h≤6 ,

MI∗(X3
7 ) = h≤7 , MI∗(X3

8 ) = h≤8 , MI∗(X3
9 ) = h≤9 .

Notons que pour tout domaineDj il existe une formuleφ telle queModI∗(φ) = Dj. En effet,
dans la définition des interprétations deH nous avons imposé que tout domaineDj s’exprime en
tant que combinaison finie d’intersections, d’unions et de compléments de demi-espaces associés
aux hyperplans deHj. Or ces trois opérations ensemblistes se modélisent au seind’une formule
au moyen des connecteurs logiques∧, ∨ et¬. Par exemple,ModI∗(((x1 ∈ X1

1 ) ∧ (x1 ∈ X1
2 )) ∨

((x1 ∈ X1
3 )∧ (x1 ∈ X1

4 ))) = {0, 1} = D1. Ainsi dans notre exemple les variables de typet1 sont
des variables propositionnelles.

Les formules codant l’information fournie par Hélène, David et Marc sont respectivement :
– φ1 = (x1 ∈ X1

1 )∧ (x1 ∈ X1
2 )∧ (x2 ∈ X2

1 )∧ (x2 ∈ X2
2 )∧ (x3 ∈ X3

1 )∧ (x3 ∈ X3
2 )∧ (x3 ∈ X3

3 ),
– φ2 = ((x1 ∈ X1

1 ) ∧ (x1 ∈ X1
2 ) ∧ (x2 ∈ X2

3 ) ∧ (x3 ∈ X3
4 ) ∧ (x3 ∈ X3

5 ) ∧ ((x3 ∈ X3
6 ) ∨ (x3 ∈

X3
7 ))) ∨ ((x1 ∈ X1

3 ) ∧ (x1 ∈ X1
4 ) ∧ (x2 ∈ X2

4 ) ∧ (x3 ∈ X3
1 ) ∧ (x3 ∈ X3

2 ) ∧ (x3 ∈ X3
3 )),

– φ3 = (x3 ∈ X3
8 ).
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8.3 Processus de fusion

Dans cette sectionI est une interprétation deH. Unebase de connaissancesest un ensemble fini de
formulesφ1, φ2, . . . deL. Une base de connaissances est interprétée comme la conjonction de ses for-
mules. Unprofil est un multi-ensemble finiK = {K1, . . . ,Km} de bases de connaissancesI-cohérentes.
Un opérateur de fusion∆ est une application qui associe à un profilK et une formuleI-cohérenteIC
représentant des contraintes d’intégrité un sous-ensemble ∆IC(K) deWI .

Á l’instar du cas propositionnel [KONIECZNY et al.2002, KONIECZNY et al.2004] nous définissons
un processus de fusion de profil à base de distances en trois étapes : tout d’abord la distanced entre deux
I-assignationsω, ω′ ∈ WI est définie comme suit :

d(ω, ω′) =
∑

{dj(ω(xi), ω′(xi)) | xi ∈ V, τ(xi) = tj}.

Étant donnée uneI-assignationω, sa « distance locale » à une base de connaissancesK est définie
comme suit :dK(ω) = inf{d(ω, ω′) | ω′ |=I K}. Nous utilisons alors une fonction d’agrégation pour
calculer la « distance globale » entreω et le profilK. Comme il a été souligné et motivé dans l’intro-
duction, nous nous focalisons dans cet article sur la fonction d’agrégation

∑
qui supporte le point de

vue de la majorité des bases de connaissances [LIN & M ENDELZON 1994]. La distance globale entre
ω et K est alors dénotéedK(ω) =

∑
{dKk

(ω) | Kk ∈ K}. Enfin, le résultat de la fusion satisfait
∆IC(K) = {ω ∈ ◦ModI(IC) | dK(ω) est minimale}.

En logique propositionnelle l’ensemble∆IC(K) est de manière évidente un ensemble non vide satis-
faisantIC. En effet toute formule propositionnelle admet un ensemblefini de modèles, par conséquent –
en supposant queIC admette au moins un modèle – il existe au moins un modèleω deIC pour lequel la
distancedK(ω) atteint un minimum. Toutefois dans notre classe d’interprétationsH deL,ModI(IC) est
typiquement un ensemble infini et il peut arriver que∆IC(K) soit vide ou que certainesI-assignations
appartenant à∆IC(K) ne soient pasI-modèles deIC. Pour éviter le problème, nous considérons les
I-assignations appartenant à◦ModI(IC) comme candidates pour le résultat de la fusion, plutôt que
celles deModI(IC). Ce choix garantit l’ensemble∆IC(K) d’être non vide lorsqueModI(IC) est
un ensemble borné, sans modifier la distance de ses éléments àIC (en effet touteI-assignation de
◦ModI(IC) est à une distance nulle deIC pourdK). Nous avons la proposition suivante :

Proposition 49. (1) Supposons queModI(IC) soit non vide et borné. Alors∆IC(K) est un ensemble
fermé non vide et borné.
(2) Supposons en outre queModI(IC) soit fermé. Alors∆IC(K) est un sous-ensemble deModI(IC).

Preuve.

Exemple (suite). SoitK = {K1,K2,K3} avec pour toutKk ∈ K, Kk = φk. Soit IC = (x3 ∈ X3
9 ),

i.e., les contraintes d’intégrité ne portent que sur l’emplacement du logement : les logements disponibles
doivent être situés dans le demi-planh≤9 . SoitD la région fermée deR2, représentée en hachures sur la
figure 8.1. On a alors∆IC(K) = {ω ∈ WI | ω(x1) = 0, ω(x2) ∈ [80, 90], ω(x3) ∈ D}.

En logique propositionnelle toute variablexi ∈ V est binaire,i.e., de typet1 par rapport à notre
exemple. Par conséquent, pour deux interprétations propositionnellesω, ω′, on a simplementd1(ω(xi), ω′(xi)) =
0 si ω(xi) = ω′(xi), 1 sinon ; ceci implique que la distance entre deux interprétations ω, ω′ définie
comme étantd(ω, ω′) =

∑
{d1(ω(xi), ω′(xi)) | xi ∈ V} correspond à la distance de HammingdH entre

interprétations propositionnelles. Ceci montre que dans le cas restreint de la logique propositionnelle,
∆IC(K) correspond à l’opérateur de fusion majoritaire propositionnel ∆dH ,

∑

IC (K) [L IN & M ENDEL-
ZON 1994, KONIECZNY et al.2002].
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Notons également qu’en logique propositionnelle la métrique est la même pour chacune des va-
riables. Or dans notre cas les variables prennent leur valeur dans différents domaines qui peuvent être
associés à des métriques différentes. En raison de l’incommensurabilité de ces métriques, notre opérateur
de fusion majoritaire ne garantit pas d’accorder la même importance à chaque variable. Si l’on souhaite
pallier ce problème, il est nécessaire d’ajouter en amont duprocessus de fusion une étape préliminaire
de normalisation des différentes métriques considérées.

Enfin, en logique propositionnelle l’ensemble de toutes lesinterprétations (propositionnelles dans
un tel cas) possibles est fini, donc le résultat du processus de fusion peut être calculé en un nombre fini
d’étapes et peut être représenté comme une formule propositionnelle. Cependant, dans notre casWI

n’est typiquement pas fini, donc∆IC(K) ne peut pas toujours être exprimé comme une formule deL
(cf. l’exemple ci-dessus). Nous nous appliquons maintenant à trouver une solution à ce problème.

Dans la suite de l’article,IC∗ dénote un terme etK∗ un profil dans lequel chacune des bases de
connaissances est un terme. Nous mettons en lumière deux résultats préliminaires. Le premier établit que
calculer∆IC∗(K∗) revient à calculer séparément un certain ensemble∆i

IC∗
(K∗) ⊆ dom(xi) pour toute

variablexi ∈ V. Comme il le sera montré dans la preuve de la proposition 50, ce résultat s’obtient du
fait que la fonction d’agrégation

∑
, utilisée pour le calcul de la distance globale entre uneI-assignation

et un profil, commute sur elle-même. Ce n’est par exemple par le cas pour la fonction d’agrégationmax
qui renvoit le maximum de ses arguments : la fonctionmax ne commute pas sur la fonction

∑
. Le

second résultat exploite le premier et fournit une méthode générique pour le calcul par morceaux de
∆IC(K), lorsqueIC et les formules deK sont données en DNF (ce qui peut être supposé sans perte
d’expressivité).

Soit xi une variable de typetj. Étant donné un termeφ, la projection de φ sur xi, notéφi, re-
présente la conjonction de litéraux apparaissant dansφ et portant surxi ; Si(φ) dénote l’ensemble
⋂
{MI(X) | (xi ∈ X) est un litéral deφi} ∩

⋂
{dom(xi) \MI(X) | ¬(xi ∈ X) est un litéral deφi}.

∆i
IC∗

(K∗) est défini en trois étapes. Lai-distance localediS entre un élémente dedom(xi) et un sous-
ensembleS de dom(xi) est définie commediS(e) = inf{dj(e, e

′) | e′ ∈ S}. La i-distance globale
diK∗

entre un élémente de dom(xi) et le multi-ensemble{Si(Kk) | Kk ∈ K∗} est définie comme
diK∗

(e) =
∑
{di
Si(Kk)

(e) | Kk ∈ K∗}. Le sous-ensemble∆i
IC∗

(K∗) de dom(xi) est défini comme

∆i
IC∗

(K∗) = {e ∈ ◦Si(IC∗) | d
i
K∗

(e) est minimale}.

Proposition 50. ∆IC∗(K∗) =
∏
{∆i

IC∗
(K∗) | x

i ∈ V}.

Preuve.

La proposition 50 montre que calculer∆IC∗(K∗) revient à calculer de manière indépendante un en-
semble∆i

IC∗
(K∗) pour toute variablexi ∈ V. En effet, l’ensemble∆IC∗(K∗) résulte du produit cartésien

des ensembles∆i
IC∗

(K∗) pour toute variablexi ∈ V.

Dans [LIN & M ENDELZON 1994] les auteurs ont proposé une caractérisation syntaxique du résul-
tat de la fusion pour les opérateurs de fusion majoritaire propositionnels. Ils supposent que toute base
de connaissances propositionnelle du profil à fusionner estdonnée en DNF. Nous généralisons ici leur
approche. Pour cela, nous supposons maintenant queIC et toute base de connaissances deK sont des
formules deL données en DNF. Nous exploitons la proposition 50 et proposons un algorithme générique
pour calculer∆IC(K) par morceaux.

Proposition 51.

∆IC(K) =
⋃
{∆IC∗(K∗) |

IC∗ ∈ IC, K∗ ∈ K1 × · · · ×Km,
dK(ω) est minimale, pour un certainω ∈ ∆IC∗(K∗)}.

142



8.3. Processus de fusion

Preuve.

En exploitant les propositions 50 et 51, on obtient l’algorithme 5 pour le calcul de∆IC(K).

Algorithme 5 : Calcul de∆IC(K)

Entrée : un profilK et une formuleIC
Sortie : ∆IC(K)
début1

∆IC(K) = ∅;2

dmin = +∞;3

pour tout IC∗ ∈ IC,K∗ ∈ K1 × · · · ×Km faire4

pour tout xi ∈ V faire5

Calculer∆i
IC∗

(K∗);6

Choisir un élémentωi ∈ ∆i
IC∗

(K∗);7

fin faire8

si
∑
{dK∗(ω

i) | xi ∈ V} ≤ dmin alors9

si
∑
{dK∗(ω

i) | xi ∈ V} < dmin alors10

dmin =
∑
{dK∗(ω

i) | xi ∈ V};11

∆IC(K) = ∅;12

∆IC(K) = ∆IC(K) ∪
∏
{∆i

IC∗
(K∗) | xi ∈ V };13

fin si14

fin faire15

retourner ∆IC(K);16

fin17

Proposition 52. Supposons donné un algorithme pour calculer∆i
IC∗

(K∗) pour toute variablexi ∈ V,
et soitf(IC∗,K∗) sa complexité temporelle. Soitα = max{|IC|,max{|Kk| |Kk ∈ K}}. Alors les com-
plexités spatiale et temporelle de l’algorithme 5 sont respectivement enO(|V|αm) etO(|V|αmf(IC∗,K∗)).

Preuve.

Exemple (suite). φ1, φ3 et IC sont des termes et donc sont déjà sous forme DNF. Une formule DNF

I-équivalente àφ2 estφ′2 = {T
φ′2
1 , T

φ′2
2 , T

φ′2
3 } où :

• T
φ′2
1 = (x1 ∈ X1

1 ) ∧ (x1 ∈ X1
2 ) ∧ (x2 ∈ X2

3 ) ∧ (x3 ∈ X3
4 ) ∧ (x3 ∈ X3

5 ) ∧ (x3 ∈ X3
6 ),

• T
φ′2
2 = (x1 ∈ X1

1 ) ∧ (x1 ∈ X1
2 ) ∧ (x2 ∈ X2

3 ) ∧ (x3 ∈ X3
4 ) ∧ (x3 ∈ X3

5 ) ∧ (x3 ∈ X3
7 ),

• T
φ′2
3 = (x1 ∈ X1

3 ) ∧ (x1 ∈ X1
4 ) ∧ (x2 ∈ X2

4 ) ∧ (x3 ∈ X3
1 ) ∧ (x3 ∈ X3

2 ) ∧ (x3 ∈ X3
3 ).

Puisque|IC × K1 × K2 × K3| = 3, la boucle principale de l’algorithme 5 (lignes?? à ??)
s’exécute trois fois. La définition de∆IC(K) précédemment reportée dans l’article est donnée par

∆IC(K∗) ∪∆IC(K′
∗) avecK∗ = {K1, T

φ′2
1 ,K3} etK′

∗ = {K1, T
φ′2
2 ,K3}.
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FIGURE 8.2 – Neuf droites rectilignesh1, . . . , h9 formant l’ensembleH3.

8.4 Calcul de∆i
IC∗

(K∗) dansHS

Dans cette section, nous considérons des interprétations deHS pourL et montrons que dans un tel
contexte∆i

IC∗
(K∗) peut être exprimé comme une formule deL. Dans notre exemple, l’interprétationI∗

considérée n’appartient par àHS . Nous devons donc modifier l’exemple afin de considérer une interpré-
tation particulièreIS ∈ HS .

Exemple (suite). La figure 8.2 représente trois régionsA′,B′ etC ′ considérées par la famille pour l’em-
placement du logement. Chacune de ces régions est un pavé deR2 (i.e.,un rectangle éventuellement non
borné), par conséquent toutes les lignes définissant ces régions sont des hyperplans rectilignes comme
requis,i.e., toute ligne deH3 est parallèle à l’axex3

1 oux3
2.

Leurs équations sont définies comme suit :

h1 : x3
1 = 0, h2 : x3

1 = 2, h3 : x3
2 = 4,

h4 : x3
1 = 6, h5 : x3

2 = 1, h6 : x3
1 = 10,

h7 : x3
2 = 8, h8 : x3

2 = 6, h9 : x3
1 = 4.

IS impose que pour tout symbole de prédicatX de typetj tel queMIS
(X) = h≤ avech ∈ Hj, il

existe un symbole de prédicatY tel queMIS
(Y ) = h≥, et vice-versa. Pour satisfaire cette condition,

nous considérons18 symboles de prédicatX3
1 , . . . ,X

3
18 de typet3.MIS

est défini comme suit, pour tout
symbole de prédicat de typet3, pour toutj ∈ {1, . . . , 9} :

MIS
(X3

2j−1) = h≤j et MIS
(X3

2j) = h≥j .

SoitK = {K1,K2,K3}. Soit IC∗ un terme deIC et pour toutKk ∈ K, soit Tk un terme deKk
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tel qu’en projetant les formulesT1, T2, T3, IC∗ surx3, nous obtenons respectivement les quatre termes
T 3

1 , T
3
2 , T

3
3 , IC

3
∗ portant surx3, définis comme suit :

– IC3
∗ = (x3 ∈ X3

17),
– T 3

1 = (x3 ∈ X3
2 ) ∧ (x3 ∈ X3

6 ) ∧ (x3 ∈ X3
3 ) ∧ (x3 ∈ X3

13),
– T 3

2 = (x3 ∈ X3
8 ) ∧ (x3 ∈ X3

10) ∧ (x3 ∈ X3
11),

– T 3
3 = (x3 ∈ X3

15).
Notons que pour toutk ∈ {1, 2, 3}, T 3

k est un terme, donc tout ensembleS3(T 3
k ) représente un pavé

deR2 (i.e., un rectangle éventuellement non borné). Les ensemblesS3(T 3
1 ), S3(T 3

2 ) etS3(T 3
3 ) corres-

pondent respectivement aux régionsA′, B′ etC ′ représentées sur la figure 8.2. SoitK∗ = {T1, T2, T3}.
∆3
IC∗

(K∗), dont la région est représentée sur la figure 8.2 par la régionhachurée, est alors l’ensemble
fermé des points de◦S3(IC∗) les plus « proches » des régionsA′, B′ etC ′.

Soit I ∈ HS et xi une variable deV de typetj . Pour toutKk ∈ K∗, rappelons queKi
k dénote

la conjonction de litéraux apparaissant dansKk portant surxi. Pour toutl ∈ {1, . . . , nj}, soitKi
k(x

i
l)

la conjonction de litéraux deKi
k qui considèrent les symboles de prédicatX oùMI(X) est un demi-

espace pour lequel l’hyperplan associé est orthogonal à l’axexil (autrement dit, le seul axe qui n’est pas
parallèle à l’hyperplan associé àMI(X)). Dans notre exemple, les droitesh1 eth2 sont orthogonales à
l’axe x3

1, ce qui n’est pas le cas des droitesh3 et h7, ainsi on aK3
1 (x3

1) = (x3 ∈ X3
2 ) ∧ (x3 ∈ X3

3 ) et
K3

1 (x3
2) = (x3 ∈ X3

6 ) ∧ (x3 ∈ X3
13).

L’algorithme 2 permet de calculer∆i
IC∗

(K∗) pour une variablexi ∈ V donnée de typetj. La clé de
cet algorithme réside dans le fait que dansHS , ◦Si(IC∗) est un pavé, de même queSi(Kk) pour tout
Kk ∈ K∗. Par conséquent, pour calculer∆i

IC∗
(K∗), il suffit de projeter les pavés sur chacun des axes

xil, puis de « fusionner » localement l’ensemble des intervalles résultant des projections surxil, et enfin
de retourner en résultat le produit cartésien de chacun des résultats locaux représentant alors un pavé de
Rnj . Notons que la décomposition sur chaque axe n’est possible que lorsque la métriquedj est induit par
la norme de Manhattan, comme requis parHS . Par souci de clarté, nous utilisons les notations suivantes
dans l’algorithme 2. SoitR∞ = R ∪ {−∞,+∞} etα, β ∈ R∞, (α, β) dénote l’intervalle dont chacune
des bornes est soit ouverte, soit fermée et[α, β] dénote un intervalle fermé (éventuellement non borné) ;
pour un ensemble finiE ⊆ R∞, s’il existeγ ∈ E tel queγ = −∞, alorsmin{γ | γ ∈ E} = −∞, et s’il
existeγ ∈ E tel queγ = +∞, alorsmax{γ | γ ∈ E} = +∞.

Proposition 53. Soitxi ∈ V de typetj .
(1) L’algorithme 2 calcule∆i

IC∗
(K∗) en tempsO(nj |V|).

(2) Il existe une formuleφ deL telle queSi(φ) = ∆i
IC∗

(K∗).

Preuve.

Les algorithmes 1 et 2 permettent le calcul de∆IC(K) lorsque pour toute variablexi ∈ V, τ(xi) =
tj, toute région considérée deDj peut être représentée en tant qu’union finie de pavés. Dans le cas gé-
néral (i.e., en considérant une interprétation deH), toute région deDj est peut être représentée en tant
qu’union d’un ensemble fini de polyèdres convexes non rectilignes. Il est intéressant de constater qu’une
approximation de l’union d’un ensemble finiP de polyèdres convexes non rectilignes en l’union d’un
ensemble finiP ′ de pavés peut être calculée en considérant : (i) un maillage régulier de l’espace afin
de le discrétiser, (ii) l’union d’un ensemble finiP ′ de pavés recouvrant

⋃
{P | P ∈ P}, de manière

minimale par rapport au maillage (voir par exemple [ANDÚJAR et al. 2000]). Une telle approximation
de la région initiale peut être obtenue aussi finement que désiré en choisissant une taille appropriée pour
le maillage. Le nombre de pavés dans l’ensemble résultantP ′ correspond à la taille de la formule repré-
sentant la région

⋃
{P | P ∈ P ′}. Or la taille des formules (le nombre maximum de termes composant

ces dernières) a un impact majeur dans la complexité de l’algorithme 5. Par conséquent, le nombre de
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pavés de l’ensembleP ′ doit être réduit le plus possible. Il existe pour cela de nombreux algorithmes en
temps polynomial (voir [KEIL 2000]).

Fonction :Match

Entrée : deux intervalles fermés[IC−
∗ , IC

+
∗ ] et [S−, S+]

Sortie : un intervalle ferméR ⊆ [IC−
∗ , IC

+
∗ ]

début
si S− > IC+

∗ alors retourner {IC+
∗ };

sinon siS+ < IC−
∗ alors retourner {IC−

∗ };
sinon retourner [IC−

∗ , IC
+
∗ ] ∩ [S−, S+];

fin

Algorithme 6 : Calcul de∆i
IC∗

(K∗)

Entrée : un profilK∗, une formuleIC∗ et une variablexi de typetj
Sortie : ∆i

IC∗
(K∗)

début
pour tout l ∈ {1, . . . , nj} faire

pour tout Kk ∈ K∗ faire (I−k , I
+
k ) = Si(Ki

k(x
i
l));

IntSet = {[I−k , I
+
k ] |Kk ∈ K∗};

I+
min = min{I−k | [I

−
k , I

+
k ] ∈ IntSet};

I−max = max{I+
k | [I

−
k , I

+
k ] ∈ IntSet};

tant que Int 6= ∅ et
⋂
{I | I ∈ IntSet} = ∅ faire

I+
min = min{I+

k | [I
−
k , I

+
k ] ∈ IntSet};

I−max = max{I−k | [I
−
k , I

+
k ] ∈ IntSet};

Retirer un intervalle[I−k , I
+
min] deIntSet;

Retirer un intervalle[I−max, I
+
k ] deIntSet;

fin tant que
(IC−

∗ , IC
+
∗ ) = Si(ICi∗(x

i
l));

si IntSet = ∅ alors
Il = Match ([IC−

∗ , IC
+
∗ ], [I+

min, I
−
max]);

sinon
Il = Match ([IC−

∗ , IC
+
∗ ],

[I+
min, I

−
max] ∩

⋂
{I | I ∈ IntSet});

fin si
retourner ∆i

IC∗
(K∗) =

∏
{Il | l ∈ {1, . . . , nj}};

fin faire
fin

8.5 Approximation de ∆i
IC∗

(K∗) dansH

In the next section we provide a method to approximate an element of∆i
IC∗

(K∗) when considering
an intepretation ofH.

In this section we consider an interpretationI of H. We provide a method to find an element of
∆i
IC(K) as “closed” as desired w.r.t. given tresholds on the domainsDj . We first need the following
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preliminary definition. LetS a convex subset ofRn. A convex functionf is a mapping fromS to R such
that∀c1, c2 ∈ S, ∀θ ∈ [0, 1], f(θc1 + (1 − θ)c2) ≤ θf(c1) + (1 − θ)f(c2). f is strictly convexif the
inequality is strict. Geometrically,f is a convex function if for everyc ∈ S, there exists a hyperplane
passing by(c, f(c)) (representing asugradientof f on c) which is below the functionf(x). A convex
function defined on an interval ofR is depicted in Figure 8.3.

0 10

le sous-gradient def
enx = 7

FIGURE 8.3 – Une fonction convexef définie sur l’intervalle[0, 10]

The following proposition holds.

Proposition 54. For every variablexi of typetj , diK∗
is a convex function onRnj .

Preuve.

Computing∆i
IC∗

(K∗) amounts to finding the subset of◦ModI(IC) which minimizes the convex
non-differentiable functiondiK∗

. Among the numerous methods of convex minimization proposed in the
literature, aprojected subgradient method[SHOR et al.1985] allows us to approximate efficiently a local
minimum ofdiK∗

. SincediK∗
is a convex function, every one of its local minimum is a global minimum,

thus an element of∆i
IC∗

(K∗).

The standard algorithm to minimizedK∗

i [SHOR et al. 1985] consists of guessing an initial point of
◦ModI(IC) and building a sequence of points in◦ModI(IC) that converges to a point minimizing
dK∗
i . The stopping condition to this algorithm is typically related to a treshold depending on the value

of the current subgradient. As far as we know there is no stopping condition which garantees the dis-
tance between the current point and an element of∆i

IC∗
(K∗) to be under a given treshold in the general

case. However whendK∗

i is strictly convex it has been shown that one can command veryprecisely
the discrepancy between the current point to the (unique) element of∆i

IC∗
(K∗) [HEINRICH & D EMO-

MENT 2000], and whendK∗

i is non-strictly convex, an element of∆i
IC∗

(K∗) is garanteed to be found after
a finite number of steps. Also numerous minimization methodsproposed in the literature [HEINRICH &
DEMOMENT 2000] are proved to converge fast to a minimum and provide us afast good approximation
of an element of∆i

IC∗
(K∗).

Proposition 54 leads to the following corollary :

Corollaire 7. For everyα ∈ R, {e ∈ ◦ModI(IC) | diK∗
(e) ≤ α} is a convex set.
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By performing a minimization algorithm a certain numberk of times, we get a setS of k points
approaching∆i

IC∗
(K∗). Let dmax = max{diK∗

(e) | e ∈ S} and letP be the polytope defined as the
convex hull ofS (namely the smallest convex set containingS). From Corollary 7, for every element
e ∈ P, diK∗

(e) < dmax, i.e., every point ofP is “closer” to∆i
IC∗

(K∗) than the furthest point initially
approximated inS.

8.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé une méthode de fusion d’informations multi-sources. Nous
avons considéré une classe particulière d’interprétationsH d’un fragment de la logique du premier ordre
L comme langage de représentation, suffisamment expressive pour pouvoir raisonner à propos d’infor-
mations exprimées sour la forme d’ensembles de polyèdres deRn. Nous avons défini une classe∆
d’opérateurs de fusion majoritaires à base de distances. Nous avons montré que∆ inclut l’opérateur de
fusion propositionnel∆dH ,

∑

. En généralisant une approche précédente [LIN & M ENDELZON 1994],
nous avons également présenté une méthode générique pour calculer le résultat de la fusion par mor-
ceaux. Nous avons identifié une sous-classeHS deH permettant de représenter des pavés deRn, et
proposé (et évalué) un algorithme pour calculer le résultatde la fusion et l’exprimer sous la forme d’une
formule.

Nous avons remarqué que toute région deRn peut être approchée aussi finement que voulu par
l’union finie de pavés deRn. Ceci permet de représenter l’information exprimée en tantque polyèdres
de Rn en formules deL sousHS . La finesse d’une telle approximation peut néanmoins augmenter
considérablement la taille des formules induites. En outre, alors que la classeH permet d’utiliser toute
métrique induite par une norme surRn,HS ne traite que la métrique induite par la norme de Manhattan.
Nous avons alors proposé une alternative à cette dernière approche pour l’approximation du résultat de
la fusion sousH.
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Annexe A

Autour des formalismes qualitatifs

A.1 Algèbre de Boole, algèbre non-associative, algèbre de relations

Définition 134 (Algèbre de Boole). Unealgèbre de Booleest une structure(A, .,+,−,0,1), oùA est
un ensemble,. et+ deux opérations binaires internes surA,− une opération unaire interne surA, 0 et
1 deux éléments deA tels que pour touta, b, c ∈ A :

a . (b.c) = (a . b) . c
a . b = b . a
a+ (b+ c) = (a+ b) + c
a+ b = b+ a
(a . b) + a = a
(a+ b) . a = a
(a . b) + c = (a+ c) . (b+ c)
(a+ b) . c = (a . c) + (b . c)
a . ā = 0
a+ ā = 1
¯̄a = a

Exemple 19. SoientE un ensemble,∩, ∪ et∼ les opérations ensemblistes usuelles.(2E ,∩,∪,∼, ∅, E)
forme une structure d’algèbre de Boole.

Définition 135 (Algèbre non-associative, algèbre de relations[M ADDUX 1982]). Une algèbre non-
associativeest une structure(A, .,+,−,0,1, ; ,⌣,1′) où :

1. (A, .,+,−,0,1) est une algèbre de Boole, et

2. ; une opération binaire interne surA,⌣ une opération unaire interne surA, 1′ est un élément de
A tels que pour touta, b, c ∈ A :
– (a⌣)⌣ = a
– 1′; a = a;1′ = a
– a; (b+ c) = a; b+ a; c
– (a+ b)⌣ = a⌣ + b⌣

– (a . b)⌣ = a⌣ . b⌣

– (a; b)⌣ = b⌣; a⌣

– (a; b)⌣ . c⌣ = 0 ssi(b; c) . a⌣ = 0

Une algèbre non-associative est unealgèbre de relationssi l’opération ; est associative, i.e., si pour
touta, b, c ∈ A :
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(a; b); c = a; (b; c)

Définition 136 (Algèbre de relations propre [TARSKI 1941]). SoitE un ensemble, notonsR(E) l’en-
semble de tous les sous-ensembles deE × E, c’est-à-dire l’ensemble des relations binaires surE. Une
algèbre de relations est ditepropresi elle est isomorphe à une structure(A,∩,∪,∼, ∅, E ×E, ◦,⌣, eq)
où

E est un ensemble,
A ⊆ R(E),
∩, ∪,∼ correspondent aux opérations ensemblistes usuelles,
◦ correspond à la composition relationnelle,
⌣ correspond à l’opération d’inverse, i.e., pour toute relation R ∈ A, R⌣ = {(x, y) | (y, x) ∈
R},
eq est la relation identité{(x, x) | x ∈ E}.

A.2 Quelques tables de compositions d’algèbres qualitatives
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Résumé

La représentation du temps et de l’espace est une tâche importante dans de nombreux domaines
de l’Intelligence Artificielle tels que le traitement du langage naturel, les systèmes d’informations géo-
graphiques (GIS), la conception assistée par ordinateur (CAO), la navigation de robots. De nombreux
formalismes qualitatifs ont été proposés pour représenterun ensemble d’entités spatiales ou temporelles
et leurs relations. La plupart de ces formalismes utilisentdes réseaux de contraintes qualitatives (RCQ
en abrégé) pour représenter l’ensemble des informations d’un système.

Dans certaines applications, en particulier de type multi-agents, plusieurs sources d’informations
peuvent chacune fournir un réseau de contraintes qualitatives pour représenter leur connaissance sur
l’ensemble des positions relatives d’un ensemble d’objets. La multiplicité des sources d’informations
fournissant les RCQ fait que souvent ces RCQ sont conflictuels, et il est alors utile de mettre en oeuvre
une méthode de fusion de ces réseaux pour résoudre les conflits. Il s’agit de définir un opérateur de fu-
sion prenant en argument un ensemble de RCQ modélisant les informations fournies par les différentes
sources et retournant un ensemble cohérent d’informationsou temporelles correspondant aux informa-
tions globales déduites à partir de celles des différentes sources.

De nombreux opérateurs de fusion ont été définis dans le cadrede la logique propositionnelle. En
s’inspirant en partie de ces travaux, nous élaborons des processus de fusion spécifiques aux RCQ et nous
en étudions les propriétés logiques.

Mots-clés: fusion de croyances, raisonnement spatial et temporel qualitatif.

Abstract

Time and space representation is an important task in many domains such as natural language
processing, geographic information systems (GIS), computer vision, robot navigation. Many qualitative
approaches have been proposed to represent the spatial or temporal entities and their relations. The
majority of these formalisms use qualitative constraints networks (QCNs) to represent information about
a system.

In some application, e. g. multi-agent systems, spatial or temporal information come from different
sources, i. e. each source provides a spatial or temporal QCNrepresenting relative positions between
objects. The multiplicity of sources providing spatial or temporal information makes that the underlying
QCNs are generally conflicting. Indeed it becomes necessaryto solve the conflicts and define a set of
consistent spatial or temporal information representing the result of merging.

Merging multiple sources information has attracted much attention in the framework of propositional
logic. We take an inspiration from these works in order to define some merging process specified to
QCNs, and study their logic and computational properties.

Keywords: belief merging, qualitative spatial and temporal reasoning.
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