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Quand vous travaillez, vous étes une flite
dont le coeur transforme en musique le
chuchotement des heures.

Qui parmi vous voudrait élre un roseau
muet et silencieux, alors que le monde
entier chante a ['unisson ?

Khalil Gibran
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Mesures réduites, Grandes solutions et
Singularités de quelques problemes
paraboliques

Résumé

Cette these est constituée de trois parties.
La premiere est consacrée a dégager les notions de “bonne mesure” et de “mesure réduite”
pour deux problemes paraboliques non linéaires : le premier traite le cas d’une mesure
de Radon positive comme valeur initiale et 'autre traite le cas d’'une mesure de Radon
positive au bord latéral. Pour chacun de ces problemes et suite a un phénomene de relaxa-
tion, on construit une suite qui converge vers la plus “grande” sous-solution du probleme
donné. En plus, on cherche des “capacités universelles” et on établit des équivalences avec
des mesures de Hausdorff.
Dans la deuxieme partie, on cherche des conditions d’existence et d’unicité de “grande
solutions” pour des problemes paraboliques dont le terme non linéaire est un terme d’ab-
sorption. Des conditions sur le bord du domaine permettent de prouver l'unicité de la
solution.
Dans la troisieme partie, on étudie les “singularités” de deux problemes paraboliques non
linéaires : I'un traite le cas ou la non linéarité dépend de la variable temps et 'autre traite
le cas ou le terme non linéaire dépend des coordonnées d’un point de ’espace. Pour le pre-
mier, notre but est d’éliminer la singularité a 1’origine. En cours, on démontre la variante
de I'estimation de Brézis-Friedman. Pour le second, on étudie les singularités isolées et on
prouve l’existence et I'unicité de la solution dans le cas sous-critique.

I . . . 7’
Mots clés. Equations paraboliques, mesures de Radon, capacités, mesures de Haus-
dorff, solutions singulieres, auto-similarité, singularités éliminables, semi-groupes de contrac-
tions, opérateur maximal monotone, critere de Wiener, singularités isolées.
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Reduced measures, Large solutions and
Singularities of some parabolic problems

Abstract

The thesis at hand is composed of three parts.
The first part is devoted to present the notions of “good measure” and “reduced measure”
for two non-linear parabolic problems, one of which treats the case of a positive Radon
measure as an initial value, and the other treats the case of a positive Radon measure on
a lateral boundary. For each of these problems we construct a sequence, after a relaxa-
tion phenomenon, which converges to the “greatest” sub-solution of the given problem.
Moreover, we look for “universal capacities” and we establish equivalence with Hausdorff
measure.
In the second part, we establish existence and uniqueness conditions for “large solutions”
of parabolic problems whose non-linear term is an absorption one. Some boundary condi-
tions will permit to prove uniqueness of solutions.
In the last part we study the “singularities” of two non-linear parabolic problems. The
non-linear term of one problem depends on a time variable and of the other on the spatial
coordinates of a point. For the former problem, we aim at eliminating the singularity
at the origin and we prove the variant of Brézis-Friedman as by-product. For the later
problem, we study isolated singularities and we prove the existence and uniqueness of
solutions in the sub-critical case.

Key words. Parabolic equations, Radon measures, capacities, Hausdorff measures, sin-
gular solutions, self-similarity, removable singularities, semi-groups of contractions, maxi-
mal monotone operators, Wiener criterion, isolated singularities.
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Introduction

Cette these est constituée de trois parties.

La premiere est consacrée a dégager les notions de bonne mesure et de mesure réduite
pour deux problemes paraboliques non linéaires : le premier traite le cas d’une mesure
de Radon positive comme valeur initiale et I’autre traite le cas d'une mesure de Radon
positive au bord latéral.

Dans la deuxieme partie, on cherche des conditions d’existence et d’unicité de grande
solution pour des problemes paraboliques dont le terme non linéaire est un terme d’ab-
sorption.

Dans la troisieme partie, on étudie les singularités de deux problemes paraboliques

non linéaires : le premier traite le cas ou la non linéarité dépend de la variable temps et
I’autre traite le cas ou le terme non linéaire dépend des coordonnées d’un point de I'espace.

1 Présentation des résultats

Les résultats de cette these sont regroupés en 6 chapitres.

— Chapitre 1. “ Reduced measures associated to parabolic problems 7 (Article paru
dans Proceedings Steklov Inst.).

— Chapitre 2. “On uniqueness of large solutions of monlinear parabolic equations in
nonsmooth domains” (Article a paraitre dans Advanced Nonlinear Studies).

— Chapitre 3. “Solutions of some nonlinear parabolic equations with initial blow-up”
(Article a paraitre dans Quaderni di Mathematica).

— Chapitre 4. “Solutions de quelques équations paraboliques nonlinéaires explosant en
t =0 et au bord d’un domaine.”
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— Chapitre 5. “Singularités éliminables”.

— Chapitre 6. “Singularités isolées”.

2 Mesures Réduites.

Dans le premier chapitre, on traite la premiere partie qui est consacrée a dégager la
notion de mesure réduite pour les deux probemes paraboliques semi-linéaires suivants :

Ou —Au+g(u) =0 dans Qr :=Q x (0,7
u=0 sur 0Qr =092 x (0,T) (2.1)
u(.,0) = p dans Q

et
Ou — Au+g(u) =0 dans Qr :=Q x (0,7

u=pu sur 9Qr =90 x (0,7T) (2.2)
u(.,0) =0 dans Q

oll 2 est un domaine borné de RY, N > 1, g est une fonction continue croissante définie
sur R et s’annulant sur (—oo, 0] et p et ' sont des mesures de Radon positives définies
respectivement sur 2 et 9Q x (0,7).
Dans ce chapitre, on répond a la question suivante : Ftant donnée une mesure de Radon
positive v sur §2, existe-t-il une plus grande mesure de Radon p inférieure a v pour la-
quelle le probléme (2.1 ) admet une solution ? Si p existe, elle est dite la mesure réduite
associée a v. Une mesure de Radon positive pour laquelle le probleme (2.1 ) admet une
solution est dite une bonne mesure. Ce type de problemes est maintenant bien compris
pour les équations elliptiques non linéaires. Les bonnes mesures sont des mesures relaxées
universelles (par rapport a g). Ce type de probleme a été d’abord étudié par Vazquez [28]
qui a traité le probleme

—Au+e™ =y dans R®. (2.3)

Il a prouvé que la mesure réduite est la somme de la partie non atomique de p et la partie
atomique ou les coefficients des masses de Dirac de tout atome a sont tronqués a la valeur
27 /a. Récemment, les mesures relaxées ont été mises en évidence par Brézis, Marcus et
Ponce [10] et par Brézis et Ponce [11] pour les probleémes stationnaires associés :

—Au+g(u) =p dans Q C RV (2.4)
u=0 sur 0 '
et
—Au+g(u) =0 dans Q C RY
(2.5)
u=p sur Of).
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Elles sont obtenues de diverses fagons mais la maniere la plus naturelle est de remplacer
le terme non linéaire g par une forme tronquée g, = min{k, g} (k > 0), de résoudre le
probleme approché, par exemple

—Aug + gi(ug) = dans Q ¢ RN
{ k gk( k) 1% (2.6)

ur =0 sur 0N

puis de faire tendre k vers l'infini. Il se produit alors un phénomeme de relaxation, c’est
a dire que la fonction u converge vers une fonction u* qui vérifie alors

—Au* + g(u*) = dans Q C RY
{ g(u*) = p 2
u

*=0 sur 0N
ou pu* < p est la mesure relaxée de p. Les propriétés de p* sont tres importantes. Elles
sont naturellement associées a des capacités de Bessel. Dans 'article [10], Brézis, Marcus

et Ponce ont traité le probleme (2.4 ). Leur résultat principal est

Théoréme 2.1 FEtant donnée une mesure de Radon p, soit ug la solution de

(2.8)

—Aug + gr(up) = p dans Q C RY
ur =0  sur 0f).

Alors uy, converge vers une fonction u* dans ) quand k tend vers l'infini, ou u* est la plus
grande sous-solution de (2.4 ).

Remarque 2.1 Ainsi, ils ont prouvé qu’il existe une seule mesure de Radon u* telle que

—/u*AC+/g(u*)§ = / Cdu* V¢ € CF (ﬁ)
Q Q Q
1* est la mesure réduite associée a p et elle est bien une bonne mesure.
En plus, ils ont prouvé un résutat relatif a la capacité universelle du probléeme (2.4 ).
Proposition 2.1 On suppose que K C Q un compact. Alors

capr (K) = 1/2 capp , (K).
Avec

capp 1 (K) = inf {/ |AY| dx :
Q

(2.9)
e CX(Q), v >1 dans un voisinage de K}
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et

capg (K) = inf {/ VY| da
Q

(2.10)
e CX(Q), ¥ >1 dans un voisinage de K}

Dans 'article [11], Brézis et Ponce ont traité le probleme (2.5 ). Ils ont établi un équivalent
du résultat de celui prouvé par Brézis, Marcus et Ponce [10] en ce qui concerne la mesure
réduite. Et par rapport a la capacité universelle du probleme (2.5 ), ils ont démontré le
résutat suivant :

Proposition 2.2 On suppose que K C € un compact. Alors
CoN (K) = HNil (K) .

Avec HN=Y est la mesure de Hausdorff et

con (K) = inf{/Q |A| dx -

(2.11)
Y € C2(Q), —g—zﬁ > 1 dans un voisinage de K}

9

5. est la dérivée par rapport au vecteur normal sortant de OS).

ol

Dans le premier chapitre de cette these la démarche est similaire, mais la difficulté in-
trinseque rend I’étude plus délicate. D’abord, on étudie le probleme (2.1 ) dans cette
perspective et on répond a la question demandée. On traite I’ensemble des bonnes me-
sures relatif a g et on prouve que toute bonne mesure est absolument continue par rapport
a la mesure de Hausdorff H”". De la méme manic¢re, on étudie le probleme (2.2 ).

Remarque 2.2 On construit le phénomene de relaxation associé au probleme (2.1 ) de
la fagon suivante. Soit { gy} une suite croissante de fonctions continues croissantes définies
sur R, s’annulant sur (—oo, 0] et tel que

0< gr(r) <agrP+d, Vr>0,Vk >0
klim gr(r) = g(r) ¥r € R,

pour certains constantes positives ¢ et ¢, et p € (1,(IN+2) /(N +1)). Il existe une
solution unique v = uy de

Ou — Au + gp(u) =0 dans Qp
u=0 sur 0,Qr (2.12)
u(.,0) = p dans Q
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Notre résultat principal est

Théoréme 2.2 Quand k — oo, la suite {uy} converge dans L' (Qr) vers une fonction
positive u* tel que g(u*) € L) (Qr) avec p = p(x) = dist (z,09), et il existe une mesure
positive * inférieure a p telle que

ou* — Au* 4+ g(u*) =0 dans Qr
u* =0 surdQr (2.13)
u*(.,0) =p  dans Q.
En plus, u* est la plus grande sous-solution du probleme (2.1 ).

Pour la capacité relative au probléme (2.1 ), on a prouvé le résultat suivant :

Théoreme 2.3 Pour tout compact k C €2, on a
HY (K) = cq (K).

Avec

co(K) —inf{// |0w) + AY| dz dt
Qr

(GRS Cz?,bl (Qr), ¥(z,0) > 1 dans un voisinage de K
(2.14)
ot CZ’Ol (Qr) est Uespace des fonctions dans C*1(Qr) qui s’annulent sur O x [0, T]UQ x
{T}.

Pour le probleme (2.2 ), on a prouvé le théoreme suivant :

Théoreme 2.4 Pour tout compact k C 0,Qr, on a
HY (K) = Co,Qr (K) .

Avec

CazQT(K) = inf {// ‘8,57# + A¢‘ dx dt :
Qr

(2.15)
(VNS C’Z’OI(GT), —g—:ﬁ > 1 dans un voisinage de K}

Ces deux capacités aboutissent a de bonnes mesures universelles. Ainsi on a réussi a
démontrer ces deux théoremes :

Théoreme 2.5 Soit u une mesure de Radon positive sur ). Si u est une bonne mesure
associée a g, alors p € L} (Q).

Théoréme 2.6 Soit ;1 une mesure de Radon positive sur 0,Qr. Si pu est une bonne mesure
associée a g, alors p € LY(9,Qr).



8 3. Grandes Solutions.

3 Grandes Solutions.

La deuxieme partie est constituée des chapitres 2, 3, et 4.

Soit © un domaine de RY et f une fonction continue a valeurs réelles; une fonction
u € C'(Q) est dite une grande solution si

—Au+ f(u) =0 dans Q, (3.1)

si
lim u(z) = oo, 3.2
m (@) (3.2)

ou p(x) = dist (z,09). Ce type de probleme est étudié d’abord par Bierberbach et Rade-
macher [5], [27] dans le cas ou f(u) = €" et N = 2 ou 3. Loewner et Nirenberg [21] ont
prouvé l'existence et 'unicité d’une fonction positive u qui satisfait

A(N-1 =

—(N:Q)Au—i-uﬁ’2 = 0 dans €
lim u(z) = oo sur 0N
p(z)—0

ou  est un domaine borné régulier. En plus, Bandle et Marcus [1], [2] et [3] ont démontré
I'unicité de la grande solution de

—Au+uf =0
ol ¢ > 1 et 0N est régulier et compact. Pour les équations elliptiques de second ordre
—Lu+u% =0

Véron [30] a prouvé l'existence et I'unicité de la grande solution de ces équations dans
le méme type de domaine. L’existence d'une grande solution dépend de I’existence d'une
solution maximale qui elle méme dépend de la condition de Keller Osserman [18], [26].

Définition 3.1 Une fonction g € C(R,) satisfait la condition de Keller Osserman si il
existe une fonction croissante positive h tel que

g(r) > h(r), Yr e Ry et / </ h(s)ds) ) < 00, Ya > 0.
a 0

Il est bien connu que si f est croissante et satisfait la condition de Keller Osserman alors
une grande solution existe dans tout domaine borné régulier. L'unicité dans les domaines
réguliers est établie sous des conditions supplémentaires sur f (Bandle et Marcus [1], [2]
et [3]). Ils ont établi les résultats suivants :
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Théoréme 3.1 Soit Q un domaine borné de RN avec un bord 0Q qui est de classe C? et
f une fonction continue a valeurs réelles telle que

lim r2f(r) = 1,

T—00

f(r)

pour q¢ > 1. On suppose que r — ——= est croissante sur RY. Alors il existe une unique
r
grande solution positive de (3.1 )- (3.2 ).

Imposant les conditions suivantes sur f (Bandle et Marcus [1], [2] et [3]) rend "unicité
plus faible que celle établie dans le théoreme 3.1 :

1. fest C! sur RT, s’annule en 0 et f est positive sur R},
2. F(Bt) < B1F(E), ¥ B € (0,1), ¥ > 15, pour un to > 1 et i > 1,
3. f(Bt)<pBf(t),VBe(0,1),Vt>0.

Le théoreme suivant (Véron [29]) est une adaptation d’un résultat de Iscoe [17].

Théoréme 3.2 On suppose que § est un domaine borné de RN étoilé par rapport a O et
que [ est croissante et satisfait

K2h(k)f(p) < f(h(k)p+I(k)), (Vp € R,k > )(resp.(vp > 0,k > 1)),

ot h (resp. 1) est une fonction continue définie sur (1,00) avec une limite 1 (resp. 0) en
1. Alors il existe au plus une grande solution (resp. une grande solution positive) de (3.1

)- (3.2 ) dans Q.

Le cas ou f(u) = |u|?'u avec ¢ > 1 est bien compris :
1. 1l existe toujours une solution maximale.

2. La solution maximale est grande si et seulement si 0f) satisfait un critere de type

Wiener utilisant la capacité de Bessel Cy  ce qui est toujours vrai lorsque 1 < ¢ <
N

N-2
3. Pour tout ¢ > 1, 'unicité est obtenue dans tout domaine ) avec un bord compact
tel que 0f2 est localement le graphe d’une fonction continue (Marcus-Véron [22]). Si
N

1 < q < 5=, l'unicité est assurée lorsque 0 = Q" (Véron [30]).

Labutin [19] a prouvé P'existence de solution de

lim u(z) = oo sur 0N
p(z)—0

{—Au+|u|q_lu = 0 dans Q

Théoréme 3.3 Soit O C RN, N > 3, un domaine borné, et soit ¢ > 1. Les affirmations
suivantes sont équivalentes :

1. (E) a une solution u € C% _(Q)
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2. L’ensemble Q¢ = RN\Q n'est pas fin, i.e.

/1 Coy (2N B (x,r))dr
0

N5 — = +00 pour tout x € Q°,
rN= r

avec
1 1
qa g
Ce théoreme dit que la résolution de (E) est équivalente a un test de Wiener relatif a
une certaine capacité. Le Gall et Dhersin [12] ont prouvé par des méthodes probabilistes
'existence d’une solution pour (E) si ¢ = 2. IlIs ont prouvé un théoréme plus fort affirmant
que 'existence d’une solution explosant en un point zy € 0€) est équivalente au critere de
Wiener en xy. Wiener [31] a prouvé que le critére de Wiener par la capacité électrostatique
classique est nécessaire et suffisant pour la résolution du Probleme de Dirichlet pour les

fonctions harmoniques.

Remarque 3.1 On rappelle le critere classique de Wiener : un ouvert Q de RV vérifie le
critere de Wiener si, pour tout o € 02,

/1 Ci2 (2N B (o,7))dr
0

) — = +00 pour tout x € °,
riN= r

ou (' 5 est la capacité électrostatique. Si €2 est un domaine avec un bord compact et vérifie
le critere de Wiener, alors pour toutes fonctions ¢ € C' (0€2) et ¢ € LS, (Q), une solution
au sens faible de
—Aw = 1 dans
w = ¢ sur 00

est continue jusqu’au bord de (2.

Concernant les tests de Wiener pour la résolution du probleme de Dirichlet pour des
problemes elliptiques et paraboliques, on renvoie aux références suivantes [4], [6], [13],
[14], [15], [16], [20], [25], [32] et [33].

Dans le chapitre 2, on traite le probleme :

o — Au+ |u| 'u =0 dans QF := Q x (0,00). (3.3)

On s’intéresse aux solutions positives de (3.3 ) qui satisfont

Ilti_{%u (., t)= f(.) dans L, () (3.4)
ou felLj. . (Q)et
lim wu(z,t) =00 V(y,s)e€ N x (0,00). (3.5)

(,t)—=(y,s)

Dans ce chapitre on démontre deux types de résultats :
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Théoréme 3.4 On suppose que q > 1 et 2 est un domaine borné. Alors pour tout f €
L}y (Q), il existe une solution maximale Gy du probléme (3.3 ) vérifiant (5.4 ). Si 1 <
q < N/ (N —2), @y satisfait (3.5 ). En plus, si1 < q < N/ (N —2) et 0Q = 9Q°, 1y est
la solution unique du probléeme qui satisfait (3.5 ).

Théoreme 3.5 On suppose que ¢ > 1, Q est un domaine borné et 0S) est localement un
graphe continu. Alors pour tout f € L}OCJr (Q), il existe au plus une solution du probléme

(3.3 ) vérifiant (3.4 ) et (3.5 ).

Dans I'appendice de ce chapitre, on étudie une équation autosimilaire qui joue un role
important dans notre construction,

H + (X2 + ) H + L H—|H|" = 0
lin%H(r) = o0

lim r¥ @ YHE) = 0

T—00

Dans le chapitre 3, on traite le probleme de Cauchy-Dirichlet P/

O — Au+|ulilu =0 in Q%
u=f on 09 x (0,00) (3.6)
limy o u(z,t) = oo Vr € €.

On construit une solution positive ug, of (3.6 ) avec f = 0 appartenant a C'(0, co; Hi(Q) N
L71(Q)) grace aux résultats de Brézis [7] et [8] concernant les semi-groupes de contraction
engendré par les sous-différentielles des fonctions convexes dans les espaces de Hilbert. On
considere aussi une approximation interne de {2 par des domaines bornés réguliers 2" tels
que 2 = U,Q". Pour chaque domaine 2", il existe une solution maximale ug» du probleme
PO La suite {lign} est croissante. Sa limite uq := lim,,_,, T~ est la solution minimale
positive de P*°. On démontre que ug = uq. Si 99 satisfait le critere parabolique de

Wiener [33], il existe des solutions pour P*°. On construit la solution maximale %g de ce
probleme. On démontre deux théoremes principaux :

Théoreme 1. Si 0N) est compact et satisfait le critére parabolique de Wiener, alors

Théoreme 2. Si 02 est compact et satisfait le critére parabolique de Wiener, et si f €
C(0, 00;00) est positive, Tq, 5 est la solution unique positive du probléme P

Dans le chapitre 4, on traite le probleme :

du — Au+ |ul 'u=0 dans Q¥ := Q x (0,00). (3.7)
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On s’intéresse aux solutions positives de (3.7 ) qui satisfont

Pn%u (.,t) =00 dans (3.8)
et
lim w(z,t) =00 V(y,s)€ 02 x (0,00). (3.9)

(z,t)—(y,s)

Dans ce chapitre on démontre le résultat suivant :

Théoréme 3.6 On suppose que q > 1 et ) est un domaine borné. Alors il existe une
solution maximale u du probleme (3.7 ). Si1 < q < N/ (N —2), u satisfait (3.8 ) et (3.9
). BEn plus, si1l < q< N/(N —2) et 9Q = 00°, @ est la solution unique du probleme qui
satisfait (3.8 ) et (3.9 ).

4 Singularités

La troisieme partie est constituée des chapitres 5 et 6. Dans le chapitre 5, on traite le
probleme
Ou — Au +t*u? = 0 dans Qr = RV x]0, T (4.1)

ouT >0, a>—1etg>1 Soit ue C* (RY x (0,7)) NnC (RN x [0,7)\{(0,0)}) une
solution de (4.1 ) dans Q7 qui satisfait
u(z,0) = 0 dans RV\{O}. (4.2)

On va trouver des estimations pour une solution u de (4.1 ) en relation avec la solution
maximale de ¢ + t“¢? = 0 explosant en ¢ = 0 et la solution trés singuliere monodi-
mentionnelle de (4.1 ). Ces estimations vont nous permettre de trouver une variante de
I'estimation de Brézis-Friedman [9], dans leur article ils ont traité I’équation

Ou — Au~+ u? =0 dans 2 x (0,7) (4.3)

ol Q est un domaine de RY. IIs ont obtenu I'estimation suivante pour toute solution de
(4.3)

C (N,
ule,t) < —S D vy e ax 0,1\ {0}
(\9[;|2 +t) T
Dans le cas ¢ > %, cette estimation a aidé a éliminer la singularité en O, leur résulat

est le suivant :

Théoreme 4.1 Soit u € C*! (2 x
) dans Q2 x (0,T) et satisfait u(z,0)

(0, 7)NC(2x[0,7)\{(0,0)}) une solution de (4.3
0) =
w en un élément de C* (2 x [0,7)).

0 dans Q\{O}. Siq > %, alors on peut prolonger
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Donc notre but est d’éliminer la singularité en O. On démontre la variante de I'estimation
de Brézis-Friedman suivante :

Théoreme 4.2 Pour N > 1, g > 1 et « > —1, il emiste k > 0 telle que pour tout
(x,t) € Qr et pour toute solution u de (4.1 ) vérifiant

yn%u(x,t) =0 Vz#0

on a e
u(z,t) <k (Jz?+t) .

Pour éliminer la singularité en O, on a le résultat suivant :

Théoréme 4.3 Soit u € C*' (RN x (0,T)) N C (RN x [0,7)\{(0,0)}) une solution de
(4.1 ) dans RN x (0,T) et satisfait u(z,0) =0 dans R¥N\{O}. Siqg>1+ (2(1 +«a)) /N,
avec o > —1, alors on peut prolonger u en un élément de C*1 (RN x [0, T))

Dans le chapitre 6, on étudie les singularités isolées dans le demi-espace du probleme
uy — Au + 23%u? = 0, (4.4)

dans le domaine £ = {(x,t) cx e RT xRVt e R*}, ollqg>1,a>—1. Avec

u(0,2,0) = 0,2" € RN"1\{0}, (4.5)
u(zy,2',0) = 0,2/ € RV 2, > 0. (4.6)
Une généralisation du résultat est ainsi établie dans ce chapitre. On étudie le probleme
suivant :
p
u = Au+ Y 2ul=0,2<p< N (4.7)
i=1

dans le domaine G = {(x,t) cx eREXRVN Pt e ]R*}, ounqg>1,a>—1. Avec

w(0, Tpi1, s T, 0) = 0, (Tpy1, ..., o) € RVP\{O} ;¢ > 0, (4.8)
WXy ooy Tpy Tpi1y oy TN, 0) = 0, (21, .., ) € REL (4.9)

Pour (z,t) € RN x (0,00), on pose

T
n=—et1T=—Int.

Vit

Alors lapplication (z,t) — (n,7) est un homéomorphisme de RY x R, dans RY x R. Soit
une fonction réelle v dans RY x R, , on note Sv la fonction donnée par

(S0)(n,7) = tito(z, 1), ¥(n,7) € RY x R,

avec ¢ > 1 et a > —1. Si Sv est indépendante de 7 alors on dit que v est autosimilaire.
Dans leur article [23], Marcus et Véron ont étudié le probleme dans le cas a = 0 et ils ont
trouvé le théoreme suivant :
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Théoreme 4.4 Soit le probleme

u — Au+u? =0, (4.10)
dans le domaine € = {(z,t) cr € RY xRNt e R*}, avec

u(0,2',t) = 0,2/ € RN "1t >0 (4.11)

u(zy,2/,0) = 0,2 € RV 2y > 0, (z1,2") # (0,0). (4.12)

1. Siq> %—ﬁ, alors le probleme n’a pas de solution dans C (E\O) autre que la solution

triviale.
‘ N+3
2. 51 < qg< N1
C (E\O) En plus hg :== SUy satisfait I’estimation suivante, pour tout m € (O 1 ) :

alors il existe une solution unique positive autosimilaire Uy €
’ g—1

[
4

ComilnP" N7 < exp ¥ by () < Ol Vg € RE xRV ] > 1
ou Cy, et C sont deux constantes positives.
3. La solution Us est mazimale dans le sens qu’elle domine toute solution v € C (E\O).

Dans le cas elliptique, Marcus et Véron [24] ont étudié le probléeme

—Au + z2fu! =0, (4.13)
dans le domaine &' = {:z: eRY, 2, > O}, avec

u(0,2') = 0,2’ € RN ! (4.14)

ueC(EN0).
IIs ont défini pour 7 > 0 et pour toute fonction v € £’ la transformation
Z4a /
Syv(x) =T1a-to(re) Ve e &'

Ils ont prouvé le théoreme suivant :

Théoreme 4.5 1. Siq> %, alors le probléme n’a pas de solution dans C (?\O)

autre que la solution triviale.

2. 511 <q< %, alors il existe une solution unique positive autosimilaire Uy €

C (?\O) La fonction Uy est de la forme

muwwmwu%f,o—ﬁr
X

w est la solution unique du probleme
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Ayw+ Aw — (o.e)*w? = 0 sur SY!
w = 0 sur 08 iv -t
avec A, est Uopérateur de Laplace-Beltrami sur la sphére unité,

A= ?Tff <% +2— N> et ey est le vecteur unité dans la direction de l’azve x;.

3. Toute solution u du probléeme est dominée par la fonction U,. Alors il existe une

constante C' tel que
24a_q

u(z)] < Cd(x,0Q) [z] "+
Dans ce chapitre, on a prouvé les deux théoremes suivants :
Théoreme 4.6 Soit le probléeme
uy — Au+ 22! = 0, (4.15)

dans le domaine € = {(:z:,t) cx €RY xRN t e R*}, avec

u(0,2’,0) = 0,2" € RN"1\{0}, (4.16)

u(zy,2,0) = 0,2/ € RN 2y >0, (4.17)

; N+3+2
avec « > —l et g >1. 511 < q < =FZ5*

autosimilaire Ug € C (E\O) En plus hg := SU; satisfait ['estimation suivante, pour tout

m e (0,;#{)

, alors il existe une solution unique positive

2

Coami ™ N1 < exp% hs(n) < C771|77]%7N71 Vn e R x RY"Y |p| >1  (4.18)
ou C,, et C sont deux constantes positives.

Théoreme 4.7 Soit le probléme

p
up — Au+ Zx?o‘uq =0, (4.19)

=1

dans le domaine G = {(a:,t) czeREXRN P t e R*}, avec

u(0, Tp i1, s TN, 0) = 0, (Tpy1, ..., o) € RVP\{O} ;¢ > 0, (4.20)
UL, ooy Tpy Tpt1y oy TN, 0) = 0, (21, .0y ) € RE (4.21)
avec v > —letqg>1. 811 <q< %, alors il existe une solution unique positive

autosimilaire U, € C (?\O) En plus hy := SU, satisfait ’estimation suivante :

2 «
exp‘nT hs (7]) < 0771772'“77p|77|2;__21 —p(N+p—2)—

? pour tout n € G, |n| > 1. (4.22)
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Chapitre 1

Reduced measures associated to
parabolic problems

Ce chapitre est constitué d'un article a paraitre dans Proceedings Steklov Inst. traitant
la notion de “Mesure Réduite” pour I’équation parabolique dyu — Au + g(u) = 0 dans
Q2 x (0,00) avec les conditions suivantes (P) : u = 0 sur 902 x (0,00), u(z,0) = p et (P') :
u = on I x (0,00), u(z,0) = 0 ot p et 1’ sont des mesures de Radon positives et g
est une fonction continue croissante.
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Abstract We study the existence and the properties of the reduced measures for the pa-
rabolic equations dyu — Au + g(u) = 0 in © X (0, 00) subject to the conditions (P) : v = 0 on
00 x (0,00), u(z,0) = p and (P') : u = ¢/ on 9Q x (0,00), u(x,0) = 0 where p and u' are
positive Radon measures and ¢ a continuous nondecreasing function.
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1 Introduction

Let Q be a bounded domain of RY, N > 1 and g a nondecreasing continuous function
defined on R and vanishing on (—oo,0]. This article is concerned with the following
question : Given a positive Radon measure v on €Y, does it exist a largest Radon measure
i below it for which the initial value problem

Ou—Au+g(u) =0 inQr:=Qx(0,7)
u=0 1n 0Qr =002 x (0,T) (1.1)
u(.,0) =p in S

admits a solution? Whenever p exists, it is called the reduced measure associated to v.
A positive Radon measure for which (1.1 ) is solvable is called a good measure. This

(U To appear in Proceedings Steklov Inst.
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type of problems is now well understood for nonlinear elliptic equations. This relaxation
phenomenon appeared in the measure framework in the paper [11] by Vazquez dealing
with solving the problem

—Au+e™ =p in R (1.2)

He proved that the reduced measures is the sum of the non-atomic part of u and the
atomic part where the coefficients of the Dirac masses at any atom a are truncated from
above at the value 27 /a. Recently the general relaxation problems for the nonlinear elliptic
equations

—Au+g(u)=p inQCRY (13)
u=0 1in 00 '
and
—Au+g(u)=0 in QCRY
(1.4)
u=p in Of)

are studied respectively by Brezis, Marcus and Ponce [3] and Brezis and Ponce [4]. They
prove the existence of a reduced measure p* and study its properties, in particular its
continuity properties with respect to the capacity W12 for problem (1.3 ), or the (N-1)-
dimensional Hausdorff measure for problem (1.4 ).

In this article we study the initial value problem in this perspective and we prove
that for any positive bounded Radon measure p in €2 there exists a largest measure p*,
smaller than p such that (1.1 ) is solvable. We study the set of good measures relative to
g and prove that any good measure is absolutely continuous with respect to the Hausdorff
measure H". In a similar way we study the Cauchy-Dirichlet problem

Ou—Au+g(u) =0 in Qr :=Q x (0,7)
w=p in 0Qr := 02 x (0,T) (1.5)
u(.,0) =0 1in Q,
and we prove that the reduced measure is absolutely continuous with respect to the same
Hausdorff measure H*.
The proof of many results here follows the ideas borrowed from the theory of reduced

measures for elliptic equations as it is developed in [3] and [4]. We choose to expose them
for the sake of completeness.

2 Initial value problem

In this section € is a bounded domain in RY and p(z) = dist (z, 992). We denote by

M(?) the set of Radon measures in 2 and, for o € R, by 9*(€2) the subset of u € M(Q)
satisfying

/Q o (@) d 1] < oo.
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Thus MM () is the positive cone and MY () the set of bounded measures. For ¢ € [1, 00),
we denote by LZQ(Q) the corresponding weighted Lebesgue spaces. For 0 < 7 <o < T
we set Qr, = Q2 X (1,0), Q, = Q2 x (0,0) and denote by 0,Q,, := 9 x (1,0] and
00Q, = 08 x (0, 0] the lateral boundary of these sets. Throughout this paper we make
the following assumption on ¢

¢ is a nondecreasing continuous function defined on R and vanishing on (—o0,0]. (2.1)
Definition 2.1 Let p € M (Q). A function u € L'(Qr) is a weak solution of (1.1 ) in
Qr if g(u) € L, (Qr) and

[ uac—uac+cotnas = [can 2.2)
Qr 9)
for all ¢ € C7y(Qr), which is the space of functions in C*!(Qy) which vanish on 0Q x
[0, TIUQ x {T}.

We define in a similar way a weak subsolution (resp. supersolution) of (1.1 ) by imposing
the same integrability conditions on u and g(u) and

//QT (—ud¢ — uAC+ (g(u)) dedt < /Qg du, (2.3)

resp.

//QT (—u0, ¢ — uAC + ¢ g(u)) dr dt > /Qg du, (2.4)

for all positive test functions in the same space. More generally we define a subsolution
(resp. supersolution) of equation

Ou—Au+g(u) =0 in Qr (2.5)

as a function v € L} (Qr) such that g(u) € L}, .(Q7) and

loc

//Q (—ud ¢ —uA(+ Cg(u))dxdt <0, (2.6)

resp.

// (—u0( — uAC + (g(u))dzdt > 0, (2.7)
Qr
for all positive test functions ¢ in the space C5"'(Qr).

If a solution of (1.1 ) exists, it is unique, and we shall denote it by w,. It is not true
that problem (1.1 ) can be solved for any positive bounded measure p although it is the
case if u is absolutely continuous with respect to the N-dimensional Hausdorff measure
HN.
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Definition 2.2 A measure for which the problem can be solved is called a good measure
relative to g. The subset of MM (2) of good measures relative to g is denoted by G“(g).
If y € ML (Q) belongs to G(g) for any g satisfying (2.1 ), is called a universally good
measure.

There are many sufficient conditions which insure the solvability of (1.1 ), for example

/ /  olElo(rydr e < o, (2.8)

where E[pu] is the heat potential of p in €, that is the solution v of

Ov—Av=0 in Qr
v=0 in 0,Qr (2.9)
v(,,0)=p in Q.

We recall the parabolic Kato inequality
Lemma 2.3 Let W be a domain in Q x R, v € L}, (W) and h € L}, (W) such that
—0w+Av>h inD(W). (2.10)

Then
—(9t’u+ + A/UJr 2 hX[vZO] in D/(W) (211)

Proof 1 Let {o;} be a regularizing sequence with compact support in the N + 1 ball
B, (0) (¢ — 0as j — o0), and v; = v xo;. If V.C W is such that dist (V,W¢) > 0, v; is
defined in V' whenever €; < dist (V, W¢). Then

—8tvj + AU]‘ Z hj = h X O'j n D/(V), (212)
and everywhere in V. For § > 0 let
0 ifr<—o

2
Js(r) = (7";;5) it —5<r<0

)
7“—1—5 ifr > 0.

Since
—0:J5(v5) + Ajs(vy) = J5(v;) (=0 + Avy) + j5 () [V * > j5(v;)hy,
and ¢ € C§°(W) is nonnegative and has compact support in V', it follows that
/ is(v;) (016 + Ad) d dit > / (o) hsb da .
w

w
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Letting j — oo, and using the fact that js; and j§ are continuous and, for some subsequence

still denoted {e;}, {(ve,, he,)} converges to (v, h) in Lj,, and almost everywhere in W, we

derive from the Lebesgue theorem

/ Js(v) (O + A@) dx dt > / Js(v)ho dx dt.
w w

Now js(v) converges to v in Lj . and ji(v(z,t)) converges to 0 if v(z,t) < 0 and to 1 if

v(z,t) >0, i.e. to x>0 Using again the Lebesgue theorem, we obtain
/ v (O + A¢) da dt > / Xw>0ho dz dt,
w W
which is (2.11 ). O

Remark 2.1 In an equivalent way, we can state Lemma 2.3 as follows : If v € L} (W)
and h € L}, (W) are such that

loc

o —Av<h inDW). (2.13)

Then
Oy — Avy < hxpse  in D'(W). (2.14)

Definition 2.4 Let u € L}, .(Qr). 1- We say that u admits the Radon measure p as an
initial trace if it exists

esslimt_@/u(.,t)gbdx = /gbdu Vo € Co(92). (2.15)
Q Q
We shall denote p = T'rg(u).

2- We say that u admits the outer regular positive Borel measure v ~ (S, 1) as an initial
trace if it exists an open subset R C Q and p € M (R) such that

esslimtﬁo/u(.,t)gzﬁdx = /qbd,u Vo € Co(R). (2.16)
Q Q
and, with § = Q\ R,
ess limtﬂo/u(.,tﬁb dx =00 V¢ € Cy(2),¢ > 0,¢ > 0 somewhere on S. (2.17)
Q

We shall denote v = tro(u).

The trace operator is order preserving. The proof of the following result is straightforward.
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Proposition 2.5 Let v and @ in L] (Qr).

1- Suppose Trqo(u) = p and Tro(a) = fi. Then
u<u=—ji<p. (2.18)

2- Suppose tro(u) = v ~ (S, 1) and tro(@) = v ~ (S, ji). Then

i<u=—=8cS and s < s (2.19)

The next classical results characterize the nonnegative supersolutions or subsolutions. We
give their proof for the sake of completeness.

Proposition 2.6 Let u € L'(Qr) be a nonnegative supersolution of (2.5 ) in Q7 such
that g(u) € L'(Qr). Then there exists a positive Radon measure p such that u = Trq(u).

Proof 2 If 0 < 0 < 7 < T are two Lebesgue points of ¢ — ||u(.,t)|;, and ¢ € CZ(9),
¢ >0, we set Qyr = Q% (0,7), take ((z,t) = X[o,7)(t)¢(x) (by approximations) and derive
from the definition that

/Qu(.,7)¢ iz — /Qu(., o) dz + //Q (—uAC + C g(u)) dadt > 0, (2.20)

Set

o= [ [ (A () deh

Then H € L'(0,7) and the mapping

o ¥Y(o)= —/Qu(.,a)¢dx — H(o)

is a.e. nondecreasing on (0,7] and it admits an essential limit L(¢) € R as ¢ — 0.
Therefore it exists

0(p) = ess limg_@/u(.,a)qﬁ dx,

Q

and the mapping ¢ — £(¢) defines a positive Radon measure p in €. Ol

It is possible to get rid of the integrability assumption on w if it is assumed that
vanishes on the boundary and 2 is bounded.

Proposition 2.7 Let u be a positive supersolution of (2.5 ) in Q7 which vanishes on
0yQr in the sense that (2.4 ) holds for all nonnegative ¢ € C’Z’OI(QT). If g(u) € L)(Qr),
there exists p € ML (Q) such that p = Tro(u).
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Proof 3 As a test function we take ((x,t) = X[o,-(t)¢1(x) Where ¢; is the first eigen-
function of —A in Wy*(Q), ¢1 > 0 and \; the corresponding eigenvalue. Thus (2.20 ) is
replaced by

/Qu(.,T)qbl da — /Qu(.,a)gzﬁl d + //Q (v + g(u) drdz dt > 0. (2.21)

X(r) = / / | v

G(o) = / gl dedr,

If we set
and

then (2.21 ) reads as
X' o)+ MX(0)+G(o) > X'(1) ae.0<o<T,

which yields to

° <6A1”X(U) - / "M G(t) - X () dt> >0,

The conclusion follows as in Proposition 2.6. Notice also that another choice of test func-
tion yields to u € L'(Q). O

For subsolutions of (2.5 ) we prove the following.

Proposition 2.8 Let u € L'(Qr) be a nonnegative subsolution of (2.5 ) in Q7 such that
g(u) € L'(Qr). Then there exists a positive outer regular Borel measure v on € such that
v =tro(u).

Proof 4 Defining H as in the proof of Proposition 2.6 we obtain that
o VY(o)= /u(.,0)¢dl‘ + H(o)
Q

is nonincreasing on (0, 7] and it admits a limit L*(¢) € (—o0, 00| as ¢ — 0. For any £ € Q
the following dichotomy holds,

(i) either there exists a ¢ € C2(Q) verifying ¢(£) > 0 such that L(¢) < oo,
(ii) or for any ¢ € CZ(R2) verifying ¢(£) > 0, L(¢) = oo.
The set R(u) of £ such that (i) occurs is open and there exists p € 9, (R(u)) such that

L(¢) = /R o Yo € CYR(w).
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The set S(u) = Q\ S(u) is relatively closed in . Further, if ¢ € Cy(Q2) is nonnegative
and positive somewhere on S(u), there holds

ess lithO/ u(.,0)pdx = oo.
Q

The outer regular Borel measure v is defined for any Borel subset £ C ) by

W(E) = /Ed,u if £ C R(u)
00 if ENS(u) #0.

The next lemma is the parabolic counterpart of an elliptic result proved in [4]

Lemma 2.9 Let f € L}(Qr) and u € L'(Qr) such that

//QTu(8t§+ AQ)dz dt = —//Qng dz dt (2.22)

for every ¢ € C’Z o (Qp). Then

lim n// |u| dx dt = 0. (2.23)
e Qrn{p(z)<n—'}

Proof 5 We assume first that f > 0, then v > 0. Let H be a nondecreasing concave C?
function such that H(0) =0, H"(t) = —1for 0 <t <1 and H(t) =1 for t > 2. Let &, be
the solution of

Do+ A& =—1 inQr
&(,T)=0 inQ (2.24)
&o(x,t) =0 in 0Q x [0,T].
Let w, = n"'H(n&), then

—Oywn — Aw,, > —nH"(n&) |V& | > X (e <n IV

,1}

Therefore

/ fw,dxdt = —// u(Oyw,, + Aw,)dz dt > n// |Vf0|2 udx dt.
Qr Qr Qr

But w,, < min{&,n~'}, therefore, by the Lebesgue theorem,

0= lim // fwpdr dt = lim n// \Véo|” udz dt.
n—oo QT n—oo QT
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Let € > 0, by Hopf lemma on Qr_,, there exists ¢; > 0, co > 0 such that |V&| > ¢; on
O x [0, T — €] ; thus & < p < ¢3¢ and

lim n// udx dt = 0.
n=0 S J @ronfe(@ <)

Clearly we can extend f to be zero for t > T and u to be the weak solution of
Qi+ Al =0 in Qrorse
(., T) =u(.,T) in
w(z,t) =0 in 0Q x [T,T + €.
Notice that it is always possible to assume that 7" is a Lebesgue point of ¢ — |u(.,t)||,.

inasmuch this function is actually continuous. Replacing T by T + €, we derive (2.23 ).
Next, if u has not constant sign, we denote by v the weak solution of

O —Av=|f] inQr
v(,,0) =0 inQ
v(z,t) =0 1in 0Q x [0, 7.

Then |u| < v and the proof follows from the first case. O

Lemma 2.10 Let f € L}(Qr) and u € L'(Qr) such that

—// w(0¢ + AQ)dx dt < / fCdx dt (2.25)
Qr Qr

for every ( € C'Z ’01 (Qr), ¢ > 0. Then, for the same class of test functions ¢, there holds

_ / / (0C+ Ay dede < / / L L (2.26)

Proof 6 By Lemma 2.3, (2.26 ) holds for any ¢ € C3'(Qr). Let {7,} be a sequence
of functions in C;"'(Qr) such that 0 < 74, < 1, yu(z,t) = 1 if p(x) > n! ort >mnt,
1Vl oo < Oy |A]l o0 < Cn? and [0y ]| 0 < Cn. Given ¢ > 0 in CZ’OI(QT), CYn is

an admissible test function for Kato’s inequality (2.26 ), thus

[/ (UG + A < // (SO CED

When n — oo the right-hand side of (2.27 ) converges to the right-hand side of (2.26 ).

Moreover 0;(CVn) = ¥n0:C + (0 ¥n, V(CTm) = 1V +(Vyn and A((yn) = 1A+ Ay, +
2V(.V~,. Thus
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Since ¢ vanishes on 0 x [0,7] and is bounded with bounded gradient, there holds
'// (C@wn—l—CA%+2VC.V%)u+dmdt‘ SC’n// ut dx dt
Qr Qrn{p(x)<n='}

which goes to 0 as n — oo. This implies (2.26 ). O

If we deal with subsolution or supersolutions of problem (1.1 ) we have the following
results

Theorem 2.11 Let p € M () and u be a nonnegative subsolution of (1.1 ). Then the
initial trace of u is a positive Radon measure fi such that g < p. Furthermore, if (1.1 )
admits a weak solution u,, there holds u < u,.

Proof 7 Step 1. There holds ji < p. If o is a Lebesgue point of ¢ — |a(.,t)||;. and
¢ € C§(Q), ¢ > 0, we can take ((z,t) = X[o0](t)P(z) (by approximations) and derive
from (2.3 ) that

/S)u(.,a)¢dx+//% (—uAC—i—Cg(u))dxdtg/ngd,u, (2.28)

thus, by Proposition 2.8, using the fact that v € L'(Qr) and g(u) € L,(Qr),

ess lim [ u(.,0)pdx < /Q¢du. (2.29)

o—0 Q

It follows that the initial trace 7 & (S(u), i has no singular part (S(u) = 0) and i < p.
This implies that ¢ — m(¢) is a measure dominated by u that we shall denote by fi. It
represents the initial trace of u, and we shall denote it by

fi = Tro(). (2.30)

Next we take ¢ € C'z’ol (Qr), ¢ > 0, and get at any Lebesgue point o as in Proposition 2.6-
Proposition 2.8

// (—u0d( — uAC+ (g(u))drdt < /u(, o)( dz,
QU,T Q
we derive, by letting o — 0,
// (—udi( — uAC + Cg(u)) dedt < /C(,O) dfi. (2.31)
Qr Q

Step 2. There exists uz and ug < u,. For k > 0 set gp(r) = min{g(r), k} and let u = uf;
be the solution of

O — Au~+ gp(u) =0 in Qr:= Q2 x (0,7T)
u=0 1in 84QT = 0f) x (O,T) (232)
u(.,0) =f in Q.
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. . . ! !/
Defining in the same way ul’j, we obtain ug < ul’j, uk K

uZul’% anduMZul’j > wu, for
E>k>0.1f ¢ e CZ’UI (Q7) is nonnegative, there holds

/ Qngk(u’;)dx dt = /Qc dp + //QT (0i¢ + AQ) ubdx dt. (2.33)

Clearly u;, converges to some U > u,, when k — oo, the right-hand side of (2.33 ) converges
to

/chu+//QT (0,¢ + AQ) Udz dt,

") converges to g(U) a. e. By Fatou

// Cg(U dxdt<hm1nf// ¢ gr(u da:dt
Qr Qr

thus, using the monotonicity of g,

[+ A .2
/ QTCg(uu)d:vdtS/ QTCg(U)dxdtg/chﬁ//QT(au Q) Udzdt. (2.34)

Because u,, satisfies (2.2 ),

and gy(u

all the three terms in (2.34 ) are equal, U = u, and

]}1_{{.10 //Qngk Ydx dt = / Cg(uu)dx dt. (2.35)

k
Next uj decreases and converges to some U, gx(u;)

k) — g(U) a.e., and

//QTCQ U)dx dt < hm //Qngk;(UZ)d$dt:/QCd[L—F//QT (8, + AC) Uda dt.

(2.36)
Since 0 < C gi(u ) < Cgr(u ) In order to prove that

’}Lrgo//QTCgk(uZ)dxdt:/ ¢ g(U)dz dt, (2.37)

we use the following classical result : Let h,, > h, > 0 two sequences of measurable func-

tions in some measured space (G, %, dm) which converge a. e. in G to h and h respectively
Then

lim hndm = /hdm = lim izndm = /ﬁdm

n—oo

a
1mphes (2.37 ). From (2.36 ) we get

//QTCg U)dx dt = /Qccm//QT (8,¢ + AC) Uda: dt. (2.38)

Therefore (2.35 )
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This relation is valid with any ¢ € 062, ’01 (Q) with constant sign. It implies in particular

that Trq(U) = fi. Thus wu; exists and U = u.
Step 3. We claim that u < uy. Set w = u — uy, it follows from (2.31 ),

// (—wo¢ — wAC + (g9(u) — g(uz))C) dzdt <0 (2.39)
Qr
for any ¢ € C'z’ol(@T), ¢ > 0. Using Lemma 2.10 we derive

// (—(0¢ + AQwy + (g(u) — g(up))C) drdt <0 (2.40)

Qrn{w* >0}
We take ¢ = & given by (2.24 ). Since g is nondecreasing, we derive
// widzr dt < 0. (2.41)
QTﬂ{w“'ZO}

Thus v < uz < uy,. O

Remark 2.2 It is noticeable that Step-2 of the proof of Theorem 2.11 can be stated in
the following way. If 1 € ML (Q) is a good measure, any measure ji such that 0 < ji < p
1S a good measure.

Consider p € M (Q). The relaxation phenomenon associated to (1.1 ) can be construc-
ted in the following way. Let {gr} be an increasing sequence of continuous nondecreasing
functions defined on R, vanishing on (—oo, 0] and such that

(7) 0<gi(r) <crP+c, Yr>0, Yk>0

(@) lim gi(r) = g(r) VreR, (2.42)

for some positive constants ¢, and ¢}, and p € (1, (N+2)/(N+1)). Since (2.8 ) is satisfied,
there exists a unique solution u = wu; to

Ou— Au+ gp(u) =0 in Qr
u=0 in 0,Qr (2.43)

u(.,0) =p in Q.
It is noticeable that, if the assumption g € 9% () were replaced by p € MY (),
the exponent p in (2.42 ) should have been taken smaller than (N 4 2)/N. In the sequel
C will denote a positive constant, depending on the data, not on k, the value of which

may change from one occurrence to another. Our first result points out the relaxation
phenomenon associated to the sequence {uy}.



Chapitre 1. Reduced measures associated to parabolic problems 35

Theorem 2.12 When k — oo, the sequence {u;} converges in L'(Q7) to a some non-
negative function u* such that g(u*) € L;(QT), and there exists a positive measure p*
smaller that p with the property that

o — Au* 4+ g(u*) =0 in Qr
v =0 in 0Qr (2.44)
u*(.,0) = p* in Q.
Furthermore u* is the largest subsolution of problem (1.1 ).

Proof 8 By [7, Lemmal.6] there holds

ol + st < € [ pel (2.45)

and, by the maximum principle,
up < E[p] in Qr. (2.46)

For any € > 0 we denote Q.7 = Q x [¢,T]. Since E[y] is uniformly bounded in Q.7 for
any € > 0, it follows by the parabolic equations regularity theory that, u; is bounded in
CHe/2(Q 1) for any 0 < a < 1. Furthermore, if k' > k, gw(ug) > gr(ug) thus uy is a
super-solution for the equation satisfied by wy/. This implies uy > up and u* := limyg_, o ug
exists and satisfies

u <E[p in Qr.

Because of (2.46 ) uniform boundedness holds also in LP(Qr), for any p € [1,(N +
2)/(N + 1)). By the Lebesgue theorem the convergence occurs in LP(Qr) too, for any
p €[l (N+2)/(N+1)), and locally uniformly in Q7 by the standard regularity theory.
By continuity gj(uy) converges to g(u*) uniformly in Q. r, thus u* satisfies

ou* — Au* 4+ g(u*) =0 in Qr

and vanishes on 9,Q7. By the Fatou theorem

// Cdmdt<hm1nf// gr(ug)C dz dt,
QT Qr

for any ¢ € C(Qr), ¢ > 0, and there exists a positive measure A in Q7 such that

gr(ur) — g(u’) + A,

weakly in the sense of measures. Thus for any ¢ € C’Z ’01 (Qr), there holds

//QT (—w" O = wACH gu)) d dt = /Qc(x, 0) dps — / G (2.47)
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Since gx(ug) converges to g(u*) uniformly in Q. r for any e > 0, the measure A is concen-
trated on € x {0}. We denote by A its restriction to 2 x {0}, set

M*:M_S‘a

and derive from (2.47 ),

//QT WOC — WAL + g(u*)C) du dt = /g z,0)d (2.48)

This implies v* = w,- and Trq(u*) = p*, thus p* is a positive measure. Let v be a
nonnegative subsolution of problem (2.2 ). By Proposition 2.8 there exists g € 9} (Q2)
such that Trq(v) = fr and ft < p. Since gx(v) < g(v), u is a subsolution for problem (2.43
). By Theorem 2.11 v < uy, := ug,,. Thus limy_,o up = u* > v. O

Theorem 2.13 The reduced measure p* is the largest good measure smaller than p.

Proof 9 Clearly p* is a good measure smaller than p. Assume now that f is a good
measure smaller than p. Then uy; is a subsolution for problem (2.2 ). By (Theorem 2.11)
w,~ is larger than uj. Thus Tro(uz) = it < Tro(u,s) = p*. O

The next technical result characterizes the good measures

Theorem 2.14 Let p € M, (). Then pu € G%(g) if and only if gi(ux) — g(u) in the
weak sense of measures in M (Qr).

Proof 10 Assume gi(ur) — ¢(u) in the weak sense of measures in 9 (Qr). Letting
k — oo in (2.33 ), we obtain (2.2 ) for any ¢ € C’%(@T) Thus u* = w,. Thus p* = p and
1 is a good measure. Conversely, assume p is a good measure. By Theorem 2.13, u* = pu.
Thus uy — u* = u, and up — u, in L'(Q) and a.e. in Q. Assume ¢ € CZ&(@T), ¢>0.
We let k — oo in (2.33 ) and derive

’}Lrgo//QTgk(uk)Cdmdt:/Cdu—l—//QT (0C+ AQ) uy, dx dt = //QT g(u,)¢ dx dt,

(2.49)
by (2.2 ). Because {gx(ur)} is uniformly bounded in L;(QT), the result follows by density.
]

As in [4] an easy consequence of Theorem 2.13 is the following result which points out
the fact that p and p* differ only on a set with zero N-dimensional Hausdorff measure.

Corollary 2.15 Let o € M (Q2). There exists a Borel set E' C Q, with Hausdorff measure
HYN(E) =0, such that (u — p*)(E°) = 0.
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Proof 11 Let u = p, + pus be the Lebesgue decomposition of p, u, (resp. ps) being the
absolutely continuous (resp. singular) part relative to the Hausdorff measure H" in RY.
Both measures are positive. Since u, € L;(Q), it is a good measure. Then u, < p* by
Theorem 2.13. Therefore

O0<p—p" <p—pr=ps

Since i, is singular relative to H”, its support E satisfies H(FE) = 0. This implies the
claim. ]

Corollary 2.16 Let p € 9L (Q) such that u(E) = 0 for any Borel set E C Q with
HY(E) = 0. Then y is a good measure.

Proof 12 Let E C Q is a Borel set with HY(E) = 0, then p,.(E) = 0. Since u(E) = 0, it
implies ps(F) = 0. Because the support of i is a set with zero N-dimensional Hausdorff,

o= pe = 4. -
Theorem 2.17 Let p, o € ML (Q). If 11 < o, then pf < pj. Furthermore

fly — py < g — fi. (2.50)
Proof 13 For k > 0 let u = uy; (i = 1,2) be the solution of

Ou — Au+ gp(u) =0 in Qr
u=0 in 0,Qr (2.51)
u(.,0) =p; in Q.

Since 11 < pg, up1 < upo. By the convergence result of Theorem 2.12, the relaxed

solutions w} satisfies uj < uj. Since pf = Tro(u}), it follows uf < pi. We turn now to the
proof of (2.50 ). If ¢ € C*Y(Q,), ¢ > 0, which vanishes on 9,Q;, we have from the weak
formulation

/ / (ks = )0+ A0+ Clgn(0) — u5)
/Ca:() (p2 — 1) /Cﬂftukz—ukl)d

We fix £ € C2(2), € > 0 and choose for ¢ the solution of

Hh(+AC=0 in Q;
(=0 on 0,QQ; .
((z,t)=¢  inQ,
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Then, letting £ — 0o, we derive
[ =)ot < [ G0~ )

Finally, if ¢ — 0, using the trace property and the fact that ((z,0) — & in Cy(Q), we
obtain

[t = < | gt~ ).
Q Q
This implies (2.50 ). O

Corollary 2.18 If i is a good measure, any positive measure v smaller than p is a good
measure.

Proof 14 Let v € M (Q), v < . By (2.50 )
0<v—v"<pu—yp"
Thus p = p* = v =r" 0J

Corollary 2.19 Let py, s € MML(Q). 1- If py and po are good measures, then so is
inf{p, o} and sup{pq, po}-
2-If E C Qis a Borel set and p € ML Q), plp = [yWp]*

3- Assume that py and pp are mutually singular. Then (g + po)* = pj + ps.

Proof 15 1- The fact that inf{uq, u2} is a good measure is clear from Corollary 2.18. Let
v = sup{pu, p2}. Then py < v* and py < v*. Then v = sup{puy, o} < v*.

2- We recall that yg(A) = u(E N A), for any Borel subset A of Q. We can also write
e = X - Since > ¥, xpu > x0" and also p* >y, p*. Thus x, 1" is a good measure
and [x,p]* > x,p* by Theorem 2.13. Conversely, [x,u]* < xyp implies that x . [x,pu]* =
[Xh]*. But Xz < g implies [y, pu]* < p* and therefore [, ul* = X [Xph]" < Xpn"

3- If p11 and ps are mutually singular, then so are pj and p3. Actually, g +pe = sup{p1, po}
and pi +p5 = sup{uy, p3}. By assertion 1, [sup{ui, u3}]" = sup{pi, p3}. Then pif +pi5 is a
good measure smaller than gy + po, thus puf + ps < (pu1 + po)*. Conversely, there exist two
disjoint Borel sets A and B such that py = x,p1 and pg = x5 e and p+pa = X, 1+X ;Mo
Thus (1 + p2)* = (Xap1 + Xpp2)® and X, (p1 + p2)" = (a1 + Xak2)™ = Xakq = 4.
Similarly, x (11 + p2)* = (X1 + XpH2)" = X5 = p3. Since

(1 + p12)" = Xoaop (1 + p2)" = X, (1 + p2)™ + X (11 + p2)”,

the result follows. 0
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Theorem 2.20 The set G(g) is a convex lattice. Furthermore

[inf{p, v}]" = inf{p", v"}, (2.52)

and
[sup{p, v}]" = sup{p*, v"}. (2.53)

Proof 16 For the sake of completeness, we present the proofs of these assertions which
actually the ones already given in [3]. Let uy, 2 € G%(g) and v = sup{ui, po}. Since
p; < v, it follows from Theorem 2.17 that pu; = pf < v*. Thus sup{u, g2} < v* which
reads v < v*, and equality follows. Next, assume 6 € [0, 1]. Then uy = Ouy + (1 — ) g <
v = sup{py, po}. Since v € G%(g), and any measure dominated by a good measure is a
good measure, 1y € G*(g). It follows by Theorem 2.13 that pg = ;.

Next, by Corollary 2.19, [inf{u*,v*}] is a good measure. Since [inf{p*, v*}] < [inf{p, v},
it follow by Theorem 2.13 that

inf{p*, v} < [inf{pu, v}|". (2.54)

Conversely,
inf{p, v} < p = [inf{p, v}]" <,
and similarly with v. Thus [inf{u, v}]* < inf{u*,v*}.
For the last assertion, by Hahn’s decomposition theorem there exist two disjoint Borel

sets A and B such that Q = AU B and sup{p, v} = x, it + x,v. Actually, 4 > v on A
and v > p on B. This implies also sup{u*,v*} = x,pu* + x,v*. Thus, by Corollary 2.19,

[sup{p, V3" = (Xart + X¥)" = Xult”™ + X" = sup{p, '},
since sup{x ,pu*, x,v*} = sup{u*, v*}. O
Theorem 2.21 Let p,v € M}, Then
W= < = vl (2.55)
Proof 17 We first assume p > v. By Theorem 2.17,
O<u —v'<u—v.

This implies (2.55 ). Next we write sup{u,v} = v + (u — v);. Since v < sup{u, v},
v* < [sup{u, v}]* = sup{p*, v*} by Theorem 2.20. Thus

[sup{p, v}]" = v* <sup{p, v} —v=(u—v),;.

Thus implies (u* — v*); < (p — v) 4. Similarly (v* — p*)y < (v — p)4. O
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In order to characterize the universally good measures, we introduce a capacity natu-
rally associated to the weak formulation of problem (2.2 ). This yields to a capacity type
characterization of HV. If K C Q is compact, we denote

CQ(K):in{// |0s) + A dx dt
Qr
(NS C’Z’Ol(QT), ¥(x,0) > 1 in a neighborhood of K} :
(2.56)
Theorem 2.22 For every compact K C €2, we have
HY(K) = cq(K). (2.57)

Proof 18 Let K C () be compact.

Step 1. We claim that for any € > 0, there exists ). = 1) € ng(Qﬂ such that v > 0 in
Qr, ¥(2,0) > 1 on K and

// |0v) + AY| dx dt < cq(K) + €. (2.58)
Qr
Let ¢ € C7y(Qr) such that ¢(2,0) > 1 on K and

] 10g+ael dra < cor) + o2
Qr

Let {n;} be a regularizing sequence depending only on the space variable and such that
the support of 7; is contained in the ball B, with ¢; — 0 as j — oo. If we extend & in
RN x [0, 7] as a C*!-function, we set

fi(w,t) = mj * 0§ + AL (2, 1) = /ﬂm(l’ — ) |0:§ + AL (y, t)dy.

If j — oo, {f;} converges to |9;¢ + A¢| uniformly in Q7. Let v; be the solution of
atvj + Al)j = _fj in QT
V; = 0 in agQT
v;(,T)=0 1in Q.
Clearly v; > 0 in Q7. Let v be the solution of
O+ Av=—|0& + Al in Qr

v=20 inagQT
v(.,,T)=0 in .
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By the maximum principle v > max{¢,0}, thus v(z,0) > 1 on K. Because v;(z,0) —
v(z,0) uniformly on €, for any 0 < o < 1, we can fix j, such that v; (z,0) > a on K
and (| fj. [l 11 gp) < 106+ ALl 1o, + €/4. Next thy = a tv; . Then ¢, > 0 in Qr, and
Yo(x,0) > 1 on K. Moreover

//Q 10tba + Aty dxdt:al//Q 0w, + Av;, | dz dt

<o <//QT 1006 + A€ da dt + e/4>
< 0 (oK) + 3¢/4)

Next we fix
B co(K) + 3¢/4

CQ(K) + €
and derive (2.58 ).
Step 2. There holds
HY(K) < co(K). (2.59)

From (2.58 ),

//QT (0 — AY) dedt < //QT 00+ AG| dadt < ca() +e.

Bu

t
//QT (=0 — AY) da dt = /Qw(x,O)da:—//aeQTg—;ﬁdet > HV(K)

since (z,T) = 0,1(z,0) > 1 on K, and the normal derivative of ¢ on 9,Q7 is nonpositive.
This yields to (2.59 ) because € is arbitrary.

Step 3. For any € > 0 there exists ¢ € CZ’&(QT) such that 0 < ¢ < 1+€in Qr, ¥(x,0) > 1
on K and

// |00) 4+ Adp| dodt < HY(K) + €. (2.60)
Qr

For § > 0 let K5 = {z € RY : dist (z, K) < §}. By the regularity of HY, we can choose §
small enough such that
HYN(K; N Q) < HY(K) + ¢/5.

We fix € € CZ’&(QT) such that 0 < ¢ <1 and

1 ifI€K§/2
&(x,0) = _ _
0 ifz e Q\ Ks.
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po(@,t) = (1 - g)j

Since |§ + A (z,t) = 0 a. e. on {(z,t) : &(x,t) = 0} and {(x,t) : p,(x,t) > 0} C
Q x [0, 0], we can choose ¢ such that

// aédeH// & + AE| dr dt < €/5.
QO (w,t):€<ps} O (@ )€<po}

We set u = p, — (pr — &)+. Because p, is independent of x, the argument developed by
Brezis and Ponce [4] applies in the sense that Au(.,t) € M(Q) and Au(.,t) = A&(.,t) on
{z: &(z,t) < py(t)} and more explicitely dyu+ Au = 0+ A& on {(x,t) : {(x,t) < p, (1)}
In addition

Let o0 > 0 and

Oru = Oyps — Slgn+( —&)(Oips — 06),

and u = Op, a.e. on {(z,t) : {(x,t) > py(x,t)}. Because p, is decreasing, we finally
obtain
O+ Au < 0on {(z,t) : {(x,t) > ps(z,1)}.

We notice that 0,u is bounded, and, following [4],

|00t + Aty = || O + Au)x{gzpd}Hm +|[@e+ Awpx ey .

+//{§<pa} 106 + AE| de dt
— //{WO} (Opu + Au) + // |06 + Ag| dw dt (2.61)

{§<Po

< // (Oru + Au) +2// |0 + AE| dx dt
QT {§<Po

< - / d(Oyu + Au) + 2¢/5.
Qr

= H atu + AU)X{§>PU}

Next, by definition,

//@T (O + Au) = //QT w(@,1 — A1) da:dt—/( (2. 7) — u(x,0))dx
/ / wQT%dS’dt
/ u(z, 0) dx—//aéQT—det . o

:/fx,de—F/ =49 dt
Q 0 Qr{(wt):E<py ) ON

< HN(Ks)/ +¢/5

< HYN(K) + 2¢/5.
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We finally derive
|0su + Aullgy < HY(K) + 4e/5. (2.63)

Next, we smooth the measure |0;u + Au| using a space convolution process with the same
nj, as in Step 1. One can construct a function ¢ € C’Z’Ol(QT) such that 0 <9 <1+ ¢€in
Qr, ¥(x,0) > 1 on K and

Qr

Combining (2.63 ) and (2.64 ), one derive (2.60 ).

Step 4. There holds
co(K) < HY(K). (2.65)

Actually, (2.60 ) implies
co(K) < HY(K) +e.

Letting € — 0 yields to (2.65 ). O
Thanks to this result we are able to characterize the universally good measures.

Theorem 2.23 Let p € M (Q). If u € G%g) for any function g satisfying (2.1 ), then
ne Ly(Q).
Proof 19 We follow essentially the proof of [4, Th 7].

Step 1. We claim that for every Borel set ¥ C €, such that HY(X) = 0, there exists a
continuous function g verifying (2.1 ) such that p* = 0 for any p € 9L (Q) satisfying
pu(x) = 0.

Let {K},en+ be an increasing sequence of compact subsets of ¥ such that K = U, K and
u(X\ K) = 0. Since HV(K;) = 0 for any j > 1, it follows from Theorem 2.22 [Step 3],
that there exists ¢, € CZ&(QT) such that 0 < v; <2 in Qr, ¥;(2,0) > 1 on K; and

// |04 + Ay dx dt < 1/5.
QT

In particular,
|at1/1j + A@/)J| — 0 a.e. in QT:

and, since v; solves
@wj + A¢j = €5 in QT
Yi(z,T) =0 inQ
Yi(z,t) =0 on 0,Qr
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with €; — 0 in LY(Q7) it follows ¢; — 0 in L'(Qr) and a.e.. Furthermore there exists
some G € L (Qr) such that

p~ O + Ayl < G Vj €N

By a theorem of De La Vallée-Poussin noticed in [5], there exists a convex function
h: (—00,00)  [0,00) such that h(s) =0 for s <0, h(s) > 0 for s > 0,

lim @ =oo and h(G) € L)(Qr).

t—o00

Let g = h* be the convex conjugate of h. We denote by p* = p*(g) the reduced measured
associated to g. Since u* € G(g), we denote by u the solution of the corresponding initial
value problem. Taking v; as a test function in (2.2 ), we obtain

// (O + )+ o) e = R (2.66)

We first assume that g € 9°(Q), thus we can take 1 as a test function (this is easily
justified by approximations) and obtain

// ol = Jaw (2.67)

Therefore
D < [ a8 + o) de d (2.68)
Qr
and
—a(Out + Ady) + gu)] < DT RGL yo)
< h(pV10; + Ay)) p+ g(w)p + g (u) (2.69)

< WG)p+ Cg(u)

By Lebesgue’s theorem, the right-hand side of (2.68 ) tends to 0 when j — oo. Thus
p*(K;) =0, for any j € N*, and finally p*(X) = 0.

Next we assume p € 9(Q). Then there exists an increasing sequence of u,, € 9M°(Q)
with compact support in {2 such that p, T u. Using what is proved above, p(3) = 0
and, by Theorem 2.17, u* < p — p,, thus p*(2) < (u — p,)(X). Letting n — oo implies
(%) = 0.

Step 2. If p € ML (Q) is good, for any Borel set ¥ C Q, with H¥71(X) = 0, we denote
v = ls. Then there exists g, such that g* = 0. Since v < u, v € G%(g), thus v = v* = 0
and finally, (X)) = 0. Thus p € L}(Q). O
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3 The Cauchy-Dirichlet problem

In this section €2 is again a smooth bounded domain in RY and p(z) = dist (z, 92). We
denote by M (9,Qr) the set of Radon measures in 9,1 and by I, (9,Qr), the positive
ones. The function ¢ is supposed to satisfy (2.1 ). We consider the Cauchy-Dirichlet
problem

Ou—Au+g(u) =0 in Qr:=Qx(0,7)
w=p in0Qr =00 x(0,T) (3.1)
u(.,0) =0 1in £,

Definition 3.1 Let p € M, (0,Q7). A function u € L'(Q7) is a weak solution of (3.1 )
if g(u) € L)(Qr) and

//QT (—ud¢ — uAl + ¢ g(u))dr = —/82 %du (3.2)

)
Qr (91/

for every ( € C’g’l(QT).

Solutions of (3.1 ) are always unique; sufficient conditions for existence are developed in
[8]. We define, similarly to the cases of the initial value problem, super and subsolutions
of 3.1 . In which case, the equality sign in 3.2 is replaced by > and < respectively, the
integrability conditions on u and g(u) being preserved. As simple example for existence
of a solution it is the case when ¢ satisfies

/ / 9P il D)) di < o (3.3)

In this formula P[] is the Poisson-heat potential of y in @7, that is the solution of

ov—Av=0 in Qp
v=p  in 0Qr (3.4)

v=20 in Q.
Definition 3.2 A measure p for which problem (3.1 ) can be solved is called a good
measure relative to g for the Cauchy-Dirichlet problem. The set of good measures is

denoted by G%97(g), and a universally good measure is a measure which belongs to
G%Q1(g) for any g satisfying (2.1 ).

The notion of lateral trace is defined in [9]. For § > 0, we denote
Qs ={zeQ:p(x) < B}, Q={recQ:p(x)>F}and Xz = 0Qs.

We shall also denote ¥ = ¥y = 0. There exists 3y > 0 such that for any 8 € (0, 5], the
mapping = € {23 — (o(x), p(x), where o(z) is the unique point on 92 which minimizes the
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distance from x to 9, is a C? diffeomorphism from Qg to 3 x [0, Bo]. If ¢ € L}, .(9:Q7),

loc

we denote ¢ (z,t) = ¢(o(x),t), for any € 35 and dSp is the surface measure on . for
the sake of simplicity

Definition 3.3 Let u € L] _(Q7). 1- We say that u admits the Radon measure p €

loc

M (0,Qr) as a lateral boundary trace if it exists

T
esslimg_ﬂ/ / u¢” dSgdt = // opdp Vo € Co(R). (3.5)
0 ¥g 9 Qr

We shall denote po = T'rs,0, (u).

2- We say that u admits the outer regular Borel measure v ~ (3, i) as a lateral boundary
trace if it exists an open subset R C 0,Qr and p € M (R) such that

T
ess limﬁg,[)/‘ / u¢” dSzdt = oo Vo € Co(9,Qr), d > 0,¢ > 0 somewhere in S, (3.6)
0 Jug

with & = 0y \ R. We shall denote v = Try,q, (u).

Propositions 2.5, 2.6, 2.7, 2.8 and Theorem 2.11 are still valid, if we replace the notion of
initial trace by the notion of lateral boundary trace.The new version of Theorem 2.11 is
the following.

Theorem 3.4 Let u be a nonnegative subsolution of (3.1 ). Then the lateral boundary
trace of u is a positive Radon measure fi such that g < p. Furthermore, if (3.1 ) admits
a weak solution u,, there holds u < u,,.

We consider now a sequence of functions gy, satisfying (2.42 ). For any positive Radon
measure p on JyQr, it is possible to solve, with u = wuy,

du — Au+ gi(u) =0 in Qr
u=p in Qr (3.7)
u(.,0) =0 1in Q.
The following result is proved as Theorem 2.12

Theorem 3.5 When k& — oo, the sequence {u} converges in L'(Qr) to a some nonne-
gative function u* such that g(u*) € L)(Qr) and there exists a positive Radon measure
w* smaller that p with the property that

ot — Au* 4+ g(u*) =0 in Qp
u* = p* in 0,Qr (3.8)
u*(.,0) =0 1in Q.

Furthermore u* is the largest subsolution of problem (3.1 ).
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Mutadis mutandis, the reduced measure p* on the lateral boundary inherits the pro-
perties of the reduced measure at initial time and the assertions of Theorems 2.13, 2.14,
Corollaries 2.15, 2.16, Theorem 2.17, Corollaries 2.18, 2.19 and Theorems 2.20 and 2.21,
are valid in the framework of the lateral bondary reduced measure. The main novelty is
the intruction of a new capacity on 9,Qr. If K C 0,Qr is compact, we denote

Copap (K) = inf{//Q |0y + A| dx dt

) € Cry (Qr), _Z_¢ > 1 in some neighborhood of K} :
’ v
(3.9)
Theorem 3.6 For every compact K C 0,Q)r, we have
HY(K) = ¢, ,,, (K). (3.10)

Proof 20 Let K C 0,()r be compact.

Step 1. For any € > 0 there exists ¢ € C’Z’OI(QT), ¢ > 0 such that —0¢(z,t)/0v > 1 in
some neighborhood of K.

Let € € CZ’OI(QT) such that —0v(x,t)/0v > 1 on K and

//Q 0§ + Al| duedl <c,, (K)+€/2.

We extend & as a C*!'(RY x [0, T)-function and define f;, v; and v in the same way as in
the proof of Theorem 2.22, Step 1. Since f; — 0,£ + A uniformly in Qr,

Ov; _, v

- )
ov ov
uniformly in Q. Since v and & vanishes on 9,Q7 and at t = T, v > &, thus

o0& ov
< =2 < ——
0< o= o on 85QT,

and —0v/0dv > 1 in some neighborhood of K. For a € (0, 1) we fix jy such that —0v,, /0v >
a on K and

// |0y, + Avj| dadt < // |0, + AE| dx dt + €/4.
Qr Qr

We set ¢ = a v, and get

//Q 10,6 + AE| dx dt < oz_l(caEQT (K) + 3¢/4).
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We end the proof as in Theorem 2.22, Step 1.

Step 2. In this step we follow essentially the proof of [4, Lemma 8]. For any ¢ > 0 there
exists ¢ € CZ’OI(QT), such that 0 <1 <€, —0¢(z,t)/0v > 1 in some neighborhood of K
and

// |0p) + Adp| dedt < HY(K)+¢ and ’%’ <1l+e€in Q. (3.11)
Qr

Let 6 > 0 and Ns(K) = {(z,t) : dist ((z,t), K)}, be such that
HN(Ns(K) N 0,Qr) < HY(K) + €

We take & € Cyy(Qr) such that & > 0 in Qr, 0§/0v = —1 on Njj2(K) N 0,Qr and
08/0v =0 on 0,Qr \ Ns, 0 < —=9&/0v < 1 and £/p < 1+ ¢, we first take a > 0 small
enough so that

// %db’dt—k// |0, + A&|dx dt < e,
9Qr{e<a) OV Qrn{é<a)

and set u = a — (a — ();. Then, the same method as in Theorem 2.22-Step 3 yields to
105w + Aul|gy < HY(K) + 4€/5. (3.12)
The conclusion of the proof is similar. O

By an easy adaptation of the proof of Theorem 2.23 we have the following characte-
rization of the universally good measures.

Theorem 3.7 Let u € M, (0,Qr). If u € G%P7(g) for any function g satisfying (2.1 ),
then p € LY(0,Qr).
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Chapitre 2

On uniqueness of large solutions of
nonlinear parabolic equations in
nonsmooth domains

Ce chapitre est constitué d’un article a paraitre dans Advanced Nonlinear Studies dans
lequel on étudie I'existence et 1'unicité du probleme (P) : du — Au+u? =0 (¢ > 1) dans
Q x (0,00), u = oo sur 9N x (0,00) et u(.,0) € L(Q), o Q est un domaine borné de
RY. On construit une solution maximale, démontre que cette solution maximale est une
grande solution lorsque ¢ < N/(N — 2) et elle est unique si 9Q = 9Q°. Si dQ possede la
propriété du graphe local, on démontre qu’il existe au plus une solution du probleme (P).

o1
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On uniqueness of large solutions of nonlinear
parabolic equations in nonsmooth domains

Waad Al Sayed Laurent Véron

Laboratoire de Mathématiques et Physique Théorique,
Université Frangois Rabelais, Tours, FRANCE

Abstract We study the existence and uniqueness of the positive solutions of the problem
(P) : u — Au+u? =0 (¢ > 1) in Q x (0,00), u = 0o on 9N x (0,00) and u(.,0) € L (Q),
when © is a bounded domain in RY. We construct a maximal solution, prove that this maximal
solution is a large solution whenever ¢ < N/(N — 2) and it is unique if 9Q = 9Q°. If 9Q has the
local graph property, we prove that there exists at most one solution to problem (P).

1991 Mathematics Subject Classification. 35K60, 34.

Key words. Parabolic equations, singular solutions, self-similarity, removable singularities

1 Introduction

Let ¢ > 1 and let Q be a bounded domain in RY with boundary 9 := I'. It has
been proved by Keller [5] and Osserman [11] that there exists a mazimal solution @ to the

stationnary equation
—Au+ [ul'u =0 in Q. (1.1)

When 1 < ¢ < N/(N — 2) this maximal solution is a large solution in the sense that

lim wu(z) = o0 1.2
i a(a) (12)

where p(x) = dist (z,0¢2). Furthermore Véron proves in [12] that u is the unique large
solution whenever 9 = 9Q°. When ¢ > N/(N —2) his proof of uniqueness does not apply.
Marcus and Véron prove in [7] that, there exists at most one large solution, provided 92

is locally the graph of a continuous function. The aim of this article is to extend these
questions to the parabolic equation

O — Au+ |ultfu =0 in Q x (0,00). (1.3)

(U To appear in Advanced Nonlinear Studies
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We are interested into positive solutions which satisfy

%ir% u(.,t) = f in L}, (), (1.4)
where f € Lj,.. (Q) and
lim w(z,t) =00 V(y,s) el x(0,00). (1.5)

(,t)—=(y,s)

Notice that if the initial and boundary conditions are exchanged, i.e. u(.,t) blows-up
when ¢t — 0 and coincides with a locally integrable function on I' x (0, 00), this problem
is associated with the study of the initial trace, and much work has been done by Marcus
and Véron [9] in the case of a smooth domain. In particular they obtain the existence and
uniqueness when ¢ is subcritical, i.e. 1 < ¢ <1+ 2/N.

In this article we prove two series of results :

Theorem A Assume g > 1 and ) is a bounded domain. Then for any f € L}OC+(Q) there
exists a mazximal solution Ty to problem (1.3 ) satisfying (1.4 ). If 1 < ¢ < N/(N —2),
Ty satisfies (1.5 ). At end, if 1 < q < N/(N —2) and 90Q = 0Q°, Uy is the unique solution
of the problem which satisfies (1.5 ).

The proof of uniqueness is based upon the construction of self-similar solutions of (1.3
) in RV \ {0} x (0, 00), with a persistent strong singularity on the axis {0} x (0, 00) and a
zero initial trace on RY \ {0}. This solution, which is studied in Appendix, is reminiscent
of the very singular solution of Brezis, Peletier and Terman [2], although the method
of construction is far different. The uniqueness is a delicate adaptation to the parabolic
framework of the proof by contradiction of [12].

Theorem B Assume ¢ > 1, € is a bounded domain and OS2 is locally a continuous graph.
Then for any f € Ly, (Q) there exists at most one solution to problem (1.3 ) satisfying
(1.4 ) and (1.5 ).

For proving this result, we adapt the idea which was introduced in [7] of constructing
local super and subsolutions by small translations of the domain, but the non-uniformity
of the boundary blow-up creates an extra-difficulty. In an appendix we study a self-similar
equation which plays a key-role in our construction,

N -1 1
H” + (_+£) H'+ ——H—|H["" =0
T q—

2
lim, o H(r) = o0 (1.6)
lim, o 7@V H(r) = 0.
We prove the existence and the uniqueness of the positive solution of (1.6 ) when 1 < ¢ <
N/(N —2) and we give precise asymptotics when r — 0 and r — oc.

This article is organised as follows : 1- Introduction. 2- The maximal solution 3- The
case 1 < ¢ < N/(N — 2). 4- The local continuous graph property. 5- Appendix.
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2 The maximal solution

In this section € is an open domain of RY, with a compact boundary I' := 9Q. If G
is any open subset of RY and 0 < 7' < oo, we denote Q% := G x (0,T). If f € L{,., (),
we consider the problem

O — Au+ |ulifu =0 in Q%
limy ou(.,t) = f(.) in L} .(Q) (2.1)
lim (s u(z,t) =00 Y(y,s) € I' x (0,00).

By the next result, we reduce the lateral blow-up condition by a locally uniform one in
which we set p(z) = dist (z,I).

Lemma 2.1 The following two conditions are equivalent

( %111(1 )u(x,t) =00 Y(y,s) €I x (0,00) (2.2)
x,t)—(y,s
and
(li)mou(:z:,t) = oo uniformly on [1,T], (2.3)
p(x)—

forany 0 <7 < 7T < 0.

Proof 21 It is clear that (2.3 ) is equivalent to the fact that (2.2 ) holds uniformly on
I' x [r,T]. By contradiction, we assume that (2.2 ) does not hold uniformly for some
T > 7 > 0. Then there exists # > 0 such that for any 6 > 0, there exist two couples
(ys,ss) € I' x [1,T] and (z4,t5) € Q x [1,T] such that

|zs — ys| + |ts — ss] <0 and wu(xs,ts5) < B. (2.4)
Taking 6 = 1/n, n € N*, we can assume that {d} is discrete and that ys — y € I' and
ss — s € [1,T]. Thus x5 — y and ts — s. Therefore (2.4 ) contradicts (2.2 ). O
Theorem 2.2 For any ¢ > 1 and f € Lj,,_ (Q2), there exists a maximal solution u := u;
of

Ou— Au+ [ul"fu=0 in QL (2.5)

which satisfies
limu(.,t) = f(.) in L,.(Q). (2.6)

t—0

Proof 22 Let €, be an increasing sequence of smooth bounded domains such that Q,, C
Q41 C Q and UQ, = Q. For each n let u, ; be the increasing limit when £ — oo of the
Un i, solution of

Oty o, — AU i, f + uikj =0 in Q%

Un g, f(2,t) =k in 0, x (0, 00) (2.7)
un,k,f(l', O) = fXQn in Qn
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By the maximum principle and a standard approximation argument n +— u,, j ¢ is decrea-
sing thus n +— wu, s too. The limit @, of the u,, ; satisfies (2.5 ) and (2.6 ). It is independent
of the exhaustion {Q,} of Q. Let u be a positive solution of (2.5 ) in Q% which satisfies
(2.6 ). Since the initial trace of u is a locally integrable function, u? € L, (2% [0,00)). By

Fubini we can assume that, for any n, u € L}, (0, X [0,00)). Because (v — tk )+ < u
and tends to 0 when k& — o0, it follows by Lebesgue’s theorem that

kh—>n;10 ||(U — unvkvf)+||Ll(aﬂn><(O,T)) =0 VI >D0.
Applying the maximum principle in €, x (0, 00) yields to

u < klim Up o f = Up,p = u < lim w, f = uy.
— 00

n—oo

OJ

Theorem 2.3 For any ¢ > 1 and f € L . (Q), there exists a minimal nonnegative
solution u; of (2.5 ) in Q% which satisfies (2.6 ).

Proof 23 The scheme of the construction is similar to the one of %y : with the same
exhaustion {€2,} of Q, we consider the solution w, g ; solution of

Ottn 0.5 — Aty .5 + u?%&f =0 in Q?O"
Un,o,r(z,t) =0 in 0Q, x (0, 00) (2.8)
Uno,7(7,0) = fx,, in Q.

By the maximum principle, n — u, s is increasing and dominated by w;. Therefore it
converges to some solution u; of (2.5 ), which satisfies (2.6 ) as u,,0,; and uy do it. Using
the same argument as in the proof of Theorem 2.2, there holds u, o < u in Q¥ for a
suitable exhaustion. Thus u, < u. O

Remark 2.1 Because of the lack of regularity of 02, there is no reason for uy (resp u;)
to tend to infinity (resp. zero) on 92 x (0, c0).

The next statement will be very usefull for proving uniqueness results.

Theorem 2.4 Assume ¢ > 1, f € Lj,..(Q) and uy is a nonnegative solution of (2.5 )

satisfying (2.6 ). Then there exists a nonnegative solution wug of (2.5 ) satisfying

limug(.,) =0 in L} (), (2.9)
such that
0 <wup—up <uy < uy, (2.10)
and
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Proof 24 Step 1 : construction of ug. The function w = uy — u; is a nonnegative subso-
lution of (2.5 ) which satisfies

limw(.,t) =0 in L;,.(Q).

t—0
Using the above considered exhaustion of {2, we denote by v,, the solution of
Oy, — Av, + 02 =0 in Q%
U(2,t) = up —uy; in 09, x (0,00) (2.12)
Up(2,0) =0 in Q,.
By the maximum principle
up —up < v, Suypoin Q?O"

Therefore v,,41 > v, on 9, x (0, 00) ; this implies that the same inequality holds in Q.
If we denote by ug the limit of the {v,}, it is a solution of (2.5 ) in Q}. For any compact
K € Q, there exists ng and « > 0 such that dist (K,€Q¢) > « for n > ng therefore
v, remains uniformly bounded on K by Brezis-Friedman estimate [3]. Thus the local
equicontinuity of the v, (consequence of the regularity theory for parabolic equations)
implies that ug satisfies (2.9 ).

Step 2 : proof of (2.11 ). We follow a method introduced in [8] in a different context. For
n € N and k£ > 0 fixed, we set

Zin = Uy, —up and Zy, = ugy, — Uo,
where we assume that the n are chosen such that ur, ug € Li,.(9S2, x [0,00)), and

rd — g1
6(r,s) — p— if r#s

0 if r=s.

By convexity,

= ¢<T1781) > ¢(T0, S()).

ro 2 So, 1 = S1
r1 2 Tg, S1 2= So

Therefore
¢(uf,n7 Uf) Z ¢(u0,na UO) in Q¥n7

and
0=0(Zn = Zon) = D Zsn — Zow) + uf,
= 0(Zpn — Zon) — AZppn — Zow) + S(upns up) Zpn — G(on, o) Zon,
which implies

at(Zf,n - ZO,n) - A(Zf,n - ZO,n) + (b(uf,n; uf)(Zf,n - ZU,n) S 0.

q q q
— Uy —u07n+u0
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But Z¢, — Zo,, = 01in €, x {0} and

/ / | Z s — Zon| dS dt =0
0 o,

by approximations. By the maximum principle Z,, 1 — Zo,x < 0. Letting n — oo yields
to
ﬂf—Uf SEO—UQ,

which ends the proof. U

3 Thecasel<qg< N/(N—2)

In this section we assume that Q is a domain of RY with a compact boundary. We
first prove that the maximal solution is a large solution

Theorem 3.1 Assume 1 < ¢ < N/(N—2)and f € L}, (Q) . Then the maximal solution
U of (2.5 ) in QF which satisfies (2.6 ) satisfies also (2.3 ).

Proof 25 In Appendix we construct the self-similar solution V' := Vy of (2.5 ) in QE}N\{O}
which has initial trace zero in RY \ {0} and satisfies

|lilrnO Vn(z,t) = oo,

locally uniformly on [r,00), for any 7 > 0. Furthermore Vy(z,t) = ¢t~V Hy(|z|/V?).
If a € 09, the restriction to €, of the function Vx(z — a,t) is bounded from above by
Uy, . Letting n — oo yields to

Vn(r —a,t) <ag(r,t) Y(z,t) € QL. (3.1)

If we consider z € 2 and denote by a, a projection of x onto 92, there holds
@D Hy(p(x) V1) = Vi (z — au,t) < Up(a, ). (3.2)
Using (5.2 ), we derive that u; satisfies (2.3 ). O

Theorem 3.2 Assume 1 < ¢ < N/(N —2), f € L},..(Q) and 99 = 9Q". Then %y is the
unique solution of (2.5 ) in QS which satisfies (2.6 ) and (2.3 ).

Proof 26 Assume that u; is a solution of (2.5 ) in Q% such that (2.6 ) and (2.3 ) hold.
By Theorem 2.4 there exists a positive solution ug with zero initial trace such that

0 <wup—up <uy (3.3)
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and (2.11 ) are satisfied. Since u;(z,t) < ((q — 1)t) "=V (notice that this last expression
is the maximal solution of (2.5 ) in Q& ), the function ug satisfies also (2.3 ). Therefore,
it is sufficient to prove that uy = ug := u.

Step 1 : bilateral estimates. Since Q) = 9, for any a € 9, there exists a sequence
{a,} € Q° converging to a. If u is any solution of (2.5 ) in Q% which satisfies (2.3 ) and
(2.9 ), there holds

Vn(z — an,t) <ulz,t) = Vy(x —a,t) < u(x,t).

In particular, if a = a,, we see that u satisfies (3.2 ). In order to obtain an estimate from
above we consider for r < p(z) the solution (y,t) — u,,(y,t) of

(9tuz7r — Auz,r + U%T =0 in QOB;T(I)
lmy - (2,0) Uar (Y, 1) =0 V2 € B, (2) (3.4)

lim,—yj1r Usy (Y, 1) = 00 locally uniformly on [r, 00), for any 7 > 0

Then 5@
Uo(y, 1) < Upr(y,t) = To(ys t) < Ugpay(y,t) V(y,t) € Q.

In particular, with u, = u, and since u, ,.(y,t) = v, (|z — y| , ),
To(, 1) < @) (0, 1) = (p(2)) "> @Dy 0./ (p(x))?).
Therefore
=V Hy (p() [VE) < ulw, t) <Tp(x,t) < (p(x))"> 9Dy (0,8/(p(2))?).  (3.5)

The function s — u(0, s) is increasing by the same argument as the one of Corollary 4.3
and bounded from above by the unique solution P of

—AP+Pi=0 in B
{ limjg|—; P(z) = oo. (3.6)
Therefore it converges to P locally uniformly in B; and lim u;(0,s) = P(0). Thus
t/(p(2))? — 0o = (p(x)) > Vur(0,t/(p(x))?) = P(0)(p(x)) /11D (3.7)

On the other hand, if ¢/(p(x))? — oo, equivalently p(z)/vt — 0,
t—l/(q—l)HN(p(x)/\/%) ~ /\N’qt—l/(q—l)(p(x)/\/g)—ﬂ(q—l) — /\N’q(p(x))%/(q—l)’ (3.8)

by (5.4 ).
Next, in order to obtain an estimate from above of u1(0,s) when s — 0, we compare
u; to a solution ug of (2.5 ) in Q2 , where © is a polyhedra inscribed in By ; this polyhedra
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is a finite intersection of half spaces I'; containing ©. In each of the half space I';, with
boundary 7;, we can consider the solution W; of (2.5 ) in QL¢ which tends to infinity on
7 % (0,00) and has value 0 on I'; x {0}. This solution depends only on the distance to
~; and t. Thus it is expressed by the function V; defined in Proposition 5.1 when N = 1.
Moreover, since a sum of solutions is a super solution,

ur <ue <Y Wi = wuy(0,5) < s~/ " H (dist (0,7)/v/5). (3.9)

We can choose the hyperplanes ; such that for any ¢ € (0, 1), there exists Cs € N, such
that
u(0,5) < Css YOV H (1 =6)/v/5). (3.10)

Using (5.3 ) we derive
u(z,t) > CNH(p(x))2/(q—1)—NtN/2—2/(q—1)e—(p(m))2/4t’
when p(z)/v/t — 0o, and
Uo(,t) < OtV H (1= 0)p(x) V)
< C(1 — )01 ()2 a=D=141/22/(a=1) ~(1-D)p(w) /it

from (3.10 ). Therefore, there exists # > 1 such that

To(z, 1) < C(1 — §)2/ DN (p())2/a=D=NgN2=2/ =) o=(0@)* /908 < Oy 0t),  (3.11)
when p(z)/vt — oo. Finally, when m~" < p(x)/+/t < m for some m > 1, (3.5 ) shows
that (p(x))~2/(@= Yy, (0,t/(p(x))?) and t~@=Y Hy(p(x)/+/t) are comparable. In conclu-
sion, there exist constants C' > P(0)/An,, > 1 and 6 > 1 such that

u(x,t) < Tp(x,t) < Culz,0t) V(z,t) € QL. (3.12)
Step 2 : End of the proof. Let 7 > 0 and C" > C be fixed. The function
t— uy(z,t) .= C'ulx,t + 671)

is a supersolution of (2.5 ) in © x (0,00) which satisfies u,(z,0) = C'u(x, 01) > wo(z, 7)
by (3.12 ). Furthermore,

Clule,t +07) = C'(t+07) D Hy (pl@) /VET07) = C'hw g1+ o(1)) (plx)) 7Y,

as p(x) — 0, locally uniformly for ¢ € [0, 00). Similarly,

o(w,t+7) < (p(@)) TP (0, (¢ + 7)/(p(2))?) = PO)(1 + o(1)) (pl)) 7Y,
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as p(x) — 0, and also locally uniformly for ¢ € [0, 00). Therefore (uy(z,t) — u (z,t))+
vanishes in a neighborhood of 992 x [0, 7] for any 7" > 0. By the maximum principle

ur(x,t) > up(x,t) V(z,t) € Qx(0,00).
Letting 7 — 0 and " — (' yields to
u(z,t) < ho(z,t) < Cu(z,t) V(x,t) € QL. (3.13)

The conclusion of the proof is contradiction, following an idea introduced in [8] and
developped by [12] in the elliptic case. We assume u # Ty, thus u < Uy. By convexity the

function
L _
w=u——(uy— u)

2C

is a supersolution and w < u. Moreover w > w’ := ((14C)/2C)u and w' is a subsolution.
Consequently, there exists a solution uy of (1.3 ) which satisfies

w<u Sw=Ty—u > (1+K ") (G—u) in QL. (3.14)

Notice that u; satisfies (2.9 ) and (2.3 ), therefore it satisfies (3.13 ) as u does it. Replacing
u by u; and introducing the supersolution
(T —w)
wy =u; — —(Ty —u
1 17 50\t~
and the subsolution w} := ((1 4+ C')/2C)u; we see that there exists a solution usy of (2.5 )
such that ,
Wy <up Swy=Tg—uy > (1+ K ") (W—u) in QL. (3.15)
By induction, we construct a sequence of positive solutions wuy of (2.5 ), subject to (2.9 )
and (2.3 ) such that

T —up > (1+ KD (@ —u) in QL. (3.16)
This is clearly a contradiction since (1 + K _1)k — 00 as k — 00 and g is locally bounded
in QS!. O
4 The local continuous graph property

In this section, we assume that 02 is compact and is locally the graph of a continuous
function, which means that there exists a finite number of open sets €; (j = 1,..., k) such
that I' N €25 is the graph of a continuous function. Our main result is the following

Theorem 4.1 Assume ¢ > 1 and f € L., (Q2). Then there exists at most one positive
solution of (2.5 ) in Q% satisfying (2.6 ) and (2.3 ).
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Suppose u; satisfies (2.5 ) in Q! satisfying (2.6 ) and (2.3 ), then clearly the maximal
solution uy endows the same properties. In order to prove that uy = Uy, we can assume
that f = 0 by Theorem 2.4. We denote by u this large solution with zero initial trace. We
consider some j € {1, ..., k}, perform a rotation, denote by r = (2, zy) € R¥~! x R the
coordinates in RY and represent I' N 2; as the graph of a continuous positive function ¢
defined in C = {2’ € RN"!: |2/| < R}. We identify C' with {z = (/,0) : |2/| < R} and
set

L) = (o = ( 6() - o' € ),
Io={x= (2 2n): 2" €0C, 0 < an < p(2),},

and
Gr={reRY:|2/| <R, 0<ay < ¢(2)}

We can assume that Gp C QUTY,
inf{p(z'): 2’ € C} =Ry >0 and sup{¢(z'):2' € C} = Ry > Ry.
For o > 0, small enough, we consider ¢, € C*°(C') satisfying
P(x') — /2 < ¢o(z') < p(a') +0/2 Va' € C,

and set
Gon={z € RY 1 |2/| <R, 0 <y < ¢,(') — 0}

and
GLp={zeRV:|2/| <R, 0<ay<¢,(2) + 0}

The upper boundaries of G, and G/ are defined by
Do ={z=(2,¢,(2') —0): 2" € C},

I, ={z=(2,¢,(2") +0) : 2" € C},

and the remaining boundaries are
Doy ={z=(a",2y):2" €0C,0<ay < ¢,(z') — o},

Iy, ={zr=(a,z5): ' €90, 0 <y < ¢o(a’) + o},

In order to have the monotonicity of the domains, we can also assume
Go(2') — 0 < o (2') — 0" < o (2) + 0" < @o(2')+0 VO<o' <o Vi'eC, (4.1)
thus, under the condition 0 < ¢’ < o,

G(hR C GO'/,R C GR C G(;/,R C Gl’J’,R (42)
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The localization procedure is to consider the restriction of u to QS# := G x (0, c0), thus
u is regular in Gr Uy x [0, 00) and satifies

lim w2, xn,t) = oo, (4.3)
zy—¢(2')

uniformly with respect to (2/,t) € C x [1,T], for any 0 < 7 < T. We construct v, as

solution of
Oy — Av, +vd =0 in Qfo"*R = Gy r % (0,00), (4.4)

subject to the initial condition
Pr% vy(x,t) =0 locally uniformly in G, g, (4.5)
and the boundary conditions

lim v, (2, zn,t) =00 V(2 t) € C x (0,00], (4.6)

EN—be (1) —0
uniformly on any set K x [, T], where T > 7 > 0 and K is a compact subset of C' and
vo(x,t) =0 V(z,t) € Ty x [0,00). (4.7)
We also construct w, as solution of
Ow, — Aw, +wl =0 in Q?Z”R =G, g x (0,00), (4.8)
subject to the initial condition
lim we(z,t) = 0 locally uniformly in G, p, (4.9)

and the boundary conditions

(i) wolz,t) =0 V(z,t) €T, x[0,T], (410)
(') M g 6 (y0) Wo (7, 1) = 00 V(y,s) € Iy, x [0,T]. .

The functions v, and w, inherit the following properties in which the local graph
property plays a fundamental role, allowing translations of the truncated domains in the
x y-direction.

Lemma 4.2 For o > ¢’ > 0 there holds

Vgr < vy in QSTR, (4.11)
R
Wer < w, in Qo ", (4.12)
(1) vo(2',xy — 20,t) <u(z',zn,t) in QSR
(4.13)

(i) ula,zy,t) < v(z,t) + wo(z,t) in QS
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Proof 27 The inequalities (4.11 ) and (4.12 ) are the direct consequence of the fact that
the domains G, r and G;,, g are Lipschitz and the functions v, and w, are constructed
by approximations of solutions of (2.5 ) with bounded boundary data. For proving (4.13
)-(i), we compare, for 7 > 0, u(z,t — 7) and v, (2, xy — 20,t) in QSE. Because u satisfies
(2.3 ), and v, (2', 2y —20,0) = 0 in Gg, (4.13 )-(i) follows by the maximum principle. The
proof of (4.13 )-(ii) needs no translation, but the fact that the sum of two solutions is a
supersolution. O

Corollary 4.3 There exist vg = lirr(l) v, and wy = hH(l) w, and there holds

vo <u <wvy+wy in QSE. (4.14)
Moreover, the functions ¢ — vg(x,t) and ¢t — wg(x,t) are increasing on (0, 00), Vo € Gg.

Proof 28 The first assertion follows from (4.11 )-(4.12 ), and (4.14 ) from (4.13 ). Since
v is the limit, when ¢ — 0 of v, which satisfy equation (4.4 ) in Q?”‘R, initial condition
(4.5 ) and boundary conditions (4.6 ), (4.7 ), it is sufficient to prove the monotonicity of
t — Uy (., t). Moreover v, is the limit, when k tends to infinity of the vy, solutions of (2.5

) in Q?"’R, which satisfy the same boundary conditions as v, on I's, x [0,7], the same
zero initial condition and

lim v, (2 2N, t) = k.
ry—d(a’)—0o

For 7 > 0, we define V; by V(z,t) = (vko(x,t) — vk o(x,t + 7))4. Because 0G, g is
Lipschitz and V; is a subsolution of (2.5 ) which vanishes on 0G, g x [0, 7] and at ¢ = 0, it
is identically zero. This implies vy, (z,t) < vgo(2,t + 7), and the monotonicity property
of vy, by strict maximum principle and letting ¢ — 0. The proof of the monotonicity of
wy 1is similar. O

The key step of the proof is the following result.
Proposition 4.4 Let ¢,7 > 0. Then there exists J. > 0 such that, if we denote
Gsr ={x= (2, zn) : |2/| < R and ¢(2') — 6 <y < o(2')},
there holds, for R’ < R/v/N — 1,

Gs r

wo(x,t) < evo(z,t +71) V(x,t) € Q™. (4.15)

Proof 29 Using the result in Appendix, we recall that V' := V; is the unique positive
and self-similar solution of the problem

OV —0..V+Vi=0 in Ry xRy
limy_oV(z,t) =0 Vz>0 (4.16)
lim, o V(z,t) =00 Vt >0,
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and it is expressed by Vi(z,t) =t~V VH (x//t), where H, satisfies (5.2 )-(5.3 ) with
N =1. We set Ry = R/v/N — 1 so that

Coo i ={2 = (21,...,xNn_1) : sup |z;] < Ry} € C ={a':]2'| < R}
jEN-1

and we define

N-1
w(x,t) = W(zn,t) + — R, t) + W(R — z;,1)).
]:1
The function @ a super solution in © x RT where © := {(2/,zy) : 2’ € C,zy > 0}

which blows up on

{z:zy=0, sup |z;| < R} U {r:2y >0, z; =£R}.

J<N-1

Therefore wy < w in Q?RN . Moreover w(x,t) — 0 when ¢ — 0, uniformly on
wr == (21,1) 1 |1y S R a <ap < ¢(a1)},

for any o € (0, Rg] and R’ € (0, Ry). Since for any 7 > 0, vo(z,t + 7) — o0 When

p(z) — 0, locally uniformly on [0, 00), and @(x,t) remains uniformly bounded on Qs o "
for any 0 > Ry, it follows that for any € > 0 there exists 6. > 0 such that
wo(z, 1) < bz, t) < evola,t +7) V(z,t) € Qe
O

Proof of Theorem 4.1. Assume u is a solution of (2.5 ) satisfying (2.6 ) and (2.3 ). Then
there holds in Qoo e "

vo(.,t) <ul.,t) <wo(.,t) + evo(., t+ 7). (4.17)

Therefore
vl t+7) <u(t+7) <wvo(, t+7)+ evgl., t +27),

from which follows
(14 eu(,t+7) > (14 €uv(.,t +7) > vo(.,t) + evp(., t + 7)

since t +— vy(., t) is increasing by Corollary 4.3. The maximal solution @y satisfies (4.17 )

too ; consequently the following inequality is verified in Qo e "

(1+e)u(.,t+7)>7q(.,1). (4.18)
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Since 0f) is compact, there exists ¢* > 0 such that (4.18 ) holds whenever t € [0,T] (T > 0
arbitrary) and p(z) < §*. Furthermore

lim max{(@o(x,t) — (1 + €)u(z,t + 7))+ : p(x) > 5"} =0

t—

because of (2.6 ). Since (wp(z,t) — (1 + €)u(x,t + 7)), is a subsolution, which vanishes at
t = 0 and near 9Q x [0, 7], it follows that (4.18 ) holds in Q. Letting ¢ — 0 and 7 — 0
yields to u > y. O

Remark 4.1 The existence of large solutions when ¢ > N/(N —2) is a difficult problem as
it is already in the elliptic case. We conjecture that the necessary and sufficient conditions,
obtained by Dhersin-Le Gall when ¢ = 2 [4] and Labutin [6] in the general case ¢ > 1,
and expressed by mean of a Wiener type criterion involving the CgRi;V,—Bessel capacity, are
still valid. As in [7], it is clear that if 0 satisfies the exterior segment property and
1<qg< (N—-1)/(N —3), then uy is a large solution.

5 Appendix

The proof of this result is based upon the existence of solution of (2.5 ) in Q&N\{O}
with a persistent singularity on {0} x [0, c0).

Proposition 5.1 For any ¢ > 1, there exists a unique positive function V := Vi defined
in R, x R, satisfying, for any 7 > 0
OV —AV+VI=0 in Q%
lim(x7t)_,(y70) V(ZL’, t) =0 Vy - RN \ {O} (51)
limyg—o V(2,t) = 0o locally uniformly on [r, c0), for any 7 > 0

Then Vy(z,t) = t~Y @V Hy(|z|/V/t), where H := Hy is the unique positive function
satisfying

N-1 1
H”+( +£)H’+—1H—Hq:0 in R,
T q—

lim, o H(r) = o0 (5.2)
lim, o r¥ @V H(r) = 0.
Furthermore there holds
Hy(r) = cN7qr2/(q_1)_Ne_r2/4(1 + O(r_2)) as r — 00, (5.3)

and
Hy(r) = )\N7q7”2/(q’1)(1 +O0(r)) as r—0, (5.4)
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Proof 30 If we assume 1 < ¢ < N/(N — 2), the Cy; 4 parabolic capacity of the axis
{0} x R c RN*! is positive, therefore there exists a unique solution u := wu, to the

problem
ou—Au+|ultlu=p €RN xR, (5.5)

(see [1]) where p is the uniform measure on {0} x R, defined by
[edu= [ conar v e cr@)
0
If we denote Ty[u](z,t) = (¥~ Vy(lz, ¢?t) for £ > 0, then T, leaves the equation (1.3 )
invariant, and Ty[u,] = usp/@-1-~,. If we replace pu by ku (k > 0), we obtain
Tg[uku] == uez/(q_n_z\rku. (56)

Moreover, any solution of (2.5 ) in RY \ {0} x R, which vanishes on RY \ {0} x {0} is
bounded from above by the maximum solution u := U of

~Au+u?=0 inRY\ {0}. (5.7)
This is obtained by considering the solution U, of
—Au+u!=0 inRV\ B,

|li‘m u(z) = oo. (5:8)
Actually,
) . 2 2q 1/(g—1)
U(z):= ir% Udz) = A glz| Y with Ay, := {(q — 1) (q 1 N)} ,
(5.9)

an expression which exists since 1 < ¢ < N/(N — 2). If we let £ — oo in (5.6 ), using the
monotonicity of p + u,, we obtain that uy, — Usey, Use, < U and

Tg[uoo“] = Up2/(a—1)~Nooy — Uoop Ve > 0. (510)
This implies that ., is self-similar, that is
Upop (7, 1) = 7Y@V (2/V/1).

Furthermore, h(.) is positive and radial as = — u,(z,t) is, and it solves

N -1 1
h”+ < - +g) h/—i—ﬁh—hq:() n R+. (511)

Since u,(z,0) = 0 for  # 0, the a priori bounds uy, < U, the equicontinuity of the
{wry tr>o implies that us,(2,0) = 0 for x # 0; therefore

lim 72/ @ Vp(r) = 0. (5.12)

T—00



68 5. Appendix

The same argument as the one used in the proof of Corollary 4.3 implies that ¢ — u,(z,?)
is increasing, therefore lim, .o u,(z,t) = oo for ¢ > 0. This implies lim,_,o ~A(r) = co. Then
the proof of (5.3 ) follows from [10, Appendix]. When r» — 0, h could have two possible
behaviours [13] :

(i) either
h(r) = Angr~ 2@ D1+ O(r)), (5.13)

(ii) or there exists ¢ > 0 such that
h(r) = emn(r)(1 4 O(r)), (5.14)

where my(r) is the Newtonian kernel if N > 2 and m;(r) = 1+ o(1).

If (ii) were true with ¢ > 0 (the case ¢ = 0 implying that h = 0 because of the behavior
at oo and maximum principle), it would lead to

U () = | NN D (1 4 o(1)) as a — 0, (5.15)
for all ¢ > 0. Therefore .
/ / uj, dx dt < C(e), (5.16)
€ B1

for any € > 0 and k € (0, 00]. We write (5.5 ) under the form
Oy, — Augy, = g + kg
where g, = —UZW then uy, = uj,, + uy, where
dyuy,, — Auy,, = kp
and
Oy — Auy = gy.

By linearity uj,, = kuj,. Because of (5.16 ) uy remains uniformly bounded in L'(By x (¢, T).
This clearly contradicts limy .o uj, = 0o. Thus (5.4 ) holds. The proof of uniqueness is
an easy adaptation of [7, Lemma 1.1] : the fact that the domain is not bounded being
compensated by the strong decay estimate (5.3 ). This unique solution is denoted by Vi
and h = Hy. OJ
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Chapitre 3

Solutions of some nonlinear parabolic
equations with initial blow-up

Ce chapitre est constitué d’un article a paraitre dans Quaderni di Mathematica dans
lequel on étudie I'existence et 'unicité de solutions de dyu — Au+u? = 0 (¢ > 1) dans
Q0 x (0,00) o1 © C R est un domaine & bord compact, avec les conditions u = f > 0 sur
082 x (0, 00) et la condition initiale lim;_,o u(z,t) = oco. Utilisant la théorie des opérateurs
maximaux monotones dans les espace de Hilbert établie par Brézis, on construit une
solution minimale quand f = 0, peu importe la régularité du bord du domaine. Lorsque
0f) satisfait le critere parabolique de Wiener et f est continue, on construit une solution
maximale et on démontre qu’elle est la solution unique qui explose en ¢ = 0.

71



72




Chapitre 3. Solutions of some nonlinear parabolic equations with initial blow-up 73

Solutions of some nonlinear parabolic equations with
initial blow-up ©

Waad Al Sayed Laurent Véron

Laboratoire de Mathématiques et Physique Théorique,
Université Francois Rabelais, Tours, FRANCE

Abstract We study the existence and uniqueness of solutions of dyu — Au+u? =0 (¢ > 1)
in Q x (0,00) where Q2 C RY is a domain with a compact boundary, subject to the conditions
u=f >0 on 0N x (0,00) and the initial condition lim; ,ou(x,t) = co. By means of Brezis’
theory of maximal monotone operators in Hilbert spaces, we construct a minimal solution when
f = 0, whatever is the regularity of the boundary of the domain. When 0f2 satisfies the parabolic
Wiener criterion and f is continuous, we construct a maximal solution and prove that it is the
unique solution which blows-up at ¢ = 0.

1991 Mathematics Subject Classification. 35K60.

Key words. Parabolic equations, singular solutions, semi-groups of contractions, maximal monotone operators, Wiener

criterion.

1 Introduction

Let Q be a domain of RY (N > 1) with a compact boundary, Q5% = Q x (0, 00) and
g > 1. This article deals with the question of the solvability of the following Cauchy-
Dirichlet problem P/

O — Au+ ul”fu =0 in QS
u=f on 09 x (0,00) (1.1)
lim; o u(x,t) = 0o Vo € Q.
If no assumption of regularity is made on 0f2, the boundary data u = f cannot be
prescribed in sense of continuous functions. However, the case f = 0 can be treated if the

vanishing condition on 9 x (0, 00) is understood in the H} local sense. We construct a
positive solution u, of (1.1 ) with f = 0 belonging to C(0, c0; Hy(2) N L4+1(Q)) thanks

(W To appear in Quaderni di Mathematica
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to Brezis results of contractions semigroups generated by subdifferential of proper convex
functions in Hilbert spaces. We can also consider an internal increasing approximation
of © by smooth bounded domains Q" such that 2 = U,2". For each of these domains,
there exists a maximal solution g« of problem P?"°. Furthermore the sequence {tig.}
is increasing. The limit function ug := lim,,_. Ug» is the natural candidate to be the
minimal positive solution of a solution of P*°. We prove that u,, = uq. If 9Q satisfies the
parabolic Wiener criterion [9], there truly exist solutions of P°. We construct a maximal
solution ug of this problem. Our main result is the following :

Theorem 1. If 0S) is compact and satisfies the parabolic Wiener criterion, there holds
In the last section, we consider the full problem P*/. Under the same regularity and

boundedness assumption on d€2 we construct a maximal solution ug y and we prove

Theorem 2. If 002 is compact and satisfies the parabolic Wiener criterion, and if f €
C(0,00; 9Q) is nonnegative, Ugq ¢ is the only positive solution to problem P/,

These type of results are to be compared with the ones obtained by the same authors
[1] in which paper the following problem is considered

O — Au+ |ulilu =0 in Q%
Wit 200) -0 u(z,t) = oo locally uniformly on (0, c0) (1.2)

u(z,0)=f  Veel

In the above mentioned paper, it is proved two types of existence and uniqueness result
with f € L (Q), f > 0 : either if 9Q = 9Q" and 1 < ¢ < N/(N — 2), or if 99 is locally

loc
the graph of a continuous function and ¢ > 1.

Our paper is organized as follows : 1- Introduction. 2- Minimal and maximal solutions.
3- Uniqueness of large solutions. 4- Bibliography.

2 Minimal and maximal solutions

Let ¢ > 1 and Q be a proper domain of RY, N > 1 with a non-empty compact
boundary. We set QS = Q2 x (0, 00) and consider the following problem

u(z,t) =0 on 99 x (0,00). (2.1)

{ Ou—Au+u?=0 in Q x (0,00)
If there is no regularity assumption on 02, a natural way to consider the boundary
condition is to impose u(.,t) € H} (). The Hilbertian framework for this equation has
been studied by Brezis in a key article [2] (see also the monography [3] for a full treatment
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of related questions) in considering the maximal monotone operator v — A(v) := —Av +
|v]971v seen as the subdifferential of the proper lower semi-continuous function

1 1
/ <§|VU|2 + 1 |U|q“> dr ifve Hy ()N LIr(Q)
Q q

% if v ¢ HH(Q) N LI (9).

Ja(v) = (2.2)

In that case, the domain of A = d.Jg is D(A) := {u € H}(Q) N LTY(Q) : Au € L*(Q)},
and we endow Dq(—A,) with the graph norm of the Laplacian in H} ()

1/2
[0l py(—n) = (/Q ((Av)* + |Vol* + v*) dx) .

Brezis’ result is the following.

Theorem 2.1 Given uy € L?*(f2) there exists a unique function v € L2 (0, 00; Do(—A))N

loc

C(0,00; H3(2) N LTT(Q)) such that d,v € L} (0, 00; L*(9)) satisfying

loc

o q—1, — . Q
{atv Av+ |7 lv =0 a.e. in Q] (2.3)

v(.,,0) =up a.e. in Q.

Furthermore the mapping (t,ug) — v(t,.) defines an order preserving contraction semi-
group in L?(), denoted by S972(t)[ug], and the following estimate holds

1
10w (s ) 2() < o [uoll 120 - (2.4)

From this result, we have only to consider solutions of (2.1 ) with the above regularity.

Definition 2.2 We denote by Z(Q%) the set of positive functions u € L2 (0, 00; Do(—A))N

loc

C(0,00; H3(€2) N L)) such that d,u € L2 (0, 00; L?(2)) satisfying

loc
Ou — Au+ |u|*tu =0 (2.5)
in the semigroup sense, i. e.

d

d_;b + 0Jo(u) =0 a.e. in (0, 00). (2.6)
If © is not bounded it is usefull to introduce another class which takes into account the
Dirichlet condition on 9 : we assume that Q° C Bg,, denote by Qr = QN Br (R > Ry)
and by H!(Qg) the closure in H}(Qg) of the restrictions to Qg of functions in C§°(12),

thus we endow Dgq,(—A,) with the graph norm of the Laplacian in H}(Qg)

1/2
||U||DQR(—A) = (/Q ((AU)Q + |Vv|2 + 1)2) dx) .
R



76 2. Minimal and maximal solutions

Definition 2.3 If Q is not bounded but Q¢ C Bpg,, we denote by Z(Q%) the set of
positive functions u € L2 _(QS}) such that, for any R > Ry, u € L2 (0, 00; Dq,(—A)) N

loc loc

C(0, 00; HY(QR) N LITY(QR)), du € L2 (0, 00; L2(QR)) and u satisfies (2.5 ) a. e. in Q<.

loc

);
Lemma 2.4 If u € Z(Q%}) or Z(Q%ke), its extension @ by zero outside 2 is a sub-
solution of (2.1 ) in (0,00) x RY such that @ € C(0,00; H}(RY) N LIHRY)) and
oy € LY (0, 00; L2(RN)).

loc

Proof 31 The proof being similar in the two cases, we assume {2 bounded. We first notice
that @ € C(0, 00; HE (RY)) since 1]l 172 vy = lll 3 - For 6 > 0 we set

r—30/2 if r > 20
Ps(ry=1<¢ r%/20 —r+6§/2 ifd<r<2)
0 ifr<$§

and denote by us the extension of Ps(u) by zero outside Q5. Since us; = P§(u)dyu, then
usy € L7.(0,00; L*(RY)) and |lus|| ;2 < [|Oul| 2. In the same way Vus; = Pi(u)Vu, thus

loc
us € L2 (0, 00; H(RY)) and ||u5||H6 < ||u||Hé Finally —Aus = —P}(u)Au— P} (u) |Vul”.
Using the fact that Pju? > uf, we derive from (2.6 )
(‘9tu5 — Aw; + Ug S 0
in the sense that

// (OrusC + Vus. V¢ + ull) dedt <0 (2.7)
Q%Y

for all ¢ € C°((0,00) x RY), ¢ > 0. Actually, C*((0,00) x RY) can be replaced by
L2(e,00; HY(RY)) N LY ((e,00) x RY). Letting 6 — 0 and using Fatou’s theorem implies
that (2.7 ) holds with wus replaced by . O

Lemma 2.5 For any u € Z(Q%), there holds

1

1/(g—1)
u(z,t) < (m> =g (t) V(x,t) € QY. (2.8)

Proof 32 Let 7 > 0. Since the function ¢, . defined by ¢, -(t) = ¢,(t —7) is a solution of
Por + P =
and (u — ¢y, )4 € C(0,00; H}(2)), there holds
1d

2 dt Q(U - ¢q,‘r>id(1} + / (VUV(u — (bqﬂ_)Jr + (u? — g"r)(u . ¢q,7)+) dedt — 0.

Q%
Thus s — ||(uv — ¢g,7)+(5)|| ;2 is nonincreasing. By Lebesgue’s theorem,

lim f[(u = @g.r)+(s)ll 2 = 0,

thus u(z,t) < ¢,.(t) a.e. in Q. Letting 7 | 0 and using the continuity yields to (2.8 ).
0
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Theorem 2.6 For any ¢ > 1, the set Z(Q%) admits a least upper bound ug, for the order
relation. If ) is bounded, u,, € Z(QS}); if it is not the case, then u, € Z(Q%4°).

Proof 33 Step 1- Construction of ug, when 2 is bounded. For k € N* we consider the
solution v = vy, (in the sense of Theorem 2.1 with the corresponding maximal operator in
L*(Q)) of
0w — Av+0v1=0 in  x (0, 00)
oz, t) =0 in 902 x (0, 00) (2.9)
v(z,0) =k in €.

When k& — 00, vy, increases and converges to some ug,. Because of (2.8 ) and the fact that 2
is bounded, uq(t) € L*(Q). It follows from the closedness of maximal monotone operators
that ug € L2 (0, 00; Do(—A)) N C(0,00; HY Q) N LITYQ)), dug € LE,(0,00; L2(2)) and

loc loc

ds—tﬂ + 0Ja(ug) =0 a.e. in (0,00). (2.10)
Thus ug € Z(Q%2). For 7,€ > 0, the function t + uq(x,t —7) + € is a supersolution of (2.1
). Let uw € Z(QL); for k > ¢,(7), the function (x,t) — (u(z,t) — ug(z;t —7) — €)1 is a
subsolution of (2.1 ) and belongs to C(7, 00; Hi(€2)). Since it vanishes at t = 7, it follows
from Brezis’ result that it is identically zero, thus u(x,t) < ug(x,t—7)+e€. Letting e, 7 | 0
implies the claim.

Step 2- Construction of ug when € is unbounded. We assume that 02 C Bp, and for
n > Ry, we recall that Q, = QN B,,. For k > 0, we denote by uq_the solution obtained
in Step 1. Then uq = limy_.o vpr Where v, is the solution, in the sense of maximal

operators in 2, of
dvn,k

+ 0Jq, (Unk) =0 a.e. in (0,00
dt (tre) (0, 00) (2.11)

Un,k(()) = k.

It follows from Lemma 2.4 that the extension v, by 0 of v, in €2,,41 is a subsolution for
the equation satisfied by vy, with a smaller initial data, therefore v, < v,414. This
implies ug < ugq,,,. Thus we define ug = lim, . uq . It follows from Lemma 2.5 and
standard regularity results for parabolic equations that u = wu, satisfies

Ou—Au+u?=0 (2.12)
in QS!. Multiplying
d
—fljj +0Ja, (1o, ) =0 (2.13)

by n*ug, where n € C5°(RY) and integrating over €2,, yields to

d
2_15/ g, do + / (IVug, P +ub ) e +2 [ Vug, Vnnug, de =0,
Qn . o
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Thus, by Young’s inequality,

d
2” 1dt/ n g?zndx—l—/g (2*1|Vg9n|2+u32+1) *dx < 2/Q IVn*ug, de.

If we assume that 0 < n <1,n=1on B (R > Ry) and n = 0 on BS, we derive, for
any 0 < 7 <,

t
2_1/ gén(.,t)nzdva// | Vug, | +uq+1> n*dxds
Qn T Qn
< 2/ / ud |Vn|*dads + 2_1/ ug (., 7)nPdx.
T Qn Qn

(2.14)
From this follows, if n > 2R,
271 / t)dz + / / 2 Vg, \ + uq“) dxds < CRN(t + 1)7r~2/(a=1),
QﬂBR QNBg
(2.15)

If we let n — oo we derive by Fatou’s lemma

t
21/ Q?Z(,7t)dx+// 1|V, | —i—uqH) duds < CRN(t+ 1)7_72/(1171)'
QﬂBR QﬁBR

(2.16)
For 7 > 0 fixed, we multiply (2.13 ) by (¢t — 7)n*dug, /dt, integrate on (7,t) x €, and get
2

d 2 d \v4 2 q+1
(t — T)/ Mo, nidr + —(t — T)/ [Vitg, + = n?dx
o dt A\

dt q+1

|VQQ |2 ug;rl 2 d
/Qn ( 5 + I+1 T T / Vug .V dt

< (t—r)/ dug,
< o

Since

2

t 7'

dt

du
/ Vug, .Vn Z;Z" dx n2da:+4(t—7-)/g \an|2|Vn|2dx,

we get, in assuming again n > 2R,

t 2 |VUQ |2 q+1
-1 S—T 2dxds + (t — 7 / + = 2dx

t
<t [ (=) [ Vo, [* [V dus.
T Q
(2.17)

S
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from which follows,

L

dgﬂn

dt

2 2 g+l
\%
dxds + (t — T)/ [Vila, | + U
QNBgr 2 q+1

¢
§4/ (5—7’)/ ‘Vgﬂnfdxds.
T QNBsogr
(2.18)

The right-hand side of (2.18 ) remains uniformly bounded by 8C(2R)™ (t — 7)tr=2/a=1
from (2.15 ). Then

t d 2 \V/ 2 q+1
2_1/ / (s —7) Z0n | drds + (t — T)/ [Vito, + U
r JONBg dt QNBgr 2 q+1
<8C(2R)N(t — r)tr~¥(@-b

(2.19)
By Fatou’s lemma the same estimate holds if ug_ is replaced by ug. Notice also that this
estimate implies that ug vanishes in the Hj-sense on 92 since nu, € Hy () where the
function n € C§°(RY) has value 1 in Br and Q¢ C Bg. Moreover estimates (2.16 ) and
(2.19 ) imply that ug, satisfies (2.12 ) a.e., and thus it belongs to Z(Qke).

Step 3- Comparison. At end, assume u € Z(QS}). For R > ng let Wy be the maximal
solution of

“AWr+W2%=0 in Bg. (2.20)
Existence follows from Keller-Osserman’s construction [5],[8], and the following scaling
and blow-up estimates holds

Wg(z) = R~¥@YW,(z/R), (2.21)

and
Wr(r) = Cy(R — |2])~2 @ D(1 4+ o(1)) as |z| — R. (2.22)
For 7 > 0 set v(z,t) = u(x,t) — ug(z,t —7) — Wg(x). Then v, is a subsolution. Since
v(.,,7) € L*Q), limg, [[v (., 8)||r2 = 0. Because nu, € Hj(Q) for n as above, nu, €
Hi (). Next, suppvy C QN Bg. Since u, ug, are locally in H', we can always assume that

their restrictions to 0Bpr x [0, T] are integrable for the corresponding Hausdorff measure.
Therefore Green’s formula is valid, which implies

t t
—// Avgixdt—// Vo, [*dzdt ¥t > T.
T QNBRr 7 JONBR
Therefore

t
/ 02 (z, t)dx—i—/ / (Ve ? + (u = (ug (., t — 7) + Wg)¥)vy ) dedt < / 02 (z,8)dx.
QNBRr T JQNBgR

QNBgr

We let s | 7 and get vy = 0, equivalently u(x,t) < ug(x,t — 7) + Wg(z). Then we let
R — o0 and 7 — 0 and obtain u(z,t) < ug(z,t), which is the claim. O
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Corollary 2.7 Assume Q! C Q2 C RY are open domains, then ug: < ug2. Furthermore,
if O = UQ" where Q" C Q"' then

lm wg. = ug, (2.23)

locally uniformly in Q2.
Proof 34 The first assertion follows from the proof of Theorem 2.6. It implies

Tim ug. = ug < ug,
and ug, is a positive solution of (2.5 ) in Q. There exists a sequence {ug,,} C L?(£2) such
that S9%(t)[ug.m] T uq as n — oo, locally uniformly in Q2. Set g mn = UomXgn ; Since
Uomm — Ugm 0 L2() then S%72()[ugma] T S%72()[ug.m] in L2(0, 00; L*(Q)). If Ty is
the extension of v,,, = 597" (.)[ug,mn] by zero outside Q¥ it is a subsolution smaller
than S972(.)[ugmn] and n — T, is increasing; we denote by 7, its limit as n — oo.
Since for any ¢ € Cg' ([0, 00) x Q) we have, for n large enough and s > 0,

_ / s / (Brum (O0C + AQ)) dadt — / o mnC (2, 0)dar — / B (2, 8)C (2, ) d,
0 JQ Q Q

it follows

/ / (¢ + AC)) ddt = /Q oz, 0)dz — / (2, 5)C (1) .

Q

Clearly @y, is a solution of (2.5 ) in Q%». Furthermore

im0, (t,.) = up,m a.e. in .
t—0 ’

Because
[0m(t,.) = vomll 20y < 2 uomll o)

it follows from Lebesgue’s theorem that ¢ — 0,,(t,.) is continuous in L?(2) at ¢ = 0.
Furthermore, for any ¢ > 0 and h € (—t,t), we have from 2.4 |

3 < Inl
||Um,n(t+h, ) Umn( )||L2 Qn) = t\/_ || Omn||L2 (Qn)

" (2.24)

= [t 47 ) = Bt ) < 775 w0l o)

Thus ,,, € C([0, 00); L2(€2). By the contraction principle, @, = S22 (#)[ug ] is the unique
generalized solution to (2.3 ). Finally, there exists an increasing sequence {ug,} C L*(Q)
such that for any ¢ > 0, and 7 > 0,

0 < ug — S%2(t)[ugm] < €/2
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on [r,00) x Q. For any m, there exists n,, such that
0 < S%2 () [ugm] — T < €/2
Therefore
0 <ug—ugn <€
on [1,00) x Q,. This implies (2.23 ). O

We can also construct a minimal solution with conditional initial blow-up in the
following way. Assuming that Q0 = UQ™ where Q™ are smooth bounded domains and
Qm c Q™ We denote by u,, the solution of

Oty — Aty + [t | Y, = 0 in QL
Um =0 in 002" x (0, 00) (2.25)
limy o um(z,t) = 0o locally uniformly on 2.
Such a u,, is the increasing limit as £ — oo of the solutions Urn, of the same equation,
with same boundary data and initial value equal to k. Since Q" c Q™ Uy < Uy
We extend wu,, by zero outside Q™ and the limit of the sequence {u,,}, when m — oo

is a positive solution of (2.5 ) in Q2. We denote it by ug. The next result is similar to
Corollary 2.7, although the proof is much simpler.

Corollary 2.8 Assume Q! C Q2 C RY are open domains, then ug: < ug2. Furthermore,
if Q =UO" where Q" C Q"L then

lim ugn = ugq, (2.26)

locally uniformly in QS!.
Proposition 2.9 There holds ug = ug.

Proof 35 For any m,k > 0, @, , the extension of u,,; by zero in QY™ is a subsolution,
thus it is dominated by ug. Letting successively k& — oo and m — oo implies ug < uq. In
order to prove the reverse inequality, we consider an increasing sequence {u,} C Z(Q%})
converging to ugq locally uniformly in Q. If 2 is bounded there exists a bounded sequence
{ugox} which converges to u,(.,0) = ugo in L2(2) and S72()[ugor] — S72(.)[ueg] in
L>=(0, 00; L*(€2)). Therefore

SaJQ(.)[’LLg707k] <ung — SaJQ(.)[Ug’O] < up — U < ugq. (227)

Next, if 2 is unbounded, = UQ", with Q™ C Q"' are bounded, we have

lim ug. = ug

n—oo
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and
lim ugrn = ug

n—oo

by Corollary 2.7 and Corollary 2.8. Since ugn. = uqn from the first part of the proof, the
result follows. ]

Remark 2.1 By construction ug is dominated by any positive solution of (2.12 ) which
satisfies the initial blow-up condition locally uniformly in . Therefore, ug = ug is the
minimal solution with initial blow-up.

If ©2 has the minimal regularity which allows the Dirichlet problem to be solved by
any continuous function g given on 92 x [0,00), we can consider another construction
of the maximal solution of (2.1 ) in Q% . The needed assumption on 9 is known as the
parabolic Wiener criterion [9] (abr. PWC).

Definition 2.10 If 0 is compact and satisfies PWC, we denote by Jpe the set of
v € C((0,00) x Q) N OC%H(QY) satisfying (2.1 ).

Theorem 2.11 Assume ¢ > 1 and {2 satisfies PWC. Then Jpe admits a maximal element
uq.

Proof 36 Step 1- Construction. We shall directly assume that €2 is unbounded, the boun-
ded case being a simple adaptation of our construction. We suppose ¢ C Bpg,, and for
n > Ry set 0, = QN B,. The construction of u, is standard : for k € N, we denote by
vy = vy, the solution of (2.9 ). Lemma 2.5 is valid for vj. Notice that uniqueness follows
from the maximum principle. When k — oo the sequence {v;} increases and converges
to a solution u, of (2.12 ) in Qgq,. Because the exterior boundary of 2, is smooth, the
standard equi-continuity of the sequence of solutions applies that w,(z,t) = 0 for all (z,t)
s.t. x| = n and t > 0. In order to see that u,(x,t) = 0 for all (x,t) s.t. z € 0Q and t > 0,
we see that u,(z,t) < ¢-(z,t) on (1,00) X Q,, where

Oy — Ay + 071 =0 in Q%
Or(2,7) = ¢g(1) in Q (2.28)
¢ (x,t) =0 in 0Q x [1,00)

Such a solution exists because of PWC assumption. Since vy, is an increasing function
of n (provided the solution is extended by 0 outside €2,,) and k, there holds @,, < u,1; in
QL If we set
EQ = lim ﬁn,
n—oo
then g < ¢, for any 7 > 0. Clearly g is a solution of (2.12 ) in Q2. This implies that
T is continuous up to JQ x (0,00), with zero boundary value. Thus it belongs to Jpe .

Step 2- Comparison. In order to compare uq to any other u € Jpe , for R > Ry we set
Vpr(2,t) = Ug(z,t — 7) + Wg(z), where Wx is the maximal solution of (2.20 ) in Bg.
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The function (v — vg,)+ is a subsolution of (2.12 ) in QN Br x (7,00). It vanishes in a
neighborhood on 9(Q2 N Bg) x (1,00) and of Q N Br x {r}. Thus it is identically zero.
If we let R — oo in the inequality v < vg, and 7 — 0, we derive u < g, which is the
claim. ]

Proposition 2.12 Under the assumptions of Theorem 2.11, g € Z(Q%}) if Q2 is bounded
and g € Z(Q%ec) if Q is not bounded.

Proof 37 Case 1 : Q) bounded. Let Q™ be a sequence of smooth domains such that
Q" cOrc Q" cQ
and U,Q" = Q. For 7 > 0, let u,,, be the solution of
Optln 7 — At +ud =0 in Q" x (1,00)

Up (., T) =Tq(.,,7) in Q" (2.29)

Upr(2,t) =0 1in OQ™ X [T, 00)
Because Tq(.,7) € C*(Q"), tn, € C*(Q" x [,00)). By the maximum principle,

0 <uq(.,t) — Un-(.,t) <max{ug(z,s) : (z,s) € 00" x [1,t]} (2.30)

for any ¢ > 7. Because g vanishes on 02 x [, t], we derive

lm i, » = T (2.31)

n—oo

uniformly on Q x [7,t] for any t > 7, where 4, , is the extension of w,, by zero outside
Q,. Applying (2.15 ) and (2.19 ) with n =1 to 4, in 2 yields to

2” / dx—i—// Vi, .| + agt!) duds < C(t + 1)7~ /@), (2.32)

t ~ 2 ~g+1
1/ /(s — 7)(0sTin - )*dds + (t — r)/ ('VHQ"’T’ 4 mr ) (t,.)dx < C(t — r)tr=2/a=D),
T JQ Q

q+1
(2.33)
Letting n — oo and using (2.31 ) yields to
/UQ t)dx +/ / Vol +uht!) deds < C(t + 1)1/, (2.34)
and
t |2 =q+1
9-1 / / (5 — 7)(0s10)2dads + (£ — 7) / ('WQ| 4+ Ho ) (t, )dz < C(t — 1)t/

(2.35)
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Since L2(7,t; H}(Q)) is a closed subspace of L*(7,t; H(Q2)), for any 0 < 7 < t, uqg €
L% (0,00; H}(Q)). Furthermore d,uq € L2 (0, 00; L*(€2)). Because ugq satisfies (2.12 ), it
implies ug € Z(Q%).

Case 2 : Q unbounded. We assume that 2 C Bp,. We consider a sequence of smooth
unbounded domains {Q"} C Q (n > 1) such that sup{dist (x,Q°) : x € 90"} < 1/n as
n — oo, and , thus U,Q" = Q. For m > Ry we set Q" = QN B,,. Therefore Q7 C Q" C

Qrtl and U, Q8 = Q. For 7 > 0, let « = ., , be the solution of

(( Qu—Au+u?=0 in Q" x (1,00)

u(.,7) =Tg(.,7) in Q,

u(z,t) =0 in Q" x [1,00) (2.36)
u(.,7) =T7q(.,7) in 0B, x (1,00).
\
By the maximum principle,
0 <Tg(.,t) = Umpr(.,t) < max{ug(z,s): (z,s) € 0Q" x [1,t]} — 0, (2.37)

as n — 0. Next we extend wy, , by zero in 2\ ©,, and apply (2.15 )-(2.19 ) with 7 as in
Theorem 2.6 and m > 2R. We get, with Qg = QN Bpg,

t
27! / Uiy, (5 D) d + / / (27 [V, |” +ulfl ) dods < CRN (¢ + 1)7-2/(@ 1),
Qr T JQg

(2.38)
and

A
22.39)

We let successively m — oo and n — oo and derive by Fatou’s lemma and (2.37 ) that
inequalities (2.38 ) and (2.39 ) still hold with g, instead of t,, , ;. If we denote by H}(Qr)
the closure of the space of C*°(€2z) functions which vanish in a neighborhood on ¢, then
(2.38 ) is an estimate in L?(7,t; H}(Qg)) which is a closed subspace of L?(7,t; H'(Qg)).
Therefore g € L},.(0, 00; H} (Qr)). Using (2.39 ) and equation (2.12 ) we conclude that

loc

un € I(Q&OC) O

We end this section with a comparison result between u, and ug.

At r

dt

2 1
an’TQ ugr—:_nT
d:r;ds+(t—7')/ (| U] + ”)d:c

<8C(2R)N(t — 7)tr—2/la-1

Theorem 2.13 Assume ¢ > 1 and 2 satisfies PWC. Then uq = ug.

Proof 38 By Proposition 2.9 and Theorem 2.11-Step 2, ug < uq. If 2 is bounded, we can
compare uq(.,.) and ug(. +7,.) on Q x (0, 00). Since u,, the least upper bound of Z(Q%)
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belongs to Z(Q), and uq(. + 7,.) € Z(Q%) we derive ug(. + 7,.) < uq(.,.), from which
follows ug < ug. Next, if €2 is not bounded, we can proceed as in the proof of Theorem 2.6
by comparing ug(.,.)+Wg and ug(.+7,.) on Qg x (0,00), where Wy is defined in (2.20 ).
Because (tq(. + 7,.) — uq(.,.) — Wg(.)), is a subsolution of (2.12 ) in Q% which vanishes
at t = 0 and near Qg x (0,00); it follows T(. +7,.) < ug(.,.) + Wg(.). Letting R — oo
and 7 — 0 completes the proof. O

3 Uniqueness of large solutions

Definition 3.1 Let ¢ > 1 and 2 C RY be any domain. A positive function u € C*1(Q%)
of (2.12 ) is a large initial solution if it satisfies

lir%u(%t) =00 V€, (3.1)

uniformly on any compact subset of €.

We start with the following lemma

Lemma 3.2 Assume u € C*'(Q%,) is a large solution of (2.12 ), then for any open subset
G such that G C (), there holds

1 1/(g—1)
2ltilrrtl)tl/(q_l)u(m,zf) =4 = <—1) uniformly in G. (3.2)
— q —_

Proof 39 By compactness, it is sufficient to prove the result when G = B, and Ep C
By C Q. Let 7 > 0; by comparison, u(z,t) > up (v, + 7) for any (z,t) € Q% . Letting
T — 0 ylelds to u > up ,. Next for 7 > 0,

Gg(t +7) <up,(x,1) + use, (z,t) + Wg(z) V(z,t) € QiN.
Similarly
max{up (v, +7), upe, (x,t+7)} < @g(t) + Wg(x) Y(z,t) € Qr.
Letting R — oo and 7 — 0,
max{qu,,uB;/} < ¢q<up,+ upe, in QHOEN.

For symmetry reasons, « — upe (x,t) is radially increasing for any ¢ > 0, thus, for any
P
p < p and T > 0, there exists C), 7 > 0 such that

UBC, (.T,t) S Cp,T V(.flf,t) € Bp X [O,T]
Therefore

PH& tl/(q’l)qu, (x,t) = ¢, uniformly on B,.
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Because
up,, (,t) < u(x,t) < ¢q(t) V(x,t) € Q

o0

3.2 ) follows. 0
(32)

As an immediate consequence of Lemma 3.2 and (2.23 ), we obtain

Proposition 3.3 Assume ¢ > 1 and 02 is compact. Then ugq is a large solution.

We start with the following uniqueness result

Proposition 3.4 Assume ¢ > 1, Q satisfies PWC, 02 is bounded, and either €2 or Q¢
is strictly starshaped with respect to some point. Then ug is the unique large solution
belonging to J(Q%).

Proof 40 Without loss of generality, we can suppose that either {2 or Q¢ is strictly star-
shaped with respect to 0. By Theorem 2.11, ug exists and, by (2.23 ) and Lemma 3.2,
it is a large solution. Let u € J(Q%) be another large solution. Clearly u < %g. If  is
starshaped, then for k > 1, the function uy(z,t) := k2@~ Yu(kx, k*t) is a solution in Qq,,
with € := k7. Clearly it is a large solution and it belongs to J(Qq, ). For T € (0,1),
set uy - (z,t) = ug(x,t — 7). Because 0f2 is compact,

lﬁrll dp (09, 00) =0,

where dy denotes the Hausdorff distance between compact sets. By assumption ug €
C([r,00) x Q) vanishes on [, 00) x 95, thus, for any e > 0, there exists ko > 1 such that
for any
k€ (1,ko] = sup{uq(z,t) : (z,t) € [1,1] x 0} < e.

Since uy , + € is a super solution in Qq, which dominates ug on [, 1] x 0, and at t = T,
it follows that ug, + € > Tg in (7,1] x €. Letting successively & — 1, 7 — 0 and
using the fact that e is arbitrary, yields to u > %g in (0,1] x © and thus in Q. If Q° is
starshaped, then the same construction holds provided we take k& < 1 and use the fact
that, for R > 0 large enough, uy , + €+ Wk is a super solution in Qq,np, Which dominates
U on [1,1] x Q) N Bg and at t = 7. Letting successively R — oo, k — 1, 7 — 0 and
€ — 0 yields to u > ug O

As a consequence of Section 2, we have the more complete uniqueness theorem

Theorem 3.5 Assume ¢ > 1, Q C R" is a domain with a bounded boundary 9 sa-
tisfying PWC. Then for any f € C(9Q x [0,00)), f > 0, there exists a unique positive
function u = 7o € C(Q x (0,00)) N C*H(QS) satisfying
O — Au+ |ulilu =0 in Q%
u=f 1in 0Q x (0,00) (3.3)

lim; o u(x,t) = oo locally uniformly on €.
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Proof 41 Step 1 : Existence. It is a simple adaptation of the proof of Theorem 2.11. For
k,7 > 0, we denote by u = uy, , s the solution of

O — Au+ u|T'u =0 in Q x (1,00)
u=f 1in 00 x (1,00) (3.4)
u(x,7) =k on Q.

Notice that uy , s is bounded from above by @q(.,. — 7) 4+ vy, where vy, = v solves

O —Av+ w7l =0 inQx (1,00)
v=f indQx (1,00) (3.5)
v(z,7) =0 on Q.

If we let kK — oo we obtain a solution u - of the same problem except that the condition
at t = 7 becomes lim,_,, u(z,t) = 0o, locally uniformly for € Q. Clearly u ,,; dominates
in Q x (7,00) the restriction to this set of any u € C(2 x 00)) N C*(Q2) solution of (3.3
), in particular uq. Therefore oo rf > Uoo v r in X (7,00) for any 0 < 7/ < 7. When
T — 0, U ¢ converges to a function u; which satisfies the lateral boundary condition
Uq,r = f. Therefore g f satisfies (3.3 ).

Step 2 : Uniqueness. Assume that there exists another positive function v := uy € C (Q x
(0,00)) N C*H(QL) solution of (3.3 ). Then u; < g ;. For 7 > 0, consider the solution
v := v, of
v —Av+ u[Tlv=0 inQ x (1,00)
v=0 indQ x (1,00) (3.6)
v(z,7) =us(z,7) on Q.

Then v, < uyin  x (7,00). In the same way, we construct a solution v : ¥, of the same
problem (3.6 ) except that the condition at t = 7 is now v(z, 7) = Ugq,¢(z, ) for all x € Q.
Furthermore v, < 0, < g . Next we adapt a method introduced in [6], [7] in a different

context. We denote
Zy =Tqs—us and Zy, = 0; — v, (3.7)

and, for (r,s) € R3,

rd—gd
h(r,s):{ p— ifr#s
0 ifr=s.

Since r +— 9 is convex on R, there holds

{7"0230,7”1231

> .
r1 > To, S1 = So = h{r1, 1) 2 h(ro, so)

This implies
h(uq,f,up) > h(0;,v,) in Q X [1,00). (3.8)
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Next we write

0= 8t(Zf - ZOJ) - A(Zf - Z()’q—) +E?2,f - u‘} - (f)g_ — Ug)

3 (3.9)
= 0 Zs = Zo7) = A(Zs = Zoz) + WU, up) Zg — (07, 07) Zo s
Combining (3.8 ), (3.9 ) with the positivity of Z; and Z ., we derive
W(Zy—Zor)— A(Zy — Zor) + h(ug g, up)(Zf — Zyr) <0, (3.10)

in 2 x (7,00). On 90 x [1,00) there holds Zy — Zy, = f — f = 0. Furthermore, at
at t = 7, Zp(x,7) — Zo (2, 7) = Tgp(x,t) — up(z,7) — Ug p(x,t) + us(x,7) = 0. By
the maximum principle, it follows Z; < Z;, in Q x [r,00). Since 7 > 7/ > 0 implies
v (2, 7) = up(x,7) > vo(z,7) and 0, (x, 7) = Uq f(x,T) > Uy (x,7), the sequences {v,}
and @, converge to some functions {vy} and 7y which belong to C(Q x (0,00)) NC**(Q%)
and satisfy (3.3 ) with f =0 on 992 x (0, 00). Furthermore

ﬂij—Uf Sfio—vo. (3.11)

Since g § > Ugq, Uy > Uq, which implies that 0y = g by the maximality of ug. If € is
any smooth bounded open subset such that Q0 C Q there holds by an easy approximation
argument vy > ug in Q' x (0, 00). Therefore vy > uq = ug = Uq, by Proposition 2.9 and
Theorem 2.13. Applying again Theorem 2.13 we derive that the right-hand side of (3.11
) is zero, which yields to g 5 = uy O
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Chapitre 4

Solutions de quelques équations
paraboliques nonlinéaires explosant
ent=0 et au bord d’un domaine

Dans ce chapitre, on étudie I'existence et 'unicité du probleme (P) : Oyu — Au+u? =0
(¢ > 1) dans Q2 x (0,7), u = oo sur I x (0,7) et u(.,0) = oo dans €, ou 2 est un
domaine borné de RY. On construit une solution maximale, et on démontre que cette
solution maximale est I'unique grande solution.
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Chapitre 4. Solutions de quelques équations paraboliques nonlinéaires explosant en ¢t = 0 et au
bord d’un domaine 93

1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie la notion de “GRANDE SOLUTION” pour I’équation
parabolique
0w — Au+u? =0 dans Q = Qx]0, 7T (1.1)

oll  est un domaine borné de RY et ¢ > 1.
Dans la cas elliptique, le probleme

lim w(z) = 0 sur 0N

p(z)—0

—Au+g(x,u) = 0 dans €
(Eq

avec g € C' (2 x R;R+) et p(z) est la distance d'un point = de € au bord de €2, est étudié
d’abord par Bierberbach et Rademacher [4], [12] dans le cas ou g(u) = e* et N =2 ou 3.
Apres, Loewner et Nirenberg [8] ont prouvé 'existence et 1'unicité d’une fonction positive
u qui satisfait
Nt2
—%Au—kuf” 0 dans €

lim u(x) = sur 092
p(z)—0

8

ou 2 est un domaine borné régulier. En plus, Bandle et Marcus [1], [2], [3] ont démontré
I'unicité de la grande solution de

—Au+ul =0
ou g > 1 et 0N est régulier et compact. Pour les équations elliptiques de second ordre
—Lu+uf =0

Véron [14] a prouvé l'existence et 1'unicité de la grande solution de ces équations dans
le méme type de domaine. L’existence d’'une grande solution dépend de l'existence d'une
solution maximale qui elle méme dépend de la condition de Keller Osserman [6], [11].

Définition 1.1 Une fonction g € C(R,) satisfait la condition de Keller Osserman si il
existe une fonction croissante positive h tel que

o s pr 172
g(r) > h(r), Vr e Ry et / (/ h(s)ds) < 00, Ya>0.
a 0

Il est bien est connu [6], [11] que si g est croissante et satisfait la condition de Keller Osser-
man (le cas ou h = g) alors une grande solution existe dans tout domaine borné régulier.
L’unicité dans les domaines réguliers est établie sous des conditions supplémentaires sur
g (Bandle et Marcus [1], [2] et [3]). Ils ont établi les résultats suivants :
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Théoréme 1.1 Soit Q un domaine borné de RN avec un bord 0 qui est C? et g est une
fonction continue a valeurs réelles tel que

lim r~g(r) = 1,

r—00

g(r)

pour q > 1. On suppose que r — —= est croissante sur R} . Alors il existe une unique
grande solution positive de (Ey).
Imposant les conditions suivantes sur g rend 'unicité plus faible que celle établie dans le
théoreme 1.1 :

1. g est C' sur R, s’annulle en 0 et g est positive sur R},

2. g(Bt) < B fHg(t), ¥V B € (0,1), Vt > %0, pour un tg > 1let u > 1,

3. g(Bt) < pg(t),¥ e (0,1),Vt>0.
Le théoreme suivant (Véron [15]) est une adaptation d'un résultat de Iscoe [5].

Théoréme 1.2 On suppose que Q un domaine borné de RY étoilé par rapport a O et que
g est croissante et satisfait

Kh(k)g(p) < g(h(k)p +1(k)), (Vp € R,k > 1)(resp.(Vp > 0,k > 1)),

ou h (resp. 1) est une fonction continue définie sur (1,00) avec une limite 1 (resp. 0) en
1. Alors il existe au plus une grande solution (resp. une grande solution positive) de (E,)

dans Q.

Le cas ou g(u) = |u|?"'u avec ¢ > 1 est bien compris :
1. Il existe toujours une solution maximale.

2. La solution maximale est grande si et seulement si 0f) satisfait un critere de type
Wiener utilisant la capacité Cy , (prouvé par Labutin [7]), ce qui est toujours vrai
lorsque 1 < ¢ < N/(N —2).

3. Pour tout ¢ > 1, 'unicité est obtenue dans tout domaine €2 avec un bord compact
tel que OS2 est localement le graphe d’une fonction continue (Marcus-Véron [9]). Si
1 < q< N/(N —2), I'unicité est assurée lorsque 9Q = 9Q° (Véron [14]).

Labutin [7] a prouvé l'existence de solution de

lim u(x) = oo sur 09
p(x)—0

—Au+uf 'y = 0 dans Q
E)

Théoréme 1.3 Soit @ C RN, N > 3, un domaine borné, et soit ¢ > 1. Les affirmations
suivantes sont équivalentes :

1. (E) a une solution u € C? (Q)

loc
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2. L’ensemble Q¢ = RN\Q n'est pas fin, i.e.

/1 Coy (2N B (x,r))dr
0

N2 i +00 pour tout x € )°,

avec

On rappelle le critere de Wiener classique : un ouvert 2 de RV vérifie le critere de
Wiener si, pour tout o € 052,

/1 Ci2 (N B(o,7))dr
0

rN-2 r ’

ou (] 2 est la capacité électrostatique. Si €2 est un domaine avec un bord compact et vérifie
le critere de Wiener, alors pour toutes fonctions ¢ € C (02) et ¢ € Lge, (Q), une solution
au sens faible de

—Aw = 1 dans
w = ¢ sur 01}

est continue jusqu’au bord de (2.
Dans ce chapitre, on s’intéresse au probleme :

Ou—Au+u? = 0 dans Qx(0,7)
(P) p(lgliou(m, t) = oo pourtout te (0,T)
llein% u(z,t) = oo pourtout x €

Une solution de (P) est dite grande solution. On va étudier l'existence d'une solution
maximale de (1.1 ) ensuite prouver que cette solution est grande enfin montrer I'unicité
de la grande solution sous une condition sur le bord de €.

2 Explosion de la solution en ¢t = 0 et sur 0Qx|0,7T|

Soit le probleme

Ou—Au+u? = 0 dans Qx(0,7)
(P) p(li)rgou(x, t) = oo pourtout te (0,7T)
lin% u(z,t)u = oo pour tout x €

Une solution u € C' (2 x (0,7")) de (P) est dite grande solution.
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Lemme 1 Pour tout ¢ > 1 et pour toute solution u de ’équation (1.1 ), on a V (x,t) €
Qx(0,7)
u(z,t) < @q(t) + Ua(x), (2.1)

avec Uq(x) est la solution maximale de —Au+u? = 0 dans Q et ¢, (t) = ((¢ — 1)t)7 T est
le solution maximale de ¢; + % =0, t € (0,T) explosant en ¢t = 0.

Preuve
Soit (£2,,), une suite croissante de domaines réguliers tel que U,$2, = €. Pour tout n, la
fonction U, solution maximale de

—Au+u? =0 dans ,

est une solution positive de (1.1 ) dans 2, X (%,T). De méme, la fonction ¢, est une
solution positive de (1.1 ) dans Q, x (£,7’). Soit u une solution de (1.1 ). La fonc-
tion Ug, (z) + ¢4(t — 1/n) est une sur-solution positive de (1.1 ) dans € x (0,7). Ainsi,
(u(w,t —1/n) = Uq,(z) — ¢q(t —1/n)) . est une sous-solution de (1.1 ) dans € x (0,7).
En plus,

lim (u(z,t —1/n) = Uq,(z) — ¢4t —1/n)), dx =0,

t=1/n Jax(0,1)
par le théoreme de Lebesgue, (u(z,t —1/n) — Ug, (v) — ¢,(t — 1/n)), étant majorée par
u avec u € C(Qx (0,7)). De méme, (u(x,t—1/n) —Uq,(x) — ¢,(t —1/n)), = 0 sur
0 x (0,7). On déduit finalement que

u(z,t) < @,(t —1/n) + Uq, ().

Quand n tend vers I'infini,
u(z,t) < pq(t) + Ua(z),

ou Ug(z) est la solution maximale de —Au 4+ u? = 0 dans (.

Théoréme 2.1 Soit Q un domaine dans RY. Il existe une solution maximale pour (1.1

).

Preuve
Soit V' une solution de (1.1 ) et (€2,), une suite croissante de domaines réguliers tel que
U,Q, = Q. Par Pestimation (2.1 ), il existe une solution maximale u, de (1.1 ) dans

an]%, T avec u,, est la limite croissante de la suite u, , quand k — oo qui est solution
de

du—Au+u! = 0 dans Q, x (5, 7)
u =k sur  9Q, x (L,7)
u = k dans Q,x {1}
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Quand n croit, u,, décroit et on a
Up > Upla, > Vl]a, pour p>n.

Comme (u,) est décroissante et minorée par V, alors u, converge vers u quand n tend
vers l'infini et w > V. D’ou u est la solution maximale qu’on va noter .

Lemme 2 Pour tout ¢ > 1, on a V(z,t) € Q2 x (0,T)

u(z,t) > max {p,(t), Ua(z)}. (2.2)

Preuve

Soit (£2,,), une suite croissante de domaines réguliers tel que U,,€2, = €. Dans ,, X (%, T),
u(z,t) > Uq, (x) puisque Ug, est finie sur le bord de €,. En plus, u(x,t — 1/n) > ¢4(t)
puisque ¢4(t) est finie en ¢ = 1/n. On fait tendre n a l'infini, on obtient

u(z,t) > Ug(x) et u(x,t) > p4(t) dans Q x (0,7).

D’ou,
(e, t) > max {p,(t), Ua(2)}

Théoréme 2.2 Si 1 < q< N/(N —2), la solution maximale est une grande solution.

Preuve
Par les estimations (2.1 ) et (2.2 ), on a

max {p, (1), Ua(2)} < (. t) < 0,(t) + Un(2).

Or
1/2(p4(t) + Ua(x)) < max {pq(t), Un(z)},

donc
1/2(pq(t) + Ua(x)) < u(z,t) < ¢q(t) + Ua(z)

et w est une grande solution puisque Uq(x) est une grande solution de —Awu + u? = 0 par
le théoreme 5 dans [13].

Théoreme 2.3 Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. 90 = 09",
2. Vo € 0Q, I{z,} ¢ O, lim 2, = x.

3. Yz € 0Q, Ve > 0, B(x,e)NQ° # ¢, avec B(z,€) est la boule de centre et de rayon
€.

4. 81 Q. = {:U c RY; dist (m,ﬁ) < e}, alors Y € 082, lir% dist (z, Q%) = 0.
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Preuve
On a toujours : o
N =0"NQCcoNQ=09.
(1) = (3.)
Si (3.) n’est pas vrai,

Jzg € 02 ey > 0 tel que B(xg, €) NQ = o.

Ce qui implique que z( ¢ Q0 et donc zo ¢ 0Q°, alors (1.) n’est pas vrai.

(3.)=(1.) B

Soit z € 9. Si Ve > 0, B(z,¢) NQ° # ¢ alors z € Q°. Comme z € 0Q = Q°N Q alors
reQnQ ="

(2.) = (3. B

D’une fagon évidente car pour ¢ = 1/n, on a x1/, € B(z,1/n) N Q"

(3.) = (2. B

On prend € = 1/n et x, € B(z,1/n) N Q" alors nll_{goxn =x.

(2.) = (4.)

Supposons que (4.) n’est pas vrai. Il existe 2y € 9€2, o > 0 et €, — 0 tel que dist(xo, 2 ) >
a. Ce qui implique que dist(zo, 2) > a, V0 < ¢, < € puisque £, C Q.. Alors Qf C QF .
Comme ¢, — 0, on en déduit que dist(zg, Q) > a, Ve > 0. Si il existait {x,} € Q tel que

lim x, = o alors dist(z,,{) = d, > 0. Donc z,, € Qf et dist(zo,r,) > a contradiction,

n—oo

alors (2.) n’est pas vrai.

(4.) = (2.)

Soit . € Q¢ tel que |z, — x| = dist(z, ) — 0 quand € — 0; donc si € = 1/n, z1, € Q°
car (Q C Q.= Q° C ﬁc) et Jl%xl/n = .

Théoréme 2.4 On suppose que 1 < q < N/(N —2) et que 0Q = 9Q°, alors il existe une
grande solution et une seule de (P).

Preuve
Soit (€2) la suite de domaines a bord lipschitzien défini dans le théoreme 2.3. On note
par la fonction V' = Vg, la solution du probleme stationnaire :

—AV + V1 = 9 dans 2
V = 1/e sur 00

Quand € tend vers 0, la fonction Vg, converge vers Vo qui est une solution minimale-
maximale (par le théoreme 8 de [13]) de —AV + V9 = 0 dans €. La fonction Vg, est une
grande solution et elle est unique par le théoréme 8 de [13]. Soit u une grande solution de
(P). Puisque

u(z,t) = max {p,(t), Va(z)},
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et par (2.1 ), on a
u
1/2 < ———+—— < 1.
2= 0+ el

Ce qui implique 'unicité de wu.

Corollaire 2.1 On suppose que g > 1 et ) est localement un graphe continu. Alors il
existe au plus une grande solution de (P).

Preuve
Si 90 est localement un graphe continu alors 9Q = dQ°. Donc par le théoreme 2.4, sil
existe une grande solution de (P), elle est unique.

Corollaire 2.2 On suppose que q > 1, 0S) est localement un graphe continu et OS2 sa-
tisfait le critére de Wiener classique. Alors il existe une grande solution et une seule de

(P).

Preuve
Par le théoreme 1.4 de [10], Vi est 'unique grande solution de —Au + u? = 0 dans €.
D’ott I'unicité de la solution pour (P) par le théoreme 2.4.
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Chapitre 5

Singularités éliminables

Dans ce chapitre, on étudie ’équation parabolique
O — Au +t*u? = 0 dans Q7 = RY x]0, T

oulT >0,a>—-1letq>1.
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1 Introduction
Dans ce chapitre on considere le probleme
Ou — Au + t*u? = 0 dans Qr = RY x]0, T (1.1)

ot T >0,a>—1etg>1 Soit u e C* (RN x (0,7)) NC (RN x [0,7)\{(0,0)}) une
solution de (1.1 ) dans Q7 qui satisfait

u(z,0) = 0 dans RV\{O}. (1.2)

Dans leur article [6], Marcus et Véron ont étudié ce probleme dans le cas on o > 0 et
1<qg<gan=1+ W IIs ont trouvé une solution autosimilaire de (1.1 ) sous la forme

Uz, t) =t 1V (%) :

et qui satisfait
limU(x,t) =0 Vz #0.

t—0

Cette solution est dite tres singuliere. Ainsi V' satisfait

1
—AV = on.VV =4V +V* =0 dans RY (1.3)
et e ,
2(14+« —
V(n) = Clyl = Vet (1+0(1)) quand || — .
Avec 1
z +a et C'> 0.

En plus, la fonction V' est positive et radiale.

_ a2
Soit E(z,t) = (47Tt)TN e~ le noyau de la chaleur dans Q7. Si 1 < ¢ < gan , alors

// E(z, t)t"dzdt < oc.

Dans leur méme article, ils ont prouvé que : si 1 < g < ¢, n alors pour tout k& > 0 il
existe une solution unique uy de (1.1 ) avec la donnée initiale kdp. En plus, k& — wuy est

1+
croissante et uq, := klim uy satisfait uoo(x,t) =1 STy (%)
—00
Ce type de solutions est étudié par Brézis, Peletier, Terman. Dans leur article [1], Ils ont

étudié le probleme
Ou— Au+u? =0 dans RV x]0, o0 (1.4)

u >0 sur RYx]0, 00| (1.5)
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u(z,0) = cd(x) sur RY (1.6)

ou N > 1, ¢ > 0 est une constante et §(z) est la masse de Dirac a 'origine. Un résultat
de Brézis et Friedman [2] affirme que si 1 < ¢ < %, alors il existe une solution unique
u. pour (1.4 )-(1.6 ). Lorsque ¢ > Y2 il n’existe pas de solution pour (1.4 )-(1.6 ) et en

fait toute solution de (1.4 ) tel que u > 0 sur RY x]0, oo et

lim [ w(z,t)é(z)dx =0 Vé € C°(RV\ {O})

t10 Jpn
est identiquement nulle.
Ce chapitre est composé de plusieurs sections : Dans la premiere section, on va trouver
des estimations pour une solution u de (1.1 ) en relation avec la solution maximale de
¢+ t*¢? = 0 explosant en t = 0 et la solution tres singuliere monodimentionnelle de
(1.1 ). Ces estimations vont nous permettre de trouver une variante de l'estimation de
Brézis-Friedman [2], dans leur article ils ont traité 1’équation

Ou — Au+ u? =0 dans 2 x (0,7) (1.7)

o  est un domaine de RY. Ils ont trouvé I'estimation suivante pour toute solution de
(1.7)

C (N
u(at) < —CD v e x 0.1\ {0}
(Jaf + )"
Dans le cas ¢ > ”T”, cette estimation a aidé a éliminer la singularité en O, leur résulat

est le suivant

Théoréme 1.1 Soitu € C* (Q x (0,7))NC (2 x [0, T)\{(O,0)}) une solution de Oyu—
Au+u? =0 dans Q@ x (0,T) et satisfait u(z,0) = 0 dans Q\{O}. Si ¢ > ™2 alors on
peut étendre u a un élément dans C*' (2 x [0,T)).

Donc notre but dans la troisieme section, c’est d’éliminer la singularité en O. Dans la
section suivante, on démontre un équivalent d’un résultat de Moutoussamy-Véron. Dans
leur article [7], ils ont étudié le probleme

1 1
AV — 577-VV - q_—lv + |V]7'V = 0 dans RY (1.8)

Ils ont introduit (inspirés par une méthode variationnelle de Escobedo-Kavian [4]) la

fonction poids K(n) = exp (%) et les espaces de Sobolev

= {o € HR®Y) [ 1D Ky < 00,93 €119 < m)

et 'espace de Lebesgue

o = {0 € Liu®): [ oK%y < o0}
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pour s > 1 et € > 0 et ils ont défini
£ = {V € Hi N LA satisfait (1.8)}.

Soit L l'opérateur autoadjoint sur Hj défini par
LV = — K 'div(KVV).

La théorie spectrale de L sur H}, est étudiée par Escobedo-Kavian [4]. Tls ont prouvé que
les valeurs propres de L sont
 N+E-1

A 2 , k>1

et les espaces propres correspondants sont

N (L= N) = { 3 a[,DﬁKfl}
Bi=k-1

ou ag sont des réels. Moutoussamy-Véron [7] ont prouvé la proposition suivante :

Proposition 1.1 Soit £, l'ensemble de V appartenant o Hj N L%{H satisfaisant
K 'div(KVV) + AV — [V|*'V = 0 dans RY (1.9)

(q>1etAeR). Alors on a :
1. Si A< %, Ex est réduit a la fonction nulle.

2. Si % <A< %, E\ contient trois éléments : la fonction nulle, V et =V ou V est
la solution unique de (1.9 ) appartenant ¢ H N LT,

3. St A > %, Ex contient les trois éléments précédents et un nombre fini de solutions
variantes sous O(N).

2 Estimations

Théoreme 2.1 Pour toute solution u de (1.1 ) on a

a+1

u(z,t) < cot” a1 pour tout (x,t) € Qr,

1

T
avec c, = (%) et a > —1.

Preuve
Soit u une solution de (1.1 ) et soit (z,t) € Qr.

Casoua>0
1
a+l g—1
Soit ¢(t) = cat™ 1 avec ¢, = (%) " la solution maximale de
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¢/+ta¢q = 0
#(0) = Hoo0.

Soit 7 > 0, R > 0 et Bg la boule de centre O et de rayon R. On note Vi ; la solution de

lim Vi, = +oo (2.1)

|z|—1

{ AV + 7V = 0dans B

on effectue le scaling

Vs (o) = BV (5,

Vr+(x) est la solution du probleme (2.1 ) dans la boule Bg. La fonction Vg, tend vers 0
uniformément sur tout compact de R quand R — oo. Soit

w(w,t) = ¢t —7)+ Ver(2),
w est une sur-solution de (1.1 ) dans Bg x [, 7). En fait,
dw — Aw + t*w? =
Od(t —7) = AVrr + 17 (¢(t — 7) + Vi (2))"
>—(t—7)"¢Ut —T) — TO‘V}%T + Ut — 1) + 1V
> (1 = (= 1)) 6t — 1)+ (1" — 7) Vi, 2 0

puisque @ > 0 et la fonction ¢t — t* est croissante. Et comme w(z,7) = 0o et w|sp, = 00,
on déduit que
u(z,t) <w(z,t) = ¢t — 1) + Ve (2),

on fait tendre R vers l'infini et 7 vers 0, on obtient
_atl
u(z,t) < cot” a1 pour tout (z,t) € Q.

Casou -1<a<0 B
Soit 7> 0 et (z,t) € RY x (7,T). Soit ¢,(t) = co (t*T — 79F1)a=T 1a solution de

{¢;+t“¢i =0
¢T(7—) = +00

On note Vj 7 la solution de

lim Vip = o0 (22)

|z|—1

{ —AVir + TV, = 0dans B

on effectue le scaling

VR,T(IB) = Rq%Vl,T <—> .
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Ve est la solution du probleme (2.2 ) dans la boule Bg. La fonction Vi tend vers 0
uniformément sur tout compact de R quand R — co. Soit

w(z,t) = ¢, (t) + Vrr(x),
w est une sur-solution de (1.1 ) dans Bg x (7, 7). En fait,
ow — Aw + t*w? = ¢, — AVrr + 1% (¢-(t) + Vrr(x))?
= =01 = TV +1% (02 () + Var(z))”
> —t9Qd — T Vg p + 1% + 1V 1
>t =T") Vg >0

puisque —1 < a < 0 et la fonction ¢t — t* est décroissante. Et comme w(z,T7) = oo et
wlap, = 00, on déduit que

u(z,t) <w(z,t) = ¢-(t) + Var(z),
on fait tendre R vers l'infini et 7 vers 0, on obtient
_at1
u(z,t) < cut” ot pour tout (z,t) € Qr.
Remarque 2.1 Pour N =1 et ¢ > 1, I"équation (1.3 ) s’écrit

1+«
q—1

V”+gV’+ V_Vi=0oun>0. (2.3)

Les solutions V' = V. de (2.3 ) tel que V/(0) = 0, V.(0) = ¢ avec ¢ €]0,¢,[, avec ¢, =
1
<QT+11) 1 vérifient
q
2(1+a)
lim n a1 V.(n) =A. >0 (2.4)

1—00

avec \. est une constante strictement positive. Ces solutions ont le comportement asymp-

totique suivant
—2(14a)

Ve(n) =An a1 (140(1)) lorsque n — oo. (2.5)

Leur existence est établie par Kamin et Peletier [5]. Si 1 < ¢ < ¢4,1, par Brézis, Terman,
Pelletier [1], il existe cx > 0 tel que la solution tres siguliere V* = V., vérifie
2(1+a)

lim n a1 V*(n) =0

1—00

et
—n2  2(1+a) 1

V*(n) = Aese @ n =T~ (14 0(1)) lorsque n — oc. (2.6)
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Théoreme 2.2 Pour N =1 et si ¢ > 1 avec a > —1, il existe k > 0 tel que pour tout
(x,t) € R x (0,T) et pour toute solution u de

vérifiant

%irré u(z,t) =0, Vo #£ 0,
on a
x

\/%) V(z,t) €e R x[0,7]\ {(0,0)},

ou c et V. sont définis dans la remarque 2.1.

w(z,t) <kt TV, (

Preuve
Une solution autosimilaire de (2.7 ) a la forme

o(z,t) =t TV (%)

ou V vérifie (2.3 ). On fixe a > 0 (idem si a < 0) et ¢ €]0, ¢,[. Soit u une solution de (2.7
) vérifiant
lin%u(x,t) =0 Vz#0.

Alors Pm u(a,t) =0et on a

—0

a+1

u(a,t) <cat” a1Vt €]0,T] par le théoreme 2.1 .

Casoua>0
Pour R, 7 > 0, soit Vz,(x — a) la solution de (2.1 ) dans la boule de centre a et de rayon
R. On pose

_atl r—a
tealot) = (=) (S22,

On définit I’ensemble

DQ,R,T:{(x,t):0<a<x<R—|—a,T<t§T}.

Soit 6 €]0, é[ On va comparer les deux fonctions Qu(z,t —7) et Y(z,t —7) = Vo, (2, 1) +
Vr.(x —a) dans D, g,. La fonction Gu est une sous-solution de (2.7 ) dans D, g, (6 <
= < 1) et (z,t — 7) est une sur-solution de (2.7 ) dans Dy g, Alors (fu — ), est une
sous-solution dans D, .. En plus,

lim (Ou—p), (t—7,2)dx =0
t=r Da,R,T
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par le théoreme de Lebesgue, (fu — v), étant majorée par uavecu € C (RN x [0, T)\{(O,0)}),
Pm (fu — 1)), = 0 presque partout et 7%imu(x,t — 1) = 0 pour tout z # O. Si z = a,

a+1

(t=7) V() = (= m) " cet Y(at—7) = (t—7) " c. Ona

Bula,t — 1) —p(a,t—7) = bua,t—7) — (t —7) 5 e < Sufat—7) — (1) T ¢
Ca
< S e Femn

Ca
Alors Qu(a,t—7) < ¢(a,t—7). Et six = R+a, Vg .(z—a) explose, d’out Qu(R+a,t—7) <
(R + a,t — 7). Par le principe de comparaison, on a

Ou(x,t — 1) < (x,t —7) dans D, g .

On fait tendre R vers I'infini, 7 vers 0 et a vers 0%. D’ou, si 6 — =,
x

Vit

Ca _oTl
u(z,t) < —t STy, ( > pour tout = > 0.
c

i.e. pour tout x < 0. Par continuité,

Co ,_atl x
uw(xr,t) < —t =1V, | — .
o < 2 ()
Casou -1<a<0
Soit Vg r(z — a) la solution de (2.2 ) dans la boule de centre a et de rayon R. On définit
I’ensemble
DavR:{(x,t):0<a<a:<R+a, O<t§T}.

Soit ¢ €0, :=[. On va comparer les deux fonctions fu(z,t) et p(z,t) = ey, x\;%a) +

Vrr(z—a) dans D, . La fonction fu est une sous-solution de (2.7) dans Dy g (6 < = < 1)
et ¢(x,t) est une sur-solution de (2.7 ) dans D, r. Alors (fu — ¢), est une sous-solution
dans D, r. En plus,

15% - (Ou—), (t,z)dr =0
par le théoréme de Lebesgue, (fu — ), étant majorée par uavec u € C' (RY x [0,7)\{(0,0)}),
lir% (u—¢), = 0 presque partout et PHOl u(z,t) = 0 pour tout x # O. Si z = a,

f%llvc(O) =t icet la,t) = £ Tic Ona

Ou(a,t) — (a,t) = Qu(a,t) — e < £u(a, t) — i< it_%ica —t T e =0,
(0% Ca
Alors fu(a,t) < p(a,t). Et siz = R+a, Vrr(x—a) explose, d’ott Qu(R+a,t) < o(R+a,t).
Par le principe de maximum,
Ou < ¢ dans D, g.
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On fait tendre R vers l'infini et a vers 0%. D’ou, si § — =,

xz

Vit

Ca —_aTl
u(z,t) < —t TV, < ) pour tout = > 0.
c

On fait de méme pour x < 0 et on déduit
x
Vit

Corollaire 2.1 Pour N =1 et si 1 < q < qq,1 avec o > —1, il existe k > 0 tel que pour
tout (x,t) € R x (0,T) et pour toute solution u de (2.7 ) vérifiant

u(z,t) < C—at_t%ll\/c < ) Vo # 0.
c

Ilfin%u(ac,t) =0 Vz#0,

on a

w(z,t) <kt a1V (%) ,

avec V* est définie dans la remarque 2.1.

Pour la preuve, c’est la méme que celle du théoréme précédent. On prend 0 < 6 < £ avec
cx est défini dans la remarque 2.1. On aura k = <.

c*

Corollaire 2.2 Pour N > 1 et si ¢ > 1 avec a > —1, pour tout (z,t) € RN x (0,T) et
pour toute solution u de (2.7 ) vérifiant

Pr%u(x, t)=0 Vz #0,

on a | |
C a+1 xr

) I e ) VA i 2.8

et < ey () (2:5)

avec ¢, ¢, et V. sont définis dans la remarque 2.1.
Preuve

Soit x = (z1, ") avec 2’ = (x9, ..., TN).
Etape 1. On affirme que pour (z1,t) # (0,0),

Cq ,_atl T
u(z,t) < —t -1V, | —
R (%)

Casoua >0
Pour R, 7 > 0, soit Vg ,(x) la solution de (2.1 ) dans la boule de centre O et de rayon R.
On définit ’ensemble

Dy Rar = {($7t)§$1 > a, |ZE| <RetT<t< T}
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On compare dans Dy, rq- pour 0 < 0 < é, les deux fonctions

Iy —a

Ou(xy, 2’ t) et (t — 7)7%11 V. <\/t:
-7

) + Vi ().

On obtient comme dans le théoreme 2.2,

X1

Vit

u(z,t) < C—at_%llvc ( > pour z; # 0.
c

Casou —-1<a<0
Soit Vg r(z) la solution de (2.2 ) dans la boule de centre O et de rayon R. On définit
I’ensemble

Depa={ (@001 > a o] < Ret 0 <t < T}

On compare dans Dy, g pour 0 < 0 < =, les deux fonctions

Iy —a

Vi

Ou(zy,2',t) et f%‘/c ( ) + Vi r(z).

On obtient comme dans le théoreme 2.2,

X1

Vit

u(z,t) < C—O‘t—%m ( > pour z; # 0.
c

Etape 2. Fin de la preuve.

Soit y € RN\ {0}. 1l existe une rotation R, de RY telle que R,(y) =Y = (Jy/,0,...,0).
Soit ug, (x,t) = u (R, (x),t). Comme I'équation est invariante par rotation, la fonction
ug, vérifie (2.7 ) et ,I:E%UR@/ (x,t) =0 Vz # 0. Donc

En particulier

d’ou
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2. Estimations

Corollaire 2.3 Pour N > 1 et sil < q < qon avec a > —1, pour tout (z,t) € RN x(0,T)

et pour toute solution u de (2.7 ) vérifiant
lin%u(m,t) =0 Vz #0,

on a

Co ,_atl ||
)y < —t V[ —
e < S ()

avec ¢k, co et V* sont définis dans la remarque 2.1.

(2.9)

Pour la preuve, c’est la méme que celle du corollaire précédent. On prend ¢ = cx avec cx

est défini dans la remarque 2.1.

Théoréme 2.3 Pour N > 1,q> 1 eta > —1, il existe k > 0 tel que pour tout (x,t) € Qr

et pour toute solution u de (1.1 ) vérifiant
Pn(l)u(x,t) =0 Vo #0

on a
—(at1)

u(z,t) <k (x> +t) !

Preuve
Si |z|* < t, alors

—(a+1)
9 —(at1) —(a+1)  —(a+1) 2 a1
t) T > 2 a1 { g1
o™ 8) e > 2 q min{V.(n) : n < 1}
—(a+1)
q—1

Si |z|* > t, alors

—2(at1) —(at1) ]
d’apres (2.5) = Q%t%)\_\/c (

—2(a+1) ¢ 1

d’apres (2.8) >2 1 ——u(x,t).

Ca )\c
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3 Singularités éliminables

Théoréme 3.1 Soit u € C*' (RY x (0,7)) N C (RN x [0,T)\{(0,0)}) une solution de
(1.1 ) dans RN x (0,T) et satisfait u(z,0) = 0 dans RN\{O}. Si ¢ > qo.n, avec a > —1,
alors on peut étendre u d un élément dans C*' (RN x [0,T)).

Preuve
Etape 1. Soit p > 0. On affirme que

T
/ / t*ul(z, t)dzdt < oo.
0 JB(O,p)

—(14w)
On a u(z,t) < k(|Jz|*>+t) =T | pour |z|] < pett € (0,T). Puisque ¢ > g, n alors

N_ 2(1jlcx)

, pour |z| < pette (0,T)avec k' =k (p*+T) : Do

T
/ / u(z, t)dxdt < oo.
0 JB(O,)

Soit & € D (RN x [0,T]) tel que 0 < & < 1et & =1 sur B(O,p) x [0,L]. Soit €
C> (]0,00)) une fonction de troncature telque n° > 0, n(t) = 1 sur [2,00) et n(t) = 0
sur [0,1]. On pose n,(t) = n(nt) pour n € N* et on prend ¢, (z,t) = n, (|z|*> +t) &(z, t)
comme fonction test. Alors

=N
2

u(z,t) <K (o> +t)

T
/ / (—udypp — ulpy, + t“ulpy,) dxdt = 0,
0 JRN

T T
/ / t*ulp,dxdt = / / (uO @y, + uAey,) dxdt.
0 JRN 0 JRN

On définit 'ensemble

et

D, ={(z,t) :n ' <|z|*+t <2071}

Puisque
Ospn = M€ + MO,
A, = EAn, +2Vn,.VE + n, A€,
on a
0vn] < C ((n+ 1)xp, + xpe)
et

[A¢,| < C ((n+1)xp, + XD »
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pour une constante C' > 0. D’ou

T
/ / t“ulp,drdt < C’n// udzdt + C.
0o Jr¥ n
2 =X N~ C
udzdt < C (|z|* +t) 2 < CnZz|D,| :E’Dly'

T
Alors / / t*u? ¢, dxdt reste bornée quand n — oo et donc
0o JrN

T
/ Gntul(x, t)dxdt < co.
0o JrN

Etape 2. On affirme que u est une solution au sens de distributions dans RY x [0, 7).
Si¢eD(RY x[0,T)) et ¢p(x,t) =mn, (|z|* +t)&(x,t) alors

T
/ / (—ulpdn, — Uy, + t*ulep,) dzdt = 0.
0o JRrN

Il faut vérifier que

T T T
lim / / uom,¢ = lim / / uAn,§ = lim / / uVn, V& =0.
n—-+oo 0 RN n—-+oo 0 RN n—-4o0o 0 RN

On a .
// udnng éCn// u,
0 RN n
T
//uAnnﬁgCn// u
0 RN Dy,

T
/ / annvg‘ SC\/E// u.
0 JRN "
Par Holder, on a

[ s < ([ L) ()

Pour 'estimation de // udxdt, on considere les deux cas —1 < a < 0et a > 0.

=

Casou -1 < a<0.
On a

—aq’ —a
d =—>0.
q q—1
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Sur D,, on a

[\

2 2 2 2
lzf+t < — =t < — —|z|* < —,
n n

S

et

—«

= 2 a—1
ta-1 < | — .
T A\n
—a\ & 1
2 -1\ ¢ ! ! o
< // (—) <% <9 (f )
. \T n (a=1)d’ n a—Dd n?"‘l

— +N—i—2>
(¢—1)q¢  2¢ ~

Donc

1)

En plus, on a

1.

En fait,

- +N+2_ —a+(q—1)(N+2)
(¢—1)q  2¢ q 2¢q 2q

puisque Nq¢ > N + 2 + 2a.. Alors

% C//
// US(// tauq) —— iz
n n na=1d T 24
1
q
n// u<C” (// to‘uq) — 0 par 'étape 1.
D n
Cas ou a > 0.

Ona_TQSO.Ona

et

// u:// Tt;uT‘;*g// T3 ut s —

[e3

/ Tiutstatitate <
1

a 2 a —(20+42) % —(2a+2)q’ q
TauTatat q S CT,N,q,a t%u? t q .
Dn n n

—(20+2)q’ —(2a+2)
q = q—1

Or

Y
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—(2a+2)

et la fonction ¢ — ¢~ ¢=1  est localement intégrable sur (0,7"). Alors,

~(20+2)q’ 7 1 C
(// s ) < ' |Dyal? < C (W)
n n 2
é O//
D Dy, n 24’

m\‘ -

Et

N+2

On a 7 > 1. En fait,

N4+2
2q' B 2q 2q

N+2)(g—1 Ng—N -2
(N+2)(g-1) ,_ Ng >0,

car « > 0et Ng > N + 2+ 2a. Alors

n// USC”(// to‘uq)q—>0parl’étapel.

Etape 3. Fin de la preuve.

On pose M = max  u(x,t)+ 1 et on définit @ par
8B(0,p) X [0,T]

u(z,t) si t>0,

N
Il

0 si t<0
@ satisfait 9y — A + t*0? = 0 au sens de distributions dans RY x (=T, 7). Donc on a
O (i — M)" — A(a— M)" <0 dans RY x (=T, T)

et (& — M)" =0 au voisinage de RN~ x (=T, T) URN x {—T}. Alors par le principe de

comparaison (% — M)" =0et u < M. Onpose M'= min  wu(x,t)+ 1. Donc on a
9B(0,p)x[0,T]

O (M —a)" =AM —a)" <0dans RY x (=T, 7)

et (M’ — @)™ = 0 au voisinage de RV=! x (=T, T)URY x {~T}. Alors par le principe de
comparaison (M’ — @)™ =0 et u > M’. Donc par la théorie de la régularité des solutions
d’équations paraboliques, u est une solution forte et peut étre étendue par continuité a
une fonction qui est C*! (RN x [0,7))).
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4 Solution tres singuliere
Proposition 4.1 Soit £, 'ensemble de V appartenant a Hj; N L‘?l satisfaisant
K 'div(KVV) 4+ AV — V4 =0 dans RY (4.1)

(q>1etAeR). Alors on a :
1. Six< &, & est réduit a la fonction nulle.

2. 81 % <A< %, E\ contient deuz éléments : la fonction nulle, et V ou V est la
solution unique de (1.9 ) appartenant ¢ H} N L?l.

3. S\ > %, &\ contient les deux éléments précédents et un nombre fini de solutions
positives variantes sous O(N).

Preuve
La preuve est la méme que celle de Moutoussamy-Véron [7].
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Chapitre 6

Singularités isolées

Dans ce chapitre, on étudie les singularités isolées des solutions des équations :
1. uy — Au + 22*u? = 0 dans le domaine £ = {(x,t) cx e RF xRNt e R*}, avec
u(0,27,0) = 0, 2" € RV"1N\{O}, et u(zy,2’,0) = 0,2' € R¥N"1 2y > 0.

P

2. uy — Au + Zx?o‘uq = 0,2 < p < N, dans le domaine G = {(x,t) cx € RE x
i=1

RN=P t € R*}, avec u(0,Tps1, ..y TN, 0) = 0, (Tps1, .., zn) € RNP\{O},t > 0, et

W(T1, ooy Tpy Tty ooy T, 0) = 0, (21, .., 1) € REL

123
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1 Introduction

Ce chapitre est constitué de deux sections. Dans toutes les parties, on prend g > 1 et

a > —1. Dans la premiere section, on étudie les singularités isolées dans le demi-espace
du probleme

uy — Au + 23%u? = 0, (1.1)

dans le domaine £ = {(l’,t) cx € RY xRN te R*}, avec

u(0,2,0) = 0,2" € RN"1\{0}, (1.2)

u(zy,2',0) = 0,2/ € RV 2, > 0. (1.3)

La seconde section est une généralisation de la section précédente. On étudie le probleme
suivant :

P
ut—Au—FZ:U?auq:O,ZSpSN (1.4)

=1

dans le domaine G = {(x,t) cx €RE xRN Pt e R*}, avec

w(0, Zps1s oy T, 0) = 0, (21, ..., zy) € RN P\ {O}, (1.5)

UL, ooy Tpy Tpi1y oy TN, 0) = 0, (21, .0y 1) € RE (1.6)

Pour (z,t) € RN x (0,00), on pose

T
n=—7et1T=—1Int.

Vit

Alors I'application (x,t) — (1, 7) est un homéomorphisme de RY x R, dans RY x R. Soit
une fonction réelle v dans RY x R, on note Sv la fonction donnée par

(Sv)(n,7) = teto(z, t),¥(n,7) € RY x R,

avec ¢ > 1 et a > —1. Si Sv est indépendante de 7 alors on dit que v est autosimilaire.
Si u est une solution de (1.1 ) dans & alors w = Su satisfait

1 a+1 9

—w, — Aw — 577.Vw — 7Y +n%w?! =0

n|?

dans £x = {(77,7') :neRY xRV 7 e R}. Soit K(n) = exp 1, cette équation peut

s’écrire sous la forme

1
—w, — K~ 'div(KVw) — ﬂw + nw? = 0. (1.7)
q E—
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En particulier si u est une solution autosimilaire, alors w satisfait
. a+1
— K 'div(KVw) — ——w + n;*w? = 0. (1.8)
q _

Si en plus, u € C(E\O) et satisfait (1.2 ) et (1.3 ) alors w = Su est une solution de (1.8
) dans RT x R¥~1 avec
2(14a)

w (0,19, ...,nx) =0et lim |n| T w(n) =0. (1.9)

In|—o0

On pose A = Rt x RV~1. Si ~ est une fonction continue, positive dans A et m € N, on
note va’z(/l) I’espace de Sobolev avec le poids 7,

loc

W2 (A) = {<p c W2(A) : /A|Dagp]2fy(n)dn < oo,Ya € NV |a] € m}

W?(A) est la fermeture de Cg°(A) dans W™?(A) et L:(A) est un espace de Lebesgue
avec un poids.

Si Q est un domaine de RY et F est une fonction positive dans L2,

(€2), on pose
Lrv = —F~'div(FVv), Yo € WEH(9Q).

On considere 'opérateur Lg sur VVO1 [2((.,4) La fonction ¢ := % est une fonction propre

positive avec une valeur propre \; = % et les dérivées de 17 sont aussi des fonctions

propres pour cet opérateur. Par Escobedo-Kavian [1], on a

Lemme 3 L’opérateur L est un isomorphisme entre WOIIQ( (A NWZE(A) et L% (A). Les

valeurs propres de Ly dans Wolf((.A) sont A\, = #, k = 1,2,---. L’espace propre

ker(Lyx — Agl) est engendré par {D"‘wl ca = (ag,a9, -+ ,an), o] = k—1,a; est pair }

En particulier ker (Lx — A1) est un espace de dimension 1 engendré par 9.

On rappelle un théoreme établi dans le livre de Berger, Gauduchon et Mazet [4].

Théoreme 1.1 Les valeurs propres de l'opérateur de Laplace-Beltarmi —Agn-1 dans [’es-
pace W2 (SN=1) sont A, =k (k+ N —2), k =0,1,2,.... L'espace propre correspondant
H,, est lespace des restrictions sur SV=1 des polynomes harmoniques de degré k, et la
dimension de Hy, est

(N+k—=3)(N+k—4)..N(N—-1)

dy = X (N + 2k —2).

Dans leur article [2], Marcus et Véron ont étudié le probleme dans le cas ot = 0 et ils
ont prouvé le théoreme suivant :
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Théoreme 1.2 Soit le probleme

u — Au~+u? =0, (1.10)
dans le domaine € = {(:v,t) cx e RYT xRN te R*}, avec

u(0,2',t) = 0,2/ e RN"1 £ >0 (1.11)

u(zy,2’,0) = 0,2 € RN 2y >0, (21, 2") # (0,0). (1.12)

1. Siq > %—ﬁ’, alors le probleme n’a pas de solution dans C' (E\O) autre que la solution

triviale.

2.81 < q< %—ﬁ, alors il existe une solution unique positive autosimilaire Uy €

C (E\O) En plus hs := SUy satisfait I’estimation sutvante, pour tout m € (0 1 ) :

’ g—1

|2
4

Com PN <exp & hy () < Cplple1 71 Wy e RY x RYL [ > 1

ou C,, et C sont deux constantes positives.

3. La solution U, est maximale dans le sens qu’elle domine toute solution v € C (E\O).

Dans le cas elliptique, Marcus et Véron [3] ont étudié le probleme

—Au+ zfu! =0, (1.13)
dans le domaine &' = {x cRYN, z; > 0}, avec

u(0,2') = 0,2" € RN "\ {0} (1.14)
ueC(ENO).

Ils ont défini pour 7 > 0 et pour toute fonction v € £’ la transformation
2+a /
Syv(z) =Ta-tv(rte) Ve e &'

Ils ont obtenu le théoréme suivant :

Théoreme 1.3 1. Siq > YEEe glors le probléeme n’a pas de solution dans C (?\O)

N—1 ’
autre que la solution triviale.
2. 811 <q< %, alors il existe une solution unique positive autosimilaire Us €

C (?\O) La fonction U, est de la forme

Uu(x) = w(o)|z| w1, o=,

w est la solution unique du probléme
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Ayw+ Aw — (o.e1)*w? = 0 sur Siv’l
w = 0 sur 0S iv -1
avec A, est Uopérateur de Laplace-Beltrami sur la sphére unité,

= ?T? (?ch + 2 — N) et e; est le vecteur unité dans la direction de 'axe x1.

3. Toute solution u du probléeme est dominée par la fonction Us. Alors il existe une
constante C' tel que

u(z)| < Cd (z,0Q) || o1 ",

Si u est une solution de (1.4 ) dans G alors w = Su satisfait

1 a+1 2
—wT—Aw—ﬁn.Vw— q_lw—i-;n?awq:O

dans Gx = {(n, T):neRL xRN P 7€ R}. Cette équation peut s’écrire sous la forme

1 p
—wy — K din(KVw) — 2 o St =0, (1.15)
q- i=1

En particulier si u est une solution autosimilaire, alors w satisfait

1
— K 'div(KVw) — Z—jlw + anawq = 0. (1.16)

Si en plus, u € C(G\O) et satisfait (1.5 ) et (1.6 ) alors w = Su est une solution de (1.16
) dans RY. x RNP avec

. 2(1+a)
w (0, 1pt1,.n) =0 et i [n 7= aw() = 0. (1.17)
2 Le cas du demi-espace.
Théoreme 2.1 Soit le probléeme
uy — Au+ 23%u? = 0, (2.1)

dans le domaine € = {(x,t) cx € RT xRN ¢t e R*}, avec

u(0,2',0) = 0,2" € RN "1 O, (2.2)

u(zy,2’,0) = 0,2 € RN 2y >0, (2.3)
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: N+43+2
avec « > —l et g > 1. 511 < q < =FZ5F*

autosimilaire Uy € C (E\O) En plus hg := SU; satisfait [’estimation suivante, pour tout
m € (0 ”—a) :

’ g—1

, alors il existe une solution unique positive

2

Com ™ N1 < exp T hy () < Cplp) ot N0 W e RT xRV [l >1 (24)

ou C,, et C sont deux constantes positives.

La démonstration de ce théoreme se base sur plusieurs lemmes qu’on va établir.

Lemme 4 Soit R > 0, on pose
AR:{nGRN:m>O,|n| >R}.

Soit F' une fonction continue dans Ap, positive dans Ag, et soit A € R. On considere
I’équation
Mu = Lpu — M+ ni*u? =0 (2.5)
1. On suppose que u; est une sous-solution faible positive de (2.5 ) et que us est une
sur-solution faible positive de (2.5 ) dans I/Vlif (Ar)NC (A_R) En plus, on suppose
que u; € L2 (Ag). Alors

up < up sur 0Ag, ‘ l‘im U = | llim Uy = 0 = u; < uy dans Ap. (2.6)
n|—o0 n|—o0

2. Soit 0 < R < R < oo et on pose Apr = Ar\Agr. On suppose que u; est une
sous-solution faible positive de (2.5 ) et que uy est une sur-solution faible positive

de (2.5 ) dans W22 (Arp) N C (Ag,r). Alors

loc

u < ug sur OAp r = w1 < ug dans Ag pr. (2.7)

Preuve
Soit € > 0 et € > 0 tel que 0 < ¢ < e. On pose

o — ((ur +€)* = (uz +€)°), ot w0y — (w1 +€)? = (u2 +€) )+. (28)
u; + € Uy + €

Alors wy, wy € Wol’2(AR). Si on teste I'inéquation Mu;, < 0 par wy, et Muy > 0 par wy et
on retranche les résultats, on obtient

—/ (Vuy.Vwy; — Vug.Vws) Fdn > / (ufwy — udwy) i Fdn
AR -AR

—)\/ (u1wy — ugws) Fdn. (2.9)
AR
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Le support de w; et de wy est inclus dans I'ensemble O(¢) = {77 € ]Rf sur(n) > ua(n) +e}

et on a w; < wy dans O(€). On a
/ (Vuy.Vw; — Vug.Vws) Fdn
Ar

2 2

uy + €

Uy + €

Uy + €
IVul

Vs Fdn (2.10)

/@(e)

Et par le théoreme de Lebesgue, on a

‘Vul —

+ ‘VUQ —

Uy + €

lim (ugwy — ugws) Fdn = 0.
e—0 Agr

En fait
Ug

Uy + €

ULW] — UgWe = (1 — ) ((ur + €)% = (up + 6)2)+ <l

Or (1 — ) ((ur + €)% = (up + 6)2)+ tend vers 0 preque partout quand €, € — 0 et u?

u2-+e€
est intégrable d’ou le résultat. Enfin,

_ us
wlw; — udwy = (u? = ” i e) ((wr +€)* = (up + 6)2)+
ud™!
= (=) ) (0 Gk ),

qui est positive. Donc, par le lemme de Fatou,

lim [ 72 (udw, — udwy) Fdn > / m® (ui™ —ud™) (uf — u3) Fdn. (2.11)

e—0 Agr {u1 >u2}

Alors par (2.9 ) et (2.11 ),
[ et - ) (uf - ) Py <0
{u1>u2}

ce qui implique que u; < uo.

Lemme 5 L’équation

2
rz" + (01 + %) 2 4 erz=0, re(0,00) (2.12)

possede deux solutions linéairement indépendantes z; et z; avec le comportement asymp-
totique a l'infini suivant :

A (r) = 122 L exp T (14 0(1)) et 20(r) = 122 (1 + o(1)). (2.13)
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La preuve de ce lemme est faite dans 'article de Marcus-Véron [2].

Théoréme 2.2 Soit 1 < ¢ < NE322 o )\ = };“T‘i‘. Il eziste une solution unique h €

N+1
Wo112< (A)N LZ—;@IK (A) du probleme
Lxh — Ah + n%ahq =0 dans A=R, xRY (2.14)

vérifiant les conditions suivantes :

(A+a)
w (0,2, ) =0 et lim In| T w(n) = 0. (2.15)

n]—oc0

En plus h vérifie lestimation (2.4 ). Finalement, pour tout ¢ > 1, si h est une solution
de (2.14 -2.15 ), alors h € Wolf( (AN Lg“ (A) et h satisfait les inégalités suivantes :

1K
n)% 2420 _ N
exp 4 h(n) < Cmln| pour tout n € A, |n| > 1 (2.16)
12
hs () > Cpm ™ N1 < exp% pour tout n € A, |n| > 1. (2.17)

Preuve
Etape 1 Existence d’une sur-solution de (2.14 ).

Soit z; comme dans le lemme 5 avec ¢ = A = ;*T(f et c;=N—-—1.0na~vy= % est la
premiere fonction propre et N —1 est la premiere valeur propre de 'opérateur de Laplace-
Beltrami —Agv—1 dans W, (S¥71). La fonction U = 21 (r)y, r = |n| est une sur-solution

positive de (2.14 ) dans A. En fait,

Ll — AU + 22U —
N -1 1
— (zi’ + (— + t) 2+ )\zl) v — =2 lgnay + 00U =
r 2 r

N -1
= 7,,2

U+ni*U? > 0.

Etape 2 Existence d’une sous-solution de (2.14 ).

Soit la fonction propre 1 = K11, de Lg correspondante & la valeur propre % Pour €
assez petit, on considere la fonction eip. Cette fonction est une sous-solution positive de
(2.14 ) dans A. En fait, on remarque d’abord que

N 4+ 3+ 2« l+a N+1

Siqg< ———— alors A = >
ig N1 alors — 5

En plus on a

Li () = A () +ni* (ey)” =

N+1
(351 s
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N+1
)]

En remplacant ¢ par sa valeur, on a

—In2(¢=1)
4

2a _q—1,q—1 __ _q—1, 2a+q—1 2a+q—1
m e =€ N exp 1

< ey
qui est une quantité bornée. D’out
Li () = A(ey) + i () < 0.

Etape 3 La sur-solution domine la sous-solution.
Cela se garantit par le fait que

2
—Inl

U= 771|77|202_01_2 exp 4 et 2c—c —2>0.

Etape 4 Existence d’une solution de (2.14 ).
Puisque U > €, on peut trouver une solution h de (2.14 ) dans A entre les deux fonctions
U et €.

Etape 5 Si1 < ¢ < %:120‘, la fonction h vérifie (2.16 ).
1ta

Soit z; comme dans le lemme 5 avec cp = A = Py et ¢; = N —1. On choisit R, suffisament
grand de sorte que z;(r) > 0 pour 7 > Ry. On a que v = %‘ est la premiere fonction propre
et N — 1 est la premiere valeur propre de 'opérateur de Laplace-Beltrami —Agnv-1 dans
Wy (SY71). Si R > Ry alors la fonction U = z(r)y, r = ||, est une sur-solution de

(2.14 ) dans Ag. En fait,

LxU = XU + ;U =

N—-1 r 1
_ (zi/ + (T —+ 5) zi + /\Zl) Y — ﬁzlASN—l’Y —+ n%aUq =

N —

1
= =5 U+n"U">0.

On choisit C' > 0 pour avoir
Cz1(Ro)y(0) = h(Ry,0)Vo € ST

Alors par le lemme 4,
CU > h dans Ag,.

Alors h satisfait (2.16 ). Et on déduit que h vérifie (2.15 ).
Etape 6 Pour tout ¢ > 1, toute solution de (2.14 -2.15 ) vérifie (2.16 ).

Soit h une solution de (2.14 -2.15 ). Soient z; et zo définis comme dans le lemme 5, avec
Co = A= ;*T‘f et ¢ = N — 1, et on choisit Ry suffisamment grand pour avoir z;(r) > 0,
22(r) > 0 pour r > Ry. Par Iétape 1, la fonction U = 7z, est une sur-solution de (2.14 )

dans Apg, avec v = ‘z]—l' est la premiere fonction propre de 'opérateur de Laplace-Beltrami
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—Agn-1 dans VVOL2 (Siv_l). En plus si z est une solution de (2.12 ), alors z est une sur-
solution de (2.14 ). On choisit C' > 1 tel que

Cz (Ro)v (o) > h(Ry,0), Voe Sy,

et soit € > 0. Alors CU et €z9 sont deux sur-solutions de (2.14 ) dans Ag,. D’ou, la
fonction V. = CU + €zy est une sur-solution positive de (2.14 ) dans Ag,. Par (2.15 ) et
(2.13 ), il existe R, > Ry tel que ez (r) > h(r,0) pour tout r > R, et tout o € SY 1.
Donc, si R > R,, par le lemme 4,

v;zhdans{neRN:n1>o,R>|n|>Ro}.

Et donc V; > h dans Ag,. On fait tendre € vers 0 et on utilise (2.13 ), on conclut qu’il
existe une constante C’ > C tel que

2(14a) _

h < Cyz = C'myr e

2
1 —_r_
exp © dans Ag,.

Etape 7 La fonction h € Wy (A) N LZ;}K (A).
’ 1
Par I’étape 6, si h est une solution de (2.14 ), alors h € Lz

reste & démontrer que Vh € L3 (A). Pour tout p > 0,

p p 2
/ / IVh]*Kdn = / / (h? +172|Vsh|?) N exp® dodr
0o Jsy ! 0o Jsy !

2

P ) )
= / / (=ni*hTtt 4 AR?) PN exp T dodr + / hh, (p,o) p" texp'T do.
0o Jsy ! s-1

20 g (A), pour tout p > 1. 11
1

En intégrant par parties, on obtient

R 2
/ / hh, (p,0) pN ' expT dodp =
0o Jsy !

N

1.y N-1 . B I 2 N2 P o
—h*(R)R" " expt do — = h(p) | (N —=1)p" "+ — | exp 7 dodp.
2 2 Jo Jon 2
Par I'estimation (2.16 ),
1.y N-1 . B2
Eh (R)R" " exp® do — 0 quand R — o0

et

e 2 N2, PV 22
3 h*(p) [ (N —=1)p" "+ o) exp dodp converge quand R — oo.
0o Jsih-t

+
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En conséquent il existe une suite R, qui tend vers l'infini tel que

R,
/ hh, (R,,0) RN expa do — 0.
syt
On remplace p par R, on obtient

P 2
/ / (—U%ahqﬂ + )\h2) rN"lexp T dodr converge quand n — oo
0o Js¥!

2
/ hh, (p,o) pNLexpT do — 0 quand n — .
syt

On déduit alors que Vh € L3 (A).
Etape 8 La solution h satisfait (2.17 ).
Soit ¢a > 0. Par le lemme 4, il existe une solution z., de (2.12 ) avec ¢; = N — 1 tel que

r2
Zey =772 Nexp™ 7 (1+0(1)).
Soit g > Aq (S frv ’1), il existe une solution du probleme

Agvarp+ pp — (0.e0)* 08 = 0 sur SV7!
o = 0 sur 98y

avec e; est le vecteur unité dans la direction de 'axe z1. On pose w = ¢ (0) 2., (). On
suppose que 7 est suffisamment grand de sorte que z., (r) > 0. Alors,

Lxw — Aw + ni*w? =

N—-1 r 1
— (Zé’2 + ( " + 5) zéz + )xz@) ©— ﬁZCQASN—IQO + it =

==z, A—co—pr > + " (r7? (0.e1)* — ez .
On suppose que ¢, € (0, A) et on conclut pour r suffisamment grand que

Lrw — Aw + nf”‘wq < 0.

Alors w = ¢ (0) 2., (r) est une sous-solution de (2.14 ).

Etape 9 Unicité de la solution de (2.14 ).

Pour montrer 'unicité, on suppose que h’ est une autre solution de (2.14 ). Alors pour
€ >0, h. = (1 + €)h’ est une sur-solution. Et pour 0 < ¢’ < 4, on a

div(KVh) div(KVR.) . ( h hld N2 s L 2
_ € 6 _ € K h _ h d
/A( [ T Vur S N T YR <( +9) (6+5)>+ 7
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h h/e N2 / 2
< — — .
_A/A(M(S/ h2+5) <(h+6) (h€+6)>+dn

h4 h'a 2 p 2
. € N2 >
(h+5/ hé—i-(;) ((h 5) <he 6) )+ 0,

et

V= (hﬁé’ B h/ﬁé) (s 9 = (e 0°) < (67" = (L +67°),

Par le théoreme de Lebesgue, on a

. . h hé N2 / 2 o
lim lim A<h+5/_hg+5) (000 =, +9) )+Kdn—0.

En utilisant la formule de Green, on a

div(KVh)  div(KVH) e
/A(_ o hte (4 89 = (i 6°)

h+¢
= Vh — Vh.

On fait tendre ¢’ vers 0 puis 0 vers 0 et par le lemme de Fatou on a

h. 46
h+ ¢

2
+ ‘th — Vh

2
)Kdnzo.

[ ) (02 - 2) K <0

h>h!

Alors h < R.. Puisque € est arbitraire, h < h’ ensuite on inverse I'inégalité. On obtient
h="H.

3 Le cas du général.

Théoreme 3.1 Soit le probléme

p
w = Au+ Y au? =0, (3.1)
i=1

avec 2 < p < N, dans le domaine G = {(x,t) cx eREXRN Pt e R+} et

w(0, Tpy1y oy on,0) = 0, (Tps1, .., on) € RYP\{O} ¢ >0, (3.2)

ULy ooy Tpy Tpt1y oy TN, 0) = 0, (21, .0y ) € RE (3.3)

. N+2a+p+2
avec a > —l et q > 1. Sil < q< ==

autosimilaire U, € C (G\O).

, alors il existe une solution unique positive
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Preuve
Etape 1 Existence d’une sur-solution de (1.16 ).

Soit z; comme dans le lemme 5 avec ¢ = A = };:Cf et ¢ = p(N +p—2). On prend la
fonction propre v = % correspondante a la valeur propre p (N + p — 2) de opérateur

de Laplace-Beltrami —Agn-1. La fonction U = z1(r)v, r = |n| est une sur-solution positive
de (1.16 ) dans G. En fait,

LxU — AU + Z Ut =

=1

N -2 1 P
— (zi’ + <w + t) Zi + )\21) v — T—22’1A5N71U + anaUq —
=1

r 2
p(N+p_2) . 2«
=1

Etape 2 Existence d'une sous-solution de (1.16 ).

Soit la fonction propre u = K 'nn...n, de Lg correspondante a la valeur propre (N +
p)/2. Pour € assez petit, on considere la fonction eu. Cette fonction est une sous-solution
positive de (1.16 ) dans G. En fait, on remarque d’abord que

N+2a+p+2 1+«
alors A =
N qg—1

> (N +p)/2.

Sig<

En plus on a

p

Ly (eu) — A (eu) + ana (ew)? =
i=1

(N +p)/2—-)) eu—|—2n Yelu? =

((N +p)/2 -2+ Zn%‘eq 1uq_1) .

=1

P
E nfo‘eq_luq_l = nfo‘eq_luq_l + ng%q—luq—l + ...+ nﬁaeq_luq_l.
i=1

En remplacant u par sa valeur, on a

20 _q—1, g—1 g—1 q—1 2a+q 1 m g—1 g—1 20+q—1 —ni(a=1)
e u =E¢€ H77 h exp ¢ Se€ HTI Ui exp ¢

=2
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qui est une quantité bornée. De méme, on a

- 12 1 [nl?(g=1) ? 1 2 1 —n3(a—1)
2 .q—1,g—1 _ q—1 q—1, 2a+q— ezt q—1 q—1_2a+q—
Ny € ulT =€ ;M exp 4 <e n; M, exp 1

i=1,i#£2 i=1,i#£2

qui est une quantité bornée. D’out
p
L (eu) = A(euw) + Y n7* (eu)” <0,
i=1

Etape 3 La sur-solution domine la sous-solution.
Cela se déduit du fait que

—In|2

U=mne..nnnf*> " 2exp et 2c; —c; —2>0.

Etape 4 Existence d’une solution de (1.16 ).

Puisque U > eu, on peut trouver une solution h de (1.16 ) dans G entre les deux fonctions
U et eu.

Etape 5 Unicité

On utilise la méme méthode de I'étape 9 du lemme 2.2.

Lemme 6 Soit R > 0, on pose
Gr = {n eERY iy >0,m>0,...,0x5 >0,[n| > R}.

Soit F' une fonction continue dans Gg, positive dans Gg, et soit A € R. On considére
I’équation
p
Mu = Lpu — Au + Z?ﬁo‘uq =0 (3.4)
i=1
1. On suppose que u; est une sous-solution faible positive de_(3.4 ) et que uy est une
sur-solution faible positive de (3.4 ) dans W'lif (Gr)NC (QR). En plus, on suppose
que uy € L% (Gr). Alors

up < ug sur OGg, lim u; = lim uy = 0 = u; < uy dans Gg. (3.5)
In|—oc0 [n]—oc0

2. Soit 0 < R < R < oo et on pose Grr = Gr\Gr. On suppose que u; est une
sous-solution faible positive de (3.4 ) et que us est une sur-solution faible positive
de (3.4 ) dans Wo? (Grr) N C (Gr,r). Alors

loc

wy < wug sur 0Gr p = w1 < uy dans Gr pr. (3.6)

Preuve
On suit la méme méthode de la preuve du lemme 4.
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Lemme 7 Sil <g¢< %7 la solution h de (1.16 ) satisfait I'inégalité suivante :

|2
exp 4

2+2a_
h(n) < Cmma.plnl ot PN 22 pour tout n € G, pl > 1. (3.7)

Preuve

Soit z; comme dans le lemme 5 avec ¢ = A = ;LT‘{‘ et ¢; = p(N +p—2). On choisit
Ry suffisament grand de sorte que z;(r) > 0 pour r > Ry. On prend la fonction propre
v = % et la valeur propre correspondante p (N + p — 2) de lopérateur de Laplace-

Beltrami —Agn-1. Si R > Ry alors la fonction U = z(r)v, r = |n|, est une sur-solution
de (1.16 ) dans Gg. En fait,

p
LU =AU+ nU? =

i=1

N+p—2 1 d
— (zi’ + <p—( r=2 - g) 2+ )\z1> v— T—QZIASJ\HU - izlnfaUq -

r

N 2)
Spllke S U+Z772°‘U‘1 >0
On choisit C' > 0 pour avoir
Cz1(Ro)v(o) = h(Ry,0)Vo € la partie positive de S .

Alors par le lemme 6,
CU > h dans Gg,.

Alors h satisfait (3.7 ). Et on déduit que h vérifie (1.17 ).
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tions de “bonne mesure” et de “mesure réduite” pour deux problemes paraboliques non linéaires.
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