
THESE
présentée à

L’UNIVERSITE D’EVRY–VAL D’ESSONNE

par

Nadjet TALBI

pour obtenir le diplôme de

DOCTORAT DE L’UNIVERSITE
D’EVRY VAL D’ESSONNE

Spécialité: Robotique

résolution du contact frottant entre objets
déformables en temps réel et avec retour

haptique

Thèse soutenue le
11 Décembre 2008

JURY

M. Philippe Meseure Professeur à l’université de Poitiers Rapporteur
M. François Peyraut Professeur à l’université de Belfort-Montbéliard Rapporteur
M. Pierre Villon Professeur à l’université de Compiègne Examinateur
M. Christian Duriez Chargé de Recherche à l’INRIA Lille Examinateur
M. François Faure Maître de Conférences à l’université de Grenoble I Examinateur
M. Zhi-Qiang Feng Professeur à l’université d’Evry Val d’Essonne Examinateur
M. Pierre Joli Maître de Conférences à l’université d’Evry Val d’Essonne Co-directeur
M. Abderrahmane Kheddar Directeur de Recherche CNRS Directeur thèse



2



Remerciements
"A ma Maman, mon Papa, Sabrina, Nadjib, khirreddine, Sarah, Hamoud, Souhila"

"A Sébastien mon Grand Amour"

Je tiens à remercier les membres du jury (Meseure Philippe, Peyraut François, Duriez
Christian, Villon Pierre, et Faure François) pour avoir accepté de rapporter et d’examiner
mon manuscrit.

Je tiens à remercier chaleureusement

Abderrahmane Kheddar, mon directeur de thèse, pour m’avoir recruté dans son équipe
et permis de réaliser cette thèse.

Pierre Joli, mon co-directeur de thèse, pour son aide précieuse, sa présence, son soutien
et ses conseils tout au long de ces années.

Zhi-Qiang FENG, professeur à l’université d’Evry pour ses conseils, son aide, et ses
explications qui m’ont souvent éclairées dans mon travail.

Etienne Colle, co-directeur du laboratoire IBISC pour ses conseils et ses encouragements

Un grand merci pour toute l’équipe RVH pour cette bonne ambiance qui régnait

Je remercie également l’équipe Evasion de l’INRIA de Grenoble pour leur accueil cha-
leureux lors de mon séjour chez eux.

Je remercie ensuite tout le personnel de l’université et de l’IUP d’Evry (administratif
et enseignant) qui m’a permis d’effectuer cette thèse dans de bonnes conditions (Annie,
Sylviane, Florent, ...).

Un infini merci à mes parents, à mes frères et soeurs

Un grand merci chaleureux à ma tante Dalila et mon oncle Samir et sa femme Yamina
pour leur soutien et leurs conseils.

A tous mes amis, que je remercie pour leurs encouragements, Amel, Thierry, Annick,
Jocelyn, Franck, Belkacem, Asma, .... (Pardon pour ceux dont le prénom n’apparait pas)

Mes derniers remerciements plus qu’affectueux pour Sébastien Delarue avec qui j’ai
vécu les plus beaux moments de ma vie ... pour cette merveilleuse histoire des milles et
une nuits que j’espère éternelle... .



4



Résumé
Cette thèse traite de la résolution de contacts multiples frottants entre objets défor-

mables dans le cadre de la simulation interactive avec retour d’effort.

Le contexte de ces travaux est l’apprentissage des gestes médicaux-chirurgicaux par l’in-
termédiaire d’une interface haptique. Dans ce type de contexte, il est nécessaire de prendre
en compte la déformation des organes, les interactions organes/organes et les interactions
outils/organes.

Ces interactions sont du type contact avec frottements (secs ou visqueux). On utilise la
Méthode des Eléments Finis appliquée aux équations de la Mécanique des Milieux Conti-
nus qui est certainement la méthode la plus rigoureuse pour modéliser le comportement
linéaire ou non linéaire des tissus mous.

On considère que les objets se déforment dans un état d’équilibre quasi-statique car les
gestes opératoires sont lents et les objets manipulés sont de faible masse.

Afin de résoudre ces équations d’équilibre quasi-statique dont les inconnues sont les
forces de contact et les déplacements élastiques, on utilise la méthode incrémentale de
Newton-Raphson.

Plusieurs formulations, basées principalement sur le lagrangien augmentée (pseudo-
potentiels, bi-potentiel), sont présentées pour modéliser les lois de contact frottant (Si-
gnorini et frottement de Coulomb) entre objets déformables dans un cadre très général
(statique/dynamique, grandes déformations, schémas numériques : explicite, implicite).

Afin de séparer le calcul des forces de contact du calcul des déplacements élastiques, on
utilise la méthode de flexibilité laquelle permet de considérer un solveur de force de contact
indépendamment du solveur des déplacements.

Le solveur de forces de contact utilise des techniques de résolution numérique type
«Gauss-Seidel» et «Uzawa» et permet un contrôle robuste de la solution en fonction de la
précision demandée. Une version de ce solveur a été développée dans laquelle, il n’est pas
nécessaire de connaître les modèles utilisés au niveau des déformations.

Un simulateur temps réel avec interface haptique appelé «HapCo» a été mis au point
et a permis de valider les concepts introduits dans cette thèse.
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Abstract

This thesis deals with the solving of multiple friction contact problems between defor-
mable bodies in the specific area of interactive simulation with force feedback.

The general context of this work is the training of medical-surgical gestures via an
haptic device. In this type of context, it is often necessary to take into account the global
deformations of the organs and the local contact forces due to interactions soft tissues/
soft tissues or to interactions tools/soft tissues.

These interactions are the consequences of the friction contact force (dry or viscous).
We use the Finite Element Method based on the mechanics theory of continuous media
which is certainly the most rigorous method to model linear or non linear behaviours of
soft tissues.

We also consider that the objects are deformed following the quasi-static equilibrium
hypothesis because the operational gestures are slow and the handled objects have low
masses.

In order to solve these quasi-static equilibrium equations whose unknowns are the
forces of contact and the elastic displacements, we use the incremental method of Newton-
Raphson.

We present various formulations, mainly based on the augmented lagrangian method
(pseudo-potentials, bi-potential) to model the contacts laws (Signorini and friction of Cou-
lomb) between deformable objects within a general framework (dynamic, large deforma-
tions, explicit or implicit numerical resolution).

In order to disconnect the computation of the contact forces from the computation
of the elastic displacements, we use the flexibility method which gives the possibility to
consider a contact solver independently of the displacement solver.

The contact solver is based on «Gauss-Seidel» and «Uzawa» techniques and allows a
robust control of the contact forces relative to a given numerical precision. A version of
this solver has been realised in which it is not necessary to know the models used for the
deformations.

A real-time simulator with haptic device has been produced and allowed to test the
concepts introduced in this thesis.
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Introduction

De nos jours, la demande en simulateurs réalistes et interactifs grandit considérable-
ment : la mécanique, la robotique, l’informatique, la croissance de la puissance des ordina-
teurs et les nouvelles techniques d’acquisition participent de plus en plus au développement
de ces simulateurs. Ces derniers doivent être réalistes (rendu visuel 3D, sonore, tactile et
haptique), précis et basés sur les lois de la physique. Les utilisateurs doivent aussi pouvoir
interagir avec la simulation à travers des dispositifs mécaniques (les interfaces haptiques
par exemple) et obtenir une réponse en un temps très limité (temps réel) afin de reproduire
le plus fidèlement possible des phénomènes réels. L’interaction entre objets déformables re-
présente une partie non négligeable du monde réel que les applications de la réalité virtuelle
tentent de reproduire.

Nous trouvons ce type d’objet dans les simulateurs chirurgicaux ayant pour objectif
la formation et l’entraînement aux gestes opératoires, l’acquisition des réflexes correspon-
dants ainsi que la planification chirurgicale sans passer par des opérations sur des animaux
ou sur des cadavres. Nous les trouvons aussi dans les effets spéciaux cinématographiques et
les jeux vidéo ainsi que dans différents problèmes de mécanique lié à la Conception Assisté
par Ordinateur (CAO).

Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéressons principalement à l’apprentissage
des gestes médicaux-chirurgicaux par l’intermédiaire d’une interface haptique. Une inter-
face haptique étant un dispositif mécanique restituant en temps réel à l’opérateur un effort
calculé lors de la simulation. Dans ce type de contexte, il est souvent nécessaire de prendre
en compte la déformation des organes, les interactions organes/organes et les interactions
outils/organes. Ces interactions sont du type contact avec frottements (secs ou visqueux).
Il existe de nombreuses applications médicales imposant ce type de cahier des charges.
Prenons par exemple la chirurgie mini-invasive endovasculaire où il s’agit d’introduire un
long cathéter flexible par voie artérielle. L’opération est rendue complexe par la présence de
frottements sur des zones importantes de contact entre le cathéter et les parois artérielles
(et aussi par un retour visuel très dégradé). Citons également la manipulation du foetus au
moment de la délivrance (contact entre la tête du foetus et les muscles pelviens), ou encore
la chirurgie coelioscopie (chirurgie mini-invasive abdominale) dans laquelle on manipule
des outils longs et rigides à travers des trocards ce qui nécessite de créer un chemin d’accès
en écartant ou en déplaçant des organes pour atteindre la zone à traiter (création de sur-
faces de compression et d’adhérence/glissement entre organes). Le retour d’effort restitué
via l’interface haptique sera très différent selon le nombre de points de contact et le type
de frottement (secs ou visqueux). Le cas le plus sévère est celui de contacts multiples avec
frottements secs car c’est celui qui introduit le plus d’instabilité numérique.
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De nombreux travaux existent sur la modélisation des corps déformables. Certains mo-
dèles non physique sont basés uniquement sur des mécanismes cinématiques comme les
«cubes actifs» ou les «chain-mail». La précision de ces modèles n’étant pas prouvée on
préfère souvent utiliser des modèles plus complexes basés sur des lois de comportement.
La définition d’une loi de comportement est généralement issue d’observations, de mesures
rhéologiques et de connaissances d’experts. Le problème majeur réside dans le domaine
de validité des lois supposées. Si l’on choisit une loi de comportement élastique linéaire
(déformations réversibles) souvent utilisée en raison des faibles temps de calculs, alors, le
domaine de validité est limité aux petites déformations. Une approche plus raisonnable
pour modéliser les tissus mous est de considérer les grandes déformations. Dans ce cas
il est nécessaire d’utiliser des lois de comportement non linéaires d’hyperélasticité com-
pressibles ou incompressibles (Blatz-Ko, Gent, Ogden, Mooney-Rivlin par exemple) ou de
visco-élasticité. L’incompressibilité de certains organes vient de leur caractère biphasique
(fluide/solide). Il faut également prendre en compte l’anisotropie des tissus organiques. Une
loi classiquement utilisée dans les simulateurs chirurgicaux est la loi de St Venant-Kirchhoff
qui n’est autre qu’une extension de l’élasticité linéaire appliquée aux grandes déformations
et qui représente là encore une approximation forte du comportement des tissus mous.

La géométrie des organes étant complexe et continue, pour construire un modèle numé-
rique, il est nécessaire de procéder par une méthode de discrétisation spatiale. La méthode
masse-ressort est souvent utilisée dans les simulateurs chirurgicaux pour sa simplicité de
mise en oeuvre. Elle consiste à utiliser un modèle géométrique discret surfacique ou volu-
mique dans lequel les sommets sont considérés comme étant des masses et les arêtes comme
des ressorts. La contrainte d’incompressibilité et les valeurs des constantes paramétriques
des ressorts restent difficiles à mettre en oeuvre si l’on veut respecter les lois de compor-
tement des tissus. Ce modèle a permis de créer des simulateurs chirurgicaux fonctionnant
en temps réel, mais peu de données sur leur précision sont fournies.

La Méthode des Eléments Finis appliquée aux équations de la mécanique des milieux
continus est certainement la méthode la plus rigoureuse pour modéliser le comportement
linéaire ou non linéaire des tissus mous car les lois de comportement sont directement
intégrées dans la constitution des modèles. Le principe est de décomposer l’organe étu-
dié en une grande quantité de petits éléments finis, typiquement des tétraèdres pour les
objets 3D, puis de calculer les déformations et les contraintes dans le volume tout entier
en fonctions des déplacements aux noeuds du maillage. L’inconvénient est le nombre im-
portant de degrés de liberté (ddl) générés dans ce type de modélisation. Citons également
la méthode des éléments de frontière basée sur les équations de la MMC et sur le calcul
des équations intégrales. Dans ce cas, la discrétisation est uniquement surfacique ce qui
réduit considérablement le nombre de degré de liberté du modèle. Cependant cette mé-
thode nécessite la connaissance au préalable des fonctions de Green non définies dans le
cas non linéaire des lois de comportement et des grandes déformations. Plus récemment
un compromis, qui limite la discrétisation volumique coûteuse en ddl, consiste à modéliser
le comportement élastique uniquement à la surface suivant une certaine profondeur et à
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considérer un fluide incompressible à l’interieur. Il peut s’agir là d’une approximation suf-
fisante pour certains tissus mous comme dans l’exemple de la cuisse. Citons également les
méthodes sans maillage, comme la méthode des sphères finies associée à des techniques de
collocation. Cette méthode à l’avantage d’enrichir un maillage au niveau de l’interaction
entre l’outil et l’organe sans qu’il soit nécessaire de remailler la zone de contact.

Il est difficile de trancher de manière objective sur l’efficacité de tel ou tel modèle si l’on
doit prendre en compte simultanément la précision des résultats numériques et la rapidité
des calculs. Bien souvent ces deux critères s’opposent mais l’approche éléments finis est
certainement celle qui conduit à une meilleure prise en compte des phénomènes physiques.
Rien qu’en partant de cette approche, il est possible de faire des choix multiples de modèles
différents afin de réduire le coût numérique suivant le contexte (approche quasi-statique
ou dynamique, schéma numérique d’intégration implicite ou explicite, méthode de résolu-
tion type Newton-Raphson ou du type gradient conjugué, matrices pleines ou condensées,
réduction de modèle ou non). Citons le modèle masse tenseur comme un de ces modèles
dérivés de la méthode des éléments finis où la matrice de masse est condensée et les forces
internes aux noeuds sont dérivées directement à partir de l’expression de l’énergie interne
élément par élément sans assemblage matriciel.

Quelque soit le modèle choisi, il doit prendre en compte la déformation des corps en
contact de manière réaliste afin de restituer un rendu haptique cohérent entre la perception
mentale que l’on a des objets manipulés (ou que l’on touche) et la perception réelle ressen-
tie à travers l’interface haptique utilisée. Le challenge est considérable car il est admis qu’il
faut une fréquence de calcul superieur à 300 Hz (voir 1kHz pour certaine application que
nous qualifierons de «raides»). Il est donc nécessaire d’optimiser les trois phases suivantes
de calculs intervenant dans le processus de simulation:

– le calcul des déformations et des déplacements induits,
– le calcul de détection de collision,
– le calcul des forces de contact.

L’objectif de cette thèse est d’optimiser cette dernière phase dans le cas de contacts
multiples et simultanés avec frottement. L’idéal étant de mettre au point un «solveur» de
force de contact indépendant des techniques utilisées dans les autres phases de calcul et
dont on peut contrôler la stabilité numérique en fonction de la puissance de calcul dis-
ponible, des propriétés de l’interface haptique (force maximale, impédance mécanique de
l’interface, . . . ) et de la contrainte temps réel lié au rendu haptique.

Pour cela un banc de test de simulation a été développé, il est composé de deux objets
déformables discrétisés par la méthode des éléments finis dont l’un peut être manipulé via
une interface haptique type «Phantom» (SensAble Technologies) et peut ainsi entrer en
collision avec le second qui est fixe. La modélisation des déformations est physiquement
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«réaliste» car elle est basée sur la théorie des milieux continus. La formulation des équa-
tions d’équilibre est déduite de la méthode classique des éléments finis en élasticité linéaire.
Un module de détection de collision a été mis au point afin de détecter toute collision po-
tentielle entre les deux objets déformables. Il permet également de localiser tous les points
de contact (contact multiples et simultanés) ainsi que toutes les données nécessaires pour
résoudre les forces de contact (les normales, les coefficients barycentriques des points de
projection). Parce que nous considérons les effets inertiels comme négligeables, nous avons
considéré que les objets se déforment dans un état d’équilibre quasi-statique. En effet, on
se place dans le cadre de la conception de simulateur médicaux dans lesquels les gestes
opératoires sont lents et les objets manipulés de faible masse. Dans notre simulateur, on
impose un mouvement de corps rigide à l’un des deux corps. Ce mouvement sert de mou-
vement de référence autour duquel les déformations de ce même corps sont calculées. Cette
approche qualifiée par certains chercheurs de corotationelle globale a l’avantage de pouvoir
séparer les grands déplacements dus au mouvement de corps rigide (dont le mouvement
est ici imposé), des petits déplacements dus à la déformation.

Afin de résoudre les équations d’équilibres quasi-statiques dont les inconnues sont les
forces de contact et les déplacements élastiques (dus aux déformations), on utilise le cadre
général de la méthode incrémentale de Newton-Raphson pour résoudre des systèmes d’équa-
tions algébriques. Cette formulation générale permet de formaliser n’importe quel problème
de mécanique qu’il soit linéaire (petits déplacements, petites déformations) ou non linéaire
(grands déplacements, grandes déformations) en dynamique ou en statique. Il faut pour
cela calculer les matrices tangentes correspondant au type de problème à traiter. Dans
notre cas (petites déformations, élasticité linéaire, grands déplacements imposés), notre
problème de mécanique est linéaire relativement aux déplacements élastiques. La résolu-
tion s’effectue donc en un seul incrément de déplacement pour chaque pas de chargement
(pas de force extérieure ou de déplacement imposé). La matrice tangente est constituée des
matrices de raideur des deux corps qui sont supposées constantes (élasticité linéaire).

Dans le cas où il y a des points de contact, les forces de contact induites sont calculées
de manière implicite par un processus itératif afin de respecter les conditions de non inter-
pénétration (condition de Signorini) et les conditions d’adhérence ou de glissement (Lois de
Coulomb). Ce processus itératif nécessite de construire une matrice de projection appelé
matrice de Delassus (ou matrice de flexibilité) permettant d’établir le système minimal
d’équations (dérivant des équations d’équilibre quasi-statique) que doivent satisfaire les
forces de contact. Cette matrice va nous permettre d’en déduire un coefficient de raideur
«fictif» nécessaire dans la résolution du contact (avec et sans frottement) et d’assurer la
convergence du processus itératif. Les équations du contact sont formulées à partir des
conditions de Signorini et de lois de frottement de Coulomb en cas de contact avec frot-
tement. Ces équations représentent des contraintes que doivent respecter aux points de
contact les déplacements élastiques et les forces de contact. Ceci implique une résolution
à partir de méthodes numériques d’optimisation sous contraintes : LCP, Lagrangien aug-
mentée (pseudo-potentiels, bi-potentiel).
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Cette thèse se décline en quatre chapitres :

– Le premier chapitre présente un état de l’art autour du thème de la simulation inter-
active et des problématiques associées comme la modélisation des corps déformables,
la détection de collision et la résolution de contacts multiples.

– Le deuxième chapitre concerne la formulation d’un problème de contact entre objets
déformables. Plusieurs méthodes sont envisagées conduisant à la mise en forme de
plusieurs algorithmes de résolution en contrainte.

– Le troisième chapitre présente les tests numériques des différents algorithmes définis
dans le chapitre 2. Ces essais numériques ont été réalisés sur le simulateur HAPtique
COntact (HAPCO) que nous avons développé dans notre laboratoire. Ils ont été
effectués en «boucle ouverte» c’est à dire à partir de parcours prédéfinis et activés
par clavier sans retour Haptique.

– Le quatrième chapitre présente le logiciel HAPCO, le solveur modulaire introduit
dans la plateforme SOFA développée par l’équipe Evasion de l’INRIA Grenoble. Il
traite également du rendu haptique à partir d’une évaluation effectuée auprès de 7
personnes étrangères à nos travaux.

Nous terminerons par une conclusion générale qui synthétisera les résultats obtenus et
présentera des perspectives de recherche.
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1

Etat de l’art
1.1 Introduction

Les modèles déformables existants reposent sur un modèle géométrique surfacique ou
volumique. L’évolution du modèle géométrique dépend ensuite des propriétés de déforma-
tion qu’on lui confère. On distingue les modèles déformables physiques et non physiques
selon qu’ils soient basés ou non sur les équations de la physique définissant leur compor-
tement. Dans cette étude, nous nous intéressons à l’interaction d’objets déformables basés
sur des modèles physiques discrets comme les systèmes «masse-ressort» ou des modèles
basés sur la Mécanique des Milieux Continus (MMC) et discrétisés ensuite par la Méthode
des Eléments Finis (MEF). Des objets déformables en interaction impliquent des collisions
à détecter, des déformations à calculer ainsi que la réponse adéquate liée à la force de
contact pour le dispositif de retour d’effort. Une cadence élevée de cette réponse est de
grande importance pour une interaction haptique réaliste entre l’opérateur et l’environne-
ment virtuel.

La prise en compte du contact frottant entre objets déformables (avec plusieurs régions
de contact) est importante afin de savoir comment ils interagissent. Il est évident que la
force de contact joue un rôle fondamental dans le comportement de la structure: sa dé-
formation, son mouvement, la distribution des efforts, etc. La modélisation du phénomène
du contact frottant entre des objets «déformables ou pas» est en soit non linéaire et pose
de sérieuses difficultés : conceptuelles, mathématiques et informatiques. Malheureusement,
très peu de problèmes peuvent être traités de manière analytique. Il est donc nécessaire de
développer des méthodes numériques adaptées à ce type de problèmes.

Plusieurs applications de Réalité Virtuelle (R.V.) impliquent des interfaces haptiques et
un retour d’effort : simulateurs chirurgicaux, simulateur d’entraînement au pilotage, simu-
lateur d’assemblage pour prototypage virtuel . . . Un retour haptique de qualité (réaliste)
nécessite l’implémentation de modèles physiques ce qui va bien souvent à l’encontre d’une
performance « temps réel » (fréquence de calcul optimale > 300Hz pour des objets mous,
> 1KHz pour des objets durs). Pour cette raison des méthodes d’accélération de calcul
sont indispensables.
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Un autre domaine où il est nécessaire de développer des méthodes numériques adaptées
se situe au niveau de la détection de collisions qui est un goulet numérique d’étranglement
bien connu dans les applications de R.V.

Nous allons commencer par présenter, dans cet état de l’art, quelques exemples de si-
mulateurs interactifs basés sur les lois de la physique, nous définirons ensuite un schéma
général de fonctionnement d’une simulation interactive avec interface haptique. Nous pas-
serons également en revue différents types de modélisation des corps déformables utilisés
pour des simulations réalistes ainsi que différentes techniques de détection de collisions
entre objets déformables. Enfin nous terminerons par un bref état de l’art des méthodes
utilisées pour traiter les contacts frottants.

1.2 Quelques exemples de simulateurs interactifs ba-
sés sur les lois de la physique

L’animation par des modèles physiques consiste à générer automatiquement le mouve-
ment et le comportement de différents objets de façon réaliste en simulant les lois physiques
qui gouvernent son mouvement (translation, rotation) et/ou son comportement (forces
internes, déformations). C’est une technique qui est de plus en plus populaire. Nous la
trouvons désormais dans les jeux vidéo, dans la production des effets spéciaux des films
(auparavant, l’industrie audiovisuelle générait le mouvement/comportement des objets de
la simulation manuellement) ainsi que dans les simulateurs d’applications médicales. Ci-
tons quelques exemples d’utilisation de simulations physiquement réalistes : modélisation
de corps rigides (The Hulk, Grand Turismo, Medal of Honor, Half-Life), modélisation
de la déformation des muscles et de la peau (Shrek, the Nutty Professor, jurassic Park,
the Mummy), modélisation d’éclaboussement d’eau (Shrek, Titanic, Finding Nemo). La
figure 1.1 illustre ces exemples d’animations physiquement réalistes, de plus en plus répan-
dues [ESHD05].
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Fig. 1.1 – Exemples de films ayant eu recours à l’animation basée sur la physique.

De nombreux simulateurs médicaux/chirurgicaux ont vu le jour. Initialement, ces der-
niers étaient fondés sur des modèles géométriques de structures anatomiques, sans tenir
compte de leur réalité physique. La représentation de phénomènes physiques et, plus spéci-
fiquement, la modélisation réaliste des tissus mous, a nettement amélioré la qualité de ces
simulateurs. En effet, nous trouvons dans [BNC96], [MC00] et [MDH+03] des modélisations
de tissus mous basées sur des modèles physiques. Le champ d’applications potentielles de la
simulation interactive a pu ainsi s’élargir allant de la planification en neurochirurgie à toute
forme de chirurgie minimalement invasive (laparoscopie, cholésectomie, endovasculaire ...).
Afin de simuler de manière réaliste la déformation des tissus mous, il est nécessaire de
modéliser avec précision ces déformations mais aussi de les calculer efficacement. La bio-
mécanique permet d’étudier des modèles mathématiques complexes de comportement des
tissus vivants. Plusieurs algorithmes pour le calcul temps-réel de corps déformables inté-
grant un retour d’effort ont été proposés : [ALC99], [CDA00], [LMS03].

La figure 1.2 montre un exemple de simulateur d’entrainement à la chirurgie laparosco-
pique avec interface haptique proposé par la société Kisnet Medical. La chirurgie laparo-
scopique consiste à introduire au niveau de la cavité abdominale des instruments rigides de
forme allongée à travers de petites incisions (1 cm environ) sur lesquelles sont mis en place
des petites canules appelées trocarts. L’abdomen est gonflé par l’injection d’un gaz inerte
afin d’augmenter l’espace opérationnel. Un endoscope est également introduit dans un des
trocarts afin de restituer sur un moniteur vidéo la vision du mouvement des instruments à
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l’intérieur de l’abdomen. L’avantage de ce type d’opération dite mini-invasive est de réduire
considérablement les traumatismes du patient et d’accélérer ainsi sa récupération. L’incon-
vénient est que cela nécessite une parfaite coordination entre la vision et les gestes manuels
qui dans ce cas n’est pas naturelle. Comme on peut le voir, l’interface haptique reproduit
physiquement le mode opératoire. Elle est composée de deux instruments et d’un endo-
scope placés à travers des trocards fictifs. Le mouvement des instruments dans l’abdomen
est reproduit dans un environnement virtuel lui même restitué sur un écran par endoscopie
virtuelle (vision de l’endoscope). Un dispositif à retour d’effort sur les instruments permet
de donner l’illusion d’un contact physique avec l’organe traité.

Fig. 1.2 – La chirurgie abdominale en laparoscopie (KISMET Medical.)

Outre son intérêt éthique, un tel simulateur a l’avantage de pouvoir être enrichi de
fonctionnalités pédagogiques en proposant par exemple une série d’exercices de difficulté
croissante, voir la simulation de situation d’urgence afin de mesurer l’efficacité du chirurgien
à les gérer. Il est également avantageux sur le plan économique car utilisable en permanence
et ne nécessitant pas d’équipements particuliers. Enfin, utilisé avec des données provenant
d’un patient réel, il permettrait un entraînement pour une opération difficile et spécifique.
Toutefois, nous nous plaçons ici dans un contexte d’applications temps-réel, ce qui exige
des concessions sur la qualité de la simulation produite : [SHT+98], [SBB+00], [SBH+98],
[SBH+00], [Pic01].

En effet, on constate que les simulateurs actuels se limitent à des opérations simples
comme l’ablation de la vésicule biliaire dans lesquelles les zones de contact ont lieu unique-
ment entre l’extrémité d’un objet rigide (l’instrument) et d’un objet déformable (l’organe).
Nous sommes bien loin du réalisme attendu par un chirurgien qui voudrait que les organes
interagissent, nécessitant de gérer des zones de contact entre objets déformables.

L’industrie: l’aérospatiale, le naval, l’automobile et le bâtiment s’intéressent également
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aux simulations physiques interactives. En effet, le simulateur de vol ou le simulateur de
conduite auto/moto représentent des outils importants d’apprentissage pour le pilotage.
Dans ce cas il n’y a pas d’interface haptique mais un rendu d’effets inertiels induits par
le mouvement de la cabine de pilotage montée sur une architecture robotisée. L’attention
pour restituer ce rendu est portée sur la conception mécanique et sur le contrôle dynamique
basé sur des modèles physiques. Il est possible d’élaborer des lois de contrôle fondées sur des
concepts psycho-physiques comme l’interaction visio-vestibulaire pour donner l’illusion de
grands déplacements tout en disposant d’actionneurs à faible course [Moh05], [NMA+08].
Il n’y a pas dans ce type d’application d’interaction entre objets déformables.

Le développement des interfaces haptiques a permis l’intégration du retour haptique dans
certaines simulations interactives de prototypage virtuel (figure 1.4). Ainsi l’utilisateur peut
manipuler des objets conçus sur l’écran via une interface haptique. Il peut aussi reproduire
les différents gestes du montage via une interface de capture de mouvement et vérifier que
toutes les opérations de montage de la pièce manipulée seront possibles. La prise en compte
des frottements et des déformations de certaines pièces (les câbles, les pièces enclipsées et
les pièces en mousse) dans les applications du prototypage virtuel est indispensable pour
le réalisme et la précision de ces applications [Dur04]. Le prototypage avec retour haptique
permettrait de réduire le temps de développement, de diminuer le nombre d’essais réels,
les coûts, d’accéder à des grandeurs non mesurables et de diminuer les risques d’erreurs de
conception [Dur04], [Wan02], [dSZ99].

Fig. 1.3 – A droite: Simulateur de conduite développé par INRETS et IBISC. A gauche : Simula-
teur de vol développé par la NASA.
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Fig. 1.4 – Plateforme Perf-RV (INRIA Rennes/CEA List): Test de montage d’un moteur lève
vitre à l’intérieur d’une portière. Test d’ouverture des portières (voiture Renault).

1.3 Schéma général de fonctionnement d’un simula-
teur interactif avec retour haptique

La figure 1.5 décrit le schéma fonctionnel d’une simulation interactive avec retour hap-
tique. Le processus de simulation numérique d’un système physique est un processus in-
crémental c’est à dire que les inconnues du problème sont calculées à partir de données
imposées de manière échantillonnée. Ici, la donnée imposée est un incrément en déplacement
d’un objet virtuel pouvant entrainer une collision avec un autre objet virtuel, l’inconnue
du problème est alors la force de retour haptique directement liée au calcul des forces de
contact appliquées sur l’objet virtuel déplacé. La durée réelle de l’incrément correspond
à la durée de la simulation pour le calcul de la force haptique. Pour que la perception
haptique soit de qualité, il faut que cette durée soit faible sinon l’opérateur sera à même de
percevoir cette discontinuité incrémentale sous la forme d’une vibration. Cette vibration
non physique dégrade la qualité du rendu haptique et peut entrainer une instabilité du bras
haptique qui ne peut plus être contrôlé par l’opérateur. De plus il faut s’assurer une percep-
tion réaliste du phénomène simulé ce qui veut dire que le temps de calcul d’un incrément
doit être inférieur ou égal au pas de temps nécessaire pour simuler le phénomène désiré.
Dans le temps de calcul d’un incrément du processus de simulation, il faut considérer :

– le calcul des déformations et des déplacements induits,
– le calcul de détection de collision,
– le calcul des forces de contact.

Le challenge est considérable car il est admis qu’il faut une fréquence de calcul supé-
rieure à 300 Hz pour restituer un bon « toucher » (rendu kinesthésique) avec des objets
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mous (1kHz avec des objets durs). Il est donc nécessaire d’optimiser ces trois phases de
calcul au niveau algorithmique car il a été démontré que l’immersion de l’opérateur et donc
sa capacité d’apprentissage sont directement liées à la fréquence de mise à jour du simu-
lateur [DA03], [Dur04]. Pour un bon rendu visio-haptique, il est nécessaire de prendre en
compte la déformation des corps en contact de manière réaliste (Modèles physiques d’objets
déformables) afin de restituer un rendu haptique cohérent avec la perception visuelle que
l’on a en général de la déformation des objets mous. Le rendu visuel est moins contraignant
sur le temps d’exécution de la simulation que le rendu haptique, les fréquences acceptables
d’échantillonnage sont de l’ordre de 30 Hz.

Fig. 1.5 – Schéma fonctionnel d’une simulation interactive avec retour haptique.

1.4 Modélisation d’objets déformables

Les objets déformables regroupent une large gamme de solides non rigides avec diffé-
rentes propriétés physiques. Citons comme exemples les muscles, les tissus biologiques, les
vêtements, la gelée et l’eau, etc. Leur modélisation est plus complexe que celle des objets
rigides pour de multiples raisons :

– Premièrement par la complexité des variables décrivant le mouvement de l’objet dé-
formable qui est supérieure à celle du mouvement d’objet rigide. En effet, la position
du centre de gravité et l’orientation d’un repère attaché à ce point suffisent à décrire
le mouvement d’un objet rigide alors que pour un objet déformable, le mouvement
de toutes les particules qui le composent doit être décrit.

– Deuxièmement parce que les objets déformables peuvent entrer en auto-collision.
Ainsi la résolution de la détection de collision devient plus complexe.
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– Enfin par la prise en compte de la physique des objets déformables décrite par une
loi physique constitutive mettant en relation les efforts et les contraintes internes.

Les premières animations cherchant à reproduire des déformations mécaniques ont été
basées sur des modèles non-physiques. Dans cette approche, les objets sont de nature géo-
métrique, représentés par leur enveloppe. Celle-ci est constituée d’une densité surfacique
de points reliés entre eux par des fonctions mathématiques explicites (fonctions d’inter-
polation, courbes d’interpolation, B-splines ...) ou par des équations scalaires (surfaces
implicites). Ces modes de représentation donnent accès à des points de contrôle permet-
tant à l’opérateur de créer tout type de mouvement ou de déformation modifiant ainsi
position, orientation et forme de l’objet initial. On peut également modifier la forme de
l’objet en déformant l’espace qui le contient c’est le principe même de la méthode FFD
(Free Form Deformation). Nous renvoyons le lecteur à la thèse de Debunne [Deb00] pour
plus de détails sur les différentes techniques de modélisation géométrique des déformations.

Jusqu’à la fin des années 1980, les modèles non-physiques étaient les seuls à être utili-
sés en animation graphique et en simulation interactive et ceci pour différentes raisons : les
possibilités limitées en puissance de calcul rendaient les autres solutions inaccessibles. De
plus la flexibilité de ces modèles non-physiques permettait de reproduire de nombreuses
situations du monde réel sous une apparence suffisamment réaliste. Les procédés d’anima-
tion utilisaient des modèles cinématiques, construits à partir de primitives géométriques
ou algébriques se déplaçant le long de trajectoires prescrites et décrites par des fonctions
mathématiques [Par82]. Cela rendait longue et ardue, la création d’animations d’apparence
naturelle.

Terzopoulos a rompu avec cette habitude en créant des modèles actifs, qui répondent
à l’action de forces, de contraintes ou de contacts, comme les objets du monde réel (figure
1.6). Les modèles de Terzopoulos ne visaient pas à réaliser des applications en temps réel.
Dans ce nouveau formalisme, une courbe, une surface ou un objet 3D se déforme afin de
minimiser son énergie de déformation. Celle-ci est mesurée à partir de la norme d’une
matrice appelée tenseur métrique et qui n’est rien d’autre que le tenseur des déformations
de Green-Lagrange défini en Mécanique des Milieux Continus (MMC) en élasticité non
linéaire [TPBF87], [TF88]. Terzopoulos a été ainsi le premier à concevoir des modèles de
déformations basés sur des lois de la physique. Il a réussi à établir le lien entre le monde de
la mécanique et celui de l’animation graphique en empruntant les théories et les méthodes
de l’ingénierie mécanique pour les appliquer à la simulation d’objets déformables. Avec
l’émergence des besoins de simulation dans le domaine biomédical, ces travaux ont ouvert
la voie à toute une série de recherches visant à trouver des algorithmes et des techniques
de calcul appropriés à la simulation physique de déformations en temps réel.

On peut distinguer deux grandes classes de modèles physiques basés sur une description
Lagrangienne du mouvement. On rappelle qu’une description Lagrangienne consiste à dé-
crire le mouvement d’un ensemble de particules matérielles au cours du temps par rapport
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à leur configuration initiale :

– Les modèles particulaires dans lesquels le solide est représenté par un ensemble de
particules auxquelles on associe un voisinage d’interaction. Citons le modèle masse-
ressorts, le modèle dynamique moléculaire, le modèle SPH (Smoothed particule Hy-
drodynamics) et toutes les variétés des modèles issus des méthodes sans maillages
(Meshless, MeshFree methods).

– Les modèles continus dans lesquels le solide est décomposé en petits sous domaines
appelés éléments ou cellules et connectés les uns aux autres. Citons les modèles
MMC : la méthode des éléments finis, la méthode des volumes finis et la méthode des
différences finies.

Ainsi dans l’esprit initié par Terzopoulos, un grand nombre de méthodes de simula-
tion interactive basées sur des modèles physiques ont été développées. Bien que la plupart
de ces modèles soient utilisés depuis longtemps en calcul des structures et en interaction
fluide/structure, le challenge vient du contexte de la simulation interactive qui nécessite des
compromis entre précision et rapidité des calculs tout en conservant la stabilité numérique.
Une description de ces modèles peut être trouvée dans l’état de l’art réalisé en 1997 par Sa-
rah Gibson et Brian Mirtich [GM97] ainsi que dans les thèses de Mathieu Desbrun [Des97]
et Stéphane Cotin [Cot97].

Nous développons respectivement dans les 2 paragraphes suivants, le modèle masses-
ressorts et le modèle MMC par la méthode des éléments finis qui sont les deux modèles les
plus couramment rencontrés dans les simulateurs chirurgicaux. Ils représentent chacun, une
des deux classes des modèles physiques citées ci-dessus. Le modèle MMC par la méthode
des éléments finis sera, par la suite, appelé modèle éléments finis par abus de langage.

Fig. 1.6 – Balle sur un solide déformable d’après le modèle de Terzopoulos.

1.4.1 Modèle masses-ressorts

De part leur simplicité et leur aspect intuitif, les modèles masses-ressorts ont eu un
grand succès dans le domaine de l’image de synthèse. Une vision continue de l’espace
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étant difficilement compatible avec la modélisation informatique, on va le discrétiser pour
ne plus le considérer que comme un ensemble de valeurs ponctuelles. En effet, l’objet va
être représenté par un nombre fini de points, si possible équi-répartis pour une meilleure
représentation. Leur comportement les uns vis-à-vis des autres est intuitivement celui de
petites masses ponctuelles reliées à leurs voisines par des relations de type ressorts, figure
1.7, [Pro95], [LPC95], [GW97], [NT98], [TGG00], [BC00].

Fig. 1.7 – A droite : Discrétisation d’un objet 2D à l’aide de masses-ressorts. A gauche : un
maillage en 3D modèle masse ressort, tiré de [Aul01].

Ce réseau Masse-ressort sera utilisé pour discrétiser les équations du mouvement. Le
ressort qui relie une paire de noeuds définit une élasticité locale, il sera ainsi facile de cal-
culer la force interne subie par chaque masse à chaque instant en fonction des distances
à ses voisines :

∑
j∈V (i)

kij(‖−−→pipj‖ − l0)
−−→pipj

‖−−→pipj‖ . V (i) représente les points voisins du point i

et kij la raideur entre les points pi et pj. Ces forces internes sont souvent linéaires; cepen-
dant, l’utilisation de ressorts non linéaires permet d’obtenir des comportements élastiques
non linéaires (grandes déformations). Nedel et Thalmann ont utilisé cette technique pour
modéliser des tissus mous à comportement non élastique [NT98].

Dans le système dynamique, la seconde loi de Newton gouverne le mouvement de chaque
point-masse pi de l’objet modélisé par un réseau masse-ressort :

mip̈i + diṗi + kipi +
∑

j∈V (i)

kij(‖−−→pipj‖ − l0)
−−→pipj

‖−−→pipj‖
= fext

mi, di et ki sont trois scalaires désignant respectivement la masse, le coefficient d’amor-
tissement et la raideur du point i. fext représente les forces externes appliquées à l’objet
comme la force de gravité, la force appliquée par un utilisateur ou les frottements visqueux
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etc. L’algorithme consistera donc à intégrer ces équations au cours du temps, et ce pour
chaque point séparément.

Les ressorts permettent d’insuffler au modèle des énergies de déformation qui ont pour
tâche de définir le comportement de l’objet. Ainsi, le choix du type de ressort est des
plus importants dans l’élaboration d’un modèle masses-ressorts. Pour cela, voici une liste
non exhaustive de quelques types de ressorts utiles [Len04] : ressort d’élongation, ressort
d’élongation amorti et ressorts angulaires.

Le comportement d’un modèle masses-ressorts est directement lié au type de ressort
employé. Ainsi, puisque les ressorts décrits ci-dessus ne permettent pas de décrire certaines
déformations, de nombreux travaux ont été menés à ce sujet. Provot [Pro95] propose de
définir une contrainte sur l’élongation des ressorts. En effet, les ressorts sont munis d’une
élongation maximale qui permet de limiter le comportement trop élastique des simula-
tions masses-ressorts sans pour autant augmenter de manière démesurée le coefficient de
raideur des ressorts. Ainsi le modèle proposé permet de simuler des tissus très peu élas-
tiques sans soulever de problèmes d’intégration numérique (problème raide). Bourguignon
et Cani [BC00] proposent de contrôler l’anisotropie des déformations en exprimant des pro-
priétés élastiques du matériau en tout point de l’objet sur différents axes. Boux de Casson
et al [dCL99] ont mis au point une technique qui permet d’augmenter le réalisme de la
simulation de déformation du rein, en modélisant le caractère hétérogène de ce matériau,
ce dernier est recouvert d’une fine peau qui sert de protection (capsule de Glisson dans
le cas du foie). Le comportement du matériau global est obtenu par la combinaison du
comportement de ces deux modèles : l’élasticité de la peau et la viscosité de l’intérieur.

L’un des premiers modèles temps réel fut développé par [RL96]; Il s’agit d’un maillage
2D déformable entourant un corps rigide et les résultats obtenus sont qualitativement sa-
tisfaisants. Cependant, le maillage 3D est essentiel pour se rapprocher de la réalité et avoir
des résultats exploitables.

Ce modèle masses-ressorts est largement utilisé : nous citons [BHG92], [BHW94], [BHW94],
[Pro95], [VCMT95], [LPC95], [EWW96], [BW98], [HB00], [VMT00] et [BWK03] pour la
simulation de vêtements ou tissus textiles. Zara et al [ZFV02] simulent un modèle masses-
ressorts de vêtements sur une architecture distribuée. [TGG99] pour la simulation chirur-
gicale, Chadwick [CHP89] pour animer la chair de personnages (sans coefficient d’amor-
tissement) [PB81], [PNT98] et [ZPS01] pour l’animation faciale. Nous pouvons aussi noter
les travaux de Montgomery et al [MHBW01] qui ont mis au point un simulateur d’hysté-
roscopie, ou ceux de Dower et al [DCG+98] dont le simulateur est dédié à l’entraînement
d’opérations en laparoscopie. Une autre application particulièrement avancée utilisant des
modèles de masses-ressorts est le «Karlsruhe Endoscopic Surgery Trainer», un simulateur
de chirurgie laparoscopique (endoscopie à travers l’abdomen) adapté notamment à l’enlève-
ment de la vésicule biliaire et à des opérations gynécologiques [KKH+97], [KaM00], [CK00].
Ce simulateur (figure 1.8) est sans doute le plus avancé dans ce domaine.
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Fig. 1.8 – Simulation de laparoscopie.

En effet, la simulation produit une vue virtuelle telle que la produirait en réalité la
caméra endoscopique et offre au chirurgien un ensemble d’outils identiques à ceux dont
il dispose au cours d’une opération réelle, lui permettant de saisir, couper ou coudre des
organes. Les organes ont été modélisés par des maillages surfaciques ou volumiques de
masses-ressorts et se comportent comme des matériaux élastiques linéaires. La simulation
se fait avec retour de force et permet :

– La manipulation de la caméra et le changement de vues selon la position de l’endo-
scope.

– La manipulation d’instruments variés tels que les pinces, scalpels, etc.
– La simulation du saignement et de la pression artérielle (ressentie via le système

haptique).
– La simulation de la fumée dégagée lors de l’opération.
– La suture (pose de clips pour arrêter le saignement).
– L’irrigation pour nettoyer la cavité puis aspiration.

Ce simulateur permet ainsi de modéliser plusieurs gestes caractéristiques d’une opé-
ration chirurgicale de type laparoscopie. Néanmoins, de part le modèle et dés différentes
simplifications nécessaires au temps réel, il reste peu réaliste [Pac].

La méthode masses-ressorts a l’avantage d’être facile à implémenter. De plus, elle per-
met une résolution temps réel, rendant possible le couplage avec un système de retour de
force. Par conséquent, elle devient un outil puissant dans l’apprentissage de gestes opéra-
toires (figure 1.9).
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Fig. 1.9 – simulation masse ressort.

Par contre, les résultats obtenus en terme de comportement mécanique sont peu réalistes
et l’identification des paramètres masses, raideurs et coefficients d’amortissement est très
délicate. Par ailleurs, le temps réel nécessaire au couplage avec un système haptique limite
la taille du maillage. Le temps réel a donc un prix, celui de la précision. Ne se basant pas
sur des principes continus, les résultats sont moins fiables que pour les modèles à éléments
finis.

1.4.2 Méthode des éléments finis

Les modèles physiques issus de la MMC fournissent des équations qui en général sont
sans solution analytique. Cependant, l’analyse numérique apporte des solutions numé-
riques (qui convergent vers la solution exacte) obtenues par l’intermédiaire de différentes
méthodes parmi lesquelles : la méthode des différences finies, la méthode des volumes finis
et la méthode des éléments finis qui est la plus utilisée dans le cas de calcul de structure et
à laquelle nous allons nous intéresser. La méthode des éléments finis s’applique aussi pour
l’analyse des déformations et des contraintes dans des structures mécaniques comme les
ponts, les immeubles et les avions. Elle est aussi utilisée dans des problèmes de conduction
thermique, d’écoulement de fluides et de flux gazeux ou magnétiques, etc. Plus généra-
lement, cette technique permet de résoudre des équations différentielles en temps et aux
dérivées partielles en espace avec conditions aux limites [Nes04].

Pour une étude plus approfondie de la méthode des éléments finis, nous conseillons les
cours de J. Garrigues (Garrigues, 1999) 1 et de P.J. Hunter [HP98] 2, ainsi que le chapitre 2

1. La méthode des éléments finis : http://esm2.imt-mrs.fr/gar/ef.html
2. http://www.esc.auckland.ac.nz/Academic/Texts/FEM-BEM-notes.html
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de la thèse de S. Cotin [Cot97] ou bien encore le chapitre 3 du livre de W. Maurel et
al [MWTT98] et les ouvrages de références de O. Zienkiewicz [Zie77], de K-L. Bathe [Bat82]
et de T. Hughes [Hug87].

Son Principe

La méthode des éléments finis est un outil de discrétisation. Elle permet de diviser
un milieu continu complexe (un objet) en un certain nombre fini d’éléments géométriques
(un maillage) relativement simples appelés éléments finis, comme des tétraèdres ou des
hexaèdres. Les champs physiques sont interpolés sur chaque élément en fonction de leur
valeur en certains points donnés nommés noeuds ou points de contrôle. Dans les cas les
plus simples ces noeuds sont situés aux sommets de l’élément. A chaque élément est défini
un système d’équations obtenu à partir d’une formulation intégrale variationnelle des équa-
tions de la MMC (formulation faible). Puis un processus d’assemblage prenant en compte
la connectivité entre tous les éléments mène à la construction d’un ensemble d’équations à
résoudre. La résolution de ce système d’équations, en tenant compte des conditions impo-
sées aux limites du système, permet d’obtenir une approximation continue des propriétés
physiques [CB97].

Le Maillage

Les éléments finis peuvent être de différentes formes : en dimension 2 les formes les
plus couramment utilisées sont les triangles ou les quadrilatères. En dimension 3 ce sont
les tétraèdres ou les hexaèdres. Il est possible d’utiliser différents types d’éléments dans
un même maillage mais cela complique significativement l’écriture du système. Dans la
majorité des cas, un seul type d’éléments est utilisé pour un maillage donné, (figure 1.10).

Fig. 1.10 – Exemples d’éléments finis surfaciques et volumiques.

Plus le maillage est fin, plus le calcul est précis, mais coûteux. Cependant, un compro-
mis s’impose entre la finesse de la discrétisation des objets et le coût du calcul pour les
simulations interactives. Nous pouvons aussi réaliser un maillage grossier dans certaines
régions et plus fin dans d’autres, en fonction de l’importance des déformations et afin
d’augmenter la précision là où le calcul s’en fait ressentir. Ainsi nous pouvons adapter la
densité d’éléments selon les nécessités de la simulation.

Un avantage supplémentaire est apporté par cette représentation locale des proprié-
tés mécaniques. Comme les paramètres mécaniques sont associés à chaque élément d’un



1.4. Modélisation d’objets déformables 37

maillage, il est possible de construire des modèles hétérogènes composés de différentes
structures imbriquées et de propriétés mécaniques différentes.

À chaque élément fini est associé un certain nombre de noeuds. Les noeuds forment
l’ensemble discret des points du système en lesquels les propriétés physiques sont calculées.
Comme vu plus haut, l’ensemble des noeuds ne se limite pas forcément aux sommets des
éléments finis. Il est possible de définir des noeuds additionnels, par exemple un quadri-
latère à 8 noeuds ou un tétraèdre à 10 noeuds (figure 1.11) afin d’assurer une meilleure
continuité à la frontière entre les sous domaines et d’approcher au mieux la solution cher-
chée.

Fig. 1.11 – En haut : Interpolation linéaire ou quadratique sur un élément fini, En bas : plus le
degré d’interpolation est élevé, plus l’élément peut se déformer.

Nous avons adopté dans notre mise en oeuvre des éléments finis tétraédriques et hexa-
édriques. Le tétraèdre est la figure tridimensionnelle la plus simple et permet de mailler
des formes quelconques sans introduire d’anisotropie topologique, contrairement à ce qui
se produit avec un maillage de parallélépipèdes.

Les Fonctions d’interpolation

Elles sont aussi appelées les fonctions de forme. Le choix du nombre de noeuds de
chaque élément est lié au choix d’un schéma d’interpolation. Le principe de la méthode
des éléments finis étant d’interpoler les champs physiques en tout point du continuum en
fonction de leur valeur aux noeuds, diverses fonctions d’interpolation peuvent être choisies.
La plus simple est une fonction d’interpolation linéaire. Dans ce cas les seuls noeuds utilisés
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sont les sommets des éléments finis. En choisissant une fonction d’interpolation quadra-
tique, un noeud additionnel est nécessaire sur chacune des arêtes. Ce cas correspond au
cas du quadrilatère à 8 noeuds ou au tétraèdre à 10 noeuds (figure 1.11). La précision du
résultat est améliorée lorsqu’une fonction d’interpolation de degré plus élevé est utilisée. Il
est possible d’augmenter librement le degré de la fonction d’interpolation mais en pratique
des fonctions de degré supérieur à 3 sont rarement utilisées, étant donné la lourdeur des
calculs que cela implique. Nous adoptons alors une interpolation linéaire sur les éléments
finis car notre objectif est de limiter au maximum le temps de calcul et la recherche d’une
précision inférieure à la taille d’un élément fini n’est pas une priorité.

Il est aussi possible de construire un espace de fonctions d’interpolation directement sur
chaque maille réelle, mais généralement, nous procédons en deux temps : nous construisons
d’abord un espace de fonctions d’interpolation Ni sur une maille de référence standard
topologiquement équivalente à la maille réelle, puis nous le transformons pour qu’il de-
vienne un espace de fonctions d’interpolation sur les mailles réelles. J(3× 3) est la matrice
jacobienne qui correspond à cette transformation. Ce procédé à l’avantage de faire gagner
du temps de calcul (figure 1.12).

Fig. 1.12 – La transformation iso-paramétrique d’un élément cubique.

La formule suivante représente un exemple de fonctions d’interpolations utilisées dans
le cas d’un élément cubique de 8 sommets défini dans un espace local (ξ,η,ζ) :



N1 = 0.125 (1− ξ)(1− η)(1− ζ)
N2 = 0.125 (1 + ξ)(1− η)(1− ζ)
N3 = 0.125 (1 + ξ)(1 + η)(1− ζ)
N4 = 0.125 (1− ξ)(1 + η)(1− ζ)
N5 = 0.125 (1− ξ)(1− η)(1 + ζ)
N6 = 0.125 (1 + ξ)(1− η)(1 + ζ)
N7 = 0.125 (1 + ξ)(1 + η)(1 + ζ)
N8 = 0.125 (1− ξ)(1 + η)(1 + ζ)


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Pour un élément fini e composé de s noeuds, on en déduit la relation :

u = Neu(e) (1.1)

avec: Ne =

 N1 0 0
0 N1 0
0 0 N1

∣∣∣∣∣∣
N2 0 0
0 N2 0
0 0 N2

∣∣∣∣∣∣
...
...
...

∣∣∣∣∣∣
Ns 0 0
0 Ns 0
0 0 Ns



u(e) =
{
u(e)

1 u(e)
2 . . . u(e)

s

}T

, u(e)
i = {ui vi wi}T

u(e)
i représente le vecteur déplacement du noeud i appartenant à l’élément e, de même

on peut lui associer son vecteur position x(e)
i = {xi,yi,zi}T .

L’Assemblage

Dans un maillage d’éléments finis, un noeud donné appartient en général à plusieurs
éléments et la déformation de chacun d’entre eux induit une force en ce noeud. Le cal-
cul des forces se fait ainsi élément par élément avec des systèmes locaux. Les sommets
communs sont des noeuds de connexion qui permettent l’assemblage de tous les systèmes
locaux en un grand système global contenant les équations de tous les noeuds. Cela néces-
site une renumérotation des noeuds à travers une table de connectivité. Pour l’ensemble
des n noeuds qui discrétisent l’objet déformable S, on définit le vecteur de position global
X = {x1,x2,x3,........,xn}T et le vecteur de déplacement globale U = [u1,u2,u3,........,un]T .
Le processus d’assemblage est relativement coûteux numériquement. Dans ce qui suit nous
aborderons uniquement la formulation de modèles physiques simples qui peuvent être ré-
solus de manière rapide par la méthode des éléments finis.

1.4.2.1 Élasticité linéaire

Un matériau élastique se déforme sous l’action de certaines forces et regagne son état
de repos, en passant par le même chemin, une fois que ces forces disparaissent. Il restitue
ainsi toute l’énergie qu’il avait absorbée. L’élasticité est de plus linéaire lorsqu’il y a pro-
portionnalité entre déformations et efforts imposés. Ce cas particulier n’est constaté qu’en
petites déformations (voir figure 1.13). En général, on considère qu’un matériau élastique
n’est plus linéaire lorsque les déplacements élastiques dépassent 10% de la taille de l’objet
considéré. Au delà, il faut utiliser la théorie de la MMC en grandes déformations [PDA03].
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Fig. 1.13 – Approximation linéaire en rouge d’une loi de comportement (ici élasto-plastique).

Nous allons aborder dans la suite quelques éléments de la théorie de la MMC en élasti-
cité linéaire. Les petites déformations peuvent être écrites d’une manière condensée comme
suit (écriture tensorielle) :

ε =



εxx

εyy

εzz

2εxy

2εxz

2εyz


tel que


εxx = ∂u

∂x
, εxy = 1

2

(
∂u
∂y

+ ∂v
∂x

)
εyy = ∂v

∂y
, εxz = 1

2

(
∂u
∂z

+ ∂w
∂x

)
εzz = ∂w

∂z
, εyz = 1

2

(
∂v
∂z

+ ∂w
∂y

)


On définit ainsi un opérateur de dérivation S entre les petites déformations ε et les
déplacements u = {u, v, w}T tel que :

ε = Su (1.2)

avec S =



∂
∂x

0 0
0 ∂

∂y
0

0 0 ∂
∂z

0 ∂
∂z

∂
∂y

∂
∂z

0 ∂
∂x

∂
∂y

∂
∂x

0



Loi de Hooke : La loi de Hooke est une loi de comportement du matériau qui lie les
petites déformations ε aux contraintes σ et qui s’applique aux matériaux isotropes (pro-
priétés du matériau identiques dans toutes les directions), homogènes. Cette loi est linéaire



1.4. Modélisation d’objets déformables 41

et peut se mettre sous la forme suivante :

σ = Dε (1.3)

avec

D =


λ + 2µ λ λ 0 0 0

λ λ + 2µ λ 0 0 0
λ λ λ + 2µ 0 0 0
0 0 0 µ 0 0
0 0 0 0 µ 0
0 0 0 0 0 µ



D est le tenseur d’élasticité avec µ le coefficient de résistance au cisaillement et λ le
coefficient de compression, appelés également coefficients de Lamé et qui sont définis par :

µ =
E

2 (1 + ν)
λ =

νE

(1− 2ν) (1 + ν)

Où E et ν sont deux paramètres caractéristiques du matériau appelé respectivement
module de Young (exprimé en MPa) et coefficient de Poisson (sans unité). E caractérise
la raideur du matériau, il peut varier de 0,02 Mpa pour des tissus mous à plus de 200 000
Mpa pour des aciers. ν caractérise la compressibilité du matériau, sa valeur est comprise
entre 0 et 0,5. ν=0,5 pour un matériau dit «incompressible».

Pour plus de détails sur les concepts abordés dans ce paragraphe, nous conseillons les
ouvrages de D.François [DPZ90], de Y.C.Fung [Fun65] et de A.J.M.Spencer [Spe84]; ainsi
que les cours de J.Garrigues 3 et de T.G.Shawki [Sha96] 4 sur la mécanique des milieux conti-
nues. En ce qui concerne la théorie d’élasticité, le cours très pédagogique de J.Garrigues 5

pourra être approfondi par l’étude des ouvrages de P.G.Ciarlet [Cia88], [Cia90], [Cia97],
de J.J.Oden [Ode67] et de R.w.Ogden [Ogd84].

Dans le cas d’un modèle statique ou quasi-statique, on ne prend pas en compte les
forces inertielles liées aux accélérations. La méthode des éléments finis basée sur la théorie
de la MMC en élasticité linéaire permet de construire une matrice de rigidité constante,

3. mécanique des milieux continues 1999 : http://esm2.imt-mrs.fr/gar/mmc.html
4. http://www.tam.uiuc.edu/Faculty/Shawki.html
5. Elasticité classique 1999 : http://esm2.imt-mrs.fr/gar/elas.html
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qu’il suffit d’inverser une seule fois, hors ligne, de manière à optimiser les calculs.

Les équations du modèle statique sont obtenues par application du principe des travaux
virtuels appliqué à chaque élément finis :

δW
(e)
int + δW

(e)
ext = 0 (1.4)

avec
δW

(e)
int = −

∫
Ωe

δεT σ dv

δW
(e)
ext = δu(e)T f(e)ext

En utilisant les relations 1.1, 1.2, 1.3, on obtient :

δW
(e)
int = −δu(e)TK(e)u(e) = δu(e)T f(e)int (1.5)

avec

K(e) =

∫
Ωe

BT DB dv, B = SN(e)

En utilisant l’équation 1.4, la relation 1.5 et par application du principe des travaux
virtuels, on obtient les équations d’équilibre :

K(e)u(e) = f(e)ext (1.6)

Le calcul de la matrice de raideur K(e) est élémentaire lorsque les fonctions de forme
sont linéaires car la matrice B est constante et indépendante des variables d’intégration.
Dans le cas contraire, le calcul de K(e) est discrétisé en des points particuliers appelés
«points de Gauss» [Zie77]. Les matrice K(e) sont indépendantes de u(e) et donc des défor-
mations. Elles peuvent être calculées «hors ligne» (avant le début de la simulation).

La table de connectivité associée au maillage, nous permet de construire une matrice
de raideur globale K(3n×3n) où n représente le nombre de noeud du maillage. Le système
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linéaire global s’écrit alors sous la forme matricielle :

KU = Fext (1.7)

Cette matrice K née du regroupement des K(e) est creuse puisque un noeud ne peut
appartenir qu’à un nombre très limité d’éléments. Elle est par contre symétrique, définie
positive (si elle tient compte des conditions de Dirichlet) et il est possible de la mettre sous
la forme d’une matrice bande afin d’appliquer des méthodes optimisées de résolution du
système d’équations 1.7.

Bro-Nielsen et Cotin [BNC96] ont utilisé les éléments finis en élasticité linéaire dans
des simulations temps-réel. Le calcul de la matrice de rigidité est effectué hors ligne qui est
condensée de la manière suivante afin d’optimiser les temps de calcul :

[
Kss Ksi

Kis Kii

] [
Us

Ui

]
=

[
Fs

Fi

]
⇒

[
Kss −KsiK−1

ii Kis

]
[Us] = [Fs]−

[
KsiK−1

ii

]
[Fi]

Us, Ui représentent respectivement les déplacements des noeuds à la surface et à l’in-
térieur du solide considéré. Les forces qu’ils cherchent à imposer sur leurs modèles s’ap-
pliquent uniquement sur les noeuds à la surface des objets, soit [Fi] = 0. On réduit le
nombre de ddl mais la matrice à inverser est beaucoup plus dense.

Cotin [Cot97] propose toujours dans le cas de l’élasticité linéaire de stocker des modes
de déformations associés à chaque noeud de la surface du solide. Un mode de déformation
est obtenu en appliquant en un noeud de la surface une force unité dans une des 3 directions
du repère global. En appliquant le principe de superposition valable en élasticité linéaire,
il est possible de calculer rapidement la déformation de l’objet pour un ensemble de forces
imposées. Dans le cas de déplacements imposés, les modes de déformations permettent de
construire une matrice d’influence mutuelle des noeuds déplacés que nous appellerons plus
tard matrice de flexibilité ou matrice de Delassus. Afin d’optimiser la place mémoire, les
modes de déformation sont filtrés c’est à dire qu’au delà d’un certain seuil (ou au delà
d’une zone d’influence) on considère les déformations comme étant nulles.

Bro-Nielsen [BN98] et Cotin [CDA99] ont réussi à faire évoluer des maillages de l’ordre
de 250 éléments avec une résolution dynamique et 1500 éléments et une résolution quasi-
statique (entre chaque pas de temps est appliqué un déplacement résolu par une mé-
thode statique). Cette méthode à permis des animations temps-réel malgré l’importance
des temps de pré-calculs et de la place mémoire utilisée (figure 1.14).
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Fig. 1.14 – Déformation d’un modèle de foie composé de 1500 noeuds avec une fréquence visuelle
de 50 Hz et une fréquence de 300 Hz pour le retour de force [CDA99].

L’inconvénient de l’approche quasi statique est qu’elle donne une suite d’états d’équi-
libre indépendants du temps ce qui implique qu’il n’y a pas d’effet de retard. Si nous
relâchons un point que nous avons déplacé, celui-ci revient instantanément à sa position
initiale, sans oscillation et quelque soit la distance de déplacement. Ainsi le réalisme visuel
est affecté du fait de ces retours brusques.

1.4.2.2 Prise en compte des grandes rotations en élasticité linéaire

En grandes rotations, la linéarisation des déformations entraine des phénomènes bien
connus de distorsion et de non conservation du volume (voir figures 1.16). Le comporte-
ment élastique n’est plus réaliste. En effet les déformations calculées par ε appelé tenseur
de Cauchy ne prend pas en compte les non linéarités dues aux grandes rotations. Ainsi,
une grande rotation peut engendrer des déformations parasites qui s’ajoutent aux défor-
mations élastiques. Pour éviter cela, il faut séparer le mouvement de rotation dit de «corps
rigide» du mouvement d’ensemble afin de ne considérer que les déplacements élastiques
au niveau de la loi de Hooke. Conformément à la classification introduite dans la thèse de
Duriez [Dur04], nous allons considérer deux approches appelées respectivement «corotatio-
nelle globale» et «corotationelle locale».

Corotationnelle globale

Dans cette approche les déformations sont réactualisées par rapport à un unique repère
en mouvement attaché au solide. C’est le cas classique où l’on impose un mouvement de
corps rigide à des noeuds bloqués en déformation par des conditions de Dirichlet. Dans ce
cas on attache un repère mobile à ces noeuds qui seront donc considérés comme fixes dans
ce repère. Le mouvement de ce repère étant connu, on en déduit facilement, à partir des
coordonnées locales, le déplacement rigide Urigide de tous les noeuds. On calcule ensuite
les déplacements élastiques des noeuds non bloqués Ũ dans ce repère local ce qui revient
à transformer le système 1.7 de la manière suivante :
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KŨ = RTFext (1.8)

R représente la matrice de rotation ou de changement de repère du repère global vers
le repère local (sous forme de matrice diagonale par blocs).

Utotal = Urigide + RŨ

Cette approche utilisée par certains auteurs ( [TF88] ou [Fel00]) est celle que nous avons
adoptée dans le simulateur HapCo présenté dans le Chapitre 4. Elle n’est justifiée que si
les déformations restent petites relativement au repère local.

Corotationnelle locale

Dans un contexte de simulation mécanique classique, Felippa [Fel00] présente une mé-
thode plus générale, nommée corotationnelle locale, qui permet d’extraire les rotations de
chaque élément du modèle de façon explicite et de la réintroduire dans le calcul des forces
élastiques.

Fig. 1.15 – Dilatation d’un matériau élastique linéaire (fil de fer) sous l’effet d’une rotation globale
[Pic01].
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Fig. 1.16 – En haut : Deux poutres en grandes déformations d’après [Nes04] (la poutre rouge est
en élasticité linéaire), En bas : le modèle linéaire situé à gauche devient faux d’après
[ZC00]

Le cas de la poutre encastrée en grandes déformations présenté par Nesme [Nes04]
nécessite de considérer de grandes rotations qui ne sont pas constantes mais qui varient
d’un élément fini à l’autre. Il faut donc associer à chaque élément une matrice de rotation
R(e). La méthode la plus élégante pour trouver cette matrice est d’utiliser les coordonnées
barycentriques wi. Prenons l’exemple d’un tétraèdre :

x(e) =

[
x

(e)
1 x

(e)
2 x

(e)
3 x

(e)
4

1 1 1 1

]
w0

w1

w2

w3

 = Xw (1.9)

avec x(e) qui représente le vecteur des positions des noeuds du tétraèdre à l’état déformé.
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x̄(e) =

[
x̄

(e)
1 x̄

(e)
2 x̄

(e)
3 x̄

(e)
4

1 1 1 1

]
w0

w1

w2

w3

 = Pw (1.10)

avec x̄(e) qui représente le vecteur des positions des noeuds du tétraèdre à l’état non
déformé. On peut donc d’après ce qui précède établir une relation entre x(e) et x̄(e) de la
forme :

x(e) = XP−1x̄(e) (1.11)

La matrice XP−1 est une matrice (4× 4) qui a la forme d’une matrice homogène :

XP−1 =

[
G a
0T 1

]
(1.12)

Le vecteur a désigne le mouvement de translation et la matrice G désigne le mou-
vement de rotation en tenant compte de la déformation. Il faut donc ensuite extraire la
matrice R(e) de la matrice G par décomposition polaire ou par une orthonormalisation
Gram-Schmidt. La construction de la matrice G présuppose la connaissance de l’état dé-
formé. La résolution ne peut être qu’implicite et est incompatible avec le temps réel. C’est
pourquoi cette approche est utilisée uniquement à partir d’une connaissance explicite de
cette matrice. L’application de cette approche dans un contexte interactif a été introduite
par [MMD+02] puis [MG04] et [HS04]. Une méthode similaire, destinée spécialement à
des objets de type cylindrique (tubes, câbles, ...), est présentée dans [NNF+02]. Citons
une autre approche par Capell et al [CGC+02] qui proposent d’introduire manuellement
un squelette à l’intérieur du maillage et de répartir les éléments autour des segments du
squelette. Ainsi, les éléments utilisent les coordonnées locales des segments (qui prennent
en compte les rotations) pour calculer les forces linéaires élastiques.

1.4.2.3 Elasticité non linéaire

Lorsque les déplacements élastiques dépassent 10% de la taille de l’objet considéré,
on est en élasticité non linéaire. Dans ce cas les déformations ne peuvent plus être repré-
sentées par le tenseur de Cauchy ε. Il faut alors considérer le tenseur de Green-Lagrange E :
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E = ε+
1

2

(
∇uT∇u

)

∇ représente l’opérateur gradient.

Le tenseur de Green-Lagrange est invariant en rotation, il permet donc de prendre en
compte les grandes rotations sans qu’il soit nécessaire de faire appel à des approches coro-
tationnelles. Dans le cadre de la méthode des éléments finis, le tenseur de Green-Lagrange
inclut formellement les termes linéaires(BL u) et non linéaires par rapport aux déplace-
ments nodaux (BNL u).

E =
(
BL +

1

2
BNL(u)

)
u (1.13)

Dans le cas des lois élastiques ou hyper-élastiques, il existe un potentiel élastique W (ou
densité d’énergie) qui est une fonction scalaire du tenseur des déformations. Les contraintes
représentent la dérivée par rapport aux déformations de cette fonction scalaire. Dans le cas
particulier des modèles isotropes de Saint-Venant-Kirchhoff, on obtient une relation entre
contraintes et déformations similaire à la loi de Hooke :

S = DE (1.14)

D est le tenseur d’élasticité et S le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff.
Comme dans le cas linéaire, par application du principe des travaux virtuels, on obtient le
vecteur des forces internes :

f
(e)
int = −

∫
Ωe

(
BL + BNL(u)

)T
S dV (1.15)

On peut montrer qu’après calculs de dérivation [FCM05], on obtient :

K(e) =
∂f

(e)
int

∂u
= K(e)

e + K(e)
σ + K(e)

u (1.16)
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avec

K(e)
e =

∫
V0

BT
LDBL dV (1.17)

K(e)
σ =

∫
V0

S
∂BNL

∂u
dV (1.18)

K(e)
u =

∫
V0

(
BT

LDBNL + BT
NLDBL + BT

NLDBNL

)
dV (1.19)

On remarque que la matrice de raideur tangente K(e) associée à un élément e se décom-
pose en trois matrices, la matrice de rigidité élastique K

(e)
e qui est constante et identique

au cas linéaire, la matrice de rigidité K
(e)
σ des contraintes initiales et la matrice de rigidité

K
(e)
u des déplacements initiaux.

Selon la loi de comportement, il est possible de tenir compte selon le même principe
des non linéarité comme l’hyper-élasticité. Cependant le modèle de comportement le plus
utilisé dans le contexte de la simulation interactive est le modèle de St Venant-Kirschoff
qui est une extension de la loi de Hooke en grand déplacement.

Suivant la même technique d’assemblage que dans le cas linéaire, il est possible de
construire un système avec une matrice tangente globale. Le calcul explicite de la matrice
tangente est trop prohibitif dans un contexte de simulation temps réel c’est pourquoi on se
contente de sommer les contributions des forces internes en chaque noeud, et de résoudre
les équations d’équilibre en utilisant une méthode de résolution itérative type gradient
conjugué. Même dans ces conditions la résolution est trés coûteuse et un calcul explicite en
dynamique est souvent préférable surtout dans le cas de tissus mous où les pas de temps
peuvent être importants (de l’ordre de la ms). Citons l’approche masse tenseur proposée par
Pincinbono dans laquelle les forces internes sont estimées à l’aide d’un schéma numérique
explicite. La matrice de masse M étant considérée comme diagonale, le système d’équa-
tions est entièrement découplé au moment de la résolution, le couplage entre les noeuds se
faisant par effet de retard sur le calcul des efforts internes. La résolution s’apparente alors
à celle utilisée pour les masses ressort.

Mü + Cu̇ = Fext + Fint(u)



50 1. Etat de l’art

Afin d’assurer une bonne stabilité numérique, il est nécessaire d’introduire une ma-
trice d’amortissement C suivant la méthode de Rayleigh avec β = 0 (C = αM + βK).
Pour pouvoir résoudre ce système d’équations différentielles, on procède par intégration
numérique. Il existe plusieurs schémas d’intégration numérique. La méthode de Newmark
est très souvent utilisée en éléments finis. On la retrouve par exemple en version explicite
pour le temps réel dans le travail de Zhuang [ZC00]. Irving et al. [ITF04] ont présenté
une méthode, adaptée à des objets mous et peu élastiques, qui utilise aussi un schéma de
Newmark qui rend explicites les termes de raideur et implicites les termes d’amortissement.
Dans le cas d’un matériau plus raide, il est nécessaire d’utiliser un schéma implicite pour
ne pas avoir des pas de temps trop faibles et des risques d’instabilités numériques.

1.5 Détection de collision

Cet état de l’art est largement inspiré des travaux récents de Hatab [Hat06] effectués
dans notre laboratoire.

Les applications avec rendus haptiques sont trés exigeantes : elles nécessitent robustesse
et interactivité. Cela veut dire un algorithme assez rapide pour la bande passante du rendu
haptique (centaines de Hertz) et robuste aux fluctuations des périodes d’échantillonnage
et au comportement aléatoire de l’opérateur.

Malgré l’importance de la détection de collisions pour les différents domaines et l’abon-
dance des publications sur ce sujet, il n’existe finalement que très peu de livres dédiés au
sujet. Notons toutefois le cinquième chapitre de [MK06] qui présente un état de l’art de
la détection de collisions en français. A notre connaissance, Van Den Bergen [vdB04] et
Ericson [Eri04] sont les seuls livres entièrement dédiés à la détection de collisions.

Il n’existe pas aujourd’hui un algorithme universel. Chaque application ou domaine
de recherche possède ses exigences. On peut trouver dans la littérature beaucoup d’algo-
rithmes pointus et très spécifiques.

Enumérons les critères permettant de choisir un algorithme de détection de collisions :

– La complexité qui décrit le rapport entre la quantité de primitives dans la scène, et
le nombre d’opérations nécessaires avant l’obtention d’un résultat. Très peu d’algo-
rithmes proposent un rapport linéaire, sauf pour des cas particuliers.
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– La mémoire exigée par l’algorithme pour stocker des résultats intermédiaires ou les
données utiles.

– La robustesse et la stabilité.

– La précision considérée comme un compromis avec le temps de calcul.

1.5.1 Recherche de proximité (broad-phase)

Certaines méthodes accélératrices se basent sur la subdivision ou le partitionnement de
l’espace et prennent en compte la disposition des objets dans la scène virtuelle. Un pre-
mier groupe de méthodes, divise l’espace en une grille uniforme ou variable en taille (figure
1.17). Pour plus de détails voir [Eri04]. Une autre façon est de représenter l’espace par
des arbres hiérarchiques. Les « octrees » et les arbres binaires de recherche (BSP « binary
space partition ») sont souvent utilisés (figure 1.18) [Hat06]. D’autres méthodes, classent
les objets les uns par rapport aux autres pour détecter les paires d’objets proches. « Sweep
and prune » est une méthode introduite par Baraff [Bar92]. Elle se base sur l’idée suivante :
si deux objets sont en collision, alors leurs projections sur les trois axes ont obligatoirement
des parties communes. Autrement dit, si les projections sur un des trois axes n’ont pas de
parties communes, alors les objets ne sont pas en collision (figure 1.19). Cette dernière a
été utilisée dans plusieurs logiciels de détection de collisions tels I-Collide [CLMP95] et
SOLID [vdB04].

Fig. 1.17 – L’espace est divisé par une grille uniforme.



52 1. Etat de l’art

Fig. 1.18 – A droite : Un arbre octree correspondant à l’espace divisé. A Gauche : Un arbre BSP
correspondant à l’espace divisé.

Fig. 1.19 – sweep and prune en 2D.

1.5.2 Volumes englobants

Pour accélérer la détection de collisions, il est possible d’englober les objets dans des
volumes pour lesquels le test de détection de collisions est très rapide. Les volumes sont
définis avant le début de la simulation. Lorsque les volumes englobants (VE) sont en col-
lision, on ne peut pas conclure à la collision des objets, une recherche plus avancée est
nécessaire. Pour être efficace, un VE doit permettre un test rapide de détection de colli-
sion, de maximiser le rapport entre volume englobé et englobant, d’être défini rapidement
à partir d’un ensemble de sommets, d’être mis à jour facilement en cas de rotation et/ou
de translation et ne pas être trop gourmand en mémoire.

Plusieurs types de VE ont été proposés dans la littérature, la figure 1.20 présente les
plus courants: les sphères, les boîtes isothétiques, les boîtes orientées par rapport à l’ob-
jet, les k-DOPs et les enveloppes convexes. Pour plus de détails voir [Eri04]. Chacun de
ces types respecte plus ou moins les propriétés citées plus haut. Par exemple, le test de
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chevauchement entre deux sphères est extrêmement rapide (Dist(O1,O2) > (R1 + R2)) et
ne requière pas beaucoup de mémoire mais n’englobe pas de façon optimale les objets longs.

Fig. 1.20 – Différents types de volumes englobants d’après [Eri04].

Les Axes Aligned Bounding Boxes (AABB) qui sont des boîtes alignées sur les axes
du repère global (isothétiques) sont très efficaces pour des objets déformables. Van den
Bergen [vdB97] les utilise pour gérer la collision discrète entre tous types d’objets. Son
code Solid est disponible en ligne 6. L’avantage majeur des AABBs est la rapidité du test
d’intersection, puisqu’il s’agit d’une comparaison entre les valeurs des intervalles sur les
axes x, y et z. Pour construire une AABB dans le repère local de l’objet, il suffit de cher-
cher les valeurs minimales et maximales des points de l’objet sur tous les axes. Cependant,
une AABB doit rester alignée aux mêmes axes suite aux mouvements. Pour cela, elle doit
être mise à jour suite aux rotations.

Il existe d’autres volumes englobants qui englobent de manière plus efficace la forme
des objets, mais qui ont des tests d’intersection plus lents. Les Oriented Bounding Boxes
(OBB) par exemples sont des boîtes orientées par rapport à l’objet. Elles représentent bien
l’objet, mais requiert beaucoup de calcul et de mémoire. Comme une OBB est représentée
par un centre, une matrice d’orientation et les extensions dans 3 directions suivant les
axes, il faut 60 octets pour stocker une OBB en mémoire. Les enveloppes convexes OBBs,
utilisées avec des objets rigides, semblent beaucoup moins performantes avec des objets
déformables car leur mise à jour, suite aux déformations, est complexe.

Les k-Dop ou «Discrete oriented polytopes» [MKE03], [KHM+98], [Zac98] sont basés
sur le même principe que les boîtes AABB (une boîte AABB est une 6-Dop) mais avec
des géométries plus complètes. En effet ce sont des enveloppes convexes dont les faces sont
déterminées par leurs normales fixées selon un ensemble de k orientations. Le calcul d’un

6. http://www.win.tue.nl/ gino/solid/
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k-DOP est alors aussi similaire au calcul d’une AABB, puisque il s’agit de chercher les
points les plus éloignés dans les directions prédéterminées selon le degré k. L’approxima-
tion du volume est plus ou moins bonne et les temps de calcul sont plus ou moins rapides.
D’après [Zac98], pour k allant de 6 à 14, il y a très peu de gain vis-à-vis des OBBs, il
faudrait donc aller au delà, ce qui entraînerait beaucoup de calculs.

Il est possible d’utiliser la stratégie de VE à l’intérieur des objets d’une manière récur-
sive en construisant des hiérarchies de volumes englobants (HVE). Il s’agit d’une détection
approximative qui cherche à diminuer le coût de calculs en réalisant une série de test entre
les VEs les plus grossiers vers les plus fin. Ainsi un test rapide de chevauchement élimine
les objets qui ne s’interpénètrent pas et la détection d’intersection entre primitives ne se
fera que sur un nombre réduit de paires de triangles. Une hiérarchie peut être construite
de bas en haut ou de haut en bas. La deuxième façon est la plus rapide, mais produit des
hiérarchies avec plus de volume libre [Lin04], (figure 1.21).

Pour construire un arbre hiérarchique de sphères englobantes, une approche du bas vers
le haut (Bottom-up) est décrite dans [RKK97]. L’objet est recouvert de petites sphères, qui
seront les feuilles de la future hiérarchie. Une fois les feuilles créées, une méthode de type
diviser pour régner [Dum98] permet de créer les sphères plus grossières de la hiérarchie
interne. Devine [Dev03] a proposé une approche par sphères englobantes pour accélérer
le calcul d’intersection continu de Provot [Pro97]. Les sphères sont rapides à remettre à
jour après déformation, si la topologie des objets reste inchangée. D’après l’article [JP04],
la complexité est en O(PN) avec N le nombre de volumes englobants et P le nombre
de triangles à l’intérieur du volume. Cependant, dans cet article, les auteurs proposent
de changer uniquement la taille des volumes englobants en gardant intacte la hiérarchie
initiale. Ceci n’est valable que pour des objets déformables en petits déplacements.

L’hypothèse cruciale qui est faite ici est basée sur le non-changement de topologie de
l’objet durant la déformation. Si l’on ne change pas de topologie, on n’est pas obligé de
reconstruire la structure complète de l’arbre à chaque instant. On peut alors optimiser
une remise à jour de l’arbre. En bottom-up (du précis vers le grossier), on remet l’arbre à
jour dans son ensemble. Cette démarche est plus performante lorsque beaucoup de noeuds
sont testés pour la collision (multiples collisions ou surfaces de contact). En top-down (du
grossier vers le précis), on remet à jour uniquement les branches nécessaires au fur et à
mesure de la progression de la collision dans l’arbre. Cette méthode est plus performante
dans le cas où il n’y a pas beaucoup de noeuds visités. Larson et Möller [LM01] proposent
une méthode hybride de remise à jour : une partie de l’arbre est remise à jour à la manière
bottom-up et l’autre partie est remise à jour à la manière top-down.
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Fig. 1.21 – D’après [Lin04] : Hiérarchie des tests d’intersection entre les volumes englobants. A
gauche : Après un test positif sur les boîtes englobantes principales, on recommence
un test en utilisant les boîtes du second niveau d’un des objets. A droite : la descente
dans la hiérarchie permet de localiser précisément la collision par un nombre de tests
réduit.

1.5.3 Détection de collisions pour les objets déformables

Les méthodes de détection de collisions conçues initialement pour des objets solides ne
peuvent pas être utilisées directement sur les objets déformables. En effet, les objets solides
permettent de calculer des données descriptives hors-ligne et de les réutiliser pour accélé-
rer la détection. Suite aux déformations, ces données ne sont plus valables et elles doivent
être recalculées, ou remises à jour lorsque c’est possible. Une adaptation simpliste de ces
méthodes aux objets déformables, si elle ne remet pas en cause la stabilité ou la robustesse,
peut présenter une dégradation dans la vitesse de convergence telle qu’elle deviendrait in-
exploitable pour les applications temps réel. Par exemple, les méthodes se basant sur les
enveloppes convexes perdent leur complexité d’ordre constant, puisque les déformations
peuvent altérer les enveloppes qu’elles utilisent. En revanche, quelques méthodes d’objets
solides peuvent être subtilement transformées pour pouvoir s’appliquer aux déformations,
comme certaines hiérarchies de volumes englobants par exemple. D’autres méthodes ont
été conçues pour les objets déformables et nous allons en présenter quelques unes dans
ce qui suit. L’auto-collision est définie quand deux groupes de triangles du même objet
peuvent se toucher. Ceci est du à la déformation de l’objet [Hat06].

1.5.3.1 Adaptation des hiérarchies de volumes englobants

Les méthodes se basant sur les hiérarchies de volumes englobants forment le groupe le
plus utilisé par les applications virtuelles, puisqu’elles offrent plus de flexibilités et d’op-
tions. Ces méthodes exploitent, grâce à des structures appropriées, des données devant être
préparées hors-ligne. Ces structures décrivent les différents niveaux des volumes englobants
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et sont pour la plupart assez rapides à mettre à jour lors des déformations. Elles permettent
par ailleurs d’interrompre le processus de détection si l’intervalle de temps consacré pour
cette opération est épuisé, tout en présentant les résultats avec un seuil connu de précision.
Si le processus arrive à son terme, ces méthodes sont capables de trouver toutes les paires
de triangles qui sont en collision entre les deux objets. Leurs principales limitations sont
les suivantes :

– La nécessité de la mise à jour des hiérarchies lorsque les objets enveloppés changent
de forme. Le temps de mise à jour peut être négligeable lorsque les déformations sont
rares mais devient rapidement considèrable lorsque les objets sont en déformations
continues.

– Les hiérarchies qui ont subies une mise à jour ne sont pas aussi performantes que
celles qui sont reconstruites. Cela prend plus de temps, puisqu’elles ne sont pas aussi
optimales.

– Les structures peuvent être mises à jour seulement pour un nombre fixe de triangles.
Les changements importants de topologies, par exemple, l’addition ou la suppression
de triangles lors des fissures, nécessiteront la reconstruction complète de la hiérarchie
correspondante.

Les différentes hiérarchies de volumes englobants n’ont pas les mêmes propriétés et ne
s’adaptent pas de la même façon aux objets déformables. Il faut alors trouver des stratégies
pour les mettre à jour rapidement, afin qu’elles décrivent les déformations que les objets
ont subies depuis leur construction. Une fois les mises à jour faites, la détection s’effectue
de la même façon que pour les hiérarchies des objets solides. Van Den Bergen [vdB97]
affirme que seul les hiérarchies des k-DOPs, et par conséquents les AABBs, puisque ce sont
un cas particuliers des k-DOPs, permettent de faire une mise à jour des hiérarchies d’une
manière optimale. En effet, si nous supposons que les boîtes B1 et B2 englobent les groupes
de triangles Ts1 et Ts2 respectivement, si Ts est l’union des deux groupes, la plus petite
k-DOP englobant Ts est la boîte capable de contenir B1 ∪B2 sans avoir à parcourir tous
les triangles qu’elle contient. Dans le cas des OBBs et des sphères, le volume englobant ses
deux volumes fils est plus grand ou égal à celui qui englobe les triangles qui s’y trouvent.
Les volumes ainsi obtenus ne sont pas optimaux. La figure 1.22 démontre cette propriété
pour les trois types de volumes englobants.
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Fig. 1.22 – La mise à jour des trois types de volumes englobants en se basant sur leurs fils [Hat06].

Van Den Bergen [vdB97] propose de mettre à jour chaque hiérarchie de bas en haut. Il
utilise dans son article des AABBs pour les tests expérimentaux. Il commence par recadrer
les feuilles de l’arbre qui sont les boîtes contenant un triangle chacune. Une fois toutes
les feuilles traitées, il suffit de recadrer leurs parents en utilisant les boîtes obtenues au
niveau inférieur. La mise à jour d’une hiérarchie contenant nt triangles effectue 2× nt − 1
recadrages, elle est donc de complexité linéaire. Il faut souligner qu’une mise à jour de
la hiérarchie ainsi effectuée ne change pas la distribution des triangles contenus dans les
différents volumes. La hiérarchie est recadrée mais pas reconstruite. La distribution de tri-
angles qui produisait des hiérarchies optimales avant la déformation peut alors produire
des hiérarchies qui ne le sont pas après les déformations. Une hiérarchie optimale signifie
une hiérarchie qui possède la plus petite somme de tous les volumes qu’elle contient [Hat06].

Fig. 1.23 – La mise à jour peut produire une hiérarchie non optimale [Hat06].

La figure 1.23 illustre que la mise à jour peut produire des hiérarchies non optimales et
ceci malgré la création de boîtes optimales à chaque niveau. La première partie de la figure
1.23 montre deux boîtes et leur mère avant la déformation. La deuxième partie montre ces
boîtes recadrées après la déformation, la troisième partie montre les boîtes optimales qui
auraient été obtenues si la hiérarchie était reconstruite et non recadrée. Dans ce cas, les
triangles appartenant aux deux boîtes ont été changés. Van Den Bergen affirme que malgré
cet inconvénient, la mise à jour des AABBs est dix fois plus rapide que leur reconstruction.
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Elle est donc mieux adaptée aux objets déformables.

James et Pai [JP04] proposent de mettre à jour les hiérarchies de sphères englobantes
pour les objets déformables dont les déformations sont exprimées par des vecteurs de dé-
placement de tous les sommets. Chaque sphère dans la hiérarchie est alors mise à jour en
utilisant ces vecteurs déplacements pour chacune d’entre elles. Cette méthode est assez
rapide mais présente un inconvénient majeur important : le volume de chaque sphère ne
peut qu’augmenter, ainsi les hiérarchies ne peuvent que gagner en volume réduisant ainsi
la qualité de leur construction.

1.5.3.2 Méthodes stochastiques

La détection de collision dans le cas des simulations interactives présente un compro-
mis entre la vitesse et la précision. Par conséquent, les méthodes stochastiques; qui sont
basées sur les probabilités ou les statistiques pour trouver les collisions, ne garantissent
pas d’inclure toutes les collisions. Par contre, la vitesse de convergence est assez rapide.
Les résultats imprécis sont défendus par le fait que la description surfacique n’est qu’une
approximation de la géométrie de l’objet, et qu’il est plus important d’obtenir des résultats
rapides qu’exacts.

Klein et Zachmann ont introduit dans [KZ03] une approche probabiliste pour détecter
des collisions dans des applications où le temps de calcul est critique. Ils proposent de
contrôler le rapport entre temps de calcul et fiabilité des résultats en se basant toujours
sur des volumes englobants (d’après l’article, quel que soit leur type). Leur approche dé-
pend de deux paramètres qui jouent sur le rapport précision/temps de calcul. D’après les
auteurs, cette approche peut être intégrée dans les codes existants en ajoutant simplement
les paramètres de probabilité au sein des noeuds des structures hiérarchiques.

Joussemet et al [JCA06] proposent un algorithme « ESPIONS », qui utilise le concept
de l’évolution des populations sur les paires des sommets des deux objets qui vont subir la
détection de collisions. Plusieurs procédés sont impliqués dans la sélection des générations
suivantes à partir de la génération actuelle comme :

– Le mélange génétique : prendre deux paires (s11 , s21) et (s12 , s22) puis les mélanger
pour obtenir les paires (s11 , s22) et (s12 , s21).

– Les compétitions : ce sont les comparaisons qui servent à éliminer les paires possé-
dant les plus grandes distances afin de les remplacer par des paires plus intéressantes.

– Le tirage au hasard des paires de sommets à partir du groupe initial.

Cet article propose d’implémenter ces critères de sélection et d’appliquer la stratégie
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de l’évolution sur des objets virtuels solides ou déformables. Dans ce cas, chaque individu
est le plus souvent constitué d’une paire de sommets, chacun se trouvant sur un des deux
objets impliqués. L’évaluation de chaque individu est le calcul de la distance qui sépare les
deux sommets qu’il contient. Un «meilleur» individu est celui qui présente une plus petite
distance. Le but est de minimiser ces distances en sélectionnant les paires qui en possèdent
les plus petites. Plusieurs paramètres peuvent affecter les résultats de la détection comme
la taille des populations des sommets, les critères de sélection ou le nombre de générations
(itérations internes de l’algorithme).

Fig. 1.24 – Les résultats à différents niveaux de populations de la stratégie ESPIONS [Hat06].

La figure 1.24 montre trois itérations de ESPIONS avec les individus trouvés. Cette
méthode aboutit finalement à la liste de paires de sommets qui présentent les plus petites
distances trouvées et qui sont les individus de la dernière génération. Il faut souligner que
malgré sa rapidité, cette méthode, comme toutes les méthodes stochastiques, ne garan-
tie pas de trouver la plus petite distance. Il faut bien choisir les paramètres (le nombre
d’individus, le nombre de générations ou encore l’importance des lois de sélection) pour
augmenter la probabilité de trouver les résultats complets.
1.5.3.3 Champs de distances

Le principe de cette technique est de calculer pour un certain objet, les champs de dis-
tance qui l’entourent. Pour chaque point de R3 correspond une valeur dans R représentant
la plus petite distance vers l’objet. Fisher et Lin [FL01] ont proposé d’utiliser ces champs
de distance pour effectuer la détection de collision. Il existe plusieurs façons de calculer
les champs de distance. Si un point du deuxième objet se trouve dans la partie du champ
présentant une valeur négative d du premier objet, alors il est en collision avec ce dernier,
et sa distance d’interpénétration est de d. Au lieu de chercher à calculer la distribution
des distances dans l’espace, on peut utiliser une méthode d’exploration de l’ensemble des
distances. Ainsi, Johnson [JW03], [JW04] propose une méthode qui extrait les distances
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minimales entre deux objets concaves. L’intérêt de cette méthode est d’extraire les zones
des différents objets, qui sont « proches » du contact sans être en collision, autrement dit,
c’est quand les distances minimales entre les objets deviennent très petites, cela permet
une certaine anticipation dans le traitement des contacts. En revanche, elles nécessitent un
traitement des contacts qui évite de façon très rigoureuse toute interpénétration entre les
objets.
1.5.3.4 Méthode récursive à base de séparation

Maher Hatab [Hat06] s’est intéressé au développement d’une approche de détection de
collisions qui favorise la généricité (objets solides et déformables). Sa méthode consiste à
recevoir en entrée une soupe de triangles pour chaque objet afin de traiter les diverses trans-
formations : déplacements rigides, déformations, déchirures, cassures, etc. Sa stratégie est
basée sur un algorithme récursif à base de séparation qui lui permet d’arriver à une détec-
tion de collision efficace en procédant par découpes successives et récursives en éliminant à
chaque itération un ensemble de triangles jusqu’au résultat escompté. En effet, le principe
de séparation découle d’une simple observation : si on peut identifier une région qui contien-
dra certainement tous les triangles en collision d’une paire d’objets, on peut alors éliminer
ceux qui se trouvent entièrement à l’extérieur de cette zone, sans risque de rater une colli-
sion. L’identification d’une telle région peut se faire en fonction d’une direction de sépara-
tion DIR, qui quant à elle, sera établie par différentes méthodes : [Hat06], [KLM02], [vdB01]
et selon le type de volumes englobants utilisé. Le choix de DIR permet de minimiser le
volume de la zone de collision possible, et permettra donc d’améliorer les performances
de la méthode en terme de temps d’exécution. Cette direction de séparation minimale est
définie généralement pour des enveloppes convexes comme la direction portant la plus pe-
tite translation qui permet de séparer les deux objets. Afin d’accélérer le processus, Maher
Hatab [Hat06] a proposé une construction en ligne mais partielle de la hiérarchie de vo-
lumes englobants. Il a aussi étudié les différents types de volumes englobants et a testé les
effets que peut avoir chaque type de volume sur les résultats finaux de la méthode ainsi
que les options en terme de description de la collision qu’ils peuvent fournir (les triangles
en collision, les distances d’interpénétration, les normales, etc.). Différentes structures de
données ont été conçues pour permettre une implémentation rapide et efficace du code. La
robustesse du calcul de cette technique reste encore à améliorer car les contraintes fortes
de généricité que Hatab s’est imposé, rendent le problème de calcul de distance difficile
à traiter. Sa stratégie est extensible aux objets déformables et prend en compte les auto-
collisions moyennant quelques ajouts. Son développement intègre d’une manière optionnelle
des interruptions qui permettent d’imposer une borne supérieure sur le temps de calcul au
prix d’une précision moindre. La figure 1.25 montre un exemple de détection de collision
entre un lapin (de 1500 triangles et 752 sommets) et une théière (de 992 triangles et 530
sommets).
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Fig. 1.25 – Exemple de détection de collision selon la méthode à base de séparation et hiérarchie
de volumes englobants partielle [Hat06].

1.6 Modélisation des contacts multiples

On peut distinguer 3 types de méthode pour traiter des contacts multiples :

– les méthodes avec fonction de pénalité explicite
– les méthodes des collisions avec contacts successifs
– les méthodes des contraintes avec contacts simultanés

Les méthodes avec fonction de pénalité explicite sont des méthodes qui modélisent la
force de contact par un ressort et un amortisseur virtuels. La force de contact est alors
proportionnelle à la distance et la vitesse d’interpénétration des corps en contact. Il est
donc très facile de traiter des contacts multiples par cette méthode. Cependant elle en-
gendre quelques difficultés. La première est l’existence de l’interpénétration qui n’est pas
très satisfaisante visuellement et qui peut engendrer des difficultés au niveau du détecteur
de collisions. En effet, une fois qu’il y a interpénétration en un point de contact sur une
facette, il faut s’assurer de ressortir par cette même facette non pas par une autre facette
plus proche et orientée différemment. La deuxième difficulté est le choix de la valeur des
paramètres de raideur et d’amortissement. Une raideur trop forte conduit à des instabilités
numériques propres à la résolution d’Equations Différentielles Ordinaires «raides». Enfin
la prise en compte du frottement sec augmente les risques d’instabilité numérique. En gé-
néral on ignore les phases d’adhérence aux points de contact et on ne considère que les
phases de glissement avec frottement. On peut dire que la méthode de pénalité explicite a
beaucoup de points communs avec la méthode masse-ressort définie précédemment et peut
s’appliquer aux corps déformables [Pro95].
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Les méthodes des collisions avec contact successifs traitent un seul contact à la fois
comme un impact. Ainsi un objet sur une table peut être considéré par des impacts mul-
tiples successifs à très haute fréquence. On itère jusqu’à qu’il n’y ait plus de points en
contact. Cette approche est plus adaptée à des problèmes d’impact entre plusieurs corps
rigides avec des «temps de vol» entre deux impacts. Ces méthodes sont simples est peu
coûteuses en temps de calculs dans le cas de contacts intermittants. Cependant, elle peut
conduire à des boucles de calculs infinis dans certaines configurations comme le cas d’une
chaîne fermée de solides en contact. La difficulté de cette méthode est d’estimer ce temps de
vol afin de trouver l’instant du choc. Stéphane Redon propose une méthode continue pour
des corps rigides [RKC02]. Les méthodes des collisions ne s’appliquent pas à des contacts
entre corps déformables qui sont des contacts persistants.

La méthode des contraintes avec contacts simultanés traite tous les contacts à un ins-
tant donné, on n’avance pas dans la solution tant que toutes les forces de contact ne sont
pas calculées. C’est un problème d’optimisation qui est formulé au niveau des forces et des
accélérations mais qui peut être également formulé au niveau des vitesses et des impulsions
(méthode impulsionnelle). Dans la littérature, de nombreuses méthodes ont été développées
pour traiter ce genre de problèmes conjointement avec la méthode des éléments finis. Cette
approche permet de traiter aussi bien des contacts persistants que des contacts intermit-
tants. Elle est parfaitement adaptée aux contacts entre corps déformables. Dans le cas des
corps rigides compte tenu des discontinuités en cas de choc une formulation impulsionnelle
est préférable [ESHD05]. C’est dans ce cadre que seront abordées dans le chapitre 2 la
modélisation et la formulation d’un problème de contact entre objets déformables.

1.7 Conclusion

Comme nous l’avons vu, il existe de nombreuses méthodes pour modéliser les objets
déformables et, il est de plus en plus nécessaire de mettre au point une stratégie de calcul
permettant de résoudre les forces de contact entre ces objets. Il existe déjà des plateformes
de simulation comme SOFA, développée par l’INRIA, dans lesquelles les corps sont mo-
délisés de différentes manières. Un solveur de contact, qui soit indépendant des modèles
de déformation constitue donc un premier challenge. Un autre challenge consiste à ce que
ce solveur de contact restitue avec précision les forces de contact pour un rendu haptique
réaliste ce qui dans le cas des contacts frottants entre objets déformables peut paraître
ambitieux. Pour des raisons de stabilité numérique, ce solveur ne doit pas être basé sur
des méthodes de résolution avec fonctions de pénalité ainsi que l’a déjà fait remarquer
Christian Duriez dans sa thèse [Dur04]. En effet la simulation avec retour haptique doit
tenir compte de l’opérateur humain dans la boucle de simulation, il semble difficile de de-
mander à cet opérateur de contrôler une position visuellement si la force retournée dépend
d’une interpénétration. Il est nécessaire de s’orienter vers des méthodes de résolution par
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contraintes.

Dans la simulation avec interface haptique, le plus important est d’avoir un bon rendu
kinesthésique ce qui nécessite un calcul des forces de contact précis et rapide. La modularité,
la précision, la rapidité sont de propriétés qui semblent s’opposer ou tout du moins faire
appel à des compromis. Même si il existe des simulateurs chirurgicaux avec des rendus
visuels particulièrement attractifs, ils ne seront jamais réalistes tant que l’on ne pourra
pas simuler en temps réel des contacts entre tissus mous et tant que l’on ne pourra pas
ressentir à travers l’interface haptique les zones d’adhérence ou de glissement entre les
organes manipulés par l’opérateur. L’objectif du chapitre 2 est de mettre en place des
algorithmes de résolution par contrainte qui pourraient réaliser ces compromis en partant
du principe de respecter rigoureusement les équations du problème. Ces algorithmes sont
nécessairement itératifs et soumis à des critères de convergence afin de contrôler la solution.
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2

Modélisation et formulation du
contact frottant entre objets

déformables
2.1 Introduction

L’utilisation d’une interface haptique augmente le réalisme d’une simulation. En effet
en plus du retour visuel 3D, le retour d’effort à partir du calcul des forces de contact via une
interface haptique permet une meilleure immersion de l’opérateur dans la simulation. De
nombreuses applications en réalité virtuelle sont concernées par ce type de travaux comme
les simulateurs d’applications médicales mais également les nouvelles plates-formes CAO
où l’on s’intéresse à simuler des tâches d’assemblage et de démontage de pièces mécaniques.
Dans l’approche médicale, il est indispensable de prendre en compte la déformation des
corps en contact de manière réaliste afin de restituer un rendu haptique cohérent entre la
perception mentale que l’on a des objets que l’on manipule (ou que l’on touche) et la per-
ception réelle ressentie à travers l’interface haptique utilisée. Le challenge est considérable
car il est admis qu’il faut une fréquence de calcul supérieure à 300 Hz pour des objets mous
(1KHz pour des objets durs) afin de restituer un bon «toucher» (rendu kinesthésique). Il
est donc nécessaire d’optimiser les trois phases suivantes de calculs intervenant dans le
processus de simulation :

– Le calcul des déformations et des déplacements induits.
– La détection de collision.
– Le calcul des forces de contact avec frottement.

Dans le cadre de cette thèse, l’objectif est d’optimiser la phase du calcul des forces de
contact dans le cas de contacts multiples et simultanés avec frottement. L’idéal étant de
mettre au point un «solveur» de force de contact indépendant des techniques utilisées dans
les autres phases de calcul et dont on peut contrôler la stabilité numérique et la précision en
fonction de la puissance de calcul disponible, des propriétés de l’interface haptique (force
maximale, impédance mécanique de l’interface, etc.) et de la contrainte temps réel lié au
rendu haptique.
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L’analyse des problèmes de contact avec frottement est d’une grande importance dans
de multiples domaines d’ingénierie. Dans la littérature, de nombreuses méthodes ont été
développées pour traiter ce genre de problèmes conjointement avec la méthode des éléments
finis :

– La méthode des multiplicateurs de Lagrange : Dans cette méthode, les contraintes
liées au contact unilatéral et au frottement sont introduites dans la formulation par le
biais d’inconnues supplémentaires (les multiplicateurs de Lagrange). Cette méthode
permet de vérifier exactement les conditions de contact mais elle a le désavantage
d’augmenter la taille du système à résoudre. Nous trouvons quelques exemples d’uti-
lisation de cette méthode dans [HTS+76], [NW86], [BN91], [CTK91], [PS98], [SP98].

– La méthode de fonction de pénalisation : Dans cette autre méthode, la loi de contact
unilatéral ainsi que la loi de frottement sont régularisées par l’intermédiaire d’un ou
deux coefficients de pénalité suivant que l’on traite un problème de statique ou de
dynamique [CT71], [TY73], [KS81], [KO84], [CB86], [Par89]. Cette méthode a pour
principal avantage sa simplicité d’implantation. Cependant, il faut souligner que cette
méthode ne permet pas de vérifier avec exactitude les conditions de contact. L’im-
portance de la pénétration autorisée dépend du choix (difficile) des coefficients de
pénalité [Hun92] qui n’ont pas de signification physique et qui doivent être détermi-
nés pour chaque cas étudié. De plus on modifie la structure bande de la matrice de
rigidité des corps en contact.

– La méthode du Lagrangien augmenté : Dans cette dernière méthode, les déplacements
et les réactions de contact sont déterminés simultanément [ [JT88], [AC91], [SL92],
[dF91], [Kla92], [HC93], [dF98], [CKPS98]]. Cette méthode présente l’avantage de
fournir un résultat qui vérifie exactement les conditions de contact et d’éviter les
problèmes de singularité constatés lorsque les contraintes algébriques ne sont pas to-
talement indépendantes.

La formulation du problème de contact avec la méthode de fonction de pénalisation
conduit à une seule résolution globale en déplacements car les forces de contact sont expli-
citement définies en fonction des déplacements. Par contre, dans les deux autres méthodes,
les forces de contact sont définies d’une manière implicite et constituent des inconnues
supplémentaires qui s’ajoutent aux inconnus en déplacement dans le système d’équations
d’équilibre global des corps en contact. Deux approches sont alors possibles pour détermi-
ner ces deux inconnus. La première consiste à les résoudre simultanément d’une manière
globale. La deuxième approche dite «mixte» consiste à les résoudre séparément de ma-
nière successive. Les forces de contact sont tout d’abord déterminées d’une manière locale
par réduction des équations d’équilibre aux points de contact. Les déplacements sont alors
obtenus par une résolution globale du système d’équations d’équilibre en considérant les
forces de contact comme des forces externes. Cette seconde approche permet de séparer la
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non linéarité du comportement mécanique due aux grands déplacements, de la non linéa-
rité due aux lois de contact frottant. En effet, le problème de contact est intrinsèquement
non-linéaire car la surface de contact et les forces de contact sont, a priori, inconnues
et changent progressivement lorsqu’on applique des forces externes. Elle permet aussi de
créer une approche modulaire en introduisant dans le processus de simulation un solveur
des forces de contact indépendant du solveur global des déplacements.

Dans ce chapitre nous allons développer une méthode dite de «flexibilité» [FZ75]
conforme à cette approche «mixte» comme le montre la figure 2.1. Deux formulations
des lois de contact frottant basées sur une formulation lagrangienne augmentée seront
aussi présentées. Ces formulations conduisent à la construction d’opérateurs de projection
permettant de contrôler la solution améliorant ainsi la stabilité et la précision numérique
et en particulier pour tout ce qui touche à la simulation des phénomènes de frottement.

Fig. 2.1 – Diagramme de la méthode de flexibilité.

2.2 Principes généraux de résolution d’un modèle dis-
cret

2.2.1 Discrétisation spatiale

Quelque soit la méthode (Particulaire, Eléments Finis, Différences Finis . . . ) pour
discrétiser spatialement un modèle physique, nous sommes amenés à établir un système
d’équations du type :

Fint + Fext + R = 0 (2.1)

Fint et Fext représentent respectivement les forces internes et les forces externes aux
solides en contact, s’exerçant sur les particules (modèles particulaires) ou sur les noeuds de
contrôle (méthode avec grille ou maillage). R représente les forces de contact. Fint, Fext,
et R sont sous une forme algébrique de tableaux uni-colonnes composés de coordonnées et
définis dans un repère global <0. La dimension de ces tableaux est 3× n dans le cas d’un
problème 3D (2× n cas 2D) où n représente le nombre de particules (ou noeuds/points de
contrôle). Les forces internes peuvent se décomposer de la manière suivante :
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Fint = Fin(Ẍ) + Fd(X,Ẋ) (2.2)

X, Ẋ, Ẍ sont respectivement les positions, vitesses et accélérations des particules ou
des noeuds sous leur forme algébrique. Fin représente le vecteur des forces inertielles fonc-
tion des accélérations et Fd le vecteur des forces liées aux déformations qui est fonction
des positions et/ou des vitesses (dans le cas de lois de comportement du matériau avec
vitesses de déformation).

Le système 2.1 est un système d’équations différentielles du second ordre qui est, sauf
exception, non linéaire. Les 4 principales causes de non linéarités sont :

– les grands mouvements,
– les grandes déformations,
– les lois de comportement (plasticité, hyper élasticité. . . ),
– les lois de contact avec frottement.

Comme nous avons pu le constater dans le chapitre précédent avec l’étude de la méthode
masse-ressort et de la méthode des éléments finis, les méthodes de discrétisation spatiale
diffèrent principalement dans la manière de calculer les forces internes et de prendre en
compte le voisinage d’interaction autour de chaque particule ou noeud de contrôle.

2.2.2 Discrétisation temporelle

Il n’existe pas, sauf cas particulier, de solution analytique au système 2.1. On réalise
donc une discrétisation temporelle. On ne résout le système qu’à une suite discrète d’ins-
tants tn+1 tel que tn+1 = tn + ∆t où ∆t représente le pas de temps de discrétisation. Les
opérateurs différentiels en temps sont alors approximés à partir d’un schéma d’intégration
numérique explicite, semi-implicite ou implicite. On est ainsi ramené à la résolution d’un
système algébrique non linéaire sous contraintes dont la forme générale dépend du schéma
utilisé.

2.2.2.1 Discrétisation temporelle par un schéma numérique d’intégration implicite

Dans ce cas la forme générale devient :

Fint(Xn+1)+Fext(tn+1)+R(tn+1)= 0 (2.3)

tn+1 et ∆t étant considérés comme des paramètres de calcul, la seule inconnue est
Xn+1= X(tn+1) car les variables Xn= X(tn), Ẋn= Ẋ(tn), Ẍn= Ẍ(tn) de l’état précédent
sont supposées connues.
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Prenons l’exemple simple du schéma d’Euler implicite :

Ẋn+1=
Xn+1 −Xn

∆t
, Ẍn+1=

Ẋn+1 − Ẋn

∆t
(2.4)

Soient les équations 2.1 exprimées à l’instant tn+1 (avec Xn+1 = X(tn+1), Ẋn+1 =
Ẋ(tn+1), Ẍn+1 = Ẍ(tn+1) ), en y substituant les expressions 2.4, on obtient bien la forme
générale 2.3.

Pour résoudre 2.3, on utilise un processus itératif dérivé de la méthode Newton Raph-
son : 

KTδX−R(tn+1)
i+1 = Fint(X

i
n+1)+Fext(tn+1)

Xi+1
n+1 = Xi

n+1 + δX
X0

n+1 = Xn

(2.5)

δX est un incrément en position. KT représente la matrice tangente de la résolution
avec KT = −∂Fint(X

i+1
n+1)

∂Xi
n+1

. On pose ∆X l’incrément total en position qui représente le dé-
placement effectué entre la configuration définie à l’instant tn et la configuration définie à
l’instant tn+1.

Le principe de base de la résolution consiste donc à calculer ∆X = Xi+1
n+1 − Xn et

R(tn+1)
i+1 à chaque itération afin de vérifier les équations d’équilibre aux instants tn+1 en

connaissant les variables d’états à l’instant tn . La convergence est obtenue lorsque le résidu
des équations d’équilibre est nul, le résidu étant défini par :

Rés(Xi+1
n+1) = Fint(X

i+1
n+1) + R(tn+1)

i+1+Fext(tn+1) (2.6)

L’incrément δX est contraint par la présence des forces de contact R(tn+1), on appellera
par la suite δX̃, l’incrément libre c’est-à-dire l’incrément calculé en l’absence des forces de
contact.

Remarque 1: Si l’on effectue une seule itération alors la résolution est dite semi-
implicite et δX = ∆X. Dans ce cas le résidu n’est pas nul sauf dans le cas où la matrice
tangente est constante (cas linéaire).

Remarque 2: Lorsque l’on néglige les effets inertiels (Fin → 0) avec l’absence de consi-
dération des vitesses au niveau des déformations (comportement élastique, hyper élastique,
élasto-plastique) et de frottements visqueux, la notion de temps disparaît. Cependant la ré-
solution demeure un problème évolutif décrivant une transformation d’un état de référence
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X0 (état non déformé) à un état d’équilibre X1 (avec déformation) et ∆X = X1 −X0. Le
processus de résolution devient :

KTδX−Ri+1 = Fint(X
i
1)+Fext

Xi+1
1 = Xi

1 + δX
X0

1 = X0

(2.7)

Avec KT = −∂Fd(Xi
1)

∂X1
. Dans le cas de fortes non linéarités, on peut passer par des

équilibres intermédiaires successifs en faisant évoluer la fonction de charge de manière
incrémentale :

Fext(n + 1) = Fext(n) + ∆Fext ⇒ Xn+1 = Xn + ∆X (2.8)

Le processus de résolution d’un équilibre statique devient ainsi équivalent au cas géné-
ral défini dans le cas de la dynamique.

2.2.2.2 Discrétisation temporelle par un schéma numérique d’intégration explicite

Dans le cas particulier d’un schéma d’intégration numérique explicite, les variables
Xn+1 et Ẋn+1 sont calculées comme des fonctions explicites des variables d’états définies à
l’instant tn. Les seules inconnues qui demeurent sont Ẍn+1 et R(tn+1), le système à résoudre
devient :

MẌn+1 −R(tn+1) = Fd(Xn+1,Ẋn+1) + Fext(tn+1) (2.9)

Avec Fin = −MẌn+1 où M représente la matrice de masse du système qui est
constante, définie positive. Les forces de contact R(tn+1) contraignent le mouvement sur
l’incrément total ∆X = Xn+2 − Xn+1(à condition d’utiliser un schéma au moins d’ordre
2). Comme précédemment ∆X̃ représente l’incrément libre c’est-à-dire celui calculé en
l’absence de force de contact. Prenons l’exemple du schéma de Newmark explicite :{

Xn+1 = Xn + ∆tẊn + ∆t2

2
Ẍn

Ẋn+1 = Ẋn + ∆t
2
Ẍn

(2.10)

Après résolution du système 2.9, on en déduit l’incrément contraint :

∆X =
∆t2

2
Ẍn+1 + ∆tẊn+1 (2.11)



2.3. Formulation classique des lois de contact de frottements secs 71

Dans cette approche les équations 2.9 ne sont pas exactes car les forces internes liées
à la déformation sont calculées à partir d’une approximation. Ceci induit des problèmes
d’instabilité numérique bien connus lorsque le pas de temps est trop grand. Le schéma
est nécessairement conditionnellement stable. L’avantage de cette approche par rapport à
l’utilisation d’un schéma numérique d’intégration implicite est la rapidité de calcul car la
résolution est directe (non itérative) et la matrice de masse est facilement inversible. Dans
la méthode par éléments finis, la matrice masse est condensée sur la diagonale en négligeant
ainsi les couplages inertiels entre les noeuds ce qui rend la méthode encore plus efficace.

2.2.3 Conclusion

On vient de voir que quelque soit la méthode utilisée au niveau de la discrétisation spa-
tiale ou temporelle, on est amené à résoudre des forces de contact ainsi qu’un incrément
en position (ou en déplacement) contraint induit par ces forces de contact. Ce calcul se
fait au sein d’un processus itératif (formulation implicite) ou direct (formulation explicite).
Pour mener à bien cette résolution, il nous faut maintenant considérer les lois de contact.
Nous nous limitons ici aux conditions de Signorini et à la loi de Coulomb qui régissent
le frottement sec. Ces lois sont dites « raides» et constituent toujours un «challenge» au
niveau de la résolution numérique.

2.3 Formulation classique des lois de contact de frot-
tements secs

2.3.1 Définition du repère local de contact

Pour des raisons de simplicité et de clarté, nous considérons uniquement deux corps
déformables Ω1 et Ω2 en contact. Sur la figure 2.2, le point P appartenant à Ω1 est un point
de contact potentiel et Q est le point le plus proche de P sur Ω2. En effet Q est le point
projeté de P sur la surface de Ω2 qui sera considéré par la suite comme l’origine du repère
local représenté sur figure 2.2. Le vecteur unitaire normal au point de contact ~n est dirigé
vers Ω1 et désigne un vecteur de base de ce repère local.
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Fig. 2.2 – Repère local de contact.

On définit les notations suivantes :
– ~x = xn~n + ~xt = ~X(P )− ~X(Q) vecteur position de P par rapport au repère local.
– ~r = rn~n +~rt vecteur force de contact qu’exerce le corps Ω2 sur le point P.
– r = [rn, rt1 , rt2 ]

T forme algébrique de ~r exprimée dans le repère local.
– x = [xn, xt1 , xt2 ]

T forme algébrique de ~x exprimée dans le repère local.
– rt = [0, rt1 , rt2 ]

T et xt = [0, xt1 , xt2 ]
T forment les parties tangentielles exprimées dans

le repère local.
– ẋ = [ẋn, ẋt1 , ẋt2 ]

T représente la vitesse relative de P par rapport au repère local et
exprimée dans ce même repère.

2.3.2 Conditions de Signorini

xn = ~n.(~X (P)− ~X(Q)) ≥ 0 (2.12)

Cette inégalité traduit la condition de non interpénétration du point P dans Ω2. Cette
condition est définie dans la configuration d’équilibre c’est-à-dire à l’instant tn+1. On peut
en déduire sa forme incrémentale :

xn = g + ∆xn ≥ 0 (2.13)

avec {
g = ~n.(~Xn(P )− ~Xn(Q) ≥ 0

∆xn = ~n.(∆~X(P )−∆~X(Q))
(2.14)
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Où g représente le «gap» défini à l’instant tn par le détecteur de collisions et ñ la nor-
male à l’instant tn+1. X̃n(P ) et X̃n(Q) sont les positions des deux points à l’instant tn.

Les conditions de Signorini sont définies par les trois conditions :

Signorini(xn, rn) ⇔ xn ≥ 0, rn ≥ 0 et xnrn = 0 (2.15)

La première condition traduit la non interpénétration, la deuxième l’unilatéralité de la
force de contact (force non adhésive), la troisième la nécessaire complémentarité entre la
distance et la force de contact. Ces conditions peuvent être représentées par le graphe de
la figure 2.3.

Fig. 2.3 – Graphe des conditions de Signorini.

On s’aperçoit que ce n’est pas un graphe d’application, c’est à dire que l’on ne peut
écrire la relation ni sous la forme xn = g(rn), ni sous la forme rn = g(xn). Cette particularité
constitue une difficulté au niveau de la résolution numérique.

2.3.3 Loi de Coulomb

Dans le cas du contact-frottement isotrope, le modèle de Coulomb s’écrit :

Coulomb(ẋt, rt) ⇔
{
‖rt‖ < µrn si ‖ẋt‖ = 0 (adhérence)
rt = −µrn

ẋt

‖ẋt‖ si ‖ẋt‖ 6= 0 (glissement)
(2.16)

µ représente le coefficient de frottement qui dépend de la nature des matériaux en
contact. La forme incrémentale devient :

Coulomb(∆xt, rt) ⇔
{
‖rt‖ < µrn si ‖∆xt‖ = 0
rt = −µrn

∆xt

‖∆xt‖ si ‖∆xt‖ 6= 0
(2.17)
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∆xt = xt(tn+1)−xt(tn) mais du fait que le point Q soit le point projeté orthogonalement
de P, on a xt(tn) = 0 ce qui implique que ∆xt = xt(tn+1) = xt. On a donc :

Coulomb(xt, rt) ⇔
{
‖rt‖ < µrn si ‖xt‖ = 0
rt = −µrn

xt

‖xt‖ si ‖xt‖ 6= 0
(2.18)

Ces conditions peuvent être représentées par le graphe de la figure 2.4. On remarque
que l’on n’a toujours pas de graphe d’application dans le cas de non glissement. De plus,
il y a une forte discontinuité au voisinage de la vitesse de glissement nulle ce qui pose
également des problèmes de résolution numérique. Une autre difficulté est que le graphe
présuppose la connaissance de la direction de glissement ce qui n’est possible qu’en 2D.

Fig. 2.4 – Graphe de la loi de Coulomb.

Le domaine de définition de la force de contact est un cône Kµ appelé «cône de
Coulomb» représenté sur la figure 2.6 et qui met en évidence le couplage entre l’ef-
fort normal et la norme de la force tangentielle. On définira Int(Kµ) et Bd (Kµ) res-
pectivement l’intérieur et le bord du cône de Coulomb. Kµ = {r ∈ R3, ‖rt‖ ≤ µrn},
Bd(Kµ) = {r ∈ R3, ‖rt‖ = µrn}, Int(Kµ) = {r ∈ R3, ‖rt‖ < µrn}.

2.3.4 Conclusion

Les conditions de Signorini et la loi de Coulomb définissent une loi de comportement
du point de contact qui est dissipative, complexe et non régulière (non smooth) incluant 3
statuts de contact : non contact, contact avec adhérence et contact avec glissement. Cette
loi de comportement peut être traduite par le bloc conditionnel définie par :
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Fig. 2.5 – Bloc conditionnel des 3 statuts de contact

Fig. 2.6 – cône de Coulomb.

2.4 Autres formulations des lois de contact de frotte-
ments secs

2.4.1 Formulation par des fonctions de pénalité

Le principe de la méthode consiste à régulariser les fonctions associées aux lois de
contact de manière à obtenir des graphes d’application.
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Fig. 2.7 – Régularisation des lois de contact

2.4.1.1 Formulation implicite

Les conditions de Signorini et les conditions de la loi de Coulomb peuvent ainsi être
reformulées par :

Signorini(xn, rn) ⇒ rn= ProjR+(−ρnxn) avec ρn > 0 (2.19)

Coulomb(xt, rt) ⇒ rt= ProjDµ
(−ρtxt) avec ρt > 0 (2.20)

Avec ProjR+ et ProjDµ
sont des opérateurs de projection définis par :

ProjR+(z ∈ R) =

{
0 si z < 0
z si z ≥ 0

,ProjDµ
(z ∈ R2) =

{
h z
‖z‖ si z /∈ Dµ

z si z ∈ int(Dµ)

Dµ représente le disque de Coulomb défini dans R2 et de rayon h (h = µrn).

Cette formulation constitue une approximation des lois de contact dans laquelle les
paramètres ρn, ρt représentent des raideurs ajoutées respectivement suivant la direction
normal et tangentielle au point de contact considéré. En effet, pour avoir une force de
contact, il faut nécessairement que xn < 0 c’est-à-dire qu’il y ait interpénétration. Dans
cette approche les forces de contact agissent comme des forces de rappel pour compenser
l’interpénétration et le glissement. En augmentant la valeur de ces raideurs, on augmente
la pente des courbes représentées sur les graphes de 2.7 et on se rapproche ainsi des lois de
contact. Cependant, on ne peut pas excéder une certaine limite qui entraînerait un mau-
vais conditionnement numérique de la matrice tangente. En effet dans cette formulation
les forces de contact sont fonctions des déplacements contraints et contribuent au calcul
des forces internes modifiant ainsi le calcul de la matrice tangente KT du système.

Cette formulation se prête bien à la programmation mais elle nécessite la modification
de la matrice tangente qui change de forme suivant le statut de chaque point de contact
(Non contact, adhérence ou glissement) ce qui dans une résolution numérique itérative est
très coûteux.
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2.4.1.2 Formulation explicite

Les conditions de Signorini et la loi de Coulomb peuvent être aussi reformulées par :

Signorini(x̃n, rn) ⇒ rn= ProjR+(−ρnx̃n) avec ρn > 0 (2.21)

Coulomb(x̃t, rt) ⇒ rt= ProjDµ
(−ρtx̃t) avec ρt > 0 (2.22)

Cette formulation diffère de la précédente car elle ne prend pas en compte les dépla-
cements contraints mais les déplacements libres uniquement. Dans cette formulation les
forces de contact s’ajoutent aux calculs des forces externes, la matrice tangente reste in-
changée. Pour calculer les déplacements libres, on peut procéder de manière locale par
projection des équations d’équilibre au point de contact sans qu’il soit nécessaire de ré-
soudre globalement le système. Les paramètres ρn, ρt doivent être choisis avec précaution
en relation avec les raideurs des deux solides au point de contact. Des valeurs trop élevées
entraînent une réactivité trop forte du point de contact et une instabilité numérique. Des
valeurs trop faibles entraînent des violations de contraintes (interpénétration, adhérence)
trop importantes.

2.4.2 Formulations par des multiplicateurs de Lagrange

2.4.2.1 Formulation par adhérence

On bloque le point de contact dans les 3 directions normales et tangentielles (xn =

0, xt = 0), on en déduit une force de blocage ~λ = λn~n+~λt dans le repère local (calculée en
prenant en compte les équations d’équilibre). On projette ensuite cette force de manière
à satisfaire les conditions de contact. Les conditions de Signorini et la loi de Coulomb
peuvent ainsi être reformulées par :

Signorini(xn, rn) ⇒ rn= ProjR+(λn) (2.23)

Coulomb(xt, rt) ⇒ rt= ProjDµ
(λt) (2.24)

2.4.2.2 Formulation par glissement sans frottement

On bloque le point de contact uniquement dans la direction normale (xn = 0 ), on en
déduit une force de blocage ~λ = λn~n dans la direction normale (calculée en prenant en
compte les équations d’équilibre) et x̃t le déplacement libre suivant les directions tangen-
tielles.

Les conditions de Signorini et la loi de Coulomb peuvent ainsi être reformulées par :
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Signorini(xn, rn) ⇒ rn= ProjR+(λn) (2.25)

Coulomb(∆xt, rt) ⇒ rt= −µrn
x̃t

‖x̃t‖
(2.26)

Le choix de l’une ou l’autre formulation dépend du problème considéré. Si c’est un
problème dans lequel il y a plus d’adhérence que de glissement alors c’est la première mé-
thode qui est préférable sinon c’est la seconde. D’une manière générale la seconde méthode
est plus stable que la première. En effet dans la seconde méthode, l’effet dissipatif lié aux
frottements est garanti car la force tangentielle s’oppose aux mouvements tangentiels re-
latifs, tandis que la première méthode relaxe la force tangentielle au risque de libérer de
l’énergie de déformation de manière trop brutale et d’entraîner des problèmes de stabilité
numérique. Ces deux méthodes ne simulent pas correctement les changements de statuts
(glissement, adhérence).

2.4.2.3 Formulation par un cône de Coulomb à facettes

Fig. 2.8 – Cône de Coulomb à huit facettes
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On remplace le cône continu par un cône à facettes en considérant h directions privilé-
giées définies dans le plan tangent par :

dk = cos(
2(k − 1)π

h
)t1 + sin(

2(k − 1)π

h
)t2 k = 1,h (2.27)

On exprime la force tangentielle de contact de manière générale relativement à ces
nouveaux vecteurs :

rt =
∑
k=1,h

βkdk avec βk ≥ 0 (2.28)

On montre que les lois de contact peuvent se mettre sous la forme d’inégalité avec des
relations complémentaires.


(a) ϕk = λ + dT

k xt ≥ 0, βk ≥ 0 (k = 1, h), rel. compl. : ϕk.βk = 0
(b) φ = µrn −

∑
k=1,h

βk ≥ 0, λ ≥ 0, rel. compl. : φ.λ = 0

(c) xn ≥ 0, rn ≥ 0, rel. compl. : xn.rn= 0

(2.29)

On retrouve dans cette formulation les conditions de Signorini et les conditions de la
loi de Coulomb mises sous la forme d’inégalités complémentaires c’est-à-dire sous la même
forme que les conditions de Signorini. La variable λ est un multiplicateur de Lagrange qui
peut être considéré comme une approximation du déplacement relatif au point de contact.
Cette formulation prend bien en compte les trois statuts de contact :

Non contact: Dans ce cas xn > 0, (c) implique rn = 0. Après substitution dans (b),
on obtient βk = 0 ce qui implique qu’il n’y a pas d’effort tangentiel. D’après (a), il existe
une infinité de valeurs λ > 0 possibles.

Glissement: Dans ce cas xt 6= 0 , il existe au moins une direction privilégiée telle que
dT

k xt < 0, on pose λ = −dT
k xt ce qui implique βk = µrn d’après (b).

Adhérence: Dans ce cas xt = 0 ce qui implique λ ≥ 0 , deux cas se présentent :
– si λ = 0 alors d’après (b) la force tangentielle se trouve dans le cône à facettes.
– Si λ > 0 alors βk = 0 d’après (a) et donc d’après (b) on a µrn = 0 ce qui constitue

un cas non générique.

Cette formulation se prête bien à la programmation mathématique à partir d’une for-
mulation LCP (Linear Complementarity Problem). La formulation LCP s’obtient en ra-
joutant au système d’inégalités complémentaires défini ci-dessus, un système d’équations
reliant linéairement les déplacements contraints et la force de contact dans les trois direc-
tions (normale et tangentielles). Ces équations sont obtenues par réduction (ou projection)
des équations d’équilibre dans le repère local. La précision de cette méthode dépend du
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nombre de facettes considérées sur le cône de Coulomb. Plus il y a de facettes, plus la
méthode est précise. L’inconvénient est que l’on rajoute des inconnues (λ > 0, βk ) au
problème. La taille du système à résoudre est donc augmentée ce qui peut être pénalisant
du point de vue temps de calcul.

2.4.3 Formulations lagrangiennes augmentées

Nous allons voir maintenant deux méthodes qui considèrent la force de contact et les
déplacements contraints comme étant deux extremums de potentiels convexes non différen-
tiables. La première méthode introduite par Jean et Moreau [JM92], définie deux potentiels
non différentiables appelés «pseudo-potentiels». Le premier est associé aux conditions de
Signorini et le deuxième aux conditions de la loi de Coulomb. La deuxième méthode in-
troduite par DeSaxé et Feng [dF91], [dF98], défini un unique potentiel non différentiable
appelé «bi-potentiel» associé à la fois aux conditions de Signorini et à la loi de Coulomb.
L’avantage de cette dernière méthode permet de mieux prendre en compte le couplage entre
la force normale et la force tangentielle au niveau des lois du contact lors de la résolution
numérique.

Ces deux méthodes conduisent à l’élaboration d’opérateurs de projection à partir de
considérations issues de l’analyse convexe et de la technique du lagrangien augmenté.

2.4.3.1 Pseudo-potentiels

Conditions de Signorini

Signorini(xn, rn) ⇔ rn ≥ 0 et ∀rn
′ ≥ 0

(
rn

′ − rn

)
xn ≥ 0 (2.30)

Montrons qu’il y a bien équivalence :

Si rn > 0 alors il existe au moins un rn
′
> 0 tel que rn

′
< rn ce qui implique xn = 0 et

on vérifie donc bien Signorini.

Si rn = 0 alors rn
′
.xn ≥ 0 ce qui implique xn ≥ 0 et on vérifie donc bien de nouveau

Signorini.

On peut montrer que 2.30 definit −xn comme un sous gradient d’une fonction poten-
tielle non différentiable construite à partir d’une fonction indicatrice, pour plus de précision
voir [CJ01].

On peut remplacer l’inégalité dans 2.30 par :
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(
rn

′ − rn

)
xn ≥ 0 ⇔

(
rn

′ − rn

)
ρxn ≥ 0 avec ρ > 0

⇔
(
rn

′ − rn

)
(rn − rn + ρxn) ≥ 0 avec ρ > 0

⇔
(
rn

′ − rn

)
(rn − r∗n) ≥ 0 avec r∗n = rn − ρxn

(2.31)

r∗n constitue la force de contact normale augmentée.

rn ≥ 0 et ∀rn
′ ≥ 0

(
rn

′ − rn

)
(rn − r∗n) ≥ 0 ⇔ rn = ProjR+(r∗n) (2.32)

En effet rn > 0 alors
(
r
′
n − rn

)
peut être de signe quelconque ce qui implique rn = r∗n

par contre si rn = 0 alors −r∗nr
′
n ≥ 0 ce qui implique 0 ≥ r∗n .

Loi de Coulomb

Coulomb(xt, rt) ⇔ rt ∈ Dµ,∀r
′

t ∈ Dµ,
(
r
′

t−rt

)
xt ≥ 0 (2.33)

Montrons qu’il y a bien équivalence :

Si rt est à l’intérieur du cône de Coulomb alors il existe un disque centré sur rt inclus
dans ce cône et on peut avoir toutes les directions

(
r
′
t−rt

)
possibles ce qui implique que

xt= 0, ce qui définit bien l’adhérence. Si rt est au bord du disque de Coulomb (de rayon
non nul) alors l’inégalité traduit que −xt est dirigé suivant la normale extérieure impli-
quant ∃λ > 0, xt = −λ rt

‖rt‖ , ce qui définit bien le glissement. On peut montrer que 2.33
definit −xt comme un sous gradient d’un fonction potentielle non différentiable construite
à partir d’une fonction indicatrice, pour plus de précision voir [CJ01].

On modifie l’inégalité dans 2.33 par :(
r
′
t−rt

)
xt ≥ 0 ⇔ −

(
r
′
t−rt

)
ρxt ≤ 0

⇔
(
r
′
t−rt

)
(r∗t−rt) ≤ 0 avec r∗t = rt − ρxt

(2.34)

En raisonnant de la même manière que précédemment, il est évident que lorsque rt est
à l’intérieur du disque de coulomb alors nécessairement on a r∗t = rt . Lorsque rt est sur
le bord du disque cela veut dire que

(
r
′
t−rt

)
est orienté suivant la normale extérieure du

disque. rt est donc le projeté de r∗t sur le bord du disque lorsque r∗t est à l’extérieur (voir
figure 2.9).

2.4.3.2 Bi-potentiel

Signorini(xn, rn)
+
Coulomb(xt, rt)

 ⇔ r ∈ Kµ,∀r
′
t ∈ Kµ,

(
r
′−r

)
v ≥ 0

avec v = (µ ‖xt‖+ xn)n + xt
(2.35)
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Montrons qu’il y a bien équivalence :

Si r ∈ Int(Kµ) alors
(
r
′−r

)
peut prendre n’importe quelle direction ce qui implique

que :

v = 0 ⇔
{

µ ‖xt‖+ xn = 0
xt = 0

⇔
{

xn = 0
xt = 0

(2.36)

Cela définit bien les conditions d’adhérence. Si r ∈ Bd(Kµ)− {0} alors −xt est ortho-
gonal au cône de coulomb impliquant :{

µ ‖xt‖+ xn = λµ
−xt = λ rt

‖rt‖
avec λ > 0 (2.37)

λ représente la norme de xt ce qui entraîne xn=0. On retrouve les conditions de contact
avec glissement. Si r = {0} alors on a ∀r′t ∈ Kµ, r

′
(−v) ≤ 0 ce qui entraîne −v ∈ K∗

µ où
K∗

µ représente le cône polaire (ou cône dual) dont les bords sont orthogonaux aux bords du
cône de Coulomb (voir Figure 2.10) et qui est défini par K∗

µ = {z ∈ R3, µ ‖zt‖+ zn ≤ 0}.

−v ∈ K∗
µ ⇔ µ ‖−xt‖ − xn − µ ‖xt‖ ≤ 0

⇔ 0 ≤ xn
(2.38)

Ceci est conforme avec la perte de contact. On modifie l’inégalité dans 2.35 par la même
technique du lagrangien augmenté :(

r
′−r

)
.v ≥ 0 ⇔ −

(
r
′−rt

)
ρv ≤ 0 avecρ> 0

⇔
(
r
′−r

)
. (r∗−r) ≤ 0 avec r∗ = r − ρv

(2.39)

Si r ∈ Bd(Kµ) alors r = r∗ , si r ∈ Bd(Kµ) − {0} alors (r∗−r) est orienté suivant la
normale extérieure du cône de coulomb. rt est donc le projeté orthogonal de r∗t sur le bord
du cône de Coulomb lorsque celui-ci est à l’extérieur de Kµ et de K∗

µ (voir Figure 2.10).
On a donc :

Signorini(xn, rn)
+
Coulomb(xt, rt)

 ⇔ r = ProjKµ
(r∗) avec r∗ = r− ρv (2.40)
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Fig. 2.9 – Projection sur le disque de Coulomb

Fig. 2.10 – Projection sur le cône de Coulomb

2.4.4 Conclusion

Nous venons de voir qu’il existe plusieurs formulations des lois de contact frottant sec,
ces dernières pouvant être formulées pour chaque couple de points de contact (Pα,Qα) de
la manière suivante :

Signorini(xα
n, rα

n) ⇔ xα
n ≥ 0, rα

n ≥ 0 et xα
n · rα

n = 0 (2.41)
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Coulomb(xα
t ,rα

t ) ⇔



rα
n > 0,

Si ‖xα
t ‖ = 0 alors ‖rα

t ‖ ≤ µ rα
n

Sinon rα
t = −µ rα

n
xα
t

‖xα
t ‖

(2.42)

Nous avons montré que seules les formulations pseudo-potentielles ou bi-potentielles
sont du point de vue mathématique strictement équivalentes et conduisent à la construc-
tion d’opérateurs de projection particulièrement bien adaptés à la programmation.

Dans l’écriture «Pseudo-potentielle» des lois de contact détaillé précédemment et, pré-
sentée par [JT88], [AC91], [SL92] et [Kla92], chaque composante normale rα

n et tangentielle
rα
t de la force de réaction rα dérivent de deux pseudo-potentiels indépendants. La formula-

tion «Pseudo-potentielle» des lois de contact frottant est alors basée sur deux opérateurs
de projection distincts, le premier pour contrôler la composante normale de la force de
contact et le second pour contrôler sa composante tangentielle :

Signorini(xα
n, rα

n) ⇔ rα
n = ProjR+(rα

n − ρnx
α
n︸ ︷︷ ︸

r∗α
n

)

⇔ Zn = rα
n − ProjR+(r∗αn ) = 0

(2.43)

Si r∗αn ≥ 0 alors ProjR+(r∗αn ) = r∗αn et il y a contact sinon ProjR+(r∗αn ) = 0 et dans ce
cas il n’y a pas contact.

Coulomb(xα
t , rα

t ) ⇔ rα
n > 0, rα

t = ProjKµ
(rα

t − ρtx
α
t︸ ︷︷ ︸

rt∗α

)

⇔ rα
n > 0, Zt = rα

t − ProjKµ
(rt

∗α) = 0
(2.44)

si rt
∗α ≤ µrα

n alors ProjKµ
(rt

∗α) = rt
∗α et il y a contact avec adhérence sinon

ProjKµ
(rt

∗α) = −µ rα
n

rt∗
α

‖rt∗α‖ et dans ce cas il y a contact avec glissement.

Dans la formulation «bi-potentielle» détaillée précédemment et introduite par G. De-
Saxcé et Z.Q. Feng [dF91], [dF98], la force de contact dérive d’une seule fonction appelée
«bi-potentielle» qui couple le contact unilatéral et le frottement. L’avantage est qu’un seul
opérateur de projection est nécessaire pour contrôler la force de contact permettant ainsi
une meilleure robustesse algorithmique par rapport à la formulation «pseudo-potentielle».
L’opérateur de projection peut être défini explicitement par :

Signorini (xα
n, rα

n)
+

Coulomb (xα
t , rα

t )


⇔ rα = ProjKµ

(rα − ρ(xα + µ ‖xα
t ‖n))

⇔ rα = ProjKµ
(rα∗)

⇔ Zα = rα − ProjKµ
(rα∗) = 0

(2.45)
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avec n = (1,0,0)T , les trois statuts de contact étant définis par :


ProjKµ

(∗rα)=∗rα si ‖∗rα
t ‖ ≤ µ ∗rα

n Contact avec adhérence

ProjKµ
(∗rα)=0 si µ ‖∗rα

t ‖ ≤ −∗rα
n Pas de contact

ProjKµ
(∗rα)=∗rα −

(
‖∗rα

t ‖−µ ∗rα
n

1+µ2

) (
∗rα

t

‖∗rα
t ‖
− µ n

)
Contact avec glissement

Des tests numériques réalisés par Feng et DeSaxcé [dF98] ont montré que cette mé-
thode permet de réduire les temps de calcul, par rapport à la méthode Pseudo-potentiel,
de moitié pour les problèmes 2D et du tiers pour les problèmes 3D dans le calcul de la
force de contact avec frottement. Comme nous le verrons plus tard dans le chapitre 3, cette
formulation permet d’obtenir des résultats stables et précis.

Quelque soit la formulation choisie, bi-potentielle ou pseudo-potentielle, nous aurons
pour chaque couple de points de contact (Pα,Qα) le système Zα = 0 à résoudre où les
inconnues sont rα et xα. Il y a donc deux fois plus d’inconnues que d’équations, les équa-
tions supplémentaires seront obtenues par projection des équations d’équilibre dans les
repères locaux aux points de contact. Nous appellerons méthode de flexibilité ce principe
de projection qui permet de séparer le calcul des forces de contact de la résolution globale
en déplacement des équations d’équilibre.

2.5 Mise en place des équations d’équilibre avec contacts
multiples

Nous traitons uniquement la formulation d’un problème de deux objets Ω1, Ω2 en
contact par soucis de simplification sans que cela induise de perte de généralité par rap-
port à plusieurs objets en contact. Les notations sont celles déjà définies dans le paragraphe
2.3.1.

Nous avons vu dans le paragraphe 2.2.2 que les équations d’équilibre pouvaient se mettre
sous la forme générale :

KTδX+R(tn+1)
i+1 = Fint(X

i
n+1)+Fext(tn+1)

Xi+1
n+1 = Xi

n+1 + δX
X0

n+1 = Xn

(2.46)

Dans le cas de deux solides, on a : KT =

[
KT1 0
0 KT2

]
, X =

{
X1

X2

}
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X1, X2 représentent respectivement les positions des noeuds des solides Ω1, Ω2. On
s’intéresse ici à la résolution d’un seul incrément ∆X. Afin d’alléger les notations, on
omettra toute référence à l’instant tn+1 (cas d’un problème de dynamique) ou au numéro
de pas de chargement (cas quasi-statique). Les équations d’équilibre prennent donc la forme
simplifiée : 

KTδX+Ri+1 = Fint(Xi)+Fext

Xi+1 = Xi + δX
X0 est une donnée du problème

(2.47)

D’une manière générale, on peut déterminer les positions de Pα (resp. Qα) à partir
d’une matrice d’interpolation Bα

1 (resp. Bα
2 ) :

X(Pα) = Bα
1X1, X(Qα) = Bα

2X2 (2.48)

Soit Xα le vecteur position relatif de Pα par rapport à Qα par :

Xα = X(Pα)−X(Qα) (2.49)

Fig. 2.11 – Chaque contact relie deux points que l’on interpole sur les triangles de la surface des
objets déformables.

On en déduit d’après les notations définies dans le paragraphe 2.3.1 que :
xn = nT.Xα

xt1 = tT
1 .Xα

xt2 = tT
2 .Xα

(2.50)

Finalement en combinant 2.50 et 2.48, on obtient :
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xα = HαX (2.51)

avec

Hα =

 tT
1 Bα

tT
2 Bα

nTBα

 , Bα =
[
−B1

α

∣∣B2
α

]
, X =

{
X1

X2

}
(2.52)

La forme incrémentale de 2.51 est :

xα
i+1 = HαδX + xα

i (2.53)

On fait l’hypothèse que pendant toute la longueur de l’incrément ∆X la matrice Hα

est constante. D’autre part on remarque xα
0 = gαn où gα représente le gap entre Pα et

Qα donné par le détecteur de collisions.Afin de prendre en compte Nc couples de points de
contact simultanés, on considère les notations suivantes :

H =

 H1
...

Hα

 , x =


x1

...
xNc

 , r =


r1

...
rNc

 (2.54)

Ce qui donne en combinant 2.53 et 2.54 :

xi+1 = HδX + xi (2.55)

D’autre part en utilisant le calcul du travail virtuel de la force de contact en chaque point de
contact, on obtient la transformation de passage entre les coordonnées locales et globales :

rαTδxα = RαTδXα (2.56)

D’aprés 2.51, on obtient:
Rα = HT

αrα (2.57)

Ce qui nous donne: R = HTr

2.6 Principe de la méthode de flexibilité

Le système que l’on doit résoudre à chaque itération i de la boucle Newton Raphson
est le suivant : 

KTδX+HTri+1 = Fint(Xi)+Fext

xi+1 = HδX + xi

Z = 0
(2.58)
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avec Z =

 Z1

...
ZNc

 le système d’équations introduit par la formulation pseudo-potentielle

ou bi-potentielle pour les Nc points de contact.

Aprés chaque résolution les positions sont réactualisées (Xi+1 = Xi + δX) jusqu’à obtenir
la convergence définie par le critère suivant :

|δX| =
∑

j=1, ddl

|δXj| ≤ εNewton−Raphson (2.59)

La procédure itérative de Newton-Raphson permet de surmonter la complexité des cal-
culs et d’améliorer la stabilité numérique pour ce type de problème non linéaire [BLM00],
[SH98].

Il existe trois types de méthode pour résoudre le système 2.58. La première est de cal-
culer simultanément les deux vecteurs inconnus : les forces de contact r et les déplacements
nodaux δX en respectant les contraintes associées aux points de contact par des techniques
mathématiques d’optimisation. La deuxième technique est basée sur une formulation ex-
plicite des forces de contact en fonction des déplacements nodaux, il peut s’agir d’une
fonction de pénalité par exemple. Ainsi, on réduit les inconnus du système d’équilibre 2.58
uniquement aux déplacements nodaux δX. La dernière méthode consiste à calculer les
déplacements nodaux δX après avoir calculer en premier les forces de contact r par une
formulation implicite. Cette dernière se nomme la « méthode de flexibilité», développée par
Francavilla et Zienkiewicz [FZ75] pour des problèmes de contact sans frottement puis par
Sachdeva et al. [SR81], [SRN81]. Cette approche a pour but de séparer les non-linéarités
liées aux grands déplacements et aux grandes déformations des non linéarités liées aux
forces de contact.

Toujours par soucis de simplification, nous omettons par la suite les indices i liés aux
itérations de Newton Raphson, ce qui nous donne le système à résoudre sous sa forme
simplifiée : 

KTδX+HTr = Fint(X)+Fext

x = HδX + g
Z = 0

(2.60)

avec g = xi.

Le principe de la méthode consiste à éliminer δX afin de conduire à la résolution d’un
système réduit où les inconnues sont les déplacements contraints x et les forces de contacts
r. Cela revient à projeter les équations d’équilibre dans les repères locaux liés aux points
de contact.
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x = Wr + x̃ (2.61)

avec

W = HK−1
T HT and x̃ = HK−1

T (Fint + Fext) + g (2.62)

La matrice W représente la matrice de flexibilité, appelée également matrice de Delas-
sus, c’est une matrice carrée de taille (Nc,Nc). x̃ représente le vecteur des déplacements
libres aux points de contact. Résoudre séparément les forces de contact, revient à résoudre
le système suivant :

Trouver χχχ tel que f(χχχ) = 0 (2.63)

Avec

χχχ =


χχχ1
...

χχχNc

 and χχχα =

{
rα

xα

}
(2.64)

f(χχχ) =


f1(χχχ)

...
fNc(χχχ)

 and fα(χχχ) =

 xα −
Nc∑

β=1

Wαβr
β − x̃α

Zα

 (2.65)

x̃α = HαK−1
T (Fint + Fext) + gα (2.66)

Wαβ = HαK−1
T HT

β (2.67)

Comme nous le verrons par la suite, le système 2.63 est résolu de manière itérative en
parcourant tous les points de contact. Une fois celui-ci résolu, alors les forces de contact sont
connues et peuvent être ajoutées aux forces externes du système 2.46 à chaque itération
de la boucle Newton Raphson. La méthode de flexibilité est synthétisée par le schéma de
la figure 2.12. On remarque que le détecteur de collisions est lancé au début de chaque pas
de chargement. Une autre option, représentée en pointillé sur le schéma, est de le lancer à
chaque boucle d’itération du calcul des forces de contact. Cette option est beaucoup plus
coûteuse numériquement mais cependant beaucoup plus correcte dans le cas de grands
glissements.
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Fig. 2.12 – L’algorithme générale de la méthode de Flexibilité.

2.7 Résolution par équilibres successifs des forces de
contact: algorithme de Gauss-Seidel

Dans le domaine de la mécanique granulaire [CJ01], un algorithme de résolution de
type Gauss-Seidel à été proposé pour résoudre de manière itérative les forces de contact.
Ce principe de résolution à été utilisé également dans la thèse de Duriez [Dur04] dans un
contexte «temps réel» avec retour haptique. Dans les deux cas la formulation choisie des
lois de contact était celle du pseudo-potentielle.

Le principe de cet algorithme est de décomposer la résolution globale des 6 × Nc équa-
tions du système 2.63 en Nc résolutions successives de systèmes à 6 équations definis en
chaque point de contact α de la manière suivante :
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fα(χχχ) =

{
xα −Wααr

α − xαβ

Zα

}
= 0 (2.68)

avec

xαβ =
Nc∑

β=1,β 6=α

Wαβr
β + x̃α (2.69)

Où xαβ représente la contribution des déplacements relatifs au point de contact α due
au vecteur g, aux forces externes et aux forces de contact des Nc − 1 autres points de
contact β. Cette contribution est «figée» pendant la résolution locale. Une serie de Nc

résolutions locales correspond à une iteration k de l’algorithme. La processus iteratif est
défini de la manière suivante :

fα(χχχ)k+1 =

{
xα

k+1 −Wααr
α
k+1 − xαβ

Zα

}
= 0 (2.70)

avec

xαβ =
∑

β=α+1,Nc

Wαβr
β
k +

∑
β=1,α−1

Wαβr
β
k+1 + x̃α (2.71)

La résolution locale est obtenue lorsque le critère suivant est vérifié :

‖r(k+1) − r(k)‖
‖r(k+1)‖

≤ εGauss−Seidel (2.72)

Où εGauss−Seidel est une tolérance numérique définie par l’utilisateur. L’algorithme dé-
marre avec des forces de contact nulles (r(0) = 0).

2.8 Résolution locale des forces de contact

Il s’agit maintenant de proposer une méthode de résolution du système 2.70 à chaque
itération de l’algorithme de Gauss-Seidel. Pour cela, nous proposons la méthode de Newton
utilisée par Jean [CJ01], Duriez [Dur04], Joli [JF08], et la méthode Uzawa qui utilisée par
Feng et al. [Fen95], [FPL03] . . .

Toujours afin d’alléger les écritures, on omettra l’écriture de l’indice de boucle k, on sous
entend ainsi que la résolution est effectuée dans une itération de Gauss-Seidel, ce qui donne
le système à résoudre suivant :

fα(χχχ) =

{
xα −Wααr

α − xαβ

Zα

}
= 0 (2.73)
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2.8.1 Méthode de Newton

L’algorithme de Newton appliqué à la résolution des équations implicites 2.73 donne la
procédure itérative suivante :

– Etape 1 : initialiser

χχχ0
α =

{
rα
0 = 0

xα
0 = xαβ

k

}
, j = 0

– Etape 2 : augmenter les forces de contact :
rα

j = rα
j − ρxα∗

j avec xα∗
j = xα

j + µ ‖(xα
t )j‖n

– Etape 3: Résoudre[
∂fα(χχχj)

∂χχχα

]
∆χχχα = −fα(χχχj)

– Etape 4 : Réactualiser
χχχj+1

α = χχχj
α + ∆χχχα

– Etape 5 : Vérifier la convergence:
si ‖∆χχχα‖ / ‖χχχj

α‖ > ε alors j = j + 1 retour à Etape 2
sinon χχχk+1

α = χχχj+1
α

Où χχχk+1
α représente les variables au point de contact α à l’itération k + 1 de la résolution

globale de l’algorithme de Gauss Seidel.[
∂fα(χχχj)

∂χχχα

]
représente la matrice tangente des équations locales au point de contact α.

Cette matrice est de dimension 6× 6 et a pour forme générale :[
∂fα(χχχj)

∂χχχα

]
=

[
−Hαα Id3×3

Aα Bα

]
Avec

Aα =

[
∂Zα

∂rα
t1

∣∣∣∣∂Zα

∂rα
t2

∣∣∣∣∂Zα

∂rα
n

]
, Bα =

[
∂Zα

∂xα
t1

∣∣∣∣∂Zα

∂xα
t2

∣∣∣∣∂Zα

∂xα
n

]
Il y a deux formes explicites des matrices A et B selon le statut de contact glissant

ou adhérent. Dans le cas d’une formulation bipotentielle, les expressions de ces matrices
ont été déterminées dans [JF08]. Dans le cas d’une formulation pseudo-potentielle, on peut
trouver les expressions dans [CJ01], Curnier [CHK95], Duriez [Dur04]. Lorsqu’il n’y a pas
de contact, on ne calcule pas de matrice tangente, la solution est directement donnée par :

χχχk+1
α =

{
0

xαβ(k)

}
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Remarque : La solution à chaque itération peut être obtenue à partir de la technique
de condensation suivante qui optimise les calculs :

χχχj+1
α =

{
∆rα = [Aα + BαHαα]−1 (

−Zα(j) + Bαx
α(j)

)
∆xα = −xα(j) + Hαα∆rα

}

2.8.2 Méthode d’Uzawa

La résolution des équations implicites 2.73 peut être effectuée au moyen de l’algorithme
d’Uzawa qui consiste en un schéma itératif prédiction/correcteur défini de la façon suivante :

– Etape 1 : initialisation

χχχ0
α =

{
rα
0 = 0

xα
0 = xαβ

k

}
, j = 0

– Etape 2 : phase de prédiction
rα

j+1 = rα
j + ∆rα

avec
∆rα = −ρ(xα

j + µ ‖(xα
t )j‖n) (formulation bi-potentielle)

∆rα = −
{

ρn(xα
n)j

ρt(x
α
t )j

}
(formulation pseudo-potentielle)

– Etape 3 : phase de correction
rα

j+1 = ProjKµ

(
rα
j+1) (formulation bipotentielle)

rα
j+1 =

{
(rα

n)j+1 = ProjR+

(
(rα

n)j+1)
(rα

t )j+1 = ProjDµ
((rα

t )j+1)

}
(formulation pseudo-potentielle)

– Etape 5: Vérifier la convergence:
si ‖∆rα‖ /

∥∥rα
j+1

∥∥ > ε alors xα
j+1 = Wααr

α
j+1 + xαβ, j = j + 1 retour à Etape 2

sinon rα
k+1 = rα

j+1

Uzawa Locale
Où rα

k+1 représente la force au point de contact α à l’itération k + 1 de la résolution
globale de l’algorithme de Gauss Seidel.

Nous appellerons cette méthode, la méthode Uzawa locale, car elle assure une conver-
gence locale au point de contact au même titre que la méthode de Newton. Feng et
al. [FHdM06] utilisent une approche légèremente différent en ne cherchant pas la conver-
gence locale mais uniquement la convergence globale sur l’ensemble des points de contact.
C’est pourquoi ils n’utilisent qu’une seule prédiction/correction par point de contact et par
itération de Gauss-Seidel. Nous appellerons cette méthode la méthode Uzawa globale, car
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la convergence est obtenue uniquement par l’algorithme Gauss-Seidel. Cet algorithme peut
être défini de la manière suivante :

– Etape 1: phase de prédiction
rα

k+1 = rα
k + ∆rα

Avec
∆rα = −ρ(xα

k + µ ‖(xα
t )k‖n) (formulation bi-potentielle)

∆rα = −
{

ρn(xα
n)k

ρt(x
α
t )k

}
(formulation pseudo-potentielle)

– Etape 2: phase de correction
rα

k+1 = ProjKµ

(
rα
k+1) (formulation bi-potentielle)

rα
k+1 ={

(rα
n)k+1 = ProjR+

(
(rα

n)k+1)
(rα

t )k+1 = ProjDµ
((rα

t )k+1)

}
(formulation pseudo-potentielle)

Où k et k + 1 représentent les indices des iterations Gauss Seidel. Le déplacement
contraint est réactualisé par :

xα
k+1 = Wααr

α
k+1 + xαβ (2.74)

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté différentes formulations pour modéliser les lois
de contact frottant entre objets déformables. Les formulations pseudo-potentielle et bi-
potentielle sont du point de vue mathématique équivalentes dans le sens ou elles traduisent
toutes les deux exactement les conditions de Signorini et les conditions de la loi de Coulomb.
Elles conduisent toutes les deux à la construction d’opérateurs de projection parfaitement
adaptés à la programmation. La formulation bipotentielle considère un unique opérateur
de projection qui couple l’ensemble des conditions. Le contrôle de la solution est ainsi
meilleur que dans le cas de la formulation pseudo-potentielle qui nécessite deux opérateurs
de projection, un pour les conditions de Signorini et un autre pour les conditions de la loi
de Coulomb. Bien que par la suite dans le chapitre 3 et 4, nos résultats numériques sont
obtenus en quasi-statique et en élasticité linéaire, nous nous sommes attachés à présenter
la mise en oeuvre de ces deux formulations dans un cadre général (dynamique, grandes
déformations, schémas numériques : explicite, implicite). Cela a été possible grâce au prin-
cipe de la méthode de flexibilité qui sépare les non linéarités liés au contact des autres
types de non linéarités. En effet, la méthode de flexibilité permet d’isoler dans la résolu-
tion globale des déplacements un solveur de forces de contact. Nous avons ainsi présenté
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trois types de solveur: Newton, Uzawa local et Uzawa global. Ces trois solveurs résolvent
de manière itérative l’ensemble des forces de contact selon le principe de Gauss-Seidel. Ils
se distinguent par leur résolution locale en chaque point de contact. En fait, on pourrait
considérer qu’il y a six solveurs possibles selon le choix de la formulation des lois de contact
(pseudo potentielle, bi-potentielle). Du fait de la complexité (et de son coût numérique) du
solveur de Newton dans le cas de la formulation bipotentielle, nous nous limiterons par la
suite aux solveurs Uzawa.
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3

Résolution du contact frottant entre
objets déformables: Expérimentations

et Comparaisons
3.1 Introduction

Dans le chapitre 2, nous avons élaboré plusieurs stratégies possibles pour résoudre des
problèmes de contact frottant entre objets déformables. Une stratégie de résolution se
distingue par :

– le choix de la formulation des lois de contact,
– le choix de la formulation des équations d’équilibre,
– le choix de la méthode numérique pour résoudre les forces de contact et les déplace-

ments contraints.
Nous avons retenus les stratégies où les lois de contact sont formulées à partir d’opé-

rateurs de projection qui vérifient de manière exacte les conditions de Signorini et la loi
de Coulomb. L’utilisation d’opérateurs de projection permet une implémentation simple
des lois de contact, sans ajout d’inconnues supplémentaires (multiplicateurs de Lagrange).
Deux choix sont alors possibles :

– La formulation « pseudo-potentielle» de Jean et Moreau ( [JM92], [Jea95], [Jea96])
qui utilise deux opérateurs de projection indépendants associés respectivement aux
conditions de Signorini et la loi de Coulomb.

– La formulation appelée bi-potentielle par Desaxé et Feng ( [dF91], [dF98]) qui utilise
un unique opérateur de projection associé simultanément aux conditions de Signorini
et la loi de Coulomb.

D’autre part, dans nos stratégies, nous optons pour une formulation incrémentale des
équations d’équilibre qui s’adapte aussi bien à des problèmes de statique que de dyna-
mique. Nous utiliserons également la méthode de flexibilité qui consiste à projeter les
équations d’équilibre dans des repères locaux liés aux points de contact et qui permet de
ne pas modifier la matrice tangente de résolution contrairement à la méthode de pénalité
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ou à la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Enfin nous utilisons une méthode nu-
mérique basée sur les algorithmes itératifs «Gauss Seidel» et «Uzawa» pour résoudre les
forces de contact et les déplacements contraints. Nous avons défini dans le chapitre 2, deux
algorithmes «Uzawa», le premier appelé «Uzawa Global » qui utilise une seule itération
prédiction/correction et le deuxième appelé «Uzawa Local» qui en utilise plusieurs. Un
autre choix possible est d’utiliser l’algorithme itératif de «Newton» à la place de l’algo-
rithme «Uzawa» qui à l’avantage d’une vitesse de convergence plus rapide (converge avec
moins d’itération). Cependant les travaux de Feng et Joli [JF08] ont montré, dans le cas
du Bi-potentiel, que la résolution «Newton» est plus lente que la résolution Uzawa car elle
nécessite la construction et l’inversion à chaque itération d’une matrice jacobienne multi-
forme fonction du statut du contact. Nous considérons donc dans ce chapitre, comme le
montre la figure 3.1, uniquement des stratégies de calculs basées sur :

– une formulation incrémentale des équations d’équilibre combinée à la méthode de
flexibilité

– une formulation bi-potentielle ou pseudo potentielle des lois de contact
– des techniques de résolution basées sur «Gauss-Seidel» et «Uzawa»

Dans nos différentes stratégies, les algorithmes de résolution de forces de contact seront
évalués en fonction de différentes formulations de calcul des raideurs locales fictives et des
différentes propriétés mécaniques (modules de Young et coefficient de frottement). Dans
cette étude, nous avons opté pour trois types de matériaux différents, l’aluminium pour
représenter un objet rigide, le tissu mou pour représenter un organe et le caoutchouc.
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Fig. 3.1 – Stratégies utilisées pour le calcul des forces de contact avec frottement.

3.2 Présentation du banc de test

Nous allons dans cette section, tester et comparer les différentes approches de résolution
des lois de contact frottant sec entre des objets élastiques en interaction dans le cadre
d’une résolution par la méthode de flexibilité des équations d’équilibre du système. La
simulation est composée de deux objets en élasticité linéaire en éléments finis linéaires
cubiques ou tétraédriques soumis à des hypothèses d’équilibre quasi-statiques. Ainsi les
effets inertiels ne sont pas considérés. La première structure est mobile car elle est soumise
à des contraintes en déplacement imposés par l’opérateur humain, tandis que la seconde
structure est fixe. Les déformations obtenues peuvent dépasser les 10% de la longueur
de l’objet. La matrice de raideur de l’objet étant constante, elle est calculée et inversée
une seule fois hors ligne afin d’obtenir une simulation temps réel. Nous rappelons que le
module de Young (exprimé en Méga Pascal Mpa = Newton

mm2 ) et le coefficient de Poisson (sans
unité) sont deux paramètres du modèle élastique linéaire qui caractérisent respectivement la
rigidité et la compressibilité du matériau. Un matériau parfaitement incompressible admet
un coefficient de Poisson de valeur 0.5. Les expérimentations qui suivent sont réalisées en
faisant varier plusieurs paramètres : module de Young, coefficient de frottement, nombre
de points en contact, raideur locale fictive ρ et tolérance numérique (erreur Gauss-Seidel,
erreur Newton-Raphson, erreur Uzawa).



100
3. Résolution du contact frottant entre objets déformables: Expérimentations et

Comparaisons

Fig. 3.2 – Test du solveur de contact frottant sec entre deux objets déformables, l’objet en rouge
est fixe, l’objet en vert est mobile et soumis à des contraintes en déplacements imposées.

La figure 3.2 présente deux parallélépipèdes en interaction, les noeuds en surbrillance
sur la structure rouge sont bloqués représentant ainsi un encastrement. Cet objet est com-
posé de 726 noeuds, 500 éléments cubiques et admet les dimensions L = 8 cm (longueur),
H = 2.5 cm (hauteur) et l = 3.5 cm (largeur). Le volume de chaque élément représente
0.2% du volume total. La déformation de l’objet vert est déterminée autour d’une confi-
guration de référence réactualisée suivant un mouvement de corps rigide imposé (approche
corotationnelle globale). Ce solide est composé de 324 noeuds, 200 éléments cubiques et
admet les dimensions L = 1 cm, H = 4 cm et l = 1 cm. Le volume de chaque élément
représente 0.5% du volume total. Quand les deux objets entrent en contact, la procédure
de résolution du contact frottant est lancée.
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Fig. 3.3 – A gauche : définition du parcours pénétration, initialement, les deux objets déformables
se touchent. A droite : définition du parcours glissement, initialement, l’objet mobile
pénètre de 0.5 cm dans l’objet encastré. 1 pas = 0.1 cm.

L’objet mobile est initialement positionné au milieu de l’objet encastré, puis est soumis
à une série d’incréments en déplacement de 0.1 cm suivant deux parcours différents : péné-
tration et glissement (figure 3.3). Le parcours «pénétration» correspond à 15 incréments en
déplacements selon l’axe −Y . Initialement les deux objets se touchent sans aucune défor-
mation. Pour le parcours «glissement», l’objet mobile se déplace de 20 incréments suivant
l’axe X. Initialement, les deux objets sont déformés suite à une pénétration de 0.5 cm.

3.3 Le calcul de la raideur locale ρ

Dans la littérature, Feng et deSaxcé [dF91], [HFdM04] ont proposé une résolution des
forces de contact avec frottement en simulation «temps différé», basée sur la résolution
Uzawa globale des lois de contact dérivées de la formulation «bi-potentielle». Dans ces tra-
vaux on cherche avant tout la précision numérique et c’est pourquoi ils considèrent l’erreur
de Gauss-Seidel εGS très faible, en dessous de 10−10. Feng et al. calculent le paramètre
ρ, qui apparait dans l’écriture augmentée de la force de contact r∗, à partir des valeurs
diagonales de l’opérateur de Delassus afin d’éviter tout problème d’instabilité numérique.

ρ = ρmin = Inf
(

1
Wii

)
i = 1, Nc × 3 (3.1)

Jean [Jea96], [Jea98] propose un algorithme dont les lois de contact sont formulées à
partir de deux pseudo-potentiels où le paramètre ρ est propre à chaque point de contact ρα.
Ce n’est plus une raideur isotrope et constante à un ensemble de points de contact (ρmin)
mais plutôt une raideur locale établie selon la normale ρα

n ou selon le plan tangentiel ρα
t .

Ces ρ locaux figurent aussi dans les travaux de Christian Duriez [Dur04] et sont calculés
de la façon suivante :
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ρα
n =

(
1

W α
nn

)
ρα

t =
(

λmin

λ2
max

) (3.2)

λmin et λmax sont les valeurs propres de Wtt, la matrice de Delassus tangentielle de
taille 2× 2 associé au point de contact Pα.

Wα
tt =

[
Wα

t1t1
Wα

t1t2

Wα
t2t1

Wα
t2t2

]
(3.3)

3.4 Comparaison entre les deux formulations «pseudo-
potentielles» et «bi-potentielle»

Nous allons définir trois algorithmes basés sur la résolution Uzawa globale, le premier
appelé « Uzawa global bi-potentiel» dans lequel on utilise ρmin, le deuxième appelé « Uzawa
global pseudo-potentiel» utilisant ρα

n et ρα
t , et enfin «Uzawa global* bi-potentiel» dans le-

quel nous utilisons également ρα
n et ρα

t .

Nous allons tester ces trois algorithmes en terme de temps de calcul, nombre d’itérations
Gauss-Seidel et norme de la force de contact. Cette phase d’expérimentation numérique
nous permettra ensuite de procéder à des comparaisons au niveau de la formulation (bi-
potentielle et pseudo-potentielle) et du calcul des raideurs locales fictives (ρmin, ρα

n et ρα
t ).

Dans cette expérimentation, l’objet mobile est en aluminium et l’objet encastré est un
tissu mou. Les caractéristiques mécaniques de l’aluminium sont E1 = 69000 Mpa pour le
module de Young et ν = 0.33 pour le coefficient de Poisson. Pour le tissu mou, nous avons
E2 = 0.02 Mpa pour le module de Young et ν = 0.4 pour le coefficient de Poisson. Ces
dernières correspondent aux caractéristiques mécaniques d’un rein d’agneau [PTDRC03].
L’aluminium est un matériau rigide pouvant entrer dans la conception d’instruments chi-
rurgicaux. En l’absence de données bibliographiques à notre disposition, la valeur du coeffi-
cient de frottement a été fixé arbitrairement à µ = 0.3. Dans la recherche d’une solution de
référence, c’est à dire précise du point de vu numérique, nous avons fixé dans un premier
temps l’erreur de Gauss-Seidel à 10−8 et le nombre maximum d’itérations Gauss-Seidel
Nb-iterGS-max à 10 000. Dans le cas où cette limite est atteinte, nous conclurons que l’al-
gorithme n’a pas convergé. Ces tests ont été réalisés sur un processeur Intel(R) double
coeur CPU 6600 d’une fréquence de 2.4 GHz et équipé d’une RAM de 2 Go.
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Parcours pénétration

Fig. 3.4 – Comparaison en temps CPU entre les solveurs Uzawa global bi-potentiel et Uzawa glo-
bal* bi-potentiel pendant le parcours de pénétration (interaction aluminium/tissu mou).

Comme nous pouvons le constater sur la figure 3.4, pour le parcours pénétration avec
16 contacts potentiels, l’algorithme Uzawa global* bi-potentiel est le plus rapide. L’algo-
rithme Uzawa global pseudo-potentiel non représenté sur la figure 3.4 a un temps moyen de
résolution égal à 133 ms, beaucoup plus important que celui de l’algorithme Uzawa global
bi-potentiel qui est égal à 5.5 ms ou celui d’Uzawa global* bi-potentiel qui est égal à 2 ms.
Par ailleurs, le nombre maximal d’itérations Nb-iterGS-max est tout le temps atteint pour
l’algorithme Uzawa global pseudo-potentiel (10 000). Comme le montre la figure 3.5, le
nombre moyen d’itérations Gauss-Seidel est de l’ordre de 350 pour l’algorithme Uzawa glo-
bal bi-potentiel et de 125 pour l’algorithme Uzawa global* bi-potentiel. La valeur moyenne
de la raideur locale ρmin est estimée à 19× 10−6 (N/cm). Nous constatons sur la figure 3.6
une évolution quasi-linéaire de la norme de la force de contact en fonction du déplacement
vertical dans le cas du parcours de pénétration.

Fig. 3.5 – Comparaison du nombre d’itérations Gauss-Seidel entre les solveurs Uzawa global bi-
potentiel et Uzawa global* bi-potentiel pendant le parcours de pénétration (interaction
aluminium/tissu mou).
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Fig. 3.6 – Norme du vecteur force de contact issu du solveur Uzawa global* bi-potentiel pendant
le parcours de pénétration (interaction aluminium/tissu mou).

L’équation 3.4 mesure l’écart relatif en % entre le vecteur force de contact issu de
l’algorithme Uzawa global bi-potentiel rGB et celui issu de l’algorithme Uzawa global* bi-
potentiel rG∗B. De même, l’équation 3.5 mesure l’écart relatif en % entre le vecteur force
de contact issu de l’algorithme Uzawa global pseudo-potentiel rGP et rG∗B.

Ecart(%) = 100× ‖rGB−rG∗B‖
‖rG∗B‖

(3.4)

Ecart(%) = 100× ‖rGP−rG∗B‖
‖rG∗B‖

(3.5)

Nous avons constaté un écart important, supérieur à 12%, entre rGP et rG∗B. Par
ailleurs, la figure 3.7 montre des écarts entre rGB et rG∗B inferieurs à 6.7%. La figure
3.8 montre une différence entre le nombre de contacts glissants issus des deux algorithmes
Uzawa global pseudo-potentiel et Uzawa global bi-potentiel. Par contre, on obtient le même
nombre de contacts glissants issus des deux algorithmes Uzawa global et Uzawa global* en
bi-potentiel. La résolution Uzawa globale bi-potentielle affiche à la fin du parcours péné-
tration une difficulté à converger (1239 itérations) alors que la résolution Uzawa globale*
bi-potentielle converge plus facilement (233 itérations).

Fig. 3.7 – Ecart entre rGB issu du solveur Uzawa global bi-potentiel et rG∗B issu du solveur Uzawa
global* bi-potentiel pendant le parcours de pénétration (interaction aluminium/tissu
mou).
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Fig. 3.8 – Nombre de contacts glissants issu des solveurs Uzawa global pseudo-potentiel, Uzawa
global bi-potentiel et Uzawa global* bi-potentiel pendant le parcours de pénétration (in-
teraction aluminium/tissu mou).

A partir des figures 3.4, 3.5, 3.7 et 3.8 nous en déduisons, pour un contact frottant
aluminium/tissu mou et dans le cas du parcours en pénétration, que l’approche de réso-
lution «Uzawa global* bi-potentielle» est la plus performante. En effet, elle converge plus
rapidement et semble plus robuste. La robustesse est liée à la formulation bi-potentielle
des lois de contact frottant qui tient compte du couplage entre les conditions de Signorini
et la loi de frottement sec (Coulomb), contrairement à la formulation pseudo-potentielle
qui ne prend pas en considération ce couplage.

Parcours glissement

Afin de confirmer ces résultats, on considère cette foi-ci le parcours glissement avec 36
contacts potentiels. La valeur de ρmin décroit tout au long de ce parcours de 25 × 10−6

(N/cm) à 11×10−6 (N/cm) ce qui semble logique car le déplacement s’effectue de l’extrémité
encastrée vers l’extrémité libre. En conséquence, on observe bien une diminution de la
norme de la force de contact comme le montre la figure 3.10. La figure 3.9 montre de
nouveau que l’approche Uzawa global* est la plus rapide. En effet, cette dernière affiche
un temps de calcul moyen égale à 46.35 ms pour un nombre moyen d’itérations de l’ordre
de 969 alors que les deux algorithmes Uzawa global bi-potentiel et Uzawa global pseudo-
potentiel affichent respectivement des temps de calcul moyens égaux à 63.65 ms et 332 ms
pour un nombre moyen d’itérations respectifs de 1325 et 7264. Dans la figure 3.11 nous
observons des écarts inferieurs à 5% entre rGB et rG∗B. Ce maximum est atteint lorsqu’on
observe une différence de nombre de contacts glissants entre les deux algorithmes comme le
montre la figure 3.12. L’écart entre rGP et rG∗B est souvent supérieur à 7% car la résolution
Uzawa globale pseudo-potentielle ne converge pas souvent.
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Fig. 3.9 – Comparaison en temps CPU entre les solveurs Uzawa global pseudo-potentiel, Uzawa
global bi-potentiel et Uzawa global* bi-potentiel pendant la parcours de glissement (in-
teraction aluminium/tissu mou).

Fig. 3.10 – Norme des forces de contact avec frottement issue du solveur Uzawa global* bi-potentiel
pendant le parcours de glissement (interaction aluminium/tissu mou).

Fig. 3.11 – Ecart entre rGB issu du solveur Uzawa global bi-potentiel, rGP issu du solveur Uzawa
global pseudo-potentiel et rG∗B issu du solveur Uzawa global* bi-potentiel pendant le
parcours de glissement (interaction aluminium/tissu mou).
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Fig. 3.12 – Nombre de contacts glissants issu des solveurs Uzawa global bi-potentiel et Uzawa
global* bi-potentiel pendant le parcours de glissement (interaction aluminium/tissu
mou).

Conclusion

A partir de ces expérimentations nous pouvons conclure que, pour un contact frottant
aluminium/tissu mou dans les deux types de parcours considérés (pénétration, glissement),
la résolution «Uzawa globale* bi-potentielle» est la plus performante et constituera par la
suite notre solution de référence. La résolution «Uzawa globale pseudo-potentielle» telle
qu’elle a été programmée n’est pas suffisamment robuste. En effet, cette formulation ne
tient pas compte du couplage entre les conditions de Signorini et la loi de Coulomb. Une
meilleure programmation consisterait à itérer d’abord sur l’opérateur de projection lié aux
conditions de Signorini jusqu’à convergence, pour ensuite itérer à nouveau sur l’opérateur
de projection lié à loi de Coulomb. La formulation pseudo-potentielle nécessite donc au
moins une boucle itérative supplémentaire par rapport à la formulation bi-potentielle où
la seule boucle itérative globale est suffisante. Nous ne poursuivrons pas d’avantage nos
expériences numériques sur la formulation pseudo-potentielle, pour concentrer nos efforts,
à partir de maintenant, sur la formulation bi-potentielle.

3.5 Recherche d’un ρ optimal

Nous aimerions maintenant connaitre les raisons pour lesquelles la résolution Uzawa
globale* est meilleure que la résolution Uzawa globale. En effet, les deux algorithmes sont
les mêmes, ils ne présentent de différence qu’au niveau du calcul des raideurs fictives. Par
conséquent, nous souhaitons connaître l’influence du changement de la valeur de ces der-
niers sur les temps de calcul et la stabilité numérique.

Nous savons que ρmin ≤ Inf(ρα
n), est ce une contrainte trop forte ?. En d’autres termes,

est-il possible d’augmenter la valeur de ρmin ?.
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En effet, nous avons observé un rapport de 2 entre ρmin et Max(ρα
n), nous allons donc

envisager l’algorithme Uzawa global avec ρ = ρmin × 2 . Si on augmente la valeur des
raideurs fictives, on augmente en principe la vitesse de convergence, par contre on risque de
rencontrer des problèmes d’instabilité numérique. Afin de montrer l’influence des raideurs
fictives sur la vitesse de convergence, nous avons aussi testé deux autres variantes, Uzawa
globale, avec ρ = ρmin/2 et Uzawa globale* avec ρα = (ρα

n,ρα
t )/2.

Fig. 3.13 – Comparaison en temps CPU entre les différents solveurs pendant le parcours de péné-
tration (interaction aluminium/tissu mou).

Fig. 3.14 – Comparaison en nombre d’itérations Gauss-Seidel entre les différents solveurs pendant
le parcours de pénétration (interaction aluminium/tissu mou).

Les figures 3.13 et 3.14 montrent une même tendance. En effet, diviser la valeur de
ρmin par 2 dans la résolution Uzawa global implique un temps de calcul et un nombre
d’itérations Gauss-Seidel multiplié par 2. Par contre, multiplier la valeur de ρmin par 2 dans
cette même résolution implique de meilleures performances dépassant même celles données
par la résolution Uzawa globale*, le temps de calcul et le nombre d’itérations Gauss-Seidel
sont divisés par 2. Le même constat est observé sur l’approche Uzawa globale*, diviser
les raideurs locales par deux double le temps de calcul ainsi que le nombre d’itérations
Gauss-Seidel. Par contre, dans cette dernière approche, multiplier par 2 les raideurs locales
fictives donne des instabilités numériques.
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Fig. 3.15 – Norme des forces de contact avec frottement issus du solveur Uzawa global* pendant
le parcours de pénétration (interaction aluminium/tissu mou).

Fig. 3.16 – Ecart entre le vecteur force de réaction avec frottement issu du solveur Uzawa global
avec ρmin×2 et celui issu du solveur Uzawa global * pendant le parcours de pénétration
(interaction aluminium/tissu mou).

La valeur moyenne de la raideur locale ρmin est estimée à 26× 10−6 (N/cm). La figure
3.15 montre l’évolution de la norme de la force de contact en fonction du déplacement
vertical dans le parcours de pénétration. On constate respectivement sur les deux figures
3.16 et 3.17, un écart moyen au niveau du calcul des forces de contact de 5.07% entre rGB

et rG∗B et de 10−4% entre rG∗B avec ρα/2 et rG∗B. La figure 3.18 affiche le même nombre
de contacts glissants issus des deux algorithmes Uzawa global et Uzawa global*. Dans ces
essais numériques, il n’y a aucun contact adhérent.

Fig. 3.17 – Ecart entre le vecteur force de contact avec frottement issu du solveur Uzawa global*
avec ρα/2 et celui issu du solveur Uzawa global* pendant le parcours de pénétration
(interaction aluminium/tissu mou).
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Fig. 3.18 – Evolution du nombre de contacts glissants issu des différents solveurs pendant le par-
cours de pénétration (interaction aluminium/tissu mou).

D’après les résultats ci-dessus, on en déduit que, dans le cas de contact aluminium/tissu
mou, il est possible d’augmenter les raideurs locales fictives (ρmin, ρα

n, ρα
t ) afin d’accélérer

la vitesse de convergence. Cependant, il y’a une limite à cette augmentation, au delà de
laquelle, des instabilités numériques sont constatées. Le tableau 3.19 est un récapulatif des
performances obtenues pour différentes augmentations des raideurs fictives dans le cas des
deux parcours pénétration et glissement. Les résultats obtenus traduisent bien la tendance
générale, à savoir, que lorsqu’on augmente les raideurs locales fictives, on augmente la
vitesse de convergence. ρmin × 2.2 et ρα × 1.5 sont les deux limites au delà desquelles, les
résultats numériques deviennent instables.

Résolution Temps moyen (ms)
Parcours glissement Parcours pénétration

Uzawa ρmin 106.8 55.29
Uzawa ρmin × 2 37.15 23.96
Uzawa ρmin × 2.2 33.07 20.54
Uzawa * ρα 77.9 27.06
Uzawa * ρα × 1.5 41.8 13.54

Fig. 3.19 – Comparaison entre les deux solveurs Uzawa global et Uzawa global* en fonction de la
valeur de ρ.

3.6 Approche Uzawa locale

Les expérimentations précédentes sont basées uniquement sur l’algorithme d’Uzawa
global. Nous avons décrit dans le chapitre 2, une deuxième version d’algorithme Uzawa dite
«Uzawa locale». Rappelons que le principe consiste à ajouter une boucle itérative locale.
Nous avons considéré deux critères d’arrêt possibles, définis respectivement par les deux
équations 3.6 et 3.7. Le premier critère traduit une tolérance de pénétration et de glissement
tandis que le second critère traduit uniquement une tolérance de pénétration. L désigne
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une longueur caractéristique de la scène virtuelle et εUzawa une tolérance numérique sans
dimension. On définit 4 algorithmes supplémentaires basés sur l’algorithme Uzawa local :

– «Uzawa local» considère ρmin comme raideur locale fictive et l’équation 3.6 comme
critère d’arrêt, rL désigne le vecteur force de contact associé.

– «Uzawa local*» considère ρα
n et ρα

t comme raideurs locales fictives et l’équation 3.6
comme critère d’arrêt, rL∗ désigne le vecteur force de contact associé.

– «Uzawa local Signorini» considère ρmin comme raideur locale fictive et l’équation 3.7
comme critère d’arrêt, rLS désigne le vecteur force de contact associé.

– «Uzawa local Signorini*» considère ρα
n et ρα

t comme raideurs locales fictives et l’équa-
tion 3.7 comme critère d’arrêt, rLS∗ désigne le vecteur force de contact associé.

∥∥rα − r(j−1)α
∥∥

ρ
≤ εUzawa × L (3.6)

xα
n ≥ −εUzawa × L (3.7)

Dans ce qui suit, nous allons comparer ces différents algorithmes en fonction des pro-
priétés mécaniques des objets en contact (module de Young et coefficient de frottement).
On garde la même solution de référence c’est à dire celle issue de l’algorithme Uzawa glo-
bal* avec une erreur de Gauss-Seidel de l’ordre de 10−8 et 36 points en contact. Le nombre
maximal d’itérations Gauss-Seidel est réduit à 5000. Les expérimentations qui suivent ont
été réalisées avec un coefficient de frottement égal à 0.3, une erreur Gauss-Seidel égale à
10−4 et une erreur d’Uzawa (tolérance de pénétration) de 10−3. Le processeur utilisé est
un Intel(R) Xeon(R) CPU 5110 double coeur d’une fréquence de 1.60 GHz. Ceci entraine
des temps de calcul plus élevés que ceux constatés plus haut et réalisés sur un processeur
Intel(R) double coeur CPU 6600 cadensè à 2.4 GHz.

3.7 Expérimentations en fonction des modules d’Young

Nous aimerions savoir si la nature des matériaux en contact influence les résultats au
niveau de la vitesse de convergence et des écarts constatés. Nous proposons trois cas de
contact différents, le premier est un contact frottant entre un objet en aluminium et un tissu
mou impliquant une très grande différence entre les deux modules de Young E1 >> E2. Le
deuxième cas concerne le contact frottant entre un objet en aluminium et un caoutchouc,
impliquant une différence moins importante entre les deux modules de Young E1 > E2. Le
dernier cas est celui du contact frottant entre deux tissus mous de même module de Young
faible E1 = E2.
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3.7.1 Contact frottant entre aluminium et tissu-mou

Dans ce cas E1 = 69000 Mpa et E2 = 0.02 Mpa d’où des raideurs locales fictives très
faibles. En effet, la raideur locale fictive peut être considérée comme l’association de deux
raideurs locales en série (voir chapitre 2). Les figures 3.20 et 3.21 montrent les résultats en
temps de calcul et en écarts obtenus pendant le parcours de pénétration. Les figures 3.22
et 3.23 montrent les mêmes types de résultat pour le parcours de glissement.

Résolution Uzawa Temps moyens (ms) parcours de pénétration
Globale * ρα 7.74
Locale * ρα 9.41
Globale ρmin 13.29
Locale ρmin 14.22
Locale Signorini ρmin 22.41
Locale * Signorini ρα 24.48

Fig. 3.20 – Temps CPU moyen en ms des différents solveurs pendant le parcours de pénétration
(interaction aluminium/tissu mou).

Fig. 3.21 – Ecarts entre les différents vecteurs force de contact avec frottement issus des différents
solveurs et celui issu du solveur Uzawa global* pendant le parcours de pénétration
(interaction aluminium/tissu mou).

Résolution Uzawa Temps moyens (ms) parcours de glissement
Globale * ρα 18.02
Locale * ρα 19.57
Globale ρmin 19.85
Locale * Signorini ρα 20.32
Locale ρmin 26.77
Locale Signorini ρmin 29.1

Fig. 3.22 – Temps CPU moyen en ms des différents solveurs pendant le parcours de glissement
(interaction aluminium/tissu mou).
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Fig. 3.23 – Ecarts entre les différents vecteurs force de contact avec frottement issus des diffé-
rents solveurs et celui issu du solveur Uzawa global* pendant le parcours de glissement
(interaction aluminium/tissu mou).

Les deux figures 3.20 et 3.22 montrent que les algorithmes Uzawa global* et Uzawa
local* sont les meilleurs en temps de calcul. En effet, nous retrouvons la même tendance
que précédemment. L’utilisation de ρα

n et ρα
t confère une meilleure vitesse de convergence

que l’utilisation de ρmin et ceci quelque soit l’approche, locale ou globale. Par contre, on
constate que l’approche locale n’apporte pas d’amélioration par rapport à l’approche glo-
bale et semble même plus lente surtout dans le parcours glissement. De même la résolution
locale basée sur le critère d’arrêt 3.7 n’apporte pas d’amélioration notable.

D’après les figures 3.21 et 3.23, ce n’est pas l’approche globale ou locale qui influence
les écarts mais la façon de calculer les raideurs locales fictives. En effet, les algorithmes qui
utilisent ρα

n et ρα
t donnent de plus petits écarts (écart moyen de 0.27% pour le parcours

pénétration et 0.71% pour le parcours glissement ) que les algorithmes qui utilisent ρmin

(écart moyen de 5.36% pour le parcours pénétration et 2.16% pour le parcours glissement).
Cela est cohérent car la référence (Uzawa global*) utilise ρα

n et ρα
t .

3.7.2 Contact frottant entre aluminium et caoutchouc

Dans ce cas E1 = 69000 Mpa et E2 = 2350 Mpa d’où des raideurs locales fictives plus
importantes que celles constatées dans le cas précédent. En effet, ρmin admet une valeur
moyenne égale à 2.17 (N/cm) pendant le parcours de pénétration, et varie de 2.16 (N/cm)
à 2.06 (N/cm) pendant le parcours de glissement. Les figures 3.26 et 3.29 montrent respec-
tivement l’évolution de la norme de la force de contact pendant les parcours pénétration et
glissement, calculée à partir de l’algorithme de référence. Les figures 3.24 et 3.25 montrent
les résultats en temps de calcul et en écart obtenus pendant le parcours de pénétration.
Les figures 3.27 et 3.28 montrent le même type de résultats pour le parcours de glissement.
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Résolution Uzawa Temps moyens (ms) parcours de pénétration
Globale ρmin 19.64
Globale * ρα 22.35
Locale Signorini ρmin 23
Locale * ρα 24.90
Locale ρmin 25.25
Locale * Signorini ρα 36.45

Fig. 3.24 – Temps CPU moyen en ms des différents solveurs pendant le parcours de pénétration
(interaction aluminium/caoutchouc).

Fig. 3.25 – Ecarts entre les différents vecteurs force de contact avec frottement issus des différents
solveurs et celui issu du solveur Uzawa global* pendant le parcours de pénétration
(interaction aluminium/caoutchouc).

Fig. 3.26 – Norme du vecteur force de contact avec frottement issu du solveur Uzawa global*
pendant le parcours de pénétration (interaction aluminium/caoutchouc).
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Résolution Uzawa Temps moyens (ms) parcours de glissement
Globale ρmin 23.22
Globale * ρα 23.27
Locale Signorini ρmin 25.57
Locale * Signorini ρα 25.67
Locale ρmin 25.72
Locale * ρα 26.02

Fig. 3.27 – Temps CPU moyen en ms des différents solveurs pendant le parcours de glissement
(interaction aluminium/caoutchouc).

Fig. 3.28 – Ecart entre les différents vecteurs forces de contact avec frottement issus des diffé-
rents solveurs et celui issu du solveur Uzawa global* pendant le parcours de glissement
(interaction aluminium/caoutchouc).

Fig. 3.29 – Norme du vecteur force de contact avec frottement issu du solveur Uzawa global*
pendant le parcours de glissement (interaction aluminium/caoutchouc).

Dans ce cas, la tendance observée pour le contact aluminium/tissu mou n’est plus va-
lable. En effet, considérer les raideurs locales fictives ρα

n et ρα
t n’implique plus de meilleures

performances. On constate que l’algorithme Uzawa global est le plus rapide dans les deux
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parcours pénétration et glissement. Nous expliquons ceci par le fait que considérer un ρα
n

différent de ρα
t dans la formulation bi-potentielle modifie en réalité l’opérateur de projection

qui utilise un unique ρα. Ceci entraine une modification du couplage entre la composante
normale et la composante tangentielle dans la formulation augmentée de la force de contact.

En ce qui concerne les écarts, les figures 3.25 et 3.28 confirment le fait que ce n’est pas
l’approche globale ou locale qui influence les écarts mais la façon de calculer les raideurs
locales fictives. En effet, les algorithmes qui utilisent ρα

n et ρα
t donnent de plus petits écarts

(écart moyen de 0.24% pour le parcours pénétration et 0.33% pour le parcours glissement)
que les algorithmes qui utilisent ρmin (écart moyen de 0.8% pour le parcours pénétration et
2.06% pour le parcours glissement). On a remarqué que les écarts maximum se produisent
lors de transitions adhérence/glissement au niveau des points de contact.

3.7.3 Contact frottant entre deux tissus mous

Dans ce cas, E1 = 0.02 Mpa et E2 = 0.02 Mpa d’où des raideurs locales fictives faibles.
En effet, ρmin admet une valeur moyenne égale à de 6.9×10−7 (N/cm) pendant le parcours
de pénétration, et varie de 6.93× 10−7 (N/cm) à 6.75× 10−7 (N/cm) pendant le parcours
de glissement. Les figures 3.32 et 3.35 montrent respectivement l’évolution de la norme
de la force de contact pendant les parcours pénétration et glissement, calculée à partir de
l’algorithme de référence. Les figures 3.30 et 3.31 montrent les résultats en temps de calcul
et en écarts obtenus pendant le parcours de pénétration. Les figures 3.33 et 3.34 montrent
les mêmes types de résultat pour le parcours de glissement.

Résolution Uzawa Temps moyens (ms) parcours de pénétration
Locale Signorini ρmin 50,13
Globale ρmin 52,77
Locale ρmin 60
Globale * ρα 503,25 (Diverge)
Locale * Signorini ρα 672,96(Diverge)
Locale * ρα 815,54 (Diverge)

Fig. 3.30 – Temps CPU moyen en ms des différents solveurs pendant le parcours de pénétration
(interaction tissu mou/tissu mou).
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Fig. 3.31 – Ecarts entre les différents vecteurs force de contact avec frottement issus des différents
solveurs et celui issu du solveur Uzawa global* pendant le parcours de pénétration
(interaction tissu mou/tissu mou).

Fig. 3.32 – Norme du vecteur force de contact avec frottement pendant le parcours de pénétration
(interaction tissu mou/tissu mou).

Résolution Uzawa Temps moyens (ms) parcours de glissement
Globale ρmin 72.02
Locale Signorini ρmin 75.35
Locale ρmin 77.75
Globale * ρα 104.1 (Diverge)
Locale * Signorini ρα 105.55 (Diverge)
Locale * ρα 109,45 (Diverge)

Fig. 3.33 – Temps CPU moyen en ms des différents solveurs pendant le parcours de glissement
(interaction tissu mou/tissu mou).
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Fig. 3.34 – Ecart entre les différents vecteurs force de contact avec frottement issus des diffé-
rents solveurs et celui issu du solveur Uzawa global* pendant le parcours de glissement
(interaction tissu mou/tissu mou).

Fig. 3.35 – Norme du vecteur force de contact avec frottement pendant le parcours glissement.

Dans ce cas (contact tissu mou/tissu mou), la tendance observée pour le contact alu-
minium/caoutchouc reste valable. En effet, considérer les raideurs locales fictives ρα

n et ρα
t

n’implique pas toujours de meilleures performances. On constate que les algorithmes Uzawa
local Signorini et Uzawa global sont les plus rapides dans les deux parcours pénétration et
glissement. Dans ce cas, ce n’est pas l’approche globale ou locale qui influence la vitesse
de convergence mais le choix de la raideur locale fictive. On remarque que les algorithmes
qui utilisent les ρα

n et ρα
t converge rarement. Toutefois, les écarts sur les forces de contact

entre les méthodes (figures 3.31 et 3.34) possèdent une moyenne de 2.28% pour le parcours
pénétration et de 1.7% pour le parcours glissement.
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3.8 Expérimentations en fonction du coefficient de frot-
tement

Résolution Uzawa Temps moyens (ms) parcours de pénétration
µ = 0.1 µ = 0.3 µ = 0.5 µ = 0.7

Globale * ρα 10 7.74 11.25 11.80
Locale * ρα 11.22 9.41 9.71 11.54
Globale ρmin 15.87 13.29 17.35 20.5
Locale ρmin 17.38 14.22 14.19 17.16
Locale * Signorini ρα 24 24.48 16.09 14.13
Locale Signorini ρmin 21.16 22.41 23.8 19

Fig. 3.36 – Temps CPU moyen (ms) des différentes solveurs en fonction du coefficient de frotte-
ment pendant le parcours pénétration (interaction aluminium/tissu mou).

Résolution Uzawa Temps moyens (ms) parcours de glissement
µ = 0.1 µ = 0.3 µ = 0.5 µ = 0.7

Globale * ρα 13.05 18.02 25.82 32.77
Globale ρmin 18.17 19.85 28.27 29.12
Locale * ρα 14.3 19.57 31.1 41.52
Locale * Signorini ρα 13.92 20.32 31.7 42.82
Locale ρmin 22.2 26.77 36.57 43.55
Locale Signorini ρmin 26.75 29.1 41 48.7

Fig. 3.37 – Temps CPU moyen (ms) des différents solveurs en fonction du coefficient de frotte-
ment pendant le parcours glissement (interaction aluminium/tissu mou).

Résolution Uzawa Temps moyens (ms) parcours de pénétration
µ = 0.1 µ = 0.3 µ = 0.5 µ = 0.7

Globale ρmin 15.8 19.64 25.43 28.36
Globale * ρα 9.53 22.35 26.3 30.96
Locale Signorini ρmin 19.4 23 27.7 35.36
Locale ρmin 14.03 25.25 29.7 35.9
Locale * ρα 10.86 24.90 690 (Div) 722 (Div)
Locale * Signorini ρα 27.03 36.45 571 (Div) 644 (Div)

Fig. 3.38 – Temps CPU moyen (ms) des différents solveurs en fonction du coefficient de frotte-
ment pendant le parcours pénétration (interaction aluminium/caoutchouc).
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Résolution Uzawa Temps moyens (ms) parcours de glissement
µ = 0.1 µ = 0.3 µ = 0.5 µ = 0.7

Globale ρmin 18.45 23.22 27.22 30.82
Globale * ρα 13.82 23.27 27.15 55.2 (Div)
Locale ρmin 16.82 25.72 30.37 33.65
Locale Signorini ρmin 20.85 25.57 29.15 33.1
Locale * Signorini ρα 16.27 25.67 216.9 (Div) 545,9 (Div)
Locale * ρα 14.8 26.02 427.7 (Div) 656 (Div)

Fig. 3.39 – Temps CPU moyen (ms) des différents solveurs en fonction du coefficient de frotte-
ment pendant le parcours glissement (interaction aluminium/caoutchouc).

Résolution Uzawa Temps moyens (ms) parcours de pénétration
µ = 0.1 µ = 0.3 µ = 0.5 µ = 0.7

Globale ρmin 25.38 52.77 81.16 120
Locale Signorini ρmin 30.22 50.13 85 134.25
Locale ρmin 29.03 60 126.06 139.31
Globale * ρα 29.25 503.25 (Div) 492 (Div) 246.5 (Div)
Locale * Signorini ρα 51.42 672.9 (Div) 702 (Div) 446.82 (Div)
Locale * ρα 28.71 815 (Div) 994 (Div) 835 (Div)

Fig. 3.40 – Temps CPU moyen (ms) des différents solveurs en fonction du coefficient de frotte-
ment pendant le parcours pénétration (interaction tissu mou/tissu mou).

Résolution Uzawa Temps moyens (ms) parcours de glissement
µ = 0.1 µ = 0.3 µ = 0.5 µ = 0.7

Globale ρmin 45.7 72.02 96.75 88.6
Locale Signorini ρmin 50.67 75.35 98.42 90.03
Locale ρmin 54.52 77.75 103.87 99.66
Globale * ρα 55.55 104.1 (Div) 140.92 (Div) 341.3 (Div)
Locale * Signorini ρα 58.6 105.55 (Div) 241.67 (Div) 593.17 (Div)
Locale * ρα 58.6 109.45 (Div) 554.52 (Div) 643.7 (Div)

Fig. 3.41 – Temps CPU moyen (ms) des différents solveurs en fonction du coefficient de frotte-
ment pendant le parcours glissement (interaction tissu mou/tissu mou).
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Fig. 3.42 – Norme des vecteurs forces de contact issus du solveur Uzawa global* en fonction du
coefficient de frottement pendant le parcours pénétration et glissement (interaction
aluminium/tissu-mou).

Les tableaux 3.36 et 3.37 donnent les temps moyens de calcul obtenus pendant les
parcours pénétration et glissement dans le cas du contact frottant aluminium/tissu mou
en fonction du coefficient de frottement. Les tendances observées avec un coefficient de
frottement égal à 0.3 restent valables, à savoir que l’algorithme Uzawa global* est le plus
rapide. Les tableaux 3.38 et 3.39 donnent le temps de calcul moyen dans le cas du contact
frottant entre aluminium et caoutchouc. Pour ce cas, c’est plutôt les deux algorithmes
Uzawa global et Uzawa global* qui sont les plus rapides. Enfin les tableaux 3.40 et 3.41
montrent que dans le cas du contact frottant entre deux tissus mous, l’algorithme Uzawa
globale est le plus adapté pour le parcours pénétration et glissement. Les résultats montrent
que d’une manière générale les temps de calcul augmentent avec le coefficient de frottement.
La figure 3.42 montre des normes des forces de contact qui augmentent en fonction du
coefficient de frottement, pendant les parcours pénétration et glissement.

3.9 Expérimentation en fonction du nombre de points
en contact

Nous allons maintenant nous intéresser à l’évolution du temps de calcul en fonction du
nombre de contacts afin d’estimer la complexité des algorithmes de résolution des forces
de contact frottant En effet, le nombre de contacts est resté autour de 36 pendant les deux
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parcours de pénétration et de glissement. Nous avons alors effectué d’avantages expérimen-
tations en considérant 16 et 66 contacts. Ces tests ont été réalisés sur un PC portable Dell
Latitude D830, possédant une RAM de 512 Mo et un processeur Intel(R) Core(TM) 2 Duo
T7100 d’une fréquence de 1.80 GHz. Nous avons considéré un coefficient de frottement égal
à 0.3, une erreur Gauss-Seidel égale à 10−4 et une erreur d’Uzawa de valeur 10−3.

Fig. 3.43 – Evolution du temps de calcul de l’algorithme Uzawa global* en fonction du nombre de
contacts (interaction aluminium/tissu mou).

Fig. 3.44 – Evolution du temps de calcul de l’algorithme Uzawa globale en fonction du nombre de
contacts (interaction aluminium/caoutchouc).

Fig. 3.45 – Evolution du temps de calcul de l’algorithme Uzawa global en fonction du nombre de
contacts (interaction tissu mou/tissu mou).

On remarque que les graphes 3.43, 3.44 et 3.45 tendent vers une courbe d’équation
temps = a × nordre tel que a représente un coefficient réel et n le nombre de points en
contact. Les expérimentations effectuées sur le banc d’essai 3.3 implique une complexité
égale à O(n2.07) pour l’algorithme Uzawa global* et de O(n2.05) pour l’algorithme Uzawa
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global pour les différents contacts frottant aluminium/tissu mou, aluminium/caoutchouc et
tissu mou/tissu mou et ceci pour les deux parcours pénétration et glissement. Nous avons
aussi réalisé des expérimentations sur un deuxième banc d’essai montré dans la figure 3.46.

Fig. 3.46 – Banc d’essai impliquant 66 contact, à gauche : parcours pénétration, à droite : par-
cours glissement.

Ce banc d’essai (figure 3.46) représente également deux parallélépipèdes en interaction,
mais les noeuds bloqués qui sont en surbrillance ne sont plus les mêmes. L’objet encastré
en rouge est composé de 726 noeuds, 500 éléments cubiques et admet les dimensions L = 5
cm, H = 2.5 cm et l = 3.2 cm. Le volume de chaque élément représente 0.2% du volume
total. La déformation de l’objet vert est déterminée autour d’une configuration de réfé-
rence réactualisée suivant un mouvement de corps rigide imposé (approche corotationnelle
globale). Ce solide est aussi composé de 726 noeuds, 500 éléments cubiques afin de donner
66 contacts. Il admet les dimensions L = 1.425 cm, H = 2.4 cm et l = 1.425 cm. Le volume
de chaque élément représente 0.2% du volume total.

Les expérimentations effectuées sur ce banc d’essai 3.46 implique une complexité égale
à O(n2.83) pour l’algorithme Uzawa global* et de O(n2.46) pour l’algorithme Uzawa global
pour les différents contacts frottant aluminium/tissu mou, aluminium/caoutchouc et tissu
mou/tissu mou et ceci pour les deux parcours pénétration et glissement.

3.10 Conclusion

Nous avons évalué et testé dans ce chapitre différentes stratégies pour résoudre des pro-
blèmes de contact frottant entre objets déformables en considérant trois types de matériau
(caoutchouc, aluminium, tissu mou). Ces stratégies diffèrent essentiellement sur 3 points :

– résolution Uzawa globale ou locale,
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– raideurs locales fictives ρmin ou (ρα
n, ρα

t ),
– formulation pseudo-potentielle ou bi-potentielle des lois de contact.

D’après les résultats obtenus, il ne semble pas que la résolution Uzawa locale apporte
une amélioration au niveau du temps de calcul, elle est même moins performante dans la
plupart des cas. C’est donc l’approche Uzawa globale qui est la meilleure c’est à dire celle
utilisée par Zhi Qang Feng dans ses travaux.

La formulation Bi-potentielle est plus robuste que la formulation Pseudo-potentielle. En
effet cette dernière ne converge plus dans le cas d’interaction entre tissus mous, et converge
difficilement dans le cas d’interaction aluminium/caoutchouc. Il faut toutefois noter que
cette formulation n’est sans doute pas appropriée à une résolution type Uzawa globale (une
seule itération prédiction/correction) mais plutôt adaptée à une résolution type Newton
que nous n’avons pas testé, nous renvoyons le lecteur intéressé à la thèse de Christian Du-
riez [Dur04].

Le choix des raideurs fictives s’avère plus difficile à analyser. Dans certain cas il est
possible d’augmenter la valeur de ρα pour accélérer la vitesse de convergence et les temps
de calcul, mais pas dans tous les cas. En effet, nous avons constaté que cela dépendait des
raideurs relatives entre les objets en contact. Ainsi dans le cas aluminium/tissu mou, on
augmente nettement la vitesse de convergence lorsque l’on augmente ρα. Le choix de (ρα

n,
ρα

t ) semble alors judicieux car non aléatoire. Cependant dans le cas aluminium/caoutchouc
on ne constate plus la même tendance. Dans le cas tissu mou/tissu mou, les algorithmes
ont du mal à converger avec (ρα

n, ρα
t ) alors qu’avec ρmin on converge dans tous les cas.

D’autre part choisir (ρα
n, ρα

t ) dans une formulation bi-potentielle ne semble pas cohérent
car elle est formulée avec une raideur fictive constante dans toutes les directions. Le choix
de ρmin semble s’imposer si l’on veut traiter tout type de matériau.

En conclusion, la méthode globale bi-potentielle avec ρmin est la méthode la plus robuste
et s’avère la plus rapide dans le cas d’interaction entre tissus mous. Cette méthode contrôle
parfaitement la solution dans tous les cas. Augmenter la raideur fictive est un art difficile
qu’il faut déconseiller. Pour diminuer les temps de calculs on peut diminuer le nombre
d’itérations, en stoppant la solution avant convergence.
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HapCo : un prototype de simulateur
temps réel avec retour haptique

traitant des contacts multiples entre
objets déformables.

4.1 Introduction

Les simulations interactives temps-réel réalistes basées sur les lois de la physique sont de
plus en plus populaires. Elles sont dorénavant utilisées dans des domaines aussi divers que
les jeux vidéo, les effets spéciaux des films, l’industrie manufacturière ou bien la chirurgie.

Dans ce chapitre nous présenterons «HapCo» qui est un logiciel de simulation interac-
tive avec rendus multimodaux, visuel et haptique. Il permet de traiter et de résoudre le
multi-contact frottant entre objets déformables.

L’objectif de ce simulateur est de proposer une plate forme logicielle intégrant la mé-
thode de flexibilité qui permet de séparer le calcul des déplacements de celui des forces
de contact. En outre, la possibilité de tester et de comparer les différents algorithmes
de résolution du contact frottant entre objets déformables (Uzawa globale, Uzawa locale,
Newton-Raphson) va nous permettre de valider ou non la précision et la stabilité numé-
rique de ces méthodes.

Ce simulateur permet de manipuler et de faire interagir entre eux des objets défor-
mables, ou même rigides, à l’aide d’une interface haptique de type PHANTOM desktop
ou Omni de chez SensAble. Dans le cadre de notre étude, nous nous baserons sur des
hypothèses d’équilibre quasi-statique. Les forces haptiques calculées dans la simulation
«HapCO» prennent en considération les lois de l’élasticité linéaire et du contact frottant
(Signorini et Coulomb).
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Avant de décrire l’architecture et le fonctionnement de «HapCo», nous présenterons le
«Multiple Contact Friction Solver» qui est un solveur de forces de contact avec frottement
entre objets déformables indépendant des modèles de déformation utilisés. Nous validerons
ensuite ce modèle générique sur la plateforme logicielle «SOFA» développée par l’INRIA
dont le but est de favoriser la recherche dans le domaine de la simulation temps réel et
tout particulièrement pour des applications à caractère médical.

Enfin, nous évaluerons qualitativement le rendu haptique restitué (stabilité, fluidité et
transition adhérence/glissement) par des expériences réalisées avec un ensemble de per-
sonnes.

4.2 Solveur de force de contact générique

4.2.1 Principe algorithmique

La méthode de flexibilité est basée sur une formulation mixte des équations d’équilibre
du système en déplacements élastiques et en forces de contact avec frottement. Son prin-
cipe consiste à séparer la résolution des forces de contact des déplacements. Il s’agit d’une
méthode facile à implémenter, elle permet aussi de tester plusieurs solveurs de forces de
contact frottant, de tester leur robustesse (convergence) et leur stabilité numérique. La mo-
dularité de cette méthode permet également d’envisager du calcul parallèle afin d’améliorer
le temps de calcul et de tester des problèmes de contact très raides avec retour haptique
(à haute fréquence).

Elle est appelée méthode de «flexibilité» car elle construit, comme nous l’avons vu dans
le chapitre 2, une matrice W symétrique carrée de taille égale au nombre de contacts (Nc)×3
et définie positive appelée matrice de flexibilité. Cette dernière est exprimée en fonction
des matrices de raideur inverses (matrices de flexibilité) des objets en contact et nous in-
forme sur la raideur ou la flexibilité de la zone de contact. Le challenge dans l’obtention
d’une simulation temps réel est de construire cette matrice d’une manière trés optimisée
en évitant au maximum les multiplications par zéro et de trouver des procédures rapides
de calcul des forces de contact frottant.

La méthode de flexibilité consiste à projeter les équations en déplacements sur les
repères locaux associés aux points de contact. Le résultat établit une relation linéaire entre
les déplacements relatifs contraints et les forces de contact avec frottement via l’opérateur
de Delassus ( [Wri02], [DDKA05]) comme le montre l’équation 4.1 :

x = W r + x̃

rα = ProjKµ
(r∗α)

(4.1)



4.2. Solveur de force de contact générique 127

Avec 
W = H1 K−1

1 HT
1 + H2 K−1

2 HT
2

rT = (rT
1 , ...rT

α , ...rT
Nc

)

rT
α = (rα

n, rα
t1

, rα
t2

)

(4.2)

Nous rappelons que x et x̃ représentent respectivement le vecteur des déplacements
relatifs contraints en considérant les forces de contact et celui des déplacements relatifs
libres c’est à dire en l’absence des forces de contact. r et r∗ représentent respectivement
les vecteurs des forces de contact réelles et augmentées de taille égale au Nc × 3, . H1 et
H2 sont les matrices de transformation de l’espace global vers l’espace des contraintes liées
aux points de contact. K−1

1 et K−1
2 sont les matrices de raideur inverses. Nous pouvons en

déduire que la matrice de flexibilité telle qu’elle est calculée dans l’équation 4.1 dépend du
modèle de déformation.

Dans le cas de la simulation HapCo, les objets élastiques sont modélisés par la méthode
des éléments finis en élasticité linéaire, les matrices K−1

1 et K−1
2 sont alors accessibles et

peuvent être calculées et inversées une seule fois «hors ligne» car elles sont constantes.
Dans le cas général, ces matrices ne sont pas toujours accessibles et ne sont pas constantes.
Elles ne sont pas accessibles lorsque les modèles de déformation des objets en interaction
sont intégrés dans la simulation comme des «boites noires» ou bien lorsque la méthode
de résolution des équations d’équilibre ne prévoit pas la construction d’une matrice de
raideur. Elles ne sont pas constantes dans le cas de l’élasticité non linéaire et des grands
déplacements, ce qui nécessite un calcul «en ligne» très coûteux.

Le solveur de contact tel qu’on l’a défini jusqu’à maintenant utilise la matrice de flexi-
bilité W afin d’évaluer le vecteur déplacement relatif contraint x (équation 4.1). Il est donc
dépendant du modèle de déformation des corps en contact car il nécessite la connaissance
de K−1

1 et K−1
2 . Notre but est de présenter un solveur de forces de contact avec frottement

sans construction de la matrice de Delassus afin qu’il soit indépendant des modèles de dé-
formation utilisés dans la simulation. Pour d’atteindre cet objectif, deux questions doivent
être posées :

– La première est comment réévaluer dans notre solveur (Uzawa global) le déplace-
ment relatif contraint entre deux objets (impacteur/obstacle) au niveau des points
de contact?

– La deuxième question concerne l’estimation de la raideur locale fictive ρα qui figure
dans la formulation lagrangienne augmentée des forces de contact. En effet, cette
raideur locale fictive est calculée à partir de la matrice de Delassus.

En réponse à la première question, nous proposons que le vecteur de déplacements
relatifs x entre les deux objets soit réévalué à chaque itération du solveur de contact à
partir de la réactualisation des positions fournies par les solveurs de déplacements élastiques
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associés à chaque objet, comme le montre l’équation 4.3. Nous rappelons que (
−→
nα,

−→
tα
1 ,
−→
tα
2 )

représente le repère local au contact (Pα, Qα) avec α = 1, Nc, ces données sont fournies
par le module de détection de collision (figure 4.1).

x = W r + x̃ ⇔



X1(P
α) = Appel Solveur Déplacement Solide 1 (rα)

X2(Q
α) = Appel Solveur Déplacement Solide 2 (rα)

xα =


−→
nα · (X1(P

α)−X2(Q
α))

−→
tα
1 · (X1(P

α)−X2(Q
α))

−→
tα
2 · (X1(P

α)−X2(Q
α))


xT = (xT

1 , ...xT
α , ...xT

Nc
)

(4.3)

Fig. 4.1 – Détection de collision entre un objet impacteur et un objet obstacle.

En réponse à la deuxième question concernant le calcul de la raideur locale fictive, elle
sera désormais estimée à partir des paramètres ρS1 et ρS2 liés respectivement aux objets en
contact S1 et S2. Une estimation robuste de ρmin serait de considérer ρmin = Inf(ρS1 , ρS2).
Cette estimation peut conduire à une valeur trés faible de ρmin risquant ainsi de ralentir la
convergence du solveur des forces de contact. Dans ce cas, l’utilisateur pourrait augmenter
la valeur de ρmin au risque de créer des instabilités numériques.

La figure 4.2 schématise le principe de la nouvelle version de l’algorithme général de
résolution des équations d’équilibre sans construction de l’opérateur de Delassus. Dans cet
algorithme, il n’est plus nécessaire d’avoir accès à la modélisation des objets déformables
permettant ainsi d’avoir un solveur de forces de contact générique. Cependant, appeler
le solveur des déplacements pour calculer les nouvelles positions des contacts à chaque
itération du solveur des forces de contact augmente les temps de calculs et peut mettre en
péril l’objectif du temps réel.
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Fig. 4.2 – L’algorithme général de résolution des équations d’équilibre sans construction de l’opé-
rateur de Delassus.

4.2.2 Expérimentations numériques

Nous avons intégré dans la simulation HapCo deux types de solveur de forces de contact,
le premier appelé «solveur avec Delassus» calcule la matrice de Delassus W en se basant
sur l’équation 4.1. Le deuxième appelé «solveur sans Delassus» ne calcule pas la matrice
de Delassus et fait appel au solveur des déplacements élastiques selon l’équation 4.3.

Dans l’algorithme de résolution des équations d’équilibre, on souhaite comparer les
temps de calcul et les solutions obtenus avec les deux solveurs (avec et sans Delassus). On
considère alors le banc d’essai présenté sur la figure 4.3. Le solveur de force de contact
est basé sur l’algorithme Uzawa global en formulation bi-potentielle avec un coefficient de
frottement égal à µ = 0.3, et une erreur Gauss-Seidel égale à 10−4. L’objet mobile est soumis
à deux parcours, le premier dit de pénétration consiste à faire 5 pas selon la direction (-Y),
1 pas = 0.1 cm. Initialement les deux objets se touchent sans aucune interpénétration. Le
second parcours dit de glissement consiste à faire 20 pas selon la direction (X). Initialement
les deux objets sont déformés suite à un enfoncement de 2 cm. Ces tests ont été réalisés
sur un PC portable Dell Latitude D830, possédant une RAM de 512 Mo et un processeur
Intel(R) Coeur(TM) 2 Duo T7100 cadencé à 1.80 GHz.
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Fig. 4.3 – Banc d’essai impliquant 36 contacts, à gauche : parcours pénétration, à droite : par-
cours glissement.

L’objet en rouge encastré est composé de 726 noeuds, 500 éléments cubiques et de di-
mensions L = 6.7 cm, H = 1.5 cm et l = 6.7 cm. Le volume de chaque élément représente
0.2% du volume total. La déformation de l’objet vert est déterminée autour d’une confi-
guration de référence réactualisée suivant un mouvement de corps rigide imposé (approche
corotationnelle globale). Ce solide est composé de 324 noeuds, 200 éléments cubiques afin
de donner 36 contacts. Ses dimensions sont L = 1.425 cm, H = 2.4 cm et l = 1.425 cm.
Le volume de chaque élément représente 0.5% du volume total. Si l’on désire une zone de
contact composée uniquement de 16 noeuds, on pourra considérer un solide de 176 noeuds
et 90 éléments cubiques.

Afin de réaliser une comparaison objective, la valeur de la raideur locale ρmin dans le
solveur de force de contact «sans Delassus» est identique à la valeur calculée dans le solveur
«avec Delassus». L’équation 4.4 mesure l’écart relatif en % entre le vecteur force de contact
issu du solveur sans Delassus rsans−W et celui du solveur avec Delassus ravec−W.

Ecart (%) = 100× ‖rsans−W − ravec−W‖
‖ravec−W‖

(4.4)

Nous allons dans ce qui suit comparer les temps de calcul et les solutions obtenues des
deux solveurs. Le temps CPU du solveur sans Delassus inclut les appels des solveurs de
déplacements des points de contact à chaque itération de l’algorithme Uzawa global. Pour
le solveur avec Delassus, le temps CPU inclut le temps de construction de la matrice de
flexibilité, le temps de calcul du vecteur de déplacement relatif libre x̃ ainsi que le temps
de résolution Uzawa global. Nous désignions par «calcul géométrique» le calcul effectué
par la détection de collision afin de fournir les couples de contact et les repères attachés
aux points de contact. Nous désignions par «calcul physique» tous les calculs nécessaires à
rétablir l’équilibre du système, c’est à dire le calcul des forces de contact avec frottement
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(Solveur R) et des déplacements élastiques (Solveur U). On désigne par «Temps R» et
«Temps U» les temps de calcul respectifs des solveurs R et U.

Interaction aluminium/tissu mou

Fig. 4.4 – Comparaison en temps CPU entre le solveur de force de contact avec et sans Delassus
(interaction aluminium/tissu mou).

Fig. 4.5 – Comparaison en nombre de contacts glissants (en haut) et en nombre de contacts
adhérents (en bas) issus des deux solveurs de forces de contact avec et sans Delassus
(interaction aluminium/tissu mou).
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Fig. 4.6 – Norme du vecteur force de contact issue du solveur R avec et sans Delassus (interaction
aluminium/tissu mou).

Interaction aluminium/caoutchouc

Fig. 4.7 – Comparaison en temps CPU entre le solveur de force de contact avec et sans Delassus
(interaction aluminium/caoutchouc).
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Fig. 4.8 – Comparaison en nombre de contacts glissants (en haut) et en nombre de contacts
adhérents (en bas) issus des deux solveurs de forces de contact avec et sans Delassus
(interaction aluminium/caoutchouc).

Fig. 4.9 – Norme du vecteur force de contact issue du solveur R avec et sans Delassus (interaction
aluminium/caoutchouc).

Fig. 4.10 – Comparaison en temps CPU entre le solveur de force de contact avec et sans Delassus
(interaction tissu mou/tissu mou).
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Interaction tissu mou/tissu mou

Fig. 4.11 – Comparaison en nombre de contacts glissants (en haut) et en nombre de contacts
adhérents (en bas) issus des deux solveurs de forces de contact avec et sans Delassus
(interaction tissu mou/tissu mou).

Fig. 4.12 – Norme du vecteur force de contact issue du solveur R avec et sans Delassus (inter-
action tissu mou/tissu mou).

Les graphes 4.4, 4.7 et 4.10 montrent les temps de calcul des deux solveurs. Les tableaux
4.13 et 4.14 présentent un récapulatif des temps de calcul moyens des forces de contact
(temps R), des temps de calcul moyens des déplacements élastiques (temps U) et enfin
les temps de calcul moyens du calcul physique. Ces résultats montrent que le temps R du
solveur avec Delassus est trois fois plus petit que le temps R du solveur sans Delassus. Le
temps U, quand à lui, reste similaire.

Les graphes 4.5, 4.8 et 4.11 représentent respectivement le nombre de contacts glis-
sants et adhérents issus des solveurs Uzawa global avec et sans Delassus dans le cas de
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contact frottant aluminium/tissu-mou, aluminium/caoutchouc et tissu-mou/tissu-mou. Les
graphes 4.6, 4.9 et 4.12 montrent les normes des forces de contact calculées pendant les
parcours pénétration et glissement pour ces différents cas.

Comme on pouvait s’y attendre, on remarque qu’il n’y a aucune différence entre les
solutions issues des deux solveurs. Nous observons le même nombre d’itérations Gauss-
Seidel et les mêmes statuts des points de contact. De plus, nous ne constatons aucun écart
entre rsans−W et ravec−W. Nous en déduisons que les solveurs de contacts «avec Delassus»
et «sans Delassus» convergent vers les mêmes solutions.

contact frottant Calcul 36 contacts
Temps R Temps U Temps calcul physique

aluminium/tissu mou avec Delassus 28.8 2.92 31.8
sans Delassus 95.28 2.52 97.8

aliminium/caoutchouc avec Delassus 9.28 2.88 12.16
sans Delassus 28.88 2.76 31.64

tissu mou/tissu mou avec Delassus 9.04 2.88 11.92
sans Delassus 27.56 2.68 30.24

Fig. 4.13 – Temps CPU moyen (ms) des différents modules dans le cas du calcul avec et sans
Delassus pour 36 contacts.

contact frottant Calcul 16 contacts
Temps R Temps U Temps calcul physique

aluminium/tissu mou avec Delassus 3.16 2.04 5.2
sans Delassus 9.88 2 11.88

aliminium/caoutchouc avec Delassus 2.16 2.12 4.24
sans Delassus 6.4 2.08 8.48

tissu mou/tissu mou avec Delassus 1.84 2.12 3.96
sans Delassus 5.72 2.08 7.8

Fig. 4.14 – Temps CPU moyen (ms) des différents modules dans le cas du calcul avec et sans
Delassus pour 16 contacts.

Dans le solveur avec Delassus, la construction de la matrice W est optimisée. Etant
carrée de taille Nc×3 et symétrique, nous ne calculons que sa partie triangulaire supérieure.
Le déplacement relatif libre est calculé une seule fois avant de procéder au calcul des forces
de contact.

Comme le montre l’équation 4.1, le calcul du déplacement relatif contraint se fait à l’aide
d’un produit matrice/vecteur et d’une addition de deux vecteurs. Ceci revient à effectuer
(3×Nc)

2 multiplications et additions par itération Gauss-Seidel dans la résolution Uzawa
globale.
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Le solveur de déplacement élastique pour mettre à jour les positions des noeuds dans
la méthode de flexibilité n’est appelé qu’une seule fois après la résolution des forces de
contact. Le solveur des forces de contact sans Delassus appelle quatre fois le solveur U par
couple de contact (Pα,Qα) dans chaque itération Gauss-Seidel. En effet, il faut mettre à
jour les positions des points Pα mais aussi Sα

1 , Sα
2 et Sα

3 points d’interpolation de Qα.

Dans la simulation HapCo, le modèle de déformation correspond à un modèle élastique
linéaire en élément finis avec des matrices de raideurs inverses constantes et calculées hors
ligne. Le solveur U peut être réduit à un produit matrice/vecteur et une addition de deux
vecteurs ∆Uα = K−1 (R + Fint). Si le modèle de déformation utilisé est plus complexe, la
mise à jours des contacts sera ralentie augmentant ainsi les temps de calcul du solveur de
contact.

Dans la simulation HapCo, ce solveur de forces de contact sans Delassus sera nommé
«Multiple Contact Friction Solver». Alors que ce dernier augmente le temps CPU de la
résolution des forces de contact et nécessite une estimation du paramètre ρmin, il permet
tout de même :

– D’être indépendant des modèles de déformation.
– De paralléliser les calculs.
– D’avoir un solveur de contact générique pouvant être intégré dans n’importe quelle

plateforme de simulation.

4.3 SOFA: exemple d’intégration du solveur de contact
frottant

«SOFA» pour «Simulation Open Framework Architecture» 1 est un projet collabora-
tif international (INRIA France, CIMIT USA, CSIRO Australie, Chine, Royaume-Uni et
Allemagne), impliquant différentes équipes INRIA dont l’objectif est de développer une
plateforme logicielle favorisant la recherche dans le domaine de la simulation temps réel et
particulièrement pour les applications médicales. Les principaux objectifs du projet SOFA
sont :

– Développer une librairie open-source pour la communauté de simulation médicale,
– Favoriser l’échange de modèles et d’algorithmes,
– Optimiser les temps de développement en évitant de réinventer la roue,
– Promouvoir les collaborations entre groupes de recherche,
– faciliter le transfert de technologie entre recherche et industrie,
– Standardiser certains éléments d’une simulation (modèles anatomiques par exemple),

1. SOFA: www.sofa-framework.org
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– Permettre l’évaluation, la validation et la comparaison de nouveaux algorithmes.

Les objets simulés sur SOFA sont modélisés à l’aide de composants indépendants at-
tachés à une structure de données arborescente appelée graphe de scène. Les scènes sont
décrites en langage XML à l’aide de composants appartenant à des catégories telles que
champs de force, masses ou solveurs différentiels. Il est facile d’utiliser plusieurs modèles
synchronisés d’un même objet afin d’optimiser des tâches différentes comme le calcul de
forces internes, la détection des collisions ou l’affichage. Cette souplesse permet de modé-
liser une grande variété d’objets. Des solveurs génériques d’équations différentielles sont
utilisés pour piloter la simulation permettant à des objets régis par des lois de comporte-
ment différentes d’interagir. SOFA peut, par exemple, simuler les interactions de structures
déformables avec des fluides ou des objets rigides (grandes raideurs, grand pas de temps
...). Même si de nombreuses propriétés restent à implémenter, la version actuelle de SOFA
contient déjà de nombreux modèles de déformation (masses ressorts, éléments finis), des
méthodes d’intégration numérique (intégrateurs implicites et explicites), des méthodes de
détection et de réponse aux collisions, ainsi que leur implémentation sur GPU.

Notre solveur générique de forces de contact frottant a ainsi été testé sur la plateforme
SOFA pour des interactions entre objets utilisant des modèles de déformation différents.
SOFA intègre un algorithme de résolution des forces de contact sans frottement fondé sur la
méthode de pénalité. Dans cette dernière, des ressorts sont crées entre deux objets lorsque
la distance les séparant passe en dessous d’un seuil prédéfini. Une force de contact est
alors calculée afin d’éviter toute interpénétration. Une collaboration entre l’équipe Evasion
(INRIA Grenoble) et notre équipe RVH (IBISC Evry) a été initiée afin d’intégrer et tester
dans SOFA notre solveur de forces de contact avec frottement.

La figure 4.15 nous montre un exemple de scène contenant un objet déformable composé
de 3 noeuds et un objet rigide composé de 4 noeuds. Les degrés de liberté sont représentés
sous forme de cercle et les forces sous forme de lignes. La plate forme SOFA permet une
représentation multimodale des objets composant la scène comme le montre la figure 4.16.
La scène peut aussi être représentée sous forme d’un graphe comme le montre la figure 4.15.
Les noeuds de ce graphe sont représentés sous forme d’étoiles qui représentent des groupes
structurés de composants. Quand une collision est détectée, un noeud «Interaction force»
est ajouté au graphe. Celui-ci permet de calculer les forces de contact par une méthode de
pénalité.
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Fig. 4.15 – En haut, deux solides en interaction. En bas, la représentation dans SOFA de cette
scène sous forme de graphe.

Fig. 4.16 – Représentation multimodale d’un objet dans la plate forme SOFA.

La figure 4.17 montre l’exemple étudié afin de tester le solveur «Multiple Contact
Friction Solver». Il s’agit d’une barre modélisé en éléments finis tétraédriques et composée
de 125 noeuds. Elle est encastrée d’un côté avec 25 noeuds bloqués (conditions de Dirichlet)
et soumise à son propre poids. Elle admet un module de Young égal à 200 Mpa et un
coefficient de Poisson de 0.49 (très peu compressible). Cet objet vient en contact avec un
foie composé de 181 noeuds (dont 3 bloqués) avec un module de Young égal à 5000 Mpa
et un coefficient de Poisson de 0.3. Ce système est supposé en équilibre quasi-statique,
l’accélération n’est donc pas considérée. Le coefficient de frottement entre les deux objets
est de 0.3.
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Fig. 4.17 – Contact frottant entre une barre soumise à son poids et un foie dans SOFA.

La figure 4.18 représente le graphe simplifié de cette expérience dans SOFA (figure 4.17).
Notre solveur, baptisé dans SOFA «Static Friction Solver» est alors ajouté au graphe de
la scène à la place du solveur «Interaction Force» afin de calculer les forces de contact
frottant entre les deux objets. Le noeud « Static solver» représente le solveur de résolution
du déplacement élastique. Basé sur la méthode du gradient conjugué, il permet de calculer
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les nouvelles positions des noeuds de l’objet auquel il est rattaché. Dans cette expérience,
ce même solveur est utilisé pour les deux objets. Nous aurions pu aussi considérer des
solveurs de déplacements différents pour chacun des objets.

Fig. 4.18 – Le graphe SOFA associé à la scène barre foie .

L’algorithme 4.1 défini ci-après, décrit le contenu du solveur «Static Friction Solver»
adapté à la plateforme logicielle SOFA. La valeur du paramètre ρmin fournie par la simu-
lation est égale au minimum des raideurs locales aux points de contact.

L’intégration du «Static Friction Solver» dans SOFA a mis en évidence les difficultés
suivantes:

– Concernant le calcul des positions libres des noeuds, la plateforme de SOFA ne per-
mettait pas d’appeler le solveur de déplacement avant le «static Friction solver» (c’est
à dire en l’absence des forces de contact). Des modifications ont ainsi été apportées
pour remédier à ce problème.

– De plus, l’appel du solveur de déplacement uniquement pour les points en contact
n’est pas possible dans SOFA. Cela entraîne ainsi le calcul des positions de tous les
noeuds du modèle mécanique de l’objet. Il est alors très coûteux en temps de calcul
de faire appel au solveur U à chaque incrément de l’algorithme de résolution des
forces de contact frottant.

– De ce fait, nous n’avons pas pu calculer dans la boucle globale d’Uzawa uniquement
la position du point en cours de traitement. Comme le montre l’algorithme 4.1, les
positions des points en contact sont mises à jour à la sortie de la boucle globale après
le traitement successif et indépendant des points en contact (itération de Jacobi).
En effet, le traitement d’un contact ne considère pas les dernières forces associées
aux points de contact précédents, contrairement à la version de base d’Uzawa globale
(itération de Gauss Seidel). Ces restrictions peuvent amener à converger moins rapi-
dement (voir pas du tout) et éventuellement conduire à des instabilités numériques.
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Algorithme 4.1 : Static Friction Solver
1: Force de contact frottant r = 0, Nb− iter = 0

2: Appeler le static solver (gradient conjugué) pour chaque objet avec des forces de
contact nulles.

3: while εGlobale > εGauss−Seidel et Nb− iter < Nb− iter −max do
4: r(k−1) = r

5: Nb− iter+ = 1

6: for all α 1 ≤ α ≤ Nc do
7: Calcul du déplacement relatif contraint en ce contact xα

xα =

 −→n · (X(Pα)−X(Qα))
−→
t1 · (X(Pα)−X(Qα))
−→
t2 · (X(Pα)−X(Qα))


8: Phase de prédiction-correction des forces de réaction selon Uzawa bi-potentiel
9: end for

10: // Calcul de l’erreur globale

εGlobale =

∥∥r− r(k−1)
∥∥

‖r‖

11: Appeler le static solver (gradient conjugué) pour chaque objet en contact avec les
forces de contact R = HT r

12: end while
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Malgré ces difficultés et le manque de temps (séjour de deux semaines), nous avons réussi
à intégrer dans SOFA le solveur «Multiple Contact Friction Solver», basé sur l’itération de
Jacobi. Nous avons pu le tester dans le cadre d’une interaction avec frottement entre une
barre soumise à son poids et un foie. Il faudrait tout de même réaliser d’avantages d’essais
et valider la méthode pour d’autres applications. Par ailleurs, il reste à modifier SOFA afin
de pouvoir intégrer ce même solveur, cette fois ci basé sur l’itération Gauss-Seidel.

4.4 Description du simulateur HAPCO intégrant le re-
tour d’effort

«HAPCO» pour «HAPtic COntact» est un simulateur interactif temps réel avec retour
haptique. Il permet de résoudre des problèmes de multi-contacts frottants entre objets dé-
formables. Ce premier prototype développé par notre équipe permet de tester et de compa-
rer différents algorithmes de résolution de contact avec frottement entre objets déformables
dans un contexte de simulation interactive avec retour d’effort. Les dispositifs haptiques
considérés sont de type Phantom Desktop ou Phantom Omni de SensAble technologies
(figure 4.19).

Fig. 4.19 – Le dispositif haptique PHANTOM Desktop à gauche et PHANTOM Omni à droite de
SensAble technologies.

Dans notre simulateur, nous utilisons l’hypothèse d’équilibre quasi-statique. Aucune
force inertielle due aux accélérations n’est alors considérée dans le déplacement ou la dé-
formation des objets. Dans un contexte médical, cette hypothèse est justifiée car les gestes
sont lents. Pour des raisons de temps de calcul, nous utilisons l’hypothèse des déformations
linéaires. Les déformations au delà de 10% ne sont alors plus vraiment réalistes, ce qui est
en désaccord avec le contexte chirurgical où celles ci peuvent aller au delà de 100%. Rappe-
lons tout de même que HapCo a pour objectif de tester des algorithmes de contact. Ceux
que nous avons développés peuvent tout aussi bien s’adapter à des modèles de déformation
non linéaires (grandes déformations, grands déplacements).
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4.4.1 Architecture et fonctionnement du simulateur HapCo

La simulateur interactif HapCo avec retour d’effort, décrit sur la figure 4.20, est com-
posé principalement de deux boucles. La première (processus de calcul) assure les calculs
géométriques (DDC), physiques (rétablir l’équilibre) et le rendu visuel de la scène virtuelle.
La seconde (processus haptique) mesure le mouvement du dispositif haptique couplé à la
simulation (figure 4.19) et lui envoie les forces de contact avec frottement calculées afin
qu’elles puissent être restituées à l’utilisateur (rendu haptique).

L’algorithme 4.2 décrit le module d’initialisation du simulateur. Cette phase permet
de charger deux objets déformables en élasticité linéaire modélisés par des éléments té-
traédriques ou cubiques. Ces deux objets sont affichés respectivement en vert pour l’objet
impacteur (mobile) et en rouge pour l’objet obstacle (encastré). Le solide impacteur est
manipulé par l’opérateur humain à travers le dispositif haptique.

Le processus haptique interroge régulièrement le dispositif à retour d’effort afin d’obte-
nir la position du stylet manipulé par l’utilisateur. Celle-ci est stockée en mémoire et rendue
disponible à tout moment au processus de calcul. A chaque pas de chargement t, ce dernier
vient lire cette position et en déduit le déplacement rigide par une approche corotatio-
nelle globale (voir chapitre 1). Le module de détection de collision calcule alors la distance
séparant les deux objets. Lorsque celle ci passe en dessous d’un certain seuil (objets poten-
tiellement en contact) ou devient négative (pénétration), une requête (incluant l’ensemble
des couples de contact et les espaces de contraintes) est envoyée au solveur des forces (avec
ou sans Delassus). Ce dernier sollicite tout d’abord le solveur des déplacements en l’absence
du contact afin de calculer le mouvement libre puis détermine les forces de contact avec
frottement annulant toute interpénétration (condition de Signorini) et satisfaisant les lois
de frottement de Coulomb (adhérence /glissement). La force à retourner à l’interface hap-
tique (RHaptic) est alors déduite du vecteur des forces de contact frottant (RHaptic = HT r)
et mise à disposition du processus haptique. Enfin, le solveur de déplacement calcule les
positions nodales en considérant les forces de contact avec frottement comme des forces
extérieures ou données permettant ainsi de rétablir l’équilibre du système.

La simulation HapCo se comporte en impédance car elle reçoit des positions et restitue
des forces. L’interface haptique quand à elle, se comporte en admittance car elle accepte
des forces et renvoie des positions. Le couplage entre le dispositif haptique et la simulation
est décrit dans la figure 4.21. Le mouvement imposé par l’interface haptique est projeté de
l’espace de travail haptique vers l’espace de travail virtuel. Si la force calculée est supérieure
à la force maximale Max que l’interface haptique peut restituer, celle-ci est alors limitée à
Max.
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Fig. 4.20 – Architecture de la simulation HapCo.

Fig. 4.21 – Couplage entre le dispositif haptique et la simulation

HapCo est basé sur les concepts d’une architecture orientée objet modulable et évolu-
tive. La classe principale «Solid» décrite par la figure 4.22 est la représentation informatique
des objets déformables utilisés dans la simulation. Elle est composé de données membres
(Propriétés mécaniques, modèle mécanique, modèle visuel ...) et de fonctions associées
(Chargement, Calculs, Rendu ...).
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Algorithme 4.2 : Module d’initialisation d’HapCo
Initialiser les paramètres du simulateur HapCo : coefficient de frottement µ = 0.3,
erreur Gauss-Seidel εGS = 10−4, ... etc.

2: Charger dans la simulation l’objet impacteur mobile Sm. Si nécessaire calculer sa
matrice de raideur puis l’inverser.
Charger dans la simulation l’objet obstacle encastré Sf . Si nécessaire calculer sa
matrice de raideur puis l’inverser.

4: Initialiser le dispositif haptique.
Lancer le processus de calcul.

6: Lancer le processus haptique.

Fig. 4.22 – la classe Solid du simulateur HapCo.

La figure 4.23 présente le contenu d’un fichier décrivant le modèle mécanique de l’objet
élastique défini dans la simulation HapCo. Ce fichier est le plus souvent issu d’un logiciel de
discrétisation de structure en éléments finis type «ANSYS» ou d’autres logiciels standards
de CAD. Ce fichier est chargé dans la simulation à l’aide de la fonction membre «Load
(FILE)» de la classe Solid. Il doit nécessairement contenir les propriétés mécaniques du
matériau, les coordonnées 3D des noeuds du maillage volumique de l’objet et la liste des
éléments finis. En option, il peut aussi fournir la liste des triangles du modèle visuel, les
conditions de Dirichlet (liste des noeuds bloqués) et la matrice de raideur (et son inverse).
Dans le cas contraire, le modèle visuel est automatiquement calculé à partir du modèle
mécanique, les conditions de Dirichlet sont imposées d’une manière arbitraire et la matrice
de raideur ainsi que son inverse sont construites lors de l’initialisation de l’objet.
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Fig. 4.23 – Fichier descriptif de l’objet déformable décrit par la méthode des éléments finis en
élasticité linéaire.

Dans le cadre d’une simulation temps réel, une fréquence minimale de 25 images par
seconde est nécessaire pour garantir une bonne interactivité visuelle. En ce qui concerne le
rendu haptique, la fréquence de rafraichissement des forces transmises à l’utilisateur doit
être supérieure à 300 Hz. Pour cela, il est nécessaire que les modules détection de collision,
solveur de déplacements et solveur des forces de contacts soient optimisés (en rouge sur la
figure 4.20).

4.4.2 Interfaces graphiques du simulateur HapCo

HapCo a été développé sous l’environnement «Microsoft Visual C++ 6.0» et utilise les
librairies GLUT et GLUI d’ OpenGl. La bibliothèque GLUT pour OpenGL Utility Toolkit
a été développé par Mark Kilgard ( [Kil96], [KF03]) lorsqu’il travaillait pour Silicon Gra-
phics dans le but de produire du code portable entre les différents systèmes d’exploitations.
Sa simplicité permet de ne pas se préoccuper de la partie système, relativement complexe,
et de se concentrer sur le fond du programme OpenGL lui-même. Elle offre des fonctions de
base d’un gestionnaire de fenêtre, et propose des routines de base de rendu graphique 3D.
GLUI pour OpenGL User Interface Library lancé par Paul Rademacher en 1998 est une
bibliothèque en C++ qui se combine avec GLUT et qui fournit des routines pour créer une
interface graphique entièrement avec OpenGL. Cette dernière est alors indépendante du
système d’exploitation et du gestionnaire de fenêtres. Elle vient compléter la bibliothèque
de gestion de fenêtres OpenGL (GLUT) en apportant divers éléments de contrôle supplé-
mentaires tels que les boutons, les cases à cocher, les zones de texte, les listes déroulantes,
etc.

Les supports Ghost SDK pour le PHANTOM Desktop et hd/hdud pour le PHANTOM
Omni permettent de coupler la simulation avec l’interface haptique. Ces bibliothèques per-
mettent d’obtenir la position dans l’espace cartésien du stylet manipulé par l’utilisateur.
Elles permettent aussi à la simulation de fournir à l’interface haptique les forces que l’on
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souhaite faire ressentir à l’utilisateur.

Comme le montre la figure 4.24, le simulateur HapCo est composé de deux fenêtres
graphiques. La première est dédiée à l’affichage 3D de la scène virtuelle et à la visualisation
des interactions entre objets. La deuxième est utilisée pour configurer la simulation : mode
de visualisation (filaire, ...), paramètres mécaniques (module de Young et coefficient de
Poisson), coefficient de frottement, erreurs numériques, raideur locale ρmin, norme de la
force haptique, .... Elle permet en outre de réinitialiser le point de vue, les objets et les
paramètres de la simulation. Nous allons maintenant décrire plus en détails les différents
contrôles présents sur cette interface.

Fig. 4.24 – La scène virtuelle 3D et l’interface des paramètres.

– «Fps» et «H_Fps» : Ces valeurs représentent respectivement la fréquence d’appel du
processus de calcul et du processus haptique.

– «Friction Coefficient» : Ce paramètre, représentatif du frottement de Coulomb, peut
être changé au cours de la simulation afin de modifier le ressenti des phénomènes
d’adhérence/glissement via le rendu haptique.
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– «ρmin» : Ce contrôle permet d’imposer une valeur à ρmin. Si cette valeur est trés pe-
tite par rapport à celle calculée à partir de la matrice de Delassus, la convergence
est ralentie. Par contre, si cette valeur est trés grande, des instabilités numériques
peuvent apparaitre.

– «ρmin Calculated/Imposed» : Quand ce paramètre vaut 0 ρmin est calculé à partir de
la matrice de Delassus. Quand il vaut 1, ρmin est imposé et sa valeur est donnée par
le contrôle «ρmin».

– «Gauss-Seidel Error» : Ce paramètre permet de contrôler la boucle globale de réso-
lution des forces de contact. Elle peut représenter une erreur relative sur les forces
haptiques calculées ou bien une tolérance physique d’interpénétration.

– «Uzawa Error» : Elle est utilisée principalement par le solveur Uzawa locale afin de
contrôler la boucle de résolution locale au point de contact. Elle peut être associée
à une tolérance physique d’interpénétration au niveau de chaque contact ou bien à
une erreur relative.

– «Physical Error/Relative Error» : Sa valeur permet de déterminer la formule de cal-
cul de l’erreur globale. Quand elle est égale à 1, nous considérons une erreur relative

εGlobale =
‖r−r(k−1)‖

‖r‖ . Quand sa valeur est égale à 0, nous considérons une erreur

physique d’interpénétration de type εGlobale =
‖r−r(k−1)‖

ρmin
. Nous pouvons aussi envi-

sager d’autres formules de calcul de l’erreur globale (non changement de statut par
exemple) dans le but de tester l’influence de l’erreur globale sur la force haptique
ressentie.

– «Newton-Raphson Error» : Elle permet de contrôler la boucle de résolution Newton-
Raphson des équations d’équilibre du système.

– «DDC Tolerance» : C’est la distance maximale séparant l’objet impacteur de l’objet
obstacle en deça de laquelle on considère qu’il y a collision.

– «Haptic Force» : Elle représente en temps réel la norme de la force haptique (N)
transmise à l’interface haptique.

– «Max Haptic Force» : C’est la force haptique maximale (N) que l’interface haptique
peut transmettre à l’utilisateur.

– «Reducer Haptic Force» : Ce paramètre est un coefficient réducteur de la force trans-
mise à l’interface haptique afin d’éviter les effets de rebonds.
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4.4.3 Expérimentations haptiques

HapCo est un simulateur qui combine interaction visuelle et retour haptique afin d’offrir
à l’utilisateur une interaction plus riche et une plus grande immersion. Le rendu temps
réel haptique devant être plus soutenu que le rendu visuel, il est nécessaire de réduire au
maximum les temps de calcul. Plus, l’interaction est rigide, plus la fréquence de rendu doit
être élevée: l’idéal étant d’avoir une fréquence de rendu haptique comprise entre 300 Hz et
1 Khz. Plusieurs critères participent alors à l’obtention d’une simulation temps réel ayant
un bon rendu haptique :

– Le temps de la détection des collisions entre l’objet manipulé et les autres objets de
la scène : Ce temps reste tout de même trop important. De multiples algorithmes de
détection de collision ou de proximité ont été mis au point afin de réduire au maximum
ce temps (hiérarchies englobantes, utilisation optimisée du processeur graphique GPU
...). La méthode que nous utiliserons dans notre étude est basée sur la recherche de
couples potentiellement en contact. Afin de ne pas trop ralentir notre simulation,
nous avons réduit partiellement les zones de contact entre les objets en éventuelle
interaction, divisant ainsi par trois les temps de calcul. Nous avons atteint un temps
moyen pour la détection de collision de l’ordre 5.5 ms dans le cas de 16 points de
contacts et de 10 ms pour 36. La zone de contact de l’objet obstacle est composée de
180 triangles.

– Le temps de calcul du moteur physique (solveur des forces de contact et solveur
de déplacement) : les différents modules utilisés pour le calcul physique ont été
optimisés au niveau des algorithmes (éviter les multiplications par zéro, fonctions
inlines, matrices construite hors ligne,...). Bien sur, la complexité des maillages des
objets en interaction et le nombre de contacts influencent aussi très largement ces
temps.

– Le compromis temps-précision : comme nous l’avons vu dans la section 4.4.2, la si-
mulation «HapCo» intègre des critères portant sur la précision numérique. Dès lors
se pose une question importante, à laquelle nous tenterons de répondre par le biais
de nos évaluation : la précision numérique influe-t-elle sur le ressenti haptique de
l’utilisateur?

– La transparence de l’interface haptique [Law93] : il existe un compromis entre la ri-
gidité simulée et la stabilité de l’interaction. En considérant le caractère discret de
la simulation, si les forces sont trop importantes ou renvoyées au mauvais moment,
des oscillations peuvent apparaitre. Cette instabilité peut, par exemple, être réso-
lue partiellement en utilisant une interface proposant de meilleures caractéristiques
(plage de forces plus importante). Une autre solution, présentée dans [AH99], montre
l’analogie que l’on peut faire entre systèmes haptiques et électriques et propose un
couplage bilatéral entre l’interface haptique et la simulation. Des facteurs supplé-
mentaires d’amortissement et de rigidité permettent ainsi de contenir les surplus
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d’énergie. Il est par ailleurs important de noter que l’utilisateur, dans son interaction
avec la simulation, ne doit pas être perturbé par les imperfections mécaniques du
dispositif à retour d’effort (équilibrage, poids, frottements, inerties ...). Il est alors
primordial de pallier à ces éventuels défauts en ajoutant, par exemple, des forces de
compensation.

Les interfaces haptiques dont nous disposons acceptent une force haptique maximale
de 7.9 N pour le Phantom Descktop et 3.3 N pour l’Omni ce qui nous a contraint à réaliser
des expérimentations entre objets de type aluminium/tissu mou ou tissu mou/tissu mou
générant des forces de contact dans la plage des forces admises par nos interfaces. Les
interactions entre objets plus rigides comme, par exemple aluminium/caoutchouc, génèrent,
quand à elles, des forces dépassant les 7 N.

Les expérimentations haptiques ont été réalisées sur un PC équipé d’un processeur
Intel(R) Xeon(R) 5110 double coeur cadencé à une fréquence de 1.60 GHz et de 2.0 Go
de RAM. Des processeurs plus récents tels les E4300 cadencés à 3Ghz permettraient sans
doute d’obtenir des temps de calcul plus petits et de tester la simulation avec des maillages
plus complexes.

Nous avons opté pour l’interface «Phantom Desktop» pour réaliser les expérimentations
haptiques, car il offre une plus large plage de forces admises. Cette interface est d’abord
présentée à l’utilisateur. A chaque étape de l’expérience haptique, l’utilisateur note quali-
tativement le ressenti qu’il a, du rendu haptique. L’objectif étant ici de qualifier ce ressenti
en fonction des différents paramètres figurant dans le tableau 4.25 :

Paramètres Valeurs Testées
Erreur de Newton-Raphson εNR εNR = 10−3

εNR = 1
Erreur de Gauss-Seidel εGS εGS = 10−8

εGS = 10−4

εGS = 10−2

Coefficient de frottement µ µ = 0.3
µ = 0.7

Interaction impacteur/obstacle Aluminium/Tissu mou (E = 45 Mpa)
Aluminium/Tissu mou (E = 90 Mpa)

Caoutchouc (E = 800 Mpa)/Tissu mou (E = 90 Mpa)
Nombre de contacts Nc 16

36

Fig. 4.25 – Tableau récapulatif des différents critères et leurs valeurs, testés dans les expérimen-
tations haptiques .

Nous avons souhaité faire ressentir à des utilisateurs les forces de contact issues de
l’interaction aluminium/tissu mou dans la simulation «HapCo» (figure 4.24). Nous avons
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considéré deux «tissus mous» avec deux modules de Young différents (E = 45 Mpa pour
le premier et E = 90 Mpa pour le second) et un coefficient de Poisson égal à 0.49. L’objet
en aluminium possède un module de Young égal à E = 69000 Mpa.

Ces expérimentations haptiques entre un objet en aluminium et un tissu mou sont
représentatives d’une interaction objet rigide/objet déformable. Dans la littérature, les
simulations d’interaction rigide/déformable considèrent un corps solide indéformable à 6
degrés de liberté simplifiant ainsi les modèles de résolution utilisés. Tout au long de notre
étude, nous avons proposés des algorithmes solutions permettant de traiter le contact entre
deux objets déformables discrétisés de matériaux quelconques. Nous avons donc souhaité
réalisé d’autres expérimentations mais cette fois ci entre deux objets qui se déforment.
Alors que l’objet obstacle est toujours un «tissu mou» (module de Young égal à 0.9 Mpa)
l’objet manipulé par l’utilisateur est maintenant en caoutchouc (module de Young égal à
800 Mpa).

L’erreur de Newton-Raphson permet de contrôler la résolution des équations d’équilibre
du système. En hypothèse d’équilibre quasi-statique, la résolution Newton-Raphson réalise
deux itérations pour εNR = 10−3. La deuxième itération permet de vérifier que l’équilibre
du systéme est bien rétabli. Ceci a été constaté dans le chapitre 3 où le solveur R recalcule
à chaque itération de Newton-Raphson les mêmes forces de contact. Considérer une erreur
de Newton-Raphson égale à εNR = 1, implique une seule itération Newton-Raphson (un
seul appel du solveur des forces de contact).

L’erreur de Gauss-Seidel permet de contrôler la résolution Uzawa globale dans le sol-
veur des forces de contact avec frottement. Considérer εGS = 10−8, une valeur très faible,
implique une précision numérique sur les forces de contact calculées. Afin de connaître
l’influence de cette précision sur le rendu haptique, nous avons imposer à εGS des valeurs
plus importantes (moins de précision).

Considérer différentes valeurs du coefficient µ, permet d’étudier l’influence de ce pa-
ramètre de frottement de Coulomb sur le rendu haptique. De plus, ça permet de tester
l’efficacité des algorithmes de résolution du contact avec frottement entre deux objets dé-
formables (transition adhérence/glissement).

Considérer une zone de contact composée de 16 et 36 points, permet d’étudier l’in-
fluence du nombre de contacts sur la qualité du ressenti haptique. Il permet aussi d’étudier
l’influence du maillage des objets discrétisés en interaction sur ce retour d’effort.

L’utilisateur déplace via l’interface haptique l’objet impacteur de dimensions L = 1
cm, H = 4 cm et l = 1 cm. Il teste dans un premier temps le ressenti sur un parcours de
«pénétration» puis sur un parcours de «glissement». Pour chacun des parcours, il évaluera
le ressenti haptique pour des zones de contacts composées de 16 ou de 36 points. Nous
allons dans ce qui suit décrire les différentes étapes de l’expérimentation haptique :

– Etape1 : Initialiser les valeurs des paramètres suivants εGS = 10−8, εNR = 10−3,
coefficient de frottement µ = 0.3.
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– Etape2 : Augmenter la valeur de εNR à 1.
– Etape3 : Augmenter la valeur de εGS à 10−4 (µ = 0.3)
– Etape4 : Augmenter le coefficient de frottement à µ = 0.7 (εGS = 10−4)
– Etape5 : Considérer l’erreur εGS égale à 10−2 et le coefficient de frottement µ à 0.3

– Etape6 : Augmenter le coefficient de frottement à µ = 0.7 (εGS = 10−2)

Sept personnes ont participé à ces expérimentations. Nous avons pour chacune relevé
leurs appréciations sur le ressenti haptique.

Le rendu haptique de la première étape a été jugé par tous instable et saccadé. Ceci
s’explique par le fait que εGS est très petite, et la résolution Newton-Raphson itère deux
fois (deux appels au solveur R). Avec de tels précisions numériques, les temps de calcul
sont grands et ne permettent pas d’atteindre une fréquence de rendu haptique correct (en
dessous de 10 Hz). Ceci explique le ressenti haptique saccadé.

Pour la seconde étape, augmenter la valeur de εNR permet d’effectuer qu’une seule
itération Newton-Raphson. Le temps de détection de collision quant à lui reste constant.
Le temps de calcul n’est cependant pas encore suffisamment réduit pour avoir un bon rendu
haptique.

A l’étape 3, quand la valeur de εGS augmente à 10−4, tous ont constaté une amélioration
par rapport aux deux étapes précédentes. Cependant, des oscillations haptiques étaient
toujours ressenties dans le cas d’une zone de contact avec 36 points. En effet, les temps de
calcul obtenus restent critiques pour une simulation avec retour d’effort correct (fréquence
haptique en dessous de 50 Hz).

A l’étape 5 où εGS prend la valeur 10−2, chaque personne a estimé le rendu haptique
beaucoup plus souple et stable. Le ressenti a été jugé plus agréable et naturel. En outre, le
contact a été jugé légèrement moins rigide que précédemment. Ceci s’explique par le fait
que le flux des forces de contact obtenu avec εGS = 10−2 permet à l’utilisateur de suivre plus
facilement la force haptique, créant ainsi cette sensation d’un contact plus mou. Notons
qu’en terme de temps de calcul, considérer une erreur de Gauss-Seidel 100 fois plus grande
permet d’accélérer la convergence du solveur de force de contact d’un facteur d’ordre 2.

Lors des étapes 4 et 6, pendant le parcours de glissement (avec légère pénétration), la
modification du coefficient de frottement a été nettement ressentie. La différence a tout de
même été mieux perçue dans le cas d’interaction aluminium/tissu mou avec E = 90 Mpa
(forces haptiques de l’ordre de 1.5 N) que pour E = 45 Mpa (forces haptiques de l’ordre
de 0.5 N). Toutefois en parcours de glissement, on constate des phénomènes d’accrochage
dus à des déformations en cuvette importantes de la zone de contact qui nécessiterait une
discrétisation en éléments finis plus fine.

Les personnes ont pu constater à travers le retour d’effort que l’interaction alumi-
nium/tissu mou avec E = 90 Mpa était plus rigide qu’avec E = 45 Mpa. Les forces
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pouvaient atteindre dans le premier cas les valeurs 4.5 et 7 N pour les coefficients de frot-
tement respectifs 0.3 et 0.7. Dans le second cas, les forces pouvaient atteindre les valeurs
3 et 4.5 N pour les mêmes coefficients de frottement (0.3 et 0.7).

Diminuer le nombre de points en contact de 36 à 16, a créé une sensation de contact
moins rigide. En effet, même si les forces calculées ne sont pas les mêmes (variation de
l’ordre de 0.3 N), c’est plutôt l’augmentation du flux des forces haptiques restituées qui
donne à l’utilisateur l’impression d’un contact plus mou (le solveur des forces de contact
devient plus rapide).

Ces observations peuvent être retrouvées sur les figures 4.26 et 4.27. Elles montrent
les normes des forces haptiques calculées dans le cas d’interaction aluminium/tissu mou
(E = 45 Mpa) pendant un parcours de pénétration avec respectivement 36 et 16 contacts
((figure 4.24)).

Fig. 4.26 – Forces haptiques restituées à l’interface haptique pendant un parcours pénétration,
interaction aluminium/tissu mou E = 45 Mpa avec 36 contacts.
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Fig. 4.27 – Forces haptiques restituées à l’interface haptique pendant un parcours pénétration,
interaction aluminium/tissu mou E = 45 Mpa avec 16 contacts.

A travers ces différentes expériences haptiques (aluminium/tissu mou), les utilisateurs
ont constaté un rendu haptique réaliste et stable lorsque le contact était composés de 16
points et que la précision Gauss-Seidel du solveur des forces de contact était égale à 10−2.
En effet, la fréquence haptique atteint alors la valeur de 100 Hz. Le ressenti a été jugé
bon bien que les imperfections mécaniques liées au Phantom (l’effet de gravité, forces de
frottement, forces inertielles) n’ont pas été compensées dans la simulation.

Les expérimentations haptiques réalisées entre l’objet impacteur en caoutchouc et le
tissu mou obstacle ont montré qu’avec 16 points de contact et une précision Gauss-Seidel
égal à 10−4, nous obtenons de meilleures sensations haptiques. Augmenter, dans ce cas,
la tolérance numérique de Gauss-Seidel (10−2) dégrade la qualité du rendu haptique. On
a constaté l’effet inverse obtenu lors d’interaction aluminium/tissu mou. Augmenter cette
tolérance ne conduit donc pas forcément à un meilleur rendu haptique. Les fréquences
haptiques obtenues varient entre 60 Hz et 100 Hz.

4.5 Conclusion

Nous avons décrit dans ce chapitre «HapCo» un simulateur interactif permettant de
traiter et résoudre du multi-contact frottants entre objets déformables en élasticité linéaire
et intégrant du retour haptique.

La simulation HapCo a servi de plateforme d’essai afin de tester et comparer les divers
algorithmes de résolution des forces de contact présentés dans le chapitre 2.
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Nous avons aussi mis au point «Multiple Contact Friction Solver», un solveur géné-
rique de forces de contact avec frottement indépendant des modèles de déformation utilisés.
Nous avons montré comment nous l’avons adapté et intégré dans la plate forme logicielle
«SOFA» développée par l’équipe Evasion (INRIA Grenoble). Cette collaboration initiée
entre l’équipe Evasion et notre équipe (RVH IBISC) a permis de valider le principe général
de ce solveur générique.

La simulation HapCo est munie d’une interface permettant de contrôler la force hap-
tique en fonction des propriétés de l’interface haptique (force maximale) et la contrainte
temps réel. A travers les différentes expérimentations haptiques réalisées (interaction alu-
minium/tissu mou et caoutchouc/tissu mou), nous avons obtenu des ressentis haptiques
d’une qualité plutôt satisfaisante avec des objets simulés peu raides.

Dans le cas de contact raide entre l’objet mobile et l’objet obstacle, des instabilités
haptiques sont fortement ressenties (des rebonds, des accouts). Ces difficultés peuvent
avoir des origines diverses :

– Lorsque l’operateur ne tient pas fermement le stylet haptique, il est surpris par la
force haptique qui augmente quand le contact devient de plus en plus rigide.

– Les imperfections liées au dispositif à retour d’effort (équilibrage, poids, frottement,
...) qui ne sont pas pris en compte.

– Ces instabilités peuvent également survenir quand l’opérateur humain impose un
grand mouvement rapide avec le stylet, c’est pour cette raison que l’utilisateur doit
arriver avec une vitesse réduite surtout si le contact avec l’objet obstacle est rigide.

Afin de corriger ces instabilités, une fonction Zoom sur le contact permet à l’opérateur
humain de mieux maitriser et contrôler sa gesture et son mouvement afin d’obtenir une
meilleure qualité du rendu haptique. Une autre solution à envisager permettant d’améliorer
le ressenti haptique serait de considérer un couplage mécanique type ressort-amortisseur
entre l’interface haptique et la simulation HapCo.

Les différentes expérimentations réalisées sur la simulation HapCo ont permis aussi
de constater l’efficacité des algorithmes de résolution du contact avec frottement entre
deux objets déformables. La condition de Signorini est respectée, et la transition adhé-
rence/glissement est bien ressentie. D’autres part, nous avons tout de même réussit à
provoquer de grandes déformations même avec un modèle de déformation en élasticité li-
néaire. Rappelons que ces expériences ont été effectuées sur un microprocesseur Intel(R)
de fréquence 1.60 GHz. La considération d’un microprocesseur plus puissant, de fréquence
3 Ghz par exemple, augmentera les performances de la simulation HapCo et améliora ainsi
la qualité du rendu haptique.
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Conclusion et Perspectives

Le travail qui a été présenté dans cette thèse s’inscrit dans la continuité des travaux
initiés par Christian Duriez qui ont mis en évidence la nécessite de s’orienter vers des algo-
rithmes de résolution par contraintes de type LCP ou de type Lagrangien augmenté pour
traiter des problèmes de contact frottant en simulation interactive avec retour haptique.
En effet, les méthodes avec fonctions de pénalité très populaires en animation graphique
interactive posent des problèmes de stabilité lorsqu’un retour haptique est mis en place.

Nous avons proposé et testé plusieurs algorithmes basés sur deux types de formulation,
pseudo-potentielle et bi-potentielle des lois de contact avec frottement. La formulation bi-
potentielle développée par Zhi Qiang Feng n’avait jamais été testée dans un contexte temps
réel et encore moins dans un contexte avec retour haptique. Suite à de nombreux tests nu-
mériques en faisant varier un certain nombre de paramètres comme l’élasticité (Module
d’Young) des objets en contact, les précisions numériques des différentes boucles itératives,
le coefficient de frottement, nous avons montré que cette formulation permet d’avoir un
bon contrôle du calcul des forces de contact. Ce contrôle peut permettre à terme de réa-
liser le compromis optimal entre précision et rapidité de la boucle de calculs en fonction
des ressources disponibles au niveau de la machine de calcul et de l’interface haptique. Le
compromis optimal étant d’avoir un bon rendu haptique c’est à dire suffisamment réaliste,
stable et robuste.

Les résultats que nous avons obtenus sont prometteurs dans le cas d’interaction entre
objets déformables pour 16 points ou 36 points de contact. Toutefois lorsque la raideur des
objets en contact augmente, des problèmes d’instabilité apparaissent lors de simulations
avec retour haptique. Les raisons qui ont été identifiées sont dues à :

– une bande passante de la boucle de calcul trop faible (<100 Hz). Il faudrait aug-
menter la puissance de calculs et paralléliser les tâches. En effet l’implémentation
qui a été faite tourne sur un seul processeur (Intel(R) de fréquence 1.60 GHz) en
multi-threading sans affectation de tâches prioritaires. Dans nos applications, le gou-
let d’étranglement numérique n’est pas le solveur de contact mais plutôt le solveur
de déplacement et le détecteur de collision. On peut également ajouter un couplage
ressort amortisseur entre l’interface haptique et la simulation afin de filtrer les hautes
fréquences.

– une interface haptique qui ne permet pas de déformer des objets élastiques à partir
d’une certaine raideur car les forces de contact générées dépassent très vite les capa-
cités disponibles (>5N). D’autre part le retour d’effort n’est effectué que sur 3 degrés
de liberté motorisés, on ne peut donc restituer qu’une force ou qu’un couple mais pas
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les deux à la fois ce qui perturbe la perception haptique.

– un détecteur de collision de proximité trop rudimentaire. Les discrétisations des sur-
faces en contact étant grossières, il serait nécessaire de prévoir un lissage des normales
aux points de contact dans le cas de déformation en cuvette. Le contact arête/arête
n’a pas été implémenté.

Outre le travail sur le calcul des forces de contact et le rendu haptique, nous avons
développé «Multiple Contacts Friction Solver», un solveur générique de forces de contact
avec frottement indépendant des modèles de déformation utilisés. Nous avons montré com-
ment nous l’avons adapté et intégré dans la plate forme logicielle «SOFA» développée par
l’équipe Evasion (INRIA Grenoble). Cette collaboration initiée entre l’équipe Evasion et
notre équipe (RVH IBISC) a permis de valider le principe général de ce solveur générique.
Cependant il reste à être amélioré car les temps de calculs sont beaucoup trop longs pour
les deux raisons suivantes :

– les appels des solveurs de déplacement des objets déformables ne sont pas optimisés.
Il faudrait définir un standard de communication afin que ces appels ne concernent
que la réactualisation des points nécessaires aux calculs des points de contact.

– «Multiple Contacts Friction Solver» est basé sur l’algorithme de Gauss Seidel ce qui
nécessite de nombreux appels des solveurs de déplacement. Nous proposons comme
solution de modifier «Multiple Contacts Friction Solver» en le basant sur l’algorithme
de Jacobi ce qui diminuerait ces appels.

Les perspectives sont nombreuses qui dépassent largement le cadre de cette thèse et
nécessiteraient un travail collaboratif soutenu avec d’autres équipes de recherche afin de
développer une plateforme de simulation chirurgicale. Citons par exemple le développe-
ment de modèles de corps déformables hyper-élastiques, visco-plastiques, de détecteurs
de collisions rapides, . . . C’est pourquoi l’intégration de notre solveur de contact dans une
plate-forme comme SOFA permettrait de multiplier rapidement des tests de validation tout
en bénéficiant des apports d’autres équipes de recherche.
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