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Introduction

Ce travail de doctorat a été préparé au sein de ’équipe SyNeR (Systémes Non
linéaires et & Retards) du Laboratoire d’Automatique, Génie Informatique et Signal
(LAGIS, UMR CNRS 8146) et de I’équipe-projet ALIEN (ALgébre pour I’Identification
et 'Estimation Numérique) de IL’INRIA. Une grande partie de mon travail de recherche
s’inscrit dans le cadre du projet ROBOCOOQOP, soutenu par le Conseil Régional Nord-Pas
de Calais et I'Union Européenne et qui concerne le développement de robots autonomes
et collaboratifs. Notre travail sera présenté en deux grandes parties : I'une concerne les
aspects de commande de systémes sous actionnés. Ce travail nous a amené a utiliser des
techniques d’estimation (typiquement, obtenir la vitesse ou l'accélération d’un systéme
mécanique & partir de la mesure de position). Parmi ces techniques, les techniques
"algébriques" ont attiré notre attention et ont conduit a la seconde partie du mémoire.
Il s’agit de généraliser ces techniques au cas de dérivation multidimensionelle (dérivées
partielles).

1° partie : Le controle des systémes mécaniques est un domaine de recherche trés
actif, du fait de leur forte présence dans la vie quotidienne. Bien que leur étude en tant
qu’objets dynamiques ait débuté avec Newton, Euler et Lagrange au XV'I ‘et XVII
siécles, la commande (au sens d’une structure rétroactive) des systémes mécaniques
industriels a vu le jour 150 ans plus tard avec l'invention du régulateur de Watt, per-
mettant d’asservir la vitesse de rotation des machines a vapeur. Durant le siécle dernier,
des applications scientifiques, industrielles et militaires ont motivé ’analyse rigoureuse
et la conception de controle des systémes mécaniques. Ces questions, d’origine pratique,
ont vite révélé d’intéressants problémes théoriques.

L’étude des systémes mécaniques sous-actionnés est beaucoup plus récente. On peut
citer le pendule inversé, le pendubot, comme exemples de systémes mécaniques sous-
actionnés. Inspirés principalement de la structure du corps humain, les systémes sous-
actionnés admettent des degrés de liberté plus nombreux que les actionneurs. Le manque
d’actionneur complique la tache de commande de ce genre de systémes : a notre connais-
sance, a part la commande par retour d’état basé sur un linéarisé du systéme, il existe
peu de stratégies de commande concues & la base des équations non linéaires assurant
la stabilisation autour du point d’équilibre instable. Une premiére contribution de cette
thése est I'élaboration de lois de commande directement basées sur les équations non
linéaires, qui conduisent & la garantie d’'un domaine d’attraction quantifiable, ce qui
n’est pas possible en général par le biais de modéles linéarisés par approximation (on
sait que dans ce cas, seuls des résultats qualitatifs sont obtenus).

5



6 Table des matiéres

La commande de tels systémes, lorsqu’on veut la mettre en pratique, se trouve
confrontée & la présence inévitable de perturbations, notamment celles issues des phéno-
meénes de frottements. Les forces de frottement ont des dynamiques compliquées souvent
mal modélisées. Pour commander des systémes perturbés mal modélisés, des techniques
de commande a structure variables (par modes glissants) sont efficaces a condition que
les perturbations et frottements vérifient une condition dite de recouvrement (matching
condition en anglais).

Si on s’intéresse a la commande des systémes sous-actionnés, la tache est plus diffi-
cile : en effet, la présence de frottements sur les parties non actionnées ne satisfait pas
cette condition de recouvrement. On proposera ici une commande & structure variable
dite quasi-homogéne, permettant de rejeter les perturbations satisfaisant la condition
de recouvrement sur une sortie fictive permettant de découpler le systéme par rapport
aux entrées de commande. Il s’agit ensuite de trouver une lois de commande forgant
cette sortie & zéro tout en garantissant la stabilité de la dynamique des zéros.

On montre sur 'exemple du pendule inversé que la méthodologie proposée per-
met, via des paramétres de commande & régler, de diminuer 'effet des perturbations et
frottements ne satisfaisant pas la condition de recouvrement. A notre connaissance ce
probléme n’avait pas été traité dans la littérature.

2ieme partie : La deuxiéme partie de cette thése parle de techniques de différen-
ciations qui sont de nature algébrique. On rappellera les concepts de base de ces nou-
velles techniques rapides de dérivation. On présentera tout d’abord des résultats expéri-
mentaux de la commande d’'un pendule inversé avec estimation algébrique des vitesses
connaissant les positions respectives. Ensuite, nous proposerons une extension multidi-
mensionelle de ces techniques de dérivation, ¢.e. des techniques d’estimation des dérivées
partielles d’une fonction multidimensionelle. Ces techniques peuvent étre appliquées en
traitement d’image par exemple, ce que nous laisserons au titre de perspectives.



Chapitre 1

Introduction aux systémes
mécaniques sous-actionnés

Dans ce chapitre, on présente les systémes mécaniques sous-actionnés et on rap-
pelle les concepts permettant de concevoir un modéle mathématique décrivant les dy-
namiques.

1.1 Modélisation mathématique des systémes mécaniques

Afin de pouvoir modéliser un systéme mécanique par des équations mathématiques,
on commence par choisir un ensemble de coordonnées permettant de le décrire. Ces
coordonnées sont généralement nommeées coordonnées généralisées. Cette dénomination
provient de I’époque ou I'utilisation des coordonnées cartésiennes était la plus naturelle.
L’intérét du choix des coordonnées généralisées réside dans la simplification de la dé-
marche de la modélisation puis de 'analyse de ces systémes. Une fois les coordonnées
généralisées choisies, on peut procéder de deux maniéres :

— Soit on fait une étude des forces agissant sur le systéme, et on applique la seconde
loi de la dynamique de Newton, disant que la somme des forces appliquées est
égale a la masse multipliée par 1’acceleration.

— Soit on étudie les différentes énergies échangées par le systéme, puis on exprime
le lagrangien avant d’appliquer la formule d’Euler-Lagrange.

Cette deuxiéme méthode, en général plus simple & mettre en ceuvre, est décrite dans ce
qui suit.

Considérons un systéme mécanique composé de corps solides non déformables. Deux
types d’énergie interviennent : I’énergie cinétique et ’énergie potentielle. Le lagrangien
est la somme (au signe prés) de ces deux quantités. Plus concrétement, si g représente
le vecteur des coordonnées généralisées de dimension n, F. I'énergie cinétique et E,
I'énergie potentielle, le lagrangien (I’énergie mécanique globale) s’écrit sous la forme :

. 1. :
£(g,9) = B — By = 54" M(q)d — Ep(q), (1.1)
ot M(q) est la matrice d’inertie, définie positive.
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8 Introduction aux systémes mécaniques sous-actionnés

Les équations différentielles décrivant la dynamique d’un systéme mécanique sont
obtenues par application de I’équation d’Euler-Lagrange donnée par :

doL oL
_=Z_F 1.2
o~ e = Flau (1.2
ot u € R™ est le vecteur des forces externes et F'(q) = (f1(q), -, fm(q)) est la matrice

correspondante, qui répartit les forces sur le systéme. Les équations du mouvement
dérivent de (1.2) et sont données par :

> mri (@i + Y TH(@)did; + gr(a) = ef Fl@u,  k=1,---,n, (1.3)
j i

ot, ey est la base standard de R", gi(q) = OgrEp(q), my; sont les éléments de matrice
d’inertie et ' f] (q) sont les symboles de Christoffel définis par :

1(8mkj((J) L Omuile) 3mz‘j(t])).

T%(q) = 1.4
o) = 5(Tga T - (1.49)

L’écriture de la formule précédente sous une forme vectorielle donne :
M(q)i+ C(g.4)q + G(q) = B(q)u, (1.5)

ot M(q) est la matrice d’inertie et C(q, ¢) est une matrice composée des éléments :
n
cij = > Thi(@)dk- (1.6)
k=1

C(q, ¢)q contient deux types d’éléments. Ceux qui font intervenir les produits ¢;g; pour
i = j sont appelés forces centrifuges. Ceux qui correspondent aux indices i # j sont
les forces de Coriolis. Le vecteur G(q) représente les forces de gravité. Une propriété
intéressante des systémes mécaniques est que la matrice So = M (q) —2C(q,q) est
antisymétrique. Cette propriété est utilisée par exemple pour démontrer la passivité de

ces systémes (voir [LF98]).

1.2 Systémes mécaniques complétement actionnés

Considérons le systéme (1.5). Ce systéme mécanique est dit complétement actionné
si le nombre des entrées de commande est égal au nombre de degrés de liberté :
rang B(q) = m = n ou, autrement dit, B(gq) est une matrice carrée inversible. Par
conséquent, les systémes mécaniques complétement actionnés sont linéarisables par re-
tour d’état statique (i.e. ils n’admettent pas une dynamique des zéros [Isi95]). Ceci peut
étre montré en appliquant le contréle suivant :

u=B(q)" (M(q)v+ C(q,9)q + G(q))- (1.7)
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On obtient un double intégrateur § = v et on peut appliquer les concepts de 'automa-
tique linéaire classique. Ceci signifie que le controle des systémes mécaniques compléte-
ment actionnés et sans perturbation ne pose pas de défis en termes de controle.

Dans la suite, on introduit les systémes mécaniques sous-actionnés et on montre que
la linéarisation par bouclage statique n’est plus possible pour toute la dynamique du
systéme.

1.3 Systémes mécaniques sous-actionnés, non holonomie

Un systéme mécanique est dit sous-actionné s’il admet moins d’actionneurs que de
degrés de liberté, soit : rang B(q) = m < n. Cette restriction empéche une linéarisation
par bouclage statique de la dynamique compléte du systéme.

Supposons par exemple que B(q) = (0, I,,,)T. Alors, les (n —m) premiéres équations
de (1.5) peuvent chacune étre exprimées par des équations différentielles du second ordre
de la forme :

¢(q,4,4) = 0. (1.8)

Cette égalité contient les forces de Coriolis, centrifuge et de gravité. En tenant compte
de (1.5), la forme générale des équations dynamiques des systémes sous-actionnés peut
étre donnée par :

Mii(q)d1 + Mi2(q)Go + Ci(g,4) + Gi(g) = 0 (1.9)
Ma1(q)G1 + Ma22(q)G2 + C2(q,4) + G2(q) = Blq)u. (1.10)

Dans [SP95], les auteurs ont montré que la partie actionnée du systéme (de dimension
m) peut étre linéarisée. Cette procédure, appelée linéarisation partielle par bouclage
statique, simplifie les dynamiques, facilite la manipulation des équations et la synthése
des lois de commande. En appliquant :

_ M12(q)M21(q)) v — MZI(Q)
Mi1(q) Mi1(q)

w=B"(q) ((Mm(q) Crlad) — Y29 g o) 4 o, + Gz<q>)

My,
(@ (111)

a (1.10), on obtient :

Mii1(q)dr + Mi2(q)d2 + Ci(q,¢) + Gi(q) = 0

Go = w.

1.4 Quelques exemples de systémes mécaniques sous-actionnés

Dans ce mémoire, nous ne considérerons que des systémes mécaniques sous-actionnés
ayant deux degrés de liberté dont, évidemment, I'un est actionné et ’autre pas. On ne
s’'interesse pas aux systémes ayant plus que deux degrés de liberté comme par exemple
le robot marcheur [CAAT03] et le robot 2k7 [LMRI8|. Le pendule invers¢, le pendubot,
I’acrobot, le pendule de Furuta et le pendule & roue inertielle en sont des exemples.
Nous présenterons briévement dans cette section chacun de ces systémes, puis nous
présenterons plus en détail le systéme pendule-chariot (ou pendule inversé) qui nous
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servira d’exemple d’application des lois de commande qui seront développées dans la
suite du mémoire. Notons que ces lois de commande peuvent aussi étre appliquées aux
autres systemes.

Afin de faciliter la modélisation de ces systémes, on considérera que les pendules
admettent des masses ponctuelles localisées & leurs extrémités, c’est-a-dire qu’on sup-
posera que l'on s’est déja ramené & un systéme ot les tiges ont des masses nulles. Ceci
conduit & des équations plus compactes et facilite I’étude des propriétés structurelles par
la suite. La seule exception sera le pendule inversé pour lequel on élaborera un modéle
plus réaliste tenant en compte des différents forces de frottement et de perturbation,
ainsi que des propriétés géométriques et statiques (centre de gravité, moments d’iner-
tie...) de la tige du pendule. Cette démarche compléte vise & synthétiser des controleurs
qui, aprés validation en simulation, seront implémentés sur un pendule inversé réel.

1.4.1 Le pendubot

Le pendubot, représenté dans la figure 1.1, est constitué de deux tiges qui peuvent
tourner autour de leurs axes respectifs. La tige 1, de masse my et de longueur I, est
actionnée par un couple de contréle 7 tandis que la tige 2, de masse mo et de longueur
l2, est en rotation libre autour de la tige 1.

¥ i
I
L q i
2 o et m
ﬁ AT 2
L N A
i
// / i
//
/
q: / # Iy
.
L
74
/ ff

FIGURE 1.1 — Le pendubot en coordonnés généralisés.

A vitesse nulle, le pendubot admet une infinité de points d’équilibre instables donnés
par g1 = ¢o = q2 = 0,q1 = cte correspondant & la position haute de la tige 2 pour
toute position de la premiére tige, et une infinité de points d’équilibre stables donnés
par ¢ = ¢o = 0, g2 = 7, correspondant & la position basse de la tige numéro 2. Le
lagrangien et les équations dynamiques du mouvement sont donnés par :

1 . 1 . ..
L = §(m1 +ma)ldt + §m21§q§ + 2malilag1go cos(q1 — go)

+magli(cosqr — 1) + mag(li(cosqr — 1) + la(cosga — 1)) (1.12)
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malyla cos(qa — q1)G1 + mal3da + malilasin(ga — q1)d; — maglasinga = 0
(m1 -+ m2)l2G1 + malila cos(qa — q1)da — malilasin(ga — q1)ds — (m1 + ma)gly sing = 7.

En examinant I’équation précédente, il est facile de retrouver les matrices M(q), C(q,q), G(q)
de (1.5).

1.4.2 L’acrobot

L’acrobot est similaire au pendubot [Spo95| & la différence que c’est I'articulation
joignant les 2 tiges qui est actionnée par un couple 7 (voir figure 1.2). Le lagrangien est
donné par (1.12) et les équations dynamiques du mouvement sont données par :

malyla cos(qa — q1)G1 + mal3da + malilasin(ga — q1)d7 — maglasingy = 7

(m1 + ma) 3G + malily cos(qa — q1)Ga — malilasin(ga — q1)d3 — (my + ma)glysing; = 0,

ol my, l1, ma, et ls sont respectivement les masses et longueurs des tiges 1 et 2, 7 est
le couple de commande.

y
L4 @
}é\( s m
T ﬁ”/') - I,
/)
i
ﬁ?;éf/’/f/|1
i/
Jip

FIGURE 1.2 — L’acrobot en coordonnés généralisés.

L’acrobot admet aussi une infinité de points d’équilibre stables et instables. L’en-
semble des points d’équilibre instables correspond aux positions ot la verticale passant
par le centre de gravité (ce dernier étant dans le demi-plan supérieur) du systéme glo-
bal passe aussi par ’axe de rotation de la tige 1. Les positions d’équilibres stables
sont identiques aux points instables, la seule différence étant que le centre de gra-
vité est dans le demi-plan inférieur. Un simple calcul des moments d’ordre 1 des 2
masses ponctuelles mq et mo par rapport & I’axe de rotation de la tige numéro 1 donne
mily sin(q1) = melasin(qe), correspondant aux points d’équilibres.
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1.4.3 Le pendule de Furuta

Le pendule de Furuta a été congu par K. Furuta [FYKN92| pour contrer le handicap
de la course limitée (en translation horizontale) du pendule inversé classique. Le bras
actionné en rotation dans le plan horizontal permet une course infinie (voir figure 1.3),
ce qui facilite la conception du contréle. A I'autre extrémité du bras vient s’ajouter un
pendule libre en rotation dans le plan vertical orthogonal au bras. Le lagrangien est
donné par :

L= %Jpqg + %(Jb + J,8in ¢3) 47 — myplrdide cos ga — mygr(cos ga — 1) (1.13)
Les équations dynamiques du mouvement sont données par :
—mplr cos q2g1 + Jpq2 — Jp sin gz cos ng% —mpgrsingy =
(Jp + Jpsin @31 — myplr cos qaga + 2.J), sin gz cos gago + mylr sin @i = T

ou J, et J, représentent les moments d’inertie du pendule et du bras respectivement,
my, la masse du pendule, [ et r les longueurs respectives du bras et du pendule. Les
positions d’équilibre stable (instables) correspondent a ¢1 = g2 = g2 = 0 (¢1 = ¢2 = 0,
G2 = ).

FIGURE 1.3 — Le pendule de Furuta en coordonnés généralisés.

1.4.4 Le pendule a roue inertielle

Le pendule a roue inertielle, représenté sur la figure 1.4, est constitué d’un pendule
libre en rotation autour d’un axe lié au sol, I'autre extrémité du pendule étant reliée &
un disque actionné qui ne peut que tourner. Le lagrangien est donné par :
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FIGURE 1.4 — Le pendule a roue inertielle en coordonnées généralisées.

1 . 1.
L= §(m1 + mo) 123 + §Jq§ + (m1 4+ ma)gl(cosq1 — 1).
La dynamique est décrite par :

[(m1 +m2)l* + J)g1 + Jio — (m1 +ma)glsings = 0
Jc.jl + JQQ = T,

oll my, me, I, et J représentent respectivement la masse du pendule, la masse du disque,
la longueur du pendule et l'inertie du disque. Les points d’équilibres stables (respec-
tivement, instables) correspondent & ¢; = ¢1 = ¢2 = 0 (respectivement, ¢; = ¢2 = 0,
Q1 =).

1.4.5 Le pendule (inversé) sur chariot

Nous présentons ici le pendule inversé sur chariot (également appelé systéme chariot-
pendule ou cart-pendulum system), en rentrant plus dans les détails que pour les sys-
témes précédents. En effet, ce systéme nous servira de banc d’essai pour simuler et
implementer les lois de commande qui seront développées dans le chapitre suivant. On
présentera deux modéles : le premier est simplifié et servira a 1’étude des propriétés
structurelles du systéme puis & 1’élaboration des lois de commande. Le second modéle
est plus réaliste et servira en simulation numérique, pour bien choisir les paramétres des
controdleurs qui seront par la suite implantés sur le pendule inversé réel que nous avons
développé au LAGIS.

Le pendule inversé est un systéme classique trés intéressant et largement étudié
dans la communauté automaticienne, vu sa nature non linéaire et instable. Il a toujours
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constitué un défi intéressant pour le contréle et a servi a la compréhension des notions
de 'automatique comme a 1’élaboration des lois de commande. Par ailleurs, son principe

se retrouve dans plusieurs applications de véhicules légers (par exemple le Segway ou le
B2).

Mais qu’est-ce qu’un pendule inversé ?

Souvenez vous quand vous étiez petit et que vous essayiez de tenir en équilibre une
tige sur votre doigt. Vous deviez en permanence ajuster la position de votre main pour
stabiliser la tige. Le pendule inversé fait la méme chose, la seule différence étant que son
support (le chariot) se translate dans un seule direction, alors que le doigt se déplace
dans toutes les directions.

Depuis 1950, les pendules inversés sont des plates-formes d’expérimentation clas-
siques dans les laboratoires d’automatique. Ils ont été utilisés pour illustrer des idées
de commande linéaire comme la stabilisation des systémes instables (voir par exemple
[MSW81| et [MFU90]). Vue leur nature non linéaire, les pendules sont aussi utilisés
pour illustrer des idées émergeant du controle non linéaire. Des exemples typiques sont
la stabilisation par retour de sortie, la commande par passivité [FGHP95|, les tech-
niques backstepping et forwarding |[KKK94|, la commande robuste & structure variable
[ROF107] [SFOT07|. Plusieurs études de cas (“task oriented controls”) ont concerné le
balancement de bas en haut et le rattrapage [FYK92] [YNSF94] [Spo95] [SP95] [CH95|
[YISF95| [WDL95| [LF98|.

Le pendule inversé que nous considérons est composé de deux éléments Fig.1.5 :

— un chariot libre en translation le long d’un rail de guidage,
— un pendule pesant solidaire du chariot et libre en rotation.

FIGURE 1.5 — Le pendule inversé en coordonnés généralisées x et 6.
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1.4.5.1 Modéle simplifié du pendule sur chariot

Afin de pouvoir écrire les équations dynamiques régissant le mouvement du pendule
inversé, on considére les coordonnées généralisés q; = x et ¢go = 0, ol x représente la
position mesurée du chariot sur son rail et @ la position angulaire de la tige, également
mesurée. L’énergie mécanique globale (1.1) est donnée par :

1 1 . .
E = §(M + m)i? + 5ml202 + ml cos 00% + mgl(cos O — 1). (1.14)

En appliquant I’équation d’Euler-Lagrange (1.2), on obtient les équations dynamiques
suivantes :

(M +m)i —milsing 6> + mlcosd § = 7, (1.15)
mi?0 +mlcos® i —mglsind = 0. (1.16)

Dans les équations précédentes, M et m sont respectivement les masses du chariot
et du pendule, [ est la distance du centre de gravité du pendule a son axe de rotation,
g est la constante de gravitation, 7 est lentrée de commande (par exemple, dans la
plate-forme que nous avons développée, 7 est la force exercée par un moteur linéaire ).

La matrice d’inertie M (q) est donnée par :

(1.17)

M(g) = [ M+m mlcos@]

ml cos 6 mi?
La matrice des effets centrifuge et de Coriolis C(q, ¢) est donnée par :

0 —mlsinf 0 } ‘ (1.18)

cai=| g "

La matrice de pesanteur G(q) est donnée par :

G(q):[ 0 ]

—mglsin 6

Enfin, le vecteur d’entrée est donné par :

B:[é]. (1.19)

Rappelons que la matrice d’inertie est définie positive, donc inversible. Par inversion,
on obtient la representation d’état suivante :

T

z . 0

7 (—mgl cos 0+mli262) sin 6 1

e 7 d D (1.20)
é ((M+m)g—mlcos 6 62)sin6 __cosf

D D
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avec D = I(M + msin®6) > 0.

Ce systéme admet une infinité de points d’équilibre caractérisés par & = 6 = 0,
6 = {0, 7} modulo 27 et ceci pour tout z. Les points d’équilibre correspondant a 6 =
0 modulo 27, ou 0 est la position verticale haute du pendule, sont instables; ceux
correspondants & 8 = m modulo 27 sont stables.

Le systéme linéarisé tangent autour de la position d’équilibre instable est donné par :

i 01 0 07Tz 0
i 00 =2 0 i &
il=1loo o 1llel|T| o |7
) , ) )
i 0 0 WMima o || ¢ —1

Cette forme sera utilisée dans le chapitre 3 pour concevoir un retour d’état statique
afin de pouvoir stabiliser le systéme a sa position d’équilibre instable. Ce retour d’état
servira de référence pour évaluer les performances d’'un controleur par modes glissants
du second ordre construit & partir des équations non linéaires (1.20).

1.4.5.2 Modéle du pendule sur chariot en présence des frottements et des
perturbations

Dans cette partie, on présente une modélisation plus détaillée du pendule sur chariot.
Dans la section précédente, on a considéré que la masse du pendule était concentrée au
bout de la tige, c’est-a-dire que la tige du pendule était de masse nulle. Ceci a donné une
forme plus compacte qui simplifiera les manipulations des équations puis ’exploration
de propriétés structurelles du systéme. Par contre, si on s’intéresse & la modélisation
dans le but de pouvoir synthétiser un contréle puis I'appliquer a un pendule inversé réel,
il faut, dans la mesure du possible, tenir compte de tous les détails de la mécanique du
systéme réel.

Pour cela, on considére dans cette section que la tige du pendule a une masse non
négligeable. Un deuxiéme obstacle inévitable en pratique est la présence de forces de
frottement et de perturbations. On considére la présence des forces de frottement et
des perturbations sur l’axe de translation du chariot ainsi que sur l'axe de rotation du
pendule.

Notons qu’a notre connaissance, cette prise en compte des forces de frottement et
des perturbations sur la rotation du pendule n’a pas été traitée dans la littérature. Ceci
constitue une des contributions de cette thése. Notons également que les frottements et
les perturbations sur la rotation de la tige ne satisfont pas la condition de recouvrement
(‘matching condition”) classiquement souhaitée en commande grand gain (voir annexe).

On considére que le pendule est constitué d’une tige de masse m; et d’'une masse
ponctuelle m,, attachée a I'extrémité de la tige (voir figure 1.6).

Dans la suite de la modélisation, on aura besoin des coordonnées du centre de gravité
de la tige ansi que de son moment d’inertie. Le moment d’inertie Jo d’un corps solide
(voir figure 1.7) par rapport & un point O est donné par :

Jo:/TQdm, (1.21)
\4
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FIGURE 1.6 — Schéma plus réaliste du pendule inversé en coordonnés généralisées x et

6.

ou r, dm et V sont représentés dans la figure 1.7.

F1GURE 1.7 — Un corps solide en coordonnées cartésiennes.

En appliquant (1.21) au pendule de la figure 1.6 et en tenant compte des symétries
du pendule, le moment d’inertie du pendule par rapport a son centre de gravité G est
donné par :

mtl2 l2

JG = JG—tige + JG—masseponctuelle = F + mp

)
ol [ est la longueur de la tige.
La distance entre le centre de gravité G du pendule et ’axe de rotation O est donnée
par :
mt% + mpl
ZG — T,

ot M est la masse totale du pendule :

M:mt+mp.



18 Introduction aux systémes mécaniques sous-actionnés

Nous sommes maintenant préts a écrire ’expression du lagrangien :
1 1 . .
E = §(M +m)i? + §(JG + mi%)0% + mig cos 00 + mglg(cos — 1)

ou m = my.
En utilisant I’équation d’Euler-Lagrange (1.2), on obtient les équations dynamiques :

(M +m)i +migh?sin —miglcosd = 7— (i) +wi(t),

(Jg +mi2)0 — migi cos§ — mglgsingd = —p(6) + wa(t).

Dans ces équations, 7 est I’entrée de commande (la force exercée par le moteur), wy (¢)
et wo(t) sont des termes incertains bornés tenant compte des dynamiques mal modélisées
ainsi que des perturbations externes. 1(i) et () sont respectivement les efforts de
frottement (de Coulomb et visqueux) du chariot et du pendule et sont modélisés comme
suit :

(&) = PYpan () + o, (1.22)
et

30(9) = @Dahl(é) + (Pvé'
ol ¥y, et i, sont les coeflicients de frottement visqueux. Dans ce qui suit, le dévelopement
du controleur requiert que les perturbations inconnues et les efforts de frottement soient
différentiables. Ainsi, il est supposé que I’évolution du frottement de Coulomb est décrit
par le modéle de Dahl suivant :
[ T
- ¢Dahl( )’$|:| ’

¢Dahl(i) =0z |X be

et

. . . un(6)
Ypahi(0) = o9 Q—WW]-

ou o, et og sont les coefficients de rigidité, alors que . et ¢, représentent respective-
ment la force de frottement de Coulomb sur le chariot (moteur linéaire) et le couple
de frottement de Coulomb sur le pendule (axe de rotation). Les équations peuvent étre
mises sous une forme générale inspirée de (1.5) et donnée par :

M(q)i+ C(q,9)q + G(q) + F(¢) = B(q)u, (1.23)

avec

)

M(q)—[ M+m —mchOSH]

—mlgcosl Jg+ mlé

[0 migsingd ] _ 0 )

B = [ 1];F(Q)= [zg))::};((f”
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Aprés quelques manipulations mathématiques, la représentation d’état suivante est ob-
tenue :

@ z _ 0 0

i (m?glg cos O—JTDanJcéz)siné’ Ja mlGDCOSa

c | = ’ + D T—Y(&) +wi(t)) —

; 2 B | w@) + ) >

é (m(M+m)glg—m>1Z cos 6 6?) sin 6 mlg cos 6 (M+m)
D D D

avec D = Ja(M + m) — m?l% cos?f > 0. En examinant (1.24), on peut déduire que
©(0) et wy(t) sont des frottements et des perturbations ne satisfaisant les conditions
de recouvrement (non-matching en anglais, voir annexe), c’est-a-dire qu’elles n’agissent
pas dans les mémes directions que les entrées de commande. On verra qu’un bon réglage
des paramétres du controleur permet de diminuer leurs effets, méme si la convergence
asymptotique n’est pas obtenue.

Remarque 1.4.1. Le pendule a roue inertielle et l’acrobot sont, parmi les exemples
qu’on a cités, les seuls a avoir une matrice de commandabilité admettant un rang
constant.

(p(8) — wa(t))
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Chapitre 2

Commande de systémes mécaniques
sous-actionnés par commande
quasi-homogéne discontinue

2.1

Introduction

La commande des systémes mécaniques sous-actionnés constitue un domaine pas-
sionnant pour les automaticiens, présentant plusieurs types de problémes, et pouvant
chacun faire appel a des techniques de controles différentes [AN88|, [Ane03], [OS01]. A
titre d’exemple on peut citer :

La stabilisation locale en un point d’équilibre. Elle consiste & stabiliser la par-
tie non actionnée en sa position d’équilibre instable, et la partie actionnée en
une position finale désirée partant de conditions initiales suffisamment proche de
I’équilibre désirée.

La stabilisation orbitale ol le systéme en boucle fermée auto-génére une orbite
périodique.

La stabilisation globale qui consiste & amener la partie non actionnée de n’importe
quelles conditions initiales & la position d’équilibre instable et la partie actionnée
& une position finale désirée.

La poursuite de trajectoire qui consiste, par exemple, & maintenir la partie non
actionnée proche de la position d’équilibre instable et a forcer la partie actionnée
a suivre une trajectoire donnée. On peut imaginer que le pendule inversé fait le
role d’un serveur. I1 (le pendule) a pour mission de se déplacer d'un point A & un
point B tout en maintenant un plateau (posé au bout de la tige) en équilibre.

Lorsqu’on parle de stabilisation locale, on pense habituellement a une linéarisation
du systéme autour de ’équilibre désiré suivie de la synthése d’un retour d’état statique
linéaire. Cette démarche a deux désavantages :

La commande synthétisée a la base des équations linéarisées a un domaine d’at-
traction restreint.
La présence inévitable des forces de frottements engendre si on utilise un retour

21
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d’état statique linéaire, des cycles limites se traduisant par des oscillations du

systéme autour de la position d’équilibre désirée.
Une des contributions de cette thése est la construction d’un contréleur local, sur la base
des équations non linéaires, admettant un domaine d’attraction beaucoup plus grand
que le linéarisé. On verra que dans le cas du pendule inversé, le domaine d’attraction
du contréleur construit est le demi-plan supérieur si on ne considére pas des limitations
sur la course du chariot. Une deuxiéme contribution est la prise en compte des efforts
de frottements et des perturbations sur les parties actionnées et non actionnées du
systéme. A notre connaissance, le fait de considérer des frottements et des perturbations
sur la partie non actionnée n’a pas été (ou trés peu) traité dans la littérature. On
montre que la loi de commande développée est insensible aux frottements agissant sur
la partie actionnée. En plus, on montre sur l'exemple du pendule inversé qu’un bon
choix des paramétres du contréleur non linéaire entraine une diminution des effets des
perturbations agissant sur la partie non-actionnée et, en conséquence, des cycles limites.

La stabilisation orbitale est un probléme intéressant pour certaines classes de sys-
témes sous-actionnés comme par exemple les robots marcheurs [CAAT03|. Le fait de
forcer le systéme en boucle fermée & générer une orbite périodique peut servir par
exemple & reproduire la marche humaine. Dans [SF01], la stabilisation orbitale a été
largement discutée d’un point de vue théorique et appliqué. Dans [LF98|, [SFO01] et
[SPLE00], la stabilisation d’un pendule inversé sur son orbite homocline (qui sera dé-
taillée ultérieurement) a été faite dans le but d’amener le pendule suffisamment proche
de sa position d’équilibre instable pour ensuite commuter vers un contréleur assurant
la stabilité localement. On peut montrer (voir [SPLEO00|) qu’il n’existe pas de contro-
leur continu et indépendant du temps qui stabilise globalement certains systémes sous
actionnés comme par exemple le pendule inversé, le pendubot ou le pendule de Furuta.
Il parait donc raisonnable de penser aux stratégies hybrides. L’idée est donc de conce-
voir un contréleur assurant la génération d’un mouvement périodique en boucle fermée
telle que la position d’équilibre instable désirée deviennent un point w-limit du systéme
bouclé. Autrement, la partie non actionnée du systéme oscille sur 1’orbite homocline.

Il est essentiel de noter qu’en présence de frottement sur la partie non actionnée, il
est impossible d’atteindre ’orbite homocline. D’autre part, la stabilisation orbitale des
systémes sous-actionnés a 2 degrés de liberté n’a pas d’intérét en elle-méme si ce n’est de
se rapprocher du point d’équilibre instable et d’entrer dans le domaine d’attraction d’un
controleur local. Vue la présence inévitable des forces de frottements, on propose ici un
controleur robuste aux frottements et assurant la génération d’un mouvement périodique
du systéme en boucle fermée. Nos deux outils principaux sont une modification de
Poscillateur de Van der Pol (qui servira de générateur de la trajectoire de référence
qui est un mouvement harmonique) et une commande non linéaire dite quasi-homogéne
(assurant une poursuite robuste de la trajectoire de référence). Il sera dédié a forcer les
états du systéme a entrer dans le domaine d’attraction d’un contréleur local.

Afin d’assurer la robustesse déja discutée, tant pour le controleur local qu’orbital,
les controleurs utilisés sont basés sur des techniques dites par modes glissants. On in-
troduit la commande quasi-homogéne du second ordre qui constitue un algorithme par
modes glissants du second ordre. On discute de la stabilité en temps fini et de la robus-
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tesse de cette technique de commande dans la premiére partie de ce chapitre. Dans la
deuxiéme partie, cette technique sera utilisée pour la stabilisation locale des systémes
sous-actionnés. Dans la troisiéme partie, la commande quasi-homogéne sera utilisée pour
résoudre le probléme de la stabilisation orbitale des systémes sous-actionnés.

2.2 Commande quasi-homogéne discontinue

La commande quasi-homogéne fait partie des commandes par modes glissants, plus
précisément les modes glissants du second ordre. Pour une bréve introduction aux modes
glissants voir annexe 2. La commande quasi-homogéne posséde donc les avantages des
modes glissants. Citons a titre d’exemple la robustesse de la commande vis-a-vis des
perturbations satisfaisant la condition de recouvrement (voir annexe 2) ainsi que la pro-
priété de convergence en temps fini sur une surface de glissement prédéfinie. Toutefois,
la commande quasi-homogéne appliquée & un systéme de degré relatif p > 2 souffre
également du probléme essentiel des modes glissants qui est la réticence, se traduisant
par des commutations a haute fréquence de la commande lorsqu’on atteint la surface
de glissement (phénomeéne pouvant étre trés nuisible aux actionneurs).

Dans la suite, on définit la commande quasi-homogéne et on donne un exemple
d’un systéme quasi-homogéne du second ordre. On présente une étude sur la stabilité
en temps fini des systémes quasi-homogeénes et en particulier celle du systéme (quasi-
homogeéne) du second ordre. Ensuite, on étudie la robustesse vis-a-vis des perturbations
satisfaisant la condition de recouvrement. Enfin, on 'applique & la commande d’un
manipulateur mécanique actionné (bras de robot, moteur..) et dans les sections suivantes
a la commande des systémes mécaniques sous-actionnés.

Définition 2.2.1. Un systéme d’équations différentielles est dit quasi-homogéne si et
seulement si il peut étre représenté comme une combinaison d’une fonction de [’état
homogéne discontinue et d’une partie linéaire.

Ezemple : Soit le systéme donné par

él = S2,

S = —asign(si) — b sign(sz) — hs1 — psa. (21)

ol a, b, h, p sont des constantes positives. Pour tout a > 0, on a —a sign(asy) —
b sign(asy) = —a sign(s1) — b sign(sz2), d’ott la dénomination quasi-homogéne. On
verra dans la suite que pour un certain choix des paramétres a, b, h, et p la solution
(s1(t),s2(t)) de (2.1) converge vers (0,0) en un temps fini. Le second membre de (2.1)
contient des fonctions signes, donc discontinues. La solution des équations différentielles
a second membre discontinu est définie au sens de Fillipov c’est-a-dire dans le cadre
des inclusions différentielles. Un bref rappel sur les inclusions différentielles peut étre
trouvé en annexe 1 ol sont donnés les définitions et concepts de solution d’équations
différentielles continues par morceaux, des définitions sur les inclusions différentielles
homogénes (dont (2.1) est un exemple), et une étude sur la stabilité en temps fini des
inclusions différentielles homogeénes.
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Pour aborder I’étude de la stabilité en temps fini des systémes quasi-homogénes, on
rappelle un résultat de [Orl05]. On considére les systémes non autonomes a commuta-
tions modélisés par :

T =@z, t) +Y(x,t), (2.2)
ot x = (x1,---,2,)T € R"™ est le vecteur d'etat, t € R est le temps, la fonction
o(z,t) = (p1(z,t), -, on(z,t))T est continue par morceau. Puisque notre objectif est

de commander des systémes mécaniques ot la présence de perturbations est inévitable,
on représente les perturbations par une fonction vectorielle ¥ continue par morceaux

dont les composantes 11, - - - , ¥, sont localement uniformément bornées dans une boule
Bs centrée a l'origine et de rayon 4 i.e.,
iz, )] < My, i=1,--- ,n, (2.3)

pour tout (z,t) € Bs x R et M; > 0, fixé a priori.

Théoréme 2.2.2. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

— Le terme de droite de l’équation différentielle incertaine (2.2) consiste en une
fonction ¢ continue par morceau, localement homogéne de degré négatif q par
rapport & la dilatation (r1,--- ,r) et d’une fonction 1, continue par morceau,
dont les composantes 1;, i = 1,--- ,n sont localement équi-uniformément bornées
par des constantes M; > 0;

- M; =0 quand q + r; > 0;

— x. = 0 est un point d’équilibre globalement équi-uniformément asymptotiquement
stable de (2.2) en présence de fonctions 1; satisfaisant (2.3).

Alors, l’équation différentielle incertaine (2.2), (2.3) est globalement équi-uniformément
stable en temps fini.

Pour les définitions de fonctions continues par morceaux, de stabilité équi-uniforme,
et la preuve du théoréme précédent on renvoie a ’annexe 1.

Dans cette thése, on ne s’intéressera qu’aux systémes homogénes & commutations
du second ordre. Dans la suite, on considére tout d’abord le systéme (2.1) sans la partie
continue c’est-a-dire pour h = p = 0, et on étudie la stabilité en temps fini en fonction du
choix des paramétres a et b. Ensuite, on considére (2.1) en rajoutant des perturbations,
et on montre que par un choix adéquat des paramétres a, b, h et p, on peut assurer une
stabilité en temps fini. On termine cette section par une description qualitative de la
trajectoire d’un systéme quasi-homogéne du second ordre dans le plan de phase.

On considére le systéme du second ordre & commutation de la forme :

31 = 82
9 = —a sign(s1) — b sign(sa). (2.4)
Vue la présence des fonctions signes, les solutions de ce systéme sont définies au sens
de Filippov [Fil88|. D’aprés la définition A.1.1, ces solutions sont indépendantes de la

valeur de la fonction sur les lignes de commutations s; = 0 et so = 0. Pour cela il n’est
pas nécessaire de spécifier (2.4) en s31 =0 et s9 = 0.



Commande quasi-homogéne discontinue 25

Théoréme 2.2.3. Supposons que les paramétres du systéme a commutation (2.4) sa-
tisfont la condition
a>b>0. (2.5)

Alors le systéme (2.4) est globalement uniformément stable en temps fini autour de
lorigine.

Preuve. Montrons tout d’abord que le systéme (2.4) est globalement uniformément
asymptotiquement stable. Pour cela, considérons la fonction V(s1,s2) = alsi| + %s%,
qui est continue, radialement non bornée, et définie positive. La dérivée temporelle

V(s1(t), s2(t)) calculée le long des trajectoires du systéme (2.4) est donnée par

V(s1(t), s2(t)) = —bls2(t)], (2.6)

partout a I’exception de 'axe vertical s; = 0 ou la fonction V' (s1, s2) n’est pas dérivable.

Vue la structure du systéme, il est évident qu’aucun mouvement n’apparait sur les
axes 1 = 0 et so = 0 sauf sur leur intersection s; = sy = 0. En effet, si s1(t) = 0
pour une trajectoire de (2.4), alors on a $1(t) = s2(t) = 0 sur la trajectoire. D’autre
part, si s2(t) = 0 pour une trajectoire de (2.4) et en tenant compte de (2.5), la seconde
équation de (2.4) ne sera plus satisfaite pour s1(t) # 0. Ceci montre que l'origine du
plan de phase (s1, s2) est le seul point d’équilibre du systéme (2.4). Alors, en appliquant
la version étendue ([AOA00], [SP94]) du principe d’invariance de Krasovskii-LaSalle
[Kra63al, [Kra63b|, [LaS60] au systéme & commutation (2.4), il s’avére que ce systéme
est globalement uniformément asymptotiquement stable.

En outre, il est trivial de vérifier que le membre de droite de (2.4) est globalement
homogéne de degré ¢ = —1 par rapport a la dilatation (2,1). Alors, en appliquant le
théoréme 2.2.2, on montre que le systéme (2.4) est globalement uniformément stable en
temps fini autour de l'origine. O

Remarque 2.2.4. [] est intéressant de mentionner que si les parameétres vérifient :
b>a>0 (2.7)

alors le systeme (2.4) perd la propriété de stabilité asymptotique. L’aze s1 = 0 constitue
dans ce cas un ensemble d’équilibre du systéme.

On considére maintenant le systéme & commutation du second ordre (2.1) en rajou-
tant des perturbations variant dans le temps

‘él = 52,

S$o = —a sign(sy) — b sign(s2) — hs1 — psa + w(s1, s2,t) (2.8)

ot h et p sont des paramétres de gain linéaire et w(s1, s2,t) est une perturbation non
linéaire continue par morceaux uniformément bornée telle que :

lw(s1, s2,t)| < M. (2.9)
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La stabilité équi-uniforme globale en temps fini de ce systéme peut étre montrée en
utilisant le théoréme 2.2.2 applicable a la version perturbée (2.8), (2.9) car la version
nominale (2.4) est constitué d’un terme de droite globalement homogéne de degré ¢ = —1
par rapport a la dilatation r = (2,1). Alors ¢ + 72 = 0 (condition 2 du théoréme 2.2.2).

Théoréme 2.2.5. Supposons que la condition (2.9) est satisfaite. Si, en plus, la borne
M est suffisamment petite et vérifie

O<M<b<a—-M, (2.10)

et, que
h>0,p>0, (2.11)

alors le systéeme perturbé (2.8), (2.9) est globalement équi-uniformément stable en temps
fini.

Preuve. Pour montrer la stabilité uniforme globale en temps fini du systéme perturbé
(2.8), on introduit la fonction de Lyapunov

~ 1
V(s1,s2) = alsi| + 5(3% + hs?). (2.12)

De fagon similaire a (2.6), la dérivée temporelle de V (s, s2) le long des trajectoires du
systéme perturbé est semi définie négative partout :

V(s1(t), 52(t)) = =blsa(t)| = ps3(t) + sa()w(si(t), s2(t),8) < —(b— M)|s2()], (2.13)

En procédant comme dans la preuve du théoréme 2.2.3, c’est-d-dire en appliquant
une version étendue [AOAQ00]| du principe d’invariance de Krasovskii-LaSalle [Kra63a],
[LaS60] au systéme perturbé (2.8) (voir encore [Orl03] pour une extension du principe
d’invariance aux systémes non autonomes & commutation), on montre que ce systéme
est globalement uniformément asymptotiquement stable.

De par la propriété de stabilité asymptotique uniforme globale du systéme, toutes
les trajectoires de (2.8) sont orientées vers une boule de rayon arbitrairement petit Bg
en un temps fini, uniformément en les conditions initiales appartenant & un ensemble
compact. Choisissons R suffisamment petit afin de satisfaire les inégalités

0<M-—-(h+pR<b<a—-M-—(h+p)R, (2.14)

comme dans (2.10). Alors, a Uintérieur de Bp, le systéme (2.8) est représenté sous la
forme

51 = 8o,

S9 = —a sign(s1) — b sign(sa) + wi(s1, $2,t) (2.15)
ot le terme non linéaire wy (s1, s2,t) = w(s1, S2,t) — hsy — psg est uniformément borné

]wl(sl,SQ,t)\ S M1 (2.16)
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et
My =M — (h+p)R > 0. (2.17)

La stabilité globale uniforme en temps fini de (2.15) sous les conditions (2.14), (2.16),
et, en conséquence, celle de (2.8), sont obtenues en appliquant le théoréme 2.2.2 au
systéme (2.15). En effet, dt a (2.14), (2.16), les paramétres de (2.15) satisfont les mémes
conditions (2.9), (2.10) (bien str avec un M = M) qui ont été imposées sur (2.8). Il est
donc aussi globalement uniformément asymptotiquement stable. De plus, le membre de
droite de la version non perturbé (2.4) du systéme (2.15) est globalement homogéne de
degré ¢ = —1 par rapport a la dilatation r = (2,1). La condition ¢+ 73 < 0 requise pour
le théoréme 2.2.2 est donc satisfaite et le théoréme 2.2.2 devient applicable au systéme
incertain (2.15). Le théoréme 2.2.5 est donc montré. O

Le comportement qualitatif du systéme (2.8) est montré dans la figure 2.1. Da a
(2.10), les vecteurs vitesse de (2.8) sont orientés vers la méme région dans les lignes de
commutations

S = {(z,y) eR*:2 >0,y =0}, (2.18)
Sy = {(z,y) eR?*: 2 =0,y <0}, (2.19)
Sz = {(z,y) eR*:2 <0,y =0}, (2.20)
Sy = {(z,y) eR*:2=0,y > 0}, (2.21)

indépendamment de la présence des perturbations (2.9) affectant le systéme. Alors, les

)

S

FIGURE 2.1 — Plan de phase d’un systéme & commutation du 2"? ordre.

trajectoires du systéme perturbé (2.8) et, en particulier, de la version non perturbée
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(2.4) s’enroulent autour de l'origine s; = s3 = 0, tout en se rapprochant de celle-ci en
un temps fini. Alors, les systémes (2.4) et (2.8) exhibent un phénomeéne de réticence
s’exprimant par une infinité de commutation sur un intervalle de temps fini. A partir
d’un certain temps, il apparait un mode glissant du second ordre (voir [BFUO00|, [FL96],
[FLO2|, [Lev93|, [Lev00] pour des résultats avancés sur les modes glissants du second
ordre).

2.3 Stabilisation robuste d’'un manipulateur a un degré de
liberté

La commande quasi-homogéne, définie dans 2.2.1, est tout d’abord illustrée sur
un manipulateur a un degré de liberté opérant dans des conditions incertaines, avant
d’étendre son application aux systémes sous-actionnés. Les dynamiques du manipulateur
sont données par

j=wy,y,t)+u (2.22)

ou y est la position, y est la vitesse, u est la commande et w(y,y,t) est une fonction
non linéaire continue par morceaux qui contient toutes les forces agissant sur le sys-
téme (frottement visqueux et de Coulomb, poids, etc.). Le manipulateur opére dans
des conditions incertaines ce qui implique que la non-linéarité w(y, y,t) est mal connue.
Ce terme, qui peut étre déstabilisant, peut étre considéré comme étant la somme d’un
terme nominal connu a priori W™ (y,y,t) et d'un terme incertain w*"(y,y,t) qui sera
rejeté par la commande :

w(y7 y‘7 t) = wnom(y7 y‘? t) +wun(y7 y’? t) (2.23)
On suppose que w*"(y,y,t) est borné, i.e. 'inégalité :
W (y, 9, 1) < N (2.24)

est vérifice pour tout ¢ > 0 et tout (y,9) € R?, ot N > 0 est une constante connue a
priori. De plus, on suppose que les fonctions w™™ (y,y,t) et w*"(y, y,t) sont continues
par morceau.

En appliquant le théoréme précédent, la loi de commande

w = =" (y,,t) — asign(y) — bsign(j) — hy — py, (2.25)

N<b<a—N, hp>0 (2.26)

ou sign(.) est la fonction signe, stabilise le systéme incertain (2.22)-(2.24) en temps fini.
La commande (2.25)-(2.26) est constituée de la compensation non linéaire —w™™(y, y, t),
d’un gain linéaire —hy — py, et d’une partie discontinue p(y,y) = —asign(y) —bsign(y)
vérifiant ¢(cy, cy) = ¢(y,y) pour tout ¢ > 0.
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2.4 Stabilisation locale des systémes mécaniques sous-actionnés
par commande quasi-homogéne

Cette partie est principalement tirée de [ROFT07], [RFRO7D].

Dans cette section, la synthése d’une commande quasi-homogéne est développée
pour la stabilisation de systémes mécaniques sous-actionnés dont le modéle dynamique
est de la forme :

i =M "(q)[Br — C(q,4)q — G(q) — F(q)]. (2.27)

Dans cette équation, g € R™ est le vecteur de position des articulations, 7 € R™, m < n
est la force de commande, ¢ et § sont respectivement les vecteurs de vitesse et d’accé-
lération, M(q) € R™ ™ est la matrice d’inertie, C(q, ¢)¢ représente les forces centrifuge
et de Coriolis, G(q) le poids, F(q) € R" les forces de frottements et B est la matrice
d’entrée supposée de rang m. On suppose tout d’abord que F'(¢) vérifie la condition de
recouvrement du théoréme B.2.2 c¢’est-a-dire F'(¢) € Vect(B)

La structure particuliére des systémes sous actionnés en deux doubles intégrateurs
dont un seul est influencé par la commande motive la recherche d’'un changement de
coordonnée non linéaire transformant le systéme (2.27) sous la forme suivante :

77 = 9(%7'77575:)
§ = f(naﬁ’£7§)+u'

Si ce changement de coordonnées existe, il s’agit ensuite de concevoir un contro-
leur stabilisant le sous systéme (£ ,f) ol le controle apparait tout en assurant que la
dynamique des zéros (n,7) correspondante a § = € = 0 soit asymptotiquement stable.
Nous commengons par introduire les formes normales pour les systémes mécaniques
sous-actionnés.

2.4.1 Forme normale et stabilisation locale des systémes mécaniques
sous-actionnés

La complexité de contrdler des systémes mécaniques sous-actionnés est en grande
partie due au fait que l'entrée de commande u apparait dans la partie actionnée du
systéme ainsi que dans la partie non actionnée. On va trouver via un changement de
coordonnées, deux nouvelles variables d’état telle que la commande u apparait explici-
tement sur une seule varible d’état.

Supposons donc que le systéme (2.27) puisse étre représenté localement, par l'inter-
médiaire d’un changement de coordonnées non linéaire, sous une forme normale similaire
al:

i = g(n,1,€€) (2:28)
£ = fnn&d)+u (2:29)

1. Dans [OS01], il est donné une condition suffisante pout aboutir a cette forme pour certaines
classes de systémes
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Si le systéme (2.28) est localement & minimum de phase pour § = £=0ct g(n,n, &, {)
est suffisamment dérivable, alors (2.28), (2.29) peut étre localement stabilisé par une
commande quasi-homogéne similaire & (2.8). 1 et  sont supposés mesurables, car fonc-
tion de g et ¢. On formule tout d’abord les hypothéses suivantes :

Hypothése 2.4.1. Les fonctions g(n,1,¢, §) et f(n,n,&,€) sont continues par morceauz
et g(n,n,&, &) est continue par rapport a (€,§) localement autour de (§,€) = 0 pour tout

(17,1).

Hypothése 2.4.2. Le systéme 1) = g(n,ﬁ,g,é) est stable du point de vue entrée-état
(rappelons que les entrées de ce sous-systéme sont &, £).

Hypothése 2.4.3. Le systeme

it = g(n,7,0,0) (2.30)
a une position d’équilibre en 0, localement asymptotiquement stable.

Comme dans le cas du manipulateur (2.22), (2.23) le systéme (2.29) opére dans un
milieu incertain. Le terme

F(n,i0,6,6) = (.90, €,€) + £ (0,1, €,€) (2.31)
probablement déstabilisant, est décomposé en une composante nominale ™" connue
a priori, et un terme borné mal connu f° dont les composantes fjl?, 7 =1,...,m sont
globalement bornées '

117 (n,7,6,6) < N (2.32)

par des constantes connues a priori N; > 0. De plus, les deux fonctions ™" et fb sont
supposées continues par morceaux. La commande quasi-homogéne suivante est proposée

u(n,n,&,€) = —f""(n,1,€,€) — asign € — Psign { — HE — PE (2.33)

= diag{h;}, P = diag{p;},
a = diag{a;}, B = diag{B;}

avec

Nj < ﬁj<0¢j—Nj
hj,pj > O,jzl,...,m (2.34)

pour stabiliser localement le systéme incertain (2.29), (2.31), (2.32) dont les états
(17,7‘7,5,5) sont supposés mesurables. La notation diag représente une matrice diago-
nale de dimension appropriée. Pour tout vecteur sign & ot £ = (&1,...,&m)T, sign € =
(sign &1,. .., sign &m)T.

Dans la suite, on montre que la commande proposée (2.33), (2.34) assure la conver-
gence du systéme incertain (2.29) vers la dynamique équivalente { = f = 0 en temps
fini avec les propriétés désirées du systéme bouclé.
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Théoréme 2.4.4. Supposons les hypothéses 2.4.1, 2.4.2 et 2.4.3 satisfaites et la condi-
tion (2.34) vérifiée. Alors le systéme bouclé (2.28), (2.29), (2.33) est localement asymp-
totiquement stable, uniformément vis-a-vis des perturbations (2.31), (2.52).

Preuve. Le systéme en boucle fermée (2.28), (2.29), (2.33) est représenté comme suit

o= gn,n,€,¢) (2.35)
& = G
G o= fn0,&.C) — ajsigné; — Bisign ¢ — hi&; — pi¢j, i =1,...,m. (2.36)

L’hypothése 2.4.1 permet d’utiliser les résultats de la théorie de Filippov sur les systémes
a second membre discontinu. Pour des raisons de concision, on ne fera ici référence qu’au
Théoréme 8 de son ouvrage de référence |Fil88, p. 85|. Ce Théoréme est applicable au
systéme (2.35)-(2.36). Par conséquent, le systéme admet une solution locale en présence
de perturbations globalement bornées (2.32). Montrons que toute solution de (2.35),
(2.36) est globalement continue a droite.

Tout d’abord, pour j € (1,...,m), aucun mouvement n’apparait sur les axes {; = 0
and ¢; = 0 sauf sur leur intersection & = (; = 0. En effet, si £;(t) = 0 pour une
trajectoire de (2.35)-(2.36), alors (2.35) donne (;(t) = 0 sur la trajectoire. D’autre part,
si ¢j(t) = 0 pour une trajectoire de (2.35)-(2.36) et en tenant compte de (2.34), la
seconde équation de (2.36) ne sera plus satisfaite pour &; # 0.

Ensuite, calculons le long des trajectoires de (2.36) la dérivée temporelle de la fonc-
tion candidate de Lyapunov

1 .
Vi(&: ) = aglggl + 5 (&G +¢5), G =1,...,m. (2.37)
En tenant compte de (2.32), on obtient

Vi(€,¢G) = a;¢sign &+ hi&i G+ G0, €,0) — ajsign & — Bjsign ¢ — hi&G — pi¢;}
= —[8; — f2(n.0,& Qsign ] x Gl —pi T < —(B; — Ny)I1- (2.38)

Cette inégalité est vérifiée partout a I’exception de 'axe &; = 0 ot la fonction Vj(&;, ;)
n’est pas dérivable. Puisque le régime de glissement n’apparait pas sur §; = 0 mais sur
I'intersection de & = (; = 0 o Vj(fj, ¢j) = 0, I'inégalité (2.38) est toujours satisfaite V
t.

En vertu de (2.34), la solution du sous-systéme (2.36) satisfaisant (2.32) est unifor-
mément bornée par rapport a t. En tenant compte de I’hypothése 2.4.2, on s’assure que
toutes les solutions possibles du systéme incertain (2.32), (2.35), (2.36) restent bornées
sur tout intervalle de temps fini, et d’aprés la propriété B du théoréme 9 de [Fil88, p.86],
ces solutions sont globalement continues & droite.

On remarque, grace a la bornitude globale de f;’(n, 7,6,¢), j=1,...,m, et en vertu
de (2.34), que le sous-systéme (2.36) est globalement stable en temps fini, uniformément
en les perturbations admissibles (2.32). Donc, a partir d’un certain temps fini, le systéme
bouclé (2.32), (2.35), (2.36) évolue sur la dynamique équivalente £ = ¢ = 0 ou le
comportement est décrit par la dynamique des zéros (2.30).
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Enfin pour compléter la démonstration, il reste a noter, d’aprés I’hypothese 2.4.3,
que la dynamique équivalente (2.30) est localement asymptotiquement stable. Celle-
ci, couplée a la stabilité en temps fini locale uniforme de (2.36), assure que le systéme
asservit (2.35), (2.36) est localement asymptotiquement uniformément stable. La preuve
du théoréme est alors compléte. ]

2.5 Stabilisation orbitale des systémes mécaniques sous-
actionnés par commande quasi-homogeéne

Cette partie est principalement tirée de [SFOT07], [SRF107].

Motivé par des applications ol le mode opératoire naturel est oscillatoire périodique,
la stabilisation orbitale des systémes mécaniques a fait I’objet d’intéressants travaux
dans la derniére décennie (voir par exemple, [SPCAWO05| et les références associées).
Pour cette classe de systémes, le paradigme de stabilisation orbitale [CAWEU02]| différe
de la formulation classique du suivi de sortie, ou la trajectoire de référence a suivre
est connue a priori. L’objectif de la stabilisation orbitale (le robot Rabbit par exemple
[CAAT03]), est que le systéme bouclé auto-génére une orbite périodique similaire a celle
produite par un oscillateur non linéaire. Une 2°¢™¢ propriété du systéme bouclé est qu’il
soit capable de passer d’une orbite & une autre par simple modification des paramétres
du controleur.

Une approche intéressante pour résoudre le probléme de la stabilisation orbitale a été
proposée par Shiriaev et. al. dans [SPLE00, SF01|. Cette approche utilise la propriété
de passivité (vérifiée pour tout systéme mécanique) qui consiste & choisir une fonction
de stockage V non négative ainsi qu'un contréle forcant V' a converger vers zéro. Le
mouvement orbital périodique correspond & V' = 0 qui constitue un ensemble invariant.
L’ensemble invariant V' = 0 doit étre proprement choisi de sorte qu’un controle assurant
la convergence des trajectoires dans cet ensemble résolve le probléme de la convergence
des trajectoires de I’état sur 'orbite désirée. Une orbite particuliére est ’orbite homo-
cline, dont 'instant de changement de direction (changement du signe de la vitesse)
s’effectue en une position infiniment proche de I’équilibre instable du systéme (évidem-
ment & vitesse quasiment nulle). Une fois atteinte, 'orbite homocline assure que les
trajectoires du systéme entrent dans le bassin d’attraction d’un controleur local quel
que soit son domaine d’attraction. Les deux inconvénients principaux de cette approche
sont :

— La non robustesse vis-a-vis des forces de frottements et des perturbations.

— Le temps relativement long de convergence du systéme en boucle fermée sur 1’or-

bite de référence.

On montre que la synthése quasi-homogéne, développée dans les sections précédentes
est applicable aux systémes sous-actionnés pour concevoir un contrdle par modes glis-
sants du second ordre capable d’amener le systéme sur l'orbite de référence en un temps
fini, méme en présence de forces de frottement ou de perturbations exogénes.

Une modification de l'oscillateur de Van der Pol, proposée dans [OAA04], est in-
troduite dans la synthése du contréleur comme générateur de 'orbite de référence. La
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modification proposée posséde un cycle limite stable, gouverné par ’equation linéaire
de l'oscillateur harmonique. Elle constitue alors un générateur asymptotique d’un mou-
vement harmonique (mouvement sinusoidale), contrairement a l'oscillateur de Van der
Pol standard exhibant un cycle limite non-sinusoidale.

Partant du fait que les systémes mécaniques ont des limites physiques sur les courses
et vitesses admissibles (états), notre idée est de faire une poursuite de trajectoire. La
trajectoire de référence doit satisfaire les contraintes sur les courses et vitesses. Ces
conditions sont satisfaites par l'introduction d’'une modification de 'oscillateur de van
der pol. Cette modification admet un cycle limite parfaitement sinusoidale. La com-
mande quasi-homogéne assure une stabilité en temps fini sur I'orbite de référence. Le
controéleur construit admet plusieurs paramétres dont un réglage précis assure la conver-
gence sur une orbite périodique convenable (Dans le sens ou les états se rapprochent
suffisamment de la position d’équilibre instable désirée).

Contrairement aux oscillateurs linéaires, dont ’amplitude depend des conditions ini-
tiales, 'amplitude ainsi que la fréquence du cycle limite sinusoidale générée par 1’oscilla-
teur de Van der Pol modifié, peuvent étre modifiées en ligne par un simple changement
des paramétres de 'oscillateur. Pour cette raison, cette modification de 'oscillateur de
Van der Pol parait bien adaptée pour adresser la question de la stabilisation orbitale.

Dans cette section, on introduit le générateur asymptotique du mouvement harmo-
nique qui est une modification de 'oscillateur de Van der Pol. Ensuite, on synthétise
un contréle assurant la poursuite de la trajectoire de référence. Enfin, on montre que
la dynamique équivalente (le mouvement orbital résultant) de la partie non actionnée
du systéme admet des oscillations d’amplitudes bornées. L’analyse de la dynamique
équivalente est difficile vu sa non linéarité. On ne montre pas théoriquement la conver-
gence des trajectoires dans le domaine d’attraction du controleur local (2.33), mais des
simulations successives nous permettent un réglage adéquat des parameétres de la tra-
jectoire de référence ainsi que de la commande quasi-homogéne afin d’assurer de bonnes
performances du systéme en boucle fermée. Ceci sera soutenu par des expérimentations.

2.5.1 L’oscillateur de Van der Pol Modifié

L’oscillateur de Van der Pol est donnée par ’équation différentielle non linéaire du
second ordre

tel(z—20) — p*)2 4 1P (z — 20) =0, (2.39)

ou g, p, u sont des paramétres positifs. Cette équation est un cas particulier de I’équa-
tion du circuit (voir par exemple [Kha02|)

b4 eh/(v)0 + p?v =0, (2.40)

ou la fonction h(v), caractérise ’élément résistif et satisfait les conditions
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h(0) =0,
R'(0) <0,
lim h(v) = —o0,

V——00
lim A(v) = oco.
vV—00
L’équation de Van der Pol constitue un exemple bien connu dans la theory d’oscil-
lations non linéaire. Elle posséde une solution périodique qui attire toutes les solutions
a lexception de celles initialisées au point d’équilibre (z,2) = (z0,0). Cette solution
périodique est nommé cycle limite stable [Kha02|. Le paramétre p controle 'amplitude
du cycle limite, le paramétre p la fréquence du cycle limite, le paramétre € la vitesse
du transitoire, et enfin le parameétre z est pour l'offset de z (voir [WKO00| pour plus de
details).
On propose une modification de 1’équation de Van der Pol [OAA04] donnée par
é2
i+ e(22 + ?) —p*lE+utz =0, (2.41)
Contrairement & (2.39), cette nouvelle forme n’admet pas d’offset sur la variable z (le
paramétre zg = 0). En plus, le terme 523 est ajouté. A noter que cette nouvelle forme
n’est pas un cas particulier de (2.40).
Pour démontrer que cette modification posséde aussi un cycle limite stable, on pro-
pose la fonction candidate de Lyapunov suivante
L, L

dont la dérivée le long des trajectoires de (2.41) est donnée par

V(z,2) = 25+ %zz = iQ[,o2 — (£ + iZ)]ZQ (2.43)
Iz Iz [
Il s’ensuit que
>0 si (P45)<pPet 240
V(z2)4 <0 si (22+%4)>p%et 540 (2.44)
=0 si [p2—(2+%)]5=0

i

sur les trajectoires de I'equation (2.41). Puisque lorigine z = 2 = 0 est le seul point
d’équilibre de (2.41), le critére de Poincaré-Bendixon [KhaO2|, p. 61, est applicable.
En appliquant ce critére, on déduit I'existence d’une orbite périodique pour I’équation
(2.41). 1l est intéressant de noter que, contrairement a (2.39), le cycle limite de (2.41)
posséde une forme analytique. Cette forme est déduite de (2.42) et (2.44).

En effet, en appliquant le principe d’invariance [Kha02| section 4.2 a (2.44), on conclu
que la solution périodique de (2.41) doit osciller dans ensemble {(z,2) : V(z,2) = 0}
ie.,
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22
[p? — (22 + ?)]2 = 0. (2.45)

Puisque 'origine est le point d’équilibre unique de (2.42), toutes les trajectoires de
(2.42) passe par Z = 0 partout a ’exception de 'origine. Donc, le plus grand ensemble
invariant de (2.45) coincide avec lellipse

2+ 5 =0 (2.46)

On peut donc voir plus clairement que le paramétre p contréle 'amplitude du cycle
limite et que p controle la fréquence.

En tenant compte de (2.44), 'amplitude d’une trajectoire de (2.41) initialisée a
I'intérieur (resp. a lextérieur) de (2.46) doit augmenter (resp. diminuer) en fonction
du temps. Le portrait de phase de (2.46) est dessiné dans la figure 2.2 en prenant
e=0.1, p> =10, et p? =1.

Modified Van der Pol

F L L I L L L
Fois 001 0005 [} 0005 001 0015 002

FIGURE 2.2 — Oscillateur de Van der Pol Modifié

2.5.2 Position du probléme de la stabilisation orbitale

Les équations dynamiques (1.9), (1.10) peuvent étre mises sous la forme

mi1(q)g1 + mi2(q)ge + hi(q,¢) + f1 = 0 (2.47)
mo1(q)g1 + ma2(q)do + ha(q,4) + fo = 7 (2.48)

ou f1 et fo représentent les différentes forces perturbatrices. Elles sont supposées conti-
nues par morceaux et satisfont.

pout tout ¢.
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L’objectif est de concevoir un contréleur qui permet au systéme de suivre une tra-
jectoire z(t) qui est générée par l'oscillateur de Van der Pol modifié (2.41) tout en
attenuant les effets des forces perturbatrices (2.49), i.e

tliglo[z(t) +x(t)] =0, (2.50)

Maintenant, on présente quelques arguments pour renforcer notre idée sur le choix
de la modification de loscillateur de Van der Pol en tant que modéle de référence.
Premiérement, on montre que l'oscillateur modifié (2.41) posséde un cycle limite stable

de la forme : ”

2, % 2
sachant que le paramétre p module 'amplitude du cycle limite et v sa fréquence. En
substituant 1’équation de l'orbite (2.51 ) dans (2.41) on remarque que le cycle limite de
Poscillateur modifié (2.41) est généré par I’équation d’un oscillateur harmonique

54 ulz =0, (2.52)

initialisé en (2.51).

En résumé, l'oscillateur de Van der Pol modifié (2.41) constitue un générateur non
linéaire de mouvement harmonique asymptotique qui exhibe un mouvement sinusoidale
naturel (2.52) sur son cycle limite (2.51). Contrairement a l'oscillateur linéaire (2.52),
dont 'amplitude dépend des conditions initiales, 'amplitude et la fréquence du signal
sinusoidale obtenu peuvent étre changées librement en jouant sur les paramétres p et v
du générateur harmonique asymptotique (2.41).

2.5.3 Conception du contréleur

Afin de présenter une stratégie de controle qui permet d’accomplir les contraintes
présentées ci-dessus, on commence par faire une linéarisation partielle sur les équations
du systéme (2.47), (2.48) dans le but de réduire les dynamiques. Pour ce faire, appliquons
la commande

—(m ~ mai(g)maa(q) Y mazhi(q, q) — mizha(q,q)
T < 2(0) mi2(q) > miz(g)ma1(q) — mi1(g)maa(q)’ (2.53)
On obtient
S ma2(q) f1 — mi2(q) f2
o=t mi2(q)ma1(q) — mi1(q)maz(q) (2:54)
— 1 " ma2(q).fr — maz(q) fo B o
q = le((]) [ 11(q)( + m12( )m21 (Q) mll( )m22(q)) hl (Q7 Q) f16255)

La stratégie de contréle est maintenant formalisée. L’entrée de commande (2.53) est
composée d’une boucle interne assurant la linéarisation partielle du systéme, et d’une
boucle externe u qui sera synthétisée par la suite. Considérons la sortie

y(t) = z(t) + q1 (1), (2.56)
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qui combine la variable d’état actionnée q;(¢) du systéme et la variable de référence z(t)
gouvernée par 'équation de Van der Pol modifiée (2.41). L’objectif est de ramener la
sortie du systéme (2.56) est ramenée sur la surface y = 0 par le controleur u de la boucle
externe en un temps fini et s’y maintenir malgré la présence de forces perturbatrices
fi(d1) et fa(ge) affectant le systéme.

2.5.4 Synthése du controleur par mode glissant du second ordre
En tenant compte de (2.41), (2.54), (2.56), la dynamique de la sortie est donnée par

2

. ma2(q) f1 — mi2(q) f2 2 | Z A
=u+ —elz+ =) —plz—puz 2.57
Y mi2(q)ma1(q) — mi1(q)ma2(q) I ,u2) a a ( )
On propose le controleur suivant
w=el(* + 55) = g + vz — asignly) — Bsign() —hy —py  (2.59)

avec les paramétres :

[maz2(q)[| N1 + [|m12(q)|| Na

Tra(@ma @ = mor(@maala] (259
Le systéme en boucle fermée (2.57), (2.58) est transformé en
ma2(@)f1 = ma(9) f2 — asign(y) — Bsign(y) — hy — py (2.60)

B mi2(q)mai1(q) — mi1(q)maz(q)

avec un second membre continu par morceaux.
Pour faire la liaison avec la synthése quasi-homogéne des chapitres précédent, le
controleur ci-dessus est composé du compensateur de trajectoire non linéaire

52
Ue = € [(zQ + 22> - p2] i+ 1%z, (2.61)
v
de la partie homogéne commutante

up = —asign(y) — Bsign(y), (2.62)

et, enfin, d'une partie linéaire
up = —hy — py (2.63)

pour accélérer la convergence. Ce dernier terme se réduit & zero lorsque y = ¢ = 0.
En vue du Théoréme 2.2.5 de la section 2.2 [ROFT07], le systéme quasi-homogene
(2.60) avec le jeux de parameétres (2.59) est stable en temps fini en présence de forces
de frottement et des perturbations exogénes uniformément bornées satisfaisant (2.49).
L’objectif de stabilisation orbitale est donc achevé et le résultat suivant est obtenu.
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Théoréme 2.5.1. Supposons que loscillateur de Van der Pol modifié (2.41) avec g,v, p
des paramétres positifs est un modéle de trajectoire de référence pour le systéme méca-
nique sous-actionné (2.47), (2.48) et soit (2.56) la sortie du systéme. Alors, la synthése
quasi-homogene (2.53), (2.58), (2.59) conduit le systéme sur la surface de glissement
y = 0 en un temps fini, méme en présence de forces perturbatrices admissibles (2.49).
Ensuite, la partie actionnée q1(t) du systéme suit la sortie —z(t) générée par loscillateur
modifié et donnée par 'équation (2.41) tandis que la partie non-actionnée du systéme
q2(t) est gouvernée sur un intervalle de temps fini par la dynamique des zéros donnée
par ’équation .

- mi2(q)

[—ma(q)qr — hi(g: ¢1) — f1l- (2.64)

Preuve. D’apreés le théoréme 8 de [Fil88, p. 85|, le systéme en boucle fermée (2.54),
(2.55), (2.58) admet une solution locale pour toutes les conditions initiales et méme
en présence des perturbations admissibles (2.49). Démontrons que toute solution de ce
systéme est globalement continue & droite.

Dt a (2.49), amplitude de la perturbation

m22(Q)f1 - m12(Q)f2

wit) = maa(q)ma1(g) — mai(g)maz(q)

qui apparait dans le membre de droite de (2.60) est majorée comme suit :

[Imaa(q)||N1 + [[m12(q)|| Na

Wi(t)| < . 2.65
WIS Tonsa(@ymar (@) = mos (ghmaa ()] 209

Puisque cette estimation, couplée a (2.59), garantie que
a— 5> |W(), (2.66)

le théoréme 2.2.5 devient applicable au systéme quasi-homogéne (2.59), (2.60). En ap-
pliquant ce théoréme, le systéme (2.60), sous réserve que (2.59) soit vérifiée, est stable
en temps fini, uniformément en les perturbations admissibles (2.49). En utilisant main-
tenant (2.56), il s’ensuit qu’une solution arbitraire q1(t) = y(t) — z(¢t) de (2.54) est
globalement continue & droite et uniformément bornée en t.

En outre, du fait de la bornitude uniforme de y(t), le signal de controle (2.58) est éga-
lement uniformément borné. Alors, toute solution g2(t) de (2.55) est aussi globalement
continue & droite.

Donc, a partir d’un certain temps fini, le systéme mécanique sous-actionné évolue
selon un mode glissant du second ordre sur la surface de glissement y = 0. Pour com-
pleter la preuve, il reste a déterminer la dynamique du systéme en mode glissant. Pour
cela, appliquons la méthode de la commande équivalente [UGS99| et substituons dans
(2.55) la solution unique ue, de I'équation algébrique

q .
. el(qf + ?) —p’lis — 1 =0

m22(Q)f1 - mlz(Q)f2

ut mi2(q)ma1(q) — m11(q)ma2(q
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par rapport a u (i.e., la commande équivalente u., assurant I’égalité §j = 0). La dyna-
mique du systéme évoluant sur cette surface est alors donnée par

. 1 2 Q%> 2} : 2 ] .
Go=——"~|-mu(@) le|\a+-=5)—-r|a+ra|l—hl¢an)-—fi], (267
|| (4 L (0.) (2.67)
ot q1(t) est la trajectoire de référence qui est gouvernée par ’équation de l'oscillateur
de Van der Pol modifié¢ (2.41). Notons que pour les orbites ¢ (¢) initialisées sur le cycle
limite (2.51) de l'oscillateur de Van der Pol modifié (2.41), la dynamique équivalente
(2.67) se réduit a

1
= —mu(q)q1 — hi(q,41) — f1l-
@ — k(g0 - £
L’équation en régime glissant (2.67) sur la surface y = 0 est alors validée pour la partie
non-actionnée du systéme ¢a(t), sur un intervalle de temps fini. O

En analysant la preuve du théoréme 2.5.1, on peut conclure que la variable action-
née ¢p(t) reste bornée indépendamment de la présence de perturbation d’amplitude
admissible affectant le systéme en boucle fermée. Pour des raisons pratiques la variable
d’état non-actionnée go(t) doit rester bornée en presence de perturbations d’amplitude
suffisamment petite. Pour cette raison, la dynamique des zéros (2.64) doit satisfaire la
propriété de stabilité entrée-état localement en f; (pour une analyse détaillée de la bor-
nitude entrée-état voir par exemple |Isi99, LMS02, SK91]). Ce sujet ne sera pas traité
en détail dans ce chapitre, par contre des simulations numériques et expérimentations
montrent 'utilité de notre approche.



40Commande de systémes mécaniques sous-actionnés par commande quasi-homogéne discontinue



Chapitre 3

Application au pendule inversé :
simulations et expérimentations

Les concepts théoriques présentés dans le chapitre précédent vont maintenant étre
validés sur des applications par le biais de simulations numériques et d’expérimentations.
Le banc d’essai est un pendule inversé installé au LAGIS constitué d’un moteur linéaire
en translation suivant un axe de guidage et d’'un pendule pesant libre en rotation.
Une description détaillée du banc d’essai est présentée dans la section 3.1. La suite du
chapitre est organisée de la méme maniére que le précédent, une partie sur la commande
du moteur linéaire (sans tenir compte du pendule) qui correspond a la premiére partie du
chapitre précédent. Ensuite, une partie sur la commande quasi-homogéne pour assurer
la stabilité locale du pendule inversé. Enfin, la derniére partie concerne une validation
expérimentale de 'approche de stabilisation orbitale correspondant a la section 2.5 du
chapitre 2 et d’une comparaison des performances de la commande quasi-homogéne avec
I’approche par passivité [SFO1].

3.1 Description du banc d’essai

Les expérimentations ont été réalisées sur un banc d’essai développé au sein du LA-
GIS. Celui-ci est constitué d’un moteur linéaire en translation sur un rail de guidage
et d’'un pendule pesant libre en rotation autour de son axe qui est solidaire du moteur
linéaire. Un codeur incrémental donnant la position du moteur sur son rail dont la pré-
cision est de 4 x 1075 métres. L’axe de rotation du pendule est solidaire d’un codeur
incrémental en rotation fournissant la position angulaire du pendule. Ce codeur a une
résolution de % rad. Les vitesses linéaire du moteur et angulaire du pendule, néces-
saires a la loi de commande, sont obtenues par des techniques de dérivation numériques.
Le traitement des données issues capteurs se fait par 'intermédiaire d’une carte dSpace
1104 reliée & un ordinateur. La carte dSpace se charge aussi du calcul de la commande.
Cette derniére est envoyée par l'intermédiaire d’un amplificateur de puissance au mo-
teur linéaire. La période d’échantillonnage de la carte dSpace peut descendre jusqu’a
0.0001 seconde, mais dans les expériences réalisées, on utilise un échantillonnage de

41
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0.001 seconde.
Le schéma synoptique du banc d’essai est présenté dans la figure 3.1, et une vue
globale du banc est donnée figure 3.2.

; Carte dSpace Ampli
Qrdinateur €= " pe 1104 puissance

Codeur angulaire

FIGURE 3.1 — Schéma synoptique du moteur linéaire.

FIGURE 3.2 — Photo du banc d’essai.

Les caractéristiques physiques et géométriques du pendule inversé sont données dans
le tableau suivant :

ou M est la masse du chariot, m est la masse de la tige du pendule, [ est la longueur
de la tige du pendule. v, ¢,,, sont respectivement les parameétres de frottement visqueux
sur le chariot et le pendule. ., ¢, sont respectivement les paramétres de frottement
de Coulomb sur le chariot et le pendule. Des techniques de moindres carrés permettent
d’identifier des valeurs acceptables du frottement et des paramétres du systéme.

Aprés cette description du banc d’essai, commengons par la commande du moteur
linéaire du pendule (le pendule agit comme une perturbation).



Commande d’un moteur linéaire 43

TABLE 3.1 — Paramétres du pendule inversé.

Notation Valeur Unités

M 3.4 kg

m 0.147 kg

l 0.175 m

Wy 8.5 N-s/m

o 0.0015 N -m-s/rad
be 65 N

e 0.00115 N -m

3.2 Commande d’un moteur linéaire

On consideére le moteur linéaire du pendule inversé schématisé dans la figure 3.3.

X

—

:F/«fi

Moteur linéaire

Axe de translation

FIGURE 3.3 — Schéma d’un moteur linéaire.

Le modéle dynamique est donné par :

F—f=Mi (3.1)

ol z est la position du moteur sur son rail de guidage, F' est la force de commande
résultante des interactions électromagnétiques dans les enroulements du moteur et f
regroupe les forces de frottement et les perturbations agissant sur le systéme (inertie du
pendule, bruits des capteurs...).

Notons qu’on ne modélise pas précisément les interactions électromagnétiques et les
forces de frottements étant donné qu’on a juste besoin d’une borne supérieure de ces
dynamiques non modélisées. Cette borne supérieure existe pour les systémes physiques
(les forces de frottements d’un systéme mécanique sont bornées...).

On pose r1 = x, xo = & la position et vitesse respective du moteur linéaire. La
représentation d’état est donnée par

[E]:[gé“i;]*[ﬂg}(l’—ﬂ (3.2)

Les valeurs numériques des paramétres du systéme sont donnée dans le tableau
3.1. La partie électromagnétique est modélisée par un gain linéaire i.e. F' = a7t avec
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a = 25.3. On commence par présenter des simulations numériques, elles seront suivies
par des expérimentations.

3.2.1 Simulations

Afin de montrer la robustesse de la commande quasi-homogéne vis-a-vis des incerti-
tudes et des frottements, et de comparer ces performances avec celles d’un retour d’état
statique linéaire, des simulations numériques ont été faites. Les figures 3.4 et 3.6 re-
présentent les positions respectives du moteur linéaire commandé par un retour d’état
statique linéaire et un retour quasi-homogéne discontinu. Le retour d’état linéaire est un
contrdleur linéaire quadratique avec des matrices de gain @ = diag(100,100) et R = 1,
ce qui donne un gain de commande K = [10 10.13]. Pour le controleur quasi-homogéne
(2.25), on utilise & = 1 et = 0.5. On remarque I’absence d’erreur statique dans le cas
du contrdle quasi-homogéne et la convergence en temps fini (0.6 secondes). Sur la figure
3.7, on peut observer la réticence du controle quasi-homogéne, due aux fonctions signes.

Retrour d'etat statique linéaire
T T T

——Position du moteur linéaire

FIGURE 3.4 — Stabilisation en zéro du moteur linéaire par un retour d’etat statique
linéaire.

Pour pouvoir accélérer la convergence et diminuer I'erreur statique résultant de la
commande par retour d’état statique linéaire, on peut ajouter une action intégrale en
utilisant 'intégrale de la position comme variable d’état. Pour cela on introduit la
variable x; telle que ©; = = et on obtient le systéme suivant :

iy 01 07[ar 0
iy [ =100 1 x|+ 0 | (F-Ff) (3.3)
iy 000 T2 ot

On calcule une commande linéaire quadratique avec les matrices de gain
Q = diag(1,1,1,1) et R = 1. On obtient le gain de commande K = [1 1.85 1.22].
En bouclant le systéme obtenu par ce retour d’état, on voit apparaitre des oscillations
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Fetour dotat statiue lndire

10} 4

20} 4

-25

30 I ! I I I I I

FI1GURE 3.5 — Commande correspondante au retour d’etat statique linéaire.

contréleur Quasi-homogene

T T T
—Position du moteur linéaire

FIGURE 3.6 — Stabilisation en zéro du moteur linéaire par un retour quasi-homogéne
discontinu.

(phénomeéne normal en présence de frottement discontinu, voir figure 3.8) autour de
la position finale désirée (zéro), qu’on appelle aussi des cycles limites. La commande
correspondante est représentée dans la figure 3.9.

Il est & noter que les commutations & haute fréquence et de grande amplitude du
controle quasi-homogéne sont dues aux fonctions signes. En pratique, on peut remplacer
les fonctions signes par des approximations continues comme par exemple la fonction
arctangente.
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contréleur Quasi-homogene

N

] }I
30k

-40

. \ | | | L I .
02 04 06 0.8 1 1.2 14 16 18 2
temps

FI1GURE 3.7 — Commande correspondant au retour quasi-homogéne discontinu.

Retour d'etat statique intégral
T T T

T T T
—Position du moteur linéaire

002 | N | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 %0 100
temps

FIGURE 3.8 — Stabilisation en zéro du moteur linéaire par un retour d’etat statique
linéaire sur le systéme étendu.

3.2.2 Expérimentations

L’efficacité du controle quasi-homogéne et sa robustesse vis-a-vis des perturbations,
ont été validées par des tests expérimentaux. Le moteur linéaire est représenté dans la
figure 3.2. Le pendule attaché au moteur dans la figure 3.2 est libre en rotation autour
de son axe et est considéré comme une perturbation.

La stabilisation en une position désirée est considérée dans un premier temps. Des
consignes de positions de + 0.1 métres a des intervalles de temps de 2.5 secondes sont
données au moteur. Le résultat est représenté dans la figure 3.10. On obtient une bonne
precision en positionnement de I'ordre de 0.3 mm, ainsi qu’on peut le voir sur la figure
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Retour d'etat statique intégral
T T T

——Commande

| . | | \ \ \
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
temps

FI1GURE 3.9 — Commande correspondante au retour d’etat statique linéaire sur le systéme
étendu.

3.11. La commande appliquée est représentée dans les figures 3.12 3.13.

0.15

—— motor position
A —— reference signal
0.1F i/ y
0.051 1

of / |

-0.05) / 1
04} \}A W&—/ 1
-0.15) 1
02 L L L L
20 22 24 26 28 30

time

FIGURE 3.10 — Expérimentation (positionnement du moteur linéaire) z(m).

On considére maintenant le probléme de la poursuite d’une trajectoire sinusoidale
ZTrep = 0.1sin (%’Tt) En posant e = 2,5 — x, la dynamique de l'erreur de poursuite est

donnée par :
im0 () s (T - Loy (3.4)
e = . 5 S 5 M .

Le probléme de poursuite de trajectoire se réduit donc au probléme de stabilisation
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040011

0.1001|

01—
-

0.0999

0.0999|

0.0998-

F1GURE 3.11 — Zoom de la figure 3.10.

15
—— control input

1 | = |
05} B 1

0 .
Ak =
15 !

20 22 24 26 28 30

time

FIGURE 3.12 — Entrée de commande (Volts).

de la dynamique de l’erreur en zéro. Un controle quasi-homogéne de la forme u =
—asign(e) — Bsign(é) est appliqué. La position expérimentale du moteur linéaire est
représentée dans la figure 3.14. Notons que la commande est désactivé aux instants
22.5, 26.5, 28, 33 secondes pour montrer que le controle est capable de forcer le moteur
a rejoindre sa trajectoire de référence. Les profils de la vitesse de référence et du moteur
linéaire sont représentés dans la figure 3.15. La commande appliquée est donnée dans
la figure 3.16.

On considére maintenant le probléme de trajectoire "rest-to-rest", c’est-a-dire partir
d’une position initiale avec vitesse nulle et arriver en une position finale & vitesse nulle en
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——control input| |

ul /\ \\

FI1GURE 3.13 — Un zoom de la figure 3.12

0.15
—— motor position
—— position reference sign:
0.1F
0.051

\
of | \\
\ \
\\ \\
005 | \
\ \
\ \
\
% 30 32

34

FIGURE 3.14 — Poursuite d’une sinusoide par commande quasi-homogéne

: position
ordre de la forme

un temps imposé. On choisit comme trajectoire de référence un polynéme du troisiéme

Trep(t) = at® + bt* + ct + d.

(3.5)
On choisit de déplacer le moteur de la position 0 & la position 0.1 m en une seconde.
On impose donc & (3.5) les conditions suivantes
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0.7

—— motor velocity
—— velocity reference signal
06
05+
04r
03F
|

20 22 24 26 28 30 32 34

time

FIGURE 3.15 — Poursuite d’une sinusoide par commande quasi-homogéne : vitesse
z(m/sec).

15 T T
—— control input
1
05
0
-05
<1 i
_1 5 1 L L 1 L iy
20 22 24 26 28 30 32 34

time

FIGURE 3.16 — Entrée de commande correspondant & I’expérience de poursuite d’une
sinusoide (Volts).
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Ceci donne ¢ (t) = —0.2t3 + 0.3t%.

Les résultats expérimentaux de poursuite de trajectoire en position, en vitesse, ainsi
que l'entrée de commande sont représentés dans les figures 3.17, 3.18 et 3.19, respec-
tivement. Il est claire que la position et vitesse du moteur suivent bien les références.
Dans la figure 3.19 on voit apparaitre la réticence.

01 T

/’//;/r:;hm position
/ ——reference trajectory

0.081 e B

P L ! L I
%8 17 172 174 176 178 18

FIGURE 3.17 — Poursuite d'une trajectoire polynémiale par commande quasi-homogéne :
position x[m)].

T -
——motor velocity
W —— reference signal
" 7

FIGURE 3.18 — Poursuite d’une trajectoire polyndémiale par commande quasi-homogéne :
vitesse &[m/s].
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Y W

r I
%8 17 72 74 e 178 18

05

04

FIGURE 3.19 — Entrée de commande correspondant & ’expérience de poursuite d’une
trajectoire polynomiale (Volts).

3.3 Stabilisation locale d’un pendule inversé par commande
quasi-homogéne

Cette section est principalement tirée de [ROFT07|] [RFR07b] [RFR07a] [RFRO06]
[Ria07].

Dans cette section la commande quasi-homogéne est utilisée pour stabiliser loca-
lement le pendule inversé autour de sa position d’équilibre instable tout en forcant le
chariot & converger en une position finale désirée. Rappelons tout d’abord les équations
du pendule inversé de la section 1.4.5.2

(M +m)Z +mif*sin —mifcosd = 7 — (i) + wi(t), (3.10)
%leé —mlicosf —mglsing = —p(0) + ws(t). (3.11)

Comme il en a été discuté au chapitre 2, 'idée est de trouver un difféomorphisme trans-
formant le systéme en une forme normale (2.29). Pour cela, on propose le changement
de coordonnées :

n:x—?dm7 (3.12)
avec
1+ sinf s
=In{—— —. 1
o0) =t (ZEEE) < (3,13

Alors, le systéme (3.10), (3.11) est transformé en 2 chaines d’intégrateurs ou lentrée de
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commande n’agit que sur la seconde :

n 4ﬁ§ 0 0

7j —(g-&-fl s)tan@ 0 —1

0‘ _ 3509 + 0 (T—¢+W1)— lO g ((p—w203.14)
0 BSinG((Man)Dgfml cos 0 62) 3cosf CBSG 3(]7\;[;;11)

On voit que les termes ne satisfaisant pas la condition de recouvrement ¢ et ws in-
fluencent le sous-systéme (1,7) de la forme normale (3.14). Ces termes n’ont pas été
traités dans la partie théorique (chapitre 2, section 2.4), on verra par la suite que le
réglage des paramétres du controleur permet d’atténuer leurs effets.

3.3.1 Conception de la commande

Une sortie fictive £ est choisie afin que le sous-systéme (1,7) avec ¢ = wy = 0 soit &
minimum de phase par rapport & cette sortie. Nous allons montrer qu’on peut choisir &
telle que :

E=tanf — \in — Aa7), (3.15)

avec A1 et Ao > 0.

En tenant compte de (3.12), (3.13) et (3.15), les variables d’état 6 et = convergent
vers 'origine lorsque 7, 7 et £ tendent vers zéro. Donc, si on génére un régime de glisse-
ment sur { = 0, ’hypothése que le sous-systéme (7, 7) est & minimum de phase implique
la stabilisation asymptotique de x et 6. Le probléme revient alors & la construction d’une
commande & structure variable garantissant la convergence en temps fini de £ vers zéro.
En dérivant deux fois &, on obtient :

§=p+p+u, (3.16)
avec
, tanf - 1 8lhoftant Aoy
0 .9) — 9 62 -
H ( ’ cos2 6 [0082 [ 3cosf ml cos 0

D

4 62 4 6%(1 +sin?6 6
+/\1<g+l >tan9+)\2(g+l (1 +sin )>

3[(M +m)g — micosf 62]sin @ — 3 cos O1p(i;) — 3W¢(0)]

3 cosf 3 cos 6 cos2 0

A Ao tan 0 : Ao . .
—( . )sD(O) — 2 o pan(8),

ml cos6 ml cos 6 "~ mlcosf v

(3.17)

3ml + 8ml2)\29 sin @ — 32 cos Oy,
7_7
mlD cos 6
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et le terme incertain

(mlcosO)p = wo

cosf 3 D w1 mlD

ml N 8mi2 o0 tan 0 B )\2%)] [3 cos 0 3(M +m)

+ ()\1 + /\29 tan 9) wo + Aows.

Etant données les contraintes physiques du systéme, le gain Ao est choisi suffisam-
ment petit pour assurer que 3ml + 8mi?X\afsin@ — 3Ny cos By, # 0 dans (3.17). La
dynamique du sous systéme (7,7) est donnée par

. 4. 62 .
f=— <g+l 9> &+ n+ Xan) + (p — wa). (3.18)

3 cos ml cos 0

Notons que (3.16), (3.18) est une forme réguliére similaire a (2.28), (2.29) lorsque ¢ =
wo = 0. Puisque (3.16) est similaire & (2.15), on propose la loi de commande u suivante :

w=—pu(0,8) — arsign(&) - Brsign(é) — & - pé,
ce qui donne :

mlD cos 6 (—u («9, 0) — aysign(€) — Brsign(€) — hE —pf)
[3ml + 8mi2Ayfsinf — 3Xg cos 6%}

. (3.19)

T =

Supposons que w1, wa, Wy et 6 sont bornés. Alors p est une perturbation satisfaisant la
condition de recouvrement (théoréme B.2.2), uniformément bornée par A, i.e. [p| < A
pour tout ¢, # et #. En posant

A<fBi<o1—A et h,p>0, (3.20)

le controleur quasi-homogene (3.19), (3.20) assure la stabilité uniforme en temps fini du
systéme (£, &). La dynamique équivalente sur la surface £ = 0 est donnée par :

R SR ]k
.| = .|+ —w2). 3.21
|: n :| |: —A1p _)‘2/) n mléos@ (90 2) ( )
avec p = (g + %lcgse) > 0, Vo € }—g, 5 [ Il reste & étudier la stabilité asymptotique

de (3.21), lorsque ¢ = wy = 0.

3.3.2 Etude de la stabilité de la dynamique des zéros

Notons qu’il existe un changement de base :

o= ]=r1]
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avec

P:[1 0],/<;>0,
k 1

qui transforme le systéme (3.21) avec ¢ = wy = 0 sous la forme

0= [ ol ] Q, (3.22)

Ko 0

—K2 4+ Aapk — A1p
K
= K — Agp.

g =

Soit V(Q) = Q] = [ Ig;}

[BDPRO3], |[GGB76|. La dérivée de Dini a droite de V(2) donne DTV (Q) < T'V(R),

Y :
avec I' = [ ko| o :|.Sl

] une candidate comme fonction de Lyapunov vectorielle

4\
A2 > 71, (3.23)

il existe alors £ > 0 tel que k2 — Xgpk + A1p < 0 et on obtient :

= {;{f H (3.24)

Notons que les termes non constants dans (3.24) apparaissent dans la derniére ligne
seulement et que I" est une matrice de Metzler (—M matrice). Cela permet d’appliquer la
théorie de stabilité linéaire (voir [BDPRO3]|, [GGB76]). Par conséquent, sous la condition
(3.23), 2 = 0 est un équilibre asymptotiquement stable du systéme non linéaire (3.22).
Enfin, en tenant compte du frottement du pendule 90(9) ainsi que des perturbations
wa(t), il est évident qu’on perd la stabilité asymptotique, mais il est prouvé dans la
théorie de stabilité linéaire que le systéme linéaire perturbé (3.21) converge dans une
boule autour de l'origine. On obtient ainsi une stabilité pratique. Le rayon de cette
boule peut étre diminué en ajustant les paramétres A\; and Ay. Ceci sera soutenu par
des résultats expérimentaux.

3.3.3 Simulations numériques et expérimentations

Pour illustrer I'efficacité de la commande proposée, des simulations numériques et
des expérimentations ont été faites sur le banc d’essai du pendule inversé.

Les simulations ont été faites sans frottements et sans perturbations non-matching,
avec les conditions initiales suivantes : (x,,,6)T(0) = (0.2m, 1m s, 0.8rd, 2rd s 1).
La condition initiale de 0 est 6(0) = 0.8rd = 45.8° pour illustrer le grand domaine d’at-
traction du contrdleur. Les résultats sont présentés dans les figures 3.20 et 3.21. Comme
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osf}
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osl| Pt

s I\

1
il

o8 | /)

FIGURE 3.20 — Simulation numérique sans frottement non-matching, z[m/| et 0[rd]

T
—— control input

FIGURE 3.21 — Entrée de commande (Volts).

il était prévu théoriquement, le chariot ainsi que le pendule sont asymptotiquement

stablisés.

Ensuite, des essais expérimentaux ont été faits sur le pendule inversé réel, ayant des

frottements (non-matching) sur le pendule et des frottements (matching) sur le chariot.
Pour mettre en évidence la robustesse du contréleur, une perturbation a été manuelle-
ment appliquée au pendule pendant l'intervalle de temps allant de 6 & 10 secondes. En
réglant les paramétres Ay = 0.2 et Ao = 0.25, de bonnes performances d’un point de
vue stabilité et robustesse ont été obtenues (voir Fig. 3.22, 3.23 et 3.24). On remarque
qu’entre 6 et 10 secondes, 'amplitude de la commande est moins importante. Ceci est
di & la force manuelle appliquée. Ce qu’on voit donc sur le schéma est la résultante
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de la commande et de la perturbation manuelle. Enfin, & titre comparatif, un résultat
expérimental pour un essai de stabilisation par retour d’état statique est présenté (Fig.
3.25). On voit bien 'apparition de cycles limites de grande amplitude.

lwwww
I

03

04

FIGURE 3.22 — Résultat expérimental (MGSO) z[m] et 8[rd].

|

L L I I I
2 4 6 8 10 12 14 16

experimental results

——control input

FIGURE 3.23 — Résultat expérimental (MGSO), entrée de commande (volts).

3.4 Stabilisation orbitale du pendule inversé

3.4.1 Approche par passivité

Considérons le probléme de la stabilisation orbitale du pendule inverse sur son orbite
homocline, c’est-a-dire que le chariot est immobile en une position désirée et que le
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——control input zoom
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F1GURE 3.24 — Un zoom de la figure 3.23

FIGURE 3.25 — Résultat expérimental : Commande par retour d’état statique, z(m) et

0(rd)

pendule effectue des oscillations entre 0 — 7 — 0~ — © — 0" ot 0 est la position
d’équilibre instable et 7 la position d’équilibre stable. En d’autres termes, il s’agit de

ramener les dynamiques d’un pendule inversé a celles d’un pendule simple.

Reprenons les équations dynamiques du pendule inversé
(M +m)i& +milfcos® —mlf?sin =1 — f, (3.25)
mli cos 6 + mi*0 — mglsin 6 = fy, (3.26)
ou f et fy sont les efforts de frottement sur le chariot et la tige respectivement.
L’énergie mécanique (globale) du systéme est donnée par
(3.27)

1 . 1 .
E(q,q) = §(M + m)i? + milif cos O + §ml202 + mgl(cosf — 1)
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ol les trois premiers termes du membre de droite représentent 1’énergie cinétique et le
dernier 1’énergie potentielle.
Il est intéressant de noter que la variation de 1’énergie mécanique

E=i(r — fz) + 0fo, (3.28)

est égale a la différence entre le travail de la commande et le travail des forces de
frottements.

Dans le cas idéal sans frottement, afin de stabiliser le pendule inversé sur son orbite
homocline, ce qui revient a réduire sa dynamique & celle d’un simple pendule, la fonction
de Lyapunov suivante a été choisie dans [SPLE00|, [SF01] et [LFBO0O]

.k : ky .o kz
Vig,q) = 7]513“(61,(1)2 + 5962 + 5:1:2. (3.29)

Notons que s’il existe un contrdle forcant V' a zéro, on obtient £ = ¢z = & = 0. En
remplacant dans (3.27), on obtient § = ¢sinf qui correspond a la dynamique d’un
pendule simple. La dérivée temporelle de V' est donnée par

V = kgEE + kyii + kyad, (3.30)

Afin de rendre V négative, on peut choisir le controle suivant ([SPLE00], [SF01] et
[LFBO00])
_kd P —kor —k ml? sinOéz—mglsinﬁcose
T xT (¥

_ D
s i , (3.31)

ce qui donne ‘
V = —kgpd>. (3.32)

Il a été montré dans [SPLE0O], [SFO01] et [LFB00|, en utilisant le principe d’invariance de
LaSalle qu’en appliquant (3.31) V' — 0 asymptotiquement. On conclut que le contréleur
choisi réduit les dynamiques d’un pendule inversé a celles d'un pendule simple non
actionné.

Par contre, on voit bien que le controle choisi n’assure pas la négativité de la fonction
V en présence de frottement puisque :

kyld _ kya cos 6

V = —kgyi? — kpFEife + kpE0fy — L 5

fo (3.33)

Notons qu’en présence de frottement sur la rotation de la tige, il est impossible de
converger sur l'orbite homocline (on ne peut pas assurer Vv < 0). De fagon intuitive,
on peut remarquer que le contrdle est incapable d’agir sur la tige du pendule lorsque
celle-ci est a la position horizontale (la matrice de commandabilité n’est pas de rang
plein en cette position) alors que les frottements fy continueront d’agir.

Lorsqu’on s’intéresse a la construction d’une commande globale du pendule inversé,
le but de la stabilisation orbitale est d’amener le pendule suffisamment proche de la
position d’équilibre instable afin que les états entrent dans le domaine d’attraction
du contréleur local. On peut dans ce cas parler d’'une orbite dite quasi homocline qui
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se traduit par des oscillations du pendule, en présence de frottement, se rapprochant
suffisamment de la position instable désirée.

On propose donc une modification de la fonction V' en rajoutant un terme Ey =
fQ foBdB ot Q est une courbe fermée. Cette intégrale est difficile a calculer et £ n’est pas
bien définie, mais puisqu’on est dans un contexte pratique, des simulations successives
permettent de determiner facilement une valeur acceptable de Ej.

Soit donc la fonction

V(g q) = 5 (Bla,d) — Bo)* + a° + ra, (3.34)
lorsque V' s’approche de 0 (mais ne tend pas vers 0) E s’approche de Ey > 0. Ce Ejy
"compense" donc les frottements afin d’aboutir a des oscillations d’amplitude suffisam-
ment grandes.

3.4.1.1 Simulations

Afin de valider les concepts présentés, des simulations numériques ont été faites. Le
modéle non linéaire (3.25)-(3.26) du pendule inversé a été simulé.
La premiére simulation, représentée dans la figure 3.26, montre la stabilisation de

[N
T

» IS
=T
_

———

FIGURE 3.26 — Stabilisation de l'orbite homocline du pendule inversé : abscence de
frottement 0[rd] (3.31)

I’orbite homocline du pendule inversé en ’absence de frottements et en utilisant le
controle (3.31). On voit bien que le pendule s’approche suffisamment de 0 (modulo 27)
qui correspond a la position d’équilibre instable. L’inconvénient majeur de cette stratégie
est le temps de convergence. On rajoute ensuite des perturbations et des frottements
au modéle simulé et on voit dans la figure 3.27 que le pendule n’atteint pas son orbite
homocline. De plus, 'amplitude des oscillations est insuffisante pour que les trajectoires
du systéme entrent dans le domaine d’attraction du contréleur local si ce dernier est
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L I I L
10 20 30 40 50 60 70

FI1GURE 3.27 — Tentative de stabilisation de I’orbite homocline en présence de frottement
sec sur la tige 0[rd|

un retour d’état statique linéaire basé sur les équations linéarisées. Il est important de
mentionner que méme si le contréle local admet un domaine d’attraction plus grand
(par exemple comme dans le cas du controle quasi-homogéne développé dans le chapitre
précédent), la course limité du chariot empéche I'implémentation du controleur (3.31).
Pour remédier & ce probléme, on introduit un biais Ey sur I’énergie globale E (3.34). Le
résultat est présenté dans la figure (3.28) On voit bien que 'amplitude des oscillations

FI1GURE 3.28 — Tentative de stabilisation de I’orbite homocline en présence de frottement
sec sur la tige et en rajoutant un biais Fy 0[rd]

est plus grande que dans la figure (3.27). La probabilité que les trajectoires du systéme
entrent dans le domaine d’attraction du contréleur local est alors plus grande.
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Enfin, on a effectué une simulation ot les conditions initiales sont choisies de sorte
que le systéme perturbé (présence de frottement) démarre sur 'orbite homocline (du
systéme idéal). On remarque que les oscillations du pendule diminue avec le temps et
atteignent une certaine amplitude (voir figue 3.29).

I !

A
iRt

\” \/ | | \/ \u) I J/ it

F1GURE 3.29 — Tentative de stabilisation de I’orbite homocline en présence de frottement
sec, le systéme démarre sur son orbite homocline 0|rd]

3.4.1.2 Reésultats expérimentaux

Les concepts discutés et simulés précédemment sont aussi soutenus par des résultats
expérimentaux sur le pendule inversé. Les résultats du systéme bouclé par le controle
(3.31) sont présentés dans les figures 3.30, 3.31 et 3.32.

yyyyyyy

FIGURE 3.30 — Résultat expérimental, 6 [rd]
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Position du chariot
T

FIGURE 3.31 — Résultat expérimental, z [m]

i

r ' ——contréle
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rw /\

| \ | | | | |
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps

FIGURE 3.32 — Résultat expérimental, entrée de commande 7 (Volts)

Etant donnée la présence inévitable des perturbations et des frottements sur le sys-
téme réel, le controéle est incapable d’amener la tige suffisamment proche de la position
d’équilibre instable. Afin de pallier ce probléme, on rajoute dans la boucle de commande
le paramétre Ey. Les résultats sont présentés dans les figures 3.33, 3.34 et 3.35. On re-
marque que I’amplitude des oscillations devient acceptable. Notons enfin que le contréle
local utilisé est un retour d’état statique linéaire faisant apparaitre des cycles limites en
présence de frottement sur I’axe de rotation du pendule (dans l'intervalle allant de 45 &
70 secondes des figures 3.33 et 3.34).
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FIGURE 3.33 — Résultat expérimental, 6 [rd]

Position du chariot
T

FIGURE 3.34 — Résultat expérimental, = [m)

3.4.2 Synthése d’une stabilisation orbitale & 1’aide d’un controleur
quasi-homogéne

Cette partie est principalement tirée de [SFOT07] [SRFT07).

La stabilisation orbitale par commande quasi-homogéne discutée dans le chapitre
2 est illustrée sur le pendule inversé. La stabilisation orbitale de ce genre de systéme
incorpore toutes les caractéristiques essentielles du traitement théorique formant une
base pour I'extension & d’autres systémes sous-actionnés.

L’efficacité de cette synthése de stabilisation orbitale sera illustrée par des simula-
tions numériques ainsi que des expérimentations sur le pendule inversé. La stabilisation
orbitale est appliquée au probléme de balancement du systéme pendule-chariot afin de
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Entrée de commande
T T

——contréle

Temps

FIGURE 3.35 — Résultat expérimental, entrée de commande 7 [V]

pouvoir amener le pendule de la position verticale descendante stable vers la position
verticale ascendante instable et de le stabiliser en cette position tout en stabilisant le
chariot en une position finale désirée.

Le controleur assurant le balancement est composé d’une boucle interne assurant une
linéarisation partielle du pendule inversé et d’une boucle externe qui fournit suffisam-
ment d’énergie au systéme pour se rapprocher de son orbite homocline qui correspond
a un niveau d’énergie égale a celui de la position verticale ascendante (d’équilibre in-
stable). Une fois que le systéme atteint son orbite homocline, le controleur assurant le
balancement est déconnecté et le systéme décrit son orbite homocline.

3.4.2.1 Conception de la commande
Reprenons les équations dynamiques du pendule inversé
(M +m)i +mlf?sin @ — mif cos 6
=7+ wy(t) — ¥(z), (3.35)

e - . . .
43ml2é—mlg'c' conf—mglein = () —(8)(3.36) L’objectif est de concevoir un controleur qui

permette au systéme de suivre une trajectoire z(t) générée par l'oscillateur de Van
der Pol modifi¢ (2.41) tout en atténuant l'effet des forces de frottement ainsi que des
variables exogénes (2.49), i.e :

lim [2(t) + 2(t)] = 0. (3.37)

t—oo

Comme il a été indiqué dans la partie théorique du chapitre précédent, on commence
par faire une linéarisation partielle dans le but de réduire les dynamiques. Pour cela, on
réécrit (3.36) sous la forme

0 =

473”2 [ml cos 0 + mgl sin 0 + wo(t) — @(6)]. (3.38)
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Substituons maintenant 1’équation (3.38) dans (3.35), ce qui méne a

[(m+M)— gm cos® 0]& = 74w (t) — (&) —mlsin @ 92+§mg cos@sin@—l—%[wg(t)—np(é)] cosf. (3.39)

Finalement, posons

3 1 3
J:(m+M)—fmcos29:fm+M—|—stin29>0

4 4
et 3
7= Ju+mlsing 62 — 9 cos fsin 6 (3.40)
oll u est la nouvelle entrée de commande. La linéarisation désirée est obtenue :
. 3 0 . 1 .
o= ut S [wa(t) = p0)] + S lwi(t) — v() (3.41)
. 3 3mcos? 0 + 4J . cosf . .
6 = 4 {ucos@ + W[wg(t) —(0)] + 7 [wy(t) — ¥(&)] + gsin 6} (3.42)
Soit maintenant la sortie :
y(t) = z(t) + z(t), (3.43)
que l'on désire forcer a zéro. En dérivant deux fois y, on obtient :
N 3cosf . 1 . 22 .
y = u+ [wa(t) = @(O)] + S[wi(t) — ()] — e |(2* + =) — p?| 2 — v13.44)
41J J v
On définit le controle :
_ 3@1)(3059' % 2 iZ_ 21 - 2, . _ . N o
U= 0+ Jx—|—5 {(z + 1/2) p°| 2+ vz — asign(y) — Bsign(y) — hy — py,
(3.45)
avec les parameétres :
3(900+N2) Ye + Ny
h,p > — ) 4
>0, a—p3> 17 + 7 (3.46)
Le systéme en boucle fermée (3.44), (3.45) est transformé en
. 3cosf . . 1 . .
y o= gy wat) = pesign(O)] + S [wi (t) — Yesign()]
—asign(y) — Bsign(y) — hy — py. (3.47)

D’aprés le Théoréme 2.2.5 du chapitre précédent, le systéme quasi-homogéne (3.47)
avec le jeux de paramétres (3.46) est stable en temps fini en présence de forces de
frottement et de perturbations exogénes uniformément bornées satisfaisant |w;| < Ny,
|wa| < Na. L’objectif de commande, c’est-a-dire la poursuite de la trajectoire générée
par Doscillateur, est donc atteint. La dynamique équivalente est donnée par

g 16 = cos 6 {s [(azQ + ii) — ,02} T+ 1/2:3} + %[wz(t) — (0] + gsin6 (3.48)
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Notons que pour les orbites x(t) initialisées sur le cycle limite (2.51) de P'oscillateur
de Van der Pol modifié (2.41), la dynamique équivalente (2.67) se réduit a

4 . 1 )
— 16 = cos v’z + gsinf + W[wg(t) — p(8)].

Dans ce qui suit, la validité et les performances de la synthése proposée sont mises
en évidence par des simulations numériques et des expérimentations sur le banc d’essai
du pendule inversé.

3.4.2.2 Simulations numériques

Les conditions initiales choisies pour le pendule inversé et 'oscillateur de Van der
Pol modifi¢ sont les suivantes : z(0) = —0.3 m, 6(0) = 3.14 rad, et z(0) = 0.3 rad. Les
vitesses initiales sont choisies égales a zéro. Les paramétres de la trajectoire de référence
sont p = 0.2 et ¢ = 2. Pour montrer la capacité du controleur & déplacer le pendule
d’une orbite & une autre, on modifie les paramétres du modéle de référence, & un instant
to ~ 25s, ot la fréquence v du modéle de référence passe de la valeur v = 0.87 s~ &
v=13rsL

Les résultats de simulation sont présentés dans la figure 3.36. Cette figure montre
que le systéme pendule-chariot bouclé par le retour (3.45) et perturbé par les entrées
exogeénes wi(t) = 0.5 N, wy(t) = 0.5 N - m, génére un mouvement quasi-périodique
borné. Comme il a été montré dans la partie théorique, le transfert orbital est achevé
par un simple changement de la valeur de la fréquence v du modéle de référence. En
examinant la figure 3.36, on conclut & bonnes performances du contréleur.

Transfert orbital
T T T T

——Position du moteur linéaire
ns ——Position angulaire de la tige

b5 l

”/\/\/\/\/V\/W\/\/\/\/W\/\MN\/\/\/\/WWW\W
0 10 20 30 40 50 60
Temps

FIGURE 3.36 — Passage d’une orbite a une autre = [m] et 6 [rd].
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3.5 Application au balancement et stabilisation du systéme
pendule-chariot

Le probléme de stabilisation globale du pendule inversé consiste en une phase de
balancement suivie d’une phase de stabilisation locale. Plus concrétement, il s’agit de
ramener le pendule de sa position verticale descendante vers sa position verticale ascen-
dante et le maintenir en cette position. Par nature, le pendule inversé n’est pas com-
mandable une fois que le pendule passe I'horizontale. En conséquence une commande
continue lisse n’existe pas pour assurer la stabilisation globale du pendule inversé, ce qui
confirme l'intérét de commandes de nature hybride. Un controleur est tout d’abord syn-
thétisé pour assurer la stabilisation orbitale du pendule et atteindre ’orbite homocline
dont le niveau d’énergie est égale a celui du pendule en sa position d’équilibre instable.
Une fois que l'orbite homocline est atteinte, au moment ou la vitesse du chariot est
infiniment petite, le contréleur de stabilisation orbitale est débranché et le systéme suit
son homocline. Enfin, le contréleur assurant la stabilisation locale est mis en route, une
fois que le mouvement homocline entre dans le bassin d’attraction de ce dernier.

3.5.1 Synthése du controdleur orbital

Par un choix minutieux des parameétres €, p, v, la synthése de stabilisation orbitale
(2.41), (3.40), (3.45) devient applicable au pendule inversé afin de le ramener de sa po-
sition d’équilibre stable vers sa position d’équilibre instable. Pour appliquer la méthode
avec succeés, I’énergie donnée au systéme doit étre bien calculée. En effet, vue la présence
de frottements, l'orbite homocline ne pourra pas étre atteinte (car les frottements ne
peuvent pas étre compensés en particulier a la position horizontale du pendule). Il faut
donc donner suffisamment d’énergie pour atteindre le bassin d’attraction du contréleur
locale et vaincre les frottements. Le niveau d’énergie & fournir dans le cas d’un systéme
idéal sans frottement est telle que ’énergie totale

E(q,q) = %(M + m)i? — mlifcosf + gmﬂé? + mgl(cos — 1) (3.49)
du systéme en boucle fermée augmente d’une valeur initiale négative
E,in = —2mgl, (3.50)
pour arriver a zéro
Ey =0, (3.51)

au moment ou la vitesse du chariot devient suffisamment petite. Ainsi synchronisée,
le systéme non commandé et sans frottement atteint son orbite homocline qui, par la
suite, convergera a la position d’équilibre désirée ayant le méme niveau d’énergie (3.51).

Afin de prendre en considération les efforts de frottement, dont la présence est
inévitable dans les systémes réels et dont l'effet se traduit dans le cas de la stabilisation
orbitale par la dissipation d’une certaine quantité de 1’énergie cédée au systéme, un
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surplus d’énergie est donnée au systéme de telle sorte que 1’énergie mécanique globale
devienne positive :

Ey=0>0. (3.52)

avec un certain §, déterminé expérimentalement. Une fois ce niveau d’énergie atteint,
le systéme non forcé génére une orbite qui converge vers le point d’équilibre instable
désirée. Cette orbite est nommée quasi-homocline.

Donc, le réglage du niveau d’énergie § et des parameétres de la trajectoire de réfé-
rence €, p, v est crucial pour le succés du balancement. Des valeurs acceptables de ces
paramétres sont trouvés par des simulations numériques successives. Le paramétre p,
responsable de 'amplitude du cycle limite et en conséquence de 'amplitude des oscil-
lations du chariot, est simplement choisi 1égérement inférieur & la course admissible du
chariot (limitation de construction de la course du chariot). Les paramétres € et v sont
choisis de fagon & assurer respectivement un taux de convergence raisonnable de 1’os-
cillateur de Van der Pol modifié (2.41) et un niveau d’énergie désiré (3.52) du systéme
en une position du chariot o la vitesse est quasi-nulle (un e plus grand implique une
convergence plus rapide; un v plus grand implique un cycle limite plus énergétique et
donc une énergie plus grande du chariot se déplagant sur le cycle limite). Ces paramétres
sont itérativement réglés afin d’atteindre une orbite quasi-homocline. Le controleur est
désactivé lorsque 'orbite quasi-homocline est atteinte. Le systéme se déplace alors sur
celle-ci jusqu’a arriver suffisamment prés de la position instable désirée.

En désactivant le controleur de stabilisation orbitale, une fois le systéme est synchro-
nisé sur 'orbite homocline, suivie d’une activation adéquate du controle locale une fois
que le pendule entre dans son bassin d’attraction accomplit la synthése d’un controle
globale pour le pendule inversé asymptotiquement stable autour de la position d’équi-
libre instable. Ce controle global est expérimenté sur le pendule inversé et présente une
alternative aux approches énergétiques présentées dans [AF00, LFB00| pour la stabili-
sation de systémes mécaniques sous-actionnés.

3.5.2 Expérimentations

Les valeurs numériques utilisées pour les gains du controle (3.45) sont les suivantes :
a=3N-m, 3=1N-m, h =0, p=0. Avec ce choix des paramétres, la condition (3.46)
est satisfaite et le suivi de l'oscillateur de Van der Pol modifié (2.41) est alors garanti.
Les paramétres de référence sont réglés & e = 40 [rad]=?s™1, p = 0.5 rad, v = 1 s~ L.
En tenant compte du choix des paramétres précédent, le niveau d’énergie désirée prend
la valeur 6 = 0.8 N - m. Une fois cette énergie du systéme atteinte, simultanément avec
lz|| = p, © = 0, le controleur de stabilisation orbitale est désactivé et le pendule non
forcé est amené en haut sur sa trajectoire quasi-homocline.

Les conditions initiales de la position du chariot, de I’angle du pendule et du modéle
de référence choisies pour 'expérience sont : 2(0) = —0.3 m, 6#(0) = = rad (position
verticale descendante) et z(0) = 0.3 m, tandis que toutes les vitesses sont choisies égales
a zéro.
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Le controleur hybride a été implémenté pour balancer le pendule et le faire parvenir
prés de la position d’équilibre instable alors que le chariot est stabilisée autour d’une
position finale désirée. Des résultats expérimentaux du mouvement résultant du systéme
bouclé sont présentés dans la figure 3.37.

cart position and rod angular position
T T

FIGURE 3.37 — Stabilisation globale du pendule inversé : résultat expérimental x(m) et
O(rad).

control input

time

F1GURE 3.38 — Commande correspondant a la stabilisation globale du pendule inversé

(Volts).

L’étape entre la désactivation du contréle orbital et I'activation du contréle local
a lieu entre 2 et 3 secondes. Notons que le controle est égal a zéro dans cet intervalle
(voir figure 3.38) et que la vitesse du chariot est quasiment nulle (figure 3.37). Donc,
comme on l’a déja mentionné, le pendule suit 'orbite quasi-homicline et arrive prés
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FI1GURE 3.39 — Un zoom de la figure 3.38

de sa position d’équilibre instable. A ce moment le controleur local est activé. Nous
avons vu que ce controleur, congu sur la base des équations dynamiques non linéaires, a
certaines propriétés de robustesse ainsi qu’un large domaine d’attraction. La condition
de commutation a été choisie telle que le pendule fasse un angle de moins de 10° avec
la position instable. Ceci est dii au fait que la course du chariot est assez courte.

Pour avoir une idée de la performance du controle développé, les résultats expé-
rimentaux peuvent étre comparés a 'approche par passivité de la section 3.4.1, ou la
commutation du contréleur assurant le balancement au controleur local s’effectue aprés
plus d'une quarantaine de secondes (voir figure 3.33). Dans notre approche, un temps
de seulement 2.5 secondes est nécessaire pour mettre le pendule sur le niveau d’énergie
désiré, et donc la stabilisation globale est plus rapide.
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Chapitre 4

Quelques contributions aux
techniques algébriques

4.1 Introduction

La dérivation numérique, ou ’estimation des dérivées d’un signal temporel bruité
est un probléme ancien dans les domaines de ’analyse numérique, du traitement du
signal et de I'automatique. Depuis longtemps, ce probléme a attiré 'attention vu son
importance dans les domaines de l'ingénierie et des mathématiques appliquées. Diffé-
rentes approches ont été présentées. Citons a titre d’exemple les observateurs [Chi02],
[DK99], [Ibr03]. Le lecteur peut aussi consulter [[br04] et [Lev93| [FBP03a] [SMD*06]
pour d’autres approches de dérivations par modes glissants. En traitement du signal, on
utilise couramment les filtres digitaux congus dans le domaine fréquentiel [RM87]. Une
approche intéressante publiée dans [AA95]| consiste & inverser la fonction de transfert
(qui est & minimum de phase) d’un intégrateur proprement congu afin d’obtenir un dif-
férentiateur. Toutes ces approches sont candidates de ’approche classique basée sur les
moindres-carrés qui, aprés une étape de régularisation (voir [DMPD96|, [ID04]), donne
des résultats efficaces hors-ligne.

La dérivation numérique et ’estimation paramétrique ont été revisitées par l'inter-
médiaire de l'algebre différentielle dans [FSRO03] (voir aussi [FMMSRO3| et [MJF07]).
Des applications en commande tolérante aux fautes, traitement du signal, traitement
d’image ainsi qu’en commande non linéaire peuvent étre trouvés dans [FSR05], [FJMSR04],
[FIMSRO5], [FIMSO05], [FSR04]. Afin de présenter I'idée de base de cette méthode, nous
commencons par un exemple introductif.

Considérons un polynéme du premier degré pi(t) = ap + ait, t > 0, ag, a1 € R.
Supposons que pi (t) est connu (mesurable) et que I'on désire estimer ag et a;. Réécrivons
cette équation dans le domaine opérationnel Py = <2+ %3. Multiplions par 52, on obtient

2P, = aps + a. (4.1)

73
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Si on dérive une fois (4.1) par rapport a s, on obtient :

dP
82751 + 2sP; = agp. (4.2)

Les coefficients ag, a; sont obtenus & partir du systéme triangulaire (4.1), (4.2). Notons
que la multiplication par s dans le domaine fréquentiel correspond & une dérivation par
rapport au temps dans le domaine temporel. Ceci n’est pas désirable en présence de
bruit de mesure. Pour pallier ce probléme, on divise par s suffisamment de fois, ce qui
correspond dans le domaine temporel & une intégration sur une fenétre de temps. Donc
la multiplication de (4.1), (4.2) par s~™, n > 2 correspond a des intégrations itérées
(d’ordre n) qui jouent le rdle de filtre passe-bas servant a atténuer l'effet du bruit de
mesure. D’habitude, une fenétre de temps courte est suffisante pour obtenir des valeurs
précises de ag et a1. On obtient ainsi une estimation débruitée de ce signal avec ag et
une estimation de la dérivée de P; via aq.

L’extension de cette procédure a des polyndémes de degré plus élevé est simple. Pour
estimer les dérivées d’une fonction f : [0,4+00) — R, on prend un développement de
Taylor tronqué a un certain ordre et on applique des calculs similaires & ceux précé-
demment présentés. En utilisant des fenétres temporelles glissantes, on peut estimer les
dérivées de facon efficace. Notons que cette méthode devient de plus en plus mal condi-
tionnée pour des ordres de troncature élevés [MJFO07]. Des techniques d’éliminations,
dont les concepts de base seront présentés dans la section 4.2, ont été présentés dans
[MJFO7] afin d’obtenir des estimateurs individuels (sans résoudre un systéme linéaire
triangulaire).

La section 4.3 présente des techniques d’implémentation sur calculateur numérique
des algorithmes qui sont développés dans la section 4.2. Des résultats expérimentaux
de la commande du pendule inversé, utilisant des algorithmes de dérivation algébrique
dans la boucle, seront présentés dans la section 4.4. Enfin, une extension des techniques
algébriques pour l'estimation des dérivées partielles d’'un champ scalaire ou vectoriel
seront présentés dans la section 4.5.

4.2 Dérivation numérique : Rappels

Dans cette section, on rappelle les concepts présentés dans [MJF07]. Soit y(t) =
x(t) +n(t) une observation bruitée sur un intervalle de temps fini d’un signal x(t), dont
les dérivées sont a estimer. Le signal x(t) est supposé analytique. Il est bien connu que
tout signal analytique peut étre représenté par son développement de Taylor en zéro :

N
z(t) =) x<2>(0)5.
i>0
Sur un intervalle fini de temps, une troncature de la série de Taylor a 'ordre N est
utilisée pour modéliser le signal :

N ti
rn(t) = ZM(O)E, tel0,7). (4.3)
i>0
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Les estimations des dérivées successives requiérent quelques manipulations mathé-
matiques, comme des dérivations temporelles et des intégrations par parties sur (4.3),
qui correspondent dans le domaine opérationnel & des multiplications par s et des dé-
rivations par rapport a s. Pour une présentation compacte, les calculs sont effectués
dans le domaine opérationnel en appliquant la transformation de Laplace a (4.3), ce qui
donne

N+1

sV e N (s) = sV a(0) + sV 1i(0) + - 4+ 2V)(0),

ou &y (s) est 'analogue dans le domaine opérationnel de zx(t) sur I'intervalle de temps
[0,T7]. .

Afin de pouvoir synthétiser des estimateurs individuels de la dérivée n (voir [MJF07]
pour une étude détaillée sur les estimateurs simultanés et individuels), un opérateur
différentiel doit étre proprement choisi pour annihiler les coefficients restant () (0), je
{0,--- , N} —{n}. Il existe plusieurs opérateurs différentiels satisfaisant cette condition.
Le plus simple est :
drtrE 1 gN—n

Nmn __ - +
0," = Jen TR 5 deN ke NT.
Il donne Pestimateur suivant pour (™ (0) :
(™ (0) . (—1)nts i@N,n(sN—&—lw)’

svtntatl (g 4 g)I(N —n)lsv "

qui est strictement propre pour v = N + 1+ p, g > 0. Une famille d’estimateurs
propres paramétrés par k, i et N est obtenue. Si on revient au domaine temporel, on
obtient

(v + n+ R)l(=1)"

T
iy (0) = (n+ &)/(N — n)ITv+nts /o Hr)a(r)ar, o

avec

N-n —-n N+1 NZJF:N n_|_,<5 (n+1)! (T?T)V"rﬁ,—j—Q(iT)i—‘rj
— (n+i+1)! 1+j5-—r)! W+r—73-2)

A titre d’exemple, on peut obtenir, aprés normalisation de 'intégrale a l'intervalle [0, 1],
les estimateurs suivants

: -30 (!
Z2(0) = T J, (3 — 327 + 9072 — 9673 + 3571)y(T'1)dr,

pourn=1, N=2 pu=5 k=1,

336

1
73(0) = 7 /0 (4 — 757 + 36072 — 7007 + 60071 — 1897°)y(T'r)dr

pourn =2, N=3, u=6,x=1.
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4.3 Implémentation

Un point clé pour le succes des algorithmes de dérivation est I'implémentation nu-
mérique. Les systémes physiques sont généralement commandés par 'intermédiaire de
cartes temps réel reliées a un ordinateur fonctionnant en discret. Il s’agit donc de discre-
tiser les intégrales (4.4) et de les estimer numériquement. Il apparait que les méthodes
les plus basiques des trapézes ou de Simpson sont bien adaptées & notre probléme. On
présente dans cette section quelques conseils pratiques pour 'implémentation sur un
calculateur.

y(t)

a Jh‘% b

FIGURE 4.1 — Discrétisation de l'intégrale.

Considérons une fonction y(t) suffisamment lisse de R — R (voir figure 4.1). Pour
intégrer cette fonction, on subdivise l'intervalle [a,b] en n parties égales telles que t; =
a+kh, k € [0,n] y, = y(ty) et h = =2 Ensuite, il s’agit de trouver un polynome
passant par les n points (¢, yx) dont Uintégration formelle est facile & mener.

Soit l'intégrale Y = ff y(t)dt. L’idée est donc de modéliser la fonction y(t) par un
polynome dont I'intégration formelle est facile. Il existe plusieurs fagon de procéder. On
peut, par exemple, considérer un polynome p(t) de degré n — 1 de la forme :

n—1
p(t) =3 a;t) (4.5)
j=0

et dire que ce polynome doit passer par les n points (¢;,y;). Il doit donc vérifier les n

équations a n inconnues en ag, - - ,ap_1
n—1
Y0 1 .. tO ag
-1
Yn—1 .- tZ—l Gp—1

Enfin, une estimation de l'intégrale désirée est donnée par :

pn—1 n—1

. a; . .
Y ~ tdt =Y (YT — oI, 4.7
[ a3 e -t (1.7

J=0
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Notons que l'inversion d’'une matrice de grande taille n’est pas désirable en présence de
bruit de mesure (probléme de conditionnement).

Pour ne pas compliquer les calculs, on peut approximer la fonction y(¢) par une ligne
brisée passant par les points (¢;,y;), comme indiqué dans la figure 4.2.

y(t)
/N

<<
=
o<

FIGURE 4.2 — Méthode des trapézes.

On peut donc écrire

=l ctith
Y~ Z/ y(T)dTa to=a, t, =b=1tn—1+h. (48)
i=0 7t
En approximant 'intégrale entre deux échantillons par une droite (voir figure 4.2), on
obtient h
‘ t; ti+h
/ y(r)dr ~ p 20 g( ith) (4.9)
t;

n—1
Y ~h (‘2‘ + ;y(ti) + Z) . (4.10)

Cette facon d’approximer l'intégrale est la méthode des trapézes.

On peut aussi approximer la fonction par des paraboles (méthode de Simpson),
c’est-a-dire qu’on fait passer par trois échantillons successifs une parabole comme il
est montré dans la figure 4.3 et qu’on calcule formellement la surface engendrée par la
parabole. En examinant la figure 4.3, on peut facilement déduire que l'aire engendrée
par la parabole (en bleue) est donnée par Wg%
[a, b], on obtient :

. En sommant sur tout l'intervalle

1 n—2
Y = o (vo+ D (45 + 20501) + yn)- (4.11)
j=1
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FIGURE 4.3 — Méthode de Simpson.

Résumons ; il s’agit donc de multiplier le vecteur contenant les échantillons de la fonc-
tion [yo,y1, - - ,yn]T par un vecteur de constante élément par élément et ensuite faire
la somme des éléments du vecteur résultant. Le vecteur de constante est, dans le cas de la
méthode des trapézes, égal a [1/2,1,1,---,1,1,1/2]7. Tlest égal 4 [1,4,2,4,2--- ,2,4,2,4,1]7
dans le cas de la méthode de Simpson.

Revenons a nos dérivateurs algébriques, ils sont généralement constitués d’un poly-
noéme multiplié par le signal de la forme :

1
y™M0) = K / P(r)y(TT)dr. (4.12)
0

En discrétisant le polynéme P(7) sur l'intervalle [0, 1] suivant la période d’échantillon-
nage du signal y(T'7), on obtient un vecteur [P(0),--- ,P(1)]T qu’il faut multiplier (&lé-
ment par élément) par le vecteur des échantillons du signal et le vecteur de constantes
correspondant & la méthode d’intégration, et ensuite faire la somme du vecteur résul-
tant. La multiplication de [P(0),---,P(1)]T par le vecteur de constante peut étre faite
hors-ligne ce qui économise le calcul a faire en ligne. Par conséquent, pour calculer une
dérivée, il faut faire n multiplications suivi de n sommations ce qui est parfaitement
réalisable en temps réel d’ot1 'intérét de cette approche algébrique.

4.4 Commande du pendule inversé avec estimation algé-

brique des vitesses : Résultats expérimentaux

Dans cette section, on s’intéresse & la commande du pendule inversé en utilisant
la dérivée algébrique dans la boucle de commande. Comme il a été mentionné dans le
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chapitre précédent, le pendule inversé est équipé de codeurs incrémentaux pour mesurer
la position linéaire du chariot ainsi que la position angulaire du pendule. Dans les
expérimentations réalisées au chapitre précédent, des algorithmes de différences finies
ont été utilisés pour estimer les vitesses linéaire et angulaire. Notons que les différences
finies sont des cas particuliers (basées sur un développement de Taylor au premier ordre)
de la dérivée algébrique. Le signal donné par les codeurs est lisse, la quantification
constituant le seul bruit (voir figure 4.4). Les différences finies suffisent pour donner des
estimations acceptables des vitesses. Ceci nous permet de vérifier que les dérivateurs
algébriques sont efficaces puisqu’on a une référence (les différences finies) avec laquelle
on peut les comparer.

5221

52205

52195

5219+

5.2185

3916 3918 3920 3922 3924 3926 3928 3930 3932 3934 3936
Temps

FIGURE 4.4 — L’effet de Quantification.

L’algorithme de dérivation utilisé est

7(0) = ;/1(3 — 167 + 1572)y(T7)dr. (4.13)
0

I est obtenu en posant dans (4.4) : N =2, n =1, Kk = 0, u = 1. Pour expliquer ce
choix, on rappelle qu’il a été montré dans [MJF07| que les algorithmes de dérivée (4.4)
n’ utilisant un développement de Taylor a 'ordre N = n induisent un retard d’estima-
tion. Ce retard est indésirable dans les applications en temps réel. Il est important de
signaler que, si on admet la présence d’un retard dans 'estimation des dérivés (pour
les applications hors ligne), on peut obtenir des résultats plus robustes par rapport aux
bruits de mesure, (ceci est aussi montré dans [MJF07]). Le choix £ = 0 et pr = 1 donne
le polynéme P(7) de degré minimum.

Les différences finies étant des cas particuliers de la dérivée algébrique au premier
ordre, elles induisent donc des retards d’estimation. Ceci peut étre observé dans la figure
4.5 ou la vitesse angulaire de la tige est estimée par (4.13) et par les différences finies
dans un test en boucle ouverte. Notons que la courbe en vert (différences finies) est en
retard par rapport a la courbe en bleue (méthode algébrique).

On propose de tester I'algorithme dans une boucle de commande globale du pendule
inversé, c’est-a-dire une phase de balancement utilisant 1’oscillateur de Van der Pol
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—— Estimation algébrique de la vitesse
de la vitesse par diff finis

FIGURE 4.5 — Le retard d’estimation des différences finies.

modifié et la commande quasi-homogéne (section 3.4.2), suivie d’'une commande locale
constituée d’un retour d’état statique linéaire. La commande locale est synthétisée par
la minimisation d’un critére quadratique J = fOOO(XTQX +uRu)dt, ot X = [z, i, 0, 0]
est le vecteur d’état, @ = diag(1,1,1,1) et R = 1 sont des matrices de gain. En utilisant
les paramétres réels du pendule inversé (voir la section 3.1) et un linéarisé des équations
(3.10), (3.11) autour de la position d’équilibre instable, on obtient le gain de retour :

K =[-3.1623 —4.8599 22.7221 4.981]. (4.14)

On réalise plusieurs essais avec différentes tailles de fenétres glissantes 10, 12, 18, 20,
30, et 40 échantillons par fenétre.

Pendant la phase de balancement (poursuite du Van der Pol modifié), on a ob-
tenu des résultats acceptables pour toutes les tailles de fenétres. Les résultats sont trés
proches. Dans la figure 4.6, on montre la position et la vitesse de référence générée par
loscillateur de Van der Pol, ainsi que les résultats expérimentaux de la position et la
vitesse réelle du chariot pour la dérivée algébrique et les différences finies.

Les résultats expérimentaux de la commande globale (retour d’état + balancement)
pour différentes tailles de fenétres sont présentées dans les figures 4.7 et 4.8. On remarque
que pour les tailles de fenétres de 10, 12, et 20 échantillons des oscillations & haute
fréquence apparaissent une fois que la tige est proche de la position instable (aux instants
2.5, 2.5, et 3.5 secondes, respectivement). Ce phénoméne disparait pour les tailles de
fenétres 18, 30, et 40. On conclut que la dérivée algébrique donne de résultats acceptable
en poursuite de trajectoire et en stabilisation autour d’un point d’équilibre.

Enfin, il faut mentionner que les oscillations & haute fréquence n’apparaissent pas si
on utilise les différences finies. Ceci est mentionner dans la figure 4.9 ou la commande
globale du pendule inversé est réalisée en utilisant les différences finies pour estimer les
vitesses avec des fenétres d’estimation de 10 et 12 échantillons respectivement.
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reference " ' ’ —reference
i finis 20 ech —— ot difffns 20 ech
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FIGURE 4.6 — Position et vitesse de référence et réelle ; comparaison de la dérivée algé-
brique avec les différences finis.

4.5 Une méthode algébrique pour I’estimation des dérivées
partielles d’un signal multidimensionnel

Cette partie est principalement tirée de [RBMROS]

4.5.1 Introduction

La théorie classique des champ [Sop76| est une branche des mathématiques, bien
adaptée a la description de nombreux phénoménes distribués comme par exemple I’écou-
lement fluide, le transfert de chaleur. Elle est aussi utilisée en économétrie [NHMS8S| et
en optimisation convexe [BV].

Les ingrédients de base de la théorie classique des champs sont les opérateurs comme
le gradient, la matrice jacobienne, le laplacien, la matrice hessienne, la divergence, etc.
En examinant ces opérateurs, on remarque qu’ils sont constitués de combinaisons des
dérivées partielles du champ (scalaire ou vectoriel) par rapport a ses coordonnées.

D’un point de vue théorique, ces opérateurs servent & donner des descriptions qua-
litatives des champs. Mais, si on s’intéresse & ’aspect quantitatif, il faut faire des si-
mulations numériques. Un probléme essentiel en simulation numérique est le dilemme
précision (robustesse aux bruits)/ rapidité.

A titre d’exemple, considérons le probléme de la détection du contour d’une image.
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FIGURE 4.7 — Positions angulaires de la tige qui correspondent & différentes tailles de
la fenétre d’intégration.

Grosso modo, une image est un champ scalaire bidimensionnel (z,y), et le probléme de
détection des contours peut étre résolu en calculant le laplacien en tous les pixels de
I'image. Le laplacien est donné par :

0? 0?

L=—+—.

0x?2  Oy?
L’estimation du laplacien se réduit donc & I’estimation des dérivées partielles du second
ordre par rapport & x et y. D’habitude, ces quantités sont estimées en utilisant des
techniques de différences finies trés sensibles aux bruits. Dans cette section, on propose
une technique pour synthétiser des estimateurs robustes aux bruits.
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FIGURE 4.8 — Positions linéaires du moteur qui correspondent & différentes tailles de la
fenétre d’intégration.

Des techniques algébriques de dérivation et d’estimation rapide et robuste au bruit
introduites dans [FSR03], et orientées vers le calcul des dérivées dans [FIJMS05], [FJMSRO04],
[FIMSRO5], [Mbo], [MJFO07]. Des résultat avancés de ces techniques algébriques peuvent

étre trouvés dans [MJFO07]|, dont les concepts de bases ont été rappelés dans la sous sec-
tion 4.2.

Dans [FJMS05], I'estimation des dérivées d’un signal multidimensionnel a été consi-
dérée. L’estimateur développé dans [FJMS05] est basé sur un développement de Taylor
bidimensionnel & l'ordre 2, et constitué d’une combinaison linéaire du signal et de son
intégrale (a l'ordre 1, i.e. non itéré). Cependant, 'utilisation du signal sans intégration
introduit des perturbations en présence de bruit. Dans cette section, on présente des
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FIGURE 4.9 — Résultats expérimentaux pour les différences finies.

estimateurs plus généraux basés sur un développement de Taylor multidimensionnel
a un ordre N quelconque. On verra par la suite que les estimateurs synthétisés sont
constitués d’intégrales itérées du signal multidimensionnel.

Un champs suffisamment lisse peut étre localement modélisé par un développement
de Taylor a I’ordre N. Considérons une troncature & ’ordre N d’une fonction C", r > 2,

f(x): U CR" — R définie sur un ensemble compact U, avec X = (x1,--- ,2,)7 :
f(x+ Ax) = f(x) + GAx + Ax'HAx + - - - | (4.15)
G = |: le Il'n ] 9
Iz% Loy, Iy,
H— Ly, Img Iz,
Loy Tones - I

I, 1> i=1---n sont les dérivées partielles de f(x) par rapport a x;. D’une part, on

peut les considérer comme des estimations de la 17 et 27 dérivée d’un signal monodi-
mensionnel bruité. Alors la technique d’estimation de dérivée présenté dans 4.2 peut
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étre utilisée. D’autre part, un développement vectoriel de Taylor peut étre utilisé pour
calculer ces quantités. La sous-section 4.5.2.1 contient quelques exemples.

Des formes génériques peuvent étre calculées résultant en familles d’estimateurs. On
donne un exemple pour l'estimation de la dérivée croisée (les termes non diagonaux de
la matrice hessienne). Ceci sera présenté dans la sous section 4.5.2.2.

Dans la sous-section 4.5.3, on présente des simulations pour le calcul des dérivées
partielles d’un signal académique et les estimateurs algébriques sont comparés avec des
techniques de différences finies.

4.5.2 Estimateurs basés sur un développement de Taylor vectoriel

Considérons le développement de Taylor vectoriel a l'ordre N (4.15) modélisant
localement le champ scalaire f(x). Notons que ce développement dans (4.15) peut étre
exprimé sous la forme plus générale :

Yl oY
f(x) = Z il (Z $kaxk> f(x) ) (4.16)
1=0 k=1

x=0

avec

o g n
0 P ; (X) = ImilziQ..mi" = IH" i
Oz Oz oxy 1 Ty Tn 1=1%;

11ttty =1

La transformée de Laplace multivariable est un opérateur linéaire sur un champ

scalaire f(x) avec x = (z1,...,2,)7 € R7, le transformant en un champ scalaire f(s),
avec s = (s1,...,8,)7 € C", définie comme suit :
fs)= [ f(z)exp *dx. (4.17)
RY

Les transformées de Laplace directe et inverse utilisées dans la suite sont données
dans les deux propositions suivantes :

Proposition 4.5.1. L’équivalent opérationnel de H;g:l z)"

mation de Laplace suivante

est donné par la transfor-

k k
c (H ﬁ) =11 fil (4.18)
=1

i=1 Si

Preuve. Pour etablir cette formule, on commence par & = 2. Ceci donne :

" y™ 1 1

nl m!) ~ gl pmtl

m

Soit G(z,y) = Z; 4 avec n,m € Z. Alors,

nl'm
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[e.e] [e.e]
/ e_py/ e G(x,y)dzdy
0 0
/ py/ dwdy
n' m'
—/ e*pyy / 2 da:dy
0 m! Jo
Y A
_/o e Sn+1dy

1 o0 Yy
_ Y
= ol /0 R dy

1 1
gn+l pm+1 :
La formule générale (4.18) est déduite par récurrence sur ;. O
Proposition 4.5.2. La transformation inverse de Laplace de T 1 aﬁl+ e ff est don-
i=15; 3 1
née par
Hf:1 s H?:l dsi' Hf:l(ni -tJo 0
k k

H(Xi R H(—xi)ail(m, To, Tk )dx) - - dT1. (4.19)

i=1 i=1

Preuve. Pour démontrer cette transformation, on commence par k = 2, ce qui donne :
(1 1 9%t
5" p™ dsedpb

1 G 118G
spm 9so o pm s" Osa

1 [ (n) 1 &I
:m/ (—x)ade:/ (—aye L Ty,

P pm apb

_ / " e / " P rdyds
-/ v / " () Ly

X vy
= m/o /0 (X —2)" Y — ) (—2)*(—y) Idydz.

. b
Soit G = g—p{,

La formule générale (4.19) est facilement déduite par récurrence sur z;. O
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On suit les mémes lignes de raisonnement que dans la sous-section 4.2. L’idée est
d’essayer d’exprimer les dérivées partielles désirées (& estimer) en fonction d’intégrales
itérées des quantités observées. Le calcul est bien plus compliqué que dans le cas mono-
dimensionnel. On commence par quelques exemples pour montrer comment on procéde,
puis on présente une forme générale pour le calcul des termes non diagonaux de la
matrice hessienne.

4.5.2.1 Exemples introductifs

Considérons un champ scalaire dépendant de deux variables z = f(z,y). Sa tronca-
ture de Taylor (pour N = 2) autour de (0,0) est donnée par

1
Falz,y) = 1(0,0) + L(0,0)x + L,(0,0)y + 5 1,2(0,0)a

1
—|—§Iy2 (0,0)y* + I, (0,0)xy.

Dans le domaine opérationnel, et en supprimant les arguments (0,0) de I’équation
précédente, on obtient

I L, I, 1. Ip I
I(s,p):§+%+$+$+7+ 5 (4.20)

Estimation de la dérivée 1" utilisant un développement de Taylor bidimen-
sionnel Pour calculer I, on essaye de manipuler (4.20) afin d’isoler I,. On commence
par multiplier (4.20) par s3p® puis on dérive deux fois par rapport a p et une fois par

N . . 9. 1 L . . N N
rapport & s. Ensuite on multiplie par 5 eton dérive une fois par rapport a s. Le terme &
—2I,
s2p

au membre de gauche de 'égalité (4.20) on obtient :

droite de I’égalité dans (4.20) se réduit alors a . En appliquant les mémes opérations

9%1(s,p)

0I(s,p) 0I(s,p)
D 0s0p

181(s,p) + 303T + 18p———= + 30sp
s

0
0%1(s,p) 931 (s,p) 0%1(s,p)

2 ) 2 ) 2 )
+3p 78]02 + 5sp 9502 2p + 65 sz

2 83[(5719) 2 2841(5,10) 9 I,

+6s

P (2,29 AP
b 0s20p b 0s20p? s2p

Notons que multiplier par s (ou p) correspond a dériver par rapport & = (ou y) dans le

domaine temporel, ce qui est indésirable. Pour cette raison, multiplions (4.21) par ﬁ,
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puis appliquons la transformée inverse (4.19). La forme suivant est obtenue

/ / 2Y —y)(x,y)dxdy +

30 / X = 2)(Y — y)*(—2)I(w, y)dwdy +

)
/ / ) () (z,y)dedy +
/ — )Y — ) () (—y) I () dady +
2/0 /O (X — 2)*(~y)*I(z,y)dzdy +
5 /0 3 /0 " (X — 2)(ca) ()l y)dudy +
0 / : / Y = )2 (0, y)dady +
/ / (Y — y)(—2)2(—y) I (z, y)dady +
/ / 21 (2, y)dedy +

X4ys3
=2, — .
4! 3!

of

Aprés un changement de variable approprié pour normaliser I'intégrale dans l'inter-
valle [0, 1], la forme finale est obtenue

—36
I, = / / —48z — 36y — 160zy>
— 18022y + 9 + 30y + 4522 + 15022y
+192zy)I (X x,Yy)dzdy. (4.21)

Estimation de I,2, et I, en utilisant un développement de Taylor bidimen-
sionnel De fagon similaire a '’exemple précédent, afin de calculer un estimateur pour
I,2, on essaye de manipuler (4.20) pour isoler I,2. Une maniére de faire est d’appli-
quer 33%{;9?%3 p3. La forme finale est obtenue aprés normalisation de 'intégrale dans

I'intervalle [0, 1] et est donnée par :

1
L. = 80// —18z — 12y — 60xy?

—722%y + 3 + 10y* + 1822 + 6022y
+72zy) [ (X, Yy)dzdy. (4.22)
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En appliquant . e %%é%%s?’ﬁ a (4.20), on obtient :

144
Iy = / / —24022 y — 48y — 48z

—240xy + 9 + 452 + 4522 + 22522y
+256z2y) I (Xx,Yy)dzdy. (4.23)

Notons que (4.23) est symétrique en z et y.

4.5.2.2 Une formule générale pour estimer I,

L’équivalent de (4.16) dans le domaine opérationnel est donné par la transformation
de Laplace (4.17) :

A N 1 n
TR o R )3l S DI Sl | C TR
n=0 11=012=n—11 i3=n—19 tp—1=n—1i—2 f=0

(4.24)
avec i, = kN — Zl 1.
Pour estimer I,,,; {i,7} =1,...,n, on multiplie par I'opérateur différentiel

=N, N
wen T (3)
le{1,..,n}—{ij} !

avec
8m+1 8n2+1 1 aN—l 8N_1

Q= )
Osk1tl ggratl 5iS; asﬁv_l asN_l

Ceci donne l'estimateur suivant de Ip,.;, {i,j} = 1,.

n
Iﬂ?zxj — 1 :N,n,i,j SN+1 f(S)
K1+2 R2+2Hn ’Ll Hn ll TR1,K2 l ’
i 1=151 =1

S

avec
(_ 1)/41 +ro+2

(k1 + D) (kg + DIN)2[(N — 112

Des formes générales pour I, et I > similaires & (4.16) peuvent aussi étre données.
k2

4.5.2.3 Un autre estimateur de I,

Considérons les quatres développements de Taylor suivants

1 1
Fa(w,y) = 1(0,0) + L(0,0)z + 1,(0,0)y + 5 1,2 (0, 0)% + 3120, 0)y? + I, (0,0)zy
(4.25)
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1 1
fa(—z,—y) = I1(0,0) — I;(0,0)z — I,,(0,0)y + ilxz(o, 0)? + §Iy2 (0,0)y? + I, (0,0)zy - - -
(4.26)

1 1
f2($a _y) = I(O¢ O) + I:E(Ov O)I‘ - Iy(oa O)y + 5112 (07 0)2 + §Iy2 (07 O)y2 - Ixy(07 0)$y e
(4.27)

fo(—2,y) = 1(0,0) — 1,(0,0)z + I,(0,0)y + %Ixz(o, 0) + %Iyz(o, )% — I, (0, 0)ary - -

(4.28)

En manipulant les quatres équations (4.25)-(4.28), une estimation de I, peut étre
obtenue par

9 11
Iy = —< / / (16 — 20y — 20z + 25zy)I( Xz, Yy)dxdy (4.29)
AXY Jo o

avec

I(anyy) = f(X:E,Yy) - f(—X{E,Yy) - f(X.T, _Yy) + f(_X‘Ta _Yy)

4.5.3 Simulations numériques

Afin de montrer 'efficacité de notre approche, on a réalisé des simulations numé-
riques sur une fonction bidimensionelle donnée par f(z,y) = sin(32%+ 2y*+3) cos(2z+
1 —eY). Le résultat obtenu est comparé avec des techniques de différences finies [AS65].
Un pas d’échantillonnage de (0.001 x 0.001) est utilisé. Les estimations sont calculées
sur une surface élémentaire (non infinitésimale) [0, X| x [0, Y] avec X =Y = 0.06 (pour
les simulations sans bruits). Cette surface est constituée de 7 x 7 = 49 échantillons.

Les dérivées sont calculées en un point (z;,y;) avec y; = 2 et x; allant de —2 a 7. En
effet, en chaque point de la ligne (-2 < z; < 7,y; = 2), la surface élémentaire nécessaire
pour le calcul est prise autour du point particulier (z;,y;).

Les résultats de simulation sont représentés dans la figure (4.11). La dérivée partielle
du second ordre (4.22) est dessinée en ligne jaune épaisse, alors que le résultat des
différences finies (JAS65] section 25.3.23) est dessinée en ligne rouge mince dans la figure
(4.11). 11 est a remarquer que les différences finies ne suivent pas bien les concavités au
contraire de la dérivée algébrique.

Ensuite, on rajoute a la surface un bruit n(z,y). Le niveau du bruit est mesuré par
Zi,j |f(95i7yj)‘2
Zi,j [n(@i,y;)°
les simulations qui suivent, le rapport signal sur bruit SN R est pris égal & 25 dB. La
figure (4.12) montre une coupe de la surface bruité dans le plan x; = 2 pour y; allant
de —1 a 3.

Une comparaison entre la dérivée algébrique et les techniques de différences finies
pour estimer la dérivée premiére est présentée dans les figures (4.13) et (4.14). La surface

le rapport signal sur bruit donné en dB, i.e., SNR = 10log;, . Dans
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FIGURE 4.10 — Représentation 3-D de f(z,y) = sin(322 + 1y + 3)cos(2z + 1 — €¥)
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FIGURE 4.11 — Estimation de I,2
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Slice of the noisy surface
T T T

x‘=2, -1<y‘<3

FI1GURE 4.12 — Une coupe de la surface bruitée en x; =2 et —1 <y; < 3, 25 dB

élémentaire utilisée dans les simulations est constituée de 80 x 80 échantillons. Notons
que les mémes dimensions de surface (80 x 80) sont utilisées dans les 2 cas. La dérivée
algébrique montre une plus grande robustesse vis-a-vis du bruit. Notons que I’estimation
dans (4.13) est sujette a un retard. En suivant le méme raisonnement que dans [MJFO07|,
une explication par I'intermédiaire des polyndémes de Jacobi peut étre donnée.

1% derivative estimation

T T T
—Algebra based 1%t derivative
2L |~ ~"Formal 1% derivative

xi:2‘ —1<yi<3
FIGURE 4.13 — Estimation algébrique de la dérivée 1¢7¢ I,

On considére maintenant 'estimation des dérivées du second ordre de la surface brui-
tée I,2 et I ,. Les estimations obtenues pour un bruit ayant un rapport SNR = 25 dB
pour la dérivée algébrique ainsi que les différences finies n’ont pas été satisfaisantes.
Ceci nous a amenés & considérer un rapport signal & bruit plus grand. En prenant un
SNR = 35 dB, on obtient les résultats donnés dans les figures (4.15), (4.16) et (4.17).
La figure (4.16) montre une estimation de I,. Des surfaces formées de 150 x 150 échan-
tillons sont utilisées. Les différences finies en tiret rouge dont la formule est donnée dans
[AS65] (section 25.3.26) montre une plus grande robustesse vis-a-vis du bruit en compa-
raison avec la dérivée algébrique en ligne bleue, mais une performance moindre quand la
courbure du signal augmente. Dans la figure (4.17), une estimation de I 2 est dessinée
en ligne bleue et comparée avec les différences finies tirées de [AS65] section 25.3.24 (en
rouge) et 25.3.25 (en ligne bleue claire pointillée). La dérivée formelle du second ordre
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Finite difference estimation of the 1 derivative
T T T

1
x=2,-1<y<3

FIGURE 4.14 — Estimation de la dérivée 1¢7¢ [, par les différences finies

est en vert. Une surface carrée de 80 x 80 échantillons est utilisée en simulations. Notons
que la dérivation algébrique est plus performante. On espére améliorer cette estimation
par l'injection de retard dans I'estimation comme il a été fait dans [MJFO07].

FIGURE 4.15 — Une coupe de la surface bruitée en x; =2 et —1 <y; < 3, 35 dB

Finalement, I’estimateur donné par (4.29) est testé sur le signal bruité avec un niveau
de bruit donné par SN R = 25 dB. Les simulations montrent une meilleure performance
en comparaison a celles données par (4.23) (voir figures (4.18) et (4.19)). La surface
élémentaire utilisée pour effectuer les calculs est de 80 x 80 échantillons.

4.6 Conclusion

Dans cette section, on a présenté une extension de la technique algébrique au cas
des signaux multidimensionnels. En se basant sur un développement de Taylor vectoriel
ainsi que la transformation de Laplace multivariable, des estimateurs ont été synthétisés.
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Estimation of \xy
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FIGURE 4.16 — Estimation de I,

Estimation of |x2
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—.—.Algebra-based estimation for Ixz
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FIGURE 4.17 — Estimation de la dérivée seconde, I 2

Finite Difference estimation for ‘l‘/
60 T T T T T T T

FIGURE 4.18 — Estimation de I, par les différences finies avec SNR = 25 dB
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Estimation of |,
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Algebra-based estimation of |
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FIGURE 4.19 — Estimation algébrique de I,, SNR = 25 dB

Ces estimateurs sont constitués d’intégrales du signal. On a présenté une comparaison
avec les techniques de différences finies. Il a été montré dans [MJF07| que I'introduction
d’un retard dans les estimateurs améliore considérablement la qualité des estimations
et sa robustesse vis-a-vis du bruit. Un raisonnement similaire peut étre fait pour les
estimateurs multidimensionnels.
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Conclusion

La synthése d'une commande quasi-homogéne a été développée pour la stabilisation
asymptotique de systémes mécaniques sous-actionnés, opérant dans un milieu incer-
tain, ici lié a la présence de frottements mal modélisés. La synthése proposée présente
une alternative intéressante des modes glissants standard. Bien que le contréleur quasi-
homogéne génére des modes de Zénon, i.e. une infinité de commutations sur un intervalle
de temps fini, ils n’aboutissent cependant pas & la génération de modes glissants stan-
dards sur les surfaces de commutation. Des modes glissants du second ordre apparaissent
sur les intersections des surfaces de commutations.

Pour stabiliser de tels systémes autour d’une position d’équilibre instable, une sortie
fictive du systéme doit étre choisie de telle sorte que la dynamique équivalente corres-
pondante est localement asymptotiquement stable. Ensuite, les performances désirées
du systéme bouclé sont assurées par 'application d’'une commande quasi-homogéne an-
nulant la sortie fictive et assurant la convergence des trajectoires du systéme vers la
dynamique équivalente.

La stabilisation orbitale du pendule inversé a été revisitée. La synthése quasi-homogéne
nous a permis de concevoir un contrdleur par modes glissants du second ordre capable
de conduire la partie actionnée du systéme sur une surface de glissement constitué d’une
modification de l'oscillateur de Van der Pol en un temps fini et le maintenir sur cette
surface méme en présence de perturbations. En conséquence, la partie non actionnée
effectue un mouvement orbital périodique.

La stratégie de stabilisation orbitale a été appliquée au balancement et stabilisation
d’un pendule inversé. Elle a été utilisée dans le but de ramener le pendule inversé de sa
position d’équilibre initialement stable (en bas) vers sa position d’équilibre initialement
instable (en haut). Un choix adéquat des paramétres de la commande est nécessaire
pour obtenir les performances désirées.

Les performances de la commande proposée ont été illustrées par des simulations
numériques ainsi que des essais expérimentaux pour le balancement et la stabilisation
d’un pendule inversé, que nous avons réalisé pendant ce travail de theése.

Enfin, nous avons utilisé des techniques algébriques de différenciations récentes, pour
constater leur bonne efficacité dans le cas du pendule, puis nous avons généralisés ces
techniques au probléme des fonctions multivariables. Des simulations numériques sur un
exemple académique sont prometteurs pour des applications en traitement d’images.
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Annexe A

Systémes homogénes a
commutation

Cette partie est principalement tirée de [Orl05].

A.1 Rappel sur les inclusions différentielles

On considére les systémes non autonomes & commutation modélisés par :

T = p(z,t) (A.1)

ounx = (xg,--- ,a:n)T est le vecteur d’etat, t € R est le temps, la fonction p(x,t) =
(p1(z,t), -+ ,on(x,t))T est continue par morceaux. On rappelle que la fonction ¢(x, 1) :
R+l _ R™ est continue par morceaux si et seulement si R"T! consiste en un nombre
fini de domaines G; C Rl j = 1,... N d’intérieurs disjoints dont la frontiére
N = Ué\leﬁGj est de mesure nulle. ¢(z,t) est continue dans chaque G;, et pour tout
j =1,---,N, elle admet une limite finie ¢/(z,t) quand l'argument (z*,t*) € G; se
rapproche de la frontiere (z,t) € 0G;.

Le systéme scalaire & = —sign(z) est un exemple de systéme a commutation ad-
mettant un régime de glissement sur la surface de commutation z = 0 |[Utk92]. Le
corps des nombres réels R est donc partagé en 2 sous-ensemble disjoints G; = RY et
G2 = R7. Un deuxiéme exemple d’un systéme a commutation, 1’équation du second
ordre & = —asign(x) — bsign(x) o a > b > 0, exhibe un mode glissant dans un voisi-
nage de l'origine (z, %) = 0. On verra que ce systéme est stable en un temps fini et que
plus quand les trajectoires arrivent en zéro I'etat du systéme commute & une fréquence
infinie. Ce phénoméne de commutation a haute fréquence appelé réticence (chattering
en anglais) est caractéristique de certaines classes de systémes & structure variable (les
modes glissants).

Dans ce qui suit, une définition des solutions de I’équation différentielle (A.1) ayant
un second membre continu par morceau est donné dans le cadre des inclusions différen-
tielles (voir Filippov |Fil88]).
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Définition A.1.1. Considérons l’équation différentielle (A.1). Pour tout point (x,t) €
R™ x R, soit ®(x,t) l’ensemble fermé convexe contenant toutes les valeurs limites de
o(x*,t) pour (x*,t) € RMI\N, 2* — 2, t = const. Une fonction absolument conti-
nue x(.), définie sur un intervalle T € R", est dite solution de (A.1) si l'inclusion
différentielle

€ ®(x,t) (A.2)

est satisfaite presque partout sur Z.

D’aprés le théoréme 8 de [Fil88], p. 85, le systéme (A.1) admet une solution pour
toutes les conditions initiales x(tg) = 20 € R™. Cette solution est localement définie sur
un intervalle de temps [tg, t1), cependant, elle n’est pas unique.

Les inclusions différentielles constituent un cadre théorique bien adapté a I'étude de
la commande par modes glissants en automatique. Rappelons que ’avantage essentiel
des modes glissants est la robustesse vis-a-vis des perturbations, il est donc naturel de
considérer une version perturbée de l'inclusion différentielle (A.2). Pour cela considérons
une version perturbée de (A.1) :

T = (p(.%',t) + w(xat)a (As)

ol ¥ est une fonction continue par morceaux dont les composantes ;,--- , 1, sont
localement uniformément bornées dans une boule Bg centrée & l'origine et de rayon ¢;
ie.,

pour tout (z,t) € Bs x R et M; > 0, fixé a priori. Un concept de solution d’une telle
équation différentielle est introduit comme suit :

Définition A.1.2. Une fonction x(.) absolument continue, définie sur un intervalle
T € R™, est dite solution de l’équation différentielle avec incertitudes (A.3) satisfaisant
(A.4) si et seulement si elle est solution de (A.3) sur l'intervalle T dans le sens de la
définition A.1.1.

Il est intéressant de noter que le systéme incertain (A.3), (A.4) peut étre représenté
par une inclusion différentielle de la forme
€ P(x,t)+ U, (A.5)
ot ®(z,t) est le méme ensemble définie dans A.1.1, ¥ est le produit cartésien des
intervalles W; = [-M;, M;], i =1,--- ,n, et 'ensemble
P(x,t) +V={p+1:¢€ eV}

Notons que si p(z,t) = p(z) est indépendante du temps, le systéme incertain & =
o(z) + ¥(x,t) est gouverné par l'inclusion différentielle & € ®(x) + ¥, en dépit de la
présence de termes incertains temps variant ¢ (z, ).
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La stabilité d'un systéme a commutation (A.3)-(A.4) est introduite via la stabilité
de l'inclusion différentielle correspondante, alors que la stabilité de cette derniére est
définie comme suit.

Supposons que z = 0 est un point d’équilibre de 'inclusion différentielle (A.2), et
soit z(., tg, #°) une solution z(.) de (A.2) ayant comme condition initiale x(ty) = .

Définition A.1.3. Le point d’équilibre x = 0 de inclusion différentielle (A.2) est stable
(resp. uniformément stable) si et seulement si pour tout tg € R, € > 0, il existe un certain
d = d(e,tg) > 0, dépendant de € et pouvant dépendre de ty (resp. indépendante de to)
telle que toute solution x(.,to,x°) de (A.2), avec les conditions initiales x(tg) = x° € Bs,
boule centrée a lorigine et de rayon §, existe pour tout t > tg et satisfait l’inégalité

|z(t, to,2°)|| <€, to <t < oo.

Définition A.1.4. Le point d’équilibre x = 0 de linclusion différentielle (A.2) est
(uniformément) asymptotiquement stable s’il est (uniformément) stable et pour toute
solution initialisée dans une boule Bg, la trajectoire correspondante converge vers [’ori-
gine c’est-a-dire

lim ||x(t,t07x0)H =0

t—o0
(uniformément en to et 2°). En plus, si la convergence est assurée pour (A.2) indépen-
damment des conditions initiales, (resp. si en plus elle est uniforme entgy et 2° € Bs pour
tout § > 0), le point d’équilibre est dit globalement (uniformément) asymptotiquement
stable.

Définition A.1.5. Le point d’équilibre x = 0 de l'inclusion différentielle (A.2) est dit
globalement (uniformément) stable en temps fini si, en plus de la stabilité asymptotique
globale (uniforme), la relation suivante est satisfaite

z(t,tg, z°) = 0

pour toute solution x(.,t,x°) de (A.2) et tout t > to + T(tg,z°) ou le temps d’établis-
sement

T(tg,2°) = sup inf{T >0: xz(t,to,2°) = 0 pour tout t >ty + T} (A.6)

z(.,t0,z0)

est telle que
T(to,z%) < 0o pour tout to € R and 2° € R"

(resp. T (Bs) = supy,cg. z0ep; 1 (to, 2") < 0o pour tout § > 0).

Considérons maintenant le systéme incertain (A.3)-(A.4). Afin de mettre 'accent sur
le fait que le systéme perturbé requiert non seulement la stabilité uniforme vis-a-vis des
conditions initiales mais aussi des perturbations, le systéme correspondant est qualifié
d’équi-uniformément stable.
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Définition A.1.6. Le point d’équilibre x = 0 du systéme incertain (A.3) (A.4) est dit
équi-uniformément stable si et seulement si pour tout tg € R, € > 0, il existe un certain
d = d0(e) > 0, dépendant de € et ne dépendant pas de to et 1) telle que toute solution
zy (., to, 2°) de (A.3) (A.4) avec les conditions initiales 2° € Bs existe pour t > to et
satisfait l’inégalité

wa(t,to,xO)H < €,Vt € [tg, 00).

Définition A.1.7. Le point d’équilibre x = 0 du systéme incertain (A.3)-(A.4) est dit
équi-uniformément asymptotiquement stable s’il est équi-uniformément stable et pour
toute solution initialisée dans une boule Bg, la trajectoire correspondante converge vers
lorigine c’est-a-dire

tllglo Hx’lli(tvt(bx )H - Oa

uniformément en tg xo et toute solution $¢(.,t0,$0). En plus, si la convergence est
assurée Y9, le point d’équilibre est dit globalement équi-uniformément asymptotiquement
stable.

Définition A.1.8. Le point d’équilibre x = 0 du systéme incertain (A.3) (A.4) est dit
globalement équi-uniformément stable en temps fini si, en plus de la stabilité asympto-
tique globale équi-uniforme, la relation

xw(t, t(), :IZO) =0

est satisfaite pour toute solution xw(.,tg,xo) et tout t > tog + T(to,2°) ou le temps
d’établissement

T(tg,2%) = sup inf{T >0: xw(t,to,xo) = 0 pour tout t > to + T} (A.7)
2y (-5t0,20)

est telle que

T(Bs)= sup T(tg,z") < co pour tout § > 0.
to€R, z0€B;

A.2 Inclusion différentielle homogéne

Le concept d’homogénéité, étudié dans [Han67|, [Zub64] et [Ros92] pour les champs
de vecteur continuement différentiables ou continus, est généralisé aux inclusions diffé-
rentielles et, particuliérement, aux systémes non autonomes a commutation.

Définition A.2.1. L’inclusion différentielle (A.2) (I’équation différentielle (A.1) ou le
systeme incertain (A.3) (A.4)) est localement homogéne de degré g € R par rapport a
la dilatation (ri,--- ,rp) ot 1y > 0, i = 1,--- n s’il existe co = cte > 0 appelée
sous-estimation du parametre d’homogénéité et une boule Bs € R™ appelée boule d’ho-
mogénéité, telle que toute solution x(.) de (A.2) (resp. de l’équation différentielle (A.1)
ou du systéeme incertain (A.3), (A.4)) évoluant dans la boule Bs, génére un ensemble de
solutions z°(t) paramétrisées par un certain ¢ > co et dont les composantes vérifient

xi(t) = "wi(ct). (A.8)

7
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Définition A.2.2. Une fonction continue par morceauz p(x,t) : R"1 — R" est loca-

lement homogéne de degré q € R par rapport a la dilatation (r1,--- 1) ot 1y >0, i =
1,--- ,n s’l existe une constante cg > 0 et une boule By € R™ telle que
0i(cwy, - A e ) = T (2, T, 1) (A.9)

pour tout ¢ > cy et presque tout (x,t) € Bs x R.

Les Définitions A.2.1 et A.2.2 sont compatibles dans le sens ou I'homogénéité de
la fonction ¢ induit celle de I'inclusion différentielle correspondante (A.2) générée par
cette fonction d’aprés la définition A.2.1.

Le concept d’homogénéité globale de (A.2) et de (A.1) est introduit formellement
en posant ¢og = 0 et § = oo dans les définitions précédentes.

Lemme A.2.3. Soit @ une fonction continue par morceauz localement homogéne de
degré q € R par rapport a la dilatation (ry,--- ,ry). Alors l’équation différentielle cor-
respondante (A.1) est localement homogéne de degré q € R par rapport a la dilatation

(ri,--+ s rn).

Lemme A.2.4. Siles conditions suivantes sont satisfaites :

1. La fonction ¢ est continue par morceauz localement homogéne de degré q € R par
rapport a la dilatation (ri,--- ,7y);

2. les composantes ¥;, i = 1,--- ,n, d’une fonction Y continue par morceauzx, sont
localement uniformément bornées par des constantes M; > 0;

8. M; =0 pour g+ r; > 0.

Alors équation différentielle incertaine (A.3), (A.4) est localement homogéne de degré
q € R par rapport a la dilatation (ri,--- ,1y).

Dans ce qui suit, on étudie la stabilité globale en temps fini des systémes homogénes
a commutations.

A.3 Stabilité en temps fini des systémes homogéne a com-
mutation

Dans cette partie, on s’intéresse a I’analyse de la stabilité des systémes non linéaires
et non autonomes & commutation. Etant asymptotiquement stables et homogénes de
degré négatif, on montre que ses systémes atteignent leur point d’équilibre en un temps
fini.

La stabilité en temps fini des systémes homogénes est bien connue pour les champs
vectoriels continus [BB00], [HHXO01].

Un champs vectoriel continu autonome indépendant du temps globalement homo-
géne ¢(z) de degré négatif ¢ est globalement stable en temps fini s’il est globalement
asymptotiquement stable. La preuve de ce fait est donnée dans [HHXO01| et est basée
sur le résultat de [Ros92] énongant qu’un systéme autonome continu homogene, s'il est
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asymptotiquement stable, posséde une fonction de Lyapunov homogéne. Puisque pour
les systémes régis par des inclusions différentielles, ’existence d’'une fonction de Lyapu-
nov n’est plus garantie, la stabilité globale en temps fini de ces systémes est montrée
différemment.

Théoréme A.3.1. Supposons que l'inclusion différentielle (A.2) est localement homo-
géne de degré q < 0 par rapport a la dilatation (ri,---,ry) et soit x = 0 un point
d’équilibre de (A.2) globalement uniformément asymptotiquement stable. Alors l'inclu-
sion différentielle (A.2) est globalement uniformément stable en temps fini. En plus, une
surestimation du temps d’établissement (A.6) est donnée par :

1

(6R1)45(9) (A.10)

avec (20, ER), s(9) et Er sont donnés par

(2%, Eg) = sup inf{T >0:x(t,tg,2°) € EgVto € R, t >ty + T} (A.11)

z(.,t0,x0)

s(6) = sup 7(2°, E1y), (A.12)
20eEy 2

7 (A.13)

Preuve. Puisque (A.2) est globalement uniformément asymptotiquement stable, toutes
les trajectoires de l'inclusion différentielle sont dirigées vers un ellipsoide arbitrairement
petit (A.13). Alors la condition

z(t) € Eg pour t > tg + 7(z°, ER) (A.14)

est satisfaite pour toute solution x(.) de (A.2) avec x(ty) = 2, ou 'ellipsoide Ex est
choisi suffisamment petit pour étre contenu dans une boule d’homogénéité.

De plus, étant donné un § > ¢gR fixé a priori ol ¢y > 0 est une sous-estimation du
paramétre d’homogénéité , il existe un s(d) > 0 tel que, pour tout instant initial #g et
toutes les solutions Z(.) avec (o) € Fjs, on a que Z(t) € E%é pour t > to+s(d). Puisque
la fonction 2¢(.), dont les composantes (A.8) sont données pour ¢ = R~ > ¢y, est une
solution de (A.2), et, en plus, 2°(tg) € Ejs en tg = ¢ 9(to + 7(x°, ER)), on conclut que

z(t) € E%(; pour t > ¢ (tg 4+ 7(z%, ER)) + s(9). (A.15)

Cette derniére relation, réécrite en x(t) en tenant compte de (A.8) avec ¢ = JR™!, est
exprimé par :

z(t) € E1p pour t > 1) =t + 7(2°, Er) + (0R™1)9s(0). (A.16)
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Ensuite, en procédant de méme pour calculer une solution pour (A.8) avec x(t1) € E1p,
2
on obtient
z(t) € B1p pour t > to =t + 21(SR™1)%s(9). (A.17)
4

De facon générale, les relations suivantes sont obtenues :
2(t) € Ey—(ir1yp pour t > tiq =t; + 29(SR™1)s(0), i = 1,2,-- -, (A.18)

en itérant sur ¢. Puisque A = 29 < 1 et en vertu de ¢ < 0, les instants ¢, k=1,2,---
convergent vers une limite donnée par :

k—1
. _ 0 . i —1\q
Jim #; tor (2", Eg) + lim ;)\ (6R™1)95(6) (A.19)
_ )\
= m+T@QEm+Jm11_AwR*V4® (A.20)
1
= to+7(z", ER) + ﬁ(éR_l)qs(é) < 0. (A.21)
Alors, la relation (A.18) implique que
~ 0 1 -1
2(t) € (| By-ip = {0}V > to + 7(2°, Eg) + o (OR)s(0), (A.22)

i=1

ce qui permet d’établir la propriété de la convergence en temps fini de I'inclusion différen-
tielle localement homogéne (A.2), ainsi qu’une surestimation du temps d’établissement
(A.10). O

Un corollaire important du théoréme A.3.1 est obtenu si 'inclusion différentielle
(A.2) est générée par une équation différentielle incertaine (A.3), avec ¢ et 1 des fonc-
tions continues par morceaux. De plus, ¢ est localement homogéne et ¢ est localement
uniformément bornée.

Théoréme A.3.2. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Le terme de droite d’une équation différentielle incertaine (A.3) consiste en une
fonction ¢ continue par morceaux localement homogéne de degré négatif q par
rapport a la dilatation (r1,--- ,ry) et d’une fonction 1 continue par morceau dont
les composantes 1, i = 1,--- ,n sont localement équi-uniformément bornées par
des constantes M; > 0;

2. M; =0 quand q + r; > 0;

3. x = 0 est un point d’équilibre globalement équi-uniformément asymptotiquement
stable de (A.3) en présence de fonctions ¢ satisfaisant (A.4).

Alors, Uéquation différentielle incertaine (A.3) (A.4) est globalement équi-uniformément
stable en temps fini. En plus, le temps d’établissement (A.7) est estimé par (A.10).
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Preuve. Le lemme A.2.4 couplé aux conditions (1) et (2) du théoréme garantissent
que le systéme (A.3), (A.4) est localement homogéne de degré ¢ < 0 par rapport a la
dilatation (r1,---, 7). En tenant compte de la condition (3) du théoréme, le théoréme
A.3.1 devient applicable et on conclut & la stabilité asymptotique équi-uniforme en
temps fini de (A.3), (A.4) ainsi qu’a une estimation du temps d’établissement. O



Annexe B

Commande par modes glissants

Cette partie est principalement tirée de [F1lo00].

B.1 Introduction

La commande par modes glissants est une des techniques de commandes les plus
connues efficaces et robustes en automatique (voir par exemple [FBO7|, [FBP03b|,
[DFKPO08b|, [DFKPO08al, [NFP0§|, [LPG06], [TPGDLO8| pour des applications en robo-
tique et machines électriques). Des propriétés intéressantes des controleurs par modes
glissants sont illustrées dans [OACO03], [OAAA03| ot des études expérimentales sur des
systémes mécaniques présentant des frottements secs, un servo-moteur et des robots a
trois degré de liberté, sont présentées. Les commandes par modes glissants (CMG) sont
réalisées de maniére & contraindre les trajectoires du systéme & rester dans le voisinage
d’une surface de commutation aprés un temps fini. Il y a deux principaux avantages a
une telle approche. Tout d’abord, le comportement dynamique résultant peut étre dé-
terminé par le choix d’une surface adéquate. Ensuite, la réponse du systéme en boucle
fermée présente de bonnes propriétés de robustesse vis-a-vis des perturbations, ce qui
fait de cette méthode une candidate sérieuse dans la perspective de I’élaboration de
commandes robustes. Cependant, la plupart des algorithmes de CMG d’ordre arbitraire
souffrent de I'absence de conditions suffisantes de convergence constructives. La tache de
réglage des paramétres de la loi de commande s’avére alors difficile lorsqu’il s’agit d’at-
teindre des performances bien spécifiques pour le systéme bouclé. Ce handicap fait que
ces techniques perdent de leur pertinence. Ainsi, la recherche d’algorithmes garantissant
un régime glissant d’ordre quelconque et proposant un réglage simple des paramétres
de la loi de commande en vue d’atteindre les performances désirées, présente un réel
intérét. Cette partie est consacré dans un premier temps a une présentation générale
des concepts de base de la CMG d’ordre supérieur. Son principe, ses propriétés de ro-
bustesse ainsi que le phénoméne de chattering et les solutions pour I’éliminer y sont
présentés.
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B.2 Etat de ’art

Dans un souci de clarté et pour éviter d’alourdir les notations, les développements
théoriques se feront sur la classe des systémes non linéaires, continus, mono-entrée et
affines en la commande c’est-a-dire & = f(z)+ g(x)u. Tous les résultats exposés ci-apreés
peuvent néanmoins étre généralisées a des systémes de la forme & = f(x,u) et au cas
des systémes multivariables.

Les modes glissants pour les systémes non linéaires ont été largement étudiés depuis
leur introduction (voir les ouvrages [Utk92|, [ES98|, [PB02]). Dans cette section, une
présentation générale et succincte de la CMG d’ordre un et d’ordre supérieur est donnée.

B.2.1 Commande par modes glissants d’ordre un
B.2.1.1 Généralités

Le principe de la CMG est, a I'aide d’une commande discontinue, de contraindre le
systéme & atteindre une surface donnée pour ensuite y rester. La synthése d’une CMG
se déroule en deux temps :

— une surface est déterminée en fonction des objectifs de commande et des propriétés

statiques et dynamiques désirées pour le systéme bouclé,

— une commande discontinue est synthétisée de maniére a contraindre les trajec-
toires d’état du systéme & atteindre et, ensuite, a rester sur cette surface en dépit
d’incertitudes, de variations de paramétres.

Soit le systéme non linéaire, affine en la commande, défini par :

= f(x,t) + g(x,t)u + p(z, t) (B.1)

oux =[xy, - ,xn]T € X représente 1’état du systéme avec X un ensemble ouvert de
R™ et u € U est 'entrée de commande qui est une fonction éventuellement discontinue,
bornée, dépendante de I’état et du temps, avec U un ouvert de R. Les fonctions f(x,t) et
g(z,t) sont des champs de vecteurs suffisamment différentiables. Le vecteur p(z,t) € R”
représente les incertitudes et perturbations du systéme qui peuvent étre discontinues
(frottement de Coulomb par exemple).

Soit s(z,t) : X x Rt — R une fonction suffisamment différentiable et considérée
comme une sortie fictive du systéme (4.2.1) telle que son annulation permette de sa-
tisfaire l'objectif de commande. La fonction s(x,t) est appelée variable de glissement.
L’ensemble

S={x e X:s(x,t)=0}

représente alors une sous-variété de X de dimension (n—1) appelée surface de glissement.

Définition B.2.1. [Utk92] On dit qu’il existe un régime glissant idéal sur S s’il existe
un temps fini Teyq tel que la solution de (4.2.1) satisfasse s(x,t) = 0 pour tout t > Toyq.

Quand les trajectoires du systéme (4.2.1) évoluent sur la surface de glissement S,
sa dynamique est dite immergée dans 1’état d’un systéme autonome de dimension n —
1. Ce systéme, appelé systéme réduit, a une dynamique déterminée par la surface de
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glissement. Une condition nécessaire pour 1’établissement d’un régime glissant d’ordre
un est que le systéme (4.2.1) soit de degré relatif égal & un par rapport a la variable de
glissement [Utk92| (le degré relatif d’un systéme est le nombre minimum de fois qu'il
faut dériver la sortie, par rapport au temps, pour faire apparaitre 'entrée de maniére
explicite [Isi95]). Une fois la surface de glissement choisie, la seconde étape consiste &
construire une commande u de facon & ce que les trajectoires d’état du systéme soient
amenées vers cette surface et soient ensuite maintenues dans un voisinage de celle-
ci malgré la présence d’incertitudes et de perturbations sur le systéme. En d’autres
termes, la commande doit rendre la surface de glissement localement attractive (i.e. au
voisinage de la surface de glissement, les trajectoires du systéme de part et d’autre de
la surface doivent tendre vers cette derniére). Une condition nécessaire et suffisante,
appelée condition d’attractivité, pour qu'une variable de glissement s(z,t) tende vers 0
est [Itk76] :

5§ <0 (B.2)

Cependant, l'inégalité (B.2) n’est pas suffisante pour assurer une convergence en
temps fini vers la surface et donc, un fonctionnement en régime glissant. Elle est géné-
ralement remplacée par la condition suivante, appelée condition de n-attractivité :

58 < —n|sl,n >0

La méthode dite de la commande équivalente [Utkin, 1992] est un moyen de décrire
le comportement du systéme lorsqu’il est restreint a la surface {s = 0}. Elle est obtenue
grice aux conditions d’invariance de la surface :

s = 0
= D7)+ glayun) =0 (B.3)

ot uf, appelé commande équivalente, est associée au systéme nominal, i.e. sans in-
certitude ; elle est déterminée de fagon unique par les conditions d’invariance (B.3),

c’est-a-dire : )
0s T 0s
eq _ _ [ 22 il
u ( (%g(a:)) @)

Cependant, cette commande ne force pas les trajectoires du systéme & atteindre la
surface de glissement. Ainsi, la commande u est la somme de la commande équivalente
et d’une composante discontinue assurant un régime glissant et 'insensibilité du systéme
vis-a-vis des incertitudes et des perturbations, i.e.

W= — G (gzg(x))  sign(s)

ol G > 0 est une constante positive et sign est la fonction signe usuelle.

Nous ne pouvons finir cette partie sans ajouter que les modes glissants présentent
des propriétés de robustesse intéressantes vis-a-vis de certaines perturbations. Si celles-
ci vérifient une certaine condition, elles n’affectent pas le systéme quand il atteint le
régime de glissement, comme 'indique le théoréme suivant :
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Théoréme B.2.2. [Utk92] Un régime glissant sur S, du systéme perturbé (B.1), est
indépendant du signal de perturbation p(x,t), si et seulement si, celui-ci est borné et
vérifie

p(z,t) € Vect{g(z)}. (B.4)

La condition (B.4) est appelée condition de recouvrement ou dans la dénomination
internationale "matching condition" [Dra69).

Remarque B.2.3. La commande u du systéme (4.2.1) étant une fonction discontinue
en x, équation différentielle engendrée n’a de sens que dans la théorie des inclusions
différentielles [Fil88], [AC84].

B.2.1.2 Exemple illustratif

Afin d’illustrer les différentes étapes de la synthése d’'une CMG d’ordre un et ses
propriétés, considérons I’exemple d’un double intégrateur perturbé :

i’l = X9
iy = u+pa1)
ot p(x1) = asin(10x;) est une perturbation bornée. L’objectif de commande est de

contraindre les variables d’état (z1,x2) & atteindre l'origine. On définit la variable de
glissement suivante (si’on veut par exemple que le comportement du double intégrateur
soit analogue & un systéme du premier ordre de constante de temps %) :

s=Ar1+x2, A>0

Apreés le choix de la variable de glissement, une commande discontinue est synthétisée
de facon a rendre la surface S = {x € X' : s = 0} invariante et attractive. En définissant
u par :

u=—Azrs — Gsign(s), G>a+nn>0

un régime glissant prend place sur S en un temps fini étant donné que
s$ = s(Axa +u+p) = s(—Gsign(s) + p) < —n|s|

La figure B.1 (a) montre les deux comportements successifs du systéme : tout d’abord, le
systéme décrit dans le plan de phase, une trajectoire parabolique tant que la surface de
glissement n’est pas atteinte (phase de convergence). Ensuite, il décrit un régime glissant
en évoluant le long de § (phase de glissement) jusqu’a 'origine du plan de phase. La
figure B.1(b) montre que le régime glissant prend place a partir de Ty, = 2.25. A
partir de cet instant, la commande commute & trés haute fréquence et la dynamique du
systéme bouclé se réduit & :
{i‘l = Ty = —>\331

On peut remarquer qu’'une fois le régime glissant établi sur S, le systéme perturbé a
un comportement dynamique identique a celui du double intégrateur sans perturbation
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—— avec perturbation
- - - sans perturbation 1
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FIGURE B.1 — Commande par mode glissant du 1¢" ordre, plan de phase (gauche) et
controle (droite).

en régime glissant. Le régime glissant jouit, ainsi, de la propriété d’insensibilité vis-a-vis
des perturbations intervenant dans la méme direction que u. Le systéme reste cependant
sensible & de telles perturbations pendant le régime transitoire, i.e. avant que S ne soit
atteinte. Afin d’assurer l'insensibilité aux perturbations pendant toute la réponse du
systéme, 1'élimination de la phase de convergence vers S est nécessaire [US96].

B.2.1.3 Le phénoméne de réticence

Un régime glissant idéal requiert une commande pouvant commuter & une fréquence
infinie. Evidemment, pour une utilisation pratique, seule une commutation & une fré-
quence finie est possible. Ainsi, durant le régime glissant, les discontinuités appliquées
a la commande peuvent entrainer un phénoméne de broutement, appelé réticence ou
"chattering" en anglais. Celui-ci se caractérise par de fortes oscillations des trajectoires
du systéme autour de la surface de glissement (voir les figures B.1(b) et B.2). Les prin-
cipales raisons a l’origine de ce phénomeéne sont les retards de commutation au niveau
de la commande et la présence de dynamiques parasites en série avec les systémes com-
mandés [YUz99.

Ce phénomeéne constitue un désavantage non négligeable car, méme s’il est possible
de le filtrer en sortie du processus, il est susceptible d’exciter les modes & haute fréquence
qui n’ont pas été pris en compte dans le modéle du systéme. Il peut étre si pénalisant que
I'utilisation d’'une CMG d’ordre un peut, dans certaines applications, étre & proscrire,
vu que son utilisation peut dégrader les performances et méme conduire a l’'instabi-
lité [Hec91]. La réticence implique également d’importantes sollicitations mécaniques
au niveau des actionneurs, pouvant provoquer leur usure rapide, ainsi que des pertes
énergétiques non négligeables au niveau des circuits de puissance électrique.

De nombreuses études ont été effectuées dans le but de réduire ou d’éliminer ce phé-
noméne. L’une des solutions envisagées consiste & remplacer la fonction signe par une
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Réticence

Trajectoire

F1GURE B.2 — Le phénomeéne de réticence

approximation continue, de type grand gain, dans un voisinage de la surface [SS83], telle
que la fonction saturation ou une fonction sigmoide (par exemple tanh(%), 2 arctan(%),
-++). Le régime glissant qui en résulte n’est plus confiné dans S, mais dans un proche
voisinage de celui-ci [CAWPO02|. Bien que cela permette d’atténuer le phénomeéne de
réticence, la précision par rapport a ’objectif fixé, la robustesse de la commande et le
temps de réponse s’en trouvent dépréciés. La technique des modes glissants d’ordre su-
périeur permet de passer outre ce phénoméne indésirable et aussi de pallier la condition
sur le degré relatif, rencontrée par la CMG d’ordre un.

B.2.2 Commande par modes glissants d’ordre supérieur

Dans le milieu des années 80, une nouvelle technique de glissement, caractérisée par
une commande discontinue agissant sur les dérivées d’ordre supérieur de la variable de
glissement, a été proposée dans [EKL86|.

B.2.2.1 Concepts de base

Considérons un systéme non linéaire incertain dont la dynamique est décrite par :

T = f(l‘,t) +g(x,t)u (B5)
s = s(z,t)
ott & = [w1,- -+ ,x,]T € X C R™ représente I'état du systéme. La commande u € U C R

est une fonction discontinue et bornée dépendante de ’état et du temps. f et g sont des
champs de vecteurs suffisamment différentiables mais connus de fagon incertaine.

Le probléme posé est toujours de contraindre les trajectoires du systéme a évoluer sur
la surface de glissement s(z,t) = 0, qui est ici une fonction a valeur réelle, suffisamment
différentiable telle que ses (p — 1) premiéres dérivées par rapport au temps ne soient
fonctions que de 'état = (ce qui signifie qu’elles ne contiennent aucune discontinuité).
Nous présentons ici briévement la théorie des modes glissants d’ordre supérieur. Plus
de précisions peuvent étre trouvées dans [EKL86|, [Lev93|, [BFLU99|, [Flo00], [FL02].
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Définition B.2.4. Soit le systéme non linéaire (B.5) et la variable de glissement s(x,t)
associée. L’ensemble (ou surface) de glissement d’ordre p par rapport a s(x,t) est défini
par :

Sy={reXx:s=5=--=5"1 =0} (B.6)

Définition B.2.5. [Lev93] Supposons que l'ensemble de glissement S, d’ordre p soit
non vide et qu’il définisse localement un ensemble intégral au sens de Filippov. Alors,
la dynamique satisfaisant (B.6) est appelée mode glissant d’ordre p par rapport a la
variable de glissement s.

Définition B.2.6. [Lev93/ On dit que la loi de commande u est un algorithme glissant
idéal d’ordre p par rapport a S, si elle génere une solution au sens de Filippov sur S,,,
1.€.

s=gs=...=5P") —

Un régime glissant d’ordre un peut exister sur la surface S = {z € X : s = 0}
si et seulement si le systéme (B.5) est de degré relatif un par rapport a la variable
de glissement. La commande par modes glissants d’ordre supérieur permet de relacher
cette condition. Si le systéme est de degré relatif p > 1 par rapport a la variable de
glissement, une CMG d’ordre p permettra d’obtenir une convergence en temps fini sur
la surface en forcant les trajectoires d’état du systéme & étre confinées au bout d’un
temps fini dans ’ensemble de glissement d’ordre p. Dans les définitions précédentes,
il est supposé que l'ensemble de glissement d’ordre p est atteint exactement. Un tel
régime glissant est qualifié d’idéal car les organes de commande doivent commuter a
une fréquence infinie. Toutefois, ce n’est pas le cas en pratique du fait des imperfections
de ces derniers. Par conséquent, le régime glissant ne prend place que dans un proche
voisinage de la surface considérée. Ce comportement est qualifié de régime glissant réel.
Il en résulte qu’un algorithme d’ordre p permettra, si la méthode d’intégration est a pas
variable majoré par 7, d’obtenir la précision de convergence suivante [FL02] :

|s] = O(r*),|5| = O(rP~V),... |s~V| = O(r)

Ainsi, obtenir une bonne précision de convergence d’un mode glissant requiert non seule-
ment de maintenir la fonction contrainte & zéro, mais également ses dérivées successives.
Ceci donne un argument supplémentaire aux modes glissants d’ordre supérieur. En ef-
fet, le développement précédent nous indique que pour un mode glissant classique, la
précision de la convergence est de l'ordre de 7, alors qu’elle est de 7 pour un mode
glissant d’ordre p.

Les algorithmes de commande par modes glissants d’ordre supérieur sont pour la plu-
part connus pour le cas p = 2. Certains travaux ont néanmoins permis de construire des
commandes garantissant un régime glissant d’ordre quelconque en temps fini [MY97],
[Lev01] et [Lev05al. Cependant, dans la majorité des cas, la nécessité de connaitre avec
précision les conditions initiales du systéme ou le réglage délicat des paramétres de la
loi de commande leur confére généralement une difficulté de mise en oeuvre pour les
applications réelles.
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B.2.2.2 Algorithmes par modes glissants d’ordre deux

Considérons le systéme non linéaire (B.5). Le but est de générer un régime glissant
d’ordre deux par rapport a la variable de glissement s, c’est-a-dire de contraindre les
trajectoires du systéme a atteindre et se maintenir en temps fini dans 'ensemble de
glissement Sy voir figure (B.3) :

F1GURE B.3 — Trajectoire d’un mode glissant du second ordre.

S={reX:s=5=0} (B.7)

Ceci est réalisé par une commande agissant sur la dérivée seconde de la variable de
glissement qui, de maniére générale, peut s’écrire sous la forme :

§=¢(x,t) + p(x,t)v

avec
— v = 1 dans le cas ou le systéme (B.5) est de degré relatif p = 1 par rapport a s,
— v = u dans le cas ou le systéme (B.5) est de degré relatif p = 2 par rapport a s.
Afin de réaliser des algorithmes par modes glissants d’ordre deux, il est nécessaire
de vérifier 'hypothése de travail suivante pour valider 'atteignabilité de la surface de
glissement et la bornitude de la variable § [BFLU99] :

Hypothése B.2.7. Les fonctions incertaines p(x,t) et ¢p(x,t) sont bornées. Plus par-
ticulierement, il existe quatre constantes positives Sy, Co, K,, et Ky telles que, dans
un voisinage |s(x,t)| < So, les inégalités suivantes soient vérifiées :

|p(z,t)| < Cp et 0 < Ky, < @(x,t) < Kpy
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Notons que cette hypothése est relativement peu restrictive puisque, si les fonc-
tions ¢ et ¢ sont continues sur un compact ot la fonction ¢ ne s’annule pas, elle est
automatiquement vérifiée. On pourra donc se ramener & un compact afin d’appliquer
les algorithmes suivants. En effet, il est facile de synthétiser une commande ralliant
ce compact en temps fini si ce dernier n’est pas un ensemble singulier de I’équation
différentielle.

Différents algorithmes menant au comportement désiré peuvent étre trouvés dans la
littérature : "twisting", "super-twisting", "sub-optimal" [BFLU99|, "algorithme quasi-
homogene" [Orl03].

B.2.2.3 Algorithmes par modes glissants d’ordre quelconque

Contrairement aux modes glissants d’ordre deux, il existe trés peu de résultats sur
les algorithmes de commande par modes glissants d’ordre quelconque. Récemment, de
nouveaux algorithmes apparaissent. L’algorithme de CMG proposé dans [MY97] est, a
notre connaissance, le premier travail proposant une solution & ce probléme. Il est basé
sur les propriétés de convergence en temps fini des équations différentielles non linéaires.
Cependant, il souffre d’'un probléme de singularité autour de l'origine. Plusieurs algo-
rithmes proches de celui proposé dans [MY97], ont été développés dans [Lev01], [Lev03],
[Lev05a]. Bien qu’ils permettent de pallier le probléme de singularité autour de 1'origine,
un probléme se pose sur le choix des gains de commande. L’algorithme est peu construc-
tif par manque de conditions nécessaires et /ou suffisantes relatives aux parameétres de la
loi de commande, rendant le réglage de cette derniére empirique, souvent difficile et fas-
tidieux. Enfin, d’autres algorithmes de commande par modes glissants d’ordre supérieur
ont été récemment introduits dans [Lev05b], [LPGO7]|, [PGLO08| [DFKP08a]. Le premier
algorithme est basé, d’une part, sur la commande linéaire quadratique sur un horizon
de temps fini avec contraintes sur ’état final et, d’autre part, sur la commande par
modes glissants d’ordre un. Quant au second, il est basé sur la minimisation d’un cri-
tére quadratique et sur le concept de CMGI. Bien que ces algorithmes soient généraux,
la connaissance précise et a priori des conditions initiales du systéme peu restreindre
I’applicabilité de cette approche.
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Résumé

J’ai bien bossé ...

Abstract

I worked well too.



