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RESUME

Le travail de recherche exposé dans ce mémoirbase ta été accompli dans le cadre d'une
convention CIFRE associant I'Université Bordeaux | et I'entrepriBeales Avionics. Il
constitue une analyse originale de la fiabiliténa&tériels complexes, dans une perspective de
maitrise et d'amélioration.

Le sujet traité comporte deux parties disjointes gauvent leur justification dans les
problématiques rencontrées par l'industriel.

La premiere thématique porte sur lI'analyse desistas » d'événements (accidents en série,
succession de défauts sur un flot de productignElle fait appel aux statistiques de balayage
pour évaluer la probabilité d'occurrence d'un agirétevenements. Plusieurs méthodologies
sont envisagées. Une simulation de Monte Carlocttirepuis un Réseau de Petri animé par
simulation de Monte Carlo, sont tout d’abord pr@msDes approches markoviennes sont
ensuite développées.

La seconde thématique se place dans le cadrequasde I'analyse statistique des données du
retour d'expérience en fiabilité. L’originalité thavail présenté est d’explorer le cas particulier
ou les durées de vie des matériels étudiés ne peéte observées ; les seules informations
disponibles sont le flux des livraisons (nombrepdeduits livrés par unité de temps) et le flux
des déposes (nombre de défaillances par unitémjesje

Une méthodologie innovante, permettant la constmat’'un estimateur du taux de défaillance
du matériel considéré, est exposée.

Mots-clés : statistigues de balayage, clusters, tt@arlo, Réseau de Petri, chaines de
Markov ; Retour d’Expérience, durées de vie, flexldraison, flux de déposes, produit de
convolution, transformée de Laplace, méthode cariva.

! Convention Industrielle de Formation par la REcher
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ABSTRACT

The thesis went within the scope of an agreemetwdas the University Bordeaux | and the
Thales Avionics company. It constitutes an origiaaklysis of the reliability of complex
materials equipments, with the prospect of cordnal improvement.

The thesis consists of two separate parts connéattdte problems met by the manufacturer:
The first part deals with the analysis of "clusten§ undesirable events (chain of disasters,
series of failures,...). It appeals to the scatissizs in order to estimate the probability of
occurrence of a cluster of events. A Monte Carlmusation implemented in a dedicated
algorithm, then a Monte Carlo simulation suppotigd Petri net model, are proposed. Several
markovian approaches are then developed.

The second part deals with the analysis of feedlotmaeknon common context when the only
information available is the number of equipmentsclv are delivered during each period and
the number of those which are removed during eaciogh. An innovative approach, allowing
to obtain the intrinsic failure rate of the matégiander study according to the production flow
and the removal flow, is explained.
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Chapitre 1

Etude préparatoire aux Statistiques de
balayage

« Comment analyser des clusters d’événements :
coincidences plausibles ou exceptionnelles ? »
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l. Introduction

Lorsque nous observons des évenements sur uné@@élbmnée, il arrive que nous soyons
frappés par des séries de faits particulieremeroghés dans le temps. Le réflexe commun
est alors de se demander si ces agrégats, queappaBerons par la suite dekisters sont
« normaux ».

D’un point de vue statistique, cela revient a sealeder si la probabilité de tels clusters est
suffisamment élevée pour que nous admettions gsi& séries » sont des coincidences ou si,
au contraire, cette probabilité est tellement &adple le hasard ne peut en étre responsable.

Pour illustrer ces premiers propos, nous reprenarexemple qui a récemment alerté I'opinion
publique.

Le mois d’aolt 2005 a vu une recrudescence du mordlaiccidents aériens : 5 accidents
graves ont eu lieu en 22 jours.

Figure 1 : la série d’accidents aériens du mois déit 2005

2 ao(t I
Le vol 358 d’Air France 6 aolt
sort de piste en Le vol 1153 de Tuninter
atterrissant a Toron s'écrase en mer prés de

~ Palerm
@\ N
Nombre moyen \
d’accidents aériens

par jour : ~ 1/25,
23 a0(it { soit 0,88 accident } 14 2bM
Le vol 204 de la Tans _— P& p.'s‘gresde 22 Le vol 522 d’Helios
s'écrase a | approche | ] / s'écrase sur une
Amazonie \\\ montagne prés d’Athénes
/
16 ao(t
Le vol 1153 de la West
Caribbean

s'écrase au Venezuela

Si ce chiffre a soulevé certaines interrogationsstcqu’il se situait largement au-dessus du
nombre moyen d’accidents observé sur les dix anpé&astdentes. En effet, 147 accidents
graves avaient été recenses entre le début deeBat®O5 et le début de I'année 2005 soit une
moyenne de 0,04 accident par jour ou encore 0,88at en 22 jours.

Cette «série noire » a soulevé nombre de questiefstives a la sécurité aérienne :
'augmentation observée du trafic aérien était-etherectement maitrisée ? Le parc d’avions
n'entrait-il pas en phase de vieilissement? Letigde et la maintenance étaient-ils
adaptés aux nouvelles orientations du trafic aétien
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L’'objectif des statistiques de balayageest de repérer et/ou d’analyser les clusters
d’événements afin de distinguer ceux qui résultknhasard et ceux qui, au contraire, sont la
manifestation d’une situation trés improbable etadanormale.

Ajoutons que l'enjeu est fort puisque, dans ce idercas, il faudra expliquer les facteurs qui
ont conduit a la réalisation du cluster.

Enfin, nombreux sont les domaines ou I'on s’intéeesux clusters d’évenements.

Le premier secteur concerné est celui de la saunbdique. L’'observation localisée d'un
nombre élevé de cas d’'une maladie donnée condsiih&rroger sur la présence de causes
communes (habitudes alimentaires, pollution indelsts...) ; les épidémiologistes tentent
d’'anticiper les vagues de virus et définissent desils d'alerte au-dela desquels I'état
d’épidémie est déclaré, etc...

Mais aujourd’hui, les statistigues de balayagerastgent de plus en plus d’industriels : les
ingénieurs en télécommunications, qui chercheningemksionner les réseaux de telle sorte
gu’ils puissent non seulement supporter un trafmyem mais aussi faire face a une hausse
soudaine de la demande ; les spécialistes degptraasqui cherchent a expliquer certaines
séries d'accidents ; les usines de production, tcpguent les défauts en série souvent
synonymes d’un relachement dans les procédés dedabn, de contréle ou de maintenance,
et précurseurs d’'une baisse de qualité, etc...

Il. Difficulté du probléme

Reprenons I'exemple des accidents aériens et tentemépondre a la questiooamment
peut-on voir un cluster de 5 accidents en 22 jGuomme la manifestation aléatoire, au sens
probabiliste du terme, d’une série d’évenements ?

Pour répondre a cette question, et ainsi jugeraderiormalité » d'un tel cluster, il faut déja
avoir une idée de la fagon dont sont distribuégl&nements « en temps normal ».

Pour ce faire, nous utilisons l'historique des denis aériens sur les dix années précédant
notre cluster : nous supposons que les accidersosielisent selon un processus de Poisson
dont l'intensité A n’est rien d’autre que le nombre moyen d’accidgatsjour constaté sur la

décennie précédant la période qui nous intéressiéx = 0,04j™.
Une premiéere approche... incorrecte !

Il est possible de donner une premiere réponse quéstion posée en tentant d’estimer la
probabilité que 5 accidents se succedent en 28.jour

Soit N(t) la variable aléatoire décrivant le nombtaccidents survenant durant une période de t
jours. Un résultat classique [Foata et Fuchs, 20®4dporta, 2006] nous dit que cette variable
aléatoire suit une loi de Poisson d'intensité

La probabilitée P(N(t)=Kk) d’observer exactement k accidents sur une pédedgours au plus
vaut :

P(N(t)=k) =e™ (%k

La quantiteP(N(t)= k)est la probabilité d’observer au moins k accidentsune période de t
jours au plus. On a:
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k-l . S (M)k
P(N(t)= k) :1—ZP(N(t): i) =1—Ze Kl
i=0 =0 '

Dansle cas ok = Btt= 22 le calcul donne une probabilité de 0,0022.

La premiére conclusion qui s’offre a nous est dqone la probabilité d’observer plus de 5
accidents sur une période donnée de 22 jourseasstdible puisqu’inférieure a 0,3%.

Mais la probabilité calculée ci-dessus est la pbdlté d’observer une série de 5 accidents sur

une plage fixe de 22 jours, par exemple entré'letde 22 décembre. Or, sur une année de 365
jours, les plages de 22 jours s’enchainent (ethsgauchent) au nombre de 344 et n'importe

laquelle de ces plages peut révéler un clustecuiants.

Nous pouvons donc supposer que la probabilité éimes un cluster sur une année compléte

est en réalité bien supérieure a 0,3%...

Une seule bonne approche !

La probabilité d’observer un cluster sur une périagielconque de 22 jours est difficile a
évaluer, la difficulté résidant dans le fait ques leontributions des plages ne sont pas
nécessairement indépendantes car lesdites plagesa@odisjointes.

En effet, si 'on note T la durée de I'observatione§t €gal a 365 jours dans notre exemple), le
nombre de plages de t jours a considérer (t e$ae2@ jours dans notre exemple) &stt+ . 1
Sur chacune des plages de t jours, la probabilitgsdrver un cluster de k accidents au moins
est celle calculée plus haut. Sur la période coraplé T jours, la probabilité d'observer au
moins un cluster de k accidents sur une plage gqogle de t jours s’écrit comme la
probabilité d’'une réunion, ou bien, en considét@vwenement complémentaire (« n’observer
aucun cluster sur la période d’observation »), cengrcomplément a 1 de la probabilité d’une
intersection. Soit :

P UN fin deb 2k |=1-P mN fin deb <k ’

Lfin ~gen<t Lhin ~lgen<t
Lin » tdebD{]- T} Lhin » tdebD{]- T}

tin et ke désignant respectivement le début et la fin deriétre courante.

D’un c6té, nous avons une réunion d'évenements digipints ; le calcul de la probabilité
correspondante fait appel a la formule de Poineaté nombre de termes impliqués croit tres
vite avec T. D’un autre c6té, la probabilité detkirsection n’est pas plus simple a évaluer car
les événementfN(t,, —t )<k} ne sont pas indépendants.

Dans les deux cas, les calculs sont vite impragsab
La solution réside dans l'utilisation des « stajis¢s de balayage » qui permettent d’évaluer la

probabilité qu’'une série d’événements se produes dine fenétre (temporelle, spatiale ou
spatio-temporelle) de taille donnée pouvant occtmées les positions possibles d’une région.
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[ll.  Formulation mathématique
l1l.1. Définitions

Soit (Q,7,P) un espace probabilisé éX;), une famille finie ou dénombrable de
variables aléatoires réelles positives Sur
Une réalisation de Xc’est-a-dire une valeux, (w) pouroJ1Q, sera notég; .

SoitT>0,0<w<T etkON*.

Définition. Une famille de réalisationé&i =xi(m))iDI des X présente ur(w,k)-cluster(ou
(w,k)-agréga) sur lintervalle [O,T[ s'il existe uD[O,T-W] tel que lintervalle [u,u+w[
contienne au moins k des valeurs des

Hypothése de finitude.Pour toutt >0, un nombre fini des Xsont a valeurs danEO,t[
presque srement.

L’hypothése de finitude permet d’introduire la satue d’ordre (X(n)), ou n parcourt
l'ensemble{1,2,...| 1]} si | est fini etN" sinon.

Nous définissons deux variables aléatoires :

1. La fonction de comptage définie pawl] [O,T-W] par
N,, (u) = Cardf i 01| X, D[u,u+w[}:Card{n‘X(n) D[u,u+w[} ;
2. La statistique de balayage :
S, = max N, (u).

udfo,T-w]

Avec les notations ci-dessus, la probabilité d'appa d'un (w,k)-cluster pour la famille
(X;)., estP{s, =k} et sécrit :

Asy 2kt =P;  J{N, W=k},

uo[0,T- w]

que I'on peut réécrire en tenant compte de lassigtie d’ordre :

P{s, 2k =P) N, (X ) 2K}

m
XmsT-w

Remarque : avec I'hypothése de finitudg,ed N, (u) sont presque sdrement a valeurs ddns
ou, en d’autres termes, presque slrement finies.
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Figure 2 : balayage de la fenétre d’observation

(w k)-cluster

Iz accidents /

Fenétre de balayage

Fenétre d" observation

[11.2. Deux modéles typiques
Un modéle continu: modéle « exponentiel avec renouvellement »

Soita > 0.
Soit Z,,....Z une suite de variables aléatoires indépendantetoidexponentielle de

1e=m 1t

parametren, et X, =Z, +...+Z_, mUN*

Proposition. La variable aléatoireN,, (upuit dans ce cas une loi de Poisson de paramétre
aw [Foata et Fuchs, 2003].

Remarque : 'hypothese de finitude est satisfaiteus avonsX ,, = X,,.
Un modeéle discret: modéle de Bernoulli

Soit TON'.

1={0,1,...T-1} (=[0, T[NN).
wiof1,...T}.

pO[o1].

l<sks<sw.

Soit Yy,...,Y74 une suite de variables aléatoires indépendamési de Bernoulli de parametre
p.
t si Y, =1
PosonsX; = _ .
T+1 si Y, =0

La fonction de comptage s’écrit alors :
u+w-1

Nw(u):Card{t|Xt D[u,u+w[}:Card{t|Xt Ofu,u+w[ety, =1} = DY, .

t=u
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Proposition : la variable aléatoirdl,, (Wuit dans ce cas une loi binomiale de parametres w
p [Foata et Fuchs, 2003].

IV. Un exemple simple...

Pour comprendre le probleme, regardons I'exempihplei suivant, relevant du modeéle de
Bernoulli, avec T=6,w=3 etk = 2.

Soit la séquenc& =(y,,Y;.Y,,Ys.Y,,Ys Désultant deT =6 épreuves de Bernoulli prenant la
valeur 1 avec la probabilité p et la valeur O aviec probabilité g=1-p. Cherchons la
probabilité P qu’il y ait au moins une fenétre dadueur trois contenant au moins deux 1.

La séquence suivante est une des seéquences peskildecontient le cluster (1,0,1).

Figure 3 : un (3,2)-cluster

cluster

Les clusters que nous pouvons rencontrer dansal#@epmne sont les triplets (0,1,1), (1,0,1),
(1,1,0) ou (1,1,1).

De par sa petite taille, ce probleme peut aisérégrtrésolu « a la main », et ce de plusieurs
facons. Nous présentons ci-apres quatre d’engs.ell

Nous n’'avons pas trouvé trace dans la littératueelal quatrieme approche, de nature
markovienne.

IV.1. Approche combinatoire

Il y a 2° = 64 configurations possibles pour la séquence S. Wiomérement exhaustif est
donc tout a fait raisonnable. Une table de vértar(Tableau 1) nous permet d'identifier les
remplissages possibles et d’isoler ceux qui congahndes clusters.

Nous pouvons méme aller plus loin et observer :
- Que certaines séquences contiennent plusiewtecdy
- Que le nombre de « 1 » dans un cluster peuléire3 ;
- Que plusieurs clusters peuvent se chevaucher.

Par exemple, la séquence suivante contient 3 ctustastitués de deux « 1 » et d'un « 0 » se
chevauchant et 1 cluster constitué de trois « 1 » :
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Figure 4 : clusters multiples, clusters se chevauaht

Deux « 1 »

1110|111

Deux « 1 »

Deux « 1 »

Trois « 1 »

La table de vérité est présentée dans le tableau 1.

Tableau 1 : table de vérité pour 'exemple(3,2). Leégradé de couleurs est fonction du nombre de
« 1 » dans la séquence.

€ €, | €& | €&, | € | &g | cluster
1 1 1 1 1 1 Oui 0 1 1 1 1 1 Oui
1 1 1 1 1 0 Oui 0 1 1 1 1 0 QOui
1 1 1 1 0 1 Oui 0 1 1 1 0 1 QOui
1 1 1 1 0 0 Oui 0 1 1 1 0 0 Oui
1 1 1 0 1 1 Oui 0 1 1 0 1 1 Oui
1 1 1 0 1 0 Oui 0 1 1 0 1 0 Qui
1 1 1 0 0 1 Oui 0 1 1 0 0 1 QOui
1 1 1 0 0 0 Oui 0 1 1 0 0 0 Oui
1 1 0 1 1 1 Oui 0 1 0 1 1 1 QOui
1 1 0 1 1 0 Oui 0 1 0 1 1 0 QOui
1 1 0 1 0 1 Oui 0 1 0 1 0 1 Oui
1 1 0 1 0 0 Oui 0 1 0 1 0 0 Oui
1 1 0 0 1 1 Oui 0 1 0 0 1 1 Oui
1 1 0 0 1 0 Oui 0 1 0 0 1 0 Non
1 1 0 0 0 1 Oui 0 1 0 0 0 1 Non
1 1 0 0 0 0] Oui 0 1 0 0 0 0 Non
1 0 1 1 1 1 Oui 0 0 1 1 1 1 QOui
1 0 1 1 1 0 Oui 0 0 1 1 1 0 Oui
1 0 1 1 0 1 Oui 0 0 1 1 0 1 Oui
1 0 1 1 0 0 Oui 0 0 1 1 0 0 QOui
1 0 1 0 1 1 Oui 0 0 1 0 1 1 Oui
1 0 1 0 1 0 Oui 0 0 1 0 1 0 Oui
1 0] 1 0 0 1 Oui 0 0 1 0 0 1 Non
1 0] 1 0 0 0] Oui 0 0 1 0 0 0 Non
1 0 0 1 1 1 Oui 0 0 0 1 1 1 Oui
1 0 0 1 1 0] Oui 0 0 0 1 1 0 QOui
1 0 0 1 0 1 Oui 0 0 0 1 0 1 QOui
1 0 0 1 0 0 Non 0 0 0 1 0 0 Non
1 0 0 0 1 1 Oui 0 0 0 0 1 1 Oui
1 0 0 0 1 0 Non 0 0 0 0 1 0 Non
1 0 0 0 0 1 Non 0 0 0 0 0 1 Non
1 0 0 0 0 0 Non 0 0 0 0 0 0 Non
Nombre de séquences contenant au rroing1
un cluster
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Chaquey, étant le résultat d’'une épreuve de Bernoulli deupgtre p, la probabilité d'une
séquence donnée, constituée de j fois « 1 » €0B-j« 0 », estP, = p'g®’, ce que l'on peut

encore voir comme la probabilité d’obtenir exacteti succes et | échecs a des places
déterminées de la séquence S.
La table de vérité (voir Tableau 1) nous permed@&gombrer :

- 9 clusters de taille 2 ayant chacun la probabit=p*q*.
- 20 clusters de taille 3 ayant chacun la probigbitj = p°q°.
- 15 clusters de taille 4 ayant chacun la probigbitj = p*q”°.
- 6 clusters de taille 5 ayant chacun la proba@bRit=p°q.

- 1 cluster de taille 6 ayant la probabilfg=p°.

Par conséquent, la probabilité d’'observer un ciuddes la séquence S est :
P=9P, + 20R, +15P, + 6P, + P,
d’'ou
P=9pq" +20p°q’ +18p°q” +6p°q +p°,
et en tenant compte du fait qge=1- :p
P=9p* -16p° +9p* - p°.
Remarque : cette approche est a I'évidence peuéalapx cas « réalistes » qui correspondent
3é(i:is”g/réleurs de T, w et k bien plus élevées gllesau cas €lémentaire que nous venons de

IV.2. Formule de Poincaré

Pour la concision des formules, nous notons prirgisent W, 'événement{N,, (u) > 2},
ou encorey, +VY, ., t VY., 2 2c’est-a-dire 'évenement « la séquen®e,y .,,Y,., contient
au moins deux 1 ». La probabilité recherchée essal

ol

soit, en recourant & une formulation explicite :

p= i PW,)~ S PW, W+ S Rw,w, W, }-Pw,w, W, W}

Osu<u's3 0< K uku"s3
Premier terme : événement simple

Pour 0su< 3 P(W,) est la probabilité que la séquen@e,y .,,Y.., COntienne un cluster,
c’est-a-dire deux ou trois 1. SoiP(W,) = (§)p2q+(§)p3 =3p? -2p°.
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Par conséquent, le premier terme de la formuleaitecBré vaut :

3
> P(W,) =12p* -8p°.

u=0
Deuxiéme terme; intersection de deux événements

Nous avons deux types d’intersection a considérer :

e Les intersections du typwuﬂWu+1 pour 0su< 2. Une intersection de ce type est non
vide siles séquences,,Y .., Yoz 6 Vi Yuszr Yues ) CONtiennent chacune un cluster.
Conditionnons pay,,,, ety,,, qui sont communs aux deux séquences :

P(Wun u+1) = z P(Wuan+1 Vs Yusz) = (m1n))x P((yu+1’ Yisz) = (m1n)) .

O<smsn<l

- Si (Y4, Yuse) = (0,0), aucune des deux fenétres ne contient de clust&ntersection

est vide.
- Si Yy Yueo) = (3,D)alors W, et W41 contiennent un cluster quelles que soient les

valeurs prises pay, ety,.,s-
- Si (Y1 Yus2) =(0,1)ou (1,0) alors W, et W41 contiennent chacune un cluster (cf.
figure 5) si et seulement gi, = €ty ,, = 1(voir figure 5).

Il vient donc pour la probabilité de I'intersection

PIW,Wy1) = 0% P(Y 1, Viz) = O.0)+1XP((Y 1, Vi) = (1) 42X P X P{(Yyr, Vo) = (01)
=1xp®+2xp*xpq
=p*+2p°(1-p)
— pz + 2p3 _ 2p4

Figure 5 : Intersection du type Wuﬂwu+l ,casouy,,, =0ety,,,=1

clusier

f_A_“l.
Y WMa+l Mol

e Les intersections du typlfa!VuﬂWu+2 pour u= 0,1 Une intersection de ce type est non
vide siles séquences,,,Y .., Yurz € Yurzr Yossr Yussa ) CONtiennent chacune un cluster.
En conditionnant pay,,, qui est commun aux deux séquences, il vient :

P(Wu n Wu+2) = z P(Wun Wu+1 yu+2 = m)X P(yu+2 = m) '
m{0,3
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- Si y,.,=0, alors W, et W,:» contiennent chacune un cluster si et seulement si

yu = yu+1 = yu+3 = yu+4 =1'
- Si y,.,=1 alors W, et W,,» contiennent chacune un cluster si et seulement si

(yu'yu+1) Z (O’O) et (yu+3' yu+4) * (O!O)
D’ou
P(Wuﬂ u+2) = P(yu = 1' yu+1 = l yu+3 = 1' yu+4 = 1))( I:)(yu+2 = O)
+ (1_ P(yu = 0’ yu+l = O))(l_ P(yu+3 = O’ yu+4 = O))X P(yu+2 = 1) ;

P(W,W,..)=p* xa+ -2 xp
=p*x@-p) +(1- @-p)2f xp
=4p® -3p°.

e L'’intersection du typewoﬂws. Elle est non vide si les séquencég,y, y, e€)
(Y1, Y4, Ys) » qui sont disjointes, contiennent chacune un etust

Il vient :
P(Woﬂ Ws) = ((§ )pz @d-p)+ (g)p3 )2
=9p* -12p° +4p°.

Par conséquent, le deuxiéme terme de la formukoitecaré vaut :

z P{WuﬂWu.}z 3X|:p2 + 2p3 _ 2p4:| + 2x|i4p3 _ $4:| + [9p4 _12p5 + 4p6:|
Osu<u'<3

- a)Z +14p3 _334 _12p5 +4p6 )

En raisonnant de maniere similaire, nous pouvoatuéy le troisieme et le quatrieme terme de
la formule de Poincaré.

Troisiéme terme: intersection de trois événements

Il s’agit des intersections du typeNuﬂWuﬂﬂ W,,, pour u= 01 de probabilité
30 =p* =p°, W[ \W,[|W; et W,()W,( W, de probabilité7p* —8p° +2p°.
Le troisiéme terme de la formule de Poincaré vaut :
> P{W, W, W,.} = 2x(3p° - p* - p° )+ 2% (7p* - 8p° + 2p°)
& K uku"s3
=6p° +12p* -18p° +4p°.

Quatriéme terme: intersection de quatre événements

Il s’agit de l'intersectionW,[ W[ W,(|W, de probabilitéép* - 6p° +p°.
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Nous trouvons donc pour la probabilité recherch@epbabilité que la séquence
S=(Y,. Y1, Y5 Y3 Ya, Ys) contienne au moins un (3,2)-cluster :

P=9p* -16p° +9p” - p°.

Remarque : le nombre de termes a évaluer pourtaute de Poincaré eg' ™", contre 2"
pour le dénombrement classique. Malgré tout, le brentde termes deviendra vite ingérable
dans la majorité des cas rencontrés (par exem@éT purs et w<<T).

Nous constatons de plus, sur un exemple pourtémeditaire, que le calcul des probabilités
d’intersections de fenétres qui se recouvrent aewike complexe.

Le recours a la formule de Poincaré ne constitue gas une option praticable, ce qui était
prévisible et déja maintes fois constaté dans heailoe des statistiques de balayage [Dupin,
2007], comme dans celui du traitement des arbredédi@illances [Dutuit et Rauzy, 2002],
[Limnios, 2005].

IV.3. Approche basée surle formalisme des Diagrames de Décision Binaires

Dans le domaine de la slreté de fonctionnemeniputt particulierement dans celui du
traitement des arbres de défaillances, une avaimegertante a été réalisée en codant ces
arbres, ou plus exactement les formules booléesmes-jacentes, a I'aide des diagrammes de
décision binaires (DDB).

Appliquons, en I'adaptant, cette technique au éameéntaire traité ci-dessus.

IV.3.a. Une breve présentation des DDB

Les DDB [Bryant, 1986] [Rauzy, 1996] sont des dinues de données permettant de coder
et de manipuler les fonctions booléennes tresaffiment. Un DDB, associé a une formule
booléenne, code d’'une maniere concise la tableédééwde cette formule. En choisissant un
ordre total sur les variables et en appliquant daiare récursive la décomposition pivotale, la
table de vérité peut étre représentée graphiquepaenin arbre binaire (dit arbre de Shannon)
tel que celui de la figure 6, associé a la formfube) = x, 0(x, 0X,) .

Figure 6 : Arbre de Shannon de la formule Tableau 2 : Table de vérité de la formule
f(x) =x, O(x, Ox3) f(x) =x, O(x, Ox3)
* X, LX f
falV&Vrai X1 | X2 | X3 2 -"3 (x)
1 1 1 1 1
X X 1 1 0 0 1
1 0 1 0 1
0 1 0 1
A 2N 1lolo| o 1
X3 X3 X3 X3 0 1 1 1 1
0 1 0 0 0
0 1 0 1 0/\1 0 1
NN N YN ojlo|1]| o 0
o o o 1 1 1 1 1 0] 010 0 0
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Bien évidemment, la taille d’'une telle représeptatarborescente croit tres rapidement avec
le nombre de variables, mais il est possible aédaire en appliquant deux regles :
- la fusion des sous-arbres isomorphiques ;
- la suppression des noeuds dotés de deux « filentiGues et leur remplacement par
'un d’eux.
L’application de ces regles a l'arbre précédentdoitnau DDB suivant, qui est donc
également un graphe orienté acyclique :

Figure 7 : DDB associé a f(x) aprés application deggles de simplification

Xt
fauywrai
X2 1
0 1
/\
0 X3
N
0 1

Dans la pratique, I'obtention des DDB codant unenfde booléennedg ne résulte pas de la
simplification de l'arbre de Shannon correspondardis d'une procédure récursive qui
permet de le construire en combinant les DDB qudeotd f et g, selon la logique du

connecteur® impliqué (conjonction, disjonction, négation). @efirocédure s’appuie sur les
deux égalité suivantes :

ite (x,F,G)oite(y,H,L)=ite (x,Pite(y,H,L),Goite(y,H,L)),

ite(x,F,G)oite(x,H,L)=ite(x,®mH,Go L),

dans lesquelles x et y sont deux variables ordaniéey) et F, G, H, L quatre formules
booléennes codées par un DDB,

ite signifiant « if-then-else ».

Remarque: I'expression ite ( x , F, G), que lpmut lire « if X then F else G », représente la

méme entité que : 1
Xx—F
0| ou xF+XG

G

Le codage d’'une formule booléenne au moyen d’'un p@Bnet de calculer directement la
probabilité qui lui est associée au terme d’'un gautours de ce DDB, au cours duquel la
décomposition de Shannon est appliguée a chacuseslenceudsy=ite ( x , F, G ).
L’algorithme qui effectue ce calcul est entieremeldcrit par les équations récursives
suivantes :

P(1)=1;P(0)=0;
P(@) = P(x).P(F)}* (L~ P(x)).P(G)
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IV.3.b. Application au calcul de la probabilité dcurrence d’'un « cluster »

Nous reprenons I'exemple simple traité dans lesagraphes précédents. Cette fois
cependant, afin de réduire le phénoméne d’explosommbinatoire qui annihile I'intérét des
deux tentatives précédentes, nous proposons delerala probabilité de I'événement
complémentaire de celui retenu initialement. Noatcuwdons donc la probabilité P'=1-P
gu'aucune des quatre fenétres de longueur troisyrant la période d’observation ne
contienne plus d’'un événement.

La démarche s’articule en étapes successives qugeddarivons succinctement, et de maniere
graphique, ci-apreés.

« Nous construisons d’abord le DDB relatif a la premifenétre, constituée des trois
premiers tirages de la séquence S.
Le DDB élémentaire représenté sur la figure 8 spwad aux éventualités inhérentes
a un tirage J donné. Il rend compte de l'union jédistion) exclusive des deux
événementspket J qui indiguent respectivement que le résultat chgé est 0 et 1.

Figure 8 Figure 9 Figure 10

b — 1 B —2 — ¥ —% —1

| | |
[|11 — 1 2 — B —1

|

0 |c 0
2 i —Jh — 1

| |

B — 0 0

Ce formalisme étant retenu, nous combinons parooctipn les DDB relatifs au
premier et au deuxieme tirages. Nous obtenons B @8la figure 9.

Nous remarquons alors que le sous-arbre signalan@afleche n’est pas autorisé car
le premier tirage et le second tirage sont desalisNemplacons donc la feuille « 1 »
par «0» ce qui entraine la suppression de laeségu Le DDB résultant est
représenté sur la figure 10.

Le DDB représentatif de la premiére fenétre s’ofttien faisant la conjonction du
DDB représenté figure 10 et du DDB correspondanttraisieme tirage. Apres
simplification, c’est-a-dire aprés suppression dassters de deux événements, il
reste le DDB représenté sur la figure 11.
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Figure 11 : DBB correspondant a la premiére fenétre

B f— B—1 553
B—1 335,53
0
¥ — B —1 B
0 0
1 2 3
\|]1 - ~|]o - ~|]o — 1 3355
0 0 0

Les seules séquences autorisées sont dpnag g3, 3%.,35,3%, J%.92.35, 31.95.5. Nous
pouvons dés a présent remarquer que ces séquengegent aux étatsid = 1 a 4, de
la chaine de Markov du prochain paragraphe (figdye

Nous déduisons du graphe de la figure 11 le DDBrdeune des fenétres suivantes,
en incrémentant a chaque fois d’'une unité le ramghhcun des jours inclus dans le
DDB précédent.

Nous procédons ensuite a la conjonction du preetietu deuxieme DDB, puis du
DDB résultant avec le suivant, et ainsi de suisgia obtenir le DDB représentatif de
la séquence S (figure 12).

Ce DDB regroupe toutes les réalisations souhaitéeS : celles qui ne contiennent
aucune fenétre de longueur 3 contenant deux évérienoel plus. Elles sont au
nombre de treize.

Enfin, nous exploitons le DDB final pour calculer Valeur de la probabilité P’ qui
nous intéresse. Nous pouvons le faire de deux menié

- Enrecouvrant a la méthode récursive citée peroéient ;

- En calculant la probabilité de réalisation de athades 13 tirages et en
sommant ces probabilités.
Vu la taille modeste du DBD considéré, c’est ceteonde méthode que nous mettons
en ceuvre. Pour cela, nous affectons les probabpitét q respectivement aux noeuds

J. et J,, et pour chaque séquence, nous effectuons leuiprdds probabilités

rencontrées lors de son parcours.

Pour l'unique séquence ne contenant aucun événefagmbbabilité calculée esf g
pour chacune des six séquences contenant unecseulgence, la probabilité calculée
est pg;pour chacune des six séquences contenant deuxremeces, la probabilité
calculée est7n*.

Ces probabilités sont renseignées sur la figure 12.
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Nous trouvons P=q° +6q°p+6g*p®> soit, en tenant compte du fait qug=1- , p
P'=-9p*+16p° -9p* +p° +1.

Il vient :
P=9p®-16p°+9p* -p°,

ce qui est conforme aux résultats obtenus avauré&e®dentes méthodes.

Remarque : 'avantage de I'approche par DDB esblioud’une part, elle réduit le nombre
de termes (séquences ou probabilités) a prendmpte pour le calcul de la probabilité
recherchée (13 séquences a considérer contre 84'gqmaroche combinatoire classique et 15
probabilités conjointes pour la formule de Pointard'autre part, elle ne nécessite pas le
calcul des probabilités conjointes de fenétres digjointes. Il convient cependant de noter
que la mise en ceuvre de DDB sur des cas réaligstsemvisageable que si I'on dispose d’'un
moteur de calcul informatique dédié. Son intérétdesic pour l'instant limité, comme celui
des deux approches proposées précédemment.
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Figure 12 : DDB de la séquence S

3 3 J
| | |
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IV.4. Approche markovienne

Nous restons sur le méme exemple. Soit une séquendennée résultant d€= 6
épreuves de Bernoulli. Pour détecter la présenceludger(s) la démarche la plus intuitive
consiste a parcourir cette séquence au moyen dduiemétre» de longueuw = 2t a
contrdler le contenu de cette fenétre a chaqueadéplent.

La fenétre de balayage est initialement positiormédébut de la séquence. Le balayage de la
séquence est interrompu soit lorsqu’un clustedétdcte, soit lorsque la fin de la séquence est
atteinte.

Figure 13 : balayage de la séquence S

Cette dynamique de « balayage » peut étre repéseatr une chaine de Markov (voir figure
14) ayant les caractéristiques suivantes :

* FEtats
La chaine de Markov présente cinq éetgisE,,E,,E, et A qui sont associés aux 8
triplets de{01}° de la fagon suivante :
(0,0,0) - E,,
(0,0,1)- E,,
(0,1,0)- E,,
(1,0,0)- E,,
(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0),(2,1,1) - E; =A, c'est-a-dire que I'état A correspond a tout
triplet comportant un cluster.

* Condition initiale
Initialement, la chaine de Markov peut étre en pmte lequel des états de E selon la
composition de la premiére fenétre c’est-a-diresdaotre exemple, selon la valeur du
triplet (Yo, Y1, Y2)-
Le vecteur des probabilités initiales est doncdeteur :

n=[a* pd® pq® pa® 1-¢°-Pq]".

* Matrice de transition
La dynamique de notre chaine traduira I'évolutianld composition de la fenétre
courante tant que I'on n'a pas rencontré de clystans le cas contraire, elle se
contentera de se souvenir que I'on rencontre ustauou que I'on en a rencontré un
antérieurement.
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Ce dernier point se traduit par le fait que I'étaest absorbant. Les autres probabilités
de transition dépendent directement de la natureodivel élément a introduire dans
un triplet. A titre d’exemple, la probabilité degsar du triplet (0,1,0) au triplet (1,0,1)
est p : c’est la probabilité pour que le nouvehdéat entrant soit 1. En revanche, la
probabilité de passer du triplet (0,1,0) au trite0,0) est nulle, car le second élément
1 du premier triplet doit nécessairement se regowomme premier élément du
second triplet.

Nous obtenons la matrice de transition :

E, E, E; E, A
E, g 0 O q O
M = E, p 0 0O p O .
E. 0O g 0O O O
E, 0O 0 g 0 O
A 0 p p 0 1]

Nous pouvons également voir la dynamique de lanehdé Markov sur son graphe :

Figure 14 : Graphe de la chaine de Markov pour I'eemple proposé

p q q

7 T

‘O

Remarque : afin de parcourir la séquence S dandnségralité, T—w = 3itérations sont
nécessaires.

Pour obtenir la quantité recherchée, c’est-a-dirprbbabilité P que la séquence S contienne
un cluster au moins, il nous faut élever la mathita la puissance 3 puis la multiplier par le
vecteur distribution initiale. Le dernier terme wcteur ainsi obtenu nous donnera la quantité
recherchée.

Preuve :

Notons X, = (X,, X1, X,.») Pour 0sn< 3: X_ renvoie a la composition de la fenétre de
balayage a la'f\"®itération.

Notons T = (p,,p,,Ps,P,,Ps ) le vecteur distribution initiale.
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0 La matrice de transition est la matrice :
M=(p,), . = (PX,. =E[X, =E))

1<i, j<5

o Pourtoutk =1, M* est la matrice :
k — [~k — — —
M - (le )]si,jSS - (P(Xn+k - Ei‘xn - Ej))]si'jg5’
matrice de transition en k pas.

Remarquons maintenant que la quantité qui nousesge est la probabilitB(X, = Ajue
NOuUs pouvons réécrire en tenant compte de la ¢ondititiale :
5
P(X;=A)=> P(X;=A X, =E).
j=1
Il vient
5 5
P(X; =A) =X P(X, =AX, =E P(X, =E)) = > pip,
j=1 j=1
La somme que nous avons écrite plus haut est biderhier terme du vecteur produit de la
matrice M et du vecteur distribution initialH .

CQFD
Nous avons :
S ¢ q° O]
pq’ pa®  pq’ pg® O
M®=|  pg’ 0 pof p’ 0],
pq’ 0 0 pg® O
|p*+2p°q p+pq p+p°q p*+2p°q 1]
I a° + P |
pg’ +3p°q’*
M = pq’ +2p°q" ,
g’ +p°q°
[1+2p°g” - 3pq”° -0 +20°0° +p°g” +2p°Q" + 370’ |
d’ou
P=1+2p°q" - g’ ~q° +2p°q’ +p’q” + 2p°q" +3p°q".
Soit, en tenant compte du fait qges1- :p

P=9p’ -16p°+9p* - p°.

Nous retrouvons bien le méme résultat qu’avecrtgs approches précédentes.
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IV.5. Conclusion

L’intérét de cette section était double.
D'une part, il s'agissait de présenter I'approchar ghaine de Markov qui, a notre
connaissance, est originale.
D’autre part, cela nous a permis de mettre en écelda difficulté du probleme. En effet, si
nous avons pu appliquer différentes méthodes aweces, c’est avant tout que I'exemple
choisi était trés simple, la période d’observatiatite (T = 6) et son parcours rapide (quatre
déplacements de la fenétre de balayage). Malgre toéme sur cet exemple simple, les
calculs n’étaient pas immédiats, et nous imaginbien que chacune de ces méthodes
deviendra inexploitable avec des données plusstéali

Un des objectifs du deuxieme chapitre est de moqgue la méthode de Markov permet de
conduire a des algorithmes qui certes, ne menestapaes formules closes, mais qui
constituent des approximations algorithmiques ses@t efficaces (Berthon et al., 2008a ou
Berthon et al., 2008b).

V. Balayage discret ou continu : modeles usuels dterét pratique

Dans le paragraphe lll, proposant une formulati@h@matique au probléme pose, nous
avons donné deux exemples de modeles renvoyantrctzacine loi régissant l'arrivée des
évenements : un modele continu dit « exponentisbueelé », et un modele discret de
Bernoulli. Nous les reprenons ici en détail et Elpps pour chacun d’eux la définition d’'un
(w,k)-cluster.

Nous proposons par ailleurs plusieurs variantesedemodeéles et précisons dans quels cas de
figure 'une ou l'autre doit étre utilisée.

Modele continu « exponentiel renouvelé »

Soient :
- Z,Z,,..,Z,,.. des variables aléatoires de loi exponentielleatarpétrea .
e T un réel strictement positift > .0
e wunreéelinférieurou égalaTws< . T
e kun entier plus grand que k=>1.

PosonsX, =Z,+Z,+..+Z,.

La suite de réalisation§,¢,,...,¢,,... présente un (w,k)-cluster sur I’interva[l@,T[ s'il
existeu D[O,T-W] tel que I’intervalle[u,u +W[ contienne au moins k des valeurs ges

D’un point de vue pratique, nous pouvons voir lesafnme les temps inter-évenements,
et X, comme le temps écoulé avant 1E"hévenement. En d’autres termes, nous sommes
en train de considérer un processus de Poissoardmptreo .

Dans ce modele, le nombre d’évenements sur Iadlédtobservatior{O,T[ est inconnu a
priori. C'est la situation que rencontre I'obseewat qui, adoptant un point de vue
prédictif, souhaite anticiper d’éventuels agrégdtaccidents, estimer le risque (la
probabilité) d’'occurrence d’un (w,k)-cluster. Nquarlerons de balayageprospectif »
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Modéle de Poisson continu

Soient :
e T un réel strictement positift > .0
« Soit N une variable aléatoire de loi de Poissorpaeametrey et X, X, ,...,X

des variables aléatoires indépendantes de loi méfsufo, T| .

e« wunreéelinférieurou égalaTws< . T
e kun entier plus grand que k=>1.

La suite de réalisation,,,,....E, présente un (w,k)-cluster sur lintervalle,T[ s'i
existeu0[0, T -w] tel que l'intervalle[u,u+w[ contienne au moins k des valeurs des

Dans ce modele, le nombre d’évenements sur la qmrwobservation[O,T[ est la
réalisation d’'une variable aléatoire de Poissors Eeénements se répartissent ensuite
selon une loi uniforme Sb{D,T[. Ce modele correspond a la situation que rencamtre

observateur qui, adoptant un point de wuetrospectif » souhaite analyser et expliquer
un agrégat d’accidents qui se sont produits dapageé.

Lorsque aT =y, le modéle exponentiel renouvelé et le modeéle @issBn continu sont

équivalents dans le sens suivant,:€® S}, statistiques de balayage pour le premier et le
second modele cité respectivement, ont méme Idirj§sley, 1986].

Modeéle de Poisson discret

Soient :
e T un entier strictement positifT >1.
* Y,Y,,...,Y;, des variables aléatoires indépendantes de loiPdi&sson de

parametrél , dont les réalisations sont notégsy, ...,y -

» wun entier inférieur ou égal & w{L,...,T}.
e kun entier plus grand que k=>1.

t si 1<y<Y

t , . .
, de réalisatio )
T+l si  y>Y, Ty

Pourt0{0,1,..T-1} et yUN’, posonsX,, ={

Avec cette notation, la valeur t=i se produit egawntnt Zfois.

La suite de réalisation§&,,),, présente un (w,k)-cluster sur I’interva[l@,T[ s'il existe
u D[O,T-w] tel quey, +...+y, ., 2 K

Ce modele est la version discrétisée du modelerexyi®| renouvelé.

Modéle de Bernoulli

Soient :
e T un entier strictement positifT >1.
- pd[o]
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* Y,Y.,..,Y;, des variables aléatoires indépendantes de loiBdmoulli de

parametre p. Nous notong Yy,..., Yr1 leurs réalisations.
- wun entier inférieur ou égal & w{L,...,T}.
e kun entier plus grand que 1, plus petit que k< . w

t si Y,=1
PosonsX, = ) .
T+1 si Y, =0
La suite de réalisation,,£,.,....£,, présente un (w,k)-cluster s'il existed[0,T-w] tel

quey, +..+ Y, .. K
Ce modele est une version approchée du modéleigeoRaliscret.

Remarque : dans les deux modéles discrets, novopsuelier la variables aléatoire, ¥ la
fonction de comptage introduite au paragraphe: kious avons en effeY, =N, (upour

toutO<su=<T-1

L'utilisation de I'un ou l'autre des modeles propesci-dessus dépend essentiellement de la
nature des données considérées, de la nature dyabel envisagé, et de la précision

souhaitée.
Si les données sont discretes, nous choisironsearddux derniers modeéles, Poisson discret

ou Bernoulli, le deuxieme cité étant une versiopraphée du premier.

Si les données sont continues, nous choisironsesnddux premiers modeles, exponentiel
renouvelé ou Poisson continu, selon que l'on adaptepoint de vue rétrospectif ou
prospectif.

Le tableau 3 résume les caractéristiques des @iff@modeles proposés.
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Tableau 3 : caractéristiques des modeles

Modele Exponentiel renouvelé

Nombre espéré d’événements surr
[0,T[ ¢

Continu ou discret Continu

Le nombre d’événements
sur [O,T[ est inconnu a
priori

Caractéristiques

Poisson continu Paoiskiscret Bernoulli
Y AT pT
Continu Discret Discret

- La période d'observation
- La période d'observation | [0, T[ est discrétisée
[O,T[ est discrétisée - Sur chaque unité de
- Sur chaque unité de temps, temps, le nombre
le nombre d’évenements | d’événements suit une loi
suit une loi de Poisson de Bernoulli (0 ou 1)

Le nombre d’événements
sur [O,T[ suit une loi de
Poisson
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Chapitre 2

Statistiques de balayage :
Les méthodes
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Le probléeme que nous souhaitons résoudre se posk deaniére suivante : nous
observons des éveénements sur une période de lanfudite période d’observationet nous
souhaitons évaluer la fréequence d’apparition d{unk)-cluster qui est, rappelons-le, un
agrégat de k événements sur tevetrede longueur w.

Chacune des méthodes proposée dans ce chapitneréseatée dans un cadre général avant
d’étre déclinée a un méme exemple. Nous ne repsaadras I'exemple des accidents aériens
évoqué dans le premier chapitre, exemple trop cexep(en termes de taille des données)
pour le modéle markovien dit « complet » présenté Toutefois, nous précisons que les
résultats que nous avons pu voir dans la littéeafimsi que ceux obtenus avec certaines de
nos méthodes donnent une probabilité légéeremesérieupe & 11%.

L’exemple que nous choisissons est le suivant :

Exemple.

La période d'observation est une année de 365 .jduasprobabilité recherchée est la
probabilité d’observer un (10,3)-cluster, c’'estigedin agrégat de 3 événements en moins de
10 jours. Le choix de la loi régissant l'arrivéesd&vénements, et du modele sous-jacent,
reposera sur I'information suivante : la fréquedadype d’'accident considéré est, « en temps

normal », de 8 par an. Soit: T = 365, w = 10, & et une fréquence, en jours, %6‘:'

l. Résolution par simulation numérique

Dans cette partie, nous montrons comment il estiplesde résoudre le probléme posé en
ayant recours a des méthodes de simulation nunerijaus proposons tout d’abord une
simulation de Monte-Carlo directe, puis un résealPdtri animé par simulation de Monte-
Carlo.

Nous nous placerons successivement dans le cadmodale de Bernoulli et du modeéle
exponentiel renouvelé.

[.1. Simulation de Monte-Carlo directe

La premiere approche consiste a obtenir une estimatumérique de la probabilité
d’apparition d’'un (w, k)-cluster sur la période d&mrvation en réalisant une simulation de
Monte-Carlo.

l.1.a. Principe

Nous rappelons brievement le principe de la sinadatle Monte-Carlo : soit g une
fonction d’une variable aléatoire X dont on soubaistimer 'espérance= E(g(X)).

La simulation de Monte-Carlo consiste a généreg¢almantillon (%, X, ..., Xy) de réalisations
de X et a estimer la quantité recherchée a partaed échantillon :

“=§%g(xi).

L’échantillon est généré de maniere aléatoire suivane loi de probabilité spécifiée.
Autrement dit, les xsont les réalisations de variables aléatoirgsindépendantes et
identiquement distribuées selon ladite loi.

Remarque : I'estimateur de Monte-Carlo est simplgn@nstruit a partir de la moyenne
empirique, que I'on sait étre un estimateur saasle I'espérance.
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I.1.b. Application au cas étudié

Nous souhaitons évaluer la probabilité que, surpgreode de longueur T, il existe (au
moins) une fenétre de longueur (au plus) t contefsanmoins) k accidents.
La simulation de Monte-Carlo consiste donc dangpramier temps a générer aléatoirement
des dates d'accidents sur une durée T. Cet édoaniffictif » de dates étant tiré, il est facile
de controler la présence d'un cluster, c’est-a-diten groupement de k accidents sur une
durée inférieure a t.
La probabilité recherchée est alors estimée dealsiére suivante :

_ Nombredetiragescomportanumoinsun cluster
N

0

ou N est le nombre de tirages réalisés.
L’algorithme de la simulation est le suivant :

Nb_Cluster=0.
1. Tirer au hasard les dates d’accidesits..,e; sur la période d’observation [0,T] :
s=argmax, <T.

2. Balayer la liste des dates d’accidents ainség@&n S’il y a un (ou des) cluster(s),
incrémenter Nb_Cluster de 1.

3. Itérer N fois les deux pas précédents.

4 _ Nb_Cluster

N
[.1.c. Modele de Bernoulli

La période d’observation [0,T[ étant exprimée sefonité de temps choisie (minute,
heure, jour, ...), nous considérons les instantseenf0,1,...T-1} et nous regardons le
nombre d’événements a chacun de ces instants. @dracsuit une loi de Bernoulli de
parameétre p : il vaut 1 avec la probabilité p avec la probabilitég=1- p

Parallelement, le nombre d’événements se produganune fenétre de longueur t, disons
{j, j+1...] +t—1}, suit une loi binomiale de parametres t et p.

Figure 15 : discrétisation de la fenétre d’observann

Xi=0oul
0 o ® T
1 2 i-1 i T-1
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Geénération aléatoire des variables de Bernoulli

Soit Y; la variable aléatoire binaire qui vaut 1 ou 0 sela’'un évenement se produise ou non
a l'instant i.

Pour touti 0{0,1,...T -1}, nous générons un nombre aléatoiresalon la loi Uniforme sur
[0,1]. Si u, <p, nous affectons la valeur 1 a la variable aléatdfr ce qui signifie qu'un
évenement se produit a l'instant i ; sinon nousaffectons la valeur 0, ce qui signifie qu'il
n'y a pas d’accident a l'instant i :

0 si u>p

1 si u<p

On obtient bien ainsi la réalisation d'une variatdeBernoulli de parametre p.

Pouri{0,1,...T-1, Y, ={

Récupération des dates d’événements \
Soit Y =(Y,,...,Y;_,) le vecteur binaire dont 18"° composante vaut 1 si un événement s’est

produit a I'instant i et 0 sinon. Nous lui faisooc@rrespondre le vecteur de taille variable V
contenant les « dates » d’événements.

Exemple
Supposons que la période d’observation soit de j86& et qu'une simulation ait
produit le vecteur binair¢r =(0,..., 0,1,1,0..., 0,1,0,...,, 0,1,1,1,0,0,0), la liste

17 18 120 360 361 362

des dates d’événements est donnée par le vecteyl7,18,120,360,361,362).

Algorithme de la simulation
La simulation a été réalisée sous Visual Basie®tésultats renvoyés dans un classeur Excel.
Bien gqu’il soit élémentaire, nous présentons cisdas l'algorithme :

Pouriallantde 1 a N
indice_deb=1
indice_fin=k
CPT_ACC=0

Pourjallantdel1aT
u = Rnd()
Siu<p Alors
Yj:l
CPT_ACC=CPT_ACC +1
Ve
Sinon ¥=0

Tant que ind_fin <= CPT_ACC
SiV. -V <t Alors

indice_fin indice_deb—
CPT_YES =1
indice_fin=indice_fin+1
indice_deb=indice_deb+1
Sinon CPT_YES=0
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Le programme détaillé construit sous Visual Bast donné en annexe. Il est légéerement
différent de I'algorithme ci-dessus. Nous y avoaisuté des lignes de programme permettant
d’évaluer le nombre de clusters observés sur ehaguode d’observation (CPT) puisqu’il
arrive que plusieurs agrégats se succedent.

La capture d’écran ci-dessous montre l'interfa@pbigue développée sous Excel.

Figure 16 : algorithme de la simulation sous Excel

Eecherche de (10, 2)-clusters
sur une pertode de 365 jours

Ed Microsoft Excel - Binom-ex simple.xls

=) mchier Eddion Affichage [nsertion Formay

ATl Données Fenfre 7

D@ SRy 4o LR S T -5 - GIs EEE]
[ ooos = o
| B b = e e D e D P o T o i e e e B 2 S T S
4 Etendue Mombre dannées révdlant un cluster 116 S : :
5 Intensite Mormbre fotal de clusters observas Errd ! E——
Taville Marnbre moyen daccidents par an 8,09 Cliear Sirnu_dates

Périade

[ [
= oW
E 5 oA 7
- YRR
I A LA
5 | || v | w| w] | w| w| | w] | w| v w| | w| ] | -] | |
274 simnu_269 0 Bx 196 238 250 291 289 253
| 275 simu_37T0 1 0115 127 188 191 250 275 TR 295 303 305
276 simu_271 10 18 42 59 102 178 187
|277 simu_z72 1 EF 127 129 179 229 260 61
78 simu_?T3 ito-—dsa—das—ap3 305 30B IS
1279 simu_274 Cluster=1 [0 37 \
280 simu_2T% 1 - 18 143 164 185 266 293
196, 204 334 35 -

281 simu_276

|282 simu_z77 155 176 725 305 316 331 o PR .
- atez d’accidents générées
| 283 siimi_378 T0 359 P g
284 simu_279 1 T VIR RN R aléatoirement
285 simu_280 1 S0 BS99 106 147 178 X3 250 260 308
1

| 288 simu_ze1
| 287 simu_282
208 simu_k83F

1

D

0D 20 85 87 130 184 172 ZXE 27T 29T 313 339
D15 23 104 1240 155 199 166 333 348

0 6 52 &3 12T 132 182 177 O2TA 284 330
044 59 140 130
D
0
1
0
D

R o e B - - e BT = T - Bt ] e

= = == == = e P == =1

1289 simu_254

280 simu_g5 11 3r a0 149 2497

{267 sinu_za6 38 TE 117 185 205 331 338

292 simu_287 1 6 97 151 154 NS i 307 324
1293 simu_zs8 | 12 102 114 155 162 168 166 217 38 266
1294 simu_zEe 106 15B 276 306 329 334

Muméro de la sinnalation

Remarque : Pour une meilleure visualisation destets, I'algorithme stocke une a une les
dates d’événements couvrant la période d’obsenmvati@nt de les balayer pour controler la
présence de clusters. Bien évidemment, garder emoime les k dernieres dates serait
suffisant et aussi simple a coder.
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l.1.d. Modele exponentiel renouvelé

Les évenements se répartissent sur la période ef\edtson [0, T[ selon un processus de
Poisson de parametre. Autrement dit,la distribution des temps entre deux évenements
consécutifs est exponentielle de parametret le nombre d’accidents sur une période de
longueur t suit une loi de Poisson de paramktre

Rappelons les caractéristiques de la loi exportmntie
Densité :f(t) =ae™.
Fonction de répartition E(t) =1-e™ .

1
Valeur moyenne X .
Geénération aléatoire des évenements
Pouri=>1, Y; est la variable aléatoire représentant le tempsilécentre I'événement i et

I'événement i+1 etjysa réalisation X , =Y, +...+ Y estle temps écoulé avant I'évenement
m et %, sa realisation.

Les dates d’événements sont générés de la manigente :

- la premiere selon la formube, :%(—In(u)),

. 1
- les suivantes selon la formule,, = X, +X(—In(u)),

ou u est la réalisation d’'une variable aléatoirgaume sur [0,1], et tant que la valeur générée
Xi est inférieur strictementa T.

On obtient bien ainsi un processus de Poisson idaredre). .

Figure 17 : génération des dates d’accidents

0 o 0 ¢ o o o T
h b B 4t it nt

Algorithme de la simulation
L’algorithme de la simulation réalisée sous VisBasic est le suivant :

Pouriallantde 1 a N

indice_deb=1
indice_fin=k
CPT_ACC=0
=1

dat_acc:%(—ln(Rnd())

ti=dat_acc
=i+l
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Tant quedat_acc T
dat_acc dat_acot%(—ln(Rnd())

t;= dat_acc
=i+l

Tant que ind_finc CPT_ACC
Sit -t <t Alors

indice_fin indice_deb—
CPT_YES =1
indice_fin=indice_fin+1
indice_deb=indice_deb+1
Sinon CPT_YES=0

Le programme détaillé de la simulation, constoits Visual Basic est donné en annexe.

Remarque : il est temps de faire une remarque ifapt. Dans le cas du modeéle exponentiel
renouvelé, nous avons généré les dates d’accigenisontinu et nous avons parcouru la
période d’observation en continu. Or, toutes leshdes markoviennes que nous proposons
par la suite sont discrétisées. Ainsi, la probsbdue nous obtiendrons par simulation et selon
le modéle précédemment cité sera la plus élevée’est elle qui nous servira de repére.
Malgreé tout, et afin de pouvoir juger de la pentice des méthodes markoviennes, nous avons
réalisé une simulation discréte avec respectivememtas de discrétisation d’un jour et d’'une
heure. Les résultats sont présentés dans le tatilekssous.

l.1.e. Reésultats de la simulation de Monte Carlssique

Le tableau suivant présente les résultats que aooiss obtenu pour I'exemple présenté
plus haut -T = 365 (w,k) = (10,3), fréequencdpoul) = %6'= - dans le cas binomial et dans

le cas poissonnien.

Tableau 4 : Valeur moyenne et écart-type pour un éantillon de 100 jeux de données
comportant 1000 simulations chacun.

Modéle Bernoulli Poisson
Discrétisation 1 jour 1 heure 1 jour 1 heure continu
Moyenne 0.1025 0.1310 0.1220 0.1301 0.1329
Ecart-type 0.0097 0.0097 0.0091 0.0090 0.0095
Co'n'}fz:]"caé'g gg% 0.1025+0.0019 0.1310+0.0019 0.1220 +0.0018 30t 0.0018| 0.0095 + 0.0019

Z Intervalle de confiance calculé selon la forml)_(&tl_y ol o =0.05, tl_y =1.96 est le quantile
2 2

W

d’'ordre 1—0‘2 de la loi normale centrée réduite=100, X est la moyenne et s I'écart-type.
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|.2. Réseau de Petri animé par simulation de Mont€arlo

La pertinence de l'introduction d’un modele résedexPetri (RdP) animé par simulation
de Monte-Carlo se pose immédiatement : quel seaaitapport par rapport a la précédente
démarche basée sur la méme technique ?

La réponse tient en deux points : d'une part, fenfidisme des RdP facilite la mise en oeuvre
des simulations mais aussi le repérage des clugterss I'expliquons brievement dans les
paragraphes ci-dessous) ; d'autre part, il existdesmarché des logiciels performants dédiés
aux réseaux de Petri.

Le modéle de réseau de Petri (RdP) que nous pofsemti appartient a la catégorie des
réseaux de Petri stochastiques a prédicats [Detwd., 1997] [Malhotra et Trivedi, 1995].
Ces réseaux de Petri sont semblables aux RdPtidradls, constitués de places (cercles) et
de transitions (traits), mais ont une capacitéaleut étendue.

Par exemple, des attributs peuvent étre allouésidigxentes transitions. lls peuvent étre des
messages pré-conditionnels (identifies dans not@éhe par un double point d’interrogation)
autorisant la transition, ou des messages postittmmuels (identifiés dans notre modéle par
un double point d’exclamation) qui mettent a joes valeurs des variables utilisées dans le
modéle.

Le RdP présenté sur les graphes 1 et 2 ont étdraagour vérifier si, dans une période
d’observation de longueur T donnée contenant digeésnements, il existait des groupements
d’au moins k dans une fenétre de longueur w.

Figure 18 : modele RdP relatif au modele de Figure 19 : modéle RdP relatif au
Bernoulli modele exponentiel renouvelé
| |
TEST TEST
dre 0 drc 0
1l Mo Cluster = jte (I>=4 & epsifon_3 - epsifon_1<=w, 1,3), Il Wh_Clusfer = ife (1>=4 & epsilon_3 - epsilon_1<=w, 1,0},
epsifon_1 = ita (f>=4,epsiton_2 epsifon_1), epsilon 1 = ite (I>=4 epsilon 2 epsilan_1),
epsiton_2 = ite (f>=4,epsilon_3 epsifon_2) epsilon_2 = ite (I>=4 epsilon_3 epsilon_2)
FAIL
Jefts =0
A
A
. " o i Poissan FAL
inamia _ . exp LAMBDA il
0K B 1 ;fg g B0 Jofs = 1 55 Chusteri=1 jats =0
jots =1 sof 7.-P ti=f+1, Wi=i+t,
77 Nh_Clusfert=1 epsifor_1 = fte (I ==1, ttme() epsilon_1), epsiian_1 = ite (I ==1, time(), epsifon_1),
ensifon_2 = ite (1 ==2 Hime() epsitan_2), apsilan_2 = jte {1 ==2, fime() epsilon_2),

epsifon_3 = ffe (I »=3, time() epsilon_3) epsiian 3 = ite (I >=3, time(), epsifon_3)

Le RdP de la figure 19 est constitué de 2 plac&stednsitions. Initialement, seule la place 1
est marquée d’un jeton.

- Les variables epsilon(i allant de 1 a k) indiquent les instants de s&ion de k
accidents successifs, ces instants étant « tirdgatoirement suivant la loi
spécifiée ;

- Lindex | permet de calculer, de maniére continle temps écoulé entre les
occurrences iet (i+k-1);

- La variable Nb_Cluster est initialisée a zérodevient égale a 1 dés que les k
accidents sont contenus dans une période de longudérieure ou égale a w.
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- Afin d’estimer la probabilité d’occurrence d'uw,k)-cluster, I'évolution du RdP
sur une période de longueur T est itérée un gramabre de fois (N = 1) et la
valeur de la variable Nb_Cluster, qui est soit @ 49 vient s’ajouter a celle
résultant de I'histoire précédente.

Apres N itérations, la valeur attendue est estipa¥de quotient (Nb_Cluster / N).

nous obtenons les résultats résumés dans le tatitedagsous :

T =365
Pour I'exemple considérés: (w,k) =(10,3)

fréquencdi oup) = %65

Tableau 5 : Résultats obtenus par RdP

Modéle Bernoulli Poisson
Discrétisation 1 jour 1 heure continu
Moyenne 0.1225 0.1252 0.1317

[l. Les méthodes markoviennes

Dans les paragraphes qui suivent, nous proposarsepts approches markoviennes
permettant de modeéliser le probleme de I'évaluatienla probabilité d’occurrence d’un
(w,k)-cluster sur une période de temps donnée. dpesoches sont semblables a celle que

nous avons appliquée sur I'exemple simple du preatiapitre.

Pour chacune d’entre elles, le principe est idemtignous balayons la période d’observation
par glissement d’'une fenétre de longueur w ; nor&ans soit lorsque la fenétre de balayage
contient un agrégat de k évenements, soit lorsques mvons atteint la fin de la période

d’observation.

La période d’observation est discrétisée : a chatgration, nous la déplagons d’'une unité
selon le pas choisi : de jour en jour si I'on raise en jours, d’heure en heure si I'on raisonne

en heures, eftc...

Figure 20 : balayage de la fenétre d’observation

(w,k)-cluster
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&, l'ensemble des états, est constitué :
- d'une part, de tous les éléments codant des riEen&ui ne comportent pas de
cluster, que nous noterong, E, ..., E1;
- d’autre part, d'un €lément noté A oudddant n’importe quelle fenétre comportant
un cluster.
Le nombre d'états est r+1. La variable r prendrdédintes valeurs suivant I'approche
considéreée.

Pour chacune des trois approches proposeées, npligugpons successivementriedeéle de
Bernoulli et lemodele de Poisson discret

Rappelons tout d’abord les notations qui serontrnames aux trois approches:

v La période d’observation est I'intervalle ouvftT|.
v' Lafenétre de balayage est de tailleOwws< . T

v" Le nombre d’événements qui nous intéress& ésN* .

v" Pouru D[O,T-t], I'objet « fenétre » de longueur t démarrant essunoteC, (u)
v Pouru D[O,T-t], le nombre d’évenements dans la fen&re €sh):
N, (u) = Card{i D1| X, D[u,u+t[}:Card{n‘X(n) D[u,u+t[} :

v Le nombre de déplacements nécessaires pour pardontégralité de la période
d’'observation est :
N=T-w.
Regardons maintenant la dynamique d’une transition:

Figure 21 : dynamique d’une transition

Na(u)
—
<« — {0 {—>
! !
——
Ny(u+w)

Le passage de la fenét@®, (@)a fenétreC, (u+ 1)pe fait en "perdant” la variable aléatoire
N,(u) et en "gagnant” la variable aléatoixg(u+w) :

N, (U+D) =N, )= N, u)+N,(u+w),

ou N, (u+w) estindépendante d¥,, (tgndis queN, (u) en est dépendante.
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Pour les deux modeles discrets que nous considdmnembre d’événements a l'instant u
(modeéle de Bernoulli) ou sur I&%° unité de temps (modele de Poisson discret) eét Yipt

Nous pouvons donc réeécrirdl;, (u+1) =N, u)-Y,+Y,.,-

Remarque : le fait que les variables aléatoirgssait indépendantes et identiquement
distribuées assurera ’lhomogénéité des chainesatkoM considérées : le taux de transition
sera en effet constant dans le temps.

[I.1. Premiere approche

Nous proposons une chaine de Markov discrete @snéthts renseignent sur le nombre
d’événements dans la fenétre de balayage : laeh@iie I'état Elorsque la fenétre courante
comporte exactement i accidents.

e Etats

Nous considérons une chaine de Markov=k +1 états décrits ci-dessous:
Etat B : la fenétre courante ne contient aucun évenement;

Etat & : la fenétre courante contient un événement exuasie

Etat &: la fenétre courante contient deux évenementsexant;

- Etat A=k : la fenétre courante contient au moins k évenésnen
L’état A est absorbant. C'est ce dernier état qusrintéresse puisque lorsque la chaine de
Markov I'atteint, cela signifie que la fenétre cante contient un (w,k)-cluster.

» Condition initiale
Il semble logique d’adopter comme condition ingidh composition de la premiéere
fenétre rencontrée : [O,w[. Cette fenétre peut eaintindifféremment 0, 1, 2, ..., k ou
plus de k événements, ce qui revient a dire gquehddne est initialement en n’importe
lequel des étatsiE0<i < k. Cela conduit au vecteur conditions initiales :
P(N,, (0) =0
P(N,, (0) =1

P(N,, (0)) =k -1
| PN, (O)2k |

Mais nous pouvons simplifier la condition initisd@ introduisant une fenétre fictive, de
longueur w, a « gauche » de la période d’obsematio

Figure 22 : Hypothése pour la condition initiale

Périnde d’ohservation

-4 >

N[0 3 LR RN v I Y O I N N

Conditions mnitiales
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Cette fenétre correspond au w-uplet de variabléatares(Y_,,Y_,.;,....Y )dont chaque

composante prend, par convention, la valeur zétod@but de I'observation, la fenétre de
balayage ne contient alors aucun évenement edbwecten I'état Eavec la probabilité 1.
Le vecteur conditions initiales est alors :

C’est ce vecteur que nous prendrons par la suite.

Remarque : la fenétre de balayage étant initialérpesitionnée a « gauche » de la période
d’observation, le nombre de déplacement nécesgamasparcourir I'intégralité de la période
d’observation n'est plutN =T- wnaisN = T.

* Matrice de transition
C’est la matrice M dont I'éléement;nest la probabilité de transition de I'étatvers I'état
Elle s’écrit :
m, =P{N,, u+2 =i|N, (u) =},
et dépend de la loi régissant l'arrivée des éventane

Les probabilités de transition sont calculées dassparagraphes qui suivent pour les deux
modeéles considérés : heodele de Bernoulliet lemodéle de Poisson discret

La probabilité recherchée sera donnée par le produil .
Il.1.a. Modéle de Bernoulli
Soit p[0,1]

La variable aléatoireY, =N, (urompte le nombre d’évenements a linstant u. Cless

épreuve de Bernoulli de paramétre p, c'est-a-ditellg prend la valeur 1 avec la probabilité
p ou la valeur 0 avec la probabilitg=1- . oit :

v Probabilité qu'il y ait un événement a l'instant &Y, =1} =p ;

v Probabilité qu'il ny ait aucun événement a l'insta : (Y, =0} =q.
Nous supposons que les variables aléatoirgs, YOsu<w-1, sont deux a deux
indépendantes.

Le nombre d'événements se produisant sur une pédedlongueur t suit alors une loi
binomiale de paramétres t et p. Soit :

v Pour toutu0[0,T-t] : P{N,(u)=i}=('}o' @-p)~".

Nous reprenons ci-dessous, pour le modele de Biirnies trois points évoqués dans le
paragraphe précédent : états, condition initialaagtice de transition.

» Etats
Nous avons k états transitoires &<i <k -1, et un état absorbat =E, .
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Remarquons que, puisqu’il y a au plus 1 évenemantupité de temps, le nombre
d'événements k constituant la fenétre de balaysigeéeessairement inférieur ou égal a la
longueur de la fenétre d’'observatioks . w

» Condition initiale
Selon le choix établi au paragraphe précédengdésur conditions initiales est le vecteur
de taille k+1 :

» Matrice de transition
Les transitions réalisables sont :

Preuve

Les transitions d'un état,E=0,...,w-1, vers un état.Equi se produisent lorsque la
variable aléatoireY,, vaut O et que la variable aléatoive,, vaut 1. La probabilité

d’une telle transition est

My = px(l—l—j ;
Y W

Les transitions d'un état,E=0,...,w-1, vers un état;Fou boucles sur 'état;ECes
transitions se produisent dans deux cas de figsoé lorsque la variable aléatoire
Y, et la variable aléatoirer,,, valent simultanément 1, soit lorsqu’elles valent
simultanément 0, de sorte qu'au final le nombrevéiements dans la fenétre
courante reste inchangé. La probabilité d’une tediesition est

o)

Pour i=k, nous avons par convention, =1.

Les transitions d'un état,B=1,...,w, vers un état;E qui se produisent lorsque la
variable aléatoireY, vaut 1 et que la variable aléatoirg ,, vaut O. La

probabilité d’'une telle transition est

)

Etape 1 Nous commencgons par évaluer la probabilité qu’il y ait un accilena premiére
unité de temps de la fenétre de balayage connaissant le nombre totalediscaur la
fenétre :

P(Y, =J\Nw(u) =n) :%,

et, respectivement, la probabilité qu’il n’y ait aucun accident goirelaiere unité de temps de
la fenétre de balayage connaissant le nombre total d’accidents sur la fenétr
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P(Y, :O(Nw(u) =n)=1-",
W

En effet, nous avons
P(Y, =N, (u)=n)=P(Y, =1Y, +..+ Y ,,1 =N),

gue nous pouvons réécrire :

P(Y, =1N, (u)=n)=

u+w-1

P(Y, +Y oy +..* Y,y =)

P(Y, =1,Y, +..t Yy =N-1)

ut+w-1

Les variables aléatoires; ¥tant indépendantes, identiquement distribuées selon une loi de
Bernoulli, il vient :

w-1 n-1 _ A\W-N
P(Y, =IN, (u)=n)= px(x‘l)xf x( WF-)Z :
(¥ )xp"x(1-p)
D’ou finalement :
P(Y, =N, (W) =n) =
w
Comme

P(Y, =ON,, (u) =n) =1-P(Y, =IN,, () =n),

nous avons encore
P(Y, =ON,, (u) =n) =1-—~
W

Etape 2 Pour la transition d'un état #ers un état & , nous ecrivons :
m.,.; =P(N,, (u+1) =i +1IN,, (u) =i) .

Il vient naturellement :
_P(Y,=0,Y,,, =L N, (u) =1i)

Mo = P(N,, () =1)
_P(Y e =DP(Y, =0,N,, (u) =1)
) P(N,, () =i)

= P(Y,y = DP(Y, = 0N, (u) =i)

o]

Etape 3 Pour la boucle sur I'état i, nous écrivons :
m,, =P(N, (u+1)=i|N,, (u)=i) .

Il vient naturellement :
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P, =LY, =LN, @) =D) , P(Y, =0Y,.,, =ON, =)
P(N,, (U) =i) P(N,, (U) =)
_ P(Yy = DP(Y, ZLN, () =0) , P(Y,, = OP(Y, =ON,, (u) =i)
P(N,, (u) =) P(N,, (U) =i)

=P(Y,,,, = DP(Y, =IN,, (u) =i) +P(Y,.,, = OP(Y, =ON,, (u) =i)
ooy
=px| — [+gx|1-— |

w w

Etape 4 Pour la transition d'un état ¥ers un état &, nous écrivons :
m._; =P(N, (u+1)=i|N, (u)=i-1).

Il vient naturellement :

o =P =1Y,., =0.N, )=
P(N,, (u) =)
_P(Y,., =0)P(Y, =1,N,, (u) =i)
B P(N,, (u)=1)

= P(Y,.n =0)P(Y, =IN,, (u) =)

()

Remarque : il suffit en fait de calculer les deux probabilités les gimples, disons im; et
Mi«1j, la troisieme m en découlant facilement puisqueamt my; + Mg i=1.

CQFD

La matrice de transition est donc une matrice tridiagonale. Les termés diagonale
principale sont les mdéfinis plus haut ; ceux de la diagonale supérieure sont.igsaetnceux
de la diagonale inférieure sont legm

Nous pouvons voir la dynamique de la chaine de Markov sur somegrap

Figure 23 : graphe de la chaine de Markov pour le mdéle binomial, premier modéle markovien

La probabilité recherchée sera donnée par le prodiid .
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II.1.b. Modéle de Bernoulli : application a I'exefadT=365,w=10,k=3)

Nous allons appliquer la méthode a I'exemple cité plus haut, awecessivement un pas
de discrétisation d’un jour, puis d’'une heure.

La chaine de Markov correspondant a notre exemple est une chaine a 4 états
- les états notésoEE; et B sont des états transients et correspondent respectivement
aux cas ou la fenétre courante comporte 0, 1 et 2 accidents ;
- I'état noté kg est absorbant et correspond au cas ou la fenétre courante comporte au
moins 3 accidents.

Le vecteur des conditions initiales est le vecteur de taille 4

1
0
Mn= )
0
0
La matrice de transition est la matrice :
q q 0 0
w
w w w
M =
0 p(l—ij @+q(1—£j 0
w w w
2
0 0 p(l——j 1

Le graphe de la chaine de Markov a l'allure suivante :

Figure 24 : Chaine de Markov : modéle binomial, prenier modéle markovien, T=365, w=10, k=3
£+qx(1—iJ ﬂ)+qx(1—£j
w W w W

3 ()

COBS@omce

w w

La probabilité recherchée est donnée par le dernier terme du vitteur
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Application numérique
Avec pas de discrétisation d’un jour
Rappelons que nous avons :

T =365
(w,k) =(10,3)

fréquencdi oup) = %65

Nous obtenons :

097808  9,7808x10° 0 0
M = 21918x10°? 0,88247 019562 O
0 1,9726x107° 0,78685 0|

0 0 1,7534x107% 1

1

= 0 .
0
0

Le nombre d’itérations nécessaire pour couvrir la période d’observatidras5b.

Résultats
0,72537
—_ 016041
1,4866x1072 |
9,9070x1072

La probabilité recherchée 509907
Avec pas de discrétisation d'une heure

Nous cherchons maintenons a affiner le résultat en prenant un pasrdgésgigon plus fin. Si
nous raisonnons en heures, il vient :

T=8760
(w,k) =(240,3) , toutes les données devant étre exprimées en heures.

fréequencdi oup) = %760
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Notons que la taille de la matrice de transition n’évoluepp@squ’un état est caractérisé par
le nombre d’événements dans la fenétre courante (0, 1, 2 ou plusRée 8pntre le nombre
d’itérations nécessaires pour parcourir la période d’observation augmesigécablement :
T=8760.

Nous avons :
0,99909 41629x10°° 0 0
: 91324x10™* 0,99493 83257x10° 0
0 9,0944x10™* 099077 0]
0 0 90563x10* 1
1
0
Mn= .
0
0
Résultats
0,72539
T 015639
M= -
15430x10
01274

La probabilité recherchée €5tl274

Remarques :

» La probabilité est plus élevée avec un pas de discrétisation d’ureechéavec un pas
de discrétisation d’'un jour. En effet, dans le premier cas nous ams€ ou) 1
évenement par heure, tandis que dans le second cas nous n'adaedtdOsou) 1
évenement par jour.

* Notons que ces résultats sont cohérents avec ceux obtenus gatismue Monte-
Carlo (Tableau 3).

» Enfin, remarquons que le pas de discrétisation d'une heure apu®che du résultat
obtenu par la simulation de Monte-Carlo dans le cadre du modetpowentiel
renouvelé ». C’est d’ailleurs conforme a lintuition: si I'on fééndre le pas de
discrétisation vers zéro dans le modéle de Bernoulli, on doiecgaevvers le modéle
« exponentiel renouvelé » ; si la propriété de convergence debmdoniale vers la
loi de Poisson est connue, il n’était pas évident qu’elle goitié#e dans le particulier
ou la fenétre d’observation est balayée.

Il.1.c. Modéle de Poisson discret
La période d’observation [0,T[ étant discrétisée, nous suppospe le nombre

d’événements susceptibles de se produire sur la'tli%apité de temps [u,u+1[ est décrit par
la variable aléatoire/, = N, (udui suit une loi de Poisson de paramétre
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e

n
Les variables aléatoires,,Ypour 0<u<w - 1, sont les accroissements d’'un processus de
Poisson et sont de ce fait indépendants. La variable alédthjre cofapte le nombre
d’évenements sur la fenétre de longueur w démarranten u :

v Probabilité qu'il y ait n événements sur [d"Gunité de temps B{Y, =n} =

aw)'e
v Probabilité de n événements sur la fenétre [u,uRiil, (u) =n} = %
nl
Regardons ce que deviennent, pour ce modele, les états, la comdiizde et la matrice de
transition :

» FEtats

Cette fois le nombre d'évenements par unité de temps n’est pas;liritGombre
d'événements a l'intérieur de la fenétre de balayage peut donc prendrert@inyelle
valeur entiére.

Nous avons ainsi k états transiengst, ..., E.1 et I'état absorbant Asg

« Condition initiale
Le vecteur conditions initiales est associé a une fenétre fictivendgeidar w située a
gauche de la période d'observation et ne contenant aucun événement, desjteda
chaine se trouve initialement dans I'étaiakzec la probabilité 1. Nous avons donc :

1

* Matrice de transition

Les transitions réalisables sont :

- La transition d’'un état E(« n évenements dans la fenétre courante ») vers I'gtat E
pourl<s<k-n.
Cette transition se produit avec la probabilité :

O, 1Y) A
Mhes _Z_;(/’ )(1_Wj (Wj (£+s)!e -

- La boucle sur un état,ppour 0< n < kqui se produit avec la probabilité :

-Sa) ) e

1=0

Pour n=k, nous avong, , = .1
La transition d'un état Evers I'état s pour 1<s< n, qui se produit avec la

probabilité :
n 1 n-/ 1 0 )\'(—S .
m_=>»{7)1-— — e’.
Z()( wj [wj (¢-9)!

- Latransition d’'un état Bvers I'état absorbantERvec la probabilité :
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k-n-1

n
mk,n =1- z mn—s,n - z mn+s,n -m
s=1 s=1

Preuve : calcul des probabilités de transition

Etape 1 Notons tout d'abord :
v" p(i,A,t) la probabilité qu'il y ait i évenements sur la fenétre de lengti démarrant

en u, lorsque la loi événementielle est une loi de Poisson deégiegam:
i —M

p(i, 1) = P(N, (U) =i) = (“)

v P(i,\t) la probabilité qu'il y ait au plus i evenements sur la fené¢réongueur t

démarrant en u, lorsque la loi événementielle est une loi de Paissmerametre. .t
C’est donc la fonction de répartition d’une loi de Poisson de pamet

) e™
P(i,A,t) =P(N, (u) i) = Z( )e
j=0
v w(/,n) la probabilité conditionnelle que le premier sintervalle de temps de la
fenétre courante [u,u+w[ comporté événements sachant que ladite fenétre en
comporte exactement n :

m(¢,n) = P(Y, =N, (W) =n) = ()(1 ijﬂ(ijg.

w w
En effet,
T(4,n) =P(Y, =Y, +..+ Y, 4 =N)
_ P(Y,=0,Yyut Y e =n-10),
P(Yu + "'+ Yu+w—l = n)
dou :
Ae (Mw-1)" e D
0 (n=2)!
/,n) =
T[( ) ()\’W)n — AW
n!

- ()

Wn

] 1 n—/ 1 !
“0) ()
w w
Signalons que ce résultat est classique ; ®sNun processus de poisson, la loi de N

sachant In est la loi binomiale de parametres rﬁét. Dans notre cas% = %v et

nous retrouvons bien le résultat ci-dessus.

Etape 2 Transition d'un étatBvers I'état R.s, pourl<s<k-n
Ce genre de transition se produit lorsque le nondbégenements que l'on « gagne » est
supérieur de s au nombre d’événements que I'omdope
Yoow — Y, =
de sorte que
N, u+d)-N,(u)=s.
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Pour ¢ allant de 0 & n, nous écrivons la probabilité deerdre »/ événements sur la
premiére unité de temps de la fené@g , @dnditionnellement au fait qu’elle en comporte

n, et d’en « gagner $+ sur la premiére unité de temps de la fen€ygu+ : 1)

P(Y, =N, () = n)P(Y,.,, = +s) =T(¢,n)p({ +S,A,1).
La probabilité de passer d’'une fenéte®, (@dmportant n événements a une fenétre
C, (u+1) en comportant n+s est alors :

Mven = ST MP(C+50.D).

=0

Etape 3 Boucle sur un état.E
Il'y a boucle sur I'état Elorsque le nombre d’événements que I'on « gagest»égal au
nombre d’événements que I'on « perd » :
Yu+w _Yu =0

de sorte que

N, U+ =N, (u).
Pour ¢ allant de 0 & n, nous écrivons la probabilité deerdre »/ événements sur la
premiere unité de temps de la fené@g , @onditionnellement au fait qu’elle en comporte

n, et d’en « gagner # sur la premiére unité de temps de la fen&ygu+ : 1)

P(Y, =N, (U) = N)P(Y,,,, =£) =T(£,n)p(£, 1)
Pour n<k, la probabilit¢ de passer d’'une fenég( cajnportant n évenements a une
fenétreC,, (u+ 1)en comportant encore n est alors :

Mo =3 (0P ALD))

=0

Etape 4 Transition d’'un état fvers I'état F.s pourl<s< n.
Cette transition se produit lorsque le nombre d¥@wneents que I'on « gagne » est inférieur de
s au nombre d’événements que I'on « perd » :
Y, =Yy =S

de sorte que

N, u+D)-N,(u)=-s.
Pour ¢ allant de s a n, nous écrivons la probabilité deerdre » ¢ évenements sur la
premiere unité de temps de la fené@g , @onditionnellement au fait qu’elle en comporte

n, et de n'en « gagner que/>»  sar la premiére unité de temps de la fen&gu+ : 1)

P(Y, =N, (u) = n)P(Y,.,, =£=s) =T(¢,n)p({ =S, A,1).
La probabilit¢é de passer d’'une fenét@, (@dmportant n évenements a une fenétre
C, (u+1) en comportant n-s est alors :

Moo =S (P =S D))

=0

Etape 5 Transition d’un état fEvers I'état absorbantE
Cette transition se produit avec la probabilité :
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n k-n-1
My, =P(N,, (U+2) =kN,, (u) =n) =1-P(N,, (u+1) <Kk|N,, (u) =n) =1-)m = > my My

s=1 s=1
CQFD

La matrice de transition est donc une matrice eaeétaille k+1 :
- les k premiers termes diagonaux sont lgg @t le dernier terme diagonal estusl ;
- les termes situés au-dessous de la diagonaldéesom. ,;
- les termes au-dessus de la diagonale sont jggs, mauf le terme situé en derniére
ligne qui est le complément a 1 des autres termes

Nous avons donc la matrice M suivante :

anD n101 n102 nqok—l O
my, my, my, ... my . 0
n120 n121 n122 " " . nqzk—l O
M =
nﬂlk—:l.,O nqk—li nqk—LZ " " . nqk—Lk—l O
k-1 k-1 k-1 k-1
1->m, 1->m,; 1->m, . .. 1->m,, 1
=0 =0 =0 1=0 i

Figure 25 : Graphe de la chaine de Markov pour le wdéle de Poisson discret, premier modéle
markovien
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II.1.d. Modéle de Poisson discret : applicationiexémple (T=365,w=10,k=3)

Nous allons appliquer la méthode a I'exemple cité&s paut, avec successivement un pas
de discrétisation d’'un jour, puis d’une heure.

La matrice M a considérer est une matride 8) qui a I'allure suivante :

Moo Moy My 0

M = My, my, m;, 0
My, m,, m,, 0
1-mge—my—-my, I-mg,-my-my, 1-my,-m,-m,, 1

Sa chaine de Markov est la chaine a 4 états dogtalghe est reproduit sur la figure ci-
dessous :

Figure 26 : Chaine de Markov pour le modéle de Pasn discret, premier modele markovien,
T=365, w=10, k=3

QDT

Le vecteur conditions initiales est le vecteur

O © O Bk

La probabilité recherchée est donnée par le det@igre du vecteuM "I, avec T=365.
Application numérique
Avec pas de discrétisation d’'un jour

Dans I'exemple proposé nous avons :

T =365
(w,k) =(10,3)

fréequencdi oup) = %65
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Par conséquent, nous écrivons la matrice M etdeevell :

0,97832
_| 21443«107?
| 23499x10™
1,7263x10°°

Résultats
0, 71277
T 015388
MM = Ll
15445%x10
011765

La probabilité recherchée dxt.1765

9,7832x102 9,7832x10°

19322x10? 0,7963
21322x10* 17603x10°

0

0,88263 017631 O
ol
1

0,80318

| 017604

" 119292x107% |
1,4902x107°

Avec pas de discrétisation d’'une heure

Le dernier résultat a été obtenu en discrétisafeériétre d’observation de 365 jours selon un
pas de discrétisation d'un jour. Considérons maané un pas de discrétisation d’une heure,

ce qui correspond a modifier 'unité des donnéestiée de sorte que :

T=8760
(w,k) =(240,3)

fréquencdgi oup) = %760

Le nombre d'itérations nécessaires pour parcouairpEriode

T =8760.
Nous avons :
0,99909
_ 91241x10°*
41662x107’
1,2686x10™"°

41629x10° 1,7345x<107
099493  82911x10°

9,0861x10™ 0,99079

41502x107" 9,0524x10™*

= O O O

d'observation est alors
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0,80318

| 017604

11,9292x1072

1,4902x10°

Résultats

0,72255
+ | 015563
| 1,5408%1072
012803

La probabilité recherchée €xt.2803

Remarque : Les résultats sont trés proches dealaexus par la simulation de Monte-Carlo
discrete (Tableau 3). La encore, la probabilitéphss élevée avec un pas de discrétisation
d’'une heure qu’avec un pas de discrétisation ddum, jet le pas de discrétisation d’'une heure
nous rapproche du résultat obtenu par la simulate®Monte-Carlo continue.

[I.2. Modele markovien a double fenétre de balayage

L’approche markovienne présentée au paragrapheégeat ne fournit pas une
représentation trés précise du phénomene observéff@n I'état du systéme a un instant
donné renseigne sur le nombre d’évenements ddesét&re courante mais en aucun cas sur la
position de ces évenements dans ladite fenétrei,Ainus observons certaines transitions qui
ne cadrent pas avec le phénomeéene que nous obsepamme illustré dans I'exemple ci-
dessous.

Exemple: Supposons qu'aprés la (i<I¥ transition, la fenétre courante ne contienne aucun
éveénement : la chaine de Markov est sur I'étatApres tirage de 17T transition, disons
qgu’un évenement rentre dans la fenétre : la chd@ndarkov passe alors sur I'état E

En pratique, cet évenement ne peut quitter la fer@&turante avant w nouvelles transitions :
dans I'exemple (T=365,w=10,k=3), un évenement doguifte la fenétre courante aprés
exactement w=10 transitions, comme illustré stigiare 27.

Par conséquent la chaine de Markov peut, soitrrestel’état & pendant au moins (w-1)
transitions dans le cas ou aucun nouvel évenenememre dans la fenétre courante, soit
passer sur un état,i > 2, dans le cas ou un nouvel évenement integre &riecourante.

C’est la que nous constatons le biais de notre hmodé autorise la chaine de Markov a
retourner sur |'état & correspondant au cas ou la fenétre ne contientraévenement, et ce
des la (i+17 " transition, car le passage de I'étatnvers I'état i est valide a tout instant (voir
figure 28).
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Figure 27 : temps de séjour dans la fenétre de balage

Levvv o0 oo
i°™ transitior Lo o |
. eme it
(i+1)*™ transitior L e |
. eme iti
(i+2)°™ transitior Lo s oo |
. eme iti
(i+3)°™ transitior Lovvv om0 |
. eme iti
(i+4)*™ transitior T N
(i+5)°™ transitior Loy v o000 |
(i+6)°™ transitior (T A
(i+7)*™ transitior Lose v 000100 ]
(i+8)*™ transitior s 00000000 |
(i+9)°™ transitior
Lev v |

Figure 28 : des transitions irréalisables admisesgp la premiére approche

Aucun événement dans la 1 événement dans la fenétre
fenétre couranie Ccourante

™ transition

|IIIIIIIII| Illlllllld

- > Y™ transition
W

Nous proposons donc une approche plus fine queéleégente, c’est-a-dire contenant « un
peu plus » d’information, dans le sens suivantrsque la fenétre courante contient des
évenements, NOUS ne connaissons toujours pasdsitiop exacte mais nous savons dire s'ils
se situent dans la premiere ou dans la secondé&rdeitadite fenétre.

L’approche proposée est développée ci-dessousl@onodele de Bernoulli puis appliquée a
'exemple (T=365,w=10,k=3). Nous ne la développerpas pour le modele de Poisson
discret, les calculs étant plus fastidieux.

Dans un premier temps, rappelons les notation®doites précédemment et que nous
utiliserons dans cette section :
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La péeriode d’observation est l'intervalle ouv&ﬁlﬂ[.
La fenétre de balayage est de tailleOw < . T

Le nombre d’événements qui nous intéresséx é8N* .
Pouru D[O,T-t], I'objet « fenétre » de longueur t démarrant estunoteC, (u)

Pouru D[O,T-t], le nombre d’événements dans la fen&re &8N, (u)
La variable aléatoire comptant le nombre d’évendmartinstant u est note¥,, et
n'est rien d’autre quéN, (u).

NSRRI NN

Regardons maintenant les notations dont nous awspasifiguement besoin dans cette
section :

w
v" Nous supposerons que w est pairnous noteronk ="

v Nous considérons une « double fenétre de balayagssociée a un couple de
variables aléatoires (Nh(u),Nh(u+h)) prenant des valeurs entieres et

vérifiant N, (u) = N, (u)+ N, (u+ h).

La dynamique d'une transition, que nous avons guastjue la sous la forme générale
N,(u+1)=N,(u)-Y,+Y peut maintenant s’exprimer de la fagon suivante :

(Nh(U+1)’Nh(U+h+1))=(Nh(u)-Yu +Yu+h' Nh(U+h)-Yu+h +Yu+w)'

ce qui illustre bien le fait que la premiere deemdtre « perd » \Yet « gagne » Y, tandis
que la seconde « perd ».¥ et « gagne » Y.

Cette dynamique est illustrée sur la figure 29.

Figure 29 : transition dans le cadre du modéle a ddole fenétre

Yu Yu+h
— —
u * * u+w

| i

L u+l u+2 u+h-1 u+h | u+h+l u+w-1

: |

1 1

1 1

1 1

! !

1

1

u+1 W MW utwl
——
YU+W

% Si le nombre w de sous-intervalles constituaméteétre de balayage est impair, la premiére mdéié fenétre
sera de Ionguel{r%J et la seconde moitié sera de longuaur L%J = [%-‘ .
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La chaine de Markov que nous construisons est bisde sur les éléments suivant :

* FEtats

Les états transitoires, notég, E, ..., E.1, renseignent sur le nombre d’évenements dans
chacune des deux demi-fenétres constituant lareenétirante. Un état est donc un couple
d’entiers (i,j) : i est le nombre d’événements dengremiére moitié de la fenétre, j le
nombre d’événements dans la seconde moitié.

L’état absorbant, noté A ou,Eorrespond au cas ou la fenétre courante conglastde k
évenements, quelle que soit leur répartition ssideux demi-fenétres.

* Condition initiale

Nous conservons la logique précédente : le vedesiprobabilités initiales est associé a
une fenétre fictive de longueur w, située a gautdbda période dobservation, et ne
contenant aucun événement. En notanfédtat (0,0), le vecteur des probabilités initele
est donc le vecteur de taille r+1 :

* Matrice de transition
C’est la matrice M dont I'élément;nast la probabilité de transition de I'étawErs I'état £

La probabilité recherchée sera donnée par le produil .
Il.2.a. Déclinaison au modeéle de Bernoulli

* FEtats
Les états transitoires s, ... Er.; sont des couples (i,j) tels que :
~ i+j<k-1, puisque k est le nombre d’évéenements au-delaedurgpus avons

un cluster.
~ i<h et < h, puisque le nombre d’événements par unité de tesip8 ou 1,
ce qui limite le nombre d’événements sur chaque-denétre a sa taille h.
L’état absorbant est notd = E, et correspond au cas ou la fenétre courante cowipre
plus de k accidents.

Le nombre d’états +1 s’exprime en fonction des quantités w et k :
K k-1
r+1=> (S+1)+ > (w-S+1)+1 ol k =min(h,k-1)= mln(%,k —1).
S=0 S=k+l

Preuve :

Soit S< k - 1. Regardons le nombre de couples (i,j) vérifiamtr¢ =S » (condition 1) et
«i<h etj< h»(condition 2).

- Si S< h, la condition 2 est automatiquement vérifiee etdenbre de couples vérifiant
la condition 1 est égal a S+1 : ce sont les coupl&y), (1,S-1), ..., (S,0).
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- Si S>h, alors les couples (i,)) tels que>h, au nombre de S-h, ou ceux tels
quej > h, au nombre de S-h, ne vérifient pas la conditiqfezasi >h et j> h est

exclu car i+j<sk-1<w=21h. Si bien que le nombre de couples vérifiant
simultanément les conditions 1 et 2 §8t1) - 2(S—h) =2h-S+1=w-S+ . 1
Au final, en sommant sur S, pour S allant de 013 &t en distinguant le c&3< i le

casS> h il vient :
K k-1 . ) .
r=)(S+1)+ Y (w-S+1) ot k =min(hk-1)=min(%/ k -1).
S=0 S=k+1
Enfin, en ajoutant 1 pour I'état absorbant, il ¥ierl pour le nombre d’états.

CQFD
Les états seront ordonnés selon 'ordre lexicogopeh c’est-a-dire :
E,=(0,0), E;=(0,1), ..., E, =(0,x), E_,, =(1,0), etc...

+ Condition initiale
Le vecteur condition initiale est le vecteur ddleai+1 :

* Matrice de transition

- Le Tableau 6 recense toutes les transitionssadaks a partir d’'un état (i,j) qui n’est
pas I'état absorbant, vers un état (i,j) qui njess$ I'état absorbant, en fonction de la
valeur (0 ou 1) prise paryYYush €t Yu+n. En d’autres termes, il s’agit des transitions
entre états transitoires. Les probabilités qui EBamt associées sont renseignées dans
le tableau, et la preuve détaillée du calcul eande pour deux d’entre elles.

- La probabilité de transition d’'un état \Eers I'état absorbant est le complément & 1 de
la somme des probabilités de transitions de |Etaers les autres états :

r-1
m; =1->"m, .
=0

- La probabilité de transition de I'état absorbaets un état Equi n'est pas I'état
absorbant est nulle :
m, =0 pour touti #r.

Preuve des deux premiéres probabilités

Transition de I'état (i,j) vers I'état (i,))

La chaine réalise une boucle sur 'état (i,j) ddeax cas de figure : d’une part, lorsque
(Y,=0,Y,,=0,Y,,, =0) si bien que le nombre d’évenements dans chacesaldux
demi-fenétres est inchangé ; d’autre part, lorsgte=1,Y,,, =1,Y,,, =1) si bien que

chacune des deux demi-fenétres « perd » un évémeshesn « gagne » un autre, en
conservant ainsi le méme nombre.
Cela se traduit par la probabilité suivante :
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P(N,, () = (i, DN, () = (0, 1)) = P(Y, =IN, (u) =) P(Y,., =IN,(u+h) = ) P(Y,,, =1)
+P(Y, =ON, (W) =i) P(Y,,, =ON, (u+h) =) P(Y,,, =0)
Or, pour toutu [0, T —w | hous avons :

+w

v P(YU+W :l) = p et I:)(Yu+w :O) = q :l_ p
v = =i :i—:2—i = =il= —i_: —2_i
P(Yu 1|Nh(u) |) how et F’(Yu th(u) |) 1 - 1 o

v P(Yu+h :1|Nh(U+h): J)zﬁ :2Wj et ID(Yu+h :0|Nh(U+h)
Nous obtenons bien le résultat escompté.

: j 2j
=1+>=1-—-.
J) h w

Transition de I'état (i,j) vers I'état (i,j-1)

La chaine réalise une transition de I'état (i,jjsviétat (i,j-1) dans un seul cas de figure :
lorsque ¢, = 1Y,,=1,Y,,, =0),si bien que la premiére demi-fenétre « perd » un
évenement et en « gagne » un autre, en conserventieaméme nombre, tandis que la
deuxiéme demi fenétre « perd » un événement etgagne aucun, passant ainsi de j a j-1
évenements.

Cela se traduit par la probabilité suivante :

PN, ()= i §-DIN,, ()=, D)= P, =IN, (u) =i)P{Y,.p =IN,., ()= 1)P(Y,., =0)-

En remplacant par les probabilités adéquates, orardes ci-dessus, nous obtenons le
résultat escompte.

CQFD

Tableau 6 : Double fenétre de balayage, transition®galisables depuis un état transitoire (i)

Y. Y u+h Y uiw Etat initial Etat final Probabilité de transition
! ! ! 2i 2] 21 (2]
(i) qx(]___ljx(]___Jj+px(_ljx(_J]
W w w W
0 0 0
(i, j-1) 2i) (2]
1 1 0 sij=1 P>lw ) w
(-1, j+1) 2 (2]
1 0 1 ~ |siizLjsk-2 P W) w
¢.) (-1, ) 2i 2]
-1,] < _4l
1 0 0 sii=1 qx(wjx(l Wj
(i+1,)) _20 (2
0 ! ! sii<k-2 P W
(i+1, j-1) 20 (2]
0 1 0 sii<k-2,j>1 1= 1w
G, j+1) 20 (, 2]
0 0 1 si jsk-2 Px|1- X1,
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I1.2.b. Modéle de Bernoulli : application a I'exefadT=365,w=10,k=3)

Nous appliqguons le modéle proposé a I'exemple aques mappelons : nous cherchons la
probabilité d’observer, sur une année donnée dg®85, un agrégat de 3 accidents en moins
de 10 jours, sachant que la fréquence du type idl@stconsidéré est de 8 par année.

Les états sont au nombre de 7 :

I'état E5=(0,0) : la fenétre courante ne comporte aucurdacti;

I'état £,=(0,1) : la fenétre courante comporte un accidenetaccident est situé dans
la seconde moitié de la fenétre ;

I'état £,=(0,2) : la fenétre courante comporte deux accglehtes deux accidents sont
situés dans la seconde moitié de la fenétre ;

I'état E5=(1,0) : la fenétre courante comporte un accidenetaccident est situé dans
la premiére moitié de la fenétre ;

I'état E4=(1,1) : la fenétre courante comporte deux accgjent sur chacune des deux
demi-fenétres ;

I'état E5=(2,0) : la fenétre courante comporte deux accglehtes deux accidents sont
situés dans la premiere moitié de la fenétre ;

I'état A=Es qui est absorbant, et regroupe tous les cas deefigprrespondant au fait
gue la fenétre courante contient trois accidentsmamms.

Le vecteur des probabilités initiales est le vectautaille 7 :

n=L oo 00 0 0.

La matrice de transition est la matrige« ré@mplie avec les probabilités de transitions elle
gue nous les avons explicitées au paragraphe méced

o]

©

o

o

o

o o

of2) of-2) oft) o2
T el e
oo e
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Application numérique
Avec pas de discrétisation d'un jour
Nous avons :

T =365
(w,k) = (10,3)

fréequencdgi oup) = %65

Il vient :
0.97808 0 0.19562 0 0 0 0]
2.1918x1072 0.78247 4.3836x10°° 0 0.15649 0 0
0 0.19562 0.78247 0 3.9123x1072 0.39123 0
M = 0 1.7534x1072 0 0.58685 3.5068x107° 0 0
0 4.3836x10° 1.7534x1072 0.39123 0.62685 8.7671x10° 0
0 0 0 0 0.15649 0.58685 0
i 0 0 0 21918x10° 17534x107° 1.3151x107° 1
Résultats

Les probabilités de chaque état aprés T = 365tib@sasont données par le vecteur :

[ 0.72278 ]
0.080625
0.079892

M T =|0.0034959.

0.0084485

0.0032024

| 0.10144 |

La probabilité que I'on ait un cluster de 3 accidezn 10 jours sur une année de 365 jours est
donc de0,10144

En comparaison & une approche binomiale classicpienodéle a légérement amélioré le
résultat : nous sommes passés d’'une probabili® 3 a une probabilité de 10,14%, nous
rapprochant ainsi du résultat obtenu par simulation

Avec pas de discrétisation d’'une heure
Le dernier résultat a été obtenu en discrétisaféritre d’observation de 365 jours selon un
pas de discrétisation d’un jour.

Considérons maintenant un pas de discrétisationedheure, ce qui correspond a modifier
I'unité des données d’entrée de sorte que :
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T =8760
(w,k) =(240,3)

fréequencdi oup) = %760

Le nombre d’itérations nécessaires pour parcoanériode d'observation edt=T = 8760
Nous avons :
- 0.99909 0 8.3257x10°° 0 0 0 0]
9.1324x10™* 0.99076 7.6104x10°° 0 8.2563x107 0 0
0 8.3257x10°° 0.99076 0 6.9381x10° 1.6651x10% 0
M= 0 9.0563x10™ 0 0.98244  7.5469x10° 0 0
0 7.6104x10° 9.0563x10* 1.6651x107° 0.9825 1.5221x10° 0
0 0 0 0 8.2563x107° 098244 O
i 0 0 0 9.1324x10* 9.0563x10* 8.9802x10™* 1]
Résultats

Les probabilités de chaque état aprés T = 8768titérs sont données par le vecteur

0.71857 |
7.8251x10?
7.7374x10?
M =| 4.0422x10° |.
7.8936x10°
3.7142x10°

0.12964 |

La probabilité que I'on ait un cluster de 3 accidezn 10 jours sur une année de 365 jours est
donc de0,12964

Conclusion
* Nous remarquons ici que discrétiser a I'heure appone nette amélioration, en ce
sens gque nous nous rapprochons du résultat obtnsimulation : 0,1329 pour la
simulation poissonnienne en temps continu.
» Le résultat obtenu avec le modéle a double-ferg&rdon. Mais il n’est pas tellement
meilleur que celui obtenu avec le modele a simphéfre.

[I.3. Modele markovien complet
Nous considérons maintenant une chaine de Markseréde dont les états sont non

seulement représentatifs du nombre d’événements ldaienétre de balayage mais aussi de
leur position dans ladite fenétre.
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La fenétre de longueur w démarrant en u, c’est@{di,u+w[, correspond a I'observation des
variables aléatoiregY ,...,Y ., - )L 'état correspondant a cette fenétre est :

- Soit un étaty,,y,,...,y,, )codant une fenétre qui ne comporte pas de clusest-a-
dire telle quey, +y, +...+y, <k- 1

- Soit I'état absorbant noté ArEEodant n'importe quelle fenétre comportant urste
c'est-a-dire telle que, +y, +...+y, 2 K

Remarquons dés a présent que I'observation deg @erhieres composantes d’une fenétre
est suffisante puisque lors d’'une transition, kenpier élément du w-uplet, quel qu’il soit, est
« perdu ». Prenons un exemple dans le cadre dulenddéernoulli : les état®,y,,...,y,, )

et (1,y,,...,Y,, ) sont équivalents pour tomyz,...,yW)D{O,]}W_l, en ce sens qu’ils emmeénent

tous deux le systéeme :
- Soit vers l'état(y,,...,y,, ,0)sil'élément entrant est 0 ;

- Soit vers l'état(y,,...,y,, ,1)il'élémententrantest 1 etgj +...+y, +1<k- ;1
- Soit vers 'état absorbant A si I'élément entrast 1 et sy, +...+y, +1= Kk

Ainsi, seuls les (w-1) derniers éléments vont @aceariser » la transition, comme nous
I'avons représenté sur la Figure 30.

Figure 30 : les états « i » et « (1,i) » sont égalents

Bat i : un événement en

posi tioni T T 3 Y q
Qnsition
Bat (1,i) : deux évenement s
b o0 e 1 P

enpostionlet i

\

[1.3.a. Modeéele de Bernoulli

Soit pd[01] un réel. La famille(Y,,...,Y,, )est une famille de variables aléatoires

indépendantes et identiquement distribuées suivamioi de Bernoulli de paramétre p :
P(Y, =1)=p etP(Y,=0)=qg=1-p.
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La chaine de Markov pour le modéle de Bernoullbaste sur les éléments suivant :
* FEtats

L’espace d’états est :
Ew=1{ Vo vens V) {OY" 1y, +.ty,,, <K UA.

Le nombre d’états est :
1= ()4 (1) + 1

Preuve

k-1

L'espace d’états contient |'état absorbant, et m(aentZ(iW’l) états transitoires(iw‘l)
i=0

étant le nombre d’états codant des fenétres qupoolent exactement i événements.

CQFD

Notation. Pour faciliter la lecture, nous convenons d’adofaeotation suivante :

- L'état correspondant au cas de figure ou la fenéburante ne comporte aucun
accident sera noté état « 0 » ;

- L'état correspondant au cas de figure ou la fenéburante comporte 1 accident
exactement, cet accident étant localisé sutfaunité de temps de la fenétre courante,
sera noté état « i » ;

- L’état correspondant au cas de figure ou la fenéburante comporte 2 accidents
exactement, ces accidents étant localisés respewtivt sur la*l" unité de temps et
sur la f"unité de temps de la fenétre courante, sera taité €i,j) » ;

- L’état correspondant au cas de figure ou la fenéburante comporte m accidents
exactement, ces accidents étant localisés respawivt en position,i iy, ..., im, Sera
noté état « (i ip,..., im) »;

- L’état correspondant au cas de figure ou la fenéburante comporte k-1 accidents
exactement, ces accidents étant localisés respawivt en position,iiz,..., ik-1, Sera
noté état « (i ip,..., ik.1) ».

e Condition initiale

Le vecteur conditions initiales est le vecteuraltiet (r+1) :[L 0 ... 0]*.

* Matrice de transition

Le Tableau 7 explicite chaque transition (sansrteminpte de la simplification proposée
c’est-a-dire lorsque I'on observe les w unitésatags) en fonction des valeurs prises par
les variables aléatoire, ¥t Y,+w. Le Tableau 8 explicite la probabilité de chacdeeces
transitions. Le calcul des probabilités est exf@dipiour deux d’entre elles.
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Tableau 7 : transitions réalisables

Etat de dépa
Etat d’arrivé

i
2<isw

(L.i,....im)
2<i, <. <ipsw

(iniz,... im)
2<ip<..<ipsw

@iz, k1)
2<ip<..<igy4<sw

(i-1,w)
2<isw

(i-1,....im1)
2<i,<..<ipsw

(i-1,...,im1,W)
2<i, <..<ipsw

(i:-1,i-1,...,im-1)
2<i;<.<ipsw

(il'l,ig'l,... ,im'l,W)
2<ip<.<ipsw

(i1-1,...,i1-1)
2<i;<..<igysw

A

©) La valeur de Y est donnée pay,ielle est donc inutile & priori, nous I'avons psée pour une meilleure lisiblité.
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Tableau 8 : matrice de transition

i
2<isw

(1,iz,...,im)
2<i, <. <ipsw

(iniz,... im)
2<ip<..<ipsw

@iz, k1)
2<ip<..<igy4<sw

(i-1,w)
2<isw

(i-1,...,im 1)
2<i, <..<ipsw

(i-1,....im-1,W)
2<i, <..<ipsw

(i:-1,i-1,...,im-1)
2<ip<.<ipsw

(il'l,ig'l,... ,im'l,W)
2<ip<..<ipsw

(i1-1,...,i1-1)
2<i;<..<igysSw
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Preuve : calcul des probabilités de transition

Sont réalisables :
- Les transitions d’un étay,,y,,....Y,,., Vers I'état(y,,...,y,,-, ,0) Elles ont lieu avec

la probabilitéP(Y,, =0)= q

- Les transitions d'un étaty,,y,,....Y.,_, el quey,ty,+...+y,,<k- 2vers I'état
Y15+ Yw-2,1) . Elles ont lieu avec la probabili®(Y,_, =)= .p

- Les transitions d’un étay,,y,,....Y,-, el quey,+y, +...+y,_, =k— 1vers I'état A.
Elles ont lieu avec la probabilit&yY,_, =)= .p

- Les boucles sur I'état A.

Nous introduisons donc I'applicatian : € w x{O,]} = &Ew telle que :

ASi(YorYu) = A
veYw2),0) = i
o(YVor--Yu).0) {(yl,...,yw_z,O)S'm-"n
et

Asiy,+..+y,,=k-1
G((yo,...,yw_z),l):{ 0 >

(Yyreer Yo 00 1) SINON

La matrice de transition correspondant a notre lprob est la matriceM =(m; ), ., de

dimensionsr xr telle que :
_|p sio(e;,1)=¢
171q sio(e,0)= ¢ 1<i<r0<j<r’

{Osilsi<r

r-1
etm. =1-> m, .
1sii=r . z !

i=1

Application, transition de I'état O vers I'état w :
Une telle transition se produit lorsqu’un événenrentre dans la fenétre courante, occupant

ainsi la position w, ce qui arrive avec la probiabiP(Y ., =1) = p.

Application, transition de l'état (1,iy,...,im), 2<i,<..<i_ <w, vers (p-1,...,imn-1),
2<i,<.<i, <w:

Une telle transition se produit lorsque aucun éu@Td ne rentre dans la fenétre courante, ce
qui arrive avec la probabilite(Y,,., =0 = .q

CQFD

T itérations sont nécessaires pour couvrir la itétatle la fenétre d’observation. Par
conséquent, la probabilité d’observer au moins wrk)¢cluster est donnée par le dernier

terme du vecteuM "I .

I1.3.b. Modéle de Bernoulli : application a I'exefedT=365,w=10,k=3)

Pour cet exemple, nous traitons une matrice caeétimensiorb7 =1+('9) +(*5) + 1lLes

états rencontrés par le systéme sont :
- I'état O : aucun accident dans la fenétre co@rant

- les n,=(j,) états notés il<i< 10 un accident en position i dans la fenétre
courante ;
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7

ép

(i,j),l<i<j< 10 deux accidents en position i et |

(ot'6)
(0t'8)
(6'8)

0..000O0|O
0..00O0fO
0..00O0fO
0..00@O0|O
0..00O0fO
0..00O0fO
0..00@O0|O
0..00@O0|O
0..00O0fO
0..00O0fO
0..000O0|O
0..00O0fO
0..00O0fO
0..00@O0|O
0..00@O0|O
0..00O0fO
0..00@O0|O
0..00@O0|O
0..00O0fO
0..00O0|O
0..00@O0|O
0..00@O0|O
0..00O0fO
0..00@O0|O
0..00@O0|O
0..00O0|O
0..00O0fO

)

(01'2)
(6'2)
(82
(2'2)
(9'2)
(5'2)
(&)
(€'2)
()]
(6'T)
(8'1)
(2'7)
(9'7)
(s'1)
r'1)
(e'7)
(2'7)

7

1Q il est possible de rejoindre I'état (i-1,10) avagrobabilit
Tableau 9 : matrice de transition

<

etats notes

s

2
10)

tati,2<i

7
y Z

o
-

De I'état O, il est possible de rejoindre I'éldl avec la probabilité p ou de rester sur
un é

I'état O avec la probabilité g ;
De I'état 1, il est possible de rejoindre I'éidt avec la probabilité p ou de rejoindre

I'état O avec la probabilité g ;
D’un état (1, j),2< j< 10Qil est possible de rejoindre I'état (j-1,10) aVva@@robabilité

D’un état (i, j), 2<i<j< 1Q il est possible de rejoindre I'état absorbantveala

probabilité p ou de rejoindre 'état (i-1,j-1) avlacprobabilité q ;
Depuis 'état A, le seul mouvement possible est boucle.

respectivement dans la fenétre courante ;

I'état absorbant A.
p ou I'état j-1 avec la probabilité q ;

ou I'état i-1 avec la probabilité q ;

les n, =(

gjg 0 0 0OOO0OOOOOOO0OO0OOOOOOOOOOOOOO ..
0/0g 0O00O0O0OOOGO|g0O0OOOOOOOOOOOOOOOGO..
0/|0 0O0g 0O000O0O0OOOOOQQOOOOOOOOOOOOOOGO..
0|0 0O0gOOOOOO|0OO0OQOODOOOOOOOOOOODGO..
0|0 0O 00g0O0OOOOOOO0OQQOOODOOOOOOOOOGO ..
0/|0 0O 0O0O0OQ9g O0O0OOO0OO0OO0O0OOQOODOOOOOOOOOO ..
0|0 0O0OOOO0OQOOOOO0OO0OOOQQOOOOOOOOOOGO..
0|0 0O0OOOOOQOO|0OOO0OODOQOODOOOOOOODGO..
0/|0 0O 0O0OOO0OOOQQUOOO0DOODOOOQOOOOLOOOOO ..
0/|0 0O 0O0O0OOOOOQQ(O0OO0ODO0DODODOQ9QOOOOOOOGO..
pjp 000O0O0OOOUOOOOOOOOOOOOOOOOO0O..
0/|0 0O 0O0OOOOOOOOOOODOOOOOGQQOOOOOOGO ..
0/|0 0O 0O0OOOOOOOOO0OOODOOODOOOGQOOOOOGO..
0|0 0O0OOOOOOOOOOOOODOOOOOOGQQOOOOTGO..
0|0 0O0OOOOOOOOOOO0OOODOOOOOOOGggOOOGO..
0/|0 0O 0O0OOOOOOOOODOODOOODOOOOOOGQGOOGO..
0|0 0O0OOOOOOOOOOO0OOODOOOOOOOOOGQ9g©OO..
0|0 0O0OOOOOOOOOOOOODOOOOOOOOOOGQg®O ..
0/j0 0O 0O0OOOOOOOOOOODOOODOOOOOOOOOMQgQ ..
0|0 0O0OOOOOOOOOOOOODOOOOOOOOOOODG ..
0|0 0O0OOOOOOOOOOOOODOOOOOOOOOOODG O ..
0/|0 0O 0O0OOOOOOOOOOODOOODOOOOOOOOOGO ..
0|0 0O0OOOOOOOOOOOOODOOOOOOOOOOOG O ..
0|0 0O0OOOOOOOOOOOOODOOOOOOOOOOODG O ..
0/|0 0O 0O0OOOOOOOOOOODOOODOOOOOOOOOGO ..
0/|0 0O 0O0OOOOOOOOOOODOOODOOOOOOOOOGO ..

Ol N M < 1O © N~ 0O

D1

N AN NN~~~ NSNS AN~~~

slel3 (o

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
1,2

— e N N DN N

(1,10) (0|0 p O O OO O OOOfpOOOOOOOOOOOOOOOOGO..

Nous reprenons le Tableau 9 pour construire laiogadie transition :

00 0}0
000]0
p..ppp|l
78

0 ..
0 ..

0|0 00 0OOOOOOOOOODOOOOOOOOOOOOOO..
0/|0 0O 0O0O0OOOOOOOO0OO0OOOOOOOpPPPPPPPDP..

(8,10) (0|0 0O O O OO OOPO/0OOOOODOOPOOOOOOOOO..

®.9)
A

(9,10) (0|0 O O O OO OOOP|OOOODODOOOPOOOODOOOO..

(2,10) |0|0 0 p O OO O0OO0OO0OOPOOODOODOODOOOOOOOGO OO ..



Le vecteur des conditions initiales €$t= [1 0 .. O] "

Résultats :

La probabilité de I'état A apres T = 365 itérati@s donnée par le dernier terme du vecteur
MM qui est égal 8,1028

La probabilité que I'on ait un cluster de 3 accidezn 10 jours sur une année de 365 jours est
donc de 0,1028.

[1.3.c. Modeéle de Poisson discret

Nous présentons maintenant la théorie générale darmadre du modéle de Poisson
discret. Ce modele difféere du modele de Bernouiliceci que le nombre d’événements par
unité de temps n’est pas limité & 0 ou 1, mais pearidre n'importe quelle valeur entiére.

Le nombre d’événements susceptibles de se produiréa (u+17™ unité de temps [u,u+1]
est deécrit par la variable aléatoiré, =N, (gui suit une loi de Poisson de parametre

»0[0,1) :

B B Xne—k
P{Yu - n} - n! .

Figure 31 : transition dans le cadre du modéle pag®nnien

fransifion

L
L]
. »

I

2, k.. événsments

La chaine de Markov pour le modéle de Bernoullbaste sur les éléments suivant :
* FEtats

L’espace d’états est :
Ekw ={ VoY) {0, K -1} Yyo +.t Yy, < k}UA ,

Nous noterons encore r+1 la cardinalité de cetaespmpie nous supposons ordonné selon
I'ordre lexicographique.
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+ Condition initiale
Le vecteur conditions initiales est le vecteuralbiet (r+1) : M =[1 0 ... 0'.

* Matrice de transition

Sont réalisables :
- Les transitions d'un état(y,,....y,, el que y,+..+y,,<k-¢ vers létat

14
(Yy-- Y0, f) avec la probabilite);—le‘” (cf. Figure 32), en particulier les transitionsim’

état (y,,....y,,_, ) vers l'état(y,,....y,,_, J0)avec la probabilité™".

- Les transitions d'un etaty,,....y,, Jel quey,ty,+...+y,_, =k-/ vers I'état A
/-1 ;\‘i
e _ o _)\
avec la probabilitd—>" e
i=0
- Les boucles sur I'état A avec probabilité 1.

Figure 32 : transition

i dvénaments, m <k (

Z s ransition

V événeiments

Nous introduisons I'application : Exw x{0,1,2,...k -1} - & telle que :

Asi(yOI"'!yw—Z):A
1Y w2),0) = i
o((Yor-1Yu-2)0) {(yl,...,yw_z,o)s'non
et

(VoY) ) ={

Asiy,+..+y, ,=2Kk-r

(Yyree Y0, T) SINON

La matrice de transitioM = (m; ). .., de dimensiongr +1)x(r+ lest telle que :

4

Moot - Osil<i<r L
m. = Ee Sio(e;, ) =€ g m, :{ - etm, =1->"m,.

i T
Osinon Isii=r -
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La probabilité que nous recherchons est alors dopaéle dernier terme du vectedr 1 .
I1.3.d. Modéle de Poisson discret : applicationexémple (T=365,w=10,k=3)

Tenant compte de la simplification proposée darss daragraphes précédents, nous
devons traiter une matrice de dimens@=1+()+())+()+ . 1

Les états rencontrés sont :
- I'’état O : aucun accident dans la fenétre coe;ant

- lesn, =(;)états notés L<i< 9un accident en position i dans la fenétre caran

- lesn, =(?) états notés i'l<i< 9 deux accidents sur I&"F unité de temps de la
fenétre courante,

- les n,=(3) états notés (i,j),l<i<j< 10 deux accidents en position i et j
respectivement dans la fenétre courante,

- I'état absorbant noté A.

Le vecteur conditions initiales est le vecteuraltbet 56 : M = (10,...0)".

La matrice de transition est la matribe= (M, ).; .56 °

e’ sio(e; 0)=¢
re™sio(e; ) =e {OSils i <56
m. = 2 et =

55
m. ,etmg, =1-)> m, .
% |1sii =56 = =17 2m

%e‘k sio(e.2) =& ' )

Osinon

Cette matrice est représentée sur le Tableau 10.
Résultat :

La probabilité de I'état 3 aprés T= 365 itérati@ss donnée par le dernier terme du vecteur
M N1 quiest égal 8,1217

La probabilité que I'on ait un cluster de 3 accidezn 10 jours sur une année de 365 jours est
donc de 0,1217.
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Tableau 10 : matrice de transition

O 1 N ™

.0 00O0O0OO0OOOOOOOOOO..

0 0poO ..

1
2

.0p000O0O0O0OOOOOOOOOO..

000 O0 ..

0 ..

.0 0p O0OO0OOOOODOOOOOO..

.0 00O ..

00 0 po..

.00 O0Op0OOOOODOOOOOOO.. . 0

.00 0 O ..

00 0 0 ..

Po

.000O0O0OO0OOOOOOOOOO..

.0 00O ..

p1p100
00 0 0 ..

9
1

.000O0O0OO0OOOOOOOOOO..

.0 0 py O ...
.00 0 po..
.0 000 ..

.0 00O0O0OO0OOOOOOOOOOO..

00 O0O0..

2

.0 00O0O0OO0OOOOOOOOOO..

00 O0O0..

3

Po

. 0

.00O0O0OOOOOOOOOOOOO..

.00 0 O ..

0 0 0 ..
00 O0O0 ..

p2

.00 O0O0OOOOOPOOOOOTO ..
.00 O0O0OOOOOOOP OOOOO ..
.00 O0O0OOOOOOOORP OO0OOO ..
.00 O0O0OOOOOOOOTG OGP 00O ..
.00 O0O0OOOOOOOOU® O ORP 0 0 ..
.00 O0O0OOOOOOOOT® OO OO ORP O ..
.00O0O0OOOOOOOOO®ODOHPpP-.-
.00O0O0OOOOOOOOOOOGO..

.0 00 O0 ..

12
(13)
(14
(1.5)
(1.6)
L7

.0 00O ..

00 O0O0..

.0 00 O0 ..

00 O0O0 ..

.0 00O ..

00 O0O0 ..

. 0
. 0

.00 0 O ..

00 0 0 ..

.00 0 O ..

00 0 0 ..

.00 0 O ..

00 0 0 ..

(1.8)
(1.9)
(2.3)
(2.4)
(2,5)
(2.6)
@7
(2.:8)
(2.9)

. 0

.00 0 O ..

0 0p O ..

.000O0O0OO0OOOOOOOOOOO..

.0 00 O0 ..

00 O0O0 ..

.000O0O0OO0OOOOOOOOOOO..

.0 00 O0 ..

00 O0O0 ..

.000O0O0OO0OOOOOOOOOOO..

.0 00 O0 ..

00 O0O0..

.000O0O0OO0OOOOOOOOOOO..

.0 00 O0 ..

00 O0O0..

. 0
. 0
. 0

.00O0O0OOOOOOOOOOOGO..

.00 0 O ..

00 0 0 ..

.00O0O0OOOOOOOOOOOO..

.00 0 O ..

00 0 0 ..

.00O0O0OOOOOOOOOOOO..

.00 0 O ..

000 p;..

. Po ...

(-1,j-1)

P1

-19)

.00O0O0OOOOOOOOOOOO..

. 0

00 0 ..

. P2

00 0 0 ..

(8.9)

* complément a 1 sur chaque colonne

~ état noté i",1<i <9 : deux accidents sur [d"f unité de temps de la fenétre courante
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lll. Récapitulatif

Modele BERNOULLI POISSON DISCRET
Discrétisation 1 jour 1 heure 1 jour 1 heure Temps continu
Simulation de Monte Carlo classique 0,1250 0,1310 ,1220 0,1301 0,1329
Simulation de Monte Carlo animée par un RdP 0,1225 0,1251 NaN NaN 0,1317
Premier modéle Markovien 0,0991 0,1274 0,1176 ®M128 NaN
Deuxiéme modele Markovien (double fenétre) 0,1014 ,1296 NaN NaN NaN
Troisieme modele Markovien (complet) 0,1028 NaN 201 NaN NaN

"NaN=Non available Number
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ANNEXE : SIMULATION DE MONTE-CARLO SOUSVISUAL BASIC

Modéle de Bernoulli
Sub MacroResultats()

Nb_jours = 365
Nb_simu = 1000
Nb_acc = Cells(3, 2)
agglo = Cells(1, 2)

Fori=0To Nb_simu-1

cpt=0

i_deb=5

i fin=5+Nb_acc-1
cpt_acc =0

Forj=1To Nb_jours
'jour_i est 1 si accident

alea_j = Rnd()

If alea_j <= Cells(2, 2) Then
jour_ j=1
cpt_acc=cpt_acc +1
Cells(5 +1i, 4 + cpt_acc) = |

End If

Next |
Cells(5 +1i, 3) = cpt_acc

While i_fin <=cpt_acc + 4

dat_deb = Cells(5 + i, i_deb)
dat_fin = Cells(5 + i, i_fin)
ecart = dat_fin - dat_deb + 1

If ecart <= agglo Then
Range(Cells(5 + i, i_deb), Cells(5 + fin)).Select
With Selection.Interior
.Colorindex = 3
End With
cpt=cpt+1
taille_agglo = Nb_acc
cpt_agglo=0
dat_0 =dat_deb
dat_fin = Cells(5 +1i, i_fin + 1)

While dat_fin - dat_0 <= agglo And dat <> vide
taille_agglo = taille_agglo + 1
cpt_agglo = cpt_agglo + 1
Cells(5 +1i, i_fin + cpt_agglo).8et



With Selection.Interior
.Colorindex = 3

End With

dat_fin = Cells(5 + 1, i_fin + cfagglo + 1)
Wend

i_deb=i_deb+1

i_fin=i_fin+cpt_agglo +1
End If
If ecart > agglo Then

Ifi_fin-i_deb>Nb_acc-1Then

i deb=i deb+1
Else

i deb=i deb+1

i fin=i fin+1
End If

dat_deb = Cells(5 +1i, i_deb)
dat_fin = Cells(5 + i, i_fin)

End If
Wend
Cells(5 +1i, 2) = cpt
If cpt > 0 Then
Cells(5+1i,4)=1
Else
Cells(5+1i,4)=0
End If
Next i
End Sub
Modele Poissonnien
Sub MacroResultats()
Nb_jours = 365
Nb_simu = 1000
Nb_acc = Cells(3, 2)
agglo = Cells(1, 2)
Fori=0To Nb_simu-1

cpt=0



i_deb=5
i fin=5+Nb_acc-1

dat_i=(1/Cells(2, 2)) * (-Application.WorksetFunction.Ln(Rnd()))
cpt_acc =0

While dat_i <= Nb_jours
cpt_acc =cpt_acc + 1
Cells(5 +1i, 4 + cpt_acc) = dat _i
dat_i=dat_i+ (1/ Cells(2, 2)) * (-Appétion.WorksheetFunction.Ln(Rnd()))

Wend
Cells(5 +1i, 3) = cpt_acc
While i_fin <= cpt_acc + 4

dat_deb = Cells(5 + i, i_deb)
dat_fin = Cells(5 + i, i_fin)
ecart = dat_fin - dat_deb

If ecart <= agglo Then
Range(Cells(5 + i, i_deb), Cells(5 + fin)).Select
With Selection.Interior
.Colorindex = 3
End With
cpt=cpt+1
taille_agglo = Nb_acc
cpt_agglo=0
dat_ 0 =dat_deb
dat_fin = Cells(5 +1i, i_fin + 1)

While dat_fin - dat_0 <= agglo And dat <> vide
taille_agglo = taille_agglo + 1
cpt_agglo = cpt_agglo + 1
Cells(5 +1i, i_fin + cpt_agglo).8et
With Selection.Interior
.Colorindex = 3

End With

dat_fin = Cells(5 +1i, i_fin + cfgglo + 1)
Wend

i_deb=i_deb+1

i_fin=1i_fin+cpt_agglo+1
End If
If ecart > agglo Then

Ifi fin-i deb>Nb _acc-1 Then
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i_deb=i_deb+1

Else
i deb=i deb+1
i fin=i fin+1
End If

dat_deb = Cells(5 +1i, i_deb)
dat_fin = Cells(5 + i, i_fin)

End If

Wend

Cells(5 +1i, 2) = cpt

If cpt > 0 Then
Cells(5+1i,4)=1
Else
Cells(5+1i,4)=0

End If

Next i

End Sub
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Chapitre 3

Définitions et état de 'art :

Fiabilité et Retour d’EXpérience
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l. Fiabilité : la problématique industrielle

Pour évaluer la fiabilité de leurs matériels, lgsipementiers ont recours a plusieurs
techniques. Les trois démarches principales s@sgntées ci-dessous.

o Une premiére démarche consiste a utiliser des lmsnge données de fiabilité de
composants.
Dans le domaine de [Iélectronique, et plus pargcament dans celui de
I'électronique embarquée, la MIL-HDBK-217 F [MIL-HEK-217F] est le recueil le
plus couramment utilisé. Il propose des modelesigmues de calcul de taux de
défaillance pour la plupart des composants éleicfums et pour quelques composants
électromécaniques.
Ces modeles fournissent un taux de défaillanceade,itaux de défaillance qui sera
ensuite ajusté grace a des coefficients multimice, ce en fonction de la qualité du
composant et de [lutilisation particuliere qu’enrdele client: température de
fonctionnement, tension, ....
Malheureusement, les modeéles de la MIL-HDBK-217'énnhpas été remis a jour
depuis les années 90 et ne sont plus adaptés awelles technologies. Pour faire
face a ce probleme, un consortium d’industrielsndeas des domaines de
'aéronautique et de la défense a crée, sous kédiel la Délégation Générale pour
'’Armement (DGA), une méthodologie d’ingénierie tke fiabilité en électronique
[FIDES, 2004].

o Il est possible de réaliser des essais sur desigithras de matériels.
L’objectif des essais de fiabilité [ASTE, 1993] [@huau et al., 2006] est de vérifier le
bon fonctionnement de produits soumis a des camditide stress les plus proches
possibles de la réalité.
Il faut bien-sdr étre vigilant sur un certain nomle critéres : population homogeéne,
échantillon aléatoire, conformité des contraintgpliguées aux contraintes réelles
subies par les équipements livrables, ....
Si les produits testés sont particulierement figbde qui est le cas pour la majorité des
applications électroniques, ces essais peuvent thé® longtemps... Lorsqu'il n'est
pas envisageable, pour des contraintes de tentpargent (les deux étant liées...), de
réaliser de longs essais, il est possible de r@caux essais accélérés. Le principe de
tels essais est d’amplifier les contraintes apgépu aux échantillons testés.
L’application de niveaux de stress élevés accdBsemécanismes de dégradation et
précipite l'arrivée des défaillances, réduisantdlaée nécessaire pour estimer les
caractéristiques comportementales du produit.

o Enfin, une autre démarche consiste a évaluer lhilif&a a partir des retours
opérationnels, en faisant appel a des méthodeastispats de traitement des données
de vie, que nous développerons ultérieurement.

L'avantage de cette démarche est de ne point @grigue, mais de fournir au
contraire une estimation de la fiabilité réellememtservée, sur des matériels en
exploitation. Son principal inconvénient est quélut attendre quelques années de
service du matériel considéré pour avoir un retbexpérience suffisamment riche.
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De plus, si I'on est certain que toute panne alantdurant la période de garantie est
connue de I'équipementier, les pannes se produ@adela de la période de garantie
ne sont pas systématiquement reportées. L'étudinastlimitée dans le temps.

Enfin, le statisticien se heurte aux probléemes a&oisr de toute collecte de données :
informations manquantes, données erronées, ....

La premiere démarche que nous avons citée, auttalitda recours aux banques de données,
est la plupart du temps utilisée en phase de coiocepu de validation du produit, avant les
premieres livraisons. On parlera @abilité prévisionnelle Le recours aux essais peut se
situer a n'importe quel moment du cycle de vie dodpit. La troisieme démarche, quand a
elle, n'est applicable gu’en période d’exploitati@n parlera déabilité opérationnellest de
Retour d’Expérience (REX).

[l. Définitions

L’Union Technique de I'Electricité (UTE), sur recommandation de la Commission
Electrotechnique Internationale, a proposé la défim suivante de la fiabilité [CEI 271,
1974] :

« Aptitude d’un dispositif & accomplir une fonctioequise, dans des conditions données et
pour une période de temps donmée

II.L1. Fiabilité

La définition de la fiabilité, énoncée plus haudt mtuitive et qualitative. Par commodité,
« fiabilité » et « mesure de la fiabilité » sontnfandues. La définition probabiliste de ce
concept ainsi que des différentes grandeurs qidaoi inhérentes [Barlow et Proschan, 1996]
[Faure et Lauriére, 1974] [Pagés et Gondran, 1¥]donnée ci-dessous.

Supposons que nous observions le comportement dispositif (matériel, équipement,
composant, ...) en fonctionnement.

Nous introduisons la variable aléatoire T qui reprée le temps écoulé depuis la mise en
service du dispositif a l'instartt=  fusqu’a l'instant de sa premiere défaillance. aaiable
aléatoire T représente donc la durée de vie dwsispou, de maniere équivalente, I'instant
de sa défaillance.

La variable aléatoire T est positive, elle est s gupposée absolument continue.
» Fiabilité
La fonction de fiabilité est définie par
Rt)=P(T=t1),t=0,
pour un t fixé. Elle représente la probabilité am onctionnement du dispositif étudié sur

I'intervalle de temps [0,t].
La fiabilité est donc une fonction du temps, en@ppelée fonction de survie.

* Organisme francais de normalisation électroteakiq

90



Remarque R(t) est une fonction monotone décroissante lauva dans [0,1], telle que
R(0) =1 et lim R(t) =0.

Nous notons F(t) la fonction de répartition de &aiable aléatoire T. L’absolue continuité de
T nous permet de définir sa densité de probabilibée f(t).

» Fonction de répartition ou défiabilité
La fonction de répartition de la variable aléatdirest
F(t) =P(T <t) =1-R(t),
pour un t fixé, et représente la probabilité deadl@ince a un instant quelconque précédent
l'instant t.
Par définition, on &(t) =0 pour t<O.
» Densité de probabilité
La densité de probabilité est une fonctiqh) > tele que pour tout> 0
t
Ho:jfmmu.
0

En admettant que la fonction de répartition admette dérivée au point t, nous pouvons
écrire

P(t<T<t+dt)
dt

(0 =lim =F()=-R().

pour un t fixé, illustrant ainsi le fait que la otigé f(t)dt est la probabilité de défaillance sur
un petit intervalle de temps suivant l'instant t.

= Taux de défaillance

Le taux de défaillance(t) est la fonction

MO:”mPasT<t+ﬂT>U:fm.
dt-0 dt R(t)

Pour un t fixé,A(t)dt est la probabilité de défaillance du matésiet un petit intervalle de
temps suivant l'instant t, sachant qu’il a correwd@t fonctionné jusqu’a t.

Pour h suffisamment petit, nous avons
hxA(t) =Pt<T<t+hT>t).

La relation suivante permet de relier le taux dmitlénce et la fiabilité :
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__RM__d
M) = R0 (IR

Des exemples de chacune de ces fonctions seromédsrplus bas pour certaines lois de
fiabilité usuelles.

II.2. Espérance et variance

» L’espérance de la variable aléatoire T,
E(T)= [ti(t)dt,
0

est, par définition de T, le temps moyen de boretionnement avant la premiere défaillance.
Cette quantité essentielle en fiabilité est cour@mmmommée MTTF ou Mean Time To
Failure.

Le MTTF est relié a la fiabilité par :

MTTF=E(T)= TR(t)dt.

La preuve de cette relation est trés classiques relfe n’est pas toujours connue dans le
milieu industriel. Nous la rappelons donc ci-dessou

Preuve:

Un changement de variable conduit a :
E(T)= j tft)dt=[-tR(t)];" + j R(t)dt.
0 0

Le premier terme tend vers 0 a condition que tetion de fiabilité R(t) décroisse plus vite

1 , L2
quet - T ce que I'on admet en général.

CQFD

= La variance de la variable aléatoire T,
Var(T)= j t2f(t) dt—[E(T),
0
est reliée a la fiabilité par :

Var(T)= 2+f tR(t)dt—[E(T).
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Preuve :

Un changement de variable conduit a :
[rwdt=[-?RoL +2[Ret)t.

0 0

Le premier terme tend vers 0 a condition que ttion de fiabilité R(t) décroisse plus vite

1 , (.
quet - rex ce que I'on admet en général.

CQFD
lll. Lois de probabilité usuelles en fiabilité
Nous présentons dans ce paragraphe les lois ditéidds plus couramment utilisées.
[11.1. La loi exponentielle
Cette loi est employée dans de trés nombreusescatpphs. Elle est notamment prise
comme hypothese dans la plupart des banques deééeorde fiabilité, pour sa simplicité
d’utilisation.

La distribution exponentielle est la seule disttit continue assurant un taux de défaillance
constant.

Densité de probabilité :
f(t) =X exp(Ar t).
*  Fiabilité :
R(t) = exp(=At).
» Fonction de répartition / défiabilité :
F(t) =1-exp(-At).

= Taux de défaillance :

_ () _
’”“)‘V(t)
= MTTF:

MTTF = j R(t)dt = %
0

= Variance :
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1
Az

Var(T) =2 j tR(t)dt - iz
0

Une propriété importante de la loi exponentielleddstre « sans mémoire » :

Une variable aléatoire T & valeurs d&ssuit une loi exponentielle si et seulement si
(t>0,0h=0,P(T>t+ h|T >t)=P(T=h)

La loi exponentielle est la seule loi continue fiénit cette propriété.
Remarque la loi géométrique est, quant a elle, la seviléiscréte « sans mémoire ».
[11.2. Loi de Weibull

La loi de Weibull est une loi continue a trois pagdres :

- le parametre de positionqui représente le décalage pouvant exister eatdébut de
I'observation (date a laquelle on commence a olesana échantillon) et le début du
processus que lI'on observe (date a laquelle s'estifesté pour la premiére fois le
processus observeé) ;

- le parametre d’échellg, qui, comme son nom l'indique, nous renseignd’stendue
de la distribution ;

- le paramétre de fornfg qui est associé a la cinétique du processus wbser

»= Densité de probabilité :
B-1 B
t- t-
f(t) = E(—Vj exp{——yj .
nenm n

Le paramétre de positignétant souvent nul, on se ramene a

B-1 B
f(t):E(ij exp{—lj |
n\n n
£
R(t) = ex —(—J .
n
» Fonction de répartition / défiabilité :

t B
F(t)zl—exr{—(—) ]
N
p-1
A(t) :E(l] .
nn

= Fiabilité :

= Taux de défaillance :
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Remarques

> Nous constatons fréqguemment que le taux de panmeédjuipement durant son cycle
de vie suit une « courbe en baignoire », caraéenr trois périodes :
- La période de jeunesse, ou de mortalité infanpl&sente un taux de défaillance
relativement élevé mais décroissant.
- La période de vie utile est caractérisée paraun tle défaillance constant et faible : le
matériel est « mature » et présente peu de défauts.
- La période de vieillissement ou d'usure présentaux de défaillance croissant, du a
la manifestation de phénoménes de dégradationguatigue,...).
Chacune de ces trois plages, considérée indivigluelht, peut étre modélisée par une loi
de Weibull de parametrg<1, f =1, B >1 respectivement.
>

le parametre de forme vaut 1.

La loi exponentielle est un cas particulier declade Weibull correspondant au cas ou

Figure 33: courbe en "baignoire”
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Les graphes ci-dessous représentent les fonctiemsitd de probabilité (Figure 34), fiabilité
(Figure 35) et taux de défaillance (Figure 36) pdifferentes valeurs dg.

Figure 34: densité de probabilité
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Figure 35: fiabilité
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Figure 36: taux de défaillance
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IV. Les méthodes statistiques d’exploitation du Retur d’EXpérience

Dans cette partie, nous nous intéressons aux tpodmistatistiques de traitement des
données de fiabilité. Il s'agit d’estimer les pa&ras de fiabilité d'un individu
(fiabilité, taux de défaillance, MTTF) grace auxdées obtenues des retours clients.
Un certain nombre de méthodes présentées dantgélatlire [Bacha et al., 1998] [Hoang,
2003] [Lannoy et Procaccia, 1994] [Proccacia ep®iewnik, 1992] permettent d’estimer la
loi de survie intrinséque d’un individu a partir K&tude d’un échantillon, notamment lorsque
les données sont fortement censurées. Nous présentdrois de ces méthodes :
- La méthode de Kaplan-Meier,
- La méthode des rangs corrigés de Johnson,
- La méthode du maximum de vraisemblance.
Les deux premiéeres sont non paramétriques taneisagmoisieme est parametrique.

IV.1. Le probleme des données censurées

Rappelons que nous souhaitons estimer la fonct®rfiabilité R(t)=P(T>t) d'une
population donnée, ou du moins une quantité questireliée (taux de défaillance, défiabilité,
...), T étant la variable aléatoire mesurant le teggmsilé depuis la mise en service jusqu’a la
premiere défaillance.

Si I'on souhaite faire appel aux statistiques, d® Isens suggere de prélever un échantillon
aléatoire de matériels dans la population qui riotésesse, et de relever le temps de survie de
chaque individu constituant I'échantillon.

Le terme « temps de survie » est utilisé ici paésigher la durée de bon fonctionnement du
matériel jusqu’a la défaillance.

Mais les données de survie que I'on collecte sénegalement censurées, c’est-a-dire que les
temps de survie effectifs sont inconnus pour utagenombre d’'individus de I'échantillon.
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Il'y a plusieurs types de censure, correspondatwha une situation bien particuliere. Nous
listons plus bas les quatre plus fréquents :

- Lorsque l'analyse de fiabilité est réalisée avgoe tous les matériels ne soient
défaillants, certains individus sont « survivanta Bissue de I'observation. Pour ces
derniers, on ne dispose pas du temps de survie siaiplement d'une borne
inférieure. Les données correspondantes samsurées a droite
On parle deensure de type(time censoring).

- Lorsqu'il est décidé par avance de poursuivred&rvation jusqu’a ce qu’un nombre
suffisant de défaillances, disons r, soit obseovése retrouve comme précédemment
dans le cas ddonnées censurées a droite
On parle deeensure de type (Failure censoring).

- Lorsque les défaillances ne sont découvertesuguiastants d’inspection, aucun
temps de survie n'est connu de maniére exacte.iude cela, on dispose d'une
borne inférieure et d’'une borne supérieure surwhakentre eux.

Si un matériel est constaté défaillant lors de rienpére inspection, on obtient une
borne supérieure sur le temps de survie et la dogpéespondante esensurée a
gauche Si un matériel est survivant lors de la dernigrgpection, on obtient une
borne inférieure sur le temps de survie (la boupgseure étant « ) et la donnée est
censurée a droiteEnfin, si un matériel est constaté défaillansldfune inspection
guelconque, on obtient un intervalle de censure.

Les données sont diteensurées par intervalles

- Si les matériels sont mis en exploitation a deaesldifférentes et si, de plus, I'analyse
est menée avant que tous ne soient défaillantganiera decensures multiples a
droite. Notons que, dans ce cas, il est possible de nérecrodes durées de bon
fonctionnement supérieures a des durées censutéest. le cas dans I'exemple 2
présenté plus bas.

Ainsi, quel que soit le type de censure, nous rémus deux types de données :
- Des temps de défaillance pour les équipementoquiété défaillants sur la
période d’observation,
- Des temps de censure pour les équipements qui pas encore été défaillants
a la fin de la période d’observation (censuresately ou pour ceux qui sont tombés
en panne avant une date d’inspection (censureschgp

Les différents mécanismes de censures de censurexqaiqués dans de nombreux ouvrages,
notamment [Meeker et Escobar, 1998].

Nous présentons ci-dessous un exemple de censerggpel | et un exemple de censures
multiples a droite.

Exemple 1: L'exemple ci-dessous présente les données deiesute n= 48 cartes
électroniques sur lesquelles était suspecté unlgrabde corrosion du circuit imprimé. Des
défaillances ont été relevées sur 5 des matérielseevice, entre 4500 et 7300 heures de
fonctionnement effectif (sous tension). Les 43 eaitmatériels ont eux fonctionné 7400
heures sans défaillance. Nous avons donc 5 domieédéfaillance et 43 données censurées a
droite, et il s’agit de données censurées de type |

Les données relatives a cet exemple sont présergées deux formes différentes,
traditionnellement rencontrées dans la littérateetableau 11 liste les dates de défaillance
observées ; le nombre de données censurées est dditre informatif en commentaire. La
figure 37 illustre la double présence de donnéedéfimilance et de données censurées.
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Tableau 11: Temps de défaillance de cartes électrignes en heures de fonctionnement

4500 5400 6250 6800 7300

Aprés 7400 heures, 43 cartes étaient toujours rgtitmnement.

Figure 37 : Comportement général des cartes électn@ues. Les données de défaillance et les
données censurées sont visibles.

Matériel Temps de censure
< ..................................... 7400 heures

| *
z pl----- » 7
K *
4 Pl----- Y
: Pl----- » 7
€ *
7 Ppl----- » 7
21 Pl----- » 7
22 *
23 »|--—-- »> 7
40 Ppl-——-- » 2
41 *
42 L s
48 ) ) . . . . »[----- » 7

1 z K £ £ € 7

Milliers d’heure:

Exemple 2: L'exemple 2 présente les données de survie daimantillon de visualisations
mis en service de maniéere échelonnée au long ded&2004. Cet échantillon est observé a
la fin 2005.

Des pannes ont été reportées pour 76 des matédtaldiés, 341 étant encore en
fonctionnement au moment de I'étude.

On est donc dans le cas de censures multiples,dagetemps de défaillance s’échelonnant
entre 1 et 24 mois et des temps de censure couteal® a 24 mois.

Les données relatives a cet exemple sont présestéssforme d’histogramme (figure 38)
puis de graphiques (figures 39 et 40).
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Figure 38: Diagramme en batons représentant les tgus de défaillance et les temps de censure
pour la population de lI'exemple 2
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Figure 39 : Comportement général des visualisationdlustrant les mises en service échelonnées
ainsi que les défaillances et les censures

Observation

(A NN
I
I
I
I
I

Date d’observation (mois)

Pour utiliser la méthode de Kaplan-Meier, il estessaire de translater les temps de
défaillances et de censures afin de les ramenareaméme origine. La figure ci-dessous
présente les données translatées.
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Figure 40 : Données translatées pour un recalage earo.

Observation
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Regardons &xemple 2 Considérons uniquement les temps de défaillahris allons
vérifier que la loi de Weibull s’ajuste correcterharces temps.

=  Droite de Weibull :

Dans le cas ou la loi de survie de la populatiamsatérée est une loi de Weibull, les points de

coordonnée{sln(t),ln[ln(1 T:(t)]D sont alignés. La droite d’alignement a pour coedfit

directeur le paramétr de la loi, et pour ordonnée a I'origine la quantit3in(n) .

Notons t, 1<i < 76, les temps de défaillance des visualisations éasddans I'exemple 2,
ordonnés de maniere croissante.

Les points de coordonn{dﬂ(ti),In{ln(l_—i(t)JD sont représentés sur le graphe de

Weibull (figure 41). La droite passant au plus ptasnuage de points, obtenue par régression
linéaire, est la droite de Weibull.

Le coefficient directeur et 'ordonnée a l'origite la droite de Weibull nous permettent
d’évaluer les parametrgs et  de la loi. Nous obtenorg= 1,381 = 43.

La loi de Weibull semble étre un modeéle adéquasque les points sont approximativement
alignés.
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Figure 41 : Droite de Weibull

DROITE DE WEIBULL - Exemple 2

0 0,5 1 15 2 25 3

Mais les estimations ainsi obtenues sont forcéragonées : en effet, nous n’avons pas tenu
compte des données censurées. Les éliminer entfaioément une perte d’information
importante, puisqu’on ne tient pas compte des neddééqui ont justement une durée de vie
plus longue.

La présence de données censurées impose un tmitetagistique particulier. Les méthodes
adéquates sont présentées dans les paragrapleesveumt.

IV.2. Méthodes tenant compte des données censurées
= Méthode du maximum de vraisemblance
C’est une méthode paramétrique fréquemment utiliséar inférer les parametres de la
distribution de probabilité d'un échantillon donné.

Son estimateur est convergent, exhaustif, asyngotetnent sans biais et efficace.

La vraisemblance d’un échantillon constitué de Newbations indépendantes s’écrit
N
L(0) = |‘J L,(6,datg),

oll 0 est le vecteur des paramétres & estimer,; datalonnée correspondant a f&"i
observation et (0,datg) la vraisemblance de I'observation i.

Pour estimer® a partir de I'échantillon observé, il suffit deechher la valeur dé qui
maximise la vraisemblance.

La quantiteL, (6,datg) s’écrit differemment selon que I'observation i estcte, censurée a
gauche, censurée a droite ou censurée par unafierv
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Supposons les N observations constituées de rmiesia défaillance distincts et de r instants
de censures distincts, chacun de ces instants pbdeaner lieu a des ex-sequo. Le tableau
ci-dessous donne la contribution de chaque typ#odeée a la fonction de vraisemblance.

Tableau 12 : Contributions a la vraisemblance selote type de donnée

Données Observation Vraisemblance
n; défaillances en t T =t, [fct,)]"
d; censures dans l'intervallg, ,,t,] t,<T<t, [Fet) - Ft_)]®
li censures a gauche en't T<t, [F(ti )]'i
r censures a droite en t T >t [1- Ft)]"

m r
Le nombre de défaillances edt n, et le nombre de censures @di +1 +r
i=1 i=1

Ainsi, dans le cas d’'un échantillon de N donnéessulwie non censurées, la fonction de
vraisemblance est

L(0) = ﬁlf(ti,e)”‘ :

m
Dans ce cas, le nombre N d’instants d’observatéifie Zni =N.
i=1

Dans le cas ou il y a des observations censurdesta, la vraisemblance s’écrit

L(0) = |jf<ti 0)" B(l—F(t?,e»“ ,

ou les tsont les temps de défaillance et |etes temps de censure.

m r
Dans ce cas, le nombre N d’instants d’observaténifie Zni +Zri =N.
i=1 i=1

Remarque f(t,,0) est la densité de probabilité évaluée a l'instaet1- F(t;,0) représente
la probabilité de survie au-dela du temps. Chercher I'estimateur du maximum de

vraisemblance revient & chercher la valeur du pate@® qui rend I'échantillon le plus
« probable » possible.

Comme maximiser 1f) est équivalent a maximiserln[L(O)] nous posons en
pratiquel(6) = In[L(O)] et nous cherchons a maximisgr . )
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Cas ou I'échantillon suit une distribution de Weibul

Nous nous placons dans le cas de données censud¥egte, comme dans I'exemple 2, et
nous supposons que I'échantillon suit une loi dabiea deux paramétrgs etn que nous
cherchons a déterminer.

Nous avons alors :

I(B n)‘zm:n In E(t—ijﬁex —(t—ijﬁ +Zr:rln exy - 4 B (1)
E T Inln n = M '

Soit, en posanh = Zni ;

I(B,m) = nIn@) - nBIn(n) + (B - 1)Zn In(t, )——{Zn +Zrj (tj”)ﬂ.

. .. 1
Pour la concision de I'écriture, posoagg etpu=In(n), x, =In(t,) etx,” =In(t,").

O
r X. -
“j—ZrJex;{ J HJ
=1 6

On obtientl(p,6) =-nlinc - L GZn -, ex;{x‘ —
i i=1 o

Les dérivées partielles sont :

.
al n 1 Xi—p) 1 ORI
—I(pn,0) =——+=) n,expg — +=) rexpg— ,
ou (1.0) o 0; { o J G;] ;{ o
< m]
ol n np 13 1& x.—uJ 1 . X —u
—I(n,0) ==——+— = nx +—= Y n (X, —p)exg — +-) r(x, —pexpg —
60 (H ) G 02 02; i 02; |( i u) F{ o 62;1( J u) G

Les valeurs deu et o qui maximisent la fonctiod(u,c yont les valeurs qui annulent le
systeme formé des deux dérivées partielles.

\

On en déduit que les estimateyirst 6 vérifient les deux équations suivantes:

(ﬁ=6ln[ Znex;{ j Zrex;{xé
]

DB
Ces équations non linéaires sont difficiles a rédseuEn principe, on les résout par des
algorithmes numériques tels que ceux du gradienielvton ou de Newton-Raphson.

A
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Remarques
» Excel dispose d’un solveur qui permet de trouveeaement les valeurs de et n

qui maximisent le log de la vraisemblance, autrantgih(1). Ce solveur utilise la
méthode du gradient ou celle de Newton.

» La loi exponentielle étant un cas particulier déolade Weibull, ave@=1 et1 =1, le
n

m r N
log de la vraisemblance (1) deviel(ﬁt):nln(k)—7{2ti +ert;J—7LZti et on
i=1 i=1 i=1

n

obtient = — - .
2o+t
i=1 j=1
Application a 'exemple 2

La vraisemblance s’écrit
L(Bn) = Uf(ti,B,n)”‘ (1-F(t,B.m))"

ou n, respectivement,rest le nombre de défaillances, respectivemeredsures, a I'instant
t;.

Le tableau 13 récapitule les données, translatdasym recalage en zéro.

Les parametref etmn sont obtenus par maximisation de la vraisemblan&ade du solveur
d’Excel : p =1,35etn = 61

Remarque : dans le cas ou I'on ne tenait pas codggedonnées censurées (méthode de la
droite de Weibull), nous avions trouvé= 1,38 n = 43. L’estimation du paramétre

d’échelle était donc tres différente.

Tableau 13
{; 1 23456 7 89 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
n; 3151496352 4 3 3 7 4 6 3 1 1 3 00 1 1
f 000O0O0O0OO0ODOOUO O O 4129 35 18 11 37 32 21 42 34 16 25
La période d’'observation s'étend sur 24 mois. Lresreres censures arrivent aprés 12 mois.

= Méthode de Kaplan-Meier

Nous montrons dans ce paragraphe comment constiiiestimateur non paramétrique de la
fonction de fiabilité lorsque I'on est en préserd® données censurées. L'estimateur de
Kaplan-Meier est I'estimateur non paramétriquellss glirect de la fonction de survie.

Soit un échantillon de taille initiale N constitdé matériels qui ont été mis en service a des

dates distinctes. Notons : )
- n le nombre de matériels qui ont été défaillantdeiif"®intervalle de temps;t] ;
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- U le nombre de matériels «a risque » a la date’est-a-dire qui n'ont été ni
défaillants ni censurés avant la date t

L’estimateur de Kaplan-Meier calcule la fiabilitésadate it:

R()= [] {1—%}

Remarque on se contente souvent d’évaluer la fonction fdbilité aux instants
correspondant a des dates de défaillance. L'estimate Kaplan-Meier est donc constant
entre ces dates.

Application a 'exemple 2

Tableau 14 : estimateur de Kaplan-Meier

Temps en mois 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Nombre de défaillanceg 3 1 5 1 4 9 6 3 5
Nombre de censuras 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Nombrﬁsgﬁe”fte”e'sa 417 414 413 408 407 403 394 388 385 380 378 374

Es“matf/l”;isre Kaplan- 993 0.990 0.978 0.976 0.967 0.945 0.930 0.923 0.911 0.906 0.897 0.890

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
3 7 4 6 3 1 1 3 0 0 1 1

41 29 35 18 11 37 32 21 42 34 16 25
371 327 291 252 228 214 176 143 119 77 43 26
0.882 0.864 0.852 0.831 0.820 0.817 0.812 0.795 0.795 0.795 0.777 0.747

Population initiale de N=417 individus

L’estimateur de Kaplan-Meier de la fiabilité esépenté sur la figure ci-dessous.

Nous avons par ailleurs estimé, par la méthodardsadres carrés, les paramétres de la loi
de Weibull qui s’ajuste au mieux aux valeurs))R{obnnées par la méthode de Kaplan-Meier.
Autrement dit, nous avons estimé les valeurs fdeet 1 qui minimisent la quantité

24 t p
SIR(t) -exg -|
(1)~ ex (n]

i=1

Cesvaleurssorfi= 1,32 n= 62
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Figure 42 : Graphe de I'estimateur de Kaplan-Meierde la fiabilité R(t) pour les données de
'exemple 2, et loi de Weibull obtenue par moindresarrés.
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= Meéthode de Johnson ou des rangs médians

La méthode de Johnson permet de corriger I'ordaeridée des défaillances en tenant compte
de la probabilité pour qu’un individu censuré sigfaillant apres la date a laquelle il a été
censuré.

En pratique, on ajoute a cet ordre un « incrémaui»est fonction du nombre de censures
entre deux défaillances.

Soit N le nombre initial d'individus dans I'échdfin observé,f; le rang corrigé de Ed
défaillance et;de nombre de systémes qui, juste avant l'instae fa " défaillance, n’ont

été ni défaillants ni censurés. Alors I'incrémentde la f™ défaillance observée est donné
par :

| oN+1-0,

I 1+SI
avec

0,=0,0, =0, +I,.

I
L’estimateur de Johnson de la fiabilité est évalag:

0,-0.3

R(t)=1- )
®) N+0.4

Remarques
> 0, estle «rang médian » d’ordre i.
> R(t) n'est évalué qu’aux temps ou des défaillancegtinbbservees.

106



Nous expliquons ci-dessous pourquoi cette méthodait une estimation de la fiabilité.

Les défaillances sont ordonnées par age (c’esteaeqlie itdésigne un temps de défaillance)
et nous supposons que les temps de censure caihaitee les temps de défaillance.

Considérons un intervall&i_l,ti[ entre deux défaillances et un matériel censurg.aStil
avait continué son service, ce matériel aurait pe @éfaillant sur[ti_l,ti[, ou bien sur

n'importe quel intervaIIE{tj,tm[ aveci < j<n- 1 ou encore sur I’intervall@n,t[ suivant la

derniere défaillance.
Il'y a donc s +1 intervalles possibles et nous dirons qu’en moyethe® « chances » de
tomber en panne sur chacun de ces intervalleségailés. En particulier, la probabilité de

défaillance sufft, .t est de% o

i
Les candidats a la défaillance :{qu,ti[ sont :

v' Les N-s,-0,_,+1 matériels survivants ait (N-s.; étant le nombre d’événements,
défaillances et censures indifféremment, avantet 0,_, le rang corrigé de la (i-£)®
défaillance) ;

v' Les(N-s)-(N-s,)-1 censures survenues;at

Il'y a donc A, +B, =N-s —-0,, candidats a la défaillance sur I’interva[le_l,ti[, assortis

d’une probabilité de}/

5 +1° L'incrément au rang i est donc :

+ N-s -0, N+1-0,,
1+s 1+s

1
Les calculs détaillés pour I'estimateur de Johrsmnt présentés dans le tableau 15.

Le tableau 16 et la figure 43 comparent les esanratde Kaplan-Meier et de Johnson. Nous
pouvons constater que les deux méthodes donneestegtions particulierement proches.
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Tableau 15 : Estimateur de Johnson de la fiabilité

Ordre de la Temps de  Nombre de matériels a . Ordre corrigé de la Estimateur de Johnson
s s - Incrément; P s
défaillance défaillancet; risquer; défaillanced de la fiabilité

0 0 0 0 0 1

1 1 417 1,00( 1,00¢ 0,99¢
2 1 41€ 1,00 2,00¢ 0,99¢
3 1 41¢ 1,00( 3,00¢ 0,99¢
4 2 414 1,00( 4,00( 0,991
5 3 41% 1,00 5,00C 0,98¢
6 3 412 1,00( 6,00( 0,98¢
7 3 411 1,00 7,00C 0,98¢
8 3 41C 1,00( 8,00( 0,982
9 3 40¢ 1,00 9,00(¢ 0,97¢
1C 4 40€ 1,00(C 10,00( 0,977
11 5 407 1,00( 11,00( 0,97¢
12 5 40€ 1,00 12,00( 0,97:
13 5 40¢ 1,00( 13,00( 0,97(
14 5 404 1,00(C 14,000 0,967
15 6 40z 1,00( 15,00( 0,96¢
16 6 40z 1,00( 16,00( 0,962
17 6 401 1,00(C 17,00( 0,96(
18 6 40C 1,00¢ 18,00( 0,95¢
19 6 39¢ 1,00(C 19,00( 0,95¢
20 6 39¢ 1,00( 20,00( 0,95:
21 6 397 1,00 21,00( 0,95(
22 6 39¢ 1,00(C 22,00( 0,94¢
23 6 39t 1,00( 23,00( 0,94¢
24 7 394 1,00 24,00( 0,94:
25 7 39z 1,00¢ 25,00( 0,941
26 7 39z 1,00(C 26,00( 0,93¢
27 7 391 1,00( 27,00( 0,93¢
28 7 39C 1,00( 28,00( 0,93¢
29 7 38¢ 1,00(C 29,00( 0,931
30 8 38¢ 1,00( 30,00( 0,92¢
31 8 387 1,00 31,00( 0,92¢
32 8 38¢€ 1,00C 32,00( 0,92¢
33 9 38t 1,00 33,00( 0,92:
34 9 384 1,00 34,00( 0,91¢
35 9 38¢ 1,00( 35,00( 0,917
36 9 382 1,00 36,00( 0,91«
37 9 381 1,00( 37,00( 0,912
38 10 38C 1,00 38,00( 0,91(
39 10 37¢ 1,00( 39,00( 0,907
40 11 37¢ 1,00( 40,00( 0,90¢
41 11 377 1,00 41,00( 0,90z
42 11 37€ 1,00( 42,00( 0,90¢
43 11 37t 1,00(C 43,00( 0,89¢
44 12 374 1,00( 44,00( 0,89¢
45 12 378 1,00(C 45,00( 0,89:
46 12 37z 1,00(C 46,00( 0,891
47 13 371 1,00( 47,00( 0,88¢
48 13 37C 1,00 48,00( 0,88¢
49 13 36¢ 1,00( 4¢,00C 0,88:
5C 14 327 1,12¢ 50,12 0,881
51 14 32¢ 1,12¢ 51,25( 0,87¢
52 14 32t 1,12¢ 52,37¢ 0,87¢
53 14 324 1,12¢ 53,50z 0,87¢
54 14 32z 1,123 54,62¢ 0,87(
55 14 32z 1,125 55,75¢ 0,867
56 14 321 1,123 56,88¢ 0,86¢
57 15 291 1,24( 58,12¢ 0,861
58 15 29C 1,241 59,36:¢ 0,85¢
59 15 28¢ 1,241 60,60¢ 0,85¢
60 15 28¢ 1,24: 61,84% 0,85¢
61 16 252 1,41¢ 63,26 0,84¢
62 16 251 1,415 64,67¢ 0,84¢
63 16 25(C 1,41¢ 66,09' 0,842
64 16 24¢ 1,42( 67,51’ 0,83¢
65 16 24¢ 1,422 68,93¢ 0,83¢
66 16 247 1,42¢ 70,262 0,832
67 17 22¢ 1,537 71,89¢ 0,82¢
68 17 227 1,53¢ 73,43¢ 0,82¢
69 17 22¢€ 1,54z 74,98 0,821
70 18 214 1,62% 76,60 0,817
71 19 17€ 1,96¢€ 78,57( 0,812
72 20 142 2,41( 80,98( 0,807
73 20 142 2,42( 83,39¢ 0,801
74 20 141 2,43( 85,82¢ 0,79t
75 23 43 7,81¢ 93,641 0,77¢
76 24 26 12,70« 106,35: 0,74¢
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Tableau 16 : Comparaisons des estimateurs de Kaplavieier et de Johnson

Temps en mois 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

ESt'mat&”gigre Kaplan- 993 0.990 0.978 0.976 0.967 0.945 0.930 0.923 0.911 0.906 0.897 0.890

Estimateur de Johnson ~ 0.998991 0.979 0.978 0.967 0.946 0.931 0.924 0.912 0.907 0.898 0.890

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
0.882 0.864 0.852 0.831 0.820 0.817 0.812 0.795 0.795 0.795 0.777 0.747

0.883 0.864 0.852 0.832 0.821 0.817 0.812 0.795 0.795 0.795 0.776 0.747
Population initiale de N=417 individus

Figure 43 : Estimateur de Kaplan-Meier vs estimateude Johnson
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V. Les limites des méthodes statistiques

Dans les deux exemples que nous avons traitésssitde toutes les données étaient
parfaitement connues, que ce soient les tempsfdélaiéce ou les temps de censure.
Malheureusement ce n’est pas toujours le cas. Conmoue I'avons précisé en introduisant
cette partie, les données manquantes, erronéeartellps constituent un réel probléme pour
les statisticiens. Il est méme d'usage de dire lqueollecte, le tri et la vérification des
données prennent bien plus de temps que leurrraiitestatistique a proprement parler.

Dans notre cas, la situation est encore plus délicen effet, nous ne disposons pas toujours
des temps de défaillance, et encore moins des tdepensure.

La capture d’écran ci-dessous montre le type daéema disposition apres élimination d’'un
certain nombre de renseignements superflus.
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Figure 44 : Base de données des pannes
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3067260 |REUS FR 220472005 | 19366000253 | C19366000253 APPLICATION OU| SE C193884-21-004 £340 | 0360 | CLIDS i o
3067263 |RBUS FR 200412005 | 19366000222 | C19366000222 APPLICATION DU| PSM board modif £340 | 0360 | TOU-00 i o
3067267 |REUS FR. 220452005 | 19295000230 | C19295000230 APPLICATION DU| PSM board modif £340 | 0360 | CLIDS i o
3057269 |RBUS FR. 220412005 | C19366000212 | C19366000212 AFFLICATION DU| SE C19366 431004 4340 | 0360 | ToU-00 i D
3067940 | LHT | 150472005 |C19295001320 |C19298001320 | 2794 | 2794 | FREE OF CHARGH replace thies SRA 2319 | 2222 | CLIDS | 1305004
3058021 PGASIN 4 JR041005 | 19295002025 | C19295002025 | 171 SYC LOAN SN T modify FPM board £330 | 0632 | CLIDS | 24masnns
3058291 | AFR | SOMRRO0S | C19295000350 | C19295000360 INYALIDE DATA U] standard enchange 2320 | 1961 | CLIDS | Oabafsnns
3055666 | LHT | SO0472005 | C19366000246 | C1 93660002465 | 15260 | 15960 | FREE OF CHARGH standard exchange 5340 | 0540 | CLIDS i
3066765 | LHT | Dabsfi0s | C19366000350 | C19366000360 | 4664 | 4654 | CFT FFD SHOWS| Fepair: SB C19368) panne nkinitlors de|_ 4340 | 0543 | CLIDS | OB/D2a004
3056923 |RBUS PR 2BD472005 | 19296002569 | C19295002569 NV ALID DISFLAY | INSFECTION CHE| ma 30 1500e £330 | 0665 | TOU-DO | 2emasanns 2,
5055924 |RBUS PR 2000452005 | C13296002534 | 019295002534 FD. SUR FO FA0 L{INSPECTION TES] MOS0k, soi 30004330 | 0663 | TOU-00 | 05/ 05005 &,
5055929 |RBUS PR 260412005 | C13366000606 | C19366000605 FD.F AR 2 FOIS L INSPECTION TES] MOS0k, sor 1500 /| 4340 | 0630 | TOU-00 | 250702005 &,
3069004 RTECHNI] 210452005 | C19296000676 | C19298000675 | 4646 UNSCHEDULED 24 replace C157, 155, 1 5319 | 2037 | CLIDS | 25000003
3069123 RTECHNI] D1ORR2005 | 19296000627 | C19296000627 | 7511 MAINT REF-SEG § standard exchange 2340 | 0556 | CLIDS | Do 2003
3069127 RTECHNI] 31052005 | 19296000611 | C19298000611 | 7557 N CRUISE INYALI no faul Found after A340 | 0556 | CLIDS | 06/ 20005
3069132 RTECHNI]. DLOGR005 | 19296001428 | C19296001 425 | 2650 FEF ADDH-43. DU standard exchange 318 | 2245 | CLIDS | 110600
3069226 |REUS PR 11052005 | 19366000621 | C19366000621 LCOU NE DEMARIINSPECTION CHE| M0 10H 500E £340 | U681 | TOU-00 | 09/ 262005 &,
3060260 | SAA | 250472005 |C19366000440 |C19366000440 | 6740 | 6748 | FLEASE REPAIR | replace 3 SRAM U £340 | 0534 | CLIDS | 1841162003
3069321 PGASIM A 1BS2005 | 19296001232 | 19295001 232 RESTITUTION PA] no fault found, mod A320 | MNC | CLDS i
3069548 |RBUS FR. U3DS/2005 | C19295001743 | C19298001 743 THE DIGITAL CLO|INSPECTION CHE| MOBIHS000E_ | A319 | 2483 | TOU-DO | 19008902005 2,
3059692 |RBUS FR 150572005 | 19295002715 | C19295002715 FD - FOURD FAILE INSPECTION CHE| 140 8H 400E 5320 | 2423 | TOU-D0 | OB/ 252005 2,
3069791 PGASIN 4 DADER00S | 19295001 235 | C19295001 235 RESTITUTION FAH no fault found. mod 2320 | MC_ | CLIDS i
3059908 | IBE | DBS/00%5 |C19366000533 | C19366000533 | 2319 | 2810 | NOPERATWE | Replace 18,052 an 4340 | OG0B | CLIDS | 24415004
[ 3059577 [REUS PR 11/05/2005 | C19295002514 | C19295002514 FFO1 DU SHOWS | INSFECTION CHE| MOZ0H 1000 || 319 || 2467 | TOU-DO | D4naa00s 2,
3070340 | AFR | 2505005 | C19296000457 | C19295000457 | 6106 | G106 | BLANKING DISFLY modiy BLM baard 2321 | 1972 | CLIDS | 15050003
3070355 | SA% | UBDSR005 | C19296002528 | C19298002528 | 566, | 366 | SHOWS NVALID U Standar exchange 747 | 28080 | CLIDS | 10030005
5070508 | UAE | 140552005 |C19296001672 | C19298001672 | 2471 | 2471 | FLASHING INVALN replace 3 SRAM U 4340 | 0608 | CLIDS | S0 15004
5070660 |RBUS FR. 12052005 | £15296002606 | C1 9295002805 AIFREUS STATEME TEST NOFAULT A MozoH, soir oo 4319 | 2467 | ToU-00 | 22086008 &,
3071162 | IBE | 170502005 |C19366000520 | 19366000520 | 2536 | 2536 |INOFERATIVE | replace 3 SRAMUI 5340 | 0604 | CLIDS | 09/ 15004
3072153 RTECHNI] 20052005 | C13295001 220 [ 1925600 228 | 575 FAILED [WAS O] replace 3 SRAM U] 4340 | NC | CLIDS | D1Dafnod
5072212 | AFR | 1 B0RE005 | 19296000557 | C19296000837 INEF{YOIR PFF J] replace 3 SRAMin 316 | 2071 | CLIDS | 214 15005
3072367 | GAA | 15052005 | 19296000671 | C19296000671 | 50 | 50 |UNIT UMS ERROR  standard enchange 2320 | NC | CLIDS | Danrenns
oicncan oo o ool Ao Bt s [rapeccnnneTo [ necconnzTn TP T TY YTy =t Py PR Ty, BT BT RN ST 0
Zone de tri : Compagnie aérienne utilisatrice, wioraneur.

Date de début de panne : Date a laquelle la pagitr@portée.
S/N IN : Numéro de série entré en réparation.

S/N OUT : Numéro de série en sortie si différent.
TSN : Time Since New, temps de fonctionnement emdsede vol depuis la mise en service.

TSO : Time Since Overhaul, temps de fonctionnenemtheures devol depuis la défaillanc
précédente.
Date début garantie équipement : Date a laquetledoeffet la garantie pour la compagnie aérienne.
Avionnage : Panne constatée durant la période atianage, ou non.

Les difficultés que nous rencontrons sont les suas:

Idéalement, le temps de fonctionnement d’'un équgrgnaéronautique devrait étre
mesuré en heures de vol, le temps « calendairamt d&gaucoup moins de sens. En
effet, un équipement n’est pas toujours sous tenside plus, l'utilisation peut

fortement varier d’'une compagnie aérienne a uneadnc le temps calendaire perd
de son sens: par exemple, une année de foncti@mepeut correspondre a 1000
heures de vol pour une compagnie a faible actatité 5000 heures de vol pour une

compagnie a forte activite.

Malheureusement les heures de vol sont raremeseigrees, cela pour deux raisons.
D’une part, parce que le nombre d’heures de volirstrit dans la mémoire de
I'équipement ; sa récupération nécessite une mkatipn logicielle qui ne fait pas
(encore) partie du processus obligatoire ; ce neraBt par ailleurs systématiquement
remis a zéro lors de la recette. D’autre part, gpaee les garanties sont exprimées en
années
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= Le temps de fonctionnement, en unité calendaireoleenu en faisant la différence
entre la date a laquelle le matériel a été déposa @ate de sa mise en service :

Temps de fonctionnement = Date de début de pabag¢e-début garantie équipement,

or il arrive frégquemment que les dates de débwgadantie des équipements ne soient
pas renseignées ou soient erronées. Lorsque matsont pas renseignées, il est
toujours possible de récupérer les dates de lwmais 'avionneur , mais il y a alors
une incertitude sur la durée d’avionnage avanaison a la compagnie aérienne.

= La date de début de garantie ne coincide pas tau@xactement avec la mise en
service.

Pour ces raisons, l'utilisation de méthodes stqtiss, telles que celles que nous avons
données en exemple plus haut, est laborieuse.

Ces difficultés sont a I'origine de la méthode aquels développons dans le chapitre suivant.
Cette méthode, nous le verrons en détail, permstatfzanchir des données de durées de vie
et de temps de censure.
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Chapitre 4

Traitement des retours opérationnels :
la « méthode convolutive »
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l. Problématique générale

Dans le contexte concurrentiel international qu’itencontrent aujourd’hui, les
équipementiers industriels doivent faire de grderef pour maintenir une offre compétitive.
La fiabilité est devenue un domaine crucial et denpeux majeurs émergent :

« Respecter les clauses contractuelles de fiabilg€ &urs clients,

- Etre en mesure de répondre aux exigences de féalphésentes dans les appels

d’offres qui sont portés a leur connaissance.
Ces exigences concernent essentiellement deux rdesleyirs fiabilistes que nous avons
présentées dans le chapitre précédent et qui Boitegent liées : le taux de défaillance et le
MTBF.

Comme nous l'avons vu auparavant, la fiabilitéessimée en phase de développement, bien
souvent sur la base de formules issues de recuitaatifs. D’une part, ces recueils sont
aujourd’hui obsolétes. D’'autre part, la plupart d#gandards supposent que le taux de
défaillance est constant, hypothése qui n’'est magodrs vérifiee, et cela pour deux
raisons : bien que le déverminage élimine la plupgas défauts de jeunesse, les matériels
électroniques peuvent présenter un taux de défadlalégérement décroissant du a la
mortalité infantile ; des phénomenes d’'usure peuagissi étre observés sur certains sous-
ensembles complexes méme si cela est plus rarendédriels étant en principe retirés de
I'exploitation avant que I'usure ne se manifeste.
Les calculs de fiabilité prévisionnelle sont dorrcoeées. Ce biais nuit non seulement a
I'équipementier qui se positionne comme plus mauepi’il n'est en réalité, mais aussi au
client qui n'est pas a méme de prévoir la politigde maintenance optimale ou de
dimensionner correctement ses stocks.
Il est donc nécessaire de vérifier et, le cas auhéke corriger ces valeurs prévisionnelles.
Pour ce faire, une solution consiste a suivre tpgp&ments en exploitation afin d’estimer
leur fiabilité opérationnelle c’est-a-dire la fifité réellement observée.
Ce retour d’expérience aura un double impact :

« |l permettra de recaler les estimations prévisiiaag

« Il améliorera la connaissance des performancekeségés matériels et permettra ainsi

a I'équipementier de s’améliorer et de se positwrfiavorablement sur les marchés
futurs.

Malheureusement, nous rencontrons la plusieursaclest.. Tout d’abord, les résultats
d’exploitation sont bien souvent « globaux », enseas qu'ils peuvent étre affectés aux
compagnies aériennes qui ont bien voulu les comgunj mais en aucun cas a tel ou tel
équipement individuellement identifiable. La traidiéd des données n’est donc pas, a notre
connaissance, verifiable. Ensuite, la date de iBera d’'un équipement ne coincide pas
systématiquement avec sa date de mise en servisqupula période d’exploitation en
compagnie est précédée d’'une période d’avionnagelaalurée varie selon le porteur. Enfin,
a ces difficultés spécifiques s’ajoutent les protdé plus classigues comme les données
indisponibles, manquantes ou erronées.

Les méthodes statistiques classiques, qu’ellensp@amétriques, telle que la méthode du
maximum de vraisemblance, ou non paramétriquele tele celle de Kaplan-Meier, sont
souvent mises en défaut : elles nécessitent laatesance des temps a la défaillance et des
temps de censure.

Nous présentons dans ce chapitre une méthodologimeptant d’estimer le taux de
défaillance d’'un équipement [Berthon et al., 200@érthon et al., 2006b]. Ce modele
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analytique s'utilise dans des conditions peu ussgefluisque les seules données d’entrée
nécessaires concernent le nombre d'équipementsslipar unité de temps (année, mois,
quinzaine, ..., selon l'unité choisie) et le nombme défaillances constatées par unité de
temps.

L’originalité du travail réside dans le fait de eldhiner, a partir de ces deux seules données
globales, I'expression du taux de défaillance peog@rchacun des équipements, que nous
considérons comme ayant le méme profil de missigest-a-dire exploités dans des
conditions environnementales similaires) et la mémnde survie (population isonome).

Quant a son intérét, il réside principalement dansimplicité des données nécessaires : la
méthode proposée constitue une alternative effieageméthodes statistiques traditionnelles
qui posent de fréquents problemes d'utilisationfaiti de la méconnaissance des temps de
survie ou de censure.

Il. Modélisation des retours opérationnels
[I.L1. Contexte et hypothéses
Ce paragraphe précise le contexte nécessaireitaion de la méthode proposée.

Nous considérons une population d’équipements ssguiels nous pouvons faire les
hypothéses suivantes :

- lls sont identiques : ils ont été fabriqués selam design et un process
similaires.

- lls ont le méme profil de mission : ils sont exps dans des conditions
similaires, qu’il s’agisse des conditions enviromeatales (climat) ou des
conditions d'utilisation (profil de vol, type de geur,...).

- lIs ont été mis en service a des dates distinctes

- Chacun d’eux fonctionne jusqu’a défaillance étadgrs retiré de I'exploitation

sans étre répare.
La loi de survie est une loi de Weibull.

A une date t donnée, nous observons la population.

Les deux premiers points nous assurent que toudgi@pements possedent la méme loi de
survie. Le troisieme point implique que la popuatétudiée est constituée d’individus d’age
différent, si bien que nous avons affaire a deswess multiples a droite.

[I.2. Terminologie

Afin d’'assurer une certaine autonomie a ce chapii@s rappelons brievement la
terminologie usuelle qui est décrite plus en détaris le chapitre 2.

La variable aléatoire T représente le temps de foostionnement, c’est-a-dire le temps
écoulé avant la défaillance d’'un équipement. C’pat, hypothése, une variable aléatoire a
densité.

La fonction de répartition associe a un nombre pésitif t la probabilité qu'un équipement

donné, dont la durée de vie est décrite par labbrialéatoire T et qui a été mis en service a
la date 0O, soit défaillant a une date inférieureégale a t :

F(t)=P(T<t).
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La fonction de survie ou fiabilité, notée R, assoéi t la probabilité que I'équipement
fonctionne encore correctement a 'age t :

R(t) =1-F(t).

La densité de probabilité (pdf) est la fonctionR — f (t) DR+ telle que :

F(O) = jf(u)du,

Enfin, le taux de défaillance est relié a la prolitgbque I'équipement soit défaillant dans un
petit intervalle de temps suivant l'instant t, sathqu’il a correctement fonctionné jusqu’a
l'instant t :

Pt<T<t+hT>t)  f¢t)
h C1-F@)

0 = m

La relation suivante permet de relier le taux dRitlénce et la fiabilité :

R __d

MY="Re "t

[In R(t)].

[1.3. Notations

Nous considérons une collection finie d’équipemedéntiques g & ..., & qui ont été
mis en service respectivement aux ddteste) <t, =t@,)<...<t, =tE,) .
Nous notons Q(t) le nombre d’équipements mis evicelvant la date t, de sorte que Q est
la fonction en escalier continue a droite décrée p

Q(t) = CardjDf1,....n} t < t}= il{tjst} .
=

Nous définissons de la méme maniére la fonctioesemlier continue a droite » N(t) qui

représente le nombre d’équipements déposeés (@éfis)lavant la date t. Si nous notontax
durée de bon fonctionnement §li9équipement, nous pouvons écrire

N(t) = i]{ti+xjst}
=1

Nous insistons sur le fait que bien souvent, lagdesedonnées dont I'équipementier peut
disposer de maniere aisée sont les fonctions Q gbike une approximation discrete de ces
fonctions lorsque les données sont agrégées piadpér D’autre part c’est la fiabilité R d’'un
équipement (ou de maniére équivalente la fonctienrépartition F des défaillances) qui
intéresse ce méme équipementier.
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Figure 45 : Flux cumulé de livraison Figure 46 : Flux cumulé de défaillances
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Figure 47 : Flux cumulés de livraison et de défadinces
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Pour terminer, le comportement de la populatiort pé&ne caractérisé par la fonction de survie
W, qui associe a une date t la probabilité qu’audes équipements n’ait été défaillant avant
cette date et ce, quelle que soit sa date de misergice. Autrement dit :

w(t) = P(N(t) = 0).

Remarque nous voyons immeédiatement que la fonction W gr&és rapidement de tres
petites valeurs. Ajoutons qu’elle ne peut étre dament observée. Mais cette fonction a le
mérite de caractériser la population d’équipemedatss son ensemble. De plus, nous verrons
dans le paragraphe qui suit qu’elle présente unngkavantage : son logarithme InW peut
s’exprimer comme un produit de convolution impligtkes fonctions Q et R, Q étant connue
et R étant la fonction qui nous intéresse.

116



II.4. Relation entre W, Q et R

Au vu des hypothéses que nous avons faites damarkgraphe Il.1. nous pouvons
affirmer que tous les équipements ont la méme foncte fiabilité R. Si bien qu’en regardant
'ensemble des équipements constituant la populailzservée a I'instant t, nous exprimons
la probabilité qu’il n’y ait aucune défaillance gtirt] :

W(t):|jR(t—tj): [R-t), [1]

jit;st
t; désignant la date a laquelle le premier équipera&bé mis en service.

L’équation [1] mene trivialement a

INW(t) = > In(R(t-t,)),

jtjst

gue nous pouvons réécrire [Charruau, 1990]

= INW(t) = Q(CA(Y)| - [2]

Preuve de I'’équation [2] :

Introduisons l'instant initial =0 vérifiant Q(t,) = 0 et linstant final §.1=t vérifiant

Q1) = Q(t,) = QD).

Par définition de la fonction Q, nous avolXt;,;)-Q(t;) =1 pour toutl<j<n-1, et
Q(t,.;) —Q(t,) =0, si bien que nous pouvons réécrire :

n+1
Inw(t) = > InR@t-t))x(Q(t) -t )},
ce qui nous permet de reconnaii;; dans la paditedie I'équation l'intégrale de Stieltjes
[InR(t-u)dQ).
ou encore )

[In(R(t-u)dQ(u),
0

car la fonction Q est nulle entre 0 gt t

PuisqueR(0) =1, In(R(t—u)) est nulle en t. De plu§(t,) =0. Une intégration par parties
nous meéne donc a

INW(t) = —J.Q(u)d(InR(t—u)). [3]
0

Introduisant la quantité (u) = —%In(R(u)), soit —%In(R(t- u)) =-A(t-u). Nous avons :
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INW(t) = —Jt'X(t -u)Q(u)du. [4]
0

Effectuons maintenant le changement de variabtet —u :

0 t
INW(t) = + j A (V)Q(t-v)dv =~- j A (V)Q(t-v)dv. [5]
t 0

Enfin, nous reconnaissons dans I'’équation [5] dpit de convolution des fonctions Q ’kt
gue nous réécrivons :

=InW(t)=Q(t)LA(),
ou I'opérateur * désigne le produit de convolution.

CQFD
Remarque le produit de convolution est bien défini caet) sont a support positif.
[I.5. Un cas particulier : les données groupées

A l'instant t, nous observons une population d'@gaients qui ont été mis en service de
maniere groupée 1@ la dateit ¢p a la datest ..., ¢, a la datet

La fonction Q est constante et égal€é;) sur tout I’intervalle[ti ,ti+1[ pourl<i<n-1.
Nous pouvons donc reformuler I'équation [4] :

INW(t) = —zl Q(ti)Tk (t-u)du. [6]

Figure 48 : Données groupées
Q)
A
QA Ot OOy [eeeeeeeeeeeeeesssssssmssnnnensssssssssns
(07200 7% 0 Y EER e

(0 [T 0

0]
da |.........

0 T ; ; ; p t

Si les intervalles[ti ,ti+l[ sont suffisamment petits, la quantité - u) est quasi constante et
peut-étre approchée paft-t,) : il suffit en effet d’écrire le développement Taylor-Young
d’ordre O en;t A(t—u)=A(t—t;)+g(u) ou Iing g(u) =0.

u-t
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Nous pouvons donc approcher InW(t) par la somnuessous :

W == QA (t-1)(t., 1), 7]

Remarque I'expression ci-dessus n’est rien d’autre quamaduit de convolution discret.

II.6. Cas ou les données sont agrégées

En pratique, la situation est quelque peu diffé&@eBn effet, la date de mise en service
d’'un équipement n’est pas toujours connue de mamiracte. Les rapports qui sont a
la disposition des fiabilistes ne donnent pas lmlme d’équipements q@ont mis en

serviceaux tempsit t, ..., t, mais le nombre d’équipements gont en servic&
certains tempst o, ..., tn .

Ainsi nous ne connaissons que les valeurs prisels fianction Q aux dates ft, , ..., tn .

Figure 49 : données agrégées
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Exemple Les dates de livraison d’'un matériel A sur 'aan2007 sont reportées dans le
tableau 17 ci-dessous :

Tableau 17 : flux de livraison d’'un matériel A surl’année 2007

date 07/01/0725/01/07 10/02/07 03/03/07 28/03/07 04/04/07 12/04/07 15/05/07 15/06/07 01/07/07

Livraisons 3 4 3 4 3 5 7 5 6 4
10/07/07 20/07/0715/08/07 15/09/07 01/10/07 20/10/07 02/11/07 11/11/07 25/11/07 01/12/07
4 5 3 4 5 6 3 4 8 5
15/12/07 20/12/07
5 4

Le tableau 18 présente le flux de livraison de e¢énel agrégé au mois. La figure 50 montre
le flux de livraison « exact » et le flux de livsah agrégé au mois.
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Tableau 18 : Flux de livraison agrégé au mois

Mois Quantité livrée
Janv-07 7
Févr-07 3
Mars-07 7
Avr-07 12
Mai-07 5
Juin-07 6
Juil-07 13
Ao(t-07 3
Sept-07 4
Oct-07 11
Nov-07 15
Déc-07 14

Figure 50 : données agrégees pour I'exemple congiéé
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Remarque dans cet exemple, les données sont agrégéeiay mmais elles peuvent aussi
bien I'étre au semestre, a I'année, ..., suivantype tde données considérées, la taille des
populations étudiées, etc....
Nous pouvons dire de Q :

- Que c’est une fonction croissante ;

- QueQ(t,,)-Q(t,) est petit (en moyenne) devant Q(t

1 & Q(ti+1) - Q(ti)
n _1§ Q(t;)

vérifiable, et vérifié en pratique, dans les casfigare que nous avons rencontrés, car le flux dénue
production croit rapidement.

° Le fait que Q(t;,;) - Q(t;) est petit en moyenne devant R(soit <<1, est
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Nous pouvons donc introduire la fonction en escalmtinue a droite Q* telle que :
- Q est continue en dehors des t
- Q coincide avec Q aux points.t

En reprenant I'équation [4], nous approchons dlofg(t) par
t
—jQ* (WA (t—u)du.
t

En dautres termes, nous modélisons notre situapan le cas particulier présenté
précédemment : sous I'hypothése die—t; est petil, nous avons encore I'approximation :

n-1
INW(H)= -3 Q*(t A (t—t))(ts — 1)
i=1

Or, par définition de Q*, nous avoigd* (t.) =Q(t;), d’ou
n-1
INW(t) = = Q*(t)A (t- 1) (. ). [7]
i=1

Remarque de nouveau, nous obtenons un produit de coneolwliscret.

[ll.  Vérification de la formule de convolution sur deux exemples
élémentaires

L'objet de la présente section est de valider [&gun de convolution, que nous rappelons
ci-dessous, sur des exemples « cas d’école » :

—INW(t) = Q(O)CA).

Nous procédons de la maniere suivante : la loiuteies est supposée connue, de sorte que
nous savons expliciter le taux de défaillarig®) mais aussi la fonction W(t) ; nous nous

donnons un «plan de production » Q(t). A partis dionnées de Q(t) et W(t), nous
récupérons le taux de défaillan@€t) puis nous vérifions qu’il est cohérent avec la dei

survie choisie.

Les deux cas traités ci-aprés a titre d’exemplgdigquent les lois de survie exponentielle et
de Weibull et des plans de production tres simples.

l11.1. Exemple 1 : loi de Weibull, flux de production constant

Dans cet exemple, nous supposons :

® Le fait que {,-t; est petit est cohérent avec le fait q;,;) — Q(t;) est petit en moyenne devant Q(t
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0 Que la loi de survie est une loi de Weibull. La bfi€ s'écrit donc

p
R(t) = ex{—(lJ } et le taux de défaillance est de la forig) :%tﬁ‘l.
n n

o Que sur chacune des quatre périodes [i,i+1[ comstitl'intervalle d’étude, un nombre
identique g de matériels est mis en service.
La fonction Q(t), quantité cumulée de mises enisens’exprime donc au moyen de
la fonction d’Heaviside :
QW =dly(® +y(t-1)+y(t-2)+y(t-3)],
ce qui donne bien :
Premiere période <tx1 et Q(t)=q,
Deuxieme période <i<2 et Q(t)=2q,
Troisieme période <2<3 et Q(t)=3q,
Quatriéme période <B<4 et Q(t)=4q.

Figure 51 : Flux de production cumulé
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Nous observons le comportement de la populati@ndate t=4.

Pour la transformée de Laplace du flux de produaciilovient
LQ(t) = gLy (t) (1+ es+e >+ e‘35),

soit

LQ(t) = %(1+ et +e ™+ e‘3s).

Puisque

InW(t)=Z4:qi INR(t-1;),

i=1

il vient pour la transformée de Laplace de la farct - InW(t) :
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L[Inw(t)] = aL{InR®)](1+e™5 + 725 +7%) .

Or
_ [t _T(p+1)
L{InR(t)|=L| —— |=-
[inR(®)] (nﬁj g
Donc .
L[inw(t)] = —q—réfsx) (1+ eS+e >+ e‘3s).
Finalement

L[-lnw(b)] _ T(B+1) _ T (B)

LA(t) = L[Q(t)] = T]BSB = nﬁsﬁl

et nous récupérons bien par transformée inversilede défaillance correspondant a une loi
de Weibull :

A1) :%tﬁ‘l.
n

[11.2. Exemple 2 : loi exponentielle et productionlinéairement croissante
Dans cet exemple, nous supposons :
o Que laloi de survie est une loi exponentielleishlgue la fiabilité s’écrit :
R(t) = exd— M] ,
Et que le taux de défaillance est constant :
A=A
o Que la quantité d’équipements mise en service isepériode [i,i+1[ est supérieure de
g unités a celle mise en service durant la prédédsgriode : en d’autres termesq,

02=2q, etc.

Nous observons le comportement de la populatidesué des quatre premiéres périodes.

Figure 52 : Flux de production cumulé
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Procédant de la méme maniere que dans I'exempieus déterminons successivement les
transformées de Laplace de Q(t), InW(t) pour olrteglie de\(t).

Q(t) est la fonction en escalier :
Q(t) = qy (t) +2ay (t -1) + 3oy (t - 2) +4ay (t - 3)..

Sa transformée de Laplace est
LQ(®) = g (1+26° + 362 + 46

La transformée de Laplace de InW(t) s’écrit
L[Inw(t)] = gL[InR(t)|(1+2e75 + 36725 + 4e).

Puisque
A

27

L[InR()] = L(-1t) =

il vient
L[Inw(t)] = —q—i” (1+2e°+36 2 +46%).
S

Finalement nous récupérons
LA(t) =

tn | >

de sorte que le taux de défaillance est bien cohétzal a\.
IV. Détermination du taux de défaillance

Nous avons montré dans les sections précédentestéirce d’'une relation de convolution
entre les fonctions W, Q, @t, relation que nous écrivons :

= InW(t)= Q(Y)CA(t)
équation [2] - cas continu,

et

W)= -3 QA1) ~t)

équation [7] - cas discret.

Ces équations montrent qu'il est possible de détemie taux de défaillanc&(t) si les
fonctions W et Q sont connues.

Néanmoins, rappelons que W(t), qui est la prob@bgu’'aucun des équipements en service

n'ait été défaillant avant la date t, nous est imuge et ne peut étre obtenue directement. C'est
la raison pour laquelle nous avons essayé d’estif{ra I'aide de N(t).

124



IV.1. Estimation de W(t) a I'aide de N(t)
IV.1l.a. Cas particulier

La fonction -InW(t) peut étre estimée a I'aide di)ous I'hypothése ci-dessous :
Oi <n, F(t—t;) <<1, ou F est la défiabilité.
Preuve :

Nous observons, a l'instant t, une famille d’équigsats qui ont été mis en service aux dates
t,, t,,...,t, en quantités respectives @p,..., ¢h. Le nombre de défaillances observees avant

I'instant t parmi les géquipements mis en service a la dagst noté P

D; est une variable aléatoire suivant une loi bindenige parametres ¢nombre de mises en
service a l'instant)t et F(t-t) (probabilité de défaillance avant l'instant t poun matériel mis
en service a la datg.t

Nous avons don@(D; =k) = C§ F(t—t;)“R(t—t;)*™ et ED, =q;F(t-t,).

Il vient alors pour N(t) :
EN(t) =Zn:EDi =Zn:ti(t—ti).
En approchant EN(t) par N(t), il vientlzz1 -
N(t) :iznllQiF(t_ti) :iznl:Qi (1-R(t-t)).

Considérons maintenant la fonction- —InW(t) ; les équipements ayant été mis en service
par quantités groupées, la fonction W(t) s’écrit :

n i
w(t) = [k-Ft-t)] -
1=1
Il vient

SInW(t) ==Y q, InfL- F(t-t,)].

i=1
Notons gu’en posant=fl pour tout i, nous retrouvons I'équation [1].

Sous I'hypothése quE(t—t;) <<1, nous pouvons écrire :

In[1-F(t-t,)]=-F(t-t) =-(1-R(t-t;)).
En effet, le développement limité au voisinage d& @ I'ordre 1 de la fonction - In(1-u)
s’écrit In(1-u) =-u+o(u).

Cela nous méne a :

“InW() =3 g x@-R(E-1)).

i=1
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Finalement :
-InW(t) = N(t). [8]

CQFD

Remarque I'hypothése F(t—t;) <<1 sous-entend que la probabilité de défaillancetrést
faible quel que soit I'age de I'équipement. Autremdit, cette hypothése est valable si les
matériels considérés sont d’'une part «trés fiablest d’autre part s’ils sont retirés de
I'exploitation avant la phase d'usure. Ces deuxditions garantiront I'inégalitB(t—t,) <<1,

y compris pour les grandes valeurs de t.

IV.1.b. Cas général
Dans la majorité des cas rencontrés, nous ne psugamantir que les hypotheses
autorisant I'approximation ci-dessus sont vérifigsimsi, dans le cas plus général ou I'on ne

peut s'assurer qud-(t—t;) <<1, il est nécessaire de trouver une autre relatioineeles
fonctions W et N.

Or une bonne approximation de la fonction W(t) est

(N QW
W(t)~( Q(t)J : [9]

Preuve :
A l'instant t, nous observons une population d’@ganents :

e DetailleM =Q(t) ;
« Parmilesquelsn = N(t) présentent le caractere « défaillance ».

La probabilité qu'un équipement donné soit défatllpeut étre approchée par :

m _ N()
M Q)
La probabilité gu'un équipement donné ne soit pgEaitlant peut étre approchée par :
_m = 1——N (t)
M Qt)

La probabilité qu’il n'y ait aucune défaillance dala population peut donc étre approchée

par :
M Q(t)
{1—m} :{1——'\'“)} .
M Q(t)
Par conséquent, la fonctian- —InW(t) peut étre approchée par :

N(t)
—Q(t)In| 1-—- 1.
QW ( Q(t)J

CQFD
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Remarque ces approximations nous ont posé quelques praseEn effet, supposons que
I'on veuille estimer la probabilité pour un individjuelconque d’'une population de présenter
un caractere « A » ; la théorie de I'estimationqiaelle nous assure que, si la population est
homogene vis-a-vis du caractére étudi€, une bostimaation de cette probabilité est

p= M ,

N

ou r est le nombre d’'individus présentant le caraat@res un échantillon de taille N.
Or la population que nous considérons, c’est-a-besemble des matériels en service a
'instant t, ne semble pas homogene : les matéagnt été mis en service a des dates
distinctes, le « risque » de défaillance a I'instamest pas le méme pour chacun.

IV.2. Méthodologie de résolution
Résumons ce que nous avons démontré dans la spctcédente :

Le taux de défaillanc(t) vérifie la relation :
X(t) = QLA [10]
ou :
- Q est le flux cumulé de production

N(t) SiF(t—t,) <<1pour tout

N(t)

- X(1) = —Q(t)ln{l—@} sinon.

Il s’agit donc de résoudre I'équation de convolnt@ dessus. Dans les deux cas, nous faisons
uniquement appel aux fonctions Q(t) et N(t) quitsmmnues.

Pour résoudre I'équation, il est nécessaire dedui®rca une « déconvolution » et plusieurs
méthodes peuvent étre envisagées [Commenges, 1980].

La maniére la plus naturelle de résoudre I'équaidrconsiste a appliquer la transformée de
Laplace [Demengel, 2002]. En effet, la transforndéeLaplace transforme le produit de
convolution en un produit direct. Il vient

LX(t) = LQ(t)LA (1),
la fonction LQ(t) étant connue, puisque Q(t) est connue, et la ifmmdiX(t) pouvant étre

approchée, puisque I'on connait une approximatetadonction X(t).
Nous recouvrons ainsi la quantité.(t). Puis par application de la transformée de Laplace

inverse, nous récupérons enfin le taux de défaidar(t) :

(LX)
=LY 2 11
(t) (LQ(t)j [11]

Rappel : Le signe= provient du fait que X(t) est une approximation ke fonction

~ —InW(t). L'équati =L Mj
t nW(t). L'équation exacte serali(t) ( 0
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Toutefois, nous devrons nous assurer que la tranéf de Laplace des fonctions précitées
est bien définie.

Remarque la transformée de Laplace d’une fonction f défsur ]J0,+co[ existe si :
« fest continue par morceaux ;
« llexisteO<a<1 tel queltirrgt“

f(t)| =0;
« f est dordre exponentiel c'est-a-dire qu'il exist*>0,5> 0etM >0 tels que
Ot>t*, | f(t) < Mexp[t].

Les fonctions Q et N sont continues par morceaax.d@nséquent le premier point ne pose
pas de probléme. Elles sont de plus bornées caivesset majorées par la valeur maximale
prise par Q (c’est a dire le flux de production ciéra la date d’observation).

Ainsi les deux derniéres conditions sont aussifiié&s et les transformées de Laplace de Q et
N sont bien définies.

Quand a la transformée de LaplaceXdeon supposera gu’elle est définie, comme c’estte
pour n'importe quel taux de défaillance usuel.

IV.3. Hypothese et choix des fonctions

Les données qui nous sont fournies étant agrégees avons choisi, pour résoudre
I’équation [10], d’approcher les pairés Q(t)) et (t,X(t)) par des fonctions :

« Qui assurent la meilleure approximation possibleens des moindres carrés ;

« Dont les transformées de Laplace directes et iegesent « tabulées ».
Nous verrons que des fonctions particulierementjaali&s sont les fonctions polynomiales.

Par ailleurs, nous avons du faire un certain nordbrgpothéses sur :
« La nature de la loi de survie et par conséquefartae du taux de défaillance ;
« L’allure du flux de production.

Ces hypothéses sont présentées dans le paragnashetq
Nous faisons les hypotheses suivantes :

Pour le flux de production cumulé Q(t) :
1. La production cesse aprés une période de longDeuQ(t) est donc une
fonction croissante sur I’intervallk), D] puis constante SL]rD,+oo[ ;

2. Ladate d’observation peut étre située en-dacauedela de D ;
3. Le flux de production cumulé est approché parfamction polynomiale.

Pour le taux de défaillancde(t):
4. Nous supposerons que la loi de survie est ungel@Veibull de paramétref

e
. :

etn. Par conséquent, le taux de défaillance s’éq(tiy =

! Rappelons que la loi de Weibull est massivemerisé#i en fiabilité puisqu’elle permet aussi bien de
modéliser une « loi de jeunesse » (taux de défiatladécroissant correspondanf &1), une loi exponentielle

(taux de défaillance constant correspondant 2l), et une «loi d'usure » (taux de défaillance ssant
correspondant & >1).
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Figure 53 : flux de production / flux de défaillan@s cumulés
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Fin de la production Date d’observation

Au vu des hypothéses faites sur la fonction Q(guetle taux de défaillanést) , la fonction
X(t) peut s’écrire :

& PO ™ PO (D)y(t-D)(t-D)™
X(t)_ F(B)z S T(B+1+i) nB (B)Zl“ (B +1+i)

Preuve :

» Premiére étape : flux de production

Les hypothéses 1 et 3 nous assurent que Q(t)ts’écri

Q®=P(tfy ®-v(t-D)]+P(D)(t-D),
ou P est un polynéme de degré m :
PO =Y at
y est la fonction d’Heaviside vérifiant : -

y(t):{l s.itzo’

0 sinon
ce qui donne:
1 sit=D

v(t-D)= {O sinon

Il vient pour la transformée de Laplace :

LQ(®) = L[P(ty (0] - L[P(ty (t—D)]+ L[P(D) (t -D)]

1 sit<D
et v(t)-v(t-D) = .
v(®-(t-D) {o sit>D

Le tableau ci-dessous regroupe les transforméeaplace que nous allons utiliser :
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Tableau 19 : Quelques transformées de Laplace utde

Fonction f(t) f(s)
Heaviside ¥ 1
(échelon unité) S
Heaviside retardée e
) i , t-a),a>0
(échelon unité retardé) v(t-a) S
. - t" 1
Puissance entiere —ly(t) , NON o
n! S
. . t? 1
Puissance non entiére y(t), adR e}
I'(a+1) S
Translatée d’une fonction g g(t-a) e gi

Il vient immédiatement pour la transformée de Legle’'un polyndmeP(t) = > at':
i=0

LP(t) = > ila, 11 : [12]
i=0 S
Remarquons maintenant que la fonctiobn. P(ty(t— &5t une translatée a droite de la

fonctiont - P(t+ D)y (t), comme le montre la figure 54.

Figure 54 : P(t), P(t+D) et P(ty(t-D)

P(t), P(t+D) et P(§)(t-D)

[m]

. ——  P(t+D)
. P
°  P(y(t-D)

Il vient donc
L[P(t)y(t-D)]=e"L[P(t+D)y(t).
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Ecrivons

P(t+D)= i&- (t+D) =ia— icgtiDi'i ;

En utilisant la propriété de linéarité de la tramsfée de Laplace, il vient :

L[P(t+D)]= iq_'ZCiiDi'iL[ti] :iqugDi‘i A

st

Or C!xjl=Al dou:

L[P(t+D)] = Zm:aiZi:Ai"Di_j-—];l,
i=0  j=0 s

qgue I'on peut aussi bien écrire
LIPt+D)] =) jlﬂ > AlaD',
='s

m
=0 i=j

puisque les sighes sommes sont interchangeabige et
0<i<m 0<j<m
O<j<i j<ism’

Remarguons maintenant que pour tout polyndrtte = Zati :

i=0

- Ladérivée K™ pourk < m, s'écrit P¥(t) = > Akat'™;

i=k
« Ladérivée K™en zéro s’écriP® (0) = k!a, .

Par conséquent nous avons .

L[p(t+D)]= P9 (D)

1
Sj+1 [13]
Pour finir, regardons la transformée de Laplacéadenctiont — P(D)y(t—D). La formule
de translation a droite nous dit qu’elle s’écrit

e—SD

L[P() (t-D)] = PD)X"L[y(t)] = P(D) =~ . [14]
Finalement, en sommant [12], [13] et [14], nouseabns :
LW =3 PO -3 PR [15)

» Deuxieme étape : taux de défaillance

L’hypothése 4 nous assure que la transformée datapu taux de défaillance s’écrit :
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L(A (1) = r(B) " [16]

» Troisiéme étape : transformée de Laplace de latifom(t)

La relation de convolution [10], transposée dargomaine fréquentiel nous donne

LX(t) = LQMLA(),
et nous assure que la transformée de Laplace dentdion X(t) s’écrit de la maniéere
suivante :

F(B)P(" ©) F(B)P(" (Te™P
L(X(t)) Z s[?>+|+1 _Z s[3+|+1 ’ [17]

i= i=1

» Quatriéme étape : originale de la fonction X(t)

En utilisant les transformées présentées dandleata 19, nous pouvons obtenir I'expression
de la fonction X(t) :

m (i) ) m 0] )
X(0) = r(mzr(gfojl) — (B)ZF(E O se-oie-o,  [8

ce qui marque la fin de la preuve.
CQFD

Rappelons que la fonction X(t) est connue puistgi'€Ecrit :
N(t) siF(t—t,) <<1pour tout

X(t) = (t)l{ Qgtﬂ sinon.

Nous venons d’en donner une seconde écriture ntaiseervenirp et n, qui sont justement
les paramétres de la loi de Weibull qui nous irssee

Dans la pratique, nous disposons des couftledl(t;)) et (t.,Q(t;)), et donc des couples
(ti ,X(ti)), pourl<i<n.

Ainsi, a ce stade de I'étude, nous formulons Idfgnme de la maniére suivante : nous devons
n
trouver les valeurs d@ et den qui minimisent I’expressioE(XQ,N (ti) = Xpn (ti))z, ou

i=1
Xon est I'écriture de X en fonction de Q et N, et ¥y est I'écriture de X en fonction de

B etn.
V. Vérification de la méthode sur des jeux de donmes simulées
Pour des raisons de confidentialité, les résultfi®e nous avons obtenus sur des

équipements aéronautiques actuellement en serécgenvent étre présentés. Néanmoins,
nous avons appliqué la méthodologie proposée gedgsle données simulées. De plus, et ce
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afin de valider notre méthode, nous avons comparédsultats qu’elle fournit a ceux obtenus
par la méthode statistique standard de Kaplan-Meier
Ces résultats sont présentés dans les paragrapirss\ent.

V.1. Simulation des données

Considérons I'exemple basique suivant :

% La production s’étale sur une période de D=24 mBisaque mois, hous connaissons
la quantité d’équipements qui ont été mis en servic

% Sur cette période, le flux cumulé de productioritatomme la fonctiort — 5t°.

Le flux de production cumulé s’écrit alors:
Q(t) =5t* sit<D
Q(t) =5D? sit>D

Notons que cela correspond a une croissance len&air nombre d’équipements mis en
service.

Ce flux est représenté sur la figure 55.

Figure 55 : Flux de production cumulé
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« La loi de survie est une loi de Weibull.

% La population est observée sur une durée de 59. hoisservation demarre des le
premier mois de production et se termine a la fin5@*™° mois. Par conséquent,
lorsque la date de défaillance générée est supériau60 mois, I'observation
correspondante est censurée a droite.
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V.2. Application de la méthode

Nous allons appliquer la méthodologie proposédfardnts jeux de données, différant par
la loi de survie des matériels considérés.
Sur ces données, nous allons vérifier que la méthatsentée dans les paragraphes
précédents et qui rappelons-le, exprime le taudédaillance en fonction des seules fonctions
Q(t) et N(t), permet de retrouver les paramétrelada de Weibull spécifiée.

V.2.a. Loi de Weibull de paramétrgs0.3 et7=60

Nous commencgons avec une loi de Weibull de paras@t0.3 etn=60. Le paramétre de
forme3<1 nous assure un taux de défaillance décroissant.

Pour chaque équipement mis en service, une datiéfddlance est générée aléatoirement

suivant la loi de Weibull spécifiée. Nous obtenalescette maniere le flux de défaillances
N(t) qui est représenté sur la figure 56.

Figure 56 : Flux cumulé des défaillances
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Au vu des parameétref et n que nous avons choisi, I'approximation de la fanct
t - —InW(t) par le flux de défaillances N(t) risque d'étreuffsante.

En effet, rappelons que le paramétyaeprésente physiquement le temps au bout duquel
environ 63.2% des équipements sont défaillants.sNeauvons donc nous attendre a ce
gu'une grande partie de la population soit défaitaaprés 60 mois d’observation. La
population ne peut donc étre qualifiée de « trélléi » et nous nous tournons vers la seconde
approximation proposée pour la fonction X(t):

X(t) =-Q(t) In{l—w} .
Q(t)
Nous pouvons d’ailleurs comparer les deux approtiona sur la figure 57 et constater que
c’est la seconde qu'il faut choisir.
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Figure 57 : Comparaison des fonctiond — N(t) ett - —Q(t)In| 1
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Le tableau qui suit montre les résultats que naoms obtenus pour dix simulations. Ces
résultats semblent assez bons. Sur ces dix obgsrsaka valeur moyenne du parameirest
de 0.287 avec un écart-type de 0.013 et la valeyyenme du parametrgest de 62.7 avec un
écart-type de 5.35. Ces valeurs sont proches tesaple nous avions initialement choisies.

Tableau 20 : Résultats obtenus avec la méthode progée

Numéro |Valeur Erreur_ Valeur Erreur_
commise commise

d_e _ la| obtenue sur [ en obtenue surn en

simulation| pourf3 % pourn %

1 0.31 +3.3 57 -5

2 0.30 0 57 -5

3 0.29 -3.3 63 +5

4 0.28 -6.7 63 +5

5 0.28 -6.7 65 +8.3

6 0.29 -3.3 68 +13.3

7 0.29 -3.3 63 +5

8 0.28 -6.7 55 -8.3

9 0.26 -13.3 74 +23.3

10 0.29 -3.3 62 +3.3

Application de la méthode de Kaplan-Meier

Nous appliquons maintenant la méthode de KaplareMeinotre probleme. Cette méthode
est la plus couramment utilisée dans le cas de émnmcensurées. Comme nous l'avons
expliqué dans le chapitre 2, les données (tempdédiillance et temps de censure) sont
ordonnées de maniere croissante. Notons qu’il ngueune censure pour les premiéres 36
classes d'age puisque chacun des équipementsabsgévé sur une période d'au moins 36
mois. Les premiéres censures arrivent pour fa'3dlasse d’age.
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Figure 58 : Histogramme des défaillances pour lesJremieres classes d’age
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Figure 59 : Histogramme du nombre de défaillancesus les derniers mois d'observations
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Remarque Sur la figure 58, nous ne voyons que des défailts. En effet, aucun matériel
n'est censuré dans les premiers 36 mois puisquedouété en service pendant au moins 36
mois. Les premiéres censures apparaissent sguliee59.

Par ailleurs, on constate que le nombre de censlimdaue fortement. Ceci est normal : le
flux de production est croissant, et les matérasiant les temps de censure les plus grands
sont ceux qui ont été mis en service les premérse en faibles quantités.

Le tableau 21 présente les résultats obtenus pbursithulations. La valeur moyenne
observée du paramétfeest de 0.292 avec un écart-type de 0.01 et lauvamyenne du
parameétra) est de 64 avec un écart-type de 4.4.
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Tableau 21 : Résultats obtenus avec la méthode deplan-Meier - 1

Numéro | Valeur Erreur. Valeur Erreur_
commise commise

d_e . laj obtenue sur [ en obtenue surn en

simulation| pour % pourn |,

1 0.3 0 65 +7.7

2 0.29 -3.3 64 +6.25

3 0.28 -6.7 66 +9

4 0.29 -3.3 57 -5.3

5 0.29 -3.3 65 +7.7

6 0.30 0 65 +7.7

7 0.31 +3.3 72 +16.7

8 0.28 -6.7 68 +11.8

9 0.30 0 57 -5.3

10 0.28 -6.7 61 +1.6

Les résultats obtenus avec la méthode de KaplaefMeint assez proches de ceux obtenus
avec notre méthode, ce qui semble confirmer le-fiadé de cette derniére.

Rappel : les parameétref et n ont été obtenus par minimisation de la quantité

59

2

i=1

B
R(t;) —exr{—(t—‘J J , 0U R(t; ) est I'estimateur de Kaplan-Meier.
n

V.2.b. Loi de Weibull de parameétrgsl et 7=120

Nous nous contenterons ici de présenter le taldeaparatif des résultats obtenus avec la
méthode convolutive et la méthode de Kaplan-Maierl® simulation successives.

Tableau 22 : Résultats obtenuf3=1 etn=120

Numéro de la _ B _ n
simulation CMethod_e Kaplan-Meier Method_e Kaplan-Meier
onvolutive Convolutive

1 0.87 0.88 151 149
2 0.97 0.89 123 158
3 1.05 0.93 117 137
4 0.95 0.95 129 135
5 0.91 0.90 142 135
6 0.98 0.97 130 135
7 0.96 0.95 128 135
8 0.95 0.86 137 153
9 0.97 0.94 132 135
10 0.96 0.90 129 140

Moyenne 0.957 0.917 132 141

Ecart-type 0.05 0.04 10 9

Remarque : le taux de censure dans cet exemptie §§1%.
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V.2.c. Loide Weibull de paramétrgs2 et 7=36

Nous nous contenterons encore de présenter laatabtamparatif des résultats obtenus avec
la méthode convolutive et la méthode de Kaplan-Msaie 10 simulation successives.

Tableau 23 : Résultats obtenuf3=2 etn=36

Numéro de la _ B _ n
simulation Method_e Kaplan-Meier Method_e Kaplan-Meier
Convolutive Convolutive

1 1.97 1.78 37 37
2 2.00 1.83 37 37
3 1.85 1.87 38 37
4 1.94 1.80 36 37
5 1.98 1.78 37 37
6 1.89 1.81 37 37
7 1.87 1.82 37 37
8 1.97 1.82 37 38
9 1.95 1.88 37 36
10 1.88 1.87 37 37

Moyenne 1.93 1.83 37 37

Ecart-type 0.05 0.05 0.5 0.5

Remarque : le taux de censure dans cet exemptie &%.

VI.  Application a des données industrielles

Nous proposons maintenant d’appliquer la méthoda geu de données réelles. Les
deux types d’information dont nous disposons sont :

- Le flux des mises en service, qui est donné darl&ableau 24 ; le flux cumulé des
mises en service est représenté graphiquemerd sigure 60.

- Le flux des pannes, que nous avons renseignélédrableau 25 ; ce flux est construit
a partir de la base de données des déposes (Fifjurde flux cumulé correspondant
est représenté graphiqguement sur la

- Figure62.

Tableau 24 : Flux de livraison

Mois livraisons | Cumul livraisons
Mars-03 12 12
Avril-03 12 24

Mai-03 12 36
Juin-03 0 36
Juillet-03 18 54
Aout-03 12 66
Sept-03 48 114
Oct-03 66 180
Nov-03 60 240
Déc-03 60 300
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Figure 60 : Flux cumulé de livraison
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Figure 61 : Déposes observées en clientéle
Remory .
prog [ alic e P Mfr S Removal date | ICAC cd | afc SN al conf Camp m?ls &
- - b b - - | Ty v hd - Lenzes
S& | A319 | C19295A4F05 19295001527 291252003 EZY Hz249 1] A BITE EEPRCM déc-05
SA4 | A320 | C19293AF05 C19293001324 2N 212005 Elr 02294 1] Y UKD déc-05
SA | A320 | C19295AF05 C19295001372 261272005 AMC 02159 1] A BLM CALIBRATICN déc-05
SA | A319 | C192954AF05 19293002073 254 212005 AFR H2213 5} N LD déc-05
SA4 | A320 | C19293AF05 C19293001010 151 272005 AiC) D252 1] Y L PAREL déc-05
SA& | A320 | C19295AF05 C19295001560 101 272005 AME D297 1] A LOCKER SPRING déc-05
SA | A319 | C192954AF05 19293001249 0941 22005 AN H2186 5} N BLM CALIBRATICON déc-05
SA4 | A320 | C19293AF05 C19293001328 211172005 QTR [ME48 1] Y LnD noy-05
S& | A319 | C19295AF05 C19295001532 211172005 EZY H2319 1] A SRam EXCHANGE now-05
SA | A5 | C192954AF05 19293001992 2911172005 FFT LRk 5} N LD now-05
SA4 | A320 | C19293AF05 C19293001491 161172005 AMT 02090 1] Y BLM CALIBRATICN noy-05
S& | A320 | C192958AF05 C19235003421 131172005 bt LIrK 1] A LOCKER SPRING noy-0:5
SA | A320 | C192954AF05 19293001402 104172005 ElM LRk 5} N CRACHED OR SCRA now-05
SA4 | A319 | C19293AF0S C19293001209 081172005 B, H21&88 1] b LnD now-05
S& | A319 | C192958AF05 C19295001596 05M11/2005 FIr HZ266 1] A SRam EXCHANGE noy-0:5
Sa | A318 | C192393AF05 C19293001653 081 1/2005 FFT P2276 1] Y SR EXCHANGE now-05
SA | AZ20 | C19293AF0S C19293000544 0B 172005 QTR [ SEE 1] b BLM CALIBRATICN now-05
S& | A321 | C19295AF05 C19293001271 0611/2003 QTR F207 1] A BLM CALIBRATICN noy-0:5
Sa | A321 | C192393AF05 C19293001289 0E.M1/2005 QTR G207 1] Y BLi CALIBRATION now-05
SA | A321 | C19295AF05 C19295001294 0611172005 QTR G207 1] A BLM CALIBRATICN noy-05
S& | A321 | C19295AF05 19295001290 041172003 QTR F207 1] A BLM CALIBRATICN noy-0:5
SA4 | A319 | C19293AF05 C19293001128 024172005 EZY H2129 1] Y SRaM EXCHANGE now-05
SA | A321 | C19295AF05 C19295000355 301072005 QTR 1925 1] A LD PANEL oct-05
SA | A3 | C192954AF05 19293000660 304002005 QTR 1928 5} N BLM CALIBRATICON oct-05
SA4 | A320 | C19293AF05 C19293000574 2BM 02005 AFL 02133 1] Y UKD oct-05
S& | A319 | C19295AF05 C19295001724 Z8M 072005 EZY H2253 1] A LOCKER SPRING oct-05
SA | A320 | C192954AF05 19293001202 244002005 QTR 1395 5} N BLM CALIBRATICON oct-05
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Tableau 25 : Flux de déposes

Mois Déposes | Cumul déposes
Mars-03 0 0
Avril-03 0 0
Mai-03 0 0
Juin-03 1 1
Juillet-03 0 1
Aout-03 2 3
Sept-03 2 5
Oct-03 0 5
Nov-03 4 9
Déc-03 2 11
Janv-04 2 13
Févr-04 4 17
Mars-04 2 19
Avril-04 3 22
Mai-04 2 24
Juin-04 5 29
Juillet-04 3 32
Aout-04 1 33
Sept-04 5 38
Oct-04 3 41
Nov-04 1 42
Déc-04 0 42
Janv-05 2 44
Févr-05 1 45
Mars-05 1 46
Avril-05 4 50
Mai-05 3 53
Juin-05 6 59
Juillet-05 3 62
Aout-05 2 64
Sept-05 4 68
Oct-05 6 74

Figure 62 : Flux cumulé des déposes
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N(t)
Q(t)
la loi de survie était une loi de Weibull de partreef et n, X(t) pouvait s’écrire sous la
forme [18] :

Regardons maintenant la fonction- X(t) = —Q(t)ln[ - } ; NOUS avons vu que, lorsque

B PO (O)t*" B PO (D) y(t - D)(t — D)"* :
(B)Z “T(B +1+i) (B)Z (B +1+i) (cf Figure 63).

Figure 63 : X(t) et régression
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Les paramétre$ et n sont obtenus par régression, comme indiqué préudeat. Nous
obtenons :

g =1,00
n =96

Remarque : quelques mois apres avoir fait ces lsaloous avons pu disposer de données
supplémentaires. Les dates de mise en service atpiehmatériel nous ont été fournies, si
bien que nous avons pu évaluer les temps de setrlés temps de censures.

Le taux de défaillance obtenu par la méthode dddtalgleier est représenté sur la Figure 64.
Les derniers valeurs sont peu représentatives llesr @rrespondent aux premiers mois de
mise en service, pour lesquels les flux étaierst ftagbles (une dizaine de matériels). Sur les
26 premiers mois, le taux de défaillance est qoasstant, ce qui est cohérent avec la valeur
B =1 trouvée précédemment.

La méthode du maximum de vraisemblance nous a desnaleurs :

p=1,07
n=90 °
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Figure 64 : taux de défaillance obtenu par la méthite de Kaplan-Meier
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VIl. Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthael@egmettant d’estimer la fiabilité
intrinséque d’'une population d’équipements, dars amditions peu usuelles ou les seules
informations disponibles sont le flux de productietnle flux de défaillances. C’est a notre
avis précisément dans la simplicité des donnéedrde que réside l'intérét de la méthode. La
collecte des données est en effet un problémeratypour les fiabilistes. Les équipements
aéronautiques sur lesquels nous avons travaillé gaauits en grand nombre. Les clients
sont tres nombreux et il nous a été difficile dabt un bon « état des lieux » de la
population. En particulier, il était tres difficilde connaitre les ages de défaillance ou de
censure de chacun des équipements mis en serincd @ployer les méthodes statistiques
classiques : Kaplan-Meier, Johnson, etc...

En ce qui concerne le traitement de I'équation @®volution, le choix de la transformation
de Laplace peut étre discuté. Nous avons envislagéeeprs méthodes de « déconvolution ».
Puisque les données dont nous disposions étaienteths, nous avons expérimenté la
déconvolution discrete [Commenges, 1980] et lasfamation de Fourier discréte [Brigham,
1974] [Dutuit, 1979]. Ces méthodes n’ont rien danné

Quoi qu’il en soit, la méthode proposée nous a &em@loe une bonne alternative puisqu’elle
permet, malgré le peu d’informations disponible®gstimer de maniére précise la loi de
survie de I'équipement considéré.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Si on commence avec des certitudes, on finit aescddutes. Si on commence avec des
doutes, on finit avec des certitudes.
Francis Bacon.

J'ai entamé ma thése avec beaucoup de doutes... jee &ait vaste, ses limites me
semblaient bien incertaines, comment allais-jedidbr ?
Puis les problématiques se sont dégagees, I'ures #putre, chacune répondant a un besoin
bien spécifique...
Nous sommes ainsi partis de deux problemes conges$es par I'entreprise. Autour de ces
problémes, nous avons construit des solutions édaptépondant a deux critéres essentiels :
tout d’abord, elles étaient fondées sur des theayid, nous semblait-t-il, pouvaient étre
scientifiquement valorisées ; ensuite, elles séarent adaptées au monde industriel.
Pour mémoire, nous rappelons ci-dessous ces debiepratiques.

La premiére est centrée sur I'analyse des clustérenements. Elle fait appel a une notion
statistique peu connue (du moins ne la connaissions pas avant de rencontrer notre
probleme...) : la statistique de balayage.

Avant d’attaquer le fond de la question, il nouseanblé essentiel de consacrer quelques
lignes a son fondement. Le premier chapitre de aeuscrit constitue donc une introduction a
I'analyse des « clusters » d’évenements. Afin dgpeo court a tout probleme de notation ou
de compréhension des énoncés, nous avons propsdéttune formulation mathématique du
probleme. Ensuite, nous avons jugé bon de mettr@vant sa particularité et les difficultés
qui en découlaient, sur un exemple élémentaire« jen » de pile ou face.

Les différentes méthodes que nous avons proposéésedes, présentées dans le deuxieme
chapitre du manuscrit. Deux d’entre elles font &@pene simulation de Monte-Carlo, les
autres recourent a la théorie des chaines de Markov

Un probléme sans solution est un probléme mal posé.
Albert Einstein.

La deuxieme est focalisée sur l'analyse du RetolEXpkrience. Concernant cette
thématique, qui nous a posé de nombreux problélaagjestion était trés précise : était-il
possible d’estimer la loi de survie (ou, de maniégeivalente, le taux de défaillance) d’'un
matériel lorsque les données de durées de vieienétpas disponibles ? En d’autres termes,
pouvait-on s’affranchir de meéthodes statistiqueldeseque celle de Kaplan-Meier, qui
nécessitent la connaissance des temps de sundesotemps de censure de chaque matériel
inclus dans I'étude ?

Aprés quelques rappels de fiabilité, nécessairag pppréhender la suite, le chapitre 3
présente quelques unes des méthodes statistiqugaestion. Le chapitre 4, quant a lui,
apporte une réponse positive grace a la méthode«dibnvolutive ». Cette derniére s’est
révélée étre une alternative efficace aux meéthatasstiques traditionnelles que nous
n'étions pas toujours en mesure d'appliquer surjems de données.

Les méthodes proposées dans ce manuscrit sontfré cannaissance, originales : nous

n'avons pas eu vent, au cours de nos recherchésiiigation d’un réseau de Petri ou d’'une
chaine de Markov pour traiter la statistique deaymde. De méme, la maniére bien
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particuliere dont la méthode convolutive appréheneeRetour d’EXpérience semble
nouvelle.

Ainsi, notre étude ne se prétend pas étre une egmtbxhaustive sur ces deux thématiques.
Nous avons plut6t fait le choix de I'originalité.

Je termine ces trois années d’étude avec deuxuckssi. La premiere est que la fiabilité est
une discipline trés ouverte et trés étendue, quiese constamment de nombreuses questions.
N’est-ce pas d’ailleurs ce qui fait tout son intétd.a seconde est que certaines thématiques,
semblant a premiére vue trés théoriques, peuverfaitganent trouver leur écho dans le
monde industriel.

Les perspectives sont nombreuses. La méthode adgiwolpeut certainement s’enrichir de
concepts tels que la considération de délais de mrsservice apres livraison, la prise en
compte des réparations, ou encore I'applicatiotodede survie plus complexes que la loi de
Weibull.

Un probleme prévu est un probléme en moins.
Maurice Dantec, extrait de La siréne rouge.

Concernant les statistiques de balayage, nous awbssrvé certains phénoménes qui
mériteraient d’étre approfondis. Par exemple, lé tue les approches markoviennes

fournissent une approximation de la statistiqubalayage n’est pas démontré a ce jour. D’'un
point de vue plus industriel, il est prévu de déppker un outil spécifique qui permettrait de

déterminer le nombre de défauts acceptables potaitetypes de composants, et permettrait
ainsi de définir des « seuils d’alertes ».
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