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Je remercie tout particulièrement Vincent Joly pour son aide et son amabilité.
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3.1 Úvod do zobecněné teorie měniče . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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nou elektrodou . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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4.2 Stupňovitá pevná elektroda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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4.2.2 Nerovinná stupňovitá elektroda s n stupni . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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5.1 Náhradńı schéma měniče . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
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7.3 Výhled do budoucna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
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Přehled použitých symbol̊u (Definition
des variables utilisées)

a strana membrány (arête de la membrane)
A integračńı konstanta (constante d’intégration)
α činitel tvaru pevné elektrody (coefficient lié à la forme de l’électrode arrière)
B integračńı konstanta (constante d’intégration)
c0 adiabatická rychlost zvuku (célérité adiabatique du son)
cM rychlost př́ıčné vlny š́ı̌ŕıćı se na membráně (célérité des ondes de flexion libre

dans la membrane)
C klidová kapacita měniče (capacité électrique)
Cn koeficient rozvoje řešeńı vlnové rovnice v mocninnou řadu (coefficient

d’une série de puissance)
Cax akustická poddajnost dutiny okolo pevné elektrody (souplesse acoustique

de la cavité périphérique)
C0,m,n poddajnost čtvercové membrány vztažená ke středové výchylce pro mód m, n

(souplesse de la membrane force sur déplacement au centre de la membrane pour
le mode de la vibration m, n)

¯̄C1 zobecněná poddajnost čtvercové membrány pro 1. rezonančńı mód (souplesse
généralisée de la membrane pour le 1er mode de la vibration)

C0∞ kvazistatická poddajnost čtvercové membrány vztažená ke středové výchylce (souplesse
quasistatique de la membrane force sur déplacement au centre de la membrane)

¯̄C∞ zobecněná kvazistatická poddajnost čtvercové membrány (souplesse quasistatique
généralisée de la membrane)

ε0 permitivita vakua (permittivité du vide)
f kmitočet (fréquence)
F śıla (force)
Ψ rychlostńı potenciál (potentiel des vitesses)
η tlaková citlivost (sensibilité en pression)
h vzdálenost mezi membránou a rovinnou pevnou elektrodou (épaisseur de l’entrefer

entre la membrane et l’électrode arrière plane)
hi vzdálenost mezi membránou a stupňovitou pevnou elektrodou v i-té rovinné části

(épaisseur de l’entrefer entre la membrane et l’électrode arrière en gradins dans
ieme partie plane)

hp výška paraboloidu (hauteur de parabolöıde)
j imaginárńı jednotka (unité imaginaire)
Jν(u) Besselova funkce řádu ν (fonction de Bessel de l’ordre ν)
k vlnové č́ıslo ve vzduchu (nombre d’onde dans l’air)
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6 POUŽITÉ SYMBOLY (VARIABLES UTILISÉES)

kM vlnové č́ıslo na membráně (nombre d’onde à la membrane)
K činitel měniče (coefficient de couplage du transducteur)
l(r), lr vzdálenost mezi membránou a nerovinnou pevnou elektrodou (épaisseur de l’entrefer

entre la membrane et l’électrode arrière non-plane)
l0 středová vzdálenost mezi membránou a nerovinnou pevnou elektrodou (épaisseur

central de l’entrefer entre la membrane et l’électrode arrière non-plane)
m1 plošná hustota membrány (masse surfacique de la membrane)
mh hmotnost vzduchové mezery pro rovinnou pevnou elektrodu (masse de l’entrefer

pour l’électrode arrière plane)
m0 hmotnost vzduchové mezery pro nerovinnou pevnou elektrodu vztažená ke

středové výchylce (masse de l’entrefer pour l’électrode arrière non-plane force sur
déplacement au centre de la membrane)

¯̄m zobecněná hmotnost vzduchové mezery pro nerovinnou pevnou elektrodu (masse
généralisée de l’entrefer pour l’électrode arrière non-plane)

M0,m,n hmotnost čtvercové membrány vztažená ke středové výchylce pro mód m, n
(masse de la membrane force sur déplacement au centre de la membrane pour
le mode de la vibration m, n)

¯̄M1 zobecněná hmotnost čtvercové membrány pro 1. rezonančńı mód (masse
généralisée de la membrane pour le 1er mode de la vibration)

µ činitel dynamické viskozity (coefficient de viscosité de cisaillement)
n index
Nν(u) Neumannova funkce řádu ν (fonction de Neumann de l’ordre ν)
ν śıla naṕınaj́ıćı membránu vztažená na jednotku délky (tension de la membrane)
ξ výchylka membrány (déplacement de la membrane)
ξ0 středová výchylka membrány (déplacement central de la membrane)
ξi pr̊uměrná výchylka membrány nad i-tou rovinnou část́ı stupňovité pevné

elektrody (déplacement moyen de la membrane sur ieme partie plane de l’électrode
arrière en gradins)

¯̄ξ zobecněná výchylka membrány (déplacement généralisé de la membrane)
p akustický tlak (pression acoustique)
p0 atmosférický tlak (pression atmosphérique)
Q náboj (charge)
σ náboj na jednotku plochy (charge surfacique)
Re poloměr pevné elektrody (rayon de l’électrode arrière)
Ri poloměr i-té rovinné části stupňovité pevné elektrody (rayon de ieme partie plane

de l’électrode arrière en gradins)
Rm mechanický odpor (résistance mécanique)
Rm0 mechanický odpor vztažený ke středové výchylce(résistance mécanique force sur

déplacement au centre de la membrane)
¯̄Rm zobecněný mechanický odpor (résistance mécanique généralisée)
ρ poměr pr̊uměru pevné elektrody a strany membrány (diamètre de l’électrode

arrière sur l’arête de la membrane)
ρ0 klidová hustota vzduchu (densité de l’air)
Si plocha i-té rovinné části stupňovité pevné elektrody (surface de ieme partie plane

de l’électrode arrière en gradins)
SM plocha membrány (surface de la membrane)
SN negativńı tuhost (raideur négative)
SRe

plocha na rozhrańı vzduchové mezery a okolńı dutiny (surface à la limite
entre l’entrefer et la cavité périphérique)

u stř́ıdavé napět́ı na výstupu měniče (tension alternative de sortie du transducteur)
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U celkové napět́ı na měniči (tension totale à transducteur)
U0 stejnosměrné polarizačńı napět́ı (tension de polarisation)
v akustická rychlost (vitesse acoustique)
vm rychlost membrány (vitesse de la membrane)
vmi pr̊uměrná rychlost membrány nad i-tou rovinnou část́ı stupňovité pevné elektrody

(vitesse moyene de la membrane sur ieme partie plane de l’électrode arrière
en gradins)

Vl objem vzduchové mezery (volume de l’entrefer)
Vx objem obvodové dutiny (volume de la cavité périphérique)
w objemová rychlost (débit)
ω úhlový kmitočet (pulsation)
Zm mechanická impedance (impédance mécanique)

Pomocné proměnné použ́ıvané pouze lokálně jsou vysvětleny při jejich použit́ı.

Les variables auxiliaires utilisées localement sont décrit au moment d’utilisation.
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Část I

SOUČASNÝ STAV ŘEŠENÉ
PROBLEMATIKY
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Kapitola 1

Přehled současného stavu výzkumu v
oblasti křemı́kových mikrofon̊u

1.1 Principy elektroakustické přeměny v křemı́kových

mikrofonech

Prvńı publikace zabývaj́ıćı se problematikou křemı́kových mikrofon̊u se začaly objevovat kolem
roku 1983 a od té doby se objevuj́ı mikromechanické realizace senzor̊u akustického tlaku pro
slyšitelné i ultrazvukové pásmo. Základńı shrnut́ı těchto poznatk̊u poskytuj́ı publikace [11], [12],
[13], [14], [15], [16], [17]. V následuj́ıćıch odstavćıch budou stručně popsány nejčastěǰśı principy
elektroakustické přeměny použ́ıvané v miniaturńıch křemı́kových mikrofonech. Tyto jednotlivé
typy křemı́kových mikrofon̊u se lǐśı náročnost́ı technologické realizace, frekvenčńım rozsahem
použitelnosti, maximálńı dosažitelnou citlivost́ı i šumovými vlastnostmi.

1.1.1 Piezoelektrické a piezorezistivńı mikrofony

Senzory založené na piezoelektrickém principu patř́ı mezi jedny z prvńıch realizaćı křemı́kových
mikrofon̊u. Jako piezoelektrický materiál byl nejprve použ́ıván např. ZnO, později piezopoly-
mery (např. PVDF nebo P(VDF-TrFE)). Základem senzoru je membrána (většinou dopovaný
křemı́k), na které je nanesena piezoelektrická vrstva tloušt’ky jednotek µm, která se deformuje
spolu s membránou. Mechanické napět́ı v piezoelektrické vrstvě zp̊usob́ı elektrické napět́ı na
kovových elektrodách.

Základem piezorezistivńıho senzoru je rovněž křemı́ková membrána, na jej́ımž povrchu jsou
rozmı́stěny piezorezistivńı elementy. S deformaćı membrány tyto elementy měńı sv̊uj odpor. V
literatuře byl popsán např́ıklad sensor se čtyřmi piezorezistivńımi elementy, dvěma u středu
membrány a dvěma na kraj́ıch, zapojenými do Wheastonova můstku.

Výhodou těchto typ̊u senzor̊u je absence vzduchové mezery a z toho vyplývaj́ıćı snadná
jednočipová realizace (mikrofon neńı třeba skládat ze dvou odděleně vyrobených část́ı). Značnou
nevýhodou je však ńızká citlivost - řádově stovky µV/Pa u piezoelektrických senzor̊u a deśıtkyµV/Pa u piezorezistivńıch senzor̊u - a též vysoká hladina vlastńıho šumu: 55 až 60 dB(A).

1.1.2 FET mikrofony

Tento typ senzoru využ́ıvá vlastnost́ı tranzistoru ř́ızeného elektrickým polem (FET). Skládá se
ze dvou část́ı (dvoučipová technologie). Prvńı část obsahuje Source a Drain, což jsou oblasti
s vodivost́ı typu N a mezi nimi kanál typu P. Na druhé části je membrána z nitridu křemı́ku
pokovená zlatem, tvoř́ıćı Gate. Výchylka membrány změńı kapacitu mezi Gate a P-kanálem,
a t́ım je modulován proud mezi Source a Drain. Ačkoliv je vzdálenost membrány a kanálu

11



12 KAPITOLA 1. PŘEHLED SOUČASNÉHO STAVU

velmi malá (jednotky µm), lze vhodnou geometríı kanálu dosáhnout velmi malého tlumeńı.
Nevýhodou je vysoká hladina vlastńıho šumu (obvykle v́ıce než 60 dB(A)).

1.1.3 Mikrofony s optickým vlnovodem

Funkce tohoto typu mikrofon̊u je založena na změně amplitudy a fáze světla procházej́ıćıho vl-
novodem v závislosti na rozměrech vlnovodu nebo změnách v bĺızkém okoĺı vlnovodu. Vstupńı
akustický signál tedy amplitudově nebo fázově moduluje výstupńı optický signál. V literatuře je
např. popsána realizace, která využ́ıvá vzduchovou mezeru pod membránou jako optický vlno-
vod, jehož jeden rozměr se měńı s výchylkou membrány. Daľśı prototyp obsahuje vlnovod kon-
stantńıch rozměr̊u (vrstva SiO2 - TiO2) v jehož těsné bĺızkosti - 130 nm - se nacháźı membrána,
která ovlivňuje š́ı̌reńı světla vlnovodem. K detekci fázové modulace je v obou př́ıpadech použit
Mach̊uv-Zehnder̊uv interferometr. Oba popsané typy mikrofon̊u maj́ı vyrovnanou frekvenčńı
charakteristiku do cca 4 kHz a hladinu vlastńıho šumu okolo 46 dB(A).

1.1.4 Kondenzátorové mikrofony

Mikrofony založené na tomto principu jsou neobyčejně rozš́ı̌reny a jsou využ́ıvány v nejnároč-
něǰśıch aplikaćıch v rozličných oblastech akustiky. Jejich vlasnosti, jako vyrovnaná frekvenčńı
charakteristika a ńızký vlastńı šum, vedou k zvýšenému zájmu o tento princip i v oblasti mikro-
mechanických technologíı. Křemı́kové kondenzátorové mikrofony lze rozdělit podle technologie
výroby na dvoučipové a jednočipové. U dvoučipové struktury je zvlášt’ vyrobena membrána a
zvlášt’ pevná elektroda a obě části jsou poté slepeny dohromady. V př́ıpadě jednočipové struk-
tury je mebrána i pevná elektroda vyrobena postupně na jedné křemı́kové destičce - na jednom
čipu. Odpadá tak poblém zarovnáńı dvou slepovaných část́ı, které je náročné na přesnost.

Jedna z prvńıch dvoučipových realizaćı je popsána v [13]. Membrána tohoto prototypu má
rozměry 0,8x0,8 mm2, tloušt’ku 0,15 µm, je vyrobena z nitridu křemı́ku1 (Si3N4) a pokovena je
hlińıkem. Pevná elektroda je rovinná, neděrovaná, tloušt’ka vzduchové mezery mezi membránou
a pevnou elektrodou je pouhé 2µm. Popsaný mikrofon dosahuje citlivosti 4,3 mV/Pa a frek-
venčńı charakteristika je vyrovnaná pouze do frekvence cca 2kHz, což je zp̊usobeno značným
viskózńım tlumeńım ve velmi úzké vzduchové mezeře. Tento problém lze, tak jako v př́ıpadě
mikrofon̊u vyrobených klasickými technologiemi, zredukovat perforaćı pevné elektrody. Perforo-
vanou pevnou elektrodu využ́ıvá k redukci vlivu viskózńıho tlumeńı jeden z nověǰśıch prototyp̊u
popsaný v [14], který je rovněž vyroben dvoučipovou technologíı. Membrána tohoto mikrofonu
je vyrobena z nitridu křemı́ku a má tvar osmiúhelńıku (membrány výše popsaných prototyp̊u
jsou čtvercové). Tento tvar nahrazuje kruhovou membránu o poloměru 1,95mm. Vzdálenost
mezi membránou a pevnou elektrodou je 20µm, k daľśımu sńıžeńı vlivu tlumeńı slouž́ı čtyři
d́ıry v pevné elektrodě. Citlivost mikrofonu je 22,4 mV/Pa, ekvivalentńı šumová hladina je
23dB(A). Mikrofon má vyrovnanou frekvenčńı charakteristiku do frekvence cca 10kHz, což při
rezonančńı frekvenci membrány cca 50kHz naznačuje, že viskózńı tlumeńı ve vzduchové mezeře
je stále př́ılǐs velké. I proto je účelné zabývat se daľśımi cestami vedoućımi k potlačeńı tlumeńı.
Jednou z nich je elektrostatický měnič s nerovinnou pevnou elektrodou, o kterém zejména
pojednává tato práce.

Pro úplnost uvedeme př́ıklad křemı́kového kondenzátorového mikrofonu vyrobeného jedno-
čipovou technologíı [15]. Základem této technologie je naneseńı pomocné vrstvy tloušt’ky vzdu-
chové mezery např́ıklad na hotovou membránu, realizace pevné elektrody na této vrstvě a

1Při výrobě křemı́kových membrán anizotropńım leptáńım je obt́ıžné vyrobit velmi tenké membrány kv̊uli
nesnadné kontrole rychlosti leptáńı. Výhodou membrán z nitridu křemı́ku je silná odolnost tohoto materiálu proti
chemikálíım použ́ıvaným při anizotropńım leptáńı (např. KOH). Pokud tedy nejprve vyrob́ıme na křemı́kovém
sustrátu tenkou vrstvu nitridu křemı́ku, membrána po odleptáńı křemı́ku bude tak silná, jak silná byla vrstva
nitridu křemı́ku.
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následné odstraněńı pomocné vrstvy. V citované publikaci je popsán mikrofon s velkým počtem
děr v pevné elektrodě (256 až 968). Citlivost mikrofonu se v závislosti na počtu děr v pevné
elektrodě, tloušt’ce vzduchové mezery a polarizačńım napět́ı pohybuje v řádu jednotek mV/Pa.
Ekvivalentńı šumová hladina je 35 až 42 dB(A).

1.2 Elektrostatický měnič s rovinnou pevnou elektrodou

Jak už bylo řečeno, elektroakustický měnič založený na elektrostatickém principu má vyj́ımečné
postaveńı jak v oblasti mikrofon̊u realizovaných klasickými technologiemi, tak v oblasti mini-
aturńıch křemı́kových mikrofon̊u. Teoretický popis tohoto typu měniče je velmi propracován a
lze ho nalézt v mnoha publikaćıch, např. [1], [2], či [18]. V této kapitole stručně shrneme teo-
retické poznatky o tomto druhu měniče a v daľśım textu se budeme na toto shrnut́ı odvolávat.
Teoretický popis funkce měniče bude proveden za pomoci elektro-akustických analogíı a povede
k sestaveńı náhradńıho obvodu.

Jednočinný elektrostatický měnič se skládá z předepnuté membrány coby pohyblivé elek-
trody a z pevné elektrody, mezi tyto elektrody je přivedeno stejnosměrné polarizačńı napět́ı.
Elektrostatické pole mezi membránou a pevnou elektrodou zp̊usobuje přitažlivou śılu, která,
vztažena na jednotku plochy, je popsána [1], [2]

f =
ε0 U2

2 l2
, (1.1)

kde l je vzdálenost a U je napět́ı mezi membránou a pevnou elektrodou. Totálńı diferenciál této
śıly je

df = −ε0 U2 dl

l3
+ ε0

U

l2
dU. (1.2)

Na membráně předpokládáme náboj vztažený na jednotku plochy

σ = ε0
U

l
, (1.3)

jehož totálńı diferenciál je

dσ = −ε0 U
dl

l2
+ ε0

dU

l
. (1.4)

Vzhledem k linearitě mohou být diferenciály vzdálenosti a napět́ı nahrazeny malými signálovými
veličinami dl ≈ ξ, dU ≈ u, kde ξ je výchylka membrány, u je výstupńı napět́ı a U ≈ U0 kde U0

je polarizačńı napět́ı. Budeme uvažovat ṕıstový pohyb membrány a rovinnou pevnou elektrodu
ve vzdálenosti l = l0 od membrány. Po integraci rovnic (1.2) a (1.4) přes plochu membrány
SM tak obdrž́ıme

F = −ε0 U0
2 ξ

l0
3SM + ε0

U0

l0
2 uSM , (1.5)

σ = −ε0 U0
ξ

l0
2SM + ε0

u

l0
SM . (1.6)

Tento pár rovnic lze zapsat v maticovém tvaru jako

[
F
q

]

=

[
kb −sn

C −kb

] [
u
ξ

]

, (1.7)

kde F je śıla na mechanické straně měniče, q je náboj v měniči, C = ε0S/l0 je klidová ka-
pacita měniče, kb = CU0/l0 je koeficient měniče a sn = kb

2/C je negativńı tuhost zp̊usobená
elektrostatickou přitažlivou silou. Tyto rovnice umožňuj́ı popsat elektro-mechanickou přeměnu
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u FC

− 1
sn

1 : kb

q̇ ξ̇kbξ̇

Obrázek 1.1: Náhradńı schéma popisuj́ıćı elektro-mechanickou přeměnu v měniči

pomoćı náhradńıho dvojbranu(viz obr. 1.1). Předpokládáme, že měnič je kvazistaticky stabilńı,
tedy že kvazistatická tuhost membrány převažuje nad negativńı tuhost́ı, a že statická výchylka
membrány vyvolaná elektrostatickou přitažlivou silou je zanedbatelná.

Na mechanické straně výše uvedeného dvojbranu vystupuje impedance membrány a sou-
stavy pod membránou (tedy zejména vzduchové mezery mezi membránou a pevnou elek-
trodou). Mikrofony realizované klasicky maj́ı téměř výhradně kruhovou membránu, mikro-
mechanické realizace mikrofon̊u však upřednostňuj́ı čtvercový tvar membrány. Při stanoveńı
impedance membrány se vycháźı z vlnové rovnice př́ıčných kmit̊u tenké membrány (tloušt’ka
membrány je zanedbatelná oproti ostatńım rozměr̊um a neńı brána v úvahu) 2 buzené harmo-
nicky proměnným tlakem p, který je konstantńı na celé ploše membrány

△ ξ + k2
M ξ = −p

ν
, (1.8)

ξ je výchylka membrány, △ je Laplace̊uv operátor, kM = ω
cM

je vlnové č́ıslo, cM =
√

ν
m1

je

rychlost př́ıčné vlny š́ı̌ŕıćı se na membráně, ν je předpět́ı membrány (śıla vztažená na jednotku
délky) a m1 je plošná hustota membrány (hmotnost vztažená na plochu). Řešeńı této rovnice
pro kruhovou membránu je [1], [2]

ξ◦(r) =
p

k2
M ν

(
J0(kM r)

J0(kM R)
− 1

)

, (1.9)

kde R je poloměr membrány, počátek souřadného systému je ve středu membrány. Pro obdél-
ńıkovou membránu má rovnice (1.8) řešeńı [1], [2]

ξ2(x, y) =
∞∑

n=1,3,5,...

∞∑

m=1,3,5,...

p

ν

−16

π2mn

1

k2
M − k2

m,n

sin
mπx

a
sin

nπy

b
, (1.10)

kde a, b jsou rozměry membrány, k2
m,n =

(
mπ
a

)2
+
(

nπ
b

)2
, počátek souřadného systému je v levém

dolńım rohu membrány. V této práci budeme počátek souřadného systému uvažovat uprostřed
membrány, proto ve vztahu pro výchylku budou funkce sinus nahrazeny funkcemi cosinus. Dále
budeme uvažovat pouze ńızké kmitočty kMa ≪ 1, tedy pod kmitočtem prvńıho vidu membrány
kde lze řadu ve vztahu (1.10) aproximovat prvńım členem

ξ(x, y) ≈ ξ0 cos
πx

a
cos

πy

b
, (1.11)

kde ξ0 je středová výchylka. Mechanickou impedanci membrány vztaženou k pr̊uměrné výchylce
urč́ıme jako pod́ıl fázor̊u śıly F a pr̊uměrné rychloti membrány v̄ = jωξ̄

Zm =
F

v̄
=

F

jωξ̄
, (1.12)

2Pokud tloušt’ka pohyblivé elektrody neńı zanedbatelná v̊uči jej́ım ostatńım rozměr̊um, je řešena jako destička
a problém vede na diferenciálńı rovnici čtvrtého řádu. Tı́mto př́ıpadem se zabývá např́ıklad práce [8].
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kde ξ̄ je pr̊uměrná výchylka

ξ̄ =
1

SM

∫∫

SM

ξ dS. (1.13)

Mechanickou impedanci lze vztáhnout i ke středové výchylce membrány

Zm 0 =
F

v0
=

F

jωξ0
. (1.14)

Následně je nutné vyjádřit mechanickou impedanci ve formě, kterou je možno popsat náhradńım
obvodem, např́ıklad rozkladem na parciálńı zlomky. Náhradńı obvod má obvykle podobu dru-
hého Fosterova kanonického dvojpólu (viz obr. 1.2). Každá sériová kombinace ekvivalentńı pod-
dajnosti Ci a ekvivalentńı hmotnosti Mi reprezentuje i-tý rezonančńı mód kmitáńı membrány.
Pod frekvenćı prvńı rezonance lze náhradńı obvod membrány zjednodušit na prvńı sériovou

C2

M2

Ci

MiM1

C1

Obrázek 1.2: Náhradńı obvod membrány

kombinaci poddajnosti C1 a hmotnosti M1.
Kmity membrány jsou tlumeny zejména impedanćı vzduchové mezery mezi membránou a

pevnou elektrodou, dále impedanćı dutiny okolo pevné elektrody a určitý vliv má i vyzařovaćı
impedance. Odvozeńı vyzařovaćı impedance pro ṕıstově kmitaj́ıćı kruhovou plochu lze nalézt
např́ıklad v [3], či v [2], rozš́ı̌reńı na neṕıstově kmitaj́ıćı membránu je uvedeno v [7] a vyzařováńım
ṕıstově kmitaj́ıćıch pravoúhlých ploch se zabývá práce [9]. V praxi se však vliv vyzařovaćı im-
pedance uvažuje zejména u akustických vysilač̊u, v př́ıpadě mikrofon̊u se obvykle zanedbává.
Impedance dutiny okolo pevné elektrody se bud’ předpokládá nulová (pokud má tato dutina
dostatečně velký objem), nebo se uvažuje jej́ı akustická poddajnost

Ca x =
Vx

ρ0c0
2
, (1.15)

kde Vx je objem dutiny, ρ0 je hustota vzduchu a c0 je adiabatická rychlost zvuku ve vzduchu.
Komplikovaněǰśı problém představuje impedance vzduchové mezery. Obecně lze problém

rozdělit do dvou část́ı [1]: uvažujeme 1. ideálńı stlačitelný plyn a 2. viskózńı nestlačitelný plyn.
Vlastnosti vzduchové mezery pak lze popsat pomoćı superpozice obou řešeńı. Nejprve tedy
zanedbáme vnitřńı třeńı v plynu (viskozitu) a z rovnice kontinuity formulované pro element ve
vzduchové mezeře obdrž́ıme vlnovou rovnici pro rychlostńı potenciál [1]. Z řešeńı této vlnové
rovnice dostaneme śılu p̊usob́ıćı na membránu a śılu na výstupu vzduchové mezery. Integračńı
konstanty v řešeńı vlnové rovnice jsou stanoveny pomoćı rychlosti membrány a rychlosti na
výstupu vzduchové mezery. Vzduchovou mezeru bez uvažováńı viskozity pak obecně popisuje
následuj́ıćı pár rovnic [

Fm

Fo

]

= Zgap ·
[
vm

vo

]

, (1.16)

kde Fm a vm je śıla a rychlost na membráně, Fo a vo je śıla a rychlost na výstupu vzduchové
mezery. Matice Zgap popisuje náhradńı obvod vzduchové mezery jako dvojbran. Impedanci po-
psanou matićı Zgap lze na ńızkých kmitočtech vyjádřit jako kombinaci hmotnosti a poddajnosti
vzduchové mezery.
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Ztráty vnitřńım třeńım jsou odvozeny za předpokladu nestlačitelného plynu ve vzduchové
mezeře [1]. Pohybovou rovnićı takového plynu je Navierova-Stokesova rovnice (podrobněji viz
[4]). Vyřešeńım této rovnice źıskáme rychlost a z ńı objemovou rychlost v mezeře a jej́ı vztah
k akustickému tlaku v mezeře. Poměr tlaku a objemové rychlosti je akustická impedance, jej́ıž
reálnou část́ı je akustický odpor zp̊usobený viskózńımi ztrátami. Imaginárńı část takto źıskané
impedance má hmotnostńı charakter a z mı́ry shody této hmotnosti s hmotnost́ı odvozené
za předpokladu ideálńıho stlačitelného plynu lze usuzovat na oprávněnost použit́ı principu
superpozice.

V praxi je často použ́ıvána děrovaná rovinná pevná elektroda. Toto řešeńı má za úkol sńıžit
zejména viskózńı tlumeńı kmit̊u membrány. V popisu takového měniče se pak vyskytuj́ı daľśı
prvky, ketré reprezentuj́ı zejména odpor a hmotnost děr v pevné elektrodě [1], [18].

Poté co jsme nalezli výše uvedené náhradńı prvky všech část́ı měniče, můžeme z nich sestavit
náhradńı schéma měniče. To je znázorněno na obrázku 1.3. Prvky mgap, cgap a rgap představuj́ı

p

M1

Cm x

−1/sn

u

kb : 1

C1

jωξ̄

cgap

1 : SM

C

mgap rgap

Obrázek 1.3: Náhradńı schéma elektrostatického měniče s rovinnou pevnou elektrodou jako
mikrofonu 0. řádu

hmotnost, poddajnost a odpor vzduchové mezery, Cm x je mechanická poddajnost okolńı dutiny.
Vlastnosti takto popsaného mikrofonu lze nyńı analyzovat metodami známými z teorie elek-
trických obvod̊u. Nejd̊uležitěǰśı takovou vlastnost́ı je tlaková citlivost η = u/p a jej́ı frekvenčńı
závislost.

1.3 Elektrostatický měnič s nerovinnou pevnou elektro-

dou

Miniaturizace mikrofonu před nás stav́ı nové problémy. Např́ıklad děrovaná pevná elektroda
je řešeńı pro miniaturńı mikrofon poněkud nepraktické. Proto byly hledány zp̊usoby, jak se
děrováńı pevné elektrody vyhnout. Jedńım z možných řešeńı je nerovinná pevná elektroda
popsaná v literatuře [5], [6] a zejména v [7], kde je řešen elektrostatický měnič s kruhovou
membránou a nerovinnou pevnou elektrodou. Účelem nerovinné pevné elektrody je sńıžeńı
viskózńıch ztrát ve vzduchové mezeře při pouze nepatrném sńıžeńı citlivosti měniče. Na uvedené
publikace bude v této práci navázáno.

Zaj́ımavým př́ıspěvkem je též publikace [19], kde je navržen měnič s nerovinnou pevnou
elektrodou tvaru ’mělké mı́sy’ (’shalow dish’), což je zcela opačný směr, než kterým se ub́ıraj́ı
publikace [5], [6] a [7] a než bude studováno v této práci. Řešeńı uvedené v [19] si však neklade
za ćıl sńıžit viskózńı tlumeńı, jeho účelem je zejména větš́ı linearita měniče. Nevýhodou je
nutnost perforace pevné elektrody.
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1.4 État de l’art dans le domaine des microphones mi-

niatures - Resumé en français

1.4.1 Principaux types de microphones sur silicium

Les premières réalisations de microphones miniatures sur silicium sont apparues en 1983. De
nombreuses autres ont suivi jusqu’a aujourd’hui [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17].

Microphones piézoélectriques et piézorésistifs

Les microphones basés sur l’effet piézorésistif comportent une membrane (le plus souvent en
silicium) portant une couche piézoélectrique métallisée (au départ en ZnO puis en PVDF ou
P(VDF-TrFE)) de quelques micromètres d’épaisseur. L’onde acoustique, par le mouvement
induit de la membrane, crée une contrainte dans le matériau piézoélectrique qui se voit alors
polarisé. Il en résulte une tension à ses bornes, proportionnelle au niveau de l’onde acoustique
(en première approximation).

Dans le cas du microphone piézorésistif, les éléments sensibles sont de piézorésistances
déposées sur une membrane isolante ou directement réalisées dans une membrane en sili-
cium. Quatre éléments montés en pont de Wheatstone permettent d’obtenir une tension de
déséquilibre du pont proportionnelle au niveau de l’onde acoustique incidente.

Le principal avantage de ces deux types de microphone réside dans leur structure ”sin-
gle chip” puisqu’il n’y a plus nécessité de créer un entrefer en assemblant deux éléments. Ils
présentent par contre l’inconvénient d’une faible sensibilité (quelques centaines de micro volts
par Pascal au maximum) et d’un niveau de bruit élevé (55 à 60 dB(A)).

Microphones FET

Ce type de microphone utilisé les propriétés du transistor FET. Il comporte deux parties, la
première porte deux pistes ”source” et ”drain” (conductivité de type N) séparées par un canal
P tandis que la seconde est constituée d’une membrane plaquée or constituant la ”grille”. Le
déplacement de la membrane vient moduler la capacité entre la grille et le canal P ce qui induit
une modification de la conductivité de ce canal et par conséquent du courant drain-source.
L’inconvénient de ce type de microphone est son niveau de bruit élevé (supérieur à 60 dB(A)).

Microphones à guide d’onde optique

Le principe de fonctionnement de ce type de microphone est basé sur la variation d’amplitude
et de phase de l’onde optique se propageant dans un guide d’onde lorsqu’une dimension de ce
guide varie. Ce guide peut être l’entrefer entre la membrane et un plan fixe situé à l’arrière de
celle-ci ou bien une couche mince (SiO2 - TiO2) située à très faible distance sous la membrane
(130 nm). Un interféromètre de type Mach-Zender est utilisé pour la détection. Le prototype
décrit dans la bibliographie [11] présente une réponse en fréquence plate jusqu’à 4 kHz et un
niveau de bruit de 46 dB(A).

Microphones capacitifs

Du fait de leurs caractéristiques avantageuses (réponse fréquentielle plate sur une large bande
passante, faible niveau de bruit), les microphones capacitifs sont très répandus, y compris
dans le domaine des microphones miniatures. Les réalisations présentées dans la littérature
comportent des microphones monolithiques ”single chip” ou d’autres nécessitant l’assemblage
de deux parties (une pour la membrane, l’autre pour l’électrode arrière fixe). Par exemple, un
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microphone à membrane carrée en Si3N4 de 0,8mm de côté etde 150nm d’épaisseur, avec un
entrefer de 2µm (l’électrode arrière n’est pas perforée) présente une sensibilité de 4,3 mV/Pa
et une réponse en fréquence plate jusqu’à 2 kHz [13]. Une réalisation plus récente, avec une
membrane circulaire de 1,95 mm de rayon, une électrode arrière portant 4 perforations et un
entrefer de 20µm affiche une sensibilité de 22,4 mV/Pa, une réponse en fréquence plate jusqu’à
10 kHz et un niveau de bruit de 23 dB(A) [14].

Un exemple de réalisation monolithique [15] est réalisé à l’aide d’une couche sacrificielle
d’aluminium de l’épaisseur de l’entrefer souhaité déposée sur la membrane. Une fois l’électrode
arrière déposée par dessus, cette couche sacrificielle est ensuite éliminée. Un tel microphone
présente une sensibilité de quelques millivolts par Pascal qui dépend du nombre de trous réalisés
dans l’électrode arrière (de 256 à 968), de l’épaisseur de l’entrefer et de la tension de polarisation.
Le niveau de bruit obtenu va de 35 à 42 dBA.

1.4.2 Transducteur électrostatique à électrode arrière plane

Dans ce paragraphe, la théorie du transducteur électrostatique à électrode arrière plane est
brièvement exposée ( [1], [2], [18] )en commençant par décrire la force électrostatique surfa-
cique entre la membrane et l’électrode arrière éq. (1.1), la charge surfacique éq. (1.3) et leurs
différentielles totales éq. (1.2) et éq. (1.4) où U est la tension électrique et l la distance entre
la membrane et l’électrode arrière (entrefer). Du fait de la linearité, les différentielles dU et
dl peuvent être remplacées par ses primitives u et ξ. Si la membrane est supposée vibrer en
mode piston avec l = l0, l’intégration des équations (1.2) et (1.4) sur la surface totale SM de
la membrane permet d’obtenir les équations de base du transducteur électrostatique (1.5) et
(1.6), qu’il est alors possible d’exprimer sous la forme d’une fonction de transfert matricielle
éq. (1.7), où C = ε0S/l0 est la capacité du transducteur, kb = CU0/l0 le coefficient de couplage
du transducteur et sn = kb

2/C la raideur négative. Le circuit équivalent, qui prend la forme
d’un quadripôle, est présenté sur la figure 1.1. Nous supposons la stabilité quasistatique et le
déplacement statique de la membrane causé par la force électrostatique négligeable.

Le calcul de l’impédance mécanique de la membrane nécessite d’exprimer l’équation (1.8) en
fonction du déplacement ξ de la membrane. Dans cette équation, p est la pression incidente sur
la membrane, uniforme sur toute la surface de cette dernière, kM = ω

cM

le nombre d’onde, cM =
√

ν
m1

la célérité des ondes de flexion libre dans la membrane avec ν la tension de la membrane

et m1 sa masse surfacique. La solution de l’équation (1.8) est donnée par l’équation (1.9) pour
la membrane circulaire de rayon R, respectivement (1.10) pour la membrane rectangulaire
de côtés a et b. Dans cette dernière équation, les coefficients km,n du développement en série

vérifient : k2
m,n =

(
mπ
a

)2
+
(

nπ
b

)2
. Les axes de coordonnées prennent leur origine dans l’angle

inférieur gauche de la membrane. Dans le cas des basses fréquences, et en plaçant maintenant
l’origine des axes de coordonnées au centre de la membrane, l’équation (1.10) se simplifie en
(1.11) où ξ0 représente le déplacement au centre de la membrane. L’impédance mécanique de la
membrane (force sur déplacement moyen) est alors donnée par l’équation (1.12) dans laquelle
le déplacement moyen ξ̄ prend la forme décrite dans l’équation (1.13). Le circuit équivalent de
la membrane prend alors la forme du dipôlle de Foster (figure 1.2).

L’impédance du système situé sous la membrane comprend la souplesse de la cavité péri-
phérique éq. (1.15) (c’est la souplesse acoustique où Vx est le volume de la cavité périphérique,
ρ0 la masse volumique de l’air et c0 la célérité adiabatique du son dans l’air) et l’impédance
mécanique de l’entrefer. Cette dernière est calculée à l’aide du principe de superposition des
états [1] : le gaz est tout d’abord supposé parfait et compressible afin de calculer la réactance
de l’entrefer, il est ensuite supposé incompressible et visqueux pour le calcul de la résistance
mécanique de l’entrefer. Dans le cas du gaz parfait, l’équation du potentiel des vitesses est
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exprimée à l’aide de la loi de conservation de la masse dans l’entrefer. La force Fm s’exerçant
sur la membrane et la force Fo à la sortie de l’entrefer sont exprimées à l’aide de la solution
de cette équation. Ceci permet d’écrire la relation (1.16) dans laquelle vm est la vitesse de la
membrane, vo la vitesse du gaz à la sortie de l’entrefer et Zgap représente le circuit équivalent de
l’entrefer, qui comporte aux basses fréquences la masse et la souplesse de l’entrefer. Les pertes
visqueuses sont décrites par l’équation de Navier-Stokes ([1], [4]). La solution de cette équation
est utilisée pour exprimer l’impédance de l’entrefer à partir de la relation pression-vitesse dans
ce dernier. La partie réelle de cette impédance est la résistance de l’entrefer, la partie imaginaire
sa masse. La masse de l’entrefer devrait correspondre à la masse calculée précédemment pour
le cas de l’hypothèse du gaz parfait. Pour le cas de l’électrode arrière perforée, la résistance et
la masse correspondant aux trous apparaissent.

Finalement, les différents éléments composant le circuit équivalent du microphone peut être
assemblés (figure 1.3). La sensibilité en pression η = u/p et la réponse fréquentielle théorique
du microphone peuvent alors être calculées.

1.4.3 Transducteur électrostatique à électrode arrière non-plane

Une autre manière d’adapter les pertes visqueuses dans l’entrefer afin d’optimiser la bande
passante du transducteur électrostatique peut consister, au lieu d’utiliser une électrode arrière
perforée, à considérer une électrode arrière non-plane. Ce type de transducteur électrostatique
a été décrit par Škvor et al. ([5], [6] et [7]) pour le cas d’une électrode arrière parabolique.
D’autres travaux [19] ont présenté un transducteur électrostatique à électrode arrière en forme
de soucoupe (”shallow dish”) afin d’augmenter la linéarité du transducteur, mais avec une
électrode perforée.
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Kapitola 2

Ćıl disertačńı práce

Ćılem práce je nalézt teoretický popis jednočinného elektrostatického měniče se čtvercovou
membránou a nerovinnou pevnou elektrodou jako akustického přijimače. Popis je proveden
pomoćı elektroakustických analogíı a je zkoumána možnost praktické realizace tohoto měniče
pomoćı mikromechanických technologíı.

Studovaný měnič je schématicky znázorněn na obrázku 2.1. Hlavńım smyslem použit́ı nero-
vinné pevné elektrody je sńıžeńı viskózńıho tlumeńı ve vzduchové mezeře mezi membránou a
pevnou elektrodou v porovnáńı s měničem s rovinnou pevnou elektrodou. To umožńı vyhnout se
perforaci pevné elektrody, která by jinak byla nezbytná, avšak při použit́ı mikromechanických
technologíı velmi nepraktická. Dı́ky neṕıstovým kmit̊um membrány maj́ı jej́ı okrajové části (od
nichž je nerovinná pevná elektroda v́ıce vzdálena) malý vliv na celkovou změnu kapacity a tud́ıž
na citlivost měniče. Nerovinná pevná elektroda bude uvažována nejprve ve tvaru rotačńıho pa-
raboloidu, poté bude zkoumán i měnič se stupňovitou pevnou elektrodou, pomoćı ńıž je možno
aproximovat jak paraboloid, tak i daľśı tvary.

okolńı dutina

vzduchová mezera

čtvercová membrána

nerovinná kruhová pevná elektroda

Obrázek 2.1: Schématické znázorněńı měniče

Ve všech následuj́ıćıch úvahách budeme vycházet z těchto základńıch předpoklad̊u:

• Membrána i pevná elektroda jsou vodivé.

• Membrána kmitá na frekvenćıch nižš́ıch než je frekvence 1. symetrického módu a jej́ı
výchylky jsou zanedbatelné proti středové vzdálenosti membrány a pevné elektrody.

23
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• Vzduchovou mezeru tvoř́ı bezeztrátové plynné dielektrikum.

• Při použit́ı měniče jako senzoru je elektrický náboj na měniči konstantńı.

• Soustava je kvazistaticky stabilńı a statická výchylka membrány vyvolaná elektrostatickou
přitažlivou silou je zanedbatelná v̊uči vzdálenosti elektrod.

Jelikož je praktická realizace miniaturńıho křemı́kového mikrofonu časově náročná a velmi
nákladná, je kladen velký d̊uraz na vytvořeńı dostatečně přesného analytického modelu měniče,
který umožńı stanovit optimálńı parametry měniče. K tomu je zapotřeb́ı zejména:

• stanovit prvky zobecněného náhradńıho obvodu popisuj́ıćı elektro-mechanickou přeměnu
v měniči, náhradńı prvky membrány a náhradńı prvky systému pod membránou, t.j.
vzduchové mezery a okolńı dutiny.

• stanovit na základě analýzy náhradńıho obvodu tlakovou citlivost měniče jako akustického
přijimače 0. řádu a jej́ı modulovou charakteristiku.

Analytický popis provád́ıme na základě elektromechanické (elektroakustické) analogie. U pro-
měnných mechanických veličin a veličin akustického pole, např́ıklad tlaku p, rychlosti v, śıly
F , a podobně, je předpokládán harmonický pr̊uběh v čase a veličiny zde vystupuj́ı jako fázory.
V př́ıpadě vektorových veličin je uváděna složka vektoru ve směru, který je zřejný z kontextu
(nejčastěji směr r v polárńıch souřadnićıch). Tam kde by mohla vzniknout nejasnost je směr
označen v indexu veličiny, např. vr.

V oblasti praktické realizace měniče si práce klade za ćıl zejména ověřit ve spolupráci s
partnerským pracovǐstěm na Université du Maine (Francie) použitelnost mikromechanických
technologíı pro výrobu měniče s nerovinnou pevnou elektrodou. Dále testovat etapy realizace
měniče za pomoci technologie dostupné na partnerském pracovǐsti a navrhnout konkrétńı po-
stup zhotoveńı vzorku měniče.
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2.1 L’objectif du travail - Resumé en français

L’objectif de ce travail est de trouver la description théorique du transducteur électrostatique à
membrane carrée et électrode arrière non-plane utilisé comme le capteur de pression acoustique
de 0. ordre et d’examiner des possibilités de sa réalisation en utilisant les micro-technologiques.

Le dessin simplifié du transducteur est présenté sur la figure 2.1. L’intérêt principal de la
configuration à électrode arrière non-plane est la diminution d’amortissement visqueux dans
l’entrefer entre la membrane et l’électrode arrière. Cela nous permet d’éviter sa perforation.
La forme de l’électrode n’influence en fait que très peu la sensibilité du transducteur car les
parties de la membrane situés à la périphérie ne présentent que de très faibles déplacements.
L’électrode arrière non-plane en forme de parabolöıde de révolution est tout d’abord considerée,
le transducteur à électrode arrière en gradins est ensuite étudié.

Dans la description de ce type de transducteur, nous admettons les hypothèses, plus ou
moins simplificatrices, suivantes:

• La membrane et l’électrode arrière sont conductrices.

• La membrane vibre sur son mode symmétrique fondamental et son déplacement est très
faible par rapport à l’épaisseur de l’entrefer.

• Le diélectrique est isotrope et idéal.

• La charge électrique des électrodes reste constante.

• La déflection statique (dûe à la force attractive électrostatique) n’est pas considerée.

Comme la réalisation d’un microphone miniature est très complexe et onéreuse, le bénéfice
d’un modèle théorique est très important puisqu’il permet de déterminer les paramètres op-
timaux du transducteur en fonction d’un cahier des charges donné. La description théorique
comporte principalement:

• les éléments du circuit équivalent généralisé décrivant la transformation électromécanique
dans le transducteur.

• les éléments du circuit équivalent généralisé décrivant le comportement mécanique des
parties particulieres du transducteur dont plus particulièrement la membrane et le système
acoustique à l’arrière de la membrane, qui comporte l’entrefer et la cavité périphérique.

• la détermination de la sensibilité en pression du transducteur utilisé comme le capteur de
pression acoustique de 0. ordre et de la réponse fréquentielle théorique.

En régime harmoniques, seules les composante des vecteurs interviennent dans les équations (la
direction de la composante est très souvent évidente dans le contexte, sinon elle est indiquée
en indice, par exemple vr).

Pour ce qui concerne la partie réalisation, l’objectif du travail est le test des étapes de
réalisation, en collaboration avec les collègues de l’université du Maine, et la mise au point du
procédé de fabrication d’un prototype de microphone micro usiné sur silicium.
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VÝSLEDKY DISERTAČNÍ PRÁCE
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Kapitola 3

Zobecněná teorie elektrostatického
měniče s čtvercovou membránou a
nerovinnou pevnou elektrodou

V této kapitole budou prezentována odvozeńı základńıch vztah̊u z teorie elektrostatického
měniče a elektromechanický převod v měniči bude popsán pomoćı náhradńıho obvodu, jehož
parametry budou též odvozeny.

3.1 Úvod do zobecněné teorie měniče

Mějme dva kapacitory, které maj́ı plochy elektrod S1 a S2, a vzdálenosti elektrod l1 a l2 (viz [7]).
Jejich klidové kapacity tedy budou

C1,2 =
ε0 S1,2

l1,2
(3.1)

a změny kapacit

dC1,2 = −ε0 S1,2

l1,2
2 dl1,2. (3.2)

Kapacitory jsou spojeny paralelně, jejich celková kapacita je C = C1 + C2 a celková změna
kapacity je dC = dC1 + dC2. Tyto kapacitory nám mohou reprezentovat dva sousedńı úseky
měniče s nerovinnou pevnou elektrodou. Bude-li těchto úsek̊u n, bude celková kapacita

C = ε0

n∑

i=1

Si

li
, (3.3)

a změna celkové kapacity

dC = −ε0

n∑

i=1

Si

li
2 dli. (3.4)

Náboj na kapacitoru je Q = CU , diferencováńım této rovnice dostáváme

dQ = dC U + C dU. (3.5)

Předpokládáme, že soustava má konstantńı celkový náboj Q =
∑

i

qi = konst., tedy dQ = 0.

Zahrnut́ım tohoto předpokladu do rovnice (3.5) dostaneme

dU = −dC

C
U. (3.6)

29
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Vzhledem k předpokládané linearitě mohou být diferenciály vzdálenosti a napět́ı nahrazeny
malými signálovými veličinami, tedy zavedeme

dli ≈ ξi, dU ≈ u, U ≈ U0, (3.7)

kde ξi je výchylka pohyblivé elektrody i-tého kapacitoru, u je signálové napět́ı a U0 je pola-
rizačńı napět́ı. Dosazeńım za C a dC z (3.3) a (3.4) do (3.6) a při respektováńı náhrad (3.7)
dostáváme signálové napět́ı soustavy n kapacitor̊u paralelně spojených

u = U0

n∑

i=1

ξi Si

li
2

n∑

i=1

Si

li

. (3.8)

Tento popis rozš́ı̌ŕıme na měnič s nerovinnou pevnou elektodou, kde vzdálenost mezi pevnou
a pohyblivou elektrodou je l a plocha pr̊umětu pevné elektrody do roviny membrány je Se.
Zaved’me plošný náboj

σ = ε0
U

l
(3.9)

a jeho diferenciál

dσ = ε0
dU

l
− ε0

U

l2
dl, (3.10)

a dále signálové veličiny dl ≈ ξ, dU ≈ u, U ≈ U0 a dσ ≈ σ∼ a podobně jako v předchoźım
rozboru předpokládejme konstantńı náboj

∫∫

Se

σ∼dSe = 0. (3.11)

Po úpravě źıskáme vztah pro výstupńı signálové napět́ı naprázdno měniče s nerovinnou pevnou
elektrodou jako sensoru pracuj́ıćıho s konstantńım nábojem

u = U0

∫∫

Se

ξ

l2
dSe

∫∫

Se

dSe

l

. (3.12)

Tento vztah je analogický se vztahem (3.8).
Přejděme nyńı ke konkrétńı geometrii měniče. Ta je znázorněna na obrázku 3.1. Zkoumaný

typ je měničem se čtvercovou membránou a nerovinnou kruhovou pevnou elektrodou tvaru
rotačńıho paraboloidu, a je délka strany membrány, Re je poloměr pevné elektody, l je tloušt’ka
vzduchové mezery, ξ je výchylka membrány. Výchylka čtvercové membrány pod frekvenćı
prvńıho módu může být aproximována vztahem (v kartézských souřadnićıch)

ξ(x, y) ≈ ξ0 cos
πx

a
cos

πy

a
, (3.13)

kde ξ0 je středová výchylka, x ∈ 〈−a
2
, a

2
〉, y ∈ 〈−a

2
, a

2
〉. Tloušt’ka vzduchové mezery (v polárńıch

souřadnićıch) je

l(r) = l0

(

1 + α2 r2

Re
2

)

, (3.14)
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ϕ

x

r

a
2

l(r)

ξ(r)

r

elektroda

a
2

y

−a
2

membrána

−a
2

l0

Re

α2l0

ξ0

Obrázek 3.1: Geometrie měniče

kde l0 je středová tloušt’ka vzduchové mezery, α je koeficient tvaru1, r ∈ 〈0, Re〉. Dosazeńım
rovnic (3.13) a (3.14) do rovnice (3.12) źıskáme výstupńı napět́ı měniče naprázdno. Integrály

1Koeficient α je vztahem (3.14) definován jinak, než v práci [7]. Aby byl koeficient α definován v souladu

s [7], musela by tloušt’ka vzduchové mezery být l(r) = l0

(

1 + α2 r2

(a/2)2

)

. Definice koeficientu α podle (3.14)

nám však přinese usnadněńı pozděǰśıch výpočt̊u
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je d́ıky rotačńı symetrii pevné elektrody výhodné řešit v polárńıch souřadnićıch, pak dSe =
r dϕ dr. Výpočet integrál̊u se značně zjednoduš́ı, zavedeme-li aproximaci

cos β ≈ 1 − β2

2
+

β4

24
, (3.15)

která je na intervalu β ∈ 〈−π
2
, π

2
〉 postačuj́ıćı náhradou. Výstupńı napět́ı měniče naprázdno lze

tedy aproximovat výpočtem

u ≈ U0

ξ0

l0
2

∫ Re

0

∫ 2π

0

(1 − π2(r cos ϕ)2

2 a2 + π4(r cos ϕ)4

24 a4 )(1 − π2(r sinϕ)2

2 a2 + π4(r sinϕ)4

24 a4 )

(1 + α2 r2

Re
2 )2

r dϕ dr

2π

l0

∫ Re

0

r

1 + α2 r2

Re
2

dr

. (3.16)

Výsledný vztah pro výstupńı napět́ı měniče naprázdno je po úpravách

u ≈ U0 ξ0

l0
ζ(α, ρ), (3.17)

kde

ζ(α, ρ) =
2α2

(1 + α2) ln(1 + α2)

(

1

2
+

π2ρ2

α2

1

24
+

π4ρ4

α4

2 + α2

29
− π6ρ6

α6

(α4 − 3α2 − 6)

215 3
+

+
π8ρ8

α8

(α6 − 2α4 + 6α2 + 12)

222 32
− π2ρ2

α4
(1 + α2)

(
π6ρ6

α6

1

220 3
+

π4ρ4

α4

1

214
+

π2ρ2

α2

1

28
+

1

24

)

ln(1 + α2)

)

a ρ = 2Re

a
je poměr pr̊uměru pevné elektrody a délky strany membrány. Pro rovinnou elektrodu

pak ζ(α, ρ) přejde na

lim
α→0

ζ(α, ρ) = 1 − π2ρ2

24
+

π4ρ4

28 · 3 − π6ρ6

215 · 3 +
π8ρ8

221 · 3 · 5 . (3.18)

Závislost funkce ζ(α, ρ) na ρ pro hodnoty α = 1, α = 0, 5 a α = 0 je vynesena na obrázku 3.2.

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1
ζ(α, ρ)

ρ

α = 0, 5

α = 0

α = 1

Obrázek 3.2: Závislost funkce ζ(α, ρ) na ρ pro hodnoty α = 1, α = 0, 5 a α = 0.
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3.2 Zobecněný náhradńı obvod měniče

Náhradńı obvod popisuj́ıćı elekro-mechanickou přeměnu v měniči s nerovinnou pevnou elektro-
dou je znázorněn na obrázku 3.3, jeho parametry jsou závislé na tvaru pevné elektrody a budou
odvozeny ńıže.

u FC

− 1
SN

1 : K

q̇
˙̄̄
ξK

˙̄̄
ξ

Obrázek 3.3: Náhradńı schéma elektro-mechanické přeměny v popisovaném měniči

3.2.1 Parametry zobecněného náhradńıho obvodu měniče s nerovin-
nou pevnou elektrodou

Jednotlivé prvky analogického obvodu mohou být vztaženy k pr̊uměrné nebo středové výchylce
membrány. My budeme v daľśım popisu (v souladu s [7]) vycházet ze středové výchylky
membrány a stanov́ıme zobecněné parametry měniče.

Složka celkové śıly p̊usob́ıćı do osy symetrie elektrody na jednotku plochy je

f =
ε0 U2

2 l2
. (3.19)

Jej́ım totálńım diferenciálem dle proměnných U a l je

df = −ε0 U2 dl

l3
+ ε0

U

l2
dU. (3.20)

Po zavedeńı signálových veličin dl ≈ ξ, dU ≈ u, U ≈ U0 a df ≈ f∼, kde f∼ je signálová plošná
śıla, a integraci po ploše Se źıskáme śılu p̊usob́ıćı na membráně

F = −ε0 U2
0

∫∫

Se

ξ

l3
dSe + ε0 U0 u

∫∫

Se

dSe

l2
. (3.21)

Za předpokladu, že membrána i pevná elektroda jsou ekvipotenciálńımi plochami, plošný náboj
je

σ = ε0
U

l
. (3.22)

Po stanoveńı diferenciálu plošného náboje dσ, zavedeńı signálového plošného náboje dσ = σ∼

a integraci po ploše Se dostáváme náboj

q =

∫∫

Se

σ∼dSe = −ε0 U0

∫∫

Se

ξ

l2
dSe + ε0 u

∫∫

Se

dSe

l
. (3.23)

Soustavu rovnic (3.21) a (3.23) lze zapsat do maticového tvaru, č́ımž je měnič popsán jako
lineárńı dvojbran

[
F
q

]

=

[
K −SN

C −K

] [
u
¯̄ξ

]

, (3.24)
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definovaný koeficientem měniče K, kapacitou měniče C, zobecněnou výchylkou ¯̄ξ a negativńı
tuhost́ı SN . Obecné vztahy pro tyto parametry odvod́ıme z rovnic (3.21) a (3.23) a po úpravách
dostáváme tvar pro naš́ı konkrétńı geometrii měniče

K = ε0 U0

∫∫

Se

1

l2
dSe =

ε0U0πRe
2

l0
2

1

1 + α2
, (3.25)

C = ε0

∫∫

Se

1

l
dSe =

ε0πRe
2

l0

ln(1 + α2)

α2
. (3.26)

V daľśıch výpočtech opět pro zjednodušeńı vztahu pro výchylku membrány použijeme aproxi-
maci (3.15) a taktéž převod do polárńıch souřadnic, podobně jako ve vztahu (3.16). Dostáváme
tak

¯̄ξ =
ε0 U0

K

∫∫

Se

ξ

l2
dSe ≈ ξ0 Ξ(α, ρ), (3.27)

SN =
ε0 U0

2

¯̄ξ

∫∫

Se

ξ

l3
dSe ≈

ε0U0
2πRe

2

l0
3

σ(α, ρ)

Ξ(α, ρ)
, (3.28)

kde

Ξ(α, ρ) = 2

(

1

2
+

π2ρ2

α2

1

24
+

π4ρ4

α4

2 + α2

29
− π6ρ6

α6

(α4 − 3α2 − 6)

215 3
+

π8ρ8

α8

(α6 − 2α4 + 6α2 + 12)

222 32
−

− π2ρ2

α4
(1 + α2)

(
π6ρ6

α6

1

220 3
+

π4ρ4

α4

1

214
+

π2ρ2

α2

1

28
+

1

24

)

ln(1 + α2)

)

,

σ(α, ρ) =
1

(1 + α2)2

(

1 +
α2

2
− π2ρ2

24
− π4ρ4

α4

2 + 3α2

29
− π6ρ6

α6

(2α4 + 9α2 + 6)

214 3
+

+
π8ρ8

α8

2 + α2

222 3
(α4 − 6α2 − 6) +

π4ρ4

α6

(1 + α2)2

28

(
π2ρ2

α2

1

26
+ 1

)2

ln(1 + α2)

)

.

(3.29)

V př́ıpadě rovinné elektrody přejdou funkce Ξ(α, ρ) a σ(α, ρ) na stejný tvar, který je zároveň
shodný se vztahem (3.18)

lim
α→0

Ξ(α, ρ) = lim
α→0

σ(α, ρ) = 1 − π2ρ2

24
+

π4ρ4

28 · 3 − π6ρ6

215 · 3 +
π8ρ8

221 · 3 · 5 . (3.30)
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3.2.2 Parametry zobecněného náhradńıho obvodu měniče se stupňovitou

pevnou elektrodou

Jelikož v praxi je někdy obt́ıžné vyrobit pevnou elektrodu tvaru rotačńıho paraboloidu, je účelné
zabývat se popisem měniče se stupňovitou pevnou elektrodou, která je z technologického hle-
diska velmi zaj́ımavá a jej́ıž pomoćı lze aproximovat i komplikovaněǰśı tvary pevných elektrod.
Měnič se stupňovitou elektrodou budeme popisovat v souladu s obrázkem 3.4.

vm1 vm2vm2

h1 h2

R1

R2

Rn

vmn vmn

hn

Rn−1

Obrázek 3.4: Popis soustavy membrána - stupňovitá pevná elektroda

Elektrostatická přitažlivá śıla mezi i-tou rovinnou část́ı elektrody a i-tou část́ı membrány je

Fi =
ε0SiU

2

2h2
i

, (3.31)

kde Si = π(R2
i − R2

i−1) je plocha i-té rovinné části elektrody, hi je vzdálenost mezi i-tou část́ı
membrány a elektrody a U je napět́ı mezi membránou a pevnou elektrodou. Celková śıla je

F =
n∑

i=1

Fi =
n∑

i=1

ε0SiU
2

2h2
i

. (3.32)

Totálńı diferenciál této śıly je

dF = −
n∑

i=1

ε0SiU
2

h3
i

dhi +
n∑

i=1

ε0SiU

h2
i

dU. (3.33)

Po zavedeńı signálových veličin dle (3.7) dostaneme

F∼ = ε0U0u

n∑

i=1

Si

h2
i

− ε0U
2
0

n∑

i=1

Si

h3
i

ξi. (3.34)

Obdobně jako v př́ıpadě śıly stanov́ıme celkový náboj

Q =

n∑

i=1

Qi =

n∑

i=1

ε0SiU

hi
(3.35)
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a jeho totálńı diferenciál po zavedeńı signálových veličin

Q∼ = ε0u
n∑

i=1

Si

hi

− ε0U0

n∑

i=1

Si

h2
i

ξi. (3.36)

Rovnice (3.34) a (3.36) tvoř́ı soustavu jej́ıž pomoćı lze popsat elektrostatický měnič se stupňovitou
elektrodou jako lineárńı dvojbran. Tuto soustavu vyjádř́ıme v maticovém tvaru

[
F∼

Q∼

]

=

[
K −SN

C −K

] [
u
¯̄ξ

]

, (3.37)

kde činitel měniče je

K = ε0U0

n∑

i=1

Si

h2
i

, (3.38)

kapacita

C = ε0

n∑

i=1

Si

hi
, (3.39)

zobecněná výchylka,

¯̄ξ =

n∑

i=1

Si

h2
i

ξi

n∑

i=1

Si

h2
i

(3.40)

a negativńı tuhost

SN = ε0U
2
0

n∑

i=1

Si

h3
i

ξi

n∑

i=1

Si

h2
i

n∑

i=1

Si

h2
i

ξi

. (3.41)

Abychom však mohli stanovit výše odvozené parametry náhradńıho obvodu měniče, potřebujeme
znát výchylky ξi nad jednotlivými rovinnými částmi pevné elektrody. Stanov́ıme je jako pr̊uměrné
výchylky membrány v př́ıslušných oblastech. Vyjádř́ıme-li výchylku membrány (3.13) v polárńıch
souřadnićıch, pak pr̊uměrná výchylka v i-té oblasti (mezi poloměry Ri−1 a Ri) je

ξi =
ξ0

Si

∫ Ri

Ri−1

∫ 2π

0

cos
πχ cos ϕ

a
cos

πχ sin ϕ

a
χ dϕ dχ. (3.42)

Vnitřńı integrál podle ϕ urč́ıme za pomoci vztah̊u z [10]
∫ 2π

0

cos
πχ cos ϕ

a
cos

πχ sin ϕ

a
dϕ = 2πJ0(

√
2

πχ

a
), (3.43)

a pomoćı vzorc̊u pro integrováńı Besselových funkćı [10] urč́ıme i vněǰśı integrál

2π

∫ Ri

Ri−1

χ J0(
√

2
πχ

a
) dχ =

√
2 a

(

RiJ1(
√

2
πRi

a
) − Ri−1J1(

√
2

πRi−1

a
)

)

. (3.44)

Pak
ξi = xi ξ0, (3.45)

kde

xi =

√
2 a

Si

(

RiJ1(
√

2
πRi

a
) − Ri−1J1(

√
2

πRi−1

a
)

)

. (3.46)
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3.3 Zobecněné prvky membrány

Na rozd́ıl od měniče s rovinnou pevnou elektrodou, kde impedanci membrány vztahujeme k
pr̊uměrné výchylce, u měniče s nerovinnou pevnou elektrodou vztáhneme mechanickou impe-
danci membrány k zobecněné výchylce (3.27)

¯̄ZM =
FM

jω ¯̄ξ
=

pSM

jωξ0Ξ(α, ρ)
=

Z0

Ξ(α, ρ)
, (3.47)

kde FM je śıla p̊usob́ıćı na membránu, Ξ(α, ρ) je dáno vztahem (3.29) a Z0 je mechanická
impedance membrány vztažená ke středové výchylce. Při stanoveńı středové výchylky vyjdeme
z rovnice (1.10)

ξ0 =
∞∑

n=1,3,5,...

∞∑

m=1,3,5,...

p

ν

−16

π2mn

1

k2
M − k2

m,n

, (3.48)

kde k2
M = ω2

c2
M

= ω2m1

ν
a pro čtvercovou membránu k2

m,n = π2

a2 (m2 + n2). Po úpravách tedy pro

středovou výchylku čtvercové membrány dostáváme

ξ0 =

∞∑

n=1,3,5,...

∞∑

m=1,3,5,...

p
π4ν
16 a2 m n (m2 + n2) − ω2π2m1

16
m n

. (3.49)

Admitance vztažená ke středové výchylce je potom

Z−1
0 =

jωξ0

p a2
=

∞∑

n=1,3,5,...

∞∑

m=1,3,5,...

1
1
jω

π4ν m n (m2+n2)
16

+ jω π2a2m1

16
m n

. (3.50)

Jak je z (3.50) patrné, ekvivalentńı mechanická hmotnost čtvercové membrány vztažená ke
středové výchylce je

M0,m,n =
π2a2m1

16
m n (3.51)

a poddajnost čtvercové membrány vztažená ke středové výchylce je

C0,m,n =
16

π4ν m n (m2 + n2)
. (3.52)

Pro popis membrány jako pohyblivé elektrody kondenzátorového mikrofonu je zaj́ımavá jej́ı
náhrada v oblasti 1. rezonančńıho módu, kde m = n = 1. V souladu s (3.47) je pak zobecněná
hmotnost membrány pro 1. rezonančńı mód dána

¯̄M1 =
M0,1,1

Ξ(α, ρ)
=

1

16
π2a2m1

1

Ξ(α, ρ)
(3.53)

a zobecněná poddajnost pro 1. rezonančńı mód je

¯̄C1 = C0,1,1 Ξ(α, ρ) =
8

π4ν
Ξ(α, ρ). (3.54)

Kvazistatickou poddajnost (náhrada membrány pro ω → 0) vztaženou ke středové výchylce lze
stanovit jako součet d́ılč́ıch poddajnost́ı

C0∞ =
∞∑

n=1,3,5,...

∞∑

m=1,3,5,...

C0,m,n ≈ 1

9, 90261 ν
, (3.55)

zobecněná kvazistatická poddajnost je

¯̄C∞ = C0∞ Ξ(α, ρ). (3.56)
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3.4 Théorie généralisée du transducteur électrostatique

à membrane carrée et à électrode arrière non-plane

- Résumé en français

Ce chapitre présente la théorie du transducteur électrostatique. La transduction électrostatique
est décrite par un circuit équivalent.

3.4.1 Introduction à la théorie généralisée

Nous considérons deux condensateurs dont les surfaces d’électrodes sont notéesS1 et S2, les
distances entre les électrodes l1 et l2. Leurs capacités sont décrites par l’équation (3.1). Ces
condensateurs peuvent représenter deux parties d’un transducteur à électrode arrière non-
plane discrétisée. Ainsi l’on a n parties de transducteur, la capacité totale est décrite par
l’équation (3.3). Si la distance entre les électrodes varie, la différentielle de la capacité totale
est définie par l’équation (3.4). En supposant que la charge totale du transducteur est con-
stante (Q =

∑

i

qi = const. ⇒ dQ = 0), la différentielle totale de la charge éq. (3.5) prend

la forme (3.6). Du fait de la linearité, les différentielles dU et dl peuvent être remplacées par
ses primitives u et ξ (3.7). Puis, obtient la tension de sortie (3.8). Cette description peut être
généralisée pour un transducteur à électrode arrière non-plane continue, la tension de sortie est
alors donnée par l’équation (3.12).

Le système comportant membrane carrée - entrefer - électrode arrière en forme de para-
bolöıde est présenté sur la figure 3.1. Le déplacement de la membrane est décrit par l’équation (3.13)
et la distance entre les électrodes est donnée par l’équation (3.14). La symétrie de révolution de
l’entrefer permet de calculer les intégrales apparaisant dans l’équation (3.12) en coordonnées
polaires. En utilisant le développement limité (3.15), la tension de sortie de ce type de tran-
sducteur est exprimée par l’équation (3.17).

3.4.2 Circuit équivalent généralisé

Électrode arrière en forme de parabolöıde

Pour obtenir les paramètres du circuit équivalent, on exprime la force surfacique éq. (3.19), la
charge surfacique éq. (3.22) et leurs différentielles totales, et, après integration sur la surface
totale de l’électrode, on obtient les équations de base du transducteur électrostatique (3.21)
et (3.23). Il est possible d’écrire ce couple d’équations du transducteur sous la forme d’un
quadrupôle analogique éq. (3.24). Dans cette équation, K est le coefficient de couplage du tran-

sducteur (3.25), C est la capacité du transducteur (3.26), ¯̄ξ est le déplacement généralisé (3.27)
et −SN est la raideur négative (3.28). Les intégrales apparaisant dans les équations (3.21)
et (3.23) ont eté calculées en coordonnées polaires en utilisant le développement limité (3.15).
Le circuit équivalent, qui prend la forme d’un biport, est présenté sur la figure 3.3.

Électrode arrière en gradins

Il est aussi utile détudier le transducteur à électrode arrière non-plane en gradins de la figure
3.4. Dans une partie d’entrefer, dont l’épaisseur d’entrefer est hi et la surface d’électrode est
Si, la force électrostatique entre la membrane et l’électrode est Fi éq. (3.31) et la charge est Qi.
La force et la charge totale sont données par les équations (3.32) et (3.35) et, compte tenu des
expressions aprochées eq. (3.7), ces équations (3.32) et (3.35) peuvent être ecrites sous la forme
(3.34) et (3.36). En comparant ces deux équations avec le couple d’équations d’un biport (3.37)
on peut exprimer le coefficient de couplage éq. (3.38), la capacité éq. (3.39), le déplacement
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generalisé (3.40) et la raideur négative éq. (3.41) décrivant le transducteur à électrode arrière
non-plane en gradins.

Le déplacement ξi est le déplacement moyen dans la partie d’entrefer corespondante, il est
donné par l’équation (3.42) et, après calculs, par équations (3.45),(3.46).

3.4.3 Eléments généralisés de la membrane

L’impédance mécanique généralisée de la membrane est donnée par l’équation (3.47) où FM

est la force s’exerçant sur la membrane, Ξ(α, ρ) est défini par l’équation (3.29), SM est la
surface de la membrane, p est la pression sur la membrane et Z0 = FM/jωξ0 est l’impédance
de la membrane force sur déplacement au centre de la membrane ξ0. Déplacement au centre
de la membrane est donné par l’équation (3.48) et pour le membrane carrée ce déplacement
devient (3.49). Si on exprime l’admitance mécanique Z−1

0 éq. (3.50), on peut trouver la masse
équivalente de la membrane éq. (3.51) et la souplesse de la membrane éq. (3.52) pour le mode de
la vibration de la membrane m, n contribuant à cette impédance Z0. Compte tenu de l’équation
(3.47), pour le 1er mode de vibration, où m = n = 1, la masse généralisée de la membrane carrée
est donnée par l’équation (3.53) et la souplesse généralisée par l’équation (3.54). Pour les très
basses fréquences on peut exprimer la souplesse quasistatique éq. (3.55) comme la somme de
souplesses pour n = 1, 3, 5, . . .∞ et m = 1, 3, 5, . . .∞. La souplesse quasistatique généralisée
est alors donnée par l’équation (3.56).
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Kapitola 4

Impedance vzduchové mezery a okolńı
dutiny

V tété kapitole bude popsána impedance vzduchové mezery mezi membránou a nerovinnou pev-
nou elektrodou a dutiny okolo pevné elektrody. Nejprve budeme uvažovat ideálńı stlačitelný
plyn a na základě tohoto předpokladu odvod́ıme impedanci vzduchové mezery a okolńı du-
tiny. Dále vezmeme v úvahu ztráty vnitřńım třeńım v plynu, který pro tento př́ıpad budeme
považovat za nestlačitelný. Impedanci soustavy pod membránou pak poṕı̌seme superpozićı obou
d́ılč́ıch řešeńı.

4.1 Pevná elektroda tvaru rotačńıho paraboloidu

Nejprve formulujme rovnici kontinuity pro ideálńı plyn ve vzduchové mezeře. Plochou 2πrlr

vz

r
lr

Re

a/2

dr vr(r)

vr(r + dr)

Obrázek 4.1: K odvozeńı rovnice kontinuity

přiteče do elementu za jednotku času tekutina o hmotnosti ρvr2πrlr. Plochou 2π(r + dr)lr
tekutina odtéká, př́ır̊ustek hmotnosti v elementu objemu za jednotku času ve směru r je

−∂(ρvr2πrlr)

∂r
dr

V směru z přitéká do elementu objemu tekutina v d̊usledku výchylky membrány, př́ır̊ustkem je
pouze hmotnost přitékaj́ıćı tekutiny ρvz2πrdr. Rovnice kontinuity je rovnost́ı př́ır̊ustku hmot-

41
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nosti v jednotce času podle jednotlivých souřadnic a časové změny celkové hmotnosti elementu

−∂(ρvr2πrlr)

∂r
dr + ρvz2πrdr =

∂ρ

∂t
2πr lrdr. (4.1)

Po úpravách dostaneme

∂vr

∂r
+ vr(

1

r
+

1

lr

∂lr
∂r

) − vz

lr
= − 1

ρ0

∂ρ

∂t
. (4.2)

Do (4.2) zavedeme rychlostńı potenciá vr = ∂Φ
∂r

∂2Φ

∂r2
+

∂Φ

∂r
(
1

r
+

1

lr

∂lr
∂r

) − vz

lr
=

1

c2
0

∂2Φ

∂t2
(4.3)

a dále budeme předpokládat harmonické buzeńı Φ̃ = Ψ ejωt, ṽz = vm ejωt, neboli

∂2Ψ

∂r2
+

∂Ψ

∂r
(
1

r
+

1

lr

∂lr
∂r

) + k2(Ψ − vm

k2lr
) = 0. (4.4)

Dosad́ıme-li za lr z (3.14), dostaneme výslednou vlnovou rovnici pro rychlostńı potenciál ve
vzduchové mezeře mezi membránou a pevnou elektrodou tvaru rotačńıho paraboloidu

∂2Ψ

∂r2
+

1

r

∂Ψ

∂r

Re
2 + 3r2α2

Re
2 + r2α2

+ k2



Ψ − vm

k2l0

(

1 + α2 r2

Re
2

)



 = 0. (4.5)

Tato rovnice je však analyticky velmi obt́ıžně řešitelná a budeme hledat jej́ı přibližné řešeńı.
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4.1.1 Přibližné řešeńı vlnové rovnice vzduchové mezery

Rovnici pro rychlostńı potenciál ve vzduchové mezeře (4.4) vyjádř́ıme ve tvaru

l(r) Ψ′′(r) r + Ψ′(r) [l(r) + rl′(r)] + k2 Ψ(r) l(r) r = vm r, (4.6)

kde l(r) = l0 (1 + α2 r2

R2
e

) a l(r) + rl′(r) = l0 (1 + 3 α2 r2

R2
e

). Po dosazeńı

(1 + α2 r2

R2
e

) Ψ′′(r) r + Ψ′(r) (1 + 3 α2 r2

R2
e

) + k2 Ψ(r) (1 + α2 r2

R2
e

) r =
vm r

l0
. (4.7)

Řešeńı rovnice (4.7) předpokládáme ve tvaru

Ψ(r) = C−n r−n + · · · + C−1 r−1 + C0 + C1 r + C2 r2 + C3 r3 + · · · (4.8)

Z podmı́nky konečnosti řešeńı pro r = 0 polož́ıme C−n . . . C−1 = 0

Ψ(r) = C0 + C1 r + C2 r2 + C3 r3 + C4 r4 + C5 r5 + C6 r6 + · · · . (4.9)

Př́ıslušné derivace jsou

Ψ′(r) = C1 + 2 C2 r + 3 C3 r2 + 4 C4 r3 + 5 C5 r4 + 6 C6 r5 + · · · (4.10)

a

Ψ′′(r) = 2 C2 + 6 C3 r + 12 C4 r2 + 20 C5 r3 + 30 C6 r4 + · · · . (4.11)

Dosad́ıme-li (4.9), (4.10) a (4.11) do (4.7) a omeźıme-li se na aproximaci pomoćı koeficient̊u
C0 . . . C6, dostaneme po úpravách

C1 + (4 C2 + k2 C0) r + (9 C3 + 3
α2

R2
e

C1) r2 + (16 C4 + (8
α2

R2
e

+ k2) C2 +
k2 α2

R2
e

C0) r3+

+ (25 C5 + (15
α2

R2
e

+ k2) C3 +
k2 α2

R2
e

C1) r4 + (36 C6 + (24
α2

R2
e

+ k2) C4 +
k2 α2

R2
e

C2) r5 ≈ vm r

l0
.

(4.12)
Pro jednotlivé mocniny r plat́ı

r0 : C1 = 0

r1 : 4 C2 + k2 C0 =
vm

l0

r2 : 9 C3 + (3
α2

R2
e

+ k2) C1 = 0

r3 : 16 C4 + (8
α2

R2
e

+ k2) C2 +
k2 α2

R2
e

C0 = 0

r4 : 25 C5 + (15
α2

R2
e

+ k2) C3 +
k2 α2

R2
e

C1 = 0

r5 : 36 C6 + (24
α2

R2
e

+ k2) C4 +
k2 α2

R2
e

C2 = 0

(4.13)
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z čehož dále plyne

C2 =
1

4
(
vm

l0
− k2 C0)

C3 = 0

C4 = − 1

16
((8

α2

R2
e

+ k2) C2 +
k2 α2

R2
e

C0) =
k2 α2

24 R2
e

C0 +
k4

26
C0 −

α2

23 R2
e

vm

l0
− k2

26

vm

l0

C5 = 0

C6 = − 1

36
((24

α2

R2
e

+ k2) C4 +
k2 α2

R2
e

C2) =

=
k2 α2

24 32 R2
e

vm

l0
+

k4

28 32

vm

l0
+

α4

22 3 R4
e

vm

l0
− k4 α2

26 3 R2
e

C0 −
k6

28 32
C0 −

k2 α4

23 3 R4
e

C0.

(4.14)

Z toho lze vyvodit obecný předpis pro koeficienty platný od 4. řádu výše

Cn = − 1

n2
([(n2 − 2 n)

α2

R2
e

+ k2] Cn−2 +
k2 α2

R2
e

Cn−4) pro n = 4, 6, 8, . . . . (4.15)

Hledaný rychlostńı potenciál źıskáme dosazeńım rovnic (4.14) do (4.9)

Ψ(r) ≈ C0 (1 − k2 r2

22
+

k2 α2 r4

24 R2
e

+
k4 r4

26
− k4 α2 r6

26 3 R2
e

− k6 r6

28 32
− k2 α4 r6

23 3 R4
e

+ · · · ) +

+
vm

l0
(
r2

22
− α2 r4

23 R2
e

− k2 r4

26
+

k2 α2 r6

24 32 R2
e

+
k4 r6

28 32
+

α4 r6

22 3 R4
e

+ · · · ).
(4.16)

Vztah (4.16) lze přehledněji zapsat ve tvaru

Ψ(r) ≈ C0 C(r) +
vm

l0
V(r), (4.17)

kde

C(r, α = konst.) = 1 − k2 r2

22
+

k4 r4

26
− k6 r6

28 32
+ · · · + α2 (

k2 r4

24 R2
e

− k4 r6

26 3 R2
e

+ · · · ) +

− α4 (
k2 r6

23 3 R4
e

+ · · · ) + · · · ,

V(r, α = konst.) =
r2

4
(1 − k2 r2

24
+

k4 r4

26 32
+ · · ·α2 (− r2

2 R2
e

+
k2 r4

22 32 R2
e

+ · · · ) +

+ α4 (
r4

3 R4
e

+ · · · ) + · · · ).

(4.18)

Poznámka ke konvergenci řady

Pro ověřeńı konvergence řady vyjádř́ıme rychlostńı potenciál pomoćı deseti člen̊u řady a do-
sad́ıme maximálńı hodnotu argumentu r = Re

Ψ10(Re) ≈ C0 C10(Re) +
vm

l0
V10(Re), (4.19)
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kde

C10(Re, α = konst.) = 1 − k2 R2
e

22
+

k4 R4
e

26
− k6 R6

e

28 32
+

k8 R8
e

214 32
− k10 R10

e

216 32 52
+ · · ·+

+ α2
(k2 R2

e

24
− k4 R4

e

26 3
+

k6 R6
e

211 3
− k8R8

e

213 32 5
+ · · ·

)
+

+ α4
(
− k2 R2

e

23 3
+

11 k4 R4
e

210 3
− 7 k6 R6

e

212 3 · 5 + · · ·
)
+

+ α6
(k2 R2

e

25
− 53 k4 R4

e

28 3 · 52
+ · · ·

)
− α8 (

k2 R2
e

23 5
+ · · · ) + · · · ,

V10(Re, α = konst.) =
R2

e

22

(
1 − k2 R2

e

24
+

k4 R4
e

26 32
− k6 R6

e

212 32
+

k8 R8
e

214 32 52
+ · · ·+

+ α2
(
− 1

2
+

k2 R2
e

22 32
− 7 k4 R4

e

210 32
+

11 k6 R6
e

212 32 52
+ · · ·

)
+

+ α4
(1

3
− 7 k2 R2

e

27 3
+

59 k4 R4
e

29 32 52
+ · · ·

)
+

+ α6
(
− 1

22
+

11 k2 R2
e

25 52
+ · · ·

)
+ α8 (

1

5
+ · · · ) + · · ·

)
.

(4.20)

Jelikož v praktických př́ıpadech1 je (kRe)max < 1 , je zřejmé, že hodnota člen̊u s rostoućı
mocninou kRe d́ıky rostoućımu jmenovateli klesá, tedy klesá i jejich př́ıspěvek k celkovému
součtu, a lze je tud́ıž zanedbat. Pokud bychom dále v (4.20) každou řadu v závorce násobenou
určitou mocninou α nahradili jej́ım prvńım členem

C10(Re, α = konst.) ≈ 1 + α2 k2 R2
e

24
− α4 k2 R2

e

23 3
+ α6 k2 R2

e

25
− α8 k2 R2

e

23 5
+ · · · ,

V10(Re, α = konst.) ≈ R2
e

4

(
1 − α2 1

2
+ α4 1

3
− α6 1

4
+ α8 1

5
+ · · ·

)
,

(4.21)

zjist́ıme, že řada konverguje pro α ≤ 1. Řešeńı (4.17) je tedy platné pouze při splněńı všech
výše uvedených podmı́nek pro frekvenci, poloměr elektrody a α.

Dále porovnáme vztah pro rychlostńı potenciál ve vzduchové mezeře mezi membránou a
rovinnou pevnou elektrodou odvozený v [1] se vztahem (4.16) do kterého dosad́ıme α = 0

Ψ(r, α = 0) ≈ C0,α=0 (1 − k2 r2

22
+

k4 r4

26
− k6 r6

28 32
+ · · · ) +

vm

h
(
r2

22
− k2 r4

26
+

k4 r6

28 32
+ · · · ),

(4.22)
kde h = konst. je tloušt’ka vzduchové mezery, h = l0 při α = 0. Rychlost na výstupu vzduchové
mezery je

v1 =
dΨ

dr

∣
∣
∣
∣
r=Re,α=0

=C0,α=0(−
k2 Re

2
+

k4 R3
e

24
− k6 R5

e

27 3
+ · · · ) +

+
vm

h
(
Re

2
− k2 R3

e

24
+

k4 R5
e

27 3
+ · · · ).

(4.23)

Integračńı konstanta C0,α=0 je

C0,α=0 =
v1 − vm

h
(Re

2
− k2 R3

e

24 + k4 R5
e

27 3
+ · · · )

−k2 Re

2
+ k4 R3

e

24 − k6 R5
e

27 3
+ · · ·

=
vm

hk2
− v1

k2 Re

2
− k4 R3

e

24 + k6 R5
e

27 3
+ · · ·

(4.24)

1V př́ıpadě miniaturńıho křemı́kového mikrofonu s Re = 1, 5 mm pro fmax = 20 kHz při c0
∼= 340 m.s−1 je

(kRe)max = 0, 55, tomu odpov́ıdá zvětšený model s Re = 1 cm, kde pro fmax = 3 kHz je též (kRe)max = 0, 55.
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Po dosazeńı do (4.22) a úpravách dostáváme

Ψ(r, α = 0) ≈ vm

hk2
− v1

k

1 − k2 r2

22 + k4 r4

26 − k6 r6

28 32 + · · ·
k Re

2
− k3 R3

e

24 + k5 R5
e

27 3
+ · · ·

. (4.25)

Při znalosti aproximaćı Besselových funkćı mocninnými řadami

J0(x) ≈ 1 − x2

22
+

x4

26
− x6

28 32
+ · · ·

J1(x) ≈ x

2
− x3

24
+

x5

27 3
+ · · ·

(4.26)

snadno zjist́ıme že (4.25) aproximuje vztah

Ψh(r) =
vm

hk2
− v1

k

J0(kr)

J1(kRe)
, (4.27)

což je v souladu řešeńım nalezeným v literatuře [1].

4.1.2 Řešeńı za předpokladu zanedbatelné reaktance okolńı dutiny

Nejprve vyjádř́ıme tlak na výstupu vzduchové mezery

p(Re) = −jωρ0Ψ(Re) = −jωρ0(C0 C(Re) +
vm

l0
V(Re)), (4.28)

a z něj následně śılu v tomto mı́stě

F (Re) = 2πRe l(Re) p(Re) = −jωρ02πRe l0(1 + α2)(C0 C(Re) +
vm

l0
V(Re)). (4.29)

Bude-li objem okolńı dutiny, do které vzduchová mezera úst́ı, dostatečně velký, bude se jej́ı
impedance bĺıžit nule a za nulovou můžeme tud́ıž pokládat i výstupńı śılu F (Re)

F (Re) = 0 ⇒ C0 C(Re) = −vm

l0
V(Re). (4.30)

Pro koeficient C0 tedy dostáváme

C0 = −vm

l0

V(Re)

C(Re)
= −vmR2

e

4l0

1 − α2

2
+ α4

3
− k2 R2

e

24 + k2 α2 R2
e

22 32 + k4 R4
e

26 32 + · · ·
1 − k2 R2

e

22 + k4 R4
e

26 − k6 R6
e

28 32 + k2 α2 R2
e

24 − k4 α2 R4
e

26 3
− k2 α4 R2

e

23 3
+ . . .

.

(4.31)
Po dosazeńı (4.31) do (4.17) má rychlostńı potenciál za podmı́nky nulové impedance okolńı
dutiny tvar

Ψ(r) ≈ vm

l0

(

V(r) − V(Re)

C(Re)
C(r)

)

. (4.32)

Śıla p̊usob́ıćı na membránu je dána jako integrál tlaku p(r) ve vzduchové mezeře po ploše
membrány. Tento integrál je d́ıky rotačńı symetrii pevné elektrody možné zjednodušit na jed-
noduchý integrál a dále dosadit rychlostńı potenciál podobně jako v (4.28). Plat́ı tedy

Fm =

∫∫

Se

p(r) dS = −jωρ02π

∫ Re

0

Ψ(r) r dr. (4.33)
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Dosad́ıme-li za rychlostńı potenciál z (4.32), bude śıla p̊usob́ıćı na membránu

Fm = −jωρ02π
vm

l0

(∫ Re

0

V(r) r dr − V(Re)

C(Re)

∫ Re

0

C(r) r dr

)

(4.34)

a mechanická reaktance zatěžuj́ıćı membránu (při nulové reaktanci okolńı dutiny) bude tud́ıž

Zm 0 =
Fm

vm

= −jωρ0
2π

l0

(

IV(Re) −
V(Re)

C(Re)
IC(Re)

)

, (4.35)

kde

IC(Re) =

∫ Re

0

C(r) r dr =
R2

e

2
− k2 R4

e

24
+

k4 R6
e

27 3
− k6 R8

e

211 32
+

k2 α2 R4
e

25 3
+

− k4 α2 R6
e

29 3
− k2 α4 R4

e

26 3
+ · · · ,

IV(Re) =

∫ Re

0

V(r) r dr =
R4

e

24
− α2R4

e

24 3
+

α4R4
e

25 3
− k2 R6

e

27 3
+

k2 α2 R6
e

27 32
+

k4 R8
e

211 32
+ · · · .

(4.36)

Malou úpravou zavedeme proměnnou kRe

Zm 0 = −jρ0c0
2πR3

e

l0 k3R3
e

(

IV(kRe) −
V(kRe)

C(kRe)
IC(kRe)

)

= ρ0c0
2πR3

e

l0
zm 0(kRe), (4.37)

kde

zm 0(kRe) =
1

j (kRe)3

(

IV(kRe) −
V(kRe)

C(kRe)
IC(kRe)

)

(4.38)

0.1 0.2 0.5 1 2 5 10

0.01

0.1

1

10

|zm 0(kRe)|

kRe

α = 1 α = 0

Obrázek 4.2: Absolutńı hodnota normované reaktance vzduchové mezery za předpokladu nulové
reaktance okolńı dutiny pro α = 0 a alpha = 1
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je normovaná mechanická reaktance zatěžuj́ıćı membránu. Pr̊uběh jej́ı absolutńı hodnoty je
vynesen na obrázku 4.2.

Z obrázku 4.2 je patrné, že na ńızkých kmitočtech má reaktance vzduchové mezery charakter
hmotnosti. Zanedbáme-li ve vztaźıch pro C(Re), V(Re), IC(Re) a IV(Re) členy obsahuj́ıćı vlnové
č́ıslo k, dostáváme pro ńızké kmitočty aproximace

C(Re) ≈ 1

V(Re) ≈ Re
2

4
(1 − α2

2
+

α4

3
+ · · · )

IC(Re) ≈ Re
2

2

IV(Re) ≈ Re
4

16
(1 − α2

3
+

α4

6
+ · · · ).

(4.39)

Dosad́ıme-li vztahy (4.39) do (4.35), dostaneme po úpravách aproximaci reaktance vzduchové
mezery pro ńızké kmitočty

Zm 0 ≈ jωρ0
πRe

4

8 l0
(1 − 2

3
α2 +

1

2
α4 + · · · ), (4.40)

která odpov́ıdá hledané hmotnosti. Pro α = 0 přecháźı tato hmotnost na hmotnost vzduchové
mezery konstantńı tloušt’ky h mezi rovinnou elektrodou a ṕıstově kmitaj́ıćı membránou

mh = ρ0
πRe

4

8 h
, (4.41)

což je zcela v souladu s řešeńım nalezeným v [1], či v [7].

4.1.3 Řešeńı při nenulové reaktanci okolńı dutiny

Okolńı dutina o objemu Vx má akustickou poddajnost

cax =
Vx

ρ0c0
2
, (4.42)

a jej́ı mechanická reaktance je

Zmx =
ρ0c0

2SRe

2

jωVx
, (4.43)

kde SRe
= 2πRe l0(1 + α2) je plocha tvoř́ıćı rozhrańı vzduchové mezery a okolńı dutiny. Tuto

reaktanci lze rovněž vyjádřit jako poměr fázor̊u śıly a rychlosti na výstupu vzduchové mezery

Zmx =
F (Re)

v(Re)
=

SRe
p(Re)

v(Re)
. (4.44)

Rychlost na hraničńı (výstupńı) ploše vzduchové mezery nalezneme pomoćı vtahu (4.16) pro
rychlostńı potenciál

v(Re) =
dΨ

dr

∣
∣
∣
∣
r=Re

= C0(−
k2 Re

2
+

k2 α2 Re

22
+

k4 R3
e

24
− k4 α2 R3

e

25
− k6 R5

e

27 3
− k2 α4 Re

22
+ · · · )+

+
vm

l0
(
Re

2
− α2 Re

2
− k2 R3

e

24
+

k2 α2 R3
e

23 3
+

k4 R5
e

27 3
+

α4 Re

2
+ · · · ),

(4.45)
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což lze přehledněji zapsat ve tvaru

v(Re) = C0 C′(Re) +
vm

l0
V′(Re). (4.46)

Ze vztah̊u (4.43) a (4.44) dostáváme rovnost reaktanćı

SRe
p(Re)

v(Re)
!
=

ρ0c0
2SRe

2

jωVx
, (4.47)

a po dosazeńı z rovnic (4.28) a (4.46)

−jωρ0(C0 C(Re) + vm

l0
V(Re)) SRe

C0 C′(Re) + vm

l0
V′(Re)

!
=

ρ0c0
2SRe

2

jωVx

, (4.48)

po úpravách źıskáme koeficient C0

C0 =
vm

l0

SRe
V′(Re) − k2VxV(Re)

k2VxC(Re) − SRe
C′(Re)

. (4.49)

Rychlostńı potenciál ve vzduchové mezeře při uvažováńı impedance okolńı dutiny má tvar

Ψ(r) =
vm

l0

(
SRe

V′(Re) − k2VxV(Re)

k2VxC(Re) − SRe
C′(Re)

C(r) + V(r)

)

. (4.50)

Śıla p̊usob́ıćı na membránu je analogicky podle vztah̊u (4.33) a (4.34) rovna

Fm = − jωρ02π

∫ Re

0

Ψ(r) r dr =

= − jωρ02π
vm

l0

(
SRe

V′(Re) − k2VxV(Re)

k2VxC(Re) − SRe
C′(Re)

∫ Re

0

C(r) r dr +

∫ Re

0

V(r) r dr

)

.

(4.51)

Reaktance vzduchové mezery zatěžuj́ıćı membránu při uvažováńı impedance okolńı dutiny je

ZmVx
=

Fm

vm

= −jωρ0
2π

l0

(
SRe

V′(Re) − k2VxV(Re)

k2VxC(Re) − SRe
C′(Re)

IC(Re) + IV(Re)

)

. (4.52)

Dále stanov́ıme objem vzduchové mezery

Vl =

∫ 2π

0

∫ Re

0

l0(1 + α2 r2

R2
e

) r dr dϕ = l0πR2
e(1 +

α2

2
) =

SRe
Re

2

1 + α2

2

1 + α2
, (4.53)

a dosad́ıme do vztahu (4.52). Po úpravách tak dostáváme

ZmVx
= −jωρ0

2π

l0





Vl

Vx

1+α2

1+ α2

2

2
k2Re

V′(Re) − V(Re)

C(Re) − Vl

Vx

1+α2

1+ α2

2

2
k2Re

C′(Re)
IC(Re) + IV(Re)



 . (4.54)

Podobně jako v př́ıpadě nulové reaktance okolńı dutiny zavedeme proměnnou kRe a po úpravách
obdrž́ıme

ZmVx
= −jρ0c0

2πR3
e

l0 (kRe)3





Vl

Vx

1+α2

1+ α2

2

2
kRe

V′(kRe) − V(kRe)

C(kRe) − Vl

Vx

1+α2

1+ α2

2

2
kRe

C′(kRe)
IC(kRe) + IV(kRe)



 =

= ρ0c0
2πR3

e

l0
zmVx

(kRe),

(4.55)
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kde zmVx
(kRe) je normovaná reaktance vzduchové mezery. Zavedeme parametr

R =
Vl

Vx

(4.56)

jako poměr objemu vzduchové mezery a objemu okolńı dutiny. Normovaná reaktance bude pak
vyjádřena

zmVx
(kRe) =

1

j (kRe)3





R 1+α2

1+ α2

2

2
kRe

V′(kRe) − V(kRe)

C(kRe) − R 1+α2

1+ α2

2

2
kRe

C′(kRe)
IC(kRe) + IV(kRe)



 . (4.57)

Bude-li se objem okolńı dutiny Vx bĺıžit nekonečnu (a jej́ı reaktance tedy nule), bude se parametr
R bĺıžit nule a vztah (4.57) přejde na vztah (4.38).

Absolutńı hodnota normované reaktance je pro r̊uzné hodnoty R vynesena na obrázćıch 4.3 a
4.4, ve všech př́ıpadech je α = 1. Hodnoty R = 10−4, 10−3 a 10−2 (obr. 4.3) znač́ı relativně malý
objem okolńı dutiny, na ńızkých kmitočtech převažuje vliv tuhosti dutiny. Hodnoty R = 10−3 a
R = 0, pro které je normovaná impedance vynesena na obrázku 4.4, ukazuj́ı srovnáńı s př́ıpadem
kdy objem okolńı dutiny roste k nekonečnu.
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Obrázek 4.3: Absolutńı hodnota normované reaktance vzduchové mezery a okolńı dutiny pro
α = 1 a R = 10−4, R = 10−3 a R = 10−2
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Obrázek 4.4: Absolutńı hodnota normované reaktance vzduchové mezery a okolńı dutiny pro
α = 1 a R = 10−3 a R = 0
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4.1.4 Reaktance vzduchové mezery při uvažováńı neṕıstových kmit̊u

membrány

V předcházej́ıćıch částech práce jsme popsali impedanci vzduchové mezery mezi nerovinnou
pevnou elektrodou tvaru rotačńıho paraboloidu a ṕıstově kmitaj́ıćı membránou. Membrána
námi popisovaného měniče však nekmitá ṕıstově, což zohledńıme v této kapitole.

Amplituda rychlosti ṕıstově kmitaj́ıćı membrány vm v rovnici (4.7) byla konstatńı a nezávislá
na souřadnici r. Neṕıstové kmity membrány zohledńıme ve výpočtu reaktance vzduchové me-
zery tak, že do rovnice (4.7) zavedeme rychlost membrány závislou na proměnné r. Pokud
bychom uvažovali výchylku membrány podle (3.13), nešlo by o rotačně symetrický útvar a
řešeńı rovnice (4.7) by se výrazně zkomplikovalo. Proto pro tento př́ıpad budeme čtvercovou
membránu aproximovat kruhovou membránou s kosinovou výchylkou

ξ⊕(r) = ξ0 cos
π r

a
, (4.58)

kde a je strana p̊uvodńı čtvercové membrány. Středová výchylka ξ0 je stejná jako u čtvercové
membrány. Amplituda rychlosti této membrány je

v⊕

m(r) = jωξ⊕(r) = v0 cos
π r

a
, (4.59)

kde v0 = jωξ0 je středová rychlost. Rozvineme-li v (4.59) funkci kosinus v řadu a dosad́ıme-li
rychlost membrány do (4.7), dostaneme rovnici

(1 + α2 r2

R2
e

) Ψ′′

np(r) r + Ψ′

np(r) (1 + 3 α2 r2

R2
e

) + k2 Ψnp(r) (1 + α2 r2

R2
e

) r =

=
v0 r

l0
(1 − π2r2

2 a2
+

π4r4

24 a4
+ · · · ),

(4.60)

o jej́ımž řešeńı předpokládáme, že má stejný tvar jako řešeńı uvedené v rovnici (4.9)

Ψnp(r) = C0np + C1np r + C2np r2 + C3np r3 + C4np r4 + C5np r5 + C6np r6 + · · · . (4.61)

Po dosazeńı předpokládaného řešeńı (4.61) do rovnice (4.60) źıskáme

C1np + (4 C2np + k2 C0np) r + (9 C3np + 3
α2

R2
e

C1np) r2+

+ (16 C4np + (8
α2

R2
e

+ k2) C2np +
k2 α2

R2
e

C0np) r3+

+ (25 C5np + (15
α2

R2
e

+ k2) C3np +
k2 α2

R2
e

C1np) r4+

+ (36 C6np + (24
α2

R2
e

+ k2) C4np +
k2 α2

R2
e

C2np) r5 + · · · =

=
v0

l0
(r − π2r3

2 a2
+

π4r5

24 a4
+ · · · ).

(4.62)
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Analogicky k rovnici (4.13) budou pro jednotlivé mocniny r platit rovnosti

r0 : C1np = 0

r1 : 4 C2np + k2 C0np =
vm

l0

r2 : 9 C3np + (3
α2

R2
e

+ k2) C1np = 0

r3 : 16 C4np + (8
α2

R2
e

+ k2) C2np +
k2 α2

R2
e

C0np = −v0

l0

π2

2 a2

r4 : 25 C5np + (15
α2

R2
e

+ k2) C3np +
k2 α2

R2
e

C1np = 0

r5 : 36 C6np + (24
α2

R2
e

+ k2) C4np +
k2 α2

R2
e

C2np =
v0

l0

π4

24 a4

(4.63)

a tedy

C2np =
1

4
(
v0

l0
− k2 C0np)

C3np = 0

C4np =
1

16
(−v0

l0

π2

2 a2
− (8

α2

R2
e

+ k2) C2np −
k2 α2

R2
e

C0np) =

=
k4 C0np

26
+

k2 α2 C0np

24 R2
e

− k2 v0

26 l0
− π2 v0

25 a2 l0
− α2 v0

23 R2
e l0

C5np = 0

C6np =
1

36
(
v0

l0

π4

24 a4
− (24

α2

R2
e

+ k2) C4np −
k2 α2

R2
e

C2np) =

= − k6 C0np

28 32
− k4 α2 C0np

26 3 R2
e

− k2 α4 C0np

23 3 R4
e

+
k4 v0

28 32 l0
+

k2 π2 v0

27 32 a2 l0
+

+
π4 v0

25 33 a4 l0
+

k2 α2 v0

24 32 R2
e l0

+
π2 α2 v0

24 3 a2 R2
e l0

+
α4 v0

22 3 R4
e l0

.

(4.64)

Pro koeficienty od 4. řádu výše plat́ı

C(n)np =
1

n2

(

(−1)
n

2
−1
(π

a

)n−2 1

(n − 2)!

v0

l0
+

−
(

(n2 − 2 n)
α2

R2
e

+ k2

)

C(n−2)np −
k2 α2

R2
e

C(n−4)np

)

pro n = 4, 6, 8, . . . .

(4.65)

Řešeńı rovnice (4.60) lze zapsat podobně jako (4.17)

Ψnp(r) ≈ C0np Cnp(r) +
v0

l0
Vnp(r), (4.66)
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kde

Cnp(r, α = konst.) = 1 − k2 r2

22
+

k4 r4

26
− k6 r6

28 32
+

k2 r4 α2

24 R2
e

− k4 r6 α2

26 3 R2
e

− k2 r6 α4

23 3 R4
e

+ · · · ,

Vnp(r, α = konst.) =
r2

22
− k2 r4

26
− π2 r4

25 a2
+

k4 r6

28 32
+

k2 π2 r6

27 32 a2
+

π4 r6

25 33 a4
− r4 α2

23 R2
e

+

+
k2 r6 α2

24 32 R2
e

+
π2 r6 α2

24 3 a2 R2
e

+
r6 α4

22 3 R4
e

+ · · · .

(4.67)
Všechna následuj́ıćı odvozeńı jsou analogická s př́ıpadem ṕıstového pohybu membrány. Mecha-
nická reaktance vzduchové mezery vztažená ke středové rychlosti při uvažováńı neṕıstového
pohybu membrány a za předpokladu nulové reaktance okolńı dutiny je tedy (obdobně jako v
rovnici (4.35))

Zm 0np =
Fm

v0

= −jωρ0
2π

l0

(

IVnp(Re) −
Vnp(Re)

Cnp(Re)
ICnp(Re)

)

, (4.68)

kde

ICnp(Re) =

∫ Re

0

Cnp(r) r dr =
R2

e

2
− k2 R4

e

24
+

k4 R6
e

27 3
− k6 R8

e

211 32
+

k2 α2 R4
e

25 3
+

− k4 α2 R6
e

29 3
− k2 α4 R4

e

26 3
+ · · · ,

IVnp(Re) =

∫ Re

0

Vnp(r) r dr =
R4

e

24
− k2 R6

e

27 3
− π2 R6

e

26 3 a2
+

k4 R8
e

211 32
+

k2 π2 R8
e

210 32 a2
+

π4 R8
e

28 33 a4
+

− R4
e α2

24 3
+

k2 R6
e α2

27 32
+

π2 R6
e α2

27 3 a2
+

R4
e α4

25 3
+ · · · .

(4.69)

Omeźıme-li se, podobně jako v př́ıpadě ṕıstového pohybu membrány, na velmi ńızké kmitočty
(k ≪ 1), můžeme použ́ıt aproximace

Cnp(Re) ≈ 1

Vnp(Re) ≈ Re
2

4
(1 − α2

2
− π2ρ2

25
+

π2ρ2α2

243
+

α4

3
+

π4ρ4

2733
+ · · · )

ICnp(Re) ≈ Re
2

2

IVnp(Re) ≈ Re
4

16
(1 − α2

3
− π2ρ2

243
+

π2ρ2α2

253
+

α4

6
+

π4ρ4

2833
+ · · · ),

(4.70)

kde ρ = 2Re

a
. Dosad́ıme-li vztahy (4.70) do rovnice (4.68), dostaneme po úpravách reaktanci

hmotnosti vzduchové mezery mezi neṕıstově kmitaj́ıćı membránou a nerovinnou pevnou elek-
trodou, jako aproximaci na ńızkých kmitočtech

Zm 0np ≈ jωρ0
πRe

4

8 l0
(1 − 2

3
α2 − π2ρ2

233
+

π2ρ2α2

25
+

1

2
α4 +

π4ρ4

2832
+ · · · ). (4.71)

Takto nalezená hmotnost je součinem hmotnosti vzduchové mezery mezi rovinnou elektrodou
a neṕıstově kmitaj́ıćı membránou - viz rovnici (4.41) - a výrazu zohledňuj́ıćıho nerovinnost
elektrody a neṕıstový pohyb membrány. Tento výraz se bude bĺıžit 1 pokud α → 0 (tvar
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elektrody se bĺıž́ı rovinnému) a ρ → 0, což znamená, že strana membrány je podstatně větš́ı
než pr̊uměr pevné elektrody, a tud́ıž se výchylka membrány v oblasti nad pevnou elektrodou
bĺıž́ı výchylce ṕıstové. Toto je opět v souladu s [1] či [7].

Mechanická reaktance vzduchové mezery vztažená ke středové rychlosti při uvažováńı neṕı-
stového pohybu membrány a za předpokladu vlivu okolńı dutiny o objemu Vx je (obdobně jako
v rovnici (4.52))

ZmVxnp = −jωρ0
2π

l0

(
SRe

V′

np(Re) − k2VxVnp(Re)

k2VxCnp(Re) − SRe
C′

np(Re)
ICnp(Re) + IVnp(Re)

)

, (4.72)

kde

C′

np(Re) = − k2 Re

2
+

k4 R3
e

24
− k6 R5

e

27 3
+

k2 Re α2

22
− k4R3

e α2

25
− k2 Re α4

22
+ · · ·

V′

np(Re) =
Re

2
− k2 R3

e

24
− π2 R3

e

23 a2
+

k4 R5
e

27 3
+

k2 π2 R5
e

26 3 a2
+

π4 R5
e

24 32 a4
− Re α2

2
+

+
k2 R3

e α2

23 3
+

π2 R3
e α2

23 a2
+

Re α4

2
+ · · · .

(4.73)

Ze vztah̊u (4.67), (4.69) a (4.73) je zřejmé, že zavést proměnnou kRe a následně vyjádřit
normované reaktance, tak jako v př́ıpadě ṕıstového pohybu membrány, je možné pouze pokud
bude a = 2 Re. Abychom mohli graficky porovnat reaktance odvozené v této části s výsledky
předchoźıch část́ı, přijmeme nyńı toto omezeńı a budeme předpokládat délku strany membrány
shodnou s pr̊uměrem pevné elektrody. Normované reaktance zm 0np a zmVxnp pak budou mı́t tvar
analogický k (4.38)

zm 0np(kRe, a = 2Re) =
1

j (kRe)3

(

IVnp(kRe, a = 2Re)+

− Vnp(kRe, a = 2Re)

Cnp(kRe, a = 2Re)
ICnp(kRe, a = 2Re)

)

,

(4.74)

respektive k (4.57)

zmVxnp(kRe, a = 2Re) =
1

j (kRe)3
·

·
(

R 1+α2

1+ α2

2

2
kRe

V′

np(kRe, a = 2Re) − Vnp(kRe, a = 2Re)

Cnp(kRe, a = 2Re) − R 1+α2

1+ α2

2

2
kRe

C′
np(kRe, a = 2Re)

ICnp(kRe, a = 2Re)+

+ IVnp(kRe, a = 2Re)

)

.

(4.75)

Na obrázćıch 4.5 a 4.6 je zm 0np pro α = 1, resp. α = 0 v porovnáńı se zm 0 pro stejné hodnoty
α. Neṕıstový pohyb membrány se projevuje zmenšeńım reaktance d́ıky zmenšuj́ıćı se výchylce
směrem k okraj̊um membrány. Dı́ky tomu bude mı́t započteńı jeho vlivu větš́ı význam u pevné
elektrody s α = 0, nebot’ se zvyšuj́ıćım se α jsou okraje elektrody dál od membrány a výchylka
membrány je méně podstatná. To lze pozorovat na obrázćıch 4.5 a 4.6, i na obrázćıch 4.7 a
4.8, kde je vynesena impedance zmVxnp pro α = 1, resp. α = 0 v porovnáńı se zmVx

pro stejné
hodnoty α při R = 10−3. Na obrázćıch 4.7 a 4.8 lze též pozorovat rozd́ılnou polohu minima
reaktance při srovnáńı ṕıstového a neṕıstového pohybu pro jinak shodné parametry.
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Obrázek 4.5: Absolutńı hodnota normované reaktance vzduchové mezery pro neṕıstový pohyb
membrány při nulové reaktanci okolńı dutiny, α = 1 a a = 2 Re (plná čára) v porovnáńı s toutéž
normovanou reaktanćı odvozenou pro ṕıstový pohyb membrány (čárkovaná čára).
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Obrázek 4.6: Absolutńı hodnota normované reaktance vzduchové mezery pro neṕıstový pohyb
membrány při nulové reaktanci okolńı dutiny, α = 0 a a = 2 Re (plná čára) v porovnáńı s toutéž
normovanou reaktanćı odvozenou pro ṕıstový pohyb membrány (čárkovaná čára).
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Obrázek 4.7: Absolutńı hodnota normované reaktance vzduchové mezery a okolńı dutiny při
uvažováńı neṕıstového pohybu membrány pro α = 1 a a = 2 Re (plná čára) v porovnáńı s toutéž
normovanou reaktanćı odvozenou pro ṕıstový pohyb membrány (čárkovaná čára), R = 10−3.
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Obrázek 4.8: Absolutńı hodnota normované reaktance vzduchové mezery a okolńı dutiny při
uvažováńı neṕıstového pohybu membrány pro α = 0 a a = 2 Re (plná čára) v porovnáńı s toutéž
normovanou reaktanćı odvozenou pro ṕıstový pohyb membrány (čárkovaná čára), R = 10−3.



58 KAPITOLA 4. IMPEDANCE VZDUCHOVÉ MEZERY A OKOLNÍ DUTINY

4.1.5 Viskózńı ztráty ve vzduchové mezeře

Viskózńı ztráty ve vzduchové mezeře lze popsat pomoćı Navierovy-Stokesovy rovnice. Jej́ı
obecný tvar je

−grad p + µ △ v = ρo
dv

dt
, (4.76)

kde p je tlak, v je rychlost částic v, µ je dynamická viskozita vzduchu a ρo je hustota vzduchu.
Vzhledem ke geometrii měniče je výhodné rovnici řešit v cylindrických souřadnićıch. Jelikož gra-
dient akustického tlaku budeme uvažovat pouze ve směru souřadnice r a d́ıky rotačńı symetrii
(viz obr. 4.9) můžeme rovnici (4.76) přepsat

ρo
dvr

dt
= −∂p

∂r
+ µ(

∂

∂r
(
1

r

∂(r · vr)

∂r
) +

∂2vr

∂z2
). (4.77)

vm

dz

r

a/2

dr

Re

Obrázek 4.9: Element vzduchové mezery

Narozd́ıl od př́ıpadu, kdy jsme zkoumali reaktanci vzduchové mezery, budeme nyńı plyn
považovat za nestlačitelný. V rovnici kontinuity

dρ

dt
+

1

r

∂(ρr · vr)

∂r
= 0 (4.78)

budeme předpokládat ρ = ρ0 = konst., z čehož vyplývá

1

r
ρ0

∂(r · vr)

∂r
= 0. (4.79)

Jelikož 1
r
6= 0, ρ0 6= 0, muśı být

∂(r · vr)

∂r
= 0, (4.80)

z čehož dále plyne, že r · vr = konst. podle r. Po dosazeńı (4.80) do (4.77), nahrazeńı dvr

dt
≈ ∂vr

∂t

(tj. po linearizaci) a vynásobeńı r dostaneme

ρo
∂(r · vr)

∂t
= −r

∂p

∂r
+ µ

∂2(r · vr)

∂z2
. (4.81)
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Dále zavedeme substituci b(t, z) = r · vr, fázor je b(t, z) = b(z)ejωt , a Ψ(t, r) = −∂p
∂r

. Pak
rovnice (4.81) přejde na tvar

jωρ0b = Ψr + µ
∂2b

∂z2
(4.82)

a po úpravě
∂2b

∂z2
+ m2(b − Ψr

jωρ0
) = 0. (4.83)

kde m2 = − jωρ0

µ
. Řešeńı (4.83) je

b = A cos mz + B sin mz +
Ψr

jωρ0
. (4.84)

Konstanty A a B źıskáme z okrajových podmı́nek (viz obr. 4.10). Pro z = 0 je zřejmé že

z = 0

z = −l0(1 + α2 r2

R2
e

)

z

r
Re

a/2

l0

Obrázek 4.10: Okrajové podmı́nky

A = − Ψr

jωρ0
, (4.85)

pro z = −l0

(

1 + α2 r2

R2
e

)

je pak

B =
Ψr

jωρ0

1 − cos ml0

(

1 + α2 r2

R2
e

)

sin ml0

(

1 + α2 r2

R2
e

) . (4.86)

Po dosazeńı integračńıch konstant A a B z rovnic (4.85) a (4.86) do řešeńı (4.84) a úpravách
źıskáme

b =
2Ψr

jωρ0
sec

1

2
ml0

(

1 + α2 r2

R2
e

)

sin
mz

2
sin

1

2
m

(

z + l0

(

1 + α2 r2

R2
e

))

. (4.87)

Objemová rychlost v mezeře je

w =

∫∫

Sl

v dSl. (4.88)
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r

Re

a/2

lr

z

Sl

Obrázek 4.11: K odvozeńı objemové rychlosti v mezeře

Integračńı plocha Sl = 2πrlr je naznačena na obrázku 4.11 a dSl = 2πrdz. Pak

wr = 2πr

∫ 0

−l0

„

1+α2 r2

R2
e

« vr dz = 2π

∫ 0

−l0

„

1+α2 r2

R2
e

« b dz, (4.89)

po integraci a úpravách

wr = 2πΨr
m l0

(

1 + α2 r2

R2
e

)

− 2 tan 1
2
ml0

(

1 + α2 r2

R2
e

)

mjωρ0

. (4.90)

Nahrad́ıme-li parciálńı derivaci tlaku totálńı derivaćı Ψ = −∂p
∂r

≈ −dp
dr

, źıskáme po úpravách
diferenciál tlaku v mezeře

dp = −jωρ0
wr

2π

m

m l0

(

1 + α2 r2

R2
e

)

− 2 tan 1
2
ml0

(

1 + α2 r2

R2
e

)
dr

r
. (4.91)

Pro ńızké kmitočty lze funkci tangens aproximovat několika prvńımi členy řady. Potřebná
přesnost aproximace souviśı s maximálńı hodnotou argumentu. Při ρ0 = 1, 27 kg.m−1, µ =
182.10−7 kg.s−1.m−1, f = 104 Hz a lmax = 30 µm (tloušt’ka vzduchové mezery na okraji - tato
hodnota odpov́ıdá např. l0 = 15 µm, α = 1) je hodnota argumentu funkce tangens přibližně
1. Pro tuto hodnotu argumentu je chyba aproximace prvńımi dvěma členy řady 14,4 %, chyba
aproximace prvńımi třemi členy řady je 5,8 % a v př́ıpadě čtyř člen̊u řady je chyba 2,4 %.
Použijeme-li tedy aproximaci prvńımi čtyřmi členy

tan
1

2
mlr ≈

1

2
mlr +

1

233
m3l3r +

1

24 · 3 · 5m5l5r +
17

27 · 32 · 5 · 7m7l7r , (4.92)

kde lr = l(r) = l0(1 + α2 r2

R2
e

), bude diferenciál tlaku

dp = jωρ0
wr

π

dr

r

25 · 32 · 5 · 7
24 · 3 · 5 · 7 m2l3r + 23 · 3 · 7 m4l5r + 17 m6l7r

. (4.93)
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Po dosazeńı m2 = − jωρ0

µ
a daľśıch úpravách

dp =
25 · 32 · 5 · 7 µ2 wr

π l3r

dr

r

17
ω2ρ2

0

µ3 l4r − 24 · 3 · 5 · 7
µ

− jωρ0
23 · 3 · 7

µ2 l2r

172 ω4ρ4

0

µ4 l8r − 25 · 3 · 7 · 43
ω2ρ2

0

µ2 l4r + (24 · 3 · 5 · 7)2
. (4.94)

Vztah (4.94) lze zjednodušit zanedbáńım členu 172 ω4ρ4

0

µ4 l8r ve jmenovateli, pak pro reálnou část
diferenciálu tlaku dostáváme

Re (dp) =
25 · 32 · 5 · 7 µ wr

π l3r

dr

r

17
ω2ρ2

0

µ3 l4r − 24 · 3 · 5 · 7
µ

−24 · 3 · 5 · 7(17, 2
ω2ρ2

0

µ3 l4r − 24 · 3 · 5 · 7
µ

)
. (4.95)

Zanedbáme-li rozd́ıl mezi 17 v čitateli a 17,2 ve jmenovateli, dostaneme po úpravách známý
vztah (viz např. [1])

Re (dp) = −6 µ wr

π l3r

dr

r
. (4.96)

Pokud bychom nyńı uvažovali ṕıstový pohyb membrány bude v nestlačovaném plynu wrp =
πr2vm, kde vm je rychlost ṕıstově kmitaj́ıćı membrány, diferenciál tlaku lze vyjádřit

Re (dp) = −6 µ vm

l3r
r dr. (4.97)

Tlak v mezeře je pak

p(χ) =

∫ Re

χ

dp (4.98)

a śıla p̊usob́ıćı na membránu

F =

∫ 0

Re

p(χ)2πχdχ =

∫ 0

Re

(∫ Re

χ

dp

)

2πχ dχ. (4.99)

Použijeme-li reálnou část diferenciálu tlaku podle rovnice (4.97) a tloušt’ku vzduchové mezery
podle (3.14), dostaneme mechanický odpor

Rm =
F

vm
=

3

2
µ

πR4
e

l30

1

(1 + α2)2
, (4.100)

který je pro př́ıpad rovinné elektrody (α = 0) identický s odporem nalezeným v literatuře [1].
Uvažujeme-li však neṕıstovou výchylku membrány podle (3.13), rychlost membrány je vm =

jωξ a objemová rychlost v mezeře zp̊usobená pohybem membrány je (v polárńıch souřadnićıch)

wr = jωξ0

∫ r

0

∫ 2π

0

cos
πχ cos ϕ

a
cos

πχ sin ϕ

a
χ dϕ dχ. (4.101)

Nejprve urč́ıme vnitřńı integrál v (4.101) podle úhlu ϕ [10]

∫ 2π

0

cos
πχ cos ϕ

a
cos

πχ sin ϕ

a
dϕ = 2πJ0(

√
2

πχ

a
). (4.102)

Ze známého vzorce pro Besselovy funkce

∫ u

0

t J0(t) dt = uJ1(u) (4.103)
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snadno urč́ıme i vněǰśı integrál v (4.101) podle χ

2π

∫ r

0

χ J0(
√

2
πχ

a
) dχ =

√
2 a rJ1(

√
2

πr

a
). (4.104)

Objemová rychlost ve vzduchové mezeře při uvažováńı neṕıstového pohybu membrány je tedy

wr = jωξ0

√
2 a rJ1(

√
2

π r

a
). (4.105)

Pokud bychom tento vztah dosadili do rovnice (4.96), bude integrace diferenciálu tlaku velmi
obt́ıžná. Besselovu funkci v (4.105) bude proto třeba aproximovat řadou (viz vztahy (4.26)).
Na obrázku 4.12 je vykreslena apoximovaná funkce i jej́ı aproximace dvěma, třemi a čtyřmi
členy řady v závislosti na argumentu r

a
. Pro r

a
= 1

2
(což je v praxi maximálńı hodnota) se

při aproximaci třemi členy dopust́ıme chyby 2,46 %, při použit́ı 4 člen̊u bychom se dopustili
chyby 0,16 % a aproximace dvěma členy by zp̊usobila chybu 23 %. Aproximace pouze prvńım
členem řady, která je totožná s předpokladem ṕıstového pohybu membrány, zp̊usob́ı při r

a
= 1

2

chybu dokonce 101 % a je použitelná pouze pro malé poloměry elektrody vzhledem k rozměr̊um
membrány. Dále použijeme aproximaci funkce J1

(√
2 π r

a

)
třemi členy řady.

0.2 0.4 0.6 0.8

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

J1

(√
2 π r

a

)

r

a

2 členy

3 členy

4 členy

Obrázek 4.12: Funkce J1

(√
2 π r

a

)
(plná čára) aproximovaná řadou o r̊uzném počtu člen̊u

(přerušované čáry).

Reálná část śıly (4.99) p̊usob́ıćı na membránu je při aproximaci objemové rychlosti v mezeře
pomoćı 3 člen̊u řady dána

Re (F ) = jωξ0 6 µ

∫ 0

Re






∫ Re

χ

− r
(

l0(1 + α2 r2

Re
2 )
)3 (1 − π2r2

22 a2
+

π4r4

243 a4
) dr




 2πχ dχ (4.106)
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a mechanický odpor vztažený ke středové výchylce je pak

Rm 0 =
Re (F )

jωξ0

=
3

2
µ

πR4
e

l30
P(α, ρ), (4.107)

kde

P(α, ρ) =
1

(1 + α2)2

(

1 +
π2ρ2

24α4

(
2 + 3α2

)
+

π4ρ4

283α6

(
6 + 9α2 + 2α4

)
+

+
π2ρ2

23α6

(

1 +
π2ρ2

23α2

)
(
1 + α2

)2
ln

1

1 + α2

) (4.108)

a ρ = 2Re

a
. Funkce P(α, ρ) v závislosti na α je vynesena na obrázku 4.13. Pro rovinnou elektrodu

P(α, ρ) přecháźı na

lim
α→0

P(α, ρ) = 1 − π2ρ2

233
+

π4ρ4

293
. (4.109)

Zobecněný mechanický odpor vzduchové mezery je

¯̄Rm =
Rm 0

Ξ(α, ρ)
. (4.110)

Mechanický odpor vzduchové mezery jsme odvodili z reálné části diferenciálu tlaku (4.94). Z
jeho imaginárńı části lze odvodit hmotnost vzduchové mezery a porovnat j́ı s hmotost́ı źıskanou
za předpokladu ideálńıho plynu danou rovnićı (4.71). Imaginárńı část diferenciálu tlaku (4.94)
je

Im (dp) =
25 · 32 · 5 · 7 µ2 wr

π l3r

dr

r

−jωρ0
23 · 3 · 7

µ2 l2r

172 ω4ρ4

0

µ4 l8r − 25 · 3 · 7 · 43
ω2ρ2

0

µ2 l4r + (24 · 3 · 5 · 7)2
. (4.111)
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Obrázek 4.13: Funkce P(α, ρ) v závislosti na α pro ρ = 1 a ρ = 0, 8.
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Ve jmenovateli tohoto výrazu je na ńızkých kmitočtech č́ıselně největš́ı člen (24 · 3 · 5 · 7)2, který
je např. pro f = 104 Hz a lmax = 30 µm přibližně o řád, resp. o dva řády, větš́ı než ostatńı dva
členy jmenovatele, proto v (4.111) tyto ostatńı členy zanedbáme a po úpravách dostáváme

Im (dp) = −jωρ0
3

5

wr

π lr

dr

r
. (4.112)

Nyńı dosad́ıme imagnárńı část diferenciálu tlaku (4.112) do výrazu pro śılu p̊usob́ıćı na membránu
(4.99), objemovou rychlost budeme opět aproximovat třemi členy řady, pak

Im (F ) = ω2ξ0 ρ0
3

5

∫ 0

Re





∫ Re

χ

r

l0

(

1 + α2 r2

Re
2

) (1 − π2r2

22 a2
+

π4r4

243 a4
) dr



 2πχ dχ. (4.113)

Hmotnost vzduchové mezery vztažená ke středové výchylce je po úpravách

m0 =
Im (F )

−ω2ξ0
=

3

20
ρ0

πR4
e

l0
G(α, ρ)), (4.114)

kde

G(α, ρ) =
2

α2

(

1 − π2ρ2

25α2

(
α2 − 2

)
+

π4ρ4

2932α4

(
6 − 3α2 + 2α4

)
+

+
1

α2

(

1 +
π2ρ2

24α2
+

π4ρ4

283α4

)

ln
1

1 + α2

)

.

(4.115)

Funkce G(α, ρ) v závislosti na α je vynesena na obrázku 4.14. Tak jako v př́ıpadě odporu, pro
rovinnou elektrodu funkce G(α, ρ) přejde na

lim
α→0

G(α, ρ) = 1 − π2ρ2

233
+

π4ρ4

293
. (4.116)
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Obrázek 4.14: Funkce G(α, ρ) v závislosti na α pro ρ = 1 a ρ = 0, 8.
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Zobecněná hmotnost vzduchové mezery je

¯̄m =
m0

Ξ(α, ρ)
. (4.117)

Pro př́ıpad rovinné elektrody a ṕıstově kmitaj́ıćı membrány se hmotnost odvozená za před-
pokladu ideálńıho plynu (4.41) a hmotnost odvozená v této kapitole pro nestlačitelný plyn lǐśı
o 1

40
(1

8
= 5

40
, 3

20
= 6

40
), což je v souladu s literaturou [1] či [7]. Nyńı porovnáme ty členy vztah̊u

popisuj́ıćıch obě hmotnosti, které reprezentuj́ı nerovinnost elektrody a neṕıstovou výchylku
membrány. Vztah (4.71) přeṕı̌seme jako

Zm 0np ≈ jωρ0
πRe

4

8 l0
F(α, ρ), (4.118)

kde F(α, ρ) = 1 − 2
3
α2 − π2ρ2

233
+ π2ρ2α2

25 + 1
2
α4 + π4ρ4

2832 . Funkce F(α, ρ) ve vztahu (4.118) (resp.
(4.71)) je vyjádřena pomoćı koeficient̊u rozvoje C0np až C6np (viz (4.64)). Abychom zpřesnili
aproximaci mocninnou řadou, vyjádř́ıme F(α, ρ) pomoćı koeficient̊u C0np až C10np za pomoci
vztahu (4.65). Dostáváme

F10(α, ρ) = 1 − 2

3
α2 +

1

2
α4 − 2

6
α6 +

1

3
α8 − π2ρ2

233

(

1 − 3

4
α2 +

3

5
α4 − 1

2
α6

)

+

+
π4ρ4

2832

(

1 − 4

5
α2 +

2

3
α4

)

− π6ρ6

2113252

(

1 − 5

6
α2

)

+
π8ρ8

2833527
.

(4.119)

Lze předpokládat, že G(α, ρ), F(α, ρ) a F10(α, ρ) budou funkce v závislosti na α klesaj́ıćı, nebot’

s rostoućım α se zduchová mezera na okraj́ıch rozšǐruje a vliv jej́ı hmotnosti na membránu
se zmenšuje. Z porovnáńı těchto funkćı na obrázku 4.15 je však patrné, že F(α, ρ) a F10(α, ρ)
nejprve klesaj́ı ale posléze zač́ınaj́ı stoupat, což je zp̊usobeno aproximaćı mocninnou řadou s
konečným počtem člen̊u.
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Obrázek 4.15: Porovnáńı funkćı G(α, ρ), F(α, ρ) a F10(α, ρ) v závislosti na α při ρ = 1.
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4.2 Stupňovitá pevná elektroda

Nyńı se budeme zabývat vlastnostmi vzduchové mezery mezi neṕıstově kmitaj́ıćı membránou
a kruhovou nerovinnou stupňovitou elektrodou. Stupně maj́ı tvar soustředných kružnic o po-
loměrech R1, R2, . . . Rn = Re (n je počet stupň̊u) a jejich vzdálenosti od membrány v klidové po-
loze jsou h1, h2, . . . hn. Neṕıstové kmity membrány jsou aproximovány pr̊uměrnými výchylkami
(3.45) a rychlostmi (vm1, vm2, . . . vmn) v oblastech nad jednotlivými stupni (viz obr. 4.16).
Obecná řešeńı vlnové rovnice pro rychlostńı potenciál v jednotlivých rovinných částech vzdu-
chové mezery lze určit ze vztah̊u odvozených např. v [1]. Tato řešeńı je pak možné svázat
nalezeńım integračńıch konstant při znalosti okrajových podmı́nek na vstupu a na výstupu
každé rovinné části vzduchové mezery. Akustický tlak a rychlost na vstupu i-té rovinné části
(tedy ve vzdálenosti Ri−1 od středu) jsou označeny pi,i−1, vi,i−1, na výstupu (ve vzdálenosti Ri

od středu) pi,i, vi,i.

vm1 vm2vm2

h1 h2

R1

R2

Rn

v2,1
p2,1

v1,1
p1,1

v2,2

p2,2

vmn vmn

hn

vn,n

pn,n

Rn−1

v3,2

p3,2

vn−1,n−1

pn−1,n−1

vn,n−1

pn,n−1

Obrázek 4.16: Soustava membrána-stupňovitá elektroda

Na rozhrańı dvou rovinných část́ı vzduchové mezery předpokládáme rovnost tlak̊u

pi,i = p(i+1),i (4.120)

a rovnost objemových rychlost́ı, ze které plyne vztah rychlost́ı

vi,i hi = vi+1,i hi+1. (4.121)

Rychlostńı potenciál ve vzduchové mezeře tloušt’ky h mezi ṕıstově kmitaj́ıćı membránou a
rovinnou pevnou elektrodou popisuje vlnová rovnice [1]

d2Ψ

dr2
+

1

r

dΨ

dr
+ k2(Ψ − vm

k2h
) = 0. (4.122)

V i-té rovinné části je jej́ı obecné řešeńı pro rychlostńı potenciál

Ψi(r) =
vmi

k2hi
+ AiJ0(kr) + BiN0(kr), (4.123)

rychlost je tud́ıž

vi(r) =
dΨi(r)

dr
= −AikJ1(kr) − BikN1(kr) (4.124)

a tlak
pi(r) = −jωρ0Ψi(r) = −jωρ0(

vmi

k2hi
+ AiJ0(kr) + BiN0(kr)). (4.125)
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4.2.1 Nerovinná stupňovitá elektroda se dvěma stupni

Pro názornost provedeme odvozeńı nejprve pro dvoustupňovou elektrodu a následně ho rozš́ı̌ŕıme
na libovolný počet stupň̊u. Dvoustupňová elektroda je znázorněna na obrázku 4.17. Rychlost

vm1

h1 h2

R1

R2

v1,1
p1,1

v2,1
p2,1

v2,2
p2,2

vm2 vm2

Obrázek 4.17: Soustava membrána-dvoustupňová elektroda

na výstupu ze středové části vzduchové mezery je

v1(R1) = v1,1 = −A1kJ1(kR1) = −A1kJ1,1, (4.126)

kde jsem zavedli konvenci v označeńı J1(kR1) = J1,1, J0(kR2) = J0,2, atd., kterou budeme
použ́ıvat dále i pro jiné druhy Besselových funkćı. Integračńı konstanta B1 muśı být nulová,
aby rychlost v1(0) byla konečná. Tlak ve stejném mı́stě je potom

p1(R1) = p1,1 = −jωρ0Ψ1(R1) = −jωρ0(
vm1

k2h1
+ A1J0,1). (4.127)

Obdobně urč́ıme rychlost na vstupu a na výstupu anulárńı části vzduchové mezery

v2,1 = −A2kJ1,1 − B2kN1,1, (4.128)

v2,2 = −A2kJ1,2 − B2kN1,2, (4.129)

stejně tak tlak na vstupu této části

p2,1 = −jωρ0(
vm2

k2h2

+ A2J0,1 + B2N0,1). (4.130)

Integračńı konstanty A1, A2, B2 urč́ıme řešeńım soustavy rovnic, kterou sestav́ıme z výše uve-
dených vztah̊u. Kromě rovnice (4.129), která vyjadřuje výstupńı rychlost, vyjádř́ıme vztah mezi
rychlost́ı v1,1 a v2,1 za předpokladu rovnosti objemových rychlost́ı na rozhrańı (4.121)

−A1kJ1,1
h1

h2
= −A2kJ1,1 − B2kN1,1. (4.131)

Dále vyjádř́ıme dle (4.120) rovnost tlak̊u na rozhrańı

−jωρ0(
vm1

k2h1

+ A1J0,1) = −jωρ0(
vm2

k2h2

+ A2J0,1 + B2N0,1). (4.132)

Z (4.129), (4.131) a (4.132) sestav́ıme soustavu rovnic

A2J1,2 +B2N1,2 = − v2,2

k

A1J1,1
h1

h2

−A2J1,1 −B2N1,1 = 0

A1J0,1 −A2J0,1 −B2N0,1 =
vm2

k2h2
− vm1

k2h1
.

(4.133)
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Okolńı dutina se zanedbatelnou impedanćı

Integračńı konstanty vzešlé ze soustavy (4.133) lze použ́ıt pro odvozeńı náhradńıho schématu
vzduchové mezery jako dvojbranu, kde mohou být dosazeny do dvojice rovnic vyjadřuj́ıćıch
śılu p̊usob́ıćı na membránu a śılu na výstupu vzduchové mezery (jako např. v [1]). V našem
př́ıpadě však takto obecný postup neńı nutný, nebot’ okolo pevné elektrody je dutina známých
rozměr̊u. Maximálńım zjednodušeńım je, budeme-li předpokládat, že okolńı dutina je natolik
velká, že se jej́ı impedance bĺıž́ı nule. Vyjádř́ıme nejprve tlak na výstupu vzduchové mezery

p2,2 = −jωρ0 (
vm2

k2h2

+ A2J0,2 + B2N0,2) (4.134)

a z něj výstupńı śılu

F2,2 = S2 p2,2 = −jωρ02πR2h2 (
vm2

k2h2
+ A2J0,2 + B2N0,2), (4.135)

kde S2 = 2πR2h2 je výstupńı plocha ze vzduchové mezery. Je-li impedance okolńı mezery
nulová, je nulová i výstupńı śıla:

−jωρ02πR2h2 (
vm2

k2h2

+ A2J0,2 + B2N0,2) = 0. (4.136)

Rovnice (4.136) tvoř́ı spolu s (4.129) a (4.131) soustavu rovnic

A2J0,2 +B2N0,2 = − vm2

k2h2

A1J1,1
h1

h2
−A2J1,1 −B2N1,1 = 0

A1J0,1 −A2J0,1 −B2N0,1 =
vm2

k2h2
− vm1

k2h1
.

(4.137)

Jej́ım vyřešeńım po úpravách dostaneme

A1 =
K(h1vm2 − h2vm1) + h1vm2N

k2h1(h1J1,1Q + h2J0,1K)

A2 =
J1,1N0,2(h2vm1 − h1vm2) + vm2(h1J1,1N0,1 − h2J0,1N1,1)

k2h2(h1J1,1Q + h2J0,1K)

B2 =
J1,1J0,2(h1vm2 − h2vm1) + vm2J1,1J0,1(h2 − h1)

k2h2(h1J1,1Q + h2J0,1K)
,

(4.138)

kde
K =J0,2N1,1 − J1,1N0,2

L =J1,2N0,1 − J0,1N1,2

Q =J0,1N0,2 − J0,2N0,1.

(4.139)

Poddajnost okolńı dutiny

Nyńı budeme uvažovat vliv dutiny okolo pevné elektrody dle obrázku 4.18. Okolńı dutina o
objemu Vx má akustickou poddajnost

cax =
Vx

ρ0c0
2
, (4.140)

jej́ı mechanická impedance je tud́ıž

Zmx =
ρ0c0

2S2
2

jωVx

. (4.141)
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vm1

h1 h2

R1

R2

v1,1
p1,1

v2,1
p2,1

v2,2
p2,2

vm2 vm2

Vx Vx

Obrázek 4.18: Soustava membrána-dvoustupňová elektroda s okolńı dutinou o objemu Vx

Zároveň je tato impedance poměrem śıly a rychlosti na výstupu vzduchové mezery

Zmx =
F2,2

v2,2
=

S2 p2,2

v2,2
. (4.142)

Výstupńı rychlost lze pak vyjádřit

v2,2 =
S2 p2,2

Zmx

=
k2Vx

S2

(
vm2

k2h2

+ A2J0,2 + B2N0,2), (4.143)

a z (4.129) tedy

−A2kJ1,2 − B2kN1,2 =
k2Vx

S2
(

vm2

k2h2
+ A2J0,2 + B2N0,2). (4.144)

Soustava rovnic pro výpočet integračńıch konstant A1, A2, B2 má pak tvar

A2 (kJ1,2 +
k2Vx

S2
J0,2) +B2 (kN1,2 +

k2Vx

S2
N0,2) = − Vxvm2

S2h2

A1J1,1
h1

h2
−A2J1,1 −B2N1,1 = 0

A1J0,1 −A2J0,1 −B2N0,1 =
vm2

k2h2

− vm1

k2h1

.

(4.145)

Řešeńım soustavy je (po úpravách)

A1 =
(h1vm2 − h2vm1)(S2M + kVxK) + kh1vm2VxN

k2h1D

A2 =
(h2vm1 − h1vm2)(S2J1,1N1,2 + kVxJ1,1N0,2) + kVxvm2J1,1N0,1(h1 − h2)

k2h2D

B2 =
(h1vm2 − h2vm1)(S2J1,1J1,2 + kVxJ1,1J0,2) + kVxvm2J1,1J0,1(h2 − h1)

k2h2D
,

(4.146)

kde K, L, Q je dle (4.139) a dále

D = S2h2J0,1M + kh1VxJ1,1Q − S2h1J1,1L + kh2VxJ0,1K

M = J1,2N1,1 − J1,1N1,2

N = J1,1N0,1 − J1,1N0,1.

(4.147)
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4.2.2 Nerovinná stupňovitá elektroda s n stupni

Má-li stupňovitá elektroda obecně n stupň̊u (viz obr. 4.16), sestaveńı soustavy rovnic pro
výpočet integračńıch konstant A1, A2, B2, . . .An, Bn je analogické výše popsanému postupu.
Rychlost na vstupu i-té části je

vi,i−1 = −AikJ1,i−1 + BikN1,i−1, (4.148)

rychlost na výstupu

vi,i = −AikJ1,i + BikN1,i. (4.149)

Obdobně tlaky na vstupu a na výstupu i-té části jsou

pi,i−1 = −jωρ0(
vmi

k2hi
+ AiJ0,i−1 + BiN0,i−1), (4.150)

pi,i = −jωρ0(
vmi

k2hi
+ AiJ0,i + BiN0,i). (4.151)

Prvńı rovnice soustavy vycházej́ıćı z rychlosti na výstupu ze vzduchové mezery bude r̊uzná
podle impedance okolńı dutiny. Budeme-li uvažovat tuto impedanci nulovou, bude nulová i
výstupńı śıla a podobně jako v př́ıpadě rovnice (4.136) bude prvńı rovnice soustavy

AnJ0,n + BnN0,n = − vmn

k2hn
. (4.152)

Uvažujeme-li poddajnost okolńı dutiny o objemu Vx, bude prvńı rovnice soustavy (analogicky
s (4.140) až (4.144))

An (kJ1,n +
k2Vx

Sn

J0,n) + Bn (kN1,n +
k2Vx

Sn

N0,n) = −Vxvmn

Snhn

. (4.153)

Ostatńı rovnice soustavy jsou

An−1J1,n−1
hn−1

hn

+Bn−1N1,n−1
hn−1

hn

−AnJ1,n−1 −BnN1,n−1 = 0

An−2J1,n−2
hn−2

hn−1

+Bn−2N1,n−2
hn−2

hn−1

−An−1J1,n−2 −Bn−1N1,n−2 = 0

...

A2J1,2
h2

h3
+B2N1,2

h2

h3
−A3J1,2 −B3N1,2 = 0

A1J1,1
h1

h2
−A2J1,1 −B2N1,1 = 0

An−1J0,n−1 +Bn−1N0,n−1 −AnJ0,n−1 −BnN0,n−1 =
vmn

k2hn
− vmn−1

k2hn−1

An−2J0,n−2 +Bn−2N0,n−2 −An−1J0,n−2 −Bn−1N0,n−2 =
vmn−1

k2hn−1

− vmn−2

k2hn−2

...

A2J0,2 +B2N0,2 −A3J0,2 −B3N0,2 =
vm3

k2h3

− vm2

k2h2

A1J0,1 −A2J0,1 −B2N0,1 =
vm2

k2h2
− vm1

k2h1
.

(4.154)
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4.2.3 Reaktance vzduchové mezery

Śıla p̊usob́ıćı v i-té rovinné části vzduchové mezery na i-tou část membrány je

Fmi =

∫ Rn

Rn−1

∫ 2π

0

pi(r) r dϕ dr =

= −jωρ0
2π

k2
(
1

2
(R2

i − R2
i−1)

vmi

hi
+ AikRiJ1,i − AikRi−1J1,i−1 + BikRiN1,i − BikRi−1N1,i−1),

(4.155)
v centrálńı části pak

Fm1 =

∫ R1

0

∫ 2π

0

p1(r) r dϕ dr = −jωρ0
2π

k2
(
1

2
R2

1

vm1

h1

+ A1kR1J1,1). (4.156)

Celková śıla p̊usob́ıćı na membránu je

Fm = Fm1 + Fm2 + · · ·+ Fmn. (4.157)

Zobecněná reaktance vzduchové mezery je poměrem této celkové śıly a zobecněné rychlosti
membrány ¯̄vm = jω ¯̄ξ, kde ¯̄ξ je zobecněná výchylka dle (3.40),

¯̄Zgap =
Fm

jω ¯̄ξ
. (4.158)
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4.2.4 Odpor vzduchové mezery

Odpor stupňovité vzduchové mezery urč́ıme obdobnou metodou jaká je popsána v [1], př́ıslušné
integrály však bude potřeba rozdělit na jednotlivé intervaly podle rozměr̊u stupňovitých část́ı
elektrody.

vmi vmi

hi

r

Ri−1

Ri

ςdς

dr

Obrázek 4.19: K odvozeńı odporu v i-té rovinné části vzduchové mezery

I v tomto př́ıpadě budeme předpokládat platnost Hagenova-Poiseuilleova zákona

dp = w(r)
6µ

πh3

dr

r
. (4.159)

Objemová rychlost v závislosti na souřadnici r je vyjádřena

w(r) =

∫ 2π

0

∫ r

0

vm dϕ r dr, (4.160)

kde vm je rychlost membrány. Membrána je však rozdělena na n část́ı, které kmitaj́ı rychlostmi
vm1 až vmn. Za předpokladu rotačńı symetrie budou v jednotlivých oblastech objemové rychlosti

r ∈ 〈0, R1〉 : w1(r) = 2π

∫ r

0

vm1 r dr = vm1πr2

r ∈ (R1, R2〉 : w2(r) = w1(R1) + 2π

∫ r

R1

vm2 r dr = w1(R1) + vm2π(r2 − R2
1)

...

r ∈ (Rn−1, Rn〉 : wn(r) = wn−1(Rn−1) + 2π

∫ r

Rn−1

vmn r dr = wn−1(Rn−1) + vmnπ(r2 − R2
n−1).

(4.161)
Tlak v mı́stě ς vzduchové mezery stanov́ıme integraćı diferenciálu tlaku (4.159)

p(ς) =

∫ ς

Rn

dp =
6µ

πh3

∫ ς

Rn

w(r)

r
dr, (4.162)
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kterou bude nutné opět rozdělit na př́ıslušné intervaly

ς ∈ (Rn−1, Rn〉 : pn(ς) =
6µ

πh3
n

∫ ς

Rn

wn(r)

r
dr =

6µ

π
Pn(ς)

ς ∈ (Rn−2, Rn−1〉 : pn−1(ς) = pn(Rn−1) +
6µ

πh3
n−1

∫ ς

Rn−1

wn−1(r)

r
dr =

6µ

π
Pn−1(ς)

...

ς ∈ (Ri−1, Ri〉 : pi(ς) = pi+1(Ri) +
6µ

πh3
i

∫ ς

Ri

wi(r)

r
dr =

6µ

π
Pi(ς)

...

ς ∈ 〈0, R1〉 : p1(ς) = p2(R1) +
6µ

πh3
1

∫ ς

R1

w1(r)

r
dr =

6µ

π
P1(ς)

(4.163)

kde

Pn(ς) =
1

h3
n

∫ ς

Rn

(

zn
1

r
+ vmnπr

)

dr =
1

h3
n

(

zn ln
ς

Rn
+

1

2
vmnπ(ς2 − R2

n)

)

Pn−1(ς) = Pn(Rn−1) +
1

h3
n−1

∫ ς

Rn−1

(

zn−1
1

r
+ vmn−1πr

)

dr =

= Pn(Rn−1) +
1

h3
n−1

(

zn−1 ln
ς

Rn−1

+
1

2
vmn−1π(ς2 − R2

n−1)

)

...

Pi(ς) = Pi+1(Ri) +
1

h3
i

∫ ς

Ri

(

zi
1

r
+ vmiπr

)

dr =

= Pi+1(Ri) +
1

h3
i

(

zi ln
ς

Ri
+

1

2
vmiπ(ς2 − R2

i )

)

...

P1(ς) = P2(R1) +
1

h3
1

∫ ς

R1

vm1πrdr = P2(R1) +
1

2h3
1

vm1π(ς2 − R2
1)

(4.164)

a

zi = wi−1(Ri−1) − vmiπR2
i−1. (4.165)

Śıla p̊usob́ıćı na membránu se vypočte z tlaku v mezeře

FR = 2π

∫ 0

Rn

p(ς) ς dς = 2π

∫ Rn−1

Rn

pn(ς) ς dς

︸ ︷︷ ︸

FRn

+ 2π

∫ Rn−2

Rn−1

pn−1(ς) ς dς

︸ ︷︷ ︸

FRn−1

+ · · ·+ 2π

∫ 0

R1

p1(ς) ς dς

︸ ︷︷ ︸

FR1

(4.166)
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a jej́ı jednotlivé složky jsou

FRn =
6µ

h3
n

(

znR
4
n−1 ln

Rn−1

Rn
+ (R2

n − R2
n−1)

(
1

4
vmnπ(R2

n − R2
n−1) +

1

2
zn

))

FRn−1 =
6µ

h3
n−1

(

zn−1R
4
n−2 ln

Rn−2

Rn−1
+

+(R2
n−1 − R2

n−2)

(
1

4
vmn−1π(R2

n−1 − R2
n−2) +

1

2
zn−1 − h3

n−1Pn(Rn−1)

))

...

FRi =
6µ

h3
i

(

ziR
4
i−1 ln

Ri−1

Ri
+ (R2

i − R2
i−1)

(
1

4
vmiπ(R2

i − R2
i−1) +

1

2
zi − h3

i Pi+1(Ri)

))

...

FR1 =
6µ

h3
1

(
1

4
vm1πR4

1 − h3
1R

2
1P2(R1)

)

.

(4.167)
Celková śıla p̊usob́ıćı na membránu je součtem d́ılč́ıch př́ıspěvk̊u

FR = FR1 + FR2 + · · ·+ FRi + · · · + FRn (4.168)

a zobecněný odpor vzduchové mezery je

¯̄Rgap =
FR

jω ¯̄ξ
. (4.169)
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4.3 Impédance à l’arrière de la membrane - Resumé en

français

L’objet de ce chapitre est de trouver l’impédance du système acoustique à l’arrière de la mem-
brane, comprenant l’entrefer et la cavité périphérique. Le problème est divisé en deux parties :
tout d’abord le gaz est supposé parfait et compressible pour calculer la réactance de l’entrefer;
puis le gaz est supposé visqueux et incompressible pour calculer la résistance mécanique de
l’entrefer.

4.3.1 Électrode arrière en forme de parabolöıde de révolution

D’abord, on exprime la loi de conservation de la masse dans l’entrefer éq. (4.1) (figure 4.1) qui
traduit la compressibilité du fluide. Après avoir introduit le potentiel des vitesses Ψ et pour
des oscillations harmoniques, on obtient l’équation (4.4). Pour l’expression (3.14) de l’épaisseur
de l’entrefer, l’équation (4.4) prend la forme (4.5). Du fait que la solution analytique de cette
équation n’est pas connue, une solution approchée est recherchée.

Réactance de l’entrefer - solution approchée

Pour rechercher une solution approchée, l’équation (4.5) est écrite sous la forme (4.7). Géné-
ralement, la solution est écrite sous la forme d’une série de puissance (4.8), mais pour que la
fonction Ψ(r = 0) reste finie, il est nécessaire que C−n, . . . , C−1 = 0; la solution est alors réduite
à l’expression (4.9). Compte tenu des équations (4.10) et (4.11), l’équation (4.7) donne (4.12).
L’identification des puissances de r (4.13) permet d’exprimer les coefficientes C1 . . . C6 (4.14)
et généralement Cn (4.15). Le potentiel des vitesses est dont approché par (4.16) oú (4.17).
La convergence de la série de puissance vers solution est assurée pour (kRe)max < 1 et α ≤ 1.
La solution pour α = 0 (4.22) conduit bien à la solution pour l’électrode arrière plane (4.25)
trouvée à [1].

Après avoir trouvé le potentiel de vitesse dans l’entrefer, la réactance de l’entrefer peut être
exprimée. D’abord la cavité périphérique est supposée très grande, son réactance tend alors à
zéro. La pression et la force à la sortie de l’entrefer sont données par les équations (4.28) et (4.29).
Si la réactance de la cavité périphérique est nulle, la force à la sortie de l’entrefer est nulle ega-
lement (4.30). Dans ces conditions, le coefficient C0 est exprimé par l’équation (4.31) et le po-
tentiel des vitesses est donné par (4.32). Puis la force s’exerçant sur la membrane (4.33), (4.34)
divisée par la vitesse de la membrane vm donne la réactance de l’entrefer à l’arrière de la mem-
brane (4.35). En introduisant la variable kRe on peut exprimer la réactance normalisée (4.38)
montrée sur la figure 4.2. Pour les basses fréquences (oú k ≪ 1) on peut utiliser les approxi-
mations (4.39), et la réactance (4.35) devient la réactance de la masse de l’entrefer (4.40). La
solution pour α = 0 conduit bien à la solution pour l’électrode arrière plane (4.41) trouvée à
[1] oú à [7].

Si maintenant le volume fini Vx de la cavité périphérique est pris en compte, il faut d’abord
exprimer sa souplesse acoustique (4.42) et donc la réactance mécanique (4.43) où SRe

=
2πRe l0(1 + α2) est le surface à la sortie de l’entrefer. Cette réactance peut aussi être exprimée
comme la force à la sortie de l’entrefer divisée par la vitesse au même endroit (4.44). La vitesse
est exprimée à l’aide du potentiel des vitesses (4.45), (4.46). L’égalité des expressions (4.43) et
(4.44) permet d’exprimer le coefficient C0 (4.49). Puis le potentiel des vitesses prends la forme
(4.50), la force s’exerçant sur la membrane (4.51) et la réactance de l’entrefer à l’arrière de la
membrane (en considérant la cavité périphérique) est alors exprimée par (4.52). En introdu-
isant le volume de l’entrefer Vl (4.53), la variable kRe et le paramètre R (4.56), la réactance
normalisée peut être exprimée par (4.57). La réactance normalisée est représentée sur les figures
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4.3 et 4.4 pour α = 1 et pour différentes valeurs de R. Si le volume de la cavité périphérique
tend vers l’infini, le paramètre R tend vers zéro et l’équation (4.57) vers l’équation (4.38).

Jusqu’à présent on a supposé que la membrane vibre en piston. Mais le déplacement de la
membrane à des fréquences inférieures à celle du mode fondamental, est donné par la fonction
du point (3.13). Le déplacement de la membrane carrée (3.13) ne remplit pas la condition de la
symétrie de révolution; cependant nous retenons dans la suite une approximation pour la mem-
brane carée donnée par celle d’une membrane circulaire à déplacement en forme de fonction co-

sinus (4.58). La vitesse de la membrane s’écrit alors (4.59), et si on développe la fonction cosinus

en série de puissance, l’équation (4.7) conduit à l’équation (4.60). Les coefficients C1np, . . . , C6np

(4.64) et la solution (4.66) peuvent alors être trouvés comme précédemment. La réactance de
l’entrefer pour la cavité périphérique très grande est donnée par l’équation (4.68), la réactance
de l’entrefer pour la cavité périphérique à volume Vx est donnée par l’équation (4.72). Comme
précédemment, la réactance de la masse de l’entrefer pour les basses fréquences est donné
par l’équation (4.71). Le cas particulier a = 2Re donne les réactances normalisées (4.74) et
(4.75), qui sont représentées sur les figures 4.5 (α = 1, Vx → ∞), 4.6 (α = 0, Vx → ∞), 4.7
(α = 1, R = 10−3) et 4.8 (α = 0, R = 10−3) et comparées avec impédances trouvées pour la
membrane vibrant en piston.

Les pertes visqueuses dans l’entrefer

Après avoir trouvé la réactance de l’entrefer en supposant le gaz parfait compressible, pour
trouver la résistance le gaz est supposé visqueux mais incompressible. Le mouvement des par-
ticules est décrit par l’équation de Navier-Stokes, approximation de Poiseuille (4.76), où v est
la vitesse particulaire, p est la pression et µ est le coefficient de viscosité de cisaillement du
fluide. Conformément à la figure 4.9, l’équation (4.76) devient (4.77). L’incomperssibilité du
fluide est donnée par les équations (4.78), (4.79) et (4.80). Compte tenu de ces équations et
de la linearisation (dvr

dt
≈ ∂vr

∂t
), l’équation (4.77) prends la forme (4.81). Pour des oscillations

harmoniques, et en posant b(t, z) = r · vr, Ψ(t, r) = −∂p
∂r

l’équation (4.81) donne l’équation
(4.83). La solution de cette équation prend la forme (4.84), les constantes A (4.85) et B (4.86)
étant données par les conditions aux limites (figure 4.10). Le débit dans l’entrefer est ensuite
exprimé par les équations (4.89) et (4.90), et la différentielle de la pression dans l’entrefer par
(4.91). Pour pouvoir intégrer la différentielle de la pression, il faut exprimer la fonction tangente

sous la forme d’une série de puissance (4.92). Ainsi, après calculs et simplifications, la partie
réelle de la différentielle de la pression est donnée par (4.96); cette équation correspond à la
loi de Hagen-Poiseuille. Si la membrane vibre en piston, le débit causé par les vibrations de la
membrane est wrp = πr2vm, la partie réelle de la différentielle de la pression est exprimé par
(4.97) et la force s’exerçant sur la membrane par (4.99), et la résistance mécanique est ensuite
donnée par (4.100). Mais si on considère le déplacement de la membrane carrée (3.13), le débit
causé par les vibrations de la membrane est donné par (4.101), et après calculs par (4.105), où
J1 est la fonction de Bessel du 1ére ordre. Pour pouvoir intégrer le débit, il faut exprimer la
fonction de Bessel sous la forme d’une série de puissance; puis la force s’exerçant sur la mem-
brane prend alors la forme (4.106) et la résistance mécanique correspondant au déplacement
central est donnée par la relation (4.107). La résistance mécanique généralisée est alors donnée
par la relation (4.110). En utilisant la partie imaginaire de la différentielle de la pression, on
peut exprimer la masse de l’entrefer - éq. (4.114) - par la même procedure. Cette masse est com-
parée avec la masse donnée par équation (4.71) exprimée en utilisant six coefficientes (F(α, ρ))
et dix coefficientes (F10(α, ρ)) de la série de puissance sur la figure 4.15.
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4.3.2 Électrode arrière en gradins

L’électrode arrière en gradins est représentée sur la figure 4.16. Il y a n parties planes (n − 1
annulaires et une circulaire au centre), R1 est le rayon de la partie plane centrale, et R2 . . . Rn

les rayons des autres parties. Les distances entre les parties planes et la membrane sont h1 . . . hn.
La vitesse moyenne de la partie de la membrane en regard de la partie de l’électrode de rayon Ri

est vmi. Les pressions et vitesses dans l’entrefer aux interfaces entre parties planes sont indiquées
sur la figure 4.16. Aux interfaces entre parties planes on suppose l’égalité des pressions (4.120)
et l’égalité des débits (4.121). L’équation qui décrit le potentiel des vitesses dans la partie
annulaire de l’entrefer (4.122), sa solution (4.123) et les équations décrivant la vitesse (4.124)
et la pression (4.125) dans cette partie sont connues [1]. Les coefficients Ai et Bi sont calculés
ci-dessous.

Électrode à deux gradins

Les coefficientes Ai et Bi sont d’abord exprimés dans le cas de deux gradins (figure 4.17). Pour
la partie centrale de l’entrefer le coefficient B1 est nul, parce que la vitesse au centre v1(0) ne
peut pas être infinie. La vitesse et la pression à la sortie de la partie centrale sont données par
les équations (4.126) et (4.127) respectivement. Des notations J1(kR1) = J1,1, N1(kR2) = N1,2,
etc, sont utilisées dans la suite. La vitesse à l’entrée (4.128) et à la sortie (4.129) de la partie
annulaire et la pression á la limite de deux parties (4.130) sont tour à tour exprimées. L’égalité
des débits et des pressions à l’interface des deux parties donne les équation (4.131) et (4.132).
Puis les coefficients A1, A2 et B2 sont donnés par la solution du système d’équations (4.133);
leurs expressions sont données respectivement par les équations (4.129), (4.131) et (4.132).

Mais il est assez compliqué d’exprimer la réactance de l’entrefer au moyen des coefficients
déduits de l’équation (4.133). Il est préférable de supposer la réactance de la cavité périphérique
connue. Si cette réactance tend vers zéro, la force à la sortie de l’entrefer (4.135) tend aussi vers
zéro (4.136) et le système d’équations devient (4.137). Les coefficients sont ensuite donnés par
la solution (4.138).

Si la réactance mécanique à la sortie de l’entrefer (4.142) est déterminée par la souplesse de
la cavité périphérique de volume Vx (4.42), (4.141), on peut exprimer la vitesse à la sortie de
l’entrefer (4.143). En comparant (4.143) et (4.129), on obtient l’équation (4.144) et le système
d’équations s’écrit alors (4.145). Sa solution est donnée par les équations (4.146).

Électrode à n gradins

Pour l’électrode à n gradins il faut former le système d’équations pour des variables A1, A2,
B2, . . . An, Bn par le même procédé qu’auparavant. A l’entrée de la iéme partie de l’entrefer
au point Ri−1 les expressions de la vitesse et la pression s’écrivent respectivement (4.148) et
(4.150), et à la sortie Ri de cette partie leurs expressions sont données par (4.149) et (4.151).
Si la réactance de la cavité périphérique tend vers zéro, la première équation du système
d’équations est donnée par (4.152); si cette réactance est caractérisée par la souplesse de la
cavité périphérique de volume Vx, la première équation du système d’équations est donnée par
(4.153). Les autres équations sont celle données en (4.154).

Reactance de l’entrefer

Dans la iéme partie de l’entrefer, celle située entre Ri−1 et Ri, la force s’exerçant sur la partie
en regard de la membrane est décrite par (4.155), excepté pour la partie centrale décrite par
(4.156). La reactance généralisée de l’entrefer est la force totale (4.157) divisée par la vitesse
généralisée de la membrane (4.158).
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Résistance de l’entrefer

Conformément à la loi de Hagen-Poiseuille, la différentielle de la pression dans la partie de
l’entrefer située Ri−1 et Ri est donnée par (4.159) [1]. Le débit (4.160) et la pression dans
l’entrefer (4.162) sont calculés différemment dans chaque intervalle de r (4.161), resp. (4.163).
La est et la force s’exerçant sur la membrane (4.166) est la somme des forces particulieres
(4.167). La résistance de l’entrefer est la force totale (4.168) divisée par la vitesse généralisée
de la membrane (4.169).



Kapitola 5

Tlaková citlivost měniče jako
akustického přijimače 0. řádu

V předchoźıch kapitolách byly popsány jednotlivé části elektrostatického měniče se čtvercovou
membránou a nerovinnou pevnou elektrodou. Nyńı bude sestaven náhradńı obvod měniče, který
jednotlivé části zahrnuje, a z něj bude odvozena tlaková citlivost měniče jako akustického
přij́ımače 0. řádu a jej́ı frekvenčńı závislost.

5.1 Náhradńı schéma měniče

Z náhradńıch prvk̊u odvozených v předchoźıch kapitolách sestav́ıme náhradńı schéma měniče
jako přijimače 0. řádu - obrázek 5.1. Impedance ¯̄Zback představuje zobecněnou impedanci prvk̊u
pod membránou, tedy vzduchové mezery a okolńı dutiny. Při jej́ım stanoveńı lze vyj́ıt např. z
impedance dané vztahem (4.72)

¯̄Zback =
ZmVxnp

Ξ(α, ρ)
, (5.1)

nebo, pokud by okolńı dutina byla dostatečně velká, aby jej́ı tuhost byla zanedbatelná, analo-
gicky ze vztahu (4.68). V př́ıpadě stupňovité pevné elektrody lze jako zobecněnou impedanci
prvk̊u pod membránou použ́ıt rovnou vztah (4.158). Negativńı tuhost SN má vzhledem ke svým
č́ıselným hodnotám zanedbatelný vliv na citivost a v př́ıpadě mikrofon̊u se obvykle neuvažuje.

p

¯̄M1

¯̄Zback

−1/SN

u

K : 1

¯̄C1

jω ¯̄ξ

1 : SM

C

¯̄Rm

Obrázek 5.1: Náhradńı schéma elektrostatického měniče s nerovinnou pevnou elektrodou jako
akustického přijimače 0. řádu
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Jak je z náhradńıho schématu patrné, tlaková citlivost měniče je dána

η =
u

p
=

SM K

jωC ¯̄Ztot + K2
, (5.2)

kde ¯̄Ztot = jω ¯̄M1 + 1

jω ¯̄C1

+ ¯̄Rm + ¯̄Zback. Jelikož člen K2 mı́vá v praxi velmi ńızkou č́ıselnou

hodnotu, lze ho zanedbat. Vzhledem k předpoklad̊um a zjednodušeńım, které jsme zavedli, je
platnost i tohoto vztahu omezena kmitočtem 1. vidu membrány.

5.2 Tlaková citlivost na ńızkých kmitočtech

Při ńızkých kmitočtech je celková mechanická impedance ¯̄Ztot dána předevš́ım zobecněnou kva-
zistatickou poddajnost́ı membrány ¯̄C∞ a zobecněnou poddajnost́ı prostoru pod membránou
¯̄cback, ostatńı prvky této impedance zanedbáme. Ve srovnáńı s (5.2) lze zanedbat i K2 ve jme-
novateli, neb je č́ıselně podstatně menš́ı. Tlaková citlivost mikrofonu na ńızkých kmitočtech je
tedy dána

ηLF =
SM K

C( ¯̄C−1
∞

+ ¯̄c−1
back)

. (5.3)

Zobecněná kvazistatická poddajnost membrány ¯̄C∞ je dána vztahem (3.56), zobecněnou pod-
dajnost prostoru pod membránou ¯̄cback nyńı vyšetř́ıme.

Tlak v prostoru pod membránou je při ńızkých kmitočtech součinem akustické poddajnosti
a objemového posunut́ı zp̊usobeného výchylkou membrány (vyjdeme ze zjednodušeného vztahu
pro výchylku (3.13))

p =
κp0

Vx

∫∫

Sm

ξ(x, y)dSm =
κp0

Vx
ξ0

∫ a/2

−a/2

∫ a/2

−a/2

cos
πx

a
cos

πy

a
dxdy =

κp0

Vx
ξ0

4a2

π2
. (5.4)

Mechanická impedance prostoru pod membránou vztažená ke středové výchylce je potom

Zmx0 =
pa2

jωξ0
=

1

jω

κp0

Vx

4a4

π2
. (5.5)

Tato impedance má charakter poddajnosti

cmx0 =
Vx

κp0

π2

4a4
. (5.6)

Zobecněná poddajnost prostoru pod membránou pro ńızké kmitočty je tedy

¯̄cback = cmx0 Ξ(α, ρ) =
Vx

κp0

π2

4a4
Ξ(α, ρ). (5.7)

5.3 Teoretická kmitočtová charakteristika

Teoretickou závislost tlakové citlivosti mikrofonu na frekvenci ukážeme na př́ıkladu minia-
turńıho křemı́kového mikrofonu, jehož realizace bude popsána v následuj́ıćı kapitole. Navržený
mikrofon má parametry :

• Čtvercová membrána o straně a = 3mm, jej́ı tloušt’ka je hm = 20µm.

• Mechanické napět́ı membrány bylo předpokládáno ν = 70N/m, tento údaj byl převzat z
[21].
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• Z tloušt’ky membrány a hustoty křemı́ku ρSi = 2330kg/m3 byla stanovena plošná hustota
m1 = hmemb · ρSi = 0, 0466kg/m2.

• Poloměr kruhové pevné elektrody je Re = 1, 5mm, tedy ρ = 1.

• Nerovinná pevná elektroda má tvar rotačńıho paraboloidu, výška paraboloidu je hp =
14µm, středová vzdálenost mezi membránou a pevnou elektrodou je l0 = 20µm, tedy
α = 0.837.

• Objem dutiny okolo pevné elektrody je Vx = 2, 16 · 10−9m3.

• Polarizačńı napět́ı je uvažováno U0 = 30V.

Tlaková citlivost tohoto mikrofonu v závislosti na fekvenci bude nyńı stanovna pro př́ıpad
nerovinné pevné elektrody tvaru rotačńıho paraboloidu a pro př́ıpad aproximace paraboloidu
stupňovitou elektrodou. Tlaková citlivost na ńızkých kmitočtech byla stanovena podle vztahu
(5.3). Pro výše uvedené parametry je ηLF = 2, 13mV/Pa (tedy -53,4 dB).

5.3.1 Mikrofon s pevnou elektrodou tvaru rotačńıho paraboloidu

Jak už bylo uvedeno, citlivost v závislosti na frekvenci lze stanovit podle náhradńıho schématu
na obrázku 5.1 vzorcem (5.2). Za ¯̄Zback lze v př́ıpadě elektrody tvaru rotačńıho paraboloidu do-
sadit impedanci vzduchové mezery s uvažováńım okolńı dutiny konečných rozměr̊u podle (5.1).
Přesnost výpočtu této impedance je však závislá na počtu použitých člen̊u řady v řešeńı (4.66)
vlnové rovnice (4.60), jak ostatně v př́ıpadě hmotnosti vzduchové mezery (4.71) naznačuje též
obrázek 4.15. Proto pro výpočet citlivosti použijeme jak impedanci (4.72) stanovenou pomoćı
šesti koeficient̊u C0np až C6np, tak impedanci stanovenou pomoćı deseti koeficient̊u C0np až C10np

za pomoci vztahu (4.64). Citlivosti vypočtené za použit́ı těchto impedanćı označ́ıme η6, resp.
η10. Pro porovnáńı jsou vyneseny do společného grafu na obrázku 5.2.

Daľśı zp̊usob stanoveńı kmitočtové závislosti tlakové citlivosti využ́ıvá hmotnost vzduchové
mezery vypočtenou za předpokladu nestlačitelného plynu v mezeře. Mı́sto impedance ZmVxnp

můžeme použ́ıt sériovou kombinaci hmotnosti vzduchové mezery ¯̄m (4.117) a poddajnosti okolńı
dutiny ¯̄cback (5.7). Takto vypočtenou citlivost označ́ıme ηm a vypočteme j́ı podle vztahu (5.2),
do kterého dosad́ıme

¯̄Zback = jω ¯̄m +
1

jω¯̄cback
. (5.8)

Citlivost ηm je znázorněna na obrázku 5.3, pro porovnáńı též v jednom grafu s η10.

5.3.2 Mikrofon se stupňovitou pevnou elektrodou

V tomto př́ıpadě byl rotačńı paraboloid výšky hp = 14µm aproximován stupňovitou elektrodou
se čtyřmi stupni, tedy s pěti rovinnými oblastmi. Aproximace je znázorněna na obrázku 5.4,
rozměry jednotlivých část́ı vzduchové mezery použité ve výpočtech jsou shrnuty v tabulce 5.1.
Zde je nutno podoktnout, že tyto rozměry nejsou shodné se skutečnými rozměry navrženého
mikrofonu, což bude vysvětleno v následuj́ıćı kapitole. Na tomto mı́stě se s nimi poč́ıtá proto,
že nejlépe aproximuj́ı daný praboloid, což je vhodné pro možnost porovnáńı s předchoźımi
výsledky.

Všechny ostatńı parametry jsou shodné s parametry uvedenými u mikrofonu s parabolickou
pevnou elektrodou. Pomoćı uvedených parametr̊u byla vypočtena impedance vzduchové mezery
s uvažováńım vlivu okolńı dutiny podle vztahu (4.158). Pro numerický výpočet impedance byl
použit matematický software Matlab, výpis programu je v Př́ıloze I. Do vztahu pro výpočet
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Obrázek 5.2: Závislost tlakové citlivosti mikrofonu na frekvenci při použit́ı šesti koeficient̊u - η6

(—) a deseti koeficient̊u - η10 (−−−).
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Obrázek 5.3: Závislost tlakové citlivosti mikrofonu na frekvenci při použit́ı hmotnost́ı vypočtené
za předpokladu nestlačitelného plynu v mezeře ηm (—), porovnáńı s η10 (−−−).

citlivosti (5.2) byly kromě impedance (4.158) (dosazené za ¯̄Zback) dosazeny parametry elek-
tromechanického převodu spočtené v kapitole 2.2.2 a odpor vzduchové mezery (4.110). Takto
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Tloušt’ka vzduchové mezery Poloměr
h1 = l0 = 20µm R1 = 0, 264mm
h2 = 20, 87µm R2 = 0, 591mm
h3 = 23, 49µm R3 = 0, 954mm
h4 = 27, 87µm R4 = 1, 325mm
h5 = 34µm R5 = Re = 1, 5mm

Tabulka 5.1: Rozměry vzduchové mezery mezi membránou a stupňovitou pevnou elektrodou.
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Obrázek 5.4: Aproximace paraboloidu čtyřmi stupni.

spočtená citlivost byla označena ηs a je znázorněna na obrázku 5.5, pro porovnáńı též v jednom
grafu s ηm.
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Obrázek 5.5: Závislost tlakové citlivosti mikrofonu se stupňovitou pevnou elektrodou na frek-
venci ηs (—), porovnáńı s ηm (−−−).
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5.4 Sensibilité en pression du microphone - Resumé en

français

Dans les chapitres précédants nous avons décrit par morceau le transducteur électrostatique à
membrane carrée et électrode arrière non-plane. Il reste à assembler les résultats pour constituer
le circuit équivalent du transducteur et en déduire sa sensibilité en pression.

Le circuit équivalent présenté sur la figure 5.1 est composé des éléments calculés dans les
chapitres précédants. Le facteur ¯̄Zback représente l’impédance généralisée des éléments à l’arrière
de la membrane comprenant l’entrefer et la cavité périphérique. A des fréquences inférieures
à celle du mode symétrique fondamental, la sensibilité en pression est donnée par l’équation
(5.2), où ¯̄Ztot = jω ¯̄M1 + 1

jω ¯̄C1

+ ¯̄Rm + ¯̄Zback.

5.4.1 Sensibilité en pression aux très basses fréquences

A des fréquences très basses, l’impédance mécanique totale du système comprend notam-
ment la souplesse quasi statique généralisée ¯̄C∞ (3.56) et la souplesse généralisée de la cavité
périphérique ¯̄cback (5.7). De plus, le facteur K2 de l’équation (5.2) est négligeable. La sensibilité
en pression aux très basses fréquences est alors donnée par l’équation (5.3).

5.4.2 Réponse fréquentielle théorique

La réponse fréquentielle théorique était calculée pour le microphone, qui est décrit ci-dessous:

• La membrane carée d’arête a = 3mm et d’épaisseur hm = 20µm.

• La tension mécanique de la membrane est supposée ν = 70N/m [21].

• La masse surfacique de la membrane est donée par m1 = hmemb · ρSi = 0, 0466kg/m2, où
la masse volumique du silicium ρSi = 2330kg/m3.

• Le rayon de l’électrode arrière Re = 1, 5mm, alors ρ = 1.

• Le hauteur de parabolöıd est hp = 14µm, l’épaisseur centrale d’entrefer l0 = 20µm, alors
α = 0.837.

• Volume de la cavité périphérique Vx = 2, 16 · 10−9m3.

• Tension de polarisation U0 = 30V.

Sensibilité en pression aux très basses fréquences (5.3), en utilsant les paramètres cidessus, est
ηLF = 2, 13mV/Pa (alors -53,4 dB).

Microphone à électrode arrière en forme de parabolöıde

Pour calculer la courbe de la sensibilité nous allons d’abord utiliser l’impédance du système
à l’arrière de la membrane ZmVxnp, éq. (4.72). Impédance ¯̄Zback est calculée selon éq. (5.1)
et la sensibilité est donnée par (5.2). Vu que le nombre de coefficientes de la série de pu-
issance utilisés influence la précision du calcul (figure 4.15 le montre pour la masse de l’entrefer
(4.71)), impédance ZmVxnp était exprimée en utlisant six coefficientes de la série de puissance
et la sensibilité η6 était calculée, et puis la sensibilité η10 était calculée en utilisant impédance
ZmVxnp exprimée en utlisant dix coefficientes de la série de puissance. Sensibilités η6 et η10 (trait
interrompu) sont comparées sur la figure 5.2.
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On peut aussi calculer la sensibilité en utilisant la masse de l’entrefer ¯̄m (4.117) et et
la souplesse de la cavité périphérique ¯̄cback (5.7). L’impédance du système à l’arrière de la
membrane est donnée par (5.8) et la sensibilié ηm est montré sur la figure 5.3 comparée avec
η10 (trait interrompu).

Microphone à électrode arrière en gradins

Dans ce cas le parabolöıd de hauteur hp = 14µm était approximé par quatre gradins (figure 5.4).
Le meilleur approximation du parabolöıde par quatre gradins était utilisé pour le calcul, les
dimensions de l’entrefer sont mentionnées dans le tableau 5.1. La sensibilité de ce microphone
ηs était calculée par Matlab (Annexe I.) en utilisant l’impédance du système à l’arrière de la
membrane selon équation (4.158), la résistance de l’entrefer (4.110) et les paramètres calculés
dans chapitre 2.2.2. Figure 5.5 montre ηs comparée avec ηm (trait interrompu).



Kapitola 6

Návrh a realizace miniaturńıho
křemı́kového mikrofonu

Aby bylo možno ověřit funkci miniaturńıho křemı́kového mikrofonu, je třeba vyrobit expe-
rimentálńı vzorek. Návrh a realizace vzorku miniaturńıho křemı́kového mikrofonu se staly
předmětem dvou čtyřměśıčńıch stáž́ı autora na partnerském pracovǐsti ENSIM na Université du
Maine ve Francii. Toto pracovǐstě disponuje laboratořemi s potřebným technologickým vyba-
veńım. Během dvou stáž́ı byly testovány mnohé varianty jednotlivých etap realizace vzorku. Z
těch variant, které v testech dopadly nejlépe, byl sestaven optimálńı postup výroby mikrofonu.
V této kapitole bude prezentován návrh konkrétńıch rozměr̊u mikrofonu a dále budou popsány
jednotlivé etapy jeho výroby.

6.1 Návrh miniaturńıho křemı́kového mikrofonu

Zjednodušený výkres požadovaného vzorku je na obrázku 6.1. Ve spolupráci s partnerským
pracovǐstěm na Université du Maine bylo stanoveno, že vzorek bude vyroben dvoučipovou tech-
nologíı, rozměry čtvercové membrány budou 3x3mm a tloušt’ka vzduchové mezery bude 20µm.
Vzorek takovýchto rozměr̊u lze vyrobit pomoćı dostupné technologie a pro ověřeńı funkčnosti
zcela postačuje. Dále byl diskutován tvar nerovinné pevné elektrody. Jelikož je prakticky velmi
obt́ıžné vyrobit pomoćı dostupné technologie nerovinnou elektrodu tvaru rotačńıho paraboloidu,
bylo rozhodnuto, že pevná elektroda navrhovaného vzorku bude vyrobena jako stupňovitá,
přičemž stupňováńım elektrody bude aproximován tvar rotačńıho paraboloidu. Okolo pevné
elektrody je čtvercová okolńı dutina hluboká 150µm, strana tohoto čtverce je 5mm, š́ı̌rka du-
tiny je tedy na každé straně 1mm. Objem dutiny je 2,16mm3. Označeńı daľśıch rozměrẙu vzorku
je uvedeno na obrázku 6.1

6.2 Realizace navrženého miniaturńıho křemı́kového mi-

krofonu

Jak již bylo výše uvedeno, pro realizaci vzorku byla zvolena dvoučipová technologie, která je
založena na oddělené realizaci membrány a pevné elektrody. Základńım polotovarem pro výrobu
těchto část́ı je křemı́ková destička, v našem př́ıpadě dvoupalcová. Jej́ı tloušt’ka je 280µm ± 25µm.
Jelikož je obecně výroba pomoćı mikromechanických technologíı velmi náročná a citlivá, zvyšuje
se pravděpodobnost úspěchu t́ım, že na jedné destičce je realizováno několik shodných část́ı.
Na dvoupalcové křemı́kové destičce je při daných rozměrech mikrofonu optimálńı výroba čtyř
shodných část́ı najednou. Destička s hotovými membránami je spojena s destičkou s hotovými
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Obrázek 6.1: Schematický řez mikrofonem

elektrodami za pomoci termokomprese, tedy prolnut́ı vrstev zlata při stlačeńı za vysoké teploty.
Dále budou popsány jednotlivé etapy výroby membrány a pevné elektrody.

6.2.1 Membrána

Membrána je křemı́ková a je vyrobena anizitropńım leptáńım křemı́ku v 30% roztoku hydroxidu
draselného (KOH) při teplotě roztoku 60◦C. Na povrchu křemı́kové detičky je nejprve vytvořena
tenká vrstvička (cca 1,2µm) oxidu křemičitého (SiO2) přesně definovaným procesem, který
prob́ıhá v peci za velmi vysokých teplot. SiO2 se vyznačuje značnou odolnost́ı proti KOH
- rychlost leptáńı SiO2 v KOH se pohybuje okolo 70nm/h [20], zat́ımco křemı́k je v tomto
roztoku leptán rychlost́ı cca 25µm/h. Vrstva SiO2 je tedy schopna chránit části destičky, které
nemaj́ı být leptány po dobu dostatečnou k proleptáńı destičky naskrz. V mı́stech, která maj́ı
být vystavena leptáńı KOH, je odstraněna vrstvička SiO2 fotolitografickou metodou. Ta se
setává z několika krok̊u: naneseńı fotocitlivé vrstvy, expozice této vrstvy ultrafialovým zářeńım
přes masku s př́ıslušným motivem, vyvoláńı - odstraněńı fotocitlivé vrstvy v mı́stech, která
budou vystavena leptáńı, odstraněńı SiO2 v mı́stech, kde byla odstraněna fotocitlivá vrstva (tzv.
otevřeńı SiO2, v anglické literatuře ”oxid opening”) a konečně odstraněńı odstraněńı zbytk̊u
fotocitlivé vrstvy. Fotocitlivá vrstva je bud’ pozitivńı - při vyvoláńı je odstraněna osv́ıcená část
vrstvy (vyvolaná fotocitlivá vrstva je co do kryt́ı shodná s maskou), nebo negativńı - při vyvoláńı
je odstraněna neosv́ıcená část vrsvy (vyvolaná fotocitlivá vrstva je co do kryt́ı inverzńı k masce).
Za určitých podmı́nek lze jeden typ fotocitlivé vrstvy použ́ıt jako negativńı nebo jako pozitivńı
pouze změnou zp̊usobu naneseńı a expozice. Vrstva SiO2 byla v našem př́ıpadě odstraněna
pomoćı kyseliny NH4F-HF (zkráceně též nazývané BHF), což je zdravotně nejriskantněǰśı část
procesu. Alternativńı zp̊usob ”otevřeńı” SiO2 je pomoćı plasmy (plasma etching), tento zp̊usob
je mnohem bezpečněǰśı, avšak výrazně dražš́ı. Detailńı popis části procesu je uveden v Př́ıloze
II.

Nyńı se zaměř́ıme na jednotlivé etapy výroby membrány. Každá z etap zahrnuje fotolitogra-
fický proces s následným otevřeńım SiO2 na př́ıslušných mı́stech a leptáńı křemı́ku v KOH. V
prvńı etapě je předleptána vlastńı membrána. Pozitivńı fotocitlivá vrstva byla odstraněna na
mı́stech, kde má být membrána za použit́ı masky, která je na obrázku 6.2, na stejných mı́stech
byla tedy odstraněna vrstva SiO2. Hloubka leptáńı hgrav je dána rozd́ılem skutečné tloušt’ky
křemı́kové destičky hwaf (kterou je třeba před započet́ım procesu změřit v několika bodech) a
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součtu tloušt’ky membrány hm a dvojnásobku tloušt’ky vzduchové mezery hgap (nebot’ při leptáńı
spodńı strany membrány pro vytvořeńı prostoru pro vzduchovou mezeru bude stejná část od-
leptána i z horńı strany membrány), tedy hgrav = hwaf − (hm + 2hgap). Při použit́ı dostupné
technologie bylo možno vyrobit membránu tlustou cca 20µm. Schématický řez membránou po
prvńı etapě výroby je na obrázku 6.3.

Obrázek 6.2: Maska pro prvńı etapu výroby membrány

Obrázek 6.3: Výsledek prvńı etapy výroby membrány

Zde je na mı́stě poznámka k profilu leptáńı. Jak je z obrázku 6.3 zřejmé, strany vyleptané
dutiny nejsou kolmé. Experimentálně bylo zjǐstěno, že úhel který tyto stěny sv́ıraj́ı s kolmićı
na povrch destičky je cca 35◦. S t́ım je třeba poč́ıtat při návrhu masky - pokud chceme vyrobit
čtvercovou membránu o straně 3mm, je třeba mı́t na masce čtverec o straně zhruba 3,8mm.

V daľśı etapě je na spodńı části membrány otevřena část SiO2 stejného tvaru jako v prvńı
etapě a posléze je zde (a současně též z vrchńı části, kde je již oxid otevřen) odleptáno 20µm
jako základ pro budoućı vzduchovou mezeru (viz obrázek 6.4).

Obrázek 6.4: Výsledek druhé etapy výroby membrány

V následuj́ıćıch dvou etapách budou postupně obě strany membrány pokoveny vrstvou zlata.
Ve třet́ı etapě je pokovena spodńı strana membrány s vývodem pro jej́ı připojeńı. Zároveň je
též vytvořen okolo membrány prstenec ze zlata slouž́ıćı pro spojeńı membrány s elektrodou
pomoćı termokomprese. Nejprve je pokovena celá spodńı strana křemı́kové destičky vrstvou
zlata tloušt’ky 0,2µm. Poté je známým zp̊usobem nanesena a fotocitlivá vrstva. Ta je v tomto
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př́ıpadě pozitivńı, z̊ustává na mı́stech, na kterých má z̊ustat i vrstva zlata. Použitá maska je na
obrázku 6.5. Poté je na mı́stech nechráněných fotocitlivou vrstvou zlato speciálńı chemikálíı
odleptáno (gold etch). Výsledek této etapy je schematicky znázorněn na obrázku 6.6.

Obrázek 6.5: Maska pro pokoveńı spodńı strany membrány metodou gold etch

Obrázek 6.6: Výsledek třet́ı etapy výroby membrány - pokoveńı spodńı strany membrány

Ve čtvrté etapě je pokovena vrchńı část membrány. Mohla by být pokovena celá vrchńı strana
křemı́kové destičky, avšak je třeba poč́ıtat s t́ım, že křemı́kovou destičku bude třeba rozřezat,
aby mohly být čtyři současně vyrobené mikrofony od sebe odděleny. V mı́stech řez̊u jsou na
vrchńı straně destičky linky vytvořené během čtvrté etapy jako mı́sta, kde zlato chyb́ı. Tyto
linky nemohou již být vytvořeny leptáńım zlata nebot’ by byla odleptána i zlatá vrstva na spodńı
straně destičky. I kdybychom na spodńı straně ponechali ochranou fotorezistivńı vrstvu ze třet́ı
etapy, byla by během čtvrté etapy pravděpodobně porušena. Proto je třeba použ́ıt technologii
”lift-off”. Ta využ́ıvá toho, že vrstva zlata je tenč́ı než fotorezistivńı vrstva, která je v tomto
př́ıpadě negativńı, z̊ustává tedy tam, kde je maska pr̊usvitná (viz obrázek 6.8). Negativńı
fotorezistivńı vrstva má tzv. ”negativńı profil” - na okraji negativńı fotorezistivńı vrstvy je
ostrý úhel - viz obrázek 6.7. Dı́ky těmto vlastostem fotorezistivńı vrstva, která je nanesena

Obrázek 6.7: Pokoveńı pomoćı technologie lift-off
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prvńı, přeruš́ı na svých okraj́ıch následně nanesenou vrstvu zlata (ta je nanesena na celou
destičku). Při odstraněńı fotorezistivńı vrstvy jsou pak odstraněny i části zlaté vrstvy, které
fotorezistivńı vrstvu překrývali. Obrazec vytvořený zlatou vrstvou pomoćı lift-off je inverzńı k
obrazci vytvořenému negativńı fotorezistivńı vrstvou. Výsledek čtvrté etapy výroby membrány
je na obrázku 6.9.

Obrázek 6.8: Maska pro pokoveńı vrchńı strany membrány metodou lift-off

Obrázek 6.9: Výsledek čtvrté etapy výroby membrány - pokoveńı vrchńı strany membrány

Na fotografii 6.10 je membrána před pokoveńım z vrchńı strany na na fotografii 6.11 ze
spodńı strany.

6.2.2 Pevná elektroda

Jak již bylo uvedeno, nerovinná pevná elektroda byla realizována jako stupňovitá. Stupně apro-
ximuj́ı rotačńı paraboloid o pr̊uměru základny 3mm a výšce 14µm, což při středové tloušt’ce
vzduchové mezery l0 = 20µm znamená α = 0, 7. Rotačńı paraboloid je aproximován čtyřmi
kruhovými stupni o výškách (odspodu) 5µm, 4µm, 3µm a 2µm. Jejich pr̊uměry jsou 2,715mm,
2,118mm, 1,527mm a 0,945mm. Stupně jsou umı́stěny na čtvercové základně o rozměrech
3x3mm.

Stupně aproximuj́ıćı paraboloid jsou vytvořeny během prvńıch čtyř etap výroby pevné
elektrody. Výše popsanou procedurou je postupně odstraněn SiO2 pro každý stupeň poč́ınaje
spodńım největš́ım (př́ıslušné masky jsou na obrázku 6.12) a následně je odleptán křemı́k do
hloubky dané výškou stupně. Jelikož je odleptaná hloubka malá, nestač́ı se projevit podleptáńı
[20] a kruhový tvar stupň̊u z̊ustane zachován. Po odleptáńı nejmenš́ıho stupně je však zapotřeb́ı
odstranit SiO2 z celé destičky a následně provést reoxidaci, tedy znovu vytvořit vrstvu SiO2.
Ta zaruč́ı, že výška ani tvar hotových stupň̊u se již během daľśıho zpracováńı nebude měnit.
Řez hotovými stupni po reoxidaci je schematicky znázorněn na obrázku 6.13.

Na obrázku 6.14 je fotografie hotových stupň̊u před odstraněńım SiO2 z celé destičky -
prostředńı nejnižš́ı stupeň má jinou barvu, nebot’ je na něm dosud vrstva oxidu. Na obrázku
6.15 je potom detailńı fotografie stupň̊u, ze které je patrná jejich r̊uzná výška a ne zcela přesně
kruhový tvar, což je zčásti dáno technologíı tisku masky a zčásti již drobným podleptáńım.
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Obrázek 6.10: Vrchńı strana membrány před pokoveńım

Obrázek 6.11: Spodńı strana membrány před pokoveńım

Po reoxidaci bylo provedeno měřeńı na 3D profiloměru Dektak 8, který s daným rozlǐseńım
změř́ı profily v určené oblasti a z nich sestav́ı 3D mapu této oblasti. Výsledek tohoto měřeńı je
na obrázku 6.16. Totéž měřeńı interpretované ve 2D je na obrázku 6.17. Zejména z profilu v
ose Y je patrné, že křemı́ková destička byla mı́rně deformovaná pnut́ım - střed pevné elektrody
je o několik mikrometr̊u výše než okraje okolo mikrofonu, destička byla tedy mı́rně ohnutá.
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Obrázek 6.12: Masky pro prvńı čtyři etapy výroby pevné elektrody

Obrázek 6.13: Řez elektrodou po prvńıch čtyřech etapách jej́ı výroby a reoxidaci

Obrázek 6.14: Hotové stupně před odstraněńım SiO2 a reoxidaćı

V následuj́ıćı etapě je elektroda pokovena a podobně jako v př́ıpadě destičky s membránami,
i na destičce s elektrodami jsou vytvořeny linky, podle kterých bude později destička rozřezána.
Tato etapa muśı předcházet etapě, při ńıž bude vyleptána okolńı dutina, nebot’ po vyleptáńı
jekékoliv hlubš́ı dutiny (v našem př́ıpadě má okolńı dutine hloubku 150µm) je prakticky nemožné
nanést rovnoměrně fotocitlivou vrstvu. Etapa obsahuj́ıćı vyleptáńı okolńı dutiny tedy muśı být
etapou posledńı.

V páté etapě výroby pevné elektrody je destička nejprve pokovena zlatem z obou stran. Poté
je nanesena fotocitlivá vrstva, rovněž z obou stran. Každá ze stran destičky je pak exponována
UV zářeńım přes př́ıslušnou masku (obrázky 6.18 a 6.19). Poté je destička ponořena do roztoku,
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Obrázek 6.15: Detail hotových stupn̊u před odstraněńım SiO2 a reoxidaćı

Obrázek 6.16: Hotové stupně po reoxidaci - mapa změřená 3D profiloměrem Dektak 8

který slouž́ı k leptáńı zlata, jsou tedy leptány obě strany najednou. Na vrchńı straně destičky
je po dokončeńı páté etapy pokovena elektroda a rovněž vznkne prstenec, který podobně jako
v př́ıpadě membrány slouž́ı ke spojeńı destiček termokompreśı. Na spodńı straně destičky jsou
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Obrázek 6.17: 2D interpretace měřeńı profiloměrem Dektak 8

zároveň vytvořeny linky, podle kterých povedou řezy. Schematický řez elektrodou po páté etapě
je na obrázku 6.20.

Obrázek 6.18: Maska pro pokoveńı pevné elektrody

Obrázek 6.19: Maska pro vytvořeńı linek na spodńı straně destičky podle kterých budou vedeny
řezy

Posledńı etapou výroby pevné elektrody je vyleptáńı okolńı dutiny. Zároveň s okolńı dutinou
jsou na horńı straně destičky vyleptány prohlubně naproti linkám pro řezáńı o stejné hloubce,
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Obrázek 6.20: Řez pokovenou elektrodou po páté etapě jej́ı výroby

jako dutina okolo pevné elektrody, tj 150µm. Jelikož hloubku řezu lze na řezaćım př́ıstroji velmi
jemně nastavit, slouž́ı tyto prohlubně k tomu aby bylo možno nastavit menš́ı hloubku řezáńı
než je tloušt’ka destičky. To zaruč́ı, že při řezáńı destičky s elektrodami nebude poškozena (k
destičce s elektrodami již přilepená) destička s membránami. Na obrázku 6.22 je schematický
řez pevnou elektrodou po dokončeńı šesté etapy jej́ı výroby.

Obrázek 6.21: Maska pro šestou etapu výroby pevné elektrody

Obrázek 6.22: Řez dokončenou pevnou elektrodou po šesté etapě jej́ı výroby

6.2.3 Spojeńı membrány a pevné elektrody

Destička s hotovými membránemi a destička s hotovými pevnámi elektrodami jsou (za po-
moci př́ıstroje použ́ıvaného v předchoźıch etapách k zarovnáváńı masek s destičkou) pečlivě
zarovnány na sebe, přiloženy k sobě a v této poloze zafixovány. Proces spojováńı se odehrává
v peci při teplotě okolo 300◦C, destičky jsou k sobě tisknuty pomoćı závaž́ı 4kg. Spojeńı je
naznačeno na obrázku 6.23. Posledńı fáźı výroby mikrofonu je rozřezáńı spojených destiček na
jednotlivé mikrofony, řezy jsou na obrázku 6.23 naznačeny přerušovanou čarou. Ze zadńı strany
mikrofonu pak budou př́ıstupné elektrické kontakty.
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řez

řez

Obrázek 6.23: Spojeńı destiček s membránami a destiček s pevnými elektrodami a následné
rozřezáńı na jednotlivé mikrofony

6.3 Teoretická kmitočtová charakteristika navrženého mi-

niaturńıho křemı́kového mikrofonu

Původně bylo záměrem aproximovat parabolickou pevnou elektrodu pomoćı pěti stupň̊u (šesti
rovinných oblast́ı), výšky př́ıslušných stupň̊u měly být 0, 6µm, 1, 7µm, 2, 8µm, 3, 9µm a 5µm. Pro
těchto pět stupň̊u byly vyrobeny masky, č́ımž byly dány poloměry jednotlivých stupň̊u. Jelikož
však v praxi každý stupeň znamená velmi zdlouhavý proces a jelikož stupeň o výšce 0, 6µm
neńı př́ılǐs významný vzhledem k pracnosti a ceně jeho výroby, byl nakonec počet stupň̊u zredu-
kován na 4 při zachováńı celkové výšky všech stupň̊u hp = 14µm. Takto vzniklé nové rozměry
vzduchové mezery jsou shrnuty v tabulce 6.1. Masky byly použity p̊uvodńı. Tato stupňovitá
elektroda neaproximuje tedy paraboloid nejlepš́ım možným zp̊usobem, jak je patrné z obrázku
6.24. Nicméně vliv této nepřesnosti na citlivostńı charakteristiku je prakticky zanedbatelný.
Citlivost spočtená pomoćı těchto reálných rozměr̊u byla označena ηreal a je znázorněna na
obrázku 6.25 spolu s citlivost́ı ηs (znázorněna čárkovaně), což je však špatně vidět, nebot’ rozd́ıl
mezi nimi je velmi malý - 0,078dB na kmitočtu 200Hz.

Tloušt’ka vzduchové mezery Poloměr
h1 = l0 = 20µm R1 = 0, 473mm
h2 = 22µm R2 = 0, 764mm
h3 = 25µm R3 = 1, 059mm
h4 = 29µm R4 = 1, 358mm
h5 = 34µm R5 = Re = 1, 5mm

Tabulka 6.1: Skutečné rozměry vzduchové mezery mezi membránou a stupňovitou pevnou elek-
trodou.
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Obrázek 6.24: Skutečná stupňovitá elektroda.
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Obrázek 6.25: Závislost tlakové citlivosti mikrofonu na frekvenci pro reálné rozměry stupňovité
elektrody ηreal (—), porovnáńı s ηs (−−−).
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6.4 Réalisation du microphone sur silicium - Resumé en

français

Les échantillons ont été réalisés au LAUM, dans la salle blanche de l’ENSIM, à l’Université
du Maine, où l’auteur a effectué deux stages de quatre mois chacun. Pendant ces deux stages
de nombreuses variantes ont été réalisées et testées. Un processus de fabrication optimal a été
établi sur la base des variantes les plus réussies.

6.4.1 Définition du prototype

Une coupe simplifiée du microphone est présentée sur la figure 6.1. La structure choisie comporte
deux plaquettes de silicium, l’une pour la membrane et l’autre pour l’électrode arrière. Ces deux
plaquettes sont ensuite soudées par thermocompression d’or. Les dimensions de la membrane
sont 3x3mm, l’épaisseur de l’entrefer est 20µm, l’épaisseur de la membrane est 20µm. Le volume
de la cavité périphérique est 2,16mm3. L’électrode arrière est réalisée en gradins qui constituent
une parabolöıde de révolution approchée.

6.4.2 Étapes de la réalisation

Une plaque de silicium de deux pouces de diamètre et d’épaisseur nominale 285µm ± 25µm a été
utilisée. La surface de la plaque est recouverte d’une couche mince de SiO2. Cette couche protège
les endroits qui ne doivent pas être gravés. D’abord, une enduction de résine photosensible est
réalisée à la tournette. La résine est insolée par des rayonements ultraviolets au travers d’une
masque, puis développée. Dans les endroits où la résine reste, elle protège la couche de SiO2,
dans les autres endroits la couche de SiO2 est attaquée par NH4F-HF. Puis la résine est eliminée
et le silicium est gravé dans un bain d’hydroxyde de potassium - KOH (à 30% en masse) à une
température de 60◦C. La vitesse de gravure du silicium au KOH est approximativement 25µm/h,
mais il faut la mesurer. La couche de SiO2 est aussi gravé au KOH, la vitesse de gravure est
approximativement 70nm/h [20]. Les étapes décrites ci-dessous s’effectuent sur quatre motifs
simultanément.

Membrane

La fabrication de la membrane est divisée en quatre étapes. Sur la figure 6.2 le masque utilisé
à la première étape est présenté. Le résultat de la première étape est montré sur la figure 6.3.
La profondeur gravée est hgrav = hwaf − (hmemb + 2hgap), où hwaf est l’épaisseur de la plaque,

hmemb est l’épaisseur de la membrane et hgap est l’épaisseur de l’entrefer. À la deuxième étape
l’épaisseur de la membrane est réduite à 20µm par gravure du silicium sur chacune de ses faces
(figure 6.4).

Au cours des deux étapes suivantes, les deux faces de la membrane sont métallisées par une
couche mince d’or d’épaisseur 0,2µm. D’abord la face coté entrefer de la plaque est métallisée
partout, puis est enduite de résine aux endroits où l’or doit rester (en utilisant le masque
illustré sur la figure 6.5) et l’or est gravé (gold etch). Cette étape comporte la métallisation de
la membrane avec le plot de contact et le dépôt d’or pour le scellement autour de la membrane.
Le résultat de la troisième étape est montré sur la figure 6.6.

Enfin la face supérieure de la membrane est métallisée et les repères pour séparer les quatres
microphones les uns des autres sont créés par le procécé ”lift off” qui est décrit sur la figure
6.7. Les endroits où l’or ne doit pas rester sont enduit de résine négative (le masque est illustré
sur la figure 6.8) et ensuite toute la face supérieure est métallisée. La résine négative coupe
la couche d’or au bord (figure 6.7) et après éliminaton de la résine l’or reste presque partout
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sauf sur les repères de coupure (figure 6.9). La photo 6.10 représente la face supérieure de la
membrane et la photo 6.11 la face inférieure de la membrane avant métallisation.

Électrode arrière

L’électrode arrière est réalisée en gradins. Quatre gradins circulaires de base carrée de 3x3mm
constituent une approximation d’une parabolöıde de révolution de hauteur 14µm; en supposant
l’épaisseur de l’entrefer l0 = 20µm, ceci correspond à α = 0, 7. Les gradins ont des diamètres
respectifs de 2,715mm, 2,118mm, 1,527mm et 0,945mm et des hauteurs respectives de 5µm,
4µm, 3µm et 2µm. Les gradins sont créés au cours des quatre premières étapes de la réalisation de
l’électrode arrière en utilisant les masques représentés sur la figure 6.12. Parce que la profondeur
de gravure est pas petite, la sous-gravure [20] est négligeable et les gradins restent circulaires.
Après avoir réalisé les gradins, il faut re-oxider toute la plaquette. La figure 6.13 présente
l’électrode après les quatre pemières étapes de réalisation et après re-oxidation. Les gradins
avant reoxidation sont montrés sur les photos 6.14 et 6.15 (de façon plus détaillé). La figure 6.16
présente l’image 3D obtenue au profilomètre Dektak 8.

A la cinquième étape, la plaque est métallisée à l’or sur les deux faces, puis enduite de
résine sur les deux faces egalement. Ensuite les masques illustrés sur les figures 6.18 et 6.19
sont utilisés pour insoler sélectivement la résine sur chacune des faces, et par suite pour attaquer
l’or aux endroits prévus de manière à ce qu’il ne reste finalement de l’or que sur l’électrode
et sur la périphérie (pour le scellement du pourtour de la membrane sur l’électrode) sur une
des deux faces, et sur les repères prévus sur l’autre face pour séparer les quatre microphones
(figure 6.20).

La dernière étape de la réalisation de l’électrode arrière est la gravure de la cavité périphérique
et des cavités pour séparer les microphones (le masque est illustré sur la figure 6.21). La pro-
fondeur de la gravure est 150µm. Le résultat après six étapes de réalisation est montré sur la
figure 6.22.

Le scellement de la membrane à l’électrode arrière

Les deux plaquettes (membrane et électrode arrière) sont soigneusement alignées, mises dans
le four à la température de 300◦C sous la pression d’une masse de 4kg. Enfin les microphones
sont coupés (les coupes sont marqués par la ligne discontinue sur la figure 6.23). Les contacts
électriques sont accessibles à l’arrière.

6.4.3 Réponse fréquentielle théorique du microphone fabriqué

Tout d’abord, approximation du parabolöıde par 5 gradins était considerée et les masques était
imprimés pour les gradins de hauteur 0, 6µm, 1, 7µm, 2, 8µm, 3, 9µm et 5µm. Finalement on a
décidé de négliger le gradin de 0, 6µm et adapter les hauteurs de autres gradins pour que la
hauteur totale reste hp = 14µm. Les dimensions de l’entrefer sont mentionnées dans le tableau
6.1 et l’approximation du parabolöıde est montrée sur la figure 6.24. La courbe théorique de la
sensibilité calculée en utilisant ces dimensions ηreal est motrée sur la figure 6.25 comparée avec
ηs (trait interrompu). La différence est très petite : 0,078dB à 200Hz
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Kapitola 7

Závěrečné shrnut́ı výsledk̊u práce a
výhled do budoucna

V této kapitole jsou shrnuty výsledky práce dosažené v oblasti teorie elektrostatického měniče se
čtvercovou membránou a nerovinnou pevnou elektrodou vedoućı k návrhu konkrétńıho měniče
a postupu jeho výroby s použit́ım mikromechanických technologíı.

7.1 Shrnut́ı výsledk̊u v oblasti teorie

V teoretické části práce byl analyzován elektrostatický měnič s čtvercovou membránou a nero-
vinnou pevnou elektrodou tvaru rotačńıho paraboloidu. Dále byl zkoumán měnič se stupňovitou
pevnou elektrodou, jej́ıž pomoćı lze aproximovat i některé jiné rotačně symetrické tvary, nejen
pouze rotačńı paraboloid. Ćılem bylo analyzovat měnič a na základě elektroakustických analogíı,
sestavit jeho náhradńı schéma a stanovit tlakovou citlivost měniče jako akustického přijimače
0. řádu. Byly źıskány následuj́ıćı výsledky:

• Byl odvozen vztah pro výstupńı napět́ı měniče naprázdno jako funkce rozměr̊u měniče a
polarizačńıho napět́ı, parametrem je též středová výchylka membrány, která je závislá na
frekvenci a kterou významně ovlivňuj́ı vlastnosti soustavy pod membránou.

• Byly stanoveny konstanty a prvky zobecněného náhradńıho obvodu popisuj́ıćıho elektro-
mechanickou přeměnu v měniči: činitel měniče, klidová kapacita měniče, zobecněná vý-
chylka a zobecněná negativńı tuhost. Na základě popisu kmit̊u membrány nalezeného v
literatuře byly stanoveny zobecněné náhradńı prvky čtvercové membrány.

• Z rovnice kontinuity pro ideálńı plyn byla sestavena vlnová rovnice pro rychlostńı po-
tenciál ve vzduchové mezeře mezi membránou a pevnou elektrodou tvaru rotačńıho para-
boloidu. Bylo nalezeno jej́ı přibližné řešeńı ve formě mocninné řady a na základě něho byla
stanovena reaktance vzduchové mezery úst́ıćı po obvodu do dutiny nekonečně velkého,
resp. konečného objemu. Tento postup byl zopakován pro vlnovou rovnici formulovanou
s přihlédnut́ım k faktu, že membrána nekmitá ṕıstovým pohybem, a obdobně jako v
předchoźım př́ıpadě byla stanovena reaktance vzduchové mezery respektuj́ıćı neṕıstový
pohyb membrány pro oba př́ıpady okolńı dutiny. Pro nekonečný objem dutiny byla sta-
novena hmotnost vzduchové mezery na ńızkých frekvenćıch pro ṕıstový i neṕıstový pohyb
membrány.

• Z Navierovy-Stokesovy rovnice byla odvozena impedance vzduchové mezery za předpo-
kladu viskózńıho nestlačitelného plynu, jej́ı reálnou část́ı je odpor vzduchové mezery,
imaginárńı část tvoř́ı reaktance hmotnosti. Takto odvozená hmotnost byla porovnána s
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hmotnost́ı stanovenou na ńızkých kmitočtech za předpokladu ideálńıho plynu. Byl nalezen
dobrý soulad obou výsledk̊u, t́ım lepš́ı, č́ım v́ıce člen̊u řady je použito v řešeńı pro ideálńı
plyn.

• Za pomoci z literatury známého popisu chováńı plynu v mezeře mezi ṕıstově kmitaj́ıćı
membránou a rovinnou pevnou elektrodou byla stanovena reaktance vzduchové mezery
mezi neṕıstově kmitaj́ıćı membránou a stupňovitou pevnou elektrodou, taktéž pro př́ıpad
nekonečného i konečného objemu okolńı dutiny. Obecný postup pro elektrodu s n ro-
vinnými částmi vede na soustavu 2n− 1 rovnic, kterou je v praxi výhodněǰśı řešit nume-
ricky.

• Za předpokladu platnosti Hagenova-Poiseuilleova zákona byl stanoven odpor vzduchové
mezery mezi neṕıstově kmitaj́ıćı membránou a stupňovitou pevnou elektrodou podobným
postupem jako v př́ıpadě elektrody tvaru rotačńıho paraboloidu. Řešeńı je, jako v předešlém
př́ıpadě, výhodněǰśı provést numericky, zejména při větš́ım počtu stupň̊u.

• Bylo sestaveno náhradńı schéma měniče jako akustického přijimače 0. řádu a byla sta-
novena jeho tlaková citlivost. Dále byla nalezena aproximace citlivosti pro velmi ńızké
kmitočty s využit́ım kvazistatické poddajnosti membrány a poddajnosti dutiny okolo
pevné elektrody. Pro mikrofon konkrétńıch rozměr̊u byly stanoveny modulové charakteris-
tiky vypočtené při použit́ı výše uvedených r̊uzných zp̊usob̊u výpočtu impedance soustavy
pod membránou. Mezi těmito teoretickými kmitočtovými charakteristikami vypočtenými
jednotlivými metodami byla konstatována velmi dobrá shoda .

7.2 Shrnut́ı výsledk̊u realizace

Ve spolupráci s partnerským pracovǐstěm na Université du Maine (Francie) byl navržen minia-
turńı křemı́kový mikrofon s nerovinnou stupňovitou elektrodou, která aproximuje tvar rotačńıho
paraboloidu. Bylo rozhodnuto, že mikrofon bude realizován jako dvoučipový. Během dvou stáž́ı
autora disertačńı práce na partnerské univerzitě byly testovány varianty výroby vzorku mik-
rofonu. Všechny kroky nutné pro výrobu membrány i pevné elektrody, jakož i jejich závěrečné
spojeńı, byly jednotlivě d̊ukladně otestovány a z vybraných úspěšných variant byl sestaven
kompletńı postup realizace uvedený v této práci. Lze konstatovat, že navržený vzorek je možné
realizovat pomoćı technologie dostupné na partnerském pracovǐsti. Jelikož je realizace vzorku
náročná a zdlouhavá, nebylo již z d̊uvodu časového omezeńı stáž́ı bohužel možné celý postup
zopakovat a vytvořit tak funkčńı vzorek. Nicméně byla spočtena teoretická kmitočtová charak-
teristika navrženého mikrofonu.

7.3 Výhled do budoucna

Mnoho specifických detail̊u, které v této práci nebyly uvažovány, by mohlo být v budoucnu
vzato v úvahu, č́ımž by bylo možné některé výsledky zpřesnit.

V teoretické rovině je možno se dále zaměřit např́ıklad na popis kmit̊u pohyblivé elektrody
nikoliv jako tenké membrány, ale jako čtvercové destičky a zahrnout tento popis do výpočt̊u.
Dále je možno zabývat se jiným geometrickým uspořádáńım měniče, zejména jinými tvary
nerovinné pevné elektrody, at’ už rotačně symetrickými, či nikoliv, př́ıpadně formulovat kritéria
pro nalezeńı optimálńıho tvaru pevné elektrody. Kromě viskózńıch ztrát lze též uvažovat vliv
tepelné vodivosti plynu ve vzduchové mezeře (Fourierova rovnice [22]) .

V pr̊uběhu praćı na disertaci byl kromě mikromechanické realizace vytvořen zvětšený mo-
del mikrofonu vyrobený klasickou technologíı. Šlo o model s membránou o straně 24mm a
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pevnou elektrodou tvaru rotačńıho paraboloidu o poloměru 10mm a výšce paraboloidu 0,2mm.
Membrána byla vyrobena z polyetylentereftalátu tloušt’ky 12µm oboustraně pokoveného hlińıkem
a byla naṕınána celkem osmi pružinami, na každé straně dvěma. Dutina okolo pevné elektrody
měla objem 2,5cm3. Na tomto měniči byla źıskána řada cenných experimentálńıch výsledk̊u.
V pr̊uběhu měřeńı se objevily nejistoty souvisej́ıćı se zp̊usobem realizace tohoto měniče (zejména
naṕınáńı čtvercové membrány) jejichž vyřešeńı či zahrnut́ı do teoretických výpočt̊u by přesahovalo
rámec této disertačńı práce. Od daľśıho měřeńı se proto na doporučeńı školitel̊u upustilo. Vy-
pracováńı metody ověřeńı funkce těchto měnič̊u na zvětšeném modelu při respektováńı všech
podmı́nek a odlǐsnost́ı mezi mikromechanickou a klasickou verźı by bylo jistě velmi př́ınosné.

V oblasti realizace miniaturńıho křemı́kového mikrofonu je nepochybně mnoho prostoru
pro budoućı výzkum, poč́ınaje realizaćı navrženého postupu, kterou se partnerské pracovǐstě
dále zabývá. Významným zp̊usobem lze vylepšit např́ıklad technologii výroby membrán at’ již
křemı́kových, vyrobených z vrstvy nitridu křemı́ku, či na bázi jiných materiál̊u. Lze předpokládat,
že bude možné vyrobit membrány o menš́ıch rozměrech, zejména tloušt’ce. Pokrok v tech-
nologické oblasti pravděpodobně umožńı efektivněji realizovat r̊uzné tvary pevných elektrod,
např́ıklad skutečný paraboloid, či některé komplikovaněǰśı tvary. Významným posunem by byla
též jednočipová realizace, vyřešil by se tak problém komplikovaného a na přesnost náročného za-
rovnáváńı dvou křemı́kových destiček před jejich spojeńım. V obecněǰśı rovině lze předpokládat,
že kromě daľśı miniaturizace měnič̊u či integrováńı elektroniky pro zpracováńı signálu př́ımo na
čip mikrofonu bude nar̊ustat komplikovanost elektroakustických soustav realizovaných mikro-
mechanickými technologiemi. Jako př́ıklad uved’me objevuj́ıćı se snahy o realizaci miniaturńıho
mikrofonu s př́ımou A/D konverźı.
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7.4 Conclusion en français

Ce chapitre résume brièvement les résultats obtenus en ce qui concerne la modélisation théorique
du transducteur électrostatique à membrane carrée et électrode arrière non-plane et la réalisation
du microphone micro usiné sur silicium. Les perspectives d’amélioration de la théorie et des
procédés de réalisation sont ensuite présentées.

7.4.1 Résumé de la théorie

Dans la partie théorique, les transducteurs électrostatiques à membrane carrée et l’électrode
arrière non-plane en forme de parabolöıde de révolution et à électrode arrière non-plane en
gradins sont étudiés. Les résultats obtenus concernent:

• l’expression de la tension électrique à la sortie du microphone.

• les paramètres du circuit équivalent généralisé décrivant la transformation électromécanique
dans le transducteur qui comprennent le coefficient de couplage et la capacité du tran-
sducteur, le déplacement généralisé et la raideur négative.

• à l’aide de la description des modes de vibration de la membrane carrée trouvée dans la
bibliographie les éléments généralisés de la membrane carrée sont déterminés.

• Après avoir exprimé la loi de conservation de la masse dans l’entrefer pour le gaz parfait,
l’équation pour le potentiel des vitesses est formulée et sa solution approché sous la forme
d’une série de puissance est trouvée. En utilisant cette solution, la réactance de l’entrefer
est exprimée pour la cavité périphérique, de volume infini et de volume fini, en supposant
que la membrane vibre en mode piston. Ces calculs sont repris en prenant en compte un
déplacement de la membrane fonction du point. Pour la cavité périphérique infiniment
grand, la masse de l’entrefer est calculée.

• Pour le gaz visqueux et incompressible l’impédance de l’entrefer est exprimée en utilisant
l’équation de Navier-Stokes. La partie réelle de cette impédance représent la résistance
de l’entrefer. La masse de l’entrefer est exprimée en fonction de la partie imaginaire de
l’impédance et comparée avec la masse de l’entrefer calculée en supposant le gaz parfait.
Plus des coefficients de la série de puissance utilisés pour exprimer la masse de l’entrefer,
en supposant le gaz parfait, sont nombreux, meilleur est l’accord entre ces deux solutions.

• À l’aide de la description de comportement du gaz dans l’entrefer entre la membrane
vibrant en mode piston et l’électrode arrière plane, trouvée dans la bibliografie, la réactance
de l’entrefer entre la membrane carrée et l’électrode arrière en gradins est exprimée pour
le cas des cavités périphériques de volume infini et de volume fini. Il est plus avantageux
de résoudre numériquement le système d’équations.

• Conformément à la loi de Hagen-Poiseuille, la résistance de l’entrefer entre la membrane
carrée et l’électrode arrière en gradins est trouvée par une méthode similaire à celle utilisée
dans le cas de l’électrode arrière non-plane en forme de parabolöıde de révolution. Cette
fois encore, la résolution numérique est plus avantageux.

• Le circuit équivalent du transducteur utilisé comme capteur de pression acoustique de 0.
ordre est alors assemblé. La sensibilité en pression est exprimée et son approximation aux
très basses fréquences trouvée. Les réponses fréquentielles théoriques sont calculées pour
les différentes méthodes décrites ci-dessus et un bon accord entre les différents résultats
est remarqué.
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7.4.2 Résumé des résultats de la réalisation

Pendant deux stages de l’auteur à l’université du Maine, toutes les étapes nécessaires à la
réalisation du microphone à l’électrode arrière en gradins (qui approxime le parabolöıde de
révolution) ont été testées. Les procédés nécessaires à la fabrication d’un prototype de micro-
phone assemblé ont été mis au point, malheureusement le temps a manqué pour refaire toutes
les étapes et fabriquer un échantillon du microphone.

7.4.3 Perspectives

Quelques considérations, qui ne sont pas prises en compte dans ce travail, peuvent permet-
tre d’améliorer encore les résultats obtenus. Pour ce qui concerne la théorie, par exemple, la
description des vibrations de la membrane carrée peut être remplacée par la description des
vibrations de la plaque carrée (l’épaisseur de la plaque est prise en compte), la forme opti-
male de l’électrode arrière peut être calculée, etc. Les pertes thermiques dans l’entrefer peuvent
également être prises en compte (équation de Fourier [22]).

Un modèle agrandi du microphone à membrane de 24mm de côté et 12µm d’épaisseur, avec
un rayon de l’électrode arrière de 10mm, une hauteur du parabolöıde de 0,2mm et une cavité
périphérique de 2,5cm3 a été réalisé afin de pouvoir vérifier les résultats théoriques. Malheure-
usement, trop d’incertitudes liées à la réalisation de cet échantillon (tension de la membrane
carée, etc.) rendent les résultats des mesures difficilement utilisables. Il serait toutefois très
intéressant de résoudre ces problèmes.

Pour la réalisation, par exemple la fabrication de la membrane peut être améliorée, l’épaisseur
de la membrane diminué, Si3N4 ou d’autres matériaux peuvent être utilisés à la place du sili-
cium. Il est probable que dans le future il sera possible de fabriquer des formes de l’électrode
arrière plus compliquées, par example le vrai parabolöıde. Il serait aussi très utile de résoudre le
problème de la fabrication ”singlechip”, pour éviter la nécessité d’alignement de deux plaquettes
de silicium.

On peut supposer que, dans le future, les systèmes électroacoustiques micro usinés sur
silicium seront plus petits et plus compliqués, avec par example un traitement du signal direc-
tement intégré dans le microphone, ou la réalisation de microphones à conversion A/D directe.
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[11] Sessler, G. M.: Silicon Microphones, Journal of Audio Engineering Society, Vol. 44, No.
1/2, January/February 1996

[12] Hohm, D., Gerhard-Multhaupt, R.: Silicon-dioxide electret transducer, Journal of Acoust.
Soc. of America, Vol. 75, No. 4, pp. 1297-1298, 1984

[13] Hohm, D., Hess, G.: A subminiature condenser microphone with silicon nitride membrane
and silicon back plate, Journal of Acoust. Soc. of America, Vol. 85, No. 1, pp. 476-480, 1989

[14] Scheeper, P. R., Nordstrand, B., Gulløv, J. O., Liu, B., Clausen, T., Midjord, L., Storgaard-
Larsen, T.: A New Measurement Microphone Based on MEMS Technology, Journal of Micro-
electromechanical Systems, Vol. 12, No. 6, pp. 880-891, 2003

109



110 LITERATURA

[15] Scheeper, P. R., van der Donk, A. G. H., Olthuis, W., Bergveld, P.: Fabrication of Silicon
Condenser Microphones using Single Wafer Technology, Journal of Microelectromechanical
Systems, Vol. 1, No. 3, pp. 147-154, 1992
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Př́ıloha I. (Annexe I.)

Numerický výpočet pro měnič se stupňovitou pevnou elektrodou (So-

lution numerique de transducteur à électrode arrière en gradins)

Matlab script model stepelectrode.m

clear;

rhoair = 1.27; %air density

ni = 70; %diaphragm stretching tension

mi = 182*10^(-7); %air dynamic viscosity

hm = 20*10^(-6); %diaphragm thickness

rhosi = 2330; %silicon density

m1 = hm*rhosi; %diaphragm surface density

eps = 8.854*10^(-12); %permittivity

upol = 30; %polarization voltage

Ls = 20*10^(-6); %central air-gap thickness

a = 0.003; %diaphragm side

Vx = 2.16*10^(-9); %back volume

%steps radii

R1 = 0.945/2000;

R2 = 1.527/2000;

R3 = 2.118/2000;

R4 = 2.715/2000;

R5 = 3/2000;

%air-gap thicknesses

h1 = Ls;

h2 = h1+2*10^(-6);

h3 = h2+3*10^(-6);

h4 = h3+4*10^(-6);

h5 = h4+5*10^(-6);

S5 = 2*pi*R5*h5; %air-gap output surface

%mean velocities of diaphragm in corresponding parts

v1 = sqrt(2)*a*R1*besselj(1,sqrt(2)*pi*R1/a)/(pi*R1^2);

v2 = sqrt(2)*a*(R2*besselj(1,sqrt(2)*pi*R2/a)-R1*besselj(1,sqrt(2)*pi*R1/a))/(pi*

(R2^2-R1^2));

v3 = sqrt(2)*a*(R3*besselj(1,sqrt(2)*pi*R3/a)-R2*besselj(1,sqrt(2)*pi*R2/a))/(pi*

(R3^2-R2^2));

v4 = sqrt(2)*a*(R4*besselj(1,sqrt(2)*pi*R4/a)-R3*besselj(1,sqrt(2)*pi*R3/a))/(pi*

(R4^2-R3^2));

v5 = sqrt(2)*a*(R5*besselj(1,sqrt(2)*pi*R5/a)-R4*besselj(1,sqrt(2)*pi*R4/a))/(pi*

(R5^2-R4^2));

freq = logspace(1,5,1000); %frequency

k = 2*pi*freq/340; %wave number

% computing of constants of integration

for i = 1:length(k)

A=[0 0 0 0 0 0 0 (k(i)*besselj(1,k(i)*R5)+besselj(0,k(i)*R5)*k(i)^2*Vx/S5)

(k(i)*bessely(1,k(i)*R5)+bessely(0,k(i)*R5)*k(i)^2*Vx/S5);

0 0 0 0 0 besselj(1,k(i)*R4)*h4/h5 bessely(1,k(i)*R4)*h4/h5 -besselj(1,k(i)*R4)

-bessely(1,k(i)*R4);

0 0 0 besselj(1,k(i)*R3)*h3/h4 bessely(1,k(i)*R3)*h3/h4 -besselj(1,k(i)*R3)
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-bessely(1,k(i)*R3) 0 0;

0 besselj(1,k(i)*R2)*h2/h3 bessely(1,k(i)*R2)*h2/h3 -besselj(1,k(i)*R2)

-bessely(1,k(i)*R2) 0 0 0 0;

besselj(1,k(i)*R1)*h1/h2 -besselj(1,k(i)*R1) -bessely(1,k(i)*R1) 0 0 0 0 0 0;

0 0 0 0 0 besselj(0,k(i)*R4) bessely(0,k(i)*R4) -besselj(0,k(i)*R4) -bessely(0,k(i)*R4);

0 0 0 besselj(0,k(i)*R3) bessely(0,k(i)*R3) -besselj(0,k(i)*R3) -bessely(0,k(i)*R3) 0 0;

0 besselj(0,k(i)*R2) bessely(0,k(i)*R2) -besselj(0,k(i)*R2) -bessely(0,k(i)*R2) 0 0 0 0;

besselj(0,k(i)*R1) -besselj(0,k(i)*R1) -bessely(0,k(i)*R1) 0 0 0 0 0 0];

b=[-Vx*v5/(S5*h5);0;0;0;0;v5/(k(i)^2*h5)-v4/(k(i)^2*h4);v4/(k(i)^2*h4)-v3/(k(i)^2*h3)

;v3/(k(i)^2*h3)-v2/(k(i)^2*h2);v2/(k(i)^2*h2)-v1/(k(i)^2*h1)];

sol = A\b;

A1(i)=sol(1);

A2(i)=sol(2);

B2(i)=sol(3);

A3(i)=sol(4);

B3(i)=sol(5);

A4(i)=sol(6);

B4(i)=sol(7);

A5(i)=sol(8);

B5(i)=sol(9);

end;

%air-gap reactance forces

for n=1:length(k);

Fm1(n) = -j*4*pi^2*freq(n)*rhoair*(R1^2*v1/(2*h1)+A1(n)*k(n)*R1*besselj(1,k(n)*R1))

/k(n)^2;

Fm2(n) = -j*4*pi^2*freq(n)*rhoair*((R2^2-R1^2)*v2/(2*h2)+A2(n)*k(n)*R2*besselj(1,k(n)*R2)

-A2(n)*k(n)*R1*besselj(1,k(n)*R1)+B2(n)*k(n)*R2*bessely(1,k(n)*R2)

-B2(n)*k(n)*R1*bessely(1,k(n)*R1))/k(n)^2;

Fm3(n) = -j*4*pi^2*freq(n)*rhoair*((R3^2-R2^2)*v3/(2*h3)+A3(n)*k(n)*R3*besselj(1,k(n)*R3)

-A3(n)*k(n)*R2*besselj(1,k(n)*R2)+B3(n)*k(n)*R3*bessely(1,k(n)*R3)

-B3(n)*k(n)*R2*bessely(1,k(n)*R2))/k(n)^2;

Fm4(n) = -j*4*pi^2*freq(n)*rhoair*((R4^2-R3^2)*v4/(2*h4)+A4(n)*k(n)*R4*besselj(1,k(n)*R4)

-A4(n)*k(n)*R3*besselj(1,k(n)*R3)+B4(n)*k(n)*R4*bessely(1,k(n)*R4)

-B4(n)*k(n)*R3*bessely(1,k(n)*R3))/k(n)^2;

Fm5(n) = -j*4*pi^2*freq(n)*rhoair*((R5^2-R4^2)*v5/(2*h5)+A5(n)*k(n)*R5*besselj(1,k(n)*R5)

-A5(n)*k(n)*R4*besselj(1,k(n)*R4)+B5(n)*k(n)*R5*bessely(1,k(n)*R5)

-B5(n)*k(n)*R4*bessely(1,k(n)*R4))/k(n)^2;

end;

Fm = Fm1+Fm2+Fm3+Fm4+Fm5; %total air-gap reactance force

%generalized displacement

xizob = (v1*pi*R1^2/h1^2+v2*pi*(R2^2-R1^2)/h2^2+v3*pi*(R3^2-R2^2)/h3^2+

v4*pi*(R4^2-R3^2)/h4^2+v5*pi*(R5^2-R4^2)/h5^2)/(pi*R1^2/h1^2+pi*(R2^2-R1^2)/h2^2+

pi*(R3^2-R2^2)/h3^2+pi*(R4^2-R3^2)/h4^2+pi*(R5^2-R4^2)/h5^2);

Zgap = Fm./xizob; %air-gap reactance

% Computing of air-gap resistance

w1 = v1*pi*R1^2;

w2 = w1+v2*pi*(R2^2-R1^2);

w3 = w2+v3*pi*(R3^2-R2^2);

w4 = w3+v4*pi*(R4^2-R3^2);
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w5 = w4+v5*pi*(R5^2-R4^2);

z2 = w1-v2*pi*R1^2;

z3 = w2-v3*pi*R2^2;

z4 = w3-v4*pi*R3^2;

z5 = w4-v5*pi*R4^2;

P5 = (z5*log(R4/R5)+v5*pi*(R4^2-R5^2)/2)/h5^3;

P4 = P5+(z4*log(R3/R4)+v4*pi*(R3^2-R4^2)/2)/h4^3;

P3 = P4+(z3*log(R2/R3)+v3*pi*(R2^2-R3^2)/2)/h3^3;

P2 = P3+(z2*log(R1/R2)+v2*pi*(R1^2-R2^2)/2)/h2^3;

FR1 = 6*mi*(v1*pi*R1^4/4-h1^3*R1^2*(P2))/h1^3;

FR2 = 6*mi*(z2*R1^2*log(R1/R2)+(R2^2-R1^2)*(v2*pi*(R2^2-R1^2)/4+z2/2-h2^3*(P3)))/h2^3;

FR3 = 6*mi*(z3*R2^2*log(R2/R3)+(R3^2-R2^2)*(v3*pi*(R3^2-R2^2)/4+z3/2-h3^3*(P4)))/h3^3;

FR4 = 6*mi*(z4*R3^2*log(R3/R4)+(R4^2-R3^2)*(v4*pi*(R4^2-R3^2)/4+z4/2-h4^3*P5))/h4^3;

FR5 = 6*mi*(z5*R4^2*log(R4/R5)+(R5^2-R4^2)*(v5*pi*(R5^2-R4^2)/4+z5/2))/h5^3;

FR = FR1+FR2+FR3+FR4+FR5;

Rgap = FR/xizob; %air-gap resistance

%transducer factor

K = eps*upol*(pi*R1^2/h1^2+pi*(R2^2-R1^2)/h2^2+pi*(R3^2-R2^2)/h3^2+pi*(R4^2-R3^2)/h4^2+

pi*(R5^2-R4^2)/h5^2);

%transducer capacitance

C = eps*(pi*R1^2/h1+pi*(R2^2-R1^2)/h2+pi*(R3^2-R2^2)/h3+pi*(R4^2-R3^2)/h4+

pi*(R5^2-R4^2)/h5);

Mmemb = pi^2*a^2*m1/16; %diaphragm mass

Cmemb = 8/(pi^4*ni); %diaphragm compliance

%diaphragm impedance

ZM = (j.*2.*pi.*Mmemb.*freq + 1./(j.*2.*pi.*freq.*Cmemb))./xizob;

%pressure sensitivity of the transducer

sens = a^2*K./(K^2+j.*2.*pi.*C.*freq.*(ZM+Zgap+Rgap));

semilogx(freq,20*log10(abs(sens)));grid on; %frequency response

xlabel(’frequency [Hz]’);

ylabel(’pressure sensitivity [dB] (0dB~1V/Pa)’);

title(’Frequency response of the microphone with square diaphragm and stepped back

electrode’)


