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Introduction

L’évolution des matériaux a accompagné de nombreuses périodes de développement :
premiers objets pérennes grâce à la céramique, maîtrise du bronze, du fer puis de l’acier
durant la révolution industrielle, révolution du plastique dans notre quotidien, jusqu’à
l’ère du silicium rendant possible l’incroyable développement des technologies de l’in-
formation à la fin du XXème siècle. Il est dès lors attendu que de nouveaux matériaux
accompagnent de futures ruptures technologiques. Nouvelles origines des matières pre-
mières (matériaux biosourcés, recyclage), nouvelles architectures et échelles d’étude
(graphène, nanomatériaux), nouvelles méthodes de production (fabrication additive), in-
tégration des coûts environnementaux, les portes semblent ouvertes pour les matériaux
de demain. Ces changements supposent une compréhension et une maîtrise renforcées
de leur comportement face à des applications toujours plus spécialisées.

Les matériaux composites et leur utilisation industrielle s’inscrivent dans cette ten-
dance. Ces matériaux sont définis par l’assemblage de plusieurs éléments formant un
ensemble hétérogène, mais permettant d’obtenir des propriétés dépassant celles des
constituants individuels. En pratique, le terme composite se réfère le plus souvent à
un assemblage de deux matériaux :

— Un renfort, généralement constitué de fibres allant de quelques millimètres de
long à environ un mètre, sélectionné pour ses performances mécaniques : carbone,
verre, aramide, fibre végétale, métal

— Une matrice, habituellement plus légère, assurant la transmission des efforts et
la cohésion du matériau : matrices organiques thermodurcissables ou thermoplas-
tiques, matrices céramiques, métaux

Le développement des composites observé au XXIème siècle est en partie imputable à
la diversité des agencements offerts par ces matériaux et des méthodes de fabrication
associées. Dans le cadre d’une utilisation mécanique haute performance, les composites
sont des candidats idéaux à l’allégement de structures complexes du fait de leurs bonnes
propriétés spécifiques.

Le contexte industriel de l’aéronautique
Le secteur de l’aéronautique est en première ligne de ces changements. Historique-

ment, le développement et la popularisation de l’aviation civile ont reposé sur l’utili-
sation massive de matériaux métalliques, offrant de bonnes performances mécaniques,
une grande reproductibilité et la capacité de produire des pièces à grande échelle. Au-
jourd’hui encore, l’essentiel des avions en service est composé à 73% de métaux (alu-
minium, acier, titane), les composites comptant tout de même pour 20% de la masse

9



10 Introduction

[Cinquin, 2002]. Ces derniers promettent en effet de conserver de bonnes propriétés
mécaniques tout en procurant un gain de masse de 25% à 30 %.

L’essor de ces matériaux n’est pas guidé par de nouveaux usages mais par de nou-
veaux défis. Les contraintes environnementales, au premier rang desquelles la maîtrise
des émissions de gaz à effet de serre anthropiques, s’imposent de manière accrue. Elles
représentent sans doute le plus grand défi du siècle à venir. Or le secteur de l’aéronau-
tique est imputable de 2 à 3% des rejets mondiaux et reste jusqu’à présent exempté de
taxe carbone au niveau international. Ce secteur a cependant été le premier à s’auto-
réguler à travers l’Organisation de l’Aviation Civile Internationale, organisation dépen-
dante de l’ONU. Les engagements pris par l’OACI à l’occasion du plan Corsia [ICAO,
2019] sont ambitieux : réduction de -50% des émissions totales du secteur par rapport
aux émissions de 2005, malgré un trafic multiplié par deux tous les quinze ans. L’accord
prévoit également un mécanisme de compensation financière carbone en cas de non at-
teinte des objectifs.

L’incitation à réduire la consommation des appareils est donc forte pour les construc-
teurs. Un des leviers de cette évolution est l’allégement des structures : (i) par un di-
mensionnement au plus juste des structures, dans un secteur très réglementé, et (ii)
par l’introduction de nouveaux matériaux, tels les composites, en remplacement des
pièces métalliques. Cette transition a déjà été partiellement effectuée : le Boeing 787 et
l’A350XWB sont dotés de fuselages réalisés en composites, soit plus de 50% de l’avion
en masse.

Cette transition reste délicate pour des pièces plus critiques pouvant subir des im-
pacts, en partie du fait des techniques de production utilisées aujourd’hui. En effet, les
pièces composites restent encore massivement obtenues par empilement de plis élémen-
taires possédant une orientation donnée des fibres : on parle de composites stratifiés,
illustrés en Fig. 1. Mais cette approche fait apparaître des interfaces entre les plis et
peut conduire à des délaminages (séparations des couches), par exemple suite à un choc.
Ces délaminages entraînent une perte importante de tenue de la pièce, parfois malgré
l’absence de marques détectables visuellement. Cette problématique fut l’un des freins
à l’utilisation des composites dans les parties critiques telles que les parties froides des
moteurs.

Fig. 1 – Matériaux composites à �bres longues : a) strati�és de plis unidirectionnels, b) tissés 2D
et c) tissés 3D

Les composites tissés 3D

Une solution a émergé avec l’utilisation de matériaux tissés. Ces matériaux sont ob-
tenus en rassemblant plusieurs milliers de fibres pour former des torons, tissés afin de
créer une cohésion au sein du matériau (Fig. 1). Ce tissage peut être effectué en trois
dimensions afin d’assurer une bonne tenue du matériau dans toutes les directions. Il est
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alors possible d’obtenir des pièces massives ne possédant pas d’interfaces internes : on
parle de matériau composite tissé 3D. Les composites tissés 3D ici étudiés sont composés
de fibres de carbone associées à une matrice organique thermodurcissable époxyde.

La direction principale de tissage, possédant dans notre cas le plus grand nombre
de fibres, est appelée la chaîne. La direction transversale correspond à la trame. Un
composite tissé 3D est entre autre caractérisé par la quantité de fibres présente selon
chacune de ces orientations, appelée Ratio Chaîne-Trame (RCT).

Ces matériaux possèdent de bonnes performances mécaniques après impact et une
meilleure tenue hors-plan que les composites stratifiés. Cependant les tissés 3D pré-
sentent une tenue réduite en compression dans l’axe des renforts du fait de l’ondulation
induite dans les fibres.

De nombreuses variations d’architecture peuvent être réalisées, avec une forte capa-
cité d’optimisation du tissage et des constituants en fonction des comportements recher-
chés : nombre de fibres, taille des cellules de tissage, RCT et épaisseur variable etc. À
ce titre, ces matériaux sont les principaux candidats au remplacement des pièces métal-
liques complexes et sont étudiés pour la réalisation des aubes et du carter de rétention
des moteurs LEAP.

Les problématiques industrielles

Les nouvelles possibilités offertes par ces matériaux induisent de nouveaux défis : les
composites tissés possèdent une plus grande complexité des mécanismes de dégradation,
devant être conciliée avec le besoin accru des capacités de modélisation pour permettre
un dimensionnement au plus juste. Il devient nécessaire d’anticiper l’influence des en-
dommagements tout au long de la durée de vie des structures et être à même de détecter
leur criticité.

Sur le plan de la Recherche & Développement, ces problématiques ont fait l’objet de
nombreuses études dans le cadre de Plans de Recherche Concertés (PRC) dans le milieu
aéronautique français. Cette thèse s’inscrit dans le contexte du PRC mecacomp mené de
2016 à 2019 à la suite du PRC composite (2010-2015), projet faisant interagir le groupe
Safran, la DGAC, l’Onera et de nombreux laboratoires de recherche.

Ce projet s’organise autour de trois grands axes :

— Axe A : Stratégie de modélisation multiéchelle de pièces composites

— Axe B : Modélisation et validation du comportement des interfaces et des liaisons
mécaniques

— Axe C : Méthodologie robuste de dimensionnement des pièces composites sous
sollicitations complexes

Ce travail de thèse s’inscrit dans le cadre de l’axe C, dont les objectifs sont notamment :

Développer les techniques expérimentales et numériques dans le but de dimi-
nuer les campagnes d’essais coûteuses / Consolider les modèles d’endomma-
gement / Développer une méthodologie d’identification robuste et paramétrée
(en fonction des caractéristiques-clés matériaux).

La transition endommagement-rupture

Ce travail s’attache en particulier à la description de la transition de l’endommage-
ment vers la rupture. Dans ce contexte, l’endommagement est défini comme l’ensemble
des mécanismes de dégradation diffus entraînant un affaiblissement progressif et peu
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violent des propriétés mécaniques. Au contraire, la rupture est un phénomène plus loca-
lisé de forte dégradation des propriétés entraînant l’apparition d’une fissure et un état
du matériau ne transmettant plus d’efforts. D’un point de vue du comportement local,
la rupture est liée à la notion d’adoucissement : diminution de la contrainte alors que la
déformation augmente.

Cette transition endommagement/rupture reste un axe de travail important vis-à-vis
des besoins de compréhension et de maîtrise des composites tissés 3D. Elle est notam-
ment essentielle pour :

— Effectuer le juste dimensionnement des pièces à la rupture, en particulier sous
sollicitation dynamique. Les aubes et le carter peuvent être soumis à des collisions
et leur tenue mécanique, notamment la capacité de rétention des débris par le
carter, doit être justifiée. Après l’apparition d’une fissure, l’absence de propagation
de celle-ci durant le reste de la durée de vie de la structure doit être assurée et son
impact sur le comportement global évalué.

— Permettre de guider et réduire les essais technologiques partiels menés à rupture
en réalisant a priori des études numériques, afin d’accélérer les campagnes et d’al-
léger leur coût financier.

Les résultats de cette démarche doivent être applicables à des pièces industrielles et
donc s’effectuer avec des coûts de calcul et une complexité maîtrisés.

Les verrous actuels dans la description de la rupture
des tissés 3D

La description de la rupture de ces matériaux souffre encore d’un manque de matu-
rité, notamment en comparaison des composites stratifiés classiquement utilisés. Dans
le cas d’applications industrielles sensibles telles que l’aéronautique, la démarche adop-
tée doit en effet justifier de trois caractéristiques essentielles :

— Représentativité : Les mécanismes physiques à l’œuvre doivent être compris et
intégrés au sein des modèles dans l’espoir que les résultats obtenus restent va-
lides en dehors des cas utilisés pour l’identification : les applications pratiques
mettent en jeu des géométries, des tailles et des chargements variés. À ce titre,
une étude expérimentale s’avère nécessaire pour justifier les hypothèses effectuées
tout au long de la chaîne de modélisation. Un protocole d’identification clair des pa-
ramètres doit être défini.

— Robustesse : La méthodologie doit amener au bon résultat sans exhiber de sensi-
bilité exacerbée aux paramètres non-physiques. En pratique, lors de l’utilisation de
la méthode des éléments finis, le résultat obtenu ne doit pas dépendre de la mise en
donnée : choix du maillage, de la méthode d’introduction des conditions limites etc.
Deux utilisateurs mettant en données séparément le même calcul doivent obtenir
le même résultat (pour autant que les paramètres de simulation appartiennent à
un domaine de validité).

— Performance : Les coûts expérimentaux et de calcul doivent être maîtrisés afin
de permettre leur application à des cas industriels (grande taille, chargements
complexes, multiples sollicitations).

Or aujourd’hui, l’utilisation de méthodologies avancées pour prévoir la transition en-
dom magement-rupture dans l’industrie est rendue délicate en raison du manque de
robustesse et de performance des modèles.
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Un besoin de robustesse des simulations numériques...

Ce manque de robustesse découle principalement de l’utilisation des modèles d’en-
dommagement continu, les plus fréquemment utilisés pour décrire cette transition en-
dom magement-rupture. L’endommagement continu offre, en effet, un cadre de modé-
lisation puissant, compatible avec le formalisme des éléments finis mécaniques clas-
siques, tout en offrant la possibilité de représenter un grand nombre de phénomènes.
Ces modèles possèdent de très bonnes capacités de description des premiers endomma-
gements et s’inscrivent dans un cadre thermodynamique rigoureux assurant leur repré-
sentativité. Cependant la transition vers la rupture introduit une dépendance anorma-
lement forte au maillage lors de l’utilisation au sein de simulations par éléments finis
[Hill, 1958, Benallal et al., 1993, Forest and Lorentz, 2004]. En particulier, les trajets de
fissuration se concentrent sur une bande d’éléments et suivent l’orientation des mailles,
faisant perdre l’hypothèse de convergence au maillage.

Afin de pallier ce problème, des méthodes dites de régularisation ont été introduites,
souvent analysées sous l’angle de la validité mathématique et numérique. Or, elles font
intervenir des mécanismes et des paramètres dont les fondements physiques doivent
être interrogés.

D’autres approches de simulation peuvent également être considérées : méthode XFEM,
zones cohésives etc. Cependant, ces méthodes semblent moins adaptées aux contraintes
de l’industrie : elles peuvent entraîner des coûts de calcul importants ; nécessiter un re-
maillage délicat sur des pièces industrielles à géométrie complexes ; imposer des présup-
positions sur la position et la direction de la fissure, peu compatibles pour les contraintes
industrielles. Pour ces raisons, les modèles d’endommagement semblent rester les prin-
cipaux candidats à des applications sur structures en bureau d’études.

... devant reposer sur une modélisation représentative de la rupture ...

Le formalisme utilisé pour modéliser la rupture mérite aussi d’être questionné. Les
critères de rupture d’un point de vue industriel reposent généralement sur des calculs
linéaires-élastiques utilisant soit des critères en contraintes, soit des critères en éner-
gie, massivement recalés sur des données expérimentales. Dans ce dernier cas, l’ap-
proche de Griffith, qui sert de fondement à la Mécanique Linéaire Élastique de la Rup-
ture (MLER), reste la plus courante. Elle repose sur l’identification d’une grandeur éner-
gétique : le taux de restitution d’énergie critique GC .

Cependant, la description de la rupture par des modèles d’endommagement continu
ne fait pas intervenir la même physique. Quand la MLER repose sur des énergies sur-
faciques, les modèles d’endommagement manipulent des contraintes ou des énergies
volumiques. À l’heure actuelle, il n’existe pas de consensus sur une approche robuste
et physiquement justifiée pouvant faire dialoguer ces différentes quantités. Une variété
d’approches ont ainsi été proposées pour introduire la rupture et GC au sein de modèles
d’endommagement [Bažant, 1982, Maimí et al., 2007, Pinho et al., 2006, Meer and Sluys,
2009]. Cette dichotomie d’approche doit être surmontée, en mettant à jour les parallèles
pouvant exister entre les deux démarches ou en justifiant de la meilleure adaptation de
l’une d’elle au cas des composites tissés 3D.

... nécessitant une étude expérimentale des mécanismes

La mise en place de modèles représentatifs ne peut reposer que sur des bases ex-
périmentales de propagation de macro-fissure, au sens de la progression des ruptures
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des torons dans la structure. Pour les tissés 3D, matériaux encore peu répandus dans
la littérature, les données disponibles restent rares. L’apparition et la description du
scénario d’endommagement matriciel ont déjà fait l’objet de travaux à l’Onera [Marcin,
2010, Hurmane et al., 2016, Mounien, 2017, Garcia, 2019]. Ils ont permis l’étude des
mécanismes d’endommagement jusqu’au pic d’effort sous différents chargements. Ces
résultats, obtenus dans le cadre des précédents PRC, sont en application chez SAFRAN.
Cependant, le comportement à rupture n’a pas encore été traité et souffre d’un manque
de données disponibles.

Ce point fait actuellement défaut pour pouvoir poser les bases des modèles de rup-
tures des matériaux composites tissés 3D. De plus, la réalisation d’essais de propagation
de macro-fissures dans les composites reste sujette à des difficultés de mise en place
[Ortega et al., 2014], pouvant entraîner une ruine indésirable des éprouvettes. Ces dif-
ficultés peuvent être exacerbées lors de l’étude des composites tissés, du fait de la taille
importante de l’architecture et de la tenue mécanique plus faible en compression qu’en
traction.

Objectifs et plan de la thèse
Ce travail de thèse cherchera donc à décrire et quantifier les mécanismes de ruptures

des composites tissés 3D sous chargement de traction et à mettre en place une méthode
de simulation numérique adaptée et robuste, pouvant à terme être appliquée en bureau
d’études. Afin d’aborder ces problèmes, le cadre d’application et les objectifs suivants ont
été définis :

— Validation de la chaîne de dimensionnement : Les méthodes avancées de des-
cription de la rupture sont pour l’instant peu transférées à l’industrie, car la vali-
dité de la chaîne complète n’est pas nécessairement démontrée. Afin de répondre
aux exigences de robustesse du secteur aéronautique, nous essaierons de présen-
ter une progression cohérente tout au long de la chaîne de dimensionnement (ex-
périence, modélisation, simulation). Les méthodes d’identification des paramètres
devront être proposées et justifiées.

— Régime quasi-statique : Ce besoin de cohérence implique dans un premier temps
de se restreindre à l’étude des phénomènes quasi-statiques. Bien qu’un nombre
important de cas d’application soient dynamiques, la statique représente une pre-
mière étape nécessaire au développement des modèles. La maturité de la chaîne
complète reste pour l’instant compromise en dynamique, en particulier d’un point
de vue expérimental. Cependant, les choix réalisés ne doivent pas entraîner d’in-
compatibilité avec une future application aux problématiques dynamiques.

— Échelle macroscopique : Afin de s’inscrire dans la continuité des travaux pré-
cédemment réalisés à l’Onera, une vision macroscopique homogénéisée du maté-
riau est utilisée. Elle promet également un transfert plus simple vers les bureaux
d’études, où la taille des pièces considérées permet difficilement une description
complète du milieu à l’échelle mésoscopique (échelle des torons dans les compo-
sites tissés 3D).

— Complexité adaptée à une application industrielle : L’application finale im-
plique de limiter la complexité introduite : le nombre de paramètres, le coût des
technologies numériques utilisées, la complexité des méthodes d’identification etc.

Ce travail de thèse s’organisera suivant trois grandes parties : (i) une caractérisation
expérimentale de la rupture des composites tissés 3D, (ii) le choix d’un cadre de modé-
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lisation adapté rendant compte des phénomènes observés et (iii) l’intégration dans des
simulations numériques par éléments finis.

Étude expérimentale de la rupture des composites tissés 3D

La partie expérimentale cherchera à quantifier la propagation de fissures pour dif-
férents RCT. Du fait des spécificités du matériau, le dimensionnement des éprouvettes
devra être adapté pour prévenir des phénomènes de ruine indésirable. Afin de mettre en
place le scenario complet de rupture, un maximum d’informations sera extrait des cam-
pagnes à l’aide d’une multi-instrumentation des essais. L’étude sera également effectuée
sur des éprouvettes de géométries et de tailles variées pour mettre en évidence une va-
riation éventuelle des grandeurs aux conditions d’essai. Cette démarche est nécessaire
pour assurer la transposition des résultats obtenus sur éprouvettes de laboratoire à des
structures représentatives des applications industrielle.

Modélisation de la rupture non-linéaire des composites tissés 3D

Un formalisme d’analyse et de modélisation permettant de rendre compte des résul-
tats expérimentaux sera ensuite présenté et adapté aux mécanismes de rupture des
composites tissés 3D. On cherchera à donner un sens physique aux quantités intro-
duites, dont les valeurs doivent être, à terme, reliées à l’architecture du matériau. La
méthode d’identification des paramètres sera présentée et les conséquences de ces ré-
sultats sur le dimensionnement de pièces composites seront discutées.

Prise en compte de la rupture dans les modèles d’endommagement

La dernière partie s’attachera à intégrer ces résultats au sein de simulations numé-
riques. Des méthodes de régularisation des modèles d’endommagement continu seront
évaluées à l’aune de leur capacité à assurer la robustesse des résultats à un coût modéré
et à retranscrire les phénomènes physiques observés expérimentalement. La prise en
compte de ces considérations numériques et physiques amènera à sélectionner des tech-
nologies numériques adaptées et à expliciter les valeurs des paramètres numériques en
cohérence avec ceux introduits dans le modèle.
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Chapitre 1
Étude expérimentale de la rupture des
composites tissés 3D

Résumé
Cette section est consacrée à la mise en place d’une campagne expérimentale de ca-

ractérisation de la propagation de macro-fissures à travers les matériaux composites
tissés 3D.

La première partie présentera les méthodes de caractérisations de la rupture, ini-
tialement développées pour le béton et les métaux, ainsi que les transferts ayant été
effectués vers les matériaux composites.

Du fait de l’absence de consensus et des spécificités inhérentes aux composites tissés
3D, la deuxième partie présentera la démarche mise en place dans cette thèse. Elle
explicitera notamment les précautions prises lors du pré-dimensionnement et du suivi
des essais afin de s’affranchir des modes de ruines indésirables pouvant survenir.

Ensuite, la troisième partie s’attachera à présenter les méthodes d’analyse des essais
et à vérifier la validité des hypothèses sous-jacentes effectuées, afin de garantir la plus
grande robustesse de la méthodologie. Cette démarche amènera à valider la méthodolo-
gie de suivi de fissure. Elle exclura certaines méthodes d’estimation de GC dans le cadre
de cette campagne d’essai, jugées non adaptées aux matériaux composites tissés.

Enfin, les résultats seront présentés en quatrième partie. Ceux-ci amèneront notam-
ment à remettre en cause l’usage de la MLER pour les composites tissés 3D. Ces résul-
tats expérimentaux serviront de socle à la mise en place d’un modèle de rupture adapté
en Section 2.4.5.
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Introduction

L’utilisation des composites tissés 3D à matrice organique dans des structures aé-
ronautiques complexes nécessite la mise en place d’un modèle à même de décrire leur
comportement. Celui-ci doit décrire le comportement depuis l’apparition des premiers
endommagements matriciels jusqu’à la rupture. En effet, la tenue des structures pour
un grand nombre de sollicitations multi-axiales doit être garantie. La prévision de la
rupture s’avère également nécessaire pour dimensionner correctement des essais du
fait de la physique complexe à l’œuvre. Un dimensionnement robuste doit alors pouvoir
prévoir l’apparition des endommagements, étudier leur impact sur la réponse globale et
leur propagation éventuelle, pouvant entraîner la ruine complète de la structure.

La mise en place d’une modélisation apte à reproduire les phénomènes physiques
à l’œuvre requière leur compréhension expérimentale et la mise en place des scenarii
d’endommagement. Du fait du développement récent des composites tissés 3D à matrice
organique, il existe encore un fort besoin de compréhension de ces mécanismes. Les
nombreux endommagements mésoscopiques diffus présents ont déjà fait l’objet d’études
[Hurmane et al., 2016], notamment dans le cadre du projet PRC Composite. L’appari-
tion d’une fissure sur des structures sans gradient de contrainte y a également été étu-
dié, permettant d’établir des critères de rupture des torons sous chargement uni-axial.
Cependant la propagation de ces fissures dans des structures, l’influence des concentra-
tions de contrainte et l’interaction avec les endommagements matriciels diffus doivent
encore faire l’objet de travaux de recherche.

L’absence de donnée expérimentale sur les tissés 3D est due à la relative nouveauté
de ces matériaux et aux difficultés expérimentales pouvant être rencontrées lors de la
mise en place d’essais de propagation. Le dimensionnement des essais et le choix des
méthodes d’analyse associées doit tenir compte les spécificités du matériau. Ce travail a
été entamé pour les composites stratifiés d’unidirectionnels. Des travaux ont été menés
sur la propagation de délaminages [González et al., 2012, Hongkarnjanakul, 2013], sou-
vent critiques pour les stratifiés car ils entraînent la ruine complète des structures. Du
fait de son caractère intrinsèquement localisé et des résistances faibles mise en jeu au
regard de la tenue des fibres, un consensus semble se dégager pour l’étude expérimen-
tale de ces délaminages. Cela c’est traduit par la mise en place de normes.

Des travaux ont également été réalisés sur la propagation de macro-fissures, trans-
férant les méthodes utilisés notamment sur les métaux et les bétons aux composites
[Laffan et al., 2010a, Ortega et al., 2014, ASTM, 2015]. Contrairement au délaminage,
il est ici encore difficile de faire émerger un consensus sur les pratiques expérimentales.
Ce constat étant vrai pour les composites stratifiés d’unidirectionnels, il l’est a fortiori
pour les composites tissés 2D et 3D pour lesquels peu de littérature est disponible.

Un des enjeux des campagnes expérimentales est de dégager des grandeurs phy-
siques clés caractérisant les phénomènes observés. Ces grandeurs doivent être identi-
fiables de façon simple et robuste et servir de base à des modèles prédictifs. L’analyse des
essais consiste à identifier ces grandeurs, souvent sous couvert d’hypothèses pré-établies
découlant du modèle dans lequel ces grandeurs vont s’inscrire. Pour de nombreux ma-
tériaux, dont les composites, l’approche consiste généralement à considérer que la pro-
pagation d’une macro-fissure est très énergétique devant les autres endommagements
présents dans le matériau. Le comportement est supposé quasi-fragile et l’analyse ex-
périmentale utilise alors des considérations énergétiques généralement réalisées dans
le cadre de la MLER. La mise en place d’essais sur des composites tissés 3D ainsi que
l’applicabilité des hypothèses de la MLER seront étudiées dans ce chapitre.
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1.1 Contexte de la caractérisation de la rupture des
composites tissés 3D à matrice organique

1.1.1 Taux de restitution d’énergie

L’étude de la rupture passe généralement par la caractérisation de l’énergie dissi-
pée lors de la propagation d’une fissure macro-fissure. Cette quantification énergétique
repose sur l’analyse de Griffith, via l’introduction d’un taux de restitution d’énergie cri-
tique GC .

La notion de taux de restitution d’énergie G a été introduite par Griffith [Griffith,
1921] et sert de socle à la MLER. Cette théorie, traitant de la présence de fissure, s’ap-
plique à une grande variété de matériaux. Elle fait l’hypothèse que le comportement du
matériau reste linéaire élastique fragile dans toute la structure, à l’exception d’une zone
infinitésimale présente en pointe de fissure. Cette zone en pointe de fissure est la seule
source de dissipation. En principe, cette condition amène une singularité du champ de
contrainte, si bien qu’une forme d’inélasticité doit se mettre en place au voisinage de la
pointe de fissure. La MLER suppose néanmoins que cette zone reste confinée et que son
influence sur le comportement global est négligeable.

En MLER, le critère de propagation d’une fissure repose sur un bilan énergétique
entre des propriétés structurales dépendantes du chargement et des paramètres maté-
riaux [Chaboche, 2001] :

— à chaque fissure est associée un taux de restitution d’énergie G, correspondant à
l’énergie élastique relâchée par la structure lors d’un accroissement virtuel infini-
tésimale de la fissure, proportionnellement à l’aire créée ;

— la fissure se propage si G compense l’énergie de surface nécessaire à l’avancée de la
fissure (résistance à l’avancement R ou taux de restitution d’énergie critique GC).
Au contraire, la fissure ne se propage pas si l’énergie élastique restituée n’est pas
suffisante pour créer une nouvelle surface de fissure.

𝛿𝒰 

𝛿𝒲 

𝑎 𝛿𝑎 

𝑒𝑝 

𝐺𝐶 

Fig. 1.1 – Schéma de propaga-
tion de �ssure en théorie de
Gri�th

En considérant une structure d’épaisseur ep, possédant
une fissure située en a et progressant d’une longueur élé-
mentaire δa (Fig. 1.1), le bilan énergétique peut s’écrire en
régime quasi-statique :

Gepδa = δW − δU (1.1)

δW est le travail des forces extérieures durant la propaga-
tion et δU la variation d’énergie élastique stockée dans la
structure. Pour un déplacement imposé u, le travail exté-
rieur s’écrit δW = P (u, a)δu. L’Éq. 1.1 devient alors :

G(u, a)epδa = P (u, a)δu−
(
∂U(u, a)

∂u

∣∣∣∣
a

δu+
∂U(u, a)

∂a

∣∣∣∣
u

δa

)
(1.2)

En considérant un système sans propagation de fissure on
obtient P (u, a)− ∂U(u, a)/∂u|a = 0. G peut alors être exprimé par :

G(u, a) = − 1

ep

∂U(u, a)

∂a

∣∣∣∣
u

(1.3)
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La propagation de la fissure intervient lorsque G, i.e. l’énergie restituée par la struc-
ture pour la création de fissure, devient supérieure à la résistance du matériau à son
avancée, R.

— si G < R : la fissure ne propage pas
— si G = R : la fissure propage de manière quasi-statique, toute l’énergie élastique

restituée est intégralement consommée par la propagation
— si G > R : la fissure propage de manière dynamique, le surplus d’énergie restitué

par la structure est transformé en énergie cinétique K, ce terme apparaissant alors
dans le bilan énergétique de l’Éq. 1.1

La résistance à l’avancementR est généralement considérée caractéristique d’un ma-
tériau fragile et justifie les modèles de type Courbe-R. Elle est souvent découpée en
deux régimes : (i) un régime de mise en place de la fissure ou d’initiation, durant lequel
R croit et (ii) un régime établi, durant lequel R est plus élevée et la résistance devient
constante (voir Section 1.4.2).

La démarche expérimentale consiste alors à identifier cette valeur plateau de la ré-
sistance amenant à la propagation, nommée le taux de restitution d’énergie critique GC .
Dans le cadre de la MLER, cette grandeur est considérée comme un paramètre matériau
indépendant de la structure étudiée, de l’historique de la propagation, des chargements
appliqués et de la taille et la forme des champs mécaniques présents.

La démarche expérimentale mise en place dans cette section cherchera à estimer le
taux de restitution d’énergie critique tel que défini en Éq. 1.1. Cette notion et l’inégalité
énergétique associée sont en effet des outils utiles pour décrire la propagation et servir
de base à la mise en place de modèles matériau permettant de prévoir la ruine des struc-
tures. Cependant, l’analyse s’affranchira des hypothèses de linéarité du comportement
et d‘indépendance de GC à la structure étudiée. On étudiera sa potentielle variation avec
la structure étudiée, en particulier la taille et la géométrie.

Facteur d’intensité de contrainte

Irwin compléta l’approche proposée par Griffith pour l’exprimer en fonction des champs
mécaniques en pointe de fissure [Irwin, 1957, Irwin, 1958]. Dans un matériau élas-
tique fragile en présence d’une fissure parfaite, une singularité de contrainte apparaît
en pointe de fissure. Dans un voisinage suffisamment proche de cette pointe, ces concen-
trations de contrainte possèdent toujours la même distribution indépendamment de la
structure étudiée et des conditions limites qui lui sont appliquées. Seule l’intensité de
ces singularités de contrainte varie d’une structure à l’autre.

Cette intensité est caractérisée par le facteur d’intensité des contraintes KI (où I tra-
duit l’ouverture de la fissure en mode de traction normale). La contrainte à une distance
r et un angle θ de la pointe de fissure est, dans le cas général, donnée par :

σij(r, θ) =
KI√
2πr

Sij(r, θ) (1.4)

KI est proportionnel au chargement et les fonctions Sij(r, θ) sont des fonctions sans di-
mension, dépendantes de la géométrie et du type de chargement appliqué mais indépen-
dantes de la taille de la structure et de la valeur du chargement.

Une relation peut être établie entre KI et G à partir du travail exercé par les efforts
intérieurs lors d’une avancée infinitésimale de fissure. Cette démarche amène à la rela-
tion d’Irwin :

G =
K2
I

E ′
(1.5)
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Le critère de propagation peut ainsi être écrit sur la valeur critique du facteur d’inten-
sité de contrainte KIC plutôt que sur GC . E ′ est le module élastique effectif perpendicu-
lairement à la surface de fissure. Sous l’hypothèse de déformations planes, il s’exprime
[Tada et al., 2000] :

E ′ =
E

1− ν2
en isotrope (1.6)

E ′ =

√
2ExEy√√

Ex/Ey + Ex/(2Gxy)− νxy
en orthotrope (1.7)

Ex, Ey sont les modules respectivement selon la direction de chargement et perpendicu-
lairement, Gxy le module de cisaillement et νxy le coefficient de Poisson.

Décompositions de G et KI

G et KI en fonction des différents paramètres influant sur ces grandeurs [Bažant and
Planas, 1997] : le chargement (P ou u), la taille de l’éprouvette W , les propriétés maté-
riau et la forme de la géométrie. De manière générale, l’analyse de KI met en évidence
qu’il doit être proportionnel à la force sur l’épaisseur de l’éprouvette P/ep. Comme KC

s’exprime en Force ∗ Longueur−3/2 et doit faire intervenir une dépendance à la longueur
de fissure, il peut être décomposé en :

KI =
P

ep
√
W
k(x) (1.8)

k est une fonction sans dimension ne dépendant que de la géométrie et de la manière
dont les conditions limites sont introduites. k prend pour paramètre x = a/W , position
adimensionnée de la fissure (Fig. 1.1). En utilisant l’Éq. 1.5 reliant K et G, G peut être
décomposé en :

G =
P 2

e2
pWE ′

g(x) (1.9)

La fonction g a les mêmes dépendances que la fonction k. Elle peut être interprétée
comme la variation de souplesse de la structure autour de la longueur de fissure a. Ces
décompositions offrent l’avantage d’introduire des fonctions k et g caractéristiques de
la structure étudiée, mais indépendantes de l’intensité du chargement, des propriétés
matériau ou de la taille de la structure. Ces fonctions sont obtenues par interpolation
sur des résultats de simulations numériques.

1.1.2 Méthodes d’estimation de Gc

Lors de la démarche expérimentale, on estime le taux de restitution d’énergie de la
structure aux instants de propagation de la macro-fissure, afin d’obtenir la courbe de
résistance au cours de l’essai et d’identifier GC . Plusieurs méthodes d’estimation seront
présentées dans cette section. La plupart découle de l’Éq. 1.3 ou des décompositions des
Éq. 1.8 et 1.9 . L’ASTM a notamment produit des normes pour plusieurs matériaux, dont
les métaux et les plastiques [ASTM, 1999, ASTM, 1997], dans lesquelles sont présentées
des méthodes d’estimation de GC . Une norme a également été produite plus récemment
pour les matériaux composites stratifiés [ASTM, 2015]. Des méthodes d’estimation sont
également présentées en [Laffan et al., 2010a].
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Méthode des aires

La méthode des aires est la méthode la plus directe d’estimation du taux de res-
titution d’énergie critique. Elle estime GC à partir des taux d’accroissement de l’Éq.
1.3, calculés entre deux instants de propagation 1 et 2 (Fig. 1.2). La variation d’énergie
élastique est rapportée à la surface créée par l’avancée de fissure d’une longueur ∆a
correspondante.

Fig. 1.2 – Interprétation graphique
de la méthode des aires [La�an
et al., 2010a]

On obtient alors :

GC =
1

ep∆a

P1u2 − P2u1

2
(1.10)

GC s’interprète graphiquement comme l’aire sous la
courbe Force/Déplacement. Cette méthode directe ne
repose pas sur de fortes hypothèses et permet de don-
ner une bonne estimation de la validité des résultats
quel que soit le cadre d’application. Cependant, elle ne
s’affranchit pas d’une rigidité machine, qui peut faus-
ser la valeur des déplacements lorsque ceux-ci sont is-
sus du déplacement de la traverse. L’utilisation de la
méthode des aires exhibe également des résultats brui-
tés, particulièrement lors de petites variations de la

longueur de fissure.

Méthode de la souplesse

La méthode de la souplesse (ou compliance en anglais) repose sur l’utilisation de la
souplesse de la structure, définie par C = u/P . Elle est obtenue à partir de l’Éq. 1.3 en
notant que :

∂U(u, a)

∂a

∣∣∣∣
u

=
1

2

∂(Pu)

∂a

∣∣∣∣
u

=
1

2

∂(u2/C)

∂a

∣∣∣∣
u

(1.11)

= −1

2

u2

C2

∂C

∂a

∣∣∣∣
u

= −P
2

2

∂C

∂a

∣∣∣∣
u

(1.12)

L’Éq. 1.3 devient :

GC =
P 2

2ep

∂C

∂a

∣∣∣∣
u

(1.13)

Cette équation peut également être obtenue par passage à la limite de la méthode des
aires 2 −→ 1. Une égalité similaire peut être obtenue en utilisant le déplacement et de
la rigidité K = P/u, en lieu et place de la force et de la souplesse :

GC =
P 2

2ep

∂K−1

∂a

∣∣∣∣
u

= −P
2

2ep

1

K2

∂K

∂a

∣∣∣∣
u

=
−u2

2ep

∂K

∂a

∣∣∣∣
u

(1.14)

L’utilisation du déplacement est cependant déconseillée puisque que sa valeur peut être
perturbée par la rigidité de la machine d’essai.

La mise en place de cette méthode nécessite donc d’exprimer la variation de souplesse
en fonction de la longueur de fissure. Généralement, celle-ci est interpolée sous la forme
C = f(a), avec a la longueur de fissure. L’interpolation s’effectue soit à partir des données
d’essai, soit à partir de résultats de calculs réalisés avec les propriétés élastiques du
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matériau. Cette interpolation peut prendre plusieurs formes, celle choisie sera présentée
en Section 1.3.3. En faisant apparaître cette fonction d’interpolation de la souplesse f ,
la méthode de la souplesse devient :

GC =
P 2

2ep
f ′(a) (1.15)

Une fois cette relation mise en place, elle peut également être inversée. La formule
a = f−1(C) peut servir de méthode de lissage mécanique de la longueur de fissure me-
surée ou de méthode de mesure de cette longueur lorsque l’instrumentation ne permet
pas un suivi de la position de la pointe de fissure. En réinjectant a = f−1(C) dans l’Éq.
1.15 on obtient la Méthode de la Compliance Modifiée (MCM).

GC =
P 2

2ep
f ′
(
f−1(C)

)
(1.16)

Méthodes reposant sur l’interpolation de KI

La décomposition du facteur d’interpolation donnée en Éq. 1.8 offre une méthode
d’estimation de KC et donc de GC à l’aide de la relation d’Irwin (Éq. 1.5). Comme précisé
précédemment, la fonction k(x) dépend de la géométrie et de la façon dont les charge-
ments sont introduits mais pas des propriétés matériau, de la valeur du chargement ou
de la taille de la structure. Cette fonction peut donc être interpolée sur la base de calculs
linéaires élastiques. Pour les essais classiques, plusieurs interpolations sont disponibles
dans les handbooks [Tada et al., 2000] et les normes [ASTM, 1999, ASTM, 1997]. Elles
prennent généralement la forme de fractions polynomiales.

Méthode de calibration de l’énergie

Les normes ASTM proposent également des méthodes d’estimation de GC reposant
sur l’utilisation de l’énergie mécanique Umeca à rupture calculée à partir de la force et
du déplacement expérimentaux. Cette énergie est ensuite corrigée par un coefficient de
calibration de l’énergie φ (ou energy calibration factor), dont l’expression est donnée en
fonction de la position normalisée de la fissure x = a/W .

GC =
Umeca

epWφ(x)
(1.17)

ep est l’épaisseur de la structure et W sa taille caractéristique. Cette interpolation de
φ est du même type que celles mises en place dans les interpolations de KC . Cette mé-
thode offre l’avantage d’utiliser à la fois les informations issues du déplacement et de la
force. De ce fait, elle peut théoriquement s’adapter à une faible perte de rigidité avant
la propagation. Aucune connaissance des propriétés élastiques n’est nécessaire. Cette
méthode est cependant initialement pensée pour une application uniquement au pre-
mier point de propagation sans nécessité de suivre la longueur de fissure. En pratique,
l’interpolation donnée de φ est souvent réduite à un intervalle très faible, par exemple
0.45 ≤ x ≤ 0.55 dans la norme ASTM [ASTM, 1999]. Son utilisation s’en retrouve consi-
dérablement réduite : dans notre cas, cet intervalle ne comprend que le tout début de la
propagation.
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Méthodes Virtual Crack Closure Technique (VCCT) et J-integrale

A partir de l’Éq. 1.9, on remarque que pour un matériau, une géométrie et une lon-
gueur de fissure a donnés, le taux de restitution d’énergie G varie avec le carré de la
force P si le comportement reste élastique. En connaissant le taux de restitution G pour
une force quelconque P ainsi que la valeur expérimentale de la force à rupture PC , GC

est estimé par :

GC

P 2
C

=
G(a, P )

P 2
(1.18)

Il faut alors disposer d’une méthode pour déterminer G sous un chargement donné.
Deux méthodologies peuvent être utilisées pour obtenir G, à l’aide de calculs linéaires
élastiques par éléments finis effectués sur la géométrie d’intérêt et en utilisant les pro-
priétés élastiques du matériau.

La première méthode est la Virtual Crack Control Technique [Krueger, 2002]. Cette
méthode repose sur le calcul de la différence d’énergie entre deux configurations avec
des longueurs de fissure différentes : une configuration initiale sans propagation et une
configuration après propagation sur la distance d’un élément. La méthode revient en
pratique à déboutonner le dernier nœud en pointe de fissure et à calculer G à l’aide de
la formule :

G =
−1

2∆a
Zwl (1.19)

Avec ∆a la longueur d’avancée de fissure, Z la force d’ouverture à la nouvelle pointe
de la fissure et wl l’ouverture au niveau des nœuds déboutonnés. Cette méthode est mise
en place de manière automatique dans le code de calcul Abaqus/Standard.

L’estimation du taux de restitution peut également être effectuée à l’aide du calcul de
l’intégrale-J introduite par Rice [Rice, 1968]. Elle repose sur une intégration d’énergie
le long d’un contour Γ entourant la pointe de fissure :

J =

∫
Γ

(
Wdy − (σ : n).

∂u

∂x
ds

)
(1.20)

x et y sont les coordonnées du repère, s l’abscisse curviligne, W est la densité volumique
d’énergie élastique, u le champ de déplacement et n le vecteur normal à la surface du
contour Γ. Le résultat de cette intégration est indépendant du contour Γ utilisé. J s’iden-
tifie à G pour des matériaux élastiques isotropes sous chargement en mode I pur. Cette
méthode d’analyse a été appliquée aux matériaux composites stratifiés [Pinho et al.,
2006, Catalanotti et al., 2010].

1.1.3 Méthodes d’instrumentation

Lors de la réalisation d’essai de propagation en vue de l’estimation de GC une bonne
instrumentation est nécessaire afin d’obtenir un suivi des mécanismes d’endommage-
ment en cours d’essai. La longueur de fissure est en particulier un paramètre clé inter-
venant dans l’estimation de GC . Sa mesure au cours de l’essai doit donc être réalisée de
la manière la plus robuste possible. A cette fin, plusieurs méthodes d’instrumentation
ont été mises en place dans le cadre de la campagne expérimentale réalisée durant la
thèse. Cette section présentera les principes généraux des méthodes utilisées ainsi que
les utilisations associées.
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Corrélation d’Images Numériques

La Corrélation d’Images Numériques (CIN) est une méthode permettant la mesure
des champs de déplacements en surface d’éprouvette. Elle repose sur le suivi de motifs
en niveau de gris et leurs déplacements relatifs en cours d’essai [Sutton et al., 1983, Hus-
son et al., 2002, Hild and Roux, 2006]. Ces motifs sont généralement obtenus par appo-
sition d’un mouchetis en surface des échantillons, notamment à l’aide de gouttelettes de
peinture noires et blanches.

(a) Principe de fonctionnement de la CIN [Sause, 2016]

y

x

(b) Champ de déplacement obtenu par
CIN

Fig. 1.3 – Principe et mise en place de la CIN

Ces travaux utiliseront la stéréo-corrélation, réalisée à l’aide de deux caméras. Celle-
ci permet de suivre les déplacements de la surface en trois dimensions, notamment les
déplacements hors-plan non accessibles lors de l’utilisation d’une unique caméra, afin
de vérifier l’absence de flambement des échantillons. Les mesures de champ issues de la
CIN sont exploitables à différentes fins.

Utilisation en tant qu’extensomètre et jauge virtuels : Les données de déplacement
issues de la CIN peuvent être utilisées pour réaliser un extensomètre virtuel, en suivant
le déplacement relatif entre deux points au cours de l’essai. La CIN permet également
de réaliser des jauges virtuelles : on obtient la déformation moyenne en toutes zones
de l’éprouvette. Le résultat peut dépendre de la taille des grilles de jauge utilisées pour
le calcul de la déformation moyenne. Ce point doit être pris en compte lors de l’étude
de matériaux tels que les composites tissés 3D, afin que les résultats offrent un bon
compromis entre l’indépendance au tissage et la précision de la déformation obtenue
[Hurmane et al., 2016].

Dialogue essai-calcul et détermination des propriétés matériau : Les champs de dé-
placement et de déformation mesurés sur la totalité de la surface des échantillons per-
mettent de réaliser des dialogues essai-calcul. Ceux-ci ont notamment été utilisés pour
déterminer les propriétés élastiques du matériau [N. Bahlouli and N. Bahlouli, 2009,
Pierron, 2008, Garcia, 2019] et valider les capacités prédictives des modèles [Lomov
et al., 2008].

Utilisation pour la détection de fissures : L’utilisation de la CIN permet également
une détection et un suivi des fissures en surface de l’échantillon. Plusieurs méthodes
ont été proposées dans la littérature, pouvant reposer sur la détection de discontinuité
des champs [Vanlanduit et al., 2009, Lopez-Crespo et al., 2008, Catalanotti et al., 2010],
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les erreurs de corrélation [Helm, 2008] ou la congruence de phase [Cinar et al., 2017].
La méthode mise en place ici pour le suivi de fissure sera présentée en Section 1.3.1.

Émission acoustique

Le suivi par Émission Acoustique (EA) est réalisé à l’aide d’un ou plusieurs capteurs
positionnés à la surface de l’éprouvette. Ceux-ci enregistrent les évènements acoustiques
émis lors de l’apparition d’endommagements et de fissures au sein du matériau. Plu-
sieurs grandeurs sont extraites de l’évènement enregistré par les capteurs sonores afin
de caractériser la forme d’onde. Les plus importantes de ces grandeurs sont l’ampli-
tude, la durée, le nombre de coups, le temps de montée, le spectre harmonique ou encore
l’énergie totale du signal [Godin et al., 2005, Gutkin et al., 2011, Sause, 2016].

(a) Critère de description de l’onde [Hurmane et al., 2016] (b) Localisation d’évènements
acoustiques [Mistras, 2011]

Fig. 1.4 – Principe et mise en place du suivi acoustique

Classification des évènements : Afin de permettre une meilleure différentiation entre
les différents mécanismes produisant des évènements acoustiques, une classification
peut être effectuée. Dans le cas des matériaux composites, de nombreux mécanismes
sont générateurs de bruit : fissures matricielles intra-torons, déchaussements de torons,
ruptures de fibres, etc. Les méthodes de classification utilisées reposent sur une clus-
terisation multi-paramètres [Godin et al., 2005]. Seul un petit nombre de paramètres
peut être conservé, afin qu’ils restent indépendants et pertinents pour la classification
[Le Gall and Godin, 2017].

Par itérations successives, la classification attribue chaque évènement acoustique à
un nombre de groupes prédéfinis. L’évènement est assigné au groupe dont le centroïde
est le plus proche. A la fin de chaque itération, la position des centroïdes est actuali-
sée, jusqu’à ce qu’aucun évènement ne soit changé de groupe après deux itérations suc-
cessives. Si cette méthode converge systématiquement vers une solution, celle-ci peut
néanmoins dépendre du point de départ, si bien que plusieurs classifications doivent
être réalisées en variant les conditions initiales. L’utilisation d’une classification per-
met de filtrer de nombreux évènements parasites décorrélés de la rupture : bruits des
machines, frottement de l’échantillon sur le montage, frottement des lèvres de fissure,
etc.

Détection des premiers endommagements et énergie dissipée cumulée : En supprimant
les bruits parasites, l’énergie acoustique a pour seules sources l’endommagement et la
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rupture de torons. L’apparition des premiers évènements acoustiques permet de déter-
miner les seuils d’apparition de ces mécanismes [Camanho et al., 2007, Sause, 2016].
Le suivi de l’énergie cumulée attribuée aux différents groupes offre également une es-
timation de l’évolution des endommagements. Cette énergie cumulée est en effet géné-
ralement fortement corrélée à l’énergie mécanique dissipée par les endommagements et
peut servir de méthode de suivi des variables d’endommagement lors de la comparaison
avec les résultats de calculs [Hurmane et al., 2016].

Localisation des évènements et mesure de longueur de fissure : Les différences de
temps d’arrivée du signal entre les capteurs peuvent servir de base à la localisation
spatiale de la source des évènements acoustiques [Sause, 2016, Sengupta et al., 2015].
L’utilisation d’un plus grand nombre de capteurs permet alors une meilleure précision
sur l’origine du signal. La perte d’amplitude du signal lors de la propagation de l’onde à
travers l’éprouvette peut également être utilisée [Mechraoui et al., 2012]. Lors de l’ap-
plication à des matériaux composites fortement déséquilibrés, la variation de la vitesse
de propagation selon la direction doit cependant être prise en compte [Rosi and Auffray,
2016]. La localisation des évènements attribués à la rupture de torons permet alors une
mesure de la position de la fissure au cours de l’essai. La mise en place de ces techniques
aux données expérimentales sera présentée en Section 1.3.1.

Thermographie Infra-rouge

La Thermographie Infra-Rouge (TIR) est une méthode d’instrumentation permettant
la détection de la chaleur générée par la création de fissures dans le matériau. Les camé-
ras thermiques permettent d’obtenir des cartes d’échauffement à la surface de l’éprou-
vette tout au long de l’essai. Cette instrumentation peut être utilisée de manière passive
(échauffement généré par la propagation de fissure) ou de manière active (apport de cha-
leur).

Détection de la position de fissure par thermographie passive : La position de fissure
peut être obtenue selon deux méthodes grâce aux données thermographiques : (i) à l’aide
des forts échauffements transitoires lors de ruptures très énergétiques (type rupture de
torons) ou (ii) grâce à la chaleur générée par la friction des lèvres de fissure tout au
long de l’essai. Cette seconde méthode est généralement appliquée aux problématiques
de fatigue. L’importante énergie dissipée dans le cadre de la rupture des torons permet
ici d’utiliser la première approche afin de localiser la pointe de fissure.

Auto-échaufement : Des approches utilisent l’auto-échauffement obtenu lors de la
mise en vibration des pièces dans le but de localiser les défauts dans l’éprouvette [Bai,
2016].

Thermographie active : L’analyse des données de thermographies actives permet éga-
lement de détecter la présence de défauts initiaux. L’échantillon est alors soumis à des
impulsions laser ou flash thermique et des méthodes de reconstruction (Thermographic
Signal Reconstruction) sont utilisées sur la réponse thermographique afin de localiser
les défauts [Westphal et al., 2011, Roche and Balageas, 2014]. Seule la thermographie
passive sera mise en place dans le cadre de cette thèse pour réaliser le suivi de fissure
en Section 1.3.1.

Micro-tomographie par rayons-X

Les méthodes de tomographie par rayons-X permettent d’obtenir des cartes volu-
miques de densité des échantillons et offrent accès à une information sur l’état à cœur du
matériau en trois dimensions. Une source émet un rayonnement X traversant la pièce
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étudiée. La quantité d’énergie absorbée est ensuite détectée par un capteur situé der-
rière l’éprouvette. Cette absorption peut être causée par (i) une plus grande épaisseur
de matériau traversée ou par (ii) une densité plus élevée. En utilisant plusieurs images
de l’échantillon prises sous différents angles d’orientation, il est possible de reconsti-
tuer l’objet dans le volume à l’aide d’algorithmes de reconstruction [McCombe et al.,
2012, Zani-Demange, 2008].

(a) Principe de la tomographie par rayons-X [Sause, 2016] (b) Exemple de tomographie par
rayon-X [Roux et al., 2008]

Fig. 1.5 – Principe et mise en place de la tomographie

La micro-tomographie permet d’obtenir une précision de l’ordre du micro-mètre sur
les cartes volumiques reconstituées selon la taille des échantillons. Cela nécessite une
grande précision sur la source émettrice des rayons-X. Elle est généralement obtenue à
partir d’un faisceau d’électrons accélérés et condensés électro-magnétiquement sur une
cible émettrice des rayonnements (tungstène ou molybdène). La précision du capteur a
également un impact déterminant sur celle des résultats.

Du fait de la complexité des équipements mis en jeux et de la dangerosité associée
aux importantes radiations, cette instrumentation demande une mise en place plus im-
portante que celles précédemment présentée. Les tomographies doivent nécessairement
être conduites à l’intérieur d’une chambre isolée comportant les équipements néces-
saires pilotés à distance. Elles sont donc généralement réalisées post-mortem afin de
déterminer l’état du matériau en fin d’essai.

Essais in situ et corrélation d’image volumique : Moyennant un équipement adapté,
les essais sont également réalisables à l’intérieur du tomographe. Plusieurs images to-
mographiques sont prises au cours du chargement afin d’observer la progression de la
rupture en cours d’essai. Afin d’obtenir une bonne résolution des images, l’éprouvette
ne doit pas subir de fluage durant toute la période de scan, ceux-ci pouvant créer des
mouvements significatifs au sein du matériau. La réalisation de plusieurs points de
tomographie permet également de réaliser une corrélation volumique sur les images ob-
tenues [Roux et al., 2008]. Un essai sous tomographe a été mis en place dans le cadre de
ce travail avec la réalisation de scans pour 6 paliers de chargement, mais la corrélation
d’images volumiques n’a pas été appliquée.
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1.1.4 Éprouvettes à gradient de contrainte et Modes de ruine
indésirables

Plusieurs géométries d’éprouvette ont été proposées dans la littérature dans le but de
caractériser la propagation de la rupture des torons. Ces géométries se regroupent en
deux grandes catégories [Laffan et al., 2012, ASTM, 1997] :

— Éprouvettes avec une propagation dynamique de la fissure à travers toute l’éprou-
vette : traction avec entaille centrale, plaque trouée, diabolo, Single Edge Notched
Tension (SENT) ou Double Edge Notched Tension (DENT)

— Éprouvettes avec une propagation stable et progressive de la fissure : Compact Ten-
sion (CT) (Fig. 1.6a), Single Edge Notched Beam (SENB) (Fig. 1.6b), éprouvette
entaillée en flexion quatre points etc.

Des essais avec propagation stable seront utilisés dans le cadre de ce travail. Ceux-ci
offrent de multiples points de mesure et permettent d’étudier les évolutions du com-
portement au cours de la propagation de la rupture des torons, notamment l’effet de
courbe-R (variation du taux de restitution d’énergie critique au cours de la propaga-
tion). Notons toutefois qu’une méthode de détermination de la courbe-R a été proposée
à partir d’ éprouvettes DENT instables, en utilisant des résultats obtenus pour diffé-
rentes tailles d’éprouvettes [Catalanotti et al., 2014].
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Fig. 1.6 – Géométries des essais CT et SENB

Les éprouvettes CT et SENB sont cependant sujettes à des modes de ruines indé-
sirables pouvant compromettre le bon déroulement et l’analyse des essais. Ces modes
de ruines se révèlent particulièrement critiques pour les composites stratifiés du fait
de leur faible tenue en compression [Blanco et al., 2014]. Ces géométries ont ainsi
fait l’objet de nombreuses variations visant à pallier les problèmes éventuels : Exten-
ded Compact Tension, Disk-Shaped Compact Tension, Arc-Shape Tension, Tapered et
Doubly-Tapered Compact Tension en remplacement des CT ; Arc-Shaped Bend Speci-
men et flexion quatre points en remplacement des SENB.

Synthèse

Cette section a présenté le contexte de la caractérisation de la rupture dans lequel
s’inscrit la campagne expérimentale réalisée durant la thèse. La démarche la plus fré-
quente repose sur l’estimation du taux de restitution d’énergie critique GC à l’aide
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d’éprouvettes à gradient comme les éprouvettes CT ou SENB. Cependant d’autres ap-
proches et d’autres éprouvettes ont été proposées dans la littérature. De plus si un
transfert partiel des méthodes présentes dans le domaine des métaux ou des bétons
a été effectué vers les composites, aucun consensus n’a encore émergé pour ces maté-
riaux. Les résultats sur composites tissés 3D restent pour l’heure rares du fait du récent
développement de ces matériaux.

Une grande variété de méthodes d’instrumentation des essais et d’estimation de GC

est également disponible. Du fait des spécificités inhérentes aux composites tissés 3D
étudiés (taille de Volume Élémentaire Représentatif (VER) importante, forte anisotro-
pie, haute tenue en traction, dissymétrie traction/compréhension etc.), la mise en place
des essais devra faire l’objet d’une attention particulière. La campagne expérimentale
sera présentée dans les sections suivantes et suivra la démarche d’estimation de GC

à partir d’essais CT et SENB, en cherchant à s’assurer de la validité des hypothèses
effectuées.

1.2 Mise en place de la campagne expérimentale

1.2.1 Présentation du matériau étudié

Le matériau utilisé est un Composites à Matrice Organique (CMO), constitué de
fibres de carbone et d’une matrice en résine epoxy. Les fibres ne sont pas ici empilées
à partir de plis unidirectionnels comme dans le cas des composites stratifiés, les plus
fréquemment rencontrés dans la littérature. En effet, pour pallier les problèmes de dé-
laminage découlant de la mauvaise tenue des interfaces de ces derniers, le matériau est
obtenu par tissage de torons, contenant plusieurs milliers de fibres.

Les torons sont orientés selon deux directions orthogonales, la chaîne et la trame. Les
tissés 3D possèdent la particularité, contrairement aux stratifiés de tissés 2D, d’avoir
des torons de chaîne traversant plusieurs couches dans l’épaisseur de manière à offrir
un renfort dans la direction hors-plan. Cet entrelacement entre les différentes couches
supprime les interfaces au sein du matériau et augmente les propriétés mécaniques
résiduelles après impact. Un exemple d’architecture de tissé 3D générique est donné en
Fig. 1.7.

Fig. 1.7 – Exemple générique de matériau composite tissé 3D

Quatre différents RCT ont été étudiés dans le cadre de ce travail de thèse, allant
de ratios fortement déséquilibrés jusqu’à des architectures équilibrées (notés RCT1 à
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RCT4). Sauf mention du contraire, le matériau principal étudié est le composite RCT1
fortement déséquilibré, utilisé pour la fabrication du carter FAN des moteurs d’avion.
Dans toutes les configurations étudiées, la direction principale du matériau, caractérisée
par un taux de fibre plus important, correspond à la direction de la chaîne.

La compréhension du comportement mécanique de ces matériaux et de leurs mé-
canismes d’endommagement et de rupture est fortement liée à leur architecture. Les
composites tissés 3D possèdent en effet un VER dont la taille est bien plus importante
que pour les composites stratifiés et dont l’influence peut être non-négligeable à l’échelle
des structures étudiées. Cette importante taille d’architecture doit être considérée aussi
bien lors de la mise en place et de l’analyse des essais que lors de la modélisation du
comportement.

Ces matériaux possèdent de bonnes propriétés de résistance en traction. Cependant,
les matériaux composites exhibent une dissymétrie de tenue traction/compression, ac-
centuée pour les tissés 3D par l’ondulation des torons. Ces matériaux sont donc principa-
lement utilisés pour des comportements en sollicitation de traction ou hors-plan (carter,
pied d’aube etc.). La faible tenue en compression complexifie la bonne mise en place des
essais (une ruine indésirable des éprouvettes peut se produire dans les parties en com-
pression). Le travail de thèse se concentrera ainsi sur l’étude de la rupture des torons
de trame, qui possèdent une plus faible différence de résistance traction/compression.

1.2.2 Dimensionnement des essais

Ces spécificités de comportement des composites tissés 3D impose des précautions
lors du dimensionnement des essais de propagation de fissure. Les normes existantes
pour les matériaux bétons et plastiques [ASTM, 1999, ASTM, 1997] ne sont pas directe-
ment applicables. Plusieurs éléments doivent être considérés : (i) la propagation stable
de la fissure, (ii) l’absence de modes de ruine indésirables et (iii) la propagation recti-
ligne de la fissure.

Propagation stable de la �ssure

Si certains essais utilisent une propagation de fissure instable [Laffan et al., 2012,
ASTM, 1997], l’utilisation d’une propagation stable permet d’obtenir plusieurs points de
mesure et une plus grande confiance dans les données extraites. On caractérise alors un
régime de propagation stabilisé et non uniquement une valeur d’initiation. Cette stabi-
lité peut être obtenue sur les essais CT et SENB utilisés, sous condition d’une longueur
de pré-entaille suffisante. Comme présenté en Section 1.1.1, la propagation reste stable
si le taux de restitution d’énergie à déplacement imposé diminue lors de l’avancée de
fissure. En effet, la fissure ne se propage pas tant que ce taux reste inférieur à d’une
valeur critique GC .

G(u, a) =
−1

ep

∂U
∂a
≥ GC (1.21)

Une fois ce critère dépassé, pour un déplacement u constant et une position de fissure a,
la propagation continue à la nouvelle position a+ δa si et seulement si :

∂G/∂a|u ≥ 0 (1.22)

de sorte que le critère soit dépassé sans modification du déplacement appliqué à la struc-
ture :

G(u, a+ δa) = G(u, a) +
∂G
∂a

∣∣∣∣
u

δa ≥ GC (1.23)
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Ce type de structure est appelée structure positive [Planas and Elices, 1988]. L’excès
d’énergie élastique relâché et non consommé par la création de fissure est alors converti
en énergie cinétique et la rupture intervient avec une vitesse croissante non maîtrisée. A
l’inverse, pour des structures négatives (∂G/∂a|u ≤ 0), le critère n’est pas rempli en a+δa
et la propagation s’arrête. Le chargement u doit alors être augmenté afin d’atteindre à
nouveau la valeur critique de G.

Les essais CT et SENB sont instables à efforts imposés, mais à géométrie négative
pour des déplacements imposés (après une longueur critique de fissure). Cette longueur
peut être déterminée à l’aide de la méthode VCCT dans un cadre éléments finis : le
taux de restitution G est déterminé pour différentes longueurs de fissures. Le régime est
stable dans les zones où G diminue avec l’avancée de fissure. Le résultat de cette analyse
est présenté en Fig. 1.8 pour une éprouvette CT sur un tissé 3D RCT1 .

Fig. 1.8 – Détermination de la stabilité de la propagation à l’aide de la méthode VCCT sur éprouvette
CT pour un composite tissé 3D RCT1 fortement déséquilibré

Les valeurs de G obtenues dépendent de l’intensité du chargement imposé, mais pas
le régime (augmentation ou diminution de G avec la longueur de fissure). La pré-entaille
est donc choisie pour chaque configuration d’essai CT ou SENB à partir du point d’in-
version de la pente, de manière à ce que l’intégralité de l’essai se déroule en régime
quasi-statique. Cette longueur dépend en pratique des propriétés élastiques du maté-
riau considéré ainsi que de la géométrie et de la taille de l’éprouvette. L’étude doit donc
être conduite pour chacune des configurations testées.

Modes de ruine indésirables des éprouvettes

Lors de la réalisation des essais, plusieurs modes de ruines indésirables peuvent être
rencontrés et ont été référencés [Blanco, 2007, Blanco et al., 2014], notamment pour les
essais CT (voir Fig. 1.9). Dans le cadre des composites tissés 3D, les mécanismes princi-
paux sont la rupture en compression suivant y en zone FM1 et suivant x en zone FM2,
les autres modes étant des ruptures par cisaillement (zone FM3), par flambement (FM6)
et par matage et rupture par clivage au niveau des trous (4 et 5). Le phénomène de com-
pression en zone arrière est particulièrement critique dans le cadre de la caractérisation
des composites tissés 3D, du fait de la dissymétrie de résistance traction/compression
évoquée en section 1.2.1. Lors d’essais de caractérisation pour de forts taux de torons, ce
phénomène empêche le bon déroulement de l’essai.

Dans le cas des essais de rupture des torons trame réalisés dans cette thèse, le tra-
vail de dimensionnement doit permettre de s’assurer que la rupture en compression
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Fig. 1.9 – Modes de ruine des éprouvettes CT tels que proposé par Blanco [Blanco et al., 2014]

n’intervienne pas avant la propagation de la macro-fissure en traction. Usuellement, les
critères utilisés pour ces deux phénomènes sont de natures différentes :

— le critère de propagation de rupture de torons en traction est écrit de manière
énergétique par le biais d’un taux de restitution d’énergie surfacique GC tel que
décrit en 1.1.1

— le critère de rupture en compression est un critère d’amorçage écrit en contrainte
ou en déformation

Une des possibilités pour favoriser la rupture en traction plutôt que celle en compression
est d’utiliser la manière dont les quantités G et σ varient avec la taille W de l’éprouvette
utilisée. En effet, les paramètres associés à ces deux critères ont des dimensions diffé-
rentes : J/m2 pour GC et Pa ou J/m3 pour σC .

Les valeurs critiques à rupture évoluent donc différemment quand l’éprouvette subit
une homothétie de taille dans le plan : la force à rupture FC s’exprime comme une fonc-
tion de la taille de l’éprouvette W . Cette fonction est appelée loi de similitude de FC et
dépend du critère de rupture choisi. Ces lois de similitude ont notamment été étudiées
par Bazant [Bažant, 1993] et seront présentées plus en détails en Chapitre 2.4.5. Pour
des critères de type MLER et contrainte maximale, ces lois de similitude s’écrivent :

PC(x,W ) ∼
√
W pour un critère type MLER en GC (1.24)

PC(x,W ) ∼ W pour un critère en déformation εC (1.25)

Ces évolutions sont présentées en Fig. 1.10a. En dessous d’une taille critique d’éprou-
vette, le critère de rupture en contrainte sera satisfait avant celui sur GC , la rupture
intervenant alors en compression en arrière d’éprouvette. Au contraire, au dessus de
cette taille critique, la propagation de la fissure principale interviendra avant la ruine
en compression. Cette taille critique dépend des valeurs de Gtrac

C , εcompC , de la taille de
l’éprouvette W et de la position normalisée x = a/W de la pointe de fissure (voir Fig.
1.6a), mais également des propriétés élastiques du matériau, de la géométrie et des
conditions limites. En estimant a priori la valeur de GC (prise suffisamment élevée pour
être conservative), cette taille critique peut être déterminée pour toutes les positions x
de la pointe de fissure couvertes durant la propagation. On utilise pour cela les valeurs
Gtrac(x,W, P ) et εcomp(x,W, P ) issues du calcul VCCT déjà mis en place.

Les résultats de cette analyse sont présentés en Fig. 1.10b. Elle présente la défor-
mation maximale de compression dans l’éprouvette lorsque le critère G = GC est at-
teint pour une valeur de GC majorée a priori. Les niveaux de gris représentent le ratio
εcompmax /ε

comp
C en fonction de la position de la fissure et du facteur d’échelle de l’éprouvette

CT. Celui-ci est défini par rapport à la taille standard utilisée notamment par Laffan
[Laffan et al., 2010a].
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Fig. 1.10 – Étude de la compétition entre les mécanismes de rupture sur éprouvette CT

On observe que pour des tailles d’éprouvettes supérieures à 0.75 fois la taille du stan-
dard, l’intégralité de la propagation s’effectue avant que le critère en déformation en
arrière d’éprouvette soit atteint. Pour les tailles inférieures, une rupture en compres-
sion peut apparaître avec la propagation de macro-fissures en fin de propagation. Plus
l’éprouvette est de petite taille, plus ce mode de ruine se manifeste tôt et est susceptible
de perturber fortement le bon déroulement de l’essai.

Dans tous les cas, l’augmentation de la taille de l’éprouvette permet d’amoindrir les
problèmes de compression en face arrière et s’avère utile lors du dimensionnement
d’éprouvettes CT et SENB en matériaux composites. L’analyse mise en place possède
de nombreuses hypothèses non représentatives : choix a priori d’une valeur de GC , com-
portement restant linéaire élastique etc. Cependant elle offre un aperçu qualitatif de la
compétition ayant lieu entre ces deux mécanismes de ruine.

La ruine par flambement peut être étudiée en déterminant les charges limites de
flambement. Cette analyse a été mise en place à l’aide du logiciel de calcul Abaqus/Standard.
Ce mode de ruine est ici évité en raison de l’épaisseur importante des éprouvettes. Ce-
pendant, l’augmentation de la taille de l’éprouvette à épaisseur constante tend à favori-
ser ce phénomène. Il peut alors être nécessaire de trouver un compromis entre une taille
minimum et maximum, afin d’éviter simultanément les ruines en compression en face
arrière et en flambement structural global.

Propagation rectiligne de la �ssure

L’estimation de GC repose sur la notion de surface de fissure et son application fait
en pratique l’hypothèse que la rupture des torons est localement contenue dans un plan
rectiligne (même si la forme du front dans l’épaisseur peut être courbe ou le trajet fissure
dévié au cours de la propagation). Cette propagation en ligne droite est en pratique
souvent compromise pour les composites tissés 2D et 3D, la fissure étant déviée par le
motif du tissage. Ce phénomène complexifie la caractérisation des plus forts taux de
fibre (à partir du RCT4 dans les essais réalisés) et compromet :

— La bonne réalisation des essais, pour lesquels on cherche à obtenir une direction
de propagation qui reste contrôlée et répétable
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— L’interprétation de ce profil chahuté et la prise en compte de ce mode de propa-
gation dans les modèles. On peut en effet supposer que ce phénomène est repré-
sentatif de la rupture du matériau en conditions réelles. Ce sujet sera évoqué au
Chapitre 2.4.5.

Dans le cas des RCT fortement déséquilibrés tels que ceux principalement utilisés dans
le cadre de ce travail, la propagation rectiligne est facilitée par les torons de chaîne, qui
servent de guide à la macro-fissure.

1.2.3 Mise en place de l’instrumentation et réalisation des es-
sais

En prenant en compte toutes ces contraintes de dimensionnement, plusieurs éprou-
vettes ont été réalisées. En plus de permettre de s’affranchir des éventuels modes de
ruines indésirables, la réalisation de plusieurs tailles d’éprouvettes et de deux types de
géométries (CT et SENB) a permis d’étudier l’éventuelle dépendance des résultats à la
structure étudiée (taille et géométrie).

Sur le RCT1 principalement étudié, les configurations suivantes ont été réalisées,
avec une épaisseur constante de 8mm :

— Des éprouvettes CT avec effet d’échelle homothétique dans le plan de 0.75 à 3 par
rapport à la référence (Fig. 1.6a).

— Des éprouvettes SENB de taille unique (Fig. 1.6b).

Deux configurations distinctes ont été réalisées pour chacun des autres RCT testés, en
fonction de la disponibilité des matériaux. Au moins deux éprouvettes ont été testées
pour chacune des configurations afin d’estimer la dispersion sur les résultats. Le récapi-
tulatif de tous les essais est présenté dans le tableau 1.1.

Préparation des éprouvettes

Les éprouvettes sont découpées au jet d’eau à partir des mêmes plaques. La longueur
de pré-entaille, déterminée en Section 1.2.2 afin d’assurer la stabilité, est réalisée à
l’aide d’un fil de découpe en diamant de 0.2mm de diamètre et finalisé par un coup de
scalpel en fond d’entaille (Fig. 1.11a) afin d’obtenir une bonne initiation de la fissure
(Fig. 1.11b).

(a) Découpe par scie à fil (b) Fond d’entaille sur éprouvette
CT

Fig. 1.11 – Préparation des pré-entailles sur éprouvettes CT
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RCT Essai Taille N Pré-Entaille x0 SO CIN EA TIR TPM TIS

RCT1 CT

T0.75 1 4mm 0.458 x x 2 x
T0.75 1 4mm 0.458 x x

T1 2 5mm 0.451 x x 2 x
T1.5 2 6mm 0.431 x x 4 x x
T2 2 8mm 0.431 x x 4 x x

T2.5 3 10mm 0.431 x x 4 x
T3 2 12mm 0.431 x x 4 x

RCT1 SENB T1 2 0mm 0.500 x x
T1 1 7 mm 0.588 x x 2

RCT2 SENB T0.95 2 4mm 0.553 x x 2
T1.8 2 7mm 0.549 x x 2 x

RCT3 CT T1.85 2 10mm 0.459 x x 4 x
T2 2 10mm 0.451 x x 4 x

RCT3 SENB T1.1 2 4mm 0.545 x x 2 x
RCT4 SENB T1.33 2 6mm 0.558 x x 2 x

Table 1.1 – Récapitulatif des essais réalisés

Un mouchetis est réalisé sur l’une des faces afin d’utiliser une méthode de CIN, l’autre
face étant recouverte de peinture blanche et de papier millimétré pour permettre un
suivi optique de la fissure. Les éprouvettes CT avec différents facteurs d’échelles sont
présentées en Fig. 1.12.

Fig. 1.12 – Éprouvettes CT homothétiques après rupture : Tailles 1, 1.5, 2 et 2.5

Mise en place de l’instrumentation

La mise en place de plusieurs méthodes d’instrumentation permet un suivi complet
en cours d’essai. Afin de déterminer une éventuelle dépendance des résultats à la mé-
thode d’instrumentation choisie (notamment lors de la détermination de la longueur de
fissure présentée en Section 1.3.1) et de tirer parti de la pluralité d’origine de données
disponibles, les instrumentations suivantes ont été utilisées :

— Stéréo-Corrélation d’Images Numériques (CIN) en face avant de l’éprouvette, utili-
sée pour le suivi de propagation de la macro-fissure et la récupération des champs
de déplacement pour des comparaisons essai-calcul. La corrélation est sur deux
caméras CDD de résolution 4M pixels à une fréquence de 5Hz grâce au logiciel
commercial Vic3D© ;

— Suivi Optique (SO) de chaque côté de l’éprouvette, utilisé pour le suivi de fissure,
à l’aide de caméras CDD de résolution 4Mpixels à une fréquence de 5Hz ;
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— Émission Acoustique (EA) utilisant 2 ou 4 capteurs (selon la taille de l’éprouvette)
utilisée pour le suivi de l’évolution de l’endommagement et de l’énergie acoustique
dissipée, à l’aide du système PCI-2 et du logiciel commercial AEWin© fourni par
Mistras ;

— Thermographie Infra-Rouge (TIR) passive, utilisé pour le suivi de fissure et l’es-
timation des énergies thermiques dissipées (mis en place sur deux essais). Les
acquisition sont réalisées à l’aide d’une caméra thermique FLIR X6540sc à une
fréquence de 50Hz avec une résolution de 640 pixels par 512 pixels ;

— Tomographie à rayon X post-mortem (TOM), utilisée pour la validation (i) d’un
profil de fissuration droit à travers l’épaisseur de l’éprouvette, (ii) de la longueur
finale de fissure et (iii) pour l’analyse précise des mécanismes d’endommagement.
Les images ont été obtenues sur le micro-tomographe de Safran Aircraft Engines
avec une résolution de 30µm.

Une éprouvette CT de facteur d’échelle 0.75 a également testée in situ au sein du
tomographe de Safran Aircraft Engines (TIS). 6 paliers de tomographie ont été réalisés
au cours de l’essai (à déplacement imposé) afin d’obtenir une visualisation volumique de
l’avancée de la macro-fissure. Cet essai a nécessité le dimensionnement d’un montage
adapté permettant la réalisation d’essai CT au sein d’un tomographe. Le montage doit
être capable de transmettre des efforts suffisants sans perturber le bon déroulement des
scans au niveau de la zone de propagation.

Réalisation des essais

Les essais ont été réalisés à l’Onera par Anne MAVEL, à l’exception de l’essai de
tomographie in-situ, effectué à Safran Aircraft Engines Villaroche par Romain BUI.
Ils sont effectués sur une machine électromécanique de traction de marque Zwick, de
capacité maximale de 150kN en déplacement imposé avec une vitesse de chargement de
0.5mm/min. Le même montage a été utilisé pour toutes les configurations, à l’exception
des CT tailles T0.75 et T3, pour lesquels le diamètre des trous a été modifié. Les essais
SENB sont réalisés sur un montage avec des rouleaux de 60mm de diamètre. La mise
en place de l’essai et d’une partie des méthodes d’instrumentation est présentée en Fig.
1.13.

Pour les essais sur la configuration la plus déséquilibrée RCT1 , aucune compression
en face arrière n’a été observée sur les éprouvettes SENB. De faibles endommagements
en compression ont été observés en fin d’essai sur les éprouvettes CT T1, mais aucun
n’est visible pour les autres tailles d’éprouvette (notamment les T0.75). Sur les essais
RCT2, aucune compression ne semble visible sur les essais T1.8, le constat n’est pas
évident pour la T0.95. A partir des ratios RCT3 ou plus élevés, des endommagements de
compression en face arrière sont systématiquement observés. La distance de propaga-
tion de la macro-fissure exploitable devient faible (les endommagements en compression
se développent au fur et à mesure que la fissure avance).

La quantification exacte de leur influence est difficile. Des études numériques ont été
réalisées autorisant la rupture en compression en arrière de manière cohérente avec
les essais afin de quantifier sa contribution dans le total de l’énergie dissipée. Sur les
différents cas étudiés, l’énergie dissipée par la compression restait largement inférieure
à celle dissipée par la propagation en traction de la fissure principale. En première ap-
proximation, on peut donc considérer que la majorité de l’énergie dissipée est consom-
mée par la propagation de la fissure principale en traction.

Néanmoins, il paraît prudent de ne pas utiliser les estimations de GC obtenues une
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Fig. 1.13 – Mise en place des essais CT et des techniques d’instrumentation associées

fois la compression en face arrière mise en place. Les résultats présentés par la suite
sur les taux de torons les plus élevés doivent donc être considérés avec prudence.

Synthèse

Dans cette section, nous avons présenté la démarche mise en place pour caracté-
riser la propagation d’une macro-fissure causée par la rupture des torons de trame
dans des matériaux composites tissés 3D. L’accent a notamment été mis sur le pré-
dimensionnement des éprouvettes prenant en compte les spécificités du matériau. Plu-
sieurs mécanismes critiques peuvent compromettre le bon déroulement de la campagne :
(i) la rupture en compression en arrière d’éprouvette, (ii) le flambement global de l’éprou-
vette, (iii) la propagation dynamique de la fissure à travers la majeure partie de l’échan-
tillon ou encore (iv) un profil de fissure trop chahuté pour permettre une bonne analyse.

Les essais ont été réalisés pour différentes géométries (CT et SENB) et différents fac-
teurs d’homothétie dans le plan, allant de 0.75 à 3 par rapport à une taille de référence.
Cette démarche vise à tester la dépendance des résultats à la structure et à étudier la
présence éventuelle d’un effet d’échelle et de géométrie sur la valeur de GC estimée. Cet
effet serait en opposition avec le comportement attendu dans le cadre, classiquement
utilisé, de la Mécanique Linéaire Élastique de la Rupture, qui considère GC comme une
propriété matériau.

1.3 Méthodes d’analyse des essais
L’estimation du taux de restitution d’énergie critique à partir des données d’essais

nécessite la mise en place d’une méthode d’analyse adaptée aux caractéristiques du
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matériau. Dans cette section nous présenterons la démarche mise en œuvre pour carac-
tériser la rupture des composites tissés 3D. Elle cherchera notamment à expliciter les
hypothèses d’analyse et à s’assurer de leur validité pour une application aux composites
tissés 3D.

Des éprouvettes de taille et géométrie différentes a été testées afin d’étudier une
variation éventuelle du GC mesuré aux conditions d’essai. Un tel résultat sur les com-
posites tissés 3D remettrait en cause l’utilisation de la MLER, GC ne pouvant plus être
considéré comme un paramètre matériau. La démarche appliquée devra ainsi ne pas
reposer implicitement sur les hypothèses de la MLER.

Nous présenterons tout d’abord les méthodes d’analyse de la multi-instrumentation,
afin d’en extraire des grandeurs pertinentes dont la principale est la position du front de
fissure. Enfin, les méthodes de réduction de données permettant, à partir des mesures,
d’estimer le taux de restitution d’énergie critique GC seront étudiées.

1.3.1 Méthodes d’analyse de l’instrumentation

La détermination de la longueur de macro-fissure en cours d’essai est un paramètre
clé de l’estimation de GC . La dépendance des résultats à cette valeur peut être forte,
d’où la nécessité de confronter les données entre elles afin d’assurer l’indépendance des
résultats obtenus aux méthodes choisies. De plus ces méthodes doivent pouvoir être
automatisées afin de permettre un traitement facile et rapide de toutes les données
d’essai. Pour rappel, les méthodes d’instrumentation disponibles sur tout ou partie des
essais sont :

— Suivi optique de l’avancée de fissure (SO)

— Stéréo-Corrélation d’images numériques (CIN)

— Émission acoustique (EA)

— Thermographie infrarouge passive (TIR)

— Tomographie-X post-mortem et in-situ (TPM et TIS)

Méthodes de détection de �ssure par Suivi Optique

Deux méthodes d’analyse optique ont été développées, utilisant les images issues de
la caméra optique (face arrière) et des caméras de corrélation d’image (face avant).

Dans la première méthode semi-automatique, les instants de propagation de la macro-
fissure sont déterminés à partir des chutes de rigidité de la courbe force / déplacement.
Les images correspondantes sont alors affichées et l’utilisateur renseigne à la souris la
base et l’extrémité de la fissure. La longueur est déterminée par une calibration définie
par l’utilisateur pour la première image avec l’aide du papier millimétré.

Afin d’éviter une trop forte dépendance à l’utilisateur, une méthode automatique a
également été mise en place. Dans une zone réduite autour du plan de fissuration, la fis-
sure est détectée par segmentation de l’image par niveaux de gris, détection des formes
connexes et conservation du plus grand objet(Fig. 1.14). Les longueurs sont obtenues à
partir de la conversion pixels/mm fournie par le papier millimétré en face avant ou les
informations de stéréo-corrélation d’image (calibration avec les mires). Cette méthode
ne peut néanmoins être appliquée de manière robuste que lorsque le profil de fissure
est suffisamment rectiligne et continu. Elle est similaire à celle appliquée par Bak [Bak
and Lindgaard, 2017] et par Panin [Panin et al., 2017]. Cependant elle peut se révéler
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dépendante du choix du seuil de segmentation, pouvant compromettre la bonne détec-
tion si la luminosité varie en cours d’essai. Ce cas de figure n’a pas été rencontré durant
la campagne expérimentale. Ce problème pourrait être contourné par une détermina-
tion automatique du seuil de segmentation à partir de l’histogramme de l’image [Otsu,
1979], l’analyse ne requérant alors aucun choix de la part de l’utilisateur.

La confrontation des deux méthodes et des résultats obtenus sur chacune des faces
de l’éprouvette permet d’estimer la dispersion sur les résultats. La mise en place de la
détection par suivi optique est présentée en Fig. 1.14.

Fig. 1.14 – Mise en place du suivi optique de
�ssure

Fig. 1.15 – Mise en place du suivi de �ssure
par CIN

Méthodes de détection de �ssure par CIN

Les données de stéréo-corrélation d’images, obtenues à l’aide du logiciel Correli [Cor,
2019], donnent accès aux champs de déplacement dans les trois directions en face avant
sur toutes les éprouvettes. Ces champs peuvent servir à la comparaison entre essais et
simulations mais fournissent également un moyen de suivi du front de fissure automa-
tisable.

On utilise pour cela le champ de déplacement parallèlement au plan de fissure uY
(voir Fig. 1.15). Le déplacement possède l’avantage d’être la grandeur primaire mesu-
rée lors de la corrélation d’images, contrairement à la déformation. Cette dernière peut
souffrir d’erreurs dans les zones d’intérêt du fait de la présence de nombreuses décorré-
lations. La détection de la fissure est réalisée à partir des discontinuités du champs de
déplacement, à l’aide de la procédure suivante :

1. Le champs uy (perpendiculaire à la direction de la fissure) est interpolé sur une
grille régulière autour de la fissure afin d’atténuer l’influence des décohésions

2. Le gradient du champ ∇yuy est ensuite calculé suivant la direction y
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3. Le gradient est segmenté afin de détecter la présence d’une discontinuité

4. La longueur de la discontinuité est mesurée et la longueur de fissure est mise à
jour si une augmentation a été observée

Deux méthodes de segmentation sont utilisées en parallèle. Dans la première, la
segmentation utilise une valeur seuil définie manuellement par l’utilisateur. Cette ap-
proche peut être considérée comme une application des méthodes de détection de contour
de type Sobel [Lopez-Crespo et al., 2008] où de la detection de discontinuité à partir d’un
seuil [Catalanotti et al., 2010]. D’autres auteurs ont également utilisé un seuillage di-
rectement sur l’indice de corrélation fourni par le logiciel [Helm, 2008]. Dans notre cas,
cette méthode n’offre pas de résultats concluants du fait de la présence de nombreuses
décorrélations au voisinage de la fissure.

La deuxième méthode de segmentation utilise la méthode active contour ou méthode
Chan-Veese [Chan and Vese, 2001, Matlab, 2017]. Cette méthode ne nécessite pas d’in-
tervention de l’utilisateur et détermine de manière itérative la position du contour plutôt
que d’utiliser les valeurs locales des gradients.

L’application en parallèle des deux méthodes de segmentation permet de corriger tout
dysfonctionnement local de l’une des deux. De plus, ces deux méthodes sont complémen-
taires : la méthode de seuillage sous-estime parfois la longueur de fissure en début d’es-
sais (lorsque la valeur des champs reste faible), alors que la méthode active contour peut
la sous-estimer en fin de propagation. Cette méthode de détermination de la longueur
de fissure, résumée en Fig. 1.15, est appliquée de manière automatique sur un grand
nombre d’images pour chacune des configurations réalisées.

Méthodes d’analyse de l’émission acoustique

Le suivi de l’endommagement par émission acoustique est réalisé à l’aide de 4 cap-
teurs positionnés dans les coins de l’éprouvette (Fig. 1.16) sur la plupart des configura-
tions. Pour les essais T0.75 et T1 seuls deux capteurs ont été utilisés du fait des faibles
dimensions des éprouvettes. La détection des évènements acoustiques s’effectue grâce
au logiciel AEWin de Mistras. Pour chaque salve détectée, le logiciel fournit de nom-
breuses informations : temps, capteur d’acquisition, amplitude, durée, énergie, temps
de montée etc.

Deux types d’analyses sont notamment possibles : un suivi de l’endommagement (dé-
tection des premiers endommagements, évolution qualitative de l’énergie, etc.) et une
localisation de certains des évènements pour déterminer la position de la pointe de fis-
sure.

Classi�cation des évènements

Une première étape du suivi de l’endommagement par émission acoustique consiste
à classifier (clusteriser) les évènements en groupes associés à différents mécanismes
d’endommagement. Cette classification s’effectue par la méthode des nuées dynamiques
(K-means) [Godin et al., 2005] telle que présentée en Section 1.1.3.

Les quantités choisies pour la classification sont la durée, l’énergie et le temps de
montée du signal. L’amplitude du signal n’est pas utilisée car sur les évènements de
rupture fibre ou les ruptures matricielles de forte énergie, les capteurs saturent et l’am-
plitude est systématiquement égale à la valeur 100 maximale.

La classification distribue les évènements acoustiques dans quatre groupes, associés
respectivement, du groupe le plus énergique au groupe le moins énergétique, à :
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— Groupe 1 : la rupture des torons

— Groupe 2 : les endommagements matriciels de forte énergie ou ruptures de fibres
seules

— Groupe 3 et 4 : les endommagements microscopiques peu énergétiques et du bruit
non classifié (groupes non utilisés)

L’approche n’est pas d’obtenir une classification exhaustive et exacte de tous les évène-
ments, mais d’extraire les plus énergétiques, en particulier ceux associés à la rupture
de torons. La classification obtenue est présentée en figure 1.17, dans l’espace Durée /
Temps de montée et Énergie.
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Fig. 1.16 – Position approxima-
tive des capteurs d’émission
acoustique

Fig. 1.17 – Visualisation de la classi�cation des évènements
acoustiques sur essai CT

La correspondance entre les évènements attribués à chaque groupe et la courbe force
/ temps est présentée en Fig. 1.18. Les énergies dissipées sont représentées par la taille
des cercles et l’appartenance aux groupes par la couleur. Les évènements associés à la
rupture de torons coïncident avec les fortes chutes de rigidité et possèdent une énergie
bien supérieure aux autres évènements. La synchronicité entre les chutes de rigidité et
ces évènements valide leur assimilation à des ruptures de torons.

Suivi des énergies dissipées

L’analyse de l’émission acoustique permet de plus d’estimer l’évolution des énergies
acoustiques cumulées dissipées par chacun des mécanismes. Cette énergie cumulée per-
met de déterminer l’instant d’apparition des premiers endommagements et est utilisée
comme indice de leur progression.

L’application aux données d’essai est présentée en Fig. 1.18. Une part importante
de l’énergie est dissipée par le groupe 2, assimilé aux évènements de matriciels méso-
scopiques, nombreux et relativement énergétiques. L’énergie dissipée par le groupe 1
(ruptures de torons) est cependant probablement sous-estimée du fait de la saturation
des capteurs, mais reste conséquente au vu du peu d’évènements détectés. Leur affilia-
tion probable avec la rupture des torons justifie qu’ils soient utilisés comme indicateurs
de la progression de la fissure. De plus, leur faible nombre et leur détection aisée en font
des candidats à une tentative de localisation.

Localisation d’évènements en vue de la détection de la pointe de �ssure

La localisation des évènements les plus énergétiques repose sur les différences de
temps d’arrivée entre les différents capteurs. A cette fin, la vitesse de propagation dans
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Fig. 1.18 – Comparaison des évènements acoustiques avec les courbes force/temps et énergies
dissipées

le matériau a été mesurée en fonction de l’angle de propagation (Fig. 1.19), à l’aide de
données obtenues par cassés de mines. Une forte dispersion sur les temps d’arrivée est
observée, bien que les conditions de mesure aient été contrôlées. Ce temps de dispersion
semble être indépendant de l’angle et de la distance de propagation et relève peut-être de
la précision de mesure des capteurs utilisés et de la forte hétérogénéité des propriétés
élastique du matériau. La Fig. 1.19 présente une tentative d’approximation de cette
dispersion d’arrivée par une distribution gaussienne.

Fig. 1.19 – Mesure de la vitesse de la propagation en fonction de l’angle et de la dispersion à la
mesure

La forte dépendance de la vitesse de propagation à l’angle (due à l’anisotropie du ma-
tériau) et les dispersions sur les temps d’arrivée (due à l’hétérogénéité et la précision des
capteurs) complique la mise en place de la localisation à l’aide des méthodes classiques.
En particulier, le problème de localisation inverse peut admettre plusieurs solutions car
l’évolution de la vitesse n’est pas monotone en fonction de l’angle, comme observé en Fig.
1.19. Une approche probabiliste a donc été mise en place : pour chaque point de l’éprou-
vette, on estime la probabilité qu’il soit la source de l’évènement acoustique enregistré.
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Un maillage régulier est appliqué sur l’éprouvette, comme reporté en Fig. 1.20. Pour
chaque nœud du maillage, considéré comme point source d’un évènement, l’écart de
temps théorique vu par chaque couple de 2 capteurs a et b est calculé. En supposant les
vitesses de propagation déterminées en Fig. 1.19, cet écart est donné par :

∆tab =
da
v(θa)

− db
v(θb)

(1.26)

avec di =
√

(xi − xs)2 + (yi − ys)2 la distance entre la source supposée (xs, ys) et le capteur
i de coordonnées (xi, yi), θi = arcos((xi − xs)/di) l’angle de propagation et v(θb) la vitesse
de propagation dans la direction θb (voir Fig. 1.20). Ce temps de retard théorique perçu
par les 2 capteurs peut être comparé au temps réel ∆texpab mesuré sur ces 2 capteurs. Sur
la base de la distribution probabiliste obtenue en Fig. 1.19, une probabilité d’occurrence
est attribuée à chaque nœud. L’utilisation des temps d’arrivée pour chaque couple de
capteurs (4 capteurs, 6 couples) permet d’affiner ces calculs de probabilité.

Un exemple de carte de probabilité obtenue est présenté en Fig. 1.20. La source de
l’évènement est le point possédant la plus haute probabilité (représenté par la croix). La
carte de probabilité possède un étalement permettant de quantifier l’erreur possible sur
la localisation. Malgré les précautions prises lors de la mise en place de cette méthode, la
stratégie a pu se heurter dans notre cas à de nombreux problèmes, dont potentiellement :

— Les très grandes vitesses de propagation (en particulier dans la direction chaîne)
entraînent des temps de propagation faibles au vu des différences mesurables sur
les temps d’arrivée. Cela compromet la localisation dans la direction x, pourtant
utile au suivi de fissure ;

— Les vitesses sont mesurées à partir des cassés de mines, non représentatifs des si-
gnaux acoustiques générés par la rupture des torons. Des évènements acoustiques
possédant un contenu fréquentiel différent peuvent posséder des vitesses de groupe
différentes ;

— Le matériau possédant une forte hétérogénéité, des variations locales importantes
peuvent apparaître dans les vitesses de propagation ;

— Les mesures ont été réalisées sur un matériau sain, l’impact de l’endommagement
sur les vitesses de propagation et leur dispersion est difficile à quantifier ;

— Les capteurs possèdent des temps de relâche et n’enregistrent pas certains évè-
nements. La présence de réflexions d’ondes en bord d’éprouvette peut également
fausser l’analyse. Les temps d’arrivée des évènements peuvent donc être faux ou
incomplets.

Fig. 1.20 – Carte de densité de probabilité d’un
évènement acoustique

Fig. 1.21 – Exemple de localisation d’évè-
nements acoustiques
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L’application de cette méthodologie à la totalité des évènements associés à la rup-
ture fibre au cours d’un essai est néanmoins présentée en Fig. 1.21. Les couleurs des
points correspondent aux résultats de localisation au cours du temps. Du fait de la forte
dispersion des résultats et de la taille des zones de probabilité, cette méthode n’offre
pas en l’état une précision suffisante pour servir de détection de pointe de fissure. Une
mise en place plus précise passerait probablement par l’amélioration du matériel d’ac-
quisition afin d’améliorer la précision des capteurs sur les temps d’arrivée et de réduire
leur temps de relâche. Une meilleure caractérisation des vitesses de propagation peut
aussi être nécessaire pour des évènements représentatifs de la rupture des torons, ainsi
qu’une prise en compte de l’endommagement sur ces vitesses en cours d’essai.

Méthodes d’analyse de la thermographie infrarouge passive

Deux éprouvettes ont été suivies par thermographie infrarouge passive (voir Tableau
1.1). L’étude des énergies thermiques dissipées peut permettre de suivre les sources
d’échauffement au cours de l’essai afin de déterminer la position de la rupture des torons.

Fig. 1.22 – Évolution de l’échau�ement en cours d’essai et comparaison avec la courbe
force/déplacement

Pour cela, les instants de propagation de la macro-fissure sont détectés à partir des
images contenant d’importants pics moyens d’échauffement, observés en surface de l’éprou-
vette (Fig. 1.22). Ces échauffements peuvent être comparés avec les chutes de rigidité
dans les courbes force/déplacement pour confirmer qu’ils interviennent bien durant une
avancée de la macro-fissure. Pour chacun de ces instants, un champ d’échauffement est
obtenu par différence des cartes de température pré et post-propagation. Ces champs
exhibent des zones de forte concentration d’échauffement, comme présenté en Fig. 1.23.
La position du toron ayant rompu est alors définie par le point correspondant à l’échauf-
fement maximal.

Les énergies thermiques dissipées par la rupture des torons sont suffisantes pour
que cette détection ne soit pas perturbée par l’éclairage et l’échauffement moyen de
l’éprouvette au cours de l’essai. Cette détection peut néanmoins être perturbée par des
fissurations matricielles au voisinage de la fissure principale.
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La méthode a été mise en place de manière automatique pour les deux éprouvettes
ayant bénéficié d’une instrumentation thermique. Contrairement aux méthodes utili-
sant la CIN et le suivi optique, l’information de longueur de fissure n’est ici disponible
qu’aux instants de macro-propagation. Cependant, contrairement aux autres méthodes,
elle ne nécessite aucun choix de la part de l’utilisateur et donne un accès direct à la
position dans l’éprouvette de la rupture de torons.

Fig. 1.23 – Mise en place du suivi de la �ssure
par thermographie infrarouge passive

Fig. 1.24 – Contrôle du pro�l de �ssure
post-mortem par analyse des tomogra-
phies

Méthodes d’analyse des tomographies

Les tomographies ont été, pour la majorité, réalisées post-mortem dans le but de
contrôler la longueur de fissure obtenue en fin d’essai et la forme du profil de fissure.
En effet, les autres méthodes d’estimation de la longueur de fissure reposent sur des
données de surface. Afin de correctement estimer la surface de fissure créée, il est im-
portant que la longueur de fissure mesurée au bord soit représentative de celle présente
à cœur.

La détection de la fissure est effectuée par segmentation de l’image. Les méthodo-
logies utilisées sont similaires à celles appliquées aux images de suivi optique ou à la
segmentation du gradient de déplacement issu de la corrélation d’image. Seule la fis-
sure principale est considérée, les fissures matricielles avoisinantes étant supprimées
de l’analyse. L’étude des tomographies, pour lesquelles les niveaux de gris permettent
de distinguer la matrice des fibres de carbone, permet ainsi d’identifier précisément la
macro-fissure, définie comme une fissure continue découpant complètement les torons
de trame.

Un exemple d’application de la détermination de fissure post-mortem à partir des
données de tomographies est présenté en Fig. 1.24. Un essai a également été réalisé
sous tomographe sur éprouvettes CT de taille T0.75. Des images ont été obtenues pour
6 niveaux de déplacement. L’analyse de cet essai permet une compréhension plus précise



48 1.3. Méthodes d’analyse des essais

des mécanismes de rupture et de leur développement. Celle-ci sera présentée en Section
2.4.5.

1.3.2 Comparaison des méthodes de suivi de �ssure

La comparaison des différentes méthodes de suivi de la fissure est présentée en Fig.
1.25. L’évolution de la souplesse C de l’éprouvette (ou Compliance, définie par le rap-
port du déplacement u et de la force P ) est représentée en fonction de la longueur de
fissure estimée par chacune des méthodes présentées précédemment. Les résultats ob-
tenus sont cohérents entre les différentes méthodes. Les variations locales constatées
sont du même ordre de grandeur que celles pouvant être observées visuellement entre
les deux faces de l’éprouvette. De plus, l’évolution globale de la longueur de fissure tout
au long de l’essai reste comparable pour chacune des méthodes d’instrumentation. Les
méthodes choisies pour l’estimation de GC (voir section 1.3.4) reposent sur la variation
de la longueur de fissure plutôt que sur sa valeur absolue. Lors de l’estimation de GC , il
a été confirmé que le choix de l’une des méthodes de suivi n’induisait aucune différence
sur la valeur obtenue.

Ce bon résultat est obtenu malgré l’utilisation de paramètres définis par l’utilisateur
dans certaines des méthodes (valeur de seuil, définition optique de la pointe de fissures
etc.). Cette équivalence entre les méthodes utilisées est d’autant plus significative que
les données exploitées pour chacune des méthodes d’instrumentation reposent sur des
quantités physiques différentes :

— des informations visuelles de surface pour le suivi optique et de volume pour les
tomographies

— des informations mécaniques sur les champs de déplacement pour la CIN

— des informations thermiques sur la rupture des torons pour la thermographie in-
frarouge

Cette analyse valide la robustesse du suivi de fissure réalisé et permet de s’assurer
qu’il n’existe pas de biais lié au choix de la méthode de suivi. Pour les études futures, il
peut être suffisant d’utiliser des méthodes faciles d’installation et permettant un trai-
tement rapide et automatique d’un grand nombre d’images, telles que les méthodes de
suivi optique et d’analyse de la CIN. La conservation de deux méthodes augmente la
robustesse des résultats en permettant de détecter facilement des dysfonctionnements
locaux.

1.3.3 Interpolation de la souplesse

L’interpolation mécanique de la souplesse peut être utilisée (i) afin d’obtenir un lis-
sage mécanique de la longueur de fissure ou (ii) pour la mise en place de la méthode
de la souplesse modifiée lors de l’estimation de GC , telle que présentée en Section 1.1.2.
Cette interpolation s’effectue sur la souplesse de la structure C = u/P , en fonction de la
position adimensionnée de la pointe de fissure x = a/W . Cette interpolation nécessite le
choix d’une forme de fonction dont les paramètres seront à identifier.

Afin d’obtenir une régularisation ayant un sens mécanique, la forme de cette fonction
est choisie sur la base des variations prévues par la mécanique. On peut remarquer que,
dans les estimations de facteurs d’intensité de contrainte reposant sur la MLER [Tada
et al., 2000, ASTM, 1999, ASTM, 1997], les handbooks et les normes fournissent une



Chapitre 1. Étude expérimentale de la rupture des composites tissés 3D 49

10 20 30 40
0

CrackRlengthR[mm]

N
or

m
al

iz
ed

RC
om

pl
ia

nc
eR

[1
]

DIC
AutomatedROptical
Optical
IRRThermography
InterpolatedR(Eq.R1)

Fig. 1.25 – Comparaison des suivis de �ssure e�ectués à l’aide de di�érentes méthodes d’instru-
mentation sur éprouvette T1.5

fonction g telle que :

GC =
F 2

E ′epW
g(x) (1.27)

Par identification avec la formule de la méthode de la souplesse (Eq. 1.15), on en déduit
que la fonction g s’interprète comme la variation de souplesse avec la longueur de fissure
a, a un facteur multiplicatif prêt. Les fonctions g(x) et ∂C/∂x doivent donc avoir la même
forme. Dans les normes ASTM [ASTM, 1999, ASTM, 1997] ou les handbooks [Tada et al.,
2000], g s’exprime sous la forme générale :

g(x) =
P (x)

(1− x)3
(1.28)

P (x) est généralement un polynôme (ou une fraction polynomiale), qui varie faiblement
sur intervalle de x ∈ [0.55; 0.9] considéré (Fig. 1.26a). De plus, la souplesse devient infi-
nie en x = 1, ce qui correspond à une structure complètement traversée par une macro-
fissure et donc ne transmettant plus d’effort. La fonction à identifier lors de l’interpola-
tion, faisant intervenir trois paramètres (xm, χ, C0), a été choisie de la forme :

C(x) =
C0

(xm − x)χ
(1.29)

Cette expression est une forme approchée de la primitive de la fonction g fournie
dans les handbooks si xm ≈ 1 et χ ≈ 2 (Fig. 1.26b). Ces deux paramètres sont cependant
laissés libres autour de ces valeurs pour permettre une meilleure prise en compte des
résultats réels et des éventuelles non linéarités qui induisent un écart à la MLER. L’écri-
ture sous cette forme est simple d’identification (seulement 3 paramètres) et justifiée
par une base physique. De plus, si l’une des valeurs identifiées est légèrement modifiée
ou inexacte, l’impact sur le comportement reste réduit, ce qui rend l’interpolation plus
robuste.
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(a) Variation du polynôme P (x) de la norme
ASTM

(b) Comparaison avec la forme g issue de
l’ASTM

Fig. 1.26 – Interpolation de la souplesse en fonction de l’avancée de �ssure

Pour des critères de rupture n’introduisant pas de longueur interne (MLER, critère
local en contrainte, plasticité, endommagement etc.), la force et le déplacement évoluent
simultanément avec la taille W de la structure [Bažant, 1993] (ce point sera démontré
en Section 2.1.2). La souplesse C = u/P n’est donc pas modifiée quand on réalise une
homothétie des éprouvettes dans le plan. Pour une même position adimensionnée x de la
fissure, on s’attend à ce qu’elle soit identique quelle que soit la taille W de la structure.
L’identification de l’Eq. 1.29 peut ainsi s’effectuer sur toutes les données d’essais pour
une meilleure robustesse de l’interpolation, afin de s’affranchir des erreurs potentielles
lors de la mesure de la longueur de fissure.

Cependant, afin de ne pas préjuger du résultat, cette interpolation a été réalisée sé-
parément pour chaque groupe d’éprouvettes de même configuration (même géométrie et
même taille soit au moins 2 éprouvettes à chaque fois). En pratique, peu de variations
avec la taille de l’éprouvette ont été observées. L’interpolation est effectuée sur une plage
de valeur x réduite, correspondant à la plage sur laquelle GC sera identifié par la suite.
Cette plage de valeur est choisie dans le but de s’affranchir de l’effet de mise en place de
la fissure en début d’essai et des effets de bords en fin de propagation. Elle correspond
généralement à x ∈ [0.55, 0.9] pour les éprouvettes testées

L’application sur les données d’essai est disponible en Fig 1.25. L’interpolation ef-
fectuée permet de représenter correctement l’évolution de la souplesse observée expé-
rimentalement. A contrario, l’utilisation directe d’interpolations issues de handbooks
ou de calculs VCCT ne reproduit pas la bonne évolution, probablement du fait de l’in-
certitude sur les données matériau et de la non-représentativité des calculs linéaires
élastiques réalisés sur des matériaux isotropes.

Utilisation de l’interpolation C = f(a) comme méthode de mesure de la
longueur de �ssure

Dans les cas où la mesure de longueur de fissure est difficile ou que le nombre impor-
tant d’éprouvette rend difficile la mise en place de l’instrumentation, cette interpolation
peut servir de méthode d’estimation à partir des données Force/Déplacement. Les para-
mètres xm, χ et C0 sont identifiés sur un essai pour lequel la longueur de fissure a été
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Essais T0.75 T1 T1.5 T2 T2.5
R2 0.9945 0.9849 0.96123 0.9512 0.9752

Table 1.2 – Valeurs du coe�cient de détermination R2 lors de l’interpolation par la souplesse pour
les di�érentes con�gurations d’essai

mesurée. L’Eq. 1.29 peut alors être inversée pour obtenir :

xinterp = xm −
(
C0

C

)1/χ

(1.30)

Dans certains cas, l’interpolation peut être effectuée sur des résultats de calculs lors-
qu’ils sont suffisamment représentatifs du comportement réel, permettant ainsi de s’af-
franchir d’une partie de l’instrumentation des essais. Pour les composites tissés 3D,
cette représentativité peut être compromise même dans le cas de structures simples
(comportement non linéaire élastique, profil de fissure complexe). La détermination des
paramètres de l’Eq. 1.29 doit donc être réalisée à partir des données expérimentales.

Utilisation de l’interpolation C = f(a) comme régularisation mécanique de
la longueur de �ssure mesurée

Lorsqu’une mesure de la longueur de fissure est disponible, l’Eq. 1.30 peut tout de
même être utilisée pour obtenir une régularisation mécanique de cette longueur. L’iden-
tification sur les données d’essais puis l’utilisation de la formule inverse (Eq. 1.30) per-
met de lisser les erreurs locales à partir de l’information de Force/Déplacement associée.
La méthode de la souplesse modifiée, présentée en Éq. 1.16, utilise ce principe. xinterp
peut également être utilisé dans toutes les méthodes d’estimation de GC à la place de la
valeur mesurée xmesure afin de réduire la dispersion sur l’estimation de GC

La validité de l’interpolation peut être estimée à partir d’un coefficient de détermi-
nation R2 [Colin Cameron and Windmeijer, 1997], calculé pour chaque configuration et
traduisant la corrélation entre les longueurs de fissure mesurées xmesure et celles déter-
minées par l’Eq. 1.30. Ce coefficient est défini par l’Eq. 1.31, où la notation x̄ représente
la moyenne. Les valeurs obtenues sont présentées dans le Tableau 1.2. Ce coefficient
étant supérieur à 0.95 dans tous les cas, on considère que la forme choisie pour l’inter-
polation est adaptée.

R2 =
[
∑

(xmesure − x̄mesure)(xinterp − x̄interp)]2∑
(xmesure − x̄mesure)2

∑
(xinterp − x̄interp)2

(1.31)

1.3.4 Analyse critique des méthodes d’estimation de Gc

Différentes méthodologies d’estimation de GC ont été présentées en Section 1.1.2.
Ces méthodes découlent généralement de l’équation de définition du taux de restitution
d’énergie G :

G(u, a) = − 1

ep

∂U(u, a)

∂a
(1.32)

Ce taux de restitution est calculé aux instants de propagation de la fissure afin d’obtenir
GC . Cependant en fonction de la méthode choisie, plusieurs hypothèses sont réalisées.
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Hypothèses des méthodes d’estimation de GC

Toutes les méthodes utilisées ici supposent par exemple que la propagation s’effectue
dans un cadre quasi-statique et que la rupture des torons en traction est la seule source
de dissipation d’énergie mécanique durant l’essai. La présence d’endommagements en
compression n’est pas prise en compte.

Les méthodes passent généralement par une forme d’approximation de l’énergie po-
tentielle de la structure à partir des données de Force/Déplacement obtenues en cours
d’essai. Si le déplacement utilisé est issu de la traverse, la valeur peut être faussée par la
présence d’une rigidité du montage compromettant la précision des calculs. Cette source
d’erreur n’est pas présente pour les méthodes utilisant la valeur de force à rupture plutôt
que de déplacement (interpolation des facteurs d’intensité de contrainte, VCCT recalé
sur l’effort). La méthode de la souplesse permet également de s’affranchir de la rigidité
du montage : la souplesse C = u/P est dérivée dans l’équation, supprimant l’influence
d’une rigidité constante. Dans les autres méthodes, cette influence reste présente. Dans
notre cas elle a été corrigée par l’utilisation du déplacement mesuré par corrélation
d’image lorsque cela était possible. Cependant, du fait de la présence du montage, u
n’est pas mesurée directement au niveau du trou où sont introduits les efforts et est
obtenue par interpolation à partir des zones visibles avoisinantes.

La méthode des aires réalise une approximation de la dérivée par le taux d’accrois-
sement fini, approximation pouvant être grossière lorsqu’elle est appliquée entre des
points de propagation trop éloignés. Cependant, si les points sont trop rapprochés, l’er-
reur réalisée sur les mesures (longueur de fissure, force et déplacement) peut entraîner
des variations importantes. La courbe R obtenue est donc bruitée. Ce bruit peut-être di-
minué par l’utilisation de la longueur de fissure régularisée mécaniquement xinterp (voir
Section 1.3.3).

Certaines méthodes reposent sur le choix d’une fonction d’interpolation. C’est le cas
de la méthode de la souplesse (Section 1.3.3), des méthodes par interpolation du facteur
d’intensité de contrainte ou encore de la méthode de correction de l’énergie disponible
dans les normes [ASTM, 1997, ASTM, 1999].

De plus, le comportement du matériau est parfois considéré linéaire élastique. C’est le
cas des méthodes reposant sur une comparaison avec des valeurs de calculs par éléments
finis. C’est le cas des méthodes d’interpolation du facteur d’intensité de contrainte, des
normes, de la méthode VCCT de la méthode de la souplesse, si son interpolation est
réalisée sur des données de calcul. Ces méthodes utilisent également les valeurs des
propriétés élastiques du matériau, les incertitudes associées pouvant accroître l’erreur
d’estimation.

Enfin certaines méthodes reposant sur une interpolation proposée dans les normes
ou les handbooks possèdent un intervalle de validité sur x réduit. C’est en particulier
le cas pour l’interpolation utilisant le facteur de calibration de l’énergie fournie dans la
norme ASTM [ASTM, 1999], pour laquelle l’interpolation est donnée pour x ∈ [0.45; 0.55].
Or, le plateau de la courbe R n’est pas encore atteint pour ces valeurs.

La présence de ces différentes hypothèses peut compromettre plus ou moins forte-
ment la validité des résultats obtenus. Le récapitulatif des hypothèses pour chacune des
méthodes est présenté dans le Tableau 1.3.

Comparaison des résultats des méthodes d’estimation de GC

L’application des différentes méthodes pour l’estimation de GC sur une éprouvette
de facteur d’échelle 1.5 est présentée en Fig. 1.27. On observe des valeurs cohérentes



Chapitre 1. Étude expérimentale de la rupture des composites tissés 3D 53

Méthode
d’estimation

Méthode
des aires

MCM
(interpolation

essai)

MCM
(interpolation

calcul)

Interpolation
facteur de
contrainte

Interpolation
calibration
énergie

VCCT

Énergie dissipée
uniquement par la
macro-�ssure

X X X X X X

Approximation par
accroissements

�nis
X

In�uencé par la
rigidité du
montage

X X

Choix d’une
fonction

d’interpolation
X X X

Intervalle
d’interpolation

limité
X X

Comportement
matériau linéaire

élastique
X X X X

Valeur des
paramètres
élastiques

X X X

Comportement
faiblement
anisotrope

X X

Table 1.3 – Récapitulatif des conditions d’application des méthodes d’estimation de GC

entre la méthode des aires et la MCM avec l’obtention d’un plateau après la phase de
montée présente en début de propagation. Ces méthodes présentent peu d’hypothèses
pouvant compromettre leur validité d’application. En particulier, elles ne nécessitent
pas la connaissance du comportement mécanique du composite tissé 3D (linéaire élas-
tique, paramètres élastiques). La valeur identifiée à partir de ces méthodes sur la phase
de plateau est utilisée comme valeur de référence et sert à normaliser les valeurs de GC

obtenues à l’aide des autres méthodes.
Les résultats obtenus à l’aide des autres méthodes diffèrent de manière importante

de ceux obtenus à l’aide des méthodes des aires et MCM. Les valeurs obtenues à l’aide
des interpolations fournies pour le facteur d’intensité des contraintes diffèrent le plus
fortement de la valeur de référence. C’est en effet la méthode reposant sur le plus d’hy-
pothèses discutables pour notre cas d’application. En particulier, l’interpolation est ef-
fectuée sur des calculs isotropes et la validité du transfert des résultats à des matériaux
fortement anisotropes ne semble pas fondée. Ces calculs sont de plus réalisés avec un
comportement restant linéaire élastique et l’application de la méthode nécessite une
connaissance précise des paramètres élastiques du matériau. Les résultats obtenus di-
vergent ainsi fortement de la valeur de référence au fur et à mesure de l’avancée de la
macro-fissure et sont largement inférieurs. Aucun plateau n’est atteint.

Le même type de comportement est observé pour les valeurs obtenues par la méthode
VCCT. Les valeurs obtenues sont cependant un peu plus proches de la valeur de réfé-
rence en particulier en début de propagation. Cela tient au fait que, bien que le VCCT
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Fig. 1.27 – Évolution de GC obtenue par les di�érentes méthodes d’estimation

reprenne la majorité des hypothèses de l’interpolation de KC , les calculs sont effectués
directement avec le matériau étudié et prennent en compte l’anisotropie. On observe
toutefois une chute du GC estimé de plus en plus forte avec la progression de la fissure.

La méthode d’interpolation reposant sur la calibration du facteur d’énergie φ présen-
tée dans les normes ASTM possède des valeurs cohérentes en début de propagation. Elle
s’affranchit en effet de la connaissance des propriétés élastiques du matériau et utilise
les données de force et déplacement pour estimer l’énergie dissipée, contrairement aux
méthodes VCCT et d’interpolation de KC qui ne prennent en compte que la force à rup-
ture et utilisent implicitement la rigidité obtenue par calcul. Cependant le domaine de
validité de l’interpolation de cette méthode est très réduit et permet au mieux de saisir
la zone de mise en place de la fissure sans atteindre une stabilisation de la valeur de
GC .

Application sur un cas test numérique

Ces tendances peuvent être confirmées par la réalisation d’un cas test numérique
avec une énergie dissipée contrôlée, sur une éprouvette SENB. Le comportement maté-
riau utilisé pour les simulations, issu du composite tissés 3D le plus déséquilibré (RCT1),
est fortement anisotropique. Des éléments de zone cohésive bilinéaires sont introduits
le long du profil de fissure afin de contrôler la dissipation liée à la propagation de la
fissure. Une valeur arbitraire de GC de 100 kJ/m2 est utilisé à titre d’exemple au sein
des éléments de zone cohésive. Ceux-ci introduisent un comportement non linéaire, dû
à la présence d’une process zone en avant du front de fissure. Bien que de taille réduite
vis-à-vis de la taille de la structure, cette process zone fait dévier le comportement du
cadre de la MLER.

L’estimation de GC est effectuée à l’aide des mêmes outils qu’utilisés dans les es-
sais. Les évolutions de GC obtenues sont présentées en Fig. 1.28. Les résultats corro-
borent ceux obtenus sur les données d’essai. Les méthodes des aires et MCM permettent
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Fig. 1.28 – Application des méthodes d’estimation de GC sur un cas test numérique utilisant des
zones cohésives avec une valeur arbitraire de GC = 100 kJ/m2

d’identifier correctement le GC de 100 kJ/m2 introduit dans les zones cohésives. La mé-
thode des normes reposant sur la correction de l’énergie offre des résultats s’écartant
de quelques pourcents dans le domaine de validité de l’interpolation, mais fortement
incohérents lorsque l’on s’écarte de ce domaine. La méthode VCCT offre de meilleurs
résultats que sur les essais. Cependant même sur un cas test contrôlé avec une faible
process zone et les propriétés élastiques exactes du matériau, une divergence apparaît
au fur et à mesure de la propagation de la fissure, atteignant 15% en fin de simula-
tion. Enfin la méthode utilisant l’interpolation de KC offre ici aussi les plus mauvais
résultats, avec une erreur de presque 40% sur la valeur estimée, probablement due à la
mauvaise prise en compte de l’anisotropie.

Cette étude numérique, confortée par les résultats obtenus sur les données expéri-
mentales et l’étude des hypothèses sous-jacentes à chaque méthode, permet de confirmer
l’invalidité de certaines méthodes dans le cas de l’étude des composites tissés 3D. C’est
le cas des méthodes utilisant une interpolation de KC , la correction de l’énergie utilisée
dans les normes, des calculs VCCT et probablement la MCM lorsque l’interpolation de
la souplesse est effectuée sur des résultats de calculs. Ces méthodes ne seront donc pas
utilisées par la suite pour l’estimation du taux de restitution d’énergie.

La méthode des aires et la MCM (avec interpolation de la souplesse sur les données
d’essais) donnent des résultats cohérents et semblent adaptées à une application aux
composites tissés 3D. Des précautions peuvent être prises pour minimiser l’impact des
hypothèses inhérentes à leur utilisation :

— Étude de la validité de la fonction d’interpolation choisie pour la MCM (Section
1.3.3)

— Utilisation du déplacement de corrélation d’image pour supprimer l’influence de la
souplesse du montage sur la méthode des aires

— Régularisation mécanique de la longueur de fissure mesurée pour réduire la dis-
persion de la méthode des aires (Section 1.3.3)



56 1.4. Résultats de propagation de macro-�ssure sur composites tissés 3D

— Vérification de l’absence d’autres mécanismes de dissipation d’énergie, notamment
en compression, ou de leur faible influence sur l’énergie dissipée (Section 1.2.2)

— Utilisation simultanée des deux méthodes devant offrir des résultats cohérents

Synthèse

L’étude des méthodes d’analyse des essais a permis d’évaluer la validité des métho-
dologies utilisées. Pour la mesure de la longueur de fissure, l’analyse des méthodologies
appliquées aux différentes données issues de l’instrumentation a démontré que dans les
conditions d’application actuelles, toutes les méthodes offrent des résultats cohérents, à
l’exception de la localisation des évènements acoustiques. Celle-ci souffre en effet d’une
précision de localisation trop faible. L’utilisation de l’une ou l’autre des méthodes n’in-
troduit pas de biais notable lors de l’estimation de GC . Le choix s’est donc porté sur
l’utilisation systématique du suivi optique et de la CIN de manière automatique.

L’étude du choix d’une fonction d’interpolation de la souplesse a permis de dégager
un choix de formule avec un nombre réduit de paramètres. Cette forme est inspirée par
le comportement mécanique et permet une interpolation facile et robuste de tous les
comportements rencontrés dans les essais.

Enfin l’étude des méthodes d’estimation de GC a démontré la présence d’hypothèses
trop restrictives pour une application aux composites tissés 3D. Des valeurs non co-
hérentes entre elles et déviant fortement de celle introduite dans un cas test numé-
rique ont été observées lors de l’utilisation des méthodes d’interpolation de KC et de
correction de l’énergie proposées dans les normes ASTM [ASTM, 1997, ASTM, 1999],
ainsi que lors de l’utilisation de la méthode VCCT. Ces erreurs sont probablement im-
putables aux hypothèses effectuées sur le comportement matériau (linéaire élastique,
valeurs des paramètres élastiques etc.). Les méthodes des aires et MCM sont quant à
elles jugées adaptées à l’estimation de GC sur les composites tissés 3D et sont utilisées
conjointement pour assurer une plus grande robustesse des résultats. Des précautions
supplémentaires peuvent être prises pour améliorer la validité de cette estimation.

L’étude réalisée dans cette section valide la mise en place d’une méthodologie robuste
et adaptée à l’analyse d’essais de propagation d’une macro-fissure dans des composites
tissés 3D. Cette méthodologie sera appliquée dans la section suivante afin d’estimer le
taux de restitution d’énergie critique GC au cours des essais et de comparer les résultats
obtenus en fonction des configurations des éprouvettes utilisées (taille, géométrie) et du
RCT du matériau considéré.

1.4 Résultats de propagation de macro-�ssure sur
composites tissés 3D

Cette section présente les résultats de la campagne expérimentale mise en place en
Section 1.2.3. L’analyse de la longueur de fissure et l’estimation de GC sont effectués se-
lon la méthodologie présentée en Section 1.3.4. Les résultats sont principalement fournis
pour le RCT le plus déséquilibré sauf précisions contraires, les résultats pour les autres
architectures matériaux sont récapitulés en Section 1.4.6.
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Éprouvette CT T0.75 T1 T1.5 T2 T2.5
Force critique PC / P 2.5

C 0.4 0.43 0.64 0.78 1.

Table 1.4 – Valeurs expérimentales de la force critique sur éprouvette CT de facteur d’échelle 0.75
à 2

1.4.1 Présentation des résultats

Conformément au pré-dimensionnement mis en place en Section 1.2.2, les essais ex-
hibent une propagation stable de la fissure pour toutes les configurations, à l’exception
de deux éprouvettes SENB pour lesquelles l’étude de stabilité n’avait pas été conduite
et aucune pré-entaille n’avait été réalisée. Ces éprouvettes ont subi une unique propa-
gation à travers la majeure partie de la zone utile de propagation, rendant impossible la
mise en place d’une méthode d’analyse robuste de l’essai. Ce point a justifié la réalisation
d’une pré-entaille.

Aucun flambement global n’a été clairement identifié sur les essais réalisés, ni ma-
tage du trou entraînant son ovalisation. Ces mécanismes de ruine indésirables auraient
compromis la qualité des résultats.

Résultats Force / Déplacement

Les courbes force/déplacement pour les différents facteurs d’échelle d’essais CT sont
présentées en figure 1.29 pour le tissé 3D le plus déséquilibré. Elles exhibent une bonne
répétabilité, contrairement à ce qui est parfois observé sur d’autres composites tels que
les tissés 2D. Cette cohérence des résultats est probablement améliorée grâce aux pré-
cautions prises lors du dimensionnement et à l’utilisation d’éprouvettes de taille impor-
tante. Les différences de rigidité initiale observées pour les facteurs d’échelle sont liées
aux différences sur la position initiale normalisée de la fissure x0 (Tableau 1.1). Pour
rappel, celle-ci est calculée afin d’assurer une propagation stable telle que présenté en
Section 1.2.2.

Comme attendu, on observe une augmentation de la force à rupture avec la taille
de l’éprouvette. Les valeurs des forces moyennes à rupture sont données en Tableau
1.4. Les valeurs sont adimensionnées par la force à rupture la plus élevée obtenue pour
l’éprouvette de facteur d’échelle 2.5.

La propagation est en pratique stable par morceaux du fait de l’influence importante
de l’architecture : la présence locale d’un toron entraîne un surplus de résistance à la
propagation. Lorsque celle-ci intervient, elle entraîne alors la fissure d’une colonne de
torons, voire de plusieurs. Elle retrouve ensuite une position d’équilibre durant laquelle
seule une faible avancée est observée avec l’augmentation du chargement, jusqu’à une
nouvelle valeur de déplacement entraînant une importante propagation à travers des
torons. Ce mécanisme ne compromet pas l’analyse de GC car les chutes de rigidité ob-
servées restent suffisamment faibles et de nombreux points de propagation sont dispo-
nibles. Lorsque la taille de l’éprouvette augmente, l’augmentation du nombre de points
de propagation durant la chute de rigidité rapproche le comportement apparent d’une
propagation continue.



58 1.4. Résultats de propagation de macro-�ssure sur composites tissés 3D

0 2 4 6 8
0

Displacement [mm]

Lo
ad

 [N
]

 

 
T0.75
T1
T1.5
T2
T2.5

Fig. 1.29 – Courbe force/déplacement sur essais CT RCT1 pour di�érentes tailles homothétiques
d’éprouvettes

Résultats Souplesse / Longueur de �ssure

La méthodologie de détection de position de la pointe de fissure présentée en Section
1.3.1 est appliquée aux données d’essai. Les résultats obtenus n’exhibant pas de biais
lié au choix de l’une des méthodes, l’analyse repose principalement sur l’utilisation des
données de CIN et de Suivi Optique, disponibles sur tous les essais. Ces méthodes sont
automatisées et permettent de traiter un grand nombre de points.

Comme précisé en Section 1.3.1, les détections utilisant ces données d’instrumenta-
tion donnent des évolutions de longueur de fissure cohérentes, présentées en Fig. 1.30.
Des différences de valeurs peuvent apparaître sur certains essais (par exemple la CT
T1.5 présentée). Elles peuvent être dues à des différences de calibration de la longueur
initiale utilisée par chacune des méthodes. La variation de longueur de fissure en cours
d’essai reste cependant cohérente dans les deux cas, ce qui n’entraîne donc pas de varia-
tion sur le GC estimé.

Lors de l’utilisation de la méthode reposant sur la CIN, applicable automatiquement
à chaque image, une évolution par palier est observée. Elle correspond à la progression
discontinue de la fissure déjà observée sur la courbe force/déplacement. Les avancées de
fissure observées pourraient théoriquement être reliées à des multiples de la distance
inter-colonne du tissage afin de confirmer que la rupture progresse localement d’une
ou plusieurs colonnes de torons. Cependant l’imprécision des mesures et la dispersion
sur l’architecture du matériau ne permettent pas de déterminer précisément une taille
caractéristique de ces sauts de propagation de la macro-fissure.

L’interpolation de la souplesse ou de la rigidité est également appliquée selon la mé-
thodologie présentée en Section 1.3.3. Les courbes de rigidité en fonction de la longueur
de fissure mesurée par CIN et Suivi Optique (SO) sont présentées en Fig. 1.30 pour
des éprouvettes de facteur d’échelle T1.5 et T2.5. L’interpolation issue de l’Eq. 1.29 est
également présentée. Celle-ci permet une bonne description du comportement observé.
Elle peut également être utilisée pour lisser mécaniquement les longueurs de fissure
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(a) T1.5 fissure (b) T1.5 Rigidité

(c) T2.5 fissure (d) T2.5 Rigidité

Fig. 1.30 – Comparaison des longueurs de �ssures mesurées par méthode optique et corrélation
d’images numériques

mesurées, tel que présenté pour l’éprouvette T1.5.
Comme évoqué en Section 1.3.3 et démontré en Section 2.1.2, on s’attend à ce que le

déplacement et la force à rupture évoluent similairement quand la taille de l’éprouvette
W varie. Pour une même position adimensionnée de la fissure x, l’homothétie dans le
plan ne modifie donc pas la souplesse C = u/P . La Fig. 1.31 présente les valeurs expéri-
mentales de souplesse et de rigidité en fonction de la position x. Une bonne superposition
des courbes est observée pour les différentes tailles d’éprouvette. Elle laisse supposer
que uC et PC évolue bien simultanément quand W varie. Des variations peuvent être ob-
servées mais sont mises sur le compte de la variabilité expérimentale, aucune tendance
claire ne semblant se dégager sur une éventuelle évolution de la souplesse avec W .
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Fig. 1.31 – Superposition des courbes Rigidité/x et Souplesse/x sur éprouvettes CT pour di�érents
facteurs d’échelle

1.4.2 Analyse des courbes de résistance expérimentales

La Méthode des aires et la MCM sont appliquées telles que présenté en Sections 1.1.2
et 1.3.4, à partir des données de force, déplacement et longueur de fissure mesurée. Leur
application permet d’estimer la résistance à l’avancement R au cours de l’essai et donc
la valeur de GC aux points de propagation. Son évolution au cours de l’avancée de la
position de fissure x forme une courbe appelée courbe de résistance ou courbe-R (R-
curve). Un exemple d’une telle courbe est donné en Fig. 1.32.

Fig. 1.32 – Courbe de résistance obtenue par
méthode des aires et MCM sur CT T1.5

Fig. 1.33 – MCM appliquée en tout point sur
CT T1.5

Cette courbe de résistance exhibe deux régimes, fréquemment rencontrés dans la
litterature [Laffan et al., 2010a, Catalanotti et al., 2010] :

— (i) Une première phase d’augmentation du GC , jusqu’à une certaine longueur de
propagation : Elle s’interprète comme une phase de mise en place de la fissure, la
pré-entaille réalisée n’étant pas représentative de la fissure se propageant par la
suite

— (ii) Une deuxième phase de régime établi : Durant cette phase, GC atteint généra-
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lement un plateau. Le profil de fissure est alors développé et se propage en conser-
vant le même aspect. C’est à partir de ce régime établi qu’est estimée la valeur de
GC .

Ces deux régimes sont facilement identifiables sur la Fig. 1.32 qui donne l’estimation
de GC aux points de propagation de la fissure obtenue sur deux éprouvettes de facteur
d’échelle T1.5. On remarque que les essais possèdent une bonne répétabilité pour l’esti-
mation de GC et que les deux méthodes d’analyse des données fournissent des résultats
similaires. Dans tous les essais réalisés, le régime établi a été atteint bien avant la fin
de la propagation, permettant une estimation acceptable de GC .

Contrairement à la méthode des aires, la MCM peut être appliquée à tous les instants
de l’essai et non aux seuls instants de propagation. La courbe obtenue (en pointillés sur
la Fig. 1.33) permet de mieux appréhender la propagation par avancées successives et la
notion de valeur critique du taux de restitution d’énergie. En effet, après une avancée,
le taux de restitution d’énergie G à la nouvelle position x est inférieur à la valeur GC

nécessaire pour la propagation et celle-ci s’arrête. Le chargement en déplacement et
G augmentent alors de nouveau (phases de montées verticales sur la figure) jusqu’à
atteindre la valeur critique entraînant une nouvelle rupture de torons (points ronds).

Analyse de la phase de mise en place de la courbe-R

Dans certaines théories de la rupture, la courbe-R est considérée comme une propriété
matériau. Dans ce cas, la phase de montée et la valeur du plateau sont indépendants de
la structure étudiée. La longueur de propagation de la fissure avant d’atteindre le régime
établi devient un paramètre matériau identifiable, éventuellement reliée à l’architecture
du matériau.
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Fig. 1.34 – Valeurs plateau des courbes de résistance sur essais CT

Sur la base des données d’essai une identification a été effectuée à partir des courbes-
R afin de déterminer la longueur de mise en place. La Fig. 1.34 présente la phase de
montée de GC pour les différentes tailles d’essais CT. Une identification est effectuée
afin de décrire au plus près les données expérimentales par la formule :

R(∆a) = GC [1− (1−∆a/cf )
n] si ∆a < cf (1.33)

R(∆a) = GC si ∆a > cf (1.34)



62 1.4. Résultats de propagation de macro-�ssure sur composites tissés 3D

Les paramètresGC et cf représentent respectivement la valeur du plateau et la longueur
de propagation avant stabilisation. On cherche à déterminer si cf est potentiellement in-
dépendante de W ou si les phases de montée se superposent pour les différentes tailles
(jusqu’à atteindre la valeur plateau GC(W ) de chaque configuration). Les courbes-R is-
sues de l’identification sont présentées en Fig. 1.34. Elles exhibent une forte variation,
notation de la longueur de propagation avant stabilisation. Si la tendance générale est
à l’augmentation de cf avec la taille de la structure, cette augmentation n’est pas for-
mellement réalisée et aucun lien évident ne semble apparaître entre cf et GC ou W . Le
caractère matériau de la courbe-R, en particulier de la longueur de propagation avant
stabilisation, devrait alors faire l’objet de plus amples études afin d’être confirmé sur les
composites tissés 3D.

1.4.3 Estimation de GC : In�uence de l’échelle et de géométrie

Une fois le régime établi identifié sur la courbe-R, une valeur du taux de restitution
d’énergie critique est estimée à partir du plateau. Les valeurs de GC obtenues aux points
de propagation sur chaque éprouvette à l’aide de la méthode des aires et la MCM sont
présentées en Fig. 1.35, pour le RCT1 le plus déséquilibré. La phase de mise en place
de la fissure a été supprimée des courbes pour plus de clarté. Les graphiques sont à la
même échelle et adimensionnés à l’aide de la valeur moyenne identifiée sur le facteur
d’échelle 2.5.
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Fig. 1.35 – Valeurs plateau des courbes de résistance sur essais CT et SENB

Les valeurs de GC identifiées pour chaque configuration à partir du plateau sont pré-
sentées dans le Tableau 1.5. Elles sont adimensionnées à l’aide de la valeur la plus
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Éprouvette T0.75 T1 T1.5 T2 T2.5 SENB
GC / G2.5

C 0.73 0.8 0.83 0.93 1. 0.56

Table 1.5 – Valeurs expérimentales moyenne de GC obtenues sur éprouvettes CT et SENB pour
di�érents facteurs d’échelle (normalisées par les résultats sur éprouvette T2.5)

élevée obtenue sur l’éprouvette T2.5. Une forte variation est observée avec la taille de
l’éprouvette considérée et la géométrie testée. Sur les éprouvettes CT homothétiques,GC

augmente avec la taille caractéristique de la structure testée. Un facteur 1.4 est observé
sur la valeur moyenne de GC entre la plus petite et la plus grande taille d’éprouvette
CT. Une différence importante est également observée avec la configuration SENB réa-
lisée, avec presque un facteur 2 entre le GC identifié sur ces éprouvettes et celui sur
l’éprouvette CT T2.5.

Le niveau de dispersion expérimental observé sur les valeurs à rupture en cours d’es-
sais et entre les différents essais reste en deçà des variations de valeurs observées entre
les différentes configurations. Les variations observées ne peuvent donc pas être attri-
buées à la dispersion expérimentale. Celle-ci reste notamment faible vis-à-vis de ce qui
peut être obtenu sur d’autres matériaux composites. De plus les précautions prises lors
de la mise en place de la méthodologie d’analyse des données préviennent de toutes
variations liées au choix de la méthode utilisée. L’évolution de GC avec la taille W de
l’éprouvette est représentée en Fig. 1.36, adimensionnée par la valeur Gmax maximale
obtenue sur tous les points de mesure. Une dispersion est également fournie à partir
des valeurs maximales et minimales du plateau observées expérimentalement.

Fig. 1.36 – Valeur moyenne de GC et dispersion expérimentale sur éprouvettes CT et SENB

1.4.4 Indications de l’invalidité de la MLER

La dépendance observée de GC à la structure considérée remet en cause son utilisa-
tion en tant que paramètre matériau caractérisant la propagation de la macro-fissure.
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Le comportement mécanique observé s’écarte donc du cadre de la MLER, qui prend
comme postulat l’indépendance GC à la structure et aux conditions de chargement. Il
est également utile de remarquer sur la Fig. 1.36 que GC n’évolue pas linéairement avec
la taille W de l’éprouvette.

Cet écart à la MLER peut être étudié à travers l’analyse des lois de similitude. Ces
lois décrivent l’évolution des grandeurs à rupture avec W et seront introduites plus en
détail en Section 2.1.2. Elles peuvent notamment porter sur le déplacement et la force à
rupture uC et PC . Ces grandeurs mécaniques offrent l’avantage d’être facilement acces-
sibles expérimentalement. Dans le cadre de la MLER, uC et PC , à position normalisée de
la fissure x équivalente, évoluent avec la racine carrée de W (voir Sections 2.1.2 et 2.1.3
pour la démonstration). Pour deux éprouvettes de taille caractéristique W1 et W2 :

PC(x,W1)√
W1

=
PC(x,W2)√

W2

;
uC(x,W1)√

W1

=
uC(x,W2)√

W2

; (1.35)

PC/
√
W et uC/

√
W sont tracés en Fig. 1.37. Dans le cadre de la MLER, une super-

position des deux courbes serait observable, les points superposés correspondant à des
positions de fissure x équivalentes. La mise à l’échelle par

√
W ne permet pas, dans

notre cas, de faire coïncider les courbes pour les deux tailles d’éprouvette. Les points de
référence pour lesquels la position de la fissure atteint x = 0.5, 0.6, 0.7 et 0.8 sont égale-
ment donnés pour les deux éprouvettes. Cela confirme le décalage présent entre les deux
courbes. Ce décalage n’est pas observé dans les essais avec facteur d’échelle réalisés sur
composite stratifié [Laffan et al., 2010b], ces essais ayant conduit à une valeur constante
de GC sur les trois configurations étudiées.
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Fig. 1.37 – Comparaison des forces et déplacements expérimentaux divisés par
√
W pour deux

tailles d’éprouvettes CT

Cette étude, qui repose uniquement sur les courbes force/déplacement, invalide la
capacité de la MLER à décrire la rupture des composites tissés 3D, confirmant la va-
riation importante de GC observée. Les endommagements présents en avant du front
de fissure, le pull-out des torons et la tortuosité du profil de fissure remettent en ef-
fet en question l’hypothèse de la MLER d’un comportement matériau restant linéaire
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élastique. Ces mécanismes de rupture peuvent également être analysés à l’aide des to-
mographies réalisées post-mortem ou grâce à l’essai réalisé in situ. Ils seront étudiés en
détail en Section 2.4.5.

Bien que ces phénomènes soient présents au voisinage de la pointe de fissure, la taille
caractéristique de ces phénomènes n’est pas négligeable vis-à-vis de la taille des struc-
tures étudiées et la notion de voisinage confiné peut être remise en cause. L’influence
de ces mécanismes sur la réponse globale du matériau et leur évolution avec la taille
de l’éprouvette doivent donc être étudiées et modélisées. Cette étude doit également
identifier des grandeurs physiques permettant de caractériser la propagation de macro-
fissures dans les composites tissés 3D, GC ne pouvant plus être considéré comme un
paramètre matériau.

1.4.5 Résultats sur CT avec facteur d’échelle T3

Afin de confirmer les évolutions observées et de mettre en évidence une éventuelle
saturation de GC avec la taille de la structure, un test sur éprouvette CT avec un facteur
d’échelle de 3 a été réalisé (voir Tableau 1.1 pour le récapitulatif des essais réalisés).

Les deux éprouvettes ont été découpées dans la même plaque que celles précédem-
ment réalisées, suivant la méthodologie de préparation et d’analyse présentée précédem-
ment. Afin de pouvoir supporter la force à rupture plus importante due à l’augmentation
des dimensions de l’éprouvette, la taille des pions utilisés pour transmettre les efforts a
été modifiée ainsi que le montage d’essai associé.

Les résultats Force/Déplacement pour le facteur d’échelle 3 sont présentés en Fig.
1.38, ceux obtenus pour les autres facteurs d’échelle sont donnés pour référence. Alors
qu’il est attendu que la force et le déplacement à rupture augmentent avec la taille de
l’éprouvette, les résultats obtenus pour l’essai T3 sont confondus avec ceux des éprou-
vettes T2.5. Les deux éprouvettes testées exhibent des résultats cohérents entre eux
avec peu de dispersion expérimentale. Le comportement obtenu est significativement
différent de celui observé sur les éprouvettes précédemment présentées. Il en résulte
une baisse importante de GC par rapport à l’éprouvette T2.5, avec GT3

C ≈ 0.75GT2.5
C , soit

une valeur de GC proche de celle obtenue sur les éprouvettes T1. Cette valeur, bien
qu’identique sur les deux éprouvettes T3 réalisées, semble incohérente avec l’évolution
de GC précédemment observée et n’est pas décrite par le cadre de modélisation présenté
en Section 2.4.5.

Plusieurs pistes peuvent être évoquées pour expliquer cette différence de comporte-
ment :

— La modification du montage et des pions utilisés pour la transmission des efforts
peut introduire un changement dans la transmission des efforts et donc des condi-
tions aux limites vues par l’éprouvette. Une variation de rigidité du montage, et
donc une erreur sur le déplacement fourni par la machine, semble écartée du fait
de l’utilisation du déplacement issu de la corrélation d’images et du fait que la
force ait aussi été affectée. A noter qu’une réduction du diamètre des rouleaux a
été appliquée sur l’éprouvette T0.75 sans conséquence apparente sur l’estimation
de GC .

— La découpe a été réalisée proche des bords de l’éprouvette, le tissage pouvant alors
ne pas être représentatif de celui au cœur de la plaque. Cependant aucun fil de
marquage ne semble visible au sein des éprouvettes.

— L’analyse de la CIN montre des déplacement hors-plan plus importants que sur les
éprouvettes précédentes. Ces déplacements pourraient être à l’origine d’un léger
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Fig. 1.38 – Courbes Force/Déplacement obtenues pour un facteur d’échelle T3 et comparaison
avec les courbes précédentes

flambement de l’éprouvette, entraînant une mixité de mode lors de la propagation.
Les déplacements hors-plan semblent évoluer relativement linéairement avec W
sur toutes les configurations si bien que l’angle d’ouverture en mode III de la fis-
sure ne devrait pas être beaucoup plus important que ceux observés sur les plus
petits facteurs d’échelle. L’analyse des déplacements au bord de la fissure reste
cependant délicate, des décorrélations pouvant apparaitre et l’éprouvette pouvant
avoir dépassé la valeur critique de flambement.

La réalisation de nouvelles éprouvettes, dans une autre plaque et éventuellement
avec une épaisseur plus importante, pourrait permettre de confirmer ou d’infirmer les
résultats obtenus pour ce facteur d’échelle. L’utilisation d’essai SENB, non sujet au flam-
bement, peut également être une alternative.

Si ces résultats étaient confirmés, ils pourraient révéler un changement de comporte-
ment à partir d’une certaine taille critique. En l’état, ce résultat n’est pas expliqué par le
modèle et est considéré comme étant dû aux différences lors de la réalisation des essais.

1.4.6 Résultats obtenus pour les autres RCT

Les résultats de variation deGC observés sur l’architecture déséquilibrée RCT1 peuvent
être confirmés sur les autres RCT étudiés avec plusieurs configurations différentes (taille
ou géométrie). Ces résultats restent partiels du fait du nombre plus faible de configura-
tions testées pour les autres RCT (deux au maximum), de la rupture partielle en com-
pression en arrière des éprouvettes et de la forte tortuosité du profil de fissure (Fig.
1.39). Les courbes force/déplacement exhibent également une plus forte non-linéarité
que celle observée sur le RCT plus faible (Fig. 1.40)
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Fig. 1.39 – Pro�l de �ssure sur composite
tissé 3D sur RCT4 équilibré. Rouge : macro-
�ssure en traction, Bleu : rupture en com-
pression
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Fig. 1.40 – Courbes Force / Déplacement
obtenues sur composite tissé 3D avec RCT
équilibré

Les valeurs de GC estimées sont présentées en Tableau 1.6. Elles sont adimension-
nées par la valeur maximale, obtenue sur la configuration CT avec un RCT3 (RCT4).

RCT Géométrie Facteur d’échelle GmoyC /GCT1−RCT3
C GminC /GCT1−RCT3

C GmaxC /GCT1−RCT3
C

RCT2 SENB
0.95 0.34 0.23 0.43
1.875 0.44 0.36 0.48

RCT3
SENB 1.1 0.49 0.36 0.55
CT 1 1. 0.9 1.25

RCT4 SENB 1.3 0.89 0.65 1.13

Table 1.6 – Valeurs de GC obtenues pour di�érents RCT et con�gurations d’essai sur composites
tissés 3D

Les valeurs identifiées augmentent avec la taille des éprouvettes pour des géomé-
tries similaires et avec le RCT. Une plus forte dispersion est présente entre les valeurs
minimales et maximales ayant amené à la propagation durant les essais, cette disper-
sion augmentant avec le RCT. Elle atteint un facteur 1.74 entre la plus faible et la
plus importante valeur observée sur le RCT4 équilibré et confirme la recul à adopter
vis-à-vis des valeurs obtenues sur ces essais. Néanmoins, la tendance semble confirmer
celle présentée précédemment. Les variations de GC observées en fonction de l’éprou-
vette étudiée, parfois bien supérieures à la dispersion expérimentale, remettent en cause
l’utilisation de GC comme paramètre matériau et de manière générale l’utilisation de la
MLER pour les matériaux composites tissés 3D.

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté la campagne expérimentale mise en place afin

de caractériser la propagation d’une macro-fissure due à la rupture des torons de trame
au sein de matériaux composites tissés 3D à matrice organique. Elle repose sur l’estima-
tion de l’énergie surfacique GC dissipée par la propagation de la fissure. Cette grandeur
a été estimée à partir d’éprouvettes à gradient de contrainte et à propagation stable
CT et SENB. Des modes de ruines indésirables peuvent apparaître sur ces éprouvettes,
compromettant le bon déroulement et l’analyse des essais.
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La première partie du travail a donc consisté à réaliser un dimensionnement des
éprouvettes prenant en compte les spécificités des composites tissés 3D. Ce dimension-
nement a pour but de s’assurer (i) de l’absence d’endommagement en compression en
arrière de l’éprouvette, (ii) de l’absence de flambement, (iii) d’une propagation de fis-
sure stable tout au long de l’essai, (iv) d’une propagation rectiligne de la fissure et (v)
d’un suivi de l’essai suffisant pour en permettre la bonne analyse grâce à la multi-
instrumentation. Des éprouvettes de géométrie et de facteurs d’échelle différents (de
0.75 à 3 par rapport à une configuration de référence) ont été réalisées, afin d’investi-
guer l’indépendance de GC à la structure étudiée.

Les méthodes d’analyse des essais ont ensuite été analysées afin de déterminer leur
validité d’application. Concernant la mesure de la longueur de fissure en cours d’essai,
les différentes stratégies mises en place se sont révélées cohérentes et leur utilisation
simultanée a permis d’augmenter la confiance dans les valeurs obtenues. Le choix final
s’est porté sur l’utilisation automatique d’une détection de la macro-fissure à partir des
images optiques du profil de fissure et des résultats de CIN. Les méthodes d’estima-
tion de GC ont au contraire exhibé de grandes différences de comportement. Certaines
méthodes (interpolation de KC , VCCT, méthodes des normes) ont ainsi été jugées in-
adaptées pour une application aux matériaux composites tissés 3D du fait de leurs hy-
pothèses trop restrictives. Le choix s’est porté sur l’utilisation simultanée de la méthode
de la souplesse modifiée et de la méthode des aires.

Cette stratégie d’analyse des données expérimentales a été appliquée aux structures
CT et SENB, pour les différentes tailles d’éprouvettes et pour quatre RCT, allant d’un
tissage très déséquilibré à équilibré. Pour les faibles taux de fibres, les essais exhibent
une bonne répétabilité et un profil de fissure aisément détectable. Les résultats d’esti-
mation du taux de restitution d’énergie critique GC exhibent une importante variation
avec la taille de la structure (x1.4 entre la plus petite et la plus grande CT) et le type
d’essai (x1.8 entre la SENB et la plus grande CT). Ce constat va à l’encontre du cadre de
la MLER, dans lequel GC est un paramètre physique caractéristique du matériau. Cette
conclusion est également soutenue par l’analyse des courbes force/déplacement. Les ré-
sultats sur les RCT plus élevés présentent aussi des variations de GC avec la structure
étudiée. Cependant, les valeurs obtenues doivent être prises avec plus de prudence, du
fait de la forte dispersion expérimentale, du profil chahuté de la macro-fissure et d’une
rupture partielle des torons en compression en arrière d’éprouvette.

L’importance de ces effets d’échelle et de géométrie remet en cause l’utilisation de
la MLER pour les matériaux composites tissés 3D. Un modèle adapté doit alors être
mis en place, reposant sur l’introduction de longueurs internes au matériau, afin de
retranscrire les résultats expérimentaux. La mise en place d’un tel modèle et l’étude
des mécanismes physiques de rupture sous-jacents seront présentées dans le Chapitre
2.4.5.



Chapitre 2
Modélisation de la rupture non-linéaire des
composites tissés 3D

Résumé
Dans ce chapitre, le cadre théorique employé afin de décrire le comportement à la

rupture des matériaux composites tissés 3D sera présenté. Celui-ci intégrera les effets
d’échelle et de géométrie mis en évidence lors de la campagne expérimentale de la Sec-
tion 1.4.6.

Dans la première partie, nous présenterons, à travers l’étude de la littérature dispo-
nible sur d’autres matériaux, un cadre adapté pour décrire ces phénomènes : celui des
modèles à longueurs internes.

Après avoir présenté plusieurs exemples de modèles et l’impact de ces longueurs sur
les effets d’échelle, on s’attachera dans la deuxième partie à mettre en place un modèle
à plusieurs longueurs internes. Ce modèle reposera sur la notion de configuration équi-
valente à la configuration réelle de la fissure à travers une approximation en champs
lointain.

Ensuite, la troisième partie s’attachera à préciser les mécanismes physiques associés
à longueurs internes intervenant lors de la propagation de fissure au sein des matériaux
étudiés à partir d’analyse expérimentale des profils de fissure. Les méthodes d’identifi-
cation des paramètres du modèle seront présentées.

Finalement, la dernière section étudiera de manière plus approfondie les conséquences
de ces résultats sur le comportement à rupture des composites tissés 3D et leur impact
pour le dimensionnement de pièces composites tissées 3D.
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Introduction
L’étude expérimentale de la propagation de macro-fissures au sein de matériaux com-

posites tissés 3D a mis en évidence l’importance de la géométrie et de la taille de la
structure sur le comportement à rupture. En effet, le taux de restitution d’énergie cri-
tique GC estimé exhibe d’importantes variations selon la configuration étudiée. Afin
d’assurer la représentativité des modèles, ces effets doivent être correctement compris
et pris en compte. Les modèles utilisés, identifiés sur des éprouvettes élémentaires de
petites dimensions, doivent prévoir le comportement sur des structures de taille plus
importante. Dans le contexte industriel de l’aéronautique, les structures réelles (aubes,
carters etc.) sont significativement plus grandes que celles utilisées lors des campagnes
d’identification, les pièces réelles étant trop coûteuses et trop complexes pour permettre
la réalisation de campagnes expérimentales extensives.

Dans le sens étudié ici, le phénomène de rupture désigne localement une dégradation
totale du matériau à la suite de la rupture des torons de fibres, entraînant l’apparition ou
la propagation d’une macro-fissure. L’exercice de modélisation amène alors à comparer
des grandeurs mécaniques locales (contrainte, déformation) ou globales (force, déplace-
ment, taux de restitution) à un critère faisant intervenir des quantités caractéristiques
du matériau.

L’effet d’échelle observé au Chapitre 1.4.6 a une conséquence directe sur les choix de
modélisation de la rupture : la Mécanique Linéaire Élastique de la Rupture (MLER),
usuellement utilisée, ne peut pas s’appliquer aux composites tissés 3D. En effet, GC est
considéré comme un paramètre matériau caractéristique de la rupture, qui ne doit pas
dépendre de la structure étudiée. Les résultats expérimentaux obtenus amènent donc
à reconsidérer le cadre de modélisation et les hypothèses sous-jacentes. En particulier,
les différentes approches possibles pour décrire la rupture doivent être analysées sous
l’angle des effets d’échelle potentiellement produits. Dans ce but, les effets d’échelle dé-
coulant des critères de rupture classiques seront étudiés en Section 2.1.5.

Le choix d’un critère de rupture doit également reposer sur l’identification de méca-
nismes physiques justifiant les hypothèses prises. Cette identification peut être menée
par la détermination du scénario de rupture et l’analyse des profils de fissure (Section
2.3.6). Cet exercice de modélisation doit permettre de dégager des quantités physiques
clés du matériau, associées à des mécanismes précis et intégrés au sein de modèles per-
mettant, de manière la plus simple, leur mise en œuvre.

2.1 Modèles de rupture dans la littérature et lois de
similitudes associées

La mécanique de la rupture peut être étudiée à travers l’influence qu’exerce la taille
de la structure considérée sur les résultats. Cette approche reste peu fréquente, mais
les conclusions en résultant peuvent être d’importance lorsqu’il s’agit de réaliser le pont
entre des essais effectués en laboratoire sur des structures de petite taille et des pièces
industrielles dont la taille est guidée par des cas d’applications réelles.

La question a été extensivement étudiée dans le domaine de l’aérodynamisme, mais
reste principalement portée, en mécanique, par le génie civil et les travaux de Bažant
[Bažant, 1993, Bažant and Planas, 1997]. L’outil principal d’analyse réside dans l’étude
des lois de similitude, c’est à dire l’évolution des valeurs à rupture avec la taille des
structures.
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2.1.1 Exemple d’évolution des grandeurs mécaniques avec la
taille de la structure

À des fins pédagogiques, un exemple académique est présenté permettant d’illustrer
les variations des quantités mécaniques avec la taille de la structure. Considérons la
structure présentée en Fig. 2.1, constituée d’une plaque de largeur W et d’épaisseur ep
possédant en son centre une entaille de demi-longueur a.

𝒦𝐼 , 𝒢 

𝑢, 𝑃 

𝑎 𝑑 

𝑊 

𝜎𝐼(𝑑) 

𝜎𝑁 

Fig. 2.1 – Exemple de structure et
quantités mécaniques associées

Lorsque la taille W varie, on cherche à déterminer
les évolutions des quantités mécaniques suivantes :

— La force et le déplacement appliqués, notés res-
pectivement P et u

— La contrainte et la déformation σd et εd en un
point donné de l’éprouvette, situé à une distance
d de la pointe de fissure.

— La contrainte nominale σN . Celle-ci représente
une contrainte équivalente loin de la fissure et

s’exprime dans ce cas σN =
P

epW

— Le facteur de concentration de contrainte K et le
taux de restitution associé G

Considérons une homothétie dans le plan de la struc-
ture, permettant d’obtenir deux éprouvettes de tailles

W1 et W2. Les quantités mécaniques correspondantes à chaque configuration seront res-
pectivement notées X1 et X2 et le ratio entre les deux tailles est noté λ = W2/W1. Afin
de conserver la même géométrie et de pouvoir comparer les résultats, les longueurs a et
d subissent également l’homothétie : a2 = λa1 et d2 = λd1.

En imposant la même force P1 = P2 aux deux structures, le but est d’expliciter le
rapport X2/X1 pour chacune des quantités mécaniques en fonction de λ. Par exemple,
en ce qui concerne la contrainte nominale, il est possible d’écrire directement :

σN2 =
P2

epW2

=
1

λ

P1

epW1

=
1

λ
σN1 (2.1)

La contrainte nominale σN diminue donc proportionnellement au ratio de taille λ entre
les deux éprouvettes. On suppose que la longueur de l’entaille a est suffisamment faible
devant la largeur de la structure W . Dans ce cas, la contrainte en mode I à la distance d
σd est correctement approximée par celle obtenue dans un milieu infini. Elle s’exprime :

σd2 =
σN2d2√
a2

2 + d2
2

=
σN1

λ

λd1

λ
√
a2

1 + d2
1

=
1

λ
σd1 (2.2)

La contrainte en d évolue de la même manière que la contrainte nominale. La variation
de déformation est donnée par ε2 = Cσ2 = 1/λCσ1 = 1/λε1. Pour le facteur d’intensité
de contrainte, l’approximation au cas du milieu infini donne :

KI2 = σN1

√
πa2 =

1

λ
σN1

√
πλa1 =

1√
λ
KI1 (2.3)

Et finalement pour le taux de restitution d’énergie, la relation entre K et G (voir Section
1.1.1) permet d’obtenir :

G2 =
K2
I2

E ′
=

1

λ

K2
I1

E ′
=

1

λ
G1 (2.4)
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E ′ est un module équivalent dans la direction de sollicitation, dont l’expression a été
donnée en Eq. 1.7.

Cet exemple met en évidence que les quantités mécaniques varient de manière non-
coordonnée avec la taille de l’éprouvette : à force égale, les contraintes, déformations et
le taux de restitution d’énergie G diminuent avec le ratio des tailles 1/λ, tandis que le
facteur d’intensité en contrainte évolue en 1/

√
λ.

Évidemment, les évolutions observées dépendent du choix qui a été fait de charger
les deux structures avec le même niveau de force. Il est également possible de comparer
les grandeurs mécaniques pour un même niveau de contrainte, de taux de restitution
d’énergie etc. Les variations des paramètres mécaniques avec W se seraient alors avé-
rées différentes.

L’étude de ces grandeurs s’avérant nécessaire lors du dimensionnement de pièces, il
devient important de savoir prévoir leur évolution dans un cas plus général. Ceci peut
être fait à partir de la recherche des lois de similitude.

2.1.2 Lois de similitude en mécanique

Cette section a pour objectif de généraliser et de formaliser les évolutions observées
dans l’exemple précédent. Elle offre un cadre d’analyse des lois de similitude et per-
mettra de mettre en évidence plusieurs grandes familles de comportement, telles que
proposées par [Bažant, 1993].

Les lois de similitudes sont les règles donnant l’évolution des grandeurs mécaniques
avec la taille de la structure. Considérons une éprouvette de géométrie donnée, dont la
taille caractéristique W est considérée comme taille de référence W ref . Les grandeurs
mécaniques X possèdent pour la taille de référence des valeurs notées Xref . Pour une
autre taille de structure W , on cherche la loi de similitude sur la grandeur X sous la
forme d’une fonction fX prenant comme argument le facteur d’échelle entre les deux
tailles λ = W/Wref :

X(W )

Xref
= fX(λ) (2.5)

Le passage de l’éprouvette de référence à l’éprouvette de tailleW est réalisé par trans-
formation homothétique. Cette homothétie peut être réalisée selon les trois dimensions
(augmentation de l’épaisseur avec les autres dimensions) ou uniquement dans le plan
avec épaisseur constante (homothétie dans le plan). C’est ce dernier cas, utilisé dans la
campagne expérimentale, qui sera étudié bien que les mécanismes présentés puissent
être étendus au cas tridimensionnel.

Deux grands types de comportement peuvent être observés, selon que les équations
mécaniques fassent intervenir ou non des longueurs internes caractéristiques du maté-
riau (des exemples seront donnés par la suite).

Loi de similitude en absence de longueur interne

De nombreux modèles n’introduisent pas de paramètres de longueur interne direc-
tement dans les équations : MLER, plasticité, endommagement etc. Dans ce cas, les
longueurs du problème deviennent définies de manière relative. La loi de similitude de-
vient indépendante du choix de la taille de référence W ref . En inversant le choix de la
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taille de référence dans l’équation 2.5, on en déduit que :

Xref

X(W )
= fX

(
1

λ

)
(2.6)

1

fX(λ)
= fX

(
1

λ

)
(2.7)

On admet ici que les solutions de ce problème sont de la forme (se référer à [Bažant,
1993]) :

fX(λ) = λp (2.8)

Cette forme en puissance est valable quelle que soit la grandeur X, la structure, le
matériau ou le modèle étudié (tant que ce dernier n’introduit pas de longueurs internes).
Observons que ce résultat est cohérent avec l’exemple précédent. La valeur de p dépend
par contre des conditions de chargement considérées et de la grandeur mécanique : des
paramètres p différents peuvent être obtenus pour chacune des grandeurs X étudiées.

Il est cependant possible de se ramener à un seul paramètre en exhibant les rela-
tions existantes entre les puissances des différentes lois de similitude. Celles-ci peuvent
être obtenues à partir des équations reliant les grandeurs entre elles. Remarquons tout
d’abord que pour une intégration sur un contour Γ, la longueur d’intégration évolue pro-
portionnellement à λ soit :∫

Γ

X(W )dx =

∫
Γref

X(W )λdxref = λfX(λ)

∫
Γref

Xrefdxref (2.9)

De la même manière, lors de l’utilisation d’une dérivée :

∂

∂x
X(W ) =

∂

λ∂xref
X(W ) =

fX(λ)

λ

∂

∂xref
Xref (2.10)

À partir de ces observations, il est possible de relier l’évolution des grandeurs entre
elles à partir de quelques équations constitutives de la mécanique :

— P =
∫

Γ
σ.ndx⇒ fP (λ) = λfσ(λ)

— ε = ∇Su⇒ fε(λ) = fu(λ)/λ

— σ = Kε⇒ fε(λ) = fσ(λ), la rigidité locale K ne dépendant pas de la taille W

— G ∼ J ∼
∫

1
2
εσdx (voir l’Éq. 1.20 présentée au premier chapitre) donc fG(λ) =

λfε(λ)fσ(λ) = λfε(λ)2

Il est possible d’en déduire que les grandeurs mécaniques évoluent suivant les lois de
similitude suivantes, faisant apparaître un unique exposant m :

ε

εref
=

σ

σref
=

σN

σrefN

= λm (2.11)

u

uref
=

P

P ref
= λm+1 (2.12)

G
Gref

= λ2m+1 (2.13)

Ces résultats coïncident avec l’exemple de la Section 2.1.1, pour lequel m = −1. Il est
important de noter que ces relations sont valables quelle que soit la structure, le maté-
riau et le modèle considérés, même si le comportement mécanique devient non-linéaire,
tant qu’aucun paramètre de longueur n’intervient dans les équations. Des exemples
explicitant la valeur de m seront donnés en Section 2.1.3, lors de l’étude des lois de
similitude introduites par la rupture.
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Loi de similitude en présence de longueur interne

D’un point de vue expérimental, la notion de longueur interne traduit l’influence que
peut avoir sur la réponse mécanique l’architecture d’un matériau, qui possède une taille
caractéristique. Ce phénomène se traduit par l’introduction dans les modèles de para-
mètres matériaux assimilables à des longueurs cf .

Il en résulte que les équations dépendent de la taille du problème et que la loi de
similitude n’est plus indépendante de la taille de référence choisie. La même fonction
fX ne peut plus être utilisée pour décrire la loi de similitude quelle que soit la taille
W ref choisie.

X(W )

Xref
= fX (λ) mais

Xref

X(W )
6= fX

(
1

λ

)
(2.14)

Il faudrait en théorie faire apparaître cette dépendance à la référence choisie, en no-
tant par exemple fX,W ref . Les lois en puissance obtenues précédemment ne s’appliquent
plus. Une autre possibilité pour faire apparaître la dépendance à la taille est de prendre
comme argument de fX non plus λ mais le ratio avec une taille caractéristique W 0 de-
vant être définie ou directement avec la longueur caractéristique cf .

X(W ) = fX
(
W

W 0

)
ou fX

(
W

cf

)
(2.15)

Il n’y a, dans ce cas, pas de formule générale pouvant être obtenue et celle-ci doit être
dérivée au cas par cas en fonction du matériau, modèle, géométrie, chargement etc. Ce-
pendant dans le cas de la rupture en présence de longueurs internes, une loi représen-
tative d’un grand nombre de situations peut être obtenue et sera présentée en Section
2.1.4.

2.1.3 Critères de rupture classiques et lois de similitude as-
sociées

Comme précisé précédemment, la loi de similitude (qui se résume à la valeur de m
en absence de longueur interne) dépend de l’état de chargement pour lequel sont com-
parées les éprouvettes homothétiques. Nous avions par exemple fait le choix de charger
les structures à un même niveau de force en Section 2.1.1. Utilisées ainsi, les lois de
similitude offrent un éclairage intéressant sur l’évolution relative des grandeurs avec la
taille. Toutefois, elles ne caractérisent pas le matériau ou le modèle utilisé et leur usage
reste limité.

Au contraire, ces lois fournissent un outil particulièrement utile lors de l’étude de la
rupture. En effet, plutôt que de considérer l’évolution des grandeurs mécaniques pour
un niveau de chargement donné, on cherche à déterminer leur évolution au moment
de la fissuration de l’éprouvette. En observant l’évolution d’une seule des grandeurs à
rupture, notée XC , sur une structure donnée, il devient possible de déterminer la valeur
de toutes les grandeurs sur une autre structure à partir du comportement sur une taille
de référence W ref .

Cette approche peut être considérée sous l’aspect expérimental et de modélisation.
L’adéquation des comportements entre l’expérience et les modèles est nécessaire pour
assurer la représentativité des calculs. D’un point de vue expérimental, cela revient à
identifier la loi de similitude sur les résultats expérimentaux de rupture d’éprouvettes
homothétiques : cette loi est bien une propriété intrinsèque du matériau, permettant de
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caractériser son comportement à rupture. D’un point de vue de la modélisation, le choix
d’un critère de rupture entraîne intrinsèquement un choix d’une loi de similitude. Cet
aspect doit être intégré dans le choix de modélisation : les évolutions des grandeurs à
rupture avec W peuvent fortement différer en fonction du critère choisi. Il convient alors
de vérifier que le choix effectué ne va pas à l’encontre des résultats expérimentaux. Dans
le cas contraire, la représentativité du modèle serait perdue et l’identification du modèle
sur une structure donnée ne permettrait en aucun cas de prévoir la rupture pour une
taille et a fortiori une géométrie différente.

Classiquement, la rupture des matériaux est décrite par deux approches :
— la MLER, reposant sur une valeur critique GC ou KC

— des critères de contrainte ou de déformation à rupture, obtenus dans le cadre de
calculs en Résistance Des Matériaux (RDM), de modèles élasto-plastiques ou d’en-
dommagement

Aucune de ces approches n’introduit de paramètres internes assimilables à des lon-
gueurs dans les équations. Les lois de similitude en découlant rentrent donc dans le
cadre des lois en puissance et se résument à l’identification de la valeur m.

Règles de similitude en MLER
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Fig. 2.2 – Fissure en MLER

Dans le cadre de la MLER, la rupture intervient
quand G(x, uC ,W ) = GC , cette valeur critique étant in-
dépendante de la structure considérée (Fig. 2.2). On dé-
duit donc des Éq. 2.13 que m = −1/2, soit :

εC

εrefC
=
σC

σrefC
=
σNC

σrefNC

=
1√
λ

(2.16)

uC

urefC
=

PC

P ref
C

=
√
λ (2.17)

GC

Gref
C

= 1 (2.18)

La valeur critique GC , considérée comme un para-
mètre matériau, peut être déterminée sur n’importe

quelle configuration. La validité de ce cadre de modélisation pour un matériau
donné peut être évaluée directement en traçant les courbes Force/

√
W en fonction du

Déplacement/
√
W : pour des essais homothétiques, ces courbes doivent se superposer.

Il est intéressant de remarquer que les contraintes à rupture dans l’éprouvette dimi-
nuent lorsque la taille de l’éprouvette augmente. Cette propriété a été utilisée en Section
1.2.3 afin d’éviter la ruine en compression à l’arrière des éprouvettes CT.

Règles de similitude des modèles avec critère en contrainte

Les calculs de RDM, plasticité et endommagement reposent sur la détermination
des états locaux de contrainte ou de déformation. Pour ce type de modèle, le critère de
rupture peut être réécrit sous la forme :

φ(σ, ε) = φC (2.19)
en général φ(σ) = σC (2.20)

ou φ(ε) = εC (2.21)



Chapitre 2. Modélisation de la rupture non-linéaire des composites tissés 3D 77

𝑊 

𝑐𝑓 

Fissure 

Zone Non Linéaire 

𝑊 

Fissure 

Zone Non Linéaire 

𝑐𝑓 

𝑊 

𝑐𝑓 

Δ𝑎 𝑎0 

𝑊 

𝑎0 

𝑐𝑓 

Δ𝑎 Δ𝑎 

𝑊 

𝑐𝑦 

𝑎0 

𝑐𝑥 

Δ𝑎 Δ𝑎 

𝑊 

Fissure en MLER 

𝑊 

Macro Fissure 

Zone Non Linéaire 

𝑊 

Fissure LE équivalente 

𝑐𝑥 

𝑐𝑦 

𝑊 

Crack 

𝑎 

𝑊 

Crack 

Non Linearities 

𝑐𝑓 

𝑎 

𝑊 

𝑐𝑓 

𝑊 

𝑎0 

𝑐𝑓 

𝑊 

Crack 

Non Linear region 

𝑐𝑓 

𝑊 

Brittle crack 

𝑊 

Macro-Crack 

Non linear region 

𝑊 

Macro-crack 

𝑐𝑥 

𝑐𝑦 

Equivalent LE crack 

𝑊 

Endommagement 

Fig. 2.3 – Fissure pour un modèle
d’endommagement en contrainte

La fonction φ peut être non-linéaire, notamment si le
comportement ne reste pas élastique. Cependant pour
des éprouvettes homothétiques, les champs de défor-
mation et de contrainte amenant à la rupture restent
égaux. Le paramètre m est donc nul et les Éq.2.12 à
2.13 deviennent :

εC

εrefC
=
σC

σrefC
=
σNC

σrefNC

= 1 (2.22)

uC

urefC
=

PC

P ref
C

= λ (2.23)

GC

Gref
C

= λ (2.24)

Ce comportement peut être confirmé expérimentalement en vérifiant que les va-
leurs de déformation à rupture obtenues par CIN ou la contrainte nominale σN res-
tent constantes. On peut également vérifier que les courbes Force/W en fonction du
Déplacement/W se superposent. Dans ce cadre, GC n’est pas un paramètre matériau.
On constate l’apparition d’un taux de restitution d’énergie critique apparent à rupture
G(W ) = GC(W ). GC(W ) évolue alors proportionnellement à la taille de la structure.

2.1.4 Modèles à longueur interne de type Bazant
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Fig. 2.4 – Présence d’une longueur
interne au sein du matériau

Comme précisé précédemment, les lois de similitude
générales présentées en Éq. 2.12 à 2.13 ne sont va-
lides que lorsqu’aucun paramètre de longueur n’inter-
vient dans les équations. En pratique, cette longueur
peut intervenir par le biais d’une zone de non-linéarités
de taille caractéristique cf . Comme illustré en Fig. 2.4,
cette taille est reliée à l’architecture du matériau : taille
des grains dans les métaux, tissage dans les tissés 3D,
agrégats ou armature dans les bétons etc.

En MLER, on fait l’hypothèse que les non-linéarités
restent confinées dans une zone infinitésimale en
pointe de fissure. En plasticité ou en endommagement,
la zone de non-linéarité varie homothétiquement avec
la taille de la structure. Dans les cas de matériaux à
longueurs internes, la taille de cette zone non-linéaire

n’est pas négligeable et reste relativement indépendante de la taille de la structure.
Contrairement au cas précédent, l’homothétie des champs mécaniques à rupture avec
la taille de l’éprouvette est brisée et des redistributions plus ou moins importantes sont
observées selon la taille de la structure.

En théorie, la plupart des matériaux introduisent des longueurs internes. Cependant
leur influence n’est détectable qu’à une échelle proche de celle de leur architecture. Une
analyse asymptotique du comportement peut être réalisée et semble adaptée à la plu-
part des matériaux :

— Pour des structures de taille très grande (cf � W ), l’influence de cf devient faible et
l’hypothèse de confinement des non-linéarités en pointe de fissure redevient valide.
Le comportement se rapproche alors de celui de la MLER
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Fig. 2.5 – Évolution de la contrainte nominale et du taux de restitution d’énergie avec la taille W
pour des éprouvettes homothétiques

— Pour des structures de taille très petite (cf > W ), l’architecture a une forte in-
fluence sur la réponse mécanique et redistribue les contraintes. Le comportement
tend vers un problème de rupture homogène, guidé par un critère en contrainte ou
en déformation

Ces deux comportements asymptotiques sont représentés par les lignes noires en Fig.
2.5 sur l’évolution de σNC et GC . Ces deux comportements asymptotiques peuvent être
conciliés par une loi de similitude générale écrite sur GC ou σNC , valide dans un grand
nombre de cas : 

GC(x,W ) =
Gf

1 +
W0(x, cf )

W

σNC(x,W ) =
σNf√

1 +
W

W0(x, cf )

(2.25)

Pour l’obtention de cette forme générale, le lecteur peut se référer à Bazant [Bažant
and Planas, 1997], une démonstration sera également proposée en Section 2.2.1. Ces
fonctions sont présentées en bleu en Fig. 2.5, en diagramme log/log. La rupture est
caractérisée par 2 paramètres (contre un seul dans la théorie de Griffith) :

— cf la longueur interne du matériau caractérisant la taille des phénomènes non-
linéaires et faisant apparaître pour une structure donnée la taille de transition W0.
Cette taille de transition dépend de cf mais également de la géométrie considérée
et en particulier de la position adimensionnée de la fissure x = a/W

— Gf le taux de restitution d’énergie critique asymptotique pour des structures dont
la taille des gradients est grande devant cf . Cette valeur correspond à celle obser-
vée lorsque le cadre de la MLER s’applique

— si l’on s’intéresse à la contrainte nominale, le paramètre devient la valeur asymp-
totique σNf , égale à la contrainte à rupture sur plaque lisse.

Les trois paramètres cf , Gf et σNf ne sont pas indépendants. Il existe une relation entre
σNf et les deux autres paramètres et celle-ci peut être déterminée en fonction du modèle
considéré. Deux modèles, exhibant une évolution de GC cohérente avec l’Éq. 2.25 et
offrant des éclairages différents sur le phénomène de longueur interne, sont présentés
ci-dessous.
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Interprétation géométrique d’une bande de �ssuration

Bazant et al. [Bažant and Planas, 1997] ont proposé une interprétation géométrique
de l’effet d’échelle appliqué aux bétons afin de décrire la présence d’une bande de micro-
fissures plutôt que d’une unique fissure. La rupture de ces matériaux peut en effet être
décrite par l’apparition d’un réseau de micro-fissures parallèles qui amène à la désa-
grégation du matériau sur une épaisseur cf . Ce phénomène entraîne l’apparition d’une
longueur interne perpendiculairement à la direction de propagation des fissures, la lar-
geur cf de cette bande de fissures étant guidée par la structure du matériau (Fig. 2.6).

L’évolution des paramètres à rupture peut alors être déterminée à travers des consi-
dérations énergétiques et géométriques. Un schéma du mécanisme de propagation est
proposé en Fig. 2.6 : la zone verte hachurée correspondant à la zone déchargée élasti-
quement avant propagation et la zone bleue au matériau rompu au sein de la bande de
fissures. La ligne rouge représente la position simplifiée de la macro-fissure.

Lors d’une propagation de la macro-fissure d’une distance ∆a depuis la pointe de
fissure, le front de la zone relâchée se déplace et l’énergie élastique auparavant contenue
dans la zone verte est restituée (schéma de droite). En première approche, il est possible
d’approximer la densité d’énergie élastique contenue dans cette zone par une valeur
moyenne σ2

N/2E
′, avec E ′ le module équivalent (déjà définit en Éq. 1.7). En notant k la

pente des bords de la zone déchargée, la surface de l’aire verte créée est égale à cf∆a +
2ka0∆a. Si toute l’énergie dissipée l’est par la création de fissure, le bilan énergétique
s’écrit :

(cf + 2ka0)ep∆a
σ2
N

2E ′
= Gfep∆a (2.26)

Gf est le taux de restitution d’énergie critique attribué à la création de la bande de
fissuration, considéré comme une propriété matériau. En conservant uniquement la
contrainte nominale à rupture du côté gauche de l’équation, on obtient la loi de simi-
litude de σNC :

σNC(W ) =

√
2E ′Gf

cf√
1 +

2ka0

cf

=
σNf√

1 +
2kx0W

cf

(2.27)

Cette relation s’identifie à l’Éq. 2.25 pour W0(x, cf ) = cf/(2kx0) et σNf =
√

2E ′Gf/cf (on
a bien une relation entre Gf et σNf ). σNf ne dépend bien que du matériau considéré
mais W0 fait intervenir une dépendance à la structure considérée à travers x0 et k. Ces
équations peuvent être réécrites pour obtenir la loi d’évolution de GC .

GC =
Gf

1 +
cf

2kxW

(2.28)

Process zone et Average Stress Criterion

La présence d’une longueur interne peut également se manifester par une zone de
pré-dégradation (endommagement, plasticité, micro-fissures) en avant de la pointe de
la macro-fissure. Dans cette zone, le comportement quitte le domaine élastique. Cette
perte de linéarité est en pratique physiquement nécessaire afin d’éviter les contraintes
infinies prévues par la MLER en pointe d’une fissure singulière.
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Fig. 2.6 – Présence et propagation d’une bande de �ssure

Une approche consiste donc à considérer valide les champs mécaniques prévus par la
MLER tant que le point considéré est suffisamment loin de la pointe de fissure. En deçà
d’une distance cf de la pointe de fissure (taille de cette process zone), le comportement
quitte le domaine élastique. En première hypothèse, cette longueur de process zone est
supposée indépendante de la géométrie et du chargement appliqué. Cette approche a
donné lieu à des théories pour lesquelles la rupture intervient lorsqu’une valeur critique
est atteinte :

— Average Stress Criterion (ASC) : contrainte moyenne entre la pointe de fissure et
la distance cf : < σ(x) >cf = σf

— Boundary Stress Criterion (ASC) : contrainte à la distance cf de la pointe de fissure
σ(cf ) = σf , utilisée dans la méthode Point Stress

< . > dénote l’opérateur de moyenne géométrique sur la longueur cf . Les effets d’échelle
sur GC produit par ces mécanismes ont été étudiés par Dyskin et al. [Dyskin, 1997] pour
différentes configurations. Par exemple, dans le cas d’une fissure de longueur 2a dans
un milieu infini chargé uniformément avec une contrainte nominale σN , la distribution
de contrainte de traction dans le plan de la fissure est donnée par :

σ(x) =
σNx√
x2 + a2

(2.29)

En utilisant l’ASC, le critère de rupture s’écrit alors :

< σC(x) >cf = σNC

√
1 + 2a/cf = σf (2.30)

On retrouve la loi de similitude en :

σNC =
σf√

1 + 2a
cf

=
σf√

1 + 2xW
cf

(2.31)

Les lois de similitudes peuvent également être déterminées pour d’autres géométries
ainsi que pour le ASC. Pour tous les cas considérés, les développements au premier
ordre de ces lois sont cohérents avec la formule générale proposée par Bazant en Éq.
2.25 (ici W0 = cf/2x).

2.1.5 Modèles de zones cohésives

Les exemples précédents font intervenir directement un paramètre de longueur comme
paramètre du modèle. Cependant, certaines approches introduisent des longueurs in-
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ternes de manière indirecte. C’est le cas du Modèle de Zones Cohésives (MZC), fréquem-
ment utilisé pour décrire la rupture.

Les modèles de cette famille décrivent une zone d’élaboration de la fissure, le long
de laquelle le processus de rupture est entamé, mais où seulement une partie de la
contrainte continue à être transmise. Ce scénario est représenté en Fig. 2.7 [Ortega
et al., 2017] : la zone c − d correspond à la zone de dissipation intrinsèque observée
notamment pour les métaux ; la zone b− c, située en arrière de la pointe de fissure, cor-
respond à la zone de diminution progressive de la contrainte cohésive et la zone a − b
correspond à la fissure complètement installée et ne transmettant plus d’effort. Les MZC
sont caractérisés par une relation entre le saut de déplacement ω de part et d’autre des
lèvres de la fissure et la contrainte cohésive σ. Plusieurs formulations peuvent être choi-
sies pour cette relation (Fig. 2.7), parmi lesquelles les formulations constantes, linéaires
ou multi-linéaires, exponentielles décroissantes etc.

Fig. 2.7 – Mise en place d’un modèle de zone cohésive [Ortega et al., 2017]

Ces modèles exhibent généralement des zones d’élaboration dont la taille caractéris-
tique lFPZ peut être importante. Hillerborg [Hillerborg et al., 1976] a ainsi démonté la
présence d’une longueur matériau apparaissant à partir des paramètres introduits dans
le modèle :

cf =
GCE

′

σ2
C

(2.32)

avec E ′ le module effectif. cf joue le rôle de longueur interne et contrôle la taille de zone
d’élaboration lFPZ en fonction du type de loi choisie, mais n’est pas directement égale à
la longueur de process zone . Certains auteurs ont reproduit l’effet d’échelle à l’aide de
zones cohésives : Morel et Dourado [Morel and Dourado, 2011] à l’aide d’un modèle bili-
néaire, tandis qu’Ortega et al [Ortega et al., 2017] ont utilisé des formulations linéaires
ou constantes. Les lois de similitude obtenues sont présentées en Fig. 2.8. Cependant
dans le cas de l’utilisation de MZC, il est difficile d’exprimer a priori les lois de simi-
litude directement à partir des paramètres matériau. Celles-ci semblent généralement
obtenues par des campagnes numériques sur des éprouvettes de différentes tailles.
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Fig. 2.8 – E�et d’échelle sur σN obtenu à l’aide de MZC par [Morel and Dourado, 2011] et [Ortega
et al., 2017]

Synthèse

Les lois de similitude sont un outil riche pour l’analyse des mécanismes de rupture et
exhibent d’importantes différences de comportement selon que les modèles introduisent
ou non des longueurs internes au sein des équations. Les variations de GC observées
en Section 1.4.6 semblent dénoter la présence de mécanismes de longueur interne in-
fluençant le processus de rupture pour les matériaux composites tissés 3D, qui seront
confirmés en Section 2.3.6. Ce type de phénomène a été généralisé par Bazant et offre
un cadre d’analyse appliqué et validé sur un grand nombre de matériaux et de struc-
tures homothétiques. Ce type de loi de similitude décrit notamment le comportement
de nombreux modèles (parmi lesquels les modèles ASC, MZC, ou les modèles de lon-
gueur équivalente non évoqués ici [Elices and Planas, 1993, Planas et al., 1993]). Cette
approche est également supportée par de nombreuses données expérimentales sur une
importante variété de matériaux, bien que le phénomène soit rarement observé dans les
composites stratifiés à l’échelle des structures ou des éprouvettes de laboratoire habi-
tuellement étudiées.

Le cadre général proposé par Bazant doit maintenant être précisé afin de pouvoir
être appliqué au cas des composites tissés 3D. La démarche cherchera donc à expliciter
la dépendance de W0 (Éq. 2.25) à la structure étudiée et à la ou les longueurs internes.
Cette démarche reposera sur un nombre d’hypothèses le plus faible possible et ne pré-
supposera pas, dans un premier temps, du comportement en pointe fissure.

2.2 Mise en place d’un modèle de rupture à lon-
gueurs internes

2.2.1 Retour sur l’inégalité de Gri�th

La démarche appliquée au Chapitre 1.4.6 repose sur l’estimation du taux de resti-
tution d’énergie G d’après la définition qui en est faite en Éq. 1.1. Celui-ci s’interprète
comme l’énergie mécanique relâchée par la structure lors d’une avancée du front de la
macro-fissure. La campagne expérimentale s’est attachée à estimer la valeur critique
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de cette quantité amenant à la rupture. Dans le cadre de la MLER, il est attendu que
cette valeur, notée GC , soit identique quelles que soient les conditions dans lesquelles la
fissure se propage et varie uniquement avec le matériau. Cependant, bien que cette hy-
pothèse soit valide pour un grand nombre d’applications, rien ne présuppose que cette
valeur soit constante. On parle alors de GC variable ou apparent ou de résistance à
l’avancement de la fissure R pour décrire la valeur critique de G observée sur une confi-
guration donnée. Les fortes variations observées expérimentalement amènent à adopter
ce cadre d’analyse et à revenir sur l’inégalité de Griffith caractérisant la propagation :

G(P, x,W ) ≤ R(x,W ) (2.33)

Comme précédemment, G dépend de la structure étudiée, notamment à travers la po-
sition normalisée de la fissure x, la taille de l’éprouvette W , ainsi que des niveaux de
chargements à travers la force P (ou le déplacement u, les deux étant dépendants). La
résistance à l’avancement de la macro-fissure peut dépendre elle aussi a priori de la
configuration étudiée à travers x et W . Cependant, comme il s’agit d’une valeur à rup-
ture, elle ne fait pas intervenir u et P . Comme précédemment, ces dépendances sur G
peuvent être explicitées à l’aide de la décomposition :

G(P, x,W ) =
P 2

e2
pWE ′

g(x) (2.34)

Comme évoqué en Section 1.1.1, la fonction g est une fonction adimensionnée de la géo-
métrie, mais indépendante de l’intensité du chargement, des propriétés matériau ou de
la taille de la structure. Elle s’interprète comme la variation de souplesse de la struc-
ture pour une propagation de la macro-fissure autour de la position normalisée x. Des
valeurs de ces fonctions sont fournies dans les Handbooks et les normes ASTM [Tada
et al., 2000, ASTM, 1997, ASTM, 2015].

Lorsque les mécanismes de rupture introduisent des longueurs internes, les phéno-
mènes dissipatifs ne sont plus réduits à une simple surface mais interviennent dans
un voisinage autour de la pointe de la macro-fissure (Fig. 2.4). Le critère de l’Éq. 2.33
pourrait alors être réécrit à partir d’une définition plus générale du taux de restitution
d’énergie prenant en compte la progression de tous les phénomènes dissipatifs. Ce taux
rapporterait l’énergie dissipée à toute la zone non-linéaire créée (caractérisée par la lon-
gueur cf ) plutôt qu’à la simple surface de la macro-fissure. La définition d’un tel taux
serait difficile à donner dans le cas général et son expression nécessiterait une connais-
sance des mécanismes précis de rupture. Cependant, dans l’hypothèse qu’un tel taux G̃
puisse être défini, il possède les mêmes arguments que G, plus la longueur interne cf .
Celle-ci est introduite dans la fonction g, alors notée g̃ (g̃(x, 0) = g(x)). Afin de conserver
le caractère adimensionné de g, cette dépendance est introduite à travers le paramètre
adimensionné cf = cf/W :

G̃(P, x,W, cf ) =
P 2

e2
pWE ′

g̃ (x, cf ) (2.35)

La définition de G̃ coïncide avec G dans le cas cf = 0 où toutes les non-linéarités sont
réduites à la pointe de fissure : la rupture se ramène effectivement à la création d’une
surface de fissure (G̃(P, x,W, 0) = G(P, x,W )). En réalisant un développement au premier
ordre de g̃, on obtient :

G̃(P, x,W, 0 + cf ) =
P 2

e2
pWE ′

(
g̃(x, 0) +

∂g̃

∂cf
(x, 0)cf

)
(2.36)

=
P 2

e2
pWE ′

g(x)

(
1 +

∂g̃

∂cf
(x, 0)

cf
g(x)

)
= G(P, x,W )

(
1 +

∂g̃

∂cf
(x, 0)

cf
g(x)

)
(2.37)
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Le critère de rupture peut alors s’écrire non-plus à travers une égalité sur G mais sur
G̃ et une résistance généralisée R̃ correspondante. G̃ caractérisant la création de toute
la macro-fissure, cette quantité est supposée constante quelle que soit la configuration
étudiée. Cette résistance devient alors un paramètre matériau, noté ici Gf :

G̃ < R̃ = Gf (2.38)

Comme le terme en parenthèse dans l’Éq. 2.37 ne dépend pas du chargement, il peut
être transféré de l’autre côté de l’inégalité. Le critère de rupture devient alors :

G(P, x,W ) <
Gf

1 +
∂cf g̃

g(x)

cf
W

= R(x,W ) ou GC(x,W ) (2.39)

Cette analyse fournit une démonstration de la loi de similitude des modèles avec lon-
gueur interne de type Bazant présentée en Éq. 2.25. On a explicité l’inégalité de Grif-
fith (Éq. 2.33) dans un cadre général, cette démarche faisant apparaître naturellement
une courbe de résistance variable ou GC apparent lorsque des longueurs internes inter-
viennent dans les équations.

2.2.2 Interprétations de l’e�et d’échelle en présence de lon-
gueurs internes

Les exemples présentés dans les sections précédentes permettent d’éclairer sous dif-
férents angles les mécanismes à l’œuvre dans l’apparition des effets d’échelle. Quelques
réflexions supplémentaires peuvent être proposées afin de mieux appréhender la nature
de ce phénomène.

Taux de restitution apparent et longueur caractéristique

L’obtention de l’inégalité 2.39 fait apparaître une des origines de l’effet d’échelle :
l’analyse de GC ramène la dissipation d’énergie à une surface de macro-fissure fictive.
En réalité, cette dissipation a lieu dans un voisinage de la pointe de macro-fissure, carac-
térisé par la longueur cf . Lors de l’estimation de GC , cette zone non-linéaire est projetée
sur le plan fictif de la macro-fissure, amenant à une quantification imparfaite de l’éner-
gie nécessaire à la propagation.

En réalité, il existe une interaction entre les mécanismes de dégradation, interve-
nant sur une distance non négligeable, et les gradients mécaniques en pointe de fissure.
En effet, si la zone non-linéaire reste suffisamment confinée en pointe de fissure, les
champs mécaniques restent constants sur toute la zone de dégradation. Au contraire si
la longueur cf sur laquelle interviennent les mécanismes est grande, les champs méca-
niques varient significativement dans cette zone. Une double interaction se crée entre
les champs mécaniques et le profil de macro-fissure :

— Toute la zone de dégradation ne voit pas le même chargement local. Cette varia-
tion, et donc son effet, est d’autant plus forte que les gradients sont importants
sur la distance cf et donc que l’éprouvette est petite. En fonction de la structure
considérée, la forme des gradients mécaniques peut modifier le profil de la macro-
fissure.

— La présence de cette zone de non-linéarité entraîne elle-même une redistribution
des contraintes au voisinage de la pointe de fissure. L’existence d’une longueur ca-
ractéristique de macro-fissure cf peut modifier la forme des gradients mécaniques.
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La longueur caractéristique cf ne décrit pas formellement la géométrie de la zone dissi-
pative mais la caractérise, comme dans le cas des zones cohésives présentées en Section
2.1.5. Dans cet exemple, cf = GCE

′/σ2
C est une longueur interne caractéristique du mo-

dèle, mais n’est pas strictement égale à la longueur d’élaboration lFPZ . Cette dernière
varie légèrement en fonction de cf et de la structure considérée, du fait de cette interac-
tion entre champs mécaniques et mécanismes de mise en place de la fissure.

In�uence de la variation des champs mécaniques sur la zone de rupture

Cette interaction est complexe à appréhender dans le cas général. Cependant dans
un but didactique, faisons l’hypothèse que pour la structure considérée, les champs mé-
caniques ε,σ ne sont pas modifiés par rapport à un problème sans longueur interne.
Cette approximation reste valide tant que cf � W et que la forme des champs mé-
caniques est majoritairement pilotée par la géométrie. La forme de ces champs méca-
niques (contrainte, déformation ou densité volumique d’énergie élastique) est donc la
même quelle que soit la taille de la structure. Leur intensité est représentée en niveaux
de gris sur la Fig. 2.9.
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Fig. 2.9 – Variation des champs mécaniques sur la zone de rupture et e�et d’échelle

La rupture revient à dissiper l’énergie contenue dans la zone de non-linéarités consti-
tuant la macro-fissure.

L’énergie nouvellement dissipée par la rupture est égale à l’intégrale de la densité
d’énergie élastique eelast contenue dans le volume bleu nouvellement créé. Pour des struc-
tures suffisamment grandes, eelast varie peu sur la distance cf . Toute la zone a alors une
densité d’énergie égale à la valeur de rupture eelast = erupt et on obtient un taux de
restitution d’énergie macroscopique :

GC =
eelastV

S
≈ eruptcf = Gf (2.40)

avec V le volume de la zone dissipative et S la surface correspondante de la macro-
fissure.

Pour des structures plus petites, la densité d’énergie eelast devient inférieure à erupt en
s’éloignant de la pointe de fissure et l’énergie dissipée s’en trouve réduite.

GC =
1

S

∫
V

eelastdΩ < eruptcf = Gf (2.41)
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On peut tirer de cette approximation quelques évolutions générales déjà mises en
évidence :

— GC(W )→ Gf = eruptcf constant quand W →∞
— GC(W )↘ quand W ↘ car une partie du volume rompu se retrouve peu chargé
— l’effet d’échelle sera d’autant plus important que les gradients mécaniques induits

par la fissure seront importants. Ainsi des géométries quasi-homogènes exhiberont
un faible effet d’échelle alors que l’effet sera plus facilement observable pour des
gradients importants.

2.2.3 Approche en champs lointains et con�guration équiva-
lente

La configuration réelle de la fissure (distribution de la contrainte et de l’endomma-
gement en pointe de fissure) est difficile à obtenir par des mesures directes. D’un point
de vue expérimental, cette région coïncide avec les zones de forte décorrélation des mé-
thodes de CIN. L’analyse ne peut donc pas reposer sur un accès précis aux champs de
déformation. D’un point de vue théorique, l’hétérogénéité du matériau à cette échelle
compromet la bonne description des mécanismes à l’échelle macroscopique et nécessi-
terait la mise en place de techniques d’homogénéisation adaptées, la séparabilité des
échelles pouvant être remise en question.

Plutôt que de reposer sur la description fine des champs en pointe de fissure, la mo-
délisation de la rupture s’appuie alors sur l’influence qu’opère ces mécanismes sur la
réponse globale de l’éprouvette. On adopte alors une approche en champs lointains :
cette approche permet de faire des hypothèses fortes sur le profil de fissure, tant que les
résultats obtenus permettent de décrire correctement l’effet sur les champs mécaniques
loin de la fissure, pour tous les cas de chargement. La pertinence des hypothèses effec-
tuées est alors évaluée par comparaison avec les champs de déplacement obtenus par
CIN sur les parties saines de l’éprouvette et avec la réponse macroscopique (force, dé-
placement, énergie à rupture). Ces différentes grandeurs globales peuvent être extraites
des données expérimentales avec une plus grande fiabilité que les grandeurs locales au
voisinage de la pointe de fissure.

Le modèle général pour décrire la rupture en présence de longueurs internes repose
sur le choix d’une configuration équivalente facilement manipulable. Cette configuration
équivalente doit a priori respecter plusieurs critères :

— Respecter l’égalité en champs lointains avec la configuration réelle dans tous les
cas d’utilisation

— Faire intervenir de manière directe les longueurs internes influant sur les méca-
nismes de rupture

— Avoir un nombre limité de paramètres matériau et un protocole d’identification
expérimental facilement applicable

— Être la plus simple possible afin d’offrir une facilité de calcul et d’analyse permet-
tant d’appréhender les évolutions sur la configuration réelle

Dans le but de satisfaire ce dernier point, il est utile de conserver un comportement
linéaire élastique. Les calculs nécessitent ainsi uniquement la connaissance des coeffi-
cients élastiques du matériau, généralement déjà connus, et le chargement extérieur.
Cela permet d’avoir une relation linéaire entre le chargement et la valeur des champs
mécaniques facilitant les calculs et l’analyse.
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Afin de satisfaire le deuxième point, les longueurs internes sont introduites par une
description géométrique du profil de la zone dégradée. Une forme simple jugée repré-
sentative doit être choisie, ces dimensions étant paramétrées par les longueurs internes
correspondantes. Dans le cas général, le profil devrait pouvoir être décrit à l’aide de trois
paramètres uniquement, intervenant selon les trois axes liés à la fissure :

— dans la direction de propagation (ici l’axe x) : représente une dégradation en avant
du front de la macro-fissure sur une longueur cx

— perpendiculairement à la surface de fissure (ici l’axe y) : représente une épaisseur
de fissure ou tortuosité de la surface sur une longueur cy

— dans l’axe du front de fissure (ici l’axe z) : représente une courbure du front de
fissure ou une tortuosité dans la profondeur pilotée par une longueur cz

Les effets de l’épaisseur de l’éprouvette n’ayant pas été étudiés dans le cadre de ce tra-
vail, aucune longueur interne cz ne sera considérée par la suite. Cependant la démarche
et les résultats présentés s’étendent facilement au cas où trois longueurs internes sont
introduites (voire plus si l’on souhaite distinguer plusieurs mécanismes agissant dans la
même direction). Les longueurs cx et cy sont donc utilisées dans la suite de ce travail et
l’existence de mécanismes de rupture leur étant associés sera étudiée en Section 2.3.6.
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Fig. 2.10 – Con�gurations réelle, élastique linéaire équivalente et MLER

Les critères de modélisation en champs lointains ayant été exposés, une description
simplifiée de la rupture peut maintenant être proposée : le comportement non-linéaire
complexe réel (Fig. 2.10a) y est approximé par une configuration linéaire élastique équi-
valente (Fig. 2.10b). La zone de dégradation due à la macro-fissure y est décrite géomé-
triquement par un décalage cx du front et une épaisseur cy.

Cette approche, bien que très simplifiée, satisfait de manière correcte l’hypothèse
d’égalité en champs lointains pour les géométries disponibles. Le champ de déplacement
Uy issu de la CIN est présenté en Fig. 2.11 et comparé à celui extrait d’un calcul linéaire
élastique effectué sur la configuration équivalente. Cette égalité en champs lointains
doit être valable dans tous les cas de chargement, avec des valeurs de cx et cy fixées
(paramètres matériaux liés à l’architecture). Dans les cas étudiés, les résultats obtenus
à l’aide de cette configuration simplifiée sont jugés satisfaisants. Notons que la forme du
profil de fissure pourrait faire l’objet d’améliorations si l’équivalence en champs lointains
se trouvait invalidée sur d’autres géométries.
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Fig. 2.11 – Comparaison des champs de déplacement normal au plan de �ssure Uy obtenus expé-
rimentalement par CIN et par calcul sur la con�guration LE équivalente (même échelle)

Reprécisons que les longueurs caractéristiques cx et cy ne sont pas directement défi-
nies par la mesure de la zone non-linéaire (par exemple l’étendue maximale ou moyenne
de cette zone), mesure par ailleurs complexe d’un point de vue expérimental. cx et cy sont
liées à la taille des mécanismes mais sont définies à travers leur influence sur la réponse
globale.

2.2.4 Loi de similitude de GC à plusieurs longueurs internes

La mise en place de cette configuration linéaire élastique équivalente permet de dé-
terminer la loi de similitude sur le taux de restitution d’énergie critique apparent GC .
Dans le cas de la configuration réelle (config a) et linéaire élastique équivalente (b) pré-
sentées en Fig. 2.10, la présence des longueurs internes modifie la réponse globale. Les
taux de restitution (notés respectivement Ga et Gb) font apparaître cx et cy dans leur
décomposition (Éq. 2.35). Comme précédemment, les longueurs sont introduites via la
fonction g̃ grâce aux paramètres adimensionnés cx = cx/W et cy = cy/W afin de conserver
l’indépendance de g à la taille du problème. Le taux de restitution d’énergie s’exprime
alors :

Ga = Gb =
P 2

e2
pWE ′

g̃ (x, cx, cy) (2.42)

La fonction de 3 paramètres g̃(x, cx, cy) peut se réduire à 2 paramètres, cx agissant
comme un décalage de la position de la pointe de fissure de x à x+ cx.

Ga = Gb =
P 2

e2
pWE ′

g̃ (x+ cx, cy) (2.43)

La configuration c (Fig. 2.10), cohérente avec la MLER, correspond à l’estimation du
taux de restitution d’énergie tel qu’effectuée au Chapitre 1.4.6. Dans ce cas, seule la
surface de la macro-fissure est considérée : le taux de restitution d’énergie critique de
cette configuration est obtenu en considérant cx = cy = 0 :

Gc =
P 2

e2
pWE ′

g̃ (x, 0) (2.44)

A rupture, Ga = Gb atteint une valeur critique Gf , correspondant au G̃ de la Section 2.2.1
et considérée comme une grandeur matériau. La configuration c se ramène quant à elle
à la valeur Gc = GC , mesurée dans le Chapitre 1.4.6. Du fait de l’égalité de la force à
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rupture PC dans les Éq. 2.43 et 2.44, il est possible d’écrire une relation sur ces taux :

Gf

g̃ (x+ cx, cy)
=

GC

g̃(x, 0)
(2.45)

Soit :

GC =
Gf g̃(x, 0)

g̃ (x+ cx, cy)
(2.46)

Si cx et cy restent petits, g̃(x + cx, cy) peut être approximé par ses dérivées au premier
ordre (notées ∂xg par rapport à la première variable et ∂yg par rapport à la deuxième).
On obtient ainsi la loi de similitude :

GC =
Gf

1 +
∂xg̃(x, 0)cx
g̃(x, 0)W

+
∂yg̃(x, 0)cy
g̃(x, 0)W

σNC =
σNf√

1 +
g̃(x, 0)W

∂xg̃(x, 0)cx + ∂yg̃(x, 0)cy

(2.47)

Celle-ci est compatible avec le cadre général proposé par Bazant et permet d’expliciter
W0 pour toutes les structures dans un cadre général à deux longueurs internes :

GC =
Gf

1 +
W0(x, cx, cy)

W

⇒ W0(x, cx, cy) =
∂xg̃(x, 0)cx + ∂yg̃(x, 0)cy

g̃(x, 0)
(2.48)

Les évolutions asymptotiques de GC et σNC restent également conservées : GC devient
constant quand la taille de la structure devient suffisamment grande devant W0 et pro-
portionnel à W pour des éprouvettes petites devant W0.

En présence de deux longueurs internes, plusieurs comportements peuvent être ob-
servés en fonction de la géométrie considérée :

— si ∂xg̃(x, 0) � ∂yg̃(x, 0) (ou inversement), l’influence d’une des longueurs devient
négligeable devant l’autre, quelle que soit la taille de la structure. Cela correspond
à des géométries pour lesquelles le gradient des champs mécaniques est plus im-
portant suivant une direction que l’autre. C’est par exemple le cas d’éprouvettes
entaillées en traction suivant la direction y, pour les lesquelles ∂xg̃ est plus impor-
tant que ∂yg̃.

— si ∂xg̃(x, 0) ≈ ∂yg̃(x, 0), l’influence des deux longueurs internes est comparable
et le comportement se ramène à la présence d’une unique longueur ∂xg̃(x, 0)cx +
∂yg̃(x, 0)cy donnant la bonne évolution pour toutes les structures validant cette
condition. Ce cas de figure est rencontré pour des structures dont les gradients
mécaniques sont équivalents selon les 2 directions (champs radiaux) pour la ma-
jeure partie des positions de la fissure x. Les éprouvettes CT et SENB, utilisées
lors de la campagne expérimentale, se situent plutôt dans cette catégorie.

Synthèse

Dans cette section, l’étude de l’influence de longueurs internes liées à l’architecture
sur les mécanismes de rupture a amené à la proposition d’un cadre général permettant
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d’obtenir les lois de similitude. Ce cadre introduit une ou plusieurs longueurs internes
caractérisant la taille de la zone non-linéaire en pointe de fissure et reliées aux carac-
téristiques géométriques de l’architecture. Ces longueurs ne sont ici pas définies direc-
tement à partir de paramètres de taille de l’architecture ou par la mesure directe de la
zone de non-linéarité, mais à travers leur influence sur le comportement mécanique glo-
bal et l’énergie dissipée par la propagation de la macro-fissure. Les conditions critiques
entraînant cette propagation sont complètement décrites à l’aide de :

— paramètres matériaux indépendants de la structure Gf , cx et cy, identifiables sur
les essais (le processus d’identification sera présenté en Section 2.3.6)

— paramètres d’essais, W et fonction g̃, indépendants du matériau et obtenus par
calcul linéaire élastique

Cette démarche a été présentée en présence de deux longueurs internes, ce nombre
pouvant être adapté afin de décrire au mieux les mécanismes de rupture rencontrés ex-
périmentalement. La configuration Linéaire Élastique Équivalente (LEE) utilisée doit
alors être adaptée à la réalité du matériau et l’hypothèse d’équivalence en champs loin-
tains vérifiée. L’identification des mécanismes et la vérification de la validité de ce cadre
d’analyse seront présentées dans la section suivante.

2.3 Application aux matériaux composites tissés
3D

2.3.1 Validité de l’application des modèles à longueurs internes

Avant d’appliquer la démarche présentée précédemment aux composites tissés 3D
il convient de vérifier que le cadre des modèles à longueurs internes est adapté à ces
matériaux. Une validation peut être effectuée à travers l’identification de la loi générale
proposée par Bazant pour des éprouvettes homothétiques (Éq. 2.25). Les paramètres
Gf et la taille de transition W0 peuvent être identifiés par linéarisation à partir de la
réécriture de l’Éq. 2.25 :

W

GC

=
1

Gf

W +
W0

Gf

(2.49)

La Fig. 2.12 présente le résultat de cette linéarisation sur les données expérimen-
tales. L’évolution générale de GC est cohérente avec la valeur moyenne identifiée sur
éprouvettes CT homothétiques et la dispersion observée (obtenue à partir des plus pe-
tites et plus grandes valeurs identifiées à propagation). Elles permettent de déterminer
pour les essais CT sur composite tissé 3D RCT1 désiquilibré une première estimation
de Gfet W0 = 27 mm (valeur spécifique à la géométrie CT) et confirment la validité du
cadre introduit précédemment.

Observation de zones d’écart à la linéarité par CIN

L’étude de zones non-linéaires de taille importante en pointe de fissure peut être ef-
fectuée grâce à l’analyse des données issues de la CIN. Du fait de la progression discrète
de la fissure, des cartes d’écart à la linéarité peuvent être obtenues entre deux points a
et b, durant la période de recharge amenant à une nouvelle propagation (voir Fig. 2.13).
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Fig. 2.12 – Identi�cation des paramètres de rupture sur éprouvettes CT

À cette fin, le champ de déplacement en fin de recharge est comparé à la prévision obte-
nue par évolution linéaire du champ en début de recharge. En effet, si le comportement
reste linéaire élastique, la forme des champs de déplacement reste inchangée lors des
périodes de charge et la valeur du déplacement en tout point évolue proportionnellement
à la force appliquée. Une prévision du champ de déplacement uLEb est alors réalisée en
fin de recharge à partir des données obtenues par CIN en début de recharge uCINa dans
le cas où le comportement resterait élastique entre les deux points :

uLEb = uCINa

Pb
Pa

(2.50)

La carte d’erreur à la linéarité est obtenue par comparaison de cette prévision au champ
de déplacement effectivement observé à l’instant b. Afin de pouvoir comparer les cartes
obtenues, l’erreur est adimensionnée à partir de la valeur maximale du déplacement
observée sur la fenêtre considérée.

erreurab(x) =

∣∣∣∣∣uCINb (x)− uLEb (x)

max
x

_uCINb (x)

∣∣∣∣∣ (2.51)

Cette démarche a été appliquée aux données expérimentales. Certains de ces résul-
tats sont présentés pour deux éprouvettes CT de facteur d’échelle 1.5 et 2.5. Des instants
de comparaison avant et après la première propagation ont été choisis : ils correspondent
à la mise en place des non-linéarités en pointe de fissure et à la propagation d’une fissure
déjà établie. Ces points sont représentés par les zones rouges en Fig. 2.13.

Les cartes d’erreur obtenues par cette approche sont présentées en Fig. 2.14 pour le
déplacement ux (direction de propagation de la fissure). Elles mettent en évidence des
écarts à la linéarité, principalement situés en pointe de fissure. Cette zone semble être
de forme oblongue, particulièrement pour la carte obtenue sur l’éprouvette de facteur
d’échelle 1.5 avant la première propagation. Ces résultats sont néanmoins soumis à
une forte variabilité et les résultats sont faiblement répétables selon les configurations
étudiées.
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Fig. 2.14 – Écart à la linéarité sur ux lors des phases de rechargement

Bien que cette étude mette en évidence la présence de non-linéarités en pointe de
fissure, son analyse plus précise se heurte à de nombreuses difficultés :

— La détermination de ces cartes d’erreur repose sur les valeurs des champs de dé-
placement obtenus pas CIN aux alentours de la fissure. Or les données obtenues
dans cette zone peuvent pâtir de difficultés de corrélation et doivent être mani-
pulées avec prudence. Ces difficultés nous ont amenés à adopter une approche en
champs lointains dans la section précédente.

— La mise en place de non-linéarités peut entraîner de fortes redistributions des
contraintes entre les points a et b, les champs de déplacement différant alors trop
pour fournir des cartes d’erreurs exploitables. Les intervalles [ab] ont donc été choi-
sis suffisamment réduits pour éviter ce phénomène. Cependant l’analyse manque
de robustesse et les cartes présentées ici correspondent à celles offrant les meilleurs
résultats.

— Du fait de ces redistributions, l’application au déplacement uy n’offre pas de ré-
sultats facilement exploitables, la forme des champs variant plus fortement que
pour ux lors du développement de la zone non-linéaire. Bien que les valeurs de uy
soient plus importantes et donc possiblement moins sensibles aux imprécisions de
mesures, son analyse ne permet pas de déterminer une taille de zone non-linéaire

En l’état, les conclusions doivent donc se limiter à la mise en évidence de non-linéarités
en pointe de fissure et éventuellement à remarquer (avec beaucoup de précautions) que
la zone de non-linéarité semble plus développée dans la direction x (direction de propa-
gation) que la direction y (direction normale à la fissure). L’identification de mécanismes
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de longueurs internes directement à partir de ces cartes de déplacement semble com-
promise et des analyses expérimentales complémentaires ont été mises en place afin
d’obtenir des informations plus précises sur les profils de fissure.

2.3.2 Mise en place de moyens expérimentaux complémen-
taires

Imagerie macroscopique du pro�l de �ssure

Afin d’étudier plus en détail la géométrie du profil de fissure, des images de ce pro-
fil après essai ont été obtenues sur des éprouvettes de facteur d’échelle 1, 1.5 et 2. Ces
éprouvettes ont été rechargées sur la machine de traction et l’essai a été poursuivi jus-
qu’à rupture complète des échantillons en deux parties séparées. Le profil de fissure
ainsi révélé a été l’objet d’une série de photographies macroscopiques. Un papier milli-
mètre a été placé sur chaque face de l’éprouvette (plan (xOy)) afin d’offrir une méthode
de calibration des longueurs.

Les images obtenues tout le long du profil ont ensuite été assemblées afin d’obtenir
une vue d’ensemble. L’assemblage a été réalisé à l’aide d’un algorithme d’assemblage de
panoramas, reposant sur la détermination de points communs aux images et permettant
de corriger la distorsion de la lentille.

Imagerie par microscopie électronique à balayage du pro�l de �ssure

Les caméras macroscopiques possédant une résolution limitée, des détails plus pré-
cis de la rupture des torons ont également été obtenus à l’aide d’un Microscope Élec-
tronique à Balayage (MEB). Les profils de fissure révélés par l’ouverture complète des
éprouvettes ont subi un dépôt de carbone à leur surface afin d’augmenter les niveaux de
contraste.

Ces images permettent d’obtenir une précision pouvant descendre à l’échelle des
fibres individuelles et d’étudier les mécanismes de rupture au sein même des torons.

Réalisation d’un essai de tomographie in situ

Afin d’examiner le développement de la macro-fissure au cours du processus de rup-
ture, un essai a été mis en place au sein d’un micro-tomographe à rayon X, avec l’aide
de Romain Bui et Joseph Henry de Safran Aircraft Engines.

Afin de pouvoir effectuer l’essai, un montage adapté a été développé pour les éprou-
vettes CT afin de satisfaire aux contraintes inhérentes au tomographe. Le montage re-
pose sur une machine de traction précédemment utilisée pour la réalisation d’essais de
traction sur éprouvettes lisses

Du fait des dimensions réduites de la chambre cylindrique accueillant l’essai, seule
une éprouvette de facteur d’échelle 0.75 a été testée. Afin d’assurer la qualité de l’image-
rie électronique, le montage transmettant l’effort ne peut pas être constitué d’acier dans
les zones proches de la mesure, la densité trop élevée de ce matériau perturbant les ré-
sultats. De plus, pour ne pas bloquer le passage des rayons-X vers la zone d’intérêt, l’axe
doit également occulter au minimum la zone centrale de l’éprouvette et ne pas posséder
d’arêtes marquées ou de surfaces planes pouvant induire des réflexions parasites.

Un premier dimensionnement, réalisé à l’aide d’un alliage d’aluminium courant a
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vette CT T0.75

mis en évidence des concentrations de contraintes trop importantes dans le pion et en
bord de trou au niveau d’effort devant être transmis, entraînant la plastification du
montage d’essai. La décision a dont été prise de réaliser le montage avec un alliage
aluminium 7449 de qualité aéronautique, possédant une limite d’élasticité supérieure à
la contrainte maximale de 600 MPa rencontrée dans le montage .

La réalisation d’une tomographie sur la fenêtre voulue avec une résolution de 30µm
par voxel nécessitant une acquisition de plus d’une heure, 7 acquisitions à différents ni-
veaux de déplacement imposé ont été planifiées, étalées sur deux jours, comprenant une
image de référence avant l’essai et des acquisitions durant la phase de charge initiale,
au pic d’effort et au cours de la propagation. Cependant, du fait des difficultés d’accès
à l’intérieur du tomographe et de l’absence d’affichage graphique permettant de suivre
l’évolution de la force et du déplacement en temps réel, l’essai a subi un problème de
glissement du montage , non identifié en début d’essai. Les premières tomographies ont
donc été réalisées avant la première propagation. Après interruption de l’essai et resser-
rage des mors, un point a été obtenu au pic d’effort et deux durant la propagation de la
fissure. Les positions relevées à la main des tomographies obtenues sont représentées en
Fig. 2.15 et superposées à la courbe Force/Déplacement de l’autre éprouvette CT T0.75
testée en condition normale (la courbe Force/Déplacement de l’essai sous tomographe
n’ayant pas pu être récupérée suite à un problème technique).

2.3.3 Mise en évidence d’une longueur de dégradation en avant
du front de �ssure

L’analyse des reconstitutions obtenues par tomographies-X permet d’observer la mise
en place volumique des mécanismes de fissuration et de préciser le scénario de rupture.
Les résultats de tomographie-Xe ont été traités à l’aide d’un filtre non-linéaire, de type
Block-Matching and 3D filtering (BM3D) [Luo et al., 2015], permettant de filtrer le bruit
et d’uniformiser les niveaux de luminosité de l’image. Une segmentation est ensuite
réalisée dans chaque plan (xOy) permettant d’identifier la macro-fissure ainsi que les
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fissures matricielles et décohésions adjacentes. Cette analyse confirme la présence d’une
zone de non-linéarités autour de la fissure principale, représentée en Fig. 2.16.

L’observation de coupes dans le plan (yOz) (épaisseur de l’éprouvette) au fur et à
mesure du passage de la fissure permet de mettre en évidence l’historique de fissuration
suivant (Fig 2.17 et 2.18) :

1. Plusieurs colonnes en avant du front de fissure : Apparition de décohésions diffuses
intra-torons et dans les poches de matrice (sans rupture de fibres) bien en avant
du front de fissure

2. Deux colonnes en avant du front de fissure : Décohésions d’interface entre les to-
rons de trame et de chaîne ou les torons de trame et les poches de matrices, suite
au réalignement de la trame. Ces décohésions apparaissent initialement dans les
zones de forte courbure des torons et amènent à l’apparition d’un réseau de fissures
en biais connectant les principales décohésions mais n’affectant pas les torons de
trame

3. Une colonne de torons de trame en avant du front de fissure : Des ruptures pré-
maturées de torons apparaissent une fois le réseau de décohésions installé. Une
partie importante des torons transmet encore la charge et la macro-fissure n’est
pas complètement établie

4. Après le front de fissure : Tous les torons sont rompus et un chemin de fissuration
traverse toute l’éprouvette dans l’épaisseur. Ce chemin se forme à partir du réseau
de fissures matricielles et de la position des ruptures prématurées de torons. Les
torons de trame sont extraits de la matrice les entourant (Pull-out) et les fissures
matricielles de part et d’autre de la fissure principale sont déchargées et se re-
ferment . Cette refermeture d’une partie des fissures justifie de l’intérêt d’un essai
de tomographie in situ.

Les fissures matricielles et les fissures transverses dans les torons de chaîne sont
peu énergétiques et diffuses. Les ruptures de torons de trame prématurées sont quant
à elles fortement énergétiques et peuvent entraîner d’importantes redistributions de
contraintes. De plus, elles sont intimement guidées par l’architecture du matériau : ces
ruptures partielles ne sont observées qu’au sein de la première colonne en avant du
front de la macro-fissure. Du fait de la tenue d’une partie des torons, les colonnes de
torons de trame situées plus en avant ne subissent pas un chargement suffisant pour
faire apparaître des ruptures partielles.

Ces observations mettent en évidence un phénomène de longueur interne tel qu’in-
troduit en Section 2.4.5, lié à une dégradation progressive en avant du front de fissure
(Fig. 2.18). La longueur interne cx sur laquelle intervient cette dégradation semble en
lien avec la distance entre les colonnes de torons.

2.3.4 Mise en évidence d’une épaisseur de �ssure

L’analyse des profils obtenus par imagerie macroscopique et MEB permet également
d’exhiber la présence d’une longueur matériau perpendiculaire au profil de fissure, in-
terprétable comme une notion d’épaisseur de fissure. Cette longueur se traduit par une
rupture des torons sur une distance caractéristique de part à d’autre du plan moye-
net leur pull-out de la matrice les entourant. Cette distance peut être caractérisée par
la mesure de la longueur maximale de pull-out des torons observables sur les images
macroscopiques du profil. Ces distances mesurées pour chaque toron et les distribu-
tions correspondantes sont présentées en Fig. 2.19 pour des éprouvettes CT de facteur
d’échelle 1, 1.5, et 2.
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Fig. 2.18 – Principe schématique du scénario de rupture et longueur interne associée
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cy 

Fig. 2.19 – Distribution de la distance de pull-out des torons sur des éprouvettes CT de taille T1,
T1.5 et T2

Les longueurs mesurées s’étalent sur des distances relativement importantes de part
et d’autre du profil moyen de fissure. Les moyennes obtenues ainsi que la distribu-
tion sont indépendantes de la taille de l’éprouvette considérée et dénotent la présence
d’un phénomène guidé par une longueur matériau liée à l’architecture. La distribution
semble bien décrite par une distribution gaussienne pour les trois tailles analysées.

On observe que la distance au plan moyen de rupture des fibres varie fortement au
sein d’un même toron (Fig. 2.20a et2.20b), le profil de fissure obtenu est donc complexe
et posséde plusieurs niveaux d’architecture : forme de la surface moyenne de fissure,
rupture des torons, ruptures des fibres individuelles au sein des torons. Le profil ar-
chitecturé résultant de ce mécanisme peut être comparé à ceux observés dans certains
cas sur composites stratifiés de carbone-epoxy [Pimenta and Pinho, 2014]. Ce caractère
architecturé, quasi-fractal, a été corrélé à l’apparition d’effets d’échelle (principalement
des effets d’épaisseur des plis pour les stratifiés) et des valeurs élevées de GC lorsque la
complexité de l’architecture de fissure augmente [Bullegas et al., 2016]. La bonne tenue
en traction (taux asymptotique Gf élevé) des composites tissés 3D étudiés ici pourrait
donc résulter de ce profil de fissure architecturé apparaissant naturellement du fait de
la micro-structure de ces matériaux.

2.3.5 Méthode d’identi�cation des longueurs cx et cy

Les longueurs internes maintenant mises en évidence doivent faire l’objet d’une iden-
tification afin (i) de comparer leur valeur d’un matériau à l’autre et éventuellement pré-
ciser leur variation avec l’architecture du matériau et (ii) de permettre l’utilisation des
modèles tels que présentés en Section 2.2 pour prévoir la rupture.

Deux approches sont possibles pour cette identification :
— Par mesure directe : Identifier les longueurs à partir de données mesurées expéri-

mentalement sur les profils de fissure
— Par identification inverse : Identifier les longueurs à travers leur influence sur le

comportement au sein d’un modèle décrivant la rupture (tel que celui introduit en
Section 2.2.4)

Les valeurs obtenues suivant ces méthodes sont a priori différentes mais devraient idéa-
lement être liées par une relation bijective, bien que celle-ci ne soit pas évidente dans
le cas général. L’application de ces méthodes d’identifications aux données d’essais est
discutée ci-dessous.
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(a) Vue MEB d’un toron rompu sur composite tissé 3D

(b) Rupture des fibres au sein d’un toron sur
composites tissés 3D

(c) Profil de rupture d’un stratifié
0-90 carbone-epoxy [Pimenta and
Pinho, 2014]

Fig. 2.20 – Comparaison du pro�l de rupture d’un toron et de la rupture d’un strati�é 0-90 de
carbon-epoxy

Identi�cation par mesure directe

L’identification par mesure directe peut être effectuée de plusieurs façons :

— Par mesure des mécanismes de rupture observés, tel que présenté précédemment :
Les longueurs cx et cy peuvent ainsi être définies respectivement par la distance
entre colonnes de torons sur laquelle intervient la rupture progressive et l’écart
type de la distribution gaussienne décrivant la distance de pull-out des torons.

— À l’aide de la localisation des positions de rupture obtenue par émission acous-
tique : Les méthodes de localisation d’évènements acoustiques ont été présentées
au Chapitre 1.4.6. Si le résultat possède une précision suffisante, les localisations
de ruptures de torons peuvent fournir une base à l’identification de longueurs in-
ternes [Saliba et al., 2016], notamment à travers l’utilisation de fonction de Ripley
[Gregoire et al., 2016]. La précision expérimentale insuffisante obtenue sur la lo-
calisation dans cette thèse ne nous a pas permis d’appliquer ces méthodes.

— À partir des données de corrélation d’images : l’identification des longueurs in-
ternes peut reposer sur les champs de déplacements obtenus par CIN [Wu et al.,
2011]. Si les résultats sont satisfaisants, la taille des zones d’écart à la linéarité
telle que déterminée en 2.3.1 peut être utilisée. Dans le cadre de ce travail, les
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données exhibent cependant une trop importante variabilité pour permettre l’ap-
plication de cette mesure.

Seule la mesure à partir de l’analyse des tomographies et des images MEB a été mise
en place dans le cadre de ce travail. Cependant, du fait de la démarche de modélisation
choisie et présentée en Section 2.4.5, les valeurs ainsi obtenues ne sont pas directement
utilisables dans les modèles ou dans les simulations numériques qui seront présentés au
Chapitre 3.4.4. Afin de pouvoir introduire ces longueurs dans les modèles, une méthode
d’identification inverse nous a semblé préférable.

Identi�cation inverse : détermination de la fonction g̃ à partir de la con�-
guration équivalente

L’identification des longueurs internes cx et cy est effectuée sur la base du modèle
présenté précédemment. Celui-ci introduit la notion de configuration Linéaire Élastique
Équivalente (Section 2.2.3) et la fonction g̃ intervenant dans l’Eq. 2.47. On rappelle que
cette fonction est une généralisation à deux variables de la fonction g intervenant dans
la décomposition de G. Elle traduit l’influence de la géométrie et des longueurs internes
dans la relation entre la force appliquée à l’éprouvette et le taux de restitution d’énergie.
Elle s’interprète également comme la variation de souplesse avec la position de la fissure
et les longueurs internes. Avant de pouvoir identifier les longueurs cx et cy, les valeurs
de g̃ et de ces dérivées doivent être obtenues par rapport à chacune des variables (x ou
x+ cx/W et y = cy/W ).

𝑐𝑥 

𝑐𝑦 

(a) Mise en place du calcul

𝒙 

𝒚 

Champ de contrainte 

sur configuration LEE 

(b) Champ contrainte obtenue par calcul li-
néaire élastique

Fig. 2.21 – Mise en place d’un calcul sur la con�guration équivalente pour l’interpolation de la
fonction g

Ces fonctions peuvent être interpolées sur des résultats numériques Force/Déplacement
obtenus pour plusieurs valeurs de x et y (c’est à dire de x, cx et cy) sur la configuration
LEE (présentée également en Fig. 2.21). L’énergie élastique de la structure U , le taux de
restitution d’énergie G̃, la fonction g̃ et ses dérivées sont alors respectivement obtenus
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Fig. 2.22 – Détermination des dérivées de la fonction g̃ par rapport aux paramètres de position
x et d’épaisseur y

par :

U(x, y) =
1

2
u(x, y)F (x, y) (2.52)

G̃(x, y) =
−1

epW

∆xU(x, y)

∆x
(à partir de l’Éq. 1.3 ) (2.53)

g̃(x, y) = E ′Wep
G̃(x, y)

F 2(x, y)
(à partir de l’Éq. 2.35) (2.54)

∂kg̃(x, 0)

g̃(x, 0)
=

∆kg̃(x, y)

g̃(x, 0)∆k
avec k = x ou y (2.55)

Les résultats de l’interpolation sont présentés en Fig. 2.22, pour la géométrie CT et
pour la géométrie SENB. Ces données sont comparées à celles issues des handbook, qui
permettent de remonter à la variation de la fonction g̃ avec la position de la fissure x
[Tada et al., 2000]. Les résultats obtenus sont en accord avec ceux de la littérature et
permettent de valider la méthode de calcul. La variation de g̃ en fonction la longueur
cx est similaire pour les CT et SENB. La variation de g̃ avec l’épaisseur cy est du même
ordre de grandeur pour les deux configurations, mais supérieure à celle en cx dans le
cas de l’essai CT et inférieure dans celui de l’essai SENB. Cette différence entraîne une
variation plus importante duGC apparent avec la longueur interne cy sur les éprouvettes
CT que sur les éprouvettes SENB (Éq. 2.47).

Une fois les valeurs de g̃ déterminées, les longueurs cx et cy et le taux de restitution
asymptotique Gf peuvent être identifiés sur les données d’essai à partir de la formule de
la loi de similitude (Éq. 2.47), comme présenté dans la section suivante sur le composite
tissé 3D RCT1.

2.3.6 Identi�cation des paramètres de rupture sur compo-
sites tissés 3D RCT1

L’identification des paramètres de rupture cx, cy et Gf peut être réalisée par le biais
d’une minimisation entre les valeurs de GC apparent mesurées expérimentalement pour
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Fig. 2.23 – Variation du ratio ∂yg/∂xg avec x pour
les essais CT et SENB
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Fig. 2.24 – Identi�cation des paramètres de
rupture sur CT par linéarisation (Éq. 2.57)

chaque configuration et celles obtenues à l’aide de l’équation l’Éq. 2.47.a. L’identification
peut également être effectuée à partir d’une régression linéaire sur les données expéri-
mentales. Cette approche possède l’avantage d’assurer l’unicité du jeu de paramètres
identifiés. Pour le cas du modèle à plusieurs longueurs internes, l’Éq. 2.47 peut être
réécrite sous une forme linéaire, suivant la même approche qu’en Section 2.3.1.(

g̃(x, 0)W

∂xg̃GC

)
=

1

Gf

(
g̃(x, 0)W

∂xg̃

)
+
cx + cy ∂yg̃/∂xg̃

Gf

(2.56)

Y (x) =
1

Gf

X(x) +
ceq(x)

Gf

(2.57)

La longueur ceq est une longueur équivalente définie à partir de cx et cy en fonction
de la géométrie de l’éprouvette étudiée (à travers la fonction g̃) : ceq = cx + cy ∂yg̃/∂xg̃.
Elle permet de ramener le comportement à celui d’un modèle à une variable pour une
géométrie donnée. Notons que cette longueur dépend également de la position x de la
fissure car le ratio des dérivées partielles de g̃ est, sauf cas particulier, une fonction de
x. Cependant pour les géométries CT et SENB étudiées ici, ce ratio reste relativement
constant au cours de la propagation (Fig. 2.23). La valeur de ce ratio dépend de l’essai,
avec une valeur d’environ 1.25 pour les CT et 0.55 pour les SENB.

La linéarisation est alors appliquée aux données de chaque essai. La pente de la
régression doit être identique pour les deux géométries et permet de déterminer Gf et
les pentes à l’origine égales à ceq/Gf . L’utilisation des données expérimentales sur deux
géométries différentes permet de séparer les valeurs cx et cy par résolution du système :

cCTeq = cx + 1.25cy (2.58)
cSENBeq = cx + 0.55cy (2.59)

(2.60)

À l’aide des paramètres identifiés, les évolutions de GC prévues par le modèle sont
présentées en Fig. 2.25 et comparées avec les données d’essai. De plus, ces valeurs sont
du même ordre de grandeur que les longueurs caractéristiques observées en Section
2.3.6.
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Fig. 2.25 – Comparaison du GC apparent expérimental et obtenu à l’aide de l’Éq. 2.47 après
identi�cation

Synthèse

Dans cette section, nous avons mis en évidence la validité du cadre des modèles à lon-
gueurs internes pour décrire la rupture des composites tissés 3D. Une étude plus précise
des mécanismes à l’œuvre, notamment à l’aide de l’imagerie du profil de fissure et d’un
essai sous tomographe, a permis de mettre en évidence la présence de deux longueurs
internes. Les mécanismes associés à celles-ci sont conformes avec le cadre théorique in-
troduit en Section 2.4.5. Les paramètres de longueurs internes cx et cy identifiées sur
les données expérimentales sont proches des distances mesurées grâce à l’analyse des
profils de fissure. Le modèle reproduit bien les évolutions de GC observées au cours de
la campagne expérimentale.

Cette analyse confirme l’importance de l’influence des longueurs internes sur le com-
portement des composites tissés 3D à l’échelle considérée. Les conséquences de cette
influence seront étudiées plus en détail dans la section suivante.

2.4 Conséquences de la rupture non linéaire sur le
comportement

L’influence des longueurs internes sur la valeur apparente de GC a été étudiée dans
les sections précédentes et remet notamment en cause son indépendance à la géométrie
et la taille de la structure et donc son caractère matériau. Mais l’influence de ces lon-
gueurs internes peut également être étudiée à partir des autres grandeurs mécaniques :
Force/Déplacement, champs mécaniques, courbe-R, relation à l’architecture du maté-
riau. La compréhension et la prise en compte de ces comportements peut permettre
d’obtenir une meilleure robustesse des futures méthodologies de dimensionnement en
composite tissé 3D ou, de manière plus générale, de déceler si des longueurs internes
influencent ou non la rupture.
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2.4.1 Sur les courbes Force/Déplacement

Comme précisé en Section 2.1.3, dans le cadre de la MLER, les résultats Force/Déplacement
sur des éprouvettes de tailles différentes peuvent être obtenus par homothétie des courbes,
avec un facteur d’homothétie égal à la racine carrée du ratio de la taille des deux éprou-
vettes. En présence de longueurs internes, cette loi de similitude n’est plus vérifiée et
les courbes Force/Déplacement à rupture ne sont plus aussi facilement déterminées à
partir de celles obtenues sur une taille d’éprouvette donnée.

Une loi de similitude sur la force P peut cependant être trouvée à partir de la loi
de similitude sur GC et de la formule de la MCM (utilisée pour l’estimation de GC en
Section 1.1.2), qui fait intervenir la force à rupture PC :

GC(x,W ) =
Gf

1 +
∂xg̃

g(x)

cx
W

+
∂yg̃

g(x)

cy
W

=
P 2
C

2Wep

dS

dx
(x) (2.61)

La formule de la souplesse fait intervenir sa dérivée par rapport à la position x de
la fissure dS/dx. La détermination de cette dérivée nécessite une interpolation de la
souplesse, dont la formulation choisie en Section 1.3.3 est rappelée ici :

S(x) =
S0

(xm − x)χ
∂S

∂x
=

χS0

(xm − x)χ−1
(2.62)

Les observations expérimentales sur la souplesse ont permis de déterminer que celle-ci
variait peu avec la taille de la structure (Section 1.4.1). L’interpolation est donc effectuée
à partir de n’importe quelle taille d’éprouvette ou obtenue par calculs éléments finis. En
isolant PC dans l’équation l’Éq. 2.61, on détermine alors les valeurs à rupture de la force
P et du déplacement u de géométrie et de taille quelconque.

PC(x,W ) =

√√√√√ 2WepGf (xm − x)χ−1

S0χ

(
1 +

∂xg̃

g(x)

cx
W

+
∂yg̃

g(x)

cy
W

) (2.63)

uC(x,W ) = S(x)PC(x,W ) =

√√√√√ 2WepGfS0(xm − x)−χ−1

χ

(
1 +

∂xg̃

g(x)

cx
W

+
∂yg̃

g(x)

cy
W

) (2.64)

Les courbes Force/Déplacement ainsi obtenues à partir de Gf , cx et cy identifiés pré-
cédemment sont présentées en Fig. 2.26 et comparées avec les données issues de la
campagne expérimentale. Une bonne cohérence est observée avec les essais. Cette ap-
proche permet donc d’estimer les valeurs de force à rupture à partir de la connaissance
des paramètres de rupture et de la souplesse de la structure.

2.4.2 Sur la courbe R

Dans la loi de similitude sur GC (Éq. 2.47), le taux de restitution d’énergie critique
dépend des propriétés matériau (Gf , cx, cy), de l’essai réalisé (W et fonction g̃), mais
également de la position de la pointe de fissure au sein de l’éprouvette (grandeur adi-
mensionnée x = a/W ). Il est probable que la valeur de GC estimée ne soit pas constante
mais évolue au fur et à mesure de l’essai. Cette évolution prend en compte, de manière
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Fig. 2.26 – Comparaison des courbes forces déplacement expérimentales et du modèle (Éq. 2.64
et 2.64)

naturelle, les effets d’interaction avec les bords ou la modification des gradients en cours
d’essai à travers les variations de la fonction g̃ et ses dérivées.

Dans le cas des essais CT et SENB, les ratios ∂kg̃/g̃ augmentent avec x (Fig. 2.22),
ce qui accroît l’influence des longueurs internes et fait chuter la valeur de GC en cours
d’essai (Éq. 2.47). Les courbes de résistance ainsi obtenues sont présentées en Fig. 2.27
et comparées avec les données expérimentales. Bien que le modèle semble bien décrire
le comportement observé, une détermination plus précise de la chute de GC en bout
d’éprouvette doit faire l’objet d’une confirmation expérimentale. La mise en évidence de
cette baisse de tenue au voisinage des bords ou d’une variation forte de GC en cours
d’essai liée à une variation des gradients sur des configurations particulières, permet-
trait d’offrir une nouvelle confirmation du cadre d’analyse et de conforter l’identification
proposée.

L’étude de l’impact des longueurs internes sur la courbe-R se limite ici au régime sta-
bilisé de propagation. On peut s’attendre à ce que ces longueurs influencent également
la phase de mise en place de la fissure décrite en Section 1.4.2. Une relation pourrait
exister entre cx et la longueur initiale de propagation nécessaire à la mise en place de la
fissure (durant laquelle GC augmente avant d’atteindre le régime stabilisé). Cependant,
aucune variation cohérente de cette distance de mise en place n’est observée expéri-
mentalement (voir Section 1.4.2) et cette question reste encore un sujet ouvert pour les
composites tissés 3D, pouvant faire l’objet de futures études.

2.4.3 Sur les champs mécaniques

Dans le cas de modèles de rupture en l’absence de longueurs internes (MLER, plasti-
cité, endommagement local etc.), les champs mécaniques conservent la même forme lors
d’une modification homothétique de l’éprouvette, du fait des lois de similitude existantes
(voir Section 2.1.2). La valeur de ces champs à rupture évolue comme une puissance de
la taille W de l’éprouvette. La contrainte en tout point évolue par exemple en 1/

√
W

dans le cadre de la MLER et reste la même quel que soit W en plasticité.
Dans le cadre d’un modèle à longueurs internes, ces évolutions ne sont plus appli-
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Fig. 2.27 – Prise en compte de l’in�uence de la longueur interne sur le taux de restitution d’énergie
critique GC

cables. La forme du champ est modifiée avec la taille de l”éprouvette et la loi en puis-
sance deW sur les valeurs n’est plus respectée. Cependant des comportements généraux
peuvent être déterminés :

— Au voisinage de la pointe de fissure, l’effet des longueurs internes et leur interac-
tion avec les gradients mécaniques modifient la forme des champs de contrainte,
d’importantes redistribution pouvant s’effectuer.

— Loin de la fissure, l’effet des longueurs internes sur la forme des champs diminue
(bien que leur valeur soit encore modifiée). Les champs mécaniques exhibent à
nouveau une distribution identique quel que soit W , qui se rapproche de celle obte-
nue en absence de longueurs internes. Cette homothétie des formes des champs est
uniquement observable pour des éprouvettes suffisamment grandes. Les champs
de contrainte σC et de déformation εC à rupture évoluent alors de la même manière
que la contrainte nominale σNC (Éq. 2.47.b) :

σC(x, y,W ) =
σC(x, y,W →∞)√
1 +

g(x)W

∂xg̃cx + ∂yg̃cy

(2.65)

Cette réflexion peut être confirmée par l’analyse des données issues de la CIN. Les
champs de déformation εyy observés sur éprouvettes CT T1 et T2 sont présentés en
Fig. 2.28. En tout point (x, y) de l’éprouvette, le rapport εC(x, y,WT2)/εC(x, y,WT1) est
calculé. Un rapport moyen de 0.85 est observé, i.e. 0.85εC(x, y,WT1) ≈ εC(x, y,WT2). Cette
valeur se situe de manière cohérente entre 1 (attendu pour de petites éprouvettes, loi de
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similitude en contrainte) et 1/
√

2 (attendu pour de grandes éprouvettes, loi de similitude
de la MLER). Une carte d’erreur sur la forme des champs peut être obtenue à partir de
la formulation :

erreur(x, y) =
0.85εC(x, y,WT1)− εC(x, y,WT2)

max εC(x, y,WT2)
(2.66)

CT T1 ε
y

CT T2 ε
y

Erreur ratio 0.85
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Fig. 2.28 – Comparaison des champs de déformation obtenus par CIN sur éprouvettes CT T1 et
T2

La carte d’erreur présentée en Fig. 2.28 semble confirmer que les champs de déforma-
tion conserve la même forme loin de la fissure quelle que soit la taille. Cette hypothèse
et l’Éq. 2.65 sont par contre mises en défaut au voisinage de la pointe de fissure, du fait
des redistributions locales créées par les longueurs internes. Cette analyse en pointe
de fissure doit cependant être menée de façon prudente, les données de CIN subissant
d’importantes décorrélations autour de la pointe de fissure.

Le facteur multiplicatif de εC(x, y,WT2)/εC(x, y,WT1) = 0.85 observé expérimentale-
ment loin de la fissure entre les deux tailles peut être comparé avec celui prévu par le
modèle :

εC(x, y,WT2)

εC(x, y,WT1)
=

√√√√√√√
1 +

g(x)WT1

∂xg̃cx + ∂yg̃cy

1 +
g(x)WT2

∂xg̃cx + ∂yg̃cy

=

√
WT1

WT2

GC(WT2)

GC(WT1)
= 0.76 (2.67)

Cette valeur prévue de 0.76 n’est pas strictement égale au 0.85 observé expérimenta-
lement mais peut être considérée suffisamment proche compte tenue de l’imprécision
existant sur les données de CIN et du fait que seules deux éprouvettes et une position de
fissure ont été analysées. Une étude plus approfondie de toutes les données disponibles
permettrait une plus juste appréciation de cette valeur et une correction des hypothèses
de l’Éq. 2.65 le cas échéant.

2.4.4 Relation entre les paramètres de rupture et l’architec-
ture du matériau

L’identification de paramètres présentée précédemment a été effectuée sur le RCT1
pour lequel le plus grand nombre de configurations d’essais était disponible. Il est ce-
pendant attendu que les paramètres obtenus soient liés à l’architecture du matériau :
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RCT Gf/G
RCT1
f ceq/c

RCT1
eq Gf/RCT ceq/dist colonne

RCT1 1 1 7.95 -
RCT2 1.95 0.88 8.80 -
RCT3 5.78 3.45 19.52 -

Table 2.1 – Évolution des paramètres de la rupture avec le RCT sur composites tissés 3D

Gf doit évoluer avec le RCT et cx et cy sont possiblement dépendants des paramètres du
tissage.

Lors de la campagne expérimentale, des essais ont également été réalisés sur RCT2
et RCT3 avec respectivement deux et trois configurations différentes (Tableau 1.1). Bien
que l’utilisation de seulement deux configurations (variation de taille ou de géométrie)
reste faible afin d’identifier de manière robuste les trois paramètres de rupture, une
estimation peut être effectuée sur ces architectures dans l’attente de données expéri-
mentales supplémentaires.

L’exercice peut se réduire à l’identification d’une unique longueur interne en consi-
dérant que cy est faible et/ou que ∂xg̃ ≈ ∂yg̃ sur les essais CT et SENB. Pour rappel,
∂xg̃ = ∂yg̃ = 1.25 sur CT et 0.55 sur SENB, néanmoins, cet exercice permet une pre-
mière compréhension des phénomènes. On identifie alors sur les essais une longueur
ceq ≈ cx + cy. L’évolution des paramètres obtenus pour les différents RCT disponibles est
présentée en Tableau 2.1 et en Fig. 2.29. La valeur de Gf a été rapportée au taux de
fibres dans la direction correspondante afin de mettre en évidence une éventuelle évo-
lution linéaire avec celui-ci. La longueur ceq est également rapportée à la distance entre
les colonnes de trame du tissage.

Les résultats obtenus donnent des évolutions cohérentes entre les RCT1 et 2 : la
valeur de Gf évolue relativement linéairement avec le taux de fibres et les valeurs de
longueurs internes estimées sont du même ordre de grandeur, pour des paramètres de
tissage équivalents. Une forte différence de comportement est cependant observée avec
les résultats sur RCT3 : les valeurs de Gf et ceq sont ici bien plus élevées et ne satisfont
pas une évolution linéaire avec les paramètres du tissage. Cependant, cette identifica-
tion reste en l’état imprécise sur si peu d’essais et l’estimation de GC pour des ratios
chaîne/trames élevés reste expérimentalement difficile.
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Fig. 2.29 – Valeurs du ratio GC/% de �bre et de ceq sur les 3 RCT étudiés

Des études complémentaires devront être menées pour confirmer ou infirmer ces ten-
dances. A terme, une bonne compréhension du lien entre les paramètres de l’architec-
ture et ceux caractérisant la rupture pourrait permettre de fournir une estimation de
GC à partir des propriétés du tissage et ainsi estimer par extrapolation la rupture des
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forts RCT pour lesquels les données expérimentales de propagation de fissure contrôlée
s’avèrent difficiles à obtenir.

2.4.5 Résumé des principales conséquences pour le dimen-
sionnement de pièces en composite tissé 3D

Ce chapitre et les résultats expérimentaux ont montré que la présence de phéno-
mènes non-linéaires, s’opérant sur une zone dont la taille est influencée par une ou
plusieurs longueurs internes, modifie le comportement vis-à-vis de la rupture. Les prin-
cipales conclusions pratiques sont donc rappelées ici :

— Variation de GC : le taux de restitution d’énergie critique GC n’est plus un pa-
ramètre matériau. Il s’agit d’une grandeur apparente dont la valeur évolue selon
l’essai réalisé (taille, géométrie), au même titre que le sont classiquement la force
à rupture PC ou le déplacement uC . Il en va de même pour le facteur d’intensité de
contrainte critique apparent KC . Leur détermination sur un essai ne suffit pas à
caractériser la rupture tant que, sur les éprouvettes considérées, les distances sur
lesquelles varient les champs mécaniques ne sont pas largement supérieures aux
longueurs internes.

— Caractérisation de la rupture : Une caractérisation complète de la propagation
de fissure dans ces matériaux nécessite au moins 2 paramètres : un taux de restitu-
tion d’énergie asymptotique Gf , valeur observée sur des éprouvettes suffisamment
grandes (comportement tendant vers la MLER), et au moins une longueur interne
traduisant la taille caractéristique des mécanismes de fissuration.

— Analyse des profils de fissure, mécanisme de longueur interne : L’analyse
des profils de fissure met en évidence un mécanisme d’épaisseur de fissure et un
mécanisme de dégradation en avant du front, tous deux guidés par les paramètres
de tissage. Cependant, ces observations sont effectuées pour corroborer les hypo-
thèses du modèle. Les longueurs mesurées à partir de cette analyse ne peuvent
pas être directement utilisées dans le modèle. Ces longueurs décrivent géométri-
quement le profil, alors que cx et cy introduites dans les équations sont définies au
travers de leur influence sur la réponse mécanique globale et de l’énergie dissipée.

— Méthode d’identification des paramètres : Identification de l’ensemble de pa-
ramètres ne peut être obtenue qu’à partir d’éprouvettes de tailles et de géomé-
tries différentes. Pour identifier de manière robuste trois paramètres Gf , cx et cy,
il semble raisonnable d’utiliser au moins quatre configurations différentes, afin
d’avoir des données de validation, par exemple deux tailles et deux géométries dif-
férentes.

— Apport d’un modèle à deux longueurs internes : Le modèle présenté dans
ce chapitre utilise deux longueurs internes, suivant deux orientations matériau.
Ces longueurs sont nécessaires pour (i) rendre compte des deux mécanismes dis-
tincts introduisant des longueurs internes, (ii) permettre une bonne modélisation
du comportement quel que soit le chargement considéré. Cependant, dans le cadre
des géométries CT et SENB étudiées, les gradients sont suffisamment proches pour
se ramener en première approche à une unique longueur interne ceq = cx + cy.

— Dimensionnement conservatif sur les valeurs de GC : La détermination de
valeurs de GC sur des éprouvettes de laboratoire est a priori conservative par rap-
port aux valeurs sur structures réelles. En effet, la valeur de GC augmente avec la
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taille des éprouvettes, ou plus précisément avec la longueur sur laquelle varie les
champs mécaniques. Les valeurs obtenues sur des petites éprouvettes fournissent
donc une borne inférieure aux valeurs de GC observées sur des éprouvettes plus
grandes (si la forme des gradients reste suffisamment proche). Si Gf a été identi-
fié, cette valeur fournie également une borne supérieure de GC .

— Utilisation pour le pré-dimensionnement : Les techniques de dimensionne-
ment reposant sur une valeur de GC à rupture peuvent être appliquées à condition
d’utiliser le taux apparent déterminé à l’aide de l’Éq. 2.47. L’utilisation de cette
équation nécessite l’obtention des valeurs de g̃ et de ses dérivées à partir de la
configuration équivalente, à l’aide de calculs élastiques (voir Section 2.3.5). La va-
leur GC obtenue n’est valable que pour une géométrie, taille d’éprouvette, position
et direction de propagation de la fissure donnée.

— Utilisation au sein de simulations numériques : La prise en compte de ces
mécanismes de longueurs internes s’avère nécessaire à une bonne description de la
rupture des composites tissés 3D. Ces mécanismes doivent donc être intégrés dans
les simulations numériques, de manière cohérente avec le modèle décrit en Section
2.4.5 afin d’assurer la représentativité des résultats. Un parallèle clair doit être
établit entre les paramètres Gf , cx et cy et ceux introduits dans les modèles utilisés
pour la simulation par éléments finis.
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Conclusion
Ce chapitre décrit le cadre théorique de modélisation mis en place afin de décrire le

comportement à la rupture des matériaux composites tissés 3D, en prenant en compte
les effets d’échelle et de géométrie mis en évidence lors de la campagne expérimen-
tale. La démarche appliquée repose sur l’utilisation de modèles à longueurs internes :
ces longueurs définissent une zone non-linéaire de taille caractéristique en pointe de
fissure, correspondant à la taille des mécanismes participant à la mise en place de la
macro-fissure. Ces longueurs se retrouvent ainsi guidées par l’architecture du matériau
et constituent des paramètres caractéristiques identifiables à partir des données expé-
rimentales.

Un modèle à plusieurs longueurs a été mis en place, permettant de décrire la rupture
des composites tissés 3D. Ce modèle repose sur une configuration équivalente linéaire
élastique, plus facile à manipuler que la configuration réelle de la fissure et produisant
les mêmes effets que la fissure réelle loin de celle-ci. Cette démarche a permis d’obtenir
une loi de similitude donnant l’évolution de GC pour n’importe quelle géométrie et taille
de structure.

Appliqués aux composites tissés 3D, deux mécanismes de longueurs internes ont été
exhibés, cohérents avec ce cadre théorique : (i) une longueur de dégradation en avant du
front de la macro-fissure cx, guidée par la distance entre les colonnes de trame et (ii) une
épaisseur de fissure cy, guidée par la distance de rupture des torons de part et d’autre
du plan moyen de la macro-fissure. L’identification du modèle sur les données d’essais
permet alors de caractériser la rupture à l’aide de trois paramètres :

— cx et cy, les deux longueurs internes caractérisant la taille des mécanismes de rup-
ture et liées aux paramètres du tissage.

— Gf , taux de restitution d’énergie critique asymptotique obtenu pour des éprou-
vettes sur lesquelles la taille des gradients mécaniques est très grande devant les
longueurs internes.

Ce modèle permet de décrire les évolutions de GC observées expérimentalement et
de rendre cohérents les essais réalisés sur éprouvettes CT et SENB. Des études complé-
mentaires sur d’autres géométries d’éprouvettes pourraient être réalisées afin de valider
la capacité du modèle à décrire tout type de singularité.

Enfin, les conséquences de ces mécanismes ont été étudiées plus en détails, notam-
ment sur les forces à rupture, courbes-R et champs mécaniques. L’évolution des para-
mètres de rupture avec les propriétés du tissage a également été discutée et des études
supplémentaires doivent être mises en place afin d’obtenir une connaissance plus pré-
cise du lien entre l’architecture du matériau et les paramètres cx, cy et Gf .

Le modèle mis en place dans ce chapitre permet de poser un cadre théorique adapté,
fournit de nombreuses informations sur le comportement du matériau vis-à-vis de la
rupture et peut servir d’outil de pré-dimensionnement. Cependant, pour les besoins in-
dustriels de dimensionnement de pièces complexes à rupture, cette approche reste limi-
tée. Elle doit faire l’objet d’un transfert vers des méthodes de simulations numériques,
offrant des capacités de calcul plus adaptées à la réalité des problèmes industriels. Ce
transfert sera l’objet du chapitre suivant.



Chapitre 3
Simulation de la rupture dans les modèles
d’endommagement

Résumé
Dans ce chapitre, différentes approches numériques sont étudiées afin de retranscrire

les effets mis en évidence dans les deux premiers chapitres. Les simulations numériques
effectuées dans le chapitre reposent sur le formalisme de l’endommagement continu.

Ce formalisme sera présenté dans la première section, ainsi que les spécificités du
modèle Onera Damage Model pour les Composites à Matrice Organique (ODM-CMO)
utilisé par la suite. Cette partie présentera également la notion d’adoucissement et ces
conséquences sur la perte de robustesse des simulations numériques.

La seconde partie introduira plusieurs méthodes de régularisation afin de pallier
cette perte de robustesse : modèles à endommagement retardé, méthodes Crack-Band,
Non-Local et Phase-Field. Les détails de l’application au modèle utilisé et l’implémenta-
tion de ces méthodes seront présentés.

En troisième partie, ces méthodes seront appliquées sur des cas tests numériques et
afin d’évaluer leur comportement pratique et d’estimer leur capacité à retranscrire les
effets d’échelle observés expérimentalement.

Suite à cette étude, la description de la rupture des composites tissés 3D sera effec-
tuée à l’aide d’un modèle Non-Local. Celui-ci sera étudié plus en détails dans la dernière
section de ce chapitre. Une identification des paramètres du modèle sera proposée, per-
mettant une comparaison entre les données expérimentales et les résultats de simula-
tion numériques.
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Introduction

3.1 Les modèles d’endommagement continu

3.1.1 Présentation du formalisme de l’endommagement continu

Les modèles d’endommagement continu ont été développés afin de décrire la détério-
ration progressive du matériau précédant la création d’une macro-fissure. Ils traduisent
l’apparition irréversible de micro-défauts et de cavités, phénomènes par nature discrets,
en conservant le formalisme des milieux continus. Ces phénomènes sont principalement
appréhendés à travers le comportement du matériau (relation σ − ε).

Le formalisme de l’endommagement continu repose sur la description de l’état local
du matériau par des variables internes d’endommagement, notées Di, traduisant l’état
de dégradation progressive des propriétés mécaniques. Cette démarche a été initiale-
ment proposée en 1958 par [Kachanov, 1958] et enrichie depuis [Lemaitre and Cha-
boche, 1994]. Classiquement, le formalisme repose sur l’écriture d’un potentiel thermo-
dynamique faisant intervenir les variables d’endommagement et duquel vont dériver
les lois d’état. En négligeant l’influence de la température, l’état local du matériau est
défini par la déformation ε et les variables d’endommagement, notées Di. Le potentiel
d’énergie libre de Helmholtz s’écrit alors :

ρψ = ρψ(ε, Di) (3.1)

À partir de ce potentiel, sont obtenues les lois d’état qui permettent de définir les va-
riables associées à chacune des variables d’état : σ pour la déformation ε et Yi les forces
thermodynamiques pour les variables d’endommagement Di.

σ = ρ
∂ψ

∂ε
, Yi = −ρ ∂ψ

∂Di

(3.2)

Le modèle reste thermodynamiquement admissible tant que la dissipation intrin-
sèque volumique est positive, c’est à dire [Lorentz, 2008, Lemaitre and Chaboche, 1994] :

YiḊi = −ρ ∂ψ
∂Di

Ḋi ≥ 0 (3.3)

L’évolution des variables internes étant généralement définie à partir des forces ther-
modynamiques Yi à travers un potentiel de dissipation φ (Éq. 3.4), cette condition est
assurée si le potentiel de dissipation φ choisi est convexe.

Ḋi =
∂φ(Yi)

∂Yi
(3.4)

Les modèles d’endommagement continu offrent ainsi un cadre général dont la validité
thermodynamique est assurée. Ils permettent de décrire un grand nombre de phéno-
mènes et peuvent être adaptés à de nombreux matériaux. Différentes formulations ont
ainsi été proposées, notamment pour décrire le comportement des composites stratifiés
[Ladeveze and LeDantec, 1992, Allix et al., 1996, Maimi, 2006, Maimí et al., 2007, Lapc-
zyk and Hurtado, 2007, Meer and Sluys, 2009]. Ces modèles sont également particu-
lièrement adaptés à la description du comportement des matériaux composites tissés
3D. Du fait de leur caractère fortement architecturé à l’échelle mésoscopique (échelle du
tissage), ces matériaux exhibent des mécanismes d’endommagement diffus, bien repré-
sentés par les modèles d’endommagement continu.
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3.1.2 Les spéci�cités du modèle ODM-CMO

Afin de répondre aux spécificités des matériaux composites, et particulièrement des
tissés 3D, le modèle Onera Damage Model pour les Composites à Matrice Organique
(ODM-CMO) a été développé au sein de l’Onera [Laurin, 2015]. Il fait, depuis plusieurs
années, l’objet d’enrichissements successifs et a été appliqué à la modélisation :

— d’éprouvettes élémentaires en traction monotone [Marcin, 2010]

— d’essais de fatigue sur éprouvettes élémentaires [Rakotoarisoa, 2014]

— de la compression de structures composites [Hurmane et al., 2016]

— des impacts basse vitesse / basse énergie [Elias, 2015]

— de la fatigue incrémentale [Angrand, 2016]

— du matage des assemblages [Mounien, 2017]

— de la ruine de structures complexes aéronautiques [Garcia, 2019]

Le modèle reprend le cadre des modèles d’endommagement continu présenté précédem-
ment. Il est formulé en déformation totale (les forces motrices sont comme précédem-
ment fonctions de ε). Cependant ce modèle possède certaines spécificités méritant d’être
soulevées afin de prendre en compte leur influence lors de la mise en place de méthodes
de régularisation, qui sera présentée en Section 3.2.

Principe général du modèle :

Ce modèle a été développé pour permettre une application en bureau d’études et une
identification des paramètres à partir des campagnes d’essais à la disposition des indus-
triels. Afin d’être représentatif des nombreux mécanismes d’endommagement présents
dans les CMO tissés 3D, le modèle doit proposer une importante diversité dans les phé-
nomènes modélisés tout en conservant une complexité maîtrisée. Le choix de l’échelle
macroscopique apparaît alors pertinent afin de permettre un transfert vers l’industrie
tout en limitant la complexité des calculs sur des structures complètes. À cette échelle, le
choix d’un modèle d’endommagement continu se justifie d’une part par la richesse offerte
par ce cadre de modélisation et, d’autre part, par la présence de nombreux endommage-
ments diffus, favorisés par la nature hétérogène du matériau à l’échelle inférieure.

L’endommagement est introduit dans le modèle de manière phénoménologique, c’est
à dire à travers son influence et non pas par le biais de grandeurs physiques quanti-
fiables : sa définition ne repose donc pas sur une valeur mesurée expérimentalement
(par exemple la densité de fissures). Cette mesure serait par ailleurs délicate à mettre
en place à l’échelle macroscopique sur un matériau tissé 3D, une grande partie des mé-
canismes d’endommagement trouvant leur origine à l’échelle mésoscopique voire micro-
scopique. Les variables d’endommagement sont donc introduites à travers leurs effets
sur le comportement global.

Cadre thermodynamique :

Le modèle n’est pas écrit dans le cadre thermodynamique standard : les forces mo-
trices de l’endommagement ont été découplées des forces thermodynamiques et sont
définies de manière ad-hoc. Contrairement au cadre général présenté précédemment,
ces forces ne dérivent pas du potentiel. Ce choix a été effectué afin d’offrir une plus
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grande latitude dans la description des mécanismes et de représenter l’importante va-
riété d’endommagements observée dans les composites tissés 3D. Dans ce cas, l’admissi-
bilité thermodynamique doit être vérifiée afin de s’assurer que la dissipation reste posi-
tive. Il convient de noter que le modèle a été écrit afin de garantir la thermodynamique
de manière simple.

Variables d’endommagement :

Pour certains matériaux tels les composites à matrice céramique, dans lesquels l’orien-
tation de l’endommagement est pilotée par le chargement, les variables d’endommage-
ment peuvent être décrites à l’aide de tenseurs d’ordre 2 ou 4 [Ladevèze et al., 1994,
Maire and Lesne, 1998, Desmorat et al., 2018]. Néanmoins ce formalisme souffre d’une
grande complexité et de difficultés d’interprétation des résultats. Afin de permettre une
approche simplifiée, le modèle ODM-CMO repose sur les constats expérimentaux obte-
nus pour les tissés 3D à matrice organique : en effet, les endommagements sont dans
notre cas fortement orientés par l’architecture [Laurin, 2015]. Le comportement peut
ainsi être correctement décrit à l’aide d’un petit nombre de variables scalaires, orientées
suivant les directions principales du matériau (chaîne, trame et hors plan).

Les variables d’endommagement sont catégorisées en fonction des mécanismes sous-
jacents et du scénario progressif illustré en Fig. 3.1 :

1. Viscoélasticité / Variables microscopiques δi : Dès le début du comportement,
un comportement visco-élastique est observé au sein de la matrice. Celui-ci est
décrit par des variables δi, associées à l’échelle microscopique et activées en début
de calcul.

2. Fissurations matricielles / Variables mésoscopiques di : Les premières pertes
de rigidité conséquentes sont observées à partir d’une valeur de déformation cri-
tique et sont attribuées à la création de fissures matricielles et de décohésions to-
ron/matrice ou entre torons. Elles sont décrites par les variables di. Ces variables
induisent une chute de rigidité, mais leur évolution est saturée afin d’empêcher
tout comportement adoucissant.

3. Rupture des torons / Variables macroscopiques Di : Finalement, la rupture
des torons entraîne l’apparition d’une macro-fissure et la perte de rigidité complète
du matériau.

Par soucis de simplicité, les variables microscopiques δi, qui possèdent un effet faible en
comparaison de celui induit par les variables di et Di, seront négligées dans ce travail.

Tenseurs d’e�et de l’endommagement formulés en souplesse :

Afin de décrire précisément l’influence des mécanismes sur la réponse locale, les va-
riables d’endommagement sont reliées à la contrainte via des tenseurs des effets. Du fait
de la forte anisotropie du matériau et des orientations assignées aux variables (tradui-
sant des endommagements suivant les directions matériaux), leurs effets sont fortement
anisotropes et doivent affecter un nombre limité de coefficients. Afin de faciliter la ma-
nipulation de ces tenseurs et leur interprétation, le choix a été fait de les écrire comme
une augmentation de la souplesse, affectant uniquement certains des termes dans le
repère matériau. La contrainte s’exprime alors :

σ = S−1 : ε =
(
S

0
+
∑

dihi +
∑

DiH i

)−1

: ε (3.5)
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Fig. 3.1 – Scénario d’endommagement et variables internes du modèle ODM-CMO

avec S la souplesse effective, S
0

la souplesse initiale et h
i
,H

i
des tenseurs des effets des

endommagements sur la souplesse effective du matériau.
La rupture totale est obtenue lorsque la contrainte devient localement nulle, c’est à

dire que S devient infinie. Dans cette formulation, les variables d’endommagement ne
varient donc pas entre 0 et 1, comme classiquement pour les modèles formulés en rigi-
dité, mais entre 0 et +∞. Cette spécificité du modèle ODM-CMO peut avoir des consé-
quences lors de l’application de certaines méthodes de régularisation présentées en Sec-
tion 3.2. On peut notamment signaler que l’endommagement n’est plus borné et que
celui-ci ne pouvant pas atteindre +∞, une rigidité résiduelle reste toujours présente.

Pour permettre une interprétation plus intuitive des valeurs d’endommagement, une
variable indicatrice est fournie à l’aide de la transformation :

dE =
d

1 + d
⇔ d =

dE
1− dE

(3.6)

La variable dE ainsi obtenue, variant entre 0 et 1, s’interprète de la même façon que les
variables des modèles écrits en rigidité, les deux approches étant strictement équiva-
lentes dans un cas à une dimension (le parallèle n’étant pas exact en 3D).

Phénomènes pris en compte :

Du fait des évolutions successives, le modèle ODM-CMO complet intègre la descrip-
tion d’un grand nombre de mécanismes. Une liste rapide est présentée ci-dessous (pour
plus de détails, se référer à [Laurin, 2015]) :

— Comportement visqueux de la matrice : la contribution visqueuse est nécessaire à
la prise en compte des effets de vitesse et des effets de fluage. La démarche choisie
utilise une formulation visco-élastique spectrale. Elle repose sur la décomposition
en mécanismes visqueux élémentaires possédant des temps caractéristiques et des
pondérations différentes.

— Déformations résiduelles de cuisson : l’influence de la relaxation des contraintes
de cuisson est prise en compte par l’introduction de déformations résiduelles per-
manentes après création des premières fissures matricielles. Elles permettent de
décrire les déformations résiduelles non négligeables observées après décharge.
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— Ouverture et la fermeture progressives des fissures : l’endommagement agit de
manière unilatérale sur la dégradation des propriétés. Il a été constaté expérimen-
talement une restauration des propriétés en compression et en cisaillement sur
les composites tissés. Le module de Young est cependant recouvré progressivement
pour des raisons numériques : afin de décrire ce passage progressif d’un état à
l’autre, une fonction de fermeture ηi est introduite. Elle évolue continûment d’une
valeur 0 (fissure fermée) à 1 (fissure ouverte) sur un intervalle de part et d’autre
de ε = 0.

— Déformations positives : le modèle fait l’hypothèse que seules les déformations po-
sitives sont susceptibles de générer de l’endommagement. Ces déformations sont
obtenues en conservant uniquement les parties positives des déformations prin-
cipales. Afin de faciliter le calcul des dérivées pour l’obtention des matrices tan-
gentes, une version approximée de cette définition a été proposée [Hurmane et al.,
2016].

— Résolution implicite / matrices tangentes : le modèle a été implémenté dans des
codes de calculs implicites (Z-set, Abaqus Standard). Une attention particulière a
donc été portée sur le calcul des matrices tangentes afin de permettre une bonne
convergence des calculs.

3.1.3 Modèle simpli�é utilisé dans ces travaux

Dans le cadre de ce travail de thèse, l’objectif principal reste d’étudier la robustesse
numérique de la propagation d’une macro-fissure et de retranscrire les effets observés
expérimentalement. La prise en compte de l’ensemble des phénomènes évoqués précé-
demment n’est donc pas nécessaire et une version simplifiée du modèle est utilisée, le
reste des mécanismes ayant fait l’objet de thèses préalables.

Ainsi, le modèle se concentre sur les variables des macro-endommagements Di dans
le plan et l’influence éventuelle des variables di. L’influence de la viscosité n’est pas
considérée. Comme les cas de chargements se limitent pour l’instant à des chargements
de traction dans l’une des directions principales du matériau (principalement la trame
pour pouvoir confronter les résultats de simulations et expérimentaux), les variables
d’endommagement sont réduites à une variable d et une variable D dans la direction de
sollicitation. Dans un souci de simplicité, les déformations résiduelles sont également
négligées et la fonction d’ouverture/fermeture de la fissure est supposée instantanée et
décrite par une fonction créneau.

Ces simplifications permettent une mise en place plus robuste du modèle et une di-
minution du temps et du coût des calculs. Néanmoins les principes généraux restent les
mêmes de sorte que les conclusions obtenues puissent être étendues au modèle complet.
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Sous ces conditions, les équations décrivant le modèle sont :

Loi de comportement :
σ(ε, d,D) = K(ε, d,D) : ε

Rigidité effective :
K(ε, d,D) = (S0 + dh+DH)−1

Forces motrices de l’endommagement :

y(ε) =
1

2
ε+ : λ : ε+ et Y (ε) =

1

2
ε : Λ : ε

Loi d’évolution de d et saturation :

f(ε) = dc

[
1− exp

(
−
<
√
y −√y0 >+√

yC

)p]
Loi d’évolution de D :

F (ε) =

(
<
√
Y −

√
Y0 >+√

YC

)P

Évolution positives :
d = max

τ<t
f(ε(t)) et D = max

τ<t
F (ε(t))

(3.7)

Les paramètres matériaux consistent alors en : le tenseur de souplesse élastique S0,
les tenseurs d’effets h etH, les tenseurs λ et Λ intervenant dans la définition des forces
motrices , les seuils d’endommagement y0 et Y0, la valeur de saturation de l’endommage-
ment matriciel dc ainsi que les paramètres de cinétique yc, YC , p et P . La notation < . >+

désigne la partie positive au sens des crochets de Macaulay.
Afin de faciliter les futures comparaisons énergétiques, il est souhaitable que le mo-

dèle conduise à une densité volumique d’énergie de rupture erupt finie. Pour une traction
monotone dans un cas 1D, cette densité est équivalente à :

erupt ∼∞
∫ ∞
ε0

E0ε

1 + hdc +H
(√

Y−
√
Y0√

YC

)P dε (3.8)

Cette intégrale ne converge vers une valeur finie que pour des valeurs de P > 2, une
valeur P = 3 a donc été fixée. Dans ce cas, une expression analytique de erupt peut être
obtenue en une dimension.

3.1.4 Conséquences de l’adoucissement

Les variables de macro-endommagement, représentant la rupture des torons de fibres
et actives en phase (3) du comportement (Fig. 3.1), introduisent un comportement adou-
cissant : il se traduit par une diminution de la contrainte lorsque la déformation aug-
mente. En une dimension, cet adoucissement s’écrit donc :

ε̇σ̇ ≤ 0 (3.9)

Un critère suffisant d’adoucissement peut être trouvé pour des problèmes à deux ou trois
dimensions, sous la forme [Hill, 1958] :

ε̇.σ̇ = ε̇ :
∂σ

∂ε
: ε̇ ≤ 0 (3.10)
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On peut également tenter de caractériser l’adoucissement en vérifiant l’inégalité 3.9
termes à termes. Cependant, le critère n’est alors pas conservé par changement de base
contrairement à celui proposé par Hill.

La présence d’un comportement adoucissant entraîne une perte de régularité et une
mauvaise définition du problème d’endommagement continu, soulevées dès la mise en
place du formalisme de l’endommagement continu [Hill, 1958]. Cette mauvaise défini-
tion est due à la perte d’un certain nombre de conditions nécessaires à l’unicité de la
solution [Benallal et al., 1993, Forest and Lorentz, 2004] et en particulier à la perte
d’ellipticité des équations en quasi-statique. Cette invalidité a des répercussions impor-
tantes sur le problème continu et sa mise en place numérique, notamment :

— Perte d’unicité de la solution : Du fait de la présence de l’adoucissement, l’uni-
cité de la solution n’est plus assurée. Afin d’illustrer ce phénomène il est possible de
prendre l’exemple d’une barre unidimensionnelle de taille L et de section constante
soumise à un déplacement imposé u, illustrée en Fig. 3.3. Localement, le compor-
tement suit une loi triangle telle que présentée en Fig. 3.2. L’équilibre mécanique
divσ = 0 se traduit par une contrainte σ constante dans toute la barre. Localement,
il n’y a pas unicité de la déformation ε satisfaisant cette valeur de contrainte (Fig.
3.2) : deux valeurs ε1 et ε2 sont admissibles. Au niveau de la barre, il y donc, en
tout point, deux valeurs de déformations possibles et donc une infinité de champs
de déformation satisfaisants l’équilibre mécanique global (bien que ces solutions
introduisent des discontinuités de contrainte). Supposons qu’il existe une unique
zone de taille l pour laquelle ε = ε1, le reste de la barre exhibant une déformation
ε2 = 1− ε1 (Fig. 3.3). Les solutions du problème en fonction des valeurs de l et de u
sont présentées en Éq. 3.11.

σ1 = σ2 u = lε1 + (L− l)ε2 ε1 =
L− l − u
L− 2l

ε2 =
u− l
L− 2l

(3.11)

On voit que selon la longueur l, le comportement global peut être modifié de ma-
nière significative. De plus, la zone 1 peut être découpée en un ensemble d’inter-
valles de longueur cumulée l. L’existence de tels points de bifurcation entre plu-
sieurs solutions est généralisable aux cas 2D et 3D.

— Localisation de la déformation : Dans l’exemple précédent, la zone endom-
magée peut tendre vers 0, entraînant ainsi une très forte localisation de la dé-
formation. Cette localisation représente une solution de plus faible énergie et est
privilégiée d’un point de vue variationnel. Elle coïncide avec l’apparition de bandes
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de discontinuité [Hill, 1962, Deü, 1997]. Sous certaines conditions, évoquées en
Section 3.3.1, ces discontinuités ne peuvent pas se propager et la déformation va
effectivement s’accumuler dans une zone d’épaisseur nulle. En pratique, lors de
l’usage d’une approximation par éléments finis sous ces conditions, ce phénomène
se traduit par une concentration de la déformation sur une bande dont la largeur
correspond à un unique élément (ou point d’intégration) : on observe l’apparition
d’une bande de localisation.

— Perte de la convergence au maillage / Énergie dissipée nulle : Du fait de
la localisation, l’énergie dissipée par la mise en place de la fissure est obtenue en
intégrant la densité d’énergie de rupture erupt sur l’épaisseur de la bande endom-
magée. Avec le raffinement du maillage, cette énergie et le volume endommagé
tendent vers 0 et une fissure peut ainsi s’installer sans dissipation d’énergie.

Udiss =

∫
Bande

eruptdΩ −→
Bande→0

0 (3.12)

Ce résultat contrevient à la condition de convergence au maillage, fondamentale au
formalisme des éléments finis. Non seulement la solution obtenue numériquement
avec une discrétisation spatiale plus fine ne converge pas vers une solution unique
du problème continu, mais la solution obtenue n’est pas admissible physiquement.

— Instabilité du problème global : La localisation de l’endommagement compro-
met également la stabilité du comportement global. Dans l’exemple de la barre
homogène, lorsque la longueur de la zone endommagée diminue, une plus grande
partie de l’éprouvette se retrouve en décharge élastique. Cela se traduit par une
chute de la courbe Force/Déplacement de plus en plus brutale (Fig. 3.4). Lorsque
la bande devient trop petite, une solution n’est possible qu’en revenant à un dé-
placement plus faible : on observe alors un phénomène de snap-back (Fig. 3.6).
Bien que ce phénomène possède parfois un vrai sens physique, il est ici nourri
par la localisation de la déformation. Dans ce cas, sur des structures complexes
sous chargement statique, la résolution à déplacement imposé croissant nécessite
un saut de solution, difficile à atteindre numériquement. La convergence ne peut
être atteinte de proche en proche qu’en autorisant localement une diminution du
déplacement imposé combinée avec une méthode de résolution adaptée (méthode
à longueur d’arc par exemple) ou en autorisant une résolution dynamique pour
bénéficier d’une régularisation inertielle.

Fig. 3.5 – Localisation de l’endommagement
et dépendance au maillage

Fig. 3.6 – Instabilité du problème global et
phénomène de snap-back
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— Dépendance à la mise en données : De manière générale, tous ces éléments
entraînent une complète dépendance du résultat à l’ensemble des paramètres du
maillage. Du fait de la localisation préférentielle de l’endommagement sur une
bande d’éléments, la direction de la fissure se retrouve généralement guidée par
l’orientation du maillage et non pas par le chargement mécanique. La résolution
amène alors en un comportement non-physique, comme c’est par exemple le cas
pour un problème symétrique avec un maillage non-symétrique (Fig. 3.5). De sur-
croît, la réponse macroscopique peut varier considérablement en fonction de la
mise en données, jusqu’à avoir un impact sur le régime de propagation (stable,
instable).

Synthèse

Le formalisme des modèles d’endommagement continu présenté ici est un puissant
outil pour décrire le comportement non-linéaire d’une importante gamme de matériaux,
dont les composites tissés 3D à matrice organique. La multiplicité des phénomènes pou-
vant être pris en compte a ainsi permis depuis plusieurs années le développement du
modèle ODM-CMO à l’Onera, adapté aux composites à matrice organique. Ce modèle a
en particulier été validé sur un grand nombre de cas de chargements et appliqués à des
structures industrielles complexes.

Cependant, la dégradation finale du matériau est, dans ces modèles, introduite par le
biais d’un comportement adoucissant. Cet adoucissement est la source de problèmes qui
compromettent la bonne utilisation de ces modèles pour décrire l’apparition de macro-
fissures et leur propagation. De fait, les pertes de robustesse et de représentativité ob-
servées peuvent entraver leur transfert vers les bureaux d’études industriels. Afin de
pallier ces difficultés, des méthodes dites de régularisation ont été introduites dans les
modèles d’endommagement continu. Elles visent à retrouver la bonne régularité des
équations et en particulier l’unicité de la solution, l’indépendance au maillage et une
délocalisation de l’endommagement. Ces méthodes seront présentées dans la section
suivante et appliquées à la version simplifiée du modèle ODM-CMO présentée.

3.2 Les méthodes de régularisation numérique
Les méthodes de régularisation évoquées ici reposent sur trois approches :

— le contrôle de l’énergie dissipée : cette approche assure le contrôle de l’énergie
nécessaire à la propagation de fissure et son indépendance aux paramètres du
maillage et de chargement. C’est le cas des méthodes Crack-Band et Phase-Field.

— le contrôle de l’étalement de l’endommagement : afin de pallier le phénomène de
localisation, certaines méthodes introduisent un étalement forcé de l’endommage-
ment, souvent à travers un opérateur spatial ou l’introduction de terme de gradient
au sein des équations (Non-Local et Phase-Field).

— le contrôle de la vitesse d’évolution de l’endommagement : le comportement est
dans ce cas dépendant de la vitesse de chargement et la mise en place de la fissure
est retardée ou bornée, entraînant également une délocalisation de l’endomma-
gement. Ces modèles, visco-endommageables ou Taux Limité, sont généralement
pensés pour des cas dynamiques mais ont été appliqués à la régularisation de pro-
blèmes quasi-statiques.
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Plusieurs de ces approches peuvent être utilisées de façon conjointe. Les différentes mé-
thodes évoquées seront présentées par la suite et appliquées au modèle ODM simplifié.

D’autres approches existent aussi afin de décrire de manière robuste l’endommage-
ment et la rupture, plus ou moins proches du formalisme des modèles d’endommage-
ment : second gradient [Mindlin, 1965], XFEM [Moës et al., 1999], Phantom Node [Chen
et al., 2014], Thick level Set [Lé et al., 2018] etc. Elles n’ont pas été retenues ici, de part
l’absence de travaux préliminaires, leur difficulté de mise en place ou pour se concentrer
sur des méthodes applicables en bureau d’étude.

3.2.1 Modèle d’endommagement retardé : visco-endommagement
et Taux limité

Présentation

Une des approches utilisée pour retrouver la régularité du problème continu est l’in-
troduction d’une dépendance temporelle au sein de la loi d’évolution de l’endommage-
ment : on parle alors de modèle de visco-endommagement, d’endommagement retardé
ou d’effet retard [Needleman, 1988, Ladeveze and LeDantec, 1992]. Ces modèles font in-
tervenir selon les implémentations un paramètre de viscosité, un temps caractéristique
ou un taux d’endommagement maximal.

Ce paramètre, qui introduit une dépendance temporelle, offre des possibilités de cor-
respondance avec une longueur caractéristique lors d’une utilisation dans un cas dy-
namique, à travers la vitesse de propagation des ondes élastiques [Suffis et al., 2003].
Le paramètre introduit est alors considéré comme un paramètre matériau. Dans un
cas quasi-statique, cette correspondante est plus critiquable, le sens physique de cette
grandeur temporelle n’étant pas correctement défini. Ces modèles ont cependant été
appliqués au cas quasi-statique, du fait de leur importantes propriétés régularisantes
et de leur simplicité de mise en œuvre dans les codes éléments finis. Le paramètre de
temps caractéristique revêt alors un caractère purement numérique et est choisi de ma-
nière à permettre une délocalisation de l’endommagement et une bonne convergence
des calculs, tout en restant suffisamment faible pour ne pas introduire une dissipation
numérique trop importante.

En fonction du type de mise en œuvre choisie, ces modèles restituent la bonne défi-
nition du problème continu [Deü, 1997]. En particulier, les équations deviennent hyper-
boliques et permettent de retrouver l’unicité de la solution. L’introduction d’un retard
à l’endommagement entraînant une délocalisation, on retrouve la propriété de conver-
gence au maillage et une indépendance à celui-ci pour une discrétisation spatiale suf-
fisamment fine. Enfin, l’effet visqueux empêche les sauts de solution et améliore forte-
ment la convergence des calculs.

Mise en place sur le modèle simpli�é

En plus de leurs bonnes propriétés mathématiques, ces modèles sont généralement
faciles d’implémentation. Ils se contentent de modifier la fonction d’évolution de l’en-
dommagement, celle-ci ne s’écrivant plus sur D mais sur Ḋ. Deux catégories de modèles
sont utilisées par la suite.

— Le modèle Effet Retard/Visco-endommagement, faisant intervenir un simple
retard à l’évolution de l’endommagement, qui peut être interprété comme un re-
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tard visqueux [Ladeveze and LeDantec, 1992]. Le modèle fait intervenir un temps
caractéristique τ et l’équation locale d’évolution de D devient alors :

Ḋ =
1

τ
(F (ε)−D) (3.13)

— Le modèle à Taux Limité, qui borne la vitesse d’évolution de l’endommagement
[Deü, 1997, Allix et al., 2003]. On introduit alors deux paramètres caractéristiques,
τ = 1/Ḋmax et un paramètre a contrôlant l’activation de la régularisation. L’équa-
tion d’évolution de l’endommagement s’écrit dans ce cas :

Ḋ =
1

τ

(
1− e−a<F (ε)−D>+

)
(3.14)

Ces méthodes de régularisation ont été initialement introduites pour des modèles
écrits avec des variables évoluant entre 0 et 1. Dans le cas d’un modèle de type ODM-CMO,
où les variables d’endommagement varient entre 0 et +∞, les résultats peuvent être si-
gnificativement différents. Afin de se rapprocher de l’écriture classique, la régularisation
peut être effectuée sur DE puis la variable D est calculée :

FE =
F

1 + F
→ ḊE = f(FE −DE)→ D =

DE

1−DE

(3.15)

Pour une écriture de type visco-endommagement, des différences de résultats sont ob-
servées mais le fonctionnement général reste le même en quasi-statique et aucune des
deux écritures (sur D ou sur DE) ne semble être préférable à l’autre. Lors d’une régula-
risation Taux Limité, de grandes différences de comportement sont observées entre les
deux écritures. En effet, dans le cas de D variant entre 0 et +∞, Ḋ varie de manière ex-
ponentielle en absence de régularisation. Le choix d’une valeur limite Ḋmax (et donc de
τ ) devient alors difficile : si celle-ci est trop élevée, la régularisation entre en jeux après
la perte de la majeure partie de la rigidité et ne permet pas de délocaliser. Au contraire,
si la valeur est trop faible, D est freinée de manière trop importante et localement le
comportement n’atteint jamais une rigidité nulle. L’endommagement se propage alors
rapidement à la quasi-totalité de l’éprouvette pour satisfaire les conditions de charge-
ment. L’utilisation d’un taux limité sur une variable d’endommagement non bornée doit
donc être proscrite et l’écriture sur DE sera utilisée par la suite.

Formulation explicite à partir d’un schéma de Newton implicite

L’évolution de D n’est plus obtenue explicitement mais nécessite la résolution d’une
équation différentielle, le plus souvent réalisée à partir d’un algorithme de Newton lo-
cal. Cependant dans le cas d’un modèle à endommagement retardé classique (visco-
endommageable), une formulation directe peut être obtenue à partir d’un schéma d’Eu-
ler implicite :

Ḋi =
Di −Di−1

∆t
=

1

τ
(F (ε)−Di) (3.16)

Di = Di−1 +
∆t

τ + ∆t
(F (ε)−Di−1) (3.17)

Une formulation explicite a également été proposée pour la forme en taux limité [Des-
morat et al., 2010]. Elle est obtenue en dérivant par rapport au temps la relation d’évo-
lution du taux limité pour obtenir une équation du second ordre en Ḋi. En prenant la
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solution la plus faible (la plus élevée donnant souvent des valeurs de Ḋi supérieures à
1/τ ), on obtient :

Ḋi =
A

2aτ∆t

(
1−

√
1− 4

B

A2

)
avec : A = a∆t+ τ + a∆tτ Ḟ (3.18)

B = a∆tτ(a∆tḞ + τ ḋi−1) (3.19)

On peut notamment vérifier le bon comportement de la formule quand Ḟ est grand.
On a alors :

A ∼ a∆tτ Ḟ ; B ∼ a2∆t2τ Ḟ donc Ḋ =
Ḟ

2

(
1−

√
4

τ 2Ḟ

)
∼ 1

τ
(3.20)

Cependant, dans le cadre de notre implémentation, le résultat obtenu à l’aide de la
formulation explicite n’est pas toujours en accord avec celui obtenu lors de l’utilisation
d’une méthode de Newton-Raphson locale. Ces différences sont présentées sur des ré-
sultats de simulation en Fig. 3.7. On observe une saturation de l’endommagement lors
de l’utilisation de la formulation explicite, qui entraîne une divergence sur la courbe
contrainte/déformation. La valeur de Ḋ ne respecte plus formellement l’équation d’évo-
lution du taux limité (Éq. 3.14). Ce comportement peut être quantifié par l’erreur entre
la consigne et la valeur de Ḋ, dans notre cas erreur = (ḊE − 1/τ(1 − e−a(FE−DE)))/ḊE.
Celle-ci augmente de manière continue avec l’évolution de l’endommagement, en par-
ticulier lorsque les pas de temps sont petits. Ce comportement n’a pas été observé de
manière systématique et ses causes n’ont pas été formellement identifiées. On peut ce-
pendant remarquer que lorsque le pas de temps diminue :

A ∼
∆t→0

τ ; B ∼
∆t→0

a∆tτḊ donc Ḋi ∼
∆t→0

Ḋi−1 (3.21)

Contrairement à la formulation explicite obtenue sur le modèle visco-endommagé,
l’équation discrétisée temporellement ne semble plus tendre vers l’équation continue
lorsque ∆t tend vers 0. Ḋ parait ne plus dépendre de la vitesse de chargement et des
paramètres τ et a. En absence d’une compréhension plus précise des résultats obtenues
avec la formulation explicite dans le cadre de notre implémentation, celle-ci a été aban-
donnée au profit de l’utilisation d’une méthode de Newton-Raphson locale.
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Fig. 3.7 – Erreur de la résolution explicite du taux limité sur DE



Chapitre 3. Simulation de la rupture dans les modèles d’endommagement 125

3.2.2 Crack Band

Présentation

L’utilisation des modèles Crack Band a été initialement introduite pour les bétons
afin de traiter le problème de diminution de l’énergie dissipée avec le raffinement du
maillage et l’impossibilité de faire coïncider les modèles d’endommagement continu avec
les approches énergétiques reposant sur GC [Bažant, 1982]. La méthode tire parti de
la localisation de l’endommagement sur une unique bande d’éléments pour contrôler
l’énergie dissipée par cette bande. Elle a depuis été appliquée à la modélisation de l’en-
dommagement des composites [Lapczyk and Hurtado, 2007, Maimí et al., 2007, Pinho,
2005].

Lors de l’utilisation d’une régularisation Crack Band, le comportement local en chaque
point de Gauss est modifié en prenant en compte une longueur d’épaisseur caractéris-
tique de l’élément LC de manière à contrôler l’énergie dissipée. Cette approche impose
que la densité d’énergie de rupture erupt soit finie (ce qui n’était pas le cas pour un mo-
dèle de type ODM-CMO avec une puissance P ≤ 2). Les valeurs des paramètres de la loi
d’endommagement sont fixées de manière à vérifier :

erupt =
GC

LC
(3.22)

On peut noter que la méthode Crack Band n’est pas en soi une méthode de régularisa-
tion. Cette méthode corrige uniquement le problème de dépendance à la taille de maille
en introduisant GC dans les équations. Cependant, cette méthode n’est définie et intro-
duite qu’au niveau des éléments finis et n’a pas d’équivalent pour le problème continu.
Il n’y a donc pas de réelle notion de convergence au maillage puisqu’il n’y pas de solution
continue correspondante. De plus, les problèmes de non-unicité et d’instabilité globale
ne sont a priori pas résolus. La dépendance aux paramètres généraux du maillage reste
importante : en particulier il n’a aucune assurance que l’endommagement s’installera
effectivement sur une unique bande d’éléments et la direction de la fissure reste pilotée
par l’orientation du maillage.

Calcul de la longueur

Le calcul de la longueur caractéristique LC de l’élément dans la direction normale
à la surface de fissure est un élément essentiel de la bonne mise en place de la mé-
thode Crack Band. Ce problème reste délicat lorsque l’orientation de la fissure n’est pas
connue a priori. Cependant, dans le cadre des modèles de type ODM-CMO, pour les-
quels les variables d’endommagement sont assignées aux directions matériau et donc
connues à l’avance, cela revient à calculer la longueur caractéristique de l’élément se-
lon les directions principales du matériau. Pour des soucis de simplicité de notation, on
suppose ici que les directions principales {1, 2, 3} coïncident avec les axes {Ox,Oy,Oz}
et les longueurs correspondantes sont notées Lx, Ly et Lz.
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re

Fig. 3.8 – Crack Band : Longueur caractéristique

La longueur Lx associée à D1 est alors
définie, comme présenté en Fig. 3.8, par :

Lx = moyenne
(y,z)∈S

{L(y, z)} (3.23)

— L(y, z) la longueur traversant l’élé-
ment au point (y, z)
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— S l’ensemble des points (y, z) pour
lesquels L(y, z) n’est pas nulle, c’est
à dire faisant partie de la projection
de l’élément sur le plan (yOz)

Cette équation se réécrit en faisant in-
tervenir le volume V de l’élément :

Lx =
1∫
S
dS

∫
S

L(y, z)dS =
V

S
(3.24)

Afin d’obtenir Lx, il faut donc déterminer la projection de l’élément dans le plan nor-
mal à la direction souhaitée. Les maillages utilisés sont obtenus par extrusion d’élé-
ments 2D suivant la direction Oz, les projections d’éléments c3d6 et c3d8 dans les plans
Oxz et Oyz sont rectangulaires de largeur ep (épaisseur de l’élément). Lx est alors obte-
nue par :

Lx =
V

ep(ymax − ymin)
(3.25)

Pour une direction n quelconque ne coïncidant pas avec le repère global, Ln est obtenu
grâce à la projection des coordonnées s de chacun des nœuds de l’élément :

Ln =
V

ep(
∣∣s− 〈s|n〉n∣∣

max
−
∣∣s− 〈s|n〉n∣∣

min
)

(3.26)

Mise en place sur le modèle simpli�é

La méthode Crack Band a fait l’objet d’implémentations sur des lois permettant un
contrôle simple de erupt, parmi lesquelles les lois triangles [Lapczyk and Hurtado, 2007].
Dans le cas des modèles de type ODM-CMO et pour P = 3 fixé, erupt est contrôlé par 2
paramètres : Y0 (déterminé à partir du seuil d’endommagement ε0) et YC (vitesse d’évo-
lution de l’endommagement). Avec deux paramètres, on choisit donc de satisfaire les
deux contraintes suivantes :erupt(YC , Y0) = GC

LC
Contrôle de la densité volumique d’énergie dissipée

max
ε
{σ(ε, YC , Y0)} = σmax Contrôle de la contrainte maximale

(3.27)
Pour un modèle de type ODM-CMO, cette résolution s’avère plus délicate que dans

le cas d’une simple loi triangle. Si des expressions analytiques de erupt et σmax peuvent
être trouvées en unidimensionnel, celles-ci sont plus complexes à obtenir dans le cas 3D.
La détermination des paramètres est alors effectuée numériquement en début de calcul.
Des exemples des formes de lois d’évolution obtenues sont présentés en Fig. 3.9.
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Fig. 3.9 – Modi�cation du comportement local contrainte/déformation avec la méthode Crack-
Band sur le modèle ODM-CMO

Plusieurs phénomènes, inhérents à l’utilisation du Crack-Band ou propres à son ap-
plication au modèle ODM-CMO, peuvent compromettre son utilisation comme méthode
de régularisation :

— Dans le cas d’ODM-CMO, la modification des paramètres d’adoucissement peut
modifier le comportement avant adoucissement et donc la réponse globale même
dans des zones non adoucissantes comme illustré en Fig. 3.9

— Il existe des valeurs minimales et maximales de erupt pour lesquelles un jeu de
paramètres (YC , Y0) satisfaisant peut être trouvé. Dans notre cas, l’intervalle des
valeurs admissibles de erupt s’étale sur un ordre de grandeur. À GC fixé, la taille de
maille doit donc être comprise dans un intervalle relativement restreint.

— Plus les éléments sont petits, plus la densité volumique d’énergie à dissiper est im-
portante. Pour de petits éléments, elle n’est alors totalement dissipée que pour des
valeurs de déformation extrêmement élevées, qui ne sont pas forcément atteintes
lors du calcul, entraînant une erreur sur le GC apparent.

Détails de la méthodologie

Dans la pratique, la mise en place de la méthode Crack-Band s’effectue de la façon
suivante :

1. L’utilisateur fournit des valeurs de GC et σmax à respecter et des valeurs initiales
pour Y0 et YC

2. Les longueurs caractéristiques Li sont calculées suivant les directions des variables
d’endommagement sur chaque élément

3. En fonction de σmax et des autres paramètres de la loi de comportement, les valeurs
extrémales eminrupt et emaxrupt admissibles sont déterminées

4. On en déduit les longueurs caractéristiques admissibles, définies par Lmin = GC/erupt_max
et Lmax = GC/erupt_min

5. Lors de la première itération, on résout le système 3.27 pour chaque élément par
méthode Newton-Raphson si la longueur caractéristique de l’élément est comprise
entre Lmin et Lmax

6. Si LC < Lmin (respectivelent LC > Lmax) on attribue à l’élément les paramètres
permettant d’obtenir emaxrupt (resp. eminrupt ).

On obtient alors un champ de paramètres YC et Y0 utilisés lors du calcul. Un exemple
d’application de cette méthodologie est présenté en Fig. 3.10, sur une chape composite
afin de fournir un exemple de structure aéronautique.
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(a) LC (b) YC (c) ε0

Fig. 3.10 – Mise en donnée de la méthode Crack-Band sur une chape composite avec le modèle
simpli�é

3.2.3 Modèles Non-Locaux

Présentation

Les méthodes non-locales ont été introduites par Pijaudier-Cabot et Bazant au mi-
lieu des années 80 [Pijaudier-Cabot and Bažant, 1987, Bažant and Pijaudier-Cabot,
1988] et ont depuis fait l’objet de nombreuses variantes [Peerlings et al., 1996a, Jirá-
sek, 1998, Lorentz and Andrieux, 1999, Desmorat et al., 2015, Lorentz, 2017], dont des
applications aux matériaux composites [Germain, 2006]. Elles reposent sur la déloca-
lisation de l’endommagement sur une zone caractéristique à travers l’utilisation d’un
opérateur spatial. Les modèles non-locaux représentent une famille de modèles d’en-
dommagement continu enrichis du fait de la dépendance spatiale des variables internes,
qui ne sont plus uniquement définies à partir de quantités locales. On s’affranchit donc
du “principe de l’état local” utilisé précédemment dans les modèles. Cette interaction
non-locale a été introduite afin de rendre compte de deux phénomènes :

— Elle permet de corriger la forte dépendance au maillage évoquée en Section 3.1.4
et notamment les problèmes de localisation de l’endommagement sur une unique
bande d’éléments. En effet ces modèles pénalisent l’apparition de gradients trop
importants sur les variables délocalisées et permettent de retrouver une bonne
définition du problème [Forest and Lorentz, 2004].

— L’influence perçue entre des points proches du solide permet de transcrire l’in-
teraction entre les micro-fissures observée à petit échelle. En effet, ces effets entre
micro-fissures (entraînement ou inhibition), observés dans certains matériaux, amè-
nent à l’utilisation de modèles continus à même de prendre en compte les interac-
tions dans des voisinages proches. [Bažant Zdeněk P. and Jirásek Milan, 2002,
Pijaudier-Cabot et al., 2004, Desmorat et al., 2015, Solano and Beatriz, 2012].

Ces modèles se sont développés à travers différents choix d’opérateurs de délocali-
sation, appliqués à l’une des variables du problème continu local : déformation, force
motrice ou endommagement. On obtient ainsi des grandeurs “délocalisées”, notées ε̄, Ȳ
ou D̄. Les premières versions proposées reposent sur un opérateur intégral associé à une
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fonction de support ω, faisant intervenir une longueur interne lc :

D̄(x) =

∫
Ω

ω(||x− y||)D(y)dy (3.28)

Cette forme a amené à l’utilisation d’une grande variété de fonctions de support, parmi
lesquelles des supports rectangulaires, des paraboles, des fonctions cosinus, gaussiennes
ou en cloche. En utilisant une série de Taylor de ω tronquée aux deux premiers termes,
Peerlings [Peerlings et al., 1996a] a mis en évidence que ces modèles pouvaient être
réécrits à partir d’une équation faisant intervenir le laplacien de la quantité délocalisée
(Éq. 3.29). La correspondance est exacte si la fonction ω est une fonction de Green telle
que les termes supérieurs soient nuls.

X̄ − l2c∆X̄ = X (3.29)

Les modèles Non-Locaux sont ainsi intégrés au groupe plus large des modèles à gra-
dient (dont font également parti les modèles Phase-Field présentés en Section 3.2.4).
Dans le cas des modèles non-locaux utilisés par la suite, ce gradient est explicite : le
terme source (apparaissant à gauche de l’équation) ne fait pas intervenir la variable X̄
sur laquelle agit la délocalisation.

Ces modèles font également intervenir un paramètre de longueur à travers le support
de la fonction ω en écriture intégrale ou le paramètre de longueur lc en écriture à gra-
dient. Ces paramètres de longueurs sont, dans certaines implémentations, considérés
comme des paramètres matériaux [Geers et al., 1998a, Solano and Beatriz, 2012, Gré-
goire et al., 2015]. Une procédure d’identification adaptée doit alors être mise en place.
À l’inverse, les longueurs sont parfois considérées comme des paramètres numériques
introduits afin de régulariser le calcul et leur valeur est choisie sur la base des perfor-
mances numériques.

Choix de la variable à délocaliser

Les auteurs ont fait porter la délocalisation sur la déformation ε (généralement à tra-
vers une déformation équivalente scalaire εeq), sur la force motrice de l’endommagement
Y ou sur la variable d’endommagement D [Jirásek, 1998, Forest and Lorentz, 2004]. La
délocalisation des variables ε et Y s’interprète comme une délocalisation de la source de
l’endommagement, alors que l’application à D revient à délocaliser les effets de l’endom-
magement. Aucun consensus définitif ne semble émerger sur le choix de cette variable.
Cependant :

— Les modèles justifiant l’interaction non-local par des considérations micro-mécaniques
tendent à délocaliser les sources de l’endommagement ε ou Y [Pijaudier-Cabot
et al., 2004, Desmorat et al., 2015]

— La délocalisation ne doit pas porter sur une variable bornée (par exempleD variant
entre 0 et 1). Dans le cas contraire, la répartition spatiale de l’endommagement
empêche d’atteindre la valeur maximale au centre de la fissure. Une rigidité rési-
duelle importante reste localement présente et empêche la rupture macroscopique
de la structure [Jirásek, 1998].

Non-local à longueur interne variable

Parmi l’importante littérature disponible sur les modèles Non-Locaux, des formula-
tions faisant varier la longueur interne ont été proposées. Cette variation de la longueur
interne peut être justifiée par trois facteurs :
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— Les modèles non-locaux peuvent exhiber un problème de diffusion excessive de l’en-
dommagement. On observe alors une propagation continue de l’endommagement
de proche en proche, même après le passage de la fissure, dans des zones déchar-
gées ou en avant de la pré-entaille. Cet étalement indésirable peut être maîtrisé
par l’utilisation d’une longueur interne variable [Geers et al., 1998b].

— La localisation expérimentale des phénomènes d’endommagement au fur et à me-
sure de la mise en place de la fissure peut mettre en évidence une évolution des
longueurs caractéristiques [Lefort et al., 2015]

— La justification d’un comportement non-local à l’aide de considérations micro--
mécaniques d’interaction des micro-cavités peut amener à faire varier la longueur
d’interaction au cours de la croissance et de la coalescence de celle-ci [Pijaudier-
Cabot et al., 2004, Desmorat et al., 2015]

Ces différentes justifications ont cependant amené les auteurs à faire évoluer les lon-
gueurs internes dans des sens parfois opposés. Ainsi Pijaudier-Cabot et al. [Pijaudier-
Cabot et al., 2004] ont proposé une évolution de lc de 0 à une valeur maximale lc, pilotée
par εeq au fur et à mesure de la progression de l’endommagement (la fonction f évolue
de 0 à 1).

l̃c = lcf(εeq) (3.30)

Desmorat et al. [Desmorat et al., 2015] ont quant à eux proposé une diminution de la
longueur avec l’augmentation de D (évoluant dans ce cadre entre 0 et 1), sur la base
de l’augmentation des temps de trajet des ondes élastiques avec le développement de
l’endommagement :

l̃c = lc
√

1−D (3.31)

Enfin Lefort et al. [Lefort et al., 2015] ont mesuré expérimentalement des variations de
la longueur d’étalement en fonction de l’ouverture de la fissure. Le sens de variation de
cette longueur semble dépendre de la structure étudiée.

Mise en place sur le modèle simpli�é

La mise en œuvre sur le modèle simplifié a été appliquée sur la variable Y à l’aide de
l’écriture à gradient, afin de délocaliser une variable scalaire non bornée. Les équations
du modèle simplifié (Eq. 3.7) sont alors remplacées par :

Force motrice de l’endommagement :

Y (ε) =
1

2
ε : Λ : ε

Délocalisation de la force motrice :
Ȳ − l2c∇2Ȳ = Y

Condition limite de la délocalisation :
∇Ȳ .−→n = 0

Loi d’évolution de D :

F (ε) =

(
<
√
Ȳ −

√
Y0 >+√

YC

)P

(3.32)

Le calcul de Ȳ s’inspire du travail réalisé dans le cadre de la thèse de N. Germain
[Germain, 2006] ayant introduit ce formalisme dans la suite Z-Set. La résolution de
l’équation 3.29 nécessite la mise en place d’un élément adapté : elle fait intervenir un
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Laplacien et ne peut donc pas faire l’objet d’une résolution locale aux points de Gauss
avec un élément classique. L’élément est enrichi des degrés de liberté Ȳ . Une discréti-
sation quadratique est utilisée suivant le champ de déplacement. La discrétisation est
linéaire en Ẏ , de sorte que ε et Ȳ évoluent tous les deux linéairement sur l’élément. Ce
choix est effectué pour éviter le comportement en “dent de scie” qui peut être observé sur
σ si ε et Ȳ n’ont pas le même degré d’interpolation [Peerlings, 1999]. L’élément développé
par N. Germain a été adapté aux besoins du modèle simplifié.

Une deuxième méthode de résolution a également été mise en place durant la thèse,
inspirée des méthodes de résolutions alternées des modèles Phase-Field [Bourdin et al.,
2000], présentés en Section 3.2.4. Ces modèles sont en effet communément résolus de
manière alternée : le problème mécanique (équilibre des champs de déplacements) et
le problème d’endommagement (délocalisation de Y ) sont résolus séparément, chacun
prenant le résultat de l’autre en paramètre d’entrée. Cette résolution nécessite de faire
dialoguer les deux solveurs et de mettre en place des éléments possédant Ȳ comme
seul degré de liberté pour le problème d’endommagement. La convergence globale est
obtenue par méthode du point fixe à partir d’un critère de stationnarité. Les détails de
la mise en place sont présentés en Annexe C.

3.2.4 Modèles Phase-Field

Les modèles Phase-Field reposent sur une écriture variationnelle de l’inégalité de
Griffith (Section 1.1.1), proposée par Francfort et Marigo [Francfort and Marigo, 1998].
Le problème de propagation est réécrit comme un problème de minimisation de l’énergie
contenue dans le volume Ω du solide, les inconnues du problème étant le champ de
déplacement u et la surface de fissure Γ.

(u,Γ) = arg min
u,Γ

(∫
Ω

ψ0(u(x))dx+GC

∫
Γ

dS

)
(3.33)

où ψ0 est la densité d’énergie élastique. Du fait de la difficulté à résoudre numérique-
ment un problème ayant pour inconnue une surface de fissure, Bourdin [Bourdin et al.,
2000] a proposé une écriture approchée remplaçant la présence d’une surface de discon-
tinuité par une variable continue D traduisant la présence de la fissure :

E(u,Γ) =

∫
Ω

ψ0(u)dx+GC

∫
Ω

f(D)dx =

∫
Ω

ψ0(u)dx+GC

∫
Ω

α(D)

4lc
+ lc|∇D|2dx (3.34)

La zone de crête D = 1 traduit la position de la fissure (Fig. 3.12). Cette approche
possède l’avantage de tendre vers le problème avec fissure discrète, et donc la théorie de
Griffith, lorsque la longueur lc tend vers zéro. Deux formulations ont été proposées pour
α : AT1 pour laquelle α(D) = D et AT2 pour laquelle α(D) = D2 [Pham et al., 2011]. Ces
modèles présentent des différences de comportements (voir Fig. 3.11). En particulier, la
formulation AT1 possède une rupture de pente dans la courbe contrainte/déformation,
contrairement à AT2, mais introduit naturellement un seuil d’activation de D. Dans le
cas d’AT2 au contraire, D progresse dès que ε > 0. Les modèles de type AT2 restent
cependant plus répandus dans la communauté.

Les modèles Phase-Field ont fait l’objet de nombreux développements [Miehe et al.,
2010, Ambati et al., 2015], parmi lesquels l’introduction d’une différentiation traction
/ compression à partir des parties positives et négatives du tenseur des déformations.
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lc lc(a) (b)Γ

D(x) D(x)

Fig. 3.11 – Comparaison des comportements obtenus sur un problème homogène pour 2 variantes
des modèles Phase-Field [Miehe et al., 2010]

Fig. 3.12 – Comparaison des comportements obtenus sur un problème homogène pour 2 variantes
des modèles Phase-Field [Pham et al., 2011]

Dans le cas de la formulation AT2, une forme locale de l’Éq. 3.34 peut être obtenue :
Loi de comportement :

σ = (1−D)2K0 : ε

Loi d’évolution régularisée :
D − l2c∆D = 2lc

GC
(1−D)ψ0(ε)

(3.35)

Cette formulation locale peut être comparée avec celle des modèles non-locaux pré-
sentée en 3.32, des parallèles pouvant être établis entre les deux approches [Ambati
et al., 2015, de Borst and Verhoosel, 2016]. Les deux équations faisant intervenir le
gradient possèdent la même structure. Cependant dans le cas des modèles Phase-Field,
le terme source (à droite de l’égalité) fait intervenir la variable régularisée (D ici). Le
terme source du Phase-Field peut être qualifié d’implicite alors que celui du Non-Local
est explicite (ces termes n’étant ici pas utilisés dans le même sens que la notion de gra-
dient implicite/explicite caractérisant différents type de modèles Non-Locaux [Peerlings
et al., 1996b]). L’autre différence est que GC intervient ici directement dans l’équation
locale, alors que cette quantité n’est pas introduite dans les équations dans le cas des
modèles non-locaux.

Application sur le modèle simpli�é

La mise en œuvre sur le modèle simplifié utilise la formulation AT2, plus répandue
dans la littérature. Lors de l’utilisation d’un modèle Phase-Field, la variable d’endom-
magement définie en Éq. 3.7 est remplacée par celle issue de l’Éq. 3.35. Une dégradation
en (1−D)2 est appliquée à l’ensemble du tenseur de rigidité. Contrairement au modèle
ODM-CMO qui introduit une chute de propriétés sélective à travers le tenseur d’effet
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H, la dégradation affecte ici tous les termes du tenseur de rigidité. À terme un tenseur
des effets écrit en rigidité pourrait être introduit pour rester conforme avec la philoso-
phie ODM-CMO. Une partie des équations du modèle simplifié (Éq. 3.7) se trouve ainsi
remplacée par : 

Loi de comportement :
σ(ε, d,D) = K(ε, d,D) : ε

Rigidité effective :
K(ε, d,D) = (1−D)2(S0 + dh)−1

ψ+
0 et évolution positive :

ψ+
0 = max

t

1
2
ε+ : K

0
: ε+

Loi d’évolution de D :
D − l2c∆D = 2lc

GC
(1−D)ψ+

0 (ε)

(3.36)

Comme précisé précédemment, D évolue immédiatement avec ε et aucun seuil d’endom-
magement n’est introduit. Ce point pourrait être corrigé par l’utilisation d’un modèle de
type AT1, faisant apparaître un seuil d’endommagement ε0 :

ε0 =

√
3GC

8E0lc
(3.37)

Le détail des équations et de la résolution est présenté en Annexe D.

Similarités avec le modèle Non-Local

On peut remarquer des similarités entre les formulations non-locales et Phase-Field
présentées alors que ces modèles ont été introduits à partir de formalismes différents
et pour des raisons distinctes : le cadre des modèles d’endommagement diffus et une
volonté de régulariser le problème de l’adoucissement pour le non-local ; la théorie de
Griffith et une description géométrique régulière et volumique d’une fissure discrète
dans le cas du Phase-Field [Ambati et al., 2015, de Borst and Verhoosel, 2016].

On peut également noter que le gradient implicite des modèles Phase-Field peut être
réécrit comme un modèle non-local à longueur variable. En effet l’Éq. 3.35 peut être
modifiée pour obtenir :

D −

(
lc√

1 + ψ0(ε)

)2

∆D =
2lcψ0(ε)

GC + 2lcψ0(ε)
(3.38)

D − l(ε)2∆D = f(ε) (3.39)

La longueur variable l évolue avec ε (comme proposé par Pijaudier-Cabot et al. [Pijaudier-
Cabot et al., 2004]) mais diminue avec l’augmentation de la déformation (et donc avec
celle de l’endommagement, comme proposé par Desmorat et al. [Desmorat et al., 2015]).
Par ailleurs, contrairement aux modèles non-locaux, le gradient porte ici sur la variable
D bornée.

3.2.5 Calcul des matrices tangentes

Le modèle simplifié et les différentes méthodes de régularisation présentées ici ont
fait l’objet d’implémentations dans la suite d’éléments finis Z-set, co-développée par
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l’ONERA et l’École des Mines. Une partie des outils a également été transférée dans
le code commercial Abaqus/Standard [Rannou, 2015]. Pour ces deux logiciels, la réso-
lution est obtenue grâce à l’algorithme de Newton-Raphson. Un grand soin doit ainsi
être apporté au calcul des matrices tangentes locales (au niveau du point de Gauss) et
des éléments (en particulier pour les modèles non-locaux et Phase-Field). Le calcul et la
vérification de ces opérateurs tangents sont abordés dans cette section.

Calcul pour le modèle simpli�é non-régularisé

L’algorithme de résolution implicite avec schéma de Newton-Raphson utilise la ma-
trice tangente K permettant d’estimer les variations du résidu mécanique Ru en fonc-
tion des variations des degrés de liberté du problème aux éléments finis U . Par soucis de
simplicité, les notations sont par la suite fortement simplifiées. On omet ainsi volontai-
rement de détailler les notations indicielles : le but ici n’est pas de détailler l’implémen-
tation pratique mais de mettre en évidence les termes importants. Pour une explication
complète des termes mis en jeu, consulter [Rannou, 2015].

Les notations minuscules sont utilisées autant que possible pour les grandeurs phy-
siques calculées aux points de Gauss (ε, σ, u, etc.) et les notations majuscules pour les
valeurs discrétisées par éléments finis et les matrices de fonction de forme (degrés de
liberté U , résidus R, matrices des fonctions de forme N et des gradients B, etc.). Les
tenseurs X et X sont tous des grandeurs physiques calculées aux points de Gauss. La
matrice NU représente les fonctions de formes du champ de déplacement u et BU l’opé-
rateur de gradient symétrique.

u = NUU (3.40)
ε = BUU (3.41)

Bien que d et D soient des variables d’état, elles n’interviennent pas en tant que degré
de liberté dans le cas du modèle non régularisé. Ces valeurs sont calculées aux points
de Gauss à partir de ε, de la loi d’évolution et de la condition d’évolution positive. Seul
le champ de déplacement u intervient comme inconnue du problème discrétisé :

KUU =
∂FU

∂U
=

∂

∂U

∫
Ω

tBUσdΩ =

∫
Ω

tBU ∂σ

∂U
dΩ =

∫
Ω

tBU ∂σ

∂ε
BUdΩ (3.42)

Au niveau du point de Gauss, il faut donc fournir l’opérateur tangent localL = ∂σ/∂ε.

L =
∂σ

∂ε
=

∂

∂ε
(K : ε) (3.43)

= K +
∂K

∂ε
: ε = K +

∂
(
S

0
+ dh+DH

)−1

∂ε
: ε (3.44)

= K +K

[
∂d

∂ε
⊗ h+

∂D

∂ε
⊗H

]
: K : ε(t) (3.45)

= K

[
1− ∂d

∂ε
⊗ h : σ − ∂D

∂ε
⊗H : σ

]
(3.46)

On voit donc qu’il faut être capable de fournir ∂d/∂ε, qui est un tenseur d’ordre 2.
Dans le cas de l’absence de régularisation et s’il n’y pas localement de décharge, il s’agit
directement de la dérivée de la fonction d’évolution de l’endommagement F . Pour la
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variable de macro-endommagement D, ce terme est égal à :

∂D

∂ε
= F ′(ε) =

P

2
√
Y Y c

(√
Y −

√
Y0√

YC

)P−1
∂Y

∂ε
(3.47)

∂Y

∂ε
=

1

2
(ε : Λ + Λ : ε) (3.48)

Méthode de validation

La vérification de la matrice tangente locale L est souvent effectuée a posteriori par
la méthode des perturbations. Afin de simplifier cette vérification et de vérifier que la
tangente obtenue est bien consistante avec la discrétisation temporelle, nous proposons
ici une méthode de vérification par différences finies au cours du calcul. En effet, si lors
d’un calcul les incréments de temps sont suffisamment faibles, on a :

∆σi '
∑
j

∂σi
∂εj

∆εj (3.49)

donc
∂σi
∂εj

∆εj '

(
∆σi −

∑
k 6=j

∂σi
∂εk

∆εk

)
(3.50)

Lorsque les variations εj ne sont pas nulles, on peut donc approcher la matrice tangente
par :

L(i, j) ' 1

∆εj

(
∆σi −

∑
k 6=j

L(i, k)∆εk

)
≡ L

diff
(i, j) (3.51)

Les composantes L
diff

(i, j) ainsi obtenues constituent un tenseur noté L
diff

et nommé
ici tenseur tangent par différences. Si toutes les composantes de L sont correctement
calculées, on observe lors du calcul que L

diff
−→
∆t→0

L. Au contraire, si au moins une des
composantes de L est fausse, L

diff
et L doivent posséder des composantes différentes.

Évidemment, L
diff

ne peut être calculée que si toutes les composantes du tenseur
des déformations sont non nulles, ce qui est, en pratique, souvent le cas en 3D du fait
de l’influence des coefficients de Poisson. Cette méthode permet également de vérifier
le bon comportement de la matrice tangente calculée en cours de calcul des cas réels
complexes. Un résultat de l’application de cette méthode de validation est donné en Fig.
3.13 pour quelques-unes des composantes.

Déformations positives et négatives

Les modèles d’endommagement reposent parfois sur l’utilisation des déformations
positives ou négatives (notées x+ et x−), en particulier dans l’expression des forces mo-
trices. Une version simplifiée de ces dérivées est par exemple utilisée dans le modèle
ODM-CMO [Hurmane et al., 2016], afin de simplifier le calcul des termes ∂ε+/∂ε (ten-
seur d’ordre 4) dans la matrice tangente. Ces dérivées doivent en effet intervenir dans
le terme :

∂Y

∂ε
=

1

2
(ε+ : Λ + Λ : ε+) :

∂ε+

∂ε
(3.52)
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Fig. 3.13 – Comparaison des tangentes calculées et par di�érences sur le modèle simpli�é non-
régularisé

Cependant nous proposons ici une méthode de calcul des dérivées à partir des défor-
mations positives exactes. Pour rappel, elles sont définies par :

ε± = P 〈εp〉±P T (3.53)

avec :
— εp la matrice diagonale constituée des valeurs propres (ou déformations princi-

pales) εI , εII et εIII de ε dans la base propre
— P est une matrice de passage, construite à partir des vecteurs propres vI corres-

pondant aux valeurs propres. Du fait de la symétrie de ε, P est une matrice ortho-
gonale i.e. P−1 = P T

— 〈.〉± sont les opérateurs de Macaulay tels que 〈x〉+ = x si x > 0, 0 sinon (et inverse-
ment pour la partie négative).

La dérivée de la déformation positive par chacun des termes de ε est égale :

∂ε±
∂εij

=
∂P

∂εij
〈εp〉±P T + P

∂〈εp〉±
∂εij

P T + P 〈εp〉±
(
∂P

∂εij

)T
(3.54)

Le calcul des dérivées des tenseurs et valeurs propres est compliqué dans le cas géné-
ral mais peut ici être mené à terme du fait des propriétés des tenseurs intervenant dans
la formule. Le détail de ce calcul est présenté en Annexe A. Cette méthode de calcul des
dérivées des déformations positives a été implémentée dans Z-set et validée à l’aide de
la méthode des perturbations et la méthode par différence présentée précédemment.

Calcul de l’opérateur tangent des modèles d’endommagement retardé

L’introduction d’une régularisation temporelle modifie le calcul de la dérivée de l’en-
dommagement par rapport à la déformation ∂D/∂ε. En effet, la loi d’évolution ne relie
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plus seulement D et ε mais Ḋ, D et ε :

Ḋ =
1

τ
(F (ε)−D) (3.55)

Une formulation consistante avec le schéma d’Euler explicite présenté en Section 3.2.1
a été proposée sous la forme :

∂D

∂ε

∣∣∣∣
i

=
∆t

τ + ∆t

∂F

∂ε

∣∣∣∣
i

(3.56)

Cette formulation offre de bons résultats de convergence mais ne représente pas fidè-
lement l’évolution de D en fonction de ε. On observe en pratique que ∂σ/∂ε ne devient
jamais négatif, même en présence d’adoucissement. Une formule plus conforme aux va-
riations réelles peut être obtenue à l’aide de :

∂D

∂ε

∣∣∣∣
i

=
∂D

∂ε

∣∣∣∣
i−1

+
∆t

∆t+ τ

(
∂F

∂ε

∣∣∣∣
i

− ∂D

∂ε

∣∣∣∣
i

)
(3.57)

Cette formulation est alors cohérente avec la matrice tangente obtenue par différence
(Section 3.2.5). Cependant elle ne permet pas une bonne convergence lors de la résolu-
tion, possiblement à cause de ces moins bonnes propriétés mathématiques que la formu-
lation présentée en Éq. 3.56 (L n’est plus définie positive). Elle sera utilisée uniquement
pour des calculs annexes nécessitant d’expliciter L (par exemple les critères de validité
en Section 3.3.1).

La même analyse peut être effectuée pour les modèles à Taux Limité. Les détails sont
présentés en Annexe B pour les deux formulations.

Calcul de l’opérateur tangent des modèles non-locaux

Lors de l’utilisation de modèles à gradient (Non-Locaux ou Phase-Field), le champ
d’endommagement D (ou la force motrice Y ) vérifie une équation spatiale et ne peut être
déterminé uniquement à partir des propriétés locales aux points de Gauss. La grandeur
non-locale (ici Ȳ ) devient donc un degré de liberté du problème discrétisé. Le vecteur des
degrés de liberté s’écrit X = (U Ȳ ) et le vecteur de résidu R = (RU RȲ ). Un résidu sur
l’équation de délocalisation RȲ doit alors être calculé.

Dans le cas d’une résolution monolithique, les deux champs sont résolus simulta-
nément. Au niveau de l’élément, la matrice tangente fait donc intervenir les termes
estimant la variation de chacun des résidus vis-à-vis des variables internes [Germain,
2006].

K =

(
KUU KUȲ
KȲ U KȲ Ȳ

)
=

∂F
U

∂U

∂FU

∂Ȳ
∂F Ȳ

∂U

∂F Ȳ

∂Ȳ

 (3.58)

Aux points d’intégration, la matrice tangente locale est constituée des termes interve-
nant dans les dérivées précédentes :

L =


∂σ

∂ε

∂σ

∂Ȳ
∂Y

∂ε

∂Y

∂Ȳ

 (3.59)

Les termes intervenants dans cet opérateur sont présents dans l’expression de l’opé-
rateur tangent non régularisé (Éq. 3.46). Ici, comme Ȳ devient un degré de liberté du
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problème, les différentes contributions se retrouvent réparties au sein des termes cor-
respondants. Ceux-ci sont explicités en Annexe C.

Dans le cas d’une résolution alternée, privilégiée dans la suite de la thèse, chaque
champ est résolu séparément à partir de la minimisation du résidu correspondant. A ce
titre, seuls les blocs diagonaux des opérateurs K et L sont nécessaires.

Calcul de l’opérateur tangent des modèles Phase-Field

De la même manière que pour les modèles non-locaux à gradient, D devient, pour les
modèles Phase-Field, un degré de liberté du problème discrétisé. Les matrices tangentes
élémentaires et locales s’expriment alors :

K =

∂FU

∂U

∂FU

∂D
∂FD

∂U

∂FD

∂D

 ; L =


∂σ

∂ε

∂σ

∂D
∂ψ0

∂ε

∂ψ0

∂D

 (3.60)

Le détail de ces termes est présenté en Annexe D.

3.2.6 Similarités entre les méthodes de régularisation

Des points communs peuvent être observés entre certaines des méthodes de régulari-
sation, notamment Phase-Field, Crack-Band et Non-Local. La démarche repose sur un
contrôle géométrique paramétré de l’étalement de l’endommagement et de l’énergie dis-
sipée. Chaque méthode ayant été introduite suivant des motivations différentes, elles
bénéficient de leurs propres avantages et inconvénients. L’étude des parallèles théo-
riques existants doit permettre une meilleure compréhension des hypothèses de modé-
lisation à l’œuvre.
Crack Band : Cette méthode réalise de manière la plus directe le parallèle entre l’éner-

gie de Griffith et un modèle d’endommagement continu, en tirant parti de la loca-
lisation sur une bande d’éléments. Elle peut s’interpréter comme une extension
des modèles de zones cohésives en tout point du matériau. Mais cette approche
reste peu robuste et présente des défauts d’utilisation pratique, illustrés en Sec-
tion 3.3.2.

Non local : Le modèle Non-Local est tentative d’introduction d’une épaisseur de fis-
sure dans un Continuum Damage Model (CDM) de manière plus robustesse. Cette
approche permet de représenter une grande diversité de comportements (anisotro-
pie, longueurs variables etc). Néanmoins, aucun parallèle n’est clairement effectué
entre le comportement local et l’énergie de Griffith. L’étude d’une telle correspon-
dance énergétique sera menée en Section 3.3.3.

Phase-Field : Cette méthode présente l’intérêt d’établir directement le lien entre l’éner-
gie dissipée localement et GC . Elle possède à l’origine un formalisme différent
de celui des CDM (description géométrique d’une fissure discrète). Les formula-
tions utilisées actuellement se rapprochent néanmoins fortement des modèles d’en-
dommagement Non-Locaux à gradient [de Borst and Verhoosel, 2016]. Un travail
d’adaptation reste nécessaire pour pouvoir les appliquer à un matériau anisotrope
[Bleyer and Alessi, 2018].

Les évolutions observées semblent converger vers un modèle régularisé par gradient
et se comportant comme une Zone Cohésive / Crack Band [Lorentz et al., 2011, Cuvilliez
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et al., 2011]. Contrairement à ces trois approches, la famille des modèles à endommage-
ment retardé propose une régularisation temporelle, plutôt que spatiale, de l’endomma-
gement. Certaines correspondances, non triviales, peuvent être effectuées entre les deux
visions [Suffis et al., 2003, Desmorat et al., 2015]. Mais les modèles à endommagement
retardé semblent, pour notre cas d’application, moins adaptés en tant que méthode de
régularisation :

— Dans le cadre d’une résolution quasi-statique, le paramètre temporel semble mal
défini et la notion de temps caractéristique difficile à appréhender. La vitesse locale
de chargement varie au cours de la résolution au sein d’une structure ou entre deux
géométries. Il n’apparaît ainsi pas évident qu’une unique valeur de τ permette de
décrire tous les résultats expérimentaux.

— La régularisation intervient fortement dans l’énergie dissipée et n’établit pas na-
turellement de parallèle avec l’énergie de Griffith.

Cependant, la régularisation par effet retard facilite la convergence des calculs et
évite un raffinement trop important du pas de temps. On peut donc envisager de l’utili-
ser en complément d’une autre méthode, si l’énergie visqueuse dissipée reste faible. Une
validation a posteriori permet de vérifier que l’énergie dissipée par le problème méca-
nique est très élevée devant celle dissipée par effet retard et éventuellement ajuster la
valeur de τ .

Synthèse

Dans cette section plusieurs stratégies permettant de pallier les problèmes de la lo-
calisation de l’endommagement ont été présentées. Certaines sont introduites numéri-
quement uniquement dans le but de régulariser le problème (Crack-Band, premières
formulations non-locales), d’autres cherchent à retranscrire des phénomènes physiques
(interactions micro-mécaniques, fissure discrète etc.).

Ces méthodes doivent donc être confrontées, sur les bases de leur validité mathéma-
tique, de leur robustesse numérique (indépendance des résultats à la mise en donnée),
de leur utilisation pratique et enfin sur leur capacité à exhiber les comportements obser-
vés expérimentalement dans le premier chapitre. Cette étude sera l’objet de la section
suivante.

3.3 Analyse des méthodes de régularisation

3.3.1 Critères de contrôle des simulations numériques

La validité des calculs éléments finis peut être analysée d’un point de vue mathéma-
tique. De nombreux critères sont proposés dans la littérature et offrent une grille de
lecture des degrés de validité pouvant être attribués aux simulations [Hill, 1958, Rice
and Rudnicki, 1980, Benallal et al., 1993, De Borst et al., 1993, Deü, 1997, Forest and
Lorentz, 2004, Beaurain, 2011]. Certains des ces critères sont résumés en Fig. 3.14. Ils
caractérisent différentes propriétés des équations (ellipticité, unicité, stabilité) et sont
de natures variées (locaux ou globaux),
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Adoucissement en une dimension

L’origine de la perte de robustesse réside dans l’adoucissement, introduit dans le mo-
dèle afin de décrire l’apparition de macro-fissures dans le matériau. Celui-ci est carac-
térisé par une diminution de la contrainte alors que la déformation diminue. Soit pour
un problème en une dimension, le comportement est adoucissant si :

ε̇σ̇ < 0 (3.61)

En plusieurs dimensions, l’inégalité peut être vérifiée sur les couples σij/εij, qui peuvent
présenter des comportements adoucissants. Néanmoins, le critère devient dépendant du
choix du repère.

Instabilité matérielle/Instabilité structurelle

Un critère sous chargement multi-axial a été alors proposé sous la forme [Hill, 1958] :

tε̇.σ̇ < 0 (3.62)

Lorsque ce critère est vérifié, il apparaît une instabilité matérielle (la réciproque n’atant
pas nécessairement vrai). Par ailleurs, s’il existe un régime adoucissant sur l’une des
composantes du tenseur de rigidité, il est possible de trouver un mode de sollicitation
tel que tε̇.σ̇ devienne négatif.

Cependant, l’Éq. 3.62 peut être invalidée, sans apparition de comportement adoucis-
sant sur les composantes individuelles σij/εij, lorsque le tenseur tangent L = ∂σ/∂ε
n’est pas symétrique. Pour prendre en compte les cas non symétriques, le critère d’in-
stabilité est adapté sous la forme [Forest and Lorentz, 2004, De Borst et al., 1993] :

det(L+ tL) < 0 (3.63)

Le caractère défini positif de l’opérateur tangent symétrique L
S

= L+ tL est une condi-
tion suffisante à la bonne définition du problème : tant que det(L + tL) > 0, la solution
est unique et il n’existe pas de mode de bifurcation. À l’inverse, si det(L + tL) ≤ 0, la
présence d’instabilités matérielles est possible (mais non garantie). La présence de cette
instabilité matérielle se transpose à l’échelle de la pièce par l’apparition d’instabilités
structurelles. Celles-ci sont caractérisées par :∫

Ω

tε̇.σ̇dΩ = 0 ∀ε admissible, soit det(K + tK) = 0 (3.64)

Ω est le volume occupé par la structure et K la matrice tangente du problème discrétisé
K =

∫
Ω
tBLBdΩ. Contrairement à l’Éq. 3.62, c’est un critère global, difficilement véri-

fiable en pratique. A noter que l’instabilité globale peut apparaître indépendamment de
la présence d’instabilités locales (du fait d’instabilités géométriques) et n’invalide pas
nécessairement les résultats de calcul [De Borst et al., 1993].

Critère de perte d’ellipticité / de localisation

L’apparition d’instabilités locales peut entraîner l’apparition d’autres phénomènes
tels que des modes de bifurcation ou d’une localisation de l’endommagement [De Borst
et al., 1993, Forest and Lorentz, 2004, Deü, 1997]. Cette dernière condition correspond
à l’apparition d’une discontinuité stationnaire, liée à la perte d’ellipticité des équations
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Fig. 3.14 – Critères de validité des modèles d’endommagement adoucissants

(d’hyperbolicité dans des cas d’application dynamique). Cette discontinuité stationnaire
se traduit mathématiquement par l’existence d’un vecteur n :

∃n, det(n.L.n) = 0 (3.65)

où n est un vecteur de direction, définissant la normale au plan de discontinuité et L
l’opérateur tangent défini par Jσ̇K = L : Jε̇K. La notation JxK = x+ − x− dénote le saut de
la quantité x à travers l’interface de discontinuité.

Un critère plus conservatif peut être trouvé à partir de la notion d’ellipticité forte,
portant sur la matrice symétrisée L

S
. Celle-ci est assurée tant que :

∃n, det(n.L
S
.n) > 0 (3.66)

Ce critère offre un indicateur, plus conservatif que l’ellipticité, de la possibilité d’appari-
tion de modes de bifurcation localisés, bien que non discontinus. Le critère portant sur
la matrice symétrisée semble donc être un bon indicateur de la localisation de la défor-
mation. Il peut être vérifié en cours de calcul afin de signaler l’apparition éventuelle de
localisation de l’endommagement.

Ces critères assurent ou non le caractère bien défini du problème, mais leur usage
pratique en cours de calcul reste probablement limité. Ceux-ci sont définis sur le modèle
continu, la discrétisation par éléments finis interdisant de fait l’apparition de surfaces
de discontinuité. De plus, le calcul de minimisation du déterminant peut augmenter le
temps de calcul. Ces critères sont donc utilisés pour vérifier théoriquement la validité
des méthodes de régularisation utilisées : l’impossibilité de franchir ce critère a été ainsi
démontré pour les modèles à endommagement retardé de type Taux-Limité [Deü, 1997]
et pour certains modèles Non-Locaux [Forest and Lorentz, 2004]. De ce point de vue,
la méthode Crack Band n’offre quant à elle aucune régularisation mathématique du
problème. Ces différents critères sont en effet définis localement et la méthode Crack
Band ne modifie pas la nature fondamentale des équations locales.

La validité mathématique exhibée ou non sur les différents modèles ne présage ce-
pendant pas réellement de la robustesse des résultats de simulations numériques. Des
critères pratique d’analyse des résultats de calcul ont donc été mise en place sur les
différents modèles pour étudier leur application pratique.
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3.3.2 Analyse pratique des méthodes de régularisation

Une campagne de calculs numériques a été mise en place à cette fin sur les diffé-
rents modèles présentés en Section 3.2 pour une application avec des modèles de type
ODM-CMO. La capacité des méthodes à pallier la perte de robustesse évoquée en Section
3.1.4 sera évaluée, ainsi que l’influence des paramètres introduits. Dans un deuxième
temps, en Section 3.3.3, ces méthodes seront également analysées à travers leur capacité
à exhiber les effets d’échelle observés expérimentalement.

Mise en place

Les tests numériques sont conduits sur deux géométries complémentaires, possédant
des gradients mécaniques et des conditions de chargement différentes :

— Éprouvette Compact Tension (CT) : Une géométrie CT est utilisée, correspon-
dant à celles testées durant la campagne expérimentale. Elle exhibe une propaga-
tion stable de la fissure. Les conditions aux limites sont introduites à l’aide d’un
déplacement imposé au centre des pions. Une symétrie est réalisée dans l’épaisseur
(Axe z) afin de limiter la taille des calculs. Aucune symétrie n’est réalisée dans la
direction y, afin d’éviter d’imposer une condition de symétrie au milieu du plan
de la fissure, celle-ci pouvant modifier la réponse et notamment la dépendance à
l’orientation du maillage. Un chargement en déplacement imposé est appliqué au
centre des pions, ces derniers étant solidaires de l’éprouvette.

— Éprouvette Diabolo : L’éprouvette Diabolo, présentée en Fig. 3.15, est un cas
numérique test fréquemment rencontré dans la littérature. Il exhibe des gradients
mécaniques plus faibles que l’éprouvette CT et un régime de propagation instable
de la fissure. Les déplacements sont imposés sur les faces supérieures et infé-
rieures de l’éprouvette. Des symétries sont réalisées selon les axes x et z, mais
pas selon l’axe y pour les même raisons que précédemment. Des conditions de dé-
placement imposé sont imposées en haut et en bas de l’éprouvette.

Les maillages sont constitués d’éléments hexaèdres quadratiques à intégration com-
plète. L’interpolation quadratique étant utilisée pour la régularisation non-locale (voir
3.2.3), elle est conservée pour les autres méthodes afin de ne pas introduire de biais
lors de la comparaison. Quatre tailles de mailles sont considérées afin d’étudier leur
influence sur le comportement des méthodes de régularisation et la réponse globale, no-
tamment la convergence au maillage. Les tailles de maille caractéristiques, présentées
en Fig. 3.15a, sont :

— M1 : 3.3 mm (environ 800 éléments sur Diabolo)
— M2 : 1.75 mm (environ 2 600 éléments sur Diabolo)
— M3 : 1.25 mm (environ 5 000 éléments sur Diabolo)
— M4 : 0.8 mm (environ 12 000 éléments sur Diabolo)
Deux orientations du maillage sont utilisées (Fig. 3.15b) :

— Une configuration pour laquelle le maillage coïncide avec la direction de fissure
(M1-D à M4-D)

— Une configuration pour laquelle le maillage possède un angle d’inclinaison par rap-
port à la surface de fissure (M1-0 à M4-0)

Différentes valeurs des paramètres de régularisation (τ , lc etc.) ont également été tes-
tées.
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(a) Maillages droits sur éprouvette Diabolo

(b) Maillages orientés sur éprouvette Diabolo et CT

Fig. 3.15 – Maillages utilisés pour l’analyse numérique des méthodes de régularisation

Critères étudiés

Le fonctionnement pratique des méthodes est analysé suivant les critères suivants :

— Insensibilité à la taille de maille : Variation anormale du comportement global
avec le raffinement (variation de la force/déplacement max à rupture), convergence
au maillage

— Insensibilité à l’orientation du maillage : Variation du comportement global
avec l’orientation du maillage

— Profil de fissure : Analyse de la forme et de l’évolution du profil de fissure

— Contrôle de l’énergie dissipée : Les densités volumiques d’énergie dissipées
sont calculées et intégrées sur la structure. La capacité de la méthode de régulari-
sation à contrôler cette énergie est évaluée.

— Facilité de convergence des simulations : Comparaison du coût numérique et
de la facilité de convergence des méthodes.

— Influence des paramètres introduits : Variation du comportement avec la va-
leur des paramètres introduits dans la régularisation.
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Résultats sur le modèle non régularisé

Le comportement observé pour le modèle est conforme à ce qui est attendu au vue des
problèmes présentés précédemment.

— Insensibilité à la taille de maille : Des variations du comportement sont obser-
vées avec la taille de maille : sur géométrie Diabolo, une variation de 2% de la force
à rupture est observée entre les maillages M1 et M4 (Fig. 3.16a). Sur CT, les mêmes
écarts sont observés au point maximal de la courbe Force/Déplacement. Ceux-ci
progressent de manière encore plus significative dans la suite de la propagation,
pouvant amener à des comportements macroscopiques fortement divergents selon
les maillages.

— Insensibilité à l’orientation du maillage : La direction de fissure reste prison-
nière de l’orientation du maillage, amenant à des directions de propagation non
physiques (Fig. 3.16d).

— Profil de fissure : Le profil de fissure reste difficile à contrôler. Si l’adoucisse-
ment tend généralement à se concentrer sur une unique bande, ce résultat n’est
cependant pas automatique, en particulier en présence de gradients plus faibles,
comme sur l’éprouvette diabolo. Plusieurs éléments peuvent s’endommager dans
l’épaisseur de la fissure, entraînant l’apparition de plusieurs fissures parallèles
(Fig. 3.16c). Ce phénomène reste difficilement contrôlable et imprévisible.

— Contrôle de l’énergie dissipée : L’énergie dissipée varie fortement selon les
configurations, jusqu’à 86% entre les maillages M1 et M4 (Fig. 3.16b). Celle-ci
dépend de la taille du maillage mais également du nombre d’éléments s’endom-
mageant et n’est pas contrôlée.

— Convergence des simulations : Sur la géométrie Diabolo instable, le compor-
tement nécessite une forte réduction du pas de temps jusqu’à l’apparition d’une
régularisation inertielle pour les simulations dynamiques. Moyennant une résolu-
tion dynamique implicite, des oscillations peuvent être présentes mais les calculs
sont globalement menés à terme sans difficultés particulières.

Résultats sur le modèle Crack-Band

Le modèle régularisé par la méthode Crack-Band présente les même problèmes (dé-
pendance à l’orientation du maillage, bandes d’endommagement parallères). Ces phé-
nomènes compromettent la tentative de contrôle de l’énergie dissipée recherchée par la
modification locale du comportement.

— Insensibilité à l’orientation du maillage : Comme pour le modèle non régula-
risé, la fissure reste guidée par l’orientation du maillage (Fig. 3.16d). Ce phéno-
mène conduit à des profils de fissure non physiques.

— Profil de fissure : Le profil de fissure obtenu exhibe, comme le modèle non régula-
risé, de multiples bandes parallèles d’endommagement (Fig. 3.16c). Ce phénomène
compromet la robustesse des simulations.

— Contrôle de l’énergie dissipée : Le Crack-Band nécessite l’apparition d’une
unique bande de fissuration, une erreur non contrôlable sur la régularisation est
donc effectuée. C’est particulièrement le cas pour les structures exhibant de plus
faibles gradients mécaniques comme le diabolo. Mêmes dans le cas des éprouvettes
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Fig. 3.16 – Résultats de simulations numériques sur le modèle non-régularisé sur éprouvette
Diabolo

CT, qui possèdent un gradient plus fort, les fissures obtenues sont constituées, se-
lon les simulations, de un ou deux éléments dans l’épaisseur, entraînant une va-
riation du simple au double sur l’énergie dissipée par la propagation.

— Convergence des simulations : Un pré-traitement est nécessaire afin d’attri-
buer les valeurs des paramètres YC et Y0 satisfaisant une densité d’énergie volu-
mique erupt local et une contrainte maximale σmax en fonction de la taille de maille
(voir Section 3.2.2). Une fois ce pré-traitement réalisé, les résultats de convergence
sont identiques à ceux obtenus sur le modèle non régularisé.

Résultats sur le modèle d’endommagement retardé

Des résultats ont été obtenus sur les modèles avec endommagement retardé de type
effet retard et Taux limité pour des variations de temps caractéristique τ = 0.002s à
0.1s (les simulations ayant une durée imposée de 1s, avec un déplacement final imposé
de 4mm sur éprouvettes diabolos et 8mm sur CT). Les résultats sont ici présentés pour
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le modèle avec effet retard classique (de type visco-endommagement), les conclusions
pouvant s’étendre au cas du Taux Limité.

— Insensibilité à la taille de maille : Une bonne insensibilité à la taille de maille
est observée, avec une variation faible (< 1%) du pic de la courbe Force / Déplace-
ment sur toutes les configurations de tailles et orientations de maillage, pour une
valeur de τ donnée.

— Insensibilité à l’orientation du maillage : Le profil de fissure obtenu est indé-
pendant de l’orientation du maillage (Fig. 3.17d). Cependant, cet effet n’est obtenu
que pour une valeur de τ suffisamment élevée, garantissant une délocalisation de
l’endommagement sur plusieurs éléments. Pour une faible valeur de τ et/ou une
taille de maille trop importante, l’effet délocalisant peut ne pas s’avérer suffisant,
et la sensibilité à l’orientation des mailles réapparaît.

— Profil de fissure : La largeur du profil n’est pas constante et varie en fonction de
l’essai et au cours de la propagation. En effet, la délocalisation est contrôlée par
la vitesse locale de déformation : si F (ε) augmente rapidement, le retard entre la
consigne F (ε) et la valeur de D régularisée devient important. Un grand nombre
d’éléments doivent alors s’endommager pour satisfaire l’équilibre mécanique glo-
bal (Fig. 3.17c). L’évolution de l’épaisseur du profil dépend alors de la géométrie
étudiée. À vitesse de déplacement limite u̇ fixé, la vitesse locale de déformation
en pointe de fissure, et donc l’épaisseur du profil obtenu, augmentent au fur et à
mesure de l’essai sur la géométrie Diabolo. Au contraire, cette vitesse diminue au
cours des essais CT, entraînant une relocalisation de la fissure. Cette variation de
l’épaisseur de fissure, non observée expérimentalement, est délicate à prévoir et à
contrôler a priori. Ce phénomène est exacerbé par les modèles à taux limité, qui
contraignent de manière plus importante l’évolution de D.

— Contrôle de l’énergie dissipée : Une part importante de l’énergie dissipée est
liée à la régularisation visqueuse et non à la densité d’énergie de rupture erupt intro-
duit dans la loi de comportement avant régularisation. Dans les cas étudiés, erupt
ne correspond qu’à 30% de l’énergie totale dissipée localement, 70% de l’énergie
dissipée étant due à l’effet de la régularisation (Fig. 3.17b). Pour des plus faibles
valeurs de τ , cette énergie redevient inférieure à la part dissipée “mécaniquement”.
Cependant, l’effet retard est alors trop faible pour délocaliser l’endommagement et
D se concentre à nouveau sur une unique bande d’éléments.

— Convergence des simulations : La convergence est en règle générale bien plus
rapide que pour les autres méthodes de régularisation, l’effet retard prohibant en
pratique tout comportement dynamique et facilitant la convergence. Cependant,
lors de l’application à des géométries instables comme le Diabolo, la régularisa-
tion modifie fortement le comportement global pour se ramener à une propagation
stable (l’énergie nécessaire à la propagation devenant de plus en plus importante).
Cette modification peut entraîner une impossibilité de résoudre l’équilibre global
et l’arrêt des calculs. Ce point pourrait compromettre l’application de conclusions
et d’identifications obtenues sur des données quasi-statiques à des problématiques
dynamiques.

— Influence des paramètres : Le choix du paramètre τ a une forte influence sur les
résultats. Sur l’éprouvette Diabolo, des variations du pic de force de respectivement
+19% et -7% sont par exemple observées pour τ = 0.1 et τ = 0.002 par rapport à
une valeur de τ = 0.01. L’effet retard étant lié à la vitesse locale de déformation, dé-
pendante de la structure étudiée et des vitesses des conditions limites appliquées,
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Fig. 3.17 – Résultats de simulations numériques sur le modèle à endommagement retardé

il semble impossible d’identifier une unique valeur de τ offrant des résultats sa-
tisfaisants sur plusieurs configurations pour une application quasi-statique. On
rappelle que ces modèles ne sont initialement pas prévus pour régulariser des pro-
blèmes quasi-statiques, mais pour rendre compte d’une certaine viscosité dans des
cas de chargement dynamiques. Cela explique les valeurs démesurées de τ (par-
fois égales ou supérieures à la durée complète de la simulation) nécessaires pour
obtenir un effet délocalisant en quasi-statique.

Résultats sur le modèle Non-Local

— Insensibilité à la taille de maille : Une bonne insensibilité à la taille de maille
est observée, avec une variation inférieure au pourcent du pic de la courbe Force
/ Déplacement sur toutes les configurations (taille et orientation de maillage), à
valeur de lc fixée (Fig. 3.18a).

— Insensibilité à l’orientation du maillage : Le profil de fissure obtenu est indé-
pendant de l’orientation du maillage (Fig. 3.18e).
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— Profil de fissure : La largeur du profil de fissure est initialement contrôlé par la
longueur lc introduite en paramètre lors de la propagation. Cependant, une fois
la propagation effectuée, on observe une diffusion de l’endommagement depuis les
zones déjà endommagées. Cet étalement provient du fait que le terme source de
l’équation non-local (Éq. 3.29) est écrit en déformation et continu de croître conti-
nûment une fois la fissure établie. Cependant, cette diffusion s’effectue sans dis-
sipation d’énergie, puisque l’endommagement se propage dans des zones mécani-
quement déchargées (Yd ≈ 0). Cet étalement n’a don pas ou peu d’influence sur la
réponse globale, du moins tant que le chargement reste en traction monotone. La
zone de dissipation d’énergie reste, elle, bien contrôlée par lc (Fig. 3.18d). Cet étale-
ment parasite est d’autant plus marqué que la fissure s’ouvre après propagation :
elle est dans notre cas visible sur la géométrie CT, mais quasiment absente sur la
géométrie diabolo.

— Contrôle de l’énergie dissipée : Comme précisé précédemment, l’énergie reste
dissipée dans une zone contrôlée et le profil d’énergie dissipée reste globalement
inchangé le long de la fissure (Fig. 3.18b et 3.18d). Cependant la quantité d’énergie
dissipée n’est pas connue a priori et le lien n’est pas directement établi entre la
densité d’énergie volumique de rupture erupt introduite dans la loi de comportement
avant régularisation, lc et le GC apparent obtenu.

— Convergence des simulations : L’utilisation d’éléments mixtes, avec degrés de
liberté en Ȳ , entraîne une augmentation du nombre d’inconnues et donc des coûts
de calcul. De plus, une instabilité peut être observée en début de propagation (étu-
diée plus en détails en Section 3.4.1). Celle-ci compromet la convergence des cal-
culs lors d’une résolution monolithique et l’arrêt des simulations. Ce phénomène
peut être évité par l’introduction d’un effet visqueux comme méthode de régularisa-
tion temporelle. Cependant cette approche est écartée, l’effet visqueux parasitant
l’analyse énergétique et influençant l’effet d’échelle obtenu (présenté en Section
3.3.3). La convergence est cependant possible lors de l’utilisation de l’algorithme
de résolution alterné, qui présente une bien meilleur vitesse de convergence que la
résolution monolithique, en particulier en présence d’instabilités.

— Influence des paramètres : Une évolution de la réponse macroscopique est ob-
servée en fonction de la valeur lc choisie (étudiée plus en détails en Section 3.4.2).
On peut également noter qu’en dessous d’un certain ratio lc/ taille de maille, des
effets numériques de damier apparaissent sur le champs de D. Dans notre cas,
ceux-ci sont visibles à partir de lc/taille de maille < 0.5 (soit quand lc devient infé-
rieur à la distance entre les points de Gauss d’un élément), bien que l’influence sur
le comportement puisse apparaître avant. Par sécurité il est généralement recom-
mandé d’utiliser un ratio lc/ taille de maille supérieur à 2.

Résultats sur modèle Phase-Field

— Insensibilité à la taille de maille : Une bonne insensibilité à la taille de maille
est observée, avec une variation inférieure au pourcent du pic de la courbe Force /
Déplacement sur toutes les configurations (taille et orientation du maillage), pour
des valeurs de lc et GC fixées.

— Insensibilité à l’orientation du maillage : Le profil de fissure obtenu est indé-
pendant de l’orientation du maillage

— Profil de fissure : La largeur du profil de fissure est contrôlée par la longueur lc.
Contrairement au modèle Non-Local, il n’y a ici pas d’étalement continu de l’en-
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Fig. 3.18 – Résultats de simulations numériques sur le modèle Non-Local

dommagement une fois la fissure établie : cela vient du fait que le terme source
dans l’équation locale diminue quand D atteint 1 (Éq. 3.35). Le profil obtenu est
indépendant du maillage utilisé et globalement indépendant de la structure étu-
diée à lc fixé.

— Contrôle de l’énergie dissipée : Le modèle Phase-Field offre un bon contrôle de
l’énergie dissipée grâce à l’introduction de GC en tant que paramètre. Cependant,
il faut noter que le taux de restitution d’énergie obtenu n’est pas nécessairement
égale à celui introduit. En particulier, lorsque la longueur lc devient grande, le GC

apparent est inférieur à la valeur introduite en paramètre. Ce comportement est
étudié plus en détail en Section 3.3.3. Lorsque lc devient faible, la convergence du
GC apparent vers la valeur du paramètre utilisé est assuré par la Γ-convergence
[Bourdin et al., 2000].

— Convergence des simulations : Comme pour les modèles Non-Locaux, l’enrichis-
sement du nombre de degrés de liberté liés à la résolution du champs enD entraîne
une augmentation du coût de calcul. Lors d’une résolution monolithique, la conver-
gence s’avère très difficile voir impossible à obtenir même pour des configurations
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stables et des augmentations très importantes de la discrétisation temporelle et du
nombre d’itérations sont nécessaires. L’utilisation de méthode line-search ont été
proposées afin de faciliter cette convergence, tout en nécessitant un grand nombre
d’itérations par incrément [Gerasimov and De Lorenzis, 2016]. La méthode de ré-
solution alternée exhibe quant à elle de bonnes performances de convergence, avec
des pas de temps et des nombres d’itérations très largement réduits par rapport à
la résolution monolithique et une capacité à atteindre la convergence dans des cas
où la résolution monolithique diverge. Enfin, la résolution monolithique découplée
permet un coût de calcul limité et une convergence rapide des calculs. Néanmoins,
elle exhibe un fort manque de robustesse : en fonction des pas de temps, des rési-
dus de convergence choisis et de la fréquence de mise à jour des matrices tangentes,
d’importantes variations des résultats ont été observées, compromettant la robus-
tesse des simulations. Il est donc conseillé d’éviter l’utilisation de cette méthode de
résolution au profit de la méthode alternée.

— Influence des paramètres : Les paramètres lc et GC ont évidemment une in-
fluence directe sur le résultat macroscopique (présentée plus en détail en Section
3.3.3). Comme pour les modèles Non-Locaux, des effets de damier sur D appa-
raissent quand la longueur devient trop faible par rapport à la taille de maille.

3.3.3 Description des e�ets d’échelle des méthodes de régu-
larisation

En plus de l’étude de l’utilisation pratique des modèles régularisés, il convient de
vérifier que ceux-ci produisent la bonne évolution vis-à-vis de l’effet d’échelle et de géo-
métrie. Cette dépendance à la taille de la structure W est étudiée ci-dessous, afin de
déterminer les candidats aptes à la description des composites tissés 3D.

Pour rappel trois familles de comportements sont principalement attendues (voir Sec-
tion 2.1.2) :

— Comportement de type MLER : Dans ce cas, la force et le déplacement sont
proportionnels à

√
W , tandis que GC reste constant. En tous points de l’éprouvette,

la déformation et la contrainte évoluent en 1/
√
W . On peut s’attendre à ce que les

modèles essayant de se rapprocher de la MLER (Crack Band, Phase-Field quand
lc → 0) rentrent dans cette catégorie.

— Comportement de type modèle en contrainte : La force, le déplacement et
le GC apparent sont proportionnels à W . La déformation et la contrainte ne dé-
pendent pas de la taille de la structure. C’est le comportement exhibé par les mo-
dèles d’endommagement non-régularisés (du moins tant que l’adoucissement ne
compromet pas l’unicité de la solution).

— Comportement à longueurs internes : GC évolue ici de manière non-linéaire
en fonction de W selon la loi de similitude générale présentée en Éq. 2.47. Celle-ci
se simplifie en l’Éq. 2.25 dans le cas d’éprouvettes homothétiques comme étudiées
ici. La force et le déplacement évoluent alors de manière plus complexe en fonction
de W suivant l’Éq. 2.64. La forme des champs de déformation et de contrainte n’est
pas conservée lors de l’homothétie et l’évolution ponctuelle de ces valeurs ne peut
pas être déterminée a priori de manière générale. Ce type de comportement est
observé expérimentalement sur les composites tissés 3D
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Mise en place

Les modèles sont évalués à partir d’éprouvettes homothétiques, telles que présentées
en Fig. 3.19, de facteurs d’échelle 0.5, 1., 1.5, 2. et 2.5 (définis similairement aux es-
sais). Afin d’éviter une éventuelle influence de la taille de maille, celle ci est conservée
identique dans la zone de propagation quelle que soit la taille de l’éprouvette. Ce choix
permet également de se rapprocher des pratiques industrielles qui travaillent souvent
à taille de maille fixée. Cependant, il est attendu que cela n’est pas ou peu d’impact
sur les résultats, les modèles régularisés s’affranchissant de l’influence de la taille de
maille. L’éprouvette CT est utilisée afin de réaliser par la suite une comparaison avec
les données expérimentales.

Fig. 3.19 – Maillages des éprouvettes CT T1 et T2 utilisés pour l’étude numérique de l’e�et d’échelle
des modèles d’endommagement régularisés

Plusieurs grandeurs peuvent être utilisées afin d’analyser le comportement vis-à-vis
de la taille W :

— Les courbes Force / Déplacement sont extraites et leur superposition éventuelle
après division par W (loi de similitude de type MLER) ou

√
W (de type contrainte).

— GC est mesuré selon le processus appliqué aux données expérimentales en Section
1.3.4. La position de fissure peut être déterminée par analyse des champs méca-
niques, telle qu’appliquée à la corrélation d’images en Section 1.3.1. Cependant,
afin de simplifier l’analyse, cette position de fissure est déterminée à partir de la
valeur deD extraite des résultats de calcul au milieu de la fissure. Une valeur seuil
sur D est choisie de façon à obtenir la même longueur de fissure qu’avec l’analyse
des champs de déplacement. Ce processus est appliquée à toutes les tailles d’éprou-
vette afin de déterminer l’évolution de GC avec W .

— Les champs de déformation et contrainte peuvent également être comparés : si
ceux-ci sont identiques à un facteur multiplicatif près pour toutes les tailles W ,
aucune longueur interne n’est introduite par la modélisation.

Résultat sur le modèle non régularisé

L’effet d’échelle sur un modèle d’endommagement adoucissant non régularisé dépend
en réalité de la mise en données et en particulier de la discrétisation spatiale. Avant
l’apparition des problèmes liés à l’adoucissement, la solution reste unique et la loi de
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similitude observée est celle des modèles en contrainte. En régime adoucissant, la solu-
tion numérique se concentre généralement sur une unique bande de points de Gauss.
La loi de similitude numérique dépend donc de cette bande : si le maillage est grossi
de manière homothétique avec l’éprouvette (et donc la taille de maille augmente), les
champs mécaniques sur la nouvelle éprouvette seront identiques (à l’homothétie près) à
ceux obtenus sur la taille de référence. La loi de similitude restera alors de type modèle
en “contrainte”. Au contraire, si la taille de maille est conservée (comme c’est le cas ici),
l’énergie dissipée par la fissure est la même quelque soit la taille W . La loi de simili-
tude numérique est alors de type MLER. Enfin, si aucune correspondance n’existe entre
les deux maillages ou si l’endommagement ne se concentre plus sur une unique bande
d’éléments après changement de taille, l’effet d’échelle ne suivra probablement aucune
règle clairement identifiable.

Résultats sur les modèles Crack Band

Les résultats sur modèle régularisé par la méthode Crack Band sont conformes à
ceux attendus dans le cadre de la MLER. Les champs de contraintes sont présentés en
Fig. 3.20a pour deux éprouvettes de taille 1 et 2. La forme de ces champs reste iden-
tique quelque soit la taille W (à la discrétisation près), laissant supposer l’absence de
longueur interne. Les courbes Force / Déplacement, présentées en Fig. 3.20b, peuvent
être superposées après division par

√
W , comme dans le cadre de la MLER. La valeur

de GC mesurée sur les données numériques est constante pour toutes les tailles W . Les
variations observées peuvent être imputées à la discrétisation ou au fait que l’endom-
magement ne se concentre pas systématiquement sur une unique rangée d’éléments (ce
qui modifie le contrôle l’énergie dissipée).

(a) Forme des champs de contraintes sur
éprouvettes homothétiques de taille 1 et 2

W

G
C
[k
J/
m
2 ]

(b) Évolution des courbes force déplacement et de
GC avec la taille de l’éprouvette W

Fig. 3.20 – E�et d’échelle numérique obtenu avec un modèle Crack-Band

Bien que, dans notre cas, aucun effet de type longueur interne n’ait été observé, cer-
tains auteurs ont mis en évidence des effets de ce type sur les modèles Crack Band.
Ce résultat est peut-être lié au choix de conserver la taille de maille constante avec W .
Si elle est varie, le comportement local contrainte / déformation s’en retrouve modifié
pour dissiper la bonne énergie GC (voir Fig. 3.9). De ce fait, une part plus importante
de l’énergie se retrouve dissipée après le pic de contrainte. Une process-zone importante
pourrait se former, amenant, comme dans le cas des modèles de zones cohésives, à des
effets d’échelles de type longueur interne si la structure est suffisamment petite. Ce-
pendant, la variation observée est dans ce cas autant un effet de maillage qu’un effet
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d’échelle. La prévision robuste de la propagation de fissure pourrait alors nécessiter
d’utiliser une taille de maille précise en plus de la régularisation Crack Band pour cha-
cune des structures étudiées. Cette approche s’avérerait difficile à mettre en place dans
un cadre industriel.

Une autre approche pour obtenir le bon effet d’échelle serait de régulariser en uti-
lisant non plus une valeur uniforme de GC mais la valeur apparente fournie par la loi
générale présentée en Éq. 2.47. La réalisation d’un calcul nécessiterait alors d’assigner
au préalable en tout point du trajet de fissure supposé, la valeur de GC voulue, puis
d’effectuer la modification locale du comportement suivant la méthode Crack Band pour
satisfaire cette dissipation d’énergie. Le bon effet d’échelle devrait alors être obtenu, in-
dépendamment de la taille de maille. Cette approche pourrait permettre une première
intégration des résultats présentés dans cette thèse au sein de bureaux d’études, du fait
de son caractère peu intrusif dans les codes de calcul. Cependant, elle reste peu robuste
et notamment du point de vue de la sensibilité à l’orientation du maillage.

Résultats sur les modèles à endommagement retardé

Les champs de contraintes obtenus avec modèles à endommagement retardé (Fig.
3.21a) sont identiques quelque soit la taille de l’éprouvette, conformément aux modèles
en contrainte. Les courbes Force / Déplacement, présentées en Fig. 3.21b, se superpo-
sitionnent après division par W . On obtient également un taux de restitution d’énergie
critique apparent évoluant proportionnellement à W .

(a) Forme des champs de contraintes sur
éprouvettes homothétiques

W [mm]
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2 ]

(b) Évolution des courbes force déplacement et de
GC avec la taille de l’éprouvette W

Fig. 3.21 – E�et d’échelle numérique obtenu avec un modèle à endommagement retardé

Cela confirme que les modèles à endommagement retardé suivent des lois de simili-
tude de type contrainte. Du fait de leur bonne robustesse numérique, ils sont donc de
bons candidats à la modélisation de matériaux appartenant à cette famille de compor-
tement. Dans le cas de l’étude des composites tissés 3D, ils ne semblent cependant pas
aptes à retranscrire les résultats expérimentaux observés.

Résultats sur les modèles Non-Locaux

Les champs de contraintes pour des éprouvettes homothétiques sont présentés en
Fig. 3.22a sur le modèle Non-Local. Contrairement aux régularisations par Crack Band
ou Effet Retard, la forme des champs n’est pas identique pour les différentes tailles
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d’éprouvettes. Les courbes Force / Déplacement, présentées en Fig.3.22b, ne se super-
posent également pas rigoureusement après division par W ou par

√
W . La valeur de

GC mesurée sur les données numériques montre une évolution importante en fonction
de la taille W .

(a) Forme des champs de contraintes
sur éprouvettes homothétiques
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(b) Évolution des courbes force déplacement et de GC avec la
taille de l’éprouvette

Fig. 3.22 – E�et d’échelle numérique obtenu avec un modèle Non-Local

Cette évolution peut être décrite à partir de la loi de similitude sur GC pour des
éprouvettes homothétiques, présentée en Section 2.1.4 :

GC =
Gf

1 + W0

W

(3.67)

Pour rappel, Gf est le taux de restitution d’énergie asymptotique obtenu sur des
éprouvettes suffisamment grandes et W0 une taille de transition dépendante de la géo-
métrie étudiée. Le résultat de l’identification de cette loi est superposée aux valeurs de
GC obtenues sur les données numériques. Une bonne correspondance est observée entre
la loi de similitude et les valeurs de GC . Ce résultat laisse supposer que les modèles Non
Locaux exhibent bien un mécanisme de longueur interne et peuvent donc être adaptés
à modéliser le comportement des composites tissés 3D.

L’identification de cette loi de similitude permet de quantifier l’influence de ces lon-
gueurs internes et d’identifier de premiers paramètres de rupture Gf et W0. Ceux-ci
varient avec les paramètres du modèle (loi d’endommagement avant régularisation, lon-
gueur lc, grandeur délocalisée etc.), mais également avec la géométrie étudiée en ce qui
concerne W0. Une étude plus précise de ces paramètres ainsi que l’identification du mo-
dèle Non-Local sur les résultats d’essais seront présentées en Section 3.4.

Résultats sur les modèles Non-Locaux avec régularisation visqueuse

Une régularisation par endommagement retardé peut être adjointe aux modèles Non
Locaux dans l’objectif de faciliter la convergence des calculs. Cet effet visqueux influence
cependant de manière importante le comportement macroscopique. En particulier, en di-
minuant la valeur τ , le résultat ne semble pas nécessairement tendre vers celui obtenu
sans effet visqueux, ou à partir de valeurs de τ trop faibles pour avoir un effet régu-
larisant notable. Comme présenté en Fig. 3.23 sur éprouvettes CT, l’effet retard exerce
d’autant plus d’influence que l’éprouvette est grande. Le retard est particulièrement pro-
noncé en début de propagation pour les géométries CT, où le résultat s’écarte fortement
du comportement non régularisé. Au fur et à mesure de la propagation, son influence
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diminue du fait de la baisse de la vitesse locale de déformation ε̇. Cependant, alors que
le retard visqueux devient négligeable en fin de calcul, la courbe Force/Déplacement
reste significativement éloignée de la solution non régularisée. Il parait donc difficile de
contrôler l’effet retard en combinaison avec une régularisation non-locale et de quanti-
fier son influence sur les résultats. De plus, l’évolution de GC avec la taille W , présentée
en Fig. 3.24 pour lc = 1mm et τ = 0.01s, ne semble suivre aucun des comportements
présentés précédemment (MLER, contrainte ou longueur interne). La courbe obtenue
dépend fortement des valeur de paramètres utilisées. L’introduction d’un effet visqueux
en complément d’une régularisation non-locale ne semble donc pas adaptée pour décrire
le comportement des matériaux composites tissés 3D.

T0.5
T1
T1.5
T2
T2.5

τ=0.1
τ=0.01
τ=0.001
τ=0.0001

Déplacement [mm]

F
o

rc
e

 [
k

N
]

Fig. 3.23 – Courbes Force / Déplace-
ment sur un modèle Non Local avec
endommagement retardé
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Fig. 3.24 – Évolution de GC

sur un modèle Non Local
avec endommagement re-
tardé
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Fig. 3.25 – Évolution de GC

sur un modèle Non Local à
longueur variable

Résultats sur les modèles Non-Locaux avec longueur interne variable

L’évolution de GC obtenue sur le modèle Non-Local avec longueur interne variable, tel
qu’implémenté en Section 3.2.3, est présentée en Fig. 3.25. Une variation de GC est ob-
servée avec W , bien que celle-ci ne semble suivre ni le comportement de type contrainte,
ni celui des modèles à longueurs internes. Une étude plus approfondie est nécessaire
pour estimer la capacité de ces modèles à retranscrire les résultats expérimentaux et
sélectionner les bonnes formulations devant êtres mises en œuvre à ces fins.

Résultats sur les modèles Phase-Field

Les courbes Force/Déplacement obtenues sur modèle Phase-Field sont présentées en
Fig. 3.26b. Les courbes se superposent après division par

√
W ,malgré de légères diffé-

rences en début de propagation. De plus, les valeurs de GC obtenues sur les données
numériques ne semblent pas dépendre de W (aux variations numériques près). Ces mo-
dèles semblent produire une loi de similitude de type MLER, dont ils sont une approxi-
mation continue. Bien qu’une longueur lc soit introduite dans les équations, le compor-
tement ne correspond pas à celui des modèles à longueurs internes.

Néanmoins, si GC reste constant à lc fixé quand W varie, ce n’est pas le cas à W fixé
en faisant varier lc. Dans le cadre des modèles à longueurs internes, l’évolution de GC

est symétrique en W et en 1/lc. En effet, la loi de similitude (Éq. 2.47) s’écrit de manière
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(a) Forme des champs de
contraintes sur éprouvettes
homothétiques
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(b) Évolution des courbes Force / Déplacement et de GC

avec la taille de l’éprouvette

Fig. 3.26 – E�et d’échelle numérique obtenu avec un modèle Phase-Field

simplifiée :

GC(W, lc) =
Gf

1 + a lc
W

(3.68)

où le paramètre a regroupe les termes en g̃. Dans ce cadre, une variation de W ou de 1/lc
a le même impact sur le taux de restitution d’énergie.
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Fig. 3.27 – Évolution de GC avec 1/lc à W �xé sur le modèle Phase-Field

Dans le cas des modèles Phase Field au contraire, cette symétrie n’est pas respectée.
La Fig. 3.27 présente l’évolution de GC avec 1/lc à taille d’éprouvette fixée. L’évolution
est significativement et la valeur tend vers celle introduite en paramètre lorsque lc → 0
(qui joue le rôle de Gf dans l’Éq. 2.25). L’évolution avec 1/lc est bien décrite par la loi
de similitude Éq. 3.68, mais, contrairement à ce qui est attendu, GC ne montre aucune
évolution avec W . Les modèles Phase-Field ne semblent donc pas adaptés à la modéli-
sation de matériaux introduisant des longueurs internes, mais sont, par contre, à même
de correctement représenter la MLER si la longueur interne est suffisamment petite.

Synthèse

Dans cette section, nous avons présenté les études numériques effectuées sur les dif-
férents modèles régularisés. Ces études ont deux objectifs principaux :

— Étudier l’utilisation pratique d’utilisation de ces méthodes et leur adaptation à un
modèle adoucissant de type ODM-CMO
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— Déterminer les effets d’échelles induits par ces modèles afin de sélectionner ceux
propices à retranscrire les résultats expérimentaux observés sur composites tissés
3D.

Les résultats de cette étude sont présentés dans le Tableau 3.28. Il en ressort que la
méthode Crack Band ne permet pas de pallier la dépendance au maillage, en particulier
de l’orientation, contrairement aux autres approches. Chacune des approches amènent
à des résultats très différents vis-à-vis de la forme du profil de fissure ou de l’énergie
dissipée. En particulier, les profils de fissure ne sont pas complètement contrôlés lors
de l’utilisation des méthodes d’endommagement retardé (l’étalement dépend de la vi-
tesse locale de déformation) et des méthodes Non-Locales (bien que l’énergie dissipée
reste pour ceux-ci contrôlée et que l’utilisation de modèles à longueurs variables puisse
contenir l’étalement). L’énergie dissipée est également fortement perturbée lors de l’uti-
lisation de modèles retardés, alors que les modèles Phase-Field et Non-Local semblent
contrôler celle-ci.
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Fig. 3.28 – Synthèse de l’étude numérique des méthodes de régularisations

Enfin, l’étude des effets d’échelles numériques produits par chaque modèle permet
de dégager trois familles de comportement : (i) les modèles Crack Band et Phase Field
suivent une loi de similitude de type MLER, (ii) les modèles à endommagement retardé
suivent une loi de type modèle en contrainte et (iii) le modèle Non-Local suit une loi de
type longueur interne. Ce dernier est donc cohérent avec le cadre présenté au Chapitre
2.4.5. L’adjonction d’une régularisation visqueuse au modèle Non-Local perturbe forte-
ment l’énergie dissipée et l’effet d’échelle obtenu est difficilement analysable. Enfin, lors
de l’utilisation d’une longueur variable,GC varie avecW sans suivre réellement une évo-
lution de type longueur interne. Une étude plus approfondie des différentes formulation
et mises en œuvre pourrait permettre de combiner le bon effet d’échelle du modèle Non-
Local avec la diffusion limité de D lors de l’utilisation d’une longueur variable (choix de
la variable, fonction d’évolution de lc etc.).

Cette étude permet de sélectionner le modèle Non-Local comme candidat à la descrip-
tion de la propagation de fissure des composites tissés 3D. Le représentativité du mo-
dèle est assurée par le formalise thermodynamique des modèles d’endommagement et le
respect des effets d’échelles expérimentaux. La régularisation Non-Locale permet égale-
ment de pallier les problèmes induits par l’adoucissement et d’assurer la robustesse des
résultats. Enfin, les performances obtenues lors d’une résolution alternée laissent envi-
sager une possible utilisation en bureau d’étude. Si le modèle Non-Local semble à même
de reproduire les résultats expérimentaux sur les matériaux composites tissés 3D, les
paramètres de rupture (Gf , cx et cy), introduits au Chapitre 2.4.5 pour caractériser le
matériau, n’interviennent pas directement dans le modèle. Le lien avec les paramètres
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du modèle et leur identification seront l’objet de la section suivante.

3.4 Étude approfondie des modèles Non-Locaux à
gradient

3.4.1 Analyse détaillée du comportement Non Local

L’analyse des méthodes de régularisation a mis en évidence que le modèle Non-Local
était, parmi ceux étudiés, le plus à même de reproduire les résultats expérimentaux ob-
tenus sur les matériaux composites tissés 3D. Cependant, en l’état, le modèle présente
des comportements non observés expérimentalement pouvant compromettre la bonne
adéquation essai/calcul. Un de ces problèmes est l’étalement continu de l’endommage-
ment observé lorsque le terme source de l’équation non-locale est écrit en déformation.
Cependant, il a déjà été mentionné que ce problème restait “cosmétique” dans le cas
d’un chargement proportionnel, dans le sens où il n’affecte pas le comportement ma-
croscopique et que l’énergie dissipée reste contrôlée. Deux autres phénomènes peuvent
également être notés et sont présentés ci-dessous.

Phase d’initiation de la �ssure

La phase d’initiation de la fissure entraîne un comportement instable, évoqué en Sec-
tion 3.3.2 et Annexe C. Ce phénomène est lié à la différence existant entre les conditions
d’endommagement du premier élément et des éléments suivants. En effet, lors de la
mise en place de la macro-fissure sur le premier élément, la force motrice locale Y est
l’unique terme source de l’endommagement. Ȳ ne bénéficie pas d’une diffusion à partir
des éléments avoisinants, sur lesquels la valeur de Y est plus faible. ∆Ȳ . Au contraire,
une partie de la force motrice est délocalisée sur les éléments avoisinants, Ȳ atteint le
seuil d’endommagement Y0 plus tard que ce qui aurait été observé sur le modèle non
régularisé. Au contraire, une fois la fissure établie, les éléments suivant bénéficient de
la distribution de Ȳ réalisée en amont et sont ainsi pré-endommagées. Ȳ peut dépasser
la valeur seuil Y0 pour des niveaux de contrainte/déformation inférieurs à ceux du com-
portement non régularisé. Il en résulte que l’énergie nécessaire à l’endommagement des
premiers éléments est supérieure à celle nécessaire aux éléments suivants.

Ce phénomène entraine un GC apparent supérieur lors de l’initialisation que la pro-
pagation (Fig. 3.29), en contradiction avec ce qui est généralement observé expérimen-
talement. Cette différence est également à l’origine de l’instabilité observée (Fig. 3.22b).
L’initiation de la fissure s’effectue dès que G(u, a) = Ginit

C . Hors, une fois le premier élé-
ment endommagé, le taux de restitution critique pour la propagation devient Gpropa

C <
Ginit
C . La condition G(u, a + δa) > Gpropa

C est instantanément remplie sans modification
du déplacement limite u. La longueur de fissure progresse alors instantanément d’une
avancée ∆a telle que G(u, a+∆a) = Gpropa

C . L’avancée peut ensuite de nouveau s’effectuer
continûment avec l’augmentation du déplacement limite.

Cette instabilité ne correspond a priori pas aux observations expérimentales où GC

exhibait plutôt une augmentation en début de propagation. Le phénomène est plus ou
moins marqué selon les configurations étudiées et n’empêche pas la convergence des
calculs lors de l’utilisation d’un algorithme de résolution alterné. Cependant, il peut
compromettre la représentativité du modèle. L’étude des différentes formulations non-
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locales disponibles (loi locale, choix de la variable délocalisée, longueur variable) pour-
rait permettre de pallier ce problème.
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Forme des courbes R

Comme observé durant les essais, la valeur de GC n’est pas constante durant la pro-
pagation et une courbe de résistanceR peut être tracée. La comparaison entre la courbe
observée expérimentalement et celle obtenue numériquement est présentée en Fig. 3.30.
Des différences d’allure sont observables. Les deux courbes exhibent une diminution en
fin de propagation, conformément à ce qui est prévu par le formalisme des modèles à
longueurs interne (voir Section 2.4.5). Cependant, durant une grande partie de la pro-
pagation, cette valeur augmente avec le modèle Non-Local alors qu’elle reste constante
ou diminue sur le comportement réel. Le modèle sera par la suite identifié afin d’obtenir
une égalité de la valeur moyenne de GC sur l’ensemble de la propagation. Ces variations
locales de GC entraînent donc des différences sur la courbe Force/Déplacement entre les
essais et les simulations, tel qu’observé en Fig. 3.35a et 3.36a.

Les paramètres influant sur la forme de cette courbe ne sont pour l’heure pas explici-
tés et ce point devrait faire l’objet de futures études.

3.4.2 Lien entre les paramètres de rupture et les paramètres
du modèle d’endommagement Non-Local

Afin de faire le lien entre les modèles Non-Locaux et le modèle de rupture présenté
au Chapitre 2.4.5, il convient d’étudier la variation des paramètres de rupture avec
les paramètres introduits dans le modèle d’endommagement et la régularisation Non-
Locale. Les paramètres du modèle de rupture sont :

— Gf le taux de restitution asymptotique, tel que GC → Gf quand W →∞ pour toute
structure W .

— cx et cy les longueurs internes dans les directions x et y ou ceq la longueur équiva-
lente.
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— si l’on considère une unique géométrie, l’identification peut en première approche
être simplifiée en remplaçant cx et cy par la taille de transition W0. Cependant,W0

n’est pas un paramètre caractéristique du matériau puisqu’il dépend de la géomé-
trie considérée.

Face à ces paramètres de rupture, les paramètres du modèle Non-Local sont :
— Y0, YC , P qui définissent la cinétique d’adoucissement du comportement non régu-

larisé
— lc la longueur introduite par le Non-Local

Afin de manipuler des quantités pouvant être plus facilement reliées avec le modèle de
rupture, il est plus intéressant de parametrer le modèle à l’aide de :

— σmax la valeur maximale de la courbe contrainte/déformation non régularisée
— εmax la valeur de déformation pour laquelle σmax est atteinte
— erupt la densité volumique d’énergie de rupture

Il existe en effet une correspondance bijective entre [σmax, εmax, erupt] et [Y0, YC , P ] sur la
loi de comportement non régularisée. Du fait du nombre important de paramètres du
modèle d’endommagement, la valeur P a été, dans le cadre de ce travail, fixée à P = 3.
Cette valeur permet notamment d’assurer que erupt possède une valeur finie (l’aire sous
la courbe σ/ε est intégrable, cette condition n’étant pas remplie pour P ≤ 2). Il n’est alors
plus possible de fixer simultanément σmax, εmax et erupt avec les seuls paramètres Y0 et
YC . Le choix a été effectué de laisser libre εmax et de fixer erupt et σmax. En effet, la densité
volumique d’énergie de rupture offre une interprétation plus proche de GC et σC étant
une grandeur dimensionnante du modèle sur des éprouvettes lisses, . La valeur de εmax
est donc laissée libre et varie en fonction de celles de σmax et erupt.

Les paramètres des deux modèles sont donc σmax, erupt et lc pour le modèle Non-Local
et en première approche GC et W0 pour la loi de rupture. Le choix de W0 est réalisé
afin de simplifier la démarche et d’augmenter le robustesse de l’analyse : les évolutions
observées sont ainsi moins dépendantes d’hypothèses réalisées lors de la construction
du modèle. De plus, l’identification robuste des deux longueurs cx et cy nécessite deux
géométries alors que seule la géométrie CT est ici étudiée pour l’instant.

Il y a donc trois paramètres pour le modèle d’endommagement contre 2 pour la loi
de rupture, une des valeurs doit ainsi être fixée. Or, σmax est une valeur caractéristique
du matériau identifiable sur des éprouvettes lisses. Cette valeur est donc gardée fixe,
afin de correctement simuler le comportement sur plaque lisse. L’étude des liens entre
le modèle Non-Local et la loi de rupture revient ainsi à expliciter les relations entre :

— les paramètres du modèle erupt et lc
— les paramètres de la loi de rupture GC et W0

Afin d’expliciter ces relations, plusieurs simulations ont été réalisées en modifiant ces
paramètres. Trois valeurs ont été choisies pour erupt et lc et des éprouvettes de facteurs
d’échelle 0.5 à 2.5 ont été simulées. Les courbes contrainte/déformation obtenues avant
régularisation non locale à partir des valeurs de erupt sélectionnées sont présentées en
Fig. 3.31. Les données numériques issues des simulations subissent le même traitement
que les données expérimentales afin de déterminer la valeur de GC observée durant la
propagation. Les valeurs obtenues sont présentées en Fig. 3.32. On observe bien une
forte variation de GC selon la configuration étudiée.

Les paramètres Gf et W0 sont ensuite identifiés pour chaque couple [erupt, lc] à partir
de la formule :

GC =
Gf

1 +
W0

W

(3.69)
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Une bonne correspondance est trouvée entre les résultats de simulation et la loi de
rupture (Fig. 3.32). Les évolutions de Gf et de W0 observées en fonction de erupt et lc sont
illustrées en Fig. 3.33.

On observe une relation linéaire entre Gf et erupt et affine avec lc. Ce comportement
est cohérent avec l’analyse dimensionnelle et l’intuition selon laquelle Gf ∝ eruptlc. W0

quant à lui évolue quasi-proportionnellement à
√
lc et inversement proportionnellement

à √erupt. Ces tendances peuvent être décrites par les équations :

Gf = α(lc + β)erupt (3.70)

W0 =

√
γ
lc + δ

erupt
(3.71)

Afin de donner une interprétation plus facile aux valeurs introduites et de simplifier
les équations, on choisit de fixer β = δ, ces valeurs étant en pratique très proches. Cela
permet également de réécrire ces équations sous la forme :

Gf = α(lc + β)erupt (3.72)

W0 =

√
α
γ

Gf

(lc + β) (3.73)

Cette formulation donne un sens plus facilement interprétable aux paramètres : α
représente un coefficient multiplicateur adimensionné sur Gf , β est une longueur intro-
duisant un décalage entre lc et cx - cy (les longueurs internes de la loi de rupture cx et
cy sont proportionnelles à W0) et γ est un taux de restitution d’énergie intervenant dans
l’expression de W0. W0 est sous cette forme proportionnelle à la longueur interne, comme
observé dans la loi de similitude générale (Éq. 2.47).

La détermination des coefficients α, β et γ, permettant de relier les paramètres de
rupture introduits dans la loi de similitude et du modèle Non-Local, est évidemment
dépendante des autres propriétés du matériau (module de Young etc.) et de l’implémen-
tation choisie du modèle Non-Local (variable délocalisée, formulation etc.). Les valeurs
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erupt et lc

obtenues et la forme même des fonctions peuvent ainsi être amenées à changer sur
d’autres matériaux ou d’autres implémentations des modèles non-locaux. Dans le cas de
W0, ce coefficient dépend également de l’éprouvette considérée, W0 n’étant pas un para-
mètre caractéristique du matériau mais fait intervenir une dépendance à la géométrie.
Cette dépendance intervient à travers le coefficient γ, qui s’apparente aux termes ∂g/g
dans l’Éq. 2.47. Gf est en revanche indépendant de la géométrie, les coefficients α et β
obtenus devraient donc ne pas dépendre de la géométrie étudiée (ce point n’ayant pas
fait l’objet de vérifications).
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3.4.3 Identi�cation des paramètres du modèle Non-Local et
comparaison essais/calcul

À partir du lien entre les paramètres du modèle et de la loi de rupture

Les paramètres du modèle Non-Local peuvent être identifiés en inversant le système
d’Éq. 3.73.

lc =

√
Gf

α

W0

γ
− β (3.74)

erupt =

√
γGf

α

1

W0

(3.75)

On obtient alors des valeurs de erupt et de lc permettant de retranscrire l’évolution de
GC sur les éprouvettes CT. On peut espérer que les résultats numériques obtenus sur
éprouvette SENB avec cette identification soit en adéquation avec les résultats expéri-
mentaux, du fait du cadre général d’analyse des modèles à longueurs internes utilisé,
l’éprouvette SENB sert alors de cas de validation. Cependant, des ajustements de la
formulation peuvent offrir de meilleurs résultats lors du changement de géométrie. L’in-
troduction de deux longueurs, comme utilisée au Chapitre 2.4.5 sera également discutée
en Section 3.4.4.

À partir d’une comparaison directe des valeurs de GC expérimentales et
numériques pour toutes les tailles

Une autre méthode d’identification est présentée. Celle-ci consiste en une identifi-
cation inverse plus classique, sans présupposer du cadre d’analyse des modèles à lon-
gueurs internes. Cette identification est présentée en parallèle de celle réalisée précé-
demment : bien qu’elle offre une moins bonne compréhension des mécanismes à l’œuvre,
elle ne repose pas sur les hypothèses réalisées lors de la mise en place du formalisme
des modèles à longueurs internes au Chapitre 2.4.5 et de la détermination des équations
3.74 et 3.75. La cohérence entre les valeurs obtenues par les deux méthodes assure donc
une plus forte confiance dans l’identification.

On cherche ici à minimiser l’écart entre les valeurs de GC mesurée expérimentale-
ment et numériquement. Pour une taille d’éprouvette donnée, l’erreur |Gexp

C − Gnum
C | est

mesurée pour chaque couple [erupt, lc]. Une interpolation de cet écart est alors réalisée,
permettant d’obtenir une carte d’écart entre le taux de restitution expérimental et nu-
mérique en fonction de erupt et lc. Cette carte d’écart est présentée en Fig. 3.34a.

En considérant un essais CT de taille donnée (par exemple T0.75 en Fig. 3.34a), on
remarque qu’il existe une infinité de couples [erupt, lc] satisfaisant l’égalité entre Gexp

C et
Gnum
C . Comme attendu, les deux paramètres ne sont pas identifiable à partir d’un unique

essai. Cependant, lors de l’utilisation de plusieurs tailles d’éprouvettes, les courbes de
l’espace [erupt, lc] minimisant l’écart diffèrent et ne possèdent plus qu’un unique point
d’intersection. Ce résultat est présenté en Fig. 3.34b sur les éprouvettes de facteur
d’échelle 0.75 et 2.5, avec une échelle logarithmique sur les couleurs afin de permettre
une meilleure visualisation. Plus le facteur d’échelle entre les éprouvettes est élevé
plus l’angle d’intersection entre les courbes sera important, permettant une identifica-
tion précise du point d’intersection. Ce point d’intersection doit également être unique
quelque soit les tailles considérées. Le minimum d’erreur sur GC pour toutes l’ensemble
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C −Gnum
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Fig. 3.34 – Écart entre les valeurs expérimentales et numériques de GC en fonction des para-
mètres lc et erupt et de la taille de l’éprouvette

des tailles testées [max
T i
|Gexp

C − Gnum
C | est présenté en Fig. 3.34c en fonction de erupt et lc.

Les valeurs de erupt et lc sont identifiées par :

arg min
erupt,lc

max
T i
|Gexp

C −G
num
C | (3.76)

Les paramètres identifiés selon cette méthode sont cohérents avec ceux obtenus précé-
demment à partir de l’Éq. 3.73.
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Fig. 3.35 – Comparaison des résultats expérimentaux et du modèle Non-Local pour les valeurs
erupt et lc identi�ées

Des simulations numériques ont été effectuées à partir des valeurs identifiées sur les
configurations CT et SENB similaires aux essais. Les forces courbes Force/Déplacement
obtenues sont présentées en Fig. 3.35a. Une bonne correspondance générale est obser-
vée. Deux différences principales sont observées entre les essais et les simulations, dues
aux mécanismes présentés en Section 3.4.1 :

— La présence d’une propagation instable en début de propagation
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— Une surestimation de la force en fin de propagation (et dans une moindre mesure
une sous-estimation en début). Celle-ci vient du fait que le modèle est identifié
pour respecter la valeur moyenne de GC sur l’ensemble de la propagation, mais
exhibe des différences dans la forme de la courbe R

L’étude des différentes formulations locales du modèle d’endommagement et des im-
plémentations du Non-Local pourrait être effectuée dans le but d’obtenir une meilleur
correspondance des courbes Force/Déplacement (choix de la loi locale, variable à déloca-
liser, forme de la délocalisation, longueur variable etc.).
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Fig. 3.36 – Écarts entre les résultats expérimentaux et ceux du modèle Non-Local

La Fig. 3.35b présente également les valeurs de GC obtenues numériquement avec
celles observées expérimentalement, moyennées sur l’ensemble de la propagation. Les
Fig. 3.36a et 3.36b présente les différences sur les pics d’effort et les valeurs de GC entre
le modèle Non-Local et les résultats expérimentaux sur les composites tissés 3D.

Enfin, la comparaison des courbes Forces/Déplacement sur l’éprouvette SENB est
également visible en Fig. 3.35a. D’importantes différences sont observées, notamment
sur la rigidité initiale. Celles-ci sont dues à la difficulté à simuler correctement les condi-
tions limites subies par l’éprouvette : les conditions limites sont introduites par des rou-
leaux, pouvant de plus rouler autour de leurs axes. Deux approches permettraient alors
d’introduire les conditions limites de manière plus représentative : (i) l’utilisation de
contact entre les rouleaux et l’éprouvette (pouvant être coûteux en combinaison avec
la résolution non-locale) ou (ii) l’introduction des champs de déplacement limites réels
récupérés par CIN. Ces deux approches sont actuellement à l’étude pour permettre une
meilleure adéquation des résultats numériques et expérimentaux. Malgré ce manque de
représentativité des conditions limites, le modèle Non-Local semble à même de repro-
duire le comportement réel. Ce point doit encore être confirmé pour valider la capacité
du modèle Non-Local à décrire le comportement des composites tissés 3D sur tout type
de structures.
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3.4.4 Enrichissement vers un modèle à deux longueurs in-
ternes

En l’état, le modèle Non-Local n’offre pas une correspondance totale avec le cadre
introduit au Chapitre 2.4.5. Celui-ci introduit en effet deux longueurs internes, cx et cy,
agissant respectivement dans les directions x et y. Le modèle Non-Local introduit, quant
à lui, une unique longueur interne, agissant dans les trois directions. Ce point pourrait
cependant être modifié afin de séparer la contribution suivant chacun des axes. En effet,
l’équation de délocalisation du modèle Non-Local s’écrit :

Ȳ − l2c∆Ȳ = Y (3.77)

La longueur est multipliée au Laplacien ∆Ȳ = Σ∂2Ȳ /∂x2
i . Cette équation peut donc être

modifiée pour faire intervenir trois longueurs, notées lx, ly et lz :

Ȳ − l2x
∂2Ȳ

∂x2
− l2y

∂2Ȳ

∂y2
− l2z

∂2Ȳ

∂z2
= Y (3.78)

Dans ce cas, lx et ly correspondent respectivement à cx et cy (sans être pour autant
directement égales). La longueur lz n’a pas été considérée au Chapitre 2.4.5, du fait
de l’absence d’étude de l’effet de l’épaisseur, mais le modèle peut-être éventuellement
étendu pour prendre en compte ce phénomène.

Des études sont actuellement en cours pour évaluer l’adéquation de cette améliora-
tion avec le modèle de rupture introduit et la capacité du modèle ainsi modifié à repré-
senter au plus juste les résultats expérimentaux.



Conclusion

tmp
Dans cette thèse, nous avons cherché à décrire et à quantifier les mécanismes de rup-

tureintervenant au sein des composites tissés 3D sous chargement de traction statique,
afin de mettre en œuvre une méthode de simulation adaptée et robuste. Ce travail ré-
pond à un manque de données expérimentales sur les matériaux composites tissés 3D,
encore peu répandus dans la littérature, en particulier en ce qui concerne la propagation
d’une macro-fissure découlant de la rupture complète des torons de fibres. Cette thèse
s’inscrit également dans le contexte industriel de l’aéronautique, domaine très régle-
menté, mettant en jeu des cas d’application complexes tout en exhibant un fort besoin
de fiabilité. Dans ce contexte, il est important de valider l’intégralité de la chaîne de mise
en œuvre, de l’expérience aux simulations numériques, et d’assurer la représentativité
des modèles et la robustesse des simulations numériques (au sens de l’indépendance du
résultat à la mise en données par l’utilisateur).

Ce travail a donc cherché à améliorer les connaissances expérimentales, mettre en
place des modèles et guider les choix de mises en œuvre numériques pour décrire la
rupture des composites tissés 3D, en se plaçant à l’échelle macroscopique. Le travail de
thèse s’est organisé en trois phases principales.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté la campagne expérimentale mise en
place, reposant sur l’estimation de l’énergie surfaciqueGC dissipée par la propagation de
la macro-fissure. Cette grandeur a été déterminée à partir d’éprouvettes à gradient de
contrainte et à propagation stable de la macro-fissure, CT et SENB. Du fait de la possible
apparition de modes de ruines indésirables, un dimensionnement prenant en compte les
spécificités des composites tissés 3D a été proposé. Vingt-huit essais de propagation de
fissure ont ainsi été réalisés, utilisant deux géométries d’éprouvettes (CT et SENB),
différents facteurs d’échelle (avec des rapports de 0.75 à 3) et 4 RCT, allant de tissages
très déséquilibrés à équilibrés dans le plan.

Plusieurs méthodes d’instrumentation ont également été utilisées pour tirer au mieux
partie des essais : suivi optique, CIN, suivi acoustique 4-capteurs, thermographie infra-
rouge passive et µ-tomographie à rayons X (in situ ou post mortem). Les données issues
de cette multi-instrumentation ont été analysées, notamment afin d’extraire la longueur
de fissure en cours d’essai. Les stratégies mises en place à partir des différentes sources
d’instrumentation se sont révélées cohérentes et leur utilisation simultanée a permis
d’augmenter la confiance dans les valeurs obtenues. Le choix final s’est porté sur l’utili-
sation automatique d’une détection de la macro-fissure à partir des images optiques du
profil de fissure et des résultats de CIN. Contrairement à la mesure des longueurs de
fissure, les méthodes d’estimation de GC ont exhibé d’importantes différences de résul-
tats. Certaines méthodes (interpolation de KC , VCCT, méthodes des normes) ont ainsi

167



168 Conclusions

été jugées inadaptées pour une application aux matériaux tissés 3D du fait de leurs hy-
pothèses d’application trop restrictives. Le choix s’est porté sur l’utilisation simultanée
de la méthode de la souplesse modifiée et de la méthode des aires.

Les essais bénéficient d’une bonne répétabilité pour les faibles RCT et constituent
donc une base expérimentale utile pour la compréhension et la quantification des méca-
nismes de rupture des composites tissés 3D. Les valeurs de GC ainsi obtenues varient
fortement avec la taille de la structure (avec un facteur 1.4 entre la plus petite et la
plus grande éprouvette CT) et la géométrie (facteur 1.8 entre la SENB et la plus grande
CT). Ce constat, également corroboré par l’analyse des courbes force/déplacement, va à
l’encontre de ce qui est usuellement observé sur les composites stratifiés de plis d’unidi-
rectionnels. Il amène à remettre en question, pour les matériaux étudiés, l’applicabilité
du cadre de la MLER, dans lequel GC est un paramètre physique caractéristique indé-
pendant de la structure étudiée. Cette variation a également été montrée sur les RCT
plus équilibrés. Cependant, les valeurs obtenues doivent être prises avec prudence, du
fait de la forte dispersion expérimentale, du profil chahuté de la macro-fissure et d’une
rupture partielle des torons en compression en arrière d’éprouvette.

La mise en évidence de ces effets d’échelle et de géométrie a amené dans le Chapitre
2 à rechercher les mécanismes physiques à l’origine de ce phénomène et à proposer un
cadre de modélisation adapté à leur description. L’étude des lois de similitude (évolu-
tion des grandeurs mécaniques avec la taille de l’éprouvette), a mis en évidence trois
grandes familles de comportement : les modèles de type critère en contrainte, de type
MLER et ceux introduisant des longueurs internes. C’est cette dernière catégorie qui
s’avère adaptée à la description des variations observées expérimentalement. Ces mo-
dèles introduisent un paramètre matériau de longueur, lié à l’architecture, définissant
une taille caractéristique des non-linéarités lors de la mise en place de la macro-fissure.

Des études expérimentales complémentaires ont donc été menées, reposant sur l’ana-
lyse des données de tomographie ainsi que sur la réalisation d’images des profils de
fissures en gros plan et par microscope électronique à balayage. Ce travail a mis en
évidence la présence de deux mécanismes de longueur interne : (i) une longueur de dé-
gradation en avant du front de la macro-fissure, guidée par la distance entre les colonnes
de trame et (ii) une épaisseur de fissure, guidée par la distance de rupture des torons de
chaîne de part et d’autre du plan moyen de la macro-fissure.

Ces mécanismes ont été intégrés au sein d’un modèle à plusieurs longueurs internes.
Il repose sur une configuration équivalente linéaire élastique du problème, plus facile à
manipuler que la configuration réelle de la fissure, mais produisant au loin les mêmes
effets que cette dernière sur la réponse globale de la structure et l’énergie dissipée. Des
simulations linéaires-élastiques peuvent être facilement réalisées sur cette configura-
tion équivalente et permettent d’obtenir une loi de similitude explicitant l’évolution de
GC pour toutes les géométries et tailles de structures.

Un protocole d’identification du modèle a été proposé, permettant de décrire la rup-
ture à l’aide de trois paramètres :

— cx et cy, les deux longueurs internes caractérisant la taille des mécanismes de rup-
ture et liées aux paramètres du tissage.

— Gf , le taux de restitution d’énergie critique asymptotique, obtenu pour des éprou-
vettes pour lesquelles la taille des gradients mécaniques est très grande devant les
longueurs internes.

Ce modèle permet de décrire les évolutions de GC observées expérimentalement et de
rendre cohérents les essais réalisés sur éprouvettes CT et SENB. Les conclusions expé-
rimentales et les évolutions prédites par le modèle peuvent avoir des répercussions sur
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la démarche de dimensionnement à la rupture de pièces en matériaux composites tissés
3D. Un résumé des principales conclusions pouvant être tirées est présenté en Section
2.4.5.

Enfin, une étude du transfert de ces modèles vers des simulations numériques a été
présentée au Chapitre 3. L’amélioration des simulations numériques pré-existantes doit
remplir deux objectifs : (i) retranscrire les phénomènes physiques et les évolutions ob-
servées expérimentalement et (ii) pallier le manque de robustesse des calculs par élé-
ments finis. En effet, les modèles numériques reposent sur le cadre général des modèles
d’endommagement continu, dans lesquels la rupture est retranscrite par un comporte-
ment adoucissant local. En particulier, le modèle utilisé dans ces travaux repose sur
les modèles ODM-CMO, développés à l’ONERA pour décrire le comportement des com-
posites à matrice organique. Les modèles d’endommagement adoucissants exhibent, en
effet, des comportements compromettant la bonne tenue de simulations, notamment
une forte dépendance au maillage (absence de convergence au maillage, sensibilité à
l’orientation des éléments) et un manque de contrôle de l’énergie dissipée. Une étude
des approches permettant de pallier ces phénomènes a été réalisée. Des modèles de
type Crack-Band, endommagement retardé, Non-Local et Phase-Field ont été adaptés
au formalisme ODM-CMO et mis en œuvre dans le code de calcul Z-set, co-développé
par L’ONERA et l’École des Mines de Paris.

Des études numériques ont été effectuées afin de déterminer les possibilités d’uti-
lisation pratique de ces méthodes et leur capacité à retranscrire les effets d’échelle
expérimentaux. Ces études se sont reposées sur une grande base de simulations nu-
mériques, réalisées pour chacun des modèles sur deux géométries (CT et Diabolo), dif-
férentes tailles d’éprouvettes (avec facteurs d’échelle de 0.5 à 3), maillages (tailles de
maille et orientations), valeurs des paramètres “numériques” et méthodes de résolu-
tion. Cette étude pratique des méthodes remet en cause l’utilisation d’une régularisa-
tion Crack-Band pour la description de la rupture des composites tissés 3D. Bien que
ces modèles puissent être adaptés au formalisme ODM, ils souffrent d’une forte dépen-
dance à l’orientation du maillage et de la possibilité d’apparition de plusieurs bandes
d’endommagement parallèles. De plus, ils exhibent avec notre mise en œuvre un effet
d’échelle de type MLER, incompatible avec les variations de GC observées.

Les autres approches (endommagement retardé, Non-Local et Phase-Field) ont dans
notre cas démontré une robustesse numérique suffisante pour une application à des
problématiques industrielles de dimensionnement. Deux de ces méthodes produisent
cependant des profils de fissures non conformes à ceux observés : les modèles d’endom-
magement retardé (pour lesquels l’épaisseur de fissure est liée à la vitesse locale de
chargement) et les modèles non-locaux à longueur fixe (où une diffusion de l’endomma-
gement peut être observée après la mise en place de la fissure). Dans ce dernier cas
cependant, cette diffusion s’effectue dans des zones déchargées mécaniquement et n’im-
pacte pas la réponse globale lors de chargements de traction monotone. La sélection des
méthodes a donc été réalisée sur leur faculté à retranscrire les effets d’échelles expéri-
mentaux. De ce point de vue, les modèles à endommagement retardé suivent une loi de
similitude de type critère en contrainte, dans la lignée du comportement attendu sur les
modèles d’endommagement non régularisés. Ce comportement, bien que adéquat pour
certaines applications, n’est pas à même de représenter la rupture des composites tissés
3D. Les modèles Phase-Field exhibent quant à eux une loi de type MLER, pour laquelle
GC ne varie pas avec la taille de la structure (mais peut varier avec la longueur in-
terne lc). Ils sont donc adaptés pour retranscrire la MLER ou pour les applications dans
lesquelles les gradients mécaniques s’opèrent sur des distances très grandes vis-à-vis



170 Conclusions

des longueurs internes. Enfin, les modèles Non-Locaux produisent une évolution de GC

cohérente avec le formalisme des modèles à longueurs internes. Ils apparaissent donc
comme les principaux candidats pour la modélisation numérique des matériaux étudiés.

Une dernière étape de ce travail a donc consisté à établir le lien entre les paramètres
de rupture identifiés au Chapitre 2 et les paramètres du modèle Non-Local. À cette fin,
les paramètres de rupture ont été identifiés sur les résultats numériques pour diffé-
rentes valeurs de la densité volumique de rupture erupt et de la longueur interne lc du
modèle Non-Local. Une correspondance a ainsi été établie entre ces valeurs et les pa-
ramètres des lois de similitude. Des comparaisons essais-calculs ont finalement permis
de décrire les courbes Force/Déplacement et les évolutions de GC observées durant la
campagne expérimentale. De plus, l’application d’une méthode de résolution alternée,
inspirée des modèles Phase-Field, laisse envisager l’application de ces travaux à des
problèmes industriels de dimensionnement robuste de structures aéronautiques.

Perspectives
La représentativité du cadre de modélisation imposé pourrait être confirmée par

l’étude d’autres géométries. En particulier, l’utilisation d’éprouvettes générant des for-
mes de gradients mécaniques différentes de celles observées sur CT et SENB permet-
trait de différencier plus clairement l’influence des deux longueurs cx et cy, introduites
suivant différentes orientations du matériau. L’identification de ces valeurs reste pour
l’instant peu précise du fait des éprouvettes utilisées et serait améliorée par des études
expérimentales complémentaires. De plus, les résultats obtenus sur l’éprouvette CT de
facteur d’échelle 3 ne sont pas retranscrits par le modèle et, bien que l’hypothèse prin-
cipale avancée pour expliquer cette divergence soit une différence dans les conditions
expérimentales, ce résultat mériterait d’être par la suite d’être appronfondi.

Il serait également intéressant que les futures campagnes expérimentales viennent
compléter les données obtenues avec les différents tissages. Si, dans le cadre de ce tra-
vail, les paramètres de rupture ont été principalement identifiés sur un matériau forte-
ment déséquilibré, des données ont été obtenues pour d’autres ratios chaîne/trame. Ces
données restent cependant insuffisantes pour permettre une identification formelle du
modèle sur ces RCT. En effet, il est recommandé d’utiliser au minimum quatre configu-
rations (variation de la taille et/ou de la géométrie) pour pouvoir mener à bien cette iden-
tification. On peut s’attendre à ce qu’une correspondance existe entre les paramètres de
rupture (Gf , cx et cy) et les propriétés du tissage (taux de fibres, armure, distance inter-
toron). L’enrichissement de la base expérimentale pourrait permettre de confirmer les
tendances observées à ce sujet. Enfin, si les travaux menés durant cette thèse se sont
attachés à caractériser la rupture des torons de trame du matériau, la caractérisation
de la chaîne constitue un défi expérimental du fait des modes de ruines indésirables
présents, notamment la rupture en compression. Des pistes existent afin d’adapter les
montages à ces contraintes, mais l’obtention d’un profil de macro-fissure permettant une
bonne analyse des résultats sur des forts taux de fibres reste une question expérimentale
ouverte. En attendant, une meilleure compréhension des liens entre les paramètres de
tissage et le comportement sur les faibles RCT pourrait fournir une première estimation
du comportement à rupture des torons de chaîne.

De manière plus générale, l’existence de longueurs internes pourrait être examinée
sur d’autres catégories de matériaux composites. Si aucun effet d’échelle ne semble être
observé sur des stratifiés d’unidirectionnels carbone/epoxy [Laffan et al., 2010b], l’appa-
rition de ces phénomènes à une échelle plus petite ou pour d’autres stratifications reste
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possible. Les composites tissés 2D paraissent également être des candidats propices à
leur apparition. Sur ces derniers, les données expérimentales de l’influence de la taille
des structures sur la rupture restent peu nombreuses et pourraient générer de futurs
travaux.

Du point de vue de la modélisation et des simulations numériques, le modèle Non-
Local a démontré sa capacité à retranscrire les résultats expérimentaux. Cependant,
des points d’inadéquation persistent, en particulier sur la mise en place de la fissure,
la forme des courbes R et l’étalement continu du profil de fissure. De ce point de vue,
une étude plus complète des formulations Non-Locales disponibles permettrait d’amé-
liorer la concordance entre les résultats d’essais et de simulations. On peut par exemple
penser à modifier la variable délocalisée, remplacer l’écriture en déformation par une
écriture en contrainte, modifier la loi locale d’évolution de l’endommagement ou intro-
duire une longueur interne variable. Il convient cependant de s’assurer que les modèles
ainsi obtenus continuent à suivre un effet d’échelle en adéquation avec le formalisme des
modèles à longueurs internes, cette condition n’ayant pas été vérifiée lors des premières
tentatives non-locales avec longueur variable.

Une extension du Non-Local devrait également être effectuée afin de séparer l’in-
fluence de cx et cy telles qu’introduites dans le modèle de rupture. Cette séparation,
discutée en Section 3.4.4, peut se traduire par une pondération des termes du laplacien
par des longueurs différentes. Cette distinction pourrait permettre une correspondance
complète entre les paramètres Gf , cx et cy de rupture et les paramètres erupt, lx et ly du
Non-Local et permettrait une meilleure représentativité des simulations lors d’applica-
tions à d’autres formes de gradients.

De plus, ces travaux ont vocation à être transférés vers le milieu industriel et appli-
qués sur des structures complexes et pour de nombreux cas de chargements. À cette fin,
la performance numérique des simulations et le choix des technologies éléments finis
utilisées restent un enjeu majeur. L’algorithme de résolution alternée, utilisé dans ces
travaux, permet une nette diminution des temps de calcul et une convergence quasi-
systématique. Cependant, l’application à des pièces industrielles, combinée avec la dis-
crétisation fine nécessaire à la bonne description des profils de fissures, ne peut que
bénéficier d’une optimisation des stratégies de résolution (choix des solveurs, paralléli-
sation, mise à jour des opérateurs tangents, résidu de convergence, etc.). Les modèles,
développés dans le code Z-set, doivent également être transférés sur des codes indus-
triels. Ce transfert a déjà été partiellement réalisé, les modèles Non-Locaux de l’ONERA
ayant été mis en œuvre dans Abaqus et de nombreux modèles Phase-Field, très proches
en termes d’équation, sont également disponibles. Mais la possibilité de ce transfert
n’est pas avérée pour tous les codes de calcul et peut demander un travail de mise en
œuvre conséquent : lors d’une résolution monolithique, il est nécessaire de définir des
éléments spécifiques avec degrés de liberté supplémentaires et en résolution alternée, il
faut pouvoir mener en parallèle deux calculs et échanger leurs résultats.

Enfin, l’application à des cas industriels amène à étendre les travaux effectués à des
cas de sollicitations dynamiques. En effet, l’étude des phénomènes statiques constitue
une première étape nécessaire à la compréhension des mécanismes, mais de nombreuses
applications de rupture des composites tissés 3D s’effectuent au sein du groupe SAFRAN
en régime dynamique : ingestion, perte d’aube, rétention par le carter, etc. De prime
abord, aucune incompatibilité n’apparaît à l’utilisation en régime dynamique des mo-
dèles et des simulations développés ici. Des résultats expérimentaux sont néanmoins né-
cessaires pour déterminer si les effets d’échelle observés en propagation quasi-statique
se retrouvent en dynamique. La réalisation de tels essais représente un défi technique,
mais ouvre la porte à une compréhension plus exhaustive des mécanismes de rupture



172 Conclusions

des composites tissés 3D, à l’extension des applications industrielles et à la confirmation
des résultats obtenus durant cette thèse.



Annexe A
Méthode de calcul des dérivées des
déformations positives

Afin de mieux prendre en compte les mécanismes de création d’endommagement,
l’écriture des lois d’évolutions de l’endommagement à partir de déformations positives
et négatives est souvent rencontré dans la littérature. Si cette approche est utilisée avec
une méthode de résolution implicite, il de vient nécessaire de connaître l’évolution de
ces quantités au cours de la résolution. Ce calcul peut s’avérer compliqué et amener à la
simplification de l’écriture des déformations positives ou au calcul d’une approximation
des dérivées. Nous proposons ici une méthode de calcul des dérivées des déformations
positives et négatives exactes. Pour rappel celles-ci sont définies par :

ε± = P 〈εp〉±P T (A.1)

avec :
— εp la matrice diagonale constituée des valeurs propres (ou déformations princi-

pales) εI , εII et εIII de ε
— P est une matrice de passage, construite à partir des vecteurs propres vI corres-

pondant aux valeurs propres. Du fait de la symétrie de ε, P est une matrice ortho-
gonale i.e. P−1 = P T

— 〈.〉± sont les opérateurs de Macaulay tels que 〈x〉+ = x si x > 0, 0 sinon (et inverse-
ment pour la partie négative) appliqués composantes par composantes.

Le calcul des dérivées est simplifié par les propriétés du tenseur des déformations
(symétrique réel). Les dérivées des valeurs propres s’expriment alors à partir des compo-
santes de la matrice de passages P , constituée des vecteurs propres vI [Abou-Moustafa,
2009, Petersen and Pedersen, 2012] :

∂εI
∂εij

= vTI
∂ε

∂εij
vI = (vI)i.(vI)j = PiIPjI (A.2)

∂〈εp〉+
∂εij

=


. . . (0)

PiIPjI

(0)
. . .

 si εI > 0 (A.3)

En ce qui concerne les vecteurs propres, leurs dérivées sont obtenues par [Abou-
Moustafa, 2009, Petersen and Pedersen, 2012] :

∂vI
∂ε

= (εIId− ε)∗
∂ε

∂ε
vI (A.4)
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L’écriture X∗ représente la pseudo-inverse d’une matrice X. Celle-ci est égale à l’in-
verse lorsque cette dernière existe et dans le cas contraire est la matrice vérifiantAA∗A =
A. Dans notre cas, la matrice MI = εIId− ε est diagonalisable avec la même matrice de
passage que ε : MI = PDIP

T et les valeurs propres sont les εI − εJ (= 0 quand I = J).
On a donc MI∗ = PD∗IP

T , la pseudo-inverse d’une matrice diagonale étant simplement
obtenue en prenant l’inverse des termes diagonaux non-nuls et en conservant les termes
nuls à 0. Les coefficients deD∗I sont donc simplement 1/(εI − εJ) si εJ 6= εI et 0 sinon.

On en déduit que :

∂(vI)k
∂εij

=
∂PkI
∂εij

= (εIId− ε)∗ki PjI =
(
PD∗IP

T
)
ki
PjI (A.5)

=
(
P (εIId− εp

)∗
P T )kiPjI (A.6)

Finalement, la dérivée de la déformation positive s’écrit :

∂ε±
∂ε

=
∂P

∂ε
〈εp〉±P T + P

∂〈εp〉±
∂ε

P T + P 〈εp〉±
∂P T

∂ε
(A.7)

=
∂P

∂ε
〈εp〉±P T + P

∂〈εp〉±
∂ε

P T + P 〈εp〉±
(
∂P

∂ε

)T
(A.8)

Termes à termes ont obtient donc les dérivées à l’aide de :

∂ε±
∂εij

=
∂P

∂εij
〈εp〉±P T + P

∂〈εp〉±
∂εij

P T + P 〈εp〉±
(
∂P

∂εij

)T
(A.9)

Ces calculs ne font intervenir que des multiplications matricielles simples mettant en
jeu les matrices P et εp d’ores et déjà utilisées pour calculer ε± et les matrices diagonales
D∗I dont l’expression est obtenue aisément à partir des valeurs des déformations princi-
pales εp. Ce calcul ne nécessite pas de résolution de système ni d’inversion de matrice
étant donnée que P−1 = P T du fait de son orthogonalité. Il est intéressant de remarquer
que du fait de la symétrie de ε et ε±, le tenseur (∂ε±/∂ε)klij est symétrique par rapport
à kl et ij (symétries mineures).

Les formules ont été vérifiées numériquement en générant aléatoirement des familles
de matrices symétriques et en comparant les termes du tenseur d’ordre 4 (∂ε±/∂ε) aux
variations de ε± obtenues par perturbation de chacune des composantes de ε. La compa-
raison des valeurs obtenue est présentée en Figure A.1 pour des matrices symétriques
de norme égale à un.

Il faut préciser que ces formules ne sont plus valables dans le cas où plusieurs va-
leurs propres sont identiques [Abou-Moustafa, 2009]. Bien que ce cas de figure soit peut
fréquent dans des cas réels complexes, il peut par exemple être rencontré dans des cas
de chargement en traction pure.
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Fig. A.1 – Comparaison des dérivées analytiques (ronds oranges) de ε+ par rapport à ε23 avec les
valeurs obtenues par perturbation (points bleus)
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Annexe B
Détails de la mise en place des modèles avec
endommagement retardé

L’Éq. 3.46 explicite le calcul de la matrice tangente pour une résolution explicite.
Cette équation fait intervenir un terme de variation de l’endommagement de D en fonc-
tion de la déformation ∂D/∂ε. Ce terme est obtenu en différenciant la loi d’évolution
reliant D et ε. Cependant, dans le cadre de l’utilisation de modèles d’endommagement
retardés, il n’existe plus de relation directe entre D et la déformation : la loi d’évolution
est écrite sur Ḋ.

A défaut de trouver une expression exacte de ∂D/∂ε, on peut essayer de trouver une
valeur constante avec le pas de temps. Pour rappel, pour un modèle de type Effet retard,
D est obtenu explicitement à partir de la relation (voir Section 3.2.1) :

Di = Di−1 +
∆t

τ + ∆t
(F (εi)−Di−1) (B.1)

Di−1 est la valeur convergée au pas de temps précédent, il est donc tentant de différen-
cier cette formulation en considérant que ∂Di−1/∂ε = 0. Une expression de l’opérateur
tangent a donc été proposée :

∂D

∂ε
=

∆t

τ + ∆t

∂F

∂ε
(B.2)

Cependant, la comparaison des composantes de l’opérateur tangent ainsi obtenues
avec celles de l’opérateur par différence L

diff
(présenté en Section 3.2.5) exhibe de fortes

différences (Fig. B.1). En particulier, les composantes de la matrice tangente calculée à
partir de l’Éq. B.2 ne deviennent jamais négatives, alors même que le comportement
devient adoucissant. Ce problème découle probablement de la différentiation erronée
effectuée sur l’Éq. discrétisée B.1. De plus, cette équation ne fait pas intervenir de réelle
dépendance temporelle : à taille d’incrément fixé, ∆t et τ sont des grandeurs fixes et
∂F/∂ε découle directement de la loi de comportement. Aucun de ces termes ne dépendent
de la vitesse locale de chargement ε̇, qui pilote pourtant l’effet visqueux.

Afin d’améliorer le calcul de l’opérateur tangent, il est préférable de réaliser la diffé-
rentiation sur l’équation continue du modèle retardé (Éq. 3.13) et d’inverser les dérivées
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Fig. B.1 – Comparaison des tangentes calculées et par di�érences pour une régularisation par
e�et retard

temporelles et partielles :

dD

dt
=

1

τ
(F −D) (B.3)

∂

∂ε

dD

dt
=

1

τ

(
∂F

∂ε
− ∂D

∂ε

)
(B.4)

d

dt

[
∂D

∂ε

]
=

1

τ

(
∂F

∂ε
−
[
∂D

∂ε

])
(B.5)

On obtient une équation différentielle en ∂D/∂ε similaire à celle sur D, qui peut de la
même manière être résolue explicitement par différences avant.

1

∆t

(
∂D

∂ε

∣∣∣∣
i

− ∂D

∂ε

∣∣∣∣
i−1

)
=

1

τ

(
∂F

∂ε

∣∣∣∣
i

− ∂D

∂ε

∣∣∣∣
i

)
(B.6)

∂D

∂ε

∣∣∣∣
i

=
∂D

∂ε

∣∣∣∣
i−1

+
∆t

∆t+ τ

(
∂F

∂ε

∣∣∣∣
i

− ∂D

∂ε

∣∣∣∣
i

)
(B.7)

La comparaison des termes des opérateurs obtenus à l’aide de cette formulation de
l’opérateur par différence est présentée en Fig. B.1. On observe une bonne cohérente
entre L et L

diff
.

Tangente avec régularisation par taux limité

La même démarche est appliquée aux modèles de type Taux Limité dont on rappel la
formulation :

Ḋ =
1

τ

(
1− e−a<F (ε)−D>+

)
(B.8)
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Fig. B.2 – Comparaison des tangentes calculées et par di�érences pour une régularisation par
taux limité

On obtient alors :

∂

∂ε

dD

dt
=

a

τ
e−a(F−D)

(
∂F

∂ε
− ∂D

∂ε

)
(B.9)

1

∆t

(
∂D

∂ε

∣∣∣∣
i

− ∂D

∂ε

∣∣∣∣
i−1

)
=

a

τ
(1− τḊ)

(
∂F

∂ε

∣∣∣∣
i

− ∂D

∂ε

∣∣∣∣
i

)
(B.10)

∂D

∂ε

∣∣∣∣
i

=
1

1 + a∆t(1− τḊ)

(
τ
∂D

∂ε

∣∣∣∣
i−1

+ a∆t(1− τḊ)
∂F

∂ε

∣∣∣∣
i

)
(B.11)

La Fig. B.2 présente la comparaison des valeurs de l’opérateur tangent ainsi obtenues
(en trait plein bleu) avec celles de l’opérateur par différences (points rouges) et de l’an-
cien opérateur négligeant l’influence des termes temporels ∂D/∂ε|i−1| (tirets verts). En-
core une fois, cette formulation décrit de manière satisfaisante l’évolution réelle de la
tangente.

Utilisation au sein des résolutions numériques

Les méthodes d’estimation de la tangente présentées ici permettent d’obtenir une for-
mulation consistante avec la discrétisation temporelle utilisée. Cependant l’utilisation
des opérateurs tangents ainsi obtenus ne permet pas une amélioration de la conver-
gence des simulations par rapport à l’ancienne formulation. Elle peut même provoquer
l’aggravation des vitesses de convergence ou une divergence franche sur certains pas de



180

temps.
Bien que les raisons numériques derrière ce constat n’est pas été étudiées, il se pour-

rait que ces mauvais résultats proviennent de pertes de certaines propriétés mathéma-
tiques de l’opérateur tangent. Dans l’ancienne formulation, les composantes de celui-ci
restaient toutes positives. Dans le cas réel, les valeurs propres du tenseur deviennent
négatives durant l’adoucissement, complexifiant la résolution. Cet opérateur exact n’est
donc pas utilisé pour la résolution globale et son utilisation reste cantonnée aux calculs
annexes, par exemple les critères de validité utilisant L.



Annexe C
Détails de la mise en place des modèles
Non-locaux

Formulations locale, faible et élément �ni

Équations Locales :

Équations fortes sur σ et Ȳ et conditions limites correspondantes :{
div σ=0 sur Ω

Ȳ − l2c∆Ȳ=Y sur Ω
(C.1)


σ.n=Pd sur ∂Ωd

u=ud sur ∂Ωu

∇Ȳ .n=0 sur ∂Ω
(C.2)

Formulation variationnelle :

Une formulation faible des équations précédentes a été proposée notamment par
Peerlings [Peerlings et al., 1996a]. Pour tout champ de déplacement v et de force mo-
trice w cinématiquement admissibles à zéro :

∀v ,
∫

Ω

∇v : σ dΩ=

∫
∂Ω

v.fd dΩ

∀w,
∫

Ω

[
wȲ + l2c∇w∇Ȳ − wY

]
dΩ=

∫
∂Ω

l2cw∇Ȳ .n dΩ
(C.3)

Discrétisation par éléments �nis :

En utilisant les formulations matricielles introduites en Section 3.2.5, la formulation
faible peut être discrétisée à l’aide des éléments finis. Les efforts internes correspon-
dants sont : 

FU=

∫
Ω

tBu : σ dΩ

F Ȳ =

∫
Ω

[
tN Ȳ Ȳ N Ȳ + l2c

tBȲ Ȳ BȲ −N Ȳ Y
]

dΩ
(C.4)

NX et BX correspondent respectivement aux matrices des fonctions de forme et des
gradients de la variable X.
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Algorithmes de résolution :

Contrairement à la résolution du modèle simplifié non régularisé, il faut ici résoudre
deux équations aux dérivées partielles pour les champs de déplacement u et de force
motrice Ȳ . Ces équations sont résolues par minimisation des résidus correspondant,
définis par la différence entre les forces intérieures et extérieures. L’état est considéré
comme convergé lorsque la norme des résidus, généralement adimensionnés à partir
de la norme du travail des efforts extérieurs, devient plus petite qu’une valeur seuil de
critère. Cependant, dans le cas du champs Ȳ , les forces extérieurs sont nulles. Le critère
de convergence repose donc sur une valeur absolue du résidu εȲ , cette valeur dépendant
de la norme choisie, de la dimension des grandeurs manipulées et de la discrétisation
du problème.

||RU ||
||FUext||

=
||FU −FUext||
||FUext||

< εU (C.5)

||RȲ || = ||F Ȳ || < εȲ (C.6)

Dans notre cas, la norme 2 est utilisée pour le résidu sur U et la norme infinie pour le
résidu en Ȳ . Des critères de convergence plus avancés peuvent être trouvés permettant
de prendre en compte les deux résidus de nature physique différente et de saffranchir
de la taille de maille [Badel and Lorentz, 2011], mais non pour l’instant pas été implé-
mentés. Plusieurs stratégies de résolution peuvent être mises en place pour obtenir des
solutions convergées des deux champs.

Résolution monolithique :

L’approche monolithique consiste en une résolution simultanée des deux champs. Le
vecteur des degrés de liberté X comporte alors des termes en U et en Ȳ :

X =

(
U
Ȳ

)
(C.7)

Le problème est résolu par méthode de Newton-Raphson globale. A l’incrément i, la
variation des degrés de liberté ∆Xi = Xi−Xi−1 à l’itération j est obtenue par résolution
du système matriciel :

K(Xj−1
i )[∆Xj

i −∆Xj−1
i ] = R(Xj−1

i ) (C.8)(
KUU KUȲ
KȲ U KȲ Ȳ

)[(
∆U j

i

∆Ȳ j

)
−
(

∆U j−1
i

∆Ȳ j−1

)]
=

(
RU

RȲ

)
(C.9)

Les termes K (opérateur tangent), R (vecteur de résidus) et X (vecteur des degrés de
liberté) mélangent des grandeurs en U et en Ȳ . Les conditions de convergence doivent
être vérifiées séparément sur les deux résidus et non pas sur le résidu total R : prendre
la norme de ce résidu complet n’a pas de sens car celui-ci se compose de grandeurs ayant
des unités différentes. Le processus général est résumé en Fig. C.1.

La résolution monolithique offre l’avantage d’utiliser directement les solveurs déjà
présents dans les codes de calculs implicites. Une attention particulière doit cependant
est portée sur le calcul des matrices tangentes (présenté plus bas) et des résidus vis-à-vis
de chaque variable. En particulier, le choix d’une valeur de résidu absolue sur Ȳ peut
s’avérer déterminante sur la bonne convergence des simulations. Cette valeur est en
particulier dépendante de la discrétisation du problème quelle que soit la norme choisie.
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Fig. C.1 – Résolution monolithique des modèles non-locaux

Enfin, la résolution monolithique peut souffrir de difficultés de convergence, la fonc-
tionnelle en énergie sous-jacente n’étant pas convexe : la résolution est fortement cou-
plée et la convergence s’avère complexe dans le cas de problèmes fortement non-linéaires.
En présence de fortes évolutions locales des variables (propagation rapide d’une fissure
par exemple), une importante discrétisation temporelle est nécessaire pour atteindre la
solution de proche en proche. Pour cette raison, la méthode ne s’avère pas efficace en
présence de sauts de solution, tels les phénomènes de snap-back. Une résolution par
longueurs d’arc [Germain, 2006] ou alternée (voir plus bas) peut alors s’avérer néces-
saire.

Résolution alternée :

La méthode de résolution alternée a été proposée par [Bourdin et al., 2000] pour les
modèles Phase-Field et consiste à résoudre les deux problèmes l’un après l’autre. Lors
de la résolution du champs u (respectivement Ȳ ), le champs Ȳ issu de la résolution pré-
cédente (respectivement u) est considéré comme un paramètre d’entrée. La convergence
de chaque problème est comme précédemment obtenue à partir des valeurs des résidus
correspondant. La convergence globale des deux champs est elle obtenue par méthode
du point fixe à partir d’un critère de stationnarité entre deux itérations j. Celui-ci peut
par exemple être écrit sur le champ Ȳ :

||Ȳ j
i − Ȳ

j−1
i || < εstat (C.10)

La mise en place de cette stratégie de résolution est schématisée en Fig. C.2. Cette
méthode de résolution possède de bonne propriétés de convergence. En particulier, les
deux problèmes séparés deviennent simples à résoudre :

— En absence d’autres variables d’endommagement ou de sources de non-linéarité
(comme du contact), le problème mécanique devient linéaire. Dans le cas du modèle
réduit, la présence de la variable d’endommagement d entraîne une faible non-
linéarité, la solution mécanique est obtenue en quelques itérations

— Le problème d’endommagement est linéaire, le terme source ne dépendant pas de
D (ce n’est pas le cas pour les modèles Phase-Field ou lors de l’utilisation d’une
longueur variable)
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Fig. C.2 – Résolution alternée des modèles non-locaux

Cette algorithme exhibe de très bons résultats de convergence sur le modèle réduit. Il
permet notamment d’utiliser des pas de temps plus importants qu’avec une résolution
monolithique : une propagation sur plusieurs éléments peut facilement être obtenue sur
un incrément. L’algorithme s’avère ainsi capable de converger en présence d’instabilités
locales.

Cependant la mise en place de cette méthode de résolution nécessite un traitement
particulier : deux calculs doivent être réalisés alternativement et les transferts des ré-
sultats de l’un vers l’autre effectués. Il faut également pouvoir intégrer dans le calcul la
condition de stationnarité pour déterminer la convergence. Dans notre cas, le dialogue
entre les deux calculs, effectués dans la suite élément finies Z-set, a été mené grâce à un
interfaçage utilisant le code Python.

Résolution découplée :

La résolution découplée correspond à une une résolution intermédiaire entre les mé-
thodes monolithiques et alternées. Elle consiste à résoudre les deux champs simultané-
ment comme pour la résolution monolithique, mais en supprimant les termes croisés de
la matrice tangente : (

KUU 0

0 KȲ Ȳ
)[(

∆U j
i

∆Ȳ j

)
−
(

∆U j−1
i

∆Ȳ j−1

)]
=

(
RU

RȲ

)
(C.11)

Cette approche revient à résoudre les deux champs séparément comme dans le cas
alterné, mais de manière simultanée et à l’aide des algorithmes de Newton-Raphson
classiques. Bein qu’elle soit proche des deux autres schéma de résolution, notamment
l’alterné, la résoution découplée présente des différences pouvant être notées :

— La résolution découplée mais simultannée des deux champs se rapproche d’une ré-
solution alternée avec une unique itération au sein de chacune des boucles sur les
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Fig. C.3 – Résolution découplée des modèles non-locaux

champs U et Ȳ présentées en Fig. C.2. Dans les cas où chacun des problèmes est
linéaire par rapport à sa variable, le schéma se rapproche d’une résolution alter-
née. Dans notre cas, les problèmes découplés n’étant pas linéaires, les itérations
succéssives utilisent pour le calcul de RU et KUU un champs Ȳ ne respectant pas
l’équilibre mécanique (et inversement pour RȲ et KȲ Ȳ ), contrairement à ce qui est
le cas lors de la résolution alternée.

— Le critère d’arrêt des itérations se fait à partir des résidus et n’inclut pas dans
notre cas de critère de stationnarité. La convergence simultanée des deux champs
n’est alors pas assurée si ceux-ci ont été largement modifiés au cours de la dernière
itération. La suppression des termes de couplages de l’opérateur tangent ne per-
met pas de garantir une évolution cohérente des deux champs lors de la dernière
itération.

Dans notre cas, les réponses macroscopiques obtenues avec ce schéma, pour un critère
d’arrêt sur les résidus, se sont avérées très dépendantes d’un certain nombre de choix :
valeurs des critères de convergences, choix de mise à jour des matrices tangentes, discré-
tisation temporelle etc. Bien que cette résolution soit la plus simple à mettre en place,
elle a dans le cadre de ces travaux été abandonnée au profit de la méthode de résolution
alternée en attente d’une meilleure compréhension de son fonctionnement.

Matrice Tangente :

Dans le cas d’une résolution monolithique, la matrice tangente globale est exprimée
par :

K =

∂F
U

∂U

∂Fu

∂Ȳ
∂F Ȳ

∂U

∂F Ȳ

∂Ȳ

 (C.12)
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Les différents termes se calculent par :

∂FU

∂U
=

∫
Ω

tBU ∂σ

∂ε
BU dΩ

∂FU

∂Ȳ
=

∫
Ω

tBU ∂σ

∂Ȳ
N Ȳ dΩ

∂F Ȳ

∂U
=

∫
Ω

− tN Ȳ ∂Y

∂ε
BU dΩ

∂F Ȳ

∂Ȳ
=

∫
Ω

[tN ȲN Ȳ + l2C
tBȲBȲ ] dΩ

(C.13)

Aux points de Gauss, l’opérateur tangent local s’exprime :

L =


∂σ

∂ε

∂σ

∂Ȳ
∂Y

∂ε

∂Y

∂Ȳ

 (C.14)

Avec :

∂σ

∂ε
= K

[
1 +

∂d

∂ε
⊗ h : σ

]
(C.15)

∂σ

∂Ȳ
= K

[
∂D

∂Ȳ
⊗H : σ

]
(C.16)

∂Y

∂ε
=

1

2
(ε : Λ + Λ : ε) (C.17)

∂Y

∂Ȳ
= 0 (C.18)

Ces termes correspondent à ceux apparaissant dans le modèle non régularisé, mais ré-
parti selon les différentes contributions. Lors de l’utilisation de résolutions alternée ou
découplée, seuls les blocs diagonaux sont utilisés.

Longueur variable en fonction de Y

Lors de l’utilisation d’une longueur interne évoluant avec la valeur de Ȳ , les équations
locales et les forces discrétisées se retrouvent modifiées :{

div σ=0
Y − l2c(Y )∆Y=Yl

(C.19)


FU=

∫
Ω

tBU : σ dΩ

F Ȳ =

∫
Ω

[
tN ȲN Ȳ Ȳ + l2c(Ȳ )tBȲBȲ Ȳ −N Ȳ Y

]
dΩ

(C.20)

Seul le terme ∂F Ȳ /∂Ȳ se retrouve modifié par rapport au cas à longueur constante :

∂F Ȳ

∂Ȳ
=

∫
Ω

[tN ȲN Ȳ + l2c(Ȳ )tBȲBȲ + tBȲBȲ ∂l
2
c(Ȳ )

∂Ȳ
N Ȳ Ȳ ] dΩ (C.21)

Le même genre de modification peut être apporté si lc évolue en fonction de ε.



Annexe D
Détails de la mise en place des modèles
Phase-Field

Formulations locale, faible et élément �ni

Les modèles Phase-Field présentent une implémentation proche de celle des modèles
non locaux à gradient. Les équations principales sont présentées ici, pour plus de détails
voir l’Annexe C. Des détails peuvent également être trouvés dans [Miehe et al., 2010] et
[Liu et al., 2016].

Équations Locales :

Équations fortes sur σ et D et conditions limites correspondantes :{
div σ=0 sur Ω

D − l2c∆D= 2lc
GC

(1−D) maxψ+
0 sur Ω

(D.1)


σ.n=Pd sur ∂Ωd

u=ud sur ∂Ωu

∇D.n=0 sur ∂Ω
(D.2)

Formulation variationnelle :


∀u ,

∫
Ω

∇u : σ dΩ=

∫
∂Ω

u.fd dΩ

∀w,
∫

Ω

[
wD + l2c∇w∇D − w

2lc
GC

(1−D) max ψ0

]
dΩ=

∫
∂Ω

w∇D.n dΩ
(D.3)

Discrétisation par éléments �nis :

L’équation sur le champ d’endommagement D est multipliée par GC/lc afin de d’har-
moniser les valeurs des termes de la matrice tangente présentée plus loin.

FU=

∫
Ω

tBu : σ dΩ

FD=

∫
Ω

[
GC

lc
tNDNDD +GC lc

tBDBDD −ND2(1−D) max ψ0

]
dΩ

(D.4)
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Algorithmes de résolution :

Le choix d’algorithmes de résolution est identique à celui présenté dans l’Annexe C
pour les modèles non-locaux. La convergence est également obtenue à partir de critère
sur le résidu de chacun des champs (relatif pour U et absolu pour D) :

||RU ||
||FUext||

=
||FU −FUext||
||FUext||

< εU (D.5)

||RD|| = ||FD|| < εD (D.6)

Résolution monolithique :

L’approche monolithique consiste en une résolution simultanée des deux champs. Le
vecteur des degrés de liberté X comporte alors des termes en U et en D :

X =

(
U
D

)
(D.7)

Le problème est résolu par méthode de Newton-Raphson globale. A l’incrément i, la
variation des degrés de liberté ∆Xi = Xi−Xi−1 à l’itération j est obtenue par résolution
du système matriciel :

K(Xj−1
i )[∆Xj

i −∆Xj−1
i ] = R(Xj−1

i ) (D.8)(
KUU KUD
KDU KDD

)[(
∆U j

i

∆Dj

)
−
(

∆U j−1
i

∆Dj−1

)]
=

(
RU

RD

)
(D.9)

La résolution des modèles Phase-Field de manière monolithique semble encore plus dif-
ficile à atteindre que pour les modèles non-locaux du fait du niveau de couplage plus
important des équations. Le terme source de l’équation sur D fait en effet intervenir
une dépendance en D. Dans le cadre de ce travail, la résolution monolithique n’a pas
permis de faire converger les calculs de manière satisfaisante. En particulier, une forte
augmentation des résidus était observée lors de la première itération de chaque incré-
ment, ainsi que chez d’autres auteurs [Gerasimov and De Lorenzis, 2016]. Un grand
nombre d’itération étaient alors nécessaires pour atteindre la convergence sur chaque
incrément, même lors de l’utilisation d’une importante discrétisation spatiale ou tempo-
relle. Le calcul excédait régulièrement le nombre maximal d’itérations et de raffinement
du pas de temps autorisés sans atteindre la convergence.

Plusieurs approchent peuvent être proposées pour pallier ce problème :
— Introduction d’une régularisation visqueuse [Miehe et al., 2010] : une régulari-

sation similaire à l’effet retard peut être introduite pour faciliter la stabilité du
problème. Cependant, celle-ci modifie l’énergie dissipée, dont le contrôle est l’une
des raisons de l’étude des modèles Phase-Field dans le cadre de ce travail. Cette
approche n’a donc pas été appliquée.

— Utilisation du “line-search” [Gerasimov and De Lorenzis, 2016] : du fait de la forte
non-linéarité des équations et des couplages importants entre les deux champs,
la résolution de Newton-Raphson peut entraîner une augmentation des résidus.
Dans ce cas, une méthode “line-search” peut être appliquée, visant à chercher un
coefficient multiplicateur sur la correctionXj−Xj−1 appliquée. On choisit la valeur
de coefficient minimisant le résidu. Cela revient à conserver la direction de modifi-
cation fournie par la tangente, mais à ajuster la norme des corrections appliquées.
Cette stratégie améliore la convergence des calculs mais leur coût reste très élevé
(plusieurs dizaine d’itérations par incréments même avec des petits pas de temps).
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— Mise à jour de la matrice tangente : étonnamment, la convergence semblait at-
teinte plus rapidement en absence de mise à jour systématique de la matrice tan-
gente. Ce phénomène pourrait s’interpréter par un trop fort couplage entre les deux
champs entraînant des directions de recherche non-optimales lors d’une résolution
simultanée.

La résolution monolithique des équations et les pistes d’améliorations évoquées ont été
abandonnées en faveur d’une résolution alternée.

Résolution alternée :

Comme dans le cas des modèles non-locaux (voir C), on résout ici les deux champs l’un
après l’autre, en considérant la solution convergée de l’autre champs comme paramètre
d’entrée. La convergence globale des deux champs est obtenue par méthode du point fixe
à partir d’un critère de stationnarité entre deux itérations j − 1 et j. Celui-ci peut par
exemple être écrit sur le champ D :

||Dj
i −D

j−1
i || < εstat (D.10)

Cette méthode de résolution possède de bonnes propriétés de convergence. En parti-
culier, les deux problèmes séparés deviennent simples à résoudre :

— En absence d’autres variables d’endommagement ou de sources de non-linéarité
(comme du contact), le problème mécanique devient linéaire. Dans le cas du modèle
réduit, la présence de la variable d’endommagement d entraîne une faible non-
linéarité, la solution mécanique est obtenue en quelques itérations

— Le problème d’endommagement n’est pas linéaire en D du fait du terme source,
mais la convergence à U fixé est facilement obtenue.

Cette algorithme exhibe de très bons résultats de convergence sur le modèle réduit. Il
permet notamment d’utiliser des pas de temps plus importants qu’avec une résolution
monolithique : une propagation sur plusieurs éléments peut facilement être obtenue sur
un incrément. L’algorithme s’avère ainsi capable de converger en présence d’instabilités
locales.

Cependant la mise en place de cette méthode de résolution nécessite un traitement
particulier : deux calculs doivent être réalisés alternativement et les transferts des ré-
sultats de l’un vers l’autre effectués. Il faut également pouvoir intégrer dans le calcul la
condition de stationnarité pour déterminer la convergence globale.

Une étude comparée des résolutions monolithique / alterné a confirmé le bon com-
portement de la résolution alternée malgré la résolution séparée des deux champs. Le
résultat par résolution alterné peut s’avérer cependant plus sensible à la discrétisation
spatiale et temporelle et au choix du critère de stationnarité. La bonne convergence doit
alors être validée pour assurer la robustesse des résultats.

Résolution découplée :

La résolution découplée représente une résolution hybride entre les méthodes mono-
lithiques et alternées. Elle consiste à résoudre les deux champs simultanément comme
pour la résolution monolithique, mais en supprimant les termes croisés de la matrice
tangente : (

KUU 0
0 KDD

)[(
∆U j

i

∆Dj

)
−
(

∆U j−1
i

∆Dj−1

)]
=

(
RU

RD

)
(D.11)
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Cette approche revient à résoudre les deux champs séparément comme dans le cas al-
terné, mais de manière simultanée et à l’aide des algorithmes de Newton-Raphson clas-
siques. Pendant une itération, le champs mécanique est mis à jour à partir des valeurs
de D de l’itération précédente et inversement. Cette méthode doit cependant, comme
dans le cas des modèles non-locaux, être manipulée avec précaution puisqu’elle mani-
pule des champs non convergés au cours du calcul (voir l’Annexe C). Ce problème est ici
accru par le couplage important entre les champs (le terme source en D variant avec D).
Des solutions macroscopiques variant très fortement avec la mise donnée et les critères
de convergence ont en effet été observés.

Matrice Tangente :

Dans le cas d’une résolution monolithique, la matrice tangente globale est exprimée
par :

K =

∂FU

∂U

∂Fu

∂D
∂FD

∂U

∂FD

∂D

 (D.12)

Les différents termes se calculent grâce à :

∂FU

∂U
=

∫
Ω

tBU ∂σ

∂ε
BU dΩ

∂FU

∂D
=

∫
Ω

tBU ∂σ

∂D
ND dΩ

∂FD

∂U
=

∫
Ω

− 2(1−D)tND ∂ψ0

∂ε
BU dΩ

∂FD

∂D
=

∫
Ω

[
tND

(
2ψ0 +

GC

lc

)
ND +GC lC

tBDBD

]
dΩ

(D.13)

Les termes locaux se calculent de la même manière que dans le cadre des modèles non-
locaux.
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Résumé
Ces travaux s’attachent à décrire et quantifier les mécanismes de ruptures des composites

tissés 3D sous chargement de traction quasi-statique et à mettre en place une méthode de si-
mulation numérique adaptée et robuste, pouvant à terme être appliquée en bureau d’études.
Dans cette optique, une étude expérimentale a été menée afin de quantifier la propagation de
fissures dans ces matériaux. Celle-ci a permis de mettre en place un scenario de rupture, en
tirant parti de la multi-instrumentation des essais. L’étude a également été effectuée sur des
éprouvettes de géométries et de tailles variées et a mis en évidence d’importantes variations du
taux de restitution d’énergie avec les conditions d’essai. Un formalisme d’analyse et de modéli-
sation introduisant des longueurs internes a ensuite été présenté et adapté aux mécanismes de
rupture des composites tissés 3D. Ce formalisme est étayé par la recherche des mécanismes à
l’aide de l’analyse des faciès de rupture. Les longueurs introduites ont ainsi été mises en relation
avec les paramètres du tissage. Une méthode d’identification des paramètres a été proposée et
les conséquences de ce comportement sur le dimensionnement de pièces composites discutées.
Enfin, le transfert de ces résultats a été effectué vers des simulations numériques robustes. Des
méthodes de régularisation des modèles d’endommagement continu ont été présentées et éva-
luées à l’aune de leur capacité à assurer, d’une part, la robustesse des résultats et, d’autre part,
la bonne retranscription des effets d’échelle expérimentaux. La prise en compte de ces considéra-
tions numériques et physiques nous a amené à proposé un modèle d’endommagement Non-Local.
Une méthode d’identification des paramètres et de la longueur interne à partir des données ex-
périmentales a été proposée.

Mots clés :
Rupture ; Composite tissé 3D ; Effet d’échelle ; Modèle d’endommagement ; Régularisation ; Taux
de restitution d’énergie ; Longueur interne

Abstract
This work aims to describe and quantify the failure mechanisms of 3D woven composites un-

der quasi-static tensile loading and to implement an adapted and robust numerical simulation
method, that can be applied in industry. To this end, an experimental study was carried out to
quantify the propagation of cracks in these materials. Thus, a crack propagation scenario was
established, thanks to the multi-instrumentation used during the tests. The experimental cam-
paign was carried out on specimens of various geometries and sizes and highlighted significant
variations in the fracture toughness with the test conditions. A modelisation framework introdu-
cing internal lengths was then presented and adapted to 3D woven composites. This framework
is supported by the identification of the failure mechanisms subsequent to the analysis of the
crack profile. The introduced lengths were thus related to the weaving parameters. A method for
identifying the parameters was proposed and the consequences of this behaviour on the design
of the composite parts discussed. Finally, these results were transferred to robust numerical si-
mulations. Regularisation methods of continuous damage models were presented and evaluated
in terms of their ability to ensure, on the one hand, the robustness of the results and, on the
other hand, the correct transcription of experimental size effects. Taking into account these nu-
merical and physical considerations led us to propose a Non-Local damage model. A method for
identifying the parameters and the internal length on experimental data was proposed.

Keywords :
Fracture ; 3D woven composite ; Size effect ; Damage Model ; Regularization ; Fracture toughness ;
Internal length
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