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Notations

:={0,1,2,...} est "ensemble des entiers naturels.

:={1,2,3,...} est 'ensemble des nombres entiers strictement positifs.
={N CN|N\N est fini }.

:={N CN| N est infinie }.

est I’ensemble des nombres réels.

sont des espaces de Banach si aucune autre indication n’est donnée.
désigne le produit scalaire.

désigne une norme sur un espace vectoriel E.

désigne 'intérieur pour la topologie de la norme d’une partie A d’'un
espace norme.

est la fermeture pour la topologie de la norme d’une partie A d'un
espace normeé.

= gng |  — b || est la distance entre x et 'ensemble B.
S

:=sup d(z, B) désigne I'excés de 'ensemble A & Iensemble B.
z€A

={z € X ||| z ||x< 1} désigne la boule unité fermée de X.

={z € X| || z ||x< r} est la boule fermée de centre Ox et de rayon r.
={x € X| || x =T ||x< r} est la boule fermée de centre T et de
rayon 7.

désigne une application multivoque de X dans Y.

={(z,y) e X XY | y € F(x)} désigne le graphe de F.

={zr € X | F(z) # 0} désigne le domaine de F.

:={y € F(z)| = € dom F} désigne I'image de F.

désigne I'ensemble des applications des applications multivoques po-

sitivement homogénes de X dans Y.
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Introduction

Il est bien connu que l'analyse variationnelle est une branche dynamique des
mathématiques dont les origines remontent & plusieurs siécles. Pendant un certain
temps, elle avait été identifiée au calcul des variations, & I'exploration du compor-
tement local de fonctions. Aujourd’hui, on entend par analyse variationnelle un
ensemble de théories mathématiques dont celles de la convergence de suites d’en-
sembles, de I'optimisation, du contréle, de I’analyse multivoque, de I’analyse non
lisse, etc. Ses outils sont utilisés dans de nombreux domaines appliqués tels que
I’économie, la finance, 'ingénierie, la mécanique et bien str dans le traitement
de problémes de mathématiques abstraites. Pour s’en convaincre, le lecteur pourra
consulter entre autres |35, 63, 64, 81, 82, 83, 99| et leurs bibliographies.

L’analyse multivoque est une importante branche de I’analyse variationnelle. Elle
étudie les propriétés des relations F' d’un ensemble X dans un ensemble Y, appelées
applications multivoques qui, a chaque élément x € X associent un sous-ensemble
éventuellement vide de Y. Il est bien connu que certains problémes provenant de
divers domaines conduisent tout naturellement a I'utilisation de telles applications.
C’est le cas par exemple de nombreux problémes de complémentarité, de controlabi-
lité, d’équilibre, d’optimisation paramétrique et d’analyse non lisse. Ainsi, contrai-
rement & I'idée émergée au cours de la premiére moitié du XX¢ siécle selon laquelle
I’analyse multivoque n’avait pas de motivation réelle, elle s’est révélée au cours de ces
derniéres décennies comme étant la clé de la compréhension de nombreux problémes
provenant de domaines trés variés.

Vu la vaste étendue de son champ d’application, depuis plusieurs décennies 1’ana-
lyse multivoque a retenu 'attention de nombreux mathématiciens. Si les théories des

inclusions variationnelles et différentielles ont fait couler beaucoup d’encre, celle de



INTRODUCTION

I'optimisation multivoque n’a pas cessé de progresser depuis les années 80. Nous
entendons par théorie de 'optimisation multivoque, celle qui étudie les problémes

du type :

Minimiser F'(x)
{ tel que x € D,

ou F' est une application multivoque appelée fonction objectif & valeurs dans un
espace vectoriel normé, appelé espace objectif, partiellement ordonné dans un certain
sens que nous aurons a préciser plus loin et D est un sous-ensemble non vide du
domaine de F' appelé ensemble-contrainte ou domaine de faisabilité. Résoudre ce
genre de probléme revient & déterminer tous les éléments € D pour lesquels il existe
y € F(z) tel que g soit un élément minimal dans un certain sens de 'ensemble F'(D).

L’une des principales raisons pour lesquelles la théorie adaptée a ’étude de ce
type de problémes a suscité autant d’intéréts est probablement la large variété de
situations dans lesquelles elle s’applique. En effet, T. Q. Bao et B. S. Mordukhovich
'ont appliquée dans [15] & un modéle non convexe de ’économie du bien-étre ou I'es-
pace vectoriel des biens est de dimension infinie. A. H. Hamel et al. I'ont appliquée
dans [53] dans le domaine de la finance, plus précisément, dans le cadre de la théorie
de la mesure de risques dans un modéle de marché avec frictions. En théorie de la
décision, les préférences des individus sont exprimées au moyen de relations binaires
appelées relations de préférences. Il est assez courant d’associer a de telles relations
des fonctions numériques appelées fonctions d’utilité. Les lois économiques régissant
la matiére sont axées sur I’hypothése de la rationalité de ’homme recherchant la
satisfaction maximale. Ainsi, le modéle mathématique associé au choix du consom-
mateur conduit a I’étude d’un probléme de maximisation de la fonction d’utilité
de ce dernier. Cependant, il a été mentionné dans [56] qu’en général une relation
de préférence associée a un ordre partiel strict ne peut pas étre représentée par
une fonction d’utilité. Néanmoins, elle est représentable par une application multi-
voque. Ainsi, le probléme précédent est transformé en un probéme d’optimisation
multivoque. D’otl une source de motivation pour le développement d’une théorie
permettant de résoudre ce type de problémes. Pour développer une telle théorie, des
notions de dérivée pour les applications multivoques s’avérent étre d’une importance

capitale.



INTRODUCTION

Depuis le début des années 80, la théorie de la différentiation associée a I'ana-
lyse multivoque est en progression permanente. Si dans le cadre univoque, 'idée du
sous-différentiel introduit & I'aube des années 60 a été motivée par 'extension du
principe de Fermat & 'optimisation convexe non différentiable ; si le développement
de I’analyse non lisse au cours des années 70 a été largement motivé par I'extension
de ce fameux principe a 'optimisation non convexe et non différentiable, la différen-
tiation des applications multivoques n’a pas échappé a cette régle. En effet, méme
si les premiers travaux en termes de dérivées d’applications multivoques remontent
aux années 70, la notion de dérivée qui a fait école est celle de la dérivée contingente
introduite par J. P. Aubin dans [6] en 1981, définie & partir du cone contingent au
graphe d’une application donnée en un point fixé. Ce concept de dérivée étant basé
sur la notion de tangente, il reste cohérent aux premiéres idées de dérivées dont les
origines remontent jusqu’aux travaux de Pierre de Fermat au cours de la premiére
moitié du XVII¢ siécle. Depuis son introduction, la dérivée contingente a été utilisée
dans le cadre de la théorie des inclusions différentielles. Quelques années plus tard,
elle a été utilisée dans |27, 60] pour développer des conditions d’optimalité pour des
problémes d’optimisation multivoque. Motivés par le développement d’une théorie
adaptée a la résolution de ce genre de problémes qui modélisent tant de situations,
plusieurs auteurs se sont inspirés du concept de dérivée contingente pour introduire
d’autres notions de dérivée en remplagant le cone contingent par d’autres types de
cones et/ou les graphes des applications par les épigraphes correspondants. Ils ont
ainsi développé toute une classe de dérivées dites graphiques pour les applications
multivoques. Parmi ces nombreuses notions de dérivées figurent la dérivée radiale
introduite dans [39] ou le cone contingent est remplacé par le cone radial (nous
rappelons que le cone radial d’'un sous-ensemble C' de R™ en un point £ € C' noté
R(C,z) est le plus petit cone fermé contenant (C' — z)). Mentionnons également
I'épidérivée contingente (voir Définition 1.5.19) introduite dans [66], I'épidérivée de
Clarke introduite dans 73] ol le cone contingent de la définition ci-dessus mention-
née est remplacé par le cone tangent de Clarke (nous rappelons que le cone tangent
de Clarke d’une partie A d’'un espace normé Y en un point & € A est 'ensemble
T(A,z) ={h €Y |Vx, — & avec (x,) C Aet (t,) \y 0, Jh, = h; x, +t,h, € A,

Vn € N}), pour ne citer que quelques unes des notions présentes dans la littérature.



INTRODUCTION

Dans le cadre univoque, il est bien connu que des fonctions non différentiables
peuvent étre rencontrées méme dans le traitement de problémes avec données lisses.
De ce fait, il n’est pas surprenant que de nombreuses notions de dérivées générali-
sées aient ét¢ introduites dans la littérature en vue de pallier le probléme d’absence
de dérivées au sens classique pour de telles fonctions. A ce sujet, en 1981 A. Ioffe
a introduit dans [62] une classe d’objets constituée d’applications multivoques po-
sitivement homogénes a valeurs fermées appelées prédérivées, en vue d’explorer le
comportement local de fonctions (univoques) non différentiables au sens usuel. Plus
récemment, Pang a adapté ces derniers travaux dans [88] au cadre multivoque sous
le nom de la T-différentiabilité. Depuis, ces concepts ont été utilisés dans divers
contextes. En effet, M. H. Geoffroy et G. Pascaline ont étudié dans [46] leur stabi-
lité par rapport & un certain type de convergence (convergence de Ficher). D’autre
part, ces concepts ont été utilisés dans les publications [41, 89] pour établir des
théorémes de fonctions inverses et implicites alors qu’ils ont été utilisés dans [40]
dans le cadre de la théorie des inclusions variationnelles. Dans le cadre de cette thése,
nous parlerons de la prédérivabilité au lieu de la T-différentiabilité, c’est-a-dire, nous
choisissons d’adopter la terminologie de Ioffe au lieu de celle de Pang, bien que nos

définitions correspondent & celles introduites par ce dernier.

Nos contributions dans les travaux de cette thése s’inscrivent sur trois axes prin-
cipaux. D’abord, nous allons nous intéresser a la question d’existence de prédérivées
pour certaines classes d’applications multivoques. Ensuite, nous établissons des ré-
sultats s’inscrivant dans le cadre de la théorie de I'optimisation multivoque ol notre

. , . . . 3 . s, 7 ) .
apport sera constitué principalement de conditions d’optimalité et de résultats d’uni-
cité. Enfin, nous présentons des résultats de stabilité de minimiseurs en optimisation

multivoque. Le document s’articule en quatre chapitres organisés comme suit.

Dans le premier chapitre, nous rappelons certaines notions préliminaires néces-
saires a la compréhension de tout ce qui suit. Nous en profitons pour rappeler
quelques concepts de dérivée existant dans la littérature pour les applications multi-

voques et quelques conditions d’optimalité formulées a partir de certains d’entre eux.

Le Chapitre 2 est consacré a I’étude de prédérivées d’applications multivoques.

Plus précisément, nous établissons des résultats assurant 'existence de prédéri-

4
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vées pour des applications multivoques possédant certaines propriétés de convexité.
Nous considérons successivement le cas particulier d’un processus convexe (Proposi-
tion 2.3.4), le cas général des applications convexes (Théoréme 2.3.5) puis celui des
applications cone-convexes (Théoréme 2.3.6). De plus, nous donnons des expressions
de prédérivées dans la plupart des cas considérés. Par ailleurs, il est important de
souligner que I’expression proposée dans chacun de ces cas ne représente qu'une pré-
dérivée de I'application considérée ; puisque, contrairement a la dérivée au sens clas-
sique, les prédérivées d’une application multivoque sont loin d’étre uniques, quand

elles existent.

Dans le Chapitre 3, nous utilisons les prédérivées et certains résultats présentés
dans le précédent chapitre dans le cadre de la théorie de 'optimisation multivoque
pour établir des conditions nécessaires (Théoréme 3.2.1) et des conditions suffisantes
(Théorémes 3.2.4 et 3.3.6) d’optimalité. Parmi les divers résultats établis, nous pou-
vons mentionner une extension au cadre multivoque de la régle de Fermat (Proposi-
tion 3.3.5), 'une des plus anciennes conditions nécessaires d’optimalité de I’histoire
de loptimisation. D’autre part, sous des hypothéses appropriées, nous établissons
des résultats d’unicité (Théoréme 3.1.3) de minimiseurs pour certains problémes
d’optimisation multivoque. Puis, nous appliquons quelques uns de nos résultats a

un modéle concret issu de la micro-économie.

Généralement, dans la théorie de I'optimisation vectorielle, on munit I'espace
objectif d’un ordre partiel induit par un céne convexe non vide dont dépendent les
différents concepts de solutions. Il est bien connu que dans de nombreuses situations,
le cone positif offre un cadre de travail naturel. Et, sachant que 'optimisation vecto-
rielle a ses racines en économie, ce n’est pas surprenant que les éléments minimaux
(ou maximaux) faibles de Pareto attirent Pattention de nombreux mathématiciens
travaillant dans ce domaine. Cependant, de tels éléments ne peuvent étre définis que
sous I’hypothése de la non vacuité de l'intérieur du cone d’ordre. Malheureusement,
les cones positifs de nombreux espaces de dimension infinie (voire certains espaces de
dimension finie) ne satisfont pas cette hypothése. En vue d’étendre le champ d’appli-
cation de certains résultats établis dans le Chapitre 3 et certains autres existant dans

la littérature a de tels espaces, nous considérons au Chapitre 4 certains concepts d’in-
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térieur généralisé présents dans la littérature, a savoir les notions d’intérieurs relatif
(Définition 4.1.5), pseudo-relatif (Définition 4.1.6) et quasi-relatif (Définition 4.1.10)
grace auxquels, nous définissons dans un cadre unifié¢ des concepts de solutions dits
relaxés. Certainement, il existe dans la littérature quelques travaux dans lesquels
ces différents concepts d’intérieur généralisé ont déja été utilisés dans la théorie de
'optimisation multivoque (voir par exemple [14, 52|). Cependant, notre travail est
trés différent de ceux présentés dans les publications que nous avons pu repérer
dans la littérature dans lesquels ces concepts ont été utilisés. D'une part, nous in-
troduisons une topologie sur 'espace objectif pour laquelle Uintérieur relatif (resp.
pseudo-relatif et quasi-relatif) du cone d’ordre sont des ouverts. De cette topologie
découle un concept de convergence adapté a I'étude de la stabilité des éléments mi-
nimaux (ou maximaux) relaxés de sous-ensembles de I'espace de Banach Y. D’autre
part, notre objectif est trés différent de ceux poursuivis dans ces travaux. En effet,
dans le chapitre en question, notre principal objectif est I’¢tude de la stabilité des
minimiseurs dans le cadre de 'optimisation multivoque.

I’étude de la stabilité des solutions de certaines classes de problémes est un sujet
important dans diverses branches de mathématiques dont 'optimisation. Elle consti-
tue une importante source de motivation pour l'introduction de plusieurs concepts
de convergence variationnelle. Par exemple, la ['-convergence a été introduite au
cours des années 70 par E. De Giorgi et T. Franzoni dans [32] en vue de passer
a la limite sur des problémes de minimisation scalaire. Depuis, elle a été étendue
et utilisée dans diverses situations liées a I'étude de stabilité (voir par exemple
[4, 5,31, 42, 75, 86, 87]). Ce concept joue un role fondamental dans la théorie de I'op-
timisation, le traitement de problémes d’homogénéisation etc. En vue d’établir nos
résultats de stabilité, nous introduisons deux concepts de convergence variationnelle
dont une adaptation de la I'-convergence en liaison avec la notion de convergence
découlant de la topologie introduite sur ’espace objectif Y. A partir de ces concepts,
nous établissons successivement la stabilité supérieure (voir le Théoréme 4.4.4) et
la stabilité inférieure (voir le Théoréme 4.4.11) de minimiseurs relaxés lorsque les
données d’une suite de problémes d’optimisation multivoque (F,) convergent dans
un certain sens que nous aurons a préciser (dans la Section 4.4) vers les données

correspondantes d’un probléme (P).



Chapitre 1
Notions préliminaires.

Dans ce chapitre, nous recueillons d’abord les définitions et propriétés relatives
aux applications multivoques dont nous aurons besoin dans le cadre de cette thése.
Ensuite, nous rappelons certains concepts de dérivée généralisée introduits dans la
littérature pour ces applications. Nous en profitons pour aborder certains aspects

(de I'existant) de la théorie de I'optimisation multivoque.

Pendant un certain temps, 'analyse multivoque avait été laissée de coté sous
prétexte qu’il n’y avait pas de motivation réelle pour son développement en tant
que discipline mathématique. Aujourd’hui, elle figure parmi les branches des ma-
thématiques dont 'utilité tant d’un point de vue théorique que pratique est bien
connue. D’ailleurs certaines avancées réalisées dans ce domaine ont été motivées par
des questions provenant de diverses disciplines. Par exemple, la théorie des points
fixes pour les applications multivoques a été largement motivée par la théorie des
jeux lorsque J. V. Neumann a opté pour 'extension du théoréme du point fixe de
Brouwer a de telles applications. Parmi les nombreux domaines dans lesquels les
outils de Panalyse multivoque sont utilisés, on peut citer le controle optimal [38],
I'économie mathématique [3, 33|, le calcul sous-différentiel |97, 98| et 'optimisa-
tion. Mentionnons également la théorie de la viabilité et du controle des systémes
dynamiques & partir des travaux de J. P. Aubin au cours des années 80 qui a des ap-
plications dans divers domaines dont le contrdl aérien. Ainsi, le champ d’application

de 'analyse multivoque n’a pas cessé¢ de s’élargir. Pour de plus amples motivations
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CHAPITRE 1 : Notions préliminaires.

mathématiques concernant les applications multivoques, le lecteur pourra se référer
aux monographies [10, 99]. Ces applications ayant permis de modéliser une multi-
tude de problémes issus de diverses disciplines, il n’est pas surprenant qu’un besoin

pressant en termes de dérivée se fasse sentir.

En vue de répondre a ce besoin, de nombreux concepts de dérivée ont été in-
troduits dans la littérature pour ces applications. Parmi lesquels on peut citer la
codérivée introduite par B. S. Mordukhovich dans [79], la dérivée contingente intro-
duite par J. P. Aubin dans [6] dont I’apparition au début des années 80 constitue un
véritable déclic pour le développement de la théorie de la différentiation généralisée
dans le cadre multivoque; sans oublier les diverses notions de dérivée introduites
dans ce cadre par J. P. Penot dans [90]. Depuis son introduction, le concept de
dérivée contingente a été utilisé dans diverses situations. Parmi lesquelles, des for-
mulations de conditions d’optimalité dans le cadre de la théorie de I'optimisation
multivoque. Une théorie qui a des applications en psychologie (voir [16]) et la plu-
part des domaines faisant usage d’outils mathématiques. Avant d’entrer dans le vif
de notre sujet en abordant la partie originale de cette thése, il s’est avéré important

de rappeler ces quelques notions de base qui seront utilisées par la suite.

1.1 Généralités sur les applications multivoques

La plupart des notations utilisées dans cette thése sont standards, elles figurent

néanmoins dans la rubrique notations (page vi du manuscrit).

Définition 1.1.1. Etant donné deux ensembles E et G. Si a chaque élément x
de E, on associe un sous-ensemble éventuellement vide de G noté F(x), on définit

une application multivoque F' de E vers G. On note F': E = G.

Dans la littérature, les applications multivoques sont aussi appelées multiappli-

cations, multifonctions, relations ou correspondances.

Définition 1.1.2. Soient E et G deuzr ensembles, F' : E = G une application

multivoque.

(1) On appelle domaine de F, l’ensemble dom F :={z € E| F(x) # (}.
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1.1 Généralités sur les applications multivoques

(2) On appelle image de F, l'ensemble Im F:={y € G|z € E ; y € F(x)}.
(3) On appelle image d’une partie A de E par F ’ensemble F(A) := U F(x).

r€A

(4) On appelle image réciproque d’une partie non vide D de G par F [’ensemble
FYD):={r € E|F(z)ND #0}.
(5) Le graphe de F est le sous-ensemble de E x G défini par
gph F:={(z,y) e ExG|ye€ F(x)}.

(6) L’inverse de application F est lapplication F~1 : G =3 F telle que x € F~(y)

si et seulement siy € F(x).

Définition 1.1.3 (Produit de composition). On considére trois ensembles E, G, D,
deux applications multivoques F': E = G et H : G = D. Le produit de composition
de H et F est lapplication multivoque de E dans D définie par

HoF(z) := U H(y).
yeF(x)
Remarque 1.1.4. Soient E et G deux espaces métriques, P est une propriété d’un
sous-ensemble de E x G, par exemple fermé, convexe, compact,... On dit qu’une
application multivoque F' de E vers G vérifie la propriété P si et seulement si son
graphe la vérifie. Une application multivoque est donc caractérisée par son graphe.
Par ailleurs, on dira que F' est & valeurs convexes (resp. fermées, compactes,...) si
pour tout élément x € dom F, F(z) est un sous-ensemble convexe (resp. fermé,

compact,...) de l'ensemble G.

Définition 1.1.5. Soit F' : X = Y une application multivoque. On dit que F
est localement fermée en un point (z,y) de son graphe, s’il existe o > 0 tel que

B, (z,y) Ngph F soit fermé.

Dans tout ce qui suit, sauf indication complémentaire, X et Y désignent deux

espaces de Banach généraux sur le corps des nombres réels.



CHAPITRE 1 : Notions préliminaires.

1.2 Continuité et propriétés de régularité d’appli-
cations multivoques

Dans le cadre univoque, la continuité d’une fonction f d’un espace métrique X
dans un espace topologique Y, a fortiori d’un espace de Banach X dans un espace de
Banach Y en un point z € X peut étre caractérisée de plusieurs facons différentes.
En termes de voisinages, la fonction f est continue en ¥ si et seulement si, pour
tout voisinage V de f(Z), il existe un voisinage U de Z tel que f(U) C V. D’'un
point de vue séquentiel, elle est continue en z si et seulement si, pour toute suite

(Zn)nen € X convergeant vers T, la suite (f(x,))nen converge vers f(Z).

Ces deux caractérisations sont donc équivalentes. Cependant, il a été remarqué
dans [10] que dans le cadre multivoque on perd cette équivalence. En fait, une
adaptation de la premiére ne permet de caractériser que la semi-continuité supérieure
d’une application multivoque tandis qu’une adaptation de la seconde permet d’en

caractériser la semi-continuité inférieure. Nous en rappelons ici les définitions.

Définition 1.2.1 (Semi-continuité supérieure). On dit qu’une application F: X =3Y
est semi-continue supérieurement (scs) en un point T de son domaine si pour tout

voisinage V' de F(z) il existe a > 0 tel que F(x) C V, pour tout x € B, (T).

L’application F sera dite scs si elle ’est en chaque point de son domaine.

Définition 1.2.2 (Semi-continuité inférieure). Une application multivoque F': X =Y
est dite semi-continue inférieurement (sci) en un point T € dom F, si pour tout
y € F(z) et pour toute suite (z,)nen C dom F' convergeant vers T, il existe une

suite d’éléments y, € F(x,) qui converge vers .

On dira que F' est sci si elle l'est en tout point de son domaine.

Une formulation équivalente de cette derniére définition est la suivante (voir par

exemple [9, 10] pour les détails).

Définition 1.2.3. Une application F : X =Y est dite sci en T € dom F, si pour
tout owvert U C'Y tel que F(T) NU # 0, il existe p > 0 tel que

F(z)nU # 0, Yz € B(z,p).
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1.2 Continuité et propriétés de régularité d’applications multivoques

Définition 1.2.4. Une application F' : X = Y est dite continue en un point
T € dom F, si elle est a la fois scs et sci en ce point. Elle sera dite continue si

et seulement si elle l’est en chaque point de son domaine.

Il existe dans la littérature d’autres notions de continuité pour les applications
multivoques. Le lecteur intéressé par cette question pourra consulter entre autres
2, 29, 35, 67, 88, 99] pour les détails. Avant de rappeler la définition de 'une
d’entre elles qui sera aussi utilisée dans cette thése, il est important de faire un
rappel concernant les limites inférieure et supérieure d’une application multivoque.
Désormais, si Z est un point d’un espace métrique (F,d), nous désignons par V;
I’ensemble des voisinages de z dans F.

Définition 1.2.5. Soit I': X =Y une application multivogque et T € X.

(a) On appelle limite inférieure de F en T, I'ensemble

liminf F(z) :={y e Y |VV €V, U € V; ; Ve € U\ {z}, F(x) NV # (}.

T—T

(b) On appelle limite supérieure de F en T, l’ensemble

limsup F(z) :={y € Y|VV € V,, VU €V, Ix € U\ {z} ; F(z)NV #0}.

T—T

Définition 1.2.6 (Semi-continuité intérieure et extérieure). Soit F': X = Y une

application multivoque et T € X.

(a) On dit que F est semi-continue extérieurement (osc) en T si,

limsup F(z) C F(z).

T—T

(b) FElle est dite semi-continue intérieurement (isc) en T si,

F(z) C liminf F(x)

T—=T

(¢) L’application F sera dite continue en T si elle est & la fois osc et isc en ce

point.
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CHAPITRE 1 : Notions préliminaires.

Il est naturel de se demander s’il existe une relation entre les Définitions 1.2.4 et 1.2.6.
En fait, on sait grace a [99] que la semi-continuité inférieure correspond a la semi-
continuité intérieure, alors qu’en dehors d’hypothése de compacité la semi-continuité
extérieure n’entraine pas la semi-continuité supérieure.

Les propriétés de type Lipschitz dont les origines remontent a quelques siécles
ont joué depuis fort longtemps un réle important dans plusieurs domaines dont les
théories de la mesure et de 'existence de solutions pour des équations différentielles
ordinaires. Aujourd’hui, il est bien connu qu’elles sont devenues incontournables en
analyse variationnelle. De telles propriétés s’étendent du cadre univoque au cadre
multivoque. Toutefois, pour passer de la version ponctuelle a la version ensembliste,
on a besoin des notions d’excés et de distance de Hausdorff qui sont deux outils
importants en analyse multivoque permettant d’évaluer (dans un certain sens) 'écart

entre deux ensembles.

Définition 1.2.7. Dans un espace vectoriel normé (X, || - ||), la distance d’un point

xr € X a un sous-ensemble A de X est donnée par
d(z,A) = inf{||lx —a||; a € A}.

Si A et B sont deux parties non vides de X, on appelle distance entre A et B le

nombre

d(A,B) =inf{|la —b||; a € A, b € B}.
On pose conventionnellement, d(x,)) = oo et d((, B) = 0 pour tout B # ().

Définition 1.2.8. Soient A et B deux sous-ensembles d’un espace vectoriel normé X.

On appelle excés de A sur B, la quantité

e(A, B) =supd(a, B).

acA

Avec les conventions e(0, B) =0 si B # 0 et e(A, () = +oo pour tout A.

De facon équivalente, on peut écrire
e(A,B)=inf{e >0 AC B+ecBx}.
Il est & noter qu’en général les quantités e(A, B) et e(B, A) sont différentes.
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1.2 Continuité et propriétés de régularité d’applications multivoques

Définition 1.2.9. On appelle distance de Pompeiu-Hausdorff entre deux parties A

et B d’un espace vectoriel normé X, la quantité
h(A, B) = max{e(A, B),e(B, A)}.
De facon équivalente, cette quantité peut étre exprimée par
h(A,B) =inf{e 20| AC B+eBx et BC A+ecBx}.

Il faut noter que cette terminologie est trompeuse puisqu’en général, ni la distance
entre deux ensembles ni la distance de Hausdorff ne sont des distances. Toutefois,
cette derniére peut I’étre, lorsque nous travaillons par exemple sur ’ensemble des

parties bornées de X.

Définition 1.2.10 (Applications lipschitziennes). On dit qu’une application multi-
voque ' : X =Y est lipschitzienne relativement a un sous-ensemble non vide D de
dom F, si elle est a valeurs fermées sur D et s’il existe une constante { > 0 telle
que

h(F(z), F(z") < ||z — 2|, Vx, 2’ € D. (1.1)

De manieére équivalente,
F(z) C F(2') + {||z — 2| By, Yz, 2’ € D. (1.2)

Dans la Définition 1.2.10, on dit aussi que F' est ¢-lipschitzienne sur D. L’appli-
cation [ sera dite lipschitzienne autour d’un point * € X, s’il existe une constante
positive ¢ et un voisinage U C dom F' de Z tels qu’elle soit ¢-lipschitzienne sur U.
Lorsque F' est univoque, cette définition coincide avec la notion classique d’appli-
cation lipschitzienne. Par ailleurs, on exige a F' d’étre a valeurs fermées puisqu’il
est souhaitable que la continuité puisse en découler et une application multivoque
continue est nécessairement a valeurs fermeées. De plus, cette condition nous permet
d’avoir I’équivalence entre les relations (1.1) et (1.2); pour les détails, on peut voir
par exemple [35]. En outre, si dans la relation (1.2), on fixe 2/ = Z, on obtient la
relation (1.3) qui caractérise une notion plus faible introduite par Robinson dans [95]
en 1981 sous le concept d’upper Lipschitz continuity. Ce n’est qu’au cours de I’an-
née 2007 que l'auteur I’a rebaptisée dans [96] en tant qu’outer Lipschitz continuity.

Nous tenons a en rappeler la définition.
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CHAPITRE 1 : Notions préliminaires.

Définition 1.2.11. Une application multivoque F : X =Y est dite lipschitzienne
extérieurement en un point T € X, s’il existe une constante positive € et un voisinage

U de T tels que
F(z) C F(z)+{||x — z|| By, Yz € U. (1.3)

La notion d’application multivoque lipschitzienne peut étre rendue locale en se
focalisant sur un voisinage d’un point de référence (Z,y) du graphe de applica-
tion. Dans ce cas, on dit qu’elle posséde la propriété d’Aubin ou qu’elle est pseudo-
lipschitzienne ou encore qu’elle est Lipschitz-Like autour de ce point. Cette notion a
été introduite par Jean Pierre Aubin dans |7, 8] au début des années 80. Depuis, elle
a été intensément utilisée dans les théories de I’analyse multivoque et des inclusions
variationnelles par divers auteurs et de nombreux résultats établis dans ces cadres

dépendent de ce concept dont nous rappelons la définition.

Définition 1.2.12 (Application pseudo-lipschitzienne). On dit qu’une application
F: X 3Y est pseudo-lipschitzienne en & € X poury € Y avec y € F(&), sl existe
une constante £ >0, U € Vz et V € Vy tels que

e(F(x) NV, F(2") <tz —2'||, V&, ' € U ; (1.4)
de facon équivalente
F(x)NV C F(a') + {||z — 2’| By, Vz, 2’ € U. (1.5)

Linfimum des valeurs de { pour lesquelles on a [’existence des voisinages U et V
tels que ceci soit vrai est le module de Lipschitz de F' en T pour iy ; il est noté
lip(F'; Z|g). On dira que F ne posséde pas cette propriété en T pour § si et seulement

si lip(F; z|y) = +o0.

Lorsqu’une application F' est pseudo-lipschitzienne de module ¢, on dit aussi
qu’elle est £-pseudo-lipschitzienne. Par ailleurs, si dans la relation (1.5) on fixe 2’ = z,
on obtient la relation (1.6) caractérisant une application multivoque dite calme dont

la définition s’énonce comme suit :
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Définition 1.2.13 (Application calme). Une application F : X =Y est dite calme
en T pour y avec (Z,y) € gph F, s’il existe une constante K >0, U € V; et V €V
tels que

F(z)NV C F(Z) + k||lz — z|| By, Yz € U. (1.6)

Linfimum des valeurs de k pour lesquelles on a ’existence de tels voisinages vérifiant

cette inclusion est le module du caractére calme de F. 1l est noté clm(F’; z|y).

Définition 1.2.14 (Régularité métrique). Une application multivoqgue F' : X =Y
avec dom F # () est dite métriquement régulicre en T € X pour g € Y siy € F(T),
il existe k >0, U € V;z et V € Vy tels que

d(z, F~!(y)) < kd(y, F(2)), Y(z,y) € U x V.

Linfimum des valeurs de k pour lesquelles on a ['existence de tels voisinages est
appelé module de régularité métriqgue de F en T pour §. On le note reg(F;T|y).
L’absence de réqularité métrique de 'application F' en T pour iy est signalée par

reg(F'; Z|y) =+o0.

Il est important de noter qu’il existe dans la littérature plusieurs extensions du
concept de régularité métrique dont la régularité métrique forte, la sous-régularité
métrique, la sous-régularité métrique forte pour ne citer que quelques unes. Cha-
cune d’elles est assocée a une application F, un point (Z,y) € gph F et un module
K € [0,4o00]. Elles sont intensément utilisées notamment dans la théorie des inclu-
sions variationnelles ; par exemple dans le cadre de la résolution de telles inclusions
par la méthode de Newton. Le lecteur intéréssé par cette question pourra consulter
entre autres [1, 23, 36, 40|.

Définition 1.2.15. Une application multivoque F' : X =Y est dite ouverte en T
pour § avec § € F(z) si & € int(dom F') et pour tout voisinage U de T, l’ensemble

F(U) est un voisinage de y.

Théoréme 1.2.16. (Robinson-Ursescu, [35, Théoréme 5B.4|). Soit une application
F : X =Y a graphe conveze fermé, T € X et y € F(z). Alors les conditions

sutvantes sont équivalentes :
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CHAPITRE 1 : Notions préliminaires.

(a) g € int(Im F),
(b) F est ouverte en T pour 7y,

(¢) F est métriquement réquliére en T pour .

Le théoréme suivant établit un lien entre la régularité métrique d’une application
multivoque et la propriété d’Aubin de son inverse. On peut en trouver une preuve
dans |35, page 165].

Théoréme 1.2.17. Une application multivoque F : X = Y est métriquement
réguliere en T pour i si et seulement si son inverse F~1 'Y =% X est pseudo-

lipschitzienne en § pour T. De plus lip(F~; 4|z) = reg(F; T|y).

Si la régularité métrique d’'une application F' : X = Y en T pour § avec
(7,7) € gph F est équivalente au fait que son inverse F~! soit pseudo-lipschitzienne
en i pour Z, il n’en demeure pas moins vrai que la sous-régularité métrique de I’ en
Z pour ¥ avec un module x soit équivalente au caractére calme de F~! en § pour
avec le méme module. D'une maniére générale, chacune des extensions de la notion
de régularité métrique d’une application F' est équivalente a une propriété de type
Lipschitz de I'inverse de cette application. Pour les détails, nous invitons le lecteur

a se référer a |34, 35, 80| et leurs références.

1.3 Convexité d’ensembles et d’applications multi-

voques

L’importance de la convexité en théorie mathématique est bien connue. Ce
concept joue un role central dans la formulation de nombreux résultats tres forts
voire incontournables en analyse. Parmi ces résultats on peut citer les théorémes
de séparation et de projection, sans oublier son role en optimisation. Dans le cadre
multivoque, de nombreuses notions de convexité existent dans la littérature (voir
par exemple [51, 69, 74, 92|). Dans cette thése, nous ne rappelons que celles qui

seront utilisées par la suite.

Définition 1.3.1. Soit Y un espace vectoriel sur le corps des nombres réels.
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(a) Soit S un sous-ensemble de Y et & € S. On dit que S est étoilé en T (ou par

rapport & &) si, pour tout x € S
Ax+ (1—=NzesS, VAelo,1].

(b) On dit qu’un sous-ensemble C de Y est conveze si pour tous z,y € C et tout
Ae[0,1], onalx+(1—-NyeC.
(¢) On dit qu'un sous-ensemble non vide C' de Y est un cone s’il est stable pour

la multiplication par les scalaires positifs, i.e., \C' C C' pour tout A > 0.
(d) Un cone C est dit pointé si C N (—C) = {0y}.
(e) Un cone convexe C C'Y est dit solide si int(C') # 0.

La proposition suivante, bien connue en analyse convexe, permet de caractériser

un cone convexe dans un espace vectoriel normé.

Proposition 1.3.2. Soit Y un espace vectoriel sur R. Un cone C C Y est convere

st et seulement si C +C C C.

Proposition 1.3.3. Soit Y un espace vectoriel sur R, C C Y. St C est un cone
conveze alors C' + int(C) C int(C).

Dans certaines de nos preuves, nous aurons besoin du résultat suivant, appelé
dans la littérature cancellation law de Radstrom. Un tel résultat a été établi au

cours de 'année 1952 par Hans Radstrom.

Lemme 1.3.4. (|94, lemme 1]). Soient A, B et C trois ensembles donnés dans un

espace vectoriel normé E. On suppose que B est convexe fermé, C est borné et
A+C C B+C. Alors A C B.

Les applications positivement homogénes jouent un role trés important en ana-
lyse variationnelle, plus particuliérement dans la théorie de la différentiation géné-
ralisée dans le cadre multivoque ou la plupart des notions de dérivée introduites
le sont. De telles applications possédent des propriétés intéressantes permettant a
plusieurs auteurs de généraliser de nombreux résultats de ’analyse classique dont les
théorémes des fonctions inverses et implicites. Elles joueront un role essentiel dans

les travaux de cette thése.
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CHAPITRE 1 : Notions préliminaires.

Définition 1.3.5 (Application positivement homogéne). Une application multivoque
H: X Y est dite positivement homogéne si Oy € H(Ox) et H(Ax) = AH(x), pour
tous x € X et A > 0.

Proposition 1.3.6. (Caractérisation d’une application positivement homogéne).
Une application multivoque H : X =Y est positivement homogéne si et seulement

st son graphe est un coéne.

Remarque 1.3.7. Lorsqu’une application H : X =Y est positivement homogene,
il en est de méme de son inverse H™' : Y = X. Cela découle du fait que gph H et
gph H~! sont des cones.

La norme extérieure d’une application multivoque positivement homogeéne est
une notion bien connue en analyse variationnelle. Nous en rappelons néanmoins la

définition.
Définition 1.3.8. Soit H : X = Y wune application positivement homogeéne. On
définit la norme extérieure de H par

IH]* = sup sup [yl
lell<1yer ()

avec la convention sup ||y|| = —oo.
yel

Une facon équivalente de caractériser la norme extérieure est la suivante
|H||" =inf{x > 0| H(BBx) C xBy}.

Comme il a été mentionné par exemple dans [41], nous avons I’équivalence entre
la condition ||H||T < oo et l'existence d’une constante r strictement positive telle
que H(z) C k|z|| By, pour tout € X. Plus précisément nous avons, |H||" < & si
et seulement si H(x) C kl||z||By, pour tout € X. Notons que malgré son appel-
lation, Papplication || - | ne définit pas une norme sur 'ensemble des applications

multivoques positivement homogeénes.

Définition 1.3.9 (Convexité d’applications multivoques). Une application multi-

voque ' : X =Y est dite convexe si pour tout xz, 2’ € X, et A € [0, 1],

(1= NF(z) + AF(2) € F((1— Nz + \'). (1.7)
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Lorsque F' est convexe, il en est de méme de son domaine et son image. D’autre
part, application F' étant caractérisée par son graphe, sa convexité est équivalente
a celle de son inverse F~!. Par ailleurs, si dans la relation (1.7) on fixe z = Z, on
obtient la relation (1.8) caractérisant une application multivoque dite étoilée dont

la définition est la suivante.

Définition 1.3.10. On considére une application F': X =Y et € dom F. On
dit que F est étoilée en T (ou par rapport 6 x) si, pour tout x € X et tout A € [0, 1],

(1=MNF(z)+ \F(z) C F((1 = \)Z + Ax). (1.8)

Il est a noter que le domaine d’une application multivoque F' étoilée en un point =

'est aussi en ce point et son image 'est en tout point y € F(z).

Définition 1.3.11 (Processus convexe). Une application T : X =Y est appelée un

processus conveze si elle est positivement homogéne et vérifie
F(z)+ F(2') C F(z + '), Vz, 2’ € X.

De fagon équivalente, une application multivoque est un processus convexe si
et seulement si son graphe est un céne convexe. Un processus convexe est donc
une application multivoque convexe. Mais, la réciproque est fausse. Par ailleurs, les
processus convexes fermés peuvent étre considérés, dans le cadre multivoque, comme
étant les homologues des applications linéaires continues dans le cadre univoque.
Alors que les applications multivoques convexes correspondent aux fonctions affines

dans le cadre univoque.

Définition 1.3.12 (Cone-convexité d’ensembles [102]). On considére un cone convexe
C C Y. Un sous-ensemble A de Y est dit C-convexe si A+ C est un ensemble

convexe.

Définition 1.3.13. (Cone-convexité d’applications multivoques). Soit F: X 3 Y
une application multivoque et C' C'Y un céne convexe non vide. On dit que F est

C'-conveze si, pour tous x, ' € X et A € [0,1],
(1—=NF(z)+ A F(2') C F(1 =Nz + X)) + C. (1.9)
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CHAPITRE 1 : Notions préliminaires.

Lorsque C' = {0y} alors on retrouve la notion de convexité de la Définition 1.3.9
qui est plus forte. En outre, si F est une fonction univoque f, Y = Ret C' = R, alors
la Définition 1.3.13 conduit & I'inégalité : (1—\) f(x)+Af(2')— f((1=XN)z+Az") > 0,
pour tous x, ' € dom f et tout A € [0, 1]. D’out la cohérence de ce concept avec la

définition classique d’une fonction convexe.

Définition 1.3.14. On considére une application multivoque F : X =Y et un cone
convexe non vide C C Y. On dit que F est C-concave si, pour tout x, ' € X et
tout A € [0, 1],

(1=NF(z)+AF(z") Cc F(1 = XNz + M) = C.

Définition 1.3.15. (Ensemble C-fermé). Soit C' C Y un cone convexe non vide.

Un sous-ensemble A de Y est dit C-fermé si Uensemble A+ C est fermé.

Lorsque C' = {0y} alors ce concept coincide avec la notion classique d’un en-
q Y p q

semble fermé.

1.4 Espace vectoriel normé partiellement ordonné

En optimisation scalaire, on utilise 'ordre dit naturel sur R comme outil de
comparaison. Cependant, lorsque la fonction objectif (la fonction & maximiser ou
minimiser) est a valeurs dans un espace vectoriel normé Y, on ne peut plus se servir
d’un tel ordre puisque, s’il peut étre I'utilisé pour comparer les normes de deux
vecteurs, on ne peut pas en faire usage pour comparer les vecteurs eux-mémes. Pour
pallier ce probléme, les mathématiciens sont obligés de mettre en place de nouvelles
structures d’ordre partageant certaines propriétés avec celles connues sur I’ensemble

des nombres réels.

D’un point de vue classique, une relation d’ordre sur un ensemble non vide E est
une relation binaire (voir définition 1.4.1) R définie sur E qui est & la fois réflexive
(Vz € E, 2Rx), antisymétrique (si 2Ry et yRx alors © = y) et transitive (si 2Ry et
yRz alors tRz). Elle est dite totale si pour tous x,y € E, on a 2Ry ou yRz; dans

le cas contraire, on dit qu’il s’agit d’un ordre partiel. En général, dans la théorie de
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1.4 Espace vectoriel normé partiellement ordonné

Ioptimisation vectorielle, on se sert de ce qu’on appelle un pré-ordre partiel, une
relation binaire définie sur un espace vectoriel normé Y qui est réflexive, transitive
et compatible avec la structure de 'espace vectoriel. Nous ne rappelons ici que la
définition et les propriétés dont nous aurons besoin dans les travaux de cette thése.
Pour les détails et d’autres types d’ordre utilisés dans la théorie de 'optimisation
multivoque, le lecteur pourra se référer a |21, 54, 60, 65, 70, 71, 101] et les références

citées par leurs auteurs.

Définition 1.4.1. Soit Y un espace vectoriel sur le corps des nombres réels. Une
relation binaire sur'Y est un sous-ensemble non vide R du produit cartésien Y X Y.
On dit qu’un élément x € Y est en relation avec un élément y € Y par rapport a R

st (z,y) € R. On écrit aussi TRy.

Définition 1.4.2. On dit qu’une relation binaire R sur un espace vectoriel réel Y

est un pré-ordre partiel sur cet espace, si elle vérifie les axiomes suivants :
(1) Ve e X, (z,2) € R;
(2) Va,y,z €Y, si(z,y) € R et (y,2) € R alors (x,2) € R;
(3) Va,y,u,v €Y, si (z,y) € R et (u,v) € R alors (x +u,y+v) €ER;
(4) Y,y €Y et A >0, si (z,y) € R alors (\x, \y) € R.

Les deux premiers axiomes de la Définition 1.4.2 sont respectivement la réflexivité
et la transitivité, alors que les deux derniers garantissent la compatibilité de la
structure de 'ordre partiel avec celle de I'espace vectoriel. Dans la littérature, cette
structure est aussi appelée (par abus de langage) un ordre partiel sur Y. Désormais,

nous utilisons cette terminologie dans tout ce qui suit.

Définition 1.4.3. Un ordre partiel R sur un espace vectoriel réel Y sera dit anti-

symétrique s’il vérifie implication suivante, pour tout x, y € Y :
(x,y) € Ret (y,x) e R=1x=y.

Définition 1.4.4. Un espace vectoriel Y muni d’un ordre partiel R est dit partiel-

lement ordonné.
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CHAPITRE 1 : Notions préliminaires.

Théoréme 1.4.5. [47, Théoréme 2.1.13] Soit Y un espace vectoriel et C C'Y un
cone. Alors, la relation binaire <c:= {(z,y) € Y x Y|y —x € C} est réflezive,
compatible avec la structure de l’espace Y. De plus, C est convexe si et seulement si
la relation <¢ est transitive, et, respectivement, C' est pointé si et seulement si <¢

est antisymétrique.

Ainsi, la relation <¢ est un ordre partiel sur Y. Dans les pages qui suivent, nous
dirons que l'espace vectoriel Y est partiellement ordonné par un céne convexe C'

pour signifier qu’il est muni de 'ordre partiel <c induit par C.

Définition 1.4.6. Soit F': D =Y wune application multivoque ot D est un sous-
ensemble non vide de X. On suppose que Y est partiellement ordoné par un cone

convexe non vide C C Y. On appelle épigraphe de F (par rapport o C) l'ensemble
epi F ={(x,y) e X xY |z e D,ye F(x)+C}.

Lorsque F' est une application univoque f, ¥ = R et C = R, alors (z,y)
appartient a 1’épigraphe de f si, et seulement si y € f(z) + Ry < f(z) < y. On
obtient ainsi la définition classique de I’épigraphe d’une application.

En analyse convexe, il est bien connu que la convexité d'une application est équi-
valente & celle de son épigraphe. La proposition suivante permet de caractériser la

C-convexité d'une application multivoque a partir de la convexité de son épigraphe.

Proposition 1.4.7. On suppose que Y est partiellement ordonné par un cone conveze
C CY. Soit D un sous-ensemble convexe de X et F: D =Y une application mul-

tivoque. Alors F' est C'-convexe si et seulement si epi F est convexe.

1.5 Quelques conditions d’optimalité en optimisa-

tion multivoque

La recherche de conditions nécessaires et/ou suffisantes d’optimalité constitue
un aspect majeur de la théorie de 'optimisation. Ces conditions, suivant I'approche

de l'auteur, les outils dont il se sert qui dépendent bien stir du probléme auquel il
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1.5 Quelques conditions d’optimalité en optimisation multivoque

se tache de proposer des éléments de solution, peuvent étre formulées différemment.
A ce jour, en optimisation multivoque, on dénombre trois approches principales :
I’approche vectorielle, une extension de I’optimisation vectorielle ; 'approche ensem-
bliste et celle basée sur la structure de treillis. Nous rappelons qu’un espace vectoriel
ordonné est un treillis si le supremum et 'infimum de toute paire d’éléments de cet
espace existent. Dans le cadre de cette thése, nous allons nous intéresser a la pre-
miére approche. Dans ce courant, en vue de définir les concepts de solution, on fait
I’hypothése que I'espace objectif est partiellement ordonné par un céne convexe non
vide. Nous rappelons ici les définitions de certains de ces concepts. Pour les détails et
d’autres concepts de solution existant dans la littérature, le lecteur pourra consulter
entre autres [25, 27, 50, 65, 67, 108|.

Définition 1.5.1. Soit (Y,||.||y) un espace vectoriel normé partiellement ordonné

par un cone convexe C' CY, € un sous-ensemble non vide de Y et y € 2.

(a) On dit que l’élément § est un point fortement minimal (ou un point efficient
idéal) de ’ensemble ) si

Qc{y}+C (1.10)
De facon équivalente, y <¢ y, pour tout y € €.
(b) On dit que ’élément y est un point minimal (de Pareto) de Q0 si l'implication
sutvante est vérifiée :

y<cyavecy €=y <cy.

Cette implication est équivalente & la condition :

gy —o)nQc{ygr+C (1.11)

(c) Si C est solide, on dit que l’élément y est un point faiblement minimal (ou

faiblement efficient) de l’ensemble Q) si

{7} —int(C)) N2 =0. (1.12)

Remarque 1.5.2. Sile cone C est pointé alors Uinclusion (1.11) donne

{g}y - C)na={y}. (1.13)
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CHAPITRE 1 : Notions préliminaires.

En outre, nous pouvons observer aussi que la condition (1.13) est équivalente a

[’assertion suivante :
(Q—y)Nn(=C) = {0y}.

Remarque 1.5.3. Il est important de souligner qu’en remplacant C' par —C' dans

la Définition 1.5.1, on obtient les éléments maximaux correspondants.

Ces différents concepts de solution ayant été définis, nous pouvons maintenant intro-
duire quelques notions de minimiseurs d’un probléme de minimisation multivoque

qui seront utilisées par la suite. Nous posons d’abord quelques hypothéses de base.

Hypothése 1.5.4. On suppose que Y est partiellement ordonné par un cone convexe
C QY tel que int(C) # (). Soit F: X =Y est une application multivoque telle que
dom F = ().

On considére le probléme d’optimisation suivant :

®) - { Minimiser F(z) 114

tel que = € D,

ou F est appelée fonction objectif (ou fonction coiit); D est un sous-ensemble non
vide de dom F' appelé ensemble-contrainte et Y est appelé espace objectif du pro-
bléme (P). Comme F est une application multivoque, il s’agit d’un probléme d’opti-
misation multivoque. Résoudre ce probléme consiste a déterminer tous les vecteurs
Z € D pour lesquels il existe g € F(Z) tel que g soit un élément minimal de 1’en-
semble F(D).

Définition 1.5.5 (Minimiseur faible du probléme (P)). On considére un couple
(z,y) € gph FN (D xY).
(a) Le couple (z,y) est appelé un minimiseur faible du probleme (P) si g est un

élément faiblement minimal de 'ensemble F'(D), c’est-a-dire
({7} —int(C)) N F(D) = 0.

(b) Il est appelé un minimiseur faible local du probleme (P), s’il existe un voisinage

U C D de x tel que y soit un émément minimal faible de F(U), i.e.,

({7} —int(C)) N F(U) = 0.
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Définition 1.5.6 (Minimiseur de Pareto du probléme (P)). On dit que le couple
(Z,y) € gph FN (D xY) est un minimiseur de Pareto du probléme (P) si g est un

point minimal de Pareto de ’ensemble F'(D).

Définition 1.5.7 (Minimiseur fort du probléme (P)). Soit (Z,y) € gph FN(DxY).

(a) Le couple (z,y) est appelé un minimiseur fort du probléme (P) si y est un

point minimal fort de 'ensemble F(D). En d’autres termes,
F(D) c{y}+C.

(b) Il est appelé un minimiseur fort local du probléme (P), s’il existe un voisinage
U C D dez tel que
FU) c{y}+C.

En 1988, H. W. Corley a étudié dans [27] le probléme de maximisation multivoque

suivant :

(1.15)
tel que =z € A,

{ Maximiser F'(x),
dans lequel F' est une application multivoque d’un espace vectoriel normé réel X
vers un espace vectoriel normé réel Y partiellement ordonné par un coéne convexe
propre pointé K tel que int(K) # (). Résoudre ce probléme revient a trouver les
éléments T € A pour lesquels il existe y € F/(z) tel que g soit un point maximal de
I’ensemble F'(A). Lorsque § € F(Z) est un élément maximal (resp. maximal faible)
de F(A), on dit que T est un point maximal (resp. maximal faible) en g pour le

probléme (1.15).

Pour établir des conditions d’optimalité relatives a ce probléme, 'auteur a utilisé
des notions de dérivée définies a partir des cones tangent (ou cone tangent de Clarke)
et contingent (ou cone contingent de Bouligand) dont nous ne rappelons que les

définitions (pour les détails, voir par exemple [6, 9, 24, 61]).

Définition 1.5.8 (Cone contingent). Soit B un sous-ensemble non vide de'Y, ij € B.

Un vecteur h € Y est dit tangent & B en y s’il existe (Yn)neny C B convergeant vers

g et (An)nen C Ry telles que h = lim \,(y, — y). L’ensemble noté S(B,y) de tous
n—oo

les vecteurs de Y tangents a B en iy est appelé cone contingent a B en j.
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CHAPITRE 1 : Notions préliminaires.

Définition 1.5.9 (Cone tangent). On dit gu’un vecteur y appartient au cone tangent
a B en g noté T(B,y) si et seulement si, pour toute suite (y,)nen C B convergeant
vers § el toule suite (A\p)nen C R convergeant vers 0, il existe une suite (vn)pen C Y

convergeant vers y telle que y, + \,v, € B, VYn € N.

Définition 1.5.10 (Dérivée contingente). La dérivée contingente de l’application
multivoque F en (Z,7) € gph F est Uapplication multivoqgue CF(Z,y) : X =Y dont

le graphe est le cone contingent & celui de F' en (Z,7).

Définition 1.5.11. On appelle dérivée de F': X =Y en (z,y) € gph F, Uapplica-
tion multivoque DF(Z,y) : X =Y dont le graphe est le cone tangent a celui de F'
en (Z,7)-

H. W. Corley a introduit aussi le concept de dérivée contingente K-directionnelle
notée Cx F(z,y) de F: X =Y en un point (Z,y) € gph F comme étant la dérivée
contingente de 'application multivoque F' — K en ce point et le concept de dérivée
K-directionnelle de F' en (Z,y), notée D F(Z,y), 'application multivoque dont le
graphe est le cone tangent a celui de I'application F' — K au point (Z,%). Ensuite,
en désignant par F)4 la restriction de F' & A, ce dernier a formulé les conditions

d’optimalité suivantes pour le probléme d’optimisation (1.15).
Théoréme 1.5.12 (Théoréme 4.1, conditions nécessaires de maximalité). Si T est
un point mazximal en y pour le probléme (1.15), alors
(a) CFA(Z,79)(x) Nint(K) =0, Vo € A.
(b) DF(z,9)(z) Nint(K) =0, Vx € A.
Sous une hypothése de K-concavité sur 'application F, en utilisant la notion

de dérivée K-directionnelle introduite, 'auteur a établi les conditions suffisantes

d’optimalité qui suivent :

Théoréme 1.5.13. (|27, Théoréme 4.2], conditions suffisantes de maximalité). On
suppose que F' est K-concave sur l'ensemble A C dom F' avec A conveze.
(a) St KNDgF(Z,y)(x—Z) ={0y}, Vo € A, alors T est un point mazimal en i
pour (1.15).
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(b) Siint(K)NDgF(z,9)(x—) =0, Vo € A, alors T est un point mazimal faible
en g pour (1.15).

Une condition nécessaire et une condition suffisante de maximalité relatives au
probléme (1.15) sont ensuite énoncées dans [27|. Avant d’en faire la transcription, il
nous parait important de rappeler les notions suivantes.

Soit Y* le dual topologique de Y, c’est-a-dire I’ensemble des formes linéaires

continues sur Y. On définit le cone dual positif K+ de K par :
Kt :={leY*|l(y) >0, Yy € K}.

Un élément [ € K est dit défini positifsi [(y) > 0, Vy € int(K). Il est dit strictement
positif si cette inégalité est vraie pour tout y élément de K \ {0y }. Par ailleurs,

'écriture [ F'(z) < 0 signifie que I(y) < 0 pour tout y € F(z).
Théoréme 1.5.14 (Condition nécessaire et condition suffisante de maximalité).

(a) Si T est un point mazimal (faible) en § pour le probléme (1.15), alors il existe
un €élément | € KT défini positif tel que IDF(Z,5)(Z) < 0.

(b) On suppose que F est K-concave sur l’ensemble A C dom F. S’il existe un
élément strictement positif | € K+ tel que IDxF(Z,7)(x — ) < 0, pour tout

x € A, alors T est un point mazimal (faible) pour le probleme (1.15).

On peut noter que I'inégalité de 1'assertion (a) peut étre traduite par la condition
suivante : DF(Z,7)(Z) Nint(K) = 0. Alors que celle de l'assertion (b) peut étre
exprimée par la condition, Dg F(Z,9)(x — z) N (K \ {0y }) = 0, pour tout x € A.
Parallélement, Dinh The Luc a mené dans [61] des études sur deux types de
problémes de minimisation multivoque dont le probléme (P) dans le cas ou D = X.
Dans les formulations des conditions d’optimalité, les principaux outils utilisés par
Pauteur sont la dérivée contingente, une notion de compacité faisant intervenir des
suites de points du graphe de I'application F' introduite par Jean-Paul Penot en 1984

dans [90] et des concepts de semi-différentiabilité dont nous rappelons les défintions.

Définition 1.5.15. On dit qu’une application F : X =Y est compacte en T € domF
si toute suite (T, Yn)nen C gph F telle que (x,)nen converge vers T posséde une
sous-suite qui converge dans gph F. Si ceci est vrai en tout point x € A C dom F,

on dit dira que F' est compacte sur A.
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Définition 1.5.16 (Semi-différentiabilité inférieure). Une application F : X 3 Y
est dite semi-différentiable inférieurement en (Z,y) € gph F, si pour toute suite
(Tp, Yn)nen C gph F' telle que (x,) converge vers T et (t,)nen C RYL lelles que
tn(x, —T) converge vers un certain élément u € X, il existe une sous-suite (Yy(n)) de

(Yn)nen vérifiant yomy € F(xpm)) telle que la suite tym) (Ypm) — 7) soit convergente.

Définition 1.5.17 (Semi-différentiabilité supérieure). Une application F : X =Y
est dite semi-différentiable supérieurement en (z,y) € gph F' si pour toute suite non
constante (T, Yn)nen C gph F convergeant vers (Z,y), il existe (tym))nen C RY telle

que la suite (tom)(Tpm) — T, Ypn) —Y) Jnen converge vers un vecteur non nul de X x Y.

En faisant I’hypothése que le cone convexe C' est fermé et pointé, 'auteur a établi

entre autres résultats, les conditions d’optimalité suivantes :

Théoréme 1.5.18 ([61], conditions nécessaire et suffisante d’optimalité). Soit (z,7)

un point du graphe de ['application F.

(1) Si un élément (z,y) est un minimiseur faible local du probléme (P), alors
CF(z,y)(u) N (—int(C)) = 0, Yu € X.

(2) Inversement, siy est un point efficient de F'(z) et les conditions suivantes sont
satisfaites :

(i) CF(z,y)(u)N(=C) =0, Yu € dom CF(z,y) \ {0x},

(i) CF(z,9)(0x) N (=C) = {0y},
(ili) F' est compacte en x, semi-différentiable supérieurement en (Z,7),

alors (z,y) est un minimiseur local du probléeme (P).

Bien que la dérivée contingente soit une extension naturelle au cadre multivoque
de la dérivée de Fréchet, a la lumiére des travaux de Corley et Luc, plusieurs auteurs
ont pu remarquer que les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité formulées
a partir de cette notion de dérivée ne coincident pas sous des hypothéses standards ;
par exemple, sous des hypotheéses de convexité. En vue de pallier ce probléme, J. Jahn
et R. Rauh ont introduit dans [66] le concept d’épidérivée contingente pour les ap-
plications multivoques. Il s’agit d’une adaptation au cadre multivoque d’un concept
introduit par Aubin et Frakowska dans [10] pour des fonctions & valeurs réelles. Nous

en présentons la définition, pour les détails le lecteur est invité a consulter |65, 66].
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Définition 1.5.19 (Epidérivée contingente). Soit S un sous-ensemble non vide d’un
espace vectoriel normé réel X, Y un espace vectoriel normé réel partiellement or-
donné par un cone convere non vide C et F' : S =Y wune application multivoque.
On appelle épidérivée contingente de F en (Z,y) € gph F, Uapplication univoque
DF(f,gj) : X = Y dont Uépigraphe est égal au cone contingent a [’épigraphe de F
au point (Z,7).

Comme il a été mentionné dans [66], il y a deux différences majeures entre la
dérivée contingente et I'épidérivée contingente d’une appplication F': X = Y en un
point (Z,y) € gph F. D’une part, la premiére est multivoque alors que la seconde est
univoque. D’autre part, le graphe de la dérivée contingente en (Z, ) est égal au cone
contingent a celui de F' en ce point tandis que, dans le cas de I'épidérivée contingente
les graphes sont remplacés par les épigraphes correspondants. L’introduction de ce
concept ayant été motivée par la théorie de 'optimisation multivoque, il est donc
naturel qu’il soit utilisé dans des formulations de conditions d’optimalité dont nous

rappelons quelques unes. Pour les détails, le lecteur pourra se référer a [65, 66|.

Théoréme 1.5.20. (|66, Théoréme 7|, Condition nécessaire de minimalité). On
suppose que les hypotheéses (1.5.4) sont satisfaites. Si (Z,y) est un minimiseur faible

du probléme (P) et si l’épidérivée contingente ﬁF(f, y) existe alors

A

DF(Z,y)(x — %) ¢ (—int(C)), Vx € D. (1.16)

Sous des hypothéses de convexité, cette condition nécessaire devient suffisante.

Elle s’énonce comme suit :

Théoréme 1.5.21. (|66, Théoréme 8|, Condition suffisante de minimalité). On sup-
pose D conveze et F' C-conveze. Si I'épidérivée contingente DF(Z, ) existe en (Z,7)
avec T € D, § € F(&) et si DF(z,5)(x — &) & (—int(C)) pour tout x € D, alors

(Z,y) est un minimiseur faible du probléme (P).

Lorsque F' = f est une fonction univoque, ¥ = R et C' = R, alors les ré-
sultats des Théorémes (1.5.20) et (1.5.21) correspondent respectivement aux asser-

tions (a) et (b) du théoréme classique suivant :
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Théoréme 1.5.22. Soit X un espace vectoriel normé, D un sous-ensemble non vide

de X et f: D — R une application.

(a) Soit T un minimum de f sur D. Si f admel une dérivée directionnelle en &

dans toute direction (x — z), VYo € D, alors
f(Z)(x—7) >0, Yz e D. (1.17)

(b) On suppose que D et f sont converes. Si f admet en un point T € D une
dérivée directionnelle dans toute direction (x — Z), pour tout © € D et si

Uinégalité (1.17) est satisfaite, alors T est un minimum de [ sur D.

En renforcant les hypothéses sur le cone convexe C, Jahn et Rauh ont établi
une caractérisation d’un minimiseur fort (z,y) du probléme (P) a 'aide de I’épidé-
rivée contingente de la fonction objectif ' au point considéré. Un résultat que nous

présentons dans le théoréme suivant :

Théoréme 1.5.23. On suppose que D est convere, C est fermé, F est C-convexe
et I’épidérivée contingente ﬁF(f,g) existe en (Z,y) € gph F. Le couple (T,y) est

un minimiseur fort du probleme (P) si, et seulement si

DF(z,75)(x — %) € C, Yx € D. (1.18)

A la lumiére des Théorémes 1.5.20, 1.5.21 et 1.5.23, nous constatons que la no-
tion d’épidérivée contingente a permis d’unifier les conditions nécessaire et suffisante
d’optimalité sous des hypothéses de convexité. Cependant, il a été mentionné, par
exemple, dans |22, 100| que I'existence de cette notion de dérivée reste une ques-
tion ouverte. En vue de résoudre ce probléme, G. Y. Chen et J. Jahn ont introduit
dans [22], la notion d’épidérivée contingente généralisée dont I'existence est garantie
sous des hypothéses réalistes. Par la suite, ils ’ont utilisée pour établir des condi-
tions d’optimalité pour le probléme (P). Le lecteur intéressé par ce concept pourra
consulter [22, 65]. Tl est important de souligner que plusieurs autres auteurs ont
aussi travaillé dans ce domaine. Par exemple T. Q. Bao et B. S. Mordukhovich ont
établi dans [13, 15| des conditions d’optimalité pour ce type de probléme en termes

de codérivée.
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1.5 Quelques conditions d’optimalité en optimisation multivoque

Les principales définitions et propriétés relatives aux applications multivoques
ayant été recueillies, les différents concepts de solutions de problémes d’optimisation
multivoque dont nous aurons besoin ayant été rappelés; nous pouvons maintenant
aborder le concept de prédérivées d’applications multivoques, ce que nous faisons

dans le chapitre qui suit.
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CHAPITRE 1 : Notions préliminaires.
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Chapitre 2

Prédérivées d’applications

multivoques

Depuis les années 70, parallélement au développement de l'analyse non lisse
motivé principalement par théorie du controle et la programmation non linéaire,
la théorie de la différentiation généralisée dans le cadre multivoque progresse sans
cesse. En effet, au cours de cette décennie, H. T. Banks et M. Q. Jacobs ont in-
troduit dans [12] le concept de m-différentiabilité pour les applications multivoques.
Quelques temps aprés, F.S. De Blasi a introduit dans [30] plusieurs concepts de
différentiabilité pour des applications multivoques a valeurs bornées ou les dérivées
appelées différentielles multivoques, sont des applications positivement homogénes,
semi-continues supérieurement, a valeurs convexes (fermées) bornées et non vides.
Depuis, de nombreuses notions de dérivée abondent dans la littérature pour de
telles applications. On peut citer & titre d’exemples : la codérivée [79], la dérivée
contingente [6], la différentiabilité stricte introduite par D. Azé dans [11], 1’épidéri-
vée contingente [66], I'épidérivée contingente généralisée [22], les divers concepts de
différentiablité introduits par K. Nachi et J. P. Penot dans [84], la différentiabilité
de Fréchet pour les applications multivoques introduite par V. V. Gorokhovik et

P. P. Zabreiko dans [48]; une liste qui est certainement trés loin d’étre exhaustive.

L’étude du comportement local de fonctions est 'une des démarches fondamen-

tales en analyse mathématique. Elle constitue I'une des principales sources de mo-
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CHAPITRE 2 : Prédérivées d’applications multivoques

tivation pour la conception de la notion de dérivée au cours de la premiére moitié
du XVII® siécle. Une motivation qui se prolonge jusqu’au développement de la théo-
rie de la différentiation généralisée. C’est d’ailleurs ce qui a conduit A. D. Toffe a
introduire dans [62] les concepts de prédérivées extérieure, intérieure et stricte pour
des fonctions univoques non différentiables au sens usuel. Poursuivant le méme ob-
jectif, ces derniers concepts ont été adaptés au cadre multivoque par C. H. J. Pang
dans la publication [88| en tant que T-différentiabilité extérieure, intérieure et stricte
respectivement. Il est important de souligner qu’a I'instar du concept lipschitzien, en
se focalisant sur un voisinage d’un point de référence du graphe de ’application que
I’on veut approcher, des versions localisées de ces concepts ont aussi été introduites
dans la littérature (voir Définition 2.1.9). Comme nous 'avons déja mentionné, de-
puis I'introduction de ces concepts de dérivée généralisée pour les applications mul-
tivoques, ils ont été utilisés dans divers travaux et ont permis d’établir de nombreux

résultats.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a ces notions. Néanmoins, bien que
les dérivées généralisées que nous allons étudier correspondent a celles introduites
par Pang, nous choisissons d’utiliser la terminologie de loffe, ¢’est-a-dire, nous par-
lerons systématiquement de prédérivabilité au lieu de T-différentiabilité. Nous en
profitons pour aborder la question de 'existence des prédérivées. Une attention par-
ticuliére sera accordée aux applications multivoques possédant certaines propriétés
de convexité. Nous voudrions signaler que la plupart des résultats présentés dans
ce chapitre sont issus de la publication [43]. Avant de rappeler la notion de prédé-
rivabilité d’une application multivoque qui constituera d’ailleurs la toile de fond de
cette thése, nous tenons a rappeler la définition suivante présentant les notions de

prédérivée de fonctions introduites par loffe.

2.1 Premiéres définitions

Dans les pages qui suivent, H(X,Y) désigne I’ensemble des applications multi-

voques positivement homogéenes de X vers Y.
Définition 2.1.1 (|62, Définition 9.1]). Soit f une application univoque définie sur
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2.1 Premiéres définitions

un voisinage de T € X, a valeurs dans Y ; H € H(X,Y) a valeurs fermées. On

considere les relations :

f(@ +h) — f(z) € H(h) +r(h)||h|| By ; (2.1)
H(h)yc |J ' (f@+th) = f(@) +r(h)| LBy ; (2.2)

ot r: X — Ry est une fonction définie sur un voisinage de 0.

(a) On dit que H est une prédérivée ectérieure de f en T si la relation (2.1) est
satisfaite avec r(h) — 0 lorsque ||h|| — 0.

(b) On dit que H est une prédérivée intérieure de f en T si la relation (2.2) est
satisfaite avec r(h) — 0 lorsque ||h|| — 0.

(¢) On dit que H est une prédérivée de f en T si elle est a la fois une prédérivée
intérieure et extérieure de f en ce point.

(d) On dit que Uapplication H est une prédérivée stricte de [ en T si
flz+h)— f(x) € H(h) +r(z, h)||h|| By, (2.3)
avec T(z,h) — 0 lorsque ||t — Z|| = 0 et ||| = 0; 0o 7: X x X - R,.

Avant de présenter les différents concepts de prédérivées que nous étudierons dans
le cadre de cette thése, vue la similitude existant entre eux et certaines notions in-
troduites dans [84] par K. Nachi et J. P. Penot ; particuliérement entre les notions
de pseudo-différentiabilité et pseudo-prédérivabilité ainsi que les concepts de péridif-
férentiabilité et prédérivabilité stricte, nous tenons a rappeler briévement quelques
uns de ces concepts. Dans ce paragraphe, nous désignons par £(X,Y’) 'ensemble

des applications linéaires continues de X vers Y.

Définition 2.1.2. On considére une partie ouverte Xy de X et une application
multivoque F : Xg 3 Y.

(a) On dit que Uapplication F est différentiable (au sens de Nachi et Penot) en
un point T € Xq si elle est sci en T et s'il existe A € L(X,Y), une application

iRy — Ry U{+oo} continue en 0 avec p1(0) = 0 telles que
F(z+h) C F(z)+ A(h) + pdlpDIA By . (2.4)

L application A est appelée dérivée de F' en .
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CHAPITRE 2 : Prédérivées d’applications multivoques

(b) On dit que F est pseudo-différentiable en (Z,y) € gph F si elle est sci en
ce point et s’il existe un voisinage V de y, A € L(X,Y) et une application
iRy — Ry U{4o00} continue en 0 avec pu(0) = 0 telles que

Fz+h)nV C F(z)+ A(h) + p(||R|)|R]| By . (2.5)

Définition 2.1.3 (Quasi-différentiabilité). Soit Xy un sous-ensemble ouvert de X.
Une application F' : Xo = Y est dite quasi-différentiable en (z,y) € gph F' avec
une dérivée A € L(X,Y), si elle est sci en ce point et si pour tout € > 0, il existe

B >0,06 >0 dépendant de ¢ tels que
F(z 4+ h)N Bg(y) C F(z) + A(h) + ¢||h|| By, Yh € 0 Bx. (2.6)

Définition 2.1.4. (Pseudo-péridifférentiabilité et péridifférentiabilité). Soit X, un
sous-ensemble ouvert de X, V une partie de Y et F' : Xog = Y une application

multivoque.
(a) L’application F' est dite pseudo-péridifférentiable en un point & € X, par rap-
port a V, s’il existe A € L(X,Y) telle que, pour tout € > 0, il existe « > 0

vérifiant
Flx)NV — A(z) C F(2") — A(2") + ¢||z — 2'|| By, Vx,2’' € Bu(Z). (2.7)

(b) L’application F sera dite pseudo-péridifférentiable en un point (Z,7y) € gph F
s’il existe un voisinage V de y tel que F' soit pseudo-péridifférentable en T par

rapport a V.

(c) Elle sera dite péridifférentiable en T € Xy, si elle est pseudo-péridifférentiable
par rapport 4 Y, ¢’est-a-dire, s’il existe A € L(X,Y) telle que, pour tout € > 0,

on peut trouver a > 0 vérifiant
F(z)— A(z) C F(2') — A(2) + ¢||z — 2| By, Vx,2' € B,(Z). (2.8)

Remarque 2.1.5. Dans la Définition 2.1.2, nous avons u(||h||) qui tend vers 0
lorsque ||h|| tend vers 0 ; cela signifie que pour tout 6 > 0, nous avons l'ezistence
d’un certain a > 0 tel que ||h|| < a entraine que p(||h|]) < 8. Si par ailleurs on pose

x =1+ h, Uexpression (2.4) devient
F(z) C F(z)+ A(x — z) + d||z — Z|| By, Vz € B,(7).
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2.1 Premiéres définitions

Alors que Uexpression (2.5) devient
Fz)NnV C F(Z) + A(x — ) + 6|z — z|| By, Yz € B,(Z).
De la méme fagon, Uexpression (2.6) de la Définition 2.1.8 donne
F(x)NBgs(y) C F(z)+ A(zr — =) + €|l — Z|| By, Vx € B,(Z).

Grace au fait que A est univoque, l'inclusion (2.7) peut étre réécrite de la maniére

suivante
F(z)NV C F(2') + A(x — 2') + ¢l|lx — 2'|| By, Vz,2' € B, ().
Enfin, Uinclusion (2.8) donne
F(x) C F(2') + A(x — 2') + ¢||lx — 2'|| By, Vz,2' € B.(Z).
Aprés le rappel de ces quelques définitions, nous pouvons maintenant retranscrire

celles des principaux concepts de prédérivée inspirés des travaux de loffé et étendus

par Pang au cadre multivoque.

Définition 2.1.6. Soit F': X =Y une application multivoque, H € H(X,Y) et un
point * € X.

(a) On dit que H est une prédérivée extérieure de F' en T si pour tout 6 > 0, il

existe un voisinage U de T tel que
F(z) C F(z)+ H(z — z) + 6|z — z|| By, Yz € U. (2.9)

(b) On dit que H est une prédérivée intérieure de F' en T si pour tout § > 0, il

existe un voisinage U de X tel que
F(z) C F(x) — H(x — )+ 6|z — z|| By, Yz € U. (2.10)

(¢) On dit que H est une prédérivée de F' en T si elle est a la fois une prédérivée

extérieure et intérieure de F' en ce point.

(d) L’application H est appelée une prédérivée stricte de F en T si pour tout § > 0,

il existe un voisinage U de T tel que

F(x) C F(2')+ H(z — 2') + 4|z — 2'|| By, Vz,2' € U. (2.11)
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CHAPITRE 2 : Prédérivées d’applications multivoques

Lorsqu’on se place dans le cadre univoque, c’est-a-dire, lorsque F' := f est une
fonction univoque, les trois premiéres notions de la définition précédente coincident.

Elle peut alors étre réécrite de la fagon suivante :

Définition 2.1.7. Soit f : X — Y une fonction, H € H(X,Y) et z € X.

(a) On dit que H est une prédérivée de f en T si pour tout § > 0, il existe un

voistnage U de T tel que
f(z) € f(z)+ H(x — &) + d|jz — Z|| By, Vz € U.

(b) On dit que H est une prédérivée stricte de f en T si pour tout § > 0, il existe

un voisinage U de T tel que
f(x) € f(a) + H(z —a') + 0|z — o|| By, Vx,2’ € U.

Remarque 2.1.8. Lorsque f : X — Y est une fonction uniwoque Fréchet différen-
tiable en un point T € X, si nous notons par V f(Z) sa dérivée au sens de Fréchet
en ce point; alors pour tout € > 0, il existe une certaine constante a > 0 telle que
| f(x)—f(2)=V f(Z)(x—2)|| < e||lz—2Z||, pour tout x € B,(Z). Cette inégalité conduit
a la relation f(x) € f(z)+Vf(Z)(x—Z)+ellz —z||By. On en déduit que lapplica-
tion H(-) .=V f(Z)(-) est une prédérivée de f au point T. Si par ailleurs, V f(z) est
la dérwée stricte au sens de Fréchet de f en T, il existe alors une constante b > 0
telle que f(z) € f(2")+Vf(Z)(x—2")+¢|x—2'|| By, pour tous x, &' € By(Z). Dans
ce cas, lapplication H explicitée précédemment est une prédérivée stricte f en . On
peut ainst souligner la cohérence existant entre les différentes notions de prédérivée

introduites par Pang et les notions de dérivée au sens de Fréchet.

Elargir le cadre de la différentiabilité a de plus en plus d’applications est un
objectif commun poursuivi par les différents auteurs qui ont introduit des concepts
de dérivée généralisée. Les inclusions de la Définition 2.1.6 étant assez restrictives,
dans le but d’élargir le cadre de la prédérivabilité a de plus amples applications;
Pauteur est amené a affaiblir les concepts de ladite définition. En considérant un
couple (Z,y) appartenant au graphe de Papplication F) il a introduit les notions
de pseudo-prédérivées extérieure, intérieure et stricte que nous regroupons dans la

définition suivante.
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2.1 Premiéres définitions

Définition 2.1.9. (Pseudo-Prédérivée). Soit F' : X =Y une application multi-
voque, H € H(X,Y) et (Z,y) € gph F.
(a) On dit que H est une pseudo-prédérivée extérieure de F' en T pour y, si pour

tout 0 > 0, il existe des voisinages U de T et V de y tels que
Fl)NnV C F(Z)+ H(z — ) + 0||lx — Z|| By, Yx € U.

(b) On dit que H est une pseudo-prédérivée intérieure de F' en T pour i, si pour

tout § > 0, il existe des voisinages U de T et V de y tels que
F(z)NnV C F(x) — H(x — z) + d||z — z|| By, Vz € U.

(c) L’application H sera dite une pseudo-prédérivée de F en T pour i, si elle est

a la fois une pseudo-prédérivée intérieure et extérieure de F' en T pour j.

(d) On dit que H est une pseudo-prédérivée stricte de F' en T pour y, si pour tout

0 > 0, il existe des voisinages U de T etV de y tels que
F(z)NV C F(2')+ H(z — 2') + d||x — 2'|| By, Vz,2’ € U.

La Remarque 2.1.5 nous a permis de mettre en évidence certaines ressemblances
existant entre certains concepts introduits par Nachi et Penot dans [84] et certains
introduits par Pang. A titre d’exemples, on peut faire ressortir la ressemblance
entre la quasi-différentiabilité et la pseudo-prédérivabilité extérieure et celle entre
la péridifférentiabilité et la prédérivabilité stricte. En fait, la principale différence
existant entre ces concepts est le caractére univoque des dérivées proposées par

Nachi et Penot dans la publication ci-dessus mentionnée.

Remarque 2.1.10. Dire que r(h) tend vers 0 lorsque ||h|| tend vers O revient a dire
que pour tout 6 > 0, il existe a > 0 tel que ||h|| < a entraine que |r(h)] < 0. En

posant x = T + h dans la relation (2.1), nous obtenons
f(z) € f(z) + H(x — T) + 6|z — z|| By, Vo € B,(7).

Dans le cas oo H € L(X,Y), cette derniére relation correspond a la Fréchet différen-
tiabilité au sens classique. Si au contraire f est une application multivoque, celle-ci

correspond a la prédérivabilité extérieure de la Définition 2.1.6.
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CHAPITRE 2 : Prédérivées d’applications multivoques

Remarque 2.1.11. Sous [’hypothése d’existence, loffe a établi dans le cadre uni-
voque, ['unicité de la prédérivée. Cependant, dans le cadre multivoque, elles sont
loin d’étre uniques. En effet, si H € H(X,Y) est une prédérivée d’une application
F:X =Y enun point T € X dans quelque sens que ce soit, alors elle transmet
son statut & toute application T € H(X,Y) telle que H(x) C T(x) pour tout v € X.

Aussi peut-on associer a cette multiplicité toute la flexibilité de ce concept.

2.2 Prédérivées et continuité

Dans le cadre univoque, il est bien connu qu’une application f : X — Y Fréchet
différentiable en un point * € X est continue en ce point. Dans cette section nous
allons nous occuper de la relation existant entre la prédérivabilité et la continuité
d’applications multivoques. Plus précisément, celle existant entre la prédérivabilité
extérieure et la semi-continuité extérieure; entre la prédérivabilité intérieure et la
semi-continuité intérieure. Pour ce faire, les deux propositions suivantes s’avérent

étre cruciales.

Proposition 2.2.1. Soit F': X =Y wune application multivoque et T € X.

(a) L’application F est osc en T si et seulement si, pour tout voisinage V de F ()

et p > 0, il existe un voisinage U de T tels que
F(z)NnpBy CV, Yz € U. (2.12)

(b) Si F(Z) est fermé et Y est de dimension finie, alors F est osc en T si et

seulement si, pour tout € > 0 et p > 0, il existe un voisinage U de T tel que
F(:E)ﬂpBy C F(f)—i—éBy, Vo e U. (2.13)

(c) Si F(Z) est fermé borné et Y est de dimension finie, alors F est osc en T si el

seulement si, pour tout € > 0, il existe un voisinage U de T tel que
F(xz) C F(z)+eBy, Yz € U. (2.14)

Proposition 2.2.2. Soit I': X =Y une application multivoque. On suppose que Y

est de dimension finie. Soit T € X tel que F(Z) soil un sous-ensemble fermé de Y.
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2.2 Prédérivées et continuité

Alors Uapplication F est semi-continue intérieurement en T si et seulement si, pour

tous p >0 et € > 0, il existe un voisinage U de T tel que
F(z)NpBy C F(x)+eBy, Yz € U. (2.15)

Exemple 2.2.3. En vue de faire ressortir le fait que la prédérivabilité extérieure
d’une application mullivoque en un point donné n’entraine pas la semi-continuité

extérieure de cette derniere en ce point, nous considérons Uapplication F' : R = R

F(x):{ {0} sz: z =0,
0,1] st z#0

définie par

et lapplication H € H(R,R) définie par

H(x):{ g} sz: z =0,
n st x#0.

L application H est clairement une prédérivée extérieure de F' en 0 puisque, pour

tout & > 0 nous avons
F(z) C F(0)+ H(x) + [-0|x|,0|z|],Vx € R.

Cependant, a la lumiére de la Proposition 2.2.1, nous observons que F' n’est pas

semi-continue extérieurement en 0. En effet, pour que F soit osc en ce point, pour
1

p=1etec= > par exemple, on devrait étre capable de trouver un voisinage U de 0

tel que Uinclusion (2.13) soit vérifiée; ce qui n’est pas le cas.

Lorsque Y est de dimension finie, on peut pallier ce probléme en exigeant a la
prédérivée extérieure de satisfaire certaines hypothéses. Le résultat peut étre énoncé

de la facon suivante :

Proposition 2.2.4. On considére une application F: X =Y, H € H(X,Y) et
T € X. On suppose que Y est de dimension finie, H est une prédérivée extérieure
de F en T et F(Z) est fermé. Si H est osc en Ox et H(Ox) = {0y}, alors F est

semi-continue extérieurement en T.

41



CHAPITRE 2 : Prédérivées d’applications multivoques

Démonstration. Soient ¢ > 0 et p > 0 fixés. Comme H est osc en Oy, d’apreés

'assertion (¢) de la Proposition 2.2.1, on peut trouver a > 0 tel que
H(z) C H(0x) + gBy, Va € aBx.
D’autre part, H est une prédérivée extérieure de F' en Z, il existe b > 0 tel que
F(z) C F(z)+ H(zx — T) + %Hx — 7| By, Va € By().
Posons @ = min{a, b, 1}. Nous avons,
F(z) C F(z)+ H(zx — 7) + %By, Vi € Bao(Z). (2.16)

Et
H(x —7) C H(0x) + %]By, Vo € Ba(3). (2.17)

Une combinaison des relations (2.16) et (2.17) et l'utilisation de la convexité de la

boule unité donnent
F(z) C F(z) +eBy, Yz € B, ().
En particulier,
F(x)NpBy C F(z)+eBy, Vx € B,(Z).
Ainsi, la Proposition 2.2.1 garantit la semi-continuité extérieure de 'application F

au point Z. O

Exemple 2.2.5. En vue de justifier que la prédérivabilité intérieure d’une applica-
tion multivoque en un point donné n’entraine pas sa semi-continuité intérieure en

ce point, nous considérons Uapplication F : R = R définie par

F(I):{ [0, 1] Sz: z =0,
{0} si x#0

et Uapplication H € H(R,R) définie par

O N
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L’application H est une prédérivée intérieure de F en 0. En effet, pour tous 6 > 0

et x € R, nous avons
F(0) C F(x) — H(x) + §[— |z, |z|].
Fizons par ailleurs p =1 et € = 5. Pour tous a > 0 et x € [—a, a] \ {0}, nous avons
F(0)NpBy ¢ F(z)+ cBy.

Par conséquent, la Proposition 2.2.2 nous permet de conclure que F n’est pas isc a

l"origine.

En vue contourner le probléme d’une éventuelle absence de semi-continuité in-
térieure d’'une application F' en un point x ou elle admet une prédérivée intérieure,

nous établissons le résultat suivant.

Proposition 2.2.6. On considére une application F' : X =Y, H € H(X,Y) et

T € X. On suppose que Y est de dimension finie, F(Z) est fermé et H est une
prédérivée intérieure de F' en . Si Uapplication H est osc en Ox et H(0x) = {0y},

alors F est semi-continue intérieurement en T.

Démonstration. Soient € > 0 et p > 0 fixés. Grace a la semi-continuité extérieure

de H en Oy, on peut trouver b €]0, 1] tel que
H(z) C H(0x) + gBy, Vz € bByx.
Cela entraine que
“H(z) C —H(0x) + gBy, Vz € bBy.

Comme H est une prédérivée intérieure de F' en Z, il existe a > 0 tel que

F(z) C F(z) — H(z — 7) + ng — 7| By, ¥z € Bu(3). (2.18)
On peut réduire a si nécessaire de sorte que a < b. Nous avons alors,

“H(z—7) C —H(0x) + =By, Yz € B,(7) (2.19)

2
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La convexité de By et les inclusions (2.18) et (2.19) donnent
€
F(z) C F(x) + 5(1 + ||z — z||) By, YV € B,(Z).
Comme ||z — Z|| < 1, nous avons
F(z) C F(z)+eBy, VYo € B,(7).
A fortiori,
F(z)NpBy C F(x) + By, Yz € B,(z).
Ainsi, d’aprés la Proposition 2.2.2, application F' est isc au point 7. O
Exemple 2.2.7. Pour justifier que 'existence de prédérivées pour une application

multivoque en un point donné n'implique pas la continuité de cette derniére en ce

point, nous considérons l'application F': R = R définie par

I I PR A A Ok
F(x)—{ {0} si x=0

et Uapplication H € H(R,R) définie par

ww={ & 0o

1l est clair que Uapplication H est une prédérivée de F' en 0 puisqu’elle est a la fois
une prédérivée extérieure el intérieure de F' en ce point. Cependant, pour e €]0, 1],
il est facile de wvoir que lassertion (c¢) de la Proposition 2.2.1 n’est pas vérifiée.

L’application F' n’est donc pas continue a [’origine.

Le corollaire suivant permet, grace a des hypothéses faites sur une prédérivée,

d’obtenir la continuité de ’application au point en lequel cette prédérivée a été prise.

Corollaire 2.2.8. Soit F' : X = Y une application multivoque, H € H(X,Y) et
z € X. On suppose que Y est de dimension finie, F(Z) est un sous-ensemble fermé
de Y, et H est une prédérivée de F' en T. On suppose de plus que H est osc en Ox

et H(0x) = {0y }. Alors Uapplication F est continue en .
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Démonstration. Comme F' et H vérifient les hypothéses de la Proposition 2.2.4, alors
F est osc en . De méme, les hypothéses de la Proposition 2.2.6 sont satisfaites, cela
entraine la semi-continuité intérieure de F' en Z. Il en découle que I'application F'

est continue au point 7. |

Remarque 2.2.9. Dans les Propositions 2.2.4, 2.2.6 et le Corollaire 2.2.8, les résul-
tats ont été établis sous 'hypothése de la semi-continuité extérieure d’une prédérivée
H correspondante et la condition H(0x) = {0y }. Lorsque le graphe de H est fermé,
comme Y est de dimension finie, ces hypothéses sont équivalentes a la condition
|H||" < oo. Cependant, dans le cas général, cette derniére assertion est plus forte,
c’est-a-dire, on a l'implication :

|H[* < oo:>{ H(0x) = {0y}

H osc en Ox

sans que 'tnverse soit vrate.

Proposition 2.2.10. Soit & un élément fixé d’un espace de Hilbert X, Y un espace
vectoriel normé, F : X =Y [application multivoque définie par : F(z) = ||z||* By
et Uapplication positivement homogéne H : X =Y définie par : H(x) = 2(x,z) By .

Alors, H est une prédérivée extérieure de F en Z.
Démonstration. Soit § > 0 et a €]0,d], pour tout x € IB,(Z), nous avons
lo — z* < éllz — z|.

Cela entraine que

IN

(x,x) 2{x,z) — (x,T) + 0||r — Z||

IN

(z,7) + 2(x,T) — 2(Z,T) + d||lz — Z||
lzI* < N1Z[* + 2z — 7, %) + dl|lv — 7.
Il vient,
|z||?2By C ||z||*By + 2{z — %,Z) By + ||z — z| By
Autrement dit,
F(z) C F(Z)+ H(x — 2) + ||z — Z|| By, Vx € B,(Z).

D’ot la conclusion annoncée. O
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CHAPITRE 2 : Prédérivées d’applications multivoques

2.3 Prédérivées et propriétés de convexité

Avant d’établir des résultats d’existence de prédérivées pour des applications
multivoques possédant certaines propriétés de convexité, nous établissons le résultat
suivant qui permet de relier la C-convexité d’une application F' : X = Y a la
convexité de F' + C'; avec (F + C)(z) := F(z) + C.

Proposition 2.3.1. [43] Soit F': X =3 Y une application multivoque et C C'Y un
cone convexe non vide. L’application F est C-convexe si et seulement si, F'+ C' est

convexe.

Démonstration. Si F est C-convexe, alors pour tous z, ' € X, A € [0, 1], nous avons
(1=XNF(z)+ AF(2) C F(1 =Nz + X)) + C. (2.20)
Il s’en suit que
(1=NF(z)+ AF(2)+ CCF((1=Nz+X')+C+C.
Pour z, 2’ € X et X € [0, 1] fixés, comme (1 — X\)C' + AC' = C, nous avons
1=NF+C)x)+ ANF+C)a2")=(1—-NF(z)+  \F(z')+C+ C.
Grace a la convexité de C', nous obtenons
1=MNEF+C)x)+ MF+C)a") c F(1 =Xz + ')+ C.

C’est-a-dire, pour tous z, 2’ € X et A € [0, 1], nous avons

(1=XN(F+C)x)+ ANF+O)a)C(F+C)((1—Nx+ ).

D’ou la convexité de 'application F' + C.

Inversement, si F' + C' est convexe, pour tous z, 2’ € X, A € [0, 1] ; nous avons
(1=XN(F+C)x)+MF+O)a)C(F+C)((1—Nx+ ).
Il s’en suit que
(1-=NF(x)+ A F@)+C C F((1—= XNz + ')+ C.
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2.3 Prédérivées et propriétés de convexité

Si (1= A\)F(z)+ A\F(2") =0, alors il n’y a plus rien a démontrer. Sinon, pour tout
y € (1—NF(z)+ AF(2') comme 0y € C, nous avons y € F((1 — ANz + \2')+C. 1

en résulte que
(1=NF(z)+AF(z') Cc F((1 = Nz + X\') + C.
Ce qui termine la preuve. O

Dans le lemme suivant nous considérons le cas d’applications multivoques vérifiant
certaines propriétés de type Lipschitz. Nous montrons que de telles applications
admettent des prédérivées (ou pseudo-prédérivées, selon le cas) a valeurs fermeées

bornées dont nous donnons une expression.

Lemme 2.3.2. On considére une application multivoque F : X =Y, D un sous-
ensemble ouvert de dom F, x € D et £ > 0. On note H Papplication multivoque a

valeurs fermées bornées définie sur X par H(-) = /|| - || By.

(a) Si F est lipschitzienne extérieurement en T de constante £, alors 'application

H est une prédérivée extérieure de F' en .

(b) Si F est (-lipschitzienne sur D, alors Uapplication H est une prédérivée stricte

de F' en tout point de D et celle-ci ne dépend pas du point choisi.

c) Si F' est (-pseudo-lipschitzienne en T pour y alors l'application est une
Si Foest l do-lipschitzi T y alors Uapplication H est

pseudo-prédérivée stricte de F' en T pour y.

Démonstration. (a) On suppose que I est lipschitzienne extérieurement en = € D

de constante £. L’ensemble D étant ouvert, il existe a > 0 tel que B,(T) C D et,
F(z) C F(z) + {||x — Z|| By, Ya € B,(T).
Pour tout 6 > 0, nous avons
F(z) C F(z) + {||x — z|| By + 0||x — Z|| By, Yz € B,(Z).
Il s’en suit que
F(z) C F(z)+ H(x — ) + 6||]z — z|| By, Vo € B,(Z).
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L’application H est positivement homogéne. En effet, H(0x) = £||0x||By ; cela
implique que Oy € H(0Ox). Soient x € X et A > 0. Nous avons

H(\x) = (| \z| By = M|jz| By = \H(x).

Par conséquent, H est une prédérivée extérieure de F' en .

(b) On suppose que F' est (-lipschitzienne sur D. Soit Z € D, il existe r > 0 tel que
B,(z) C D et,

F(z) C F(2') + {||xz — 2| By, Vx,2' € B,(Z).
Pour tout 6 > 0, nous avons
F(x) C F(2')+ H(x — 2') + 6|z — 2| By .

Par conséquent, I’application H est une prédérivée stricte de F' en z. Ceci étant vrai

pour tout ¥ € D, cette prédérivée ne dépend pas du point choisi.

(c) Si F est {-pseudo-lipschitzienne en T pour g, il existe des voisinages U de T et

V de y tels que
F(z)NV C F(a') + {||x — /|| By, Vz,2' € U.
Pour tout 6 > 0, nous avons
F(z)NnV C F(2')+ H(z — &) + 0||z — 2| By, Vx,2' € U.
Ainsi, application H est une pseudo-prédérivée de F' en T pour . O

Si dans 'assertion (¢) du Lemme 2.3.2; on avait supposé que F' était simplement
calme au point Z, alors application H serait une pseudo-prédérivée extérieure de F'
en ce point. Inversement, si une application F' : X = Y admet une prédérivée stricte
H : X =Y en un point T € X et que la norme extérieure de cette derniére est
finie ; alors on peut montrer que I'application F' est lipschitzienne au voisinage de ce
point. Tel sera I'objet de la proposition suivante. Il faut souligner que le résultat est
analogue dans le cas ou 'application H est une prédérivée extérieure ou s’il s’agit

d’une pseudo-prédérivée stricte.
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2.3 Prédérivées et propriétés de convexité

Proposition 2.3.3. Soit F': X =3 Y une application multivoque, H € H(X,Y) et
T € X. On suppose qu’il existe une constante k > 0 telle que |H||" < k et que H

est une prédérivée stricte de F' en T. Alors F' est lipschitzienne autour de Z.

Démonstration. Vu que ||H||" < k, on peut trouver £’ tel que |H||" < £’ < k. Pour
tout x € X, nous avons
H(x) C K'||z|| By. (2.21)

Soit 0’ > 0 tel que " + ¢ < k. Comme H est une prédérivée stricte de F en Z, il

existe a > 0 tel que
F(x) C F(2')+ H(x — 2') + §'||x — 2'|| By, Vz, 2’ € B,(Z).
En utilisant (2.21) et la convexité de By, nous avons
F(z) C F(2') + (k' 4+ 0')||x — 2| By, Yz, 2’ € B,(Z).
Il s’en suit que
F(x) C F(2') + kljx — 2'|| By, YV, 2’ € B,(7).

Par conséquent, ’application F' est lipschitzienne autour de . O

Proposition 2.3.4. [43]| On considére un processus convexe F' : X = Y, D un
sous-ensemble ouvert de dom F' tel que D — D C dom F et un point T € D. Alors
Uapplication F' admet une prédérivée stricte en T qui est un processus convexe. Elle
est donnée par H(-) := —F(—-).

Démonstration. D étant un ouvert, on peut trouver r > 0 tel que B,(Z) C D.

Comme F' est un processus convexe, nous avons
Fw)+ F(u—wv) C F(u), Yu, v € D.

En particulier, cette inclusion est vraie pour tous u, v € IB,(Z). Pour tout z € F(v)

et y € F(u —v), nous avons z € F(u) — y. Par conséquent,
F(v) C F(u) — F(—(v —u)).
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Pour tout 6 > 0, nous avons
F(v) C F(u)+ H(v —u) + 6|jv — u|| By, Yu, v € B,(Z).
Montrons a présent que H est positivement homogéne. Nous avons d’une part,
Oy € —F(0x) = H(0x) = 0y € H(0x).
D’autre part, pour tous x € X et A > 0, nous avons
H(Ax) = —F(=Xx) = AM(—F(—x)) = AH(x).

On en déduit que H est une prédérivée stricte de F' en Z.

Finalement, montrons que H est un processus convexe. Soient z, y € X. Nous avons,
H(z) + H(y) = —(F(-2) + F(-y)) C —F(=(z +y)) = Hx +y).

D’ou le résultat annoncé. O

Dans la Proposition 2.3.4, on a montré qu'un processus convexe F' admet une
prédérivée stricte H qui est elle-méme un processus convexe. De plus, elle est indé-
pendante du point en lequel elle a été prise. Un tel résultat est en fait cohérent a
celui obtenu dans le cadre univoque. En effet, si D = X et F' = f est univoque alors
elle est linéaire. Et, il est bien connu qu’une application linéaire continue f : X — Y
est différentiable en tout point = de X et sa différentielle coincide avec I'application

f elle-méme indépendamment du point Z.

Dans le théoréme suivant nous considérons le cas d’une application multivoque
convexe fermée F. Nous établissons un résultat d’existence de pseudo-prédérivées
strictes a valeurs fermées bornées en tout point (7, y) € gph F tel que z € int(dom F).

De plus, nous en exhibons une expression.

Théoréme 2.3.5. [43] Soit F': X =Y une application multivoque conveze fermée,
(z,y) € gph F tel que T € int(dom F'). Alors, F' admet une pseudo-prédérivée stricte

H & valeurs fermées bornées, en T pour y donnée par H(-) = (|| - || By avec £ > 0.
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2.3 Prédérivées et propriétés de convexité

Démonstration. Comme F est convexe fermeée, il en est de méme de 1Y = X,
Ensuite, # € int(dom F) = int(Im F~'). Ainsi, d’aprés le Théoréme 1.2.16 Pap-
plication F'~! est métriquement réguliére en i pour Z. Le Théoréme 1.2.17 assure
que F est pseudo-lipschitzienne en Z pour y. Par conséquent, il existe ¢ > 0 et des

voisinages U de Z et V de ¥y tels que
F(x)NV C F(z') + ||z — /|| By, Vx, 2’ € U.

D’aprés le Lemme 2.3.2, I'application positivement homogéne & valeurs fermées et

bornées H(-) := (|| - || By est une pseudo-prédérivée stricte de F' en Z pour . O

Dans le théoréme suivant, nous considérons le cas d’une application multivoque
cone-convexe . Nous établissons sous des hypothéses appropriées, 'existence de
prédérivées strictes a valeurs fermées en tout point T appartenant a lintérieur du

domaine de F. Comme dans le cas convexe fermé, nous en exhibons une expression.

Théoréme 2.3.6. [43] Soit Y un espace de Banach de dimension finie. On considére
un cone convexre fermé non vide K CY et F : X =Y une application multivoque
K -conveze. Soit & € int(dom F). On suppose qu’il existe une constante strictement

positive « telle que :
(1) F(z) soit K-fermé, Yo € B,(Z) ;
(2) il existe une constante n > 0 telle que F(x) C nIBy, Y € B,(T).

Alors, il existe un voisinage U de T sur lequel l'application F + K est lipschitzienne.
En particulier, elle admet une prédérivée stricte H : X =Y a valeurs fermées
bornées en tout point de U. De plus, 'application F' admet en tout point de U une

prédérivée stricte a valeurs fermées, donnée par H + K.

Démonstration. Fixons oo > 0 satisfaisant les hypothéses (1) et (2) du théoréme que
Pon peut choisir assez petit de sorte que B,(Z) C dom F. Soient u, v € Bea ()
o

2] et posons

avec u # v. Prenons A €]0, §

N ChlCON
v —ull
Nous avons

lo = ullw = [lv = ullu = Alv = u)-
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CHAPITRE 2 : Prédérivées d’applications multivoques

Cela entraine que

[0 —ull + A lo—ull +A/

- A
v = ul , nous obtenons ¢ €]0,1[ et 1 —t = ——————- Il s’en

En posant ¢ := =
P llv —ul + A

PR
suit que u = (1 — t)v + tw.

L’application F' étant K-convexe, d’aprés la Proposition 2.3.1 'application F' + K

est convexe. Nous avons alors,
(1—t)(F+ K)(v)+t(F+ K)(w) C (F+ K)(u). (2.22)

D’autre part, la convexité de F' + K implique que (F' + K)(z) est un sous-ensemble

convexe de Y, pour tout z € X. Nous avons
(1= B)(F + K)(v) + t(F + K)(v) = (F + K)(v). (2.23)
En ajoutant ¢(F + K)(v) aux deux membres de I'inclusion (2.22), nous avons
HE + K)(v) + (1= t)(F + K)(v) + t(F + K)(w) C (F + K)(u) + t(F + K)(v).
Il $’en suit que
(F + K)(v) + t(F + K)(w) C (F + K)(u) + t(F + K)(v).

Soit,
Fw)+tF(w)+ K +tK C F(u) +tF(v) + K +tK.

[’ensemble K étant un cone convexe, nous avons K +tK = K+ K = K ; la derniére

inclusion devient,
F(v)+tF(w)+ K C F(u) +tF(v) + K. (2.24)

Par ailleurs, si x, 2’ € B,(Z), y € F(x) et y € F(2'); d’aprés la seconde hypothése

du théoréme, nous avons

ly =yl <yl + Y| <2n=ye{y}+2nBy.
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2.3 Prédérivées et propriétés de convexité

Ceci étant vrai pour tout y € F(z) et y' € F(2'), on en déduit que
F(x) C F(2') + 2nBy. (2.25)

Montrons & présent que w € B, (z). Sachant que u = (1 — t)v + tw, nous avons

|w—2|| < [Jw—o]+]|v—2z|
< lv—ul o
= t 1

0]

< HU_U||+/\+Z
< O[+(I+Ol<

= 9t yTy=e

Comme v, w € B,(Z), 'inclusion (2.25) donne
F(v) C F(w) + 2nBy.
Par conséquent, I'inclusion (2.24) implique,
Fv)+ K +tF(w) C F(u) + K 4 2ntBy + tF(w).

L’espace de Banach Y étant de dimension finie, 2nt/By en est une partie com-
pacte. D’autre part, I'hypothése (1) entraine que F(u)+K est fermé. Ainsi, I'en-
semble F'(u) + K + 2ntBy est fermé dans Y. Cet ensemble est aussi convexe en
tant que somme des convexes (F' + K)(u) et 2ntBy. De plus Uensemble tF'(w) est
borné puisqu’il est contenu dans ntlBy C niBy. On peut donc appliquer la loi de

Radstrém (Lemme 1.3.4). Il vient alors,
Fv)+ K C F(u) + K + 2ntBy.

Autrement dit,
2n|[v — ul|

F KCF K
(v) + K C F(u) + +HU—UH+)\

By
En particulier, pour tous u,v € Ba(Z), nous avons

2n|lv — “”By

(F+ K)(v) C (F+ K)(u)+ )

(2.26)
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Par conséquent, 'application F' + K est lipschitzienne sur B (7). Ainsi, grace au
Lemme 2.3.2, elle admet une prédérivée stricte H en tout point de 'intérieur de
Ba(z) donnée par

() =21 By
Pour compléter la preuve, on doit montrer que 'application F' admet H + K pour

prédérivée stricte en tout point de I'intérieur de Bea (Z). D’abord, K étant un cone,

nous avons AK = K, pour tout A > 0. Cela implique que
(H+ K)(Ax)=H(M\x) + K = \N(H + K)(z), Ve € X,\ > 0.

Ensuite, (H+K)(0x) = H(0x)+K > Oy. Donc I'application H+ K est positivement
homogéne. Comme 0y € K, l'inclusion (2.26) entraine que

2n]|v — ull

Fv) Cc (F+ K)(v) C F(u) + 3

By + K,

il vient,

F(v) C F(u)+ (H+ K)(v—u).

Soit 2" un vecteur arbitraire de l'intérieur de Ba(z). Il existe alors r > 0 tel que

B, (2') C B2 (). Pour tout § > 0, nous avons
F(v) C F(u) 4+ (H + K)(v —u) + d||v — u|| By, Yu,v € B,(z').

Par conséquent, I'application H + K est une prédérivée stricte de F' en tout point
x' appartenant a 'intérieur de B (Z). Sachant que Y est de dimension finie I’appli-
cation H est & valeurs compactes et comme K est fermé, 'application H + K est a

valeurs fermées et la preuve est donc terminée. O

Si dans le Théoréme 2.3.6, on pose K = {0y}, on obtient le résultat suivant
établissant ’existence de prédérivées strictes pour une application multivoque dont
le graphe est convexe sans étre nécessairement fermé. Sa preuve est pratiquement la

méme que celle du théoréme en question.

Corollaire 2.3.7. Soit Y un espace de Banach de dimension finie et F: X =Y
une application multivoque conveze. Soit T € int(dom F') et on suppose qu’il existe

une constante o > 0 telle que :
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2.3 Prédérivées et propriétés de convexité

(1) F(z) est fermé pour tout x € B, (T) ;
(2) il existe une constante n > 0 telle que F(x) C nlBy, pour tout x € B,(T).

Alors, il existe un voisinage U de T sur lequel l'application F est lipschitzienne. En
particulier, elle admet une prédérivée stricte H : X =Y a valeurs fermées bornées

sur U.

Lorsque I'espace de Banach Y est de dimension finie, en choisissant une tronca-
tion appropriée de 'application F', un résultat analogue a celui du Théoréme 2.3.5

découle du Théoréme 2.3.6. Un tel résultat peut étre formulé de la facon suivante.

Corollaire 2.3.8. Soit Y un espace de Banach de dimension finie. On considére
une application multivoque conveze fermée F': X =Y. Soit (z,y) € gph F tel qu’il
existe une constante v > 0 et un voisinage U de T tels que F(x) N B~ (y) # 0 pour
tout x € U. Alors, Uapplication F' admet une pseudo-prédérivée stricte a valeurs

fermées bornées en T pour .

Démonstration. Soit v > 0 et un voisinage U de T tel que F(z)NB,(y) # 0, Yz € U.
Considérons I'application multivoque F., : X = Y définie par

F.(x) = F(x) N B,(y).

Comme y € F(z) N B,(y), nous avons (Z,y) € gph F,. Sachant que U est un voisi-
nage de T contenu dans Dom F.,, nous avons € int(dom F,).
Nous affirmons que I'application F, est convexe et nous le démontrons. Soient
(z,y), (u,v) € gph F, C gph F et A € [0,1] alors A(z,y) + (1 — A)(u,v) € gph F. 1l
s’en suit que

Ay + (1 =Xv e F(dx + (1 — Nu).

La boule B, (y) étant convexe, y,v € IB,(y) entraine que Ay + (1 — X\)v € B, (y).

Alinsi, nous avons
A+ (1 —=XNve F(az+ (1 —XNu) N B,(y) = Fy(Ax + (1 — Mu).

Il en découle que
Az,y)+ (1 —A)(u,v) € gph F,.
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De plus, comme 'application F' est fermée, 'ensemble F,(z) = F(x) N B, (y) est
fermé pour tout x € X. L’hypothése (1) du Théoréme 2.3.6 est donc satisfaite pour
K = {0y} et tout x € X. D’autre part, a partir de la définition de 'application F,, en
prenant 7 := v+ ||g||, nous avons F. () C nBy, pour tout € X. Ainsi, la seconde
hypothése du Théoréme 2.3.6 est aussi satisfaite. Par conséquent, ’application F,
admet une prédérivée stricte H : X = Y a valeurs fermées bornées, c¢’est-a-dire, il
existe H € H(X,Y) a valeurs fermées bornées telle que, pour tout 6 > 0, il existe

a > 0 tel que
F.(z) C Fy(2") + H(z — 2") + d||Jx — 2'|| By, Vz, 2’ € B,(z).
Il s’en suit que,
F(z)NB,(y) C F(z') + H(x — 2') + 0|z — 2| By, Vz, 2’ € B,(Z).

Par conséquent, 'application F' admet une pseudo-prédérivée stricte en z pour . O

On peut affaiblir I'hypothése (1) du Théoréme 2.3.6 en supposant seulement F'(Z)
est K-fermé et maintenir I’existence de prédérivées pour 'application F' + K. Bien
sir, la notion de prédérivée obtenue dans ce cas sera plus faible que celle obtenue
dans le théoréme en question. Nous préciserons ce résultat a travers le corollaire

suivant.

Corollaire 2.3.9. Soit Y un espace de Banach de dimension finie. On considére
un cone convexe fermé non vide K CY et F': X =Y une application K-convexe.

Soit T € int(dom F) et l’on suppose que :
(1) F(Z) est K-fermé;
(2) il existe des constantes o, n > 0 telles que F(x) C nBy, pour tout x € B,(T).

Alors, Uapplication F + K est lipschitzienne extérieurement en T. En particulier,
elle admet en T une prédérivée extérieure H : X =Y a valeurs fermées bornées. De
plus, Uapplication F' admet en T une prédérivée extérieure a valeurs fermées. Elle

est donnée par H + K.
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2.3 Prédérivées et propriétés de convexité

Démonstration. Soient a > 0 et n > 0 tels que 'hypothése (2) de 'énoncé soit
satisfaite. On peut réduire « si nécessaire de sorte que B, (Z) C dom F. Considérons

un point z € B,(Z) \ {Z}, une constante A €]0, a] et posons

(z — 1)

U= — A\ =
[ — 2|

Un calcul simple donne,

o —z]| + A le =zl +A)

[ — 2|
|z —z| + N
|lu—Z|| = A < «, nous avons u € IB,(Z). Sachant que 'application F est K-convexe,

En posant t := nous avons t €]0,1[ et Z = (1 — t)z + tu. Comme

la Proposition 2.3.1 assure la convexité de I'application F' + K. Par conséquent,
(1—-t)(F+ K)(x)+t(F+ K)(u) C (F+ K)(Z). (2.27)

En ajoutant ¢(F + K)(z) aux deux membres de cette inclusion et tenant compte de

la convexité de 'application F' + K, nous obtenons
F(x)+tF(u) + K +tK C F(2) +tF(z) + K + tK.
Comme K est un cone convexe, il vérifie K +tK = K+ K = 2K = K. Il en découle,
F(x)+tF(u)+ K C F(z) + K +tF(x) (2.28)
De I’hypothése (2) nous obtenons F'(z) C F(u) + 2nBy. 1l vient,
F(z)+ K +tF(u) C F(Z) + K + 2ntBy + tF(u).

Sachant que F(Z)+ K est fermé (hypothése (1)) et 2tniBy est compacte, I'ensemble
F(Z) + K + 2tnBy est fermé. Il est aussi convexe puisque (F + K)(Z) et 2tnBy le

sont. De plus, tF'(u) est borné. En appliquant la loi de Radstrém nous obtenons

20|z — x|

(F+K)(ZL‘) C (F+K)(f)+m

By .
Il s’en suit que
2
(F+ K)(z) C (F+ K)(z) + 777”:[; — 7| By, Yz € B.(7).
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CHAPITRE 2 : Prédérivées d’applications multivoques

On en déduit que 'application F' + K est lipschitzienne extérieurement en z. Elle
admet d’aprés le Lemme 2.3.2 une prédérivée extérieure H : X = Y, a valeurs

fermées bornées au point z, donnée par
2n
He) = |y
Ainsi, pour tout 0 > 0, nous avons
Flx)+ K CF(2)+ H(x —z)+ K + ||z — z|| By, Vx € B,().
Comme Oy € K, nous avons

F(z) CF(z)+ (H+ K)(x — z) + d||lx — Z|| By, Vx € B,(7).

Par conséquent, ’application H + K est une prédérivée extérieure de Fen x. 0O
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Chapitre 3

Application des prédérivées en

optimisation multivoque

Le chapitre précédent a été consacré a I’étude de prédérivées d’applications mul-
tivoques. Sachant que I'optimisation a parfois été une source de motivation pour le
développement du calcul différentiel voire de la théorie de la différentiation générali-
sée, il est naturel de se poser des questions relatives a I'applicabilité des prédérivées
dans le cadre de la théorie de I'optimisation. Plus précisément, celle de 'optimi-
sation multivoque qui a des applications dans divers domaines tels que la théorie
des jeux, le controle optimal, la transportation robotique, 'ingénierie, la finance,
I’économie, etc. Pour de plus amples motivations mathématiques et industrielles, le
lecteur pourra consulter les monographies [65] de Jahn, [59] de Luc et [67] de Khan
et al. Depuis plusieurs décennies, cette théorie a retenu l’attention de nombreux
mathématiciens. Certainement, cet intérét grandissant n’est pas sans lien avec la di-
versité des situations dans lesquelles elle s’applique. Dans ce présent chapitre, nous
nous sommes intéressés a I’étude de problémes d’optimisation multivoque. Principa-
lement, le probléme (P) faisant intervenir une application multivoque F': X =Y,
formulé comme suit :

P { Minimiser F(z)
tel que =z € D,
ou D est un sous-ensemble non vide de dom F' et I'espace objectif Y est partielle-

ment ordonné par un cone convexe C' ¢ Y tel que int(C') # (. En premier lieu, nous
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CHAPITRE 3 : Application des prédérivées en optimisation multivoque

introduisons le concept de cone convexité stricte dans le cadre multivoque nous per-
mettant d’établir des résultats d’unicité de minimiseurs pour le probléme (P). Sous
de faibles hypothéses de convexité, nous montrons que les minimiseurs locaux de ce
probléme sont aussi globaux. Ensuite, nous nous proposons de développer des condi-
tions nécessaires et des conditions suffisantes d’optimalité pour ce probléme lorsque
la fonction objectif F' posséde des prédérivées. En considérant le cas o 'application
F' admet des pseudo-prédérivées strictes, nous établissons une condition nécessaire
d’optimalité pour un minimiseur faible (Théoréme 3.2.1). Lorsque l'application F
est C-étoilée et admet des prédérivées extérieures, nous établissons une condition
suffisante pour un minimiseur fort (Théoréme 3.2.4). Ensuite, nous exploitons les
résultats du chapitre précédent pour établir des conditions d’optimalité pour ce
probléme lorsque I'application F' posséde certaines propriétés de convexité. D’autre
part, nous introduisons une notion de cone-prédérivée que nous utilisons par la suite
pour établir des conditions d’optimalité pour le probléme (P). En particulier nous
présentons un résultat du genre de la régle de Fermat en termes de cone-prédérivées
(Proposition 3.3.5). Enfin, nous concluons le chapitre en appliquant certains de nos
résultats & un modéle issu de la micro-économie. Nous voudrions mentionner que
la plupart des résultats sur les conditions d’optimalité présentés dans ce chapitre

proviennent de la publication [43].

Désormais, les notations WMin(P), Min(P) et SMin(P) désignent respective-

ment les ensembles de minimiseurs faibles, de Pareto et forts du probléeme (P).

3.1 Quelques propriétés intrinséques des minimiseurs

en optimisation convexe

Parmi les différentes questions que les mathématiciens se posent assez souvent
dans le cadre I’étude d’une classe de problémes figurent celles concernant 'existence
et I'unicité de solutions. La théorie de 'optimisation multivoque n’a pas échappé a
cette régle. Dans la littérature, il existe de nombreux travaux portant sur la question
d’existence de minimiseurs pour des problémes d’optimisation multivoque. On peut

citer entre autres les travaux de Corley |26, Hernandez et Rodriguez-Marin [55],
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Huang et Yao [58] et Luc [60] ou la plupart des résultats d’existence sont établis
sous des hypothéses de compacité sur I’ensemble-contrainte D et de semi-continuité
supérieure de la fonction objectif F. Dans le cadre de cette thése, nous allons plutot
nous intéresser a 1'unicité de minimiseurs dans le cas de 'optimisation multivoque
convexe. Pour mener cette étude, il nous parait utile de poser la définition suivante

introduisant la notion de cone-convexité stricte d’'une application multivoque.

Définition 3.1.1 (Cone-convexité stricte d’applications multivoques). On considére
une application multivoque F : X =Y et un cone K CY tel que int(K) # (. On
dit que F est strictement K-convexe si pour tous x, y € X avec x #y et A €]0,1],

(1= XN F(x)+ AF(y) C F((1 = Nz + A\y) + int(K). (3.1)

Lorsque F' := f est une fonction univoque définie de R dans R et K est 'orthant
positif de R, alors cette derniére condition devient pour tous z, y € dom f avec
x #yet X €l0, 1], F((1 =Nz +Ay) < (1 =XNf(z)+ MAf(y). Une condition qui
met en évidence la cohérence existant entre cette définition et la notion classique
de fonctions strictement convexes. Avant d’entamer nos résultats d’unicité, nous
présentons le résultat élémentaire suivant que nous utiliserons par la suite dans

certaines de nos preuves.
Lemme 3.1.2. Soit un cone K C Y. Si Oy € int(K) alors K =Y.

Démonstration. Supposons que Oy € int(K). Il existe alors r > 0 tel que rBy C K.

-
Soit y € Y \ {0y }. Nous avons z = ——y € rBy C K. Cela entraine que y € K.

2|yl
L’égalité annoncée est ainsi obtenue. ]

Dans le théoréme suivant, nous établissons un résultat d’unicité pour les mini-
miseurs forts du probléme (P) lorsque le cone convexe C' est pointé et 'application

F' est strictement C-convexe.

Théoréme 3.1.3. Si le cone convere C est pointé et la fonction objectif F est

strictement C-convexe ; alors, il existe au plus un minimiseur fort du probléeme (P).
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Démonstration. Supposons qu’il existe deux minimiseurs forts pour le probléme (P)
notés (Z, y) et (@, v). Nous avons en particulier, (Z,7), (4,7) € gph F. Nous affirmons
que g = 0. En effet, nous avons F(D) C {y} + C et F(D) C {v} + C. 1l s’en suit
que v —y € Cet v —y € —C. Le cone C étant pointé, nous obtenons v = .
Supposons & présent que u # . [’application F' étant strictement C-convexe, pour
tout ¢ €]0, 1], nous avons

(1-t)F(z)+tF(u) C F((1—t)z + tu) + int(C). (3.2)
Posons z(t) := (1 — t)Z + tu. La relation (3.2) entraine que

(1—t)y+toe F(x(t)) + int(C).

L’égalité v = y implique que § € F(z(t)) + int(C). Ainsi, il existe un élément
y(t) € F(x(t)) tel que y(t) —y € —int(C). En outre, comme y(t) — y € C, nous
obtenons

y(t) —y € (—int(C)) N C.

C’est absurde car C' N (—C) = {0y} et Oy ¢ int(C). Ainsi, nous avons u = Z. Par

conséquent, il existe au plus un minimiseur fort du probléme (P). O

Avant d’établir notre prochain résultat d’unicité, il nous semble utile de présenter
le lemme suivant qui permet de relier ’ensemble des minimiseurs forts et celui des

minimiseurs faibles du probleme (P).

Lemme 3.1.4. Tout minimiseur fort (Z,y) du probléme (P) est aussi un minimiseur

faible de (P).
Démonstration. Soit (Z,y) € SMin(P). Nous avons,
F(D)c{y}+C. (3.3)
Supposons que (Z,y) € WMin(P). Il existe alors x € D et y € F(x), tel que
y € {y} —int(C), i.e., § —y € int(C). (3.4)

La relation (3.3) entraine que y — g € C. De ces deux derniéres relations, on déduit
que Oy € int(C)+C C int(C); ¢’est absurde puisque C' & Y. Ainsi, on peut conclure
que (Z,y) € WMin(P). O
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Le résultat d’unicité suivant s’applique aux minimiseurs forts et faibles. Dans
ce cas, le cone convexe C' n’est pas nécessairement pointé mais nous limitons notre

étude au cas de minimiseurs ayant méme composante en Y.

Proposition 3.1.5. On suppose que Uapplication F est strictement C-conveze et
que lensemble D est conveze. Si (Z,y) et (u,y) sont deux minimiseurs faibles (ou

deur minimiseurs forts) du probléeme (P), alors T = u.

Démonstration. Nous I’établissons d’abord dans le cas de deux minimiseurs faibles.
Supposons que (Z,¥) et (a,y) soient deux minimiseurs faibles du probléme (P) tels

que T # 4. La C-convexité stricte de 'application F' entraine que
(1—-t)F(z) +tF(u) C F((1—t)z + tu) + int(C), Vt €]0, 1[.
En posant z(t) := (1 — t)x + tu, cette derniére relation implique que
y € F(x(t)) + int(C).

Ainsi, il existe y(t) € F(z(t)) tel que y € y(t) + int(C) ie., y(t) —y € —int(C).
Comme y(t) € F(x(t)) et x(t) € D, nous avons

y(t) € ({g} — int(C)) N F (D).

C’est absurde puisque ({7} —int(C))NF (D) = (). Par conséquent, nous avons T = 4.
Supposons que (Z, ) et (@, y) sont deux minimiseurs forts du probléme (P). D’aprés
le Lemme 3.1.4, ce sont aussi des minimiseurs faibles du probléme (P). D’aprés ce

qui précéde, nous obtenons T = u. O

Remarque 3.1.6. [l est important de souligner que, dans le cas ou X = R", Y =R,
C =R, et F:R" — R est une fonction univoque; les concepts de minimiseurs
fort et faible coincident. Dans ce cas, le Théoreme 3.1.3 et la Proposition 3.1.5 se
réduisent a la condition suffisante usuelle d’unicité de minimiseurs de problémes

d’optimisation conveze.

Dans le cadre univoque, il est bien connu que tout minimiseur local d’une fonc-

tion convexe en est un minimiseur global. Nous allons montrer que 1’optimisation
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multivoque (convexe) obéit, elle aussi, a cette régle. Plus précisément, dans notre
prochain résultat, nous montrons sous une hypothése de convexité assez faible sur la
fonction objectif, que tout minimiseur fort local du probléme (P) en est un minimi-
seur fort global. Avant d’établir un tel résultat, nous rappelons la définition suivante

d’une application multivoque cone-étoilée en un point donné.

Définition 3.1.7 (Application multivoque K-étoilée). On considére une application
multivoque F : X =Y et un point T € dom F. Soit K CY un cone convere non
vide. L’application F' est dite K-étoilée en T (ou par rapport 4 T), si pour tous v € X

et A€ [0,1], on a
(1-=MNF(Z)+ M F(z) CF({(1=XMNZ+ M)+ K.

Lorsque K = {0y} on retrouve alors la Définition 1.3.10 d’une application mul-
tivoque étoilée. Si en outre, F' est une fonction univoque f : R” — R et K est
Iorthant positif de R, on obtient alors la notion classique d’une fonction étoilée. Par

ailleurs, toute application K-convexe est K-étoilée en chaque point de son domaine.

Proposition 3.1.8 (Minimiseurs forts). Soit (Z,y) un minimiseur fort local du
probléme (P). Si D est conveze et F' est C-étoilée en T, alors (Z,y) est un minimiseur

fort global.

Démonstration. Comme (Z,y) est un minimiseur fort local du probléme (P), il existe
un voisinage U de T tel que
FU) c{y}+C. (3.5)

Supposons que (Z,y) ne soit pas un minimiseur fort global du probléme. Il existe
alors (z,y) € gph F'N (D xY) tel que

y—y¢C. (3.6)

Soit t €]0, 1] tel que z(t) := = + t(x — ) € U. Comme 'application F' est C-étoilée
en T, nous avons

(1—-t)F(z) +tF(x) C F(x(t)) + C.

Il s’en suit que,
(1—-t)y+ty € F(z(t)) + C.

64



3.1 Quelques propriétés intrinséques des minimiseurs en optimisation convexe

Cette derniére relation garantit l’existence d’un élément y(t) € F(z(t)) tel que

(1 —t)y+ty € y(t) + C. 1l en découle,

y(t) —yetly—y) - C. (3.7)
Nous affirmons que

(tly—g)—C)nC =10.

Nous le démontrons. Supposons au contraire qu’il existe un élément z appartenant
a(tly—y)—C)NC. Comme z € t(y—y)—C, il existe u € C tel que z = t(y—y) —u.
Cela entraine que

tly—y)=z+uecC+CCC.
Il s’en suit que y — g € C, ce qui contredit la condition (3.6). On conclut que
(tly—y)—C)NC =0.
Cela entraine que y(t) —y & C, i.e., y(t) € {y} + C. Autrement dit,

FU) Z{g} +C.

Celle-ci est en contradiction avec la relation (3.5). Par conséquent, (Z,y) est un

minimiseur fort global du probléme (P). O

Corollaire 3.1.9. On suppose que application F est C-convezxe et [’ensemble D est

conveze. Alors, tout minimiseur fort local du probléme (P) est un minimiseur fort

global de (P).

Démonstration. Soit (Z,y) un minimiseur fort local du probléme (P). L’application
F étant C-convexe, elle est C-étoilée en . La Proposition 3.1.8 permet d’obtenir la

conclusion désirée. O

Il est a souligner que ce résultat reste valable lorsque la fonction objectif F' est
convexe. Dans la proposition suivante, nous établissons un résultat analogue a celui

de la proposition précédente pour les minimiseurs faibles.
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Proposition 3.1.10 (Minimiseurs faibles). Soit (Z,y) un minimiseur faible local du
probléme (P). Si D est conveze et F' est C-étoilée en T, alors (Z,y) est un minimiseur

faible global de (P).

Démonstration. Comme (Z,y) est un minimiseur faible local du probléme (P), il

existe alors un voisinage U de ¥ tel que

{y} —int(C))NFU) = 0. (3.8)

Supposons que le couple (Z,7) ne soit pas un minimiseur faible global du pro-

bléme (P). Nous avons alors,

{7} —int(C)) N F(D) # 0. (3.9)
On peut donc trouver un certain couple (z,y) € gph F'N (D x Y) tel que
€ {y} —int(C)) N F(x). (3.10)

Fixons t €]0, 1] tel que z(t) := (1 — )T+ tx € U. L’application F étant C-étoilée au
point Z, nous avons
(1—-t)F(z) +tF(x) C F(z(t)) + C.
Cela implique que
(1-t)y+ty € F(x(t)) + C.

On peut trouver y(t) € F(x(t)) tel que (1 —t)y + ty — y(t) € C. Autrement dit,

y—yt) etly—y) +C.
Comme y — y € int(C), nous avons

g —y(t) € tint(C) + C.

Vu que C' est un cone convexe et t > 0, nous avons tint(C)+C = int(C)+C C int(C).
Ainsi, nous obtenons g — y(t) € int(C). Cela entraine que

y(t) € ({g} —int(C)) N F(U).

Ce qui est impossible puisqu’on a par hypothese, ({7} —int(C)) N F(U) = (). Ainsi,
il n’existe aucun élément (z,y) € gph F N (D x Y) vérifiant la relation (3.10). Par

conséquent, le couple (Z, ) est un minimiseur faible global du probléme (P). O
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Corollaire 3.1.11. On suppose que application F' est C-convexe et D est un sous-
ensemble convexe non vide de dom F. Alors, tout minimiseur faible local du pro-

bleme (P) en est un minimiseur faible global.

3.2 Conditions d’optimalité pour des problémes d’op-

timisation multivoque

Ce paragraphe sera consacré au développement de conditions d’optimalité pour
des problémes d’optimisation multivoque, lorsque la fonction objectif admet des
prédérivées. En tout premier lieu, nous établissons une condition nécessaire pour
un minimiseur faible du probléme (P) lorsque Iapplication F admet une pseudo-

prédérivée stricte au sens de la Définition 2.1.9.

Théoréme 3.2.1 (Condition nécessaire pour un minimiseur faible [43]). On suppose
que la fonction objectif F' admet une pseudo-prédérivée stricte H en T pour iy avec
(Z,5) € gph F N (int(D) x Y). Si (Z,5) € WMin(P) alors,

V6 >0, 2 € D\{z}, H(—(z — 7)) + 6By ¢ int(C). (3.11)

Démonstration. Soit (z,y) € WMin(P). On suppose qu'il existe un certain dp > 0
et un élément xy € D\{z} tels que

Comme H est une pseudo-prédérivée stricte de [’ en & pour 7, il existe donc a > 0

et b > 0 tels que
F(z)NBy(y) C F(2') + H(z — 2') + do||x — 2’| By, Vx, 2" € B,(z).

On peut réduire a si nécessaire de sorte que B,(Z) C D. Soit A > 0 tel que

T+ Mzo — ) € B,(Z). Pour tout z € B,(Z), en prenant 2’ = + A(zp — ), on a
F(x)NBy(y) C F(z4+Maxo—Z))+H(x—(Z+Nzo—1T)))+ ||z — (Z4+A(xo—1T))|| By
En particulier, pour x = z nous avons

F(Z)NBy(y) C F(Z+ Mxo— ) + H(=Azo — T)) + || A(z0 — Z)|| By -
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Ainsi, il existe g € FI(Z + A(zg — 7)) tel que

y— 9 € H(=Azo— 7)) + 0ol A(xo — 7)|| By
Il en résulte que

ANy —9) € H(—(zo — 7)) + dol|zo — Z|| By

A partir de I'inclusion (3.12), nous obtenons A~'( — §) € int(C), cela entraine que

y—y € int(C). 1l s’en suit que
g€ ({g} —int(C)) N F(D),

ce qui contredit le fait que (z,y) soit un minimiseur faible du probléme (P). Par

conséquent,
Vo > 0,2 € D\{z}, H(—(r — %)) + 0 By SZ int(C).
O

Lemme 3.2.2. [43] Soit H € H(X,Y') a valeurs fermées bornées. On suppose que Y

est de dimension finie. Alors la condition (3.11) est équivalente a la suivante
Ve € D\{z}, H(—(z — 7)) ¢ int(C). (3.13)

Démonstration. L’implication (3.13)= (3.11) est claire.

Supposons que pour tous § > 0 et z € D\{Z} on a

H(—(x — )) + 6By ¢ int(C).
Pour tout n > 1, nous avons

1

H(—(;U - f)) + EBY {CZ Hlt(C)

On peut donc trouver h,, € H(—(x — )) et u, € By tels que
U, _
hy, + € Y\ (int(C)).
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L’ensemble H(—(z — Z)) étant fermé borné dans Y qui est de dimension finie, il
est compact. Ainsi, la suite (h,), admet une valeur d’adhérence h € H(—(x — 7)).

Comme Y \ int(C) est fermé, nous avons h € Y \ (int(C)). Par conséquent
H(—(z—z)) € int(C).

O

Remarque 3.2.3. Nous voudrions faire ressortir le fait que la condition néces-
saire d’optimalité formulée dans le Théoréme 3.2.1 n’est pas suffisante. A cette fin,
considérons le cas X =Y = R, Uapplication multivoque F : R = R définie par
F(z) = [|z|, +oo[, pour tout x € R et le cone C = R.. L’application F' est clairement
positivement homogéne. De plus, son graphe correspond a l'épigraphe de la fonction
fx e f(x) =|x| qui est convexe. Par conséquent, F' est un processus convexe dé-
fini sur R ; elle admet d’aprés la Proposition 2.3.4 une prédérivée stricte définie pour
tout © € R par H(z) =] — oo, —|z|]. Nous pouvons écrire notre probléme (P) de la
facon suivante
(P): min F(z).

Considérons le couple (1,1). Celui-ci appartient clairement au graphe de F. Pour tout
z€Retd >0, nous avons H(—(x—1))+[—0,0] =] —o0, —|z—1[]4+[—6,6] £ R%. La
condition (3.11) est donc satisfaite en T = 1. Cependant, il n’est pas difficile de voir

que ({1} —R%) N F(R) # 0. Ainsi, nous pouvons conclure que (1,1) ¢ WMin(P).

Par conséquent, la condition n’est pas suffisante.

Dans le théoréme suivant, nous établissons une condition suffisante pour un mi-
nimiseur fort du probléme (P). Nous considérons le cas ou lapplication F' admet
une prédérivée extérieure en un point = tel que I'ensemble F'(z) posséde un élément
fortement minimal 3. Un tel résultat sera établi sous une hypothése de convexité

assez faible.

Théoréme 3.2.4 (Condition suffisante pour un minimiseur fort [43]). On suppose
que le cone convexe C est fermé et on considére H : X =Y une prédérivée extérieure

de F'enz € D. Soit y € F(z) tel que F(z) C {y} + C. On suppose de plus que
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Papplication F est C-étoilée en T. S’il existe une constante a > 0 telle que

Ve € B,(z), H(x —z) C C,

alors (Z,7y) est un minimiseur fort du probléme (P).

Démonstration. Soit x € D fixé. Considérons a > 0 tel que

H(v—1z) CC, Yv e B,(7).

(3.14)

(3.15)

Soit § > 0. Comme H est une prédérivée extérieure de F' en T, on peut trouver b > 0

tel que
F(u) C F(z)+ H(u — Z) 4 d||lu — Z|| By, Yu € By(z).

(3.16)

On peut choisir b assez petit tel que b < a. Soit t €]0, 1] tel que z+t(x—2) € By(Z).

Comme F est C-étoilée en T, nous avons
(1-t)F(z)+tF(z) C F(z +t(zx —2)) + C.
La relation (3.16) donne pour v = = + t(x — &),
F(z+t(x—1z)) C F(z)+ H(t(x — 2)) + td]|Jx — || By

Cela implique que

FZ+4+t(r—12))+C C F(z)+ H(t(x — z)) + té||]x — z|| By + C.
Tenant compte de la relation (3.17), nous obtenons

(1-t)F(z) +tF(x) C F(z)+ H(t(x — x)) + dt||x — z|| By + C.
Comme § € F(z) et F(z) C {g} + C, nous avons

(1—-t){y} +tF(x) C {y} + H(t(x — T)) + ot||]x — z||By + C + C.
Il vient alors,

t(F(x) —{y}) C H(t(x —z)) + to||x — z|| By + C.
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Sachant que T + t(z — &) € B,(Z), d’aprés la relation (3.14), nous avons
H(t(x —z)) C C.

Il s’en suit que
t(F(z) — {y}) C dt||jz — z|| By + C + C,

c’est-a~dire F(z) — {y} C C + ||z — Z|| By, pour tout § > 0. Par conséquent,

F(z) —{g} c ()(C+dllz — z|By)=C = C.

6>0

Il en résulte que
F(z) c{y}+C, Vz e D.

C’est-a-dire, (z,y) € SMin(P). O

Remarque 3.2.5. Nous aimerions signaler que la condition suffisante donnée dans
le Théoreme 3.2.4 n’est pas nécessaire. Pour ce faire, nous reprenons le probléme (}5)
de la Remarque 3.2.3. Le couple (0,0) est un élément du graphe de l'application F.

De plus, ce couple est un minimiseur fort du probléme (P) puisque F(R) C C' = R,.
Cependant, le point & = 0 ne satisfait pas la condition (3.14).

Il nous semble important de faire ressortir en quoi les Théorémes 3.2.1 et 3.2.4
s’inscrivent dans le paradigme des critéres d’optimalité. Considérons le cas particu-
lier ot F' est une application univoque f : R®™ — R strictement Fréchet différentiable
et C = Ry. A la lumiére de la Remarque 2.1.8, la dérivée de Fréchet Vf(Z) de f
en un point r € R™ est une prédérivée stricte au sens de la Définition 2.1.6 de f en
ce point. Ainsi, les conditions équivalentes (3.11) et (3.13) du Théoréme 3.2.1 et du

Lemme 3.2.2 qui s’écrivent respectivement :
V6 >0,z € D\{z}, H(—(z — )) + 6 By € int(C).

et
Vo € D\{z}, H(—(z — 7)) € int(C).

peuvent étre traduites par
Ve e R", Vf(Z)(x — %) >0, i.e,Vf(z)=0.
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On obtient ainsi, la fameuse régle de Fermat qui est une condition nécessaire d’op-
timalité bien connue. Lorsque f est convexe (donc étoilée en chacun des points de
son domaine) et différentiable en z, alors la condition (3.14) du Théoréme 3.2.4 qui
s’écrit :

Ve € B,(%), H(x —z) C C,

devient,

da >0, Vx € B,(z), Vf(Z)(x —Z) >0,

celle-ci est une condition suffisante de minimalité locale bien connue. Dans le cadre
de l'optimisation multivoque, on peut remarquer la similitude existant entre les
conditions exprimées dans le Théoréme 3.2.1 et le Lemme 3.2.2 et celle exprimée

dans le Théoréme 1.5.20 qui s’écrit :

A

DF(z,y)(x — %) &€ (—int(C)), Yz € D; (3.18)

ou DF(z,y) désigne 'épidérivée contingente de F' au point (Z,%). Aussi, nous pou-
vons observer la similitude existant entre la condition nécessaire et suffisante pour

un minimiseur fort (z, ) du probléme (P) exprimée par la relation (1.18) qui s’écrit :

~

DF(z,y)(x —z) € C, Yz € D ;

et la condition suffisante exprimée par la relation (3.14).

Dans le corollaire suivant, nous considérons le cas ol la fonction objectif est un
processus convexe. Fn exploitant le résultat établi dans la Proposition 2.3.4 garan-
tissant ’existence de prédérivées strictes pour 'application F, nous établissons une

condition nécessaire et une condition suffisante d’optimalité pour le probléme (P).

Corollaire 3.2.6. Soit I': D C X =Y un processus convere o, D est un sous-

ensemble ouvert de dom F' tel gque D — D C dom F etz € D.
(a) Sile couple (Z,y) est un minimiseur faible (ou fort) du probléeme (P) alors,
Vo >0,z € D\{z}, —F(x — &) + 6By ¢ int(C). (3.19)
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(b) Inversement, on suppose que le cone conveze C est fermé et le couple (Z,7) € gph F

est tel que F(z) C {y} + C. S’il existe une constante a > 0 telle que

Vo € B,(z), —F(z —x) C C, (3.20)

alors (Z,7) est un minimiseur fort (a fortiori faible) du probléme (P).

Démonstration. Soit * € D. D’aprés la Proposition 2.3.4 V'application F' admet
une prédérivée stricte donnée par H(-) := —F(—-). En particulier, celle-ci est une
pseudo-prédérivée stricte en T pour g, pour tout y € F(z). Grace au Théoréme 3.2.1,
si (z,y) € WMin(P), alors

H(—(z =)+ dBy € int(C), V6 >0, x € D\ {z}.
C’est-a-dire,
—F(z— %)+ 6By € int(C), ¥6 >0,z € D\ {z}.

(b) On suppose que C est fermé, (z,y) € gph FN(DxY) est tel que F(z) C {y}+C
et qu’il existe une constante a > 0 telle que

—F(z —x) CC, Vo € B,(2).
Nous avons

H(z —z) CC, Vo € B,(7).

Comme F' est un processus convexe, elle est C-étoilée en chaque point de D, en
particulier en . Les hypothéses du Théoréme 3.2.4 sont alors satisfaites. Par consé-

quent, on a (z,y) € SMin(P). O

Dans le cas oi1 f : R" — R est un processus convexe univoque et C' = R,
il s’agit en fait d’une application linéaire. La relation (3.19) correspond, grace au

Lemme 3.2.2 bien sir, a 'assertion suivante
Vo € R"\{0}, f(x) >0,i.e., f=0.

Ce qui confirme le fait qu’une application linéaire f : R” — R admettant un mini-

miseur est identiquement nulle.
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Dans le corollaire suivant, nous établissons une condition nécessaire et une condi-

tion suffisante d’optimalité dans le cas ou 'espace objectif Y est de dimension finie.

Corollaire 3.2.7. Soit Y un espace de Banach de dimension finie, D un sous-
ensemble convexe d’intérieur non vide de X. Soit F : D = Y wune application

multivoque convezxe fermée et (z,y) € gph F N (D xY) tel que T € int(D).

(a) Soit H : X =Y une pseudo-prédérivée stricte en T pour y o valeurs fermées

bornées, si (T,7) est un minimiseur faible (ou fort) du probléme (P) alors
Vo € D\{z}, H(—(z — 7)) € int(C).

(b) Inversement, on suppose que le cone C' est fermé et qu’il existe des constantes
a>0etn>0 telles que F(xz) C nBy pour tout x € B,(Z). Soit H: X =Y
une prédérivée extérieure de F' en . Si le couple (Z,y) € gph F est tel que

F(z) C{y} + C et s’il existe une constante a > 0 telle que
Vo € B,(Z), H(x — ) C C, (3.21)
alors (z,y) est un minimiseur fort (a fortiori faible) du probléeme (P).

Démonstration. (a) Soit H une pseudo-prédérivée stricte de F' en Z pour y. L'exis-
tence d’une telle prédérivée est garantie par le Theoréme 2.3.5. Si (%, ) € WMin(P),

alors d’apreés le Théoréme 3.2.1 nous avons
Vo >0, z € D\{z}, H(—(z — T)) + § By € int(C).
Comme 'application H vérifie les hypothéses du Lemme 3.2.2, nous avons
Vo € D\{z}, H(—(x — 7)) € int(C).

Et cette derniére relation est la conclusion désirée.

(b) Inversement, supposons qu’il existe des constantes a > 0 et 1 > 0 telles que
F(z) C nBy, Yx € B,(7).

Soit H une prédérivée extérieure de F' en Z. Celle-ci existe par le biais du Corol-

laire 2.3.9 avec K = {0y }. Par ailleurs, la convexité de F' et le fait que Oy € C
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entrainent que F est C-étoilée en Z. Si de plus (Z,7) est tel que F(z) C {7} + C,
alors les hypothéses du Théoréme 3.2.4 sont satisfaites. D’aprés ce théoréme, nous

avons (Z,y) € SMin(P). O

Aprés avoir établi des conditions d’optimalité dans les cas convexe et C-étoilé,
il est tout a fait naturel de considérer le cas C-convexe. A linstar de la Propo-
sition 2.3.1, ou la relation existant entre la C-convexité de l'application F' et la
convexité de 'application F'+ C' a été établie, avant de considérer le cas C-convexe,
nous allons établir un lien entre les minimiseurs de 'application F' et ceux de 'ap-

plication F' + C. Tel sera 'objet du lemme suivant.

Lemme 3.2.8. Soit D un sous-ensemble non vide de X et F : D =Y une appli-

cation multivoque. Considérons le probleme d’optimisation multivoque (Pg) :

Minimiser F(x) + C
(Fe) :
tel que x e D,

Si (z,y) est un minimiseur faible du probleme (P) alors c’est aussi un minimiseur
faible du probléeme (P¢).

Démonstration. Soit (Z,y) un minimiseur faible du probléme (P). On a en parti-

0)
culier, z € D et y € F(Z). Comme Oy € C,onay € F(z)+C = (F+ C)(z),
c’est-a-dire, (Z,7) € gph (F + C) N (D x Y). Supposons que (Z,7) € WMin(Pg).
Cela entraine que

({g} —int(C)) N (F + C)(D) # 0.

On peut trouver un vecteur y € Y tel que

e (F+O)(D) N ({g} — int(C));

il existe y € F(D), ¢ € C tels que gy = y + ¢. Nous avons y + ¢ € {y} —int(C). Il
s’en suit que

y € {y} — (int(C) + C).
Sachant que C' est un cone convexe, nous avons int(C) + C' C int(C'). Il en découle

que y € {y} —int(C). Nous en déduisons que

({g} — int(C)) N F(D) # 0.
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Cette derniére relation contredit le fait que (z,y) € WMin(P). Par conséquent,

(Z,y) est aussi un minimiseur faible du probléme (P¢). O

Dans la proposition suivante, nous établissons sous certaines hypothéses une
condition nécessaire et une condition suffisante d’optimalité lorsque 'application F'

est C-convexe.

Proposition 3.2.9. [43| Soit Y un espace de Banach de dimension finie et D un
sous-ensemble convere de X tel que int(D) # (0. Soit C un cone convere fermé
de Y et F': D =Y une application multivoque C-conveze. On considére un point

z € int(D) et l'on suppose qu’il existe une constante o > 0 telle que :
(1) F(x) soit C-fermé pour tout v € B,(Z);
(2) il existe une constante n > 0 telle que F(x) C nlBy pour tout x € IB,(T).

(a) Soit H une prédérivée stricte a valeurs fermées bornées de F + C en z. Si le

couple (Z,y) est un minimiseur faible (ou fort) du probléme (P) alors,
Vo € D\{z}, H(—(z — 7)) € int(C).
(b) Inversement, soit H une prédérivée extérieure de Uapplication F + C en T et un
couple (Z,7) € gph FN (D xY) tel que F(z) C {g} + C. S’il existe une constante

a > 0 telle que
Vo € B,(z), H(x — ) C C, (3.22)

alors (z,y) est un minimiseur fort du probléeme (P).

Démonstration. L’application I étant C-convexe, ' 4+ C est convexe. Supposons

que (Z,y) € WMin(P). Grace au Lemme 3.2.8, nous avons (z,y) € WMin(FP¢).

Soit, H une prédérivée stricte a valeurs fermées bornées de F'4+C' en z. L’existence de
cette derniére est garantie par le Théoréme 2.3.6. En particulier, H est une pseudo-

prédérivée stricte de F'+ C' en T pour y. Grace au Théoréme 3.2.1 nous avons
Vo > 0,2 € D\{z}, H(—(x — 7)) + 0By ¢ int(C).

L’application H étant & valeurs fermées bornées et Y est de dimension finie, d’apreés

le Lemme 3.2.2 cette derniére relation est équivalente a la suivante
Vo € D\{z}, H(—(x — 7)) € int(C).
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Celle-ci est la conclusion désirée.

(b) Inversement, soit x € D fixé et a > 0 satisfaisant la relation (3.22). Comme H

est une prédérivée extérieure de F'+ C en T, pour tout o > 0, il existe b > 0 tel que
Fu)+C C F(z2) +C+ H(u—Z) + 6||lu — || By, Yu € By(Z). (3.23)

Sans perte de généralité, on peut supposer que b < a. Soit t €]0, 1] fixé tel que
T+t(x—17) € By(z). Comme F est C-convexe, en particulier elle est C-étoilée en .

Il en résulte que
(1-t)F(Z)+tF(x) C F(z+t(x — 7)) + C. (3.24)

En faisant u = z+t(x—2), dans la relation (3.23) et tenant compte l'inclusion (3.24),

nous obtenons
(1—-t)F(z) +tF(x) C F(z)+ H(t(x — x)) + dt||x — z|| By + C.
Tenant compte de la condition F(z) C {y} + C, on a
(1—t)F(z)+tF(x) C{y}+ H{t(x — 7)) + to]|z — Z|| By + C + C.
Il en découle que
t(F(r) —y) C H(t(x —z)) + té||]xr — z|| By + C.
La relation (3.22) implique,
t(F(x) —y) C C+td||x — z| By + C.
Sachant que C' est un cone convexe, nous avons
t(F(x) —g) C to||lx — z||By + C, i.e., F(x) —y C C 4 d||lx — Z|| By, V6 > 0.
Il s’en suit que,

F(z) —{g} € ()(C+dllz — z|By) =C = C.

>0
Soit,
F(z) c{y} +C, Vx € D.
Donc (Z, %) est un minimiseur fort du probléme (P). O
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3.3 Conditions d’optimalité et cone-prédérivées

Dans ce paragraphe, nous introduisons le concept de cone-prédérivées d’applica-
tions multivoques. Un concept de prédérivée relativement faible par rapport celui de
la Définition 2.1.6 visant a élargir le champ de la prédérivabilité a une classe de plus
en plus large d’applications multivoques. Par la suite, ce concept est utilisé pour
établir divers résultats dont des conditions d’optimalité pour le probléme (P). En
particulier nous obtenons a partir de cette notion une sorte d’extension de la régle

de Fermat au cadre multivoque.
Définition 3.3.1 (Cone-prédérivée). Soit F': X =Y une application mullivoque,
K CY un cone convere non vide, H € H(X,Y) et T € X.
(a) Nous disons que Uapplication H est une K-prédérivée extérieure de F' en T, si
pour tout & > 0, il existe un voisinage U de T tel que

F(z) C F(z)+ H(x — %) + 6|l — 2| By + K, Yz € U.

(b) On dit que Uapplication H est une K-prédérivée intérieure de F' en T, si pour

tout 0 > 0, il existe un voisinage U de T tel que
F(z) C F(z) — H(x — ) + 6||jz — z|| By + K, Vz € U.

(¢) On dit que Uapplication H est une K-prédérivée de F' en T, si elle est a la fois

une K -prédérivée intérieure el extérieure de F en ce point.

(d) On dit que Uapplication H est une K-prédérivée stricte de F' en T, si pour tout

0 > 0, il existe un voisinage U de T tel que
F(z) Cc F(2')+ H(x — 2') 4+ 0|z — 2| By + K, Vx, 2/ € U.

Il est & souligner que lorsque K = {0y}, alors les différentes inclusions de cette

définition correspondent & leurs homologues dans la Définition 2.1.6.

Pour illustrer la Définition 3.3.1, nous trouvons qu’il est intéressant de considérer
lecassou X =R", Y =R, K =R, et f:R" — R est une fonction convexe. Nous

rappelons qu'un sous-gradient de f en Z est un vecteur x* € R” tel que
f(z) > f(z) + (=", — 7), Vo € R".

78



3.3 Conditions d’optimalité et cone-prédérivées

Nous avons,
f(z) e f(z)+ (2 —T) + Ry, Vo € R™.

Ainsi, pour tout 0 > 0, nous avons
flz) e f(z)+ (", —Z) + d[— ||z — Z||, ||z — z||] + Ry, Vo € R"™.

Il est clair que Papplication H(x) := (x*, ) est positivement homogéne. Ainsi, nous
pouvons conclure que toute fonction convexe f : R™ — R admettant un sous-gradient

x* € R™ en un point z admet aussi une R, -prédérivée extérieure en ce point.

Le résultat suivant établit un lien entre les notions de prédérivées extérieure et

stricte de la Définition 2.1.6 et les notions correspondantes de la Définition 3.3.1.

Proposition 3.3.2. Soient F' : X =Y une application multivoque, H € H(X,Y)

et K CY un cone convexe non vide.

(a) Si H est une prédérivée stricte (resp. extérieure) de F' en T, alors H est une

K -prédérivée stricte (resp. extérieure) de F' en ce point.

(b) Si H est une K-prédérivée stricte (resp. extérieure) de F' en T, alors H+ K est

une prédérivée stricte (resp. extérieure) de F' en .

Démonstration. T’implication de I'assertion (a) est évidente. En effet, si 'application
H est une prédérivée stricte de F' en . Alors, pour tout o > 0, il existe un voisinage

U de 7 tel que
F(z) C F(2') + H(x — 2') + §||Jx — 2'|| By, Vz, 2’ € U.
Comme Oy € K, nous avons
F(z) C F(2')+ H(x — 2') + d|jz — 2| By + K, Vx, 2’ € U.

(b) On suppose que H est une K-prédérivée stricte de F' en . Pour tout 6 > 0, il

existe un voisinage U de T tel que
F(x) C F(2')+ H(x — 2') + 0|z — 2'|| By + K, Vz, 2’ € U,
c’est-a-dire,
F(z) C F(2")+ (H+ K)(z — 2') + 0||z — 2| By, Yz, 2’ € U.
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Pour compléter la preuve, il suffit de démontrer que 'application H + K est positi-
vement homogéne. Vu que 0y € H(0x) et Oy € K, nous avons Oy € (H + K)(0x).

D’autre part, pour tous A > 0 et € X, nous avons
(H+ K)(Ax) = H(Ax) + K = AH(z) + A\K = AM(H + K)(x).

On obtient ainsi le résultat désiré. Les autres cas s’en déduient en fixant 2’ = Z dans

les relations correspondantes. O

Soit f : R® — R une fonction convexe et différentiable. Pour tout vecteur
Z € dom f, 'approximation de Taylor du premier ordre de f autour de T vérifie

la relation suivante :
f(z) > f(z) + Vf(z)(x — ), Vo € dom f.

Dans le cadre multivoque, lorsqu'une application F': D C X = Y est C-convexe,

Jahn et Rauh ont établi I'assertion suivante (voir |66]) :
F(z) = {g} € {DF(z,5)(z — 7)} + C, ¥z € D

dans laquelle DF(z, i) désigne épidérivée contingente (si elle existe) de Iapplication
F en un point (zZ,y) € gph F. Dans la proposition suivante, en utilisant la notion
de C-prédérivée, nous établissons un résultat similaire lorsque 'application F' est

C-étoilée au point T pourvu que ¢ soit un point fortement minimal de F(7).

Proposition 3.3.3. Soit C C Y un cone convexe non vide, F': D C X =Y une
application multivoque, (Z,y) € gph F tel que F(z) C {gy}+ C. De plus, on suppose
que F' est C-étoilée au point T. Si une application H : X =Y est une C-prédérivée

extérieure de F' en ce point, alors
Vee D, F(z) C{y}+ H(x —z)+C.

Démonstration. Soit x € D et § > 0 fixés. Comme H est une C-prédérivée extérieure

de F' en z, il existe a > 0 tel que
F(u) C F(Z)+ H(u— )+ 6||lu — Z|| By + C, Yu € B,(Z). (3.25)
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Sachant que application F' est C-étoilée en Z, pour tout ¢ €]0, 1] nous avons
(1-t)F(z)+tF(z) C F((1 —t)z +tx) + C. (3.26)

On peut choisir ¢ assez petit de sorte que T + t(x — &) € IB,(Z). Ainsi, en faisant

u =T+ t(x — z) dans la relation (3.25), nous obtenons
F(1-t)z+z) C F(z)+tH(z — )+ td||z — z|| By + C.

Cela entraine que

F(l—-t)z+z)+C C F(Z)+tH(x — )+ té||xr — z|| By + C + C.
En utilisant I'inclusion (3.26), nous obtenons

(1-t)F(z)+tF(z) C F(z) +tH(x — ) + td]jx — Z||By + C + C.
Vu que F(z) C {g} + C et § € F(Z), nous avons

(1—t)g+tF(x) C{y} +tH(x — )+ td|jxr — z|| By + C + C + C.
Sachant que C' est un cone convexe, nous avons

t(F(x) —y) CtH(x — ) + to||x — Z|| By + C, V§ > 0.
Autrement dit,
F(z)—y C H(x — %) 4+ 6|jxr — z|| By + C, ¥é > 0.

Il en résulte que

F(z)-35 c ((H(x—z)+C+dllx — 2| By);

Par conséquent,
F(x)c{y}+H@x—2)+C, Vr e D.

Telle est la conclusion désirée. O
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L’un des résultats bien connus de la théorie de 'optimisation est la régle de
Fermat. Un résultat établi au cours de la premiére moiti¢ du XVII® siécle pour
des fonctions polynomiales et trigonométriques dont 1'une des variantes peut étre

énoncée de la facon suivante :

Théoréme 3.3.4. Soit f: O CR" — R, si T est un extremum local de f et si f est

différentiable en T, alors

Vf(z) = 0. (3.27)

Dans la proposition suivante, nous établissons un résultat similaire en termes de

cone-prédérivées d’applications multivoques.

Proposition 3.3.5 (Régle de Fermat). Soit F': X =Y une application multivoque.
On suppose que D = dom F. On considére un couple (Z,y) € gph F.

(a) Si (z,y) € SMin(P), alors Uapplication H = {0y} est une C-prédérivée exté-
rieure de F' en .

(b) Inversement, on suppose que le cone C est fermé, lapplication H = {0y} est
une C-prédérivée extérieure de F en T, F(z) C {y} + C et F est C-étoilée en .

Alors, le couple (Z,y) est un minimiseur fort du probléeme (P).

Démonstration. (a) Fixons une constante 6 > 0. Si (Z,y) un minimiseur fort du
probléme (P) alors F(D) C {y} + C. Comme Oy € 6|z — Z|| By pour tous z € D et

y € F(z) nous avons
F(x) C F(z)+ |z — z||By + C, Vx € D. (3.28)

Soit @ > 0 et x € B,(Z). Si x € D alors la relation (3.28) est clairement vérifiée.
Sinon, on a F(z) = ) et 'inclusion reste vraie. Ainsi, pour tout ¢ > 0, il existe une

certaine constante a > 0 telle que
F(z) C F(z)+ ||z — z||By + C, Vx € B,(7).

Par conséquent, 'application H = {0y} est une C-prédérivée extérieure de F' en Z.

(b) Inversement, si application H = {0y} est une C-prédérivée extérieure de F

au point z, F(Z) C {g} + C et F est C-étoilée en T, alors les hypothéses de la
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Proposition 3.3.3 sont satisfaites. D’aprés cette proposition nous avons
F(z) c {y}+C, Vz € D.
Le cone C étant fermé, nous avons
F(D)c{y}+C.

On conclut que le couple (Z,y) est un minimiseur fort du probléme (P). ]

Maintenant, nous allons établir le résultat suivant donnant une condition suffi-
sante pour un minimiseur fort (Z,y) du probléme (P) lorsque la fonction objectif F

est C-étoilée en T et admet une C-prédérivée extérieure en ce point.

Théoréme 3.3.6 (Condition suffisante pour un minimiseur fort). On suppose que
le cone convexe C' G Y est fermé. On considére (Z,y) € gph FN (D xY) tel que F
soit C-étoilée en T et F(z) C {y}+C. Soit H : X =Y une C-prédérivée extérieure
de F'en . S’il existe a > 0 tel que B,(T) C D et

H(zx—z) CC, Vo € B,(7), (3.29)
alors (z,y) est un minimiseur fort du probleme (P).

Démonstration. Sachant que F' est C-étoilée en z, H est une C-prédérivée extérieure
de F en ce point et F(z) C {y} + C ; les hypothéses de la Proposition 3.3.3 sont

satisfaites. Ainsi, pour tout z € D, nous avons
Fx)—yC H(x—z)+C.

En particulier,
Fz)—yC H(x —Z)+ C, Vo € B,(7).

Grace a la relation (3.29), nous obtenons

C’est-a-dire,
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Ainsi, le couple (Z, ) est un minimiseur fort local du probléme (P). L’application
F étant C-étoilée au point z, d’aprés la Proposition 3.1.8, le couple (Z,y) est aussi

un minimiseur fort global du probléme (P). ]

Il nous semble important de souligner que dans ce dernier théoréme, nous avons
obtenu la méme conclusion que dans le Théoréme 3.2.4 avec des hypothéses iden-

tiques a 'exception de celle de la prédérivabilité qui est ici plus faible.

3.4 Application en micro-économie

Les précédentes sections de ce chapitre ont été consacrées au développement
d’une théorie mathématique abstraite associée a des problémes d’optimisation fai-
sant intervenir des applications multivoques. Parmi les différents résultats établis
dans ce cadre figurent des conditions d’optimalité pour de tels problémes lorsque
les fonctions objectifs admettent certains types de prédérivées. Dans cette présente
section, nous voudrions justifier 'applicabilité de la théorie développée a des situa-
tions de la vie réelle. Plus précisément, nous nous proposons d’appliquer certains de
nos résultats a un modéle classique de I’économie du bien-étre faisant intervenir un
nombre fini de producteurs et de consommateurs. En d’autres termes, nous allons
montrer que la recherche d’allocations dites optimales d’un modéle donné de 1’éco-
nomie du bien-étre peut étre réduite a la résolution d’un probléme d’optimisation

multivoque.

On considére un espace vectoriel normé de biens X et une économie :
E=(51,59,....,8m,C1,Cs, ..., Cp,, W), (3.30)

faisant intervenir m producteurs et n consommateurs ;

> pour chaque j € {1,2,...,m}, S; C X représente I'ensemble de production du

producteur d’indice 7 ;

> pour chaque i € {1,2,...,n}, C; C X représente I’ensemble de consommation du

consommateur d’indice 7 ;

> W C X représente la contrainte de demande nette liée aux biens initialement

répertoriés.
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> Une stratégie de production est un élément y = (y1, Yo, ..., Ym) € S1 X S2 X ... X Sy

> un plan de consommation est un élément z = (21, 22, ..., 2,) € C1 X Cy X ... x Cyy;

m n
> un couple (y, z) € H S X H C; est appelé un état admissible de I'économie £.
j=1 i=1
Pour chaque i € {1,2,...,n}, on suppose que :
o (; est fermé dans X. Une hypothése garantissant la stabilité des ensembles
de consommation. En d’autres termes, pour i fixé dans {1,2,...,n}, si 'agent
correspondant peut consommer une suite de paniers de biens z}, 22, ..., 27, ... et

si z; = lim z? existe, alors il peut espérer pouvoir consommer z; également ;
p—00

e (; est un cone convexe. Une telle hypotheése est liée a 'additivité et la divisibi-
lité des biens. En clair, si z;, 2/ € C;, alors z;+ z, € C; et agent correspondant
peut choisir de consommer Az; + (1 — A)z; pour tout A € [0, 1].
Certainement, on peut s’interroger quant a la divisibilité des biens lourds, se deman-
der par exemple si le quart d’un avion conserve les propriétés de celui-ci. Toutefois,
cette hypothése n’est pas dénuée de sens dans la mesure ol I'exploitation en termes
de location de deux avions de méme type le premier pendant 3 mois et le second
pendant 9 mois sur 'année est équivalente a celle d’un appareil entier sur ’année.
D’autre part, pour chaque j € {1,2,...,m}, on suppose que :
e S; est convexe. Une hypothése garantissant la propriété de divisibilité des
biens ;
e Ox €5}, on admet ainsi qu’une entreprise peut arréter de produire;
e S5, est une partie fermée de X, une hypothése garantissant la stabilité des

ensembles de production a la limite.

Définition 3.4.1 (Allocation réalisable). Un état admissible (y,z) de l’économie €

est appelé une allocation réalisable si elle vérifie la condition suivante :

w::izi—iyj e W. (3.31)
i=1 j=1

Dans la littérature, on définit une allocation optimale faible de Pareto d’une éco-

nomie £ comme étant une allocation réalisable a partir de laquelle on ne peut pas
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améliorer strictement la satisfaction de tous les agents de cette économie simulta-
nément. Un tel concept est présenté formellement dans la définition suivante. Pour
d’autres concepts d’allocation optimale existant dans la littérature, le lecteur pourra

consulter par exemple [15, 67, 68, 78§].

Définition 3.4.2 (Allocation optimale faible de Pareto). Soit (y, z) une allocation
réalisable de ’économie E. On dit que le couple (y,z) est une allocation optimale

faible de Pareto de cette économie, s’il n'existe aucune allocation réalisable (y, z)

s N

Maintenant, nous allons associer un probléme d’optimisation multivoque au mo-

déle économique £. En vue de formuler un tel probléme, nous considérons le sous-

ensemble A = HCZ' de X™ et application multivoque F : X™Tt = X" définie
i=1
pour = = (y,w) par :

F(y,w):{z€A|w:Zzi—Zyj}. (3.32)

Lemme 3.4.3. L’application F définie par la relation (3.32) est un processus conveze.

Démonstration. La condition Oxn € F'(Oxm+1) est évidente.

Soient (y,w) € X" et A > 0. Si (y,w) € dom F, alors A\F(y,w) = F(\y, \w) = 0.
Sinon, il existerait z € A tel que z € F(A\y, Aw). Cela entraine que

Aw = z": Zi — zm: Y
i=1 j=1

Il en découle que %z € F(y,w), ce qui contredit ’hypothése de départ. On en déduit
que F(A\y, \w) = (). De fagon similaire, on montre que F'(Ay, \w) = 0 = F(y,w) = 0.

Supposons que (y,w) € dom F. Soit z € F(y,w), nous avons
=YY
i=1 j=1
En multipliant par A, nous avons
Aw = Z/\Zi — Z)\yj.
i=1 j=1
Il en découle que Az € F(A\y, Aw). D’ou l'inclusion A\F'(y,w) C F(A\y, A\w).
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Soit a présent z € F(Ay, \w). Nous avons,

/\w:z:zZ Z/\y]

=1

Il s’en suit que,
w = Z —z— Z yj.

Nous avons ainsi,

1
XzGF(y,w):>z€)\F(y,w).

D’ou l'égalité F(\z) = AF(z), Vo € X" X\ > 0.
Pour terminer, choisissons z = (y,w), =’ = (y/,w') € X™. Si (y,w) ¢ dom F ou
(v ,w') € dom F, alors il n’y a plus rien & démontrer. Sinon, soit z € F(y,w) et

2 € F(y',w"). Nous avons

n m n m
wzg zi—g y; et w’:E z;—g Y.
=1 Jj=1 i=1 j=1

On en déduit que
w—l—w’:Zzl—irz Zyj—l—yJ .
i=1 j=1
z4+2 e Fly+y,w+uw).

Par conséquent, F(z) + F(2') C F(x + '), Vz, 2’ € X", O

On suppose qu’il existe un cone convexe propre K d’intérieur non vide, induisant
sur X un ordre partiel noté <y, défini de la fagon suivante z; <g 2; & 2, — z; € K.
Naturellement, la relation binaire notée <y, définie sur 'espace produit X" par
2 <gn 2 < Z— 2z € K" est un ordre partiel sur I'espace en question. On associe a

ces relations les préférences des consommateurs de la maniére suivante :

o z; — z € int(K) si et seulement si le consommateur d’indice i préfére stricte-

ment 2; & Z;;
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e 2, — z; € K si et seulement si le consommateur d’indice ¢ préfére strictement
z; & z; ou ¢'il est indifférent par rapport a Z; et z;.

e Z — 2z € int(K™) si et seulement si pour chaque i € {1,2,...,n}, le consom-
mateur correspondant préfére strictement z; 4 z;. On dit alors que le plan de

consommation z est strictement préféré a Zz.

On associe au modéle économique £ le probléme de minimisation multivoque avec

contrainte géométrique suivant :

{ Minimiser F(z)
(Pe) :

tel que x €,

ou Q:=5] X Sy X ... xS, x W, F est 'application définie par la relation (3.32)
et X" est partiellement ordonné par le cone convexe propre et solide K™.
Dans [15] Bao et Mordukhovich ont établi des équivalences entre plusieurs concepts
de minimiseurs dits complétement localisés d’un probléme d’optimisation multi-
voque analogue et divers concepts d’allocations optimales locales liés a des préfé-
rences générales exprimées a I’aide d’une application multivoque. Dans la proposition
suivante, nous établissons un lien entre les allocations optimales faibles de Pareto

de 'économie £ et les minimiseurs faibles du probléme (P).

Proposition 3.4.4. [44] On conszdere une allocation réalisable (y,z) de l’écono-

mie £. On pose W = Zz, Zy] et T = (y,w). Alors, les assertions suivantes
=1 7=1
sont équivalentes :

(i) le couple (7, 2) est une allocation optimale faible de Pareto de I’économie & ;

(ii) le couple (Z,Zz) est un minimiseur faible du probléme (Pg).

Démonstration. (i) = (ii). On suppose que (7, Z) est une allocation optimale faible
de Pareto de I’économie £. Alors, pour toute allocation réalisable (y,z) de ’éco-
nomie &, il existe i € {1,2,...,n} tel que z; ne soit pas strictement préféré a z;,
c’est-a-dire, z; & z; — int(K).

Supposons que (Z, Z) ne soit pas un minimiseur faible du probléme (Pg). Cela en-

traine que

(2 — int(K™) N F(Q) £ 0. (3.33)
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Ainsi, on peut trouver des éléments z € A et x = (y,w) € Q tels que

z€z—nt(K") et z€ F(x). (3.34)

n m

Par construction, nous avons Z Zi — Z y; € W. Autrement dit, (y, z) est une allo-
i=1 j=1

cation réalisable de I’économie £. Par ailleurs, la premiére partie de la relation (3.34)

entraine que z; € z; —int(K), Vi € {1,2,...,n}. C’est une contradiction a ’hypothése

de départ. Par conséquent, (Z,z) est un minimiseur faible du probléme (Ps).

(ii) = (i). Supposons que (Z, z) est un minimiseur faible du probléme (Pg). Nous
avons,

(2 — int(K™) N F(Q) = 0. (3.35)

On suppose que (¥, Z) ne soit pas une allocation optimale faible de Pareto de ’éco-

nomie &£. Il existe alors une allocation réalisable (y,z) de I’économie &£ telle que

z; soit strictement préféré a z;, pour tout i € {1,2,...,n}. Cela revient a dire que

z; € z; — int(K) pour tout i € {1,2,..n}. 1l s’en suit que z € z — int(K™). De
n m

plus, il existe un élément w € W tel que w = Z Z; — Zyj. En particulier, nous

i=1 j=1
avons (y,w) € Q et z € F(y,w). Cela entraine que z € (Z — int(K™)) N F(Q); ce

qui contredit la condition (3.35). Ainsi, on peut conclure que le couple (7, Z) est une

allocation optimale faible de Pareto de I’économie £. |

Proposition 3.4.5. Soit (y,z) une allocation réalisable de l’économie E. On pose

T = (g, w) ou w= ZEI» — Zgj et Bn = AN Bxn. On suppose qu’il existe un
i=1 j=1
ouvert D C Qtel quez € D et D — D C dom F. Si(y, Z) est une allocation optimale

faible de Pareto de l’économie &, alors
V6 > 0,2 € D\{z}, —F(z — Z) 4+ 6 Ba € int(K"). (3.36)

Démonstration. Si (y,Z) est une allocation optimale faible de Pareto de I’écono-
mie &, alors d’aprés la Proposition 3.4.4, le couple (Z, Z) est un minimiseur faible du

probléme (Pg). Et, d’aprés le Corollaire 3.2.6, la relation (3.36) est satisfaite. O
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Alors que la thése est déja rédigée, nous avons poursuivi nos travaux de recherches
en proposant une extension de la notion de prédérivée intérieure introduite par loffe
dans [62] au cadre multivoque. Cette classe d’objets est constituée d’applications po-
sitivement homogénes visant a approcher localement des applications multivoques.
Ce nouveau concept est d’'une flexibilité telle qu’il nous permet d’étendre au cadre
multivoque divers résultats connus dans le cadre univoque faisant intervenir géné-
ralement la dérivée. En particulier, nous établissons un résultat similaire a celui
obtenu dans le cadre univoque ayant trait a la différentiabilité des applications li-
néaires continues. Plus précisément, nous montrons que si ’application F' que 'on
veut approcher est un processus convexe alors cette derniére coincide avec I'une
de ses prédérivées intérieures. Exploitant un tel résultat, sous ’hypothése que le
cone d’ordre C' est solide, nous obtenons une condition nécessaire pour qu’un couple
(Z,9) € gph F N (D x Y) soit un minimiseur faible du probléme (P) lorsque la
fonction objectif F' est un processus convexe. Celle-ci s’énonce de la facon suivante :

si le couple (7, %) est un minimiseur faible du probléme (P) alors
Vr e D, F(x —Z) N (—int(C)) = 0. (3.37)

Certainement, ces différents résultats ne figurent pas tous dans la thése. Néan-
moins, ils complétent la prépublication [44]. En utilisant les notations de la Pro-
position 3.4.4, la condition d’optimalité exprimée ci-avant nous ameéne a une condi-
tion nécessaire pour le méme type d’allocation que dans la Proposition 3.4.5. Une
condition pouvant étre énoncée de la maniére suivante : si le couple (y,Z) est une

allocation optimale faible de Pareto de ’économie &, alors
Ve e Q, F(x —2)N(—int(K")) = (. (3.38)

Nous aimerions souligner que, grace a sa simplicité, cette derniére condition peut
étre interprétée directement d’un point de vue économique. De plus, elle facilite

énormément les calculs.
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Chapitre 4

Convergence de minimiseurs relaxés

en optimisation multivoque

Le chapitre précédent a été consacré a ’étude de problémes d’optimisation dont
la fonction objectif est une application multivoque agissant d’un espace de Banach X
dans un espace de Banach Y. Pour étudier ce type de problémes, on a muni I’espace
objectif Y d’un ordre partiel induit par un céne convexe propre C' dont dépendent les
différents concepts de solutions. Parmi les concepts de solutions couramment étudiés
dans la littérature pour ce type de problémes figurent les éléments minimaux faibles
(de Pareto). Nous rappelons qu’un tel concept est défini & partir de I'intérieur du
cone d’ordre. Ainsi, pour pouvoir en parler, le cone considéré doit étre solide. Par
ailleurs, il est bien connu que chaque espace normé usuel est muni d’'un céne d’ordre
dit naturel et que, dans de nombreuses situations, il est souhaitable de travailler
avec l'ordre induit par un tel cone surtout dans des modélisations de problémes
concrets. Malheureusement, comme cela a été signalé par exemple dans |37, 91|,
les cones d’ordre naturel de beaucoup d’espaces normés de dimension infinie sont
d’intérieur vide. Par exemple, les cones naturels des espaces de Lebesgue LP avec
p € [1,4+00] sont d’intérieurs vides (voir par exemple [14, 19, 20]). Ainsi, lorsque
I’espace objectif est de dimension infinie, les conditions d’optimalité établies pour
les minimiseurs faibles sont peu applicables. Une facon de contourner ce probléme

consiste a considérer des notions d’intérieur plus faibles.
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Dans cette perspective, nous considérons certaines notions d’intérieur généralisé
existant dans la littérature, a savoir l'intérieur relatif (voir par exemple [98, 104]);
la notion d’intérieur pseudo-relatif rencontrée dans la littérature sous différentes
appellations dont le coeur I'intrinséque [57], I'intérieur relatif algébrique [104], 'in-
térieur relatif intrinséque [14] et la notion d’intérieur quasi-relatif introduite par
Borwein et Lewis en 1992 dans [18]. Grace a ces notions, nous définissons dans un
cadre unifié des concepts de points minimaux dits relaxés auxquels sont associées
des notions de minimiseurs relaxés prolongeant le concept de minimiseur faible étu-
dié dans le chapitre précédent. Ainsi, la théorie développée dans ce présent chapitre
permet d’étendre 'applicabilité de nombreux résultats théoriques dans des espaces
de dimension infinie. Une telle démarche n’est pas tout a fait nouvelle. D’une part,
certaines de ces notions d’intérieur généralisé ont été intensément utilisées dans la
théorie de dualité (voir par exemple [19, 20, 28, 49]). D’autre part, la notion d’inté-
rieur relatif a été utilisée dans [42] dans le méme contexte que le notre. Cependant,
notre travail est d’une pertinence certaine puisqu’en dimension infinie, il existe des
espaces dont les cones positifs sont d’intérieurs relatifs vides mais d’intérieurs quasi-
relatifs non vides. C’est le cas par exemple, des cones positifs des espaces LP et
P :=P(N) = {z = (Tp)nen | Doy |Tal? < +00, p € [1,+00[} (voir entres autres les
publications [19, 20]). Ainsi, certains résultats établis dans ce chapitre généralisent

certains présentés dans [42].

Depuis de nombreuses années, les convergences de suites d’ensembles se sont ré-
vélées importantes dans la compréhention de certains problémes provenant de diffé-
rents domaines dont I'optimisation. Dans certains cas, au lieu d’étudier un probléme
d’optimisation multivoque (P) dont les solutions s’avérent étre difficiles a détermi-
ner, il peut étre intéressant de considérer une suite de problémes (P,) dont les
données convergent dans un certain sens vers celles du probléme (P). Inversement,
en vue de décrire le comportement asymptotique d’une suite de problémes d’optimi-
sation multivoque (P,), on peut étre amené a considérer un probléme (P) sous des
hypothéses de convergence de données. Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser
a ces deux questions. Plus précisément, nous nous proposons d’établir des résultats

de stabilité de minimiseurs relaxés. A cette fin, nous commencons par introduire
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une topologie dans l’espace objectif Y (Définition 4.3.3), jouissant d’une certaine
compatibilité avec la structure d’ordre. De cette topologie découlera une notion de
convergence (Définition 4.3.10) adaptée a 1’é¢tude du comportement asymptotique
d’éléments minimaux relaxés de sous-ensembles de 1'espace de travail. Ensuite, nous
introduisons deux concepts de convergence variationnelle de suites d’applications
multivoques (Définitions 4.4.2 et 4.4.3) que nous utilisons par la suite pour établir
la stabilité supérieure (Théoréme 4.4.4) et la stabilité inférieure (Théoréme 4.4.11)
des minimiseurs en question. Nous signalons que les résultats présentés dans ce cha-
pitre sont issus essentiellement de la prépublication [45]. Avant tout, nous rappelons
les définitions des notions d’intérieur généralisé que nous aurons a utiliser et quelques

notions péliminaires importantes a la compréhension de ce qui suit.

4.1 Notions d’intérieurs généralisés

Définition 4.1.1. Soit A un sous-ensemble de'Y. On dit que A est affine s’il posséde

la propriété suivante :
Ve, y€ A, a € R, (1 —a)x+ay € A.

Définition 4.1.2 (Enveloppe affine). Soit K une partie de Y. L’intersection de tous
les ensembles affines contenant K est appelée enveloppe affine de K et notée aff (K).

Dans la proposition suivante, nous établissons un résultat élémentaire mais utile

concernant ’enveloppe affine du translaté d’'un sous-ensemble de Y.
Proposition 4.1.3. Pour tousx € Y et ACY, aff(A — z) = aff(A) — x.

Démonstration. Nous avons d’une part, A—z C aff(A—x),ie., A C aff(A—2z)+x.

L’ensemble aff(A—x) étant affine, il en est de méme de aff(A—z)+x. Par conséquent
aff(A) C aff(A — z) + z,

¢’est-a-dire,

aff(A) —z C aff (A — z).
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On a d’autre part, A C aff(A), cela implique que A — x C aff(A) — «.
Sachant que le second membre de cette derniére inclusion est affine, nous avons

aff(A — z) C aff(A) — z. D’ou 'égalité annoncée. O

Définition 4.1.4 (Enveloppe conique). On appelle cone engendré par une partie K
de Y, l'ensemble :
cone(K)={ x|z e K, \€e R;\>0} = UAK.
A>0
Définition 4.1.5 (Intérieur relatif). Soit K un sous-ensemble conveze fermé et non
vide de Y. L’intérieur relatif de K, noté ri(K), est Uintérieur de K par rapport a la

fermeture de son enveloppe affine, i.e.,
ri(K) = {y € aff(K) |3 > 0; (y + nBy) Naff(K) C K}.

La définition suivante introduit une notion d’intérieur généralisé connue dans
la littérature sous diverses appellations dont le cceur intrinséque, l'intérieur relatif
intrinséque et 'intérieur relatif algébrique. Dans le cadre de cette thése, nous adop-

terons la terminologie de Borwein et Goebel [17], & savoir U'intérieur pseudo-relatif.

Définition 4.1.6 (Intérieur pseudo-relatif). On appelle intérieur pseudo-relatif d’une
partie conveze fermée non vide K de'Y, noté pri(K), l’ensemble des éléments x € K

tels que cone(K — x) soit un sous-espace vectoriel de Y.

Définition 4.1.7 (Point relativement absorbant). Soit K une partie conveze fermée
et non vide de Y. On dit qu’un point x € K est relativement absorbant si pour tout

point y € K\ {z}, il existe z € K et t €]0,1] tels que v = (1 — t)y + tz.

Cette condition est équivalente a I'assertion suivante : pour tout y € K \ {z}, il
existe p > 1 tel que (1 — p)y + pr € K. Autrement dit, tout segment non trivial
dans K contenant x peut étre prolongé au dela de x. La proposition suivante permet
d’établir un lien entre les points relativement absorbants d’un sous-ensemble convexe

fermé non vide K C Y et son intérieur pseudo-relatif.

Proposition 4.1.8. [17, Lemme 2.3| Soit K une partie convexe fermée non vide
de Y. Un élément x € K est un point relativement absorbant de K si et seulement

st x € pri(K).

94



4.1 Notions d’intérieurs généralisés

La proposition suivante permet de caractériser les points appartenant a I'intérieur

pseudo-relatif d’une partie convexe fermée non vide K C Y.

Proposition 4.1.9. Soit K CY un ensemble convexe fermé et non vide. Alors les

conditions suivantes sont équivalentes :
(i) = € pri(K);
(i) cone(K — x) = aff(K — z).

Démonstration. (i) = (ii). Si z € pri(K), alors I'ensemble cone(K — x) est un sous-
espace vectoriel de Y. C’est donc un sous-ensemble affine contenant K — x. Il s’en
suit que aff (K — x) C cone(K — z). Par ailleurs, x € pri(K) entraine que z € K. Il
en découle que Oy € K — . Ainsi aff (K — x) est un ensemble affine contenant Oy ;
c’est donc un sous-espace vectoriel de Y. Il s’en suit que aff(K — z) est un cone
convexe de Y qui contient K — z. On a donc cone(K — x) C aff(K — x). D’ou
I'égalité cone(K — x) = aff (K — z).

(ii) = (i). Supposons que = € K est tel que aff(K — ) = cone(K — ). Nous avons
Oy € K —z. Ainsi, I'ensemble aff (K — ) est un sous-espace vectoriel de Y. Il en est

de méme de cone(K — x). Par conséquent, z € pri(K). O

Le concept d’intérieur quasi-relatif a été introduit par Borwein et Lewis dans [18§]
en 1992. Depuis, il a été utilisé dans divers contextes dont la théorie de dualité
en optimisation convexe. Il constitue une importante généralisation de différentes

notions d’intérieur considérées dans ce chapitre. Nous en rappelons la définition.

Définition 4.1.10 (Intérieur quasi-relatif). On appelle intérieur quasi-relatif d’une
partie convexe fermée non vide K de Y, I’ensemble des éléments x € K tels que

cone( K — x) soit un sous-espace vectoriel de Y. Il est noté qri(K).

Définition 4.1.11 (Point non support). Soit K C Y un ensemble conveze fermé et
non vide. On dit que x € K est un point non support de K si tout hyperplan fermé

supportant K en x contient K.

Proposition 4.1.12. [17, Lemme 2.7| Soit K une partie conveze fermée non vide

deY. Un élément x € K est un point non support de K si et seulement si v € qri(K).
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Le théoréme suivant établit la non vacuité de l'intérieur quasi-relatif de toute
partie convexe fermée non vide d’'un espace de Banach séparable. Pour les détails,

le lecteur pourra consulter |17, 18].

Théoréme 4.1.13. Toute partie convexe fermée non vide d’un espace de Banach

séparable est d’intérieur quasi-relatif non vide.

Le théoréme suivant permet de comparer les différentes notions d’intérieur géné-

ralisé utilisées dans ce chapitre. On peut en trouver une preuve dans [17].

Théoréme 4.1.14. [17, Théoréme 2.12| Soit K une partie conveze fermée de Y.
(i) Nous avons ri(K) C pri(K) C qri(K).

(ii) Dans chacun des conditions suivantes, nous avons ri(K) = pri(K) = qri(K) :

(a) Y est de dimension finie.
(b) int(K) est non vide.

(c) ri(K) est non vide.

Pour les détails concernant ces différents concepts d’intérieur généralisé, le lecteur

pourra se référer aux articles |17, 18, 20, 49, 85, 106| et leurs références.

Dans les pages qui suivent, on suppose que le cone d’ordre C' C Y est propre fermé
et pointé. Le symbole p sera utilisé pour désigner indistinctement les diverses notions
d’intérieur que nous utilisons dans le chapitre. En d’autres termes, nous utiliserons
'écriture p € {int, ri, pri, qri} pour signifier que p peut étre un élément quelconque de
cet ensemble. Une telle écriture nous permettra d’unifier les définitions de différents
types d’éléments minimaux correspondant & chacune de ces notions d’intérieur et
les propriétés communes a ces différents concepts d’intérieur généralisé. Par ailleurs,
sachant que C' est un cone convexe propre et pointé de Y, nous avons Oy & p(C'), pour
tout p € {int, ri, pri, qri}. En effet, si Oy € p(C) alors nécessairement, 0y € qri(C').
On en déduit que cone(C) = C' est un sous-espace vectoriel de Y i.e., CN(—C) = C.
C’est impossible puisque {0y} & C' ¢ Y.
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4.2 Minimiseurs relaxés

Dans ce paragraphe, nous définissons les notions de p-minimiseurs correspon-
dant aux différents concepts d’intérieur généralisé dont nous venons de rappeler les

définitions.

Définition 4.2.1 (Points p-minimaux). Soit 2 un sous-ensemble non vide de Y et
p € {int, ri, pri, qri} avec p(C) # 0. On considére un point y € Q ; on dit que j est
un point p-minimal de Q si (g — p(C))NQ =10. L’élément § sera dit :

o un point minimal faible lorsque p(C) = int(C) ;

e un point minimal relatif lorsque p(C) = ri(C) ;

e un point minimal pseudo-relatif lorsque p(C) = pri(C) ;

e un point minimal quasi-relatif lorsque p(C) = qri(C).

Dans le lemme suivant nous établissons un lien entre 1’ensemble des éléments
minimaux de Pareto d’un sous-ensemble €2 C Y et celui de ses points p-minimaux.
Plus précisément, nous montrons que tout élément minimal de Pareto de 2 en est
un élément p-minimal dés que p(C) # (. Un tel résultat justifie la terminologie

d’éléments minimaux relaxeés.

Lemme 4.2.2. Soit Q C Y et p € {int, ri, pri, qri}. On suppose que p(C) # 0, alors,

tout point minimal de Pareto de €2 est un point p-minimal de 2.

Démonstration. Soit y € €2 un point minimal de Pareto de 2. Supposons qu’il ne

soit pas un point p-minimal de €2. Nous avons alors

(1 —p(C)) NQF#D.

On peut donc trouver un élément y € Q tel que y € y — p(C). Comme p(C) C C,
nous avons y € y — C. On a par conséquent, y <¢ y et y <¢ y. Le cone C étant
pointé, on a y = g. Il s’en suit que Oy € p(C), cela implique que C' est un sous-
espace vectoriel de Y. Or C' N (—=C) = {0y}, cela entraine que C' = {0y }. Ceci est
une contradiction puisque C' est un cone convexe propre de Y. Par conséquent, 7 est

un point p-minimal de 2. m|
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Ces quelques notions de points minimaux relaxés ayant été mises en place, nous
pouvons maintenant définir les concepts de minimiseurs correspondant a chacune

d’elles pour le probléme (P).

Définition 4.2.3 (p-minimiseurs). Soit (z,y) € gph F N (D xY). On dit que le
couple (Z,y) est un p-minimiseur du probléeme (P) si y est un point p-minimal de
Uensemble F (D), i.e., (— p(C))NF(D) =0. Le couple (T,7) sera dit :

e un minimiseur faible du probléme (P) lorsque p(C) = int(C) ;

e un minimiseur relatif du probleme (P) lorsque p(C) = ri(C) ;

e un minimiseur pseudo-relatif du probléeme (P) lorsque p(C) = pri(C) ;

e un minimiseur quasi-relatif du probléeme (P) lorsque p(C) = qri(C).
L’ensemble des p-minimiseurs (respectivement, minimiseurs faibles, minimiseurs re-

latifs, minimiseurs pseudo-relatifs, minimiseurs quasi-relatifs) du probléeme (P) sera
noté par pMin(P) (respectivement, WMin(P), RMin(P), PrMin(P), QrMin(P)).

Lorsque int(C) # (0, tous ces concepts de minimiseurs coincident puisque dans
ce cas int(C) = ri(C) = pri(C) = qri(C). Dans le cas ou ri(C) #  alors les
trois derniers concepts de minimiseurs coincident car ri(C') = pri(C') = qri(C'). En
particulier, lorsque dim Y < oo, on a RMin(P) = PrMin(P) = QrMin(P) puisque
ri(C) = pri(C) = qri(C).

4.3 Une notion de convergence topologique dans les

espaces vectoriels ordonnés

Dans cette section, nous allons introduire une topologie dans 'espace objectif Y
dont découlera une notion de convergence bien adaptée a I’étude de stabilité d’élé-
ments p-minimaux des sous-ensembles de I’espace ambiant. D’abord, nous présentons
la proposition suivante dans laquelle nous collectons quelques propriétés importantes

communes aux différentes notions d’intérieur généralisé utilisées dans le chapitre.

Proposition 4.3.1. On considére un sous-ensemble convexe fermé et non vide A

de Y. Soit p fizé dans {int, i, pri,qri}. Alors, les assertions suivantes sont vraies :
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(1) Soit a un nombre réel non nul, alors ap(A) C p(aA).
(2) Soit T € p(A) et x € A, alors (1 —t)x +tz € p(A), Vt €]0,1].

(3) Soit K CY un céne conveze fermé non vide, alors p(K) + K C p(K).

Démonstration. Pour I'assertion (1), voir [17, Lemme 3.6] lorsque p € {ri, pri, qri}.
Si p = int, alors la preuve est immédiate. Pour le (2), voir [17, Lemme 3.1]. Pour
laffirmation (3), si p(K) = int(K), il s’agit d’un résultat d’analyse convexe bien
connu. Lorsque p = ri, voir [42, Lemme 3.5 ou [105, Lemme 2.4]. Pour le cas

p = pri, on peut voir [107, Lemme 2.2|. Lorsque p = qri, voir [106, Lemme 2.2|. O

Soit p un élément de ensemble {int, ri, pri, qri} tel que p(C) # 0 ou C est un
cone convexe propre, fermé et pointé de 'espace de Banach Y. Une relation binaire
R définie sur Y est appelée un ordre (partiel) strict sur Y si elle est irréflexive

My €Y, (y,y) € R), asymétrique ((x,y) € R = (y,x) € R) et transitive.

On considére la relation binaire < définie sur Y de la facon suivante :
Yy, y' €Y, y<y <y —yep0). (4.1)
Lemme 4.3.2. La relation < est un ordre partiel strict sur'Y.

Démonstration. Elle est irréflexive. En effet, supposons au contraire qu’il existe un
éléement y € Y tel que y < y. Cela entraine que 0y € p(C'); ce qui n’est pas le cas.
Par conséquent, la relation < est irréflexive.

Montrons qu’elle est asymétrique. Supposons qu’il existe deux éléments z, y € Y
tels que x < y et y < x. Nous avons alors y —z € p(C) et x —y € p(C). 1l s’en suit
que Oy € p(C). Ce qui est absurde. Ainsi, la relation < est asymétrique.

Elle est aussi transitive. En effet, considérons trois éléments x, y, z € Y tels qu’on

ait <y et y < z. Il s’en suit que y — x € p(C) et z — y € p(C). Ainsi,
z—wz € p(C) + p(C) C p(C).

Par conséquent, x < z, ce qui est le résultat annoncé. O
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Soient a, b € Y tels que a < b, on pose
(a,b) :={y €Y |a<y<b}.

Ce sous-ensemble sera appelé un intervalle ouvert de Y. Chacun de ces intervalles
est non vide puisque, pour tout ¢ €]0,1[, on a (1 —t)a + tb € (a,b). On note Z
’ensemble des intervalles ouverts de Y, c¢’est-a-dire, Z := {(a,b) | a,b € Y et a < b}.

Définition 4.3.3. [45] Nous appelons 7, la topologie sur'Y engendrée par I.

Nous commencons par présenter le lemme élémentaire suivant que nous utilise-

rons par la suite pour établir nos prochains résultats.

Lemme 4.3.4. Soit p € {int,ri, pri,qri} tel que p(C) # 0. Alors, les assertions

sutvantes sont vraies.
(i) Les éléments de T sont des ouverts pour la topologie T,.

(ii) p(C) est un ouvert pour la topologie T,.

Démonstration. L’affirmation (i) est une conséquence immédiate de la définition
d’une topologie engendrée par une famille d’ensembles.

(ii) Considérons un élément y € p(C'). D’aprés la Proposition 4.3.1, nous avons
sy € p(0),2y € p(C) et ye (3y,2y). Quitte & montrer que (5y,2y) C p(C).
Soit z € (39,2y). On a z — 3y € p(C) et 2y —z € p(C). Nous en dédui-
sons que z € 3y + p(C) et y € 224 p(C). 1l s’en suit que z € p(C), c’est-a-dire,
(3y,2y) C p(C). Par conséquent, p(C) est un voisinage de y. O

Nous rappelons la définition suivante présentant les notions de base et sous-base

d’une topologie 7 définie sur un ensemble non vide F.

Définition 4.3.5. Soit (E,7T) un espace topologique.

(a) Une partie B C T est une base de la topologie T si tout ouvert non vide de E

est réunion d’ouverts de B.

(b) Une partie A C T est une sous-base de la topologie T si tout ouvert de E est

réunion d’intersections finies d’ouverts de A.
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Par construction, la famille Z constitue une sous-base de la topologie 7,. Dans le
résultat suivant, nous établissons une équivalence nous permettant de travailler avec

les éléments de Z a la place d’éléments quelconques de 7, dans certaine situations.

Lemme 4.3.6. Soit (x,,) une suite de points de Y et soit x € Y. Alors les conditions

sutvantes sont équivalentes :
(i) pour tout U € 7, tel que x € U ; x,, € U a partir d’un certain rang;

(ii) pour tout (a,b) € T tel que x € (a,b) ; x, € (a,b) pour n assez grand.

Démonstration. Montrons que (i)=>(ii). Soient a,b € Y tels que a < x < b. D’aprés
le Lemme 4.3.4 nous avons (a,b) € 7,. Ainsi, il existe N € N;n > N = z,, € (a, ).

Montrons & présent que (ii)== (i). Soit U un élément quelconque de 7, contenant z.
La famille des intervalles ouverts (a,b) avec a < b et a,b € Y étant une sous-base
de la topologie 7,, nous avons
v=J () (ab).
J€J (a,b)EF;
ou J est un ensemble quelconque d’indices et pour chaque j € J, F}; est un ensemble

fini d’intervalles (a,b). Il existe alors j, € J tel que = € ﬂ (a,b). On en déduit
(CL,b)GFjO
que, x € (a,b) pour tout (a,b) € F;,. Comme Fj, est un ensemble fini, il existe un

rang ng € N tel que n > ng, = z,, € (a,b), VY(a,b) € Fj,. Ainsi, z,, € U ﬂ (a,b)
jJET (a,b)EF;
pour n assez grand. O

En 2013 P. D. Proinov a considéré dans [93] un espace vectoriel Y muni d’une
convergence et d’un ordre qui sont (dans un certain sens) compatibles entre eux et
avec les opérations algébriques dans Y. En supposant que le cone d’ordre est solide,
lauteur a introduit une topologie 7 sur Y, appelée topologie de 'ordre dont une
base est la famille des intervalles ouverts (a,b) de Y. Il a été démontré qu’'une telle
topologie est de Hausdorff. Dans cette thése, nous travaillons dans un cadre différent
de celui de Proinov, puisque, d'une part le céne d’ordre peut étre d’intérieur vide,
d’autre part notre topologie 7, ne dépend pas d’un concept de convergence com-
patible avec la structure d’ordre et les opérations algébriques sur Y. Toutefois, elle

vérifie certaines propriétés utiles comme le montrent les trois propositions suivantes.
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Proposition 4.3.7. L’application f: (z,y) € Y XY =Y — x+y est 7,-continue.

Démonstration. Soient z,y € Y, et W = (a,b) tels que z + y € W. On doit établir
'existence de voisinages U de x et V de y tels que f(U x V') C W. Nous avons,

x—%(mjty—a)<x<x+%(b—(m+y)).
De méme,

y—%(ny—a)<y<y+%(b—(x+y))-
En posant,

U= (o= 5(ety—a)z+ 50— (+y) et V= (y—5(ety—a)y+5 (- (r+y)))

nous avons, f(U x V) C W. O

La proposition suivante établit que I'espace topologique (Y, 7,) est séparé. Une
telle propriété est importante car elle garantit 'unicité des limites de suites conver-

gentes pour la topologie en question.
Proposition 4.3.8. L’espace topologique (Y, T,) est séparé.

Démonstration. Soient x, y € Y tels que z # y. Supposons que la topologie 7, ne
soit pas de Hausdorff. Pour tout n € p(C), nous avons (z—n, x+n)N(y—n, y+n) # 0.
En particulier, pour tout n € p(C) et n € N*, il existe un élément z, € Y tel que

1 1 1 1
2 € (x ——n,x 4+ —n)N(y — =1,y + —n).
n n n n

Il en résulte que

1 1 1 1
——n<r—z,<-n et ——Nn<z,—y<-—-n
n n n n

Il s’en suit que
2 < ( )+ ( ) < 2
- X — Zn Zn — e
nn Y n77
cela entraine que

2 2
x—y+ﬁn€p(C)CC et y—x+ﬁn€C.

En passant a la limite pour la topologie de la norme, sachant que C est fermé et
pointé, nous avons x —y € C'N (—C). On en déduit que z = y, ce qui est absurde.

Par conséquent, I'espace topologique (Y, 7,) est séparé. O
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Dans la proposition suivante, nous montrons que la topologie 7, coincide avec

celle de la norme lorsque Y = R".

Proposition 4.3.9. Soit Y = R" et C = R’}. Alors la topologie 7, correspond a la

topologie de la norme.

Démonstration. On considére a, b € Y tels que a < b avec a = (ay, as,...,a,) et
b= (b1,bs,...,b,). Nous avons a < b <= a; < b;, Vi € {1,2,...,n}. Ainsi

n

(a,b) = [ (a:i, bs).
i=1
Soit 7 la topologie de la norme sur R". Considérons un élément ) € 7,. La famille

7 étant une sous-base de la topologie 7,, nous avons

Q=1 N (@b,

JEJT (a,b)EF;

-uUn (H(%b»)s
j€J (a,b)eF; \i=1

ou J désigne un ensemble quelconque d’indices et pour chaque j € J, Fj est une fa-

mille finie d’éléments (a,b) € Z. Pour chaque i € {1,2,...,n}, (a;, b;) est un ouvert de

R pour la topologie usuelle. Ainsi, pour j fixé dans J, on a ﬂ H(ai, b)) | €.
(a,b)eF; \i=1

Par conséquent U ﬂ (a,b) =Q €.

JEJT (a,b)EF;
n

Soit & présent un élément O € 7. Comme H(ai, b;) est une base de la topologie 7,
i=1
Vouvert O s’écrit comme réunion de tels ensembles. Cela entraine que O € 7,. Dot

I'égalité 7, = 7. O

Maintenant, nous définissons explicitement une notion de convergence découlant
naturellement de la topologie 7,. Celle-ci s’avérera trés importante pour la suite du
chapitre. Plus précisément, elle sera utilisée pour définir deux concepts de conver-

gence variationnelle qui constitueront les clés de nos résultats de stabilité.
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Définition 4.3.10 (7,-convergence [45]). On dit qu’une suite (x,)nen d’éléments

de Y 7,-converge vers un élément T €Y, on écrit x,, LN Z, st et seulement st :
YUeV;,, ANeN;: n>N =z, € U.

La famille Z étant une sous-base de la topologie 7,, la Définition 4.3.10 peut
étre exprimée a I'aide d’intervalles ouverts (a,b) de Y. Plus précisément, une suite
(z,) CY T,-converge vers un point = € Y si et seulement si, pour tous a, b € Y tels
que a < T < b, il existe N € N tel que n > N implique que z,, € (a,b).

Le lemme suivant regroupe quelques propriétés élémentaires mais utiles de la
T,-convergence. Dans toute la suite la notation cl,,(A) désigne la fermeture d'un
sous-ensemble A de Y par rapport a la topologie 7, alors que I'écriture A deésigne la

fermeture de ’ensemble A par rapport & la topologie de la norme.
Lemme 4.3.11. Soient (x,) et (y,) deuz suites de'Y telles que t, — el 1y — .
Alors, les propriétés suivantes sont vraies :

(1) Pour toutn € p(C), x —n < x, < x+n, pour n assez grand.

(2) Tp+yn —Sx+y € Tp— Yy —> T — Y.

(3) Siz <y alors x, <y, & partir d’un certain rang.

(4) Nous avons cl,,(p(C)) C C et si pour tout n € N, on a x, < ¥y, alors v <¢ y.

Démonstration. (1) Vn € p(C), nous avons x € (x — 1,z + 1) € 7,. Cela entraine

que =, € (x —n,x +n) pour n assez grand.

TpXTp

(2) Comme (z,,y,) — (z,y) et comme l'application f : (u,v) —> u + v est
T,-continue, alors f(x,,y,) LN f(x,y). Par conséquent, =, + y, Sgv—

Fixons a présent n € p(C'), nous avons

—yE(~y—n-y+n) <=ycly—ny+tn).

Sachant qu’il existe un rang ng € N tel que n > ng = y, € (y —n,y + 1), il en

découle que
—yn € (—y—m,—y+n),Vn>ng; ie, —y, — —y.
Par conséquent, =, + (—yn) —= = — y.
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(3) Si x < y, cela revient a dire que y — z € p(C). Comme vy, — =, Ly —x
et p(C) est un ouvert pour la topologie 7,, nous avons y,, — x, € p(C') pour n assez

grand. Par conséquent, z,, < y, a partir d’un certain rang.

(4) Montrons d’abord que cl, (p(C)) C C.
Soit u € cl,,(p(C)) et n € p(C). Pour chaque n € N*, nous avons

(=, ut ) Np(C) # 0,

On peut donc trouver v, € p(C) tel que v, € (u — tn,u + Ln). Ainsi, on peut

construire une suite (v,) C p(C) telle que,
. 1. 1
Vn e N v, <u+—n, ie., u€uv,——n+p(C).
n n
Il s’en suit que
1 1
u e —ﬁn+p(0)+p(0) :u+ﬁn€ p(C) ccC.

En passant & la limite pour la topologie de la norme, nous obtenons v € C' = C. 1l

en résulte que

cl,, (p(C)) C C.

Enfin, si z,, <y, pour tout n € N, alors
Yn — xn € p(C), Yn € N.

Comme y,, — &, — y — x, nous obtenons y — = € cl, (p(C)) C C, ie., x<¢cy. O

4.4 Stabilité de minimiseurs relaxés en optimisation

multivoque

Dans la section précédente, nous avons introduit et discuté une topologie 7,
sur I'espace de Banach Y dont découle le concept de 7,-convergence. Dans cette

présente section, nous nous proposons d’étudier la stabilité de minimiseurs relaxés
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de problémes d’optimisation multivoque. Pour mener cette étude, nous considérons

la suite de problémes d’optimisation (P,) donnée par

Minimiser F,(z)
(P) :
tel que x € D,

ou nous supposons que, pour chaque n € N, F,, : X =2 Y, dom F,, # () et D,, est un

sous-ensemble fermé et non vide de dom F,,.

En premier lieu, nous introduisons deux concepts de convergence variationnelle
de suites d’applications multivoques que nous utilisons par la suite dans le cadre
de notre étude de stabilité en optimisation multivoque. Ensuite, nous établissons
nos principaux résultats liés a la convergence de minimiseurs relaxés en étudiant
successivement leurs stabilités supérieure et inférieure. Avant d’entrer dans le vif du
sujet, nous rappelons que les limites supérieure et inférieure au sens de Painlevé-
Kuratowski d’une suite (A, )nen de sous-ensembles d’un espace vectoriel normé E

sont définies par :

liminf A,, := ﬂ U ﬂ (A, +eBg) et hmjolipAn = ﬂ ﬂ U (A, +eBg).

n—00 n
e>0 N>0n>N e>0 N>0n>N

Des formulations alternatives et utiles de ces concepts sont données par :
liminf A, = {z € F|3N € Ny, Vn € N, 3z, € A, avec x, — z} ;
n—o0

limsup A, = {z € E|3IN e N¥ ;¥n € N, 3z, € A, avec 2, — z} ;

n—oo

ou la notation NV, désigne ’ensemble des parties de N de complémentaires finis alors

que le symbole N7 désigne Pensemble des parties infinies de N.

Définition 4.4.1 (Convergence de Painlevé-Kuratowski). On dit qu’une suite d’en-
sembles (A )nen converge vers un ensemble (fermé) A au sens de Painlevé-Kuratowski,
on écrit A, LN A, si

limsup A, C A C liminf A,,.

n—00 n—00

En appliquant la théorie de la convergence d’ensembles aux graphes d’applica-

tions multivoques, Rockafellar et Wets ont introduit dans |99, Définition 5.32] le
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concept de convergence graphique dont la définition est la suivante : une suite d’ap-
plications multivoques S, converge graphiquement vers une application multivoque
S si et seulement si gph S, LK gph S. Une adaptation de cette notion au cadre
dans lequel nous travaillons nous a conduit & la définition suivante introduisant le
concept de convergence || - || x 7,-graphique de suites d’applications multivoques ou
la notation (z,,y,) g (z,y) est utilisée pour signifier que la suite x,, converge

vers z par rapport a la topologie de la norme et que la suite y,, 7,-converge vers y.

Définition 4.4.2 (convergence (|| - || x 7,)-graphique [45]). Soit p € {int, ri, pri, qri}
tel que p(C) # 0. On dit qu’une suite d’applications multivoques S, : X = Y
converge (|| - || x 7,)-graphiquement vers une application multivoque S : X =Y si

les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) pour tout (z,y) € gph S, il existe une suite (T, Yn)neny C X X Y telle que
lI-lIx7p

(Tn, yn) € gph S, pour tout n et (x,,y,) — (z,9) ;

ll-l1x7p

(i) sing € NZ et (2,,,Yn,) € gph S,, sont telles que (2, Yyn,) — (z,y), alors
(z,y) € gph 5.

Avant d’introduire notre second concept de convergence variationnelle de suites
d’applications multivoques, nous aimerions faire un bref rappel sur la I'-convergence
de suites de fonctions dans le cadre univoque. On considére un espace métrique
(E,d), une suite de fonctions f, : E — R U {400}, avec n = 0, 1, 2,... et une
fonction f: E — RU{400}. On dit que la suite f,, [-converge vers f en T € F, si

les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(a) pour toute suite (z,),en convergeant vers Z, f(Z) < liminf f,(x,) ;
n—oo

(b) il existe une suite (Z,)nen convergeant vers T telle que f(z) > limsup f,(Z,).
n—oo

La condition (a), connue en tant qu’inégalité de la limite inférieure, refléte le fait
que la fonction f(Z) soit un minorant de la suite f,(x,) lorsque z,, converge vers T
alors que I'assertion (b), connue en tant qu’inégalité de la limite supérieure, garantit
I’existence de ce qu’on appelle une recovery sequence. La I'-convergence ayant été
spécifiquement destinée a étudier la convergence de suites de problémes de minimi-
sation scalaire, il nous parait naturel d’adapter un tel concept au cadre dans lequel

nous travaillons. Tel sera 1'objet de la définition suivante introduisant notre second
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concept de convergence variationnelle qui sera utilisé pour décrire le comportement

asymptotique de suites de problémes d’optimisation multivoque.

Définition 4.4.3 (I-convergence [45]). Soit p € {int, 11, pri, qri} tel que p(C') # 0.
On dit qu'une suite d’applications multivogues S, : X = Y I'-converge vers une

application S : X =Y, on écrit S, LN S, st les conditions sutvantes sont satisfaites :

(i) pour tout (x,y) € gph S, il existe une suite (T,,Yn)neny C X X Y telle que,

[l-llxTp

pour tout n € N, (zn,yn) € gph Sy €t (Tn,yn) — (2,y) ;

(ii) soit x € dom S et une suite (x,)nen C X convergeant vers x. Alors, pour tout

n € p(C), nous avons Sy,(x,) C S(z) —n+ C, pour n assez grand.

Il est important de souligner que lassertion (i) de la Définition 4.4.3 est cohérente
avec l'inégalité de la limite supérieure de la définition de la I'-convergence pour les
fonctions scalaires. En effet, cette derniére inégalité signifie que, pour tout € > 0,
nous avons f,(Z,) < f(Z) + &, & partir d’un certain rang. Il est & remarquer que
la 7,-convergence de la suite y,, vers y dans l'assertion (i) satisfait une propriété du
méme type (voir le Lemme 4.3.11). Enfin, I'assertion (ii) peut étre considérée comme
une extension naturelle de I'inégalité de la limite inférieure au cadre multivoque. Tl
est & noter que cette assertion est aussi cohérente a la condition correspondante dans
la définition de la T-convergence proposée par Oppezzi et Rossi dans [86] pour les
fonctions a valeurs vectorielles.

Nos deux concepts de convergence ayant été introduits, nous sommes mainte-
nant en mesure d’entamer 1’étude de la stabilité des p-minimiseurs du probléme (P)
lorsque les données d’une suite de problémes (P,) convergent dans un certain sens
vers les données correspondantes de (P). Dans les pages qui suivent, si S: X =Y
est une application multivoque et A est un sous-ensemble non vide de son domaine,

alors la notation S|a désigne la restriction de S a A, c’est-a-dire, 'application mul-

Sa(2) { S(z) si x€A,

tivoque définie par :

0 sinon.

Le théoréme suivant présente notre principal résultat concernant stabilité supérieure

des minimiseurs relaxés. Il s’agit d’un résultat important permettant d’obtenir un
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p-minimiseur d’un probléme limite (P) éventuellement inconnu & partir d’une suite

de p-minimiseurs d’une famille de problémes approchés.

Théoréme 4.4.4 (Stabilité supérieure de minimiseurs relaxés [45]). On considére
p € {int, 11, pri, qri} tel que p(C) # O et on suppose que la suite d’applications mul-
tivoques F, p, converge (|| - || X 7,)-graphiquement vers Fip. On considére un couple
(Z,9) € X xY, ny, € NZ et s0it (T, Jn,) € X XY telle que (T, Un, ) € pMin(P,, )
pour tout k € N et (ZTn,, Yn, ) I (z,y). Alors (z,y) € pMin(P).

Démonstration. Sachant que (T, ,Yn, ) € pMin(P,, ), pour chaque k € N, nous avons

en particulier

(Zgs Uni) € gPh Foyip,,, , Vk € N.

Comme F,p, converge (|| - | x 7,)-graphiquement vers Fip et (Zn,, ¥n,) HMP (Z,7),
d’aprés I'assertion (ii) de la Définition 4.4.2, nous avons (Z,¥) € gph Fip.

Pour compléter la preuve, il suffit de montrer que
(7 — p(C)) N F(D) = 0.
Supposons au contraire que (7 — p(C)) N F(D) # (.
Ju € D, v e F(u) telque y — v € p(C). (4.2)

Il s’en suit que (w,v) € gph Fjp. D’aprés la Définition 4.4.2, il existe une suite

-1 %70

(Un,vn) C X XY telle que (uy,v,) € gph Fyp, pour tout n et (u,,v,) —" (u,v).
En particulier, v, — v et v, € F,.(D,), pour tout n. D’aprés le Lemme 4.3.11, nous
avons

_ Tp  _
ynk—vnk —>y—U.

Sachant que I’ensemble p(C) est un ouvert pour la topologie 7, (voir Lemme 4.3.4)

et y — v € p(C), il existe ko € N tel que
Un,, — Un,, € p(C), Yk > k.
Ainsi, vy, € Un, — p(C) pour tout k > ky. Il s’en suit que
Uy, € (Uny, — p(C)) N F,, (Dy,) pour k assez grand.
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C’est impossible puisque, par définition d'un p-minimiseur nous avons
(gnk - /O<C)) N Fnk(an) = (Z), VEk.

Par conséquent, (g — p(C)) N F(D) = 0, c’est-a-dire, (z,7y) € pMin(P). O

Remarque 4.4.5. Pour établir le Théoréme 4.4.4, nous n’avions pas besoin de la
totalité de la convergence ||-|| X 7,-graphique de la suite d’applications F, p, vers 'ap-
plication Fip. En fait, nous aurions pu affaiblir U'assertion (i) de la Définition 4.4.2
en la remplacant par la suivante :

()" pour tout y € F(D), il existe une suite (y,) C Y telle que y, € F,(D,), pour
tout n et yy, LN Y.

Dans le cas particulier des minimiseurs faibles, c¢’est-a-dire, lorsque p(C) = int(C),
le Théoréme 4.4.4 conduit au résultat suivant garantissant la stabilité supérieure de

tels minimiseurs.

Corollaire 4.4.6 (Stabilité supérieure de minimiseurs faibles). On suppose que
int(C) # 0 et que la suite d’applications F,p, converge || - || X 7,-graphiquement
vers lapplication Fip. Alors, limsup WMin(P,) C WMin(P).

n—oo

Démonstration. On applique le Théoréme 4.4.4 avec p(C) = int(C') et pMin :=WMin.
Soit (z,y) € limsup WMin(P,). Il existe ny, € NZ et (Z,,,,Jn,) € X X Y telle que

n—oo
(To G ) € WMIn(P, ), Ve € N et (20, 90) L4 (7, 7).

. N _ T, _
Pour conclure, il ne reste qu’a montrer que g, — 4.

Pour ce faire, considérons a,b € Y tels que a < iy < b. Nous avons,
y—a€int(C) et b—y € int(C).

Nous avons d’autre part,

gnk—aM)y—a, et b—gjnkM)b—g.

Par conséquent, il existe kg € N tel que b — g, € int(C) et g, — a € int(C),
pour tout k > ko. Ainsi, pour tout k > ko, nous avons a < ¥, et y,, < b, ie.,
— 9 . — Tp — . — — H'”XTP — -
a < Yn, < bpour k assez grand. Il s’en suit que g,, — ¢, i.e., (T, Un,) — (Z,7).
D’aprés le Théoréme 4.4.4, nous avons (z,y) € WMin(P). O
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Avant d’énoncer notre prochain résultat concernant la stabilité supérieure des
minimiseurs relatifs, il nous parait utile de rappeler le résultat suivant dont les

détails peuvent étre retrouvés dans [42] par exemple.

Lemme 4.4.7. Soit K C Y un ensemble convexe non vide et (u,) C Y une suite

d’éléments de aff(K). Si uy, oy avee u e ri(K), alors pour n assez grand on a

u, € ri(K).

Corollaire 4.4.8 (Stabilité supérieure de minimiseurs relatifs). On suppose que
11(C) # 0 et la suite d’applications multivoques Fy,|p, converge ||-|| XT,-graphiquement
vers Uapplication Fp. Soient (z,7) € X XY, ng € NZ et (Tn,, Yn,,) € X X (g4-aff(C))
telles que (Zp,,Yn,) € RMin(P,, ), pour tout k € N et (Zp,, Un, ) il (z,9). Alors,
(z,7) € RMin(P).

Démonstration. On applique le Théoréme 4.4.4 avec p = ri, alors, pMin = RMin.
Comme dans le Corollaire 4.4.6, nous avons besoin de montrer que ¥, LN y. Pour
ce faire, considérons a, b € Y tels que y € (a, b). Nous avons d’une part, b—y € ri(C)

et y —a € ri(C). D’autre part,

b— T, = (b—1) + (J — Un,) € 1i(C) + aff (C) = aff(C).

De méme,

Uny — @ = (Yo, — ) + (§ — a) € aff(C) +1i(C) = aff (C).

La convergence de la suite (¥, ) vers y pour la topologie de la norme entraine que
b — Yn, M> b—yety, —a M) y — a. D’aprés le Lemme 4.4.7, il existe un rang
ko € N & partir duquel on a g, —a € ri(C) et b — y,,, € ri(C). Ainsi, pour k > ko,
nous avons y,, € (a,b). Par conséquent, g, N 1y et le Théoréme 4.4.4 nous permet

de conclure. O

Ces derniéres décennies, le concept de solutions approchées pour diverses classes
de problémes a retenu 'attention de nombreux auteurs. L’une des raisons majeures
est probablement I'intérét numérique que présentent de tels types de solutions. Avant

d’établir la stabilité inférieure de minimiseurs relaxés, il nous parait important de
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rappeler la définition suivante présentant la notion de minimiseurs approchés de pro-
blémes d’optimisation multivoque. Un concept introduit par Kutateladze dans [72]
en 1979 dans le cadre de 'optimisation vectorielle. Pour les détails, le lecteur pourra

consulter entre autres |77, 103].

Définition 4.4.9 (Minimiseurs approchés). On considére un couple (z,y) € gph F
tel que T € D et e € C\ {0y}. Le couple (T,y) est appelé un e-minimiseur du
probleme (P) si (§ —e — C) N F(D) = (. Nous notons par Min.(P) l’ensemble des

e-minimiseurs du probléeme (P).

Dans notre prochain théoréme, nous allons établir notre principal résultat concer-
nant la stabilité inférieure des minimiseurs relaxés. Pour ce faire, nous aurons besoin

de I'hypothése standard suivante :

Hypothése 4.4.10. [ existe un sous-ensemble compact K de X tel que pour tout
neN, D, CK.

Nous rappelons d’autre part qu'une suite (g,) C Y décroit vers 0y (voir par

exemple [91]), si les deux assertions suivantes sont vraies :
(a) Oy <¢ - <cen - <cer <ceo;

(b) si z <¢ &n, Vn, alors z <¢ Oy.

Théoréme 4.4.11 (Stabilité inférieure de minimiseurs relaxés [45]). On considére
p € {int, 11, pri, qri} tel que p(C) # (. On suppose que la suite d’applications mul-
tivoques Fp, T'-converge vers l'application Fip et que pMin(P) n’est pas vide. De

plus, on suppose que limsup D,, C D et I’hypothese 4.4.10 est satisfaite. Alors, pour
n—oo
tout couple (z,y) € pMin(P), il existe une suite (,) C p(C) décroissant vers Oy et
(HESE

une suite (T, Un) C X XY telles que (T, Un) — (T,7) et (Tp,7n) € Min,, (P,)

pour n assez gT’CLTLd.

Démonstration. Soit (Z,7) € pMin(P). On a en particulier (Z,7) € gph Fjp. La
I'-convergence de la suite d’applications multivoques F,,p, vers I'application Fp,
entraine I'existence d’une suite (Z,,%,) C X x Y vérifiant (Z,,9,) € gph F,p, pour

i<

n=0,1,2 ... telle que (Z,,9y,) — (Z,7).
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D’abord, nous allons démontrer que,
Ve € p(C), (Zn,Yn) € Min.(P,) pour n assez grand. (4.3)

Supposons au contraire qu’il existe € € p(C) tel que, pour tout N € N, on peut
trouver n > N tel que (Z,, yn) & Ming(P,). Ceci étant vrai pour tout rang N € N,
on peut construire une sous-suite (Z,,¥n,,) de la suite (Z,,7,) telle que, Vk € N,

(Znys Un,,) & Ming(P,, ). Par conséquent,
(Yo, —E—C)NF,, (D,,) #0, Vk € N.
On en déduit qu’il existe une suite (y;) C Y telle que, pour tout k € N,
Yk € Fr, (Dp,) et yp € yp, —€—C. (4.4)

Ainsi, pour chaque k € N, il existe x € D,, tel que y, € F,, (zx). D’aprés 'hypo-
thése 4.4.10, on peut extraire une sous-suite (zy,) de la suite (z;) C K convergeant

vers un vecteur x € K. Il s’en suit que = € limsup D,, et comme limsup D,, C D,
n—oo n—oo

nous avons x € D. Considérons la suite (Z,,) C X définie par :

N Ty, Sin =k
Ty =

T sinon.

Comme Z,, — x et € € p(C'), la I-convergence de la suite d’applications F,,p, vers

I'application Fjp entraine 'existence d’un certain rang ¢, € N tel que
1_
Yk, € F(I) - 18 + C, A go. (45)
Ainsi, pour tout | > {, il existe g, € F(x) C F(D) tel que
N
Y €U — 78+ C. (4.6)

Il s’en suit que

. 1
yz—yeykﬂrze—y—c’-

De la seconde partie de la relation (4.4) on obtient,

Yk, € :ljnkl —g-C.
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Ces deux derniéres relations entrainent que

g—y—C, V>l (4.7)

1 _ 1
y—16<ynkl<y+ze.

On en déduit que

1
Y+ € — Yn,, € p(C) a partir d'un certain rang.

4
Autrement dit, il existe un rang ¢; € N tel que
1
Une, =Y € 4E = p(C), VI 2 L. (4.8)

Posons N = max{/y, ¢, }. Grace aux relations (4.7) et (4.8), nous obtenons,
1
u—ye€ —55— p(C), ¥l > N.
Cela implique que g, — g € —p(C) — p(C) C —p(C), VI > N. 1l s’en suit que
gl € g—p(C), vl > N.
C’est impossible puisque g, € F(D) et (z,y) € pMin(P). Par conséquent, 1’asser-
tion (4.3) est vraie.
Considérons a présent une suite (g;);en C p(C) décroissant vers Oy (on peut prendre
par exemple €; := -5 avec n € p(C)). D’aprés (4.3) nous avons

Vi eN, 3N, € N; (Z,,7,) € Min,,(P,), Vn > N;.

Sans perte de généralité, on peut supposer que ’application ¢ — N; est strictement
croissante. Nous affirmons que, pour tout n > Nj, il existe un unique i(n) € N tel
que

Nimy <n < Nign)41- (4.9)

Nous démontrons d’abord cette affirmation. Pour n > N; fixé, posons
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A, est une partie non vide et majorée de N. Il existe un unique élément de N
noté Nju, tel que Nj,,)y = maxA,. Nous avons par construction, N,y < n. Mon-
trons que Njn)41 > n. Supposons au contraire que Nyp)41 < n. Il en résulte que
Nitmy+1 € Ay. Cela entraine que Njn)41 < Nj(ny. C'est absurde puisque 1'application
i — N; est strictement croissante. Par conséquent, nous avons N,y < n < Njp)q1.
Nous établissons maintenant I'unicité de 'entier i(n). Pour cela, considérons j € N
tel que j # i(n) et N; € A,. On se propose de montrer que N,;; < n. A cette fin,
nous montrons d’abord que N; < Nyu). Supposons au contraire que N; > Njg,).
Il s’en suit que j > i(n) et comme j # i(n), nous avons j > i(n). Ainsi, nous en
déduisons que j > i(n) + 1. Cela entraine que N; > Nimy+1 > n. C’est absurde
puisque N; € A,. Il s’en suit que N; < Njy. On en déduit que j < i(n), ie.,
Jj+ 1 < i(n). Par conséquent, N1 < Njp) < n. D’out I'unicité de D'entier i(n)
vérifiant la relation (4.9).

La suite (i(n)),en est croissante et nh_}rroloz(n) = +o00. En effet, pour ny > ny > Ny,
nous avons Nj,) < Nimy). Il s’en suit que i(ny) < i(ng). Montrons qu’elle n’est
pas stationnaire. Supposons qu’il existe N € N tel que i(n) = i(n + 1), Vn > N.
Soit ig € N tel que Ny < Ny, avec n > N. Soit ng > max{n + 1, N;;}. Comme
ng > N, nous avons Nj,) < Nj, < ng. Il s’en suit que N;; € A, c’est absurde car
Ni(ng) = max A,,. Ainsi, nous avons Tll:rgoz(n) = +00.

Considérons enfin la suite (g,) C p(C) définie par &, := €;(,,) pour n = N1, N1 +1, ...
D’aprés ce qui précéde, nous avons (Z,,¥,) € Ming, (P,), pour n assez grand.
Pour terminer la démonstration, il ne reste qu’a montrer que la suite (g,) décroit
vers Oy. Sachant que la suite (g;) décroit vers Oy, pour tout ¢ € N, nous avons
Oy < g;. Il en résulte que Oy < &,, pour tout n. Ensuite, comme la suite (i(n))
est croissante et nh_)rgloz(n) = 400, pour tout n > Ny, nous avons i(n + 1) > i(n) et

Eitn+1) < Ei(n), 1-€., Eny1 < E,. Ainsi, nous avons
Oy <...<c& <c¢ . <c&n+1 <cEn-

Fixons i € N et considérons z € Y tel que z <¢ &,, Yn. Comme lim i(n) = 400, il
n—oo

existe 1 € N tel que i(n) > i. Nous avons &, = &;;) <¢ €;. Par conséquent, z <¢ ¢;.

Ceci étant vrai pour tout ¢ € N, sachant que (g;);en décroit vers Oy, nous avons

zZ <¢ Oy. Ainsi, la suite (Z,,) décroit vers Oy, ce qui termine la preuve. O
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CHAPITRE 4 : Convergence de minimiseurs relaxés en optimisation multivoque

Une conséquence immédiate du Théoréme 4.4.11 est exprimée dans le corollaire

suivant établissant la stabilité inférieure des minimiseurs de Pareto.

Corollaire 4.4.12. On fize p € {int, i, pri, qri} tel que p(C) # 0. On suppose que
la suite d’applications multivoques Fy,p, T'-converge vers application Fip et que
Min(P), lensemble des minimiseurs de Pareto du probléme (P) est non vide. On

suppose de plus que limsup D,, C D et que l’hypothése 4.4.10 est satisfaite. Alors,
n—o0
pour tout couple (Z,y) € Min(P), il existe une suite (g,) C p(C) décroissant vers Oy
_ i<

et une suite (Tn,yn) C X XY telles que (Tn,yn) — (Z,7) et (Tn,Yn) € Ming, (P,)

a partir d’un certain rang.

Démonstration. Soit p € {int,ri,pri,qri} tel que p(C) # 0 et (z,5) € Min(P).

Comme Min(P) C pMin(P) (voir Lemme 4.2.2), nous avons (Z,y) € pMin(P).

D’aprés le Théoréme 4.4.11, il existe une suite (£,) C p(C) décroissant vers Oy et
ll-1>7p

une suite (Z,,7,) C X x Y telles que (Z,,9,) — (Z,7) et (T, Yn) € Ming, (B,),

pour n assez grand. O

A notre connaissance, jusqu’a date, le seul travail consacré a I’étude de la stabi-
lité de minimiseurs de problémes d’optimisation multivoque basé sur les techniques
variationnelles avancées de ’analyse multivoque est la trés récente publication de Li
et al. [76]. Dans ce papier, les auteurs ont étudié la convergence au sans de Painlevé-
Kuratowski de trois types de minimiseurs (Pareto, faible et Henig) dans un espace de
dimension finie muni d’un ordre induit par un cone convexe solide. C’est la premiére
différence importante avec notre travail puisque, dans ce chapitre nous travaillons
dans des espaces de Banach généraux et le cone d’ordre peut étre d’intérieur vide.
En plus, toutes les applications multivoques utilisées dans [76] sont semi-continues
supérieurement, a valeurs compactes et jouissent certaines propriétés de convexité ;
les ensembles-contraintes sont des parties convexes fermées d'un espace vectoriel de
dimension finie. Dans ce chapitre, nous considérons divers types de minimiseurs re-
laxés et nous exploitons une convergence topologique nous permettant d’étudier le
comportement des suites de points minimaux relaxés dans I'espace objectif. Ainsi,

notre approche est trés différente de celle adoptée dans |76].
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4.4 Stabilité de minimiseurs relaxés en optimisation multivoque

En conclusion, nous voudrions souligner l'intérét de travailler avec une topologie
adaptée aux espaces vectoriels ordonnés, c’est-a-dire, une topologie jouissant d’une
certaine compatibilité avec la structure d’ordre de ’espace ambiant. Nous croyons
qu’une telle topologie peut aussi étre utilisée pour étudier les propriétés de stabilité
d’autres types de minimiseurs dont ceux obtenus a partir des approches ensembliste
et de la structure des treillis (voir [67]). De telles perspectives peuvent ouvrir la voie

sur de d’autres travaux de recherche.
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Conclusion et perspectives

Cette thése fournit des outils qui vont contribuer principalement au développe-
ment de la théorie de la différentiation généralisée, celle de I'optimisation multivoque
et par ricochet a ’avancement de certaines disciplines appliquées si on se référe au
role incontournable que joue 'optimisation dans beaucoup de domaines. En effet,
elle présente de nouveaux résultats d’existence de prédérivées pour certaines classes
d’applications dont I'importance est bien connue dans de nombreux domaines appli-
qués. De plus, selon les propriétés des applications considérées, une expression d’une
prédérivée est exhibée dans chacun des cas étudiés. Ensuite, elle fournit entre autres
des résultats d’unicité et des conditions d’optimalité du premier ordre faisant inter-
venir des prédérivées dans le cadre de la théorie de 'optimisation multivoque. Enfin,
elle présente deux concepts de convergence variationnelle dépendant d’une notion de
convergence topologique introduite dans des espaces vectoriels ordonnés conduisant
a des résultats concluant en termes de stabilités supérieure et inférieure de mini-
miseurs relaxés généralisant certains résultats de la trés récente publication [42] de
M. Gaydu et al.

Ainsi, les travaux présentés dans ce document fournissent des outils permettant
non seulement de résoudre des problémes de mathématiques abstraites mais aussi de
répondre & de nombreuses questions provenant de domaines trés variés. D’autre part,
ils ouvrent la voie a d’autres perspectives de recherche. Une premiére serait d’établir
I’existence de prédérivées pour d’autres classes d’applications et des conditions d’op-
timalité sous d’autres hypothéses. Une deuxiéme consisterait a se demander dans
quelle mesure obtiendrait-on la stabilité de solutions issues des autres approches

existantes.
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RESUME

Développements récents en analyse multivoque : prédérivées

et optimisation multivoque
Résumé :

Les travaux de cette thése portent sur les prédérivées d’applications multivoques
et la théorie de 'optimisation. Dans un premier temps, nous établissons des résultats
d’existence de différents types de prédérivées pour certaines classes d’applications.
Spécialement, pour des applications multivoques possédant certaines propriétés de
convexité. Par la suite, nous appliquons ces résultats dans le cadre de la théorie
de 'optimisation multivoque en établissant des conditions nécessaires et des condi-
tions suffisantes d’optimalité. Sous des hypothéses de convexité, nous établissons des
résultats naturels propres aux minimiseurs en optimisation convexe. Ensuite, nous
appliquons quelques uns de nos résultats théoriques a un modéle de ’économie du
bien-étre en établissant notamment une équivalence entre les allocations optimales
faibles de Pareto du modéle économique et les minimiseurs faibles d’un probléme
d’optimisation multivoque associé. D’autre part, en utilisant certaines notions d’in-
térieur généralisé existant dans la littérature, nous discutons dans un cadre unifié
divers concepts de minimiseurs relaxés. En vue d’étudier leur stabilité, nous intro-
duisons une topologie sur des espaces vectoriels ordonnés dont découle une notion de
convergence nous permettant de définir deux concepts de convergence variationnelle
qui sont ensuite utilisés pour établir la stabilité supérieure et la stabilité inférieure

des ensembles de minimiseurs relaxés considérés dans ce travail.
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ABSTRACT

Recent developments in set-valued analysis : prederivatives

and set optimization

Abstract :

This work is devoted to the study of prederivatives of set-valued maps and the
theory of optimization. First, we establish results regarding the existence of several
kinds of prederivatives for some classes of set-valued maps. Specially for set-valued
maps enjoying convexity properties. Subsequently, we apply our results in the fra-
mework of set optimization by establishing both necessary and sufficient optima-
lity conditions, involving such prederivatives, for set optimization problems. Under
convexity assumptions, we prove some natural results fitting the paradigm of mi-
nimizers in convex optimization. Then, we apply some of our theoretical results to
a model of welfare economics by establishing in particular an equivalence between
the weak Pareto optimal allocations of the model and the weak minimizers of a set
optimization problem associated. Taking advantage of several generalized interiority
notions existing in the literature, we discuss in a unified way corresponding notions
of relaxed minimizers. In order to establish stability results, we introduce a topology
on vector ordered spaces from which we derive a concept of convergence that we use
to define two concepts of variational convergence that allow us to study both the

upper and the lower stability of sets of relaxed minimizers we consider.
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