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Résumé
L'un des principaux leviers technologiques permettant le développement industriel de
process de production énergétique renouvelable et à haute e�cacité, consiste en l'éla-
boration d'une solution innovante de stockage de l'énergie. Ce système de stockage doit
permettre de lisser la période de production et ainsi de suivre au plus près les besoins des
consommateurs.
Parmi les solutions existantes, le stockage thermique par chaleur latente présente de nom-
breux avantages qui font qu'aujourd'hui il fait l'objet de plusieurs travaux de recherche
et de développement. Cette technologie est basée sur le principe que certaines classes
de matériaux, appelés matériaux à changement de phase (MCP), libèrent (transition li-
quide/solide) ou accumulent (transition solide/liquide) de l'énergie lorsqu'ils sont soumis
à un changement de phase.
En amont du développement d'un design de stockage, il est essentiel de comprendre et
de maitriser les processus thermiques entrant en jeu lors des phases de fusion et de so-
lidi�cation du matériau et cette compréhension passe par le développement de modèles
numériques adaptés aux problématiques rencontrées.

Dans le cadre de ce manuscrit, la �lière technologique qui nous intéresse est celle des
centrales solaires à concentration. Porté par l'ADEME dans le cadre du projet STARS
(Stockage Thermique appliqué à l'extension de pRoduction d'énergie Solaire thermo-
dynamique), le travail réalisé au sein du LaTEP consiste à analyser les performances
d'une solution de stockage via la modélisation de cette dernière en considérant les phé-
nomènes thermiques et hydrauliques. Le travail de modélisation est e�ectué à l'aide du
logiciel de CFD libre de droit OpenFOAM dans lequel est développé et implémenté, par
le laboratoire, un module dédié au problème qui nous concerne, à savoir la résolution
eulérienne (maillage �xe) des équations de conservation pour un �uide incompressible, en
présence d'un changement de phase solide-liquide dominé par des mouvements convectifs
(convection-dominated phase change).

Concernant les problèmes de transition de phase, diverses méthodes mathématiques et
numériques ont été développées pour rendre compte �nement de la physique de ces phé-
nomènes. Après avoir e�ectué une revue de ces dernières dans la première partie du
manuscrit, nous avons sélectionné deux formulations que nous avons implémenté dans
OpenFOAM. Une fois ce travail réalisé nous avons taché de comparer les résultats ren-
voyés par ces di�érentes formulations en les confrontant aux résultats expérimentaux
disponibles dans la littérature. Cela nous a permis d'une part de nous conforter dans
l'utilisation de nos solveurs et sur la pertinence des résultats obtenus avec ces derniers
et d'autre part de mettre en évidence les écarts entre les solutions renvoyées par chaque
formulation. Fort de ce constat, nous avons souhaité évaluer l'impact de l'équation d'état
utilisée pour relier l'enthalpie et la température, indispensable à la fermeture thermo-
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dynamique du système d'équations. Cette comparaison s'est faite par la simulation d'un
échangeur type stockage thermique (simulations en 2D) et par l'analyse des performances
de ce dernier lors des phases de stockage, de déstockage et au cours de plusieurs séries de
cycles. Les résultats obtenus nous ont permis de conclure sur l'importance d'une bonne
caractérisation des MCP a�n de pouvoir modéliser leur comportement au plus juste via
la formulation mathématique et la loi d'état la plus adaptée.
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Abstract
A major technological lever to the industrial development of renewable energy production
processes with high e�ciency, is the development of an innovative solution to store the
energy. This storage device should help to smooth the production period and to follow
closely the demand.
Among the existing solutions, latent heat thermal storage has many advantages that make
today it is the subject of several research and development projects. This technology is
based on the principle that certain classes of material, called phase change materials
(PCMs), release (during liquid to solid transition) or accumulate (during solid to liquid
transition) energy when subjected to a phase change.
Upstream of the development of a new storage design, it is essential to understand and
master the thermal processes involved in the melting and solidi�cation phase of the ma-
terial and this knowledge comes through the development of numerical models adapted
to the problems encountered.

In the particular context of this Phdthesis, the technological process that interests us is
that of CSP (Concentrated Solar Power). Funded by ADEME under the STARS Pro-
ject (Thermal STorage Applied to the expansion of pRoduction of thermodynamic Solar
energy), the work done by the LaTEP is to analyze the performance of a storage solution
by modeling the latter, considering the thermal and hydraulic phenomena. The modeling
work is done with the free source OpenFOAM CFD software in which is developed and
implemented by the laboratory, a new module dedicated to the problem we are concerned,
namely the resolution of Eulerian (�xed grid) conservation equations for an incompres-
sible �uid in the presence of a solid-liquid phase change dominated by convective motions.

Regarding the phase transition problems, various mathematical and numerical methods
have been developed to �nely consider the physics of these phenomena. After conducting
a review of methods in the �rst part of the Phd thesis, we selected two formulations that
we have implemented in OpenFOAM. Once this work done, we have managed to com-
pare the results returned from these formulations by comparing them with experimental
results available in the literature and also with analytical cases. This allowed us �rstly
to strengthen us in the use of our solvers and the accuracy of the obtained results and
secondly to highlight the di�erences between the solutions returned by each formulation.
After that, we wanted to assess the impact of the equation of state used to connect the
enthalpy to the temperature, essential for closing the thermodynamic equations. This
comparison was made by the simulation of a thermal storage exchanger (2D simulation)
and by analyzing the performance of this latter during the charge phase, the discharge
one and during several series of cycles. The obtained results allowed us to conclude about
the importance of a good characterization of PCM in order to model their behavior as
accurately via the mathematical formulation and the most suitable state law.
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Nomenclature
Abréviation

MCP matériaux à changement de phase
CFD computational �uid dynamics
CSP concentrated solar power

Opérateur
−→∇() gradient−→∇· divergence
∇2 Laplacien
|| · || norme

Lettres latines

A fonction de porosité [kg ·m−3 · s−1]
c capacité thermique massique [J · kg−1 ·K−1]
e épaisseur [m]
g accélération de la pesanteur [m · s−2]
H enthalpie [J ]
h enthalpie massique [J · kg−1]
k conductivité thermique [W ·K−1 ·m−1]
l longueur [m]
L chaleur latente de fusion [J · kg−1]
m masse [kg]
n normale à la surface [−]
P pression [bar]
r rayon courant [m]
T température [oC ou K]
t temps [s]
u composante de la vitesse selon ~ex [m · s−1]−→
V vecteur vitesse [m · s−1]
v composante de la vitesse selon ~ey [m · s−1]
x position [m]
y position [m]
Y fraction massique [−]
z position [m]
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Lettres Grecques

α dilatation thermique [kg · s−1 ·m−1]
β c÷�cient de dilatation thermique [K−1]
µ viscosité dynamique [kg ·m−1 · s−1]
ν viscosité cinématique [m2 · s−1]
ρ masse volumique [kg ·m−3]

Indice
bouss boussinesq
E eutectique
F fusion
l liquide
liq liquidus
ref référence
s solide
sol solidus
w solvant
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Introduction

Le constat énergétique mondial actuel est le suivant. Depuis 1950, la consommation to-
tale d'énergie a été multipliée par 7 et les émissions de carbone issues de combustibles
fossiles ont également été multipliées par 5 sur cette période. Quand à la concentration
de CO2 dans l'atmosphère, elle dépassait 380 ppm en 2005 (en 2050, les scénarios les plus
optimistes prévoient une stabilisation aux alentours de 450 ppm). Le groupe d'experts
intergouvernemental sur l'évolution du climat (GIEC) estime le réchau�ement climatique
à plusieurs degrés d'ici 2100. En France, la température moyenne a augmenté de 1K sur
les quinze dernières années [11].

Pour limiter l'élévation moyenne de la température de 2 K à 3 K, il faudrait diviser par
2 avant 2050 les émissions mondiales. Comme les émissions des pays en développement
vont continuer de croître, les émissions des pays industrialisés devront être divisées par
4 avant cette échéance. Il s'agit du fameux facteur 4 en ligne de mire de notre politique
énergétique nationale dans la loi Grenelle 2 [11]. Cette succession de chi�res est là pour
nous rappeler l'enjeu que représente le développement de nouvelles technologies de pro-
duction d'énergie.

Ce contexte, bien qu'alarmant, a favorisé le développement de nombreuse technologies
de production d'énergie dites renouvelables. Dans le cadre de ce manuscrit, la techno-
logie qui nous intéresse est celle des centrales solaires thermodynamiques ou CSP pour
Concentrated Solar Power. Avant de faire un bref historique de la �lière technologique en
France, attardons-nous sur le principe de fonctionnement de ce type d'installations.

Une centrale solaire thermodynamique est basée sur le concept de concentration du rayon-
nement solaire a�n de produire de la vapeur ou de l'air chaud qui sera ensuite utilisé pour
générer de l'électricité via un cycle de production classique. La plupart des systèmes uti-
lisent des miroirs pour concentrer le rayonnement du fait de leur grande ré�ectivité. On
trouve alors deux types de con�guration :

� Les centrales à concentration en ligne (miroirs cylindro-paraboliques et ré�ecteurs de
Fresnel) ;

� Les centrales à concentration en point (centrales à tour et à antennes paraboliques).

La �gure 1 présente le cas d'une centrale à concentration en ligne. On peut également voir
sur la �gure 2 [5] une photographie de la centrale de Kramer en Californie fonctionnant
avec la technologie des miroirs cylindro-paraboliques.
Le �uide primaire, généralement de l'eau ou une huile de synthèse, circule au niveau du
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(a) Technologie miroirs de Fresnel (b) Technologie miroirs cylindro-parabolique

Figure 1 � Schémas de principe d'une installation solaire à concentration en ligne (source :
National Renewable Energy Lab).

Figure 2 � Photographie de la centrale solaire de Kramer Junction en Californie [5].

(a) Technologie à antennes paraboliques (b) Technologie à tour

Figure 3 � Schémas de principe d'une installation solaire à concentration en point (source :
National Renewable Energy Lab.

champ de capteurs au travers de l'absorbeur puis transfère la chaleur à un système conven-
tionnel de production électrique par vapeur (turbine). Avec plus de 354 MW de puissance
installée dans le sud de la Californie, les centrales solaires cylindro-paraboliques repré-
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sentent aujourd'hui la technologie de CSP la plus mâture.

Dans les centrales à antennes paraboliques, une génératrice est placée dans le plan fo-
cal du capteur a�n de produire de l'électricité directement dispatchée sur le réseau. On
trouve deux types de génératrices : des moteurs Stirling ou des turbines à gaz de pe-
tites dimensions. Les centrales à tour utilisent quand à elles un champ de miroirs, des
héliostats, montés sur traqueurs pour concentrer le rayonnement en haut de la tour où se
trouve un absorbeur. La vapeur d'eau qui y est générée sert alors à alimenter une turbine.

La technologie CSP s'est donc dévelopée suite aux crises pétrolières de 1973 et 1979. La
France fut même pionnière dans le domaine avec le développement de plusieurs proto-
types (ex : centrale solaire THEMIS). Cependant la rechute des prix de l'énergie dans
les années 1980 et 1990 n'a pas permis à la �lière technologique d'atteindre sa maturité
commerciale. Le CSP a pris un nouvel essor dans les années 2000 et ce jusqu'en 2013,
période durant laquelle il a connu une accélération signi�cative tant du point de vue
des solutions industrielles (o�re) que des perspectives de marché (demande). Quelques
chi�res illustrant la croissance du marché du CSP :
� 1 GW de capacité installée en 2010 ;
� 1, 7 GW de capacité installée en 2011 ;
� 2, 8 GW de capacité installée + 2 GW en construction en 2012 ;
� 4 GW de capacité installée en 2013 ;
Et selon les prévisions (source IEA) : 30 GW de capacité installée d'ici à 2020.

Force est de constater que la plupart des marchés se concentrent dans les régions à fort
ensoleillement direct : États-Unis, pays du bassin méditerranéen, Moyen-Orient, Inde,
Afrique du Sud, Chine et Australie. Il s'agit donc pour les acteurs français de se structurer
a�n de proposer une o�re compétitive à l'export, sur un marché en plein développement.

Cependant, depuis 2013, le développement du CSP s'est fortement ralenti du fait de la
diminution des investissements dans les énergies renouvelables en général et des revi-
rements et instabilités politiques dans certains pays clefs (Australie, pays d'Afrique du
Nord). Outre ces problématiques, le CSP se heurte à une autre contrainte majeure : son
intermittence. L'enjeu est donc de découpler la production d'électricité de la disponibilité
de la ressource solaire :

� d'une part, pour suivre au plus près la demande en augmentant la disponibilité de la
centrale (extension de la période de production en dehors des heures d'ensoleillement) ;

� d'autre part, a�n de diminuer le coût de production du kWh électrique. La capacité
de production d'une centrale solaire est limitée par la taille de la turbine tandis que le
champs solaire limite lui la quantité d'énergie produite. L'installation d'une solution de
stockage thermique dans une centrale solaire permet de diminuer la taille de la turbine
pour une même quantité d'énergie produite, sur une période de production plus longue.

Les enjeux du développement du stockage d'énergie sont technico-économiques, environ-
nementaux et sociaux. Ce dernier o�re une alternative à l'utilisation de ressources dites
fossiles et contribue ainsi à l'essor de la �lière CSP en France.
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Par ailleurs, le CSP o�re l'avantage de pouvoir stocker l'énergie sous forme de chaleur,
solution beaucoup moins onéreuse que le stockage électrique.

C'est donc dans ce contexte que l'ADEME, l'Agence de l'Environnement et de la Maî-
trise des Energies, aux travers des Investissements d'avenir et de l'Appel à Manifestion
d'Interêt solaire 2011 a �nancé le projet STARS dans lequel s'inscrit les travaux de thèse
de ce manuscrit.

STARS, pour Stockage Thermique Appliqué á l'extension de pRoduction d'énergie So-
laire thermodynamique, est un projet visant un développement sur trois années d'une
solution de stockage thermique innovante pour des centrales solaires à concentration avec
génération directe de vapeur (GDV) couplée à la technologie des ré�ecteurs compacte
linéaire de Fresnel (CLFR). Le choix de cette technologie est justi�é par sa simplicité,
son faible coût (en comparaison des autres types de technologies CSP, le CLFR avec GDV
est la technologie la moins chère du marché) et son occupation au sol (encombrement).
Cependant, il n'existe pas aujourd'hui de solution viable de stockage de l'énergie adaptée
à ce type de systèmes, seulement des prototypes. D'où la nécessité du projet STARS.

Parmi les solutions existantes, le stockage thermique par chaleur latente présente de nom-
breux avantages qui font qu'aujourd'hui il fait l'objet de plusieurs travaux de recherche
et de développement. Cette technologie est basée sur le principe que certaines classes
de matériaux, appelés matériaux à changement de phase (MCP), libèrent (transition li-
quide/solide) ou accumulent (transition solide/liquide) de l'énergie lorsqu'ils sont soumis
à un changement de phase. C'est cette technologie qui est au centre des travaux de déve-
loppement du projet STARS.

Le consortium du projet se compose de six partenaires issus des milieux académique et
industriel comme on peut le voir ci-dessous sur la �gure 4.

Figure 4 � Présentation des partenaires du projet STARS (source : document interne projet
STARS).

� AREVA, coordinateur du projet, grand groupe de l'industrie énergétique française ;
� Le CEA qui joue le rôle du partenaire stratégique de recherche et développement ;
� HAMON, partenaire industriel spécialisé dans la fabrication d'échangeurs thermiques ;
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� le LaTEP, l'IPNO et le LPCS, trois partenaires académiques caution scienti�que indis-
pensable sur les thémes clefs que sont les échanges thermiques latents, les matériaux à
changement de phase (MCP) et la corrosion.

Plus précisemment, en ce qui concerne le travail e�ectué au sein du LaTEP, laboratoire
d'accueil de cette thèse, il s'agit d'apporter une expertise sur la caractérisation des MCP
et l'étude de leur comportement thermique lors de leur intégration au système de stockage
d'énergie par chaleur latente à l'aide de campagnes expérimentales et numériques.

A�n de répondre aux principaux objectifs de performances du projet, une solution de
stockage thermique a été sélectionnée dont le schéma de principe est visible sur la �gure
5.

Figure 5 � Schéma de principe du système de stockage thermique à trois étages adapté à la
GDV [6].

Dans le cas d'une centrale à GDV, le système de stockage le mieux adapté est celui
permettant de suivre l'ensemble du cycle de transformation (chau�e, évaporation et sur-
chau�e) réalisé par le �uide primaire. Il est donc nécessaire de développer un module de
stockage dédié à chacune de ces étapes comme on peut le voir sur la �gure 6.

La combinaison de deux modules de stockage par chaleur sensible, pour les phases de
chau�e et de surchau�e, et d'un module de stockage par chaleur latente, pour la phase
d'évaporation (lorsque l'on décharge le système, respectivement pour la phase de conden-
sation lorsque l'on charge ce dernier) diminue l'écart de température entre le �uide pri-
maire et le MCP augmentant ainsi l'e�cacité du système (voir �gure 6).

Une fois la solution de stockage intégrée, le fonctionnement de la centrale se fait en trois
temps :

� Fonctionnement sans stockage ; dans un premier temps, la vapeur produite par le
champs de capteurs alimente directement la turbine pour produire de l'électricité (la
quantité d'énergie envoyée à la turbine est inférieure à la capacité nominale de cette
dernière) ;

� Fonctionnement en charge ; la vapeur produite alimente cette fois la turbine ainsi que
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Figure 6 � Évolution de la température du �uide primaire (eau) dans le cas d'un système de
stockage trois étages. En violet, la température du �uide de stockage ; en bleu celle
de l'eau durant les phases de stockages et de déstockage en vert (source : document
interne projet STARS).

le système de stockage dans lequel on vient fondre le MCP initialement à l'état solide ;
� Fonctionnement en décharge ; le champ solaire est à l'arrêt ou ne produit pas su�sam-
ment d'énergie pour alimenter la turbine. Le système de stockage prend donc le relais
pour produire de la vapeur surchau�ée et ainsi assurer le fonctionnement de la turbine
à capacité nominale sur une plage de fonctionnement étendue.

L'e�ort d'innovation consiste en la levée de verrous liés au fonctionnement de l'étage
latent du système de stockage thermique : la caractérisation, le choix et la maîtrise des
MCP à un niveau industriel d'une part, et la conception d'un échangeur optimisant les
transferts thermiques d'autre part. Pour se faire, des informations concernant les phéno-
mènes physiques �ns qui ont lieu dans le système de stockage sont indispensables. D'où
la nécessité d'une campagne de modélisation numérique portant à la fois sur les aspects
thermique et hydraulique du problème.

L'objectif initial de la thèse était la création d'un outil numérique de prévision des per-
formances du système de stockage d'une installation solaire type CSP à GDV et CLFR.
Précédé d'un modèle simpli�é découplant les di�érents phénomènes et di�cultés associés,
une approche globale multi-échelle et multi-physique était envisagée.

L'objectif inital a évolué durant mes trois années de thèse. Ce travail s'est en partie éman-
cipé des di�érentes considérations du projet STARS, la composante numérique prenant
le dessus sur la problématique système propre au design de la solution de stockage déve-
loppée dans le projet. C'est pour cette raison que dans les chapitres qui vont suivre il sera
peu fait mention du projet STARS. L'approche adoptée met l'accent sur les MCP et les
méthodes de modélisation �ne de leur comportement thermique et hydraulique lorsqu'ils
sont soumis aux contraintes de fonctionnement d'un échangeur type stockage thermique,
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ces considérations pouvant être étendues à d'autres systèmes que celui sélectionné dans
le projet.

Au centre de ce travail on trouve donc un outil de calcul CFD entiérement développé et
implémenté dans un logiciel libre de droit, OpenFOAM, sur lequel nous reviendrons par
la suite, dans le cadre de cette thèse. Ce dernier permet la simulation des phénomènes
thermiques couplés (transfert de chaleur et de masse), en présence de conduction et de
convection d'une solution de stockage thermique par chaleur latente.

La conception de cet outil, les modèles physiques utilisés pour représenter le compor-
tement du MCP, l'analyse de ces modèles par comparaison à des cas expérimentaux et
analytiques et en�n son utilisation dans l'étude des performances d'un système de sto-
ckage thermique par chaleur latente, seront détaillés dans la suite ce manuscrit.
On trouvera donc dans le chapitre 1 le positionnement de notre problématique avec une
présentation synthétique des modéles mathématiques et numériques mis en jeu dans la
simulation d'un changement de phase liquide-solide.
À la suite de cette étude bibliographique nous ferons le choix de plusieurs formulations
qui seront alors implémentées dans l'outil de calcul CFD dédié. Le chapitre 2 contiendra
donc l'ensemble des équations modélisant notre problème d'un point de vue thermique
mais aussi hydraulique, ainsi qu'une présentation d'OpenFOAM.
Le premier ensemble d'études que nous avons mené sera présenté dans le chapitre 3 où
l'on réalisera un comparatif théorique et expérimental des résultats renvoyés par les dif-
férentes formulations de notre problème via notre solveur.
En�n, dans le chapitre 4, nous sélectionnerons une formulation de l'équation de conser-
vation de l'énergie et observerons cette fois quel est l'impact, d'un point de vue système,
de la relation reliant l'enthalpie à la température.
Une conclusion regroupant l'ensemble des remarques et ré�exions faites jusque là viendra
clore ce manuscrit.
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Chapitre 1

Positionnement du problème

Le positionnement de la problématique qui concerne ces travaux de thèse va se faire selon
deux grands axes :
� un axe purement numérique et modéles physiques ;
� un axe système, avec la mise en application des di�érents modèles mathématiques vus
dans le précédent axe, pour la simulation de systèmes énergétiques.

Dans un premier temps, nous allons décrire la situation qui nous concerne d'un point
de vue numérique et parler du problème de Stefan ce qui nous permettra de justi�er la
stratégie de modélisation qui a été adoptée pour la construction du solveur projet. Dans
un second temps, nous basculerons vers une analyse plus orientée technologie de stockage
thermique par chaleur latente a�n de croiser le travail de développement numérique avec
les considérations très appliquées de ces systèmes.

1.1 Modélisation du changement de phase solide/liquide

1.1.1 Le problème de Stefan

La situation qui nous intéresse ici est connue sous la dénomination générique de problème
de Stefan. Au départ cette désignation ne concernait que les problèmes de conduction de
chaleur avec changement de phase liquide/solide. Aujourd'hui tout problème de di�usion
dans un domaine déformable se retrouve englobé par cette désignation. On parle égale-
ment dans la littérature de problèmes à frontières libres ou mobiles, notions qui seront
détaillées dans la suite. Ce problème a fait et fait toujours l'objet de nombreux travaux
tant théoriques, qu'expérimentaux ou numériques dans des domaines aussi divers que
la métallurgie, la géologie ou bien encore la médecine. Les travaux pionniers sur cette
problématique ont notamment été réalisés par Clapeyron et Lamé en 1831 qui ont étudié
la formation de la croûte terrestre [12]. La large di�usion des travaux et la renommée de
l'auteur ont fait que le problème porte le nom du scienti�que Jo�zef Stefan qui a introduit
dans ses études sur la fonte de la calotte polaire la classi�cation générale de ce type de
problème [1]. Evans a quant à lui prouvé l'existence d'une solution au problème de Stefan
en 1951 [13] tandis que Douglas a démontré son unicité en 1957 [14].

Le problème de Stefan fait partie de la classe de problèmes à interface qui ont énormément
focalisé l'attention des chercheurs, que ce soit ceux associés à une brusque variation des

17



propriétés du milieu (le changement de phase en est un parfait exemple), que l'étude de
phénomènes dont la taille caractéristique est très petite (ondes de choc).
L'étude de ce problème trouve son intérêt dans de nombreuses applications. Dans le
domaine des énergies renouvelables, et notamment dans le cas d'une solution de stockage
thermique couplé à une centrale solaire, un apport de chaleur est utilisé pour faire fondre
un corps fusible, le MCP, a�n d'y stocker de l'énergie sous forme de chaleur latente.
Le processus inverse de solidi�cation permettra la restitution de cette dernière. On peut
alors stocker et déstocker de grandes quantités d'énergie sur un intervalle de températures
réduit autour de la température de fusion du MCP. Pour justi�er ce point, les équations
(1.1), (1.2) et (1.3) montrent que pour stocker une même quantité d'énergie pour une
même masse d'élément, un matériau qui ne ferait que du stockage sensible devrait subir
un élevation de température bien plus importante qu'un MCP qui changerait d'état à
une température TF .

Esensible =

∫ T2

T1

mcdT (1.1)

Esensible+latent =

∫ TF

T3

mcSdT +mLF +

∫ T4

TF

mcLdT (1.2)

Esensible = Esensible+latent (=) T2 − T1 > T4 − T3 (1.3)

Avec c, cs, cl les capacités thermiques massiques du matériau et du MCP solide et liquide
en J · kg−1 ·K−1, LF la chaleur latente du MCP en J · kg−1 et m la masse d'élément en
kg et T la température en K.

En ce qui concerne la modélisation physique et mathématique du problème de Stefan, de
nombreuses possibilités sont envisageables, chacune avec leurs avantages et inconvénients.
Pour tracer de grandes lignes, le problème se subdivise en deux sous-problèmes :

� Le problème de Stefan à une phase ; désigne uniquement la phase liquide du MCP
comme étant active dans le processus de changement de phase tandis que la phase
solide reste à sa température de fusion. Dans ce cas le taux de fusion/solidi�cation
(en faisant l'hypothèse que les propriétés du MCP sont constantes) est proportionel au
nombre de Stefan (1.10).

� Le problème de Stefan à deux phases ou encore problème de Neumann [15] ; désigne
une approche plus réaliste des phénomènes de changement de phase. Dans ce cas l'état
initial du MCP correspond à l'état tout solide (si l'on prend l'exemple d'une fusion) à
une température inférieure à celle de fusion.

1.1.2 Formulation mathématique du problème de changement de
phase

Dans le cas qui nous concerne, la principale di�culté numérique rencontrée réside dans la
variation brutale des propriétés thermophysiques du MCP au travers une interface dont la
position et la forme varient au cours du temps. Au delà des di�érences notables qu'il peut
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exister pour de nombreux corps entre la phase solide et la phase liquide (masse volumique,
capacité calori�que, conductivité thermique), le passage d'un état solide à un état liquide
entraîne de facto l'apparition de mouvements �uides qui viennent perturber l'interface
(si prise en compte des e�ets convectifs il y a, bien entendu). Dans le cas inverse (passage
d'un état liquide à un état solide) le champ de vitesses doit progressivement s'annuler.
On est donc dans la situation où dans un cas le milieu est �uide et est alors régi par les
équations de la mécanique des �uides, tandis que dans l'autre cas, le milieu est solide et
est principalement régi par l'équation de la chaleur.

Finalement la prise en compte de ce comportement hétérogène d'un point de vue de
la modélisation physique, mais aussi dans l'intégration numérique de ce modèle pour
la réalisation de simulations représente le véritable challenge à relever. Il existe peu de
solutions analytiques et la plupart ne concerne que des cas mono-dimensionnels pour
une région in�nie ou semi-in�nie avec des conditions aux limites et initiales simples sans
prise en compte de la variation des propriétés thermophysiques du matériau. Dans ce cas
particulier, la solution exacte du problème prend la forme d'une fonction ne dépendant
que de la seule variable suivante (1.4) [16,17] :

x√
t

(1.4)

L'évolution de la position de l'interface solide/liquide, dont le mouvement est controlé
par la quantité de chaleur latente absorbée (ou perdue) à la frontière, est décrite mathé-
matiquement par l'équation (1.5) aussi connue sous le nom de condition de Stefan :

ρLF

(
ds(t)

dt

)
= ks

(
∂Ts
∂t

)
− kl

(
∂Tl
∂t

)
(1.5)

Avec s(t) la position de l'interface.

On ne connait donc pas à priori la position de l'interface ni la vitesse à laquelle cette
dernière se déplace. On cherche donc à la localiser à chaque pas de temps. De plus, le
fait que chaque phase ait des propriétés thermophysiques di�érentes peut entraîner des
discontinuités dans le modèle physique employé. Nous allons maintenant voir qu'elles sont
les méthodes numériques existantes pour gérer ces di�cultés.

Les méthodes qui nous intéressent se distinguent en deux grandes classes selon la formu-
lation des équations de conservation :
� Les méthodes à domaines multiples ; ces méthodes sont basées sur la formulation com-
plète de Stefan (nous reviendrons sur cette formulation dans la section consacrée à ces
méthodes) et utilisent des méthodes de type maillage variable (moving grid method)
ou eulerien a�n de suivre explicitement ou implicitement le mouvement de l'interface
(dans la littérature on les retrouve sous les dénominations suivantes : multi-domain,
2-domain, variable domain method) ;

� Les méthodes à domaine unique ; ces méthodes sont basées sur la formulation enthal-
pique des équations de conservation ainsi que sur la spéci�cation d'une variable : la
fraction massique liquide nodale (dans la littérature on les retrouve sous les dénomina-
tions suivantes : one-domain, �xed-grid method).
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1.1.2.1 Les méthodes à domaines multiples

Cette catégorie de méthodes fait partie de la famille des méthodes à interface nette et se
sous divise en deux types de méthodes :

� Les méthodes à maillage variable ou moving-grid method ;
� Les méthodes eulériennes.

Le principe de base des méthodes à maillage variable est de continuellement déformer
le maillage a�n de s'assurer que la position de l'interface solide/liquide corresponde à
une ligne de points de ce dernier. Cela revient à augmenter la densité du maillage aux
environs de l'interface, assurant ainsi une bonne représentation des processus physiques
mis en jeu au niveau du front de fusion. Partout ailleurs dans le domaine simulé, la densité
du maillage sera plus faible. On améliore ainsi l'e�cacité du calcul. Pour se faire il existe
deux approches :

� La première fait en sorte d'adapter le maillage en l'a�nant à chaque itération. Le
modèle est intialisé avec un certain nombre de mailles, puis, d'itération en itération
des mailles sont ajoutées ou alors retirées. Cette approche est désignée par le nom de
h-method dans la littérature [18�21]. La di�culté principale de ce type de méthodes
consiste à maintenir la structures des données puisque la topologie et le nombre de
n÷uds changent entre chaque pas de temps ;

� La seconde approche quant à elle conserve un nombre de mailles constant tout au long
de la simulation mais déplace le maillage pour suivre l'évolution du front de fusion,
la vitesse de déplacement du maillage étant celle du �uide (méthode lagrangienne)
ou une vitesse sélectionnée arbitrairement (méthode ALE pour Arbitrary-Lagrangian-
Eulerian). Dans la littérature ce type de méthodes est regroupé sous le nom de moving
mesh method ou encore r-method pour relocation-method [22�25].

Avec les méthodes eulériennes, un maillage �xe est utilisé associé à une méthode pour
soit suivre l'interface soit la reconstruire. Dans un premier cas l'interface est suivie ex-
plicitement et donc les domaines liquide et solide sont clairement identi�és et séparés.
Le déplacement de l'interface est régi par l'équation de conservation de l'énergie qui joue
alors le rôle d'une condition à la limite pour les deux domaines. Il s'agit ici des méthodes
dites de front tracking. Le suivi de l'interface peut aussi bien se faire en surface qu'en
volume.
Dans un second cas, on parle maintenant de méthodes de front capturing, l'interface est
suivie implicitement à partir d'une nouvelle équation qui permet de reconstruire sa posi-
tion. En fonction des méthodes, cette équation peut être soit basée sur des considérations
physiques (méthodes dites du champ de phase), soit sur le simple ajout d'un marqueur
(méthodes du level set, du ghost-�uid et du volume of �uid).
Il existe également un cas, les méthodes de mapping ou de transforming-grid, dans le-
quel une fonction est utilisée pour transformer le domaine incurvé contenant l'interface
de changement de phase en un domaine avec une forme simple. On peut ainsi �xer le
déplacement sur un maillage uniforme et constant.

Comme précisé plus haut, ce type d'approches se base sur la formulation complète de
Stefan (1.6), (1.7) et (1.8) [16] :

20



ρcs
∂Ts

∂t
= ~∇ · (ks~∇Ts) (1.6)

ρcl
∂T l

∂t
= ~∇ · (kl~∇Tl) (1.7)

ks~∇Ts · ~n− kl~∇Tl · ~n = ρLFv · ~n (1.8)

Où ~n est la normale à l'interface pointant vers le liquide et v la vitesse de cette même
interface de changement de phase.

Les équations (1.6) et (1.7) sont les équations de la chaleur dans les phases solide et
liquide. L'équation (1.8) représente la conservation de l'énergie au niveau du front de
fusion/solidi�cation. Ces équations sont établies dans le cas d'un changement de phase
purement conductif. Lorsqu'une variation de masse volumique apparaît entre les deux
phases et que donc des mouvements convectifs entrent en jeu, il est nécessaire d'ajouter
un terme d'advection thermique aux équations de la chaleur vues plus haut [16].

Nous n'irons pas plus en avant dans la description de ces méthodes car elles sont essen-
tiellement utilisées dans le cas d'analyse numérique type di�érences �nies (ou FDM pour
�nite di�erence method) éléments �nis (ou FEM pour �nite element method). Or l'outil
de calcul CFD que nous allons utiliser pour développer notre modèle de changement de
phase se base sur une analyse numérique par volumes �nis (ou encore FVM pour �nite
volume method). De plus, de telles méthodes sont conventionnellement employées dans
l'étude de la fusion/solidi�cation de matériaux de type corps purs, i.e, ayant un change-
ment de phase caractérisé par une température �xe.
Pour une description plus précise des di�érentes méthodes présentées dans cette section,
nous invitons le lecteur à se référer aux articles [25�51].
Nous allons maintenant voir le cas des méthodes à maillage �xe qui ont focalisé notre
attention dans la construction de l'outil de calcul CFD présenté dans ce manuscrit.

1.1.2.2 Les méthodes à domaine unique

D'abord introduit par Crank en 1957 [52] puis revu par Murray et Landis en 1959 [53]
et plus récemment par Verma et al. en 2004 [54], le principe des méthodes à domaine
unique repose sur la discrétisation en temps et en espace du domaine dans lequel le front
de fusion/solidi�cation se déplace. Via des formules d'interpolation eulérienne, la zone
de changement de phase est mise en équations a�n d'en suivre le mouvement entre les
noeuds du maillage.
Ces méthodes ont pour but de résoudre un unique système d'équations aux dérivées
partielles (EDP) sur l'ensemble du domaine simulé. Ce système d'EDP peut être basé sur
une approche multi-phases (modèle two-�uid), soumis à un certain nombre d'hypothèses
d'équilibre ou de non équilibre, ou bien sur une approche mono-phase (modèle one-�uid)
correspondant à un �uide homogène équivalent.
Concernant la position de l'interface, il n'est pas nécessaire dans ces méthodes de la suivre
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explicitement (ni même implicitement) et aucune modi�cation du maillage n'est requise.
Autre avantage de ces méthodes, leur facilité d'implémentation. Nous verrons dans la
suite quels sont les inconvénients intrinsèques à chacune des méthodes présentées dans
cette section.
Nous verrons également que ces méthodes peuvent être divisées en deux grandes classes
selon la formulation employée pour exprimer l'équation de conservation de l'énergie, à
savoir :
� La formulation basée sur l'enthalpie ou enthalpy-based formulation ; cette formulation
regroupe la méthode enthalpique, qui correspond à l'équation de conservation d'énergie
classique, la méthode du terme source (source based method) dans laquelle on développe
l'équation de conservation d'énergie de telle sorte à y faire apparaître la chaleur latente
au travers d'un terme source et en�n la méthode enthalpique totale, où l'on réalise une
transformation a�n d'exprimer la loi de Fourier en fonction de l'enthalpie ;

� La formulation basée sur la température ou temperature-based formulation ; cette der-
nière regroupe quand à elle la méthode de capacité thermique apparente (apparent heat
capacity method) ainsi que la méthode de capacité thermique spéci�que (speci�c heat
capacity).

Le problème de Stefan fait historiquement référence à un problème de changement de
phase purement conductif. C'est pour cela que dans cette section nous présenterons
d'abord une collection des principales formulations dédiées à ce cas de �gure puis nous
verrons alors comment ces modèles ont été adaptés aux problématiques d'un changement
de phase dominé par des mouvements convectifs.

1.1.2.2.a Problème de Stefan classique en conduction pure

Dans un premier temps nous allons nous intéresser aux méthodes basées sur la formula-
tion enthalpique.

Première d'entre elles, la méthode enthalpique [55, 56] correspondant à l'équation de
conservation de l'énergie dans sa forme classique (1.9) :

∂ρh

∂t
= ~∇ · (k∇T ) (1.9)

Où h, l'enthalpie massique totale est la somme des enthalpies massiques sensible et latente.

L'utilisation de la formulation enthalpique simpli�e grandement le système d'équation aux
dérivées partielles étant donnée qu'une seule équation est nécessaire pour caractériser le
transfert de chaleur dans les phases solide et liquide (au lieu de (1.6) et (1.7)) ainsi qu'à
l'interface ((1.8)). C'est pour cela qu'il n'est pas nécessaire de connaître explicitement la
position de l'interface et que l'on peut ainsi employer un maillage �xe. Autre avantage à
l'utilisation de ce type de formulation, la possibilité de résoudre le système d'équations
aux dérivées partielles par des méthodes numériques conventionnelles. Cependant une
attention particulière se doit d'être apportée au schéma numérique de résolution du fait
de la stucture complexe de l'interface de changement de phase [57,58].
Cette formulation apparait comme étant robuste et semble ne présenter aucun problème
du point de vue de la conservation de l'énergie comme on peut le constater dans les
travaux [59�64].
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En�n la formulation enthalpique permet de modéliser aussi bien un changement de phase
ayant lieu à une température �xe que sur une plage de températures.
Il est tout de même à noter que la valeur de la température nodale peut osciller dans
le temps [29, 59, 60, 64�68]. Voller [64] a analysé les performances d'un schéma explicite
d'intégration en temps (méthode eulérienne) appliqué à un problème de solidi�cation
mono-dimensionnel pour di�érents nombres de Stefan (1.10) et donc di�érentes valeurs
de chaleur latente.

Ste =
c(TF − T )

LF
(1.10)

Avec T qui représente ici la température du système.

Le constat fait à partir de cette étude est que plus le nombre de Stefan est petit (et donc
plus la chaleur latente est importante) plus la valeur de la température en un point du
maillage aura tendance à osciller. Plus précisément, ces oscillations se caractérisent par
des plateaux suivis d'une forte baisse de la valeur de la température. Ce comportement
a été observé par Bell [69] et il apparaît être une caractéristique des méthodes enthal-
piques. Il est cependant intéressant de remarquer que ces oscillations ne s'ampli�ent pas
au cours du temps. À noter ici que des travaux ont été menés par Voller et Cross, entre
autres, [59, 60,65,70,71], pour appliquer un schéma correctif à la méthode enthalpique.

Ayant constaté ce problème d'oscillations de la température, Voller et al [72] et Brent
et al [73] ont développé une formulation alternative de l'équation de conservation (1.9).
Formalisée par Cao et Faghri [74], cette dernière est connue dans la littérature sous le
nom de source-based method ou encore latent heat source term. Cette méthode modi�e
l'équation de conservation de l'énergie comme suit (1.11) :

∂ρcT

∂t
= ~∇

(
k~∇ · T

)
+ S (1.11)

Avec S un terme source dépendant de la température. Toujours dans le cas d'un change-
ment de phase purement conductif, l'expression de S est la suivante (1.12) :

S = ρLF
∂Y

∂t
(1.12)

Ici la transformation employée nécessite d'expliciter la forme de la fonction Yl(T ) qui re-
présente la fraction massique liquide. De nombreux auteurs ont utilisé les études réalisées
sur la solidi�cation dendritique et ainsi proposé les formulations basées sur les modèles
de Scheil [75, pp. 160-163], Brody-Fleming [76] ou encore Clyne-Kurz [77] :
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Yl =

(
TF,pur − T
TF,pur − Tliq

)−1/(1−a)
(1.13)

Yl =
1

1− 2Xba

(
TF,pur − T
TF,pur − Tliq

)−(1−2Xba)/(1−a)
(1.14)

Yl =
1

1− 2Xca

(
TF,pur − T
TF,pur − Tliq

)−(1−2Xca)/(1−a)
(1.15)

Avec Tliq la température à laquelle le MCP est totalement fondu.

Avec a =
cl
cs

le coe�cient de partition, et Xb et Xc respectivements les paramètres de

di�usion arrière et de di�usion arrière modi�é.
D'autre exemples sont disponibles dans [62,67,72,73,78�81].

En faisant le choix d'une fonction continue pour Yl, on peut alors substituer directement
cette dernière dans l'expression de l'enthalpie. C'est pour cela que des auteurs ont proposé
une expression sous la forme d'une sigmoïde ou encore d'une fonction erreur, comme par
exemple [82] :

Yl =
1

2

1 + erf

4
T − Tliq + Tsol

2
Tliq − Tsol


 (1.16)

Avec Tsol la température à laquelle la fusion débute.

Ce type de formulations parait tout à fait intéressant mais n'a aucune justi�cation théo-
rique. Par ailleurs, il convient alors de bien caler les valeurs des paramètres intervenant
dans l'équation correspondante, ces derniers étant liés au cas mis à l'étude. Magré tout,
elles ont démontré leur e�cacité dans la résolution de problème de changement de phase
et ont une justi�cation pratique [82].

D'autres auteurs ont proposé une corrélation permettant la variation de 0 à 1 entre Tsol
et Tliq. Ainsi, [72] suppose une variation linéaire :

Yl =


0 si T ≤ Tsol
T − Tsol
Tliq − Tsol

si Tsol ≤ T ≤ Tliq

1 si T > Tliq

(1.17)

La méthode du terme source a démontré son e�cacité [74] dans le cas d'une intégration
implicite en temps pour des problèmes de changement de phase variés [72] aussi bien dans

24



le cas d'une transition liquide/solide isotherme [35,38,66,67,72,73,78�81,83�98] que pour
une transition étalée sur une plage de températures [48,50,67,72,73,78�83,99�115]. Cepen-
dant les performances de ce type de modèles ont un coup numérique non négligeable dû no-
tamment au nombre d'itérations nécessaires au calcul de la fraction massique liquide. Des
e�orts ont été réalisés a�n d'améliorer l'algorithme de résolution [62,73,79�81,84,85,106].

Nous allons maintenant nous intéresser à la classe de méthodes basée sur la formulation
en température.

Parmi cette formulation, les méthodes les plus usitées impliquent la reformulation de
l'équation de conservation de l'énergie a�n d'y faire apparaître la capacité thermique
apparente ou spéci�que (apparent heat capacity method ou speci�c heat capacity method
dans la littérature) (1.18) :

∂h

∂t
=
∂h

∂T

∂T

∂t
= CA∂T

∂t
(1.18)

CA étant la capacité thermique apparente.

Dans le cas d'un changement de phase non isotherme (qui intervient donc sur une plage
de température), l'expression de CA est la suivante [62] :

CA =

∫ Tliq

Tsol

(c(T ) + LF (T )) dT

Tliq − Tsol
(1.19)

En revanche, dans le cas où la transition de phase est isotherme, pour éviter les di�cultés
mathématiques que génèrent ce genre de situation, on est obligé d'étaler la transition sur
une plage réduite autour du point de fusion [116] :

CA =
LF

2 (Tliq − Tsol)
+
cs + cl

2
(1.20)

On reformule alors l'équation de conservation d'énergie (1.9) pour obtenir l'équation
suivante (1.21) comme proposé par [117] 1 et [120] :

ρCA∂T

∂t
= ~∇(k~∇ · T ) (1.21)

Avec ce type d'approche, la dé�nition du terme CA est essentielle puisque c'est au tra-
vers de ce paramètre que l'interface de changement de phase est prise en compte dans
le modèle. La discrétisation de ce terme et son approximation revêt donc un caractère
essentiel. On citera ici le travail de Pham [121] et de Comini et al [122] qui ont tous deux
proposé un schéma de résolution correctif ainsi que les études [61, 123�131] menées par
di�érents auteurs. Le plus gros avantage apporté par cette reformulation est la possibilité
de résoudre le problème de Stefan à l'aide de code standard de transfert de chaleur du
fait de la forme de l'équation (1.21) proche de l'équation de la conduction de la chaleur de
Fourier. Cependant ce type de formulation permet uniquement la résolution de problèmes

1. basé sur les idées développées dans [118,119]
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de fusion/solidi�cation étalés sur un intervalle de températures. De plus si cet intervalle
est trop petit cette méthode devient ine�cace. Autre inconvénient de cette méthode, sa
di�culté à prédire le champ de températures ou encore sa tendance à générer des oscil-
lations [74, 116,123,125,129,132,133].

Bien que très semblables, il est plus rigoureux ici de faire une distinction entre les mé-
thodes à capacités thermiques apparentes et e�ectives. Dans le premier cas, on cherche
à dé�nir une fonction nous permettant d'étendre le concept de la chaleur spéci�que (qui
correspond à la dérivée de l'enthalpie par rapport à la température) à notre problème
de changement de phase. Dans le second cas, l'idée est d'intégrer la capacité thermique
apparente, sur un volume de contrôle, pour obtenir la capacité e�ective de cet élément.
Ceci est généralement réalisé en se basant sur des moyennes spatiales ou temporelles et
repose principalement sur le pro�l de températures entre les n÷uds. Citons par exemples
les expressions suivantes pour le capacité spéci�que [123,124,126,134,135] :

CE =
1

N

N∑
i=1

~∇h · ~ei
~∇T · ~ei

(1.22)

CE =

∑N
i=1

~∇h · ~∇T∑N
i=1

(
~∇T
)2 (1.23)

CE =
~∇h · ~∇T
~∇T · ~∇T

(1.24)

CE =
hn − hn−1

T n − T n−1
(1.25)

CE =

√
~∇h · ~∇h
~∇T · ~∇T

(1.26)

Bien que cette dernière technique améliore la précision et l'e�cacité de la méthode à
capacité apparente, cette dernière n'en reste pas moins di�cile d'implémentation et coû-
teuse numériquement.

Les trois formulations de l'équation de conservation de l'énergie que nous venons de voir
sont les principales citées dans la littérature concernant les méthodes à maillage �xe pour
la prédiction des phénomènes de fusion/solidi�cation en l'absence de convection. Nous
allons maintenant voir quelles sont les équations qui gouvernent un changement de phase
dominé par des mouvements convectifs.

1.1.2.2.b Problème de Stefan avec prise en compte de la convection ther-
mique

Bien que très largement étudié d'un point de vue purement conductif dans la littérature
[136�138], plusieurs auteurs ont démontré l'importance que revêt la prise en compte de
la convection dans la modélisation du changement de phase solide/liquide. Les premiers
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sont Sparrow et al. qui déjà en 1977 [27] concluaient que la convection thermique ne
pouvait pas être négligée dans l'étude des problèmes de changement de phase. Depuis
plusieurs travaux sont venus appuyer ce constat. La publication de Velraj [139] allant
même plus loin en expliquant que la convection thermique naturelle était le mode de
transfert dominant le processus de fusion augmentant le taux de transfert en comparaison
du processus de solidi�cation.
Notre modèle se voulant le plus complet possible, la prise en compte des e�ets de la
convection thermique est donc indispensable.
Ce type de problèmes est essentiellement non linéaire du fait de l'ajout du terme convec-
tif dans les équations de conservation de l'énergie et de la quantité de mouvement, de
la variation des propriétés du MCP en fonction de la température et bien entendu de
l'existence d'une interface de changement de phase qui contrairement au cas purement
conductif ne présente pas un pro�l linéaire.

Tout d'abord, la prise en compte de la convection thermique entraine l'ajout d'un terme
à l'équation de conservation de l'énergie. Donc si l'on reprend les di�érentes méthodes
vues dans la section consacrée aux problèmes en conduction pure on obtient les équations
suivantes :
� Formulation enthalpique - Méthode enthalpique ; l'équation (1.9) devient :

ρ
(∂h
∂t

+ ~V · ~∇h
)

= ~∇ ·
(
k~∇T

)
(1.27)

� Formulation enthalpique - Source-based method ; l'équation (1.11) devient 2 :

ρc
(∂T
∂t

+ ~V · ~∇T
)

= ~∇ ·
(
k~∇T

)
+ S (1.28)

Et le terme source S (1.12) s'écrit maintenant :

S = −ρLF
(
∂Yl
∂t

+ ~V · ~∇Yl
)

(1.29)

� Formulation en température - Apparent heat capacity method ; l'équation (1.21) de-
vient :

ρCA
(∂T
∂t

+ ~V · ~∇T
)

= ~∇ ·
(
k~∇T

)
(1.30)

Outre ces modèles déjà présentés dans la section consacrée au problème de Stefan pure-
ment conductif, des méthodes propres à la prise en compte de la convection thermique
ont été developpées. Citons ici celles à frontière �xe [140] ou encore celle des éléments �nis
non-structurés [141]. Il est une méthode plus connue que les autres que nous allons prendre
le temps de détailler ici. Il s'agit de l'approche développée par Voller et al. [72,73] connue
dans la littérature sous le nom de enthalpy-porosity method. On retrouve cette méthode
implémentée dans la plupart des codes de CFD commerciaux (par exemple FLUENT).

2. Malgré le fait que l'équation d'énergie soit exprimée en température, cette méthode est classée dans
la littérature parmi les formulations enthalpiques.
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Dans cette méthode l'équation de conservation de l'énergie se formule comme suit (1.31)
pour un �uide Newtonien et incompressible :

ρ

(
∂hs
∂t

)
+ ρV · ∇ (hs)−∇ (α∇ · hs) + S = 0 (1.31)

Avec hs l'enthalpie sensible : hs = cT .
Et α la di�usivité thermique : α = k

ρc
.

Une attention particulière doit être apportée à la dé�nition du terme source S et c'est
en cela que réside la plus grande contribution de Voller et al. Partant de l'expression
classique de l'enthalpie totale h (1.32) :

h = hs + LF (1.32)

La chaleur latente LF étant une fonction de la température F (T ), les auteurs donnent
l'expression de cette dernière dans le cas d'un corps pur (1.33) :

F (T ) =

{
LF si T > TF
0 si T < TF

(1.33)

Et aussi dans le cas d'un mélange binaire (1.34) :

F (T ) =


LF si T > Tliq
LF (1− Ys) si Tsol < T < Tliq
0 si T < Tsol

(1.34)

Avec Ys la fraction massique solide, Tsol et Tliq les températures de solidus et liquidus
respectivement. On peut alors donner l'expression du terme source S dans l'équation
(1.31) :

S = ρ
∂F (T )

∂t
(1.35)

Pour une résolution e�cace, il est nécessaire qu'à chaque itération de chaque pas de
temps, la chaleur latente de chaque cellule du maillage soit calculée en fonction de la
valeur de la température prédite par l'équation de conservation d'énergie. Physiquement
cela permet d'éviter des écarts de valeurs entre la température prédite par l'équation
de conservation et celle dictée par les considérations liées au changement de phase. En
résumé le schéma numérique de résolution de l'équation de conservation d'énergie joue
un rôle essentiel dans ce type de méthodes.

La résolution des équations que nous venons de présenter soulève deux di�cultés :
� Le traitement de l'évolution de la chaleur latente ;
� L'annulation progressive de la vitesse dans l'équation de quantité de mouvement lorsque
l'on passe de la phase liquide à la phase solide. Nous reviendrons plus en détail sur ce
point dans la section consacrée au système complet d'équations aux dérivées partielles
résolu dans notre solveur.
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En complément des diverses approches numériques vues jusqu'ici, le tableau A.1 présente
une compilation, non exhaustive, des di�érentes méthodes employées dans la littérature
pour la modélisation et la simulation des problèmes de fusion/solidi�cation.
Les méthodes mathématiques compilées dans cette section o�rent une vue d'ensemble
complète sur l'état de l'art de la discipline au moment de la construction de notre sol-
veur. Chaque méthode présentant ses avantages et ses inconvénients intrinsèques, le choix
d'implémenter telle ou telle formulation dans notre programme s'est fait vis à vis des
connaissances et des compétences des acteurs du projet mais aussi en ayant pour volonté
de s'éloigner des méthodes déjà implémentées dans les codes de CFD commerciaux. Nous
verrons dans la section consacrée à l'outil de CFD OpenFOAM que ce dernier o�re une
grande liberté dans l'implémentation de nouveaux modèles et que les futurs utilisateurs
pourront, en suivant la démarche réalisée dans ce manuscrit, y ajouter les approches ma-
thématiques de changement de phase qu'ils souhaitent.

Maintenant que la problématique a été posée d'un point de vue mathématique, nous
allons voir qu'elles sont les méthodes numériques couramment employées dans cette si-
tuation.

1.1.3 Résolution numérique des problèmes de changement de phase

Les premières approches à avoir été utilisées dans la résolution de problème de change-
ment de phase sont les techniques des éléments �nis et des di�érences �nies. Les travaux
précurseurs, cités dans le paragraphe traitant du problème de Stefan d'un point de vue
historique, ont tous été menés à partir des di�érences �nies. Ces dernières sont d'ailleurs
employées par de nombreux auteurs [29,47,56,59,60,66,69,70,121,131,142�153]. Bien que
largement employées, les travaux de Voller [59] et Bell [69] ont observé des oscillations
sur la position du front de fusion/solidi�cation ainsi que sur la valeur de la température.
Ceci est dû à un mauvais équilibre thermique lorsque l'interface de changement de phase
se trouve entre deux mailles de la grille d'espace.
Depuis leur introduction, les méthodes aux éléments �nis [154�162] et aux volumes �-
nis [65, 78, 81, 159, 163�167], sont largement préférées par la communauté scienti�que
notamment car ces techniques permettent la prise en compte des mécanismes thermiques
couplés associés à des conditions aux limites complexes. Front de fusion [127,168] et évolu-
tion de températures sont ainsi mieux évalués [122,169]. Ces approches sont bien souvent
employées en combinaison avec la formulation enthalpique (1.27) (1.28) des équations de
conservation d'énergie ou bien celle à capacité apparente (1.18). Bonacina et al. [170] ont
employé les méthodes des volumes �nis pour traiter un problème de changement de phase.

La discrétisation numérique de l'équation (1.9) par une méthode d'intégration en temps
explicite prend la forme générale de l'équation (1.36) suivante (s'adapte en fonction de
l'approche utilisée pour exprimer l'équation de conservation de l'énergie) :

ρa0php = ρa0ph
0
p +

∑
nbanbT

0
nb − apT 0

p (1.36)

Tandis qu'avec une méthode d'intégration en temps implicite la même équation prendra
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la forme de l'équation (1.37) suivante :

ρa0php = ρa0ph
0
p +

∑
nbanbTnb− apTp (1.37)

Après sélection par l'utilisateur d'un pas de temps et d'espace appropriés et le traite-
ment des conditions aux limites, la solution numérique est obtenue très simplement. À
chaque pas de temps, l'équation (1.36) est résolue explicitement pour obtenir la valeur
de l'enthalpie nodale hp. On peut alors évaluer la température nodale Tp et la valeur de
la fraction massique liquide nodale Yp.

Les remarques suivantes, aussi bien valables dans le cas d'un schéma d'intégration en
temps explicite qu'implicite, peuvent être faites :
� Lorsque le changement de phase se produit dans un volume de contrôle, la température
de ce dernier reste égale à la température de fusion (dans le cas d'un MCP type corps
pur ; nous verrons plus tard ce qu'il advient dans un cas plus général) ;

� Bien que la fraction massique liquide Y soit une fonction par intervalle, sa valeur varie
en 0 et 1 au n÷ud où se produit le changement de phase.

1.1.4 Les méthodes de résolution combinées (hybrides)

Les deux méthodes, à maillage �xe et variable, que nous venons de présenter forment
la majeure partie des méthodes de résolution numérique utilisées par la communauté
scienti�que du domaine qui nous concerne à l'heure actuelle. Le choix d'employer l'une
plutôt que l'autre est essentiellement dicté par des contraintes liées à la ressource matériel
disponible. En e�et, bien qu'il soit admis que les méthodes à maillage variable soient les
plus précises, elles nécessitent cependant un coût numérique important (temps de calcul).
Dès lors un certain nombre de méthodes ont vu le jour, tachant d'allier les approches à
maillage �xe et variable dans ce que chacune a de meilleur. Parmis ces méthodes hybrides
on trouve :
� Deforming Enthalpy Method ; Voller et Peng [171], partant du constat qu'aucune raison,
aussi bien numérique que mathématique, impose la discrétisation de l'équation (1.9) sur
un maillage �xe, ont proposé une méthode d'approximation de la position de l'interface
(approximate front tracking scheme) qui ne nécessite de connaître la position de l'inter-
face que dans des volumes spéci�és (contrairement aux méthodes à maillages variables
classiques qui elles traquent la position de l'interface sur des noeuds du maillage). On
diminue ainsi le coût numérique d'une méthode à maillage variable classique tout en
gardant sa précision.

� Node Jumping ; Applicable seulement dans le cas d'un problème à une dimension, cette
approche combine un maillage �xe (pas d'espace constant) à un pas de temps variable
a�n qu'entre chaque pas de temps consécutif l'interface solide/liquide se déplace d'un
n÷ud à l'autre. Les premiers travaux concernant cette approche sont ceux de Gallie [14].
Puis Voller [72, 172] a appliqué cette méthode dans ses travaux sur la formulation
enthalpique du problème de Stefan général ainsi que dans le cas d'une solidi�cation
binaire.
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� Local Tracking ; Le but est ici de localiser l'utilisation d'un maillage variable à la seule
zone contenant le front de fusion/solidi�cation. Des travaux ont été menés dans le cas
de problèmes mono et multi-dimensionnel [60,173].

Bien qu'existantes, ces méthodes restent cependant marginales par rapport aux approches
à maillage �xe et variable. Elles le sont d'autant plus lorsque l'on considère le cas général
des problèmes de changement de phase et non plus le cas particulier d'un échange ther-
mique uniquement conductif mono ou bi-dimensionnel.

Maintenant que nous avons vu les di�érentes méthodes mathématiques et numériques
disponibles dans la littérature, qu'en est-il de leur utilisation dans la prédiction de per-
formances des installations de stockages de l'énergie. C'est ce que nous allons voir dans
la section suivante.

1.2 Modélisation et simulation numérique de systèmes
de stockage thermique par chaleur latente

Les diverses approches numériques vues jusqu'ici ont permis à la communauté scienti�que
de dépasser les contraintes liées à une analyse purement expérimentale (taille du banc
d'essai, di�cultés liées à l'observation de certains phénomènes physiques. . .) dans l'étude
de systèmes impliquant le changement de phase solide/liquide de matériaux. Le spectre
d'utilisation des MCP étant large, les études paramétriques menées dans la littérature
sont dès lors tout aussi variées, en lien étroit avec le système dans lequel vient s'intégrer le
MCP. C÷ur de nos travaux, les systèmes de stockages thermiques par chaleur latente font
l'objet de l'attention de nombreux auteurs et ce particuliérement ces dernières années du
fait du regain d'intérêt porté aux systèmes de production d'électricité solaires.

Al-Abidi et al [174] ont mené une étude numérique portant sur la solidi�cation d'un
MCP (RT82 commercialisé par Rubitherm) dans un échangeur de type triplex (trois
tubes concentriques contenant dans l'ordre le �uide caloporteur, le MCP et de nouveau
le �uide caloporteur) sans et avec di�érentes con�gurations d'ailettes plates. L'in�uence
des paramètres des ailettes que sont leurs longueurs, leurs épaisseurs, leur nombre sur
le processus de solidi�cation a été analysée. Les conclusions observées par les auteurs
sont que ces paramètres dimensionnels jouent un rôle signi�catif en in�uençant le temps
nécessaire à la solidi�cation totale du volume de MCP contenu dans le système. Il est
d'ailleurs précisé que la longueur des ailettes est la grandeur in�uençant le plus le temps
de solidi�cation. Dans le cadre de ce système de stockage thermique, une con�guration
a alors été jugée plus performante que les autres donnant ainsi une idée de design pré-
liminaire de l'échangeur et prouvant l'intérêt d'une analyse numérique en amont de la
phase de construction. Cette étude a d'ailleurs été suivie par la construction d'un banc
d'essai [175]. Dans le même ordre d'idée, Ismail et al. [176, 177] ont mené une analyse
identique dans le cadre d'un tube avec des ailettes circulaires, plongé dans un MCP. Ils en
ont également déduit que les caractéristiques dimensionnelles des ailettes avaient un rôle
important dans le processus de solidi�cation. De plus les auteurs ont établi des équations
corrélant les di�érents paramètres étudiés au temps de solidi�cation. Toujours dans l'op-
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tique de l'optimisation des performances d'un stockage thermique, Lacroix [178] a surligné
dans son étude l'interdépendance qui existe entre le choix du MCP et la con�guration
de l'échangeur, préconisant que le choix de l'un et l'autre se fasse de manière combinée.
Les paramètres de contrôle commande du système tels que la température d'injection du
�uide caloporteur ainsi que son débit massique sont aussi à prendre en compte dans l'op-
timisation du fonctionnement du stockage thermique. Autre design de stockage, même
conclusions faites par Esen et al [179]. Dans cette étude, le système de stockage consiste
en un tube lisse immergé dans un réservoir cylindrique. Deux modes de fonctionnement
sont analysés. Dans le premier, le MCP est contenu dans le tube tandis que le �uide de
transfert de chaleur circule parallèlement à ce dernier dans le réservoir. Dans le second
mode, c'est l'inverse. Le �uide caloporteur circule dans le tube et le MCP est contenu
dans le réservoir. Esen fait alors les mêmes observations que Lacroix sur l'in�uence des
propriétés thermophysiques du matériau sur le temps nécessaire à la fusion complète du
volume de MCP simulé. S'attelant à l'analyse des paramètres de fonctionnement, Lon-
geon et al [180], dans le cadre d'un tube lisse (dans lequel circule le �uide caloporteur)
immergé dans un MCP, a observé l'in�uence en charge et en décharge de l'injection du
�uide caloporteur par le haut ou par le bas. Il en conclut qu'une injection par le haut
est favorable en phase de charge. Tandis qu'en phase de décharge l'injection devra se
faire par le bas. L'étude menée par Ismail [181] sur un tube immergé (de rayon ri) dans
un MCP, lui même contenu dans un réservoir cylindrique (de rayon re), qui va subir
un processus de solidi�cation, démontre l'in�uence du rapport R = ri

re
sur l'évolution

de la fraction massique solide Ys et sur l'e�cacité du système ε (rapport du �ux ther-
mique sur le �ux thermique maximal). En e�et lorsque R augmente, Ys et ε diminuent.
Il constate également que le taux de transfert thermique va augmenter avec la valeur de
R jusqu'à atteindre un maximum pour R = 4. Ensuite, sa valeur va rapidement chuter.
Autre géométrie d'échangeur classiquement rencontrée dans le cadre des solutions de sto-
ckage thermique appliquées aux centrales solaires, la technologie dite shell and tubes a
fait l'objet de nombreuses études dont les travaux de Nithyanandam et Pitchumani [182]
et de Morisson et al [183]. Ces derniers ont livré un travail très complet, développant un
modèle numérique simpli�é pour analyser rapidement l'in�uence des paramètres dimen-
sionnels de ce type d'installations au travers de l'optimisation de la capacité de stockage
maximale et la puissance moyenne du système. Wang et al [184] dans leur travail sur
cette même technologie, ont étudié l'in�uence de la di�érence de températures entre le
�uide caloporteur et le MCP et du débit masse injecté sur le processus de charge et de
décharge. Ils en ont déduit un schéma d'évolution de ces deux processus (rapide au début
puis de plus en plus lent). Les analyses de Xiao et Zhang [185] insistent sur l'in�uence de
la température d'injection du �uide caloporteur, du débit massique et du type de MCP
sur la performance d'un échangeur type tubes calandre.

Archibold et al [186] a e�ectué une analyse numérique de la fusion d'un corps pur, le
nitrate de sodium, encapsulé dans un réservoir sphérique. Dans cette étude, les auteurs
se sont penchés sur l'in�uence que peut avoir le matériau constituant le réservoir ainsi
que sur la température initiale du système sur les performances du système de stockage.
Plus intéressant encore, l'adimensionnalisation de la problématique de changement de
phase et l'observation de l'in�uence des nombres de Prandtl, Stefan et Grashof sur la
dynamique de fusion ont permis de conclure que plus les nombres de Grashof et de Ste-
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fan étaient grands, plus le temps de fusion (comprendre le temps nécessaire à la fusion
totale du MCP contenu dans le réservoir) était court. De plus il a été démontré que la
position de la cellule convective apparaissant dans le réservoir était en partie dictée par
le nombre de Grashof. L'adimensionnalisation de cette étude permet d'extrapoler ces ré-
sultats à d'autres systèmes que celui étudié dans cet article. Autre étude menée sur un
nombre adimensionnel, celle de Ismail et al [181]. Ici c'est le nombre de Biot qui est pris
en considération. L'auteur conclut que l'augmentation du nombre de Biot augmente la
valeur de la fraction massique solide (à un instant donné) jusquà la valeur plafond de 10
au-delà de laquelle l'augmentation de ce nombre n'a plus d'e�et.
Toujours concernant les systèmes de stockage thermique par chaleur latente appliqués
aux centrales solaires, Elmozughi et al [187], dans leur étude d'un MCP encapsulé dans
un réservoir à géométrie sphérique et cylindrique, se sont intéressés à l'in�uence de la pré-
sence d'air dans le réservoir. Les auteurs en ont conclu que cet air diminuait le transfert
thermique avec la partie de MCP avec lequel il est en contact et donc, modi�ait la forme
de l'interface solide/liquide qui est directement liée au �ux thermique reçu par le matériau.

Autre domaine dans lequel les modèles numériques de changement de phase s'avèrent par-
ticulièrement utiles, l'étude des techniques d'augmentation de la conductivité des MCP.
En e�et il est depuis longtemps connu qu'une des caractéristiques limitantes dans l'uti-
lisation de matériaux à changement de phase dans un process de stockage d'énergie, est
leur faible conductivité. Sans entrer dans le détail, les techniques d'augmentation de la
conductivité des MCP n'étant pas notre sujet premier, on citera tout de même les travaux
de Morisson et al [183] qui ont pu démontrer, via l'application de la méthode numérique
mise en place par Crank [188], les avantages d'un matériau composite contenant de la
mousse métallique comme MCP pour une solution de stockage thermique appliquée aux
centrales solaires thermodynamiques.

On a donc pu voir que, dans l'optique d'une approche système des procédés de stockage de
l'énergie, dans lesquels sont impliqués des matériaux à changement de phase, des études
avaient été menées concernant l'amélioration des performances de l'échangeur de chaleur.
L'augmentation des transferts thermiques étant l'un des principaux leviers technologiques
auxquels les ingénieurs et chercheurs font face, nombre de travaux traitent de la mise en
place d'ailettes et de l'in�uence que peut avoir la variation de leur géométrie (forme,
longueur, épaisseur et nombre) sur les perfomances du système. Le but étant d'arriver,
au travers l'utilisation des méthodes numériques présentées dans la section précédente, à
un design préliminaire de la solution de stockage de l'énergie la plus pertinente, en accord
avec la �nalité du process bien évidemment.

Cependant une question s'est peu ou pas vue posée concernant le fonctionnemant optimal
de tels systèmes. On a pu voir précédemment que certains auteurs avaient mis en évidence
l'importance des propriétés thermophysiques du MCP sur les performances de la solution
de stockage. Ces observations ont été faites en comparant les résultats obtenus pour dif-
férent matériaux dont les propriétés intrinséques étaient considérées comme constantes
vis à vis de la température mais aussi dans le temps. Or, l'étude de ces matériaux a ré-
vélé que les cycles de sollicitations thermiques qu'ils subissaient pouvaient entraîner une
dégradation de leur caractéristiques thermophysiques [189] (par exemple un phénomène
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de corrosion entre le MCP et le matériau constituant la paroi de l'échangeur peut altérer
les propriés de ce MCP). La question que nous nous sommes alors posée était d'évaluer
dans quelle mesure l'altération du MCP modi�ait les performances du stockage. On allie
ainsi une ré�exion matériau à une ré�exion système. Le but étant toujours de prédire au
plus juste, i.e, au plus réaliste, les performances d'une solution de stockage. Ce travail
est présenté dans le chapitre concernant l'analyse numérique de l'in�uence de la fonction
enthalpique sur les processus de charge et de décharge.
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Chapitre 2

Modélisation du changement de phase
solide/liquide

2.1 Avant-propos

Dans ce chapitre, nous allons voir au travers de quels systèmes d'équations aux dérivées
partielles nous modélisons le changement de phase solide/liquide en fusion et en solidi�-
cation. Pour ce faire, la classe des méthodes de résolution eulérienne sur grille �xe (Fixed
Grid Method) a été retenue car plus facilement intégrable dans le programme de CFD
OpenFOAM dont nous parlerons suite à ce chapitre. Mais avant d'entrer dans le vif du
sujet, rappelons les di�érentes hypothèses qui sont faites ici :
� On utilise un modèle de mushy region pour représenter le changement de phase que
ce dernier soit isotherme ou étalé sur une plage de températures ; Si l'on considère un
changement de phase, trois zones distinctes sont alors présentes : une région totalement
solide, une totalement liquide et en�n une constituée de liquide dispersé parmi des
dendrites de solide que l'on appelle mushy region ;

� La convection thermique est gouvernée par les équations de Navier-Stokes associées à
l'approximation de Boussinesq pour un écoulement laminaire et incompressible ;

� On néglige la variation de la masse volumique due au changement de phase ;
� Les phénomènes d'écoulement dans la mushy region sont pris en compte au travers du
terme source de type Darcy (Darcy source term method) pour un milieu poreux.

Ainsi que les problématiques que soulèvent ce genre de modélisation :
� Le suivi de la position de l'interface de changement de phase solide/liquide ;
� L'annulation progressive de la vitesse dans l'équation de quantité de mouvement lorsque
l'on passe de la phase liquide à la phase solide.

Notons en�n dans cet avant-propos que la chaleur latente de fusion (respectivement de
solidi�cation) LF , est l'une des propriétés thermodynamiques qui se trouvent au centre
de la résolution de ce type de problèmes. Pour rappel, il s'agit de l'énergie absorbée sous
forme de chaleur par un corps lorsqu'il passe de l'état solide à l'état liquide à température
et pression constante.
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Regardons maintenant comment la prise en compte de ces di�érentes considérations se
traduit d'un point de vue mathématique.

2.2 Équations caractéristiques

La stratégie adoptée ici s'appuie donc sur une résolution eulérienne (maillage �xe) des
équations de conservation pour un �uide newtonien, dont les propriétés sont assumées
comme constantes (bien que pouvant être di�érentes entre la phase solide et liquide), in-
compressible, en présence d'un changement de phase dominé par des mouvements convec-
tifs (convection-dominated phase change). Concrètement, on repart donc de la formulation
des équations de conservation qui se présentent sous la forme du système d'équations aux
dérivées partielles.

2.2.1 Modélisation de la partie �uide

Les équations gouvernant les mouvements du �uide sont les suivantes :

~∇ ·
(
~V
)

= 0 (2.1)

ρ
∂~V

∂t
+ ~∇ ·

(
ρ~V ⊗ ~V + P ~I

)
= ~∇ ·

(
µ~∇~V

)
− A~V + ρ ~F (2.2)

Avec (2.1) l'équation de continuité de la masse et (2.2) celle de la conservation de la
quantité de mouvement.

Si l'on reprend l'équation (2.2) et qu'on la développe pour chaque composante de la
vitesse (on suppose pour cette explication un écoulement bi-dimensionnel) on obtient les
équations suivantes :

∂ρu

∂t
+ ~∇ ·

(
ρ~V ⊗ u

)
= ~∇ ·

(
µ~∇u

)
− ∂P

∂x
+ Au (2.3)

∂ρv

∂t
+ ~∇ ·

(
ρ~V ⊗ v

)
= ~∇ ·

(
µ~∇v

)
− ∂P

∂y
+ Av + Sb (2.4)

On se place dans le cadre de l'approximation de Boussinesq, qui suppose que la masse
volumique est constante hormis pour le terme de poussée hydrostatique dans l'équation
de quantité de mouvement (2.4). Les e�ets de la convection naturelle sont alors pris en
compte au travers du terme source de �ottabilité Sb :

Sb = −ρref,Bouss~gβ
(
T − Tref,Bouss

)
(2.5)

Où ρref,Bouss est la masse volumique évaluée à Tref,Bouss. La valeur de Tref,Bouss est prise
égale à TF et β le coe�cient d'expansion thermique.
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2.2.1.1 Prise en compte de l'annulation de la vitesse dans la phase solide

À l'interface solide/liquide, la vitesse s'annule progressivement lorsque l'on passe de la
phase liquide à la phase solide. L'équation (2.2) s'appliquant dans les deux domaines, il est
donc indispensable de prendre en compte ce comportement. Il existe plusieurs méthodes
permettant de réaliser cette condition aux environs du front de fusion/solidi�cation. Par-
mis celles-ci on trouve :

� Les techniques dites de switch-o� [100, 190] ; l'une des méthodes les plus directes et
simples pour modéliser l'évolution de la vitesse est de forcer la valeur de cette dernière
à être égale à zéro dans la phase solide. La di�culté réside ici à identi�er la phase
solide de la phase liquide. On utilise dans le cadre de ces techniques la valeur de la
contribution de la chaleur latente à l'enthalpie du système. Soit LFp la chaleur latente
nodale d'un élément P du maillage. La condition pour annuler la vitesse dans cet
élément est la suivante :

LFp ≤ LF0 (2.6)

Avec 0 < LF0 < LF . Donc logiquement lorsque LF0 = LF cela signi�e que le changement
de phase se termine dans l'élément P et que la vitesse doit être annulée (switch-o� ). Au
contraire si LF0 = 0 dans ce cas la vitesse n'est pas modi�ée tant que le changement de
phase n'est pas complet dans l'élément. Une version moins brutale de cette technique
appelée ramped switch-o� a été développée [190,191].

� La technique de viscosité variable [192] ; comme son nom le laisse entendre, le principe
de base de cette technique est d'avoir une viscosité variable. Dans ses travaux sur cette
technique, Gartling dé�nit la viscosité comme étant fonction de la température de telle
sorte qu'au niveau du changement de phase sa valeur augmente fortement quand la
température diminue. Cela a pour e�et de rendre négligeable la valeur de la vitesse
prédite dans la phase solide. Cependant cette technique présente l'inconvénient de
n'être applicable que dans le cas d'un changement de phase type mushy region du fait
de la viscosité dépendante de la température. Une variante de cette technique consiste
a exprimer la viscosité comme suit :

µ = µl +B(LF − LFp) (2.7)

Où µl est la viscosité du liquide et B une constante prise à une valeur élevée. Lorsqu'un
élément P du maillage est totalement liquide, i.e, LFp = LF , µ = µl. La valeur de µ
va ensuite augmenter en parallèle de la diminution de la valeur de LFp pour �nalement
atteindre la valeur maximale de µl +BLF lorsque LFp = 0.

� La technique du terme source de Darcy, appelée aussi enthalpy porosity method
par les auteurs Voller et Prakash dans leur article [72,73,100,193,194] ; considérons un
élément du maillage qui subit le changement de phase. Dans ce cas, LFp va prendre une
valeur telle que 0 < LFp < LF . La valeur prise par LFp caractérise la quantité de solide
dans cet élément. La technique du terme source de Darcy considère que cet élément
est en fait un milieu poreux dans lequel la part liquide du MCP se déplace autour de
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la partie solide 1. Donc le front de fusion se comporte comme un milieu poreux, ce qui
implique d'ajouter un terme source de type Darcy dans les équations de quantité de
mouvement, pour lequel la porosité évolue avec la fraction solide de manière à s'annu-
ler lorsque celle-ci est égale à un. Ainsi, on arrive à annuler progressivement la vitesse
lorsqu'on passe de la phase liquide à la phase solide. En pratique, ce terme source est
directement proportionnel à la vitesse et fait intervenir la fonction de porosité A, que
nous détaillerons dans la suite.

Ma et Zhang [195] ont employé ces méthodes et ont confronté les résultats obtenus aux
résultats expérimentaux de Okada [196]. Au vu de leurs analyses, les techniques de ram-
ped switch-o� et de Darcy semblent être les plus performantes pour un coup numérique
raisonnable et c'est cette dernière que nous avons choisi de mettre en application ici.

La condition d'annulation de la vitesse dans la phase solide est réalisée au travers de la
dé�nition de la fonction de porosité A dans l'équation (2.2).
Dans la maille où se produit le changement de phase, A est dé�nie de telle sorte que
l'équation de conservation de la quantité de mouvement se rapproche de celle de Carman-
Kozeny pour un écoulement dans un milieu poreux :

~∇P = −C ~V
(1− Yl)2
Yl

3 (2.8)

Avec C une constante déterminée expérimentalement pour rendre compte de la morpho-
logie du poreux et ~V la vitesse apparente. Une dé�nition appropriée de A, proposée par
Voller & Prakash [72] dans leur papier original, est la suivante :

A = −C (1− Yl)2
Yl

3 + q
(2.9)

q une constante introduite pour éviter une erreur numérique de division par zéro.

Lorsque un élément est totalement liquide,A a pour valeur 0 est n'a donc aucune in�uence.
L'élément subissant un changement de phase, la valeur de A supplante les composantes
convective et di�usive ainsi que transitoire de l'équation de conservation de la quantité
de mouvement, forçant le comportement type loi de Carman-Kozeny. En�n, lorsque l'élé-
ment est totalement solide, A prend sa plus grande valeur et rend négligeable tous les
autres termes dans ((2.3)-(2.4)) et force toute prédiction de la vitesse à valoir 0.

Poirier [197] a démontré la validité de l'utilisation de l'équation de Carman-Kozeny prou-
vant ainsi que l'équation (2.9) a un sens physique. La constante C a une in�uence non
négligeable sur la morphologie du front de fusion et donc la valeur qui lui est assignée doit
faire l'objet d'une attention particulière. La part des e�ets convectif intervenant dans la
mushy region est contrôlé par cette grandeur. Il est à noter ici une faiblesse concernant
les connaissances scienti�ques sur la détermination des constantes C et q.

1. Dans le cas d'un changement de phase non isotherme cette technique a une signi�cation physique
tandis que dans le cas contraire il s'agit d'un résultat de la discrétisation numérique.
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Dans le cas d'un changement de phase isotherme, l'interface solide/liquide prend la forme
d'un ligne parfaitement dé�nie. Cependant, du point de vue de la discrétisation numé-
rique, on associe à cette interface une épaisseur (qui n'a donc pas de sens physique réel)
correspondant généralement à l'épaisseur d'un élément du maillage. Ainsi la méthode que
nous avons vue dans le cadre d'un changement de phase non isotherme peut s'appliquer
à cette situation. Une possible alternative à l'application de la loi de Carman-Kozeny est
de dé�nir A comme une fonction linéaire :

A = −C (1− Yl) (2.10)

L'avantage de cette formulation par rapport à celle précédemment vue est qu'elle est
moins coûteuse numériquement. Le rôle de A est exactement le même que pour un chan-
gement de phase type mushy region à savoir progressivement inhiber les autres termes
dans l'équation de conservation de la quantité de mouvement dans le volume de contrôle
qui se solidi�e et ainsi forcer la valeur de la vitesse à être égale à 0. Une analyse quanti-
tative de l'in�uence de di�érentes techniques pour annuler la vitesse dans la phase solide
a été menée par Voller et al [72]. Ils ont observé que l'utilisation d'une fonction par inter-
valles pour la dé�nition de A avait pour e�et de retarder la convergence et dans le pire
des cas d'entraîner des oscillations pouvant conduire à faire diverger le calcul.

2.2.2 Modélisation de la partie thermique

Cette section est cruciale pour l'ensemble des études numériques qui seront menées dans
ce manuscrit. Dans la suite nous allons présenter les deux formulations sur lesquelles
nous nous sommes basés a�n de construire notre solveur projet. Avant de voir en détails
les équations qui gouvernent notre problème, rappelons que ces dernières doivent être
comprises dans le sens distributif, en particulier pour le terme de Dirac associé à la
dérivée temporelle de l'enthalpie ou ses variantes. Cette singularité est considérée pour la
forme faible du système d'EDP, et sa norme est supposée être proportionnelle à la chaleur
latente (pour une analyse plus poussée, se référer au livre de Crank [16]).
L'hypothèse classique est de considérer que la dissipation thermique par e�ets visqueux
peut être négligée dans l'équation de la chaleur.

2.2.2.1 Formulation enthalpique ou enthalpy method

Initiallement proposée par Eyres [55] et Rose [56], cette méthode consiste à résoudre
numériquement l'équation de conservation de l'énergie sous la forme suivante :

ρ
∂h

∂t
+ ρ~∇ ·

(
h~V
)

= ~∇ ·
(
k~∇T

)
(2.11)

La résolution l'équation (2.11) implique d'expliciter la relation h (T ) entre l'enthalpie et
la température.
Dans le cas d'un corps pur, la fonction h (T ) est discontinue comme on peut le voir sur
la �gure 2.1.
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Mathématiquement, la formulation de l'enthalpie pour un corps pur est la suivante :

h =


href + cs (T − Tref) si T < TF
href + cs (TF − Tref) + Yl LF si T = TF
href + cs (TF − Tref) + LF + cl (T − TF ) si T > TF

(2.12)

Cette méthode a été utilisée par de nombreux auteurs pour la simulation de problèmes
de changement de phase dans le cas d'un corps pur [29,56,59,60,65,66,69,70,78,121,131,
142�147,149�151,153�156,158,160�162,165�167].
Dans le cas où le MCP utilisé n'est pas un corps pur, la fusion se caractérise par une fusion
progressive sur l'intervalle

[
Tsol − Tliq

]
associée à une chaleur latente LF , éventuellement

fonction de la température, autour du point de fusion TF . Comme on peut le voir sur la
�gure 2.2, cela signi�e que la fonction h (T ) est continue.

Pour un mélange, la formulation de l'enthalpie a l'expression suivante :

h =


href + cs (T − Tref) si T < Tsol
href + cs (Tsol − Tref) + YlLF si Tsol ≤ T ≤ Tliq
href + cs (Tsol − Tref) + LF + cl (T − Tliq) si T > Tliq

(2.13)

D'un point de vue thermodynamique, on trouve des formulations plus consistantes phy-
siquement dans les articles suivants [47,49,62,79,80,106,149,166,198�200].
La formulation (4.3) a été utilisée pour résoudre des problèmes de changement de phase
dans le cas d'un mélange dans les articles suivants [47,81,148,149,152,157,159,163,164].

Plus particulièrement dans notre étude nous allons nous intéresser au cas d'une solution
binaire présentant un eutectique sur son diagramme de phase. Ici le changement de phase
est caractérisé par une fusion étalée sur l'intervalle

[
TE−TF

]
. Le diagramme de phase 2.3

présente un solidus vertical et un liquidus rectiligne caractéristique du cas limite d'une
solution faiblement concentrée.

Le point eutectique (xE, TE) correspond à l'équilibre entre les trois phases que sont le
solide pur, le liquide pur également et une phase mixte. L'équilibre est monovariant ainsi
un seul paramètre intensif est libre d'évoluer sans rompre l'équilibre thermodynamique.
TF,w est la température de fusion du solvant. Le solidus est compris entre TE et TF,w sur
l'axe des ordonnées. La courbe du liquidus dé�nit l'instant où disparait le dernier cristal
lors de la fusion. Le point (x0, TF ) est quand à lui le point d'équilibre de la solution étudiée.

L'élévation de température de la solution de fraction massique en soluté x0, inférieure
à xE, se fait dans un premier temps par une fusion du soluté ainsi que d'une partie du
solvant au moment où la température atteint la valeur du plateau eutectique TE. S'en
suit la fusion graduelle du reste du solvant achevée lorsque TF , la température du solidus
est atteinte. Par contre, si la solution est à la concentration de l'eutectique xE, alors l'en-
semble du solvant aura fondu au plateau eutectique. Dans ce cas, tout comme un corps
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Figure 2.1 � Enthalpie en fonction de la température dans le cas d'un corps pur.

Figure 2.2 � Enthalpie en fonction de la température dans le cas d'un mélange.
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TF,w

TF

T

TE
x0 x xE

Figure 2.3 � Diagramme de phase d'une solution eutectique [7]

pur, la fusion se fait à température et pression constante.

Pour une solution binaire présentant un eutectique, nous utilisons l'expression de l'en-
thalpie suivante [201] :

h =


href + cs (T − TE) si T ≤ TE

href + const1 + (TF,w − TF )

(
LF,w

TF,w − T

)
+cs (T + (TF,w − TF ) ln (TF,w − T ))− cl (TF,w − TF ) ln (TF,w − T ) si TE ≤ T ≤ TF
href + cl (T − TF ) + const2 si T > TF

(2.14)
Où :

const1 = LE −
(

(TF,w − TF )

(
LF,w

TF,w − TE

)
+ cs

(
TE + (TF,w − TF ) ln (TF,w − TE)

)
−cl (TF,w − TF ) ln (TF,w − TE)

)
(2.15)

Et :

const2 = cs

(
TF + (TF,w − TF ) ln (TF,w − TF )

)
−cl (TF,w − TF ) ln (TF,w − TF ) + const1

(2.16)

En ce qui concerne l'expression de la fraction massique liquide Yl, plusieurs possibilités
sont envisagées.

Dans notre modèle nous avons choisi de nous appuyer sur la formulation (2.17) pour le
calcul de la fraction massique liquide lors d'un changement de phase isotherme. Dans ce
cas on assume une variation linéaire de la forme :

Yl =


0 si h < csTF
h− csTF
LF

si csTF ≤ h < csTF + LF

1 si h ≥ csTF + LF

(2.17)
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Dans le cas d'une solution binaire eutectique, on dé�nit la fraction massique liquide
comme suit dans notre modèle :

Yl =


0 si h < 0
h

const2
si 0 ≤ h < const2

1 si h ≥ const2

(2.18)

2.2.2.2 Source-based method

Cette formulation est très fréquente notamment dans les codes commerciaux proposant
un module dédié aux problématiques de changement de phase liquide/solide. Elle permet
d'envisager une résolution dégradée de l'équation d'énergie faisant intervenir la tempéra-
ture.
Pour se faire, on va considérer les parts sensible et latente de l'enthalpie de manière
découplée via deux termes distincts :

h = hsen + hlat =

∫ T

Tref

ρc dT + ρYl(T )LF (2.19)

Ainsi nous pouvons réécrire l'équation (2.11) sous la forme suivante :

ρc
(∂T
∂t

+ ~V · ~∇T
)

= ~∇ ·
(
k~∇T

)
− ρLM

(
∂Yl
∂t

+ ~V · ~∇Yl
)

(2.20)

Le terme ~V · ~∇Yl peut être négligé si le solide est supposé comme étant stationnaire ou
si le changement de phase est isotherme et que le schéma numérique est su�samment
performant pour ne pas étaler l'interface.

En ce qui concerne l'expression de la fraction massique liquide, nous allons utiliser dans
ce cas une expression sous la forme d'une fonction erreur [79,82] :

Yl =
1

2

1 + erf

4
T − Tliq + Tsol

2
Tliq − Tsol


 (2.21)

Pour aller plus loin, si l'on substitue la fraction massique liquide Yl par son expression
(2.21) dans l'équation (2.20) on obtient la formulation développée suivante pour l'équation
de conservation de l'énergie :

∂ρcT

∂t
+ ~∇ ·

(
ρ cT ~V

)
= ~∇ ·

(
k~∇T

)
+ Sh,ref (2.22)
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Avec :

Sh,ref = −ρLF
(∂T
∂t

+ ~V · ~∇T
)4 · exp

((4(T − TF )

Tl − Ts

)2)
(Tl − Ts)

√
π

(2.23)

Naturellement, en pratique, sa résolution nécessitera l'explicitation des conditions aux
limites et initiales ; celles-ci seront fournies lors de la présentation des di�érentes situations
simulées.

2.3 Résolution numérique

Ayant dé�ni les systèmes d'EDP caractérisant notre problème d'un changement de phase
liquide/solide en présence d'e�ets convectifs, nous nous intéressons désormais à la mé-
thode numérique utilisée pour son intégration.

La résolution envisagée se fait donc avec le logiciel de CFD libre OpenFOAM 2 (Open Field
Operation and Manipulation), qui est un code volume �ni centré aux mailles développé
en C++. Son utilisation est répandue dans divers secteurs d'activités de l'ingénierie et de
la recherche aussi bien dans le domaine privé qu'académique. Son spectre d'applications
s'étend de la résolution d'écoulements complexes incluant des réactions chimiques, de la
turbulence et des transferts thermiques, à l'électromagnétisme et à la mécanique du solide.
L'outil inclut un utilitaire de génération de maillage ainsi que de pré et post-traitement.
Ces derniers sont également utilisables pour des calculs en parallèles permettant l'étude
de cas onéreux en terme de coût numérique.

Étant libre de source, OpenFOAM permet aux utilisateurs de modi�er et d'étendre en
fonction de leurs besoins les fonctionnalités existantes. Dans la version 2.2.1 que nous
utilisons, le modèle de transition de phase qui nous intéresse n'est pas disponible, nous
l'avons donc redéveloppé a�n qu'il soit implémenté dans la librairie de modèles physiques
d'OpenFOAM. La structure du code source se veut la plus modulable possible. Chaque
collection de fonctionnalités (méthodes numériques, maillage, modèles physiques) est com-
pilé dans une librairie qui lui est propre. Une fois compilées, des éxécutables sont alors
générés liés aux libraires concernées. Au moment de la rédaction de ce paragraphe, Open-
FOAM en était à sa version 2.4.0 qui inclue plus de 80 solveurs permettant la simulation
de problèmes pointus en mécanique de l'ingénieur ainsi que plus de 170 utilitaires pour
les tâches de pré et de post-traitement, de maillage ou encore de visualisation de données.

OpenFOAM possède une suite d'outils numériques permettant de résoudre une large
gamme de problèmes et possédant les caractéristiques suivantes :

2. http://www.openfoam.com
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� Solution itérative séparée ; Le système d'équations gouvernant le problème qui nous
concerne est géré au travers de la création de matrices pour chacune des équations, puis
résolues par une procédure itérative (à opposer avec le fait de créer une seule et unique
matrice pour l'ensemble du système d'EDP) ;

� Méthode aux volumes �nis ; Les matrices d'équations sont construites en utilisant
la méthode des volumes �nis ; cette méthode est basée sur la discrétisation spatiale
des équations aux dérivées partielles via le théorème de Gauss, dans le but de les
transcrire en équations algébriques (Ax = b) pouvant être résolues par un ordinateur.
Cette méthode est conservative et fonctionne avec des maillages structurés comme non
structurés ;

� Variables co-localisées ; Les variables solutions de chaque matrice équation sont
centrées aux cellules à l'exception de la vitesse ;

� Couplage des équations ; Le couplage des équations, en particulier le couple pression-
vitesse, est réalisé à l'aide d'algorithme tels que PISO, SIMPLE ou encore PIMPLE
dont nous allons maintenant parler.

En pratique, nous utilisons une méthode de résolution découplée des EDP basée sur l'al-
gorithme PIMPLE. Celui-ci est une combinaison des algorithmes SIMPLE (Semi-Implicit
method for Pressure-Linked Equations) et PISO (Pressure-Implicit Split-Operator) et ré-
soud donc les équations en grille décalée. L'algorithme SIMPLE [202] est utilisé pour
résoudre les problèmes stationnaires où le traitement de la non linéarité de la vitesse
durant la résolution est plus crucial que la détermination précise de la pression. Chaque
itération étant équivalente à un pseudo pas de temps, les propriétés sont sous relaxées
dans le but d'accroître la stabilité de la méthode et d'en améliorer la convergence.
D'un autre côté, l'algorithme PISO s'applique au cas des simulations transitoires pour
lesquelles il est nécessaire de complètement résoudre le couplage entre la vitesse et la
pression à chaque pas de temps. Les e�ets non linéaires de la vitesse sont diminués par
l'utilisation de petits pas de temps, caractérisés par un nombre de Courant, Co, inférieur
à 1 :

Co =
∆t ||~V ||

∆x
(2.24)

Avec ∆t le pas de temps et ∆x le pas d'espace.

Si l'on se trouve dans un cas compressible, l'erreur due aux e�ets de la non linéarité de
la vitesse est plus importante. Il est donc nécessaire de résoudre l'équation de conser-
vation de la quantité de mouvement dans une boucle à part des autres équations qui
peut être ainsi recalculée autant de fois que l'exige l'algorithme PIMPLE. L'équation de
conservation de l'énergie peut être incluse soit dans la boucle PIMPLE soit dans celle de
l'algorithme PISO. Lorsqu'une variation rapide d'une propriété thermophysique (tempé-
rature, pression ou masse volumique) dans le temps est constatée, l'équation d'énergie
devrait être incluse dans la boucle PISO a�n d'améliorer le couplage entre la pression et
la température.

L'organigramme présenté sur la �gure 2.4 explicite le fonctionnement de l'algorithme
PIMPLE. Le bloc qui est dessiné en pointillés indique où devrait se trouver la résolution
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de l'équation de conservation de l'énergie lorsque celle-ci est intégrée dans la boucle PISO.

La méthode des volumes �nis implémentée dans OpenFOAM utilise des méthodologies
co-localisées sur une grille de polyhèdres non structurée. Les grandeurs sont centrées aux
mailles. Plusieurs schémas d'interpolation, de discrétisation et de résolution de matrices
sont disponibles. Leur sélection se fait via les �chiers fvSchemes et fvsSolutions. En ce
qui concerne la discrétisation des �ux convectifs et di�usifs, et des gradients, les choix
retenus pour l'ensemble des simulations présentées dans ce manuscrit sont fournis dans
le tableau 2.1.

Désignation Terme concerné Méthode

ddtSchemes
∂ ρ~V

∂ t
,
∂ ρcT

∂ t
,
∂ ρh

∂ t
Euler implicite 1er

ordre

divSchemes ~∇ ·
(
ρ~V ⊗ ~V

)
, ~∇ ·

(
ρcT ~V

)
, ~∇ ·

(
ρh~V

)
UPWIND 1er ordre

gradSchemes ~∇P intégration de Gauss et
interpolation linéaire

laplacianSchemes ~∇ ·
(
k~∇T

)
Di�érences centrées 1er

ordre

Table 2.1 � Types de discrétisation retenus dans OpenFOAM.

L'intégration en temps se fait quant à elle via un schéma d'Euler implicite du premier
ordre comme noté dans le tableau 2.1 méthode classiquement employée dans ce genre de
problème [64,72,73,202].

Nous avons donc présenté dans ce chapitre les deux formulations de l'équation de conser-
vation de l'énergie que nous avons implémenté dans OpenFOAM, ainsi que les deux types
de fermetures thermodynamiques que nous considérons. Dans la section qui va suivre nous
allons maintenant comparer les performances de chaque formulation en confrontant les
résultats obtenus avec ces dernières à des résultats analytiques et expérimentaux.
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Initialisation

Boucle en Temps Boucle PIMPLE

Eq. de la vitesse

Eq. de l'énergie Boucle PISO

Eq. de la pression

Correction du �ux

Eq. de l'énergie

Fin PISO

Fin PIMPLE

Dernier pas
de temps

Fin

Figure 2.4 � Organigramme de l'algorithme PIMPLE.
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Chapitre 3

Benchmark des méthodes sur grille �xe
pour la modélisation de la fusion.

3.1 Introduction

Comme nous avons déjà pu le mentionner dans le chapitre 1, le changement de phase
solide/liquide soulève des nombreuses problématiques. D'un point de vue mathématique,
le processus de fusion équivaut à un problème de frontière mobile, et du fait de ce dé-
placement, il est non linéaire. Donc la position et la vitesse de l'interface de changement
de phase ne peuvent être calculées analytiquement car ces dernières sont dépendantes du
temps mais aussi car il existe une étroite relation entre la vitesse et la température.

Pour répondre à ces di�cultés, nous utilisons donc des modèles physiques et numériques
a�n de décrire le phénomène de fusion d'un MCP. Comme dit et justi�é dans les cha-
pitres 1 et 2, nous allons employer des méthodes à domaine unique sur maillage �xe (ou
encore �xed-grid method, FGM) et réaliser dans ce chapitre une comparaison quali�ée
d'analytique, dans un premier temps, en utilisant les résultats théoriques d'un problème
de Stefan et de Neumann sur la position de l'interface et sur l'évolution du champ de
température au cours du temps. Dans une seconde partie, nous réaliserons une étude
comparative quali�ée d'expérimentale à l'aide de résultats expérimentaux sur la fusion
de deux matériaux type corps pur disponibles dans la littérature.

Il a été remarqué que peu de données concernant une telle étude portant sur les méthodes
à maillages �xes étaient disponibles. Ettouney [28] a testé quatre méthodes aux éléments
�nis de Galerkine pour résoudre un problème de solidi�cation en régime stationnaire et
en négligeant la convection thermique. Furzeland [29] a mené une étude comparative sur
la position de l'interface renvoyée par di�érentes méthodes de front tracking et par la mé-
thode enthalpique, dans le cas d'un changement de phase purement conductif. Lacroix [38]
a réalisé un benchmark entre des méthodes de type transformed-grid et physical-grid en
comparant cette fois encore la position de l'interface, lors de la fusion du gallium, déter-
minée via chacune de ces techniques. Viswanath [85] a réalisé des travaux similaires à
ceux de Lacroix.
En extension de ces divers travaux, on trouve les benchmarks de Bertand [203] et de
Gobin [204] qui ont tous deux simulé la fusion de MCP type corps purs en prenant en
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compte la convection naturelle dans un domaine en deux dimensions. L'intéret majeur de
ces travaux réside dans la mise à l'essai de deux matériaux, di�érenciés par leur nombre de
Prandtl (l'un est un métal tandis que l'autre est un matériau organique), ainsi que pour
les résultats numériques qui y sont présentés, notamment la position du front de fusion
en divers instants de la simulation, du grand nombre de contributeurs au benchmark (13
contributeurs dans [204]) et de la diversité des méthodes employées pour résoudre le pro-
bème de Neumann. Toutefois, Gobin fait la remarque que les comparaisons réalisées ne
sont faites que d'un point de vue qualitatif, puisque qu'aucun critère quantitatif objectif
n'est calculé. Il remarque également le besoin de mener une étude paramétrique sur les
pas de temps et d'espace sélectionnés.
Di�érentes formulations pour des méthodes sur grille �xe exprimées en enthalpie sont tes-
tées dans [158] et Basu, Dantzig et Pham [63, 131, 198] ont comparé plusieurs méthodes
du cp apparent. À chaque fois, seule la conduction est modélisée et l'in�uence de l'écart
de température entre les phases solide et liquide n'est pas étudié. Poirier [61] a quand
à lui étendu le travail de comparaisons précédent aux méthodes aux di�érences �nies et
aux éléments �nis.
En ce qui concerne la méthode enthalpique avec porosité arti�celle [72,73,100] que nous
utilisons dans nos travaux de modélisation, Ahmad [159] a comparé les résultats numé-
riques obtenus avec des méthodes aux volumes et aux di�érences �nis, à des résultats
expérimentaux. Thomas [128] et Voller [84] ont comparé di�érentes méthodes à maillages
�xes et dans [79] on peut trouver une analyse des méthodes enthalpiques à porosité arti-
�cielle couplées à di�érentes relations liant la fraction massique liquide à la température
(Yl(T )). L'étude la plus complète concernant les méthodes à maillages �xes utilisées avec
di�érentes formulations volumes et éléments �nis, a été menée par Voller [78]. Cependant
seule la conduction y est prise en compte et aucune analyse comparative, qualitativement
et quantitativement parlant, n'a été réalisée.

Nous allons donc proposer dans ce chapitre une vue d'ensemble de l'utilisation des mé-
thodes à maillages �xes que nous avons identi�ées dans le chapitre 2, dans l'objectif
d'obtenir une analyse quantitative de ces méthodes qui se révelera utile dans l'étude et
le design d'une solution de stockage thermique par chaleur latente. Chaque méthode sera
alors comparée à des résultats analytiques et expérimentaux.
Nous présenterons dans un premier temps le cas d'étude (géométrie, MCP, conditions
intiales et aux limites et les di�érents paramètres numériques). Comme on le verra, notre
attention s'est essentiellement focalisée sur des MCP de type corps pur a�n de s'a�ranchir
de toute considération concernant la dépendance de l'enthalpie à la concentration dans
le cas d'un mélange ou d'une solution. Il est cependant possible de lisser la transition
solide/liquide (isotherme dans le cas d'un corps pur) avec certaines méthodes à maillages
�xes, a�n de modéliser un mélange. Dans ce cas les valeurs supérieure et inférieure �xées
représentent, respectivement, la température de liquidus et de solidus. Nous testerons
plusieurs plages de températures dans la suite.
Dans un second temps nous e�ectuerons une comparaison des nos résultats avec les so-
lutions analytiques correspondantes. Une analyse de l'in�uence du pas de temps et du
pas d'espace ainsi que de la plage de températures sur laquelle le changement de phase
intervient sera realisée.
En�n dans la dernière section nos résultats seront comparés à des résultats expérimentaux
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disponibles dans la littérature.

3.2 Étude comparative théorique

3.2.1 Solutions analytiques

Il existe peu de solutions analytiques et la plupart ne concernent que des cas mono-
dimensionnels pour une région in�nie ou semi-in�nie avec des conditions aux limites et
initiales simples sans prise en compte de la variation des propriétés thermophysiques du
matériau.

Nous allons tout d'abord expliquer en détails les deux cas de �gures qui vont être mis à
l'étude dans cette section.

3.2.1.1 Problème de Stefan à une phase [1]

On parle dans ce cas de problème à une phase car seule la phase liquide est active dans
la transformation tandis que la phase solide reste à la température de fusion. Dans le
cas où les propriétés thermodynamiques du matériau sont supposées constantes, le taux
de fusion (ou de solidi�cation), dans une région semi-ini�nie, est gouverné par le nombre
adimensionnel de Stefan :

St =
cl(Tl − TF )

LF
(3.1)

Les seuls résultats analytiques disponibles correspondent au cas d'un domaine uni-dimensionnel,
in�ni ou semi-in�ni, avec des conditions aux limites et initiales simples. C'est sur ces der-
niers que nous allons nous baser pour notre étude comparative.

Considérons un MCP, initialement à l'état solide à une température T = TF qui est
chau�é par un de ses côtés à une température TC > TF . Si l'on suppose que le transfert
thermique se fait uniquement par conduction et que l'on considère un domaine semi-in�ni
(correspondant à une condition adiabatique sur le côté opposé à celui où l'on impose la
température TC), alors la position de l'interface solide/liquide au cours du temps est régie
par [16] :

s(t) = 2ξ
√
αlt (3.2)

Le champ de température est quand à lui calculé via l'expression suivante :

T (x, t) = TL − (TL − TF )

erf
(

x

2
√
αlt

)
erf (ξ)

(3.3)

Où la variable ξ est la solution de l'équation suivante :

ξ eξ
2

erf (ξ) =
Stl√
π

(3.4)
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3.2.1.2 Problème de Stefan à deux phases ou problème de Neumann [2]

Le problème de Stefan à une phase a été étendu aux problèmes à deux phases (aussi connu
sous le nom de problème de Neumann) qui est plus réaliste physiquement parlant [15].
Dans ce cas, le MCP est intialement à l'état solide, sa température initiale est di�érente
de celle de fusion et cette dernière n'est pas maintenue à une valeur constante.
Si la fusion se fait dans un domaine semi-in�ni (0 < x <∞), que le MCP solide est initia-
lement à une température uniforme T0 < TM , et qu'une température TC > TF constante
est imposée en x = 0 et si l'on considère toujours les propriétés du matériau comme étant
constantes, alors le problème de Neumann peut s'exprimer mathématiquement comme
suit :
� La conduction thermique dans la phase solide ou liquide est donnée par l'équation
suivante :

ρc
∂T

∂t
= k

∂2T

∂x2
(3.5)

� L'évolution de la position de l'interface solide/liquide, dont le mouvement est controlé
par la quantité de chaleur latente absorbée (ou perdue) à la frontière, est décrite ma-
thématiquement par l'équation (3.6) aussi connue sous le nom de condition de Stefan :

ρLF

(
ds(t)

dt

)
= ks

(
∂Ts
∂x

)
− kl

(
∂Tl
∂x

)
(3.6)

Avec s(t) la position de l'interface.
Dans ces conditions, les champs de températures solide et liquide sont donnés par les
équations suivantes :

T (x, t) =



TL − (TL − TF )

erf
(

x

2
√
αlt

)
erf (ξ)

dans la phase liquide

T0 + (TF − T0)
erfc

(
x

2
√
αst

)
erfc

(
ξ

√
αl
αs

) dans la phase solide

(3.7)

Avec ξ la solution de l'équation transcendentale suivante :

Stl
eξ2 erf (ξ)

− Sts√
αl
αs

e

αl
αs

ξ2

erfc
(
ξ

√
αl
αs

) = ξ
√
π (3.8)

3.2.2 Résultats

Les résultats numériques présentés dans cette section ont été obtenus avec les formula-
tions (2.11) et (2.22) de l'équation de conservation de l'énergie.

Le matériau que nous avons selectionné pour mener nos études est le polyéthylène glycol,
PEG-900, dont les propriétés sont visibles dans le tableau 3.1.
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ρ( kg ·m−3) cs( J · kg−1 ·K−1) cl( J · kg ·K−1) k( W ·m−1 ·K−1)

1100 2260 2260 0.188

LF ( J · kg−1) TF ( ◦C) β( K−1) ν( m2 · s−1)

150 500 32 7.6 · 10−4 9 · 10−5

Table 3.1 � Propriétés thermophysiques du PEG-900 [4]

Les simulations se font en 1D sur un domaine de longueur L = 4 · 10−2 m.
Concernant le pas d'espace, quatre cas sont simulés :

∆x = [10−4, 2 · 10−4, 5 · 10−4, 10−3] m

Et pour chacun de ces pas d'espaces, trois pas de temps sont considérés :

∆t = [10−2, 10−1, 1] s

Nous allons, en plus du pas d'espace et du pas temps, faire varier l'écart de températures
∆T = Tliq − Tsol :

∆T = [0, 10−2, 10−1, 2 · 10−1, 5 · 10−1, 2] K

Il importe de garder à l'esprit que dans le cas de la modélisation de la fusion d'un corps
pur, ce ∆T n'a pas de signi�cation physique mais est le fruit de considérations sur les
modèles numériques employés.
Pour chacune des simulations, nous comparerons le champ de températures ainsi que la
position de l'interface à di�érents instants physiques :

t = [60, 600, 3600, 7200, 10800, 14400] s

Ce qui représente un total de 144 simulations réalisées et post-traitées.

Dans la suite, et ce pour faciliter la compréhension du lecteur, la formulation en enthalpie
(4.1) sera désignée par Hsource et la formulation terme source (2.22) sera désignée par
Tsource.

3.2.2.1 Problème de Stefan à une phase

Concernant la condition à la limite en x = 0 m, on impose à l'instant initial une tempé-
rature égale à 52 ◦C.
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Dans cette section nous présenterons pour nos analyses des champs de températures,
uniquement les résultats obtenus pour :

� ∆x = 10−4 et 10−3 m ;
� ∆t = 10−2 et 1 s.

À t = 3600 s. L'ensemble de ces résultats sont visibles sur les �gures 3.1 à 3.4.
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Figure 3.1 � Problème à 1-phase : comparaison du champ de températures pour les formula-
tions Hsource (noir) et Tsource (marron) avec la solution analytique (trait plein),
∆x = 0.0001 m et ∆t = 0.01 s et à t = 3600 s.

En complément de ces résultats, ainsi que pour appuyer notre ré�exion, nous présentons
sur les �gures 3.5-3.6 les erreurs maximales (MAX

(Tanalytique(x,t)−Tnumérique(x,t)

Tanalytique(x,t)

)
), sur les

�gures 3.7-3.8 les erreurs moyennes (MEAN
(Tanalytique(x,t)−Tnumérique(x,t)

Tanalytique(x,t)

)
) ainsi que sur les �-

gures 3.9-3.10 l'erreur sur la position de l'interface (
(Positionanalytique(x,t)−Positionnumérique(x,t)

Positionanalytique(x,t)

)
),

par rapport à la solution analytique pour chacune des deux formulations correspondant
aux instants et aux pas d'espace et de temps des �gures 3.1 à 3.4.

Les résultats sur les erreurs sont présentés pour l'ensemble des ∆x et pour :

� ∆t = 10−2 et 1 s.
À t = 3600 s.
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Figure 3.2 � Problème à 1-phase : comparaison du champ de températures pour les formula-
tions Hsource (noir) et Tsource (marron) avec la solution analytique (trait plein),
∆x = 0.0001 m et ∆t = 1 s et à t = 3600 s.
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Figure 3.3 � Problème à 1-phase : comparaison du champ de températures pour les formula-
tions Hsource (noir) et Tsource (marron) avec la solution analytique (trait plein),
∆x = 0.001 m et ∆t = 0.01 s et à t = 3600 s.

55



0.00 1.00 2.00 3.00 4.00

·10−2

30

35

40

45

50

55

x (m)

T
(
◦ C

)

∆T = 0 K

∆T = 0.01 K

∆T = 0.1 K

∆T = 0.2 K

∆T = 0.5 K

∆T = 2 K

(a) Hsource

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00

·10−2

30

35

40

45

50

55

x (m)

T
(
◦ C

)
(b) Tsource

Figure 3.4 � Problème à 1-phase : comparaison du champ de températures pour les formula-
tions Hsource (noir) et Tsource (marron) avec la solution analytique (trait plein),
∆x = 0.001 m et ∆t = 1 s et à t = 3600 s.

0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

·10−3

0

1

2

3

∆x ( m)

ε
(

%
)

∆T = 0 K

∆T = 0.2 K

∆T = 2 K

(a) t = 3600 s

Figure 3.5 � Erreur maximale en fonction de ∆x pour les formulations Hsource (noir) et
Tsource (marron), ∆t = 0.01 s.
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Figure 3.6 � Erreur maximale en fonction de ∆x pour les formulations Hsource (noir) et
Tsource (marron), ∆t = 1 s.
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Figure 3.7 � Erreur moyenne en fonction de ∆x pour les formulations Hsource (noir) et Tsource
(marron) ∆t = 0.01 s.
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Figure 3.8 � Erreur moyenne en fonction de ∆x pour les formulations Hsource (noir) et Tsource
(marron), ∆t = 1 s.
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Figure 3.9 � Erreur sur la position de l'interface en fonction de ∆x pour les formulations
Hsource (noir) et Tsource (marron), ∆t = 0.01 s.
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Figure 3.10 � Erreur sur la position de l'interface en fonction de ∆x pour les formulations
Hsource (noir) et Tsource (marron), ∆t = 1 s.
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Premier constat, sur l'ensemble des �gures comparant le champ de températures obtenu
avec les diverses formulations à la solution analytique de Stefan, les courbes ne peuvent
être clairement identi�ées car se recouvrant. Pour la formulation Hsource il n'est pas
possible de faire la distinction entre les résultats correspondant à chaque ∆T . Cela si-
gni�e donc que l'in�uence de ce paramètre dans la formulation Hsource est très faible.
Ce n'est plus le cas si l'on observe cette fois les résultats obtenus avec la formulation
Tsource. En e�et, la formulation Tsource avec ∆T = 2 K présente un écart par rapport à
la solution analytique dès lors que l'on se trouve dans la phase solide du MCP. La tem-
pérature de fusion du matériau étant de 32 ◦C, nous devrions normalement nous trouver
à cette température lorsque nous sommes dans la phase solide. Hors dans ce cas précis
nous observons une température de 31 ◦C ce qui correspond à la température de solidus
dans le cas ∆T = 2 K, et c'est donc pour cette raison que la phase solide se trouve à
cette température. Le même raisonnement peut être fait pour les autres valeurs de ∆T ,
le phénomène étant simplement moins visible pour des écarts de températures plus petits.

Autre constat, il ne semble pas, à ce stade, que le pas de temps et le pas d'espace aient
une in�uence signi�cative sur les résultats obtenus, la seule observation du champ de
températures ne permettant pas de conclure à des di�érences. L'analyse des erreurs va
nous permettre d'a�ner notre ré�exion.

Les résultats concernant les erreurs maximales et moyennes ainsi que l'écart sur la position
de l'interface nous permettent donc de réaliser une analyse quantitative des di�érentes
formulations.

Si l'on regarde les résultats sur l'erreur maximale calculée, celle-ci est d'environ 3% dans
le cas des formulations Tsource et Hsource avec ∆T = 2 K et ce quel que soit le pas
d'espace et le pas de temps. On remarque également que les erreurs maximales calculées
pour les deux formulations se superposent dans la quasi totalité des cas à l'exception du
cas où ∆x = 5 · 10−4 m, ∆t = 10−2 s et ∆T = 0.2 K. L'écart constaté reste cependant
très faible et peut être imputé à une erreur de précision numérique. À l'exception de ce
cas donc, l'erreur maximale la plus faible est obtenue pour ∆T = 0 K, avec une valeur
oscillant entre 0% et 0.5%, ce qui est logique s'agissant du cas se rapprochant le plus de
la modélisation mathématique du comportement d'un corps pur en fusion.

En ce qui concerne les résultats obtenus sur l'erreur moyenne, globalement, nous pou-
vons appliquer les mêmes constats que ceux fait sur l'erreur maximale, à ceci près que
la distinction entre les formulations Hsource et Tsource se fait plus nette dans le cas où
∆T = 0.2 K à la faveur de Tsource. L'erreur moyenne la plus élevée est toujours calculée
dans le cas ∆T = 2 K (≈ 0.7%) et la plus faible dans le cas ∆T = 0 K (≈ 0.1%).

En�n, concernant l'erreur sur la position de l'interface, on ne note pas d'in�uence particu-
lière du pas de temps. En revanche, même si aucune distinction n'est observable entre les
deux formulations pour ∆x = [2 ·10−4, 5 ·10−4, 10−3] m, ce n'est pas le cas à ∆x = 10−4 m.
Notons tout de même que cette di�érence est de l'ordre de 0.5%. On remarque également
que l'erreur la plus élevée est d'environ 8% et est obtenue à ∆x = 5 · 10−4 m qui n'est pas
le pas d'espace le plus grand comme on aurait pu s'y attendre.
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3.2.2.2 Problème de Stefan à deux phases

En ce qui concerne la condition à la limite en x = 0 m, à l'instant initial on impose une
température de 52 ◦C. La température initiale du MCP est quant à elle �xée à 12 ◦C.

De la même façon, dans cette section nous présenterons pour nos analyses du champ de
températures, uniquement les résultats obtenus pour :

� ∆x = 10−4 et 10−3 m ;
� ∆t = 10−2 et 1 s.

À t = 3600 s. Ces résultats sont visibles sur les �gures 3.11 à 3.14.
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Figure 3.11 � Problème à 2-phases : comparaison du champ de températures pour les formula-
tions Hsource (noir) et Tsource (marron) avec la solution analytique (trait plein),
∆x = 0.0001 m et ∆t = 0.01 s et à t = 3600 s.

En complément de ces résultats, ainsi que pour appuyer notre analyse, nous présentons sur
les �gures 3.15-3.16 les erreurs maximales, sur les �gures 3.17-3.18 les erreurs moyennes
ainsi que sur les �gures 3.19-3.20 l'erreur sur la position de l'interface, par rapport à la so-
lution analytique pour chacune des deux formulations correspondant aux instants et aux
pas de temps des �gures 3.11 à 3.14. L'ensemble des pas d'espace sont cette fois présentés.

Nous passerons rapidement sur l'analyse des courbes du champ de températures qui
comme dans le cas précédent, semblent recouvrir la solution analytique de Neumann
(on remarquera tout de même que dans le cas de la formulation Tsource, les résultats
paraissent être légérement inférieurs à ceux de la théorie et en particulier dans la zone
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Figure 3.12 � Problème à 2-phases : comparaison du champ de températures pour les formula-
tions Hsource (noir) et Tsource (marron) avec la solution analytique (trait plein),
∆x = 0.0001 m et ∆t = 1 s et à t = 3600 s.
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Figure 3.13 � Problème à 2-phases : comparaison du champ de températures pour les formula-
tions Hsource (noir) et Tsource (marron) avec la solution analytique (trait plein),
∆x = 0.001 m et ∆t = 0.01 s et à t = 3600 s.
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Figure 3.14 � Problème à 2-phases : comparaison du champ de températures pour les formula-
tions Hsource (noir) et Tsource (marron) avec la solution analytique (trait plein),
∆x = 0.001 m et ∆t = 1 s et à t = 3600 s.
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Figure 3.15 � Erreur maximale en fonction de ∆x pour les formulations Hsource (noir) et
Tsource (marron), ∆t = 0.01 s.
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Figure 3.16 � Erreur maximale en fonction de ∆x pour les formulations Hsource (noir) et
Tsource (marron), ∆t = 1 s.
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Figure 3.17 � Erreur moyenne en fonction de ∆x pour les formulations Hsource (noir) et
Tsource (marron), ∆t = 0.01 s.
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Figure 3.18 � Erreur moyenne en fonction de ∆x pour les formulations Hsource (noir) et
Tsource (marron), ∆t = 1 s.

0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

·10−3

4

5

6

7

8

∆x ( m)

ε
(

%
)

∆T = 0 K

∆T = 0.2 K

∆T = 2 K

(a) t = 3600 s

Figure 3.19 � Erreur sur la position de l'interface en fonction de ∆x pour les formulations
Hsource (noir) et Tsource (marron), ∆t = 0.01 s.
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Figure 3.20 � Erreur sur la position de l'interface en fonction de ∆x pour les formulations
Hsource (noir) et Tsource (marron), ∆t = 1 s.

correspondant à la transition de phase) pour nous focaliser sur l'étude des di�érentes
erreurs calculées.

Tout d'abord l'erreur maximale ; on constate ici une dispersion plus importantes des ré-
sulats, entre ≈ 0% et ≈ 6% pour ∆t = 0.01 s et entre ≈ 0% et ≈ 1% pour ∆t = 1 s là
où dans le cas précédent nous nous trouvions entre 0% et 3% d'erreur maximale pour les
deux pas de temps. Les di�érences entre la formulation Hsource et Tsource sont également
plus marquées, en particulier sur la �gure 3.15 où l'erreur la plus élevée est systématique-
ment obtenue avec la formulation Tsource. Si l'on continue notre analyse sur cette �gure,
bien qu'il soit évident que la formulation Hsource génère le moins d'erreur, il est moins
aisé de sélectionner un pas de température ∆T . Physiquement, la logique voudrait que
l'on paramètre ∆T = 0 K pour simuler un corps pur mais ce n'est pas forcément ce cas
qui renvoit l'erreur maximale la plus faible. L'in�uence du pas de temps est ici beaucoup
plus signi�cative que dans le cas du problème de Stefan, surtout pour la formulation
Tsource qui renvoie des erreurs plus faibles que la formulation Hsource dans le cas d'un
pas de temps plus grand. Concernant le pas d'espace, on notera que l'écart d'erreur entre
chaque ∆x simulé reste très faible pour les deux formulations dans le cas ∆t = 0.01 s.
Son in�uence est mieux visible sur la �gure 3.16, où l'on peut observer que les erreurs
diminuent avec la valeur de ∆x.

En ce qui concerne l'erreur moyenne, les mêmes remarques que celles faites sur l'erreur
maximale peuvent être appliquées, l'erreur moyenne variant entre ≈ 0% et ≈ 4% pour
∆t = 0.01 s et entre ≈ 0% et ≈ 0.5% pour ∆t = 1 s. On notera tout de même une disper-
sion importante des résultats avec la formulation Tsource à ∆t = 0.01 s.

Finalement, l'erreur sur la position de l'interface ; les résultats obtenus avec les deux
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formulations se superposent quels que soient le pas de temps et le pas d'espace que l'on
considère. L'écart le plus important avec la solution analytique est observé pour le pas
d'espace le plus élevé à savoir 10−3 s. À noter que l'erreur maximale culmine à 8%, tout
comme pour le problème de Stefan. En a�nant le maillage on augmente donc la précision
de nos simulations. Cependant, on remarque que dès ∆x = 5 · 10−4 m on atteint la valeur
minimum sur l'erreur et que continuer de diminuer la taille de la maille n'impacte plus
ou très peu (voir défavorablement) la valeur de l'erreur.

3.2.3 Conclusions sur la partie théorique

Le but de cette étude est de proposer une vue d'ensemble sur les techniques de mo-
délisation d'un changement de phase solide/liquide sélectionnées pour nos travaux, a�n
d'aider dans le choix d'une méthode par rapport à une autre en fonction de la précision
numérique requise, du temps et des ressources disponibles. 144 simulations ont alors été
réalisées en faisant varier trois paramètres que sont le pas de temps, le pas d'espace et
la plage de températures sur laquelle se produit la fusion. L'in�uence du pas de temps
∆t a alors pu être observée, particulièrement dans le cas du problème de Neumann, tout
comme l'in�uence du pas d'espace ∆x.

Dans le cas du problème de Neumann, on a pu constater que les erreurs maximales et
moyennes les plus faibles étaient obtenues avec le pas de temps le plus grand. C'est une
information qui peut s'avérer particulièrement utile dans l'objectif d'optimiser les temps
de simulation.

On a également pu constater que sur la détermination de la position de l'interface, qui
est une information primordiale dans nos travaux, les deux formulations renvoyaient les
mêmes erreurs et ce quel que soit le problème étudié. De plus, on a pu remarquer que
cette dernière diminuait lorsque l'on a�nait notre maillage pour atteindre une valeur
minimale optimale n'évoluant que peu si l'on continuait à réduire la taille de notre maille.

Il est aussi intéressant de noter que les simulations lancées avec ∆T = 2 K ne sont pas
systématiquement celles pour lesquelles l'erreur constatée est la plus importante, et ce
malgré le fait que dans le cas de la modélisation d'un corps pur ces simulations n'aient
pas de sens physique.

En croisant les di�érentes considérations faites sur le pas de temps et le pas d'espace,
l'utilisateur est alors à même de paramétrer ses simulations dans l'optique d'optimiser le
coût numérique de l'étude menée.

3.3 Étude comparative expérimentale

3.3.1 Dé�nition du cas test

Après avoir comparé les deux formulations de l'équation de conservation de l'énergie aux
solutions analytiques, nous allons maintenant réaliser le même type d'analyse sur un cas
de changement de phase dominé par des mouvements convectifs pour des matériaux de
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types corps pur.
Dès lors que nous prenons en compte la convection thermique, le champ de température
devient dépendant du champ de vitesses (et inversement). De plus, ce type de problème
est fortement non linéaire du fait du couplage entre l'enthalpie et la température. Il est
donc indispensable de résoudre le système d'EDP complet (équations (2.1) et (2.2) en
plus de l'équation (2.11) ou de l'équation (2.22)).

Du fait de la complexité du problème, il n'existe pas de solution analytique. Nous allons
donc utiliser les résultats expérimentaux disponibles dans la littérature pour réaliser notre
benchmark.
Nous allons considérer deux matériaux, le gallium (un métal) et le PEG-900 (un matériau
organique), qui se distinguent essentiellement par leur nombre de Prandtl (Prgallium =
0.025 et PrPEG900 = 1190). Dans la littérature, deux classes de matériaux ont principale-
ment été mises à l'étude [203,204] :
� MCP avec un nombre de Prandtl élevé (Pr ≈ 102), typiquement des para�nes (ex :
octadécane) [196,205,206] ;

� MCP avec un nombre de Prandtl faible (Pr ≈ 10−2), typiquement des métaux avec
une température de fusion basse (ex : gallium) [3, 207,208]

Les résultats expérimentaux sur lesquels nous nous sommes basés pour e�ectuer nos com-
paraisons sont issus de Gau et Viskanta [3] pour le gallium et de Wang et al. [4] pour le
PEG-900.

On considère une cavité en deux dimensions, initialement remplie avec un matériau à
l'état solide à une température uniforme. À t = 0 s, la température d'une des parois
verticales est �xée à une température Tp > TF tandis que l'autre paroi verticale est main-
tenue à la température initiale T0. Les parois horizontales sont quand à elles adiabatiques.
L'écoulement est laminaire et l'ensemble des propriétés thermodynamiques sont suppo-
sées constantes.

Le domaine modélisé dans nos études est représenté sur la �gure 3.21.

Tp T0

MCP

Figure 3.21 � Schéma du domaine simulé dans le cadre du benchmark expérimental.

Les caractéristiques géométriques de chaque cas étudiés sont présentés dans le tableau
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3.2. Dans le cas du gallium, trois cas sont simulés, chacun correspondant à un rapport
d'aspect, A = Ly

Lx
, di�érent.

Reference Lx Ly
[3] 8.89 cm 6.35 cm

8.89 cm 4.45 cm
8.89 cm 2.54 cm

[4] 153 mm 103 mm

Table 3.2 � Dimensions du système pour chaque cas étudié dans le cadre du benchmark expé-
rimental

Les propriétés thermodynamiques de PEG-900 sont disponibles dans le tableau 3.1 et
celles du gallium dans le tableau 3.3.

ρ( kg ·m−3) cs( J · kg−1 ·K−1) cl( J · kg ·K−1) k( W ·m−1 ·K−1)

6093 381.5 381.5 32

LF ( J · kg−1) TF ( ◦C) β( K−1) ν( m2 · s−1)

80 160 29.78 1.2 · 10−4 2.97 · 10−7

Table 3.3 � Propriétés thermophysiques du gallium [10]

Les conditions aux limites, et le temps de simulation dans chaque cas sont regroupés dans
les tableaux 3.4 pour le gallium et 3.5 pour le PEG-900. Dans le cas du PEG-900, on
impose comme condition à la limite une température dont la valeur évolue au cours du
temps et est calculée via le polynome présenté dans le tableau 3.5.

Cas # 1
Tinit(

◦C) 28.3
Temps (min) 19
Tp(

◦C) 38

Table 3.4 � Conditions aux limites dans le cas du gallium

Les simulations se font en 2D sur le domaine présenté sur la �gure 3.21.
Concernant le pas d'espace, cinq cas sont simulés :

∆x = [10−4, 2 · 10−4, 5 · 10−4, 10−3, 2.5 · 10−3] m
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Cas # 1 # 3 # 5
Tinit(

◦C) 20.93 21.38 23.12
Temps (min) 800 400 250

Tp = At5 +Bt4 + Ct3 +Dt2 + Et+ F ( ◦C)
A = 1, 35 · 10−12 5, 02 · 10−11 5, 13 · 10−10

B = −2, 62 · 10−9 −5, 84 · 10−8 −3, 80 · 10−7

C = 1, 94 · 10−6 2, 67 · 10−5 1, 12 · 10−4

D = −7, 36 · 10−4 −6, 02 · 10−3 −1, 67 · 10−2

E = 0, 167 0, 684 1, 25
F = 22, 6 22, 4 23, 5

Table 3.5 � Conditions aux limites dans le cas du PEG-900

Nous allons, en plus du pas d'espace, faire varier l'écart de températures ∆T = Tliq−Tsol
pour la formulation Tsource :

∆T = [10−2, 5 · 10−2, 10−1, 2 · 10−1, 5 · 10−1, 1, 2] K

Au total, ce sont 70 simulations qui ont été lancées et post-traitées.

Pour chacune des simulations nous comparerons la position de l'interface à di�érents
instants physiques en fonction des résultats disponibles dans [3] et [4].

3.3.2 Résultats

3.3.2.1 Cas du gallium [3]

Dans cette section nous présenterons pour nos analyses uniquement les résultats obtenus
pour :
� ∆x = 10−3 m ;
� ∆T = 0, 5 et 1 K dans le cas de la formulation Tsource.
L'ensemble des simulations ont été réalisées avec un pas de temps ∆t = 1 s.

Les temps de simulations pour ces di�érents cas sont tous inférieurs à 1 heure.

La position de l'interface solide/liquide à t = 2, 6, 10 min est visible sur les �gures 3.22
(A = 0, 714), 3.23 (A = 0, 5) et 3.24 (A = 0, 286) 1. Les ronds correspondent aux résultats
à 2 min, les triangles à 6 min et les pentagones à 10 min.

Si l'on observe les résultats sur l'évolution du front de fusion, on remarque qu'au début
de la simulation l'interface est plane, presque parallèle à la paroi chau�ée. À ces instants

1. Pour des raisons de lisibilité des �gures, nous avons choisi de présenter les résultats que pour trois
instants.
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les transferts thermiques sont dominés par la conduction. L'écart observé entre les simu-
lations et l'expérience est dû à plusieurs éléments. Premièrement, la condition à la limite
imposée sur la paroi gauche n'est pas exactemment la même. En e�et dans l'expérience
la température Tp est imposée sur la paroi de la cellule test tandis que dans le cas des
simulations, cette température est directement imposée sur le MCP. La deuxième raison
est le post-traitement utilisé pour obtenir le pro�l de l'interface. On trace cette dernière
en récupérant les coordonnées des points pour lesquels la fraction massique liquide a une
valeur de 0.5, ce qui entraîne forcément une incertitude sur la position exacte de l'inter-
face. Ceci couplé, à des considérations liées à la taille des mailles, explique l'écart observé
des les premiers instants de la simulation.

Ensuite, la fusion progressant, un écoulement laminaire 2D mono-cellulaire se met en
place dans la partie déjà fondue. Cette étape est mise en évidence par l'apparition d'une
interface non linéaire entre le haut et le bas de la cellule test. Ce comportement simulé
coïncide avec le comportement expérimental observé dans [3].

Cependant, bien que le comportement global de l'interface soit bien représenté, qualitati-
vement parlant, par nos deux modèles, des di�érences importantes dans les dynamiques
de transferts apparaissent rapidement. En e�et, même si aux premiers instants de la si-
mulation la position est presque uniformément la même dans chaque cas, des di�érences
sont rapidement constatées tout au long de l'interface. La position du coude d'in�exion de
l'interface, qui correspond à la zone où sont présents les rouleaux convectifs (unique selon
nos modèles ainsi que l'expérience de Gao et Viskanta, on parle dans ce cas de structure
convective mono-cellulaire), se trouve globalement à la même hauteur dans chaque cas.

L'in�uence du rapport d'aspect A = Ly/Lx semble quant à lui correspondre aux obser-
vations faites par Gau et Viskanta dans [3], à savoir que le rapport d'aspect le plus élevé
(�gure 3.22) permet de mettre en évidence l'impact de la convection thermique sur la
déformation de l'interface, ainsi que l'observation de la recirculation du liquide entre la
partie haute et la partie basse du domaine. Le �uide s'échau�e en montant le long de la
paroi gauche, puis se refroidit au contact de l'interface solide-liquide. En augmentant la
dimension Ly (et donc la valeur de A), on permet au phénomène de recirculation de se
développer ce qui a pour e�et d'accentuer la déformation de l'interface.

À contrario, pour un faible rapport d'aspect ce phénomène sera moins prononcé. Ceci est
particulièrement marqué pour la simulation Hsource où l'on constate, sur la �gure 3.24,
une interface non déformée, parallèle à la paroi chau�ée jusque dans les instants avancés
de la simulation. Cela ne signi�e pas pour autant qu'aucun n'e�et convectif est mis en
jeu, mais que les transferts de chaleur dans la partie basse et la partie haute de la cellule
sont équivalents et que donc le front de fusion progresse de manière uniforme.

Considérant ces écarts, il ne semble pas évident qu'un modèle surpasse les autres. Bien que
l'on puisse penser que la simulation réalisée à partir de la formulation Hsource soit celle
qui colle au mieux aux résultats expérimentaux dans les cas où A = 0, 714 et A = 0, 5,
cela n'est plus vrai dans le cas où A = 0, 286. Rappelons tout de même que la formulation
Tsource que nous avons employé présente l'inconvénient de ne pas simuler un corps pur,
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ce qui est le cas du gallium, en étalant la fusion sur une plage de température (0, 5 K et
1 K en l'occurence). Ce constat est d'ailleurs particulièrement visible sur la �gure 3.25.
Sur cette �gure, la zone rouge correspond au matériau liquide (Yl = 1), la zone bleue au
matériau solide (Yl = 0) et en�n la zone verte correspond à l'interface de changement de
phase (0 < Yl < 1). On peut clairement observer que dans le cas de la formulation Hsource
l'interface est nette tandis que dans le cas de la formulation Tsource cette dernière est
beaucoup plus di�use, ce qui est discordant avec la véritable physique du problème.

Il s'agit d'un constat fait à partir de l'observation des résultats obtenus avec un pas de
temps de 1 s. Lors de notre étude analytique nous avions pu observer l'in�uence du pas
de temps, c'est pour cela que nous allons maintenant présenter un cas optimisé en terme
de discrétisation temporelle.
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Figure 3.22 � Position de l'interface (A=0.714) pour [3] (noir) et pour les formulations Hsource
(rouge) et Tsource (bleu ∆T = 0, 5 K et vert ∆T = 1 K).
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Figure 3.23 � Position de l'interface (A=0.5) pour [3] (noir) et pour les formulations Hsource
(rouge) et Tsource (bleu ∆T = 0, 5 K et vert ∆T = 1 K).
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Figure 3.24 � Position de l'interface (A=0.286) pour [3] (noir) et pour les formulations Hsource
(rouge) et Tsource (bleu ∆T = 0, 5 K et vert ∆T = 1 K).

(a) Hsource (b) Tsource

Figure 3.25 � Comparaison des champs de fraction volumique Yl à t = 900s pour les formula-
tions Hsource et Tsource à ∆T = 1 K et A = 0, 714.
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3.3.2.1.a Cas optimisés

Au vu des précédents résultats, il a été décidé de mener une simulation optimisée pour
les formulations Hsource et Tsource. Pour ce faire nous allons uniquement modéliser le
domaine 2D où A = 0.714. Dans les deux cas nous aurons un pas d'espace ∆x = 10−3 m.
Concernant le pas de temps, celui-ci est sélectionné de telle sorte à assurer la stabilité
numérique et la précision temporelle optimale de notre simulation. On utilise alors le
nombre de courant, Co, pour calculer le pas de temps. Pour une cellule, ce dernier est
dé�nit comme suit :

Co =
∆t|~V |

∆x
(3.9)

avec |~V | la norme de la vitesse au travers de la cellule.

La vitesse varie au sein du domaine, et dans le cas d'un écoulement laminaire, on doit
s'assurer que Co < 1 est véri�é dans toutes les cellules. On choisit alors ∆t en se basant
sur le pire des cas, Co = 1, qui correspond aux e�ets combinés d'une vitesse d'écoulement
importante avec des mailles de petites dimensions. Comme le pas d'espace est �xe, la
valeur maximale du nombre de courant sera atteinte dans la zone de recirculation du
matériau liquide. Ne connaisant pas, à priori, la valeur de la vitesse dans cette zone, nous
faisons le choix (très prudent) de prendre |~V | = 1 m · s−1 pour s'assurer que notre nombre
de Courant ne dépassera jamais la valeur de 1.
On calcule alors la valeur du pas de temps de la façon suivante :

∆t =
Co∆x

|~V |
= 10−3 s (3.10)

Pour la formulation Tsource, on �xe ∆T = 0.1 K.

Les conditions initiales ainsi qu'aux frontières de notre système restent inchangées par
rapport au cas présenté précédemment.

Sur la �gure 3.26 2, on peut voir la comparaison de l'évolution de la fraction massique
liquide Yl au cours du temps, pour les deux formulations. Première remarque, l'applica-
tion d'un ∆T = 0.1 K permet d'avoir un front de fusion moins étalé comme on pouvait
l'observer sur la �gure 3.25. On se rapproche ainsi du comportement réel d'un corps pur.
Avec ce ∆T très petit, la di�érence avec la formulation Hsource pour laquelle la fusion
se fait à une température unique devient minime.
Concernant la fusion du MCP, elle semble progresser de manière identique avec les deux
formulations. On peut tout de même noter que le pro�l du front de fusion présente un
angle plus aigu au niveau du point d'in�exion dans le cas Hsource, certainement lié à la
modélisation de la fusion à T = TF .

Sur la �gure 3.27, on peut observer le comparatif des champs de température et de vi-
tesse, à di�érents instants, entre les formulations Hsource et Tsource.
On constate une bonne concordance entre les deux simulations avec l'apparition d'une

2. volFrac et alpha désignant tous les deux la fraction massique liquide Yl.

74



(a) Hsource - 120 s (b) Tsource - 120 s

(c) Hsource - 360 s (d) Tsource - 360 s

(e) Hsource - 600 s (f) Tsource - 600 s

(g) Hsource - 1020 s (h) Tsource - 1020 s

Figure 3.26 � Evolution temporelle de la fraction liquide obtenue avec Hsource et Tsource avec
∆x = 10−3 m et ∆t = 10−3 s.
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cellule convective située en haut à gauche du domaine qui va se développer au cours du
temps. Le �uide s'échau�e le long de la paroi gauche en montant, puis se refroidit au
contact de l'interface solide-liquide en descendant. On remarque également une bonne
cohésion sur les niveaux de températures dans le domaine.

En complément de la �gure 3.27, on peut voir sur la �gure 3.28 la comparaison de l'évo-
lution temporelle de la vitesse pour les deux formulations. Les schémas de recirculation
du �uide y sont mis en évidence.
Sur la �gure 3.29 on peut voir le comparatif de l'évolution de l'interface solide-liquide
entre les mesures expérimentales de Gau [3] et les formulations Hsource et Tsource à
t = 120 s (ronds), t = 360 s (triangles), t = 600 s (pentagones) et t = 1020 s (carrés).
Comparativement aux résultats présentés précédemment sur la �gure 3.22 ceux-ci sont
biens meilleurs. Cette fois, on constate une bonne adéquation entre la simulation et l'expé-
rience. Les écarts importants que l'on observait précédemment sont grandements réduits
lorsque l'on optimise nos simulations du point de vue du pas de temps. On met ainsi en
évidence l'in�uence primordiale de la discrétisation en temps là où tout à l'heure nous
attribuions les écarts observés à des di�érences dans la dynamique de transfert dû à une
condition à la limite en paroi gauche sur-évaluée.

Il est également logique que dans le cas de la formulation Tsource on obtienne de meilleurs
résultats en �xant un ∆T proche de 0, puisque l'on se rapproche ainsi de la simulation
d'un corps pur.

Si l'on prend on compte l'ensemble des résultats de cette section, on peut réaliser une
analyse des phénomènes thermiques observés. Dans les premiers instants de la simula-
tion, la forme de l'interface de changement de phase est plane et presque parallèle à la
paroie chau�ée. À ce moment les transferts sont dominés par la conduction. La fusion
progressant, on va alors constater la déformation de l'interface solide/liquide caractéri-
sant une structure d'écoulement type convection naturelle dans une cavité rectangulaire,
i.e, le �uide s'élève en température le long de la paroi chau�ée puis se refroidit au niveau
de l'interface de fusion et descend le long de cette dernière. Le �uide est donc à une
température plus élevée dans la partie haute de la cavité et c'est à ce niveau que le taux
de fusion est le plus important. C'est donc logiquement dans cette zone que l'on observe
la déformation de l'interface la plus importante. À contrario, du fait du schéma de recir-
culation du liquide, c'est dans la partie basse de la cavité que les transferts thermiques
sont les plus faibles.

On observe toujours des écarts entre l'expérience et les simulations, mais ceux-ci restent
assez faibles. À t = 120 s, l'erreur maximale absolue observée pour les deux formulations
est de ≈ 0.15 cm soit une erreur relative par rapport à l'expérience de 2%. Nous sommes
de l'ordre de l'incertitude numérique (erreur liée à la taille de la maille mais aussi au
post-traitement réalisé pour obtenir la position de l'interface) et donc ces résultats sont
tout à fait acceptables.

Notons, avant de poursuivre nos études sur un autre matériau, que la simulation de la
fusion du gallium pendant 17 min correspond à un temps de simulation d'environ 30 h,
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(a) Hsource - 120 s (b) Tsource - 120 s

(c) Hsource - 360 s (d) Tsource - 360 s

(e) Hsource - 600 s (f) Tsource - 600 s

(g) Hsource - 1020 s (h) Tsource - 1020 s

Figure 3.27 � Évolution temporelle du champ de température et de vitesse obtenus avec
Hsource et Tsource avec ∆x = 10−3 m et ∆t = 10−3 s.
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(a) Hsource - 120 s (b) Tsource - 120 s

(c) Hsource - 360 s (d) Tsource - 360 s

(e) Hsource - 600 s (f) Tsource - 600 s

(g) Hsource - 1020 s (h) Tsource - 1020 s

Figure 3.28 � Évolution temporelle de la vitesse obtenue avec Hsource et Tsource avec ∆x =
10−3 m et ∆t = 10−3 s.
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dans le cas optimisé. Nous reviendrons sur ce point dans la discussion qui conclura cette
section.
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Figure 3.29 � Position de l'interface (A=0.714) pour [3] (noir) et pour les formulations Hsource
(rouge) et Tsource (bleu ∆T = 0.1 K) avec ∆x = 10−3 m et ∆t = 10−3 s à
t = 120 s (ronds), t = 360 s (triangles), t = 600 s (pentagones) et t = 1020 s
(carrés).

En plus des divers éléments de simulation déjà présentés, on peut observer sur la �gure
3.30, le comparatif de la position de l'interface solide-liquide entre l'expérience de Gau [3]
et la formulation Hsource pour un rapport d'aspect A = 0.286.
Là où précédemment nous avions une interface qui demeurait plane et linéaire tout au
long de la simulation avec la formulation Hsource (�gure 3.24), on observe maintenant un
comportement simulé bien plus proche de l'expérience. On démontre ainsi une nouvelle
fois l'importance de la discrétisation en temps.
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Figure 3.30 � Position de l'interface (A=0.286) pour [3] (noir) et pour la formulation Hsource
(rouge) avec ∆x = 10−3 m et ∆t = 10−3 s à t = 2 min (ronds), à t = 6 min
(triangles) et à t = 11 min (pentagones).
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3.3.2.2 Cas du PEG-900 [4]

Dans cette section nous présenterons pour nos analyses uniquement les résultats obtenus
pour :

� ∆x = 10−3 m ;
� ∆T = 0.5 et 1 K dans le cas de la formulation Tsource.

L'ensemble des simulations présentées dans la suite ont été réalisées avec un pas de temps
∆t = 1 s.

Notons que les simulations ont toutes tourné en moins d'une heure.

La position de l'interface solide/liquide à t = 3, 6, 12 h dans le cas #1 et à t = 1, 2, 3 h
dans le cas #5, est visible sur les �gures 3.31 et 3.32.

Premier constat, les dynamiques de transferts dans le cas de nos modèles, que ce soit
Hsource ou Tsource, sont largement sur-évaluées. Cela est dû aux conditions aux limites
utilisées dans OpenFOAM où l'on impose une température de paroi, variant au cours du
temps, directement sur le matériau alors que dans l'expérience [4] ce �ux est imposé en
paroi de la cellule test. On en arrive alors à observer des écarts importants allant jusqu'à
≈ 60% dans le cas #1 à t = 12 h. Il importera donc ici de relancer ces simulations en
prenant en compte la di�usion thermique dans le solide constituant la paroi de la cavité
a�n d'obtenir des résultats corrects d'un point de vu quantitatif 3.

Ceci étant dit, les di�érences sur la position de l'interface sont essentiellement présentes
dans la partie haute du domaine simulé, les écarts constatés étant beaucoup moins im-
portant en partie basse (≈ 30% dans le cas #1 à t = 12 h), ce qui est normal étant
donné que c'est là que la fusion est la moins importante. De plus le pro�l de l'interface de
changement de phase est qualitativement représenté si l'on observe les points d'in�exions
correspondant aux zones de recirculation du liquide.

Maintenant concernant la dispersion des résultats entre nos deux modèles, on constate
qu'elles sont moins importantes que dans le cas des simulation pour le gallium. Notam-
ment, les di�érences entre les deux plages de températures pour la formulation Tsource
sont beaucoup moins marquées et cela tout particulièrement dans la partie haute du do-
maine où le phénomène de recirculation du liquide intervient (ceci est également vrai si
l'on compare les résultats obtenus avec les formulations Tsource et Hsource) et où donc
les phénomènes convectifs sont les plus importants et où il est donc nécessaire d'avoir une
bonne résolution des couches limites thermique et dynamique.

En y = 0 mm, dans le cas #1 à t = 12 h, on calcule un écart Positionexpérience(x,y=0)−Positionnumérique(x,y=0)

Positionexpérience(x,y=0)
≈

10% entre la formulation Tsource à ∆T = 0, 5 K et celle à ∆T = 1 K, et un écart ≈ 30%
entre la formulation Hsource et Tsource à ∆T = 0.5 K et un écart ≈ 60% avec celle à

3. Ceci n'est pas possible dans la version 2.2.1 d'OpenFOAM dans laquelle nous avons implémenté
nos modèles. La version 2.3.0 mise en ligne courant 2014 permet ce type de simulations.
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∆T = 1 K.

En revanche, en y = 103 mm (toujours dans le même cas et au même instant), on calcule
un écart ≈ 0, 2% entre la formulation Tsource à ∆T = 0.5 K et celle à ∆T = 1 K, et un
écart ≈ 0, 1% entre la formulation Hsource et Tsource à ∆T = 0.5 K et un écart ≈ 0.4%
avec celle à ∆T = 1 K.

Encore une fois, et en gardant à l'esprit les écarts de résultats constatés, il n'est pas
possible de désigner de manière claire quel modèle est préférable à l'autre pour la si-
mulation de ce type de problème de changement de phase. La seule di�érence dans la
description mathématique du problème ne su�t à sélectionner un modèle plutôt qu'un
autre. Il importe alors de réaliser une étude paramétrique sur le pas de temps et le pas
d'espace. Dans notre cas nous avons fait varier le pas d'espace (∆x = [10−4, 2 · 10−4, 5 ·
10−4, 10−3, 2.5 · 10−3] m) et nous avons pu constater que pour des ∆x petits, la formula-
tion Hsource renvoyait de meilleurs résultats notamment sur la description du pro�l de
l'interface. Une explication apportée à ce constat est que, dans le cas de la formulation
Tsource, l'on modélise le changement de phase sur une plage de températures et que donc
lorsque le maillage est �n voir très �n, la mushy region (qui sépare la zone liquide du
solide) est di�use sur plusieurs mailles, entraînant des di�cultés dans la résolution en
plus de ne pas avoir de sens physique.
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Figure 3.31 � Position de l'interface (cas #1) pour [4] et pour les formulations Hsource (rouge)
et Tsource (bleu ∆T = 0.5 K et vert ∆T = 1 K) à t = 3 h (ronds), à t = 6 h
(diamants) et à t = 12 h (étoiles).

3.3.2.2.a Cas optimisés

Tout comme pour le gallium, il a été décidé de mener une simulation optimisée pour les
formulations Hsource et Tsource. Pour se faire nous allons uniquement modéliser le cas
#5 avec un pas d'espace ∆x = 10−3 m.
Concernant le pas de temps, celui-ci est une nouvelle fois sélectionné de telle sorte à
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Figure 3.32 � Position de l'interface (case #5) pour [4] (noir) et pour les formulations Hsource
(rouge) et Tsource (bleu ∆T = 0.5 K et vert ∆T = 1 K) à t = 1 h (carrés), à
t = 2 h (diamants) et à t = 3 h (croix).

assurer la stabilité numérique et la précision temporelle optimale de notre simulation. On
utilise de nouveau le nombre de courant, Co, pour calculer le pas de temps :

∆t =
Co∆x

|~V |
= 10−3 s (3.11)

Pour la formulation Tsource, on �xe ∆T = 0.1 K.

Les conditions initiales ainsi qu'aux frontières de notre système restent inchangées par
rapport au cas #5 présenté précédemment.

Notons que la simulation de la fusion du PEG-900 pendant 2 h correspond à un temps
de simulation d'environ 100 h, dans le cas optimisé.

Sur la �gure 3.33, on peut voir la comparaison de l'évolution de la fraction massique
liquide Yl au cours du temps, pour les deux formulations. Concernant la fusion du MCP,
on remarque tout de suite des di�érences beaucoup plus prononcées entre les deux for-
mulations, par rapport à la simulation du gallium. L'observation des résultats pour les
instants 5400 s et 7200 s laisse à penser que dans le cas de la formulation Tsource la cellule
convective n'est pas con�née en haut à gauche du domaine simulé, alors que dans le cas
de la formulation Hsource on retrouve un comportement similaire à celui que l'on avait
pu observer avec le gallium. Gobin et al. [204] ont également constaté un comportement
du front de fusion similaire dans le cas de la formulation enthalpique, qu'ils ont attri-
bué à une résolution spatiale insu�sante. On remarque également que la fusion semble
progresser moins rapidement avec Hsource, la di�érence entre la position de l'interface à
5400 s et 7200 s étant moins marquée que pour la formulation Tsource.

Sur la �gure 3.34, on peut observer le comparatif des champs de température et de vi-
tesse, à di�érents instants, entre les formulations Hsource et Tsource.
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(a) Hsource - 1800 s (b) Tsource - 1800 s

(c) Hsource - 3600 s (d) Tsource - 3600 s

(e) Hsource - 5400 s (f) Tsource - 5400 s

(g) Hsource - 7200 s (h) Tsource - 7200 s

Figure 3.33 � Évolution temporelle de la fraction liquide obtenue avec Hsource et Tsource avec
∆x = 10−3 m et ∆t = 10−3 s.
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Dans le cas d'un matériau avec un nombre de Prandtl élevé, le pro�l de température
dans le �uide est fortement in�uencé par le pro�l de vitesse. On observe ici une excel-
lente concordance entre les deux formulations concernant les niveaux de températures.
Les phénomènes de recirculation du �uide (également visible sur la �gure 3.34) semblent
également correspondre dans les deux cas. On ne voit pas ici apparaître de cellule convec-
tive localisée dans la partie haute du domaine simulé, comme cela pouvait être le cas avec
le gallium. La di�érence entre les deux formulations réside dans le fait que la fusion dans
la partie basse du domaine est beaucoup plus prononcée dans le cas de la simulation avec
Tsource.

Sur la �gure 3.36 on peut voir le comparatif de l'évolution de l'interface solide-liquide
entre les mesures expérimentales de Wang et al [4] et les formulations Hsource et Tsource
à t = 1800 s (ronds), t = 3600 s (triangles), t = 5400 s (pentagones) et t = 7200 s (carrés).
Comparativement aux résultats présentés précédemment sur la �gure 3.32 ceux-ci sont
biens meilleurs. Une nouvelle fois, les écarts importants que l'on observait précédemment
sont grandements réduits lorsque l'on optimise nos simulations du point de vue du pas
de temps.
Cependant, même si aux premiers instants de la simulation, les deux formulations coïn-
cident parfaitement avec l'expérience, dès lors que la convection thermique devient le
phénomène dominant les transferts, des di�érences fortes apparaissent au niveau du pro-
�l de l'interface de fusion.

À t = 2 hr, là où l'on observe le plus fort décalage entre les simulations et l'expérience,
en y = 103 mm l'écart en absolu entre Hsource et Tsource est de ≈ 1 mm soit un écart
relatif de ≈ 2% par rapport à Tsource. Toujours en y = 103 mm, l'écart en absolu entre
Hsource et l'expérience est de ≈ 11 mm et de ≈ 10 mm entre Tsource et l'expérience soit
un écart relatif par rapport à l'expérience de ≈ 18% pour Hsource et de ≈ 19% pour
Tsource.
Maintenant si l'on se positionne en y = 50 mm, l'écart en absolu entre Hsource et Tsource
est de ≈ 20 mm soit un écart relatif de ≈ 48% par rapport à Tsource. L'écart en absolu
entre Hsource et l'expérience est de ≈ 56 mm et de ≈ 7 mm entre Tsource et l'expérience
soit un écart relatif par rapport à l'expérience de ≈ 56% pour Hsource et de ≈ 15% pour
Tsource.

3.3.3 Conclusions sur la partie expérimentale

Avant toute chose, il est important de rappeler que la nature même du problème étudié, à
savoir la fusion d'un corps pur, est défavorable aux méthodes à domaine unique que nous
utilisons dans nos études. Cependant ces dernières sont beaucoup plus polyvalentes. C'est
pour cette raison que nous avons choisi de travailler avec ces méthodes. En particulier
les méthodes de front tracking réussiront à reproduire �dèlement le pro�l de l'interface
de fusion d'un corps pur, mais seront moins précises lors de la simulation de la transition
solide-liquide si celle-ci est di�use sur une plage de températures.
Il faut donc garder cet élément à l'esprit lorsque l'on observe les di�érents résultats et
remarques de cette section.
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(a) Hsource - 1800 s (b) Tsource - 1800 s

(c) Hsource - 3600 s (d) Tsource - 3600 s

(e) Hsource - 5400 s (f) Tsource - 5400 s

(g) Hsource - 7200 s (h) Tsource - 7200 s

Figure 3.34 � Évolution temporelle du champ de température et de vitesse obtenus avec
Hsource et Tsource avec ∆x = 10−3 m et ∆t = 10−3 s.
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(a) Hsource - 1800 s (b) Tsource - 1800 s

(c) Hsource - 3600 s (d) Tsource - 3600 s

(e) Hsource - 5400 s (f) Tsource - 5400 s

(g) Hsource - 7200 s (h) Tsource - 7200 s

Figure 3.35 � Évolution temporelle de la vitesse obtenue avec Hsource et Tsource avec ∆x =
10−3 m et ∆t = 10−3 s.
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Figure 3.36 � Position de l'interface (cas #5) pour [4] (noir) et pour les formulations Hsource
(rouge) et Tsource (bleu ∆T = 0.1 K) avec ∆x = 10−3 m et ∆t = 10−3 s à
t = 0.5 hr (ronds), à t = 1 hr (triangles), à t = 1.5 hr (pentagones) et à t = 2 hr
(carrés).

Autre point intéressant à prendre en compte, les durées des simulations qui varient for-
tement entre les cas classiques et les cas optimisés que nous avons réalisés. C'est une
information qu'il est primordiale de garder à l'esprit lorsque l'on débute un travail nu-
mérique. Comme on a pu le voir, le lancement d'un cas optimisé est particulièrement
coûteux en terme de temps de simulation. Certe le gain sur les résultats est clairement
visible mais de tels temps de simulations peuvent s'avérer problématiques en fonction des
projets.
Le pas d'espace joue également un rôle majeur. On a pu constater sur le cas optimisé
du PEG-900, avec la formulation Hsource, qu'une mauvaise détermination du pro�l de
l'interface de changement de phase était liée à une taille de maille trop importante (cf.
conclusions de Gobin et al [204]). C'est pour cela que nous avons mené une étude sur l'in-
�uence du pas d'espace qui sera présentée dans le cadre d'un article réalisé en partenariat
avec une équipe du laboratoire allemand ZET de l'Université de Bayreuth. Dans cette
étude sont également étudiés les formulations à maillage �xe présentées dans le chapitre 1.

Dans ce chapitre nous nous sommes focalisés sur les formulations mathématiques d'un
problème de changement de phase. Dans la suite, nous faisons le choix de travailler uni-
quement avec la formulation Hsource de l'équation de conservation de l'énergie et ce
dans le but de se démarquer le plus possible des modèles déjà présents dans le commerce
(FLUENT utilise pour la modélisation d'un problème de changement de phase solide-
liquide la formulation Tsource). Dans le prochain chapitre, notre attention va se porter
sur la fermeture thermodynamique du problème, à savoir la relation qui permet de re-
lier l'enthalpie à la température, et voir quelle in�uence cette dernière peut avoir sur la
simulation du fonctionnement d'un système de stockage thermique par chaleur latente.
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Chapitre 4

Analyse numérique de l'in�uence de la
fonction h(T ) sur les processus de
charge et de décharge d'un système de
stockage thermique par chaleur latente

4.1 Avant-propos

Le but de l'étude menée dans ce chapitre est d'analyser les performances d'une solution
de stockage thermique par chaleur latente au travers de la modélisation des phénomènes
thermiques et hydrauliques. Au delà de ces considérations, le point qui a focalisé notre
attention dans cette section du manuscrit est de démontrer l'in�uence que peut avoir le
type de modélisation et surtout le type de fermeture thermodynamique (fonction h(T )
selon que l'on considère un corps pur ou un binaire) sur le fonctionnement du stockage.
Nous verrons que cette dernière impacte directement la dynamique, l'état prédit du stock
et, si on élargit le spectre de notre ré�exion, le contrôle commande de l'installation et
bien sûr ses performances réelles.
Étant donné que les propriétés thermophysiques des MCP sont des données d'entrées
essentielles dans notre modèle, ce dernier va nous permettre de mettre en évidence l'im-
portance d'une bonne détermination de ces propriétés et surtout de l'utilisation d'un
modèle thermodynamique approprié.

Dans le chapitre précédent nous comparions deux formulations pour l'équation de conser-
vation de l'énergie. Ici nous allons uniquement utiliser celle que nous avions désigné par
Hsource.

Par commodité pour le lecteur, on rappelle ici la formulation de l'équation de conservation
de l'énergie que nous avons sélectionnée pour modéliser le MCP.

ρ
∂h

∂t
+ ρ~∇ ·

(
h~V
)

= ~∇ ·
(
k~∇T

)
(4.1)

Dans la suite nous allons donc tester deux relations reliant l'enthalpie à la température
(fermeture thermodynamique de notre système), l'une dans le cas d'un corps pur et l'autre
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dans le cas d'une solution binaire.

L'expression de l'enthalpie dans le cas d'un corps pur est donnée par l'équation (4.2) :

h =


href + cs (T − Tref) si T < TF
href + cs (TF − Tref) + Yl LF si T = TF
href + cs (TF − Tref) + LF + cl (T − TF ) si T > TF

(4.2)

Pour une solution binaire on a l'expression suivante (4.3) :

h =


href + cs (T − TE) si T ≤ TE

href + const1 + (TF,w − TF )

(
LF,w

TF,w − T

)
+cs (T + (TF,w − TF ) ln (TF,w − T ))− cl (TF,w − TF ) ln (TF,w − T ) si TE ≤ T ≤ TF
href + cl (T − TF ) + const2 si T > TF

(4.3)
Avec :

const1 = LE −
(

(TF,w − TF )

(
LF,w

TF,w − TE

)
+ cs

(
TE + (TF,w − TF ) ln (TF,w − TE)

)
−cl (TF,w − TF ) ln (TF,w − TE)

)
(4.4)

Et :

const2 = cs

(
TF + (TF,w − TF ) ln (TF,w − TF )

)
−cl (TF,w − TF ) ln (TF,w − TF ) + const1

(4.5)

Pour la modélisation de la partie �uide nous nous basons toujours sur les équations (2.1)
et (2.2).

4.2 Introduction

Comme nous l'avons rappelé dans la partie introductive de ce manuscrit, l'augmenta-
tion de la part des ressources renouvelables comme énergie primaire dans le processus
de production d'électricité passe par la levée de nombreux verrous technologiques. Parmi
eux, la question de l'intermittence de la ressource représente un enjeu crucial pour tous
les acteurs du domaine. Dans cette optique, un recours croissant aux MCP est fait pour
répondre à la problématique du lissage de la production électrique, via la mise en place
d'un système de stockage thermique [209]. Du fait de leur importante capacité de stockage
thermique, sous la forme de chaleur latente avec de faibles plages de variation en tempé-
ratures durant les phases de charge et de décharge, les procédés de stockage thermique
par chaleur latente (latent heat thermal energy storage ou LHTES) apparaissent comme
la solution la plus e�cace pour ajuster la production à la demande d'énergie.

90



Dans le but de mettre au point cette technologie, il est crucial de comprendre au mieux
l'ensemble des phénomènes physiques impliqués durant les phases de fusion et de solidi-
�cation du MCP. Du fait de la nature non linéaire du problème, une analyse numérique
est nécessaire pour prédire le comportement thermique de telles installations. Donc la
modélisation mathématique du matériau devient dès lors un point essentiel sur lequel se
focaliser pour concevoir le stockage.

Plusieurs auteurs se sont penchés sur l'étude numérique des performances de ce type
de stockage [11, 182, 210, 211]. Bien souvent, la détermination précise des propriétés in-
trinsèques des MCP employés ne fait pas l'objet d'analyses approfondies. Or ces pro-
priétés sont des paramètres de simulation essentiels pour une détermination juste des
performances du système de stockage thermique modélisé. Autre point peu fréquemment
abordé, l'analyse au cours du temps de telles installations et la possibilité d'une détério-
ration des propriétés thermophysiques due au vieillissement du matériau.

Le modèle que nous avons développé permet la simulation des phénomènes thermiques
couplés (transferts de chaleur et de masse), en présence de conduction et de convection,
d'un système de stockage de chaleur incluant une partie latente. Nous montrons ici la
prépondérance d'une bonne détermination des propriétés des matériaux à changement
de phase dans l'analyse des performances d'une solution de stockage thermique. Cette
analyse se fait via la modélisation du stockage en considérant les phénomènes thermiques
et hydrauliques et plus particulièrement au travers du taux de remplissage qui sera dé�ni
dans la suite. Nous comparerons dans un premier temps deux matériaux �ctifs, chacun
d'un type di�érent. Puis nous nous baserons sur les résultats de caractérisation de cinq
MCP, chacun modelisé par la loi d'état h(T ) correspondante puis nous discuterons de
l'impact des di�érents types de modélisation sur les performances d'un système de sto-
ckage.

4.3 Résultats

4.3.1 Dé�nition du cas test

A�n de bien démontrer le propos de cette étude, nous allons considérer le cas simple d'un
stockage rectangulaire (dimensions 400 x 10 mm) avec une condition en température �xe
à la limite inférieure et une condition adiabatique sur les autres parois (voir �gure 4.3).
Le calcul se fait sur un maillage régulier, identique pour chaque cas, dé�ni par un pas
d'espace de 1 mm. Le pas de temps est de 0.01 s. Ces valeurs ont été choisies de telle
sorte à assurer la stabilité numérique de notre simulation.

On regardera successivement le cas d'une charge, d'une décharge, d'un cycle et de plu-
sieurs cycles successifs.

Concernant le MCP modélisé, plusieurs cas sont ici mis à l'étude a�n d'envisager l'en-
semble des fermetures thermodynamiques présentées précédemment et d'avoir le plus
d'éléments possibles pour permettre notre analyse. Les résultats suivant sont la compila-
tion de ceux qui ont été présentés lors des congrès internationaux ECOS [8] et GREEN-
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STOCK [9] en 2015.

Nous allons tout d'abord présenter les matériaux utilisés dans [8].

Ce premier jeu de données est un peu particulier en cela qu'il concerne un corps �c-
tif, i.e., que les propriétés thermophysiques de ce corps ont été dé�nies pour les besoins
numériques de notre étude. Au moment de la rédaction de [8], nous ne disposions pas
encore de données de caractérisation thermique pour les types de matériaux étudiés dans
cette section ce qui explique le recours à cette démarche. Cependant il est important de
comprendre que dans le cas de notre analyse cela n'engendre pas de problème particulier
puisque le but ici est d'observer l'in�uence que peut avoir le type de modélisation du
MCP sur les performances d'un système de stockage thermique. Les di�érentes grandeurs
visibles sur le tableau 4.1 sont des paramètres d'entrée de notre modèle et ont été �xées
de telle sorte que la courbe de la fonction h(T ) obtenue via l'équation (4.2) corresponde
à celle d'un matériau type corps pur. Puis par la suite nous avons procédé de manière
identique a�n de dé�nir les propriétés d'une solution binaire.
Nous avons donc dé�ni les propriétés d'un matériau type corps pur ainsi que celles pour
trois situations di�érentes dans le cas d'une solution binaire (2K, 5K et 8K désigne l'in-
tervalle de températures sur lequel s'étale la fusion du corps) ; les courbes des fonctions
utilisées sont visibles sur la �gure 4.1 1. Les propriétés des matériaux simulés sont quant
à elles données dans les tableaux 4.1 et 4.2 2.

Une remarque importante à faire ici sur l'observation de ces courbes est que, sur l'inter-
valle de température que nous considérons pour nos simulations, la variation d'enthalpie
totale est la même et ce quel que soit le corps (et donc quelle que soit la fonction enthal-
pie qui le représente). Ce qui change en revanche c'est le pro�l de ces courbes entre ces
points. Ceci est un point primordial sur lequel nous reviendrons au moment de l'analyse
de nos résultats.

ρ( kg ·m−3) cs( J · kg−1 ·K−1) cl( J · kg ·K−1) k( W ·m−1 ·K−1)

820 930 700 0.2

LF ( J · kg−1) TF ( ◦C) β( K−1) ν( m2 · s−1)

254 000 35 1 · 10−3 3.3 · 10−6

Table 4.1 � Propriétés thermophysiques du matériau corps pur ECOS [8]

Dans un second jeu de résultats nous nous sommes basés sur les travaux de caractérisa-
tion réalisés au sein du laboratoire dans le cadre d'une thèse complémentaire à celle de
ce manuscrit [189]. Cette fois il ne s'agit non plus d'un matériau �ctif mais du nitrate de
sodium, NaNO3, MCP ayant fait l'objet de plusieurs études dans le domaine du stockage

1. La courbe orange représente bien une fonction h(T ) type corps pur. L'écart observé sur la fusion
est dû au fait que nous n'avons pas un point à T = TF pour le tracé de la courbe.

2. Précision sur les grandeurs thermophysiques du tableau 4.2 : TE représente la température de
l'eutectique, c'est à cette dernière que la fusion démarre. LE représente la chaleur latente du solvant
prise à TE , i.e., LE = Lw(TE).
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Figure 4.1 � Modèles thermodynamiques utilisés pour l'enthalpie du MCP ECOS [8]

Type ρ cs cl k LF,w( J · kg−1)

Bin2K 820 890 700 0.2 293 500
TF,w( ◦C) TF β ν LE( J · kg−1) TE ( ◦C)

29.15 28.85 10−3 3.3 · 10−6 0 26.85

Type ρ cs cl k LF,w( J · kg−1)

Bin5K 820 890 700 0.2 321 000
TF,w( ◦C) TF β ν LE( J · kg−1) TE ( ◦C)

33.15 31.85 10−3 3.3 · 10−6 0 26.85

Type ρ cs cl k LF,w( J · kg−1)

Bin8K 820 890 700 0.2 290 000
TF,w( ◦C) TF β ν LE( J · kg−1) TE ( ◦C)

36 34.85 10−3 3.3 · 10−6 0 26.85

Table 4.2 � Propriétés thermophysiques de la solution binaire ECOS [8].
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de l'énergie solaire pour des centrales thermodynamiques. Pour notre étude nous consi-
dérons trois solutions binaires di�érentes ainsi que le cas d'un corps pur (voir la �gure
4.2). En ce qui concerne le cas des solutions binaires, nous allons nous intéresser ici au
mélange nitrate/nitrite de sodium (NaNO3/NaNO2) avec trois di�érents pourcentages
en mole pour le nitrite de sodium (sur la �gure 4.2, %M désigne la fraction molaire de
nitrite).

La présence d'un pourcentage molaire de NaNO2 dans le nitrate de sodium entraîne dès
lors une modi�cation des propriétés thermophysiques de ce corps. Cela se constate lorsque
l'on observe l'évolution de l'enthalpie en fonction de la température pour les composés
NaNO3/NaNO2 sur la �gure 4.2. Ce comportement peut être assimilé à celui caracté-
ristique d'une solution binaire et la modélisation numérique de ces composés s'en trouve
donc a�ectée.
L'essentiel ici est avant tout d'avoir une fonction h(T ) conforme à ce que nous mesurons.
Pour se faire on peut donc, soit se baser entièrement sur la thermodynamique de notre
matériau et développer une relation h(T ) propre à ce dernier. C'est un travail fastidieux
et présentant l'inconvénient de ne pas être extensible à d'autres cas d'études faisant inter-
venir des composés di�érents. Soit, comme nous avons choisi de le faire dans notre étude,
utiliser une fermeture thermodynamique correspondant à une solution binaire, pour la-
quelle la fonction enthalpie a le même type de comportement. La dernière étape consiste
alors à déterminer les valeurs des di�érents paramètres.

Les di�érentes grandeurs présentées dans les tableaux 4.3 et 4.4, ont été déterminées en
se basant sur les résultats de campagnes expérimentales.

Le choix de ce mélange ne s'est pas fait au hasard. Durant les cycles de chau�e et de
refroidissement qu'a subis le NaNO3 pour sa caractérisation, le laboratoire a observé une
modi�cation des propriétés thermophysiques de ce dernier. Ceci est dû la fraction de ni-
trite qui apparait dans le matériau pur initialement. Plusieurs explications sont avancées.
Il pourrait s'agir d'une dégradation thermique du matériau ou bien d'un phénomène de
corrosion qui interviendrait entre la paroi métallique du réservoir (ou plutôt de la cellule
test à l'échelle du laboratoire) et le MCP. Ces deux possibilités peuvent mener à la pro-
duction de nitrite.

ρ( kg ·m−3) cs( J · kg−1 ·K−1) cl( J · kg ·K−1) k( W ·m−1 ·K−1)

1900 2300 2200 0.56

LF ( J · kg−1) TF ( ◦C) β( K−1) ν( m2 · s−1)

178 000 306 1 · 10−3 1 · 10−6

Table 4.3 � Propriétés thermophysiques du NaNO3 grade laboratoire [9]

Maintenant que nous avons présenté les di�érents matériaux simulés dans notre étude,
nous allons nous attarder sur la dimension système de notre problème et expliciter quels
résultats nous cherchons à obtenir pour mener à bien nos analyses.
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Figure 4.2 � Modèles thermodynamiques utilisés pour l'enthalpie du NaNO3 pur et des solu-
tions NaNO3/NaNO2 [9]

Type ρ cs cl k LF,w( J · kg−1)

2%M 1900 1750 2000 0.56 173 500
TF,w( ◦C) TF β ν LE( J · kg−1) TE( ◦C)

303.35 302,65 1 · 10−3 1 · 10−6 0 281.85

Type ρ cs cl k LF,w( J · kg−1)

4%M 1900 1980 2300 0.56 194 000
TF,w( ◦C) TF β ν LE( J · kg−1) TE( ◦C)

302.65 300.65 10−3 1 · 10−6 0 279.35

Type ρ cs cl k LF,w( J · kg−1)

6%M 1900 2000 2050 0.56 208 500
TF,w( ◦C) TF β ν LE( J · kg−1) TE( ◦C)

302 297.85 10−3 1 · 10−6 0 297.85

Table 4.4 � Propriétés thermophysiques de la solution binaire NaNO3/NaNO2 [9].

Tparoi

MCP

Figure 4.3 � Schéma de la con�guration du cas test dans les cas ECOS [8] et GREENSTOCK
[9].
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Nb : par commodité on représente ici la géométrie du cas test à l'horizontal mais dans
nos simulations nous paramétrons la force gravitationnelle ~g de telle sorte que le stockage
soit en position verticale. Cette orientation est d'ailleurs celle que l'on retrouve le plus
fréquemment dans les systèmes de stockage d'énergie solaire actuellement en fonctionne-
ment (notamment pour des raisons d'encombrement au sol).

D'un point de vue système, les performances globales d'une installation type solaire à
concentration dépendent directement des performances individuelles de chaque élément
de la centrale. Il est donc nécessaire d'établir un critère permettant d'évaluer la quantité
de chaleur stockée ou destockée (d'un point de vue énergétique). Bien que dans notre
étude nous nous intéressons au seul système de stockage, les performances de ce dernier
sont directement liées à la température d'injection du �uide caloporteur en provenance du
champ de capteurs solaires. Ici, comme explicité plus haut, nous avons choisi d'appliquer
comme condition à la limite à la paroi du stockage en contact avec le �uide caloporteur,
une température �xe. Bien que simple, cette condition n'en est pas moins valable dans
notre approche, au vu des modes opératoires de ce type de systèmes. En e�et, tout est mis
en ÷uvre a�n de compenser le caractère intermittent de la ressource et ainsi limiter au
maximum les variations de la température en entrée du stockage. Donc dans une première
approche, une condition à la limite dépendante du temps n'est pas indispensable dans nos
simulations. Cependant, si la température d'injection ne varie pas (ou alors très peu), le
constat n'est pas le même concernant la température du �uide caloporteur le long de la
paroi de l'échangeur. Du fait des échanges qui ont lieu, un gradient de températures ap-
paraît entre l'entrée et la sortie. Cette partie de la physique ne peut être prise en compte
qu'en simulant le problème de manière couplé (résolution des équations de la thermique
et de la mécanique des �uides dans le �uide caloporteur et dans le MCP), ce que nous ne
faisons pas ici. Étant donnée la faible longueur du système simulé, l'approximation faite
ne faussera en rien les analyses menées sur l'in�uence de la fermeture thermodynamique
employée.

A�n de comparer les résultats renvoyés par l'ensemble de nos simulations, nous allons
donc calculer le taux de remplissage (ou �ll factor) au cours du temps. Ce paramètre
est dé�ni comme le rapport de l'énergie stockée (ou déstockée) à un instant donné sur la
capacité de stockage (ou de déstockage) maximale du système :

FF =
h(t)− hmin
hmax − hmin

(4.6)

Avec h(t) l'enthalpie massique totale de notre système à un instant t, hmax l'enthalpie
massique totale maximale et hmin l'enthalpie totale minimale du système.
Nous présenterons alors, entre autres résultats, l'évolution du �ll factor au cours du temps
durant les di�érentes simulations.

4.3.2 Charge et décharge

Une charge correspond à un apport de chaleur au stockage (respectivement une décharge
correspond à une extraction). En pratique cela signi�e qu'un �ux thermique ou qu'une
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Figure 4.4 � Position de l'interface solide/liquide à t = [60− 600− 780− 1020] s lors de la
phase de charge - cas ECOS (la gravité est selon l'axe ~ex et la paroi chau�ée est

en y = 0 m).
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Figure 4.5 � Position de l'interface solide/liquide à t = [600− 780− 1020− 3600] s lors de la
phase de décharge - cas ECOS (la gravité est selon l'axe ~ex et la paroi chau�ée

est en y = 0 m).
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Figure 4.6 � Évolution du Fill Factor au cours du temps lors des phases de charge (�gure du
haut) et de décharge (�gure du bas) - cas ECOS.

température chaude (ou froide) est �xé sur l'une des frontières du système étudié.

Les résultats concernant l'évolution du �ll factor liés à la dynamique de charge/décharge
du système sont présentés sur les �gures 4.6 et 4.14 en fonction de la modélisation re-
tenue pour le MCP pour des temps physiques similaires. Ici la température de la paroi
inférieure est �xée à Tparoi = 326.15K dans le cas d'une charge et à Tparoi = 298.15K
dans le cas d'une décharge pour les simulations concernant notre matériau �ctif [8], et à
Tparoi = 585K dans le cas de la phase de charge et à Tparoi = 550K en phase de décharge
pour les simulations concernant le NaNO3 et le composé NaNO3/NaNO2 [9]. Le choix
de ces températures a été e�ectué de telle sorte à se situer su�samment au dessus et en
dessous de la température de fusion (ou de la plage de température dans le cas d'une
solution binaire) pour qu'à l'état �nal et à l'état initial de nos simulations la totatilité
des transferts par chaleur latente ait été e�ectué. Les échanges se feront donc par chaleur
sensible dans le solide, puis par chaleur latente et en�n de nouveau par chaleur sensible
dans le liquide. Outre l'évolution temporelle du FillFactor nous présentons également ici
les résultats de simulations que sont l'évolution de la position de l'interface solide/liquide
lors des phases de charge et décharge sur les �gures 4.4 et 4.5 pour notre matériau �ctif
et sur la �gure 4.13 pour le NaNO3 et ses composés. Sont également présentés dans cette
section l'évolution temporelle du champ de températures (�gures 4.7 et 4.8), du champ
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(a) Bin2K - 60 s (b) Bin5K - 60 s

(c) Bin2K - 600 s (d) Bin5K - 600 s

(e) Bin2K - 780 s (f) Bin5K - 780 s

(g) Bin2K - 1020 s (h) Bin5K - 1020 s

Figure 4.7 � Evolution temporelle du champ de température lors de la phase de charge - cas
ECOS.
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(a) Bin8K - 60 s (b) CP - 60 s

(c) Bin8K - 600 s (d) CP - 600 s

(e) Bin8K - 780 s (f) CP - 780 s

(g) Bin8K - 1020 s (h) CP - 1020 s

Figure 4.8 � Evolution temporelle du champ de température lors de la phase de charge - cas
ECOS.
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(a) Bin2K - 60 s (b) Bin5K - 60 s

(c) Bin2K - 600 s (d) Bin5K - 600 s

(e) Bin2K - 780 s (f) Bin5K - 780 s

(g) Bin2K - 1020 s (h) Bin5K - 1020 s

Figure 4.9 � Evolution temporelle du champ de vitesse lors de la phase de charge - cas ECOS.
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(a) Bin8K - 60 s (b) CP - 60 s

(c) Bin8K - 600 s (d) CP - 600 s

(e) Bin8K - 780 s (f) CP - 780 s

(g) Bin8K - 1020 s (h) CP - 1020 s

Figure 4.10 � Evolution temporelle du champ de vitesse lors de la phase de charge - cas ECOS.
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(a) Bin2K - 60 s (b) Bin5K - 60 s

(c) Bin2K - 600 s (d) Bin5K - 600 s

(e) Bin2K - 780 s (f) Bin5K - 780 s

(g) Bin2K - 1020 s (h) Bin5K - 1020 s

Figure 4.11 � Evolution temporelle du champ de vorticité lors de la phase de charge - cas
ECOS.
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(a) Bin8K - 60 s (b) CP - 60 s

(c) Bin8K - 600 s (d) CP - 600 s

(e) Bin8K - 780 s (f) CP - 780 s

(g) Bin8K - 1020 s (h) CP - 1020 s

Figure 4.12 � Evolution temporelle du champ de vorticité lors de la phase de charge - cas
ECOS.
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de vitesses (�gures 4.9 et 4.10) et du champ de vorticité (�gures 4.11 et 4.12) pour le
matériau �ctif.

Parmi ces divers éléments de simulations, l'un des plus parlants concernant les di�érences
qu'entrainent la fermeture thermodynamique sélectionnée est l'évolution temporelle de la
position du front de fusion/solidi�cation. On voit clairement sur ces �gures que dès les
premiers instants un écart se crée entre les di�érents cas modélisés et que cet écart n'est
pas constant mais au contraire augmente au cours du temps. Sur la �gure correspondant
au temps de simulation le plus avancé (quatrième graphe en partant du haut, de la �gure
4.4) on constate alors un écart important entre le modèle corps pur et celui correspondant
à une solution binaire dont la fusion est étalée sur une plage de 2K. Cela impacte direc-
tement la valeur du taux de fusion du stockage à l'instant �nal, ce que nous verrons plus
clairement sur les courbes de l'évolution du �ll factor en fonction du temps. Comment
s'explique alors cet écart ? Le mieux pour comprendre est de se baser sur l'observation de
l'évolution des enthalpies en fonction de la température (�gure 4.1). Nous allons consi-
dérer les cas du corps pur et de la solution binaire 2K lors de la phase de charge qui
correspond à la fusion du matériau. À l'état initial les deux corps sont en phase solide à
la température de 298.15 K. Dans le cas du corps pur la fusion démarre à TF = 308.15 K
tandis que dans le cas du binaire celle-ci démarre à partir du moment où l'on atteint la
température de solidus, Tsol (pour rappel, la température de solidus représente la tempé-
rature à laquelle apparait la première goutte de liquide), égale dans ce cas à 300 K. C'est
donc cette di�érence dans le début de la fusion qui est la principale raison des écarts
constatés sur la position de l'interface. À T = 300 K, le binaire entame le processus de
changement de phase tandis que le corps pur lui restera à l'état solide et accumulera
de l'énergie sous forme de chaleur sensible tant que sa température n'aura pas atteint
les 308.15 K. Sachant cela, comment expliquer les écarts constatés entre chaque binaire
puisque tous ont une fusion qui démarre à 300 K ? Cette fois, il s'agit de ne plus prendre
en compte uniquement la température de solidus, mais également celle du liquidus, Tliq
(qui représente la température à laquelle disparait le dernier cristal de solide). Prenons
cette fois l'exemple de la solution binaire 2K et de celle 5K dont les températures de
liquidus sont respectivement 302 K et 305 K. Même si cette fois la fusion va démarrer au
même instant, l'intervalle de température pour atteindre Tliq est plus grand dans le cas
du binaire 5K que dans celui du binaire 2K (à quantité d'énergie égale), ce qui génère
l'écart que nous observons sur la �gure 4.4.

Évidemment le comportement observable sur ces �gures se constate sur les autres ré-
sultats de simulation que sont l'évolution temporelle des champs de températures, de
vitesses et de vorticités.

Ces résultats nous permettent également de voir l'importance que peut avoir la prise en
compte de la convection dans nos simulations. Ce phénomène thermique est tout particu-
lièrement visible lors de la phase de charge où il devient rapidement le mode de transfert
dominant (par rapport à la conduction) ce qui a pour e�et la déformation de l'interface
de changement de phase comme on peut l'observer sur la �gure 4.4. L'apparition d'une
interface non plane met en évidence la structure typique d'un changement de phase do-
miné par des mouvements convectifs naturels.
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Ce phénomène s'observe également sur les �gures 4.9 et 4.10 où l'on voit clairement
le rouleau convectif se former. Le schéma de recirculation que nous observons dans la
phase liquide explique que les transferts thermiques soient plus importants dans la partie
gauche (qui correspond en fait à la partie haute du système) du domaine simulé. Le �uide
s'échau�e et s'élève le long de la frontière où une température chaude est �xée, puis se
refroidit et descend le long de l'interface de changement de phase.
Les mouvements de �uides induisent également une distribution non linéaire de la tempé-
rature (voir �gures 4.7 et 4.8) selon la distance à laquelle on se trouve de la paroi chau�ée.

Lors de la phase de décharge, la conduction est le phénomène thermique prépondérant
(�gure 4.5). L'interface de changement de phase conserve une structure linéaire tout au
long de la simulation. On remarque également que les écarts sont moindres entre les di�é-
rentes modélisations et que ceux-ci n'évoluent que peu durant la simulation. Encore une
fois, l'observation de la �gure 4.1 nous permet de comprendre ces écarts. Le corps pur va
cristalliser plus rapidement que les autres composés car ce dernier présente la tempéra-
ture de solidi�cation la plus haute sur son diagramme de phase TFCP

= 35 ◦C.

Si maintenant on s'intéresse à l'évolution temporelle du �ll factor ; il est clair que l'on
aboutit à des résultats di�érents en fonction de la fermeture thermodynamique utilisée
bien que la quantité d'énergie stockée est sensiblement la même dans chaque cas étant
donné que la di�érence d'enthalpies est la même sur la plage de température simulée. On
constate alors en fonction des cas, des écarts qui correspondent aux durées de stockage ou
de déstockage. On observe alors des variations pouvant aller jusqu'à 30% sur la durée en
stockage et jusqu'à 40% sur celle en déstockage pour notre MCP �ctif (�gure 4.6) entre la
simulation avec une fontion h(T ) type corps pur et le cas de la solution binaire Bin2K.
Sur la �gure 4.14 l'écart maximal est observé entre le NaNO3 pur (grade laboratoire) et
le composé NaNO3/NaNO2 à 6% en masse molaire (30% en phase de charge et 10% en
décharge d'écart entre les di�érents Fill Factor).

Ces écarts s'expliquent du fait qu'entre chaque modélisation le début de la fusion (res-
pectivement de la solidi�cation) n'intervient pas aux mêmes températures, et donc, pas
aux mêmes instants. Si l'on observe la �gure 4.14, par exemple, à T = 573K le NaNO3

est toujours dans la partie sensible et par conséquent subit une augmentation plus impor-
tante de sa chaleur sensible, donc de sa température, que les composés NaNO3/NaNO2

qui eux ont déjà entamé le changement de phase et accumulent donc de l'énergie sous
forme de chaleur latente.

Comme nous avons déjà pu le remarquer sur les �gures 4.2 et 4.1, corps pur et solution
binaire (même avec un faible pourcentage molaire dans le cas du NaNO3/NaNO2) ont
des propriétés thermodynamiques très di�érentes. Il est donc indispensable de prendre
en compte ces di�érences dans la modélisation du comportement du MCP, et ce dès
l'étape du design de la solution de stockage a�n d'éviter toute erreur de dimensionne-
ment. Sachant que le Fill Factor est un des paramètres essentiels pour les industriels dans
le processus de dimensionnement du système, des tels écarts sur la valeur du Fill Factor
peuvent clairement compromettre les conditions opératoires optimales. En e�et ce para-
mètre est utilisé par les industriels pour évaluer les performances en stockage/déstockage,
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de la géométrie considérée dans les conditions opératoires du système. Il leur est alors
possible, au vue de ce critère, d'ajuster les conditions opératoires (en particulier le débit
masse et la pression du �uide caloporteur en entrée du module de stockage) a�n d'op-
timiser le Fill Factor et ainsi de répondre au cahier des charges sur la performance du
système de stockage.

De plus, nous avons considéré ici des processus de charges et de décharges complets, donc
bien que l'on observe des di�érences dans les dynamiques de transferts thermiques, la
quantité globale d'énergie stockée (ou déstockée) est sensiblement la même dans chaque
cas. Cependant dans l'optique d'une approche plus réaliste du fonctionnement de ce type
de systèmes, des cycles charges/décharges, ces états �naux ne sont pas toujours atteints.
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Figure 4.13 � Évolution de la position du front de fusion à t = [600 − 900] s durant la phase
de charge - cas GREENSTOCK (la gravité est selon l'axe ~ex et la paroi chau�ée
est en y = 0 m).

4.3.3 Cyclage

Si l'on envisage maintenant une situation proche des conditions réelles de fonctionne-
ment de ce type d'installations, il est nécessaire d'envisager un cycle charge/décharge
du système de stockage. Les résultats des simulations correspondantes sont fournis sur
les �gures 4.15 et 4.16. Encore une fois il est clair que selon la façon dont on modélise
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Figure 4.14 � Évolution du Fill Factor au cours du temps lors des phases de charge et de
décharge - cas GREENSTOCK.

le MCP, on peut aboutir à une erreur sur la quantité totale stockée et de facto sur la
quantité d'énergie encore disponible à la �n du cycle. Concrètement, cela signi�e que l'on
pourrait stopper le processus de stockage bien avant d'être certain d'avoir complétement
chargé le système ou au contraire que l'on pourrait maintenir une circulation du �uide
caloporteur au-delà du temps nécessaire. En menant une analyse similaire, on comprend
que le stock se décharge avec une dynamique bien di�érente de ce qui était initialement
prévu lorsque le nombre de cycles augmente ; en pratique, cela risque de conduire à des
situations où aucune énergie ne sera disponible, ce qui implique un arrêt de la production.

En prenant l'exemple de la solution binaire 2K, on observe que dès le second cycle on
atteint la capacité maximale de stockage avant la �n de la période de charge, ce qui
n'est pas le cas pour l'ensemble des autres simulations. Dès lors on pourrait être amené
à estimer que ce matériau est le plus avantageux dans cette situation. Cependant si l'on
s'intéresse à la phase de décharge consécutive à la phase de charge du second cycle, on
observe que l'énergie déstockée par ce même corps est inférieure à celle libérée par le
corps pur. À t = 3000 s, l'écart relatif (%erel = FF2K(t=3000 s)−FFCP (t=3000 s)

FF2K(t=3000 s)
) entre ces deux

corps s'élève à 54%. Même si cet écart a tendance à s'estomper lorsque l'on augmente le
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Figure 4.15 � Évolution du Fill Factor au cours du temps pour di�érents nombres de cycles
charges/décharges - cas ECOS.

nombre de cycles, le binaire 2K reste le moins favorable puisque présentant toujours la
plus faible variation entre l'énergie stockée et celle déstockée.

Comme nous en faisions la remarque dans la section présentant les cas tests, la variation
d'enthalpie totale est globalement la même (on observe une légère di�érence entre les
composés de NaNO3) sur la plage de température que nous considérons quelle que soit
la fonction enthalpie représentant le corps. Mais cette conclusion n'est valable que dans
le cas où les processus de charge et de décharge sont réalisés dans leur totalité et que les
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Figure 4.16 � Évolution du Fill Factor au cours du temps un cycle de charge/décharge - cas
GREENSTOCK.

états �naux (qui deviennent des états initiaux dans le cas d'un cycle) soient les mêmes
pour chaque corps. Un processus de fusion/solidi�cation incomplet, signi�e que l'on se
trouve dans la zone où les courbes h(T ) divergent par leurs comportements. Dans ce cas,
le type de modélisation utilisé pour simuler le MCP devient d'autant plus crucial dans
l'analyse des performances du système de stockage thermique. C'est exactement le cas de
�gure qui est rencontré lors d'un cycle.

4.4 Conclusion

Au travers de l'analyse d'un critère énergétique, le Fill Factor, il a été démontré dans notre
étude l'in�uence que peut avoir la fonction h(T ), et par conséquent sa modélisation, sur le
comportement thermique du système de stockage par chaleur latente. Cela implique donc
que les performances globales, ainsi que les conditions opératoires, dépendent fortement
de ce paramètre et donc en amont de la fermeture thermodynamique que l'on va utiliser
pour modéliser le MCP.
Les propriétés thermophysiques des MCP ne sont pas forcément des paramètres �xes
dans le temps à l'échelle du cycle de vie du système de stockage thermique. Le contact
qui existe entre le métal constituant la paroi de l'échangeur et le matériau, les séries
de fusion et de solidi�cation sont autant de causes pouvant induire une altération des
propriétés du matériau.
Une campagne expérimentale menée au sein du LaTEP a mis en évidence le fait qu'après
un certain nombre de cycles, la corrosion du composant métallique de la cellule test en
contact avec le MCP entraîne la production de produits dégradés, à savoir le NaNO3 et
les di�érents composés NaNO3/NaNO2. Il est donc tout à fait envisageable que cela se
reproduise dans le cadre d'une installation réelle, et qu'un matériau ayant initialement
le comportement d'un corps pur, se dégrade au cours du temps pour �nalement avoir les
propriétés d'un binaire.
Pour résumer, ces analyses mettent en évidence l'importance d'une bonne caractérisation
des propriétés thermophysiques du MCP, et démontrent les conséquences que peuvent
avoir les di�érentes fermetures thermodynamiques sur le fonctionnement de la solution
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de stockage.
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Conclusion

C'est dans un contexte de développement de la �lière technologique du solaire à concen-
tration à génération directe de vapeur en France, que l'ADEME a �nancé le projet STARS
dans lequel s'inscrit les travaux de thèse de ce manuscrit. A�n de répondre à la problé-
matique majeure de ce type d'installations, à savoir le découplage entre la disponibilité
de la ressource et la demande en énergie des consommateurs, et également d'améliorer les
performances de ces systèmes en terme de coûts (diminution du prix du kWh électrique),
le développement d'une solution de stockage thermique était indispensable. Parmi les dif-
férentes technologies existantes, celle qui a retenu l'attention du consortium STARS est
celle des systèmes de stockage thermique par chaleur latente, impliquant donc l'utilisation
d'un matériau à changement de phase.
Ce choix étant fait, le rôle du LaTEP était d'apporter une expertise sur la caractérisation
du MCP et également de mener l'étude de leur comportement thermique lors de leur
intégration au système de stockage d'énergie par chaleur latente à l'aide de campagnes
expérimentales [189] et numériques.

Du point de vue numérique, puisque c'est l'approche qui nous concerne dans ce manus-
crit, il a d'abord fallu, dans un premier temps, selectionner l'outil de calcul que nous
utiliserions pour nos simulations. Notre choix s'est porté sur un logiciel libre de droit,
OpenFOAM, a�n de s'assurer d'une grande liberté dans la modi�cation du code source
et d'ainsi pouvoir y implémenter les di�érents modèles numériques dont nous aurions
besoin. La possibilité de pouvoir di�user nos travaux sous la forme d'une application sol-
veur qui serait intégrée au code source d'OpenFOAM dans ses futures versions appuyait
également ce choix.

Dans un second temps, il a fallu référencer et mener une analyse critique des modèles
mathématiques, d'une part, et numérique d'une autre, ayant attrait à la modélisation
d'un problème de changement de phase solide-liquide. Cette analyse est présentée dans le
chapitre 1. Les premiers travaux signi�catifs sur le sujet ont été réalisées en 1831 par Cla-
peyron et Lamé [12] mais ce sont les études menées par Stefan, en 1889 notamment, [1]
qui ont marqué le milieu scienti�que et qui font qu'aujourd'hui les problématiques de
changement de phase d'un corps soient regroupées sous la dénomination de problème de
Stefan. Dès lors, cette classe de problèmes a énormément focalisé l'attention des cher-
cheurs et un grand nombre de modèles/formulations a vu le jour. Même s'il existe des
systèmes de classi�cation, ceux-ci ne sont pas toujours très clairs. Nous avons donc tâché
dans le chapitre 1 de présenter ces derniers de la manière la plus compréhensible pour le
lecteur.
Ce qu'il faut retenir, c'est que le problème de Stefan se subdivise en deux sous catégories,
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le problème de Stefan à une phase et celui à deux phases (encore appelé problème de
Neumann), et que pour résoudre ces dernières il existe plusieurs formulations mathéma-
tiques des équations de conservations, elles mêmes regroupées au sein de deux classes, les
méthodes à domaine multiple et celles à domaine unique.
À la �n de ce chapitre nous avions choisi de travailler exclusivement avec les méthodes à
domaine unique.

Si jusqu'à présent nous nous intéressions uniquement à la formulation du problème d'un
point de vue thermique (l'enjeu de développement se situant essentiellement à ce niveau),
dans le chapitre 2 nous prenions en compte ce dernier dans sa globalité, à savoir la modé-
lisation de la partie dynamique des �uides et de la partie thermique dans une approche
couplée. Nous aboutissions ainsi à un système d'équations aux dérivées partielles complet,
reposant sur deux formulations auxquelles il était fait mention sous les noms de Hsource
(2.11) et Tsource (2.22). Pour compléter le système, la donnée de la relation liant l'en-
thalpie à la température est indispensable. Cette dernière est étroitement liée au type de
matériau que nous simulons. Dans ce manuscrit nous avons fait le choix de nous intéresser
aux corps purs ainsi qu'aux solutions binaires. Nous avions alors présenté deux types de
fermetures thermodynamiques correspondant à ces deux catégories de matériaux.
Ce chapitre a également été l'occasion de présenter plus en détail l'outil de calcul CFD
OpenFOAM ainsi que la résolution numérique de notre problème.

Une fois nos modèles implémentés dans OpenFOAM et les di�érents solveurs créés, la
première étude numérique menée consistait à déterminer si l'une des formulations Hsource
et Tsource était préférable à l'autre dans la résolution des problèmes qui nous concernent.
Dans la première partie du chapitre 3 nous avons réalisé une étude comparative théorique
pour un problème de Stefan à une phase et également pour un problème de Neumann.
Cette première a mené au constat qu'en dehors de toute solution numérique de référence,
il était di�cile d'établir des critères discriminant l'une ou l'autre des formulations. En cela
nous rejoignons les conclusions de Gobin et al [204] et de Bertrand et al [203]. Cependant
ayant e�ectué le calcul d'erreurs, notre analyse proposait les éléments nécessaires à une
comparaison quantitative de nos deux formulations ce qui est un plus par rapport aux
deux articles que nous venons de citer.
Dans la seconde partie du chapitre 3, nous avons réalisé cette fois une étude comparative
expérimentale. Encore une fois, nous sommes arrivés à la conclusion que les éléments
d'expériences disponibles dans la littérature ne nous permettaient pas de trancher quant
à l'utilisation d'une formulation plutôt qu'une autre. Il appartient alors à l'utilisateur de
se �xer des seuils d'acceptabilité, en lien étroit avec le but de la simulation (la tolérance
au niveau des écarts de précision n'est pas la même que l'on travaille au design d'un
échangeur de plusieurs centaines de kWh ou que l'on cherche à observer un phénomène
thermique �nement).

Dans le dernier chapitre, nous avons donc fait le choix de ne travailler uniquement, pour
cette dernière étude, avec la formulation Hsource et ce essentiellement pour des raisons
de stabilité dans le schéma numérique. D'un point de vue système de stockage thermique
par chaleur latente, le chapitre 4 est celui qui présente le plus d'intéret. Ici nous avons
observé l'in�uence de la relation h(T ) sur les processus de charge, de décharge et lors

114



de plusieurs cycles consécutifs. Au travers du calcul d'un critère de performance énergé-
tique, le �ll factor, nous avons démontré l'importance que peut avoir cette relation sur le
fonctionnement d'un système de stockage, et de facto, le rôle crucial d'une bonne carac-
térisation du MCP a�n de lui appliquer la fermeture thermodynamique correspondante.
Pour faire le lien avec le projet STARS, l'une des raisons du développement de notre
modèle était la simulation �ne des phénomènes thermiques intervenant dans le système
de stockage. En terme d'échelle on se trouve au niveau micro-système. Le but alors était
d'utiliser les observations faites au niveau micro pour s'assurer du bon fonctionnement de
l'installation solaire au niveau macro. Et clairement, les remarques faites dans le chapitre
4 au niveau micro, peuvent avoir un impact sur le contrôle-commande de tout le système
à l'échelle macro.
Cette étude était également l'occasion de coupler les di�érents travaux, numériques et
expérimentaux, réalisés au sein du LaTEP dans le cadre du projet STARS.

Au sortir de cette thèse, nous avons donc développé un solveur permettant la résolution
eulérienne des équations de conservation pour un �uide incompressible en présence d'un
changement de phase solide-liquide dominé par des e�ets convectifs. Deux formulations
sont d'ores et déjà implémentées ainsi que deux types de fermetures thermodynamiques. Il
aurait bien évidemment été intéressant d'élargir le spectre des méthodes, mais la prise en
main de l'outil OpenFOAM n'aura pas été aisée et la phase de développement numérique
plus longue que prévue. Cette contrainte de temps nous a donc amené à une sélection
plus restreinte des méthodes étudiées.
Cependant nous avons l'intention de faire vivre nos modèles, de les améliorer (en prenant
en compte la convection solutale par exemple), de les tester et surtout de les partager
avec la communauté des utilisateurs d'OpenFOAM.
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Annexe A

Revue d'articles traitant de la
résolution numérique de problèmes de
changement de phase.

Table A.1 � Revue d'articles traitant de la résolution numérique de problèmes de changement
de phase.

Ref. Méthode Hypothèses Commentaires Validation

[107] Enthalpy
based heat
equation - Im-
plicit control
volume Me-
thod : eq.
QDM et eq.
continuité de la
masse - Predic-
tor corrector
method [81] :
eq. énergie

2D - Fluide
newtonien -
Écoulement
laminaire -
Approximation
de Boussinesq
- Conduction
+ convection
(thermique et
solutale)

Solidi�cation
d'un binaire

Numérique [80]

[153] Enthalpy
based heat
equation -
Coupled ex-
plicit/implicit
scheme

2D - Convec-
tion solutale
uniquement

Solidi�cation
de mélanges
eutectiques

Théorique
Jackson-
Hunt [212]

. . .
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Table A.1 � suite

Ref. Méthode Hypothèses Commentaires Validation

[73] Enthalpy poro-
sity method -
Fixed grid

2D - Conduc-
tion + convec-
tion naturelle
en régime
laminaire

Fusion d'un
métal (gal-
lium)

Expérimental

[109] Enthalpy
based heat
equation -
Fixed grid

- Développement
d'un schéma de
résolution pour
la fonction
chaleur latente
dans le cas
de matériaux
métallurgiques
- Étude de la
variation de
la fonction
inverse de la
chaleur latente

Théoriques

[113] Enthalpy
based heat
equation -
Fixed grid

2D - Phase
solide mobile
- Écoulement
laminaire -
Fluide New-
tonien et
incompres-
sible - ρs =
rhol = cste -
Conduction +
convection

Solidi�cation
d'une solution
NH4Cl − H2O
- Mise en
évidence des
phénomènes de
refonte lors de
la solidi�cation

Numérique
[194] [213]

. . .
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Table A.1 � suite

Ref. Méthode Hypothèses Commentaires Validation

[98] Enthalpy
based heat
equation -
Fixed grid -
semi-implicit
volume method

2D - Écoule-
ment laminaire
instation-
naire - Fluide
Newtonien in-
compressible -
Approximation
de Boussinesq
- Conduction
+ convection
(thermique et
solutale)

Solidi�cation
d'une solution
eutectique
acqueuse
NH4Cl −H2O

Expérimental
[214]

[115] Enthalpy poro-
sity method -
Control volume
�nite element

2D - Écou-
lement lami-
naire - Fluide
Newtonien in-
compressible -
Approximation
de Boussinesq
- Pas de mou-
vement de la
phase solide
us = 0ms−1 -
Pas de varia-
tion du volume
- Propriétés
physiques
constantes
dans tout le
domaine simulé
- Conduction
+ convection

Fusion corps
pur - Analyse
de la structure
de l'écoulement
induit par la
convection
naturelle

Numérique
[215]

. . .
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Table A.1 � suite

Ref. Méthode Hypothèses Commentaires Validation

[216] Fixed grid - Fi-
nite di�erence
method

1D - Va-
riation uni-
dimensionnelle
de la tempé-
rature - Pas
de variation
des propriétés
thermophy-
siques de l'eau
sur la plage de
températures
étudiée

Étude du
processus de
production de
glace dans un
échangeur à
plaques - Cal-
cul d'un critère
de performance
de l'échangeur

Numérique
[217] et [218] et
expérimentale
(construction
d'un banc
d'essai)

[219] Boundary im-
mobilization
technique -
Finite volume
method

2D - Pas de
variation des
propriétés
thermophy-
siques du
MCP avec la
température -
ρs = ρl = cste
Conduction
seule mode
de transfert
intervenant
dans la phase
solide

Solidi�cation
le long de
tubes horizon-
taux dans un
échangeur

Expérimentale
(construction
d'un banc
d'essai)

[110] Apparent heat
capacity -
Multi block
�nite volume
method

Axisymétrique
- Fluide in-
compressible -
Approximation
de Boussinesq
- Conduction
+ convection

Campagne ex-
périmentale et
numérique sur
la fusion d'une
para�ne

Expérimentale
(construction
d'un banc
d'essai)

. . .
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Table A.1 � suite

Ref. Méthode Hypothèses Commentaires Validation

[220] Enthalpy
based heat
equation -
Fully implicit
�nite di�erence
method

1D - Change-
ment de phase
isotherme - Pas
de surfusion -
Pas de convec-
tion naturelle
- Propriétés
thermophy-
siques du
matériau indé-
pendantes de
la température

Modèle pour le
simulation de
MCP macro-
encapsulé

Expérimentale
(construction
d'un banc
d'essai)

[221] E�ective heat
capacity

1D/2D -
Conduction
pure en solidi-
�cation - Les
phases liquide
et solide du
MCP sont
considérées
comme étant
homogènes et
isentropiques

Approche
système (nu-
mérique et
expérimentale)
- Étude des
performances
d'un stockage
thermique par
chaleur latente
à tubes (tech-
nologie heat
pipe), avec et
sans ailette
axiale

Expérimentale
(construction
d'un banc
d'essai)

. . .
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Table A.1 � suite

Ref. Méthode Hypothèses Commentaires Validation

[93] Enthalpy po-
rosity method
- Fixed grid -
Finite volume
method

2D - Approxi-
mation de
Boussinesq -
Écoulement
laminaire,
incompres-
sible et bi-
dimensionnel -
Les propriétés
du MCP sont
constantes
dans chacune
des phases -
ρs = ρl = cste
- Conduction
+ convection

Fusion du gal-
lium

Expérimentale
[222]

[?] Enthalpy me-
thod et E�ec-
tive heat capa-
city method

2D - Approxi-
mation de
Boussinesq -
ρs = ρl = cste -
ks = kl = cste
- On néglige
le coe�cient
d'échange
convectif dans
la phase li-
quide durant
l'étape de
solidi�cation

Utilisation du
logiciel FEM-
LAB (codé
en MATLAB)
- Étude et
comparaison
de 2 systèmes
de stockage
(l'un classique
et l'autre avec
ailettes) en
phase de fusion
et de solidi�-
cation - Tracé
des pro�ls de
températures
en plusieurs
points du
stockage

Expérimentale
(construction
d'un banc
d'essai) et
numérique
(comparai-
son enthalpy
method et
e�ective heat
capacity me-
thod)

. . .
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Table A.1 � suite

Ref. Méthode Hypothèses Commentaires Validation

[223] Enthalpy poro-
sity method

2D/3D - Ap-
proximation de
Boussinesq -
Conduction +
convection

Approche
système d'un
stockage ther-
mique par
chaleur latente
(technologie
shell and tube)

Expérimentale
[224]

[149] Enthalpy
based heat
equation -
SIMPLER
algorithm

1D/2D - Ap-
proximation
de Boussinesq
- Écoulement
laminaire -
Fluide incom-
pressible -
Convection
thermique

Solidi�cation
d'un com-
posé binaire
eutectique

Numérique
[225�227]

[228] Volume of �uid
method (free
surface �ow)
- Fixed grid
enthalpy based
heat equation
control volume
(solidi�cation)

2D - Approxi-
mation de
Boussinesq -
Écoulement
laminaire -
Fluide New-
tonien et
incompressible
- ρs = ρl - La
vitesse dans la
phase solide
est nulle

Analyse nu-
mérique si-
multanée du
remplissage
d'un moule
et de la so-
lidi�cation
d'un composé
métallique

-

[229] Fixed grid -
Enthalpy poro-
sity heat equa-
tion control
volume - Fi-
nite di�erence
scheme

2D - Approxi-
mation de
Boussinesq -
Écoulement
laminaire -
Fluide New-
tonien et
incompressible
- Proprié-
tés thermo-
physiques
constantes

Fusion/solidi�cation
du gallium -
Comparaison
de la structure
de l'écoule-
ment et des
isothermes
avec les don-
nées de la
littérature

Expérimentale
[230]

. . .
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Table A.1 � suite

Ref. Méthode Hypothèses Commentaires Validation

[82] Fixed grid -
Enthalpy po-
rosity method
- PIMPLE
solution

2D - Approxi-
mation de
Boussinesq -
Écoulement
laminaire -
Fluide New-
tonien et
incompressible

Enthalpy po-
rosity method
associée à
une fonction
fraction mas-
sique liquide
continue - Si-
mulation d'un
échangeur type
shell and tube

Expérimentale
[231]

[232] Enthalpy po-
rosity method
- VOF (suivi
de l'interface
air/MCP)

2D - Les
phases solide
et liquide sont
homogènes et
isentropique
- Écoulement
laminaire -
Fluide New-
tonien et
incompressible
- Le processus
de fusion est
axisymétrique
- Conduction

Fusion d'un
MCP dans
un tube ver-
ticale - Étude
thermique et
hydraulique -
Comparaison
des schéma
de discréti-
sation PISO
vs SIMPLE
et PRESTO !
vs body force
weighted

Expérimentale
[233]

[152] Enthalpy ba-
sed heat equa-
tion - Fully
implicit �nite
di�erences
method

1D axi - Les
propriétés de
la phase solide
et liquide sont
identiques et
constantes
sauf pour la
masse volu-
mique - Pas de
convection

Étude de la
solidi�cation
sur un tube
verticale ailetté
d'un MCP -
Approche
système - Uti-
lisation de la
fonction [234]

Expérimentale
(construction
d'un banc
d'essai)

. . .
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Ref. Méthode Hypothèses Commentaires Validation

[112] Enthalpy poro-
sity method

2D - Écoule-
ment laminaire
- Utilisation
de méthodes
développées
dans le cadre
de l'étude des
écoulements
turbulents

Modèle de la
conductivité
augmentée
pour prendre
en compte les
e�ets convec-
tifs ki = ρcuT

∂T
∂i

Numérique
(comparaison
avec un modèle
CFD complet)
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