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Résumé

Ce travail traite des méthodes de calcul numérique pour les simulations hydrodynamiques appliquées prin-
cipalement sur des produits développés par ANDRITZ HYDRO. Il s’agit ici de mettre en place des schémas
d’ordre élevé pour des simulations CFD en utilisant le code de calcul ASPHODEL développé et utilisé par
ANDRITZ HYDRO. Les principales motivations sont l’augmentation de la fiabilité des résultats de calculs nu-
mériques avec un coût de calcul raisonnable. Cette fiabilité s’exprime à travers l’augmentation de la précision
et de la robustesse des schémas numériques.

Le code de calcul ASPHODEL est basé sur la méthode sans maillage SPH-ALE. Mélange entre les volumes
finis et la méthode SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics), la méthode SPH-ALE emploie un ensemble de
points appelés particules servant à la discrétisation du domaine fluide. Elle permet en particulier de par son
caractère sans maillage, un suivi des surfaces libres sans effort de calcul supplémentaire.
Cet aspect est véritablement attrayant pour bon nombre d’applications industrielles notamment la simulation
des écoulements à surface libre se produisant dans une turbine Pelton, mais également le remplissage d’une
turbine Francis.
Cependant, le bémol à cette méthode est son manque de précision spatiale. En effet les points de calcul étant
mobiles, les opérateurs spatiaux doivent être en mesure de conserver leur précision et leur robustesse au cours
du temps. La qualité des résultats en est du coup impactée, en particulier le champ de pression souvent exces-
sivement bruité.
La montée en ordre et l’amélioration de la consistance des opérateurs pour un vaste panel de configurations géo-
métriques sont donc les enjeux de ce travail. En utilisant des outils inspirés par les volumes finis non-structurés,
il est possible d’améliorer les opérateurs spatiaux. En effet, la montée en ordre ou p-raffinement peut notam-
ment se faire avec des reconstructions d’ordres élevés pour évaluer les états aux interfaces des problèmes de
Riemann. La sommation des flux numériques résolus par un solveur de Riemann est ensuite retravaillée pour
obtenir un schéma numérique d’ordre global cohérent. Le même soucis de cohérence avec les schémas en temps
doit d’ailleurs être pensé.

Le gain de précision apporté par les schémas numériques d’ordre élevé est comparé avec un raffinement
spatial, c’est à dire une augmentation du nombre des particules de taille plus petite, aussi appelé h-raffinement.
La méthode SPH-ALE améliorée est ensuite testée sur des cas représentatifs des applications visées.

En conclusion, les développements effectués dans cette étude ont été guidés par l’application en turbine Pel-
ton principalement mais il va de soi qu’ils sont applicables à des écoulements sans surface libre dans les turbines
Francis par exemple. Ce travail montre les possibilités d’une méthode sans maillage pour des cas d’écoulements
complexes autour de géométrie tournantes.

Mots-clef : SPH, ALE, schéma de Godunov, problème de Riemann, ordres élevés, consistance.

2



Abstract :

This work deals with numerical methods for hydrodynamic testing applied mainly on products developed
by ANDRITZ HYDRO. This is to put in place high order schemes for CFD simulations using the ASPHODEL
calculation code developed and used by ANDRITZ HYDRO. The main reasons are the increased reliability of
the results of numerical calculations with a reasonable computational cost. This reliability is expressed through
increasing the accuracy and robustness of numerical schemes.

The ASPHODEL computer code is based on the meshfree method SPH-ALE. Mix between finite volume
method and SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics), the SPH-ALE method uses a set of points called particles
serving as the fluid domain discretization. It allows track free surfaces without additional computational effort.
This is truly attractive for many industrial applications including the simulation of free surface flows occurring
in a Pelton turbine, but also filling a Francis turbine.
However, the downside of this method is its lack of spatial accuracy. Indeed calculation points are mobile, space
operators must be able to keep their accuracy and robustness over time. The quality of results is impacted
especially the pressure field is often excessively noisy.
The rise in order and improving the consistency of the operators for a wide range of geometric configurations
are the challenges of this work. Using tools inspired by the unstructured finite volume, it is possible to improve
the spatial operators. Indeed, the increasing order or p-refinement particular can be done with reconstructions
of high order to assess the conditions at the interfaces of Riemann problems. The summation of discret fluxes
solved by Riemann solver is then reworked to obtain a coherent global order scheme. The same concern for
consistency with temporal schemes should also be considered.

The precision gain provided by numerical schemes of higher orders is compared with a spatial refinement ie
an increase in the number of smaller particles ; also called h -refinement . Improved SPH -ALE method is then
tested on representative cases of intended applications.

In conclusion, the developments made in this study were guided in accordance mainly with the Pelton turbine
but it goes without saying that they are applicable to non- free surface flows in Francis turbines for example.
This work shows the possibilities of a free mesh method for cases of complex flow around rotating geometry.

Keywords : SPH , ALE, Godunov scheme , Riemann problem , higher order , consistency.
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∑d
l=1 a

2
l

12



Introduction

0.1 Contexte scientifique
Depuis Archimède (287-212 av J-C) avec son fameux principe en passant par Pascal (1623-1662) et ses tra-

vaux sur la pression, les fluides ont bénéficié d’études à la fois expérimentales et théoriques. Il faudra cependant
attendre Euler (1707-1783) pour que les fluides parfaits i.e. non-visqueux soient formulés mathématiquement à
travers des équations aux dérivées partielles (EDP). Ce formalisme a été étendu aux fluides visqueux par les
travaux de Navier (1785-1836) et Stokes (1819-1908). Ces équations de Navier-Stokes permettant de simuler la
mécanique des fluides restent encore aujourd’hui un champ de recherche à part entière. La démonstration de
l’existence et de l’unicité de la solution de ces équations figure notamment aux problèmes du prix du millénaire.

Avec l’émergence des premiers ordinateurs et l’accroissement formidable des moyens de calculs au milieu du
20ème siècle, la simulation des écoulements fluides est devenue omniprésente. L’idée majeure est maintenant
d’approcher les solutions proposées par les équations de Navier-Stokes plutôt que de les résoudre directement.
Des schémas numériques de plus en plus sophistiqués et spécifiques à des problèmes physiques ont vu alors le
jour. Des méthodes numériques permettant la résolution des équations aux dérivées partielles sont nées. Il est
possible de les classer en 3 grandes familles : les différences finies, les volumes finis et les éléments finis [29].
Les différences finies consistent à remplacer les dérivées partielles par des différences divisées en un nombre fini
de points discrets [24]. Cette méthode est simple et elle a un faible coût de calcul. Sa limitation réside dans sa
mise en place pour des géométries complexes, et certaines conditions limites type Neumann. Autre méthode,
les volumes finis consistent à intégrer sur des volumes de contrôles les équations sous forme conservative. Bien
adaptée aux équations de la mécanique des fluides de par le caractère conservatif de la méthode, les résultats
théoriques sur la convergence spatiale restent rares [25]. Dernière famille et pas des moindres, les éléments finis
sont basés sur une minimisation de l’énergie par le biais d’une formulation variationnelle dans un espace donné.
Cette méthode bénéficie de solides résultats théoriques [22]. Elle n’est cependant pas conservative et peut se
révéler assez coûteuse en mémoire et temps de calcul.

(a) Maillage triangulaire 2D

(b) Distribution de particules

Figure 1 – Discrétisation autour d’un cylindre en deux dimensions

Ces trois grandes familles reposent sur la notion de maillage i.e un ensemble de points possédant une connec-
tivité connue. Ce treillis sert de base au calcul et à l’établissement des équations sous leur forme discrète (Fig
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1a). Ce maillage impliquant une connectivité entre les points, il définit donc des directions qui peuvent impacter
la qualité de la solution. On peut citer le cas d’une interface ne suivant pas les directions définis par le maillage
souvent diffusée ou mal représentée. Ce genre de cas nécessite du coup l’emploi de techniques complexes telles
que les méthodes VOF (Volume Of Fluide) et Level-Set. Ceci explique pourquoi les simulations avec une surface
libre complexe restent toujours difficiles à mettre en œuvre.

Développée en 1977 par Gingold et Monaghan [26], Lucy [40], la méthode Smoothed Particle Hydrodynamics
(SPH) vit le jour pour l’étude de phénomènes en astrophysique : création de galaxie, formation des étoiles, nuage
de particules... Plus tard, Monaghan étendit la méthode à l’hydrodynamique à surface libre [44]. Cette méthode
est dite sans maillage de par l’absence de connectivité entre les points de calcul aussi appelés particules dans
le vocabulaire de la communauté SPH (Fig 1b). Ces particules sont définies à partir des points de calcul en
leur attribuant un volume ω, et en leur donnant une certaine quantité de masse, de quantité de mouvement
et d’énergie. Cette absence de connectivité permet un meilleur suivi des interfaces ce qui rend la méthode très
attractive pour simuler des grandes déformations, des propagations de fissure etc. Une surface libre par exemple
est directement déformée par le fluide qui impacte les positions des particules lagrangiennes.

La méthode déterministe SPH est basée sur des outils probabilistes tels que les produits de convolution
[38]. Le schéma d’interpolation SPH s’appuie sur deux grandes approximations : l’approximation noyau ou
mollification et l’approximation particulaire. La première est basée sur la convolution des variables avec une
fonction de forme ou noyau. En effet un champ φ peut être calculé exactement au travers d’un produit de
convolution avec une fonction Dirac dans un espace E comme suit :

φ(X) =

∫
E

φ(Y )δ(X − Y )dV (1)

avec la fonction Dirac définie comme :

δ(X − Y ) =

{
1 si X = Y

0 sinon
(2)

La non-dérivabilité de la fonction Dirac rend ce formalisme peu pratique pour le calcul des opérateurs
continus tel que le gradient du champ. La force de la méthode SPH réside dans le fait d’assouplir ce formalisme
en remplaçant la fonction Dirac par une fonction de pondération W continue et dérivable à support compact.
Dépendant de la distance entre les points X − Y et d’un paramètre h, cette fonction W conduit à la première
approximation appelée mollification dans la communauté SPH (Eq 3). La longueur d’influence du noyau ou
longueur de dilatation h définit la taille du support V ⊂ E avec W (X − Y, h) = 0 si ||X − Y || > h.

φh(X) =

∫
V

φ(Y )W (X − Y, h)dV ≈ φ(X) (3)

La fonction W , homogène à l’inverse d’un volume, est centrée sur la particule d’intérêt i, positionnée en Xi

(Fig 2). Dans ce travail de thèse, la fonction W est une fonction Wendland C4 définie par :

W (X − Y, h) = W (q =
‖ X − Y ‖

2h
) =

C

hd
(1− q)5

+(8q2 + 5q + 1) (4)

avec d la dimension de l’espace et la fonction puissance tronquée telle que :

Xn
+ =

{
Xn si X > 0
0 sinon

(5)

La constante de normalisation C vaut en 2D 3
4π et 165

256π en 3D. Les travaux [34] exposent une comparaison
de différentes fonctions noyaux. D’une manière assez générale, la fonction W doit être positive, plusieurs fois
dérivable, d’intégrale égale à 1 et de préférence à support compact. De plus W doit tendre vers une distribution
de Dirac lorsque h tend vers 0, ce qui fait tendre l’approximation vers l’égalité stricte : limh→0φ

h(X) = φ(X).
Le paramètre h tient un rôle équivalent aux paramètres de discrétisation spatiale dans les méthodes numériques
avec maillage. Les propriétés de la fonction noyau W s’expliquent notamment par son écart type qui dépend
principalement de h. De nombreux travaux montrent l’influence de ce paramètre sur la qualité des approxima-
tions [27]. Par la suite, la distance inter-particulaire sera notée ∆X et le volume des particules ω.
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Figure 2 – Illustration des notations autour de la fonction noyau

La seconde approximation dite particulaire est due au passage à l’état discret (Eq 6). Cette dernière est
fonction des valeurs nodales du champ φj , de la distance entre les particules à travers la fonction de pondération
Wij = W (Xj−Xi, hi) mais également de ωj le volume des particules voisines formant le support de l’intégration
Vi. A travers cette discrétisation de l’espace, il est sous-entendu que le volume occupé par les particules discrétise
correctement le volume sous la fonction W .

φhi =
∑
j∈Vi

φjWijωj ≈ φ(Xi) (6)

La qualité de la solution est donc fortement dépendante de la quantité de particules dans le domaine de som-
mation. Cette quantité de particules peut facilement être augmentée ou réduite de par l’absence de connectivité.
Le rapport h/∆X permet de caractériser la taille du support par rapport au volume des particules (∆X := ω1/d).

En se référant aux travaux d’analyse numérique de Ben Moussa [10] basés sur les travaux fondateurs de
S.Mas-Gallic, P.A Raviart, il est possible de comprendre que la précision des opérateurs d’approximation SPH
dépend conjointement du volume des particules et de la longueur d’influence du noyau.

Soit une fonction de pondération W dans un espace de Sobolev {W ∈ L∞(Ω)/∀α|α| < m+1, ∂αW ∈ L∞(Ω)}
et un champ φ qui appartient à {φ ∈ L∞(Ω)/∀α|α| < µ, ∂αφ ∈ L∞(Ω)} avec µ = max(r + 1,m), un entier tel
que r ≥ 1 et m > 1 alors il existe une constante C > 0 telle que :

|φ− φh|1,∞,<d < C(hr|φ|1+r,∞,<d + (1 +
∆X

h
)d

∆Xm

hm+1
||φ||m,∞,<d) (7)

Les normes utilisées sont la norme complète ||φ||m,p,<d = (
∑
|α|≤m ||∂|α|φ||

p
Lp(<d)

)
1
p et la semi-norme |φ|m,p,<d =

(
∑
|α|=m ||∂|α|φ||

p
Lp(<d)

)
1
p pour p <∞ et les modifications usuelles pour p =∞. Cette équation (Eq 7) permet

d’illustrer l’importance de la distance entre les particules et la longueur d’influence du noyau dans la qualité de
l’approximation particulaire SPH. Il faut donc satisfaire pour que la méthode particulaire converge les conditions
suivantes : 

h→ 0
∆X → 0
∆Xm

hm+1 → 0
(8)

Pour obtenir une convergence spatiale de la méthode, il est donc nécessaire que le volume des particules et le
volume d’intégration diminuent en même temps que le rapport hm+1

∆Xm augmente. La limite du rapport implique
une diminution du volume des particules plus rapide que celle du support. Le nombre de voisins doit donc
augmenter. Comme il est très difficile de satisfaire ces conditions en pratique en raison du coût de calcul, de
nombreux auteurs [27] [61] ont fait un compromis entre la qualité et le coût permettant de déterminer un ratio
optimal de :

h

∆X
= 1.23 (9)

D’après le théorème de Lax-Richtmeyer, un modèle numérique est convergent s’il est stable et consistant :
Pour une méthode numérique consistante, la stabilité est équivalente à la convergence [39]. Ce théorème justifie

15



l’aspect central du critère de consistance. Afin de fixer le vocabulaire, un schéma est dit d’ordre p-consistant
s’il est capable de reproduire exactement un polynôme d’ordre p. Ce concept est traditionnellement issu des
Éléments finis [22]. La précision correspond alors à l’erreur de troncature du schéma.

Malheureusement, la consistance et la précision de l’approximation d’un champ avec la méthode SPH ne
sont pas du tout triviales. Il apparaît que la consistance d’ordre 0 de l’approximation d’un champ n’est pas
toujours établie et dépend de la distribution des particules. En effet, la reproduction d’un champ constant par
(Eq 6) nécessite d’avoir la partition de l’unité au niveau discret :

∑
j∈Vi

Wijωj = 1 qui n’est satisfaite dans le
cas général, qu’en modifiant le noyau W par une correction de Shepard (Eq 10) [56]. Monaghan [44] a introduit
la notion de noyau d’ordre élevé sur une distribution uniforme de particules avec des noyaux Richardson et
M’4, respectivement d’ordre de consistance 3 et 4. Pour des simulations réelles, avec des particules mobiles, ces
noyaux ne permettent plus d’atteindre des ordres élevés [44].

si W̃ij =
Wij∑

j∈Vi
Wijωj

alors
∑
j∈Vi

W̃ijωj = 1 (10)

L’évaluation d’un champ étant déjà complexe, l’évaluation des opérateurs de dérivé sera alors encore plus
difficile. Le produit de convolution du gradient du champ φ avec le noyau W sur un volume V de frontière ∂V
permet d’obtenir en utilisant le théorème de Green, l’équation suivante :

~∇φh(X) =

∫
∂V

φ(Y )~nW (X − Y, h)dσ +

∫
V

φ(Y )~∇W (X − Y, h)dV (11)

Il apparaît après un passage au discret (Eq 12) que le gradient d’un champ φ, calculé avec une approximation
SPH n’est pas nécessairement consistant d’ordre 0 . En effet le gradient d’un champ constant φ n’est pas
forcément nul. Le résultat dépendra de la configuration géométrique des particules, en particulier du caractère
symétrique du voisinage.

~∇φhi =
∑
j∈∂Vi

φj ~njWijω
∂
j +

∑
j∈Vi

φj ~∇Wijωj (12)

L’astuce communément pratiquée dans la communauté SPH est de retrancher l’approximation par la méthode
SPH du gradient de l’unité supposé proche de zéro pour obtenir (Eq 13), pour retrouver la consistance d’ordre
0.

~∇φhi =
∑
j∈∂Vi

(φj − φi) ~njWijω
∂
j +

∑
j∈Vi

(φj − φi)~∇Wijωj (13)

La consistance d’ordre 1 i.e reproduire exactement un champ linéaire n’est pas toujours vérifiée par (Eq 13).
Randles et Libersky [48] ont proposé une correction améliorant directement le gradient de la fonction noyau
appelé renormalisation, quelque soit la distribution des particules. Vila et Lanson ont démontré qu’en utilisant
cette correction de renormalisation pour les opérateurs de gradient SPH, la méthode converge avec la distance
∆X sous condition que h

∆X = O(1) ce qui assouplit considérablement les critères de convergence spatiale [62].
Une instabilité propre à la méthode particulaire SPH appelée tensile instability est également réduite avec de
bonnes propriétés de consistance [20].

D’autre part, afin de monter en ordre de précision et de consistance, Dilts [20] [21] et Belytschko [37] ont pro-
posé de corriger le noyau et son gradient afin de retrouver la reproductibilité de fonctions polynomiales jusqu’à
un certain ordre, le tout basé sur des reconstructions par les moindres carrés mobiles (Moving Least Squares).
Cette approche a conduit à la création de nouvelles méthodes numériques de résolutions des EDP telles que
Reproducing Kernel Particle Method (RKPM), Element Free Galerkin (EFG). Il est possible de les interpréter
comme une généralisation de la méthode des éléments finis pour un nuage de points. Ces schémas possèdent
de bonnes propriétés de consistance mais perdent la notion de conservation [37]. En revanche, la méthode sans
maillage, Finite Volume Particle Method (FVPM) est une méthode conservative, et consistante d’ordre 0 qui
souffre cependant d’un coût de calcul assez conséquent notamment pour des applications industrielles [55] [33] .

Outre les problèmes de consistance et de précision spatiale, la méthode SPH souffrait également de problèmes
de stabilité comme bon nombre de méthodes numériques. Monaghan proposa donc d’ajouter une viscosité arti-
ficielle afin de dissiper les éventuels oscillations parasitaires [44]. En 1999, Vila proposa une méthode alternative
exploitant les outils de la méthode des volumes finis afin de s’affranchir d’une viscosité artificielle arbitraire [61].
Véritable mélange entre les deux méthodes, la SPH-ALE vit le jour. Cette méthode sans maillage utilise des
solveurs de Riemann dans une configuration ALE (Arbitrary Lagrange Euler) pour calculer les flux numériques
entre deux particules voisines. Les opérateurs spatiaux sont quant à eux calculés avec une approximation SPH
(Eq 6, 12). La propriété ALE permet de choisir le point de vue de la simulation. Avec une simulation Eulé-
rienne, les équations décrivent le mouvement du fluide dans un référentiel fixe, les particules sont immobiles.
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En revanche avec une simulation Lagrangienne, les particules suivent le fluide, le référentiel est mobile. Il est
également possible de choisir une vitesse arbitraire pour les particules qui sont mobiles mais avec une vitesse
différente de celle du fluide.

0.2 Contexte industriel
Actif dans le domaine de l’énergie hydraulique depuis plus de 170 ans, ANDRITZ Hydro est l’un des leaders

mondiaux de la fourniture de systèmes et de services électromécaniques pour les centrales hydro-électriques.
De nombreuses machines hydrauliques sont développées au sein d’ANDRITZ Hydro tels la turbine à action
Pelton et celle à réaction Francis. La turbine Pelton est née en 1879 (Fig 3a) utilisant l’énergie cinétique de
l’eau accumulée par transfert de l’énergie potentielle de pesanteur. La roue est mise en rotation par l’impact de
jets d’eau contrôlés par les injecteurs en périphérie. Cette turbine est le plus souvent sur des sites d’exploitation
présentant des hautes chutes d’eau (de 200 à 2 000 mètre de chute). Pour des chutes d’eau plus modestes (de
20 à 350 mètres), la turbine Francis née en 1868, est plus adaptée. Son fonctionnement consiste à exploiter à la
fois la vitesse du fluide et les différences de pression autour d’une roue immergée (Fig 3b). Les rendements de
ces deux machines sont supérieurs à 90% ce qui est remarquable.

(a) Schéma d’une turbine Pelton à 2 jets.

(b) Schéma d’une turbine Francis.

Figure 3 – Schémas de turbines hydrauliques

Afin d’exploiter au mieux ces technologies, il s’agit de comprendre la physique des écoulements à l’intérieur.
La finalité est d’optimiser les géométries de la roue ou des structures environnantes pour accroître le rende-
ment quand cela est possible. La réalisation conjointe d’études expérimentales et numériques est utile. La CFD
(Computational Fluid Dynamics) s’impose comme un outil dans le processus de conception complémentaire des
études en laboratoire. Véritable accélérateur de la chaine de conception la CFD permet de visualiser des zones
impossibles d’accès par les mesures expérimentales.

Historiquement au sein d’Andritz Hydro, le code de calcul commercial CFX basé sur les volumes finis avec
des modèles multiphasiques et une technique VOF était employé pour simuler les écoulements dans les turbines.
Ces simulations de part la rotation des composants de la roue et la création et le suivi de la surface libre dans
le cas de la turbine Pelton étaient ambitieuses et très onéreuses en coût de calcul. La gestion du maillage est
bien souvent un frein, c’est le cas notamment pour des simulations portant sur la phase de démarrage de la
turbine Francis. En effet ce type de simulation est délicat en raison de l’ouverture des aubes directrices (Fig 4b)
nécessitant l’introduction difficile et coûteuse au cours du temps de mailles entre les aubes qui s’ouvrent. Les
problématiques de maillage sont donc un enjeu industriel car elles nécessitent une interaction homme-machine
perpétuelle et conditionnent la qualité de la solution numérique. Les phénomènes multiphasiques tels que la large
déformation de la surface libre notamment dans les nappes d’évacuation des augets Pelton (Fig 4a) mettent à
mal, bien souvent, les modèles classiques de suivi d’interface. Ce suivi d’interface peut également se retrouver
dans une simulation autour de la turbine Francis lors de son remplissage initial.

Les méthodes numériques classiques basées sur un maillage étant peu adaptées à nos études CFD, l’alterna-
tive d’une méthode lagrangienne devient attractive.
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(a) Écoulement fluide dans un bâti de turbine Pelton à 2 jets(b) Écoulement dans une turbine Francis remplie au démar-
rage

Figure 4 – Simulation CFD pour des écoulements dans des turbines hydrauliques

0.3 Objectifs et enjeux
Les contextes scientifiques et industriels nous amènent rapidement vers ce sur quoi ce travail de thèse porte.

L’enjeu majeur de cette étude est en effet de réussir à faire de la méthode SPH-ALE une méthode précise et
compétitive pour des simulations complexes en turbine Francis ou Pelton.

La fiabilité des résultats fournis par la résolution des équations aux dérivées partielles de la mécanique des
fluides avec des opérateurs discrétisés est dépendante d’un certain nombre de critères formalisés par Lax et
Wendroff [28].

Trois principales propriétés permettent de relier la solution exacte des équations continues à la solution
exacte des équations discrétisées et à la solution numérique obtenue (Fig 5).

1. la stabilité est la propriété qui assure que la différence entre la solution numérique obtenue et la solution
exacte des équations discrétisées est bornée.

2. la consistance est la propriété qui assure que la solution exacte des équations discrétisées tend vers la
solution exacte des équations continues lorsque les pas de discrétisation (∆t et ∆x ) tendent vers zéro.

3. la convergence est la propriété qui assure que la solution numérique tend vers la solution exacte des
équations continues. C’est évidemment la propriété la plus recherchée.

Figure 5 – Solutions exacte, numérique et discrète [28]

Ces trois axes de recherche dessinent les sous-enjeux finalement assez génériques dans le domaine de la
simulation numérique. En effet dans l’idéal, une méthode numérique possède les caractéristiques suivantes :

1. au moins une précision du 2nd ordre pour des solutions continues et pour les régions où la solution est
continue, même lorsque des discontinuités sont présentes,

2. une résolution fine des discontinuités,
3. l’absence d’oscillations non-physique dans la solution numérique
4. la consistance avec la solution physique
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5. la conservation discrète de certaines grandeurs de base comme la masse, la quantité de mouvement et
l’énergie.

Chaque caractéristique fait appel à des notions et des procédures spécifiques. En l’état actuel de la méthode,
la SPH-ALE dans sa forme basique répond au critère de conservation discrète. La consistance avec la solution
physique est obtenue seulement pour certaines répartitions spatiales de particules. La précision, du 2nd ordre,
est à relier à la notion de consistance au sens du développement de Taylor ; une possibilité pour l’assurer est
d’utiliser la renormalisation. L’amortissement des oscillations est obtenu avec une dissipation numérique dans
le solveur de Riemann et avec des limiteurs de pente.

Les travaux qui suivront cherchent donc à développer une version de la méthode SPH-ALE vérifiant le
maximum des caractéristiques énoncées, malgré les larges déformations ou le sous-échantillonnage particulaire.
Une attention devra être portée sur la cohérence des opérateurs notamment entre les intégrateurs spatiaux et
temporels.

0.4 Structure du mémoire
Le mémoire est structuré en deux parties. La première partie assez théorique est constituée de trois chapitres

qui exposent les outils utilisés dans ce travail de thèse. Le premier chapitre présente la méthode SPH-ALE avec
ses spécificités. Le second chapitre est une mise en perspective de la méthode par rapport aux autres méthodes
de résolutions des EDP hyperboliques. Le dernier chapitre est focalisé sur la reconstruction de champs physiques
et la construction de fonction de forme sur des ensembles de particules éparpillées.
La seconde partie, elle aussi composée de trois chapitres, expose essentiellement la contribution de ce travail. Les
deux premiers chapitres sont complémentaires. En effet le premier expose la montée en ordre des flux numériques
et le second celle de l’opérateur de divergence. Les deux chapitres sont nécessaires afin d’avoir une cohérence
globale du schéma numérique [47]. Chacun de ces chapitres présente des résultats numériques validant l’intérêt
d’utiliser des ordres élevés. Les cas tests 2D et 3D de référence ayant des solutions analytiques connues sont
présentées en Annexe A et comparés avec l’état de l’art de la méthode [10] [18] [41]. Ces deux chapitres ont fait
l’objet de publications et de présentations orales dans des conférences européennes [50] [52]. Le dernier chapitre
présente des applications industrielles de simulation d’écoulement dans des turbines hydrauliques. Le premier
cas est une approche simplifiée du démarrage d’une turbine Francis en 2D. Le second est le fonctionnement
en 3D d’une turbine Pelton. Ces cas d’application permettent d’exposer la robustesse et la fiabilité des ordres
élevés pour des simulations eulériennes et lagrangiennes avec des géométries tournantes. Pour les simulations
en turbine Pelton, des comparaisons avec des données expérimentales sont effectuées.
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Première partie

Méthodes de simulation sans maillage
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Chapitre 1

La méthode particulaire SPH-ALE

Afin d’introduire la méthode SPH-ALE, une première partie est consacrée à la présentation de la description
ALE d’un fluide. Les équations de conservation nécessaires pour décrire les écoulements sont ensuite introduites
dans une seconde partie. Pour finir, l’approximation particulaire utilisée pour discrétiser ces équations de conser-
vation dans le formalisme ALE est exposée, suivie par les méthodes employées pour évaluer les échanges entre
les particules.

1.1 Description ALE
En mécanique des milieux continus, la description eulérienne et la description lagrangienne sont deux ap-

proches qui peuvent être choisies pour étudier un écoulement de fluide. Dans la description eulérienne, le domaine
d’évolution possible du fluide est découpé en éléments fixes dans le référentiel d’étude. La représentation d’Euler
consiste donc à étudier l’évolution de différentes grandeurs physiques (vitesse ~v, pression P , ...) en des points
fixes de l’espace (Fig 1.1a). Dans la description lagrangienne, le fluide est découpé en éléments qui avancent
en temps avec le fluide. La représentation de Lagrange consiste donc à définir des grandeurs physiques en des
points attachés à la matière qui se déplace (Fig 1.1b).

(a) Le pêcheur observant comment s’écoule le fluide autour
du rocher se place en formalisme Eulérien

(b) Le pêcheur suivant des yeux les feuilles se place en for-
malisme lagrangien

Figure 1.1 – Descriptions Eulérienne (a) et Lagrangienne d’un fluide [64]

Les deux approches présentent des avantages et des inconvénients. La description eulérienne est populaire
pour les écoulements de fluides mais pose des problèmes lorsqu’il faut suivre des interfaces ou traiter des écou-
lements fortement convectifs. La description lagrangienne conduit à des difficultés importantes pour évaluer des
dérivées spatiales, puisque la topologie est constamment modifiée, par le déplacement des éléments de volume.
Toutes les grandeurs physiques comme le vecteur vitesse ou la pression, sont définies en valeur moyenne sur
l’élément de volume Ω et évoluent le long de sa trajectoire dans l’espace. Les éléments de volume physiquement
fermés utilisés dans la méthode SPH-ALE sont appelés particules. Ces particules discrétisent donc le milieu
continu, tout comme les mailles dans les méthodes à maillage.

Le formalisme ALE (Arbitrary Lagrange Euler) est un mélange des deux approches eulérienne et lagran-
gienne. Il repose sur un volume mobile qui se déplace à une vitesse arbitraire ~v0 aussi appelée champ de transport.
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Cette vitesse peut être nulle, formalisme eulérien, égale à celle du fluide, formalisme lagrangien ou encore to-
talement arbitraire. L’ensemble des particules est mobile et soumis à un champ de transport ~v0( ~X; t). Chaque
particule i se déplace alors suivant une trajectoire donnée par :

d ~Xi

dt
= ~v0,i( ~X; t) (1.1)

avec ~Xi la position spatiale de la particule i. En raison des déplacements des particules, les volumes discrétisés
Ω(t) se déforment au cours du temps le long de la trajectoire. Le volume de fluide discrétisé par la particule
i est de mesure |Ω(t)| = ωi(t). Le mouvement des frontières ∂Ω(t) de Ω(t) induit par les déplacements ~v0 fait
évoluer le volume au cours du temps [59] selon l’équation qui suit :

d

dt

∫
Ω(t)

dV =

∫
∂Ω(t)

~v0.~ndσ (1.2)

L’équation d’évolution des volumes des particules devient donc :

dωi(t)

dt
= ωi(t)~∇.~v0 (1.3)

Cette équation d’évolution nécessite l’évaluation de la divergence du champ de transport, ce qui implique une
certaine régularité pour ce champ. De plus, la topologie des particules étant inconnue, l’équation d’évolution des
volumes conserve sa forme en divergence. En effet, contrairement aux méthodes à maillage, la forme géométrique
de la particule est indéterminée, seule sa mesure ω est connue. La mesure du volume est définie initialement par
la discrétisation.

1.2 Équations de conservation
Les équations d’Euler décrivant les écoulements des fluides non-visqueux sont généralement regroupées sous

la forme compacte suivante :

∂~φ

∂t
+ ~∇.( ¯̄F ) = ~S (1.4)

où ~φ représente le vecteur des variables conservatives et ¯̄F désigne le tenseur des flux. En explicitant ces données,
les vecteurs et matrices sont définis comme suit :

~φ =

(
ρ
ρ~v

)
¯̄F =

(
ρ~v

ρ~v ⊗ ~v + P ¯̄I

)
~S =

(
0

ρ~f

)
(1.5)

avec ρ la masse volumique du fluide, ~v la vitesse, P la pression et ~f est une force externe telle que la gravité.

Le domaine de calcul est noté E et sa frontière ∂E. Ce domaine dépend du temps E(t) et il est inclus dans
<d. T est un intervalle de temps dans <+. En intégrant (Eq 1.4) sur E(t) × T , les équations d’Euler sous une
forme conservative intégrale sont obtenues :∫

T

∫
E(t)

{∂
~φ

∂t
+ ~∇.( ¯̄F )}dV dt =

∫
T

∫
E(t)

~SdV dt (1.6)

En définissant ~v0 comme le champ de transport dans E(t), la première partie de l’intégrale de (Eq 1.6) peut
alors se réécrire avec le théorème de Reynolds-Leibniz comme suit :∫

T

∫
E(t)

∂~φ

∂t
dV dt =

∫
T

{ d
dt

∫
E(t)

~φdV −
∫
E(t)

~∇.(~φ⊗ ~v0)dV }dt (1.7)

En combinant les équations (Eq 1.7 et 1.6), la forme intégrale devient :∫
T

{ d
dt

∫
E(t)

~φdV +

∫
E(t)

(~∇.( ¯̄F − ~φ⊗ ~v0))dV }dt =

∫
T

∫
E(t)

~SdV dt (1.8)

Le flux ALE ¯̄G est défini par ¯̄G(~φ,~v0) = ¯̄F − ~φ ⊗ ~v0. Ce formalisme permet donc de réécrire l’écoulement à
l’aide des bilans de grandeurs conservatives, à travers un volume de contrôle se déplaçant à une vitesse arbitraire.
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Tout comme pour la méthode des volumes finis, les intégrales sur le domaine E(t) peuvent se décomposer en
sous intégrales Ω(t)i définies sur des volumes de contrôles disjoints tel que E(t) = ∪i∈E(t)Ω(t)i. Parallèlement,
l’intégrale sur le temps peut être enlevée afin de disposer de l’équation suivante :

d

dt

∑
i∈E(t)

∫
Ωi(t)

~φdV +
∑
i∈E(t)

∫
Ωi(t)

~∇.( ¯̄G(~φ,~v0))dV =
∑
i∈E(t)

∫
Ωi(t)

~SdV (1.9)

En enlevant la somme par linéarité de la dérivée temporelle, l’équation ci-dessous fait apparaître l’équation de
conservation locale sur la particule i.

d

dt

∫
Ωi(t)

~φdV +

∫
Ωi(t)

~∇.( ¯̄G(~φ,~v0))dV =

∫
Ωi(t)

~SdV (1.10)

L’évaluation des intégrales volumiques nécessite la définition de la valeur moyenne du champ φ dans un volume
Ω(t) :

φΩ(t) =
1

|Ω(t)|

∫
Ω(t)

φ(X)dV (1.11)

La méthode SPH-ALE est une méthode centrée sur les particules i, le volume Ωi(t) est celui de la particule i.e.
|Ωi(t)| = ωi. La dépendance n’est plus notée sur les volumes des particules dans les équations qui suivent par
soucis de lisibilité.

φi =
1

ωi

∫
Ωi

φ(X)dV (1.12)

L’équation (Eq 1.10) devient :
d

dt
ωi~φi + ωi~∇i.( ¯̄G(~φ,~v0)) = ωi~Si (1.13)

L’équation discrète (Eq 1.13) permet donc de simuler l’évolution des grandeurs de ωi~φi à savoir la masse et
la quantité de mouvement. Afin de fermer le système d’équation, il est nécessaire d’ajouter une équation d’état
qui décrit le comportement thermodynamique du fluide.

1.3 Écoulements pseudo-compressibles
Les écoulements modélisés dans cette thèse, peuvent être considérés comme incompressibles. Néanmoins,

une approche pseudo-compressible est utilisée pour simuler les écoulements. Le fait de s’affranchir d’une résolu-
tion de l’équation de Poisson, et ainsi d’éviter la résolution d’un système linéaire permet d’avoir une approche
entièrement explicite. Cette démarche peut être justifiée par le fait que la solution compressible développée en
série de perturbations fonction du nombre de Mach (Ma) est égale à la solution incompressible plus des termes
additionnels en O(Ma)2 [41].
Pour une simulation donnée, la valeur de la vitesse du son c0 est déterminée de sorte que la variation maximum
de masse volumique dans l’écoulement simulé n’excède pas 1% de la masse volumique nominale ρ0 du fluide
considéré, revenant à autoriser un nombre de Mach Ma < 0.1.

L’écoulement est considéré comme pseudo-compressible, isentropique et isotherme ce qui permet d’utiliser
une loi reliant la masse volumique du milieu à la pression. Cette loi, tirée de l’expérience est appelé loi de
Tait [44] donnée par :

Pi =
ρ0c

2
0

γ
[(
ρi
ρ0

)γ − 1] (1.14)

avec les grandeurs ρ0 et c0 représentant respectivement la masse volumique de référence de l’eau et la vitesse
du son numérique. Pour la modélisation d’un fluide tel que l’eau, habituellement traitée comme incompressible
(mais considérée ici comme faiblement compressible), la valeur de γ est de 7.
L’utilisation de la loi de Tait fait diminuer de une dimension le problème en enlevant l’équation sur l’énergie.

Le choix de la vitesse du son c0 est alors un compromis assurant que les effets de compressibilité peuvent être
négligés, tout en conservant un pas de temps de calcul suffisamment raisonnable. En effet, la valeur de la vitesse
du son c0 généralement beaucoup plus basse que la valeur de la vitesse du son du fluide physique, limite les
temps de calcul. Les pas de temps employés dans l’avance temporelle explicite sont directement influencés par
une condition de stabilité de type CFL (Courant- Friedrich-Levy) où la vitesse de transmission d’information
numérique dépend de la vitesse du son dans le milieu. Ainsi, les pas de temps sont d’autant plus faibles que la
valeur choisie pour c0 est grande. Une onde acoustique de vitesse maximale (ci+ |vi|) ne peut pas au cours d’un
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pas de temps dt dépasser la taille caractéristique de discrétisation hi (Eq 1.15). ci est la vitesse du son locale
telle que c2i = γ

ρi
(Pi +

ρ0c
2
0

γ ).

dt = CCFLmini
hi

ci + |vi|
(1.15)

1.4 Approximation Particulaire

Pour approcher la valeur moyenne de la divergence des flux ¯̄G à la position de la particule d’intérêt, une
approximation SPH de l’opérateur de divergence est utilisée. En introduisant la divergence discrète de l’unité
(supposée proche de zéro), l’opérateur discret de divergence selon [61] [41] est donné par :

~∇i.( ¯̄G(~φ,~v0)) =
∑
j∈Vi

ωj(
¯̄Gi + ¯̄Gj)~∇iWij +

∑
j∈∂Vi

ω∂j ( ¯̄Gi + ¯̄Gj)Wij~nj (1.16)

La première somme correspond aux échanges entre les particules fluides voisines et la seconde somme aux
échanges avec les frontières voisines (paroi, entrée). En faisant intervenir le flux centré à l’interface ¯̄Gij =

( ¯̄Gi+
¯̄Gj)

2 ,
l’équation suivante est obtenue :

~∇i.( ¯̄G(~φ,~v0)) = 2
∑
j∈Vi

ωj
¯̄Gij ~∇iWij + 2

∑
j∈∂Vi

ω∂j
¯̄Gij~njWij (1.17)

Le flux moyen ¯̄Gij est calculé avec la solution d’un problème de Riemann local entre i et j i.e. : ¯̄G( ~φE , ~v0,ij)

avec ~φE la solution du problème de Riemann local. Le déplacement de l’interface du problème de Riemann est
pris en compte avec la vitesse d’interface ~v0,ij . Cette approximation de la divergence des flux permet de dis-
poser d’un schéma conservatif par l’antisymétrie des flux et du gradient du noyau : ¯̄Gij ~∇iWij = − ¯̄Gji~∇jWji [61].

Le système des équations d’Euler discrétisées avec la méthode SPH-ALE, s’écrit comme suit, en combinant
les équations de conservation (Eq 1.13), l’évolution de la position des particules (Eq 1.1) et de leur volume (Eq
1.3) avec l’approximation particulaire de l’opérateur de divergence :

d ~Xi

dt
= ~v0( ~X; t)

dωi
dt

= 2ωi
∑
j∈Vi

ωj(~v0ij − ~v0i)~∇iWij + 2ωi
∑
j∈∂Vi

ω∂j (~v0ij − ~v0i)~njWij

d

dt
ωiρi = −2ωi

∑
j∈Vi

ωjρE,ij(~vE,ij − ~v0ij)~∇iWij − 2ωi
∑
j∈∂Vi

ω∂j ρE,ij(~vE,ij − ~v0ij)~njWij

d

dt
ωiρ~vi = −2ωi

∑
j∈Vi

ωj(ρE,ij~vE,ij ⊗ (~vE,ij − ~v0ij) + Pi)~∇iWij

− 2ωi
∑
j∈∂Vi

ω∂j (ρE,ij~vE,ij ⊗ (~vE,ij − ~v0ij) + Pi)~njWij + ωiSi

(1.18)

Les deux premières équations sont donc liées au caractère ALE de la méthode. Les troisième et quatrième
équations sont respectivement l’équation de conservation de la masse et de la quantité de mouvement. Le calcul
des échanges de flux nécessite l’évaluation des solutions des problèmes de Riemann entre les particules fluides
sur le voisinage fluide Vi [61] et des problèmes de Riemann partiels entre les particules fluides et les éléments
de frontière de ∂Vi [41].

1.5 Calcul des flux numériques
L’intérêt de l’approche avec solveur de Riemann est d’utiliser une viscosité numérique qui tient compte de

la physique de l’écoulement. Cette approche s’oppose à l’utilisation d’une viscosité artificielle [18] [44].

1.5.1 Problème de Riemann monodimensionnel
Entre chaque paire (i; j) de particules fluides voisines, un problème de Riemann unidimensionnel selon la

direction ~nij =
~∇iWij

‖~∇iWij‖
=
−−−→
XjXi

‖
−−−→
XjXi‖

apparaît, c’est à dire deux états physiques ~φi et ~φj séparés par une interface

située à mi-chemin des deux particules (Fig 1.2a) :
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∂~φ

∂t
+
∂ ¯̄G(~φ,~v0))i.~nij

∂xnij

= 0

~φ(xnij
, 0) =

{
~φi si xnij < 0

~φj si xnij
> 0

(1.19)

~nij est donc le vecteur unitaire dans la direction joignant les particules i et j et orienté de i vers j. Ce vecteur

est colinéaire avec le gradient de la fonction noyau ~∇iWij =
−−−→
XjXi‖~∇iWij‖
‖
−−−→
XjXi‖

. Xij est la position du milieu du

segment [i; j]. xnij
est une abscisse curviligne le long de la droite de vecteur directeur ~nij et d’origine Xij . ~φi

et ~φj sont les vecteurs des variables conservatives respectivement en i et j.

(a) Problème de Riemann monodimensionnel entre parti-
cules fluides voisines (en pointillé la face virtuelle) (b) Structure de la solution du problème de Riemann mono-

dimensionnel

Figure 1.2 – Problème de Riemann unidimensionnel et la structure de la solution

La solution du problème de Riemann monodimensionnel est donnée par :
~φ = ~φE(

xnij +X0(t)

t
, φi, φj)

X0(t) =

∫ t

0

~v0(Xij , τ).~nijdτ

(1.20)

La vitesse de déplacement de l’interface entre les particules i et j est donnée par :

~v(Xij) =
(~v(Xi) + ~v(Xj))

2
(1.21)

La solution du problème de Riemann peut être interprétée comme un état décentré afin de stabiliser le système
d’équations. La solution en vitesse du problème de Riemann ~vE n’est pas nécessairement égale au champ de
transport ~v0, ce qui introduit des termes convectifs dans les équations, même si le champ de transport ~v0 des
particules est pris égal au champ de vitesses du fluide ~v. Les masses associées à chaque particule peuvent alors
varier au cours du temps.

1.5.2 Résolution des problèmes de Riemann
Méthode de Godunov

Godunov [32] a remarqué que du fait de la discrétisation, des discontinuités du champ apparaissent aux
interfaces des cellules de la discrétisation. Il a donc interprété ces interfaces comme autant de problèmes de
Riemann, dont la solution exacte connue, contient toutes les informations relatives aux ondes se propageant
localement dans l’écoulement. Il s’agit bien entendu d’une simplification du problème de Riemann car en réalité il
est multidimensionnel. Cette approximation est suffisante pour des écoulements ne présentant pas de structures
de choc multidimensionnel [41] [32]. Le système suivant généralise les notions de celui de (Eq 1.19) :

∂~φ

∂t
+
∂ ¯̄G(~φ)E
∂x

= 0

~φ(x, 0) =

{
~φL si x < 0

~φR si x > 0

(1.22)
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avec les états gauche L et droite R de la discontinuité située en x = 0. La figure (Fig 1.2b) présente la structure
de la solution du problème de Riemann. Le vecteur ~φ = (ρ, ρv1, ρv2) des variables conservatives est pris avec
deux composantes de quantité de mouvement, la seconde représentant une composante tangentielle à l’interface.
Le vecteur ~G(~φ)E = (ρv1, ρv

2
1 +P, ρv1v2) correspond au flux à l’interface du problème de Riemann. Le système

(Eq 1.22) admet donc trois valeurs propres réelles distinctes : λ1 = v1, λ2 = v1 + c, λ3 = v1 − c représentées
sur (Fig 1.2b). Les valeurs propres λ2, λ3 correspondent à des ondes de détente ou de choc. La valeur propre
λ1 est une onde de glissement à travers la vitesse tangentielle v2. Il existe donc 4 configurations en fonction
du type d’ondes à gauche et à droite. Compte tenu des écoulements résolus dans ce travail, seule la solution
intermédiaire ~φ∗ est utilisée. Cet état est relié aux états gauche (L) et droit (R) à travers des ondes non-linéaires
(Fig 1.2b ), il s’agit donc de résoudre le problème.

Solveur de Riemann

La résolution entière de l’écoulement repose sur la résolution des problèmes de Riemann locaux. Leur réso-
lution exacte est très coûteuse et de nombreux solveurs ont été développés afin d’approcher la solution [32].

En 2D, le système des équations d’Euler peut s’écrire avec les variables non conservatives i.e. les variables
primitives de masse volumique et de vitesse sous la forme suivante :

∂

∂t
(~φ) + ¯̄J

∂

∂x
(~φ) = 0 (1.23)

avec ~φ = (ρ, v1, v2) et la matrice jacobienne ¯̄J des flux définie telle que :

¯̄J =

v1 ρ 0
c2

ρ v1 0

0 0 v1

 (1.24)

En considérant ¯̄J comme constante (Eq 1.26), le solveur appelé PVRS peut être utilisé. Ce solveur est simple
et robuste [41]. Il consiste à construire ¯̄J à partir des valeurs moyennes entre les états L et R.

ρ̄ =
(ρR + ρL)

2
c̄ =

(cR + cL)

2
v̄1 =

(v1,R + v1,L)

2
(1.25)

¯̄J u

v̄1 ρ̄ 0
c̄2

ρ̄ v̄1 0

0 0 v̄1

 (1.26)

La matrice Jacobienne ¯̄J possède trois valeurs propres et trois vecteurs propres indépendants. En recherchant
une expression des sauts à travers une combinaison linéaire des vecteurs propres, il est possible d’écrire la
solution étoile ~φ∗ comme :

v∗1 =
1

2
(v1,L + v1,R)− c̄

2ρ̄
(ρR − ρL) (1.27)

et

ρ∗ =
1

2
(ρL + ρR) +

ρ̄

2c̄
(v1,R − v1,L) (1.28)

Les décentrements de vitesse et de pression sont directement reliés aux amplitudes des discontinuités entre
les états gauche et droite.

1.5.3 Stratégie MUSCL
Initialement, la méthode développée par Godunov est d’ordre 1 en précision, en considérant des états

constants pour chaque cellule. Cependant, cette méthode est diffusive. Pour pallier à ce problème, Van Leer
a proposé en 1979 [32] une extension à l’ordre 2 appelée MUSCL (Monotone Upstream-centered Schemes for
Conservation Laws). Le principe est de remplacer les approximations constantes par morceaux par des approxi-
mations linéaires par morceaux (Fig 1.3). Le flux eulérien ¯̄F (~φi; ~φj ;~nij) localisé en Xij est remplacé par le flux
¯̄F (~φij ; ~φji, ~nij). Il suffit ainsi de remplacer les états constants ~φi et ~φj du problème de Riemann par les états
~φij et ~φji extrapolés linéairement en Xij (Eq 1.29) .
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Figure 1.3 – Extrapolation à l’interface Xij du problème de Riemann constant par morceaux (à gauche),
linéaire par morceaux (à droite)

{
φi

φj
=⇒

{
φij = φi + ~∇iφ.(Xij −Xi)

φji = φj + ~∇jφ.(Xij −Xj)
(1.29)

L’emploi de la stratégie MUSCL conduit à effectuer pour chaque variable de φ, une estimation locale du gradient
~∇iφ et ~∇jφ pour les particules i et j. Dans [61] [41] [18], le gradient des champs physiques est calculé à partir
d’une approximation particulaire SPH (Eq 13) corrigée ou non avec la renormalisation [48]. Cette technique
d’évaluation de gradient est précise d’ordre 2. Cependant, cette approche SPH ne permet pas d’évaluer facile-
ment des dérivées d’ordre supérieur. Tout comme pour la méthode volume fini, l’emploi de la technique MUSCL
doit être limité au niveau des discontinuités physiques (choc, discontinuité de contact) afin d’éviter la création
d’extrema locaux et des oscillations importantes. Des limiteurs ont été développés dans [27] [41].

1.5.4 Les conditions aux limites

Figure 1.4 – Domaine fluide et ses frontières en bleu : une surface libre, en vert : des conditions de entrées/sorties
et rouge : une paroi [27]

Périodicité et symétrie

Les conditions de périodicité et de symétrie sont facilement traitées en dupliquant au début de chaque
itération, les particules qui doivent l’être. Pour une condition de périodicité, les champs des particules virtuelles
sont pris identiques aux particules réelles. En revanche dans le cas d’une symétrie, certaines composantes du
champ de vitesse pour les particules virtuelles peuvent être opposées en signe.

Surface libre

Très spécifique à la méthode SPH, la condition de surface libre est faite de telle manière que seules les
particules fluides sont prises en compte. Aucune condition n’est imposée. Le fluide ambiant n’est pas simulé.
La pression ambiante est considérée comme nulle. La vitesse est obtenue par la cinématique des particules du
fluide.
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Parois

Le traitement des parois a fait l’objet de nombreuses études basées sur des particules fantômes, des forces
répulsives [44], mais elles s’avèrent peu efficaces pour des géométries complexes. Dans le cadre de la méthode
SPH-ALE, Marongiu [41] a développé une approche basée sur les solveurs de Riemann partiels.
Le solveur de Riemann partiel interprète l’élément de surface comme l’interface du problème de Riemann. Le
flux de paroi est considéré comme un flux de Godunov résultant d’un problème de Riemann mono-dimensionnel
le long de la normale à la paroi. La technique du solveur de Riemann partiel attribue un état partiel de pression
PE,ij propre à chaque particule fluide lié à la condition (~v.~n = 0) [41]. L’état global est ensuite calculé en
additionnant l’ensemble des contributions du voisinages :

Pi = 2
∑
j∈Vi

ωjPE,ijWij (1.30)
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Chapitre 2

Positionnement de la méthode SPH-ALE

La méthode SPH-ALE est une méthode numérique jeune qu’il est possible de mettre en perspective dans
l’univers des méthodes numériques connues. Cette section expose le positionnement de cette méthode sans
maillage parmi les méthodes classiques à maillage et sans maillage. L’idée est d’exposer les propriétés de chacune
d’entre elles. Leurs spécificités et leurs points communs permettent de justifier la motivation de vouloir s’inspirer
des méthodes numériques existantes pour essayer d’améliorer la SPH-ALE. Les méthodes numériques permettant
de résoudre des équations hyperboliques auxquelles la SPH-ALE sera comparée, sont les volumes finis (FVM),
les éléments finis (FEM) pour les méthodes à maillage et la méthode des volumes finis particulaires (FVPM)
pour les méthodes sans maillage. La comparaison avec les volumes finis est naturellement plus détaillée que les
autres. Les conditions limites seront volontairement non traitées.

2.1 Lien entre la SPH-ALE et les volumes finis
La méthode des volumes finis est très populaire afin de résoudre des problèmes faisant intervenir des disconti-

nuités et nécessitant un formalisme conservatif. De nombreux ouvrages ont été et sont publiés sur cette méthode
numérique mais celui de Godlewski et Raviart [25] publié en 1996 peut être utilisé sans hésitation comme ré-
férence. La méthode de Godunov définit la solution φ(X, tn) au temps tn comme une fonction constante par
morceaux. L’équation de conservation peut être alors résolue exactement sur un court intervalle de temps puisque
la donnée initiale est constante par morceaux, et définit donc une multitude de problèmes de Riemann. La notion
de valeur moyenne dans le volume de contrôle est donc essentielle (Eq 1.11). Les grandeurs sont évaluées en
évaluant l’intégrale en un point précis qui n’est pas nécessairement un nœud du maillage. Les volumes finis sont
donc une méthode de collocation.

En partant du système des équations de conservation globales (Eq 1.4) du champ φ, des quantités physiques
conservatives sur un domaine Ω, il est possible de définir les équations de conservation locales (Eq 1.10) sur
des plus petits volumes de contrôle définissant une partition de Ω. Ces volumes de contrôle sont définis par le
maillage c’est-à-dire une partition d’ouverts disjoints (mailles). Si Ωi et Ωj sont deux mailles voisines, l’arête
en 2D ou la face en 3D est définie par ∂Ωij = Ωi ∩ Ωj ainsi que la normale unitaire ~nij orientée de Ωi vers Ωj
(Fig 2.2b).

La notion de volume de contrôle doit maintenant être explicitée. Deux approches très populaires existent,
à savoir les schémas cell-centered et vertex-centered. La première approche considère les éléments de maillage
comme les volumes de contrôles (Fig 2.1a). La seconde est centrée sur les nœuds de maillages (Fig 2.1b) à travers
l’utilisation du maillage dual. D’après [14], l’approche vertex-centered est du premier ordre sur des mailles non-
structuré. Sur un maillage cartésien ou régulier, les deux approches sont d’ordre 2 ou au dessus en fonction de
l’évaluation des flux et de leur intégration.
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(a) Approche cell-centered

(b) Approche vertex-centered

Figure 2.1 – Approches volumes finis cell-centered et vertex-centered en 2D

L’approche vertex-centered est sensiblement plus proche de la méthode SPH-ALE que l’approche cell-centred.
La première raison est la non connaissance au préalable de la topologie du volume de contrôle. La seconde est
la notion de point qui supporte la volume. La notion d’interface est moins maîtrisée dans l’approche vertex-
centered. En effet pour une interface entre deux points donnés, le flux ~F est considéré constant sur les deux demi-
facettes ce qui moyenne fortement le résultat ~F .~ndσ = ~F .(~n1dσ1 + ~n2dσ2). La méthode SPH-ALE reconstruit
artificiellement des interfaces ∂Ωij à mi-distance de l’interaction. Cette méthode ne peut garantir la fermeture
du volume (

∑
~ndσ = ~0). Toutefois, en considérant que les bilans de flux se fassent au centre de particule

lui-même pris au centre du volume, la SPH-ALE peut aussi s’apparenter à l’approche cell-centered.

(a) Approche SPH-ALE en pointillé les interfaces virtuelles
(b) Flux à travers une interface ∂Ωij [27].

Figure 2.2 – Approche SPH-ALE et Interface des problèmes de Riemann

La connaissance de la topologie en volume fini permet donc dans les deux approches cell-centred et vertex-
centered d’utiliser la formule de Green permettant le passage d’une intégration volumique de la divergence des
flux ~F sur Ω à une intégration surfacique des flux à travers l’élément ∂Ω. Dans la suite de cette section, l’ordre
tensoriel des flux sera pris égal à 1 afin d’assouplir les notations. Les flux portent sur la masse et la quantité de
mouvement. ∫

Ω

~∇.(~F − φ~v0)dV =

∫
∂Ω

(~F − φ~v0).~ndσ (2.1)

Les différentes interfaces entre la cellule d’intérêt i et ses voisins j permettent ensuite de découper l’intégrale
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surfacique sur ∂Ωi en sous-intégrales surfaciques ∂Ωij par voisin avec ∂Ωi = ∪j∈Vi∂Ωij .∫
∂Ωi

(~F − φ~v0)i.~ndσ =
∑
j∈Vi

∫
∂Ωij

((~F − φ~v0)i.~nij)dσ (2.2)

La divergence des flux convectifs ~F peut alors s’écrire ainsi :

|Ωi|~∇i. ~G =
∑
j∈Vi

|∂Ωij |(~F (φni , φ
n
j )− φij~v0,ij).~nij =

∑
j∈Vi

|∂Ωij |(~G(φni , φ
n
j , ~v0,ij).~nij (2.3)

L’évolution de la solution au temps suivant n+ 1 de l’équation (Eq 1.10) sans terme source, peut s’écrire sous
la forme discrète d’une combinaison convexe d’états aux interfaces suivante :

φn+1
i = φ̄(φni , φ

n
j∈Vi

) =
∑
j∈Vi

|∂Ωij |
|∂Ω|

φ̄n+1,e (2.4)

Ce schéma est adapté aux maillages non-structurés et aux cas multidimensionnels [12] [63]. L’évolution de
l’état φ̄ à l’interface est définie comme suit :

φ̄n+1,e = φni −
1

σ
(~G(φni , φ

n
j , nij , ~v0,ij)− ~F (φni )).~nij (2.5)

avec σ la vitesse de passage de l’information à travers l’interface définie par σ = |Ω|
dt|∂Ω| en [m/s]. ~G et ~F

sont respectivement le flux à l’interface en Xij et le flux au centroide en Xi. En utilisant la propriété liée au
maillage :

∑
j∈Vi
|∂Ωij |~nj = 0, l’auto contribution de flux disparaît. La condition CFL devient : dt ≤ α2h

max(σ)

avec α =
|∂Ωij |
|∂Ω| . Le schéma numérique dépend donc de l’existence de σ, du CFL et de φ̄ [63].

Dans [12], la combinaison linéaire convexe met en place des sous-triangles Tij décomposant le volume initial
Ωi, ayant une base lij formée par la perpendiculaire à la direction d’interaction ~nij afin d’évaluer l’évolution de
la grandeur φ :

φn+1
i =

∑
j∈Vi

|Tij |
|∂Ωi|

φ̄n+1,e
i (2.6)

avec Tij l’aire des sous-triangles de l’élément initial et l’évolution de l’état à l’interface est φ̄n+1,e
i = φn −

dt|lij |
|Tij | (~Gij − ~Fi).~nij . La vitesse de passage à l’interface est alors : σ =

dt|lij |
|Tij | en [m/s].

Correspondance avec la SPH-ALE

Dans ce qui précède, il apparaît que l’évolution en temps des quantités physiques peut s’interpréter comme
une combinaison linéaire des états aux interfaces. Ces mêmes états sont décris comme l’évolution en temps de
l’état moyen en lui retranchant la dérivée des flux projetée selon la direction d’interaction. Cette différentielle
de flux fait intervenir une auto-contribution de flux qui par la construction des volumes de contrôles disparaît.
Ce constat est bien moins évident avec une méthode sans topologie connue. Pour simplifier la suite, le schéma
en temps est un simple euler explicite.
En faisant apparaître les projections sur les directions d’interactions ~nij dans les équations de conservation de
(Eq 1.18), le système s’écrit :

ωn+1
i φn+1

i = ωni φ
n
i − 2dtωni [

∑
j∈∂Vi

ω∂jWij
~Gij .~nj +

∑
j∈Vi

ωj ~Gij .~nij ||~∇Wij ||] (2.7)

Loin des frontières, le schéma peut s’écrire comme la convolution de l’avance en temps des états aux interfaces :

ωn+1
i φn+1

i = ωni
∑
j∈Vi

ωjWij φ̄
n+1,e
i (2.8)

avec φ̄n+1,e
i l’évolution des états aux interfaces des interactions. L’équation (Eq 2.8) implique que la partition de

l’unité soit réalisée :
∑
j∈Vi

ωjWij = 1 ce qui bien entendu n’est pas le cas dans les régions tronquées. L’évolution
des états aux interfaces s’écrit alors comme ceci :

φ̄n+1,e
i = φni −

2dt ‖ ~∇iWij ‖
Wij

(~Gij − ~Fi).~nij (2.9)
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Cette approche peut être réécrite comme :

φ̄n+1,e
i = φni −

1

σ
(~Gij − ~Fi).~nij (2.10)

avec σ =
Wij

2dt‖~∇iWij‖
qui est bien une vitesse en [m/s].

Cette manière d’écrire le schéma SPH-ALE comme la combinaison linéaire des états aux interfaces des in-
teractions, illustre sa possible interprétation comme un schéma de type Godunov inspiré des volumes finis en
multidimensions. Seules les vitesses σ aux interfaces changent sinon les équations (Eq 2.5) et (Eq 2.10) sont
identiques. De nouveau une auto-contribution peut s’écrire afin d’imposer une consistance d’ordre 0 à la dérivée
des flux projetée selon la direction d’interaction.

Remarques.
Les schémas volumes finis imposent de manière naturelle :∑

j∈∂Ωi

|lij |
|∂Ωi|

~nij = ~0

ce qui permet d’éliminer les termes avec les flux ~F (Eq 2.10 et 2.5). Cette consistance garantit une divergence
nulle pour des flux constants. Cette condition est similaire à la notion de closed-box définie pour la SPH-ALE
par [45] comme : ∑

j∈Vi

ωj ‖ ~∇iWij ‖ ~nij = ~0

Cette même condition permet de nouveau de supprimer les auto-contributions de flux ~F . Le lien entre les deux
méthodes peut être fait en posant ωj ||~∇Wij || = |lij |

|∂Ωi| en [m−1].

Illustration du lien FV/SPH-ALE sur un exemple 2D

Figure 2.3 – Maillage structuré 2D carré (à gauche) triangulaire (à droite)

Dans le plan 2D, 5 points sont placés sur une grille cartésienne (Figure de gauche de Fig 2.3). La distance
entre la particule i au centre et ses voisines j en périphérie est égale : ||~rij || = a ∈ < ∀j ∈ Vi. Cela implique
que la valeur du noyau Wij est identique pour l’ensemble du voisinage (∀j, j′ ∈ Vi, Wij = Wij′). Les volumes
occupés par les points sont égaux : ωj = a2 ∀j. La partition de l’unité étant réalisée i.e.

∑
j ωjWij = 1, la

valeur de W est alors de 1/4a2 d’unité m−2 en prenant h = a. Le nombre de voisins est identique pour les deux
méthodes SPH-ALE et volumes finis.

En utilisant (Eq 2.6), l’évolution de la solution avec les volumes finis est comme suit :

φ̄n+1,e
i = φni −

dt|lij |
|Tij |

(~Gij − ~Fi). ~nij (2.11)

avec |lij | = a et |Tij | = a2/4 sachant que |Ωi| = a2. L’évolution en temps du champ φ est alors donné par :

φn+1
i =

∑
j∈Vi

1

4
φ̄n+1,e
i =

1

4
(φn+1,1
i + φn+1,2

i + φn+1,3
i + φn+1,4

i ) (2.12)

En remplaçant avec les données géométriques :

φn+1
i = φni −

dt

a
((~Gi1 − ~Gi3). ~n1 + (~Gi2 − ~Gi4). ~n2) (2.13)
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L’approximation de la divergence des flux est bien selon chacune des directions de l’espace.
En utilisant la définition de la divergence avec l’approche sans maillage (Eq 1.16), l’évolution en temps de la
solution est :

φn+1
i = φni − 2dt||~∇Wij ||ωj [(~Gi1 − ~Gi3). ~n1 + (~Gi2 − ~Gi4). ~n2] (2.14)

De plus, en choisissant une fonction noyau gaussienne, l’égalité ~∇iWij =
−2(xj−xi)

h2 Wij apparaît donc 2 ‖
~∇iWij ‖ ωj = 1

a ce qui conduit à retrouver le schéma volume fini.

La démarche est identique pour un maillage triangulaire équilatéral régulier (figure de droite de Fig 2.3).
Dans ce cas en prenant lij = a la longueur d’un côté du triangle, l’aire des sous-triangles est |Tij | = a2

√
3

12 et
l’aire totale de la maille est donnée par |Ωi| = a2

√
3

4 . En décomposant les vecteurs d’interaction dans la base
~n1, ~n2, le vecteur de l’interaction entre i et la maille 1 est ~ni1 =

√
3

2 ~n1 + 1
2~n2,~ni2 = −

√
3

2 ~n1 + 1
2~n2 entre i et 2 et

bien sûr entre i et 3 , ~ni3 = −~n2. En utilisant l’approche sans maillage, le noyau pour chaque voisin est égal à
Wij = 4

√
3

9a2 et le gradient ∇W = 8
9ah2 en posant h = a. L’équivalence est facile à trouver et conduit à trouver :

φn+1
i = φni −

2dt

a
[(~Gi1 − ~Gi3). ~n1 +

√
3

3
(~Gi2 + ~Gi1 − 2~Gi3). ~n2] (2.15)

La conclusion de cette illustration est donc que la formulation SPH-ALE est une extension de celle des
volumes finis dans une approche sans maillage multidimensionnelle avec une estimation de l’opérateur de diver-
gence par un produit de convolution sur un domaine compact choisi. Sur un maillage cartésien, les méthodes
sont parfaitement identiques en prenant bien entendu le même nombre de voisins.

2.2 Lien avec le formalisme FVPM
Le formalisme FVPM (Finite Volume Particle Method ) est une extension des volumes finis vers l’approche

sans maillage [57]. L’idée fondamentale est de faire une formulation faible sur un volume de contrôle à définir
à partir de fonctions test à support compact (Eq 2.16). Pour la méthode des volumes finis tout comme pour la
méthode SPH-ALE, le volume d’intégration est basé sur des volumes de discrétisation. La fonction test est une
fonction créneau Heaviside égale à 1 dans le volume de contrôle et nulle ailleurs. Dans la méthode FVPM, la
fonction test ψi est différente et elle est calculée comme suit :

ψi(t,X) =
W (t,X −Xi)

σ
avec σ =

∑
l∈E

W (t,X −Xl) (2.16)

avec E l’espace de calcul discrétisé. Cette fonction test respecte la partition de l’unité
∑
i∈E ψi = 1 ainsi que

la nullité de la somme des gradients
∑
i∈E

~∇ψi = ~0. Le volume des particules est l’intégration de cette fonction
test (Eq 2.17).

Vi =

∫
Ω

ψi(t,X)dV (2.17)

Les lois de conservation (Eq 1.4) sont intégrées après multiplication par une fonction test ψi. Cette technique
permet d’obtenir des équations de conservation locales sur la particule i de volume Vi. Ce qui est spécifique à
la méthode FVPM, c’est que le recouvrement des volumes Vi est nécessaire pour calculer les interactions entre
les particules avec l’équation (supp(ψi) ∩ supp(ψj) 6= ∅)(Eq 2.18) [57].

~βij = ~γij − ~γji avec ~γij =

∫
Vi

Wi
~∇Wj

σ2
dV (2.18)

Le schéma numérique FVPM est de la forme :

d

dt
(Viφi) = −

∑
j∈Vi

|~βij | ¯̄F (φi, φj)~nij +
∑
j∈Vi

(γij~v0,jφi − γji~v0,iφj) (2.19)

avec ~βij un terme purement géométrique défini sur le support d’intersection entre la fonction test de la particule
i et de celle de la voisine j. La conservativité de la méthode est alors garantie par l’antisymétrie ~βij = −~βji
quelque soit la configuration des particules. Le flux numérique ~F est un flux standard volume fini (consistant,
conservatif [32]).
Ce formalisme est intéressant car l’approximation des champs physiques φ ainsi que l’opérateur de divergence
sont évalués sur le support V de la fonction test ψ et non sur la particule elle-même. Ceci implique que la valeur
moyenne des évaluations est sur V et non sur Ω (pour rappel Ω ⊂ V ). Le caractère ALE est également présent
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avec la seconde somme où le champ de transport des particules est pris en compte.
La méthode FVPM est donc conservative et consistante d’ordre 0. Cependant, le calcul des intégrales sur les
supports d’intersection est onéreux pour être précis, ce qui limite les applications de la méthode.
Le lien avec la SPH-ALE est essentiellement basé sur l’idée d’une méthode de collocation sans maillage. La
différence fondamentale qui intervient en raison des fonctions test particulières de la méthode FVPM, est le
recouvrement des domaines d’interaction ce qui permet d’obtenir des intégrations de flux symétriques pour
toutes les configurations géométriques des particules.

2.3 Lien avec la méthode des éléments finis
La section qui suit s’appuie sur le cours de Manet [42]. La méthode des éléments finis est très populaire pour

résoudre des problèmes tant académiques qu’industriels. L’approche par éléments finis réside dans le passage à
la formulation variationnelle (formulation faible) en intégrant les équations aux dérivées partielles (EDP) après
leurs produits avec des fonctions test ψ bien choisies [22] (Eq 2.20).∫

Ω

EDP × ψdV = 0 ∀ψ (2.20)

Les éléments de maillage K possèdent plusieurs nœuds j qui représentent les degrés de liberté des fonctions
d’interpolation ou fonctions de forme N . Ces fonctions de forme sont interpolantes sur les nœuds de calcul
(Ni(Xj) = δij) et définissent l’interpolation dans l’élément comme suit :

φ(X) =
∑
j∈K

φjNj(X) (2.21)

Pour posséder de bonnes propriétés sur les opérateurs, les fonctions test N et les fonctions de forme ψ sont
choisies dans un espace de Sobolev. Ces deux fonctions sont l’élément central de la discrétisation par éléments
finis. La pertinence de la solution ainsi obtenue dépend de leurs propriétés de consistance, de précision. Les
fonctions de base sont des fonctions définies par morceaux dont la délimitation s’appuie sur un maillage du
domaine géométrique. Ces fonctions sont associées à des points particuliers du maillage (les nœuds) et sont
construites de façon à vérifier trois propriétés :

— être continues (mais leurs dérivées sont souvent discontinues d’un élément à l’autre) ;
— n’être non nulles que sur les éléments contenant leur nœud d’attache (et, donc, nulles dans tous les autres

éléments) ;
— être d’amplitude égale à 1 à leur nœud d’attache et 0 à tous les autres nœuds du maillage.
En prenant les fonctions dans des espaces de Sobolev différents, la méthode est dite de Petrov-Galerkin.

Dans le cas contraire, la méthode est dite Bubnov-Galerkin. L’espace des fonctions test est alors le même que
l’espace des solutions. Cette approche permet de passer d’une formulation continue à une formulation discrète
à partir de la définition d’un produit scalaire discret (.; .)h. Cette méthode est donc une méthode de résidus
pondérés (Eq 2.22).

Trouver φh ∈ Vh tel que
¯̄K∂tφh + ¯̄A(φh, ψh) = l(ψh) ∀ ψh ∈ Vh (2.22)

avec l le vecteur contenant les termes du membre de droite tels que les termes sources. L’opérateur spatial
définit alors une matrice de raideur ¯̄A définie semi-positive donc inversible. L’opérateur temporel permet de
définir une matrice masse ¯̄K qui traduit le lien entre les nœuds de calcul. La matrice masse a pour coefficient
¯̄Kij = (ψi;ψj)h et la matrice de raideur ¯̄Aij = a(ψi;ψj) avec a l’opérateur spatial bilinéaire, coercitif. En se
plaçant dans le cas d’une méthode de Bubnov-Galerkin, une solution unique existe à travers la mise en œuvre
du théorème de Lax-Milgram.

La méthode des éléments finis a permis d’introduire divers niveaux de raffinement pour les méthodes nu-
mériques [22] [24]. La figure (Fig 2.4a) illustre un des attraits des éléments finis à travers le raffinement local
soit en ordre, le p-raffinement, soit en taille, le h-raffinement. La figure (Fig 2.4b) présente pour un maillage 2D
l’introduction de nœuds supplémentaires dans les éléments de maillage afin de monter en ordre dans l’élément.
Un autre niveau d’adaptation est le r pour la relocalisation des nœuds. Il s’agit de déplacer les nœuds en fonction
de critères d’erreur, le parallèle avec des méthodes de shifting peut bien entendu être fait [42] [16] [45].
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(a) Raffinement de maillage par diminution de la taille d’élé-
ments (h, à gauche) ou par augmentation du degré des élé-
ments (p, à droite) (wikipedia).

(b) Exemple de p-raffinement en 2D (wikipedia)

L’approche sans maillage basée sur des produits de convolution est à mettre en lien entre les fonctions de
forme des éléments finis. L’idée est de convoluer toutes les EDP avec une fonction noyau.

EDP ∗ ψ(X) =

∫
Ω

EDP (Y )× ψ(X − Y )dV = 0 ∀ψ (2.23)

Le support du noyau est assimilable à un élément composé d’un ensemble de nœuds formé par les particules
voisines [20]. La fonction de forme ψ(X) est alors le produit du volume de la particule avec la fonction noyau
centrée au point d’intérêt ψi(X) = ωiW (X − Xi). Sur une distribution régulière de particules, ces fonctions
de forme permettent d’atteindre l’ordre 2 en précision et d’avoir la partition de l’unité. La méthode SPH est
comme les volumes finis une méthode de collocation. Cependant, l’idée d’utiliser une formulation variationnelle
dans cette méthode avec des fonctions de forme consistantes introduite par [37] a initié la création des méthodes
sans maillage : EFG (Element Free Galerkin), DEM (Diffuse Element Method) et RKPM (Reproducing Kernel
Particles Method).
Cette utilisation d’un produit de convolution sur l’ensemble des EDP est intéressante et peut être rapprochée
de la SPH-ALE. En faisant ce produit sur (Eq 1.10) et en considérant comme connues les valeurs locales en i
des dérivées temporelles et le terme source alors l’équation (Eq 1.13) peut être retrouvée (Eq 2.24) puis (Eq
2.25).

[
d

dt

∫
Ωi

~φdV +

∫
Ωi

~∇.( ¯̄G(~φ,~v0))dV −
∫

Ωi

~SdV ] ∗ ψi = 0 (2.24)

La convolution permet donc uniquement de déterminer la valeur moyenne de la divergence des flux convectifs
sur le volume Ωi de la particule i (Eq 2.25).

d

dt

∫
Ωi

~φdV + ψi ∗
∫

Ωi

~∇.( ¯̄G(~φ,~v0))dV =

∫
Ωi

~SdV (2.25)

Le lien entre la méthode des éléments finis et la SPH-ALE est la notion d’estimation d’opérateurs spatiaux à
partir de fonctions de forme sur un support compact. Le concept d’éléments portés par des noeuds peut aussi
être comparé avec le support du noyau porté par des particules. L’élément serait alors le noyau et les particules
les noeuds. La qualité des fonctions de forme détermine alors pleinement les propriétés de consistance et de
précision des opérateurs spatiaux.

2.4 Conclusion
En comparant la méthode SPH-ALE avec les volumes finis, cette approche sans maillage de résolution des

EDP peut être interprétée comme une méthode de collocation de type vertex-centered en raison de la moyenne
sur les noeuds et de l’intégration des flux sur des faces reconstruites. Une ambiguïté existe quant à la défini-
tion topologique du volume d’intégration et donc des faces virtuelles ou réelles utilisées pour les échanges des flux.

L’utilisation de fonctions de forme afin d’évaluer un opérateur spatial permet également de rapprocher la
méthode SPH-ALE avec des éléments finis. Une différence notable réside sur les qualités intrinsèques de ces
fonctions de forme. En éléments finis, ces fonctions de forme possèdent au minimum la consistance d’ordre 0.
En revanche les fonctions de forme utilisées pour la méthode SPH-ALE ne garantissent pas quelque soit la
distribution des particules, de bonnes propriétés de consistance.
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Tout comme pour la méthode des éléments finis, l’utilisation des reconstructions des champs pour les éva-
luations des états aux interfaces des problèmes de Riemann conduit à définir une matrice masse [34]. Cet aspect
sera discuté ultérieurement.

Dans ce travail de thèse, les notions de raffinements en h ou p sont indispensables afin de comparer l’emploi
des ordres élevés avec un raffinement spatial. L’augmentation du raffinement p en éléments finis s’accompagne
d’un surcoût de calcul par introduction des degrés de liberté supplémentaires. Ce n’est pas le cas pour la
méthode SPH-ALE qui dispose déjà d’un nombre considérable de particules dans les voisinages de chacunes des
particules. Le p-raffinement peut donc à moindre coût, apporter une réelle amélioration de précision.
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Chapitre 3

Approximation particulaire et Procédures
d’adaptation

La méthode SPH-ALE est une méthode de résolution des équations hyperboliques sur un support de points à
forte mobilité intrinsèque. Les particules sont souvent mobiles soit pour des raisons de distributions géométriques
(mouvement ALE), soit en raison de la physique (mouvement Lagrangien). Ceci intervient en interaction avec
des géométries complexes en mouvement (rotation, translation). La simulation de jets impactant une turbine
Pelton en opération est par essence très représentative de la forte mobilité des points de calcul au cours du
temps. Les techniques de reconstruction de champ ou d’évaluation d’opérateur doivent donc être robustes et
supporter des configurations géométriques de points désordonnées et des zones de sous-discrétisation.

Une estimation précise des dérivées spatiales est généralement assez délicate et difficile à partir d’informations
de nature discrètes. Cela nécessite un échantillonnage local extrêmement poussé de la fonction φ, comme cela
est illustré sur la figure (Fig 3.1). Un tel échantillonnage n’est pas toujours disponible pour des raisons évidentes
de coût ou encore de déplacement des particules.

Figure 3.1 – Calcul d’une dérivé à partir d’un ensemble discret, local de données.

Les moindres carrés mobiles (MLS) sont une technique très robuste utilisée dans de nombreuses disciplines
telles que le traitement du signal ou les statistiques. Également très populaire dans la communauté de la
simulation numérique avec maillage [34] et sans maillage [8] [9] pour ses bonnes propriétés de reproductibilité et
de stabilité, cette méthode numérique d’approximation est celle qui sera privilégiée dans notre travail de thèse.
Des travaux récents exploitent cette méthode pour atteindre des ordres en convergence spatiale jusqu’à 6 pour
des points de calculs éparpillés, immobiles et sans maillage sous-jacent [58].

3.1 Construction d’un problème aux moindres carrés
On considère un champ φ plusieurs fois continûment dérivable dans un espace Ω de dimension fini. On impose

une certaine régularité à notre champ φ. Ce champ est discrétisé par un échantillon de j-données positionnées
en Xj autour de la position d’intérêt Xi dans Ω. La principale propriété de la méthode des moindres carrés est
d’être capable de reproduire exactement un polynôme d’ordre p-donné (Eq 3.1) passant au travers des données
éparpillés φj . Cette méthode est p-consistante.
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Pi(X) =

p∑
l=0

αli∆
~X l
i (3.1)

avec ∆ ~Xi = ~X − ~Xi la variation de la position spatiale et αli les coefficients polynomiaux de Pi.

Une illustration de la robustesse de cette approche est possible à travers la reconstruction de la condition ini-
tiale régulière du champ de pression des tourbillons de Taylor-Green (Annexe A) sur trois niveaux de raffinement
de taille de particules, elles-même distribuées aléatoirement (Fig 3.2a). Malgré le caractère aléatoire de la posi-
tion des particules et la forte anisotropie des voisinages, les pentes de convergence spatiale des reconstructions
linéaires, quadratiques et cubiques sont très proches de la précision théorique (Fig 3.2b).

(a) Échantillon aléatoire de particules (b) Convergence spatiale basée sur une erreur L2 sur la pres-
sion

Figure 3.2 – Reconstruction MLS de la condition initiale des tourbillons de Taylor-Green sur une distribution
aléatoire de particules

Les coefficients polynomiaux αli du polynôme centré sur la position Xi (Eq 3.1) sont à projeter sur une base
polynomiale ℘ de taille m dépendant de l’ordre de la reconstruction (Tab 3.1).

Taille m de la base d dimension du problème

p 1D
(p+1)(p+2)

2 2D
(p+1)(p+2)(p+3)

6 3D

Table 3.1 – Taille m de la base polynomiale en fonction de l’ordre p de reconstruction choisie

La méthode des moindres carrés consiste à minimiser l’erreur L2 entre les données φj et le polynôme Pi(X)
i.e dans une version discrète à minimiser la fonctionnelle de l’équation (Eq 3.2).

Ji =
1

2

∑
j∈Vi

ωjWij [φj − Pi(Xj)]
2 (3.2)

La fonctionnelle Ji possède un support compact isotrope Vi imposé par la fonction de pondération Wij centrée
sur la position de la particule d’intérêt i. Cela confère le caractère local à la méthode. En dérivant la fonctionnelle
(Eq 3.2), l’équation suivante apparaît :

∂AJ(A) = ¯̄W (X) ¯̄C ~A− ¯̄W (X)∆φ = 0 (3.3)

avec le vecteur ~A qui contient les inconnues αli associé au champ φ. Le vecteur ∆φ est composé de la différence
des états i.e. φj − φi.
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La matrice rectangulaire ¯̄C contient l’ensemble des développements dans la base polynômiale ℘ de taille
m choisie pour l’ensemble des N -voisins dans Vi. La matrice ¯̄W (X) contient la pondération pour chacune des
contributions.

¯̄C =

℘1(X1) . . . ℘m(X1)
...

...
℘1(XN ) . . . ℘m(XN )


N∗m

et ¯̄W (X) =

W1(X) 0
. . .

0 WN (X)


N∗N

(3.4)

En multipliant par la transposée de la matrice ¯̄C, les équations dites normales apparaissent et peuvent être
résolues par une méthode de résolution matricielle (Eq 3.5).

¯̄M ~A = ~B (3.5)

La matrice des moindres carrées est ¯̄M = ¯̄CT ¯̄W (X) ¯̄C et le membre de droite est ~B = ¯̄CT ¯̄W (X)∆φ. La matrice
¯̄M est symétrique, positive et de taille m×m, elle est parfois appelée matrice des moments. Cette matrice est
purement géométrique. Elle ne contient aucune information à propos des données du champ φ ce qui la rend
réutilisable pour d’autres données placées aux mêmes positions spatiales Xj . Pour des raisons de stabilité, une
approche centrée réduite est privilégiée dans l’évaluation des coefficients polynomiaux [48] : ∆i

~X = ( ~X− ~Xi)/hi.

Remarque :
Les moindres carrés mobiles (MLS) et la méthode Reproducting Kernel Particles Methods (RKPM) ne différent
que par la définition du poids de quadrature (ωj = 1 dans MLS). Dans le formalisme SPH-ALE, les fonctions
de pondération Wij ont pour dimension l’inverse d’un volume c’est la raison pour laquelle, il est nécessaire
de les multiplier par un volume afin d’adimensionnaliser le système. Il serait donc plus rigoureux de parler de
reconstruction RKPM.

3.2 Résolution du problème aux moindres carrés
La résolution du système linéaire (Eq 3.5) doit être faite afin d’évaluer les coefficients polynomiaux associés

à la corrélation des données du champ φ. En annexe B, différentes méthodes de résolution matricielle sont
proposées. Il est retenu la méthode de décomposition QR pour des raisons de coût et de détection des configu-
rations géométriques problématiques. En effet la matrice des moindres carrés ¯̄M est ainsi décomposée en deux
sous-matrices ¯̄R et ¯̄Q. La matrice ¯̄Q contient une base associée à la discrétisation et ¯̄R la projection de l’ancienne
base sur la nouvelle. Avec ces informations, les configurations géométriques problématiques sont détectées et
gérées avec des procédures exposées dans les sections qui suivent. La figure (Fig 3.3) présente différents types de
voisinages que l’on peut rencontrer pouvant poser ou non des difficultés dans l’inversion du système matriciel
des moindres carrés. Le tableau qui suit (Tab 3.2) expose les valeurs du conditionnement et du déterminant
de la matrice des moindres carrés obtenue pour une approximation linéaire en fonction des configurations géo-
métriques présentées à la figure (Fig 3.3). Il apparaît que pour des configurations géométriques de particules
présentant des voisinages pauvres en nombre de particule, le déterminant diminue singulièrement tandis que le
conditionnement augmente.

Figure 3.3 – Présentation de différentes configurations du voisinage
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Configuration 2D a b c d e

nombre de voisins 20 17 10 5 7

conditionnement 3 3.2 8 11 100

déterminant 0.1 0.09 0.03 0.09 0.002

Table 3.2 – Évolution du conditionnement et du déterminant de la matrice des moindres carrés associés à une
reconstruction linéaire en fonction de la disposition du voisinage (nombre de voisins indicatif).

3.3 Adaptabilité en ordre : p-dégradation
La première technique d’adaptation nommée p-adaptation est directement liée au nombre de particules dans

le stencil qui rappelons-le est de taille h constante. Proche des zones de troncature, ce voisinage peut s’appauvrir
de moitié. Ce fait conduit à dégrader fortement les propriétés de la matrice des reconstructions polynomiales
¯̄M . Le conditionnement et le déterminant varient soudainement vers des valeurs parfois extrêmes (Tab 3.2) pour
une reconstruction linéaire et (Tab 3.3) pour une reconstruction quadratique. Le tableau (Tab 3.3) permet de
voir que la matrice des moments associée à un ordre quadratique p=2 est beaucoup plus sensible à la troncature
du stencil.
Classiquement, le nombre de voisins associé à une reconstruction d’ordre p doit être au moins supérieur à la
taille de la base polynomiale m [37] [20]. En pratique, 20 à 30% de particules en plus sont prises pour assurer la
stabilité de la méthode. Car en présence d’un nombre insuffisant de points, la matrice se dégrade et la méthode
devient instable.

Configuration a b c d e

nombre de voisins 20 17 10 5 7

conditionnement 3 3.2 51 67 400

déterminant 0.1 0.09 0.001 0.003 0.0005

Table 3.3 – Évolution du conditionnement et du déterminant de la matrice des moindres carrés associés à une
reconstruction quadratique en fonction de la disposition du voisinage (nombre de voisins indicatif).

Pour pallier à cela, un choix possible est de dégrader l’ordre initial d’un ordre : (variable rank MLS dans [20]).
La p-dégradation conduit dans le cas d’une simulation initialement avec des moindres carrés quadratiques à
utiliser des moindres carrés linéaires dans ces zones tronquées.

Stratégie du point moyen
Toutefois pour retarder la p-dégradation, il est possible de modifier le point central de l’évaluation des

moindres carrés. En effet la matrice est centrée sur le point d’intérêt Xi. Ce point se trouve en cas de troncature
sur le bord du support et non au centre du nuage de particules (Fig 3.4). Pour pallier à cela, le barycentre
géométrique de l’échantillon de particules pondérées par ωj∑

j∈Vi
ωj

peut être évalué classiquement avec l’équation

(Eq 3.6) et servir de centre pour le problème aux moindres carrés. L’hypothèse forte sous-jacente est de postuler
que les coefficients polynomiaux αli soient constants au sein du voisinage Vi.

Figure 3.4 – Schéma de la procédure de décalage par un barycentre géométrique (vert : particule d’intérêt en
Xi, rouge : barycentre géométrique XG)
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~XG =

∑
j∈Vi

ωj ~Xj∑
j∈Vi

ωj
(3.6)

Configuration a b c d e

nombre de voisins 20 17 10 5 7

conditionnement 3 3.2 9 43 400

déterminant 0.1 0.09 0.03 0.07 0.0005

Table 3.4 – Évolution du conditionnement et du déterminant de la matrice des moindres carrés associés à une
reconstruction quadratique centrée sur le centre de gravité en fonction de la disposition du voisinage

Le tableau (Tab 3.4) présente le conditionnement et le déterminant de la matrice associés à des moindres
carrés quadratiques centrés sur le barycentre géométrique. Il apparaît que les situations pathologiques restent
présentes mais les symptômes sont un peu atténués.

3.4 Adaptabilité en ordre : p-adaptabilité
La seconde procédure d’adaptation en contraste avec la précédente n’est pas une procédure de dégradation de

l’ordre p afin de stabiliser la méthode mais bien au contraire d’enrichissement local de ce même ordre p. Le critère
de déclenchement de cet enrichissement est basé sur l’erreur locale εi en norme discrète L2 de l’approximation
du champ φ calculée comme suit :

ε2i =
∑
j∈Vi

ωj(φj − Pi(Xj))
2/
∑
j∈Vi

ωjφ
2
j (3.7)

Il est sous entendu que dans les régions où l’écoulement crée de forts gradients, l’approximation linéaire n’est pas
suffisante pour approcher avec précision les valeurs du champ physique. En fonction de la valeur de l’erreur εi,
il est possible d’augmenter l’ordre p du polynôme Pi. Une erreur seuil empirique εmax pilote le passage ou non
à des ordres supérieurs. A travers l’expérience numérique, εmax = 10−4 est une valeur retenue. Cette approche
permet de réduire le coût des ordres élevés et de ne monter en ordre que là où l’écoulement le nécessite. La
p-adaptation est historiquement issue de la méthode des éléments finis [4].

3.5 Adaptabilité en espace : d-adaptabilité
Pour augmenter les possibilités d’utilisation de la méthode de reconstruction, une adaptation à la discré-

tisation spatiale est proposée. En effet il faut bien saisir que cette procédure est vraiment un problème de
discrétisation spatiale. Il est possible de rencontrer au cours de simulations avec des particules mobiles, des
configurations de voisinages conduisant à rendre la matrice des moindres carrées non-inversible. Le cas no-
tamment de particules préférentiellement alignées le long d’une direction en 2D ou 3D d’espace de calcul est
problématique (Fig 3.3). De même, en 3D, une fine nappe d’eau sous-discrétisée, uniquement représentée par
une couche de particules plane rend les reconstructions 3D impossibles.
Pour lutter contre cela, des auteurs ont proposés d’adapter le support du noyau (h-adaptation) avec des tech-
niques sophistiquées de déformation du support [27]. Peu utilisée en pratique dans la communauté SPH, cette
technique n’est pas exploitée dans notre étude où une autre approche est tentée. D’autre part, d’un point de vue
plus opérationnel, la gestion de la liste de voisins est plus commode en ne déformant pas la taille du support.
C’est pour cette raison qu’une approche basée sur un changement de base a été proposée (d-adaptation). Ce
problème existe aussi dans des méthodes à maillage lorsque les mailles sont trop déformées par un mouvement
ALE. Cette situation pathologique rend le maillage non-admissible.

L’idée sous-jacente de la d-adaptation s’inspire de l’analyse par composante principale (PCA) méthode
présenté en annexe C. Cette méthode initialement employée en analyse statistique permet au travers d’une
décomposition QR de déterminer les directions principales discrétisées par le nuage de données (ici les positions
spatiales des particules). En effet on peut interpréter le problème aux moindres carrés sur les positions des par-
ticules voisines comme une recherche de corrélation entre les directions discrétisées. Cela permet de distinguer
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les directions bien discrétisées de celles qui le sont moins.

Figure 3.5 – Configuration pathologique de particules alignées en 2D

Une décomposition QR est donc effectuée sur la matrice des moments ¯̄M . La matrice ¯̄M = ¯̄Q ¯̄R se décom-
pose alors en une matrice ¯̄Q orthogonale, dense contenant les vecteurs de la base principale ( ¯̄QT ¯̄Q = ¯̄I) et une
matrice ¯̄R triangulaire supérieure correspondant aux projections de l’ancienne base sur la nouvelle.

(a) Évolution du conditionnement de la matrice des MLS (b) Évolution du déterminant de la matrice des MLS

Figure 3.6 – Évolution de critères matriciels sur la matrice des MLS linéaire en fonction de la position d’une
particule (champ coloré) autour d’une colonne de particules (en blanc)

L’évolution de la matrice des moindres carrés dans des configurations géométriques pathologiques doit être
analysée. La configuration (e) de la figure (Fig 3.3) est étudiée. La matrice des MLS pour une reconstruction
linéaire est calculée pour une particule au centre d’une colonne de particules en 2D. Au sein du voisinage, une
autre particule se déplace en gravitant autour du point d’intérêt.
Sur les figures (Fig 3.6a, 3.6b et 3.7a), les positions successives de la particule qui gravite, sont colorées par
respectivement le conditionnement, le déterminant de la matrice et la valeur du minimum des termes diagonaux
de ¯̄R notée Rmin. Il est possible de voir que le déterminant de la matrice chute dramatiquement dès que la
particule qui gravite est dans la direction déjà discrétisée par la colonne de particules. De façon synchrone, le
conditionnement augmente fortement dans ces zones. Le minimum des termes diagonaux de la matrice ¯̄R est
bien corrélé avec le comportement de la matrice. Le minimum des termes diagonaux décrit en effet correctement
les régions pathologiques.
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(a) Évolution du minimum des termes diagonaux Rii de la
matrice R

(b) Évolution du déterminant et du minimum des termes
diagonaux Rii

Figure 3.7 – Évolution de critères matriciels en fonction de la position d’une particule autour d’une colonne
de particules

Une coupe horizontale des figures (Fig 3.6b et 3.7a) centrée sur la particule d’intérêt est présentée sur la
figure (Fig 3.7b). Sur cette dernière figure, l’évolution de la valeur de Rmin et du déterminant de la matrice
des moments en fonction de la position horizontale est exposée. La valeur de Rmin augmente puis diminue
simultanément avec le déterminant. L’évolution du conditionnement est l’inverse du déterminant. En effet la
particule au départ est trop proche de la colonne ce qui correspond à la discrétisation d’une seule direction.
En s’éloignant, elle permet de représenter une autre direction de l’espace. Ceci entraine l’augmentation de la
valeur du déterminant entrainant l’inversibilité du système. En s’éloignant au delà d’une taille de particule, la
contribution de la particule mobile à travers la fonction noyau devient trop faible. Le déterminant et le minimum
Rmin chutent alors tandis que le conditionnement croît.

L’apparition de termes diagonaux de ¯̄R de valeur très faible signale donc un problème de représentation
d’une direction spatiale. Cela s’interprète statistiquement comme l’impossibilité de corréler les données.
Pour les besoins de l’implémentation et son utilisation, un critère numérique empirique définit un seuil de tolé-
rance pour Rmin au delà duquel on considère que l’échantillon de particules représente correctement l’espace. Le
tableau (Tab 4.1) montre les valeurs choisies comme seuils pour Rmin pour différents déplacements de particule
et différentes reconstructions.

De nouveau, la matrice des moindres carrées pour une reconstruction linéaire est évaluée pour une particule
d’intérêt au milieu d’une colonne de particules, en rotation. Afin de bien comprendre ce qui compose la matrice
¯̄Q en configuration (e), les deux vecteurs (~e1, ~e2) de ¯̄Q sont exposés dans le tableau (Tab 3.5).

En tournant autour de son centre, le segment formé par les particules modifie son angle avec l’axe des
abscisses. Dans le tableau (Tab 3.5), les vecteurs contenus dans la matrice ¯̄Q sont présentés. Ils forment une
base secondaire résultant de la rotation dans le référentiel initial. Il est possible de noter R′ = (~e1, ~e2) la nouvelle
base dans le référentiel initial noté R0.

Angle (degrés) 0 30 45 60 90

~e1 (1,0) (0.86 ; 0.5) (0.7 ; 0.7) (0.5 ; 0.86) (0 ;1)

~e2 (0,1) (-0.5 ; 0.86) (-0.7 ; 0.7) (-0.86 ; 0.5) (1,0)

Table 3.5 – Vecteurs contenus dans la matrice ¯̄Q en fonction de la position angulaire de la colonne de particules

Le concept de d-adaptation est donc de projeter le problème global dans une base plus petite déterminée
avec une décomposition QR, de le résoudre et ensuite de projeter le résultat dans la base initiale.
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L’exemple des particules 2D alignées le long d’un axe oblique ~e1 peut être pris (Fig 3.5). Il est impossible
de déterminer le gradient dans la base initiale 2D par manque d’information le long de ~e2.

Comme le gradient physique ~∇φ est invariant par changement de base, il est possible d’écrire : ~∇φR′ =
¯̄KT ~∇φR0

avec ¯̄K est à la matrice de changement de base telle que que ¯̄K = ¯̄Q. La matrice ¯̄Q provient de la
décomposition QR. La matrice des MLS devient :

¯̄MR′ = ¯̄KT ¯̄MR0

¯̄K (3.8)

et le membre de droite :

~BR′ = ¯̄KT ~BR0 (3.9)

Le problème aux moindres carrés est résolu le long de l’axe 1D formant une base, ici ~e1 tel que :

¯̄MR′
~∇φR′ = ~BR′ (3.10)

La résolution du système ci-dessus donne le gradient dans la direction discrétisée. Le gradient normal à
celle-ci est considéré comme nul. En multipliant le résultat par la matrice de passage ¯̄K, le gradient 2D dans la
base initiale est obtenu ~∇φR0 .

Afin de valider cette approche d-adaptative, un champ scalaire bilinéaire f(X1, X2) = 2X1 + 2X2 est placé
sur un ensemble de particules en 2D. Un alignement de particules est mis en rotation au cours du temps. Le
gradient théorique est connu : ~∇f(X1, X2) = (2; 2). Les figures (Fig 3.8a et 3.8b) présentent respectivement
le champ sur l’ensemble des points et la colonne de fluide en rotation après éloignement des particules aux
alentours. Au cours de la rotation de la colonne de particules, le nombre de voisins est invariant, égal à 4. Les
calculs d’extrapolation et d’évaluation des gradients se font au niveau de la particule au centre de la colonne.

(a) Champ bilinéaire plaqué sur l’ensemble de particules
(b) Champ bilinéaire sur la colonne de particules pendant la
rotation

Figure 3.8 – Cas test pour la d-adaptation
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(a) Évolution des coefficients diagonaux de la matrice ¯̄R
(b) Évolution des valeurs des composantes du gradient ap-
proché

Figure 3.9 – Évolution des coefficients diagonaux ¯̄R et des valeurs des gradients au cours de la rotation de la
colonne

La figure (Fig 3.9a) montre les valeurs prises par les coefficients diagonaux de la matrice ¯̄R calculée au
centre de la colonne au cours de la rotation. La valeur R00 est le premier coefficient diagonal, et R11 le second.
Pour rappel, le test est en 2D sur une matrice correspondant à des reconstructions linéaires, il y a donc deux
coefficients diagonaux. Le comportement des coefficients diagonaux est périodique comme il était possible de le
supposer et les valeurs sont liées. En effet pour un angle plat, le coefficient sur la première composante principale
est maximal alors que sur la seconde il est nul. La rotation débutant la tendance s’inverse périodiquement. La
figure (Fig 3.9b) présente le résultat sur le gradient approché avec la procédure de d-adaptation (calcul 1D et
projection 2D). Il est facile de remarquer que pour les angles plats (0 et 180 degrés), le gradient approché vaut
∇hf(X1, X2) = (2; 0) ce qui est attendu. Pour les angles droits (90 et 270 degrés), il vaut ∇hf(X1, X2) = (0; 2).
Dans les cas purement obliques, le gradient vaut ∇hf(X1, X2) = (2; 2) pour 45 degrés et ∇hf(X1, X2) = (0; 0)
pour -45 degrés. Ce cas test valide l’idée de la d-adaptation.
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Deuxième partie

Montée en ordre de la méthode SPH-ALE
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Cette partie traite du cœur du sujet de ce travail de thèse, à savoir la montée en ordre de la méthode SPH-
ALE. Comme il a pû être vu dans la partie précédente, la méthode SPH-ALE est une méthode empruntant des
outils des méthodes sans maillage et des outils provenant des volumes finis. C’est donc tout naturellement que
le travail qui va suivre s’inspire des outils déjà développés dans ces différentes communautés.

Une analyse des reconstructions utilisées dans les flux numériques est entreprise dans une première section,
comparant la méthodologie de reconstruction SPH proposée par Vila avec une stratégie de reconstruction basée
sur les moindres carrés MLS. Un travail sur l’adaptabilité de la méthode de reconstruction est proposé afin de
rendre ces dernières efficaces et stables quelque soient les configurations géométriques du voisinage.

Un seconde chapitre traitera de la sommation des flux, i.e dans les lois de conservation, de l’approximation
de l’opérateur de divergence dans un contexte sans maillage. Un pont sera fait avec la méthode des volumes
finis. De nouveau une approche basée sur une reconstruction polynomiale de fonctions de forme sera proposée
pour améliorer l’opérateur discret.

Pour finir ce travail et visualiser la contribution de ce travail de thèse, des applications industrielles seront
simulées. Le premier cas d’application est un écoulement interne au sein d’une cascade de profils dont la première
colonne est à calage variable, et la seconde colonne est animé d’un mouvement constant. L’intérêt de ce cas est
qu’il valide des fonctionnalités qui seront nécessaires à la simulation du démarrage d’une turbine hydraulique
Francis. Le second cas d’application est une simulation d’écoulement externe avec une surface libre lors du
fonctionnement d’une turbine Pelton en 3D.

Cette section a fait l’objet de plusieurs publications et présentations orales : ECCOMAS Young Investigator
Conference 2013 pour le travail 1D [49], European Turbomachine Conférence 2015 [52] et SPHERIC 2014-
2015 [50], [51] pour le travail en 2D/3D.
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Chapitre 4

Flux numérique d’ordre élevé

4.1 Stratégie de reconstruction d’ordre supérieur
Jusqu’ici, la partie précédente a permis de présenter dans son ensemble le schéma SPH-ALE sous sa forme

standard. Ce schéma est basé sur une approximation particulaire SPH pouvant, dans certaines configurations
géométriques, générer une quantité importante d’erreur. Cette approximation SPH nécessite un nombre impor-
tant de points de quadrature lié au ratio h

∆x qu’il faut cependant limiter en pratique afin de minimiser les coûts
de calcul. Précision et coût de calcul sont antagonistes et conduisent à ce travail de recherche.

La montée en ordre du schéma SPH-ALE de par son utilisation de solveur de Riemann est très inspirée de
ce qui se fait déjà pour la méthode des volumes finis. En 1977, van Leer expose la stratégie MUSCL (Monotonic
Upstream-centered Scheme for Conservation Law) pour obtenir un schéma volume fini d’ordre 2 concurrençant
ainsi le schéma de Godunov classiquement d’ordre 1. L’idée de van Leer est de supposer que les variables d’état
φ ne sont plus constantes dans chaque cellule mais varient linéairement dans la cellule. L’augmentation de la
précision à l’interface, siège du problème de Riemann réduit les différences des états utilisés. Cette technique
permet de diminuer ainsi la dissipation numérique dans le problème de Riemann [32]. Vila [61] proposa d’utiliser
cette approche MUSCL au sien de la méthode SPH-ALE en prenant des gradients du champ φ estimés par une
approximation SPH. En introduisant un développement de Taylor dans ces opérateurs, il est facile de montrer
leur manque de précision et de consistance sur un support de particules éparpillées [41].

L’approche MUSCL nécessite donc de reconstruire des valeurs à l’interface en partant des valeurs moyennes
discrètes φi que l’on peut prendre au centre de la cellule. Cette extrapolation du champ peut s’écrire sous la
forme d’un développement de Taylor au second ordre (p=2) et permet de mettre en évidence le gradient du
champ. Au sein même de la méthode des volumes finis, l’évaluation des gradients est variée : évaluation de
Green-Gauss [2], moindres carrés [7] ou encore ENO-WENO [31]. L’évaluation des gradients de Green-Gauss
sous-entend la connaissance de la topologie en utilisant le passage d’une intégration volumique à surfacique.
L’approche sans-maillage de la méthode SPH-ALE ne permet pas d’utiliser cette technique. L’approche ENO-
WENO est intéressante et permet notamment de s’affranchir d’une technique de limitation de pente souvent
difficile à généraliser. Cette approche ENO-WENO est actuellement utilisée pour la méthode SPH-ALE dans les
travaux de Avenasi [3]. Cette approche bien établie dans ce travail nécessite différentes évaluations des gradients
selon différentes directions pour chacune des particules ce qui pour des raisons de complexités et de coût n’a
pas été privilégié dans ce travail.

Plus proche de la notion de sans-maillage les moindres carrés mobiles (MLS : Moving Least Squares) per-
mettent d’obtenir des reconstructions d’ordres élevés (p>2) d’ordre arbitraire indépendamment de la qualité du
maillage. Les MLS initiés par Lancaster et Salkauskas [35] ont été rapidement appliqués à la mécanique avec
Belystcko et al [37]. Plus récemment, les travaux sur la méthode des volumes finis de Khelladi [15] [34] appliquée
aux fluides compressibles montrent l’intérêt de cette technique de reconstruction pour l’augmentation en ordre.
Ces reconstructions sont employées dans notre travail de thèse soit dans une approche à base complète [37], soit
dans une approche récursive [30]. Les reconstructions MLS sont définies de manière locale à travers l’emploi
d’une fonction de pondération. La taille de l’échantillon de particules, support de la méthode de reconstruction
dépend donc de ce choix. La fonction de pondération Wendland C4 choisie dans nos études, est une fonction
noyau très classique pour la SPH. A ce propos, un travail précis sur la diffusion et dispersion crée par le choix
des fonctions de pondération dans les reconstructions par les moindres carrés mobiles a été proposé par [34].
Ces reconstructions sont combinées avec une limitation inspirée de la méthode des volumes finis en maillage
non-structuré proposée par Barth-Jespersen [6] et Venkatakrishnan [60]. Il est important de remarquer que la
montée en ordre dans les méthodes des volumes finis et de la SPH-ALE n’implique pas d’augmenter le nombre
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de degré de liberté contrairement à la méthode des éléments finis [31] ou Galerkin discontinu [46]. Cela a pour
avantage de limiter l’augmentation du coût de calcul associé. En effet, le nombre de voisins est déjà conséquent
afin de garantir une certaine précision minimale à la méthode SPH.

Dans la suite de ce travail, seules les reconstructions linéaires et quadratiques sont considérées afin de pré-
senter la preuve du principe. Les sections qui suivent présentent brièvement la méthode des moindres carrés
mobiles appliquée à la construction d’une extrapolation des champs afin d’évaluer les valeurs aux interfaces des
problèmes de Riemann. Une section consacrée à des procédures d’adaptation est ensuite exposée afin de rendre
ces reconstructions robustes malgré la mobilité des particules. A la suite de ce chapitre, une discussion autour
de différents cas tests présentés en annexe A est proposée.

La contribution originale de ce travail de thèse est la mise en œuvre de schémas de flux au minimum d’ordre
2 dans ce formalisme sans-maillage à voisinage mobile. Cette amélioration des flux est possible grâce à un travail
de recherche axé sur des critères de stabilité géométriques liés aux configurations locales variables en temps et
en espace des particules. Le travail de cette section a fait l’objet de présentations orales et de publications pour
des conférences européennes à ECCOMAS YIC 2013, SPHERIC 2014 [50], SPHERIC 2015 [51] et European
Turbomachine Conference 2015 [52].

4.1.1 Construction du problème aux moindres carrés complet
Pour l’ensemble de l’étude qui suit le champ φ est un champ n-fois continûment dérivable dans un espace V

de dimension fini. Une certaine régularité est alors imposée. Ce champ φ est dans les simulations d’écoulement
fluide soit la masse volumique, soit la vitesse du fluide.
La principale propriété de la reconstruction par les moindres carrés est de reproduire exactement un polynôme
d’ordre p-donné pour des données éparpillées. Cette propriété nous intéresse pour disposer d’une extrapolation
du champ physique de qualité à l’interface du problème de Riemann. L’extrapolation du champ partant du
centroide de la particule vers la position de l’interface peut s’écrire sous forme d’un développement de Taylor
d’ordre p.

φhi (X) = φi + ∆ ~XT
i
~∇iφ+O(∆ ~Xi) pour p = 1 (4.1)

avec ∆ ~Xi = X −Xi la variation de position spatiale.

φhi (X) = φi + ∆ ~XT
i
~∇iφ+

1

2
∆ ~XT

i
¯̄Hi∆ ~Xi +O(∆ ~X2

i ) pour p = 2 (4.2)

L’équation (Eq 4.1) correspond à une extrapolation linéaire et l’équation (Eq 4.2) à une extrapolation qua-
dratique. Un développement de Taylor-Young d’ordre p = 2 i.e une expansion quadratique du champ φ fait
apparaître le gradient ~∇iφ et la matrice Hessienne ¯̄Hi de ce champ calculés au point Xi centre de la particule
i (Eq 4.2). Ces dérivées d’ordre 1 et 2 sont inconnues et sont à déterminer avec les moindres carrés. Pour
un problème 2D les bases polynomiales sont ℘ = [X,1, X,2]T pour p = 1 et ℘ = [X,1, X,2, X

2
,1, X,1X,2, X

2
,2]T

pour p = 2. Les bases sont de tailles m−1 par rapport au tableau (Tab : 3.1) car l’état constant n’est pas évalué.

L’inversion du système (Eq 3.5) avec la matrice des moindres carrés et le membre de droite proposés (Eq 4.3
ou Eq 4.4), permet de déterminer sans difficulté les dérivées successives d’un champ par approximation locale
respectivement linéaire et quadratique. Pour une reconstruction linéaire en 2D, la matrice carré ¯̄M de dimension
2× 2 et son membre de droite ~B sont données par :

¯̄M2,2 =
∑
j∈Vi

ωjWij

(
∆iX

2
1 ∆iX1,2

∆iX1,2 ∆iX
2
2

)
~B2,1 =

∑
j∈Vi

ωjWij

(
∆iX1∆φ
∆iX2∆φ

)
(4.3)

Pour une reconstruction quadratique en 2D, la matrice carré ¯̄M de dimension 5× 5 et son membre de droite
~B sont données par :

¯̄M5,5 =
∑
j∈Vi

ωjWij


∆iX

2
1 ∆iX1,2 ∆iX

3
1 ∆iX

2
1X2 ∆iX1X

2
2

∆iX1,2 ∆iX
2
2 ∆iX

2
1X2 ∆iX1X

2
2 ∆iX

3
2

∆iX
3
1 ∆iX

2
1X2 ∆iX

4
1 ∆iX

3
1X2 ∆iX

2
1X

2
2

∆iX
2
1X2 ∆iX1X

2
2 ∆iX

3
1X2 ∆iX

2
1X

2
2 ∆iX1X

3
2

∆iX1X
2
2 ∆iX

3
2 ∆iX

2
1X

2
2 ∆iX1X

3
2 ∆iX

4
2

 ~B5,1 =
∑
j∈Vi

ωjWij


∆iX1∆φ
∆iX2∆φ
∆iX

2
1 ∆φ

∆iX1X2∆φ
∆iX

2
2 ∆φ


(4.4)

avec ∆iX
2
1 = (

Xj,1−Xi,1

hi
)2, ∆iX

2
2 = (

Xj,2−Xi,2

hi
)2 et ∆iX1,2 = (

Xj,1−Xi,1

hi
)(
Xj,2−Xi,2

hi
).
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Il est également possible de voir les approximations MLS sous la forme d’un ensemble de fonctions de forme
reliant la reconstruction φh aux états nodaux φj sur le voisinage Vi (Eq 4.5).

φh(X) =
∑
j∈Vi

ψj(X)φj (4.5)

avec ψ(X) les fonctions de forme calculées à partir des moindres carrés. Ces fonctions sont purement géomé-
triques de la forme : ψ(X) = p(X)TM(X)piWi(X). Ces fonctions de forme présentent l’avantage contrairement
aux fonctions de forme SPH (i.e. ψij = ωjWij) de posséder des propriétés de consistance intéressantes quelque
soit la configuration géométrique des particules. Un exemple de consistance d’ordre 1 est présent ci-dessous :∑

j∈Vi

ψij = 1 ,
∑
j∈Vi

~Xijψij = ~0 ,
∑
j∈Vi

~∇ψij = ~0 ,
∑
j∈Vi

~Xij ⊗ ~∇ψij = ¯̄I (4.6)

4.1.2 Construction du problème aux moindres carrés récursif
Pour bon nombre de configurations géométrique telles que des zones à forte troncature (surface libre ou parois

solides), la matrice des reconstructions quadratiques (Eq 4.4) est difficilement inversible car mal conditionnée
(Tab 3.3). Une approche récursive de la reconstruction quadratique par les moindres carrés permet d’éliminer
ce problème [30]. Son concept part du principe assez simple que la dérivée seconde est la dérivée première de
la dérivée première. Plutôt que de reconstruire un polynôme de degré deux à partir d’un champ φ, l’idée est
de reconstruire un gradient puis de dériver ce gradient par composant afin de calculer les termes de la matrice
Hessienne (Fig 4.1).

La répétition d’un problème linéaire est donc nécessaire. La matrice (Eq 4.3) d’un problème linéaire étant
plus petite que la matrice des reconstructions quadratiques en base complète, la matrice dégénère moins rapi-
dement proche des zones à forte troncature (Tab 3.2). Un autre avantage de ces méthodes de reconstruction
récursives est que compte tenu de la répétition des problèmes linéaires, la valeur moyenne du champ est respec-
tée comme les reconstructions k-exact proposées par Barth [7].

Figure 4.1 – Procédure de reconstructions quadratiques récursives en 2D

D’après [30], ces reconstructions quadratiques obtenues ainsi, sont sur un maillage structuré d’ordre 3 et
seulement d’ordre 2.5 sur un maillage non-structuré. Malgré ce taux de convergence plutôt faible, dans une
première approche ces reconstructions peuvent être intéressantes surtout en mettant en perspective l’état de
l’art de la convergence spatiale de la méthode SPH-ALE. Une distinction entre les schémas de reconstruction
quadratique à base complète ou à base répétée est faite afin de différencier l’approche globale de l’approche
récursive.

4.1.3 Préservation de la valeur moyenne
Les équations de conservation peuvent s’écrire sous cette forme compacte :

∂|Ω| ¯̄Kφ
∂t

+ ~R(φ) = 0 (4.7)

avec ~R(φ) le vecteur résidu, |Ω| la mesure du volume de contrôle et ¯̄K la matrice masse. La matrice de masse
apparaît parce que la variation de la valeur de φ donnée par le résidu doit s’approcher de la valeur moyenne de
φ dans le volume de contrôle [34].
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Afin d’être conforme entre le schéma en temps et en espace, il est nécessaire que la reconstruction spatiale
des états préserve la valeur moyenne du champs dans la cellule (maille ou particule). Cette propriété (Eq 4.8)
permet de dire que la reconstruction est conservative.

1

|Ωi|

∫
Ωi

φhi (X)dV = φi (4.8)

Pour des ordres supérieur à 1, rien ne garantie que la reconstruction conserve la valeur moyenne et il est donc
nécessaire de modifier la discrétisation de l’équation de conservation [60] [15] en (Eq 4.7).

Une manière de conserver la valeur moyenne est l’utilisation de polynôme à moyenne nulle introduit par [34].
Un terme de correction C apparaît dans la reconstruction de l’équation (Eq 4.9) assurant le critère zeromean.

φ̃hi (X) = φhi (X) + C (4.9)

tel que
∫

Ωi
φ̃hi (X)dV = |Ωi|φhi (Xi). Ce terme de correction C de la reconstruction correspond à la multiplication

des dérivées paires du développement de Taylor-Lagrange par l’intégrale des monômes de degré pairs dans le
volume de contrôle : 1

|Ωi|
∫

Ωi
(X1−X1,i)

α(X2−X2,i)
β(X3−X3,i)

γdV avec α+β+γ pair. Avec cette procédure,

la consistance entre la matrice masse diagonale résultante et le résidu, ~R(φ), est assurée (Eq 4.10).

∂|Ω| ¯̄Kφ
∂t

+ ~R(φ̃) = 0 (4.10)

Cette correction apparaît a posteriori dans la reconstruction des champs, contrairement à la méthode k-exact,
où elle est imposée a priori.

Le système ci-dessus (Eq 4.10) peut être résolu en utilisant des schémas temporels explicites. Ceux qui
connaissent le plus de succès sont les schémas Runge-Kutta, particulièrement ceux assurant une faible dis-
sipation et une faible dispersion [32]. Populaire dans la communauté SPH pour l’astrophysique, les schémas
symplectiques peuvent aussi être intéressants dans le cas de résolution de système Hamiltonien. Les perspec-
tives étant de résoudre les équations de Navier-Stokes, les méthodes de Runge-Kutta resteront utilisées. L’ordre
du schéma temporel sera en cohérence avec celui des schémas en espace (Chapitre 9 [32]).

Remarque 1
La notion de valeur moyenne doit désormais être explicitée. En effet, dans le cadre de la méthode des volumes
finis, le volume de contrôle Ω est selon la méthode utilisée (cell-centered ou vertex-centred) un espace topo-
logiquement fermé et unique. Pour la méthode SPH-ALE, la notion de volume de contrôle est beaucoup plus
ambiguë. Les équations de conservation sont distribuées, moyennées sur l’ensemble des particules. Le volume
parait donc être Ω = ωi, le volume particulaire. Cependant, en raison de l’absence de topologie, la sommation
des flux i.e l’opérateur de divergence est évalué sur un espace beaucoup plus grand Vi à travers l’approximation
SPH. Le volume de contrôle est alors Ωi = Vi le voisinage de la particule i. Il existe donc deux niveaux de
volume de contrôle, celui de la particule et celui de son voisinage dans la méthode SPH-ALE. Cependant, par
analogie avec les volumes finis, le volume de contrôle est pris comme étant celui de la particule Ω = ω.

Remarque 2
L’utilisation de la matrice de masse est omniprésente en éléments finis mais absente du formalisme SPH en
général [1]. Dans le cadre de la méthode des éléments finis, la constitution de la matrice de masse locale est liée
à l’intégration des fonctions de forme (variable en espace et non en temps) sur l’élément.

¯̄Ki =

∫
Ωi

ρ(X)ψ(X)Tψ(X)dV (4.11)

La matrice globale est assemblée à partir des matrices locales. Dans un cadre SPH, la même idée peut être
appliquée. Les particules voisines sont assimilables à des noeuds Xj et le support Vi à un élément. La matrice
masse dans l’élément est définie par intégration des fonctions de forme SPH : ψi(X) = ωiW (X − Xi) sur Vi.
Cette matrice locale est de taille, pour h/∆X = 1.2 5×5 en 1D et 20×20 en 2D. Il est évident que l’assemblage
de la matrice masse globale conduit à une taille importante N × N avec N le nombre de particules dans le
domaine de calcul. Ces matrices sont fortement creuses et non-diagonales et symétriques sous l’hypothèse que
Wij = Wji ce qui amène à souvent ne pas la considérer dans la méthode SPH. L’utilisation de fonction de forme
MLS : ψ(X) = p(X)TM(X)piWi(X) dans la méthode des volumes finis conduit à construire également une
matrice masse par cellule. La résolution de (Eq 4.10) induit l’inversion à chaque pas de temps de la matrice
masse. Le solveur GMRES peut être utilisé [34]. De plus, d’après [34], pour des reconstructions d’ordre 2 et 3 la
correction (Eq 4.9) est suffisante. La matrice masse ¯̄K correspond alors à la matrice identité et permet d’éviter
l’inversion de la matrice masse à chaque pas de temps.
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4.2 Stratégie de la limitation
L’utilisation de schémas d’ordre élevé pour la résolution d’EDP non linéaires conduit à l’emploi de limiteur

de pente. En effet pour éviter des oscillations numériques (phénomènes de Gibbs) dans les régions à forts gra-
dients, il peut être utile de dégrader l’ordre des schémas. L’implémentation d’une viscosité artificielle pourrait
être une solution mais l’objet de ce travail n’est pas de dissiper les oscillations mais de les prévenir. Une autre
approche est celle des schéma WENO (weighted essentially non-oscillatory) qui inclue dans son processus de
création des extrapolations, une forme de limitation évitant les oscillations [31]. Avenasi a notamment appliqué
ces schémas à la méthode SPH-ALE [3].

Harten a introduit le concept de TVD (total variation dimishing) qui vise à empêcher la création de nouveaux
extrema dans la solution numérique.
Van Leer quant à lui a précisé que tout comportement non monotone (oscillation) peut être évité en suivant ceci :
"L’interpolation dans un élément donné ne doit pas être en dehors des valeurs définies par les valeurs moyennes
et les valeurs voisines de la variable interpolée." [11]. La figure (Fig 4.2 ) présente une solution monotone à
gauche et une qui ne l’est pas à droite.

Figure 4.2 – A gauche, une solution monotone. A droite, une solution non monotone (images tirées de [11]).

Le schéma TVD se formule par une loi de conservation scalaire suivante :

TV (φt+1) < TV (φt) (4.12)

avec la variation totale définie par TV (φ) := Σi|φi+1 − φi|. Ceci se traduit par une non augmentation des
extrema au cours du temps.
La difficulté est que d’après le théorème de Godunov il est impossible d’avoir une méthode monotone linéaire de
précision supérieure à 1. Il est donc nécessaire d’avoir une technique qui dégrade l’ordre de précision du schéma
au voisinage d’une discontinuité.

De nombreux travaux ont permis la création de limiteurs de pente TVD dans le cadre de la méthode volume
fini en maillage structuré. Il existe beaucoup de possibilités de fonctions de limitation qui ont toutes certaines
propriétés. En voici un échantillon des plus populaires :

— minmod f(θ) = max(0,min(θ, 1))
— superbee f(θ) = max(0,min(2θ, 1),min(θ, 2))
— MC f(θ) = max(0,min((1 + θ)/2, 2, 2θ))

— van Leer f(θ) = θ+|θ|
1+|θ|

la valeur θ est le rapport entre la variation des états voisins à gauche et à droite (exemple : θi = φi−1−φi

φi+1−φi
).

Cette approche est bien entendu aisée avec une topologie mais beaucoup plus délicate dans notre approche sans
maillage. Le limiteur superbee est celui qui minimise l’utilisation de l’upwind. Il a tendance à raidir tous les
fronts et à créer des discontinuités. Le limiteur Minmod se montre assez diffusif, le limiteur SuperBee a une
nette tendance à accentuer les "angles", le limiteur de VanLeer est un bon compromis entre les deux. La figure
(Fig 4.3 ) présente l’impact en rouge du limiteur de pente sur la solution numérique.
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Figure 4.3 – A gauche, une représentation d’une solution avant limitation des pentes. A droite, la même solution
après limitation des pentes (images tirées de [11]).

La première implémentation d’un limiteur pour maillage non structuré a été par Barth-Jespersen [6] puis
par Venkatakrishnan [60]. Le limiteur de Barth et Jespersen est construit pour limiter les valeurs du polynôme
pour qu’il ne dépasse pas les valeurs maximales et minimales des voisins (critère de Speikreijse). Barth introduit
un critère pour rendre le schéma stable : un schéma monotone vérifie le principe du maximum [6].

φi(Xij) ∈ [minφj ;maxφj ] j ∈ Vi (4.13)

avec Vi le voisinage de i et φi(Xij) définie par (Eq 4.14) pour une reconstruction linéaire.

φi(Xij) = φi + αi(Xij −Xi)
T ~∇iφi (4.14)

Le principe de fonctionnement du limiteur est de déterminer la plus grande valeur possible de α, en évitant
ainsi la formation d’extremum pour l’intégration du flux numérique. Le limiteur de Barth et Jespersen a pour
principe la méthode suivante :

— Détermination des extrema locaux : φmaxi = maxjφj , φmini = minφj
— Détermination de l’extrapolation : φi(Xij)

— Détermination du limiteur par interaction : αij =


min(1,

φmax
i −φi

φi(Xij)−φi
) si φi(Xij)− φi > 0

min(1,
φmin
i −φi

φi(Xij)−φi
) si φi(Xij)− φi < 0

1

pour finir αi = minjαij .

Le limiteur de Barth et Jespersen décrit ici rencontre quelques problèmes de convergence, ce qui est notam-
ment dû à l’utilisation de fonctions non dérivables, comme la fonction min. Pour cette raison, on lui préfère
quelque fois le limiteur de Venkatakrishnan définie par :

αij =


1
R

((Rmax)2+ε2)R+2R2(Rmax)2

(2(Rmax)2+2R2+ε2 si R > 0
1
R

((Rmin)2+ε2)R+2R2(Rmin)2

(2(Rmin)2+2R2+ε2 si R < 0

1

(4.15)

avec R = φi(Xij) − φi, Rmax = φmaxi − φi et Rmin = φmini − φi. Le rôle de la constante ε est de désactiver le
limiteur dans les régions où l’écoulement est régulier. On notera que pour la détection des discontinuités une
approche basée sur les moindres carrés mobiles a été développé dans la thèse de Bergerat [11]. Ce travail permet
notamment de n’utiliser les limiteurs que dans des régions précises limitant ainsi des dégradations excessives.

La stratégie adapté dans ce travail de thèse est celle de Barth-Jespersen basé sur les extrema locaux. On
peut toutefois noter les travaux précédents de Guilcher [27], Marongiu [41] où le processus de limitation est basé
par interaction. En effet le rapport θij est calculé comme suit φj−φi

φi(Xij)−φi
. Cette approche est toutefois beaucoup

plus restrictive que celle basée sur les extrema.

4.3 Adaptabilité de la reconstruction des flux
La stratégie de reconstruction d’ordre élevé des états aux interfaces par les moindres carrés est très dépen-

dante de la robustesse de ces moindres carrés. La qualité de l’approximation des dérivées successives dépend de
la distribution des particules support de l’approximation. Comme évoqué au Chapitre 3, il est possible d’utiliser
différentes techniques afin de les rendre stables et robustes malgré le déplacement des points au cours du temps.
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4.3.1 Adaptabilité en ordre : p-dégradation
La première technique d’adaptation nommée p-adaptation est directement liée au nombre de particules dans

le stencil qui lui même est directement lié aux zones de troncature.

La figure (Fig 4.4) permet d’illustrer cette p-dégradation par le biais de la simulation lagrangienne d’un jet
impactant une plaque avec des reconstructions initialement quadratiques à base complète. La dégradation est
située au niveau de la premier couche de particule en surface libre mais également proche de la paroi solide. Le
système initial en 2D de taille 5 × 5 constitué des directions du repère et de ses directions croisées, se ramène
alors à un système matriciel secondaire réduit de taille 2 × 2 ne contenant que les directions principales du
repère. Dans les deux cas, la troncature du support est proche de 50%. L’ordre des reconstructions dans les
zones tronquées chute de p = 2 à p = 1.

Figure 4.4 – p-dégradation pour une simulation lagrangienne quadratique de jet impactant une plaque plane
(vert : Flx p=1, rouge : Flx p=2)

Stratégie du point moyen

L’utilisation du barycentre géométrique du stencil comme siège de la reconstruction permet de retarder la
p-dégradation. Pour illustrer le concept, un jet sur une plaque plane est simulé avec et sans l’utilisation du
barycentre géométrique à la place de la particule d’intérêt. Les résultats sont sur les figures (Fig 4.5a, 4.5b et
4.6).

(a) Valeurs sans décalage par le barycentre (b) Valeurs avec décalage par le barycentre

Figure 4.5 – Critère sur Rmin pour une simulation lagrangienne de jet plaque plane avec et sans le barycentre
géométrique
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Figure 4.6 – Orientation et valeur du décalage par le barycentre géométrique

En remplaçant la particule d’intérêt par le centre de gravité géométrique de l’échantillon de particule, le
critère basé sur la valeur minimale des éléments diagonaux de la matrice ¯̄R est plus diffus (Fig4.5b,4.5a). La
détection de la surface libre est alors moins immédiate. De plus, le décalage vectoriel qui en découle est bien en
accord avec l’idée d’exploiter le centre de gravité ( Fig4.6). En effet un décalage vers l’intérieur du fluide, d’une
amplitude équivalente à une taille de particule peut être observé pour les particules ayant un voisinage le plus
tronqué. Cette technique permet de retarder un peu le déclenchement de la p-dégradation.

Remarque 1 :
La p-dégradation se déclenche principalement en raison d’un nombre insuffisant de particules voisines. Il convient
bien entendu qu’en augmentant la valeur du ratio h

∆X , cette dégradation peut être limitée au détriment d’un
surcoût de calcul évident.

Remarque 2 :
L’utilisation d’éléments de frontière dans le problème aux moindres carrés permettrait également de limiter
la p-dégradation. Il faut cependant distinguer les types de particule dans le domaine de calcul. Les particules
fluides sont volumiques et possèdent une mesure du volume de dimension d. Les éléments qui discrétisent la
paroi sont en revanche de surface et ont une mesure de surface de dimension d− 1 (Fig 4.7b). L’introduction de
ces points dans les reconstructions par les moindres carrés est donc délicate. En effet le formalisme des moindres
carrés (MLS/RKPM) est basé sur des intégrales volumiques sur le voisinage. Le problème peut plus facilement
être contourné avec des méthodes à maillage où les centroides et les noeuds des éléments de maillage sont dans
le même espace. Dans une approche type Galerkin discontinu, tous ces points sont exploités [15]. Les éléments
de paroi coïncident alors avec des points appartenant à la dimension d du problème aux moindres carrés (Fig
4.7a ). D’autre part, il est également possible de placer des points fantômes aux milieux des éléments de paroi
en volume fini [34].

(a) Méthode à maillage (b) Méthode sans maillage

Figure 4.7 – Voisinage proche paroi pour les reconstructions aux moindres carrés

Les conditions limites sur ces nouveaux points sont ensuite placées dans le problème aux moindres carrés. La
difficulté est que les conditions limites ne s’appliquent pas toujours sur l’ensemble des champs ou des composantes
des champs. La condition de glissement s’applique sur une seule composante de la vitesse par exemple. Cela
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nécessite de disposer de plusieurs matrices MLS. De plus, le risque d’entretenir ou d’amplifier une erreur est
possible en introduisant, des valeurs de champ mal évaluées.

4.3.2 Adaptabilité en ordre : p-adaptabilité
La p-adaptabilité est l’idée d’exploiter une erreur locale d’approximation pour déclencher ou non l’utilisation

des ordres supérieurs. Le critère de déclenchement de l’enrichissement est basé sur l’erreur locale d’approximation
du champ de masse volumique ρ (Eq 4.16). Ce choix est motivé par le fait que le champ de masse volumique
est le plus difficile à capturer proprement avec la méthode SPH [41].

εi = (
∑
Vi

ωj(ρj − ρhi (Xj))
2)1/2/

∑
Vi

ωj(ρj)
2)1/2 (4.16)

Selon le choix de la reconstruction adoptée (complète ou répétée) cela a des répercussions plus ou moins
importante sur le coût de calcul et la manière de l’implémenter. En effet l’approche répétée accepte mieux ce
type de critère. Le stockage/remplissage des champs et la résolution du système matriciel secondaire ne sera
effectué que si l’erreur εi est supérieure au critère εmax. Contrairement au cas des reconstructions complètes
où le remplissage/stockage se fera quoi qu’il arrive (car une seule étape), seule la taille de la résolution sera
modifiée ce qui réduit tout de même le coût global.

Cette approche réduit considérablement la viscosité numérique car elle permet d’utiliser les ordres supérieurs
aux endroits où siègent les forts gradients [50]. Les figures (Fig 4.9, 4.8) présentent des résultats en mouvement
eulérien d’écoulement autour d’un cylindre avec la p-adaptation. De forts gradients sont présents autour du
cylindre lors de l’écoulement, des reconstructions quadratiques sont alors utilisées localement grâce à la p-
adaptabilité (particules colorées en rouge dans (Fig 4.8)).

Figure 4.8 – p-adaptation (bleu : Flx p=1, rouge : Flx p=2)

La figure (Fig 4.9) présente les coefficients de pression le long du cylindre pour des schémas avec et sans la
p-adaptation. Un schéma sans p-adaptation est un schéma totalement quadratique sur l’ensemble du domaine.
La comparaison des flux quadratiques Flx p=2 à base linéaire répétée ou à base complète, avec et sans la p-
adaptation permet de voir que les résultats sont très similaires entre des simulations avec et sans la p-adaptation.
Les résultats étant très proches, ceci valide l’idée que les ordres élevés sont principalement nécessaires dans les
régions où résident les forts gradients. L’ordre de convergence spatial du schéma global ne peut bien entendu
pas être celui de l’ordre élevé. Pour cet écoulement autour du cylindre, la p-adaptation permet de réduire le
coût de 3 pourcents par rapport à une simulation sans cette procédure d’adaptation.
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Figure 4.9 – Coefficient de pression le long du cylindre avec et sans la p-adaptation

Une simulation de jet impactant une plaque plane dans une description lagrangienne peut également illustrer
la p-adaptation. Les figures ( Fig 4.10a, 4.10b) montrent respectivement le champ de pression au moment de
l’impact du jet et l’ordre de la reconstruction utilisée dans le fluide. Les ondes instationnaires créées par le choc
induisent de forts gradients, des fronts d’onde. L’utilisation des ordres quadratiques et l’apparition de ces ondes
sont bien corrélées.

(a) Champ de pression pour un jet plaque plane au moment
de l’impact

(b) p-adaptation (vert : p=1, rouge : p=2)

Figure 4.10 – p-adaptation au démarrage de la simulation lagrangienne d’un jet sur plaque plane

Les figures (Fig 4.11a, 4.11b) présentent l’erreur locale d’extrapolation linéaire et quadratique dans le fluide.
L’utilisation d’ordre élevé permet de réduire les erreurs d’extrapolation.
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(a) Erreur d’extrapolation linéaire (b) Erreur d’extrapolation quadratique

Figure 4.11 – Erreurs d’extrapolation linéaire (a) et quadratique (b) au sein du fluide

Pour un temps plus long, le déclenchement de la p-adaptation est observée au cœur de la zone d’impact
sur la figure (Fig 4.12) quand l’écoulement trouve un régime stable. Cette région utilisant les ordres élevés
correspond bien à la zone où les gradients sont les plus intenses. Dans les branches d’évacuation du fluide, les
reconstructions restent linéaires malgré un désordre important des particules dû à l’impact. La physique de
l’écoulement pilote donc cette procédure d’adaptation.

Figure 4.12 – p-adaptation (vert : p=1, rouge : p=2) au régime établi de l’écoulement

4.3.3 Adaptabilité en espace : d-adaptabilité
Pour illustrer la procédure d’adaptation en dimension liée aux directions spatiales discrétisées, l’exemple

du jet d’eau impactant une plaque est de nouveau intéressant. En effet au moment de la séparation du jet
en deux branches symétriques, en raison de la discrétisation constante du fluide, la fine épaisseur d’eau est
sous-discrétisée. Cela conduit à avoir une direction privilégiée de discrétisation (celle de l’écoulement). Le calcul
brut d’un gradient en 2D est impossible, il faut donc adapter le calcul des moindres carrés dans ces régions.
La figure (Fig 4.13a) présente le déclenchement de la d-adaptation basée sur les valeurs de Rmin du tableau (Tab
4.1). Les particules colorées en rouge ont un gradient calculé avec une base projetée en 2D. Les particules bleues
n’ont pas pu avoir de reconstructions linéaires en raison de la forte dégradation de la matrice (p-dégradation).
Les particules vertes en revanche, ont disposé d’un gradient calculé en 1D et projeté en 2D. La visualisation du
champ de vitesse dans cette région montre une continuité des valeurs (Fig 4.13b).
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(a) d-adaptation (Rouge : gradient 2D, vert : gradient 1D,
bleu : pas de gradient calculé) (b) Champ de vitesse

Figure 4.13 – d-adaptation lors de l’impact initial du jet sur la plaque plane
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4.3.4 Algorithme de la reconstruction des flux
Les développements exposés ont été implémentés dans le logiciel de calcul ASPHODEL. Il convient donc de

présenter l’ordre dans lequel les procédures présentées sont dans les faits utilisées pour les reconstructions de
flux.
Le premier algorithme (Fig 4.14) présente les procédures d’adaptation pour les reconstructions aux moindres
carrés à bases complètes. Le second algorithme exposé sur (Fig 4.15) lui est axé sur les reconstructions à bases
répétées. Ces deux algorithmes sont basés sur des critères déterminés par l’expérience numérique. Le critère
principal est axé sur la valeur minimale des coefficients diagonaux de la matrice ¯̄R de la décomposition QR
de la matrice des moindres carrés. Le tableau (Tab 4.1) répertorie pour différents mouvements de particule les
valeurs seuils Rseuil. De plus l’expérience a montré que ces valeurs sont valables autant en 2D que en 3D.

Mouvement
Reconstruction Eulérienne Lagrangienne

p=1 0.01 0.2

p=2 0.1 0.4

p=2 répété 0.01 0.2

Table 4.1 – Choix empirique des valeurs seuils Rseuil pour Rmin pour les reconstructions

Les lignes "p = 1" et "p = 2 répété" représentent des reconstructions basées sur la matrice des reconstruc-
tions linéaires ce qui explique que les critères géométriques soient les mêmes.

Comme il est possible de le voir (Fig 4.14 ), un premier test test QR criteria neighbors vérifie le nombre de
voisins dans le voisinage (supérieur à 20 pourcents de l’ordre p souhaité) et la valeur de Rmin par rapport à un
seuil Rseuil empirique (Tab 4.1).
Si ce test est positif, un second test basé sur l’erreur locale d’extrapolation se déclenche (p-adaptation). En
fonction du niveau d’erreur toléré εmax (Eq 4.16), l’erreur locale peut conduire à un test qui renvoie la valeur
fausse. Dans cette configuration εi > εmax, les reconstructions en base complète sont calculées. Dans le cas
contraire, l’erreur d’extrapolation est plus petite que le seuil (εi < εmax) et la p-dégradation est utilisée afin de
réduire le coût.
En revanche, si le test test QR criteria neighbors est négatif, les procédures de dégradation en ordre (p) ou en
espace (d) évoquées plus tôt sont utilisées. En premier la p-dégradation basée sur le nombre de voisins, vérifie si
il est possible de descendre en ordre. Si tel est le cas, et que le test sur Rmin est positif alors, la reconstruction
réduite en ordre est effectuée et le calcul sort de la fonction. Dans le cas contraire, la d-adaptation est évaluée si
le nombre de voisins est suffisant. Si le nombre de voisins est trop faible, aucune reconstruction ne sera calculée.
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Figure 4.14 – Algorithme pour les reconstructions aux moindres carrés à base complète

61



Figure 4.15 – Algorithme pour les reconstructions aux moindres carrés à base répétée

L’approche répétée (Fig 4.15) est basée elle aussi sur le critère du nombre de voisins et de la valeur de Rmin.
La p-adaptation permet de monter en ordre en répétant les reconstructions linéaires. La d-adaptation est de
nouveau utilisable et permet par répétition d’avoir facilement des ordres élevés dans des dimensions réduites. La
p-dégradation n’existe pas explicitement même si en fonction du nombre de voisins, le choix d’une reconstruction
constante peut être fait.

4.4 Cas test
Les différents cas test qui suivent sont exposés en Annexe A. Le premier est un cas test d’écoulement

quasi 1D non-visqueux dans une tuyère convergente-divergente. Il permet de montrer la faisabilité du concept
des reconstructions d’ordre élevé pour la méthode SPH-ALE. Ce cas test unidirectionnel présente l’avantage
de ne pas souffrir de problèmes liés aux configurations géométriques des particules. Les simulations 2D des
tourbillons de Taylor-Green permettent par la suite, de quantifier la viscosité numérique introduite par les
schémas numériques. Des simulations eulériennes d’écoulement autour d’un cylindre vont permettre de mesurer
le gain apporté par les schémas plus précis à travers l’ordre de convergence spatial notamment. Pour finir
la robustesse et la stabilité des schémas vont être testés avec des simulations lagrangiennes de jet impactant
une plaque plane en 2D. Les schémas d’intégration temporelle sont adaptés à l’ordre des schémas spatiaux
(Runge-Kutta de 2 à 4).

4.4.1 Écoulement quasi-1D dans un convergent-divergent
En Annexe A, la solution analytique du cas test 1D d’un écoulement quasi 1D est exposée. Ce cas présente

l’avantage d’avoir une solution régulière qui ne nécessite a priori pas l’emploi de limiteur de pente. L’ordre des
reconstructions ne va donc pas être dégradé. Les polynômes utilisés pour les reconstructions sont d’ordre 1 à
5. Cette étude étant en 1D, les reconstructions spatiales d’ordre très élevé ne sont pas très coûteuses. Il faut
cependant préciser que pour les ordres élevés (p>3) le ratio h/∆x est de 2.3 au lieu de 1.2 pour les ordres
inférieurs. Cela est fait pour maintenir suffisamment de voisins dans le support. La distribution des particules
est non-homogène. L’ensemble des simulations qui suivent ont en commun un opérateur de divergence avec
une correction de closed-box et une correction de renormalisation. L’opérateur de divergence est théoriquement
d’ordre 2.
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(a) Flx SPHc (CB+Renormalisation) (b) Flx p=1

Figure 4.16 – Champs de pression pour les approximations linéaires

(a) Flx p=2 (b) Flx p=3

Figure 4.17 – Champs de pression pour les approximations quadratiques et cubiques

(a) Flx p=4 (b) Flx p=5

Figure 4.18 – Champs de pression pour les approximations d’ordre 4 et 5

Les résultats sur le champ de vitesse ne sont pas présentés car ce champ ne permet pas de discriminer les
schémas. Sur les figures (Fig 4.16a, 4.16b) sont présentés les bilans de pression pour des reconstructions linéaires
calculées avec un gradient SPH renormalisé (SPHc) et avec des moindres carrés. On peut remarquer que les
deux schémas donnent des résultats très similaires. En revanche le fait d’utiliser des extrapolations avec des
ordres supérieurs p=2 (Fig 4.17a), p=3 (Fig 4.17b), p=4 (Figb4.18a) et p=5 (Fig 4.18b) permet de diminuer
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Figure 4.19 – Erreur en norme L2 sur l’énergie totale en fonction des reconstructions 1D

significativement l’erreur sur le champ de pression. Sur la figure (Fig 4.19) est présentée l’erreur sur l’énergie
totale en pourcentage. Du fait des conditions limites, la solution sur l’énergie illustre bien la quantité de viscosité
purement numérique introduite par le schéma. En effet une valeur de pression à l’entrée supérieure à celle de la
pression à la sortie est dûe à une perte de charge numérique. De nouveau, le fait d’utiliser des extrapolations des
états aux interfaces d’ordre élevé permet de réduire significativement dès l’ordre 2, l’erreur sur l’énergie totale
dans le convergent-divergent.

h Godunov SPHc Flx p=1 Flx p=2 Flx p=3 Flx p=4

0.1 1740 272 257 189 240 -

0.05 886 56 49 30 30 24

0.02 358 4.9 3.4 2 0.8 0.57

0.01 181 0.9 0.9 0.27 0.06 0.013

Table 4.2 – Variation d’énergie totale en pourcentage entre les entrées et sorties dans une tuyère convergente-
divergente (SPHc =SPH corrigé avec renormalisation)

En analysant le tableau (Tab 4.2), les ordres en convergence spatiale peuvent être évalués. Pour le schéma
SPH renormalisé et celui utilisant des flux d’ordre 1, il est environ de 2.4. De même pour les flux utilisant
les moindres carrés d’ordre 2, 3, 4 l’ordre de convergence est respectivement de 2.8, 3.7 et 4.7. Ces résultats
montrent donc une convergence spatiale proche de la théorie.

4.4.2 Tourbillons de Taylor-Green en 2D
Pour les simulations de tourbillons de Taylor-Green en 2D, une divergence de flux calculée avec une approche

SPH corrigée avec la renormalisation et la closed-box est utilisée. Les particules sont distribuées de sorte à
minimiser l’erreur closed-box [45]. Les schémas de flux linéaires sont calculés soit avec la méthode SPH corrigée
par la renormalisation (SPHc) soit calculés avec des moindres carrés mobiles (Flx p=1). Les schémas de flux
quadratiques (Flx p=2) sont obtenus avec les MLS à base complète (Flx p=2) ou répétée (Flx p=2R).

Impact des reconstructions d’ordre élevé

La figure (Fig 4.20) présente l’évolution de la viscosité numérique (Annexe A) en fonction de la taille des
particules pour différents schémas de reconstruction.
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Figure 4.20 – Viscosité numérique en fonction de la taille des particules

Les schémas utilisant des flux linéaires présentent une évolution en puissance 3 comme DeLeffe l’avait
d’ailleurs exposé [18]. Ce résultat permet de retrouver l’équivalence entre les schémas basés sur un gradient
SPH renormalisé et ceux basés sur une reconstruction par les moindres carrés linéaire (p=1). L’expression de
la fonction polynomiale qui approche le mieux les données est : ν1(x) = 79.2x3.12. Pour la suite de ce cas test,
seules les simulations avec des gradients obtenus avec les moindres carrés seront présentées. Pour les reconstruc-
tions quadratiques à base complète ou répété, l’évolution est la même, elle semble correspondre à une puissance
3 également. L’expression de la seconde fonction polynomiale qui approche le mieux les données quadratiques
est : ν2(x) = 76.4x3.24. Pour une taille de particule inférieure à 1 m, la viscosité numérique des schémas linéaires
ν1 est bien supérieure à celle des schémas quadratiques ν2.

A viscosité numérique équivalente, un schéma basé sur des reconstructions quadratiques permet d’utiliser
des particules de taille plus importante. Cela a des conséquences importantes sur le coût de calcul comme
le tableau (Tab 4.3) permet de l’illustrer. La référence est la simulation basée sur les gradients SPH corrigés
(SPHc). En dimension d, et en divisant par τ la taille des particules, le temps par itération est multiplié par τd.
La diminution de la taille des particules conduit à augmenter leur nombre dans le domaine de calcul et ainsi à
accroitre le nombre d’interactions. De plus, en raison de l’utilisation de schémas en temps explicites, la taille
des particules impacte au travers de la condition CFL, le coût de calcul (Eq 1.15). Le temps nécessaire pour
atteindre une seconde physique est donc multiplié par τd+1. Les schémas linéaires ont approximativement le
même coût de calcul. Le fait d’utiliser deux fois plus de particules augmente le coût de calcul par

√
(2)3 ≈ 2.8

en 2D alors que l’utilisation des reconstructions quadratiques augmente environ de 1.8 le coût de la simulation.

Flx p=1 SPHc/MLS Flx p=2/2R

N 2N 4N N 2N 4N

coût CPU/itération 1/1.0 2.1/2.10 4.1/4.2 1.76/1.46 3.88/2.93 7.05/5.83

coût CPU/second 1/1.1 3.2/3.20 7.8/7.9 1.76/1.46 5.48/4.14 14.1/8.28

Table 4.3 – Coût de calcul associé aux simulations des tourbillons de Taylor-Green en 2D
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Figure 4.21 – Préservation du maximum de vitesse en fonction des schémas de reconstruction et de la discré-
tisation

La figure (Fig 4.21) présente une coupe du champ de vitesse au niveau d’un maximum localisé en (0.25 ;0.5),
au temps t=0.8s en fonction des différents schémas et de la taille de la discrétisation. En utilisant les schémas
linéaires (Flx p=1), le maximum local perd rapidement de son amplitude sur N particules par rapport au résultat
sur 2N particules. Le même constat est possible entre (Flx p=1, 2N) et (Flx p=1, 4N). Les schémas quadratiques
(Flx p=2 à base complète ou répétée) préservent beaucoup mieux l’extremum sur N particules avec un résultat
proche de (Flx p=1, 4N). L’utilisation de reconstruction quadratique permet de réduire la viscosité numérique
en améliorant l’évaluation des états aux interfaces des problèmes de Riemann.

(a) Erreur sur la masse au cours du temps (b) Différence dans la double sommation des flux de masse
au cours du temps

Figure 4.22 – Conservation de la masse au cours du temps en fonction des schémas de flux

A travers l’utilisation de la correction de renormalisation et de la correction de closed-box sur l’opérateur
de divergence, le schéma n’est plus conservatif. La quantité de masse évolue donc au cours du temps. La figure
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(Fig 4.22a) présente l’évolution de la masse en pourcentage dans le fluide au cours du temps en fonction des
reconstructions. La figure (Fig 4.22b) présente la double somme sur les particules et leurs voisines des flux
de masse. En théorie, cette double sommation doit conduire à une valeur nulle. Cependant, en raison des
corrections, la conservation est perdue. Il apparaît que l’utilisation de schémas de flux quadratiques semble
limiter l’évolution de la masse par rapport aux schémas linéaires. Les oscillations autour d’une valeur moyenne
de (Fig 4.22b) laisse à penser que les erreurs de conservation sont majoritairement d’origine géométrique à
travers l’asymétrie de la distribution des particules mais que le champ sous-jacent semble avoir aussi un impact.
Les particules étant immobiles et le champ en théorie constant, l’évolution est globalement linéaire.

Impact de la limitation des reconstructions

L’écoulement des tourbillons de Taylor-Green ne présente pas de discontinuité, le déclenchement du limiteur
de pente des reconstructions doit donc être très restreint voir absent. Seul le limiteur de Barth-Jespersen est
employé dans ce travail car l’attention principale est portée sur des écoulements ne nécessitant pas des limiteurs
capable de capturer finement des ondes de chocs. Le travail sur les limiteurs vise essentiellement à rester TVD
i.e à ne pas créer d’information [32].

(a) Composante X1 du champ de vitesse (b) Limitation du gradient de la composante X1 du champ
de vitesse

Figure 4.23 – Composante X1 du champ de vitesse des tourbillons de Taylor-Green

(a) Composante X2 du champ de vitesse (b) Limitation du gradient de la composante X2 du champ
de vitesse

Figure 4.24 – Composante X2 du champ de vitesse des tourbillons de Taylor-Green

Les figures (Fig 4.23b, 4.24b et 4.25b) permettent de voir les valeurs des scalaires limitant les gradients des
champs physiques à savoir le gradient de la masse volumique (Fig 4.25a) et les deux composantes du gradient de
vitesse en X1 (Fig 4.23a) et en X2 (Fig 4.24a). Le déclenchement des limiteurs est en bon accord avec le champ
physique. Dans les régions régulières, les scalaires valent l’unité afin de ne pas limiter les reconstructions. En
revanche dans les régions proches des extrema, les scalaires limitant diminuent jusqu’à 0 afin d’éviter la création
de nouveaux extrema.
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(a) Champ de masse volumique (b) Limitation du gradient de la masse volumique

Figure 4.25 – Masse volumique des tourbillons de Taylor-Green

Remarque
Les champs de pression et de masse volumique sont souvent bruités pour les simulations avec une mouvement
lagrangien avec la méthode SPH-ALE en raison du déplacement non maitrisé des particules et du manque de
précision des schémas numériques [41] [45]. Ce type de bruit risque d’entrainer un déclenchement intempestif
des limiteurs si le problème n’est pas résolu.

4.4.3 Écoulement en 2D autour d’un cylindre isolé
Des écoulements non-visqueux autour d’un cylindre sont simulés pour les différents schémas de reconstruc-

tions présentés. Le cas test est exposé en détail en annexe A. Les figures qui suivent présentent les champs de
vitesse et pression sans dimension. Afin de correctement évaluer l’influence des ordres élevés, la p-dégradation
a été désactivée. Les flux quadratiques sont conservés jusqu’à la couche de particules fluides en contact avec la
paroi solide. Les figures (Fig 4.26a, 4.26b) montrent le champ de pression pour N particules pour un schéma
de flux linéaire et un schéma quadratique à base complète. L’utilisation de flux quadratiques permet de re-
trouver la symétrie du champ selon l’axe normal à l’écoulement. En effet la surpression en amont du cylindre
commence à apparaître. La symétrie axiale est quant à elle, bien préservée pour l’ensemble des schémas. Les
figures (Fig4.27a, 4.27b) montrent le champ de pression pour 4N particules. L’observation est la même que pré-
cédemment, la solution quadratique semble converger plus rapidement vers la solution potentielle parfaitement
symétrique. Les figures (Fig 4.28a, 4.28b et 4.29a, Fig :4.29b) présentent le champ de vitesse pour N et 4N
particules en fonction des deux schémas. Les résultats sont à corréler avec le champ de pression. La diminution
de la viscosité numérique réduit la taille du sillage numérique et conduit à de meilleurs résultats sur le champ
de pression.

(a) Coefficient de pression pour des flux linéaires p=1 (b) Coefficient de pression pour des flux quadratiques p=2

Figure 4.26 – Coefficients de pression autour d’un cylindre pour N particules
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(a) Coefficient de pression pour des flux linéaires p=1 (b) Coefficient de pression pour des flux quadratiques p=2

Figure 4.27 – Coefficients de pression autour d’un cylindre pour 4N particules

(a) Champ de vitesse pour les flux linéaires p=1 (b) Champ de vitesse pour les flux quadratiques p=2

Figure 4.28 – Champ de vitesse autour d’un cylindre pour N particules

(a) Champ de vitesse pour les flux linéaires p=1 (b) Champ de vitesse pour les flux quadratiques p=2

Figure 4.29 – Champ de vitesse autour d’un cylindre pour 4N particules

Les figures (Fig 4.30, 4.31) présentent la valeur du coefficient de pression le long du cylindre pour les schémas
de flux linéaires, quadratiques à base complète et répétée pour les 3 niveaux de tailles de particules. Les flux
d’ordre quadratique en général permettent d’obtenir des coefficients de pression plus proches de la solution
potentielle. Les flux quadratiques à base répétée (Fig 4.32 ) présentent des résultats proches de la solution avec
base complète. Il est à noter que les résultats à base complète présentent de petites instabilités à 90 degrés (Fig
4.31). La résolution matricielle des systèmes à base complète souffre de la troncature de son voisinage.
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Figure 4.30 – Coefficients de pression sur la paroi du cylindre pour des flux linéaires

Figure 4.31 – Coefficients de pression sur la paroi du cylindre pour des flux quadratiques à base complète
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Figure 4.32 – Coefficients de pression sur la paroi du cylindre pour des flux quadratiques à base linéaire répétée

Les valeurs du coefficient de trainée numérique sont présentées dans le tableau (Tab 4.4) ainsi que l’erreur
sur le coefficient de pression (Tab 4.5) pour trois niveaux de raffinement de la taille des particules. Une différence
de pression totale prise aux capteurs décrites en Annexe A est également présentée sur le tableau (Tab 4.6). Ces
valeurs permettent d’évaluer des taux de convergence spatiale proche de 2 pour les flux p=1 (SPH corrigé),et pour
p=1 (MLS). Ces taux de convergence montrent le bon comportement des schémas linéaires avec le raffinement
de la taille des particules. En revanche, il semble qu’il y ait une limitation intrinsèque à la méthode SPH-ALE
qui majore l’ordre en convergence spatiale des schémas d’ordres supérieurs à 2 pour certaines mesures d’erreurs.
L’ordre de convergence spatiale pour les flux quadratiques (Flx p=2 complet ou répété) est en effet plus mitigé.
Il avoisine 3 pour le coefficient de trainée numérique et la perte de pression totale mais seulement de 2 pour
l’erreur sur le coefficient de pression en paroi. Il faut également être vigilant sur les estimations d’erreur car la
distribution des particules est telle que les moments d’ordre paires peuvent disparaître. La bonne convergence
générale peut donc être facilitée par cette configuration géométrique particulière des particules.

Cx Ordre

N 0.017 -
SPHc p=1 2N 0.008 2.1

4N 0.0037 2.2

N 0.016 -
Flx p=1 2N 0.008 2.1

4N 0.0035 2.4

N 0.013 -
Flx p=2 2N 0.005 2.7

4N 0.002 2.8

N 0.011 -
Flx p=2 répété 2N 0.004 3.0

4N 0.002 2.3

Table 4.4 – Coefficients de trainée numérique associés aux simulations d’écoulement autour d’un cylindre
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||Cp − Chp ||L2 Ordre

N 0.50 -
SPHc p=1 2N 0.29 1.6

4N 0.15 1.8

N 0.50 -
Flx p=1 2N 0.28 1.6

4N 0.14 1.9

N 0.40 -
Flx p=2 2N 0.24 2.0

4N 0.13 1.7

N 0.31 -
Flx p=2 répété 2N 0.18 2.0

4N 0.10 1.6

Table 4.5 – Erreur sur le coefficient de pression à la paroi associés aux simulations d’écoulement autour d’un
cylindre

∆Pt % Ordre

N 6.7 -
SPHc p=1 2N 3.1 2.2

4N 1.1 2.9

N 6.7 -
Flx p=1 2N 3.1 2.2

4N 1.0 3.2

N 3.2 -
Flx p=2 2N 1.2 2.8

4N 0.4 3.1

N 3.2 -
Flx p=2 répété 2N 1.1 3.00

4N 0.3 3.7

Table 4.6 – Perte de pression totale lors d’un écoulement autour d’un cylindre

4.4.4 Impact 2D d’un jet sur une plaque plane
La simulation lagrangienne d’un jet sur plaque plane en 2D contraste avec l’ensemble des simulations pré-

cédentes eulériennes. En effet la difficulté va être la gestion de la grande modification des voisinages au cours
du temps. La répartition des particules n’est plus contrôlée pour minimiser l’erreur closed-box [45] ce qui va
grandement stresser les schémas.

Impact des reconstructions

Les figures (Fig 4.33a, 4.33b) présentent les coefficients de pression du fluide et les figures (Fig 4.34a, 4.34b)
le champ de vitesse sans dimension pour les deux schémas de flux linéaires et quadratiques. Les flux quadra-
tiques sont calculés avec les reconstructions à base répétée afin de s’affranchir de la p-dégradation. L’opérateur
de divergence est calculé avec l’approximation SPH sans correction en raison du mouvement lagrangien des
particules [16].
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(a) Coefficient de pression pour des flux linéaires p=1
(b) Coefficient de pression pour des flux quadratiques p=2R

Figure 4.33 – Coefficient de pression au sein du fluide pour une simulation purement lagrangienne

(a) Champ de vitesse pour des flux linéaires p=1 (b) Champ de vitesse pour des flux quadratiques p=2R

Figure 4.34 – Champ de vitesse au sein du fluide pour une simulation purement lagrangienne

Dans la première partie du jet au dessus de la zone de surpression, les particules sont encore relativement
ordonnées, ce qui explique la régularité des champs physiques. Au dehors de cette région, les particules sont
désordonnées et cela conduit au bruit nettement visible.

Les champs de pression et de vitesse sont donc très bruités en raison du grand désordre des particules dans
le voisinage ce qui dégrade fortement la précision de l’opérateur divergence qui devient inconsistant. Les champs
de pression et de vitesse convergent toutefois vers la solution potentielle de référence. Les champs préservent
une symétrie par rapport à l’axe du jet. En évaluant la valeur moyenne de la force hydraulique qui s’applique
sur la plaque, il s’avère que la force obtenue pour le schéma linéaire (Flx p=1) est de 12339.6 N avec un écart
type de 342 N contre 12295.94 N et 303.3 N pour le schéma quadratique (Flx p=2R). La valeur théorique étant
de 11607.3 N, le schéma quadratique donne une valeur moyenne plus proche de la théorie avec des variations
moins importantes.
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Figure 4.35 – Comparaison du coefficient de pression à la paroi en fonction des différents schémas numériques

La figure (Fig 4.35) présente les valeurs des coefficients de pression le long de cette paroi moyennée sur 20
pas de temps afin de filtrer le bruit. Les solutions quadratiques et linéaires sont équivalentes et proches de la
solution potentielle. Les écarts-types présentés permettent de montrer que les ordres élevés n’introduisent pas
de variations supplémentaires. Ces résultats montrent donc que l’utilisation de reconstructions d’ordre élevé ne
déstabilise pas les simulations lagrangiennes.
La distribution de particules impactant fortement l’opérateur de divergence, le gain des reconstructions d’ordre
élevé pour des simulations lagrangiennes n’est pas significatif.

Impact du mouvement corrigé

Avec les mêmes schémas de reconstruction ce cas test peut être refait en modifiant la position des particules
afin de minimiser au cours du temps l’erreur closed-box et espérer diminuer le bruit. L’opérateur de divergence
est corrigé avec la correction de closed-box et la renormalisation (Eq 5.16). Ce type de modification nécessite de
raidir le système en raison d’une phase initiale génératrice d’ondes de pression qui doivent être évacuées pour
permettre la convergence du calcul. La vitesse du son numérique est alors de c0 = 800 m/s.

(a) Erreur de consistance d’ordre 0 (b) Correction de l’erreur de consistance d’ordre 0

Figure 4.36 – Consistance d’ordre 0 pour une simulation lagrangienne avec shifting

Les figures (Fig 4.36a, 4.36b ) présentent l’erreur de consistance d’ordre 0 dans le domaine en l’absence
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de correction et la correction de cette erreur avec la méthode de [45]. La correction d’erreur closed-box se
fait au cœur du fluide loin de la surface libre. Afin de visualiser, la faible amplitude d’erreur après correction,
l’échelle (Fig 4.36b ) est volontairement fixée à maximum 10−16. L’opérateur de divergence est alors au minimum
consistant d’ordre 0 loin de la surface libre.

(a) Coefficient de pression pour des flux linéaires p=1 (b) Coefficient de pression pour des flux quadratiques p=2R

Figure 4.37 – Coefficient de pression au sein du fluide pour une simulation lagrangienne avec shifting des
particules

Les figures (Fig 4.37a, 4.37b ) présentent le champ de pression pour respectivement des flux linéaires et
quadratiques. Le bruit est moins marqué et la symétrie axiale est mieux dessinée.

(a) Champ de vitesse pour des flux linéaires p=1 (b) Champ de vitesse pour des flux quadratiques p=2R

Figure 4.38 – Champ de vitesse fluide en simulation lagrangienne avec shifting

Les figures (Fig 4.38a, 4.38b ) présentent le champ de vitesse pour respectivement des flux linéaires et
quadratiques. Dans les deux cas de figure, il est possible de remarquer moins de bruit par rapport aux résultats
sans le shifting, cependant une accélération non physique proche paroi est visible.
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Figure 4.39 – Comparaison du coefficient de pression à la paroi en fonction des différents schémas numériques
avec shifting

La figure (Fig 4.39 ) présente le coefficient de pression en paroi. Comme il est possible de le voir le coefficient
de pression varie beaucoup ce qui rend les comparaisons difficiles. Toutefois, la valeur moyenne des coefficients
de pression est celle attendue. La force hydraulique à la paroi est surestimée pour les deux schémas 13422 N
pour le schéma linéaire avec des variations de l’ordre de 234 N et 13043 N avec des variations de 265 N pour le
schéma quadratique.

(a) Evolution de la masse au cours du temps (b) Evolution du défaut des flux de masse

Figure 4.40 – Conservation de la masse au cours du temps pour la simulation du jet impactant une plaque
plane en fonction des schémas

Les figures (Fig 4.40a, 4.40b ) présentent l’évolution de la masse et le défaut dans la sommation des flux de
masse pour les flux linéaires et quadratiques. Il apparaît que l’apport de flux d’ordre plus précis réduit le défaut
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de masse au cours du temps.

4.5 Conclusion
Les reconstructions basées sur les moindres carrés permettent de réduire la viscosité numérique introduite

par les solveurs de Riemann. L’utilisation de schéma de reconstruction en espace plus précis permet donc à
viscosité numérique fixée d’utiliser de plus grosses particules réduisant ainsi significativement le coût de calcul.

Les reconstructions linéaires (p=1) basées sur les moindres carrés sont équivalentes en terme de précision aux
reconstructions particulaires SPH corrigées avec la renormalisation. Cependant, l’approche particulaire SPH ne
permet pas facilement la montée en ordre. Pour une simulation employant une description eulérienne, le schéma
global est alors d’ordre 2 en précision pour une divergence renormalisée avec des flux linéaires. L’introduction
des reconstructions quadratiques pour des simulations dans une description eulérienne, permet de réduire la
viscosité numérique mais l’ordre global du schéma semble limité en 2D. En effet, l’emploi de reconstructions
d’ordre supérieur en 1D avait montré une augmentation de l’ordre global avec l’augmentation de l’ordre des re-
constructions. Cependant, les résultats en 2D ont présenté une limitation de l’ordre global borné par 2. Plusieurs
explications peuvent être présentées. Tout d’abord, l’introduction en 2D d’aspects purement géométriques ab-
sents des simulations 1D peut détériorer singulièrement la qualité de l’opérateur de divergence. L’apport d’une
énergie artificielle à travers la correction des schémas SPH-ALE peut expliquer les résultats 1D basés sur la
préservation de l’énergie et la quantité de mouvement.

D’autre part dans les zones de troncature du noyau, l’approche récursive de reconstruction des flux permet
d’avoir des ordres quadratiques, contrairement à l’approche complète plus sensible à la troncature. La contre-
partie est un ordre spatial théorique plus faible p + 1

2 contre p + 1 pour les schémas à base complète. Dans
le cadre des simulations avec des particules mobiles, les critères de stabilité basés sur la décomposition QR
de la matrice des moments se sont révélés efficaces. Les procédures qui découlent de la décomposition QR ont
montré leur intérêt sur certaines configurations géométriques. La p-dégradation permet de dégrader l’ordre des
reconstructions dans le cas d’un voisinage trop pauvre ou distordu. La p-adaptation permet au contraire d’en-
richir l’ordre des schémas en fonction d’une erreur locale d’extrapolation. La d-adaptation permet de calculer
les gradients dans des directions de l’espace correctement discrétisées.

De plus, lors de simulations dans une description lagrangienne, le bruit introduit par le désordre des particules
ne permet pas de conclure sur l’impact des ordres élevés. En effet, l’ordre global du schéma semble dépendre de la
distribution des particules à travers l’évaluation de l’opérateur de divergence. L’apport des ordres élevés avec cet
opérateur de divergence standard n’est pas concluant. Le fait de corriger l’opérateur avec des techniques connues
(closed-box, renormalisation) améliore légèrement les résultats mais cela nécessite une étude plus approfondie.
C’est la raison pour laquelle le travail qui suit est focalisé sur des techniques pouvant améliorer la sommation des
flux afin de rendre l’ordre des schémas plus indépendant de la distribution des particules. En effet l’opérateur
de divergence dans la version standard de la méthode SPH-ALE est calculé avec une approximation SPH
inconsistante pour beaucoup de configurations géométriques.
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Chapitre 5

Opérateur de divergence d’ordre élevé

La contribution personnelle de ce travail de thèse résulte dans la mise en place dans la méthode SPH-ALE
de nouvelles fonctions de forme afin de rendre les schémas consistants quelque soit la distribution des particules.
Des procédures d’adaptation ont également été développées pour accroître la robustesse de cette approche.
Ce travail a fait l’objet d’une publication dans un journal scientifique à définir pour la version finale et d’une
présentation à la conférence SPHERIC 2015 [51].

5.1 Évaluation de la divergence
La résolution des équations de la mécanique des fluides implique la discrétisation d’un opérateur de divergence

pour les flux ~G. La formulation faible des équations d’Euler conduit à moyenner cet opérateur sur un volume
de contrôle à savoir des éléments de maillage pour des méthodes à maillage ou encore des particules pour la
méthode SPH-ALE. La méthode classique qui utilise une valeur moyenne de la divergence des flux est la méthode
des volumes finis c’est pourquoi une partie de la démarche est d’expliciter la méthodologie des volumes finis et
de la comparer avec celle de la SPH-ALE.

5.1.1 Méthodologie des volumes finis
L’équation de conservation locale (Eq 1.10) sur un volume de contrôle Ω nécessite d’évaluer la valeur locale de

l’opérateur de divergence. La connaissance de la forme de la frontière ∂Ω de l’élément Ω permet de transformer
l’intégrale volumique en intégrale surfacique par le biais du théorème de Green-Ostrogradski (Eq 5.1).∫

Ω

~∇. ~GdV =

∫
∂Ω|∂ΩBC

~n. ~Gdσ +

∫
∂ΩBC

~n. ~Gdσ (5.1)

L’intégration sur l’élément ∂ΩBC correspond aux contributions des conditions limites à savoir des en-
trées/sorties ou des parois. Dans la méthode des volumes finis, l’utilisation de reconstructions spatiales d’ordre
élevé dans l’évaluation des flux numériques, conduit à utiliser des schémas d’intégration surfacique également
d’ordre supérieur [17] [47]. Le schéma global est alors d’une précision donnée. Une quadrature de Gauss sur
∂Ω|∂ΩBC permet de discrétiser l’équation (Eq 5.1). La quadrature de Gauss qui permet de représenter exacte-
ment un polynôme d’ordre 2Np − 1 est majorée par une erreur de précision en O(h2Np) (Eq 5.2).∫

∂Ω|∂ΩBC

~n. ~Gdσ =
∑
j∈V
|∂Ωj |

∑
Np∈∂Ωij

αp ~nj . ~Gj,np
+O(h2Np) (5.2)

avec V le voisinage du volume de contrôle Ω et ∂Ωj est une interface entre le volume de contrôle et un volume
voisin j dans V tel que ∂Ω|∂ΩBC = ∪∂Ωj , etNp est le nombre de points de Gauss de poids αp tel que 2Np > p+1.
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(a) Quadrature à un point (b) Quadrature à 3 point

Figure 5.1 – Quadrature des flux à travers la frontière ∂Ω (en rouge les points de Gauss)

Pour les ordres de reconstruction inférieurs ou égaux à 2, une quadrature à un point est suffisante (Fig 5.1a).
Pour des schémas d’ordres supérieurs (p>2) l’ordre de la quadrature est amélioré par l’introduction de points
de Gauss sur la surface (Fig 5.1b).

Il existe donc deux types d’erreurs :
1. l’erreur relative à la reconstruction polynomiale des flux en O(hp+1), introduite dans le chapitre précédent
2. l’erreur relative à l’intégration numérique des flux dans les volumes de contrôles en O(h2Np)

La divergence des flux discrétisée est donc majorée par O(hr) avec r = min(p + 1, 2Np). Avec cette définition
de l’erreur de troncature, un schéma est de précision O(hr). Un schéma utilisant des reconstructions constantes
(p = 0) et un point de Gauss est d’ordre 1 en précision. Avec un schéma utilisant des reconstructions linéaires
(p = 1), l’erreur dominante est O(h2) avec un point de Gauss. Cette erreur introduit de la diffusion numérique.
Un schéma à deux points de Gauss avec une reconstruction quadratique (p = 2) a une erreur en O(h3). Moins
diffusif, ce schéma est plus dispersif. Il est essentiel de bien comprendre que ces erreurs sont très dépendantes
du type de maillage [17]. Ainsi, sur un maillage régulier un ordre peut être gagné par élimination des dérivées
d’ordre pair.

5.1.2 Méthodologie pour la méthode SPH-ALE
Dans la mise en place de schémas d’ordre élevé pour la méthode SPH-ALE, il est nécessaire de disposer

de reconstruction de flux d’ordre en précision cohérent avec l’ordre de la quadrature des flux [52]. Dans un
contexte sans maillage, la forme de la surface d’intégration ∂Ω est inconnue, l’approximation de la moyenne de
l’opérateur de divergence reste donc volumique sur Ω. En utilisant une approximation noyau, la valeur locale
de l’approximation de la divergence est donnée par l’équation (Eq 5.3) qui suit :∫

Ω

~∇. ~GdV ≈ |Ω|~∇. ~Gh = |Ω|[
∫
V

~G.~∇WdV +

∫
∂VBC

W~n. ~Gdσ] (5.3)

Cette expression fait intervenir une intégrale volumique sur le voisinage V de la particule d’intérêt et une
intégrale surfacique ∂VBC où s’exprime les conditions limites. Cette contribution surfacique intervient en raison
de la troncature de la fonction noyau W . La valeur locale de la divergence des flux est donc déterminée par
un produit de convolution sur un support fermé. La précision q de cette valeur dépend donc des propriétés de
la fonction noyau et du voisinage après discrétisation. La figure (Fig 5.2) présente les différentes contributions
dans le calcul de la divergence. Les éléments de frontière correspondent à ∂VBC et les particules voisines fluides
à V . L’espace ∂VBC est équivalent à l’espace ∂ΩBC exposé pour la méthode des volumes finis.
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Figure 5.2 – Echanges entre la particule d’intérêt i et ses j-voisines fluides et/ou de frontières

La précision de la divergence des flux discrète est donc majorée par O(hr) avec r = min(p + 1, q) avec q
l’ordre de précision de l’approximation discrète de la divergence par la fonction de noyau W .

5.2 La consistance de l’opérateur de divergence
En raison du choix de la fonction noyau (dans ce travail de thèse Wendland C4), l’approximation continue

de la divergence (Eq 5.3) est précise d’ordre deux (q = 2) et consistante d’ordre 1 en l’absence de troncature du
support.
Le passage à une formulation discrète (Eq 5.4) détériore singulièrement la précision et la consistance de l’opé-
rateur ~∇. ~Gh. L’emploi de corrections discrètes est alors nécessaire afin d’assurer ces propriétés. Les corrections
consistent essentiellement à modifier le gradient de la fonction noyau ~∇W .

~∇i. ~Gh =
∑
j∈Vi

ωj ~Gij .~∇Wij +
∑
j∈∂Vi

ω∂jWij
~Gij . ~nj (5.4)

5.2.1 La consistance d’ordre 0
L’opérateur de divergence discret (Eq 5.4) ne garantit pas une valeur nulle pour un flux constant quelque

soit la configuration des particules support du calcul (Eq : 5.5).

~∇.~1h =
∑
j∈Vi

ωj~1.~∇Wij +
∑
j∈∂Vi

ω∂jWij
~1. ~nj 6= 0 (5.5)

Seul le cas particulier d’une configuration à symétrie centrale des particules permet de compenser deux à
deux les interactions, le gradient de la fonction noyau étant impaire. Une disposition cartésienne ou hexagonale
(Fig 5.3) permet de compenser les interactions par symétrie. En revanche une disposition bruitée ne le permet
plus. Dans toutes les autres configurations géométriques de particule, la divergence est non-nulle malgré un
champ constant. En se rappelant que l’objectif est de résoudre des équations hyperboliques, modélisant des
écoulements fluides, cette inconsistance conduit à créer de l’énergie cinétique de façon arbitraire à travers le flux
de quantité de mouvement [45].

Approche barycentrique

L’erreur de consistance d’ordre 0 (Eq 5.5) induite par le désordre des particules, peut s’interpréter comme une
erreur de localisation d’un barycentre géométrique. En prenant le barycentre positionné en XG de la distribution
des particules du voisinage Vi de la i-particule, pondérés par αj tel que αj =

ωj‖~∇Wij‖
‖
−−−→
XjXi‖

> 0 et
∑
j∈Vi

αj 6= 0 la
somme des poids associés aux différentes positions, alors l’équation suivante :∑

j∈Vi

αj
−−−−→
XGXj = ~0 (5.6)

peut s’interpréter comme l’équilibre entre les particules du voisinage et leur barycentre définit avec les poids
précédents. .

Loin des frontières ∂Vi = ∅, le défaut de consistance d’ordre zéro s’écrit
∑
j∈Vi

ωj ~∇Wij 6= ~0 or
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∑
j∈Vi

ωj ~∇Wij =
∑
j∈Vi

ωj
−−−→
XjXi

‖ ~∇Wij ‖
‖
−−−→
XjXi ‖

(5.7)

il est alors possible d’écrire que

Xi 6=
∑
j∈Vi

ωj ~Xj || ~∇Wij ||/ ‖
−−−→
XjXi ‖∑

j∈Vi
ωj ‖ ~∇Wij ‖ / ‖

−−−→
XjXi ‖

=

∑
j∈Vi

αj ~Xj∑
j∈Vi

αj
= XG (5.8)

L’erreur de consistance d’ordre zéro (Eq 5.4) correspond donc à un décalage entre la position d’intérêt Xi et
la position XG d’un barycentre géométrique de son voisinage. Les poids αj qui définissent ce barycentre sont
calculés avec le gradient de la fonction noyau évaluée en Xi. Le poids associé à la particule d’intérêt i est donc
nul. Le gradient de la fonction noyau étant centré sur Xi et non sur XG en cas de non symétrie géométrique, la
somme des vecteurs αj

−−−−→
XGXj est non-nulle.

En cas de décalage, le déséquilibre introduit un terme source qu’il faudra compenser pour rééquilibrer les
interactions. Un moyen pour corriger cela, pourrait être d’évaluer les flux au barycentre géométrique G et non
au point d’intérêt Xi.

Figure 5.3 – Disposition cartésienne (à gauche), hexagonale (au centre) et bruitée (à droite) des particules
voisines j autour de la particule d’intérêt i et du barycentre

Vision avec maillage

Dans les méthodes à maillage classiques permettant de résoudre des équations hyperboliques (méthodes des
volumes finis, éléments finis, Galerkin discontinu), la question de la consistance d’ordre 0 de l’opérateur se pose
aussi. Bien que souvent triviale par la création du maillage la condition

∑
j∈Vi

~nj |Ωij | = ~0 peut être moins
évidente lors de la génération du maillage par la distorsion des mailles ou encore lors d’un mouvement ALE.
La loi de conservation géométrique (GCL) [59] est définie afin justement de vérifier la validité de l’évolution des
volumes avec les autres équations de conservation. Cette loi impose une notion de consistance pour l’opérateur
de divergence du champ de transport du maillage (Eq 5.9). En effet pour une vitesse de champ de transport
uniforme, les volumes des mailles ne doivent pas être modifiés. De plus, le mouvement des frontières par un
mouvement ALE doit conduire à une évolution du volume cohérente (Fig 5.4).

∂

∂t

∫
Ω

dV =

∫
∂Ω

~v0.~ndσ = 0 (5.9)

L’intégrale finale de l’équation (Eq 5.9) est équivalente à :
∫

Ω
~∇. ~v0dV = 0. L’opérateur de divergence doit donc

être consistant d’ordre 0 pour satisfaire la loi géométrique de conservation sur un champ de transport uniforme.
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Figure 5.4 – Évolution des frontières d’un volume initial (en bleu) vers un volume final (en rouge) et défaut
de conservation (hachuré)

Vision sans maillage

De part la forte mobilité des particules dans la méthode SPH, ce défaut de consistance d’ordre 0 est sou-
vent observé (Eq 5.5). Lors des simulations d’écoulement, cette erreur est responsable entre autre du bruit sur
la masse volumique [20] [16]. L’évaluation (Eq 5.4) de l’opérateur de la divergence doit donc être consistante
quelque soit la disposition du voisinage des particules. Pour pallier à cela, la disposition des particules et/ou la
valeur du gradient de la fonction noyau responsable de l’approximation de la divergence peuvent être modifiées
afin de restaurer certaines propriétés de consistance. Le déplacement des particules sera exposé dans la section
5.2.4.

Pour rendre l’opérateur discret de divergence consistant d’ordre 0, le plus simple est de retrancher le gradient
de l’unité (Eq 5.10). Cela se traduit par une auto contribution de flux qui fait perdre la propriété de conservation
du schéma car si ~Gij = −~Gji alors ~Gij − ~Gi 6= −(~Gji − ~Gj) .

~∇. ~Ghi =
∑
j∈Vi

ωj(~Gij − ~Gi).~∇Wij +
∑
j∈∂Vi

ω∂jWij(~Gij − ~Gi). ~nj (5.10)

Une autre technique de correction est de quantifier l’erreur commise par l’asymétrie géométrique et de la répartir
sur l’ensemble des voisins afin de restaurer la consistance d’ordre 0 [45]. Cela se fait en modifiant le gradient de
la fonction noyau noté ~∇WC

ij . ∑
j∈Vi

ωj ~∇Wij
C

+
∑
j∈∂Vi

ω∂jWij ~nj = ~0 (5.11)

avec ~∇Wij
C

= ~∇Wij−cij~εi avec ~εi =
∑
j∈Vi

ωj ~∇Wij+
∑
j∈∂Vi

ω∂jWij ~nj et
∑
j∈Vi

ωjcij = 1 avec cij =
Wij∑

k∈Vi
Wik

.

Il faut remarquer que cette correction fait perdre également la conservativité de l’opérateur (Eq 5.12) car le
terme correcteur est propre à la particule i et non commun au couple (i, j). En revanche, cette divergence est
bien d’ordre 0 en consistance et 1 en précision.

~∇. ~Ghi =
∑
j∈Vi

ωj ~Gij .~∇WC
ij +

∑
j∈∂Vi

ω∂jWij
~Gij . ~nj (5.12)

Ces deux méthodes de correction ne modifient pas la direction ~nj du problème de Riemann partiel au niveau
des interactions entre les particules fluides et les éléments de frontière. En revanche l’orientation de l’interaction

entre fluides ~nij est modifiée dans le second schéma par ~ncij =
~∇WC

ij

||~∇WC
ij ||

(Eq 5.12). Ces corrections peuvent

s’interpréter comme un décalage du gradient de la fonction noyau associé à une déformation non uniforme. Il
est essentiel de préciser que ces modifications de direction interviennent dans la somation des flux seulement.
Le problème de Riemann lui est toujours dans la direction d’interaction géométrique pour le solveur clasique et
selon la normale géométrique pour le solveur partiel.
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(a) Modification de la direction d’interaction orientant le pro-
blème de Riemann par la correction de la consistance d’ordre
0

(b) Normales d’interaction ~nij et normales géométriques ~n

Figure 5.5 – Illustration des normales dans les approches avec et sans maillages

La figure (Fig 5.5a) montre l’écart que peut induire la correction ~ncij =
~∇WC

ij

||~∇WC
ij ||

. La méthode SPH-ALE

utilise la normale d’interaction comme normale de projection des flux. La face est virtuelle, il n’existe donc
pas de normale géométrique. En revanche en disposant d’un maillage (Fig 5.5b), les flux sont projetés selon la
normale qui porte l’interface au travers de laquelle le flux passe.

5.2.2 La consistance d’ordre 1
L’opérateur de divergence étant une dérivée première, il est naturel d’étudier la reproductibilité de celui-ci,

i.e. sa consistance d’ordre 1. En prenant un flux linéaire ~G(X) = ¯̄aX + ~b, il convient que en disposant d’un
opérateur consistant d’ordre 1, la divergence sera égale à trace(¯̄a). Il va de soit que tout comme la consistance
d’ordre 0, dans l’extrême majorité des configurations géométriques du voisinage, la consistance d’ordre 1 n’est
pas réalisée ( ~∇. ~G(X) 6= trace(¯̄a)). En effet, cette reproductibilité est possible si et seulement si le moment
d’ordre un est égal à l’unité (Eq 5.13).

∫
V

∆ ~X ⊗ ~∇W (X − Y, h)dV +

∫
∂V

W (X − Y, h)∆ ~X ⊗ ~ndσ = ¯̄I (5.13)

La correction de renormalisation développée dans [48] impose une correction sur le gradient de la fonction
noyau ~∇W de la manière suivante :

~∇WR
ij = ¯̄Li~∇Wij (5.14)

avec la matrice pleine ¯̄Li définie par l’équation (Eq 5.15) de taille d× d.

¯̄Li = [
∑
j∈Vi

ωj ~Xij ⊗ ~∇Wij +
∑
j∈∂Vi

ω∂jWij
~Xij ⊗ ~nj ]

−1 (5.15)

Pour une simulation 2D, la matrice ¯̄Li d’une particule loin des frontières ∂Vi = ∅ est présentée par :

¯̄L2,2 =
∑
j∈Di

ωj

(
∆iX1∇W1 ∆iX2∇W1

∆iX1∇W2 ∆iX2∇W2

)
(5.16)

avec ∆iX1 = (Xij,1 −Xi,1), ∆iX2 = (Xij,2 −Xi,2) , ~∇Wij = (∇W1;∇W2). Cette matrice ¯̄L est locale, non-
symétrique.

Cette correction d’origine continue (Eq 5.13) appliquée aux formes discrètes (Eq 5.14) permet de satisfaire
la consistance d’ordre 1 sans imposer la consistance d’ordre 0. Le gradient est toutefois consistant d’ordre 0
par construction. Il est même admis explicitement une erreur de par le retranchement de la valeur nodale
~Xij = Xj −Xi. Cette mise à l’échelle permet de disposer du caractère local pour la matrice de renormalisation.

L’opérateur de divergence discrète de l’équation (Eq 5.17) bénéficie de la correction de renormalisation ce
qui le rend consistant d’ordre 1. L’introduction du flux ~Gij =

~Gi+~Gj

2 conduit à perdre la consistance d’ordre 0
par construction.
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~∇. ~Ghi =
∑
j∈Vi

ωj ~Gij ~∇WR
ij +

∑
j∈∂Vi

ωjWij
~Gij ~nj

R (5.17)

Le schéma (Eq 5.17) modifie la direction de tous les problèmes de Riemann entre fluides (~nRij 6= ~nij) mais éga-
lement la direction des problèmes de Riemann partiel (~nRj 6= ~nj). Cette modification peut poser des problèmes de
cohérence notamment aux niveaux des conditions limites où la normale est souvent imposée géométriquement.
Cette correction correspond à une déformation du gradient de la fonction noyau.
Pour permettre d’avoir un schéma conservatif, Vila [61] a proposé une correction sous une forme symétrisée
( ¯̄Li+

¯̄Lj)
2 mais il va de soi que c’est au détriment de toute forme de consistance.

Il s’agit maintenant d’apprécier la précision de l’opérateur (Eq 5.17). Il faut tout d’abord noter que la va-
riation ∆ ~Xi est majorée par la taille du support compact de la fonction noyau. En effet il existe un réel C > 0,
tel que ||∆ ~Xi|| < Chi.

Soit un développement de Taylor d’ordre 2 autour de la position d’une i-particule loin de toute frontière
dans l’équation (Eq 5.17) :

~∇. ~Ghi =
∑
j∈Vi

ωj

(
~Gi + ∆iX

T ~∇. ~Gi +
1

2
∆iX

T ¯̄H(~Gi)∆iX +O(∆iX
2)

)
~∇WR

ij (5.18)

alors en appliquant une norme usuelle L2, et l’inégalité triangulaire, le résultat de [62] est retrouvé tel qu’il
existe un réel C fini tel que :

||~∇. ~Ghi − ~∇. ~Gi|| < Ch||Li||∞|| ¯̄H(~Gi)|| (5.19)

La norme infinie ‖ ¯̄Li ‖∞ de la matrice de la correction de renormalisation est supposée comme bornée. Ceci est
raisonnable étant entendu que cette matrice est proche de la matrice identité. De plus la distance entre particule
est majorée par la longueur de dilatation h, ‖ ∆iX ‖< h. Il est à noter que cette approximation de l’erreur de
consistance (Eq 5.19) suppose que la consistance d’ordre 0 est obtenue (le moment d’ordre 0 ayant disparu).
Cette majoration impose aussi une condition sur la gradient du noyau [10] tel que il existe une constante C
positive

∑
j∈Vi

ωj ‖ ~∇Wij ‖< C
h . Ce résultat montre que l’opérateur de divergence (Eq 5.17) est consistant

d’ordre 1 sous réserve de la consistance d’ordre 0 imposée géométriquement. Dans ces conditions géométriques,
la précision de l’opérateur est d’ordre 2 en raison de la disparition du moment d’ordre 2, le gradient du noyau
étant impair

∑
j∈Vi

ωj∆iX
2~∇Wij = 0 .

5.2.3 La consistance d’ordre p

Les précédentes sections ont illustré l’état de l’art de la méthode SPH-ALE concernant la montée en ordre de
la sommation des flux. La combinaison de la consistance d’ordre 0 et 1 (Eq 5.12,5.17) simultanément semble com-
pliquée, hors configurations géométriques favorables. Les techniques pour améliorer l’opérateur de divergence
conduisent inexorablement à perdre la conservation ~∇Wij

RC
6= −~∇Wji

RC
. Les résultats présentés précédem-

ment (partie I) sur la conservation de la masse lors d’une simulation des tourbillons de Taylor-Green l’ont exposé.

Il existe toutefois des techniques qui permettent d’imposer les propriétés de consistance simultanément. Un
système linéaire contentant le gradient de la fonction noyau et le noyau peut être formulé pour imposer les
consistances sur les deux fonctions [37]. Cette approche ne sera pas utilisée. L’utilisation de fonctions de forme
pondérées ~ψ, calculées à partir de moindres carrés permet également d’imposer un nombre arbitraire de pro-
priété de p-consistance [8]. L’idée est de remplacer le gradient de la fonction noyau ~∇W dans (Eq 5.3) par une
fonction ~ψ. Cette fonction ~ψ est définie comme le produit d’un vecteur de polynôme d’ordre p et d’une fonction
de pondération arbitraire ~ψ(X) = W (X,h)~P (X).

Pour illustrer le concept, une fonction de forme basée sur une expansion polynomiale linéaire p = 1 peut
être choisie. Cet ordre permet d’imposer que les moments d’ordre 0 soient nuls (Eq 5.20) et que ceux d’ordre 1
soient égaux à l’unité (Eq 5.21) . ∫

Ω

~ψdV = ~0−
∫
∂ΩBC

W~ndσ (5.20)

et ∫
Ω

∆ ~X ⊗ ~ψdV = ¯̄Id−
∫
∂ΩBC

W∆ ~X ⊗ ~ndσ (5.21)
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Dans ce cas ~P est linéaire par composant. Un problème aux moindres carrés (Eq 3.5) combinant (Eq 5.20, 5.21)
est résolu à travers une matrice symétrique de taille 3 × 3 en 2D (4 × 4 en 3D). Les deux consistances 0 et 1
pour l’opérateur de divergence sont assurées simultanément.

¯̄M3,3 =
∑
j∈Di

ωjWij

 1 ∆iX1 ∆iX2

∆iX1 ∆iX
2
1 ∆iX1,2

∆iX2 ∆iX1,2 ∆iX
2
2

 (5.22)

avec ∆iX1 = (
Xij,1−Xi,1

hi
), ∆iX2 = (

Xij,2−Xi,2

hi
) , ∆iX1,2 = (

Xij,1−Xi,1

hi
)(
Xij,2−Xi,2

hi
) et Wij est évaluée entre iet

la positon de l’interface ij.
Les membres de droite ~B13,1, ~B23,1 sont composés de la différence des vecteurs (0; 1; 0) et (0; 0; 1) avec les
contributions de bords sur les moments pour chaque direction de l’espace. Il convient donc de résoudre deux
problèmes matriciels en 2D et 3 en trois dimensions de l’espace.

~B13,1 =
∑
j∈Di

ω∂jWij

 0− ~n1

1−∆iX1~n1

0−∆iX2~n1

 ~B23,1 =
∑
j∈Di

ω∂jWij

 0− ~n2

0−∆iX1~n2

1−∆iX2~n2

 (5.23)

La sommation des flux d’ordre élevé est obtenue en augmentant l’ordre (p > 1) de l’expansion polynomiale
de ~P . Cela est possible en complétant les équations (Eq 5.20, 5.21) avec les conditions suivantes :∫

Ω

∆ ~Xp. ~ψdV = 0−
∫
∂ΩBC

W∆ ~Xp.~ndσ (5.24)

Ces conditions conduisent à résoudre un problème aux moindres carrés plus grand de dimension m ×m pour
calculer les coefficients polynômiaux dans ~P (.) (Tab 3.1). La résolution matricielle du système est de nouveau
basée sur une décomposition QR.

Après obtention des coefficients polynomiaux, la forme discrète de l’opérateur de divergence est de la forme
de l’équation (Eq 5.25).

~∇i. ~Gh =
∑
j∈Vi

ωj ~Gij . ~ψij +
∑
j∈∂Vi

ωjWij
~Gij . ~nj (5.25)

Cet opérateur est consistent d’ordre 0 à p mais il faut admettre qu’il est non conservatif : ~ψij 6= −~ψji [37].
La direction des problèmes de Riemann partiel est non modifiée par cette approche. En revanche tout comme
pour les précédentes corrections, la normale d’interaction entre les fluides n’est pas toujours dirigée selon ~nij la
direction géométrique formé par les particules. De nouveau, la direction des problèmes de Riemann pour ~Gij est
toujours géométrique c’est seulement au niveau de la sommation que peut intervenir le décalage dû à la fonction
de forme ~ψij . En effet ~ψij n’est pas nécessairement colinéaire avec ~nij en présence d’une erreur de consistance
d’ordre 0.

Remarque
En cas d’arrangement particulaire propice à une erreur de consistance d’ordre 0 proche de zéro, la forme de la
fonction ψ est proche de celle du gradient du noyau. Le cas simple unidimensionnel loin de toutes frontières
permet de le voir en définissant la fonction de forme comme ψ(X) = (a0 +a1(X−Xi)+a2(X−Xi)

2)W (X−Xi)

avec a0, a1 et a2 les coefficients polynomiaux. Pour les déterminer, la matrice ¯̄M3,3 est définie comme suit :

∑
j∈Di

ωjWij

 1 ∆iX ∆iX
2

∆iX ∆iX
2 ∆iX

3

∆iX
2 ∆iX

3 ∆iX
4

 −→
 ∑

j∈Di
ωjWij 0

∑
j∈Di

ωjWij∆iX
2

0
∑
j∈Di

ωjWij∆iX
2 0∑

j∈Di
ωjWij∆iX

2 0
∑
j∈Di

ωjWij∆iX
4


(5.26)

Avec le second membre égal à (0; 1; 0), le résultat conduit à a0, a2 −→ 0, a1 −→ 1∑
j∈Di

ωj∆iX2Wij
. L’ordonnée

à l’origine a0 est nulle et le coefficient a2 est également nul. Les fonctions de forme linéaire et quadratique très
semblables, passent alors par l’origine ψ(0) = 0.

Il est maintenant intéressant de regarder l’erreur de précision de ce type d’approche. De nouveau, un déve-
loppement de Taylor d’ordre 2 du flux est introduit dans l’équation (Eq 5.25) pour une particule i loin de toutes
frontières.

~∇i. ~Gh =
∑
j∈Vi

ωj

(
~Gi + ∆iX

T ~∇. ~Gi +
1

2
∆iX

T ¯̄H(~Gi)∆iX +O(||∆iX||2)

)
~ψij (5.27)

Par construction le moment d’ordre 0 est nul et le moment d’ordre 1 vaut l’unité, cela entraine la majoration
suivante pour une fonction de forme ~ψij consistante d’ordre 1 :

||~∇. ~Ghi − ~∇. ~Gi|| < Ch2|| ¯̄H(~Gi)||
∑
j∈Vi

ωj || ~ψij || (5.28)
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D’après [37], il existe une constante C tel que
∑
j∈Vi

ωj || ~ψij || < C
h ce qui conduit à remarquer que grâce

à l’équation (Eq 5.28) l’opérateur est consistant d’ordre 0 et précis d’ordre 1 (q=1). La similarité avec la
renormalisation est évidente.

Pour renforcer la consistance mais surtout la précision, il s’agit d’éliminer les moments d’ordre supérieur
(p>1). Pour une fonction de forme ~ψij consistante d’ordre 2 (p=2), la majoration est en h2 après introduction
d’un développement de Taylor d’ordre 3.

~∇. ~Gh =
∑
j∈Vi

ωj

(
~Gi + ∆iX

T ~∇. ~Gi +
1

2
∆iX

T ¯̄H(~Gi)∆iX +
1

6
∆iX

3D3(~Gi) +O(∆iX
3)

)
~ψij (5.29)

avec D3(.) un opérateur différentiel d’ordre 3. L’erreur est ainsi majorée par :

||~∇. ~Ghi − ~∇. ~Gi|| < Ch3||D3(~Gi)||
∑
j∈Vi

ωj || ~ψij || (5.30)

Il convient donc que l’ordre en consistance est 1 mais la précision est 2. La précision de l’opérateur de divergence
croit donc avec l’introduction d’une fonction de forme capable de supprimer les moments d’ordre supérieur. La
taille du système linéaire à utiliser est exposée dans le tableau (Tab 3.1).

Un cas simple de reconstruction de divergence d’un champ complexe a été calculé en 2D sur une distribution
de particules dans un carré unitaire. Deux côté adjacents de ce carré possèdent une discrétisation de paroi
qui sera donc prise en compte pour le calcul de l’opérateur de divergence. La configuration géométrique de
particules correspond à la position cartésienne aléatoirement bruitée. Le champ vectoriel imposé, est définit par
~f(X1, X2) = (2X4

1 +8X4
2 ; 5X4

1 +X4
2 ), la solution théorique de la divergence est donc ~∇. ~f(X1, X2) = 8X3

1 +4X3
2

(Fig 5.6).

Figure 5.6 – Champ de divergence sur un support de 20 particules aléatoirement positionnées dans un carré
unitaire en 2D.

Le tableau (Tab 5.1) expose les résultats des approximations de la divergence en fonction du nombre de
particules par côté.

N p=1 p=2 p=3

||∇f −∇hf || Ordre ||∇f −∇hf || Ordre ||∇f −∇hf || Ordre

5 4.61E-1 - 1.03E-1 - 91E-2 -

10 2.15E-1 1.09 3.22E-2 1.67 1.51E-2 2.58

20 9.65E-2 1.15 9.39E-3 1.77 3.20E-3 2.22

60 2.15E-2 1.36 1.11E-3 1.94 1.21E-4 2.98

100 1.09E-2 1.32 4.09E-4 1.99 3.11E-5 2.71

Table 5.1 – Erreur de reconstruction de la divergence d’un champ vectoriel en 2D
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La convergence spatiale des différents opérateurs de divergence est conforme à la troncature du développe-
ment de Taylor associé à l’expansion polynomial la fonction de forme. L’opérateur p = 1 est majoré par h ce
qui impose un convergence d’ordre 1 (q = 1). En augmentant l’ordre du polynôme de la fonction de forme,
l’opérateur est bien d’ordre 2 (q = 2). Le même procédé est appliqué pour atteindre l’ordre 3 (q = 3). Il est
donc raisonnable d’utiliser le schéma l’opérateur de divergence d’ordre 2 avec des flux (p = 1) et la divergence
d’ordre 3 pour les flux quadratiques. Les schémas auront ainsi un ordre spatial global comme étant le minimum
des erreurs de précision (quadrature q, et flux p+ 1). Dans la suite de ce manuscrit, le schéma divP1 Flx p=1
est un schéma possédant des reconstructions linéaires (Flx p = 1) et une divergence d’ordre 2 en précision en
accord avec ces reconstructions. De même pour les reconstructions quadratiques (Flx p = 2), la divergence notée
divP2 sous-entend une précision de la divergence en accord avec les flux i.e. d’ordre 3.

5.2.4 La cinématique des particules
Un mouvement de décalage des particules a été introduit dans le packing algorithm de Colagrassi et al [16]

afin d’éviter les trous dans la répartition des particules. Neuhauser [45] présente un autre type de mouvement
basé sur l’erreur locale de consistance d’ordre 0. Dans ce travail, cette erreur est appelée : closed-box, cette
même erreur s’appelle E0 dans [19]. L’idée de ce mouvement est de minimiser l’erreur closed-box, de pousser
les particules dans les trous. Cela permet de faciliter les propriétés de consistance des schémas numériques en
réordonnant les particules. Le système formé par la position, les vitesses de transport et la pression de référence
P0 =

ρ0c
2
0

γ est considéré comme hyperbolique. Le décalage de la position est donné par l’équation (Eq 5.31).

dv0

dt corr
=
∑
j∈Vi

ωj [P0 +
c0
2

(v0(xi)− v0(xj)).~nij ]~∇Wij +
∑
j∈∂Vi

ω∂j [P0 +
c0
2

(v0(xi)− v0(xj)).~nj ] ~njWij (5.31)

avec ~nij =
~∇Wij

||~∇Wij ||
. Pour régulariser ce champ, un terme supplémentaire est introduit dans Eq.5.32.

dv0

dt smooth
=
dv0

dt corr
+ α

∑
j∈Vi

ωj
c0
hj

(v0(xj)− v0(x1))Wij (5.32)

avec α un paramètre numérique.
Les mouvements de décalage de positions des particules (shifting) nécessitent donc l’expression explicite en

temps de l’équation Eq : 5.33.

xn+1
i = xni + vn0 (xi)∆t−

1

2
∆t2

dv0

dt smooth
(5.33)

Ces légers déplacements des particules ne peuvent cependant pas toujours être faits sur l’ensemble du domaine
de calcul. Par exemple près de la surface libre ce mouvement force les particules à combler le trou naturel dû
à l’absence de particules dans la phase gazeuse. Des critères de détection de la surface libre ont été développés
dans ASPHODEL. Le premier donne l’information si la particule est en surface libre (Fig 5.7a). Le second
critère quant à lui donne l’information si une particule du voisinage est en surface libre (Fig 5.7b). Ces deux
critères combinés permettent de définir une couche de 3 particules en surface libre oû le mouvement ne sera pas
corrigé.
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(a) Critère de localisation propre (b) Critère de localisation dans le voisinage

Figure 5.7 – Critère de détection de la surface libre (rouge : en surface libre, bleu clair : proche paroi et bleu
foncé : dans le fluide)

Au regard des équations précédentes qui permettent ce mouvement de shifting, il apparaît que la vitesse du
son numérique c0 joue un rôle important dans la qualité de ce mouvement à travers son impact sur le pas de
temps en raison de la condition CFL et aussi avec la valeur de la pression de référence P0 =

ρ0c
2
0

γ .
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5.3 Adaptabilité de la divergence des flux

5.3.1 Algorithme de la sommation des flux
Tout comme la reconstruction de flux, la sommation des flux doit s’adapter au voisinage qui lui sert de

support. Les procédures évoquées au chapitre 3 sont donc communes aux reconstructions de flux et à la som-
mation de ces mêmes flux. La seule différence réside dans la d-adaptativité qui n’a pas été développée pour la
divergence. En fonction de la reconstruction choisie, le schéma peut adapter l’ordre de l’opérateur de divergence
avec la reconstruction des états, c’est la p-adaptation. Pour les mêmes raisons que les reconstructions de flux,
la matrice de la sommation des flux est sensible à la troncature de son noyau. La p-dégradation est donc la
procédure d’adaptation la plus utilisée.

Figure 5.8 – Algorithme permettant l’évaluation des fonctions de forme pour l’opérateur de divergence

Mouvement
Reconstruction Eulérienne Lagrangienne

divP1 2D 0.01 0.7

divP2 2D 0.01 0.7

divP1 3D 0.1 1

divP2 3D 0.7 3

Table 5.2 – Choix empirique des valeurs seuils pour Rmin pour les fonctions de forme

Le tableau (Tab 5.2) contient les valeurs de seuil Rmin pour les fonctions de forme. Les valeurs changent
entre la 3D et la 2D. Pour des simulations lagrangiennes, le seuil est plus important pour limiter l’utilisation
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des ordres élevés pour des raisons liées notamment à la surface libre.

5.4 Cas test :
Les cas tests présentés sont multidimensionnels car les difficultés rencontrées avec l’opérateur de divergence

sont essentiellement géométriques.

5.4.1 Tourbillon de Taylor-Green non visqueux
Des simulations de tourbillons de Taylor-Green pour différents niveaux de raffinement des particules ont été

faites. Cela permet de quantifier à nouveau la viscosité numérique introduite par ces nouveaux schémas. La
figure (Fig 5.9) présente l’évolution de la viscosité numérique en fonction de la taille des particules. De nouveau,
les schémas totalement linéaires (divP1, Flx p=1) présentent une évolution en puissance 3. L’expression de la
fonction polynomiale qui approche le mieux les données, est : ν1(x) = 88x3.0. Pour des schémas quadratiques
(divP2, Flx p=2), l’évolution est la même, elle semble correspondre à une puissance 3 également. L’expression
de la seconde fonction polynomiale qui approche le mieux les données quadratiques, est : ν2(x) = 77x3.27. Il est
possible de remarquer que les fonctions trouvées avec les nouveaux schémas sont proches de celles trouvées avec
le schéma standard de la SPH-ALE. Pour une taille de particule donnée, la viscosité numérique des schémas
quadratiques ν2 est bien inférieure à celle des schémas linéaires ν1 .

Figure 5.9 – Viscosité numérique en fonction de la taille des particules pour les nouveaux schémas de divergence

La figure (Fig 5.10a) présente l’évolution de la masse au cours du temps pour les nouveaux schémas. Il
est intéressant de remarquer que bien que non conservatif, les nouveaux schémas conservent mieux la masse
que l’approche standard disposant de la renormalisation. La figure (Fig 5.10b) montre de même le défaut de
conservation des flux de masse. Les schémas d’ordre 2 en précision préservent significativement mieux la masse.
Les schémas d’ordre 3 en revanche préservent un peu moins bien la masse tout en étant plus conservatif que
la version standard. L’introduction des fonctions de forme quadratiques introduit plus de dissymétrie que les
fonctions de forme linéaires.
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(a) Évolution de la quantité de masse en pourcentage
(b) Évolution du défaut de conservation des flux de masse

Figure 5.10 – Conservation de la masse dans le système au cours du temps pour les nouveaux schémas numé-
riques

Le tableau (Tab 5.3) présente le coût de calcul associé aux nouveaux schémas en prenant le schéma standard
sur N particules comme référence. Ces nouveaux schémas sont plus couteux que la version standard de par
l’inversion de deux systèmes linéaires pour évaluer les fonctions de forme (une inversion par direction de l’espace).
Le passage du schéma standard au schéma (divP1,Flx p=1) augmente de 1.5 le coût de calcul par seconde
physique, contre une augmentation de 2.8 en utilisant deux fois plus de particules. Le nouveau schéma ayant
de bien meilleurs propriétés (consistance et précision), il reste concurrentiel. Le passage du schéma linéaire
(divP1,Flx p=1) au schéma quadratique (divP2,Flx p=2) augmente aussi de 1.5 le coût par seconde. Il est donc
toujours intéressant d’utiliser des ordres élevés par rapport à un raffinement spatial (h-raffinement).

schéma standard divP1 Flx p=1 divP2 Flx p=2/2R

N 2N N 2N N 2N

coût CPU/itération 1.0 2.1 1.5 1.76 2.2 4.9/4.7

coût CPU/second 1.0 3.2 1.5 1.76 2.2 6.9/6.7

Table 5.3 – Coût de calcul associé aux simulations des tourbillons de Taylor-Green en 2D avec les nouveaux
schémas

5.4.2 Écoulement en 2D autour d’un cylindre isolé
L’écoulement non-visqueux autour d’un cylindre est simulé pour tester les différents schémas exposés. Les

figures qui suivent présentent les champs de vitesse et pression sans dimension. Les figures (Fig 5.11a, 5.11b)
montrent le champ de pression pour N particules pour le schéma linéaire (divP1,Flx p=1) et le schéma qua-
dratique à base répétée (divP2,Flx p=2R). L’utilisation d’un schéma quadratique permet de nouveau de mieux
retrouver la symétrie du champ selon l’axe normal à l’écoulement. En effet, la surpression en aval du cylindre
est beaucoup plus marquée.
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(a) Coefficient de pression pour (divP1 Flx p=1) (b) Coefficient de pression pour (divP2,Flx p=2R)

Figure 5.11 – Coefficients de pression autour d’un cylindre pour N particules

Les figures (Fig 5.12a, 5.12b) présentent le champ de pression pour 4 fois plus de particules (4N). L’observa-
tion est la même que précédemment, la solution quadratique semble converger plus rapidement vers la solution
potentielle parfaitement symétrique.

(a) Coefficient de pression pour (divP1 Flx p=1) (b) Coefficient de pression pour (divP2,Flx p=2R)

Figure 5.12 – Coefficients de pression autour d’un cylindre pour 4N particules

Les figures (Fig 5.13a, 5.13b) et (Fig 5.14a, 5.14b) présentent le champ de vitesse pour des particules très
fines (4N) et très grossières (N) pour les deux schémas. La diminution de la viscosité numérique à travers
l’utilisation de schémas spatiaux plus précis, réduit la taille du sillage.

(a) Champ de vitesse pour (divP1 Flx p=1) (b) Champ de vitesse pour (divP2,Flx p=2R)

Figure 5.13 – Champ de vitesse autour d’un cylindre pour N particules
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(a) Champ de vitesse pour (divP1 Flx p=1) (b) Champ de vitesse pour (divP2,Flx p=2R)

Figure 5.14 – Champ de vitesse autour d’un cylindre pour 4N particules

Les figures (Fig 5.15, 5.16 et 5.17) présentent les coefficients de pression le long du cylindre pour les différents
schémas (standard, divP1 Flx p=1 et divP2 Flx p=2R) pour les trois niveaux de raffinement. La figure (Fig
5.15) permet de comparer le coefficient de pression à la paroi pour la version standard renormalisée et les
nouveaux schémas sur N particules. Le schéma linéaire (divP1 Flx p=1) est être proche de l’approche standard.
La figure (Fig 5.16) montre la convergence spatiale des résultats en pression le long du cylindre pour le schéma
linéaire (divP1 Flx p=1). La figure (Fig 5.17) montre la convergence spatiale des résultats en pression le long du
cylindre pour le schéma quadratique (divP2 Flx p=2R). Le schéma quadratique permet de nouveau d’obtenir
des résultats plus proches de la solution potentielle que les schémas linéaires.

Figure 5.15 – Coefficients de pression sur la paroi du cylindre pour les différents schémas
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Figure 5.16 – Coefficients de pression sur la paroi du cylindre pour (divP1 Flx p=1)

Figure 5.17 – Coefficients de pression sur la paroi du cylindre pour (divP2 Flx p=2R)

Les valeurs du coefficient de trainée numérique Cx sont présentées dans le tableau (Tab 4.4) pour les trois
tailles de particules. L’erreur sur le coefficient de pression en paroi ‖ Cp − Chp ‖L2 et une différence de pression
totale ∆Pt en pourcentage sont présentées sur les tableaux (Tab 4.5, 4.6). La variation de pression totale ∆Ptotal
prise entre deux capteurs derrière le cylindre permet de valider les ordres de convergence en s’affranchissant des
problèmes de troncature. Ces données permettent d’évaluer des taux de convergence égaux à 2 pour le schéma
(divP1, Flx p=1 ). Pour obtenir les résultats quadratiques à base complète, la p-dégradation a été désactivée.
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Pour ces simulations eulériennes, cela ne présente pas énormément de risque. L’ordre de convergence spatiale
théorique de 3 est maintenant atteint pour l’ensemble des schémas exploitant des schémas quadratiques (divP2,
Flx p=2 ou 2R). Il est remarquable d’atteindre cela d’autant plus avec l’approche récursive. De nouveau, il
est fort probable que la bonne distribution des particules aide la convergence tout en ayant à l’esprit que les
nouveaux opérateurs de divergence convergent correctement sur une distribution aléatoire (Tab 5.1) .

Cx Ordre

N 0.042 -
divP1 Flx p=1 2N 0.022 1.8

4N 0.009 2.5

N 0.032 -
divP2 Flx p=2 2N 0.013 2.59

4N 0.013 3.4

N 0.035 -
divP2 Flx p=2 répété 2N 0.012 3.0

4N 0.004 3.1

Table 5.4 – Coefficients de trainée numérique associés aux simulations d’écoulement autour d’un cylindre

||Cp − Chp ||L2 Ordre

N 0.50 -
divP1 Flx p=1 2N 0.27 1.8

4N 0.13 2.1

N 0.36 -
divP2 Flx p=2 2N 0.16 2.4

4N 0.05 3.3

N 0.4 -
divP2 Flx p=2 répété 2N 0.18 2.3

4N 0.06 2.7

Table 5.5 – Erreur sur le coefficient de pression à la paroi associés aux simulations d’écoulement autour d’un
cylindre

∆Pt % Ordre

N 3.7 -
divP1 Flx p=1 2N 2.1 1.6

4N 1.0 2.1

N 1.6 -
divP2 Flx p=2 2N 0.6 2.8

4N 0.2 3.1

N 1.5 -
divP2 Flx p=2 répété 2N 0.56 2.9

4N 0.2 2.6

Table 5.6 – Perte de pression totale lors d’un écoulement autour d’un cylindre
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Impact de la p-dégradation

Les figures (Fig 5.18a, 5.18b) présentent respectivement le déclenchement de la p-dégradation et l’erreur
de consistance 0 corrigée avec les fonctions de forme autour du cylindre. Malgré la p-dégradation autour de la
paroi (particules bleues), l’erreur de consistance d’ordre 0 est très faible de l’ordre de 10−15. Le passage d’une
fonction de forme quadratique à linéaire ne dégrade pas la qualité de la consistance la plus élémentaire d’ordre
0. Ceci est une information importante pour les simulations lagrangiennes qui vont suivre où la p-dégradation
sera omniprésente.

(a) p-dégradation (bleu : fonction de forme linéaire, rouge :
fonction de forme quadratique)

(b) Correction de l’erreur de consistance d’ordre 0

Figure 5.18 – Vue centrée sur le cylindre exposant la p-dégradation et l’erreur de consistance avec les nouveaux
schémas

5.4.3 Impact 2D d’un jet sur une plaque plane
Les cas tests eulériens précédents montrent que les nouveaux schémas permettent d’obtenir des solutions

plus précises d’ordre réellement élevé à des coûts raisonnables. Cependant, la robustesse et la précision de ces
schémas sur des particules en mouvement doivent être étudiées. C’est la raison pour laquelle le cas test lagran-
gien d’un jet impactant une plaque plane est de nouveau simulé mais cette fois-ci avec les nouveaux schémas.
Un mouvement de shitfing ( [45]) est appliqué systématiquement afin éviter l’apparition de trou entre les par-
ticules [16].

Pour permettre la convergence de ce calcul en surface libre, les schémas consistants ne sont pas utilisés sur
les trois premières couches de particules proches de la surface libre. L’expérience a montrée que cela permet de
stabiliser la solution. Les résultats dépendent donc de la bonne évaluation du critère de Location qui conditionne
alors l’utilisation des ordres élevés. Les figures (Fig 5.19a,5.19b) présentent l’ordre du schéma (divP1 Flx p=1)
et (divP2 Flx p=2) en fonction des régions de l’écoulement. Au cœur du fluide, hors troncature, le schéma est
d’ordre 2 (resp. 3) en précision pour le schéma (divP1 Flx p=1) (resp. divP2 Flx p=2). Lorsque la troncature
est dû à une frontière solide, l’ordre en précision décroit jusqu’à 1 (particules vertes avec une transition d’ordre
2 pour les schémas quadratiques). En surface libre, sur 3 couches de particules, les particules de couleur bleue
ont un schéma global non-précis et non-consistant seuls les flux sont consistants d’ordre 1, le gradient de la
fonction noyau est utilisé.
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(a) Schéma divP1 Flx p=1 (rouge : p= 2, vert : p=1 et bleu
p=0)

(b) Schéma divP2 Flx p=2 (rouge : p= 3, vert : p=2, bleu
clair p=1 et bleu foncé p=0)

Figure 5.19 – Ordre en précision local des schémas pour la simulation lagrangienne d’un jet impactant une
plaque en 2D

La simulation étant lagrangienne, les particules se déplacent selon la direction de l’écoulement. Les critères
géométriques de consistance des opérateurs, n’ont aucune raison d’être respectés. Les figures (Fig 5.20a, 5.20b)
illustrent respectivement l’erreur de consistance 0 sans dimension et la correction de celle-ci en utilisant les
fonctions de forme. Grâce à la correction, l’erreur de consistance d’ordre 0 est de l’ordre de 10−15 dans le fluide.
La surface libre est colorée en rouge là où l’erreur persiste d’ordre 10−2 .

(a) Erreur de consistance d’ordre 0 (b) Correction de l’erreur de consistance d’ordre 0

Figure 5.20 – Consistance d’ordre 0 pour la simulation lagrangienne d’un jet impactant une plaque en 2D

Les figures (Fig 5.21a, Fig :5.22b) présentent le champ de vitesse pour respectivement le schéma linéaire
(divP1, Flx p=1) et quadratique à base complète (divP2, Flx p=2). Les résultats permettent de voir que le
champ de vitesse est régulier, sans bruit et symétrique par rapport à l’axe du jet.

Les figures (Fig 5.22a et Fig :5.22b) présentent les valeurs du coefficient de pression dans le fluide pour
respectivement les schémas (divP1, Flx p=1) et (divP2, Flx p=2). Les champs de pression sont symétriques
par rapport à l’axe du jet. Les isolignes de pression sont bien orthogonaux à la plaque ce qui correspond à la
symétrie selon la première bissectrice (y = x).

La figure (Fig 5.23) présente les valeurs de coefficient de pression sur la paroi pour les deux schémas numé-
riques (divP1, Flx p=1) et (divP2, Flx p=2) comparés avec la solution potentielle. Le coefficient de pression sur
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(a) schéma divP1, Flx p=1 (b) schéma divP2, Flx p=2

Figure 5.21 – Champ de vitesse fluide pour le jet impactant une plaque en 2D

(a) schéma divP1, Flx p=1 (b) schéma divP2, Flx p=2

Figure 5.22 – Coefficient de pression fluide pour le jet impactant une plaque en 2D

la paroi est mesuré sur un échantillon de 20 instants et moyenné. L’écart-type permet d’illustrer les faibles oscil-
lations de la solution en paroi. La valeur moyenne du coefficient de pression correspond à la solution attendue.
Les variations sont très faibles comparativement aux résultats de la partie I. L’évaluation de la force hydraulique
qui s’applique sur la paroi permet d’estimer que 11579.0 N sont exercés avec le schéma linéaire avec un écart
type de 93.0 N. En faisant de même avec le schéma quadratique ont obtient 11595.3N avec des variations de
80.64 N. Ces résultats montrent qu’avec les ordres supérieurs les variations sont légèrement moindres et que la
force appliquée est plus proche de la théorie (11607.3 N).

La figure (Fig 5.24a) présente l’évolution de la masse au sein du domaine au cours du temps. Comme il est
possible de le voir, pendant toute la phase de démarrage lors de l’injection des particules, la masse augmente
dans le domaine. Puis, l’injection et la destruction des particules se compensant, le nombre de particules dans le
domaine se stabilise ce qui explique la valeur moyenne atteinte après la phase de démarrage. Durant cette der-
nière phase, la quantité de masse est relativement constante et est différente en fonction du schéma comme il est
possible de le voir sur (Fig 5.24b). En comparant le schéma d’ordre 2 (divP1, Flx p=1 ) avec le schéma d’ordre
3 (divP2, Flx p=2 ), il est possible de voir que la valeur moyenne de la masse avec les schémas quadratiques est
plus faible. Cette valeur correspond à la valeur théorique. La figure (Fig 5.25) présente le résultat au cours du
temps de la double sommation des flux de masse théoriquement nulle. Il semble que les flux quadratiques avec
une divergence d’ordre 3 réduisent le défaut de conservation.
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Figure 5.23 – Coefficient de pression sur la paroi pour les schémas (divP1, Flx p=1) et (divP2, Flx p=2)

(a) Evolution de la masse au cours du temps (b) Zoom sur la quantité de masse après le démarrage

Figure 5.24 – Défaut de conservation de la masse au cours du temps pour la simulation du jet impactant une
plaque plane en fonction des schémas
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Figure 5.25 – Évolution du défaut de sommation des flux de masse au cours du temps

Remarques portant sur les problèmes rencontrés
Cette simulation lagrangienne a permis de montrer différents problèmes. Premier cas, le champ de pression

est bruité en paroi en raison de la dégradation de la consistance du schéma. En présence de la troncature dû aux
parois, la p-dégradation peut conduire à utiliser le gradient original du noyau pour le schéma. Les simulations
convergent alors vers une solution stable mais bruitée. De plus, le champ de vitesse peut présenter dans certaines
simulations, une accélération sur la dernière couche de particule collée à la paroi, ce qui est peu souhaité (Fig :
5.26).

Figure 5.26 – schéma divP1, Flx p=1 sans consistance 0 en paroi

Deuxième cas, des pulsations régulières de la pression au sein du fluide peuvent être présentes lorsque le
schéma est consistant jusqu’en paroi dès le démarrage du calcul. Il est en effet nécessaire de ne pas disposer
systématiquement au moment de l’impact de la consistance sur l’ensemble des particules afin de pourvoir éva-
cuer des informations parasitaires. En effet, la surface libre et les parois solides sont réfléchissantes, seules le jet
dispose de conditions limites non-réfléchissantes. La moindre onde acoustique de pression instationnaire peut
alors rester dans le domaine et empêcher le calcul de converger. L’idée est donc d’augmenter la vitesse du son
afin de dissiper ces ondes au démarrage et/ou de retarder le déclenchement des ordres supérieurs.

Influence des parois solides

L’impact du jet sur la plaque est équivalent à l’impact frontal de deux jets. Cette simulation va être effectuée
afin de valider l’équivalence.
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(a) Champ de vitesse (b) Coefficient de pression fluide

Figure 5.27 – Champs physiques pour deux jets fluides qui s’impactent avec le schéma (divP1, Flx p=1)à un
instant donné

Les figures (Fig 5.27a, 5.27b) montrent les champs physiques de pression et de vitesse associés à l’impact
de deux jets fluides. Les résultats sont parfaitement symétriques et réguliers. Les champs de pression et vitesse
sont rapidement stabilisés. Le résultat est très comparable au résultat avec la plaque plane.

Figure 5.28 – Coefficient de pression au centre du domaine pour le schéma (divP1, Flx p=1)

La figure (Fig 5.28) présente le coefficient de pression au centre du fluide à une position correspondant à celle
de la plaque plane. Les variations observées sur le coefficient de pression le long de la plaque plane sont similaires
à celles mesurées au sein du fluide. Les résultats avec et sans paroi solide étant semblables, cela valide l’idée
que la p-dégradation due à la troncature ne détériore pas significativement les résultats et que le traitement des
parois au sein de la méthode SPH-ALE est cohérent avec le reste des interactions.

Influence de la surface libre

Après avoir regardé l’influence de la paroi solide, l’impact de la surface libre va être analysé. Les nouveaux
schémas permettent de disposer d’un opérateur de divergence d’ordre élevé dans la grande majorité du domaine.
Cependant proche de la surface libre, il s’avère nécessaire de dégrader le schéma afin de permettre au calcul de
se stabiliser et de potentiellement converger. Pour éviter cette dégradation peu souhaitable, il est possible de
créer des éléments de surface libre. Leurs positions sont connues dans le cas de cette simulation académique [41].
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Ces particules contrairement aux éléments de parois solides, imposent une pression nulle (P = 0). La vitesse
en revanche est imposée par les particules fluides. La résolution des échanges est ensuite identique aux parois
solides à travers un solveur de Riemann partiel. Ces particules sont mobiles dans la direction de la normale de
l’élément de surface libre.

Avec ces particules de surface libre, la simulation est stable, et converge. Les pulsations régulières observées
précédemment ont disparu. Les champs sont parfaitement symétriques (Fig 5.29a pour la pression et Fig 5.29b
pour la vitesse). Le coefficient de pression au cœur du fluide au niveau de la plaque présente très peu de
variations. Les figures (Fig 5.30a, 5.30b) présentent les valeurs des coefficients de pression fluide dans la zone
d’impact pour les simulations avec les schémas linéaires (divP1, Flx p=1 ) et quadratiques (divP2, Flx p=2 ).

(a) Champ de vitesse (b) Coefficient de pression fluide

Figure 5.29 – Champs physiques pour deux jets fluides qui s’impactent avec le schéma (divP1, Flx p=1) et
des particules de surface libre (blanches)

(a) Coefficient de pression pour divP1 Flx p=1 (b) Coefficient de pression pour divP2 Flx p=2

Figure 5.30 – Coefficient de pression au coeur du fluide pour deux jets qui s’impactent, avec des particules de
surface libre
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(a) Correction de l’erreur de consistance d’ordre 0 (b) p-dégradation pour le schéma (divP2, Flx p=2) en rouge :
ordre 3 et en vert : ordre 2

Figure 5.31 – Correction de l’erreur de consistance d’ordre 0 (à gauche) et schémas utilisés jusqu’en surface
libre (à droite)

La figure (Fig 5.31b) présente l’ordre du schéma (divP2, Flx p=2). Grâce à l’introduction de ces particules
de surface libre, il est désormais possible de disposer d’un schéma d’ordre 3 ou 2 dans le fluide proche de la
surface libre. Dans tout le domaine, les opérateurs sont consistants d’ordre 1.

5.5 Conclusion
Pour les simulations eulériennes, la convergence spatiale n’est plus bornée par la précision de l’opérateur

de divergence. Les ordres théoriques de convergence spatiale sont obtenus pour des simulations dans une des-
cription eulérienne où la p-dégradation peut être désactivée. Les schémas sont stables et malgré l’absence de
conservation des quantités physiques, ces schémas préservent mieux des quantités physiques telles que la masse
que le schéma standard SPH-ALE corrigé avec la closed-box et la renormalisation.

Les simulations dans une description lagrangienne nécessitent de par le mouvement des particules une cer-
tain nombre de procédures d’adaptation pour stabiliser et renforcer la robustesse des schémas. Ces procédures
peuvent notamment dégrader l’ordre en paroi en raison d’un nombre insuffisant de voisins. Ceci explique que
l’ordre 2 ou 3 en précision peut être obtenu dans le fluide, mais seulement l’ordre 1 en paroi. En surface libre, il
est indispensable de ne pas avoir de schéma consistant pour obtenir un calcul stable. La possibilité de recons-
truire la surface libre avec des éléments de bord sur lesquels les conditions limites propres à cette surface libre
sont imposées, semble être une solution pour pouvoir disposer au minimum d’un ordre 1 en précision et de la
consistance d’ordre 0 dans cette région. Il faut cependant imaginer son application industrielle qui risque de
s’avérer très laborieuse et couteuse.

Après avoir exposé la théorie et testé les idées sur des cas tests simples, la dimension industrielle de ces
développements doit être abordée dans ce travail. Le chapitre qui suit va donc exposer des calculs de cas
d’applications réels ou proches des applications utiles pour Andritz Hydro.
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Chapitre 6

Applications industrielles sur des turbines
hydrauliques

6.1 Simulation 3D du fonctionnement d’une turbine Pelton

6.1.1 Présentation de la simulation
La simulation 3D du fonctionnement d’une turbine hydraulique de type Pelton est une simulation lagran-

gienne complexe à surface libre avec une géométrie de roue tournante. La rotation de la turbine Pelton est de
911 rpm. La vitesse d’injection de l’eau est de 34 m/s ce qui correspond à une chute d’eau de 60 m. La largeur
de l’auget est de 80 mm tandis que le diamètre du jet est de 28 mm. La roue est composée de 20 augets, mais
seulement trois seront utilisés. La vitesse du son numérique est de 340 m/s. Cinq niveaux de discrétisation ont
été utilisés {0.3; 0.5; 0.63; 0.791} mm et ils seront notés respectivement N, 2N, 4N, 8N et 16N. Le mouvement
des particules est corrigé par un shifting pour éviter les trous. Un plan de symétrie est définit sur l’axe médian
de l’auget (Fig : 6.1a).

(a) Plan de symétrie en rouge et vue des 3 augets Pelton

(b) Position des senseurs sur l’auget

Figure 6.1 – Coupe au sein du plan de symétrie fluide lors de la simulation de jet impactant la roue Pelton
(gauche) et position des senseurs sur un auget (droite)

Des résultats de couple hydraulique sont présentés ainsi que des valeurs de pression locale au cours de la
rotation du premier auget. Des senseurs ont été placés sur le premier auget afin de comparer les valeurs de
pression locale numérique avec des données expérimentales.
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6.1.2 Résultats et discussions
La figure qui suit (Fig 6.2) présente pour les différents niveaux de discrétisation, le couple hydraulique

appliqué sur le premier auget au cours de la rotation de la roue, calculé avec le schéma standard SPH-ALE. Ce
couple présente une augmentation qui correspond au remplissage de l’auget puis une phase de diminution qui
correspond à la vidange. En utilisant des particules de plus en plus petites, la forme a tendance à s’élargir et le
maximum augmente significativement. Le remplissage est de plus en plus raide et la vidange plus lente.

Figure 6.2 – Couple hydraulique pour le schéma standard SPH-ALE en fonction de l’angle

La figure (Fig 6.3) présente maintenant le couple hydraulique obtenu avec le schéma linéaire (divP1, Flx
p=1) pour les différents niveaux de discrétisation. En raison du mouvement de shifting, le couple est légèrement
bruité. Le comportement des résultats est similaire aux résultats précédents avec le schéma standard.
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Figure 6.3 – Couple hydraulique pour le schéma divP1 Flx P1 en fonction de l’angle

La figure suivante (Fig 6.4) présente le couple hydraulique pour le schéma quadratique (divP2, Flx p=2)
comparé aux différents résultats précédents sur N particules.

Figure 6.4 – Comparaison des couples hydrauliques obtenus avec les différents schémas présentés, sur N par-
ticules et les résultats obtenus avec le schéma standard pour les cinq niveaux de discrétisation

La figure suivante (Fig 6.5) présente le couple hydraulique pour le schéma quadratique (divP2, Flx p=2)
comparé aux différents résultats précédents sur 2N particules.
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Figure 6.5 – Comparaison des couples hydrauliques obtenus avec les différents schémas présentés sur 2N
particules et les résultats obtenus avec le schéma standard pour les cinq niveaux de discrétisation

Les figures (Fig 6.4, 6.5) permettent de voir que les résultats obtenus avec le schéma linéaire (divP1, Flx
p=1) sont similaires aux résultats obtenus avec le schéma standard à nombre de particules équivalent. En les
comparant avec les résultats obtenus avec les schémas quadratiques, il apparaît que les schémas d’ordre élevé
permettent d’avoir un résultat comparable à un résultat obtenu avec un schéma linéaire sur 2 ou 3 fois plus de
particules. Le temps de simulation pour atteindre un instant physique est de 4 ms avec les ordres quadratiques
sur N particules.

Les temps nécessaires pour le schéma standard pour atteindre ce même temps physique sont de 2, 5, 13
et 32 ms. Ceci montre que le schéma quadratique sur N particules est en terme de coût compris entre une
simulation avec un schéma standard sur N et 2N particules. Le p-raffinement est donc intéressant par rapport
au h-raffinement.
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(a) Champ de vitesse pour le schéma divP1 Flx p=1 sur N
particules

(b) Champ de vitesse pour le schéma divP2 Flx p=2 sur N
particules

Figure 6.6 – Comparaison au sein d’une coupe le long du plan de symétrie, des champs de vitesse au sein du
fluide obtenus avec un schéma linéaire (gauche) et un schéma quadratique (droite)
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(a) Coefficient de pression pour le schéma divP1 Flx p=1 sur
N particules

(b) Coefficient de pression pour le schéma divP2 Flx p=2 sur
N particules

Figure 6.7 – Coupe au sein du plan de symétrie, du champ de pression au sein du fluide obtenus avec un
schéma linéaire (gauche) et un schéma quadratique (droite)

Les figures (Fig 6.7b, 6.7a) présentent les coefficients de pression fluide durant le remplissage du second auget
pour le schéma linéaire et quadratique. Le champ de pression calculé avec les ordres élevés est plus intense dans
la région de l’arête médiane. Les figures (Fig 6.6b, 6.6a) présentent de la même manière le champ de vitesse. Il
apparaît que la nappe d’eau d’évacuation semble plus rapide avec des schémas quadratiques.

Les figures (Fig 6.8,6.9, 6.10) présentent les valeurs de pressions locales pour les 3 capteurs présents sur
l’auget. Le premier niveau de discrétisation (N) ne permet pas d’avoir des résultat satisfaisant sur la pression
locale. Le niveau 2N est donc exposé. Le schéma (divP1 Flx p=1) semble donner des résultats proches de ceux
obtenus avec le schéma standard. De plus, le schéma (divP2 Flx p=2) semble donner des résultats plus proches
de l’expérimentale que le schéma linéaire à taille de particule identique.
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Figure 6.8 – Capteur 1

Figure 6.9 – Capteur 2
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Figure 6.10 – Capteur 3

En ce qui concerne, les procédures d’adaptation, pour les schémas quadratiques il est possible de dire que
malgré la p-dégradation plus de 66% des particules restent quadratiques. Le reste des particules dispose au cours
du temps soit de reconstructions linéaires (environ 25%) soit d’aucune reconstruction.
La d-adaptation est également utilisée pour ces simulations où une fine nappe d’eau parcourt l’auget et est
évacuée de par et d’autre de la roue. Sur la figure (Fig 6.11), est illustrée cette procédure. Environ 95% des
particules ont une reconstruction en 3D, seul 5% principalement dans les nappes d’évacuation d’eau ont des
gradients évalués en 2D ou sont isolées sur les fronts de surface libre.

111



Figure 6.11 – d-adaptation pendant une simulation Pelton (rouge : 3D, vert : 2D , bleu : 1D ou constant)

Les ordres élevés semblent apporter un bénéfice pour ce type de simulation complexe lagrangienne en surface
libre. Ce bénéfice est visible malgré les procédures de dégradation de l’ordre indispensable pour stabiliser ce
type de simulation.
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6.2 Simulation 2D d’une cascade de profils
Une simulation de cascade de profils correspondant au démarrage d’une roue Francis (Fig 6.12 ) très sim-

plifiée, est exposée dans cette section. L’ensemble des ingrédients nécessaire à la simulation réelle 3D est utilisé
dans ce cas simplifié 2D.

Figure 6.12 – Champ de vitesse lors de l’ouverture des aubes directrices au démarrage d’une turbine Francis

Au moment du démarrage de la turbine Francis, des aubes directrices s’ouvrent afin de laisser le fluide rentrer
dans le compartiment de la roue, la mettant ainsi en rotation. Par symétrie radiale, une section angulaire peut
correspondre à un domaine rectangulaire périodique constitué d’une cascade linéaire de profil d’aile . La première
colonne correspond aux aubes directrices s’ouvrant au cours du démarrage. Une loi d’ouverture est appliquée
(Fig 6.13a).

(a) Loi d’ouverture de la première colonne (b) Angle d’ouverture de la première colonne

Figure 6.13 – Ouverture des aubes directrices représentées par la première colonne de profils de la cascade 2D

La seconde colonne correspond à la roue de la turbine Francis qui aura un mouvement de translation vertical
constant (vt = 0.1 m/s) afin de simuler une rotation uniforme de la roue. Les deux colonnes sont séparées par
une taille de longueur de corde ici c = 1m. Les vannes s’ouvrent en 20 secondes avec une vitesse régulière. Après
ces 20s, les vannes sont immobiles et sans incidence avec l’écoulement. Au démarrage la section de canal est
fermée par les profils de la première colonne parfaitement perpendiculaire au sens de l’écoulement, la hauteur
du canal est donc de c = 1 m. L’écoulement vient de la gauche vers la droite avec un angle d’incidence de 7
degrés. L’entrée est située à 2.5 cordes du premier profil et à 1.5 cordes du second profil est située la sortie. La
condition d’entrée impose une pression totale (Pt = 2000 Pa) et la condition de sortie est une pression imposée
(P = 0 Pa).

Le domaine de calcul est rempli de particules (Fig 6.14). Le premier compartiment correspond à la région
d’injection avec des particules mises en pression. Le second compartiment celui de la roue, est rempli de particules
fluides initialement au repos. L’ouverture des aubes directrices met ensuite l’ensemble en mouvement.

113



Figure 6.14 – Présentation du cas de la cascade de profils 2D

Deux niveaux de discrétisation ont été utilisés. La taille la plus grossière des particules fluides est de ∆x = 2
cm soit environ 17 000 particules au sein du canal. Cette discrétisation est notée N. En multipliant par 2 le
nombre de particules, le rayon des particules est divisé par racine de deux et la discrétisation est notée 2N.
Dans le calcul, le mouvement ALE permet de légèrement déplacer les particules (à la base eulériennes) de
façon synchrone avec les mouvements des parois solides formées par les profils. De plus, ce mouvement permet
de légèrement décaler les particules pour limiter l’apparition de trous non- physique ce qui permet de réduire
l’erreur closed-box.

6.2.1 Présentation du calcul
Ce cas permet d’appréhender l’attrait des schémas d’ordres élevés pour un cas instationnaire d’écoulement

interne. Trois schémas numériques sont utilisés le schéma linéaire (divP1, Flx p=1) et deux schémas quadratiques
(divP2, Flx p=2 répété) avec et sans la p-adaptation. La reconstruction quadratique des flux est à base répétée
pour éviter la p-dégradation. Avec la p-adaptation, l’ordre des reconstructions des états s’adaptera à l’erreur
locale d’extrapolation des champs.

6.2.2 Résultats et discussions
La figure (Fig 6.15) présente le champ de vitesse à trois instants donnés de la simulation pour le schéma

(divP1, Flx p=1). Au démarrage du calcul (t=0s), la vitesse dans le domaine est nulle. Au cours de l’ouverture
(t=10s), le fluide accélère dans le domaine. Une configuration stable est atteinte au niveau du première profil en
raison de l’immobilité des aubes directrices après 20s. Un fort sillage numérique est visible à l’arrière des deux
profils durant l’ensemble de la simulation.

Figure 6.15 – Champ de vitesse à trois instants (t=0s en haut, t=12s au milieu et t=21s en bas)

La figure (Fig 6.16) présente le champ de vitesse au moment de l’ouverture des aubes directrices en fonction
des schémas et/ou du nombre de particules. L’utilisation des schémas d’ordre élevé permet pour N particules
de mieux capturer l’accélération du fluide entre les aubes directrices. En parallèle, le front de l’accélération
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est plus avancé dans le domaine, tout comme avec la simulation linéaire sur deux fois plus de particules (2N).
En réduisant la viscosité et en augmentant la précision avec du h-raffinement ou du p-raffinement, le blocage
numérique entre les aubes directrices est réduit.

Figure 6.16 – Champ de vitesse au moment de l’ouverture pour les différents schémas

La figure (Fig 6.17) présente le coefficient de pression le long du premier profil après l’ouverture complète des
aubes directrices. Après 30 secondes, l’écoulement est établi et les aubes directrices ne sont plus en incidence. Il
peut être remarqué que la p-adaptation permet d’avoir un coefficient de pression similaire à celui obtenu avec
le schéma quadratique sans p-adaptation (i.e. avec des flux quadratiques dans tout le domaine). Ceci illustre de
nouveau l’intérêt d’utiliser les ordres élevés essentiellement dans les régions à forts gradients. Le fait de raffiner
la discrétisation (divP1 Flx p=1) sur N puis 2N particules, permet d’avoir une solution plus proche de la solution
potentielle avec bien entendu un coût de calcul plus important (fois

√
2

3
). Le coefficient de trainée numérique

sur le premier profil peut également être évalué après ouverture complète. Le schéma (divP1, Flx p=1) conduit
sur N particules à avoir un coefficient de trainée numérique sur le premier profil de 0.61. Ce coefficient devient
0.042 sur 2N particules. Le schéma (divP2, Flx p=2R) avec la p-adaptation permet d’avoir un coefficient de 0.05
contre 0.045 sans la procédure d’adaptation i.e en ayant toutes les particules avec le schéma (divP2, Flx p=2R).
Le champ de vitesse recolle à la paroi avec les ordres élevés (p-raffinement) ou avec le raffinement en taille de
particules (h-raffinement). De même le sillage numérique est réduit par les deux approches, ce qui illustre la
réduction de la dissipation numérique.
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Figure 6.17 – Coefficient de pression le long du premier profil pour t=25s

Remarque
Les résultats au bord de fuite sont aberrants en raison de la prise en compte de voisins au delà de la géométrie
du profil. Ce problème n’a pas été étudié dans ce travail et définit la notion de critère de visibilité.

La p-adaptation est illustrée sur la figure (Fig 6.18). Là ou de forts gradients sont créés, l’erreur d’extrapo-
lation linéaire est forte. La p-adaptation permet alors d’utiliser des schémas quadratiques (en rouge).

Figure 6.18 – p-adaptation à trois instants (t=0s en haut, t=12s au milieu et t=21s en bas) bleu : divP1, Flx
p=1 et rouge : divP2, Flx p=2R
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Conclusions

Ce travail de thèse est concentré sur la montée en ordre des schémas numériques sans maillage pour la mé-
thode SPH-ALE. Les travaux présentés précédemment montrent que cet objectif est possible à atteindre sous
certaines conditions d’utilisation. La première et non des moindres est la capacité à s’adapter aux configurations
complexes de particules. Des procédures d’adaptation en ordre p, en espace d ont prouvé leur efficacité sur des
cas académiques mais également sur des applications industrielles. La seconde est la bonne cohérence entre
les schémas de flux et l’intégration de ces flux tout comme pour la méthode des volumes finis. L’expérience a
montré la nécessité d’accorder l’ordre de l’opérateur de divergence avec l’ordre des extrapolations des états aux
interfaces des problèmes de Riemann.

Dans le détail, l’étude de l’écoulement quasi 1D a permis de montrer la faisabilité de la montée en ordre des
schémas par les moindres carrés pour éviter un raffinement coûteux de la distribution des particules. L’objectif
est de remplacer les reconstructions SPH évaluant les états aux interfaces des problèmes de Riemann locaux
par des extrapolations d’ordre supérieur. Une technique d’évaluation des gradients servant à l’approximation
des états droit et gauche dans les schémas de montée en ordre pour les flux a dû être recherchée. Les moindres
carrés MLS ne disposant pas de limitation conceptuelle pour être utilisé en 2D ou 3D, cette technique a été
retenue. Leur utilisation sur des cas tests 2D a permis de montrer une réelle diminution de la viscosité numérique
dès les reconstructions d’ordre 3. Des reconstructions d’ordre plus important sont envisageables mais il faudra
tenir compte du coût de stockage associé à la reconstruction, du nombre de voisins nécessaire. Ce dernier point
peut conduire à augmenter le ratio h

∆x amenant à diminuer l’attractivité des ordres élevés par rapport à du
h-raffinement.

L’emploi des reconstructions d’ordre élevé a conduit à remarquer une limitation conceptuelle des schémas
tels que formulés par Vila [61]. La convergence spatiale des simulations utilisant des flux d’ordre 3, a montré une
majoration par 2 du schéma global par l’erreur commise sur l’opérateur de divergence. En modifiant la fonction
de forme utilisée pour évaluer cet opérateur, il est possible de lever cette limitation. Il pourra être remarqué que
cette limitation n’avait pas été observée en 1D. Il est raisonnable de penser que l’approximation de la divergence
souffre plus fortement des problèmes de distribution des particules en 2D ou 3D. De plus, la quantification de
l’erreur en 1D pouvait être biaisée par un apport purement numérique d’énergie en partie dû aux corrections
historiques de l’erreur de closed-box et de la renormalisation.

Il est donc naturel de discuter également de la notion de conservation. Une étude bibliographique a permis
de voir qu’il est difficile pour des méthodes numériques avec ou sans maillage de concilier la consistance et la
conservation. La consistance a été privilégiée dans ce travail de thèse. Les cas test ont permis d’illustrer que les
nouveaux schémas consistants et non explicitement conservatifs ne conduisent pas à une perte de la conservation
supérieure au schéma de référence de la SPH-ALE corrigé.

La contribution de ce travail de thèse est donc une réelle réduction de la viscosité numérique et une montée en
ordre possible jusqu’à l’ordre 3 pour des écoulements internes et externes dans une description eulérienne et/ou
lagrangienne. Cette dernière description a amené le travail de recherche vers des procédures d’adaptation des
schémas avec le voisinage des particules. Différentes techniques ont été présentées et ont montré leur efficacité.
Une limitation conceptuelle persiste toutefois sur le traitement de la surface libre comme condition limite. Au
delà des motivations liées à la troncature, cette région du domaine conduit à dégrader abusivement le schéma
pour des raisons de stabilité.

Ce travail de thèse s’est basé sur un code industriel de CFD, ASPHODEL dont il fallait modifier la méthode
numérique afin de pouvoir atteindre des ordres de précision, de consistance supérieurs. Les impératifs industriels
ont fixé des propriétés numériques, à savoir la conservation, la consistance ainsi que la précision. Le fait de pos-
séder ces propriétés ne devait évidemment pas altérer la robustesse du code de simulation industrielle. Le choix
a été de privilégier la précision et la consistance au détriment de la conservation. Les nouvelles formulations des
schémas SPH-ALE ont montré leur intérêt significatif sur des cas d’applications industrielles complexes avec
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des éléments mobiles (roue, profils).

Les perspectives de travaux qui découlent de ces contributions portent sur les interactions en paroi qui
pourraient être gérées avec un couplage avec la méthode des volume fini afin de restaurer l’ordre des schémas
en paroi malgré la p-dégradation subie par les particules. En se basant sur [45], il est raisonnable de penser que
cela pourrait aboutir à des simulations d’ordre élevé de grande qualité tant dans une description eulérienne que
lagrangienne. Un autre axe de recherche porterait sur la création d’éléments de surface libre afin de conserver la
précision (au minimum en h) dans le domaine et de maintenir la stabilité des simulations dans une description
lagrangienne avec surface libre. Le coût associé aux méthodes de reconstruction de surface devra être analysé
afin de garder attractive l’approche.
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Annexe A

Cas test

Dans cette partie les cas de validation utilisés dans cette thèse sont présentés. Ces cas de validation possèdent
une solution analytique ou potentielle qui sera la solution de référence. L’état de l’art des résultats avec la
méthode SPH-ALE [41] [45], est présenté dans cette section. Les solutions analytiques et les solutions obtenues
avec le schéma standard seront donc la base de ce travail pour la suite.

A.1 Cas monodimensionnel
Les équations d’Euler en 1D sous forme conservative [28] sont données par l’équation suivante pour un fluide

parfait s’écoulant dans une conduite mono-dimensionnelle, de direction x et de section non constante S(x) :{
∂ρS
∂t + ∂ρuS

∂x = 0
∂ρuS
∂t + ∂ρSu2+PS

∂x = P ∂S
∂x

(A.1)

avec ρ la masse volumique, u la vitesse, P la pression et S la section. Une équation d’état fonction de la masse
volumique P = f(ρ) permet de déterminer la pression. Les points de calculs pour ce cas, sont immobiles.

A.1.1 Écoulement quasi-1D dans un convergent-divergent
Le débit massique Q calculé comme Q = ρvthS(x) devant être conservé, et en considérant le fluide comme

incompressible, la vitesse est alors inversement proportionnelle à la variation de section S(x). La variation de la
section S est évaluée par une fonction hyperbolique (Eq A.2) afin d’obtenir une tuyère convergente-divergente
tendant asymptotiquement vers une section constante (Fig A.1a).

S(x) =

{
1.398 + 0.347tanh(8− 8x) sur [0, 2]

1.398 + 0.347tanh(8x− 24) sur [2, 4]
(A.2)

Grace à la conservation du débit massique, la variation de vitesse est donnée par :

vth(x) =
Qentree
ρS(x)

=
ventreeSentree

S(x)
(A.3)

De plus en appliquant le théorème de Bernoulli, la pression est proportionnelle à la vitesse au carré donc de
l’inverse de la section au carré donc .

Pth(x) = Psortie −
Q2

2ρS2
(A.4)

Les vitesses et pression théoriques sont représentées respectivement sur les figures (Fig A.2a, A.1b). Des condi-
tions limites non-réfléchissantes de vitesse à l’entrée ventree = 10 m/s et de pression à la sortie Psortie = 5 Pa
sont imposées.

La discrétisation de l’espace correspond à ∆x = 0.02 dans le cas uniforme. Dans le cas non-uniforme un bruit
d’amplitude maximale de 10% de ∆x est appliqué. La longueur d’influence h est évaluée telle que h = 1.23∆x.
L’ordre du schéma d’intégration temporelle de type Runge-Kutta varie avec l’ordre du schéma d’intégration
spatiale. Le nombre CFL est de 0.4 pour l’ensemble des schémas de Runge-Kutta. La vitesse du son numérique
est de c0 = 1200m/s, le système est donc très raide.
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Ce cas test quasi 1D présente l’avantage d’avoir une solution régulière. Cela permet de valider le concept
d’utilisation d’ordres élevés sans a priori l’utilisation de limiteur de pente.

Des simulations utilisant le schéma SPH-ALE standard ont été effectuées afin de constituer une base de
référence. Les champs de pression et de vitesse sont présentés sur les figures (Fig A.2a, A.1b). L’erreur sur la
conservation du débit massique est également présentée (Fig A.2b). Le tableau (Tab A.1) montre les erreurs sur
la pression et la vitesse pour une distribution uniforme et non-uniforme.

Erreur sur les champs Distribution uniforme Distribution non-uniforme

‖ P − Pth ‖ 4.49.10−2 4.62.10−2

‖ v − vth ‖ 7.20.10−4 7.24.10−4

Table A.1 – Erreur sur la pression et la vitesse avec le schéma standard pour un écoulement quasi 1D

(a) Variation de section quasi 1D (b) Variation de pression dans la tuyère

Figure A.1 – Variation de section (gauche) er valeur de la pression (droite)

(a) Variation de vitesse dans la tuyère (b) Erreur de conservation du débit massique

Figure A.2 – Vitesse et débit massique dans la tuyère

Les résultats montrent une évaluation de la vitesse très satisfaisants, les erreurs avec la solution exacte en
maillage uniforme ou non sont de l’ordre de 10−4. La pression en revanche est moins bien évaluée avec ce type de
discrétisation de l’ordre de 10−2. En effet il est possible d’observer que dans la région de l’entrée une surpression
est présente. Elle permet de compenser les pertes de charge numériques dues à la dissipation numérique. Le
débit massique dans les zones sans fort gradient de section est bien préservé. En revanche là où le gradient
de section S présente une forte valeur, l’erreur sur débit massique peut atteindre 2.5%. Le schéma SPH-ALE
standard corrigé avec la renormalisation et l’erreur closed-box est satisfaisant sur ce cas test eulérien 1D.
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A.2 Cas multidimensionnels
Les équations d’Euler en 2D sont données par :

∂ρ
∂t + ∂ρu

∂x + ∂ρv
∂y = 0

∂u
∂t + ∂ρu2+P

∂x + ∂uv
∂y = 0

∂v
∂t + ∂uv

∂x + ∂ρv2+P
∂y = 0

(A.5)

avec (u, v) le vecteur vitesse et P la pression. La première équation du système A.5 est appelée équation de
continuité et les deux suivantes équations du momentum.

A.2.1 Tourbillons de Taylor-Green non-visqueux
Solution exacte

Les équations d’Euler incompressibles non conservatives sont données par :
∂u
∂x + ∂v

∂y = 0
∂u
∂t + u∂u∂x + v ∂u∂y + 1

ρ
∂P
∂x = 0

∂v
∂t + u ∂v∂x + v ∂v∂y + 1

ρ
∂P
∂y = 0

(A.6)

avec (u, v) le vecteur vitesse et p la pression. La première équation du système A.6 est appelée équation de
continuité et les deux suivantes équations du momentum. Les tourbillons de Taylor-Green sur un carré bi-
périodique unitaire (x, y) ∈ [0, 1]× [0.1] pour les équations d’Euler sont données avec les conditions initiales :

u = Usin(2πx)cos(2πy)

v = Ucos(2πx)sin(2πy)

P = ρU2

4 (cos(4πx) + cos(4πy))

(A.7)

avec U la norme du vecteur vitesse.

Les dérivées sur les vitesses sont donc :
∂u
∂x = 2Uπcos(2πx)cos(2πy)
∂u
∂y = −2Uπsin(2πx)sin(2πy)
∂v
∂x = 2Uπsin(2πx)sin(2πy)
∂v
∂y = −2Uπcos(2πx)cos(2πy)

(A.8)

Les dérivées sur le pression sont donc :{
∂P
∂x = −ρU2πsin(4πx) = −2ρπsin(2πx)cos(2πx)
∂P
∂y = −2ρπsin(2πy)cos(2πy)

(A.9)

En insérant dans A.6 les dérivées précédentes, il apparaît que les dérivées temporelles sont nulles. Ceci montre
bien qu’il existe une solution stationnaire au problème et que cette solution correspond aux conditions initiales.

Simulation numérique

Les tourbillons de Taylor-Green 2D ont une solution exacte instationnaire pour les équations de Navier-
Stokes incompressibles sur un carré bi-périodique de longueur L = 1.
Les champs de pression et de vitesse sont donnés par :

u = Ue−8π2tνsin(2πx)cos(2πy)

v = −V e−8π2tνcos(2πx)sin(2πy)

p = ρU2

4 e−16π2tν(cos(4πx) + cos(4πy))

(A.10)

avec (u, v) le vecteur vitesse et P la pression. (U, V ) est le vecteur vitesse initial.
Dans le cas d’une simulation non visqueuse ν = 0, la décroissance des quantités physiques sera donc impli-
citement liée à la viscosité numérique [18]. Ce cas test est donc très utile car il va permettre de mesurer la
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dissipation numérique des schémas. Une solution stationnaire existe pour la résolution des équation d’Euler
pour ces tourbillons. De plus ce cas permet de s’affranchir des conditions limites (paroi, surface libre) grâce à la
bi-périodicité. La solution numérique attendue étant régulière, ce cas test peut théoriquement être calculé sans
utiliser de limiteurs de pente dans les schéma MUSCL.

Plusieurs niveaux de discrétisation ont été utilisés pour ce cas test afin d’évaluer l’impact de la taille des
particules sur la viscosité numérique. Les discrétisations sont : 100×100, 142×142 et 200×200 ce qui correspond
à des divisions successives par

√
2 du rayon (r ∈ {0.005; 0.007; 0.01}). Ces niveaux permettent de multiplier par

2 et 4 le nombre de particules dans le carré unitaire. Un travail sur la disposition des particules a été fait de
manière à réduire l’erreur closed-box géométrique. Les particules après ce pré-traitement sont immobiles durant
la simulation.

Les valeurs des champs de pression et de vitesse sont données dans les figures A.3a A.3b.

(a) Champ de vitesse initiale (b) Champ de pression initiale

Figure A.3 – Champ de vitesse et de pression pour des tourbillons de Taylor-Green

La figure A.4 présente l’évolution de la viscosité numérique du schéma standard SPH-ALE en fonction du
niveau de discrétisation. Une approximation en puissance cubique de l’évolution a déjà été exposée par De
Leffe [18] dans son mémoire de thèse.

Figure A.4 – Évolution de la viscosité numérique en fonction de la taille de la discrétisation pour le schéma
standard SPH-ALE
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A.2.2 Écoulement non-visqueux autour d’un cylindre
Solution potentielle

Un cas test important de validation dans ce travail de thèse est le cas d’un écoulement non-visqueux autour
d’un obstacle (Fig A.5). Un calcul potentiel rudimentaire permet de déterminer les valeurs de pression le long
du cylindre Cp = 1 − 4sin(θ) en fonction de l’angle formé entre l’écoulement et les rayons (Courbe rouge sur
Fig :A.9). De plus, l’écoulement étant non-visqueux, l’écoulement est stationnaire symétrique par rapport à
l’axe de l’écoulement et aussi par rapport à l’axe perpendiculaire à celui-ci passant par le centre du cylindre.

Figure A.5 – Écoulement non-visqueux autour d’un cylindre 2D (image tirée du site de l’Université de Paris-
Diderot)

Le calcul du coefficient de pression sur les parois est calculé comme suit :

Cp =
P − P∞

1
2ρv

2
∞

(A.11)

avec P∞ la pression et v∞ la vitesse à l’infini. Le coefficient de trainée est calculé comme suit :

Cx =
Fx

1
2ρv

2
∞

(A.12)

avec Fx la force hydraulique dans la direction de l’écoulement. Le coefficient de trainée Cx permet de quantifier
la viscosité numérique dans le cas de la résolution des équations d’Euler car ce coefficient est induit par une
dissipation purement numérique.

Simulation numérique

La figure (Fig A.6) montre la taille du domaine. Le diamètre du cylindre est de D = 1 cm. L’ensemble des
conditions limites sont à 7 diamètres du cylindre. La vitesse imposée à l’entrée est de uinlet = 0.004 m/s , la
pression imposée à la sortie est Poutlet = 0 Pa. Des conditions de périodicité ont été imposées sur les parties
supérieures et inférieures du domaine.
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Figure A.6 – Domaine de calcul pour l’écoulement autour du cylindre avec les deux probes (P1 et P2)

La masse volumique de référence est de 1000 kg/m3. Le nombre de Mach numérique est fixé tel queMa < 0.1
i.e. une vitesse du son numérique c0 = 0.04 m/s.

Plusieurs niveaux de discrétisation ont été calculés afin d’étudier la convergence spatiale des schémas. L’idée
est de multiplier par 2 et 4, le nombre de particules dans le domaine de calcul par des divisions successives par√

2 du rayon des particules (r ∈ {0.005; 0.007; 0.01}) afin de définir N, 2N et 4N distributions. La disposition
des particules est telle que l’erreur closed-box géométrique soit minimisée [45]. Les particules sont immobiles
durant la simulation. Deux capteurs ont été disposés en aval du cylindre afin de mesurer la conservation de la
pression totale (Fig A.6) tel que ∆Pt =

Pt,1−Pt,2

Pt,1
× 100.

(a) Champ de vitesse autour du cylindre
(b) Champs de pression autour du cylindre

Figure A.7 – Champ physique obtenus avec le schéma standard SPH-ALE sur N particules

Les figures (Fig A.7a et A.7b) montrent respectivement le champ de vitesse et de pression autour du cylindre
calculé avec le schéma standard sur une distribution de N particules suivis par les figures (Fig A.8a et A.8b)
sur 25 fois plus de particules. Un important sillage derrière le cylindre est visible sur N particules, créé par la
dissipation numérique. De même, le champ de pression montre une surpression correcte au point d’impact mais
aucune surpression diamétralement opposée. La figure (Fig A.9) présente les coefficients de pression le long du
cylindre, pour les trois niveaux de discrétisation et un niveau de discrétisation supplémentaire (25N). Comme
il est possible de le voir en utilisant 25 fois plus de particules le calcul converge vers la solution potentielle.
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(a) Champ de vitesse autour du cylindre
(b) Champs de pression autour du cylindre

Figure A.8 – Champ physique obtenus avec le schéma standard SPH-ALE sur 25N particules

Figure A.9 – Coefficient de pression le long du cylindre pour 3 niveaux de discrétisation

Cette figure permet de voir que, en raffinant, la solution numérique se rapproche de la solution potentielle. Le
même comportement peut être mesuré avec les coefficients de trainée théoriquement nulle pour cet écoulement
non-visqueux. Pour N particules, le coefficient de trainée vaut 0.0185. En multipliant par 2 et 4 , le coefficient
vaut 0.0095 puis 0.0045.

A.2.3 Impact d’un jet d’eau sur une section plane
Solution analytique

Une simple étude analytique permet de quantifier la force hydraulique appliquée sur la plaque plane :∫
S

ρ~v(~v.~n)dσ = −
∫
S

p~ndσ (A.13)

avec S la frontière du domaine fluide (entrée,sortie, paroi, surface libre). La pression en surface libre est de
valeur nulle. Les intégrations de la pression à travers les sorties se compensent, les normales étant opposées
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(Fig A.10 en vert Ssortie). De même en surface libre, le produit scalaire de la vitesse par la normale est nul. La
pression sur la plaque (en rouge) est donc :∫

Sentre

ρ~v(~v.~n)dσ = −
∫
Splaque

p~ndσ (A.14)

donc la force hydraulique qui s’applique à la paroi est donnée par F = ρv2D en Newton avec D le diamètre du
jet (ici D = Sentre) et v la vitesse d’injection.

Figure A.10 – Schéma du jet sur plaque plane

Solution potentielle

La solution stationnaire de l’écoulement d’un jet impactant une plaque plane peut-être trouvée par une
méthode potentielle. L’écoulement est supposé irrotationnel, incompressible et permanent. La recherche de la
solution se fait par le calcul du potentiel complexe qui permet d’avoir les composantes de la vitesse et la position
de la surface libre. La valeur de la pression est obtenue en utilisant le théorème de Bernouilli [41]. Le coefficient
de pression en paroi est illustré sur la figure (Fig A.13). La forme de la surface libre (x,y) pour un jet orthogonal
à la plaque est pour θ ∈ [0, π] et k = 3cm :

x =

{
ln(tan(θ/2))− k

2 for θ < π
2

ln(tan(θ/2)) + k
2 for θ > π

2

et y =

{
k
2 [π2 + ln(sin( θ+π/22 ))− ln(sin(−θ+π/22 )] for θ < π

2
k
2 [π2 + ln(sin( θ+π/22 )− ln(sin( θ−π/22 )] for θ > π

2

(A.15)

Simulation numérique

Le jet utilisé a un diamètre de 3 cm et une vitesse uniforme de 19.61 m/s. L’incidence du jet sur la plaque
est de 90 degrés. La taille de la discrétisation choisie est ∆x = 1 mm soit 30 particules dans le diamètre. Enfin
la vitesse du son choisie est c0 = 200 m/s. Cette simulation à surface libre est lagrangienne, les particules sont
donc en mouvement avec la vitesse du fluide (Fig A.11). Le résultat de simulation présenté utilise le schéma
standard développé par Vila i.e. un opérateur de divergence SPH corrigé avec l’erreur CB de [45] et la correction
de renormalisation
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Figure A.11 – Champ de vitesse au sein du jet sur plaque plane

La figure (Fig A.12) présente la valeur du champ de pression pour le schéma standard. La symétrie par
rapport à l’axe du jet est globalement respectée même si le champ est très bruité. De nouveau la symétrie est
globalement correcte mais il persiste un bruit.

Figure A.12 – Coefficient de pression au sein du jet sur plaque plane

Le coefficient de pression en paroi est calculée tel que Cp = P
1
2ρv

2
∞
. En raison du bruit, une moyenne sur 20

échantillons de pression sur 20 pas de temps est présentée sur (Fig A.13) avec la variance. Comme il est possible
de le voir, la forme globale est correcte mais la valeur moyenne est assez éloignée de la solution potentielle.
L’indicateur de variation illustre bien le bruit ambiant.
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Figure A.13 – Champ de pression le long de la plaque obtenu avec le schéma standard
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Annexe B

Analyse numérique : SVD/QR

Cette annexe expose quelques méthodes numériques pour la résolution d’un système linéaire associé à un
problème aux moindres carrés.
Le système linéaire à résoudre s’écrit :

¯̄C ~A = ~B (B.1)

avec la matrice ¯̄C composée de la projection sur la base de taille m des contributions géométriques. Cette
matrice est de taille N ×m avec N le nombre de voisins dans le voisinage V .
Le vecteur ~A est composé des m-inconnues qui représentent la partie constante ainsi que les différentes dérivées
successives du polynôme approchant le champ sur les N-données. Le vecteur ~B est le second membre constitué
des m-informations du champ projeté sur la base.

Le contexte d’utilisation des moindres carrés impose une certaine mobilité des particules au cours du temps.
Les voisinages V évoluent donc au cours du temps. La matrice ¯̄C n’est donc pas constante.
De plus au sein d’un même calcul en raison des zones de troncature dues aux frontières (paroi, surface libre),
l’ensemble des particules n’a pas nécessairement le même nombre de voisins N . Ce constat illustre la nécessité
d’allouer dynamiquement des tableaux ¯̄C, ~A et ~B de taille changeante. Afin de contourner cette difficulté, le
problème (Eq B.1) est multiplié par la transposée de la matrice ¯̄C transformant le problème en équations dites
normales tel que

¯̄CT ¯̄C ~A = ¯̄CT ~B (B.2)

avec ¯̄M = ¯̄CT ¯̄C la matrice des moments, carrée de taille invariante m×m .

Une méthode de Cholesky peut être alors utilisée pour résoudre le système linéaire. Le coût associé à cette
méthode est de m3 opérations. L’aspect simple de la méthode de Cholesky rend la résolution peu onéreuse mais
aussi peu précise. L’impact de la qualité géométrique du voisinage doit maintenant être discuté. Il est en effet
souhaitable de détecter les systèmes rendus non inversibles en raison de configurations géométriques singulières.

B.1 La méthode SVD
La décomposition en valeurs singulière (SVD) permet de formuler la matrice ¯̄M en ¯̄M = ¯̄U ¯̄W ¯̄V t avec ¯̄U , ¯̄V

des matrices orthonormées et ¯̄W une matrice diagonale. Cette décomposition est unique et elle est relativement
chère (2m3 opérations). Elle permet toutefois de détecter des configurations géométriques singulières et de
traiter un large spectre de configurations matricielles (creuse, rectangulaire...). La SVD est plus lente que la
factorisation QR présentée ci-dessous mais elle donne des résultats plus précis et permet surtout de résoudre
des systèmes sous-déterminé.

B.2 La factorisation QR

En algèbre linéaire, la décomposition QR d’une matrice ¯̄M est une décomposition de la forme ¯̄M = ¯̄Q ¯̄R où ¯̄Q
est une matrice orthogonale ( ¯̄QT ¯̄Q = ¯̄I), et ¯̄R une matrice triangulaire supérieure. Il existe plusieurs méthodes
pour réaliser cette décomposition, les plus connues sont (source wikipedia) :

— la méthode de Householder où Q est obtenue par produits successifs de matrices orthogonales élémentaires
(meilleure méthode d’orthogonalisation, (4/3n3 opérations))

— la méthode de Givens où Q est obtenue par produits successifs de matrices de rotation plane. Cette
méthode est plus difficiles à implémenter que Householder.
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— la méthode de Gram-Schmidt basée sur une décomposition de Gram-Schimdt
La décomposition QR n’étant pas unique, les différentes méthodes produiront des résultats différents. Un point
intéressant est que le conditionnement de ¯̄M est celui aussi de ¯̄R. Dans ce travail de thèse, la méthode de
Gram-Schimdt est employée.

B.3 Remarques/Conclusions
La méthode QR appliquée sur les équations normales semble être un bon compromis en terme de coût de

calcul, d’effort d’implémentation et de sensibilité à la qualité du voisinage de particules. Selon Sharma [54], la
méthode statistique de décomposition en composantes principales (PCA) (discutée dans l’annexe C) avec une
décomposition QR semble moins coûteuse et plus précise que l’approche standard basée sur une SVD.
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Annexe C

Analyse par Composantes principales

Au sein de cette annexe, des résultats généraux sur l’analyse en composantes principales (PCA) sont présen-
tés afin d’illustrer le lien entre cette méthode très utilisée en Analyse Statistique et l’approche adaptative utilisée
pour les reconstructions d’états aux interfaces (d-adaptivity). Le cours de Denis Marcotte de géostatistique [43]
ou encore l’article de Besse [13] ont servi de référence.

L’analyse par composantes principales permet de convertir des données en entrée dans un espace défini
dans un autre espace de représentation. Cela peut se traduire par une rotation des axes par rapport à l’espace
d’origine. Les axes du nouvel espace ne sont pas corrélés. La raison principale de transformer les données par
une analyse des composantes principales est de compresser des données en éliminant la redondance.
Géométriquement, l’analyse par composantes principales revient à effectuer une rotation du système d’axes
initial. La nouvelle base constituée par les vecteurs propres orthogonaux entre eux forme un nouveau repère de
coordonnées. Les cosinus entre les nouveaux axes et les anciens sont les composantes des vecteurs propres.
Une autre interprétation peut être donnée intuitivement en lien avec la régression. Le premier vecteur propre
peut être vu comme le vecteur qui explique le mieux, simultanément toutes les variables de la matrice des
moments. Ce vecteur minimise la somme des carrés entre les projections sur le vecteur et la position des points
dans l’espace original. Le second vecteur propre est celui qui explique le mieux, simultanément, l’ensemble des
résidus obtenus, et ainsi de suite...
La qualité des estimations auxquelles conduit l’analyse par composantes principales dépend, de façon évidente,
du choix de la dimension du sous-espace, c’est-à-dire du nombre de composantes retenues pour reconstituer
les données, ou encore de la dimension du sous-espace de représentation. Dans le contexte de ce travail, les
données sont aux plus dans <3 et au minimum dans < ce qui simplifie le problème par rapport aux études
statistiques, origines de la méthode. En effet l’application de cette analyse se fait sur un échantillon de positions
de particules données, distribuées dans l’espace de la simulation. L’idée est donc de capturer une anisotropie
dans la distribution des particules autour de la particule d’intérêt.

Afin d’illustrer la méthode, des données peuvent être représentées dans un plan (Fig C.1a). Une ellipse est
calculée pour lier les points contenus dans le nuage de points.

(a) Nuage de points dans un plan (b) Nuage de points dans un plan
avec PC1

(c) Nuage de points dans un plan
avec PC1 et PC2

Figure C.1 – Analyse par composantes principales sur un nuage de points en 2D

L’axe principal de l’ellipse est indiqué (Fig C.1b). Le grand axe devient le nouvel axe des x, la première
composante principale (PC1). PC1 décrit la variance la plus importante car elle représente la plus grande section
transversale à travers l’ellipse. La direction de PC1 est le vecteur propre ~e1, et sa valeur propre λ1. L’angle de
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l’axe des x par rapport à PC1 est l’angle de rotation utilisé dans la transformation.
Le système calcule une ligne perpendiculaire à la ligne PC1. Cette ligne est la deuxième composante principale
(PC2) et le nouvel axe pour l’axe des y d’origine (Fig C.1c). Le nouvel axe décrit la deuxième variance la plus
importante qui n’apparaît pas dans PC1 définie par son vecteur propre ~e2, et sa valeur propre λ2.

La finalité de cette étude est de pouvoir déterminer pour un échantillon de particules les directions de l’es-
pace correctement discrétisées. La PCA semble être un outil permettant cela. D’après [54], la décomposition QR
peut être employée pour analyser les données. LA suite de cette annexe traite donc d’une comparaison entre la
décomposition QR et la SVD dans l’analyse par composante principale.

Afin de comparer les approches PCA basées sur la décomposition SVD et celles basées sur la décomposition
QR, plusieurs cas ont été simulés avec le logiciel R [53] . Des données aléatoires sont générées telles que :X1 ∼
ℵ(0; 5) et X2 ∼ ℵ(4; 0.2) avec ℵ(ν;σ) une loi normale de moyenne ν et d’écart-type σ . Les coordonnées (X1;X2)
sont donc bi-normales. La distribution des données est ensuite tournée selon un angle inclus dans {0; 30; 45}
degrés.

(a) Angle plat 0 degré (b) Angle de 30 degrés

Figure C.2 – Analyse par composantes principales sur un nuage de points en 2D

La figure (Fig C.2a) présente le nuage de points pour un angle plat. L’ACP permet de calculer les valeurs
propres et les vecteurs propres de la matrice de covariance ci-dessous associée aux différentes positions dans
l’échantillon.

¯̄M =

(
25.71 −0.02
−0.02 0.039

)
(C.1)

Grâce à la décomposition SVD, les deux valeurs propres sont λ1 = 25.71 et λ2 = 0.039 ainsi que leurs vecteurs

propres respectifs : ~e1 =

(
1
0

)
, ~e2 =

(
0
1

)
. La décomposition QR de la matrice ¯̄M permet de retrouver les mêmes

valeurs de valeurs propres et vecteurs propres. En inclinant les données de 30 degrés (Fig C.2b) , la matrice de
la covariance devient :

¯̄M =

(
19.27 11.12
11.12 6.47

)
(C.2)

Les décompositions QR et SVD permettent de trouver les vecteurs propres : ~e1 =

(
0.86
0.5

)
, ~e2 =

(
−0.5
0.86

)
. Les

valeurs propres trouvées avec la SVD sont λ1 = 25.71 et λ2 = 0.039 mais les coefficients dans la matrice ¯̄R
sont R11 = 22.25 et R22 = 0.046. Les ordres de grandeurs sont respectés mais les valeurs obtenues avec la
décomposition QR ne sont bien entendu pas les valeurs propres. Il faut noter que ces valeurs propres doivent
être égales à la position avec un angle plat puisque l’échantillon est le même, seule son inclinaison est modifiée.
L’ellipse est donc la même quelque soit l’angle d’inclinaison. Les axes majeurs de l’ellipse sont donnés par
2
√
λ1~e1 et 2

√
λ2~e2. Les vecteurs λ1~e1 et λ2~e2 définissent les axes majeurs d’une ellipse. Cette ellipse, tracée

dans le plan des coordonnées des observations doit renfermer approximativement 86% des observations lorsque
la distribution est (bi)normale.
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(a) Angle de 45 degrés (b) Nuage dans toutes les directions

Figure C.3 – Analyse par composantes principales sur un nuage de points en 2D

La figure (Fig C.3a) présente le nuage pour un angle de 45 degrés. Le comportement des valeurs de la décom-

position SVD est identique au précédent calcul. Les vecteurs propres correspondent à l’angle sont : ~e1 =

(
0.7
0.7

)
,

~e2 =

(
−0.7
0.7

)
. Seule la décomposition SVD préserve les valeurs propres, la décomposition QR donnant λ1 = 18.2

et λ2 = 0.06. Les deux décompositions permettent donc de détecter les corrélations entre les données et donc
des régions où des particules sont alignées par exemple. La décomposition QR ne permet pas de déterminer
directement les valeur propres mais elle donne la bonne base d’orientation de l’échantillon.

La figure (Fig C.3b) est celle d’un ensemble de données remplissant l’ensemble des directions du plan en
remplaçant le précédent X2 par X2 ∼ N(0; 5). La matrice de covariance des positions est donnée par :

¯̄M =

(
19.27 11.12
11.12 6.47

)
(C.3)

La SVD donne une base ~e1 =

(
0.8
0.6

)
, ~e2 =

(
−0.8
0.6

)
avec des valeurs propres très proches entre elles λ1 = 26.42

et λ2 = 22.56. La décomposition QR donne la base ~e1 =

(
1
0

)
, ~e2 =

(
−1
0

)
avec des valeurs propres très proches

entre-elles λ1 = 25 et λ2 = 23.
De nouveau, les résultats entre la décomposition QR et la SVD sont différents mais le comportement global

permet de détecter les anomalies de distribution et de projeter les reconstructions là où il y a des particules.

Commentaires :

Il faut cependant situer le contexte d’emploi de cette analyse uniquement dédié à des projections pour la
procédure d’adaptation appelée d-adaptation. La d-adaptation n’a pas vocation à être beaucoup utilisée et tra-
duit un problème de discrétisation. Elle est de plus uniquement applicable pour les reconstructions des états à
travers une hypothèse forte de gradient posé nul si non discrétisé. Cette hypothèse implique que cette procédure
ne peut pas être utilisée pour les fonctions de forme permettant la montée en ordre de l’opérateur de divergence.
Le schéma en cas de déclenchement de la d-adaptation sera toujours au global non consistant.

La décomposition SVD permet d’obtenir finement les valeurs des vecteurs propres et des valeurs propres
au détriment d’un surcout par rapport à une décomposition QR. La décomposition QR permet en revanche
de correctement décrire les directions de l’espace et de trouver des indicateurs permettant de distinguer les
directions discrétisées ou non. La décomposition SVD plus complexe et coûteuse n’a donc pas été privilégiée
dans le cadre de ce travail de thèse.
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