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Chapitre 1

Introduction

1.1 Objet de la these

Les résultats obtenus dans cette these concernent ’estimation de densités de proba-
bilité. Ce domaine d’étude a fait 1’objet d’un tres grand nombre de travaux théoriques
en statistique paramétrique pour estimer des parametres fini-dimensionnels caractérisant
une famille de densités de probabilité, comme en statistique non-paramétrique, lorsque le
parametre d’intérét est une densité de probabilité appartenant a une classe fonctionnelle
non fini-dimensionnelle. Ces travaux ont été motivés par le fait que les modeles statis-
tiques considérés, qui sont relativement simples, constituent un laboratoire d’exploration
théorique et apparaissent dans des domaines d’application tres variés comme, par exemple,
I’astronomie, la biologie, la chimie, I’économie ou encore la santé publique. Avec ces mémes
motivations, nous nous intéressons a estimer, dans deux modeles statistiques différents, une
densité de probabilité multidimensionnelle de régularité anisotrope et inhomogene. Cela si-
gnifie que la fonction estimée peut, d’une part, avoir des régularités d’ordres différents dans
les différentes directions de I'espace d’observation et, d’autre part, étre plutot irréguliere
dans certaines parties de cet espace et assez réguliere dans d’autres. L’objectif principal est
de proposer des procédures d’estimation qui soient adaptatives, non seulement par rapport
aux parametres de régularité, mais aussi par rapport a la structure d’indépendance de la
densité de probabilité estimée, pour obtenir une qualité d’estimation qui soit la meilleure
possible. Pour analyser la performance de nos méthodes nous adoptons le point de vue
minimax et nous généralisons un critere d’optimalité pour ’estimation adaptative. L uti-
lisation du critere que nous proposons s’impose lorsque le parametre d’intérét est estimé
en un point fixé car, dans ce cas, il y a un "prix a payer” pour 'adaptation par rapport a
la régularité et a la structure d’indépendance. Cela n’est plus vrai lorsque ’estimation est
globale, sur tout I’espace d’observation.

1.1.1 Modeles statistiques

Ici, comme tres souvent dans la littérature, ’estimation d’une densité de probabilité
peut se faire a partir d’observations directes ou avec des observations bruitées, ce qui est
plus réaliste et davantage considéré dans la pratique (cf. Merritt [99], Carroll, Ruppert,
Stefanski et Crainiceanu [258], Comte et Rebafka [31]). Ces deux situations peuvent étre
décrites par les deux modeles statistiques suivants :
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Le modele de densité (M1). On considere des vecteurs aléatoires d’intérét X, ..., X,
n € N*, & valeurs dans R?, indépendants et identiquement distribués (ii.d.) et de densité
f par rapport & la mesure de Lebesgue sur RY. Cette densité est supposée inconnue et
I'objectif est d’estimer f en utilisant ’observation X)) — (X1,...,X,). Dans ce cas, un
estimateur de f est une fonction = — f(z) = f,(z, X)) mesurable par rapport a X,

Le modeéle de déconvolution (M2). Considérons des vecteurs aléatoires d’intérét
X1,...,Xn, n € N*, & valeurs dans R?, i.i.d. et de densité f par rapport & la mesure de
Lebesgue sur R?. On suppose que f est inconnue et que l’on a & notre disposition des
observations bruitées

Yi=Xp+er, k=1,...,n. (1.1)

Les erreurs de mesure ¢; sont des vecteurs aléatoires d-dimensionnels i.i.d. et de densité ¢
supposée connue. Les suites (X1,...,X,) et (¢1,...,&,) sont mutuellement indépendantes.
L’objectif est d’estimer la densité f en utilisant I'observation }:(") = (Y1,...,Y,). Dans
ce cas, un estimateur de f est une fonction z — f,(z) = fu(z,Y ) mesurable par
rapport 4 Y (). Notons que les observations Yj sont les copies i.i.d. d’un vecteur aléatoire
d-dimensionnel Y dont la densité fy est le produit de convolution de f et ¢, c’est-a-dire
que

fy(z) = frqx) = /Rd flx—yaly)dy, VYaeR™ (1.2)

Comme ¢ est connue, si on estime correctement la densité fy & Paide de I'observation Y (™),
alors la reconstruction du parametre f d’intérét peut étre abordée comme un probleme de
déconvolution.

1.1.2 Probléemes d’estimation

Pour chacun des deux modeles statistiques décrits ci-dessus nous abordons différents
types de problemes d’estimation. Pour chaque probleme d’estimation, nous choisissons une
semi-norme ¢ adéquate sur I'espace fonctionnel auquel est supposé appartenir la densité f.
Cela nous permet d’évaluer la perte ¢ ( fn—1Ff ) engendrée par notre procédure d’estimation.

La qualité d’estimation d’un estimateur f,, est alors mesurée par le risque de perte

=

RO [Fo ] = (Bs [e(F=D])" r21, (1.3)

oulEs := Egcn) est 'espérance mathématique par rapport a la loi de probabilité Py := P}n) de
I’observation X (™ (pour le modele de densité) ou Y (™ (pour le modele de déconvolution).

Par abus de langage, nous dirons qu'un estimateur est consistant si son risque de perte
converge vers 0 lorsque le nombre n d’observations tend vers 'infini.

Comme, par définition, une densité de probabilité définie sur R est dans Li(R%), il
est naturel d’évaluer la perte entre f et un estimateur f, dans la norme IL; définie par
lglly = [lg(x)|dz, ¥g € Li(RY). De nombreux résultats sur I'estimation d'une densité
dans LL; (R) ont été obtenus depuis les années 70 (cf. Devroye et Gyorfi [39], Birgé [1 1], De-
vroye [10], Devroye et Lugosi [11]-[12]-[13], Giné, Mason et Zaitsev [51]). Pour ce probleme
d’estimation, on obtient des résultats satisfaisants (au sens minimax) si la densité estimée
est a support compact, mais cela devient plus compliqué si le domaine d’observation est
I'espace R? tout entier. En particulier, pour la perte L, Hasminskii et Ibragimov [68] ont
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été les premiers a démontrer qu’il n’existait pas d’estimateur uniformément consistant sur
certaines classes de densités anisotropes et inhomogenes & support dans R? (cf. Section
1.2.2 pour plus d’explications).

Pour faire face a ce probleme, mais aussi pour plus de généralité, la perte peut étre
mesurée dans L, (R%), p € [1,00), muni de la norme L, définie par lgll, == ([ lg(2)[" dz) p,
Vg € Ly(R%). Pour cela il faut bien siir supposer que la densité estimée est dans L, (R? ),
ce qui est le cas, par exemple, si elle est uniformément bornée.

Comme il est fréquent de considérer que la densité estimée est uniformément bornée
sur R%, on peut aussi évaluer la perte dans la norme Ly, vérifiant ||g|| := sup,cpa [9(2)],
pour toute fonction g : RY — R mesurable et uniformément bornée. Evidemment, un
estimateur donnant des résultats satisfaisants pour la norme L., peut étre utilisé pour
I’estimation ponctuelle. Mais nous verrons que la considération d’une perte ponctuelle
et d’'une procédure d’estimation locale peut nous conduire a obtenir des résultats encore
meilleurs.

Enfin, pour estimer des densités de probabilité, la qualité d’estimation fournie par cer-
tains estimateurs (qui sont eux-mémes des densités de probabilité) peut aussi étre évaluée
en utilisant d’autres distances comme, par exemple, la distances de Hellinger (cf. Baraud
[3]) qui est une distance entre mesures de probabilité. Dans ce cas :

[0(F = P2 = W2(For f) = / [V Fale) — VF(@) )

Dans cette these, les problemes d’estimation abordés peuvent étre classés dans les deux
catégories suivantes :

Estimation globale Le but est d’estimer la densité f sur tout 'epace R?. Pour cela on
suppose que f est dans L,(R%), 1 < p < oo, et pour tout estimateur f,, € L,(R?) la perte
globale est définie par

(= 1) =]

On parlera aussi de perte L, de risque L, pour le risque de perte globale et d’estimation
en norme L.

fn—fH - (1.4)
p

Estimation ponctuelle Le but est d’estimer la densité f en un point z € R fixé. Dans
ce cas la perte ponctuelle est définie par

((fa= ) = |Falz) = f(2)]. (1.5)

Le risque de perte correspondant sera appelé risque ponctuel.

Pour chaque probleme d’estimation se pose la question de l'existence d’estimateur
optimal parmi tous les estimateurs possibles, pour un parametre d’intérét appartenant a
une certaine classe fonctionnelle. La minimaxité est un critere d’optimalité tres souvent
utilisé en statistique paramétrique comme en statistique non-paramétrique.
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1.1.3 Approche minimax

Pour la théorie minimax, la fonction f estimée appartient a une classe fonctionnelle ¥
donnée dont la définition dépend d’informations sur f qui sont supposées connues a priori.
Pour s’assurer que les performances d’un estimateur f, soient satisfaisantes pour toutes
les fonctions de 32, on évalue son risque maximal sur cette classe fonctionnelle,

R® [};,z} = sup R [}';, f} .

Pour analyser la qualité d’estimation obtenue, ce risque maximal doit étre comparé avec
celui du meilleur estimateur, c’est-a-dire avec le risque minimax sur X,

Rg‘) [Z] = lgf sup Rg‘) |:fn) f:| :
fn fEX

Ici la borne inférieure est calculée sur ’ensemble de tous les estimateurs possibles.

Définition 1. Une suite (gon(E))neN strictement positive et tendant vers 0 lorsque n tend
vers oo est appelée vitesse de convergence minimazx sur l’espace semi-normé (X,4) si
il existe une constante ¢ > 0 et une constante C' < oo vérifiant

¢ < liminf o, 1 (Z)RE [¥] < limsup o, H(Z)RE [2] < C. (1.6)

n—+o0 n—-+00

Dans ce cas, un estimateur ﬁﬁ est appelé estimateur minimazx sur (X,{) si il existe une
constante C' < oo telle que

lim sup o L (Z)R () [f;,z} < (1.7)

n—-+00

Le critere de minimaxité est parfois contesté parce qu’il présente quelques défauts.
Tout d’abord, les résultats obtenus sont asymptotiques et & une constante pres. On peut
trouver certains résultats sur ’estimation minimax asymptotiquement exacte mais ils sont
assez peu nombreux (cf. Bertin [3]). Le premier d’entre eux a été proposé par Pinsker [107].
Ensuite, le critere de minimaxité est considéré comme trop pessimiste puisqu’il fournit le
meilleur estimateur pour la plus mauvaise valeur du parametre d’intérét. Néanmoins il
reste tres fréquemment utilisé car il a 'avantage de rendre possible la comparaison entre
les différentes méthodes d’estimation (cf. Section 1.1.5).

Ici, comme couramment en statistique mathématique, la résolution d’un probleme d’es-
timation minimax sur une classe fonctionnelle ¥ est réalisée en deux étapes :

1. trouver une normalisation ¢, (X) vérifiant une borne inférieure du risque minimax
du type
. . -1 (I') .
lim inf ;" (2)Ry” [Z] > 0;
2. construire un estimateur ﬁj vérifiant une borne supérieure du risque minimazx telle
que
lim sup ¢, ' ()R []?;,Z} < 00.

n——+0o0o
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Lorsque de tels résultats ont été obtenus nous dirons simplement que ¢, (¥) est la vitesse
de convergence (minimax) sur X et que lestimateur f;¥ est minimax sur . Aussi, nous

noterons R [X] = ¢n(2) pour décrire rapidement le résultat de la premiere étape et

Rg) [f;,Z] = ¢n(X), n— oo,

pour indiquer que le risque maximal de I'estimateur ﬁ: est asymptotiquement du méme
ordre que @,(X). La vitesse de convergence étant définie & une constante pres, elle sera
donnée sous la forme n~7 ou [n/In(n)]~7 pour les problemes d’estimation qui nous inté-
ressent.

Farrel [52] et Birgé [10] ont montré que pour n’importe quel estimateur ﬁl, il existe

une densité f pour laquelle le risque R%r) [fn, f] ne tend pas asymptotiquement vers 0.
Pour remédier a cela, il faut introduire un parametre d’amplitude dans la définition de
la classe 3. C’est pourquoi cette classe fonctionnelle est généralement contenue dans une
boule (ou une intersection de boules) d’un espace d’approximation approprié au probleme
d’estimation considéré.

Dans cette these, nous supposons que la densité estimée appartient a une classe de
Nikolskii anisotrope N, q(8,L) (cf. Chapitre 2, Section 2.3.1). Ces classes fonctionnelles
ont d’abord été introduites pour la théorie de l'approximation par Nikolskii [102]-[103].
Pour l'estimation minimax d’une densité multivariée, elles ont été considérées pour la
premiere fois par Ibragimov et Khasminskii [70]-[71]. Pour toute fonction f € N, 4(8, L),
la coordonnée (3; du vecteur 5 = (51,...,8q4) € (0, 00) représente la régularité de f dans la
direction de z;, alors que la coordonnée r; du vecteur r = (rq,...,rq) € [1,00]¢ représente
I'indice de la norme intégrale dans laquelle la régularité 5; est mesurée (r est parfois
appelé indice d’homogénéité). Quant au parametre L = (Ly,. .., Lg) € (0,00)¢, c’est un
parametre d’amplitude. Plus précisément, la classe N, 4(5, L) est I'intersection de boules
dans des espaces fonctionnels semi-normés dont les rayons sont les coordonnées L;. Le fait
que la régularité dépende de la direction dans R? indique le caractére anisotrope de la
densité estimée. Le fait que la régularité soit mesurée dans des normes intégrales indique
que cette densité peut étre inhomogéne, c’est a dire plutot "irréguliere” dans certaines
parties du domaine d’observation et assez "lisse” dans d’autres. Pour ’estimation d’une
densité anisotrope homogeéne, il convient de considérer qu’elle est dans une classe de Holder
anisotrope Hy(8, L) = Ny 4(5, L), c’est-a-dire que r; = 00. Si f; =3 >0, r; =r € [1,00]
et Ly = L > 0 pour tout j € {1,...,d} alors la densité estimée est dite isotrope. Dans
tous les cas, les classes de Nikolskii sont contenues dans des espaces de Besov particuliers
(cf. Annexe, Definition 11).

En statistique non-paramétrique, pour l’estimation minimax, la classe fonctionnelle
contenant le parametre d’intérét est tres souvent une boule de Besov IB%E (L), parfois
au parametre d’amplitude pres suivant la définition qui est considérée. Notons que la
définition des espaces de Besov que nous utilisons dans cette these, a 'aide de dérivées
partielles, peut étre remplacée par une caractérisation portant sur les coefficients dans

une base d’ondelettes (cf. Donoho, Johnston, Kerkyacharian et Picard [37]-[38]), ou sur
des approximations polynomiales (cf. Lepski, Mammen et Spkoiny [35]), ou encore sur
des différences finies réitérées (cf. Kerkyacharian, Lepski et Picard [78]). Le choix d’une

définition plutét qu’une autre peut dépendre de la méthode utilisée pour calculer le biais
des estimateurs considérés (cf. Section 1.1.5). L’équivalence entre les différentes définitions
des espaces de Besov peut étre obtenue via une caractérisation de Littlewood-Paley (cf.
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Nikolskii [102]-[103], Triebel [121]-[123], Grafakos [65]-[06], Meyer [100]). La caractérisation
des classes de Nikolskii a 'aide de dérivées partielles a, par exemple, été utilisée pour
I'estimation dans le modele de densité (M1) par Goldenshluger et Lepski [60] et dans le
modele de déconvolution (M2) par Comte et Lacour [30].

Les espaces de Besov particuliers qui sont généralement considérés dans la littérature
sont les espaces de Hilbert-Sobolev W,(8) = IB%gQ(]Rd) (ici rj = 6 = 2), les espaces de

Sobolev W, 4(3) = Bg,p(Rd) (ici r; = 6 = p), les espaces de Holder-Zygmund Hy(8) =
IB%gopo(Rd) (icirj; = 0 = 00) et aussi les espaces de Holder-Nikolskii N, 4(3) = IB%;? 0 (RY) (ici
§ = 00). Si B; = B et r; = r pour tout j € {1,...,d} alors I'espace Bﬁg(Rd) est un espace
de Besov isotrope qui sera noté simplement IB%Eﬁ(Rd). Afin de comprendre plus facilement
le lien entre les différents résultats que nous donnons dans la suite, nous rappelons ici

quelques inclusions dans le cas isotrope (cf. Nikolskii [103] pour le cas anisotrope) :
B d B d max{B,8'} d min{B,8'} mdy.
IB'P,mim{Gﬂ/}(R ) C Bmmax{e,ﬁ/}(R )’ BT,G (R ) C Br,@ (R )7

BE,Q(RUZ) - BE/:e(Rd)a B =pB-d/r+d/r >0, v >r.
En particulier, W,. 4(8) C N, 4(8) C Hy(B — d/r).

Finalement, la classe fonctionnelle considérée pour ’estimation minimax dépend forte-
ment d’un parametre de nuisance o plus ou moins "compliqué” et supposé connu a priori, ce
qui est souvent impossible dans la pratique. Par exemple, si ¥ = N, 4(8,L), o = (8,1, L).
De plus, si on note ¥ = ¥, pour indiquer cette dépendance, un estimateur minimax sur
Y, n’est pas obligatoirement minimax sur X, si o/ # « (cf. Section 1.1.8). Pour ces
raisons, en statistique non-paramétrique, I’approche minimax développée dans les années
70-80 a laissé progressivement sa place & une approche minimax adaptative depuis la fin
des années 80 et jusqu’a nos jours.

1.1.4 Approche minimax adaptative

Pour la théorie minimax adaptative, la fonction estimée est toujours supposée appar-
tenir a une classe fonctionnelle X, mais qui n’est pas connue & priori. Par contre, X est
supposée appartenir & une "grande” famille de classes fonctionnelles {¥,, o € A} donnée.
Dans ce cas, A est 'ensemble des parametres de nuisance. Par exemple, si ¥, = N, 4(5, L)
alors A C (0,00)% x [1,00]% x (0,00)%. Pour qu'un estimateur f, soit bon, il faut que la
qualité d’estimation soit bonne quelle que soit la classe fonctionnelle contenant le para-
metre d’intérét, c’est-a-dire que notre estimateur soit adaptatif par rapport au parametre
de nuisance «. Il est alors naturel d’évaluer son risque maximal sur chaque classe ¥, et de

le comparer avec le risque minimax R%r) [Xa] (ou avec la vitesse de convergence ¢, (X,)).

Définition 2. 1) Une famille de normalisations 1 = {¢n(Sq) > 0, a € A} est dite
admissible si il existe un estimateur f vérifiant

lim sup ¢ L (Sq)R® [}j;, za} <00, VYaedA (1.8)

n—-+oo

Dans ce cas, l'estimateur f;: est dit ¢-adaptatif.

2) Si ¢ (Sa) est la vitesse de convergence sur Xq et © = {pn(Sa), a € A} est admissible,
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tout estimateur p-adaptatif est appelé estimateur adaptatif optimal en vitesse de
convergence sur la famille de classes fonctionnelles {¥,, o € A}.

Le premier estimateur adaptatif optimal en vitesse de convergence (E.A.O.) a été pro-
posé par Efroimovich et Pinsker [14] pour 'estimation en norme Ly, dans le modele du
bruit blanc Gaussien, d’un signal univarié périodique appartenant a une classe de Sobolev
Wy 1(8, L). Mieux encore, 'estimateur de Efroimovich et Pinsker [11] est asymptotique-
ment exact sur chaque classe Wy 1(5, L) puisque son risque maximal est asymptotique-
ment équivalent au risque minimax sur chacune de ces classes fonctionnelles. Dans ce cas,
I'asymptotique exacte du risque minimax sur Wy (3, L) est P(L)n=P/CB+D) ot P(L) est
la constante de Pinsker. Remarquons que, pour ce probleme, la régularité du signal et
lerreur d’estimation sont mesurées dans la méme norme. Des résultats similaires dans le
modele de densité ont ensuite été obtenus par Efroimovich [45].

Depuis ces travaux, de tres nombreuses méthodes d’estimation adaptative ont été
proposées pour l'estimation en norme Ly dans différents modeles statistiques. Un grand
nombre d’entre elles ont été développées, par exemple, par Golubev [63], Golubev et Nuss-
baum [64], Donoho et Johnston [30], Barron, Birgé et Massart [5], Cai [24], Nemirovski
[101], Juditsky et Nemirovski [73], Birgé et Massart [13], Cavalier et Tsybakov [25], Weg-
kamp [129], Tsybakov [125], Leung et Barron [91], Cavalier et Golubev [20], Rigollet [111],
Rigollet et Tsybakov [112], Bunea, Tsybakov et Wegkamp [18], Dalalyan et Tsybakov
[33], Efroimovich [17], Youndjé et Wells [130], Goldenshluger [57], Rigollet et Tsybakov
[113], Chacén et Duong [29], Reynaud-Bouret, Rivoirard et Tuleau-Malot [110], Bertin,
Le Pennec et Rivoirard [9], Akakpo [2], Comte et Lacour [30] et Birgé [11] (dans 'ordre
chronologique).

Lepski [841] a été le premier a considérer le probleme de 'estimation adaptative dans
un contexte tres vaste, incluant Pestimation en norme L, (p € [1,00]) et l'estimation
ponctuelle, et a démontré qu’il n’était pas toujours possible de construire un E.A.O. Par
exemple, pour 'estimation d’un signal univarié a support compact dans le modele du bruit
blanc Gaussien, et pour la famille des classes de Holder unidimensionnelles Ny 1 (5, L),
Lepski [34] a démontré qu’il existait un E.A.O. pour I'estimation en norme L, (p € [1, c0]),
mais pas pour 'estimation ponctuelle. Pour ce dernier cas, se pose & nouveau la question
de 'optimalité, mais cette fois pour I’estimation adaptative par rapport au parametre de
nuisance.

Plus généralement, pour résoudre un probleme d’estimation minimax adaptative sur
une famille de classes fonctionnelles, il faut trouver une famille de normalisations admissible
1 qui soit "optimale” et fournir un estimateur -adaptatif. Un premier critére d’optimalité
a été proposé par Lepski [84]. Ce critére présentant certains défauts, Tsybakov [124] en a
introduit un second, relativement performant pour I'estimation adaptative sur des classes
fonctionnelles unidimensionnelles, mais pouvant étre amélioré lorsqu’il s’agit d’estimer une
fonction multivariée et anisotrope. Pour ce dernier type de problemes, Klutchnikoff [31] a
proposé un nouveau critere d’optimalité, plus précis que le précédent, qu’il a utilisé pour
montrer 'optimalité de ses résultats pour l'estimation adaptative ponctuelle d’un signal
anisotrope Holdérien, dans le modele du bruit blanc Gaussien.

L’idée principale est de comparer les familles de normalisations admissibles deux a
deux, dans le cas ou 'ensemble A des parametres de nuisance peut étre considéré comme
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étant une variété de dimension m d’un espace R™, m € N*. Pour cela il faut introduire,
pour deux familles de normalisations ¢ et 1, les ensembles

A [V/y] = {a cA: nh_)n;om = 0},
lim En (an) Jn (ECV)
n—00 ¥ (Bag) Pn (Za)

A0 W/ w] est ’ensemble des valeurs du parametre de nuisance pour lesquelles la famille

A [ /y] = {a c€A: = 00, Vag € A [¢/y] } :

de normalisations 1 est meilleure que 1. Pour chacune de ces valeurs, la normalisation
est bien meilleure que 9 sur I'ensemble A(>) [w / w].

Définition 3. Une famille de normalisations ¥ = {¢(Za) > 0, o € A} est appelée
vitesse adaptative de convergence si elle est admissible et si, pour toute famille de
normalisations 1 admissible telle que A©) [@/1#] # (), I’ensemble A©) W/w] est contenu

dans une variété de dimension m — 1 et Uensemble A(>) W/d)] contient un ouvert de R™.

Dans ce cas, un estimateur -adaptatif est appelé estimateur adaptatif en vitesse de
convergence sur la famille de classes fonctionnelles {X,, o € A}.

Evidemment, si la famille des vitesses de convergence ¢ = {¢(Za), a € A} est ad-
missible, alors A(©) W/ 4,0] = () pour toute famille de normalisations 1) admissible. Dans ce
cas, le critere précédent choisira ¢ comme vitesse adaptative de convergence. Notons aussi
que la vitesse adaptative de convergence est unique en ordre puisque, si 1 et 1 sont deux

vitesses adpatatives de convergence, alors 1, (24) =< 1,,(Xa), Vo € A.

Dans cette these, nous nous intéressons a l’estimation minimax adaptative sur des
familles de classes de densités de probabilité anisotropes et inhomogenes. Pour pouvoir
améliorer la qualité d’estimation, nous prenons en compte I'éventuelle structure d’indé-
pendance du vecteur X d’intérét et, pour analyser les performances de nos méthodes,
nous développons a notre tour le critere d’optimalité de Klutchnikoff [21] (cf. Chapitre
2, Section 2.3.4). Dans ce cadre, nous proposons des estimateurs adaptatifs en vitesse de
convergence pour différents problémes d’estimation (globale ou ponctuelle) et I'adaptation
se fait simulatément par rapport a l’anisotropie, I'inhomogénéité et 1’éventuelle structure
d’indépendance de la densité estimée (cf. Section 1.1.8). Pour construire ces estimateurs,
nous développons la procédure de sélection aléatoire (mesurable par rapport a l'observa-
tion) proposée par Lepski [3%], en utilisant des familles d’estimateurs a noyau que nous
choisissons soigneusement et différemment suivant les problemes d’estimation considérés.

1.1.5 Méthodes d’estimation a noyau

Dans tous les problemes d’estimation considérés, la perte d’un estimateur fvn peut étre
décomposée de la fagon suivante :

Fa(@) = 1@) = fa@) = B {Fu(@) } + By {Fu(@) } = £()

terme stochastique biais

Le terme stochastique correspond a ’erreur stochastique relative a l'estimateur fn Le
risque d’erreur stochastique est calculé en utilisant des outils probabilistes comme, par
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exemple, des majorations de moments et des inégalités de concentration (cf. Section 1.1.7,
Annexe). Quant au biais, il peut étre considéré comme étant une erreur d’approximation.
Pour le calculer, il faut choisir une méthode d’approximation. Si on choisit la convolution,
qui est une méthode linéaire tres fréquemment utilisée en théorie de I'approximation, on
est amené & considérer un estimateur f, vérifiant E¢{ fn(2)} = Ky f(z), ott K}, € L1 (R)
est un noyau tel que [ Kj, = 1et h € (0, l]d est un parametre de lissage appelé aussi fenétre
multidimensionnelle.

Pour le modele de densité (M1), 'estimateur & noyau qui est trés souvent utilisé est

I'estimateur de Parzen-Rosenblatt (cf. Rosenblatt [114], Parzen [105]) défini par
) = 23 R (-, K= (2 8) )
n(x) == — h( Xk —x), W)= ———K|=. .., )
"= Hj:l h; ha h;

ot K : R? — R est une fonction vérifiant [ K =1 (K est un noyau).

Pour le modele de déconvolution (M2), on peut aussi utiliser une méthode a noyau (cf.
Carroll et Hall [27], Stefanski et Carroll [119] et Fan [18]-[19] pour le cas unidimensionnel,
Masry [91], Youndjé et Wells [130] et Comte et Lacour [30] pour le cas multidimensionnel)
définie par

P = LS e R S Ry ()
In(@) : ”kZlL(h)( Vi), L) (%)d/w dt. (1.10)

Ici et dans la suite, § désigne la transformée de Fourier d’une fonction g € Ly (R%), définie
par §(z) = [ e"<t®>g(z)dz, ot < -,- > est le produit scalaire Euclidien sur R%.

Dans tous les cas, si K est un noyau bien construit et fixé, il est souvent possible de
choisir un "bon” estimateur & noyau f;, (voir méme un estimateur minimax). Pour cela, il
faut choisir convenablement la fenétre h. Pour approche minimax, le choix de la fenétre
est déterministe et dépend de la classe fonctionnelle contenant le parametre d’intérét a
priori (cf. Ibragimov et Khasminskii [70]-[71] pour le modele de densité, Fan [18]-[19] pour
le modele de déconvolution). Pour approche minimax adaptative, ce choix est aléatoire
(car il dépend des observations) et ne dépend d’aucune information sur la fonction estimée
(cf. Goldenshluger et Lepski [00] pour le modele de densité, Comte et Lacour [30] pour le
modele de déconvolution).

Notons que ces estimateurs a noyau appartiennent a la grande famille des estimateurs
linéaires qui, pour 'estimation d’une densité de probabilité, peuvent étre définis de fagon
tres générale comme ci-dessous (cf. Donoho, Johnston, Kerkyacharian et Picard [38]).
Posons Z(™ = X sj c’est le modele de densité (M1) qui est considéré, ou Z(" =Y ™) si
on estime une densité de probabilité dans le modele de déconvolution (M2).

Définition 4. Un estimateur fo(-) = fo(-, Z(M) est dit linéaire si il peut étre écrit sous
la forme

ful@) =Y Tu(w,Zy), Vo eRY,
k=1

ou les fonctions Tj, : R* x R* — R sont mesurables.
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Pour les deux modeles statistiques que nous étudions dans cette these, chaque estima-
teur linéaire vérifie une égalité telle que E;{ f,(z)} = [ K(y,z)f(y)dy. Ainsi, I'espérance
mathématique d’un estimateur linéaire est une fonctionnelle linéaire du parametre d’in-
térét. Notons que certains auteurs considerent que cette derniere propriété caractérise les
estimateurs linéaires (cf. Goldenshluger et Lepski [00]-[61]).

Si les méthodes linéaires (& noyau, par projection orthogonale et autres) permettent
d’obtenir des résultats optimaux pour certains problemes d’estimation minimax, elles pré-
sentent des inconvénients pour d’autres, et cela peut dépendre de I’espace d’approximation
auquel est supposé appartenir la fonction estimée. Par exemple, pour I’estimation en norme
L, (2 < p < 00) d’une densité de probabilité univariée et inhomogene, la vitesse de conver-
gence sur la classe de Nikolskii N (5, L) est n~B/(2B+1) et Pestimateur minimax peut étre
choisi dans la famille des estimateurs a noyau (cf. Ibragimov et Khasminskii [70]-[71]).
Par contre, pour le méme probleme d’estimation, les classes fonctionnelles qui sont conte-
nues dans une boule de L,(R) et sur lesquelles le risque minimax et le risque maximal
d’un estimateur & noyau coincident (asymptotiquement en ordre) avec n=B/28+1) gont
nécessairement contenues dans une classe Ny, 1(5, L) (cf. Kerkyacharian et Picard [70]).
Autrement dit, pour que les estimateurs & noyau atteignent la vitesse de convergence
(minimax) pour ce probleme, il faut considérer que la régularité de la densité estimée et
Ierreur d’estimation sont mesurées dans la méme norme.

Pour préciser ce phénomene, Donoho, Johnston, Kerkyacharian et Picard [37]-[38] ont
démontré que, pour I'estimation en norme L, d’une densité univariée a support compact,
un estimateur linéaire ne peut pas atteindre la vitesse minimax sur la boule de Besov
unidimensionnelle IB%fi o(L) (et donc sur N1 (5, L)) des lors que p > r. Plus précisément, il
découle de leurs résultats que, pour ce probleme d’estimation, I’estimateur linéaire "percoit”
la régularité de la densité estimée f € Bﬁ (L) uniquement & travers l'inclusion

B)y(R) C BYy(R), £ =p—1/r+1/p>0.

Dans le méme esprit, mais pour ’estimation sur R d’une densité Holdérienne, Juditsky
et Lambert-Lacroix [74] ont démontré qu'un estimateur linéaire ne peut pas atteindre la
vitesse minimax sur Nog 1(5, L) si p > 2.

Pour remédier a cela, Donoho, Johnston, Kerkyacharian et Picard [37]-[38], ainsi que
Juditsky et Lambert-Lacroix [74], ont proposé des méthodes non linéaires basées sur un
seuillage aléatoire des coefficients obtenus en estimant ceux du parametre d’intérét dans
une base d’ondelettes (c’est le critére de seuillage qui différencie ces méthodes). Mais on
peut aussi utiliser une procédure de sélection aléatoire ponctuelle (cf. Section 1.1.7) dans
une famille d’estimateurs & noyau et obtenir un estimateur non linéaire dont la qualité
d’estimation est bien meilleure que celle des estimateurs linéaires eux-mémes. Dans le
modele de densité, cela a été proposé par Goldenshluger et Lepski [(2], pour I'estimation
minimax en norme L, sur la classe de Nikolskii anisotrope N, 4(5, L). Notons que, pour une
partie importante de I’espace des parametres de nuisance (souvent appelée zone dense), la
qualité d’estimation fournie par ces méthodes non linéaires est sous-optimale a un facteur
[In(n)]” pres (7 > 0), alors que celle d’un estimateur linéaire est sous-optimale & un facteur
polynomial en n pres, n étant le nombre d’observations (cf. Section 1.2.2).

1.1.6 Inégalités d’oracle et estimation adaptative

Pour I'approche d’oracle, la fonction estimée est supposée appartenir a une grande
classe fonctionnelle F (naturelle pour le probleme d’estimation considéré) et le nombre
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d’observations n est fixé. L’objectif est alors de choisir, dans une famille d’estimateurs
§={fy: b e HN,} donnée (caractérisée par le parametre h € §,,), un estimateur qui
soit le meilleur possible. Par exemple, si on cherche ”le meilleur” estimateur a noyau pour
une densité f uniformément bornée par £ > 0, la famille des estimateurs peut étre § =
{frn: h €9y}, ou fp est défini par (1.9) ou (1.10) (avec un noyau K fixé bien choisi) et
$Hn C (0, 1]d est ’ensemble des fenétres a sélectionner. Dans ce cas, la classe fonctionnelle

est Fylf] = {f:RI > Ry, [f=1, HfHOO < f}.

Dans tous les cas, cela pourrait revenir a résoudre le probleme de minimisation
* = arg inf R(r)[~, }
bn g hEH) n fh f

Mais il n’est pas possible de trouver I’estimateur fb;f“ souvent appelé oracle dans la litté-
rature, puisque by dépend du parametre d’intérét f qui est inconnu. L’objectif est donc
d’utiliser 'observation statistique pour sélectionner un parametre Hn € 9, de fagon a ce
que l'estimateur fEn vérifie une inégalité d’oracle

R® [}'Ef} < Chiengnngr> [ﬁ,,f} 3., YfeF, Vn>mng,

ou C' > 0 est une constante indépendante de n et de f, si possible proche de 1, §, est un
terme résiduel indépendant de f et le terme principal est considéré comme étant le risque
d’oracle. 11 est parfois difficile de comparer le risque de I'estimateur sélectionné avec celui
de l'oracle. Dans ce cas, on cherche a obtenir une inégalité d’oracle

R [Fy, f] <€ inf RO [0, f] 46, Vf €F, Vo> o, (1.11)
i ENn

ou Dfi,(f) [h, f] est une "bonne” approximation du risque Rq(lr) [fb, f]. Par exemple, dans

certains cas, on peut avoir XRS) b, f] = E(B(b, f)) + Un (b, f), ou B(h, f) est une approxi-
mation du biais et U, (b, f) est une approximation du risque d’erreur stochastique, pour
un estimateur f, de la famille § considérée.

Le fait d’obtenir une telle inégalité présente plusieurs avantages. Tout d’abord, un tel
résultat n’est pas assymptotique et est vérifié pour toute fonction estimée appartenant
naturellement a une grande classe fonctionnelle. Ensuite, on peut en déduire un résultat
d’estimation minimax adaptative intéressant si, par exemple, on a :

- infae.A %(Ea) > Cl5n§
- Yo CF, Vae A;
~ 3o Q) € Hn, supgex, R 1), ] < Coth(Sa), Yo € A.

En effet, dans ce cas, on obtient immédiatement la borne supérieure minimax adaptative

sup R [}75 f} < C(Cy+ CTYu(Ba), Ya € A, Vn > ng.
[S)IP

Notons que le premier point indique que le terme résiduel §,, est négligeable par rapport
a chaque normalisation ¥, (%,). Le troisieme point indique que la famille d’estimateurs
§ contient un estimateur atteignant la vitesse de convergence v, (X,) (uniformément sur
Yo) pour chaque classe fonctionnelle 3. Ainsi, si ¢ = {1/1n(2a), a € .A} est la vitesse
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adaptative de convergence, on peut conclure que f%n est un estimateur adaptatif en vitesse
de convergence sur la famille de classes fonctionnelles {X,, o € A}. Aussi, pour pouvoir
choisir un estimateur qui soit le meilleur possible, il est d’usage de considérer une famille
d’estimateurs § qui contienne un estimateur minimax fh ) pour chaque éventualité f €
Ya, a € A.

Finalement, pour chaque probleme d’estimation que nous étudions :

1. nous considérons une famille d’estimateurs soigneusement construite, en utilisant des
méthodes & noyau ;

2. nous choisissons un estimateur dans cette famille par une procédure de sélection
aléatoire, inspirée de la méthodologie de Goldenshluger-Lepski [61];

3. nous obtenons une inégalité d’oracle pour I'estimateur sélectionné ;

4. nous en déduisons une borne supérieure minimax adaptative.

Dans la plupart des cas, nous pouvons en déduire que notre estimateur est bien adaptatif
en vitesse de convergence sur une certaine famille de classes de Nikolskii anisotropes.

1.1.7 Méthodologie de Goldenshluger-Lepski

La méthodologie de Goldenshluger-Lepski (cf. Goldenshluger et Lepski [60]-[61]) a prin-
cipalement été introduite pour construire une méthode d’estimation par sélection dans une
famille d’estimateurs linéaires et obtenir un estimateur qui vérifie une inégalité d’oracle.
Elle est proposée dans un contexte tres général et peut étre utilisée pour différents pro-
blemes d’estimation adaptative dans différents modeles statistiques. Ainsi, elle a permis
d’obtenir des méthodes d’estimation adaptatives par rapport a certaines structures (par
exemple, pour les structures single-index et projection pursuit) et, en particulier, par rap-
port a I’anisotropie de la fonction estimée. Nous ne donnons pas ici une description détaillée
de cette méthodologie, mais nous en donnons les idées principales.

Tout d’abord, cette regle de sélection aléatoire (basée sur I'observation) consiste a
choisir un estimateur dans une famille d’estimateurs linéaires § = {f;, : h € 9,}
vérifiant, pour chaque h € 9,, une égalité du type Ef{f;,(:n)} = [Ky(y,z)f(y)dy (ct.
Définition 4).

Le critere de sélection est basé sur la comparaison des estimateurs deux a deux en
faisant intervenir des estimateurs auxiliaires. Plus prec1sement pour comparer fh avec les
autres estimateurs fh’ on introduit des estimateurs fh p et le critere de comparaison

o) = sup [¢(fow —Fir) ~d (0.0)]

h €N

Si &y et &y sont les erreurs stochastiques relatives aux estimateurs fh,h’ et fhr respecti-

vement, U (h, ') est une majorante uniforme de la perte aléatoire E(&W - fh’)’ vérifiant
une inégalité telle que

r

sup (Ef sup [ﬁ(fh’h/ — §h/) —Z/~{ (h,hl):|r+> < (5n; \V/f cF.

HhEN b’ EHn
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Si il existe En € $, mesurable par rapport a ’observation et vérifiant

h'eHn b EHn

An(ba) + sup U (8,5,) < inf {ﬁn(h) + sup L?(b’,h)} + 6,
I'estimateur sélectionné est fﬁn

Lorsque les estimateurs auxiliaires vérifient la propriété de commutativité fh,h’ =
fh’,b? il est assez facile de montrer que ]f%n vérifie une inégalité d’oracle telle que celle don-
née dans (1.11). Pour que cette inégalité d’oracle soit suffisamment précise pour obtenir
une borne supérieure minimax adaptative intéressante, il faut choisir convenablement 1’es-
pace des parametres £, les estimateurs auxiliaires ﬁ]’h/ et obtenir une "bonne” majorante
uniforme U (,b), ce qui peut étre treés délicat. En particulier, le choix des estimateurs
auxiliaires doit permettre de réduire le plus possible les erreurs d’approximation et les
erreurs stochastiques générées par les comparaisons qui sont faites. Idéalement, si ﬁ, est
un "bon” estimateur de f, les quantités supy g, E(Ef{ﬁ,,h/} —Ef{ﬁ,/}) et supy/cg, U (', n)
doivent étre de "bonnes” approximations de son biais et de son risque d’erreur stochastique
respectivement (cf. Sections 1.1.5-1.1.6).

Dans le cas ot £ est la perte ponctuelle en z € R?, le parametre En sélectionné dépend
de x et la procédure de sélection décrite ci-dessus est une procédure de sélection aléatoire
ponctuelle. Elle a un double avantage puisqu’elle permet d’obtenir une inégalité d’oracle
ponctuelle pour résoudre un probleme d’estimation ponctuelle, et cette inégalité d’oracle
ponctuelle peut-étre intégrée pour résoudre un probleme d’estimation en norme L, (cf.
Goldenshluger et Lepski [62]). Si £ est la perte L, alors la procédure de sélection décrite
ci-dessus est une procédure de sélection aléatoire globale.

Par exemple, pour l'estimation globale d’une densité anisotrope et inhomogene, la
méthodologie de Goldenshluger-Lepski a été utilisée dans le modele de densité (M1) par
Goldenshluger et Lepski [60] et dans le modele de déconvolution (M2) par Comte et Lacour
[30]. Pour tous ces travaux, la famille d’estimateurs linéaires qui est utilisée est une famille
d’estimateurs & noyau f, définis par (1.9) ou (1.10), avec h € $, C (0,1]%, et les estimateurs
auxiliaires sont définis par fj, pr = Kj * f, (out * est le produit de convolution standard).

Dans ce cas, comme Ef{fh/(x)} = K * f(x), en utilisant I'inégalité triangulaire et
I'inégalité de Young on obtient aisément

o — o

<1l F- g +lewl, woe ol

Pour définir le critere de comparaison avec £(-) = || - ||p, il suffit donc de calculer une
majorante uniforme U (h’) pour la norme L, de lerreur stochastique &, sur l'espace 5,
telle que

~ r
(Ef sup [[lgwl, = (v') | ) <6, VfEF
b EHn +
Le criteére de sélection s’écrit alors

Al +8 () < inf {Bam) +U (W)} + 60
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et, comme fh,}ﬂ = fh/’h, il est facile de démontrer que ’estimateur ]‘%n vérifie I'inégalité
d’oracle : Vf € F, Vn > ny,

R (7. 1] < hiengn{(1+2llK!1)R%r) [ 7] +2 (B W)Di} o

Nous voyons bien ici que I'espace des parametres $),, ne doit pas étre "trop gros” de fagon a
ce que, simultanément, d,, soit "petit” et Es [L?(h)} " "proche” de E; th H; Mais 9, doit étre
"suffisamment gros” pour contenir chaque fenétre h,(a), o € A, permettant d’atteindre la
vitesse adaptative de convergence v, (X,) (cf. Section 1.1.6).

A travers cet exemple, il apparailt clairement que le plus important pour faire fonc-
tionner cette méthodologie, est le choix de 'espace des parametres §),, et 'obtention de
majorantes uniformes sur cet espace pour controler efficacement les erreurs stochastiques
relatives aux estimateurs mis en jeux. Et il en est de méme pour la plupart des méthodes
d’estimation adaptatives. Pour faire face a ce probléeme, on peut utiliser et développer
des inégalités de concentration et des inégalités maximales (en probabilité) existantes. Ces
inégalités ont été l'objet d’un tres grand nombre de travaux. On peut lire, par exemple,
ceux de Alexander [!], Ledoux et Talagrand [33], Talagrand [120], van der Vaart et Wellner
[128], Birgé et Massart [12], van de Geer [127], Massart [96], Bousquet [15], Klein et Rio
[80], Giné et Koltchinskii [55], Massart [97], Goldenshluger et Lepski [59], Lepski [30]-[87]
et Lederer et van de Geer [32] (dans l'ordre chronologique).

En particulier, Goldenshluger et Lepski [79] proposent des majorantes uniformes dans
un cadre tres général, pour la construction de méthodes d’estimation en norme L, (1 < p <
o0) dans un grand nombre de modeles statistiques non-paramétriques. Ils ont d’ailleurs
utilisé ces majorantes dans le modele de densité (cf. Goldenshluger et Lepski [60]) et
cela leur a permis d’obtenir un E.A.O. sur la famille des classes de Nikolskii anisotropes
Np.a(8,L) (indice d’homogénéité est r; = p, comme dans la définition du risque). Par
contre, pour l’estimation en norme Ly dans le modeéle de déconvolution, Comte et Lacour
[30] ont utilisé et développé une version des inégalités de concentration de Talagrand,
proposée par Klein et Rio [80], et ont ainsi obtenu un E.A.O. sur la famille des classes
de Sobolev anisotropes Wy 4(5, L) (I'indice d’homogénéité est r; = 2, comme dans la
définition du risque).

Dans cette these, nous utilisons et développons certains des résultats obtenus par
Goldenshluger et Lepski [59] pour obtenir des majorantes uniformes de la norme L,
(1 < p < 00) de lerreur stochastique relatives aux estimateurs a noyau définis par (1.9)
ou (1.10) (cf Chapitre 3, Propositions 3-4-5 et Lemmes 4-5 pour l'estimation en norme L,
dans le modele de densité et Chapitre 4, Proposition 7 et Lemme 6 pour ’estimation en
norme L, dans le modele de déconvolution). Pour obtenir des majorantes uniformes pour
la perte ponctuelle ou pour la perte Lo, nous utilisons et développons d’autres résultats
obtenus par Lepski [86]-[87] (cf. Chapitre 2, Proposition 2 et Lemme 1 pour l'estimation
ponctuelle dans le modele de densité et Chapitre 4, Proposition 7 et Lemme 6 pour I'es-
timation en norme Lo, dans le modele de déconvolution). Pour l'estimation en norme L,
(p € [1, 00]), nous proposons une procédure de sélection aléatoire globale faisant intervenir
des estimateurs auxiliaires définis par le produit de convolution, tels que fy, » = Kp % f,
(cf. Sections 3.2.2 et 4.3.1). Pour 'estimation en un point fixé, nous proposons une pro-
cédure de sélection aléatoire ponctuelle faisant intervenir des estimateurs auxiliaires tels
que frpp = fpuw, ot RV R = (hy V Ry, ... hq V R})), qui vérifient aussi la propriété de
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commutativité ]7;17;1/ = fh/,h (cf. Section 2.2.2). L’utilisation de ces estimateurs apparait
dans les travaux de Kerkyacharian, Lepski et Picard [7&], dans le modéle du bruit blanc
Gaussien, et nous permet d’obtenir une précision optimale pour l'estimation adaptative
d’une densité en un point fixé, dans le modele de densité. Remarquons que l'introduction
des estimateurs fp\ s dans la méthodologie de Goldenshluger-Lepski peut étre considérée
comme étant un raffinement de celle-ci, puisque ces estimateurs ne vérifient pas la défini-
tion des estimateurs auxiliaires donnée dans sa description générale (cf. Goldenshluger et
Lepski [61]).

1.1.8 Structure d’indépendance

Il est bien connu que la vitesse de convergence d’un estimateur est d’autant moins bonne
que la dimension de ’espace de définition de la fonction estimée est grande. Par exemple,
dans le modele de densité, pour l'estimation en norme L, (2 < p < oo) d’une densité
appartenant a la classe de Nikolskii anisotrope N, 4(/3, L), ou pour I'estimation ponctuelle
sur la classe de Holder anisotrope Ny ¢(3,L) (ici 7; = 00), la vitesse de convergence
(minimax) est n=/ D ayec § = | Z;l:l 1/B;]71 (cf. Ibragimov et Khasminskii [70]-
[71]). Sila densité estimée est supposée étre isotrope de régularité 3; = B8 > 0, cette vitesse
de convergence est n=B/(28+d) ot 1a dépendance par rapport & la dimension d apparait plus
clairement.

Notons que, pour ces deux problemes d’estimation, la vitesse de convergence peut
étre atteinte par 'estimateur de Parzen-Rosenblatt (1.9) défini par un noyau K vérifiant
certaines propriétés et le choix de la fenétre suivant :

1

1 __B 1 d 1
hj=1L,;" (Lgln) PEN Ly =TI LY =1....d
k=1

Nous voyons bien ici que la construction d’un tel estimateur dépend fortement de la
connaissance a priori de la régularité de la densité estimée, ce qui peut étre un probleme
dans la pratique, et qu'un estimateur minimax sur N, 4(3, L) n’est pas nécessairement
minimax sur N, 4(4’, L) si f # f'. Comme expliqué précédemment, la méthodologie de
Goldenshluger-Lepski permet de faire face au probleme de ’anisotropie en sélectionnant,
dans une famille d’estimateurs a noyau, un estimateur qui s’adapte a la régularité du
parametre d’intérét. Mais elle ne permet pas de faire face au probléme de la dimension.

Pour réduire I'influence de la dimension sur la qualité d’estimation, de nombreux cher-
cheurs ont étudié la possibilité de prendre en compte, non seulement les propriétés de
régularité du parametre d’intérét, mais aussi certaines hypotheses structurelles sur le mo-
dele statistique considéré. On peut lire, par exemple, les travaux de Horowitz et Mamen
[69], Juditsky, Lepski et Tsybakov [75], Baraud et Birgé [1], Goldenshluger et Lepski [53],
Lepski et Serdyukova [39], Samarov et Tsybakov [I15] ou encore ceux de Benhaddou,
Pensky et Picard [0].

Dans cette theése, nous reprenons et approfondissons une idée qui a été récemment
introduite par Lepski [88] pour faire face au probleme de la dimension dans le modele
de densité. Cela consiste a prendre en compte la structure d’indépendance de la densité
estimée, ou plutot sa structure produit due a la structure d’indépendance du vecteur X
d’intérét.
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Exemple 1. (Simulations en dimension 2) Pour simplifier, considérons le modéle de
densité (M1) et supposons que le vecteur d’intérét soit un vecteur aléatoire Gaussien X =
(X1, X32) € R? de densité

fla) = s—e @D/ 5 =1,

Dans ce cas, les coordonnées X1 et Xo sont des variables aléatoires réelles indépendantes
de densités marginales

1 —(22)/(2052
filws) = —Jo—5¢ (=)/277),

Comme f(x) = f1(x1) fa(x2), deux possibilités s’offrent a nous pour estimer la densité f :

j=1,2.

1. on peut considérer un estimateur a noyau standard fr@ = }Vl(hl,hz) défini, par exemple,
par un noyau Gaussien K, 1,)(7) = Ky, (21)Kn, (z2) ou

1 .2 2 )
Ky, (z;) = me n/E) =12,
j

et (hy,he) € (0,1]2 est un paramétre de lissage a choisir convenablement ;

2. mais on peut aussi estimer chaque densité marginale f; par l'estimateur a noyau
unidimensionnel fyn; défini par le noyau Gaussien Ky, et considérer lestimateur

f,S”(a;) = fhl (:xl)ﬁlz (z2) qui a la méme structure produit que f.

Pour comparer les performances de ces deux estimateurs, on peut effectuer quelques simula-
tions. Nous avons estimé f sur une grille de 100 x 100 points dans le domaine [—1/2,1/2]?
en utilisant une transformation de Fourier discrete et n = 1000 copies du vecteurs X.
Comme f est une densité de probabilité isotrope, le parametre de lissage h = (hy,hy) est
un vecteur isotrope qui a été choisi dans la grille dyadique de (0,1]? de fagon & minimiser
la perte Ly moyenne (sur 1000 simulations) de l’estimateur ﬁ?). La Figure 3.1 ci-dessous
montre les boites a moustache des pertes obtenues pour 1000 simulations effectuées (a
gauche pour fﬁf) et a droite pour %2)) avec hy = hg = 0,0313. Dans ce cas, la perte Ly de
lestimateur f;(@l) a été inférieure a celle de !)7’;(12) 991 fois sur 1000 et

Ry [ﬁ(f), f} —0,2884 < 0,3523 = Ry [ﬁ?% f} :

ot, ict, Ro [A}Lj), f] est le risque empirique (perte e moyenne) de f},,j), ji=1,2.

Les résultats de nos simulations nous montrent que la qualité d’estimation obtenue par
la méthode a noyau standard peut étre améliorée en prenant en compte l’'indépendance des
coordonnées du vecteur X d’intérét. Mais, dans la pratique, cette information n’est géné-
ralement pas connue a priori et les coordonnées de X peuvent ne pas étre indépendantes.
La structure d’indépendance du vecteur X, comme la réqularité de sa densité f, peut donc
étre considérée comme étant un parameétre de nuisance. En dimension deux, ce parametre
peut étre représenté par la partition Py = {{1},{2}} si les coordonnées X et Xy sont in-
dépendantes, ou par Py = {1,2} sinon. L’estimateur optimal peut alors étre choisi parmi
les deux types d’estimateurs sutvants :

}T(h,Pl)(x) = ﬁll (‘Tl)fhz (‘T2)7 f(h,PQ)(x) = f(h1,h2)(x)'
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FIGURE 1.1 — Comparaison des pertes Ly (multipliées par 10?).

Dans ce cas, si B désigne l'ensemble des partitions de {1,2}, la famille d’estimateurs
considérée est § = {fy : b € Hu}, ot H, C (0,12 x P et h = (h,P) doit étre choisi
convenablement de facon a construire un estimateur qui s’adapte a la fois a la régularité
de la densité sous-jacente (par le choix du paramétre de lissage h) et a la possible structure
d’indépendance du vecteur X d’intérét (par le choir de la partition P). Les estimateurs
f(n,p) Wétant pas linéaires, comme cela est requis dans la méthodologie de Goldenshluger-
Lepski (cf. Section 1.1.7), il apparait nécessaire d’introduire une nouvelle procédure de
sélection aléatoire (tout au moins une modification de celle proposée par Goldenshluger et
Lepski) pour construire un estimateur adaptatif par rapport au paramétre (h,P).

Pour le cas général, Lepski [3%] a représenté la structure d’indépendance des densités
de probabilité définies sur R? par des partitions de {1,...,d}, comme ci-dessous.

Notons Z; ’ensemble de tous les sous-ensembles de {1,...,d}, privé de ’ensemble
vide ). Pour tout I € Zy, notons aussi I = {1,...,d}\I et |I| =card(I). Pour simplifier
les écritures nous utiliserons également la notation ) pour désigner I’ensemble {1,...,d}.
Finalement, pour tout = = (1, ...,z4) € R? et tout I € Zy, notons xj := (x)jer et posons

fr(xzy) = /Rfl f(x)dxs

avec, par convention, f5 = f et fg = 1. Les fonctions f7 ainsi construites ne sont autres que
les densités marginales respectives des vecteurs aléatoires Xj. De plus, si P = {I1,..., I}
est une partition de {1,...,d} telle que les vecteurs aléatoires X7,, ..., X; sont mutuel-
lement indépendants, alors

f@) =] fr(zr), VYxeR?

IeP
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Dans ce cas, on dira que P est une possible structure d’indépendance de f (elle n’est peut-
étre pas unique). Cette structure d’indépendance étant rarement connue dans la pratique,
on parlera aussi d’éventuelle structure d’indépendance de f.

Soit P un ensemble de partitions de {1,...,d} donné. Dans la suite, I’éventuelle struc-
ture d’indépendance de la densite f estimée sera représentée par une partition appartenant
a 'ensemble

B(f) := {7? eP: fla) =[] filar), vz € Rd} : (1.12)
IeP

En théorie, si la structure d’indépendance P de f n’est pas connue, il est préférable de
considérer que B est 'ensemble de toutes les partitions de {1,...,d} et, dans ce cas, P(f)
n’est pas vide car 0 € B. Par contre, si on sait a 'avance que P est une possible structure
d’indépendance de f alors on peut considérer que 8 = {P}. Mais la possibilité de choisir
I’ensemble P est aussi introduite pour des raisons calculatoires. En effet, dans la pratique,
si le nombre des partitions de {1,...,d} est trop grand, la sélection d’un estimateur par le
choix d’un tel parametre ne peut se faire en un temps raisonnable. Cela est expliqué plus
en détail dans le Chapitre 2, Section 2.2.3.

Pour estimation adaptative en norme Lo, dans le modeéle de densité (M1), Lepski [35]
a introduit une regle de sélection aléatoire globale dans la famille d’estimateurs

3[‘13} = {f(h,?)(x) = H f.h[(‘r])7 (h,P) € (O, 1]d X ‘B}, (1'13)

IeP

ou les estimateurs fhl sont des estimateurs & noyau tels que ceux définis par (1.9), de
noyaux respectifs K3, bien choisis. Les estimateurs f(h,p) n’étant pas linéaires, la mé-
thodologie proposée par Lepski [3%] peut étre considérée comme étant un raffinement
de celle de Goldenshluger-Lepski pour pouvoir prendre en compte 1’éventuelle structure
d’indépendance de la densité estimée. En outre, pour définir une procédure de sélection
aléatoire similaire, Lepski [38] a introduit des estimateurs auxiliaires particuliers. Pour les
construire, il faut d’abord considérer, pour deux partitions P et P’, la partition "induite”

,POP/:{IQI/#@,IG’P7 [’673’}, (1.14)

Ces estimateurs auxiliaires sont alors définis par

forawey@ = 11 fh,,h;(l‘l), fh,,h; = Ky * ;-
IePoP’

Des explications plus détaillées sur les idées qui conduisent a I'utilisation des estimateurs
Jn,p) €t fnp),n pry sont données dans le Chapitre 3, Sections 3.2.1-3.2.2.

Dans cette these, pour prendre en compte ’éventuelle structure d’indépendance de la
densité estimée, nous considérons également la famille d’estimateurs § [ 3 | pour construire
nos procédures d’estimation. Mais les résultats que nous obtenons concernent ’estimation
adaptative ponctuelle ou en norme L, (p € [1,00)) dans le modele de densité (cf. Cha-
pitre 2-3), et aussi I'estimation adaptative en norme L, (p € (1,00]) dans le modele de
déconvolution (cf. Chapitre 4). Comme expliqué dans la section précédente, des efforts
importants ont été nécessaires pour choisir convenablement (et conjointement) 1’espace
des parametres (h,P), les estimateurs auxiliaires et obtenir des majorantes uniformes
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adéquates, ces trois éléments étant essentiels pour définir chacune de nos procédures d’es-
timation. Enfin, pour chacun de ces problemes d’estimation, nous évaluons la qualité d’es-
timation obtenue (au sens minimax) sur des familles de classes de fonctions anisotropes
et inhomogenes N, 4(5, L, P), ot P représente I’éventuelle structure d’indépendance de la
densité estimée (cf. Chapitre 2, Section 2.3.1).

Exemple 2. (Estimation minimaz en dimension 5) Toujours dans le modele de den-
sité (M1), considérons un vecteur aléatoire d’intérét X = (X1, Xo, X3, X4, X5) € RS tel
que les vecteurs aléatoires (X1, X2) et (X3, X4, X5) soient mutuellement indépendants.
Notons fi2 et f3as leurs densités marginales respectives. Pour estimer f en un point
x = (1,72, 23, 24, 75) € R® firé, on peut considérer I'estimateur

Fin) (@) = Fity o) (@1, 22) Fihg s (€3, 24, 5),

ot h = (h1, ha, h3, ha, hs) € (0,1]° est le paramétre de lissage, P = {{1,2},{3,4,5}} est
la structure d’indépendance et f(n, n,)(71,%2) €t f(hyhahs) (T3, T4, T5) sont des estimateurs
a noyau minimaz de fi2(x1,x2) et f3as5(x3, x4, x5) respectivement. Si f12 et f3a5 sont
uniformément bornées, on montre que

Ey | fonp)(z) — f(x)‘ < CiEy ‘}V(hg,h4,h5)(x37$4al‘5) - f3,4,5($37334,$5)‘

+ CoEy ‘f(hl,hQ)(SUh@) - f1,2($1,562)‘ + Cyn /2,
ou C1, Cy et Cs sont des constantes numériques strictement positives.

En particulier, si les densités marginales f12 et f3a5 sont héldériennes et isotropes
de régularité B3 > 0, alors elles sont uniformément bornées (cf. Tsybakov [126], Cha-
pitre 1) et l'inégalité précédente est vérifiée. Dans ce cas, notre estimateur atteint la vi-
tesse de convergence n~B/ZB+3) qui est asymptotiquement bien meilleure que la vitesse
n~B/CBY5) de Uestimateur d noyau standard de f(x). Par exemple, si 3 = 2 et n = 10000,
n=B/(2B+3) ~ 0,0720 et n=B/(2B+5) ~ 0,1292.

Notons que cela ne contredit pas la définition de la vitesse minimax pour [’estimation
ponctuelle sur la classe de Hélder isotrope Noo 5(8, L). En effet, pour prendre en compte la
structure d’indépendance du vecteur X d’intérét, la densité estimée est supposée appartenir
a une classe fonctionnelle Noo 5(8,L,P) C Noo5(8,L), qui est l’ensemble des densités
f:R? = R, dont les densités marginales fi2 et f3ap vérifient f12 € Noo2(B,L), faa5 €
Neo3(B, L) et f(z) = fi2(z1,22) f3a5(x3, T4, 25), Vo = (21, T2, T3, 24, T5) € RO.

Pour analyser les performances (au sens minimax) de lestimateur qu’il a proposé,
Lepski [88] a introduit des classes de densités anisotropes et inhomogenes N, 4(3, L, P), ou
‘P représente I’éventuelle structure d’indépendance du parametre d’intérét, et a démontré
que sa méthode d’estimation était adaptative optimale sur la famille {N, 4(3, L, P)} g, p,L),
pour 'estimation en norme L. Plus précisément, pour ces travaux, la densité estimée est
supposée vérifier, pour un certain parametre (3,r, P, L),

(i) f(z) = [ fi(@r), Yo € RY

IeP
(”) fI ENT1,|I|(/817L1)7 vI g {177d}

Notons que I’hypothese (ii) peut étre allégée pour au moins deux raisons.
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1. Pour l'approche minimax, la structure d’indépendance P de la densité estimée est
connue & priori. Ainsi la condition (i) doit étre vérifiée mais la condition (i7) est
beaucoup trop restrictive. En effet, pour estimer f, il suffit d’estimer ses marginales
fr pour I € P. Pour cela, il suffit de connaitre les parametres de régularité de celles
ci et donc de savoir que fr € N, ;/(8r,Ls), VI € P. Une densité f vérifiant cette
derniére condition appartient bien & une classe de Nikolskii anisotrope N, 4(3, L),
L > 0, mais la réciproque est fausse.

2. Pour 'approche minimax adaptative, si la partition P est sélectionnée dans un en-
semble P qui n’est pas l'ensemble de toutes les partitions de {1,...,d}, alors la
condition (i7) est encore trop restrictive. En effet, compte tenu de la construction des
estimateurs f(hp) et ﬁhﬂ))y(h/ﬂ)/) utilisés dans la méthodologie proposée par Lepski
(28], il suffit d’avoir f; € N, \7(Br, L1), VI € P' o P", ¥V(P',P") € P x P.

Pour ces raisons, nous introduisons une nouvelle classe de densités N, 4(5, L, P) (cf.
Chapitre 2, Section 2.3.1) caractérisée par la condition (i) et celle proposée dans le
deuxieme point, pour l'estimation minimax adaptative. L’introduction de cette classe
présente plusieurs avantages. Tout d’abord, si la structure d’indépendance du parametre
d’intérét est connue & priori, on peut choisir 8 = {P} et alors la définition de la classe
N, q(B,L,P) coincide avec celle proposée dans le premier point pour Iestimation mini-
max. Ensuite, cela nous permet de déduire de nos résultats (bornes inférieures du risque
minimax et bornes supérieures), des résultats sur N, 4(3, L), sans prendre en compte la
structure d’indépendance de la densité estimée. En effet, la classe Nr,d(B,L,@) coincide
avec I’ensemble des densités appartenant a N, 4(5,L) si P = {0}. Ainsi, nous pouvons
mieux analyser l'influence de la structure d’indépendance du parametre d’intérét sur la
qualité d’estimation. Enfin, pour comparer nos résultats avec ceux de Lepski [3%], on peut
considérer que B est I'ensemble de toutes les partitions de {1,...,d} car, dans ce cas,
Nr,d(6> L, P) = Nr,d(ﬁa L, P)

1.2 Résultats connus et apports de cette these

En cohérence avec le theme d’étude abordé dans cette these, et pour mieux comprendre
I'intérét de nos résultats, nous donnons dans cette section un apercu (non exhaustif) des
résultats connus sur I'estimation minimax adaptative de densités de probabilité, dans les
deux modeles statistiques que nous considérons. En outre, les résultats que nous rappelons
permettent de mieux saisir certaines des problématiques soulevées précédemment. Une
discussion sur les méthodes traditionnelles et une présentation de résultats théoriques
sur lestimation de densités et de certaines applications sont données, par exemple, par
Devroye et Gyorfi [39], Silverman [116], Scott [117] et Devroye et Lugosi [13].

Dans cette section et les suivantes, nous noterons ¢, ,(X) (resp. ¥ p(Xq)) le risque
L, minimax sur la classe fonctionelle ¥ (resp. la vitesse adaptative de convergence en
norme L, sur la famille {3,, a € A}) et ¢, (X) (resp. ¥n (X)) le risque ponctuel
minimax sur X (resp. la vitesse adaptative de convergence pour la perte ponctuelle sur
{4, a € A}). Aussi, pour éviter de multiplier les notations, I’ensemble des densités de
probabilité appartenant la classe de Nikolskii N, 4(/3, L) sera encore noté N, 4(3, L) et il en
sera de méme pour les classes de densités appartenant & des classes de Sobolev, de Holder
ou de Besov.
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1.2.1 Estimation ponctuelle dans le modele de densité

Résultats connus. Pour l'estimation ponctuelle d’une densité univariée Holderienne,
Brown et Low [17] ont démontré qu’il n’est pas possible de construire un E.A.O. et que la
vitesse adaptative de convergence est

B
n \T3BF1 0, Bmaz)
(l ) ) ﬁ € ( y MPmax
wn,x (NOO,1(57 L)) = nnﬁ y
n_m’ ﬁ = Bmax
pour le critere d’optimalité de Lepski [84].
Un peu plus tard, Butucea [23] a considéré le probleme de I'estimation ponctuelle d’une

densité univariée inhomogene appartenant & une classe de Sobolev W, (3, L) et a obtenu
des résultats similaires avec, comme vitesse adaptative de convergence,

n *2(6ﬁ7_11//pz)1+1 0
(m) ) 5 6( 7/8maz)

___B-1/p
n 2([3_1/2’)"’1’ /8 = 57710&6

Ynae (Wp1(8,L)) =

dans le cas ou 8 > 1/p, pour le critére d’optimalité proposé par Tsybakov [121].

Enfin, concernant ’estimation ponctuelle de fonctions anisotropes Héldériennes dans le
modele du bruit blanc Gaussien, qui approche parfois le modele de densité (cf. Nussbaum
[104]) et pour lequel les résultats coincident souvent avec ceux obtenus dans le modele
de densité, Klutchnikoff [¢1] a démontré qu’on ne peut pas construire d’E.A.O. et que la
vitesse adaptative de convergence est

B -1

2)TH, fe f: O,BZKWM) d _ d
wn,w (Noo,d(/BaL)) = (1 2 H 1( ) ; 5 = Zﬁl 5
n 2541, B = plmar) =1

pour le critere d’optimalité qu’il a lui méme introduit (cf. Définition 3, Section 1.1.4).

Dans tous les cas, la vitesse de convergence (minimax) est atteinte en choisissant
plmaz) — g (si B est connu a priori) et, par comparaison avec celle-ci, nous voyons qu'’il y
a un "prix” a payer pour I’adaptation par rapport a la régularité du parametre d’intérét.
Plus précisément, pour l'estimation ponctuelle, la qualité d’estimation d’un estimateur
adaptatif en vitesse de convergence est sous-optimale (au sens minimax) & un facteur loga-
rithmique pres lorsque la régularité de la fonction estimée n’est pas maximale dans ’échelle
des régularités considérée pour le construire.

Notons aussi que, pour I'estimation ponctuelle de densités anisotropes Holdériennes,
Comte et Lacour [30] ont récemment obtenu des résultats minimax adaptatifs dans le
modele de déconvolution (avec des observations bruitées). Si le bruit est nul, ces résultats
coincident avec ceux de Klutchnikoff [31], & un facteur logarithmique pres lorsque § =
B(maz) - Autrement dit, dans ce cas, les performances de Pestimateur proposé par Comte
et Lacour [30] peuvent étre améliorées.

Enfin, un estimateur consistant pour la perte L., étant consistant pour la perte ponc-
tuelle, il est opportun de donner ici les résultats obtenus par Lepski [3%], pour l'estimation
en norme L., d'une densité anisotrope et inhomogene appartenant a N, 4(3,L,P), ol



28 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

P représente son éventuelle structure d’indépendance (cf. Section 1.1.8). Pour ce dernier

probléme, Lepski [38] a proposé un E.A.O. et a démontré que le risque minimax est
o 1— Z o1
n 2T +1 . Jel Bjr;
Pn,co (Nr,d(/@aL7P)) = < ) ’ T = T(ﬁ,?", ,P) = inf [ 1 ] )
Inn IeP Zje] 3

dans le cas ot 1 > Z?:l 1/(Bjr;)-

SiP=10 (pas de structure d’indépendance) on retrouve ici les vitesses précédentes, & un
facteur logarithmique pres lorsque la régularité de la densité estimée est maximale. On en
déduit que, pour 'estimation ponctuelle, la qualité d’estimation fournie par ’estimateur de
Lepski [88] peut étre améliorée. Par contre, si la densité estimée est Holdérienne (r; = oo)
et sa structure d’indépendance est P # ), alors les performances de cet estimateur sont
bien meilleures que celles de l'estimateur de Klutchnikoff [$1]. En effet, dans ce cas, la
dimension effective d’estimation est inférieure ou égale & d(P) = sup;cp |I| < d et le gain
est polynomial en n. En résumé, l'analyse des résultats de Lepski [38] montrent, d’une
part, que la prise en compte de la structure d’indépendance de la densité estimée permet
effectivement d’améliorer la qualité d’estimation et, d’autre part, que la vitesse adaptative
de convergence pour l'estimation ponctuelle sur {N, 4(83, L, 77)}(57,,,737 1) beut étre meilleure
que ¢n.oo (N 4(8, L, P)) pour certaines valeurs du parametre de nuisance o = (3,7, P, L).

Apports de cette thése. Dans le Chapitre 2 de cette theése, nous proposons une mé-
thode d’estimation ponctuelle qui s’adapte simultanément a la régularité de la densité
estimée et a sa structure d’indépendance. Plus précisément, dans le modele de densité
(M1), nous traitons le probleme complet de I’estimation ponctuelle adaptative sur la fa-
mille de classes fonctionnelles { N, 4(3, L, P)} (3, p,1), comme suit :

1. (Approche d’oracle) Tout d’abord, dans les Sections 2.2.1 a 2.2.3, nous proposons
une procédure de sélection aléatoire ponctuelle dans la famille d’estimateurs & noyau
{finp)(x), (h,P) € H[P]}, utilisant les estimateurs auxiliaires définis par

fop),owpn(x) = H ﬂ,,h; (z1), Ez;,h} = fh[\/h}v hiV by = (hj V B))jer.
IePoP’

L’espace des parametres H[B] peut étre arbitrairement choisi comme sous-ensemble
d’un espace 9, [B] finement construit. Dans tous les cas, 'estimateur sélectionné
vérifie une inégalité d’oracle ponctuelle (cf. Théoreme 1, Section 2.2.4) pour chaque
densité de probabilité appartenant & une classe fonctionnelle

Fq £, ] = {f ‘RS Ry, /f =1, sup sup |frll < f}, f>0. (1.15)
P,P'eP I€POP
Par le choix de tels estimateurs auxiliaires et de 1’espace des parametres H[B], cette
inégalité d’oracle présente de nombreux avantages. En particulier, elles nous permet
d’obtenir une qualité d’estimation optimale au sens minimax et minimax adaptatif
si la densité estimée appartient a une classe fonctionnelle N, 4(3, L, P).
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2. (Approche minimax) Pour résoudre le probleme de 'estimation (ponctuelle) mi-
nimax sur N, 4(8,L,P), dans le modele de densité, nous obtenons d’abord une
borne inférieure du risque minimax ponctuel sur N, 4(5,L,P) C N, q4(5,L,P) et
nous démontrons qu’il n’existe pas d’estimateur uniformément consistant lorsque
1 <3 5e11/(Bjrj), VI € P (cf. Proposition 1, Section 2.3.2). De ce dernier résultat,
qui n’était pas connu jusque-la, on déduit qu’il n’y a pas non plus d’estimateur unifor-
mément consistant sur N, 4(3, L, P) pour Iestimation en norme Lo, si T(3,7,P) <0,
ce qui n’apparait pas dans les résultats de Lepski [38].

Ensuite, en considérant un seul estimateur f(hﬂ;) () de f(z) bien choisi (ici H[B] =
{(h,P)}), notre inégalité d’oracle ponctuelle nous permet de démontrer que le risque
maximal de cet estimateur sur N, 4(f5, L, P) coincide (asymptotiquement en ordre)
avec le risque minimax si 1 > >, 1/(8;7;), VI € P (cf. Théoréme 3, Section 2.3.2).
La régularité et la structure d’indépendance de la densité estimée étant connues
a priori, la fenétre h = h,, (8, L, r,P) est choisie classiquement de fagon & minimi-
ser le compromis entre le biais et le risque d’erreur stochastique des estimateurs
fir) (@) = Tiep fry(x1), b € (0, 1]¢, ou plutot une approximation de celui-ci. En
particulier, la majoration du biais de chaque estimateur a noyau ﬁL ,(x1) est obtenue
en utilisant I'inclusion de la classe de Nikolskii N, 4(8r, L) dans une classe de Holder

Noo,a(B7, Ly) de régularités B = 8;[1 =37 c; 1/ (Brre) {1 =2 (1/re—1/75)/ Bk} "

vérifiant 8’ = B[1 — Y pc; 1/(Berk)] < B (cf. Annexe, Proposition 13).

Ainsi, nous démontrons que

Pna (Nea(B,L,P) =n 701, T =T(8,1,P) = inf

—1 > 0.
Sl
Nous voyons bien ici que, pour un parametre de régularité 8 fixé, la qualité d’es-
timation est maximale si la densité estimée est Holdérienne (r; = oo) et les coor-
données du vecteur X d’intérét sont indépendantes (P = {{1},...,{d}}). Et elle
est détériorée si les valeurs des composantes de I'indice d’homogénéité r diminuent.
Dans tous les cas, T = Y(B,r,P) peut étre vu comme étant 'indice de régula-
rité de f relativement a sa structure d’indépendance. Notons aussi que notre ré-
sultat généralise les résultats minimax connus concernant l’estimation ponctuelle

dans le modele de densité ou dans le modele du bruit blanc Gaussien. En effet, si
P = {0} alors la classe N, 4(3,L,0) coincide avec la classe de Nikolskii N, 4(5, L)
T

et donc ¢n ; (N.4(8, L)) < n 27+ si T = Y(B,r,0) > 0. Par exemple, nous retrou-
vons le risque minimax ponctuel sur chacune des classes N 1(5, L), W), 1(5,L) et
Neo,d(83, L). Par contre, si P # 0 et T = Y(3,r,0) > 0 alors

On.x (NT,d(Bv L)) > On.x (Nr,d(67L7P>) ) n — Q.

En conclusion, si la prise en compte de la structure d’indépendance de la densité
estimée permet de réduire I'influence de la dimension de I’espace d’observation sur
la qualité d’estimation, elle peut aussi tout simplement rendre possible la résolution
d’un probleme d’estimation ponctuelle. En effet, on peut tres bien avoir & estimer une
densité f appartenant & une classe fonctionnelle N, 4(3, L, P) vérifiant Y (3, r, ) <o
et Y(B,r,P) > 0. Dans ce cas, il n’existe pas d’estimateur uniformément consis-
tant sur N, 4(8, L) alors qu’on sait construire un estimateur & noyau minimax sur
N'I‘,d(ﬁ? L, P)
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. (Approche minimax adaptative) Pour obtenir un estimateur adaptatif en vitesse de

convergence sur une famille de classes fonctionnelles N, 4(5, L, P), le choix de I'espace
H[P] est délicat, d’autant plus que la structure d’indépendance de la densité estimée
est prise en compte. D’une part, H[B] est "assez petit” pour controler le plus finement
possible les erreurs stochastiques des estimateurs mis en jeu dans la procédure de sé-
lection aléatoire. D’autre part, il est "suffisamment gros” pour que la famille d’estima-
teurs {ﬁh"p) (), (h,P) € H[B]} contienne un estimateur f&hn(ﬁwﬂ))"p) (z) minimax
pour chaque classe N, 4(3, L, P) considérée. Ainsi, notre inégalité d’oracle permet de
démontrer que 'estimateur sélectionné, qui ne dépend d’aucune information sur le
parametre d’intérét, est 1,-adaptatif avec, pour (3, r, P) € (0, ﬂmm]d X [1, "maz)® < B
tel que T <B, 7‘,@) > 0,

T
_n_\TarFT .
b (B D) = (mnzm CTEYBRP) < T
n 2Tmacti T :=T(8,7,P) =Y
ot YVhpay = % - ﬁ et d = infpey d(P) (cf. Théoreme 4, Section 2.3.3). Autre-
ment dit, la vitesse minimax est atteinte lorsque la densité estimée a une régularité
maximale et une structure d’indépendance minimisant la dimension effective d’esti-
mation qui est d(P) = sup;cp |I| dans le cas isotrope. Sinon, la perte est logarith-
mique, comme précédemment.

Notons que cette perte apparait dans notre inégalité d’oracle et, plus précisément,
dans le calcul de la majorante uniforme des erreurs stochastiques relatives aux esti-
mateurs utilisés pour notre procédure (cf. Proposition 2, Lemme 1), mais pas dans le
calcul du biais (cf. Lemme 2 et preuve du Théoréme 4). Le calcul de cette majorante
uniforme, conjointement avec le choix des estimateurs auxiliaires fzh’p)’(h/’p/)(ﬂ?) et
de lensemble H[P] des parametres (h,P), est assez compliqué. C’est précisément
par 'utilisation de ces trois éléments que notre regle de sélection aléatoire se diffé-
rencie de la méthodologie de Goldenshluger-Lepski (si 9 = {@}) ou de Lepski [28] (si
B # {@}) et que nous obtenons une qualité d’estimation optimale pour I’estimation
ponctuelle adaptative.

Pour analyser les performances de notre méthode d’estimation, il a fallu généraliser
le critere d’optimalité de Klutchnikoff [81] (cf. Définition 8, Section 2.3.4). En effet,
pour notre probleme, ’espace des parameétres de nuisance n’est plus un espace A as-
similable & une variété de dimension m d’un espace R™, m € N* mais a A x 3, ou P
est fini. Par application d’un théoréme de borne inférieure adaptative (cf. Lemme 3,
Section 2.5.6) nous démontrons que, pour un méme estimateur, si la vitesse de conver-
gence (minimax) est atteinte sur une classe N, 4(3, L, P) alors la perte logarithmique
qui apparait dans la définition de ¢, est inévitable sur N, 4(8', L', P’) des lors que
T (8,7, P") <Y (B,7,P). Nous en déduisons qu’il n’existe pas d’E.A.O. pour l’es-
timation ponctuelle sur toute famille contenant au moins deux classes N, 4(5, L, P)
et Ny q(B',L',P') telles que Y (8,7, P") < Y (B,r,P) et que cette perte logarith-
mique est un "paiement” optimal pour ’estimation adaptative en un point fixé. Plus
précisément, nous démontrons que 1, est la vitesse adaptative de convergence et
que notre estimateur est adaptatif en vitesse de convergence pour le critere que nous
avons introduit (cf. Théoreme 5, Section 2.3.4).

Ce résultat généralise considérablement les résultats connus auparavant sur 1’esti-
mation adaptative de fonctions en un point fixé, dans le modele de densité, comme
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dans le modele du bruit blanc Gaussien. Tout d’abord, si P = {0} (pas de struc-
ture d’indépendance), notre estimateur est adaptatif en vitesse de convergence sur
la famille

{Na(B,L), (8,7,L) € (0, Brae)” X [1 rmae]? x (0,00)%, T (8,7,0) >0}

Nous retrouvons ainsi les résultats de Brown et Low [17], de Butucea [23], de Klutch-
nikoff [31] et améliorons ceux de Comte et Lacour [30] dans le cas ou les observations
ne sont pas bruitées et la régularité de la densité estimée est maximale. L’un des
avantages de notre méthode d’estimation sur les précédentes est qu’elle s’adapte,
non seulement & ’anistropie de la densité estimée, mais aussi a son indice d’homo-
généité r € [1, 7maz]®

Si la densité estimée possede une structure d’indépendance P # 0, les performances
de notre estimateur sont bien meilleures que celle des estimateurs de Klutchnikoff
[31] et de Comte et Lacour [30] (dans le cas ou le bruit est nul) et ce, quelle que
soit la régularité de cette densité. Aussi, pour 'estimation ponctuelle d’une densité,

nous obtenons une qualité d’estimation meilleure que celle fournie par ’estimateur
de Lepski [88] si f € Ny q4(B,L,P) et T (8,7, P) = Yraa-

Pour compléter cette analyse on pourra lire le Chapitre 2.

1.2.2 Estimation en norme L, dans le modele de densité

Résultats connus. Pour lestimation minimax sur R, Bretagnolle et Huber [16] ont
considéré la classe fonctionnelle G, (5, L) des densités univariées ayant une dérivée d’ordre

B € N* (au sens de Lebesgue) dans L,(R) et vérifiant Hf(ﬁ)H;/(%H) ||f||§//§2’8+1) < L. 1s
ont démontré que

Pnp(Gp(B, L)) = n~ D yp € [2,00), (1.16)

et que ce résultat reste valable dans le cas ou 1 < p < 2 si la densité estimée est a
support compact. Ici, I'indice d’homogénéité p est le méme dans la définition du risque
et de la classe fonctionnelle. Un peu plus tard, Ibragimov et Hasminskii [72] ont étudié
le probleme de l'estimation d’une densité Holdérienne définie sur [0,1] et ont montré que
onp(Noo1 (8, L)) < n=/ZHD yp € [1,00).

Pour 'estimation minimax sur R?, Hasminskii et Tbragimov [65] ont été les premiers &
considérer le cas des densités anisotropes et inhomogenes et ont montré que

1-1/p 1

n_ SU@HHE, pell,2) B d_ 4 B
Pnp(Npa(B, L)) < 3 , B= Z 5l (1.17)
no2AE, p € [2,00) j=1"7

et que l'estimateur minimax pouvait étre choisi dans la famille des estimateurs a noyau.
La encore, le méme parametre p est utilisé dans la définition du risque et de la classe
fonctionnelle. Il découle du résultat précédent que la vitesse de convergence sur Ny, 4(5, L)
est détériorée lorsque 1 < p < 2 et qu’il n’existe pas d’estimateur uniformément consistant
sur Ny 4(8, L) pour la perte L.
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Delyon et Juditsky [34] ont étudié le probleme de I’estimation minimax en norme L,
sur un compact de R? pour des densités appartenant & des boules de Besov isotropes
IB%E o(L) et ont démontré que

B
5 n” e, 1<p<r(2B/d+1)
90n7p(B1,,79(L)) = 71—d/(ﬁ7‘)+d/(ﬁp) ) (1.18)
(p) 1=a/Bn+a/@e) | p > p(28/d+1)

si B —d/r > 0 (dans ce cas, la densité estimée est uniformément bornée, cf. Annexe,
Proposition 13). L’estimateur minimax qu’ils proposent est construit en utilisant une base
d’ondelettes bien choisie et un critere de seuillage. Notons que ce résultat montre, en
particulier, qu’il est possible de construire un estimateur minimax pour l’estimation en
norme LL; d’'une densité multivariée isotrope si celle-ci est a support compact. Dans le
cas ou la régularité du parametre d’intérét et I'erreur d’estimation sont mesurées dans la
méme norme (7 = p), la vitesse de convergence est n=3/28+d) vp e [1,00).

Ensuite, le probléeme de l'estimation minimax adaptative en norme L, a été abordé
pour les raisons qui ont déja été expliquées (cf. Section 1.1.3), mais aussi avec le souci
de mieux comprendre le lien qui pouvait exister entre la vitesse de convergence, l'indice
p du risque, les parametres de la classe fonctionnelle et le support de la fonction estimée
(ou une condition plus générale indépendante de l'appartenance a la classe considérée).
Pour le cas unidimensionnel on peut lire les travaux de Kerkyacharian, Picard et Tribouley

[77], Donoho, Johnston, Kerkyacharian et Picard [38], Juditsky et Lambert-Lacroix [74]
et de Reynaud-Bouret, Rivoirard et Tuleau-Malot [110]. Pour le cas multidimensionnel,
beaucoup moins étudié, on peut lire ceux de Akakpo [2] et de Goldenshluger et Lepski
[60)-[62]-

Kerkyacharian, Picard et Tribouley [77] ont traité le cas d’une densité univariée a

support compact qui appartient & une classe de Besov Bg,e(L) dont I'indice d’homogénéité
est le méme que dans la définition du risque. Ils ont utilisé une méthode de seuillage
des coefficients dans une base d’ondelettes et 'estimateur qu’ils ont proposé est adaptatif
optimal pour ce probléme si 8 —1/p > 0. Donoho, Johnston, Kerkyacharian et Picard [38]
ont considéré le cas plus général des classes de Besov unidimensionnelles Bf’ o(L), m#p, et
construit, par une méthode similaire, un estimateur adaptatif sous-optimal a un facteur
logarithmique pres. Plus précisément, leur estimateur atteint la vitesse définie par (1.18)
a un facteur (Inn)Y pres, dans le cas ou d =1 et § —1/r > 0 (ce résultat a été obtenu
avant la publication de I’article de Delyon et Juditsky [31]).

Pour I'estimation de densités Holdériennes sur R, Juditsky et Lambert-Lacroix [74] ont
démontré que
_1-1/p /5
n /8, 1<p<2+1
np(Neo1(8, L)) = (1.19)

__B_
NI, p>241/8

et ont proposé un estimateur adaptatif sous-optimal a un facteur logarithmique pres,
construit par une méthode de seuillage des coefficients dans une base d’ondelettes. Dans
ce cas, la vitesse de convergence est déteriorée lorsque 1 < p < 2+ 1/ et il n’existe pas
d’estimateur uniformément consistant sur Nu 1 (8, L) pour la perte L;.

Pour l'estimation minimax adaptative en norme Lo, Reynaud-Bouret, Rivoirard et
Tuleau-Malot [110] ont obtenu, toujours par une méthode de seuillage des coefficients dans
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une base d’ondelettes, un estimateur adaptatif sous-optimal a un facteur logarithmique
pres sur une famille de classes de Besov unidimensionnelle. Pour ’estimation en norme Lo
de densités multivariées a support compact, Akakpo [2] a construit, par une méthode de
sélection de modeéles, un E.A.O. sur une famille de classes de Besov IB%Q o(L) pour lesquelles
les coordonnées 7; sont les mémes.

Comme expliqué dans la Section 1.1.7, Goldenshluger et Lepski [60] ont construit, par
une procédure de sélection aléatoire globale dans une famille d’estimateurs a noyau, un
E.A.O. sur {N,,4(8, L)}s,1), qui atteint donc la vitesse de convergence (minimax) définie
par (1.17). Ils ont aussi considéré le cas ot1 le domaine d’observation est un compact de R
Avec cette contrainte, Goldenshluger et Lepski [60] ont démontré que ¢, (N, 4(8, L)) <
n~A/CB+) gi p; = ¢ > max{p,2} (1 < p < o) et leur estimateur est encore adaptatif
optimal (quel que soit le support de la densité estimée).

Ensuite, Goldenshluger et Lepski [62] ont été les premiers a étudier le comportement
du risque minimax pour la perte L, sur la famille des classes fonctionnelles N, 4(5, L, f) =
Nya(B, L)N{f : || fllo < f}, sans aucune restriction sur le domaine d’observation et sur les
parametres p, 7, B, L et f. Ils ont découvert qu’il pouvait y avoir quatre "régimes” de conver-

gence pour ce risque minimax, décrits de la fagon suivante : posons w = | Z;-lzl /(B 71,
1-1/p 2+1/8
1-1/5+1/3 L<p<igsg
B 2+1/8 _ — _ —
. 0 T <p<H(2+1/B) [ ) p>w2+1/B), T2
- — , O =
w/p, p>w(2+1/B8), w<1 1, sinon.
1-1/6+1/(pB) — 2 —
22/ t1/5 p>w(2+1/8), w>1

Goldenshluger et Lepski [62] ont démontré que ¢, (N, (8, L, f)) = (ayn™1)" sip € [1,00)
et ont proposé, pour p € (1,00), un estimateur adaptatif qui est sous-optimal & un facteur
logarithmique pres pour tous les cas ol i, = 1 et optimal sinon. Cet estimateur ayant été
obtenu par une procédure de sélection aléatoire ponctuelle dans une famille d’estimateur
a noyau, et la majoration de son risque maximal par intégration d’une inégalité d’oracle
ponctuelle, le facteur In(n) apparait dans cette majoration dans toutes les zones de ’espace
des parametres de nuisance. Goldenshluger et Lepski [62] conjecturent que les minorations
du risque minimax sur N, 4(5, L, f) obtenues dans les quatre zones sont les vitesses de
convergence (minimax) pour I'estimation en norme L,. Dans ce cas, la construction d’un
estimateur minimax dans les deux premieres zones, appelées respectivement tail zone et
dense zone dans la littérature, est un probléme ouvert. La zone p > @(2+1/f) est appelée
sparse zone.

Notons que les résultats de Goldenshluger et Lepski [62] généralisent ceux qui sont
décrits ci-dessus, parfois a un facteur logarithmique prés. En particulier, il en découle
que la vitesse de convergence est optimale dans la zone dense, détériorée dans les autres
zones et qu'il n’existe pas d’estimateur uniformément consistant sur N, 4(53, L, f) pour la
perte LLj, quel que soit le parametre de nuisance o = (r, 3, L, f). Pour pouvoir améliorer
la qualité d’estimation lorsque p < (2 +1/8)/(1 + 1/@), Goldenshluger et Lepski [62] ont
introduit des classes fonctionnelles Gy(R) contenant les fonctions a support compact et
dont la définition ne dépend pas des 3, r, L et f. Pour 'estimation en norme L1, ils ont
alors démontré que leur estimateur pouvait atteindre une vitesse de convergence d’ordre



34 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

(In?(n)n=1)1=0)/0=0/+1/5) g e (0,1), uniformément sur Go(R) N N,.4(8, L, £). De ces
résultats on peut déduire que des hypotheses sur la régularité du parametre d’intérét
ne suffisent pas pour garantir I'existence d’estimateur consistant pour I'estimation dans
Ly (R9).

Apports de cette these. Rappelons que notre objectif principal est d’estimer une
densité de probabilité anisotrope et inhomogene sur R?% et de proposer des procédures
d’estimation adaptatives fournissant une qualité d’estimation la meilleure possible (opti-
male). Ainsi, compte tenu des résultats précédents, pour I'estimation en norme L, nous
supposons que la densité estimée est dans une classe de Nikolski anisotrope N, 4(3, L),
dont I'indice d’homogénéité est le méme que dans la définition du risque (et donc supposé
connu a priori). Dans le Chapitre 3 de cette theése, nous proposons une méthode d’esti-
mation globale qui s’adapte simultanément a la régularité de la densité estimée et a sa
structure d’indépendance. Plus précisément, dans le modele de densité (M1), nous trai-
tons le probleme complet de I'estimation adaptative en norme L, sur la famille des classes
fonctionnelles N, 4(8, L, P,f) = Np a(8, L, P) NFy[ £, ], ot la classe Fy[ £,°B | est définie
par (1.15) ci-dessus.

1. (Approche d’oracle) Dans les Sections 3.2.1 & 3.2.3, nous proposons une procédure
de sélection aléatoire globale en s’inspirant a la fois de la méthode proposée par
Goldenshluger et Lepski [60] (pour le cas P = {@}, sans structure d’indépendance)
et de celle de Lepski [35] (pour le cas 9B # {0}). En particulier, notre estimateur est
encore sélectionné dans une famille d’estimateurs a noyau f;, py paramétrisée sur un
ensemble H[B] (qui est plus simple & construire que celui utilisé pour 1'estimation
ponctuelle), nous utilisons les mémes estimateurs auxiliaires que Lepski [38] et nous
calculons nos majorantes uniformes en développant celles proposées par Goldenshlu-
ger et Lepski [59]-[60] pour prendre en compte 1'éventuelle structure d’indépendance
de la densité estimée (cf. Propositions 3, 4, 5 et Lemmes 4, 5).

Dans tous les cas, notre estimateur vérifie une inégalité d’oracle (cf. Théoréme 6
et 7, Section 3.2.3) pour chaque densité de probabilité appartenant a une classe
fonctionnelle Fy[ £, ], 0 < £ < oco. Si notre procédure "ressemble” (en apparence
seulement car les majorantes utilisées sont différentes) a celle de Lepski [38], la
technique pour obtenir une inégalité d’oracle dans la norme L, est différente puisque
les (majorations de) pertes doivent étre de puissance p intégrable. Pour illustrer les
performances de notre méthode nous présentons, dans la Section 3.2.4, les résultats
de simulations en dimension 2. Celles-ci montrent, d’une part, que notre procédure
choisie la "bonne” structure d’indépendance lorsque les coordonnées X; et Xo du
vecteur X d’intérét sont indépendantes et, d’autre part, que ’estimateur sélectionné
fournit une meilleure qualité d’estimation que ’estimateur a noyau standard. Dans
ce cas, 'inégalité d’oracle est bien vérifiée et notre procédure est bien adaptative par
rapport a la structure d’indépendance du parametre d’intérét.

2. (Approche minimax adaptative) Pour analyser les performances de notre estimateur
avec le critere de minimaxité, nous considérons donc le probleme de I’estimation en
norme L, d'une densité appartenant a une classe N, 4(3, L, P, f). Comme précédem-
ment (pour lestimation ponctuelle), nous obtenons d’abord une borne inférieure du
risque IL, minimax sur cette classe fonctionnelle (cf. Théoreme 8, Section 3.3.2). Le
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calcul de cette borne inférieure est une modification de celui effectué par Goldensh-
luger et Lepski [62] pour minorer le risque L, minimax sur N, 4(3, L, f). Dans notre
cas, la minoration du risque maximal d’un estimateur sur N, 4(8, L, P, f) est obte-
nue en "perturbant” la densité (ou une hypothese) uniquement dans les directions
de z; lorsque j € J = argmaxjep [Zkel l/ﬁk], et non dans toutes les directions de
I’espace d’observation.

Ensuite, par application de notre inégalité d’oracle, nous démontrons que le risque
maximal de notre estimateur sur N, q(8,L,P,f) coincide (asymptotiquement en
ordre) avec le risque minimax, quelle que soit la valeur du parametre de nuisance
(8,L,P,f) (cf. Théoreme 9, Section 3.3.2). Ainsi, nous démontrons que ce risque
minimax vérifie

(1-1)ndIT -1
: r

[
TELE e 1
Onp (Npa(B, L, P,f)) xn ( *%)A%JJ’ T =7(B8,P) = inf Z =

La méhtode d’estimation que nous proposons est donc adaptative optimale pour I’es-
timation en norme LL,, si le parametre d’intérét appartient a une classe N, 4(5, L, P, f),
dont I'indice d’homogénéité est le méme que dans la définition du risque. Notons que
cela nous permet d’évaluer le biais des estimateurs a noyaux dans la norme L, en
utilisant un résultat bien connu, démontré par Kerkyacharian, Lepski et Picard [78]
(cf Annexe, Proposition 14). Ici, le calcul du biais ne nécessite 'utilisation d’aucun
théoreme d’inclusion qui entrainerait une diminution de la qualité d’estimation.

Cela dit, nous trouvons encore deux régimes de convergence pour le risque L, mi-
nimax sur Np 4(3, L, P,f). Si p > 2 (dense zone) alors la qualité d’estimation est
maximale et si p € [1,2) (tail zone), elle est détériorée. Cette perte de régime appa-
rait dans l'inégalité d’oracle et, plus précisément, dans ’expression de la majorante
uniforme de la norme L, des erreurs stochastiques relatives aux estimateurs que
nous utilisons pour notre procédure (cf. Proposition 3, Lemme 4). Evidemment, la
prise en compte de la structure d’indépendance du parameétre d’intérét ne résout
pas le probleme de l'estimation dans L;(R%)! Mais, comme cela a été fait par Gol-
denshluger et Lepski [60] pour Pestimation sur N, 4(3, L), il est aisé de proposer un
estimateur adaptatif pour ’estimation en norme IL; sur la famille des classes fonc-
tionnelles N, 4(3, L, P,f), rj = r > 2, si le domaine d’observation est un compact de
RY. En effet, il suffit d’utiliser notre procédure avec p = 2. Dans ce cas, la vitesse de
convergence est la vitesse optimale n~Y/(2T+1),

Notons aussi que nos résultats généralisent ceux de Goldenshluger et Lepski [60)],
que nous obtenons automatiquement en choisissant 3 = {@} Ainsi les performances
de notre estimateur sont bien meilleures que celles de Iestimateur de Goldenshluger
et Lepski [60] si la densité estimée a une structure d’indépendance P # . Cela
montre que, pour l'estimation en norme L,, la prise en compte de cette structure
d’indépendance permet d’améliorer significativement la qualité d’estimation, comme
pour l'estimation en norme L., et comme pour ’estimation ponctuelle.

Pour compléter cette analyse on pourra lire le Chapitre 3.
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1.2.3 Estimation en norme L, dans le modele de déconvolution

Résultats connus. Pour I'estimation de densités dans le modele de déconvolution ¥ =
X 4+ ¢ (ou Y est le veteur observé, X le vecteur d’intérét et € le bruit qui est indépendant
de X), les premiers résultats minimax ont été proposés par Fan [18]-[19]-[50]. En parti-
culier, Fan [18] a obtenu 'asymptotique (en ordre) du risque minimax pour 'estimation
ponctuelle sur la classe de Holder unidimensionnelle N 1 (5, L). Pour ce probleme d’esti-
mation, I'estimateur minimax alors proposé est un estimateur a noyau J?h défini par une
fenétre h = h,, bien choisie et la vitesse de convergence dépend fortement du comporte-
ment & Uinfini de la transformée de Fourier ¢ de la densité ¢ du bruit (qui est suposée
connue). Si celle-ci est a décroissance polynomiale (ordinary smooth ou O.S.) alors la fe-
nétre h optimale dépend aussi de la régularité S du parametre d’intérét, mais pas si elle
est & décroissance exponentielle (super smooth ou S.S.). Pour ce dernier cas, la vitesse de
convergence est logarithmique en n et ’estimateur proposé est adaptatif optimal. Dans la
pratique, le cas O.S. peut correspondre & des erreurs de mesure suivant une loi de Laplace
ou de type Gamma alors que le cas S.S. peut correspondre & un bruit suivant une loi
Gaussienne ou de Cauchy.

Pour analyser le comportement global d’un estimateur & noyau (minimax) dans le
modele de déconvolution, Fan [19] a aussi calculé son risque Ly maximal sur une classe de
Nikolskii unidimensionnelle Ny 1 (3, L) (dont I'indice d’homogénéité est le méme que dans
la définition du risque), dans le cas O.S.. Ensuite, Fan [50] a considéré le probléme de
I'estimation en norme L, pour I'estimation d’une densité Holdérienne a support compact
et a obtenu une borne inférieure du risque L, minimax sur Ny 1(8,L). Pour tous les
problemes d’estimation précédents, les vitesses de convergence obtenues sont les mémes.
Par exemple, pour le cas O.S., il existe des constantes A > 0, A; > 0 et Ay > 0 telles que
Aslt| = < [q(t)| < Aslt|= lorsque [t| — oo et

1
22+1

@n,m(Noo,l(ﬁa L)) = n_ o [;L j ‘pn,p(Noo,l(ﬁa L))7 Vp € [L 00)7 (120)

avec des hypotheses supplémentaires sur le bruit pour obtenir les bornes inférieures.

Apres les travaux de Fan [18]-[19]-[50], de nombreux résultats concernant l’estimation
minimax et minimax adaptative ont été obtenus sur des classes de Besov et des classes
de fonctions analytiques particulieres, dans le cas unidimensionnel. Par exemple, pour
I’estimation minimax ponctuelle ou en norme Lo, nous pouvons citer ceux de Efroimovich
[16], Pensky et Vidakovic [106], Fan et Koo [51], Butucea [22], Comte, Rozenholc et Taupin
[32], Hall et Meister [67], Meister [9%], Butucea et Tsybakov [20]-[21], Butucea et Comte
[19] et, pour I'estimation en norme L, ceux de Lounici et Nickl [92].

Pensky et Vidakovic [106] ont été les premiers a considérer le probleme de I'estimation
minimax adaptative dans le modele de déconvolution. Plus précisément, pour l'estima-
tion en norme Lo de densités appartenant & des classes de Sobolev unidimensionnelles
Wy 1(8, L), ils ont proposé un estimateur adaptatif dont le risque Lo maximal coincide
(asymptotiquement en ordre) avec les vitesses trouvées par Fan [18]-[19]-[50]. Cet estima-
teur est construit en utilisant une base d’ondelettes et un critere de seuillage aléatoire si
le bruit est O.S.. Pour le cas ou le bruit est S.S.; le critere de seuillage aléatoire n’est
pas nécessaire et le choix d’'un estimateur linéaire déterministe est possible. Notons que
Pensky et Vidakovic [106] ont également étudié le cas ou la densité estimée appartient a
une certaine classe de fonctions analytiques.
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Dans le méme esprit, mais pour l'estimation en norme L., Lounici et Nickl [92] ont
obtenu l'asymptotique du risque minimax sur une classe de Holder unidimensionnelle
Noo,1(8, L). Par exemple, pour le cas O.S., ils ont démontré que

Pn,00(Noo,1(8, L)) =< <ln(n)>_2+2&ﬁ+l (1.21)

toujours avec des hypotheses supplémentaires sur le bruit pour obtenir les bornes infé-
rieures. L’estimateur qu’ils ont proposé, encore construit par une méthode de seuillage des
coefficients dans une base d’ondelettes, est adaptatif optimal pour ce probleme d’estima-
tion. Pour le cas S.S., le choix déterministe d’un estimateur linéaire adaptatif optimal est
encore possible pour 'estimation en norme Lo,. Lounici et Nickl [92] ont aussi considéré
le cas ou la densité estimée est analytique.

Les résultats concernant l'estimation minimax de densités multivariées dans le mo-
dele de déconvolution sont actuellement peu nombreux. En particulier, sur ’estimation
adaptative, nous pouvons citer ceux de Youndjé et Wells [130] et de Comte et Lacour [30].
Youndjé et Wells [130] ont étudié le probleme de I’estimation en norme Ly sur une classe de
Sobolev isotrope dans le cas ou le bruit est O.S. et ont proposé un E.A.O. sélectionné dans
la famille des estimateurs a noyau par une méthode de validation croisée. Comte et Lacour
[30] ont considérablement généralisé les résultats de Youndjé et Wells [130] en considérant
a la fois le probleme de I’estimation ponctuelle et celui de I'estimation en norme s, pour
des densités appartenant a des classes de Holder ou de Nikolskii anisotropes (dites O.S.)
ou a des classes de fonctions analytiques particulieres (dites S.S.), en présence d’'un bruit
pouvant étre O.S., S.S. ou avoir des coordonnées O.S. et d’autres S.S.. En particulier, elles
ont démontré que

on2(Woa(B, L) =<n =~ 7070 A, (1.22)
si la densité ¢ du bruit vérifie
d N d N
H (1+3)" 7 <[qt) H (1+4) 2, VteR? (1.23)
pour certaines constantes A; > 0,As > 0O et A\; > 0, j = 1,...,d. Pour obtenir la
borne inférieure du risque minimax, des hypotheses supplémentaires sur le bruit ont été
nécessaires. Comme cela a déja été expliqué (cf. Section 1.1.7), Comte et Lacour [30] ont

obtenu, par une méthode de sélection aléatoire globale d’un estimateur & noyau, un E.A.O.
sur la famille des classes de Sobolev anisotropes Wy 4(8, L) (ou de Nikolskii anisotropes
N2 (B, L)), dont 'indice d’homogénéité est le méme que dans la définition du risque.
Comme en dimension 1, si le bruit est S.S. alors la vitesse de convergence sur une classe de
Nikolskii anisotrope Ny 4(/3, L) est logarithmique et peut étre atteinte par un estimateur a
noyau dont la fenétre est indépendante de 5 et déterministe.

Finalement, mis & part le cas Lo, les seuls résultats sur I’estimation minimax en norme
L, dans le modele de déconvolution que nous connaissons sont ceux de Fan [19]-[50],
de Lounici et Nickl [92] et ceux de Lepski et Willer [90] (trés récemment démontrés). En
particulier, pour le modele de déconvolution, ces derniers ont obtenu des bornes inférieures
du risque L, minimax sur la classe N, 4(3, L, f) (de fonctions appartenant a N, 4(5, L) et
uniformément bornées par f) dans le cas ou le bruit est O.S.. Comme dans le modele de
densité (cf. Goldenshluger et Lepski [62]), Lepski et Willer [90] ont trouvé qu’il pouvait
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y avoir quatre régimes de convergence et qu’il n’existe pas d’estimateur uniformément
consistant sur N, 4(3, L, f) pour I'estimation en norme L et pour I'estimation en norme

Loosil> 2?21 ﬂ]-lrj' Les bornes inférieures obtenues par Lounici et Nickl [92] et Comte
et Lacour [30] dans le cas O.S. sont des cas particuliers des résultats de Lepski et Willer

[90], pour I’estimation de densités appartenant a des classes de Nikolskii.

Apports de cette thése. Pour le modele de déconvolution, compte tenu des résultats
déja connus, nous avons trouvé intéressant d’étudier le probleme plus général de I'estima-
tion adaptative en norme L, de densités anisotropes et inhomogenes, dans le cas ou la
fonction caractéristique du bruit décroit polynomialement a l'infini. Dans ce cadre, notre
objectif étant toujours d’obtenir une qualité d’estimation la meilleure possible, nous pre-
nons encore en compte I'éventuelle structure d’indépendance de la densité estimée et, si
p < oo, nous considérons que la régularité du parametre d’intérét et ’erreur d’estima-
tion sont mesurées dans la méme norme. Ainsi, dans le Chapitre 4 de cette these, nous
abordons le probleme de I'estimation adaptative en norme L., sur la famille des classes
fonctionnelles N, 4(3, L, P) (ou N, 4(8,L) si f = {B}) et celui de 'estimation adapta-
tive en norme Ly, p € (1,00), sur la famille des classes fonctionnelles N, 4(3,L,P) (ou

Np,a(B, L) si P = {0}).

1. (Approche d’oracle) Comme cela a été fait dans le modele de densité (cf. Chapitre
3), nous proposons dans la Section 4.3 une procédure de sélection aléatoire globale
dans une famille d’estimateurs a noyau {f,py, (h,P) € H,[B]}, en utilisant des

estimateurs auxiliaires ]"'V(hp)’(h/’p/) définis & la maniere de Lepski [88] (cf. Section
1.1.8). Sauf que, pour le modele de déconvolution, les estimateurs & noyau sont
définis par (1.10) (cf. Section 1.1.5), a I’aide d’une inversion de Fourier qui facilite
davantage les calculs dans La(RY) que dans L,(R?%) si p # 2. Aussi, si dans les
chapitres 2 et 3 nous avons pu développer des inégalités maximales déja existantes
concernant les fluctuations des estimateurs a noyau de Parzen-Rosenblatt, définis par
(1.9), il a fallu obtenir nous méme de telles inégalités pour calculer les majorantes
uniformes utiles pour notre procédure de déconvolution adaptative. Plus précisément,
nous développons dans cette thése des inégalités de concentration maximales (cf.
Propostions 6-7, Section 4.3.2 et Lemme 6, Section 4.5.1) pour les estimateurs a
noyau définis par (1.10) en utilisant des résultats trés généraux proposés par Lepski
[36] lorsqu’il s’agit de I’estimation en norme Lo, ou par Goldenshluger et Lepski [59]
pour Pestimation en norme L, (cf. Annexe, Section 5.1, Propositions 9-10). Dans
ce dernier cadre, 'obtention des inégalités de concentration, et donc le calcul de la
majorante uniforme et du risque d’erreur stochastique d’un estimateur a noyau, a été
réalisable grace a la théorie de Littlewood-Paley et, plus précisément, au théoreme des
multiplicateurs de Ly (r € (1,00)) de Marcinkiewicz, dont une version est proposée
par Grafakos [65] (cf. Annexe, Section 5.4, Proposition 15).

Ainsi, nous proposons un estimateur vérifiant une inégalité d’oracle (cf. Théoreme 12,
Section 4.4.1) pour toute densité de probabilité appartenant a la classe fonctionnelle

Fp[P]:= {ger%Rﬁ /g= 1, sup sup ||91\p<00}-
PP P I€PoP!
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Si P = {0} (pas de structure d’indépendance), notre méthode d’estimation vérifie
une inégalité d’oracle pour toutes les densités, sans aucune restriction (cf. Théoréme
13, Section 4.4.1).

2. (Approche minimax adaptative) Pour analyser les performances de notre estimateur,
nous obtenons d’abord une borne supérieure (asymptotique) de son risque L, maxi-
mal sur chacune des classes N, 4(3, L, P) (avec r; = p si p < 00), en utilisant notre
inégalité d’oracle (cf. Théorémes 14, 15, 16 et 17, Section 4.4.2). Le biais des esti-
mateurs a noyau se calculant de la méme maniere dans le modele de déconvolution
et dans le modele de densité, nous utilisons encore la Proposition 14 (cf. Annexe),
due a Kerkyacharian, Lepski et Picard [78], pour I'estimation en norme L, si p < oco.
De méme, pour l'estimation en norme L, il est possible de reproduire les calculs
effectués par Lepski [25], dans le modele de densité. Dans tous les cas, le parametre
(h[P], P) minimisant le compromis entre le biais et le risque d’erreur stochastique
sur N, (8, L, P) appartient a I'espace H,[B] utilisé pour la procédure de sélection
aléatoire et nous démontrons que notre méthode d’estimation est adaptative sur la
famille de classes fonctionnelles

{Npa (B, LP), (B.L,P) € (0,) x (0,00 x B}, 1=2,

dans le cas ou p € (1,00) et, si p = oo, sur

Nﬁd(ﬂr[”lp)) (/87L7T7P)€(07l]dx(0,00)d><[17—f—oo X‘Bj Zﬁi,r>0
70

Ensuite, pour analyser la qualité d’estimation obtenue, nous comparons nos résul-
tats avec les bornes inférieures (asymptotiques) du risque L, minimax sur N, 4(3, L)
proposées récemment par Lepski et Willer [90]. Si p = {0} (pas de structure d’in-
dépendance), nous démontrons que notre estimateur est adaptatif optimal lorsque
p € [2,00] et que la vitesse de convergence (minimax) pour chaque probléme d’esti-
mation que nous considérons vérifie

onp(Npa(B, L)) = n~FF1,  Vp € [2,+00),

n

om0, 1) =
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Si la fonction caractéristique du bruit est a décroissance polynomiale, nos résultats
généralisent ceux de Lounici et Nickl [92] et de Comte et Lacour [30] pour I'estimation
d’une densité appartenant a une classe de Nikolskii. En particulier, dans ce cas, un
estimateur consistant pour la perte L, étant consistant pour la perte ponctuelle,
nous généralisons les résultats obtenus par Comte et Lacour [30] pour l'estimation
adaptative d’'une densité en un point fixé. Si, de plus, la structure d’indépendance
du parametre d’intérét est P # 0, 1a vitesse de convergence de notre estimateur est
améliorée et les performances de notre méthode d’estimation sont bien meilleures
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que celles de Pestimateur de Comte et Lacour [30] (pour l'estimation adaptative en
norme Ly et en un point fixé).

Aussi, pour I'estimation en norme Lo, dans le modele de déconvolution, comme pour
I’estimation ponctuelle dans le modele de densité, la fonction estimée peut tres bien
appartenir & une classe N, 4(3, L, P) vérifiant Y(3,7,0) <0 et Y(8,r,P) > 0. Dans
ce cas, il n’existe pas d’estimateur uniformément consistant sur N, 4(3, L) alors qu’on
sait construire un estimateur & noyau minimax sur N, 4(3, L, P). Pour ce probleme
d’estimation, si la prise en compte de la structure d’indépendance de la densité
estimée permet de réduire I'influence de la dimension de I’espace d’observation sur
la qualité d’estimation, elle peut aussi tout simplement rendre possible la résolution
d’un probleme d’estimation.

Par contre, si p € (1,2), le risque L, maximal de notre estimateur sur la classe
N, 4(58, L) ne coincide pas (asymptotiquement en ordre) avec la borne inférieure du

risque minimax trouvée par Lepski et Willer [90] et la perte est polynomiale en n, ol
n est le nombre d’observations. Les raisons a cela peuvent étre de plusieurs natures :
soit la borne inférieure de Lepski et Willer [90] n’est pas suffisamment précise, soit

la méhtode que nous utilisons pour calculer le risque d’erreur stochastique des es-
timateurs & noyau ne permet pas une majoration assez fine, ou encore ’estimateur
linéaire minimax pour ce probleme d’estimation n’existe pas. Toujours est-il que cela
met en lumiere un probleme nouveau. En effet, alors que dans le modele de densité
il est toujours possible de sélectionner un E.A.O. pour I'estimation en norme L, sur
{Np.a(B, L)} s,1) dans la famille des estimateurs a noyau, la méme méthode d’esti-
mation ne donne des résultats optimaux dans le modele de déconvolution seulement
sip € [2,00).

Pour compléter cette analyse on pourra lire le Chapitre 4.

1.3 Perspectives

Dans le Chapitre 2 de cette these, nous proposons une procédure de sélection aléatoire
ponctuelle qui s’adapte a la régularité de la densité estimée et a la structure d’indépendance
du vecteur X d’intérét simultanément. Comme cela a été fait par Goldenshluger et Lepski
[62] dans le cas ot ) = {(} (sans structure d’indépendance), il est peut-étre possible de dé-
montrer qu’une telle méthode d’estimation est adaptative optimale ou sous-optimale & un
facteur logarithmique pres sur N, 4(8, L, P,f) = N, 4(8, L, P)NFq [f, ‘B] pour l'estimation
en norme IL,,. Ce qui permettrait de résoudre le probleme ouvert suivant :

Probleme ouvert I. Prouver existence d’un estimateur adaptatif optimal ou sous-
optimal & un facteur logarithmique prés sur la famille des classes Ny q(5,L,P,f) pour
I’estimation en norme IL,, dans le modéle de densité.

Notre objectif ayant été de proposer des méthodes d’estimation adaptative optimales
dans le modele de densité, il serait intéressant pour nous de considérer aussi le probleme
ouvert suivant :
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Probleme ouvert II. Prouver ’existence ou la non-existence d’un estimateur adaptatif
optimal sur la famille des classes de Nikolskii anisotropes N, 4(, L) pour I'estimation en
norme IL,, dans le modéle de densité.

Dans le Chapitre 3, nous proposons un estimateur adaptatif optimal pour ’estimation
en norme L, sur la famille des classes fonctionnelles N, 4(53, L, P,f) (dont I'indice d’ho-
mogénéité est le méme que dans la définition du risque). Mais le parametre de régularité
de la densité estimée et la structure d’indépendance du vecteur X d’intérét sont définis
relativement & la base canonique de R%. Or, il se pourrait qu'il existe une matrice ortho-
gonale M € O4(R) telle que la régularité de la densité du vecteur aléatoire Z = M X et sa
structure d’indépendance permettent d’obtenir une qualité d’estimation encore meilleure.
Il serait donc intéressant de chercher a résoudre le probleme ouvert suivant :

Probléeme ouvert III. Prouver I'existence ou la non-existence d’un estimateur adaptatif
optimal sur la famille des classes fonctionnelles

Npa(B,L,P.f, M) := {f RIS Ry /f =1, f(z) =9(Mz), g € Np,d(ﬂvap)f)}
pour 'estimation en norme L, dans le modele de densité.

Dans le Chapitre 4 de cette these, nous considérons le probleme de ’estimation en
norme I, dans le modele de déconvolution lorsque la transformée de Fourier de la densité
du bruit décroit polynomialement & I'infini. Dans ce contexte, nous réussisons & construire
un E.A.O. sur la famille des classes fonctionnelles N, 4(5, L) (dont I'indice d’homogénéité
est le méme que dans la définition du risque) si p € [2,00), mais passip € (1,2) (sip=1
Iestimateur uniformément consistant pour ce probleme d’estimation n’existe pas). Il serait
donc intéressant de résoudre les probléemes ouverts suivants :

Probléme ouvert IV. Prouver I'existence ou la non-existence d’un estimateur adaptatif
optimal sur la famille des classes de Nikolskii anisotropes N, 4(3, L) pour I'estimation en
norme L, dans le modéle de déconvolution dans le cas ot p € (1,2) et la transformée de
Fourier du bruit décroit polynomialement & I’infini.

Probléme ouvert V. Prouver ’existence ou la non-existence d’un estimateur adaptatif
optimal sur la famille des classes de Nikolskii anisotropes N, 4(, L) pour I'estimation en
norme LL,, dans le modéle de déconvolution dans le cas ot la transformée de Fourier du
bruit décroit polynomialement a I'infini.

Aussi, comme cela a été fait par Comte et Lacour [30] pour l'estimation en norme
Ly et par Lounici et Nickl [92] pour l'estimation en norme Lo, nous pouvons considérer
que la densité estimée peut étre indéfiniment différentiable dans certaines directions de
l’espace d’observation et appartenir & une classe fonctionnelle Sy(3, ar, 7, L) de densités de
probabilité vérifiant

/|f(t)|2(1 L2 exp @rlt ) dt < Ly, g 20, B €R, j=1,....d

Ainsi, nous pouvons chercher a résoudre le probleme ouvert suivant :
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Probleme ouvert V1. Prouver I'existence ou la non-existence d’un estimateur adaptatif
optimal sur la famille des classes Sq(, o, , L) pour I'estimation en norme L, dans le modele
de déconvolution dans le cas ot p € [1,00] et la transformée de Fourier du bruit décroit
polynomialement a ’infini.

Enfin, les problemes ouverts précédents peuvent étre réformulés pour d’autres modeles
statistiques comme, par exemple, le modele de régression avec un bruit additif ou multipli-
catif. Ce modele, qui a fait I'objet d’un tres grand nombre de travaux théoriques, apparait
également dans de nombreux domaines d’application des mathématiques.



Chapitre 2

Pointwise adaptive estimation

Le travail présenté dans ce chapitre a fait ’objet d’une publication dans Bernoulli (cf.
Rebelles [108]).

Résumé Dans ce chapitre, nous étudions le probleme de I'estimation ponctuelle d’'une
densité multivariée. Nous proposons une régle de sélection aléatoire (mesurable par rap-
port a l'observation) dans la famille des estimateurs & noyau et nous obtenons pour cette
derniére une inégalité d’oracle. En utilisant cette majoration du risque de perte de diffé-
rentes facons, nous démontrons que ’estimateur proposé peut étre minimax ou adaptatif
en vitesse de convergence sur une famille de classes de Nikolskii anisotropes. Il est impor-
tant de souligner que notre méthode d’estimation s’adapte automatiquement a ’éventuelle
structure d’indépendance de la densité estimée. Cela nous permet de réduire I'influence de
la dimension de ’espace d’observation sur la qualité de 'estimation de maniére significa-
tive. Les principaux outils techniques que nous utilisons sont des majorations uniformes
(sur la famille des estimateurs & noyau considérée) de processus empiriques en un point
fixé, développées récemment par Lepski [30].

Abstract In this chapter, we study the problem of pointwise estimation of a multiva-
riate density. We provide a data-driven selection rule from the family of kernel estimators
and derive for it a pointwise oracle inequality. Using the latter bound in different ways, we
show that the proposed estimator is minimax and rate adaptive over the scale of aniso-
tropic Nikolskii classes. It is important to emphasize that our estimation method adjusts
automatically to eventual independence structure of the underlying density. This, in its
turn, allows to reduce significantly the influence of the dimension on the accuracy of esti-
mation (curse of dimensionality). The main technical tools used in our considerations are
pointwise uniform bounds of empirical processes developed recently in Lepski [306].

2.1 Introduction

Let X = (Xk1,...,Xka), k € N*, be a sequence of R?-valued i.i.d. random vectors
defined on a complete probability space (£2,2(,P) and having the density f with respect

to the Lebesgue measure. Furthermore, Py := IPSCn) denotes the probability law of X =
(X1,...,X,), ne N, and Ey := E;n) is the mathematical expectation with respect to Py.

43
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Our goal is to estimate the density f at a given point z € R% using the observation
X)) — (X1,...,X5), n € N*. As an estimator, we mean any X (")_measurable mapping

frn i (RH)™ — R and the accuracy of an estimator is measured by the pointwise risk :

1

R, [Fur ] = (B [Fulw) = f@) )7, 21

In this chapter, we focus on the problem of the minimax and adaptive minimax point-
wise multivariate density estimation over the scale of anisotropic Nikolskii classes. The use
of Nikolskii classes allows us to consider the estimation of anisotropic and inhomogeneous
densities ; see Chapter 1, Section 1.1.3.

Minimax estimation In the framework of the minimax estimation, it is assumed that
f belongs to a certain set of functions ¥, and then the accuracy of an estimator f,, is
measured by its mazrimal risk over X :

=

Rg; []A”;L,E] = sup (Ef fn(aj) — f(=x)

fex

r) L or> 1 (2.1)

The objective here is to construct an estimator f; which achieves the asymptotic of the
minimax risk (minimax rate of convergence) :

R, o3| = inf RE) [ Jar T] = 0na(®),
fn
Here, infimum is taken over all possible estimators.

It is well known that minimax rates depend heavily on the dimension d; see Chapter
1, Sections 1.1.8-1.2.1. Let us briefly discuss how to reduce the influence of the dimension
on the accuracy of estimation (curse of dimensionality). The approach which have been
recently proposed in Lepski [25] is to take into account the eventual independence structure
of the underlying density.

Structural assumption Note Z; the set of all subsets of {1,...,d} and ‘B a set of parti-
tions of {1,...,d}, arbitrary chosen. For all I € Z; and 2 € R? note also I = {1,...,d}\I,
1| =card(I) and, if I # 0, x; = (x;);er. Then, for any probability density g : R? — R,
put

gr(xy) == /R|1| g(x)dwy.

Obviously, fr is the marginal density of X ; (where X ; = (X ;)jer, k¥ € N*) and, to
take into account the independence structure of the density f, we consider the following
set :

P(/) = {7» eP: f) =[] filwr). Vo e Rd} .

IeP

Note that B (f) is not empty if we consider that () € 93, or that ¢ = {P} if the independence
structure of f is known.
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In this chapter, we will prove that the minimax rate on the class N, 4(3, L, P) (which
is a modification of that introduced in Lepski [35], see the definition in Section 2.3.1) for
fixed 8 € (0,400)%, r € [1,4+00]?, L € (0, +00)?, P € PB(f), is given by

1= ieram
Ynaz ( Nea(B,L,P)) = n_ﬁ, T := inf % > 0.
IeP Zjdﬁ—j

Ifd>2 7 =00,5=1,...,d, and P = § (no independence structure) N (8, L, )
coincides with the set of densities belonging to the Holder class Ny ¢(8, L) and we find
again the known minimax rates ¢, ; (N a(8, L)). Note however that if P # @ the lat-
ter rates can be essentially improved. Indeed, if for instance 8 = (3,...,3) and P =

{{1},...,{d}}, then T = 3 and

__B __B_
n 2Pt X on g (Noo,d(lﬁa L)) > Pna (Noo,d(ﬁa L, P)) Xn 2PEL. (2'2)
Moreover, ¢y, » (Nm7d(/8, L, ’P)) does not depend on the dimension d.

We remark that minimax rates (accuracy of estimation) depend heavily on the para-
meters 3, r and P. Their knowledge cannot be often supposed in particular practice. It
makes necessary to find an estimator whose construction would be parameter’s free.

Adaptive minimax estimation In the framework of the adaptive minimax estimation
the underlying density f is supposed to belong to the given scale of functional classes
{¥a, a € A}. For instance, if ¥, = W, 1(8,L), a = (B,p, L) or if ¥, = N, 4(8,L,P),
d>2 a=(p,r7P,L).

The first question arising in the framework of the adaptive approach consists in the
following : does there exists an estimator f; such that

lim sup {@T:’}E(EQ)R,(& []?;:, Ea}} <400 Vae A, (2.3)

n—-4o0o

where ¢, (X4) is the minimax rate of convergence over X,.

As it was shown in Lepski [¢1] for the Gaussian white noise model, the answer of this
question is negative if 3, = N 1(8,L), o = (8, L). In Section 2.3.4, we will prove that
the answer is also negative for multivariate density estimation at a given point over the
scale of anisotropic Nikolskii classes N, 4(3, L, P).

Thus, for problems in which (2.3) does not hold we need first to find a family of
normalizations ¢, = {¢n 2(X.), a € A} and an estimator fy, such that

lim sup {zp,;;(za)Rg; [fw, za}} < 400 Yace A (2.4)

n—-+o0o

Any family of normalizations satisfying (2.4) is called admissible and the estimator ﬁbx
is called ¥, —adaptive. Next, we have to provide with the criterion of optimality allowing
to select "the best” admissible family of normalizations, usually called adaptive rate of
convergence. The first criterion was proposed in Lepski [31] and it was improved later in
Tsybakov [124] and in Klutchnikoff [31].
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In Section 2.3, we provide with minimax adaptive estimator in pointwise multivariate
density estimation over the scale of anisotropic Nikolskii classes. We will take into account
not only the approximation properties of the underlying density but the eventual indepen-
dence structure as well. To analyze the accuracy of the proposed estimator, we establish
so-called pointwise oracle inequality proved in Section 2.5.3. We will also show that the
adaptive rate of convergence is given by

T
LN )< T <Y 1= icr 5
e Va8, P)) = | () L Te=nf [J r
n” T T = Yonaz 2jer B

if 1> Z;'l=1 1/(Bjr;). To assert the optimality of this family of normalizations, we gene-
ralize the criterion proposed in Klutchnikoff [81]; see Section 2.3.4.

2.2 Selection rule and pointwise oracle-type inequality

2.2.1 Kernel estimators related to independence structure

Let K : R — R be a fixed symmetric kernel satisfying [ K = 1, supp(K) C [-1/2,1/2],
Ko < o0,
JLk >0: |K(y)—K(2)| <Lkly—=z|, Yy,z € R. (2.5)

For all I € Ty, h € (0,1]¢ and = € R? put also

Ki(er) = [[K(): Vi, = [[hss  Kn(er) =V [ K(s/h);
JeI jel jel

Fui(er) =0~ K, (Xiy — 1)
k=1

Then introduce the family of estimators

R {f(h,@)(fﬂ) = [ /i (@n), (0, P) € (0,1]% ‘43}

IeP

Note first that f(h ) (z) = fa(z) is the Parzen-Rosenblatt estimator (see, e.g., Rosen-
blatt [114], Parzen [105]) with kernel K7 = K and multibandwidth h.

Next, the introduction of the estimator ﬁh’p) (z) is based on the following simple obser-
vation. If there exists P € B(f), the idea is to estimate separately each marginal density
corresponding to I € P. Since the estimated density possesses the product structure, we
seek its estimator in the same form.

Below we propose a data driven selection from the family §[‘B |.

2.2.2 Auxiliary estimators and extra parameters

To define our selection rule, we need to introduce some notation and quantities.
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Auxiliary estimators For I € Z; and h € (0,1]¢ put

n
Ghy (1) =1V |07 K, (Xes — 21)]
k=1

Introduce for I € Z; and h,n € (0,1]? auxiliary estimators

n
Snimi () ==n"" ZKh,vm (Xr — 1), R Vo= (hy Vn)ep-
k=1

Note that the idea to use such auxiliary estimators, defined with the multibandwidth
hVn, appeared in Kerkyacharian, Lepski and Picard [78], in the framework of the Gaussian
white noise model.

b

We endow the set 8 with the operation ” ¢ ” introduced in Lepski [38] : for any

P, P eP
PoP :={INI'"#0, 1P, I'cP'}.

Then we define for h,n € (0,1]¢ and P, P’ € P
Fapyompy@) =TI Faras (0. (2.6)

IePoP!

Set of parameters Our selection rule consists in choosing an estimator }Eh"p) (z) when
the parameter (h,P) belongs at most to the set $,[ P | defined as follows.

Let 3 > 0 and t € (0, 1] be fixed numbers and let h € (0, 1] be a fixed multibandwidth.
All these parameters will be chosen in accordance with our procedure.

Set also A := supjez, {1 \Y, )‘|(12|r) [K,g,,t]} and a := {2)\\/1 + 21'}_2, where constants

/\g‘") [K,3,t], s € N*, r > 1, are given in Section 2.5.1. Their explicit expressions are too
cumbersome and it is not convenient for us to present them right now.

For all I € 7; and all integer m > 0 introduce

1
Hi = { hr € (0,171 v, Ve, < Vi, < w1 Vi, }ﬁ I1 [nvvméhj] )
Jel

1
5’)%?2 = { hi € (0,117 v Vinas < Vi, < Um—1Vinaz } N H |:n7v7713hj:| 7

jer
ML
537(11) = U (557(7?1 Uﬁgg) )
m=1

In(n)

o and

where v, = 27™, M is the largest integer satisfying Vgl Vo, A Vinaz] >
M < logy(n), and Vinas := suppeg infrep Vi,
Define finally
S B = {(h,P) € (0,1 x P : hye HD, VI e 73}.
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Extra parameters Remind that B is a set of partitions of {1,...,d}, arbitrary chosen.
Let H be an arbitrary subset of (0,1]¢ containing . The selection rule (2.8) below run
over H[ P | := (7—[ X ‘,B) N$Hn[ P ] and the reasons for introducing the extra parameters
and H are discussed in Remark 1. In particular, for measurability reasons, we will always
suppose that H is either a compact or a finite subset of (0, 1]¢.

~ ~ d>-1
Set Ap(x) := 3\d? [2Gn(az)} , where

Gp(z):=  sup sup sup [Qéhlm (371)} (2.7)
(h,PYEH[B] (n,P")EH[ B ]| [€PP’

For (h,P) € (0,1]% x B, put also

‘/h Vinaz
d(h,P) := sup sup [ I}\/[_
(. 7) Prep 1ePor’ |V, infrep Vg,

Define finally, for (h,P) € (0,1]¢ x B,

~ 2

2.2.3 Selection rule

For (h,P) € (0,1]% x B introduce

App(z):=  sup /i n () 3 - Uy pry () + Ug, py () .
(h,P) (nPHEH(T ] H (h,P),(n,P)\E n7’ ‘ { (n, P\ (h,P) HJF
Define finally (%,75) satisfying

B o) + 2Bl () = | inf By () + 28 @l (@) (28)

The selected estimator is f(z) := f(ﬁ ) (x).
Similarly to Section 2.1 in Lepski [35] it is easy to show that (h, P) is X —measurable
and that (h, P) € H[ B ]. It follows that f(z) is also a X (™ —measurable random variable.

Remark 1. The necessity to introduce the extra parameters H and B is dictated by several
reasons. The first one is computational namely the computation of Ay, py(x) and (h,P).
Howewver, the computational aspects of the choice of B and H are quite different. Typically,
H can be chosen as an appropriate grid in (0, l]d, for instance dyadic one completed by b,
that is sufficient for proving adaptive properties of the proposed estimator. The choice of
B is much more delicate. The reason of considering B instead of the set of all partitions
of {1,...,d}, noted B in the following, is explained by the fact that the cardinality of B
grows exponentially with the dimension d. Therefore, if B =B, for large values of d our
procedure is not practically feasible in view of huge amount of comparisons to be done. In
the latter case, the interest of our result is theoretical. Note also that the best attainable
trade-off between approximation and stochastic errors depends heavily on both the number
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of observations and the effective dimension d(f) = infpeyp(f)supsep |I]. Thus, if d(f) is big
the corresponding independence structure does not bring a real improvement of the estima-
tion accuracy. So, in practice, B is chosen to satisfy suprep |I| < do, VP € P \{@} The
choice of the parameter dy (made by a statistician) is based on the compromised between
the sample size n, the desirable quality of estimation and the number of computations. For
instance, one can consider dy = 1, that means that 3 contains two elements, {{1,...,d}}
and {{1},...,{d}}. The latter case corresponds to the observations having independent
components and it can be illustrated in Example 1 below. On the other hand, in the case
of low dimension d, one can always take B =B, since if d = 2, %’ =2,d=3, ﬁ‘ =9,
d=4, |B| =12, etc.

Other reasons are related to the possibility to consider various problems arising in
the framework of minimax and minimaz adaptive estimation and they will be discussed in
detail in Sections 2.3.2 and 2.5.4. Here we only mention that the choice P = {@} allows to
study the adaptive estimation of a multivariate density on R® without taking into account
eventual independence structure. We would like to emphasize that the latter problem was
not studied in the literature.

At last the introduction of ‘B allows us to minimize the assumptions imposed on the
density to be estimated. In particular, the oracle inequality corresponding to S = {@} 18
proved over the set of bounded densities; see Corollary 1.

In spite of the fact that the construction of the proposed procedure does not require
any condition on the density f, the following assumption will be used for computing its
risk : for some f € (0, 00),

feF[f,P] = {g:Rd—ﬂR_H/g—l, sup  sup \ngoogf}. (2.9)

P, PIEP [EPP!

Note that the considered class of densities is determined by the extra parameter ¢ and in
particular

F[f,%] :{g:Rd_)R-H /g_la sup Hg[”oogf} ng[fam]v
IEId

FleT}] = {o:R o re, [o=1, lolo <t}

Fit (P} = {o R 2 Re, 9= 1 suplosl <},
IeP

2.2.4 Oracle-type inequality
For I € I, and (h,n) € (0,1]¢ x [0,1]¢ introduce

By, (1) = - Ki(yr) [fr (xr + (he Vor)yr) — f1 (xr +nryr)] dyr,

where here and later 67y; denotes the coordinate-vise product of vectors 67, y; € RII.

For (h,P) € (0,1]% x B define By, p)(x) := suppreq SUpsepops Supyeo,1) | Bhynr (21)]-
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Introduce finally

1V Ino(h, P)
nV (h,P)

Rz = inf B 2) 4
7 ) (hﬂ’)EH[&B]:’Peip(f)[ (h,P)( )

The quantity R, (f) can be viewed as the optimal trade-off between approximation and
stochastic errors provided by estimators involved in the selection rule.

Theorem 1. For any 0 < f < 400, any r > 1 and any integer n > 3 :

RE) [T f] € a1Rua(f) + a0 [WVinas 2, ¥F €FIEF], (2.10)

N

where ay := oy (r,d, K, f) and as := aa(r,d, K, f) are given in the proof of the theorem.

Considering the case P = {@} and noting 9, = 557@) we come to the following conse-

quence of Theorem 1.

Corollary 1. Let assumptions of Theorem 1 be fulfilled. Then, for all densities f such
that || f]| . < T,

I

+ o [nVy]™ (2.11)

) [7 ¢] < ~
Rz [f,f} < ap he%m , Es[lég]d 1B ()| +

Looking at the assertion of Theorem 1 and its Corollary 1 it is not clear what can
be gained by taking into account eventual independence structure. This issue will be
scrutinized in Section 2.3, but some conclusions can be deduced directly from the latter
results. Consider the following example.

Example 1. For any z € R, put

64 3 1
f(z) =+ {421[0,1/8)(2) + <4 - 22) Laysa/a(2) + 3 ayas/4(2) + (1= 2) 1(3/4,1](2)} ,

" 15
and define f4(x) = H?:l f(z;), x € RY. It is easily seen that fy is a probability density and
the goal is to estimate fi(x) at a given point x € (3/8,7/8).

Choose h = (1,...,1), h = (1/4,...,1/4) and let H = {bh,h}. Put P; = {{1,--- ,d}},
Py ={{1},--- ,{d}} and let P = {P1, P2}. Since, in this case, H xP contains 4 elements,
our estimator can be computed in a reasonable time.

Moreover, in accordance with the oracle-type inequality proved in Theorem 1, the accu-
racy provided by the selected estimator is proportional to \/[41n (4)]/n. On the other hand,
the pointwise risk of the kernel estimator with optimally chosen bandwidth and kernel is
proportional to \/[d4%1n (4)]/n if the independence structure is not taken into account. As
we see, the adaptation to eventual independence structure can lead to significant impro-
vement of the constant. This shows that the proposed methodology has an interest beyond
derivation of minimax rates, which is the subject of the next section.
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2.3 Minimax and adaptive minimax pointwise estimation

In this section, we provide with minimax and adaptive minimax estimation over a scale
of anisotropic Nikolskii classes.

2.3.1 Anisotropic Nikolskii classes related to independence structure

Let {ei,...,es} denote the canonical basis in R®, s € N*.

Definition 5. Let r = (ry,---,rs), 75 € [1,00], B8 = (B1,---,Bs), Bj > 0 and L =
(Li,---,Ls), Ly > 0. A function g : R® — R belongs to the anisotropic Nikolskii class
Nvs(B8, L) if

(i) Hng

<Lj, Vk=0,...,|8;], Vji=1,...,s;

rj

(i4) HD}ﬁng(-Jrzej)—D}ﬁ”g(JH <Lilz/% ) vieR, Vi=1,...,s
Tj

Here ng denotes the kth order partial derivate of g with respect to the jth coordinate,
and |Bj] is the largest integer strictly less than B;.

The following collection {N; 4 (3, L,P)}, was introduced in Lepski [35] in order to
take into account the smoothness of the underlying density and its eventual independence
structure simultaneously.

Nr,d(57L7,P) = {g g=>0, /g: 1, g(l’) = Hgl(xf)v gr € NT},\H(BLLI)a VIGId}a

Iep

We remark that this collection of functional classes was used in the case of adaptive
estimation, that is, when the partition P is unknown. However when the minimax estima-
tion is considered (P is fixed) we do not need that condition f; € N, 7(8r, Lr) holds for
any I € Z;. It suffices to consider only I belonging to P, and we come to the following
definition. Remind that 8 is the set of all partitions of {1,...,d}.

Definition 6 (Minimax estimation). Let r = (ry,---,74) € [1,00]%, B = (B, ,Ba) €
(0,00)¢, L = (L1, ,Lq) € (0,00)% and P € B. A probability density g : R? — Ry
belongs to the class N, (B8,L,P) if

() g(z) = [ 91(er), Vo € RY
Iep

(21) gr € Nr;,m(ﬁh[/l)? VI e P. (2.12)

Let us now come back to the adaptive estimation. As it was discussed in Remark 1 the
adaptation is not necessarily considered with respect to B. If ' C B is used instead of B,
the assumption f; € N, ;/(8r, L1), VI € Iy, is too restrictive and can be weakened in the
following way.
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Definition 7 (Adaptive estimation). Let B C B and (8,7, P, L) € (0, +00)? x [1,00]¢ x
B x (0, —|—oo)d be fized. A probability density g : R? — R, belongs to the class Ny q4 (8, L, P
if
(i) g(z) = [[ 91(2r), vz eR%
IeP

(ii) g1 € thlﬂ(/BI,LI), VIeP P, V(P/,P”) € P x P (2.13)

Some remarks are in order.

1) We note that if 8 = B, then N, 4(8,L,P) = N,.4 (3, L, P), but for some P C L,
one has N, 4 (8, L, P) C Ny (8, L, P). The latter inclusion shows that the condition (2.13)
is weaker than f € N, 4(8,L,P). In particular, if B = {0}, then N, 4(3,L,0) = {g €
N.q(B,L):9g>0,[g=1} DNuq(5,L,0).

2) Note that if B = {P}, then N, 4(58,L,P) coincides with the class N, (8, L, P)
used for minimax estimation. But N, 4(3,L,P) C N};(8,L,P) for all P € P for any
other choices of 3.

2.3.2 Minimax results

For (8,r,P) € (0, +00)d X [1,0o]d x P define :

L= Yjer gy
TZ:T(B,T‘,’P):in’yI(ﬁ,T), 71::71(5770):]—616]]7 IGP,
IeP Z]’EIE
__x
Pn,z (ﬁv'ﬁlp) =n 20 P,z (/8’ T,P) = 1{T§0} + Onz (ﬁvn P) 1{Y>0}' (2'14)

As it will follow from Theorems 2 and 3 below ¢y, 5 (5,7, P) is the minimax rate of
convergence on N, 4(3, L, P). Hence, similarly to the standard representation of minimax
rates, the parameter Y can be interpreted as a smoothness index corresponding to the
independence structure.

Theorem 2. V (8,7, P) € (0, +00)? x [1,00]? x B, VL € (0,00)%, Jc > 0 :

.. -1 . () [ 7 %
%gl_il_gof {pn,m (ﬁﬂ", P) H}f Rn,x [fna r,d(ﬁv va)} } 2,

In

where infimum is taken over all possible estimators.

Note that the assertion of Theorem 2 will be deduced from more general result es-
tablished in Proposition 1 below. It is also important to emphasize that if T < 0 there
is no uniformly consistent estimator for the considered problem and, to the best of our
knowledge, this fact was not known before. Let us provide an example with a density for
which T < 0.
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Example 2. Suppose that d = 1 and, therefore, P = 0 (no independence structure). For
any x € R, put

1
=1 —1 .
g9() oy () + NG ©0,1](®)
Some straightforward computations allows us to assert that g is a probability density satis-

fying g ¢ N1 (ﬁ,L), VL >0, ifrf >1 (ie, T >0), and that g € Ny 3 (1/2,L) for some
L>0(r=1,38=1/2). Thus, in this case, one has T < 0.

Our goal now is to show that ¢, (8,r,P) is the minimax rate of convergence on
N} ,(B,L,P) and that a minimax estimator belongs to the collection §[ B |. In fact, we

prove that the minimax estimator is ﬁhﬂ)) with properly chosen kernel K and bandwidth
h.

For a given integer [ > 2 and a given symmetric Lipschitz function u : R — R satisfying
supp(u) C [—1/(20),1/(2)] and [ u(y)dy = 1 set

l

w(z) =% ( j ) (—1y 1y <z> . zER (2.15)

< i \J

J

Furthermore, we use K = v; in the definition of estimators collection F[ ‘B |.
The relation of kernel u; to anisotropic Nikolskii classes is discussed in Kerkyacharian,
Lepski and Picard [77]. In particular, it was shown that

/ K(z)dz = 1, / FK(2)dz=0, Vk=1,...,1—1. (2.16)
R R

Choose finally h = (hy, ..., hy), where

B 1
hj =n 216G+ ﬁj(l)’ ] c I, I ep.

Here,

BiD) = DB (D), (D) =13 B~y (D) =13 (" = 7") B

kel kel

Theorem 3. For all (8,7, P) € (0,17 x [1,00]* x P such that Y (8,7, P) > 0 and all
L € (0,00)¢
limsup { ¢ %, (8,7, P)RE, | Jonpy, NialB. L, P)| } < oc.

n—-+0o

To get the statement of this theorem, we apply Theorem 1 with B = {P} and H = {h}.
In view of the embedding theorem for anisotropic Nikolskii classes (formulated in the proof
of Lemma 2 and available when Y (8,7, P) > 0), there exists a number f := £(3,r) > 0
such that N 468, L,P) CF[£f,{P}]. It makes possible the application of Theorem 1.

Let us briefly discuss several consequences of Theorems 2 and 3. First, if P = 0, we
obtain the minimax rate on the anisotropic Nikolskii class N, 4(8, L). In particular, if r; =
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00, j =1,...,d, we find the minimax rate on the anisotropic Holder class No 4(5, L). If
d = 1, then we find again the minimax rates on the unidimensional Holder class Noo 1 (3, L)
and the unidimensional Sobolev class W, (3, L) considered in Brown and Low [17] and
in Butucea [23] respectively.

Next, in view of Theorem 2 there is no consistent estimator for f(z) on N, 4(3, L) if
T(B,7,0) < 0. On the other hand, if f € N 4(B,L,P) and Y(B,r,P) > 0, then such

estimator for f(z) does exist in view of Theorem 3 even if T(,B,p, @) <0.

Note also that the condition T(ﬁ )Ty @) > 0 is sufficient to find a consistent estimator
on each functional class N;j 4B, L,P), P e B, and that the same condition is necessary for
the estimation over N (5, L,0). It allows us to compare the influence of the independence
structure on the accur’acy of estimation. For example, we see that

Spn,x (Noo,d(ﬁvL)) > Son,a: (I85T77D)7 P #@7 Tj = 00, ] = 1)"'7d'

We conclude that the existence of an independence structure improves significantly the
accuracy of estimation.

We finish this section with the result being a refinement of Theorem 2.
Proposition 1. V(4,p,P) € (0, +oo)d x [1,00]% x B, VL € (0,00)%, ¢ >0 :

lim inf {p;,i; (8,7, P)inf RE) | s Ny a(B, L, P)] } > ¢,

n—-+oo fn

where infimum is taken over all possible estimators.

Remark 2. Recall (see Section 2.5.1) that N, 4(8,L,P) € Nyq(B,L,P) C N, (B8,L,P).
Hence, the statement of Theorem 3 remains true if one replaces the classe N;T’d (8,L,P)
by Nya(B,L,P), B C B. Thus, Proposition 1 together with Theorem 3 allows us to assert
that pyq (B,r,P) is the minimax rate of convergence on Ny q(5,L,P).

2.3.3 Adaptive estimation. Upper bound

~ Let P C B, such that § € P, be fixed. Denote d(P) := sup;ep |I|, P € B, and
d := infpeg d(P).

Set Bj(mam) = BTTLa:r G (07 OO) and 'I"‘;mam) = TMa;t e [2700]7 ] = 17' * "d? Sa’tiSfying 57‘”(1"[ >
%(d — 8) + —4 and suppose additionally that { > 2V Bz

Tmazx

2(Bmaz :E/'rmaz)7
Q(Bmax_d/Tmax)'i‘d ’

Choose K = uy, defined in (2.15), 3 = m and t =

Let H be the dyadic grid in (0, 1]% completed by b defined by

1

h; i=n Bmas—d/rmatd | j=1,... d. (2.17)
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Consider the estimator f(x) defined by the selection rule (2.8), in Section 2.2.3.
For (,3, 7",73) S (Oalgmaw]d X [1,7“mam]d x B introduce

()77 Y =T (5 P) < T

Inn

Yna (6,7, P) = - , (2.18)
n 2Tmaeztl, T:=7 (Bara 73) = Thaz
where Y00 = B’%‘” — Tmlm.

Theorem 4. For any (B,r) € (O,Bmax]d X [1, "maz]? such that T(B,r, @) >0, any P €P
and any L € (0,00)?

lim sup {@bgjﬁ (8,7, P) RE) [f, N,.a(B, L, 73)] } < .

n—-+o0o ’

Similarly to Theorem 3, the proof of Theorem 4 is mostly based on the result of
Theorem 1. The application of Theorem 1 is possible because N, 4(3, L, P) C F[f,B ] for
some f := f(8,7) > 0 that is guaranteed by the condition T(ﬂ, T, (Z)) > 0.

We would like to emphasize that the construction of f(x) does not involved the know-
ledge of the parameters (3,7, P, L). Using the modern statistical language, one can say
that f(z) is fully adaptative.

Note, however, that the precision ¢, , (3,7, P) given by this estimator does not coincide
with minimax rate of convergence ¢, (8, r, P) whenever T # Y,,4,. In the next section,
we prove that ¢, ,(5,r,P) found in Theorem 4 is an optimal payment for adaptation.

2.3.4 Adaptive estimation. Criterion of optimality

Let {S(ap), (a,b) € Ax B} be the scale of functional classes where A C R™ is a
(m)-dimensional manifold and 8 is a finite set. Recall that the family of normalizations
Y = {Yn(a,b) >0, (a,b) € Ax B} is called admissible if there exists an estimator ﬁ/,
such that

lim sup {zp;l(a, HYR® [}‘;, E(Cy,b)} } < 400 V(a,b) € Ax B (2.19)

n—-+00
The estimator f¢ is called @ —adaptive.

In the considered problem, a = (3,7), b = P and
A= {(ﬁ,?") € (Oaﬁmaa:]d X [1,Tmax]d : T (577’,@) > 0} R B = (,B

As it follows from Theorem 4 v, = {9y .(8,7,P), (B,r) € A, P € B} is an admissible
family of normalizations and the estimator f(x) is 1, —adaptive.

Let ¥ = {¢n(a,b) >0, (a,b) € Ax B} and ¢ = {¢,(a,b) >0, (o, b) € Ax B} be
arbitrary families of normalizations and put
Uy (a,b)

Qn(av b) = ma Qn(a) = blg% Qn(aa b)
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Define the set A®©) [¢/¢] C A as follows :

0 [E/sz)] = {a €d: nh—>rgo Qn(Oé) N 0} .

The set A©) W/ ¢] can be viewed as the set where the family 1 "outperforms” the
family 1. For any b € B, introduce

/) = {ae A lim Qula0)Qula,b) = oo, Vag € A [/y] }.

Remark first that the set Al(,oo) W/ 1/1] is the set where the family v "outperforms” the

family 1. Moreover, the "gain” provided by 1 with respect to ¥ on Aém) W/ w] is much
larger than its "loss” on A(®) [¥/¢].

The idea led to the criterion of optimality formulated below is to say that 1 is "better”
than v if there exists b € B for which the set AIEOO) W/w] is much more "massive” than

O /9]-

Definition 8. I) A family of normalizations 1) is called adaptive rate of convergence if

1. 9 is an admissible family of normalizations ;

2. for any admissible family of normalizations ¥ satisfying A© W/l/}] #0 :
~ AO /2] is contained in a (m — 1)-dimensional manifold,
— there exists b € B such that Aéoo) W/w] contains an open set of A.

II) If ¢ is an adaptive rate of convergence, then fw satisfying (2.19) is called rate adaptive
estimator.

The aforementioned definition is inspired by Klutchnikoff’s criterion ; see Klutchnikoff
[81]. Indeed if card(B) = 1 the both definitions coincide.

Theorem 5. (i) We can find no optimal rate adaptive estimator (satisfying (2.3) in
Section 2.1) over the scale

{ NT,d(ﬁaL7P)7 (5,7‘,77,[/) e }’

whenever A C {(ﬁ,r P, L) ( ,Bmax]d [1 Tmax] xPx (0, 00) ( T
at least two elements (B,T P, L) and (B’ r', P, L') such that T(B,r, P)

) > 0} contains
T(

0
% B/7T77D/)'

(i1) f(a:) is rate adaptive estimator of f(x) and 1, is the adaptive rate of convergence,
in the sense of Definition 8, over the scale

{ Nr,d(BaLaP)a (53T7P3L) € (Oaﬁmax]d X [L"'max]d x P x (0, Oo)d, T(ﬁ,r,@) >0 } .
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It is important to emphasize that our results cover a large class of problems in the
framework of pointwise density estimation.

In particular, if B = {0}, we deduce that f(z) is rate adaptive estimator of f(x) over

{Nea(B.1.0), (8.7,1) € (0, Bnaa]” X [1,Tmaal® x (0,00)", T (8,7,0) >0}

The adaptive rate of convergence for this problem is given by

_yd 1
(#)—ﬁ, (ﬁ,?’) o (5(mam),r(max))7 T.— 1 %:1&7‘1
S
T

T
WTIRE(Br) = (80, p(ma)) | T, o fape ]

Tmazx

Yna (B7,0) =

To the best of our knowledge, the latter result is new. It is precise and generalizes the results
of Brown and Low [17] (d =1, r1 = Typee = 00), Butucea [23] (d = 1, r1 = Tpmae = p) and
Comte and Lacour [30] when the noise variable is equal to zero (d > 1, 1j = rypez = 00) ;
see Section 1.2.1.

Another interesting fact is related to the set of "nuisance” parameters where the adap-
tive rate of convergence 1, 5 (5,7, P) coincides with the minimax one. In all known for us
problems of pointwise adaptive estimation this set contains a single element. However, as
it follows from Theorem 5, this set may contain several elements. Indeed, if for instance
d =4, Tmae = 00 and P = {P1, Po, P3} with Py = {{1}, {2}, {3,4}}, P> = {{1,2},{3,4}},
Ps = {{1,2,3,4}}, then f(x) is rate adaptive estimator of f(x) over

{Nea(B.LP), (8,7 P, L) € (0, Bmas]* x [1,00]* x B x (0,00)*, 7 (8,7,0) >0}.

In this case, the adaptive rate of convergence satisfies

b 3P =, (30 (50 ) ¢ (PP T = P

Thus, in the considered example the aforementioned set contains two elements.

Finally, let us note that there is a "In — price” to pay for adaptation with respect to
the structure of independence even if the smoothness parameters 3, L and r are known.
This result follows from the bound (2.36) established in the proof of Theorem 5.

2.4 Comparison with the global method of Lepski

A recent paper of Lepski [25] deals with the rate optimal adaptive estimation of a
probability density under sup-norm loss. It is obvious that the estimator constructed in
Lepski [88] is fully data-driven and can be also used in pointwise estimation. However, this
estimator is neither minimax nor optimally minimax adaptive when pointwise estimation
is considered. Below, we discuss this issue in detail.
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2.4.1 Oracle approach

Obviously, the use of a local method allows to control better the error of approximation
since B, py(z) is smaller than sup,cga B, p)(y). Moreover, our local method controls
better the stochastic error since In §(h, P) is smaller than In(n). The latter fact is explained
by the use of different constructions of the selection rule. First, it concerns the choice
of the regularization parameter h. Whereas Lepski [38] uses kernel convolution, we use
the ”operation” V on the set of bandwidth parameters. Next, in pointwise estimation,
we select the parameter (h,P) from very special set whose construction is new. It is
important to emphasize that the consideration of the parameter set used in Lepski [$8] is
too "rough” in order to bring an optimal pointwise adaptif estimator. Both reasons required
the introduction of novel technical arguments for pointwise estimation with respect to those
in Lepski [88] for estimation under sup-norm loss; see the definition of our selection rule
in Section 2.2.3, and the proofs of Proposition 2, Lemma 1 and Theorem 1 in the next
section. Note, however, that the adaptation to eventual independence structure in both
papers has rest upon the same methodology.

The following example illustrates clearly how the quality of estimation provided by
Lepski’s estimator can be significantly improved by application of our local method.

Example 3. Considering the problem described in Example 1, we compare both methods.

— Local method. We obtain from our local oracle inequality that

(Ef ‘f(:c) ~ fal) ) < (/A4 +a)n"3,  ai,as > 0.

— Global method. The best quality of estimation provided by Theorem 1 in Lepski [55]

18
r)

=

(B[ F@) = 1) )" < cOr+ )/ mm) 1, 10> 0,

It is also important to emphasize that our Theorem 1 presents other advantages with
respect to that in Lepski [23].

a) We derive our oracle-type inequality over the functional class F [f , ‘B] which contains

the class Fy [f} used in Lepski [88] that allows to obtain upper bounds under more general
assumptions. For instance, if B = {{1,...,d}}, we do not need that all marginals are
uniformly bounded, that is not true when we use Theorem 1 in Lepski [38]; see our

Corollary 1 above.

b) The oracle-type inequality for sup-norm risk cannot be used in general for other
type of loss functions. Contrary to this, the pointwise risk can be integrated that allows
to obtain the results under LL,—loss; see, for example, Lepski, Mammen and Spokoiny
[85] and Goldenshluger and Lepski [62]. In this context, the establishing of local oracle
inequality with the term Iné(h, P) instead of In(n) is crucial.
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2.4.2 Minimax adaptive estimation

Comparing the minimax rate of convergence defined by (2.14), we find a price to pay
for adaptation in the pointwise setting. This does not exist in the estimation under sup-
norm loss. Note nevertheless that this price to pay for adaptation is not unavoidable for all
values of nuisance parameter (6, r, P, L). This explains the necessity of the introduction
of the optimality criterion presented in Section 2.3.4.

Let us also compare our results with those obtained in Lepski [35].

Example 4. Consider that P still contains the elements P1 and Py defined in Example 1
and that d = 2. Put Bimes = 1.

— Local method. In view of our results, our estimator f(x) achieves the following mi-
nimaz rate of convergence :

inf sup (Bs |Fo(@) = fo(@)| )" =n 12,

i f€Nw2(Bma) L,P,)

where infimum is taken over all possible estimators.

— Global method. In view of the results in Lepski [55], the estimator fproposed in the
latter paper achieves the following minimax rate of convergence :

1
inf sup (Bl = £2ll5)" = (/M) ™2,
fn fENoo,Q (5(ma1)7L7'P2)

where infimum is taken over all possible estimators.

Thus, the application of the procedure from Lepski [$8] for pointwise adaptive esti-
mation leads to the logarithmic loss of accuracy everywhere, while our estimator is rate
optimal for some values of nuisance parameter.

2.5 Proofs of main results

The main technical tools used in the derivation of pointwise oracle inequality given in
Theorem 1 are uniform bounds of empirical processes. We start this section with presenting
of corresponding results those proof are postponed to the Appendix. In particular, we
provide with the explicit expression of the constants )\gr) K,3,t], s € N, r > 1, used in
the selection rule (2.8). Our considerations here are mostly based on the results recently
developed in Lepski [36]-[27] ; see Annex, Proposition 8-9.
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2.5.1 Constants involved in the selection rule
Set for any s € N*, r > 1, AP K, 3.t :={3[(s3) V r]/t}% )\gr), where

10seLk
1Kl

)

AP = AO[K] = { <10365 T ) Vv (486)} [\fw 7./(1+ 1) HKH;] c) K2,

and C%) := [1445672 + 51 + 3 + 36C%).

)

Here, 4, is the smallest solution of the equation 8724 (1 + [Ind]?) = 1 and

1 9216(s + 1)52)} 1 [ (9216(5 + 1)5)}
Cs:=ssup = |1+In| ———5— +ssup = |[1+In| ————— ,
ST [ ( FOF )T e e =0 )y

7.(.2
where s*(9) := 15?[/111512.

2.5.2 Pointwise uniform bounds of kernel empirical processes

Let s € N*, s < d, and let Y, = (Y 1,...,Y%s), k € N*, be a sequence of R*-valued
ii.d. random vectors defined on a complete probability space (2,2, P) and having the
density g with respect to the Lebesgue measure. Later on PP, denotes the probability law
of Y(") .= (Y1,...,Y,) and E, is the mathematical expectation with respect to Py. Assume
that ||g|, < g where g > 0 is a given number.

Set, for r > 1, agr) = (2\/m {1 vV )\gr)Di2 and

IH%S) — ﬁ [h§mzn) (n)7 h&maw) (n)} - |:17 1:| s |

7j=1
-1
5;)%871‘) = {h c H7(’LS) : th > [agr)] ln(n)} :

For any h € ’H,(f), yo € R and u > 1 set also

S

K@) =[[X@), Vi=]]h, Euly):=V,'[[K@/hi) vyeRr®,
j=1 j=1 g=1

Gr(yo) =1V [/R [ Kn(y — o) g(y)dy] . Gilyo) =1V [”_1 > (Vi — yo)\] ;

k=1

U™ (o) = \/W {1 Vin (%) —i—u}.

For a given yg € R® consider the empirical processes

Enlyo) :=n"" [Kh (Ye —yo) —Eg {Kn (Vi — yo)}} , heny,
k=1

n

Ealv) =n 'Y [rKh (Y — v0)| — Ey {|Kn (Vi —yom], he M.
k=1
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Proposition 2. For allr > 1, all integer n > 3 and all real number u satisfying 1 < u <
rin(n)

(i) E{ sup)[ismyo)\—A§r>u,§“><yo>}+} < OO (K, g) [V ma]| 5 e
hef)ns,r

.. z 1 ' r )
(i4) Eg{ sup [!éh(yo)|—2Gh(yo)] } < CI(K, g) [nVyiman] 2 €%
heslsr) +

r

(i) (Eg{ sup [Gh@o)—ﬁh@wL}r) <2 [CO(K,8)] " [1Wioman]) F e

heni™)

=

u
r

The expression of the constant C

Al

K, g) is given in the proof of the proposition.

2.5.3 Oracle-type inequality
Auxiliary result For I € Z; and h € (0,1]¢ set

b, (z1) == / Ky, (yr — x1) fr(yr)dyr,
RII
En (1) = fy (x1) = b, (1)
Guoar) =19 | [ 18 (o = ) S|

G(z) = sup sup sup Gy, (T1).
(h,PYEH[ P ] (n,P)EH[P | IEPSP’

For any (h,P) € (0,1]¢ x B put

U () = \/[ G(x) |2 {1V Ind(h, P)}

nV(h,P)

~ - > -
Define also f,(x) := 12\d? (2 max {Gn(x), 1vf HKH‘f}) , f >0, where G,,(x) is given in
(2.7), and

€n(r) = sup sup  sup [[&n v (1)) = AM{Uppy (@) + Uy pry (@) }] -
(h,PYEH[B ]| (n,P)EH[ B | [€PP

Lemma 1. Set f > 0. For any r > 1 there exist constants c¢; := ¢;(r,d, K,f,3,1),j =
1,2,3,4, such that ¥n > 3,Vf e F[f, B ], V(h,P) € H[B |, P € B(f),

(i) (E; |an<x>|2“)21r < 1 [0Vinao] 25 (id) (Ef (G(a) - énm]i‘")” < e [Vinaa] ¥ ;

f.(z)

2r\ 2r ~
) <es; (iv) (Ef ’U(h,p)(w)

2r\ 2r
(#i1) <Ef ) < C4Z/[(h773)(x).
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Proof of Theorem 1. We divide the proof into several steps.
1) Let (h,P) € H[ B ], P € PB(f), be fixed. By the triangle inequality, we have
Fl@) = f(a)

<T@ = Foumy )@+ [Ty, 5 @) = Ty @)] + | Fonmy (@) = £ (@)

< 2 [ B¢ p) (@) + 2Rn(@)ln p) (@) + | Finp) (@) = F(@)] (2.20)

Here, we have used that f, ()P, 73)( x) = f(ﬁ P).(hP) (z) and the definition of (A, P).

In what follows, we will use the inequality : for m € N* and a;,b; € R, j=1,...,m,
m m—1
H a; — H bj| <m sup max {|a;|,|bj|} sup |a; — bjl. (2.21)
j:1 j 17 7m ]: 7"'7m

Here and later, we assume that the product and the supremum over empty set are equal
to one and zero, respectively.

2) Since P € P(f), using (2.21) we have

~ ~ d—1 ~
(@) = f(2)| < d (sup max { Gy, (@), f}) sup | o (21) = fr(ar)

IeP
<d (max {én(:v), f})dil [B(hﬂ)) (7) + &n () + 20U, p) ()] (2.22)
since Gu(z) = Gy (e1) = 1 and | fu, (21) = filwr)| < 16, @)l +lon, (1) = frar)], VT € P.

}d(d—l)

3) Set £V .= q [ Gn(2) . For any (n,P’) € H[B ], we get from the inequality (2.21)

‘J?(h,P),(mP’)(w) B -]?(val)(x)‘ < /ET(LI) S/.llp/ H -]?}Hmllvnlml’ ($[m[/) - f’?ﬂ (.CE[/) .
EP rep.Inr #0

Introduce, for all I € Zy, all n € (0, 1] bn,, n (z1) me Kppvn, (yr — x1) fr(yr)dyr.

~(2) d—1 , , ;.
Put also £, :=d (max{Gn(w),G(x)}) . For any (n,P") € H[P ] and any I’ € P/, in
view of (2.21),

H Thympr o (Tnr) — H by gy (TIOI)

IeP:INI'#) IeP:INI'#)

(2
S f7(L ) sup ‘ghmﬂvnmﬂ (xfﬂf’) )
IeP:INI'#0

H bhmﬂ»nm[’ (l‘[mp) - b7)1/ (‘TI/) < f7(12)‘8(h773) (I‘)
1P INI'£0
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For the last inequality, we have used that P € B(f) and, therefore, for any 1 € (0,1]% and
any I e Zq

by, (zr) = /RII’ Ko, r —zr) ] forwier)dyr = I bnpon (@inr)-

IeP:INI'#0 IeP:INI'#0D

4) Applying the triangle inequality, we get since ff,(f) > 1 and Uy, py(z) > 0, for any
(n,P') e H[B ],

‘f(h,P),(n,P’)(x) - f(nﬂw)(x)‘

< £V sup {Egg) sup  |&n, vy (@rnr) |+ B2 Bgpy (@) + |6, () }
rep [€PINT 0

< EVEP B p) (@) + 26T 6 (@) + BMEDED (U ) (@) + Ui p) (@)}

_ ~ d—1
Put £ == d [ 2Ga(2) | and Uz) = sup, o) Uy 2y (). We obtain that

Apnpy(x) < 288D {B, p) (2) + &n(2) } + 3MED {U@) + U p) (2) } Fff) *fS)L

~ — 2 ~
+3AEVEY) { sup |Uiypn (2) = Uiy pry(@)| + [thon ) (@) = U ) ()] };
(1P F ] + +

Bu@) = B {Bup@ 6@+ 6@ -Gu@] }. @2

~ ~ d?
where £, (z) := 12\d3 (2 max {Gn(x), 1V ||Kuf}) , since A A K|, > 1,

1vInd(h, P
Uy (@) < (1 EIKIE) ) < LVEIKIE, v P) € M,

and [a™ — b™], < m(max{a,b})" [a — b, Ya,b > 0, Vm € N*.
5) Finally, we deduce from (2.20), (2.22) and (2.23), using again A A ||K||; > 1, that
F@) ~ f(@)
< 3Ea(0) { B ) + Ui 2) + Ty ) + 60l) + [600) ~ )]
By the Cauchy-Schwarz inequality
1

~n(x) ’21-) ar

=

(B |7(@) - 1)

o
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Applying Lemma 1,

(S

(B [7@) - 1)

r\ 1l/r B
> < 3c3 [B(hp) (x)+ (1 + C4)Z/{(h77)) () + (c1 + c2) [NVinaa] ,

and we come to the assertion of Theorem 1 with a; = 3c3(1 4 ¢4)(1 Vv fHKH‘f) and
Qg = 3C3(Cl + CQ). [ |

2.5.4 Lower bound for minimax estimation

Let (8,7, P) € (0,00)* x [1,00]4 x P and L € (0,00)? be fixed. The proof of Proposition
1 is mainly based on the application of Proposition 11 given in the Annex of the present
thesis with ¥ = N, 4(8, L, P), the semi norm definied by ¢(f, — f) = |fn(z) — f(z)| and

Proof of Proposition 1 Set NV (y) := H?Zl Nora exp (—y?/Q) and let fO(y) =
o~ 'N(y/o), y € R4 Tt is easily seen that one can find o > 0 such that

f(o) S Nr,d(ﬁaL/27P) - Nr,d(ﬁaLaP)7 Lj =2A Lja ] = 17 .. 'ad' (224)

Let I ={j1,...,Jm} € P be such that T :=Y (8,r,P) = v7(8,r) and g : R — R such
that supp(g) C (=1/2,1/2), g € NjerNy; 1(84,1/2), [ g =0, and [g(0)| = [|gll . Define

H(yl) :Aan (yjléljl> s
=1 i

where A, 0 = 0, 1 = 1,...,m, if n — oo, will be chosen later. Note that H €
Npp, i (Br, Ly/2) if

m I/le
Anél,n” <H 516,71) < ia l=1...,m, ¢= ||g||:jjl ! : (225)
k=1

Introduce

FOw) = | TL [2ro”]  exp (<a5/20%)

J¢l

x H[27T02]_%exp (—y3/20%) + H(yr) p.  (2.26)
Jjel

It is obvious that there exists Ag > 0 such that if A, < Ay then f()(y) > 0 for any
y € RY. Note also that the condition [g = 0 implies that [ f(!) = 1. We conclude that
M) is a probability density. Furthermore, assumptions (2.24)-(2.25) and the definition of
£ allow us to assert that f) e N;.q(8, L, P). We remark that

f(l)(x) — f(o) ()| =cjAn, ¢ = (a\/ﬂ) md lg(0)|™ Hexp (7.%?/20’2) .

J¢l
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Then Assumption (5.1) of Proposition 11 is fulfilled when 2s,(3,p, P) < ¢} A,.
Since Xy, k=1,...,n, are i.i.d. random fields and fg = 0 it is easily check that

Pror (o] 2 (M om|
I

rr) k=1

2 |lgl3™ 5 )]
2l (1)

for n large enough. Here, we have used that supp(H) C IL, := [[}%, [zj, — 01.n/2, 2, +01,n/2]
and that inf,, e, fl(o)( 1) > f(o) (x1)/2 for n large enough.

Thus, Assumption (5.2) of Proposition 11 is fulfilled if

ng ( = )
£ k=1
The latter inequality holds if

1 X . 2]gl3"
nAi (H 5j,n) < t2, t:= [62]_1 In (C’), Cy = (|(|)) ||2 . (2,27)
k=1

7 (xr)

To finalize our proof, we study separately two cases : T > 0 and T < 0. Note first that
T = (1 - 1/@,)/(1/B,), where

1
5 Z BJT] 7 Z

I jel I ]EI
1) Case T > 0. Solving the system

m l/le )
A@ff”(”ékyn) =S =1, m, nA2<||6kn>_t2
b Cl
k=1 k=1

we obtain

1 1 12
a \% (NG B,
5[771 = —_ An ’
sz n

r 1 %
$2\ 2741 LLYE 255, 1-1/wr—1/(261)
A, =R , R= = .
" <n> [H ( l )

=1

It is easily seen that A,, &, — 0, l=1,...,m, if n = 0o and one can choose C' = 2.
We conclude that, if T > 0, Proposition 11 is applicable with

$2\ 27+1
2sp(B,1m,P) =ciR <n> )
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2) Case T < 0. We choose A,, = A, where the constant A satisfies 0 < A < Ag. Solving
the system

m 1/le m

—B; L. 2 2

A, (H 5,6,”) <=H 1=1,....m, nA (H 5,{7") <t
7 k=1 a k=1

1 A
A\ %, [ il i _ In(C+1
Oin = <Ll> " (H 5k,n) ; H Ok < Ron™', Ry = (C*Ag)
k=1 2

1
Note that one can choose A such that max;—; ., (%) Pin <1 and C = 2. Since w; < 1,
L,

We conclude that, if T < 0, Proposition 11 is applicable with 2s, (8,7, P) = ¢ A.
This completes the proof of Proposition 1. ]

2.5.5 Minimax and adaptive minimax upper bounds

The proof of Theorems 3 and 4 is based on application of Theorem 1. Note that in
view of the embedding theorem for anisotropic Nikolskii classes (formulated in the proof
of Lemma 2), there exists a number f := f(5,7) > 0 such that sup;cp || f1ll,, < fif
Y(B,7,P) > 0 or such that supps pueq supsepropr | f1lloo < £ if T(8,7,0) > 0. It makes
possible the application of Theorem 1.

Auxiliary result The result formulated in Lemma 2 below is a consequence of Theorem

6.9 in Nikolskii [103] (see Annexe, Section 5.3).

Let [ > 2 be a fixed integer and B C P be a fixed set of partitions of {1,...,d}.
Let f € N,.q(8,L,P), where 8 € (0,14, P € B, r € [1,00]? satisfy Y (8,7,P) > 0 and
L € (0,00)%

Lemma 2. There exists ¢ := ¢(K,d,r,l,P) > 0 such that

Buyi(ar) < €Y Lin D wp e, VI € PoP!, W(h,n) € (0,1 x [0, 1]%,
jerI

where By, n, (x1) is defined in Section 2.2.4, B;(I) := %(I)ﬂj%j_l(l),
w(I):=1=3c; (ﬂkrk)fl and »;(1) :==1-=3",; (r,?l — rj_l> ,Bk_l.

The proof of this lemma is given in the Appendix.
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Proof of Theorem 3 For all I € P, consider the following system of equations :

By _ o pe(ny _ | 1 ,
h2Y =h = kel
7 k thI7 I € )

and let h; denotes its solution. One can easily check that

Y1 (B,7r) 1

hj=n 20GHEO jel, TeP. (2.28)

Here, we have used that 1/v7(8,7) = > .. 1/8:(1).
We note that 27 1nV (h,P) > a~!In(n) for all n large enough. To get the statement of

the theorem, we will apply Theorem 1 with 3 =1,t=1,h; =h;, j=1,...,d, H = {h},
B = {P}. Thus, H[P ] is non-empty for n large enough and we get

~ _ . 1 1
RE), [ ) ] <ap(cLV1)|su h? 4 su + agsu , (2.29
2 [fap) [ 1 ( ) Iegj; j A Vs 280D [ e (2.29)

where L := sup;_; 4 L;. Here, we have used Lemma 2 and the definition of By, p)().

We deduce from (2.28) and (2.29)

(r) ~ . B . T
Ry, [f(h”p), f} < [2a;1 (¢L V1) + as] lsrlelgn 21ENH = [20q (L V 1) 4 ag] n” 2041

and the assertion of Theorem 3 follows. |

Proof of Theorem 4 Set (§,7) € (0, 6maz]d % [1, Trmaz]? such that T(B, T, @) >0,P R,
L e (Oa OO)d, and f € Nr,d(ﬁvLap)‘

Let us first note the following simple fact. f P’ € Band J=INI', T € P, I' € P, we
easily prove that 5;(J) > 5;(I), Vj € J; see, for example, Lepski [38], proof of Theorem
3, for more details. Thus, in view of Lemma 2,

Bnpy(e) <csup Y L;nD. e (0,1)% (2.30)
IeP jel

Recall that b is given in (2.17) and note that 27V > a'1n(n) for n large enough,
since Baz > 3(d —d) + #. Thus, for all P € B, H[ P | contains (h,P) for n large
enough and one can apply Theorem 1.

If Y (8,7, P) = Yiaa, then it is obvious that (8,r) = (ﬂ(m“x), r(m‘”ﬂ)) and that d(P) =
d. Thus, in view of the definition of the multibandwidth b, inf;cp Vo, = Vinae- It follows
from Theorem 1 and (2.30)

ra T - Tmax 1 —
RS{L [f, f} < o (cL vV 1) supz f)?m” 1/ +sup 4| Vi, + a2 [nViaz] 2,

IEP]-GI IeP

N|=
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where L := sup;_y 4 Lj. Since Yipaz = Brmaz/d — 1/Tmaz, we conclude that there exists a
constant C' > 0 such that

YTmax

R [f, f} < Clay (L V1) (d+ 1)+ ag] n” FmarTT, (2.31)

n,

If T (8,r,P) < Yiax we solve, for all I € P, the system

| 1
Lp" = L = ;6/”) jkel
hr

The solution is

v (B,r) 1
L)1 277 (B,r)+1 B; (1) i
hy =L, B (()n(”)> " T L =T]L7, jel, Iep. (232
n
kel

In view of the choice of the parameters 3, t and the condition Bqr > 5 (d d)

easily checked that (h, P) € $,[ P ] for n large enough. Replacing h by its prOJeCthD h on
the dyadic grid H, one has (h,P) € H[ 9 | for n large enough. We deduce from Theorem
1 and (2.30)

ln(n) _1

R r,gc [f f} <o CSupZL hﬁj sup + a2 [NVinaz] 2, (2.33)
1P <o 1677 nVy,
The assertion of Theorem 4 follows from (2.31), (2.32) and (2.33). []

2.5.6 Minimax adaptive lower bound and adaptive rate of convergence

Auxiliary result To get the assertion of Theorem 5, we use the following lemma which
is due to an oral communication with O. Lepski.

Let (8,7) € (0, Bimaz)” X [1, Pmaz)® such that Y (8,7,0) > 0, P € P, L € (0,00)¢ and
(B',7") € (0, Bmaz]® X [1, Tmaz]? such that Y (8',",0) > 0, P' € B, L' € (0,00)? be fixed.

Lemma 3. Set (ay,) and (b,) two sequences such that an, by, by/a, — 0o, n — 0.
Suppose that exist f(©) € Ny := Ny q4(8',L',P') and fO € Ny := N,4(B3, L, P) such that
Pf(l) 18 absolutely continuous with respect to IP’f(o) and

1O~ 1O @) = a7 (2.34)
dP 2y
F (n) n

E o) T (X )] < (2.35)

Then, for anyr > 1,

Vv
Sl

lim inf inf lsup (Ef {an}fn f(x)‘}l‘)llf + fséljg2 (Ef {bn‘fn(l’) - f(g;)‘}r>i

n—-+4o0o f fEN

where infimum is taken over all possible estimators.

The proof of this lemma is given in the Appendix of the present Chapter.
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Proof of Theorem 5 1) Set Ny := N, 4(83, L, P), No := Ny q(6', L', P"), Y1 := Y(B,7,P)
and Yo := Y(B,7',P") such that 0 < T1 < To. For any 7 such that 2TT11+1 <7< %,
there exists C'(7) > 0 satisfying : Vr > 1,

R

r

Ty
o n 27 +1  ~
légli{glj%f [fs;}gl E; (ln(n)) ‘fn(f) _f(f)}

> C(7). (2.36)

+ (Sup E, {mm(;ﬁ) _ f(:c)\}r>

fEN2

Let us prove (2.36), which is a consequence of Lemma 3 with

In(n)

o= e ) C b= ROG)

and the constant C(7) > 0 to be specified later.

Similarly to the proof of Proposition 1, set N(y) := H?:1 Nora exp (—yjz/2) and
define f(O)(y) := 6N (y/0), where ¢ is chosen in such way that

f((]) € N’r'/,d(ﬁla Llapl) N erd(B’L/Q’P)‘

Let also f(!) be given in (2.26). It is obvious that there exists a constant Ay such that
fM e Ny if A, < Ag and

5, m 1/le )
Ay <H5k7n> ST i=1moa= gl
k=1

q il

Assumptions of Lemma 3 are respectively fulfilled if

i, =20(r) (") T = (ovan) " g Lo (—a2207):

n .
Jgl

2m m __
e [2(’(‘))9’2 a2 (H%)] o (1 n > T
i@\ n(n)

The latter inequality, in its turn, holds if

1 * T N 2 g 2m
nAz (H 5l,n> =t?In(n), t:= \/[CQ]_l (T 5%, :_ 1)7 ¢ e (|(]))(H2 )
rr

=1 I

Solving the system

m 1/rjl m
"y L.
Ay, f” (H 5k,n> = ;—]l, I=1,...,m, nA2 (H 5l,n> = t?In(n),
’ 1
k=1

=1
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we obtain

1 9 i )
a \ P (t7In(n)\ s 55 B,
5l,n: T I An )
le n

. m L e
NTEAKI
a

t2 1n(n)> 2T11+1
, R=
=1

n

A=r(

27
It is easily seen that Ay, &, — 0, I =1,...,m, if n = oco. The choice C(7) = %c’{Rt“lil,
completes the proof of the inequality (2.36). It follows the assertion (i) of Theorem 5.

2) Let us recall the definition of the set A x 9B, which is the set of "nuisance” parameters
for the considered problem.

A= {(ﬂ,?“) S (075ma:v]d X [1,T‘max]d : T(B,T,@) > 0}7 B =P

Let 1, be an admissible family of normalizations and let fn(x) be 1), —adaptive esti-
mator. Define

40 [Zr] — {(fm) € A: lim Q,(8,r) = 0}7

. an,m (Ba Ty P)

n (677”) = %réf‘pgn (5,7",73), On (B,7,P) = ma
where ¢y, . (8,7, P) is given in (2.18).

For any P € ‘B put also

In the slight abuse of the notation, we will use later ¢, »(Y) instead of ¢y (5,7, P),
T =7(5,rP).

For any (S, 7o) € A0 Wx / %3] introduce

Py := arg%relfm 9 (Bo,r0,P), Yo :=Y(So,po,Po). (2.37)

Let us first note that 0 < Yo < Yyae for any (8o, 7o) € A [@m/ibx] Indeed, if
Yo = YTinae then (Bo,r0) € A©) Wx/wx] contradicts to ¢y z (Tmm) is a minimax rate of
convergence. Moreover, for any T € (Yo, Tyuae), there exists (B, r) € Aand P € P such
that T(B,T,P) = Y. It suffices to choose P € P such that d(P) = d, B; = dY + d/T'maz
and 7 = "maz, j = 1,...,d. It is easily checked that 5; € (0, Bmaz)-

3) Our goal now is to prove that for any (5o, r0) € A0 Wz/ l/Jz] we have

nl;n;o Q. (Bo,10) Qn (B,7,P) =00, Y(B,r,P): To<YT(B,7,P)< Tiaz- (2.38)



2.5. PROOFS OF MAIN RESULTS 71

Set No := Nyy.a(Bo, Lo, Po) and N := N, (8, L, P) such that Yo < T (8,7, P) < Tiaz-
Applying the inequality (2.36) with Y1 = Yo, N1 = Ng, To =Y and Ny = N, we get for

any 7 satisfying 21]2% <T< ﬁ

timint [ sup (& {u2(Y0) Fute) - 1(0)]}")"

n—-+00 feNo
+sup (Ef {nf\};(x) - f(x)!}r)i] >0(r).  (2.39)

Furthermore, by definition of ﬁl(a:) and 1, there exist constants My, M > 0 such that for
all n large enough

sup (&7 {01 P Foto) = 1@} ) < (2.40)
sup (B {32 6.0 P o) - S0} ) < (2.41)

Note that lim, % = 0 that follows from (8, 79) € A [¢,/1s] as well as

the definition of Py. Thus, we obtain in view of (2.40) that

R

tim sup (Ey {51 (00)|Ju(@) = @) }) " =o0.

n—oo fENO
It yields together with (2.39) and (2.41) that
liminf Mn"¢,, (8,7, P) > C(7), (2.42)

n—-+o00

T
Recall that ¢, »(Y) = [In(n)/n]?T+1. Since T < ﬁ we get for some a > 0 satisfying
T+a < ﬁ that ¢y, »(T) < n™° for n large enough. Hence, we obtain in view of (2.42)

.. _ .. _ 1/}71 x(leT7; ) C(T)
a = a ) > .
lT}m_sl_nfn Q, (B,r,P):= IT}m_sl_nfn UnalBorP) ©

(2.43)

Furthermore, since ¢, (8o, 70, Po) is a minimax rate of convergence, there exists a constant
M > 0 such that

@n x(/BO’ To, PO)
= ’ M
Yn,z(Bos 70, Po) = 17;Z)n,m(/807T07P0)

for all n large enough. We deduce from (2.43) and (2.44) that
nh—{go Qn (/305 TO) Qn (/87 T, P) = 00.

@n,x(ﬁOy To, 730) To

Qn (Bo, 7o) : = Mi[In(n)] Yo+t (2.44)

Thus, (2.38) is proved.

4) Let ([31, 7’1) e A0 Wx/z/)x] and (Bg, 7’2) e A© [@x/wx] be arbitrary pairs of parameters.
Let also P; and P, be defined in (2.37) where (ﬂg, 7‘0) is replaced by (ﬁl, 7“1) and (52, 7‘2),
respectively. Then necessarily

T (81,1, P1) = T (B2, 2, P2). (2.45)
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Indeed, assume that T(ﬁl, 71, 731) < T(ﬁ2, T, 732). Noting that Q,, (82,72) = Qn (B2, 12, P2),
in view of the definition of Py we deduce from (2.38) with (Bo, 7“0) = (61, 7“1) and (ﬂ, T, 73) =
(ﬁg, 9, 732) that

Qn (B2,72) = 00, N — o0.

This contradicts to (B,72) € A [V, /thz]. The case Y(B1,r1,P1) > T(B2,72,P2) is
traited similarly.

5) We are now in position to prove Theorem 5.

First, if A 1, /1b,] # 0, we deduce from (2.45) that there exists To € (0, Tppaz) such
that

Y(8,r, Pir) =To, V(B,7) € AV g, /v,]. (2.46)

Here, as previously, P(g ) := arginfpep Qy (8,7, P).
Recall that, for (8,7, P) € (0, 4+00)? x [1,00]? x P,

1
1= erarm

T(B,T,,P):Iig%’}/](,@,’r), 7[(657‘): Z 1 ) IeP.
Jjel p;

Thus, obviously
dim (A<0> [0, /%]) <2d— 1. (2.47)

Next, let P* € 3 be a partition satisfying T(ﬁ(m‘”‘),r(m“m),P*) = T haz- We deduce
from (2.38) that

A [, /1be] 2{(B,p) €A = Yo <Y (B,7,P*) < Tona} »

where Y is defined in (2.46). Thus, Af(,ff) (¢, /5] contains an open set of A since (8,7) -
Y (5,r,P*) is continuous.

This together with (2.47) completes the proof of the theorem. []

2.6 Appendix : technical results

2.6.1 Proof of Proposition 2 : pointwise upper bounds of kernel empiri-
cal processes

Our goal is to establish a uniform bound for the empirical process {gh(yo)} ,- Note
that the considered family of random fields is a particular case of the generalized empirical
processes studied in Lepski [37]. We get the assertions of Proposition 2 from the Theorem
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1 in the latter paper since it allows us to assert that, for any v > 1, ¢ > 1 and any integer
n>3

q
E, { su;()) [|§h(y0)\ — Ywa) (n, h,y0) Lr} < CS(‘I) (K,g) [th(maz)}_% e (2.48)
heHy

G V max
U™ (n, h,yo) = c(K, s, Q)\/Z%O) {1 Vin (h§/)> +21n (2 +InGi(yo)) + u}

h

C(I{7 S, q) Vh(maa:)
———=<1VIn| 22— 2In (241 .
+ v { Y n( v, +2In(2+InGr(yo)) +u

The constants CS(Q)(K,g) and ¢(K, s, q) are given later.

Thus, we only have to check the Assumptions of Theorem 1 in Lepski [¢7] and to match
the notations used in the present paper and in the latter one. We divide this proof into
several steps.

1) For our case, we first consider that p =1, m =s+ 1, k = 5, H¥(n) = %S), O (n) =
{yo}, b®) = h and
Goo(h) =V M K|S, Go =V,

h(maz)

Gin(hi) = =5V, im 1Kl Qjm:—h{m) oy 1K, G=10000s,
J

J

ng) (iAL, fz) = max

A In(h;) — In(h;)| .
Jj=1,...,s

Obviously, Assumption 1 (i) in Lepski [7] is fulfilled. Using the assumption (2.5) (see
Section 2.2.1 of the present Chapter), we get supp(K) C [—1/2,1/2]° and

K (y) = K| < L max |y — 2|, Vg2 € R, L o= s K| Lic > 0.

Thus, we easily check that, for any h,h' € 7-[5{9) and any y € R?,

| Kn(y — vo) — Kn(y — vo)|

< [HI;E Y HI;JJ/ZO] {exp (sg%)(h h)> -1+ ”fi(s‘) (exp( () (h, h')) >}

It implies that Assumption 1 (ii) in Lepski [87] holds with

L(S)
Do(z) =exp(s2) =1+ B x (exp(z) —1), Dsy1 =0, Lgi1=0.
K%
Furthermore, Assumption 3 in Lepski [57] holds with N = 0 and R = 1 since ], | =
$Hs+1 = {yo} and Assumption 2 in Lepski [37] is not needed since ny = ny = n.
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2) Thus, the application of the Theorem 1 in Lepski [$7] is possible. Let us first compute
the constants which appear in its proof.

_ 9216(s + 1)52 N 9216(s + 1)
C mk = Su 525[1—{—111()] + su 525[1+ln< ;
R RO O

seLik
1Kl

Cp = se® + CDJ): 2CD\/[(2/3)(CD\/8€)],

A =4v2eCp, Ay = (16/3)(0[) V 86).

Next, we have to compute the quantities involved in the description of U,Su’q) (n,h).

M,(h) < ) [1 Vin (V’@h))] , Ol = [14456,2 + 5¢ + 3 + 36Cy], Cs == O, omi-

Since the Y}’s are identically distributed, putting b = (h,yo), n1 = n2 =n and r = 0,
we have

For(h) =1V UR | Kn(y — yo)!g(y)dy] =:Gr(yo), Fn= SUF())Gh(yO) <1vgl|K]|i;
s heH,

U(uq (n,h) < Y (n, h, y0), c¢(K,s,q) :=[(10Cp) vV (486)]C§q1)

)

L

Here, we have used that C( AKZ

Thus, we come to the inequality (2.48) with Céq)(K,g) = ¢ ||K|32 (1 Vv g|K]] )q/2,
cq = 279/2F539H4 (¢ 4- 1) (Cp )7

3)Ifn >3, nV, >In(n), 1 <u < gqgln(n) and M(h) := 1VIn (V*L(VL}:”)» since 1 <
Gr(yo) < |K]||Z,, one has

(nVi) " H{M(h) +2In 2+ I Gi(yo)) +u} < T(nVi)~'Ghlyo) {M(h) + u}

IN

T(1+q) K% - (2.49)

Put finally )\gq)[K] = c¢(K,s,q) {\/ 1+q) K2, +1} Since [agq)]_l > 1, the

assertion (i) of Proposition 2 follows from (2.48) and (2.49) if we replace ¢ by r. Let us
now prove the assertions (ii) and (iii) of Proposition 2.

4) First, in view of the definition of f;ff"‘), we get the assertion (ii) from the assertion (i)

of Proposition 2 since v < rln(n) and [1 v )\gr)} (1+ r)agr) =1/2.

Here, we have used that if K satisfies the assumption (2.5), see Section 2.2.1, |K| satisfies
it as well and, therefore, Proposition 2 (i) is applicable to the process &}, (yo)-
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Next, using the trivial inequality |z Vb —zVe| < |b—¢|, z,b,¢c € R, we easily check
that

~ _ 1
Galyo) < 2Ga(yo) +2 sup |[€u(yo)| = 5Gn(wo) | » VAN (250)
hes™ +
Assertion (iii) of Proposition 2 follows from assertion (ii) and (2.50). |

2.6.2 Proof of Lemma 1 : pointwise empirical upper bounds related to
independence structure

Remark first that, for any (h,P) € H[ B |, any (n,P’) € H[‘B] and any INI' € PoP’
(that means I € P, I' € P  and I NI #0), Vy,_ , > Vy, > ( ) M,(LI) V M,SI) < logs(n)

and
’ 1 m r -1
hinr vV ninr € ﬁfﬂ” = hinr € H [n,h§ ’k)} Va2 |:a|(120)1/|:| In(n) o,
jernr
where m € {1,. I)} is such that h; € f)g?l Uﬁgg, ke {1,.. .,Myl)} is such that

€ 9 US 2andhmk = (2™VF)p,, jelnT.

Set f € F[f,B]. To get the assertions of Lemma 1, we apply Proposition 2 with
— |IﬂI” g = fIﬂI’ g = f h(mm)( ) _ 1 h(maz)(n) _ bgm,k)7 Sjgls,r) _ 5([0[)

n’ 'Vj m,k

Kn = Knyppo Ga(wo) = Gy (w10r), Gi(yo) = Gy (wrer), Uy (o) = U™ (i),
En(vo) = &nyrp (1)

In view of the definition of H[ P | and the preliminary remarks, we easily check that

M )

Z Z Z Z sup [‘ghmﬂ (:UIQI/) -

PP'emmI'epoPIm 1 k=1 hypen(fl)

(2r) 4,(u)
)\|Iﬂl'\uhm]/ (xlmll) 4’

with v = r[1VIn (2""Vinaa/Vi,,.,, )] € [1,2rIn(n)).
Therefore, it follows from the assertion (i) of Proposition 2
2r %

(2r) 4 ()
A\mw Uy, Inr (z1nr) L

Ey sup Ufhmﬂ(ﬂﬁmp)
hmﬂeﬁg,mk”

mAk

[WViaa] 3 <2a|mf'|/2)‘mv’“ (21/2)‘ :

w‘,_,

< {cimnE e f”

N 3 L | 2lGHNAL/2
(Brlen(@)) ™ < erfVinaal =, eri= > 3 {CPE D} [munu/z_l]

PP R [€POP!

Similarly, applying Proposition 2 (iii) and using the inequality [sup; y; — sup, zj|+ <
sup.|y; — z;]o, we obtain the assertion (ii) of Lemma 1 with ¢ := 2c¢7.
J Yj 71+
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Next, it is easily seen that Gp(z) < 3G(x)

My(f) M7(11’>

2| X5 S5 o)

PPIER INI'EPP’ m=1 k=1 hy s

1
- §Gh,m, (z1n1) ]+ ;

and that

2
op\ 1/2r Y - 2rd? ﬁ ‘
( ) < 122032 [(Ef Gn(a) ) + (VK |

Thus, we get assertion (iii) of Lemma 1 from assertion (ii) of Proposition 2 with

d2
T ol6lAL2
— 3 (2rd?) 2rd2 2— d
c3 = 120d [4 >3 o) [2{<3|1)A11/2_1 s (”fHK”l)] '
P PIEP [€PoP

Nn(x)

Similarly, we obtain assertion (iv) of Lemma 1 with

1 [GIT)AL]/2
L 2r) 2r 2—
=2 > > { (K, ) } [2[(51|)A1]/2 1

P, PP IEPOP!

+3 (1 VE \|K||Cf) :

This completes the proof of Lemma 1. ]

2.6.3 Proof of Lemma 2 : bias upper bound

The proof of this lemma is based on the embedding theorem for anisotropic Nikolskii
classes; see, e.g., Theorem 6.9 in Nikolskii [103] (see Annexe, Section 5.3).

Let P € P and I € Po P’ be fixed. Set »(I) := 1 -3, (Beri) " and B;(I) =
%(I)ﬁj%jfl(l), where »;(I) :==1— Zkel (r,;l —’r‘;l> ﬁ,;l, j € I. Since »#(I) > 0 there
exists ¢y := cr(rr, |],1) > 0 such that

Ny 1181, L) € Neo 1y (B(1), e1Ly).

Introduce the family of |I| x |I| matrices E; := (e1,...,€;,0,...,0), 7=1,...,|I], and
FEj is zero matrix. For any (h,n) € (0,1]¢ x [0, 1]%, using a telescopic sum and the triangle
inequality, we get

1]
By ()] <) ‘ /KI [fr (xr +nry + (hr V nr —n1)Ejy)
J=1
—fr(xzr +nry+ (hy Vor —nr)Ej—1y)]dy|.
For j =1,...,|I| put
Bhyypg(xr) = /RK(yj)[fI (zr +nry + (hr Vnr —n1)Ejy)

—fr(xzr +nry+ (hy Vor —nr)Ej—1y)]dy;.
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If n; > hy, then By, ,, j(xr) = 0, if not we put [y =y —yjej,y € RHUI, and we have
Bhyri(r) = /RK(yj) [f1(zr 4+ nry + (hr Vnr — 1) Ejy)
—fr(zr + [my}j + (h1 Vr —n1)Ej-1y) ] dy;
+ /RK(?/J‘) [fr(zr + [my]j + (hr Vi —nr)Ej—1y)

—fr(zr +nry + (hr Vs — nr) Ej-1y) | dy;.

Thus, in view of the triangle inequality,

Brr(on) <23 eyt [ i)l Oy < e L7,

jel jel

c:=c(K,d,r,[,P)=2|K|{ sup sup cr(K,|I|,rr,1).
pleﬁIGPOP’

Here, we have used Taylor expansions of f € Ny 7(B(I),crL1), the product structure of
K7, the Fubini theorem that 3(I) € (0,1]¢ and (2.16) ; see Section 2.3.2. We have also used
that K is compactly supported on [—1/2,1/2] and that || K], > 1. []

2.6.4 Proof of Lemma 3 : minimax adaptive lower bound

Put T, := an‘fn(:c) — fo(z)| and

"=
"=

Rglr) [ambm fm f} = fseujgl (Ef {an‘ﬁ(aﬁ) - f(x)‘}r) +fseu]5)2 (Ef {bn}ﬁl(m) - f(l‘)’}r)

Using the Holder’s inequality we get Rﬁf) [an, bn, fn, f] > Rg) [an, b, fn, f} and

~ bn
RO [an,bn,fn, f} > Epy {|T0 — 1]} + “Ep (T}

Here, we have used the triangle inequality and the assumption an’ fi(x) — fo(a:)‘ =1.

_ dPy
= apy,

R \an b, Fo F| = gy fen A Za) > % [ 1= VEp {en - Z”ﬂ ‘

Here, we have used the trivial equality a Ab = 3{a + b — |a — b|}, that Ef, {Z,} = 1
and the Cauchy-Schwartz inequality. Using the assumption Eg, [Zn]2 < ¢, we also have
Es {cn — Zn}? < 2 — ¢,. Finally, for n large enough,

i%fRS") (ans b, Fos f] = % ot 1= Ve~ 2 %

Put also ¢, := Z—Z and Z, : (X(”)). We obtain
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Chapitre 3

L, adaptive estimation

Le travail présenté dans ce chapitre a fait 'objet d’une publication dans Electronic
Journal of Statistics (cf. Rebelles [109]).

Résumé Dans ce chapitre, nous étudions le probleme de ’estimation d’une densité mul-
tivariée avec une perte L,. Nous proposons une regle de sélection aléatoire dans la famille
des estimateurs a noyau et nous obtenons pour cette derniere une inégalité d’oracle pour le
risque L, qui dépend de la valeur de p > 1. L’estimateur proposé nous permet de prendre
en compte simulatnément les parametres de régularité de la densité estimée et sa structure
d’indépendance. Plus particulierement, nous obtenons des bornes supérieures adaptatives
sur une famille de classes de Nikolskii dans le cas ou la régularité du parametre d’inté-
rét est supposée étre également mesurée dans la norme L,. Il est important de souligner
que, pour le probleme de 'estimation en norme L, I’adaptation a I’éventuelle structure
d’indépendance de la densité estimée nous permet encore d’améliorer significativement la
qualité d’estimation. Les principaux outils techniques que nous utilisons dans cette partie
sont des majorations uniformes (sur la famille des estimateurs & noyau considérée) de la
norme L, de processus empiriques, proposées par Goldenshluger and Lepski [59].

Abstract In this chapter, we focus on the problem of a multivariate density estimation
under an L-loss. We provide a data-driven selection rule from a family of kernel estimators
and derive for it IL,,-risk oracle inequalities depending on the value of p > 1. The proposed
estimator permits us to take into account approximation properties of the underlying den-
sity and its independence structure simultaneously. Specifically, we obtain adaptive upper
bounds over a scale of anisotropic Nikolskii classes when the smoothness is also measured
with the LL,-norm. It is important to emphasize that the adaptation to unknown indepen-
dence structure of the estimated density allows us to improve significantly the accuracy of
estimation (curse of dimensionality). The main technical tools used in our derivation are
uniform bounds on the LL,-norms of empirical processes developed in Goldenshluger and
Lepski [59].

3.1 Introduction

Let X = (Xg1,...,Xkd), k € N*, be a sequence of R%valued i.i.d. random vectors
defined on a complete probability space (2,2, P) and having density f with respect to

79
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the Lebesgue measure. Furthermore, Py := chn) denotes the probability law of X =
(X1,...,X5), n € N* and E;”) = [E; is the mathematical expectation with respect to IP;.

Our goal is to estimate the density f using observations 2((”) = (X1,...,X,), ne N~
By an estimator, we mean any X (™-measurable mapping f, : (R%)" — L,(R?) and the
accuracy of an estimator is measured by its L,,-risk :

).

R[] = (Be[F= o)) pettoon e21

In the present chapter, we address the problem of minimax adaptive estimation of an
anisotropic and inhomogeneous density under an IL,-loss, 1 < p < 0o. As in Goldenshluger
and Lepski [60], we consider the case where the smoothness of the underlying density is
assumed to be also measured in the LL,-norm. Our main goal is to derive optimal minimax
adaptive rates in the context of global estimation of a density, by taking advantage of the
fact that some coordinates of the observations may be independent from the others, as
Lepski [$8] did under Lyo-loss. Throughout this chapter we compare both the results and
methods used with those of Goldenshluger and Lepski [60] and Lepski [38].

Adaptive minimax estimation In the framework of adaptive minimax estimation
the underlying density f is supposed to belong to the given scale of functional classes
{¥a, o € A}. For instance, if ¥, = Ny, 4(3, L) then a = (8, L) and, if ¥, = Np4(8, L, P)
then o = (3,P, L) (here, p is fixed). Then, the accuracy of an estimator f, over X is
measured by its mazimal risk :

RE) [ﬁ,za} ;= sup <Ef‘ﬁl_fH;)iv pe[l,+o0), r>1

feXa

The objective here is to construct a single estimator f;f which is parameter’s free and
achieves the asymptotic of the minimaz risk (minimax rate of convergence) over X,
whatever the value of the nuisance parameter « :

R [fn*,za} = i?fR,gﬁ; [fn,za} = onp(Sa), Vae A

Here, infimum is taken over all possible estimators. If such an estimator exists, it is called
an optimal adaptive estimator (O.A.E.).

It is important to emphasize that minimax rates depend heavily on both the dimen-
sion d and the index p of the LL,-risk ; see Chapter 1, Section 1.2.2, paragraph "Résultats
connus”. The dependence on p disappears when we estimate a density belonging to the
class N, 4(3, L) on a given bounded interval of R%, see, e.g., Goldenshluger and Lepski [60].

Let us briefly discuss one of the possibilities of reducing the influence of the dimension
on the accuracy of estimation (curse of dimensionality) in the density model setting. As
explained above, the approach which has been recently proposed in Lepski [35] is to take
into account the independence structure of the density f, namely its product structure
due to the independence structure of the vector Xj.
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Structural assumption Denote by Z; the set of all subsets of {1,...,d}, except the
empty set. Let P8 be a given set of partitions of {1,...,d}. For all I € Z; denote also
T=1{1,...,d}\I and |I| =card(I). We will use § for {1,...,d}. Finally, for all z € R?, all
probability density g : R — R, and all I € Z, put z; := (x)jer and

nar) = [ atwytoy

Assume that fg = [, that fy =1 and note that f; is the marginal density of X s (where,
remind, Xy ; = (Xj;)jer, k € N¥).

If P € P is such that the vectors Xy 7, I € P, are independent then f(x) = [[;cp f1(x1),
Vz € R?. In the sequel, the possible independence structure of the density f will be repre-
sented by a partition belonging to the following set :

B(f) = {73 eP: f(z) = H fi(zr), Vo € Rd} . (3.1)

IeP

Note that B(f) is not empty if we consider that §) € 9, or that ¢ = {P} if the independence
structure of f is known. The possibility of choosing B, instead of considering all partitions
of {1,...,d}, is introduced for technical purposes. This is explained in more detail in
Chapter 2, Section 2.2.3.

In this chapter, we focus on the problem of minimax estimation with LL,-risk over ani-
sotropic Nikolskii classes Ny 4(8, L, P, f) (defined by (3.9) in Section 3.3.1). The definition
of these classes is a modification of that of classes N, 4(3, L) to take into account the
possible independence structure P of the target density f. Here, we need f and some of
its marginals f; to be uniformly bounded by a real number f > 0. In particular, we will
prove in Section 3.3.2 that, for fixed 8 € (0, +00)%, L € (0, +00)4, P € P(f) and f > 0,

[(1-1)A LT 1

DPTE sy s T 1
np (Npa (B, L,P,£)) <m (79020, T = inf ;ﬁj : (3.2)

If ¢ = {0}, the class N, 4(3, L,0,f) coincides with the set of densities belonging to
Np.a(B, L, f) = Ny 4(8, L) N F[f], where F[f] is the set of functions uniformly bounded by
f > 0, and we find again the known minimax rates given in (1.17), Chapter 1, Section
1.2.2. Note however that if P # () then the latter rates can be also significantly improved.
Indeed, if for instance 8 = (3,...,8) and P = {{1},...,{d}}, then T = 3, B = B/d and

[(1-2)A518 (1-1)A%18

n =Pn3+e Onp (Npa(B, L, P.£)) < onp(Npa(B, L)) <n d(-5)NE1+8 (3.3)

Moreover, @y, »(Npa(B, L, P, f)) does not depend on the dimension d.

3.2 Estimator’s construction and L,-risk oracle inéqualities

3.2.1 Kernel estimators related to independence structure

Let K : R — R be a fixed symmetric kernel satisfying [ K = 1, supp(K) C [-1/2,1/2],
[K]loo < o0,
dLk >0: |K(z)-K(y)| <Lk |z —y|, Vz,y € R. (3.4)
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For all T € Ty, h € (0,1]% and = € R? put

Kr(zr) =[] Kx;), Vi, =[]l Knl2r) =V, [[K(=z;/hy);
jer jel jer

Fug(wp) s=n"! ZKhl (X, — 1) -
k=1

Let hmaz, hmin and Vi, be fixed numbers satisfying 1/n < hpin < Amar < 1 and
hfnax > Vinin > 0. For all I € 7, let Hy be a fixed set of multibandwidths h; such that

Hr € {hl € [hminahmax]m ¢ Vi 2 Vinin }

Then, define the set of parameters
H[P] = {(h,P) € (0,1 x B : hy € Hr, VIGP},
and introduce the family of estimators

FIP] = {ﬂh,m(w): 1 fu:(x0), (hﬂ?)e%[m}. (3.5)

IeP

Note first that f(h 0 = fh is the Parzen-Rosenblatt estimator (see, e.g., Rosenblatt
[114], Parzen [105]) with kernel Kz = K and multibandwidth h.

Next, the introduction of the estimator fv(h’p) is based on the following simple obser-
vation. If there exists P € P(f), the idea is to estimate separately each marginal density
corresponding to I € P. Since the estimated density possesses the product structure we
seek its estimator in the same form. Moreover, by scrutinizing the proof of Theorems 6
and 7 below, we see that

1
Rgzr;a [f(h,P)vf] <Cy (Ef ?ug Hﬁ” — fr ) + 0271_1/2, C1,Cy > 0.
€

r
pI
Here and in the sequel ||.||s,; denotes the norm [|. ||, (gir gz,): 8 € [1, +00], I € Zy.

Remark 3. As it is discussed above, if P € P(f) is known, the initial problem is reduced
to the estimation of marginals fr, I € P. Therefore, the natural loss that can be used in
the definition of the risk for our problem seems to be

¢ (Fopr = 1) =sup |7 = £,

In Section 3.2.3 we propose a data driven selection from the family §[ P |. The pos-
sibility of choosing the sets Hy is introduced to make our procedure practically feasible.
Indeed, H can be chosen as an appropriate grid in [Amin, hmax]u |. To define our selection
rule, we need to introduce some notation and quantities.
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3.2.2 Auxiliary estimators and quantities

For I € Zy and h,n € (0,1]¢ introduce auxiliary estimators
Fromi@r) := Ky, % fay (1),
where “x” stands for the convolution product on R!I. Obviously, ffn,m = ﬁmh .-
We endow the set 8 with the operation “¢” introduced in Lepski [38] : for any P, P’ € B
PoP :={INI'"#£0, 1P, I'cP'},
that is, in its turn, a partition of {1,...,d}.
This allows us to define for h,n € (0,1]¢ and P, P’ € B

f(hP ), (n ") H Fny (@) (3.6)

IePoP!

The ideas that led to the introduction of the estimators f&h”p)’(n"p/), based on both
the operation “x” and “¢”, are explained in Lepski [88], Section 2.1, paragraph “FEstimation
construction”. Note that the arguments given in the latter paper do not depend on the
norm used in the definition of the risk and remain valid for estimation under LL,-loss. Here,
we give only the following simple explanation. Inspired by the methodology proposed by
Goldenshluger and Lepski [60], Section 2.6, we seek auxiliary estimators in the form (3.6)
noting that

fpy.mpy = Fnpry, (h,p)-

Moreover, we remark that ﬁh, (xp) — Ef{f:h, (xp)}, I' e Pap € Rl is the sum of i.i.d.
bounded and centered random variables and, therefore, is “somehow small”. Thus, we can

expect that
Fonrn@) = T1 Fontar) ~ T By {Fy (@)}

rep rep’
For all P € B(f), where B(f) is defined by (4.4), one has

IT &/ {fm/ Ty } I II & {J?nm/(ffmlf)} = [ Ko *frlzo).

I'ep’ I'eP’ IeP:INI"#0 IcPoP’

Finally, since j?h , is an estimate of f;, we come to the introduction of }Eh7p)7(n7'pl) and we
can expect that

Fonen (@) = Fonpy inp (@)

However, we emphasize that the methodology developed by Goldenshluger and Lepski
[60] cannot be applied to the selection of a partition P since it is not based on the selection
from a family of linear estimators. Furthermore, the estimation under L,-loss, 1 < p <
00, instead of sup-norm loss, leads us to modify the method proposed in Lepski [38] by
introducing the following quantities and some specifical technical arguments to compute
our risk bounds ; see the proof of Theorems 6 and 7, Section 3.4.2.
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For I € Zy and h € (0,1]¢ define
12800 1K pelL2),
Up(hr) =4 02| Knglly s p=2,
32 (5 (Ku) v 2 Kyl ] 2

P 1
2

pp (Kp,) = llrlg)i{n_é [/RIII (izn: [Kh, (:U[ —Xk,I)r> dz; ’

k=1

+ 2nzl)_1HKhIHpJ}.

For h € (0,1]¢ and P € ‘B put L~{p(h,73) i= SUP7ep Hp(h,).

We will see in Section 3.4.1 that the quantities ﬂp(h,P) can be viewed as uniform
bounds on the LL,-norm of the stochastic errors related to the estimators from the family
F[B]. Such “majorants” were developed in Goldenshluger and Lepski [59] and used in
Goldenshluger and Lepski [60] for multivariate density estimation under Lj-loss. Let us
remark that ap(h, P) is a deterministic quantity when p € [1,2], and a random one when
p > 2. In both cases, it follows from the results in Lemmas 4 and 5 below, that

~ r% (1= AL
(Bs [ton. )] ) < Cosup (uvi) ™75 v ) € 1 ),

where ('3 > 0 is a constant.

Define finally /~Xp =d CNJP |44=1)  where

ép =1V [HK\? sup sup < sup

_ L 1
(hP)e H[R]P'eR \TePoP! ’thHp,I> G *mU{P#’}]

We remark that if P = {0} then ép =1

3.2.3 Selection rule and oracle inequalities

For h € (0,1]¢ and P € ‘B introduce

Ap(h,P):=  sup [Hﬁh,p),mm—ﬂn,p/) —Kpﬁpmp’)] LB
(n,P")e H[PB] p +
Define finally (ﬁ,ﬁ) satisfying
Ay(h,P) + AUy(h,P) =  inf A, (h, P) + AUy (h, P)| . 3.8
o P) 4 Ry (h,P) = | inf | By (h,P) + Rylhy(h, P)] (3.8)

Our selected estimator is f:: f(ﬁ P

It is easily checked that (ﬁ, 75) exists, is in H[ P ] and is measurable, see, e.g., Lepski
[88], section 2.1, paragraph “Ezxistence and measurability”, for more details.

We also emphasize that the construction of the proposed procedure does not require
any condition concerning the density f. However, the mild assumption f € F[f,B |, f > 0,
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will be used for computing its risk, where the functional class F [f,}3 | is definied in (2.9),
Chapter 2, Section 2.2.3.
1
r r
, r>1.
pl

If the possible independence structure P of the target density is known, the latter
quantity can be viewed as an “Lj-risk” of the estimator f, p), defined with the loss

Define, for (h,P) € H[*B | such that P € B(f),

.]?hj_f[

RSJ)D [(h,P), f] = (Ef sup sup
PP [€PoP!

4 (J?(h,P) - f) (= sup sup ‘ Fry — f1

PreP [€PP!

p,1

In this case, we see that the effective dimension of estimation is not d, but d(P) :=
supsep |I|. Therefore, the best estimator from the family §[ P ] (the oracle) should be
J(n+ p+) such that

RE) (W, P*), f] = inf RE) [(h,P), f].
2l ), f] et penn » (M P), f]

Let us provide the following oracle inequalities for our selected estimator ]?

Theorem 6. Assume that nVym > 1. For all0 < f < 400 and allr > 1 :

(i) if p € [1,2) and n > 3\ 42P2=P) then, Vf € F[f, P ],

N|=

RO f] < inf {R(r> h,P), 1 1‘1}+ "2
17T 001 oy VR (P01 g 0027 g

(i) if p =2, n > exp{/8(f2 + 4)} V[8(f2 +4)]? and hmaz < [In(n)]72 then, Vf € FIf, B ],

NI

RY) [ff} <o

o ARE 0P+ sup (1)

p71 } + Oép)2n_%'
(h,P)EH[ B |: PP Iep

The constants oy j = oy i(K,d,r,p,f), p € [1,2], j = 1,2, are given in the proof of the
theorem.

Theorem 7. Let f >0, r > 1 and p > 2. Assume that for some constants C3 and Cy
n>C3V3, nWVnin > 1V Cy, n VR < p < [ln(n)}_p.

Then, Vf € F[f,B ],

N|=
N[

R T f] < opa inf &mMmmﬂ+wmmm—

} + apan 2.
(h,PYEH[ B | PEB() Iep

The constants Cs, C4 and apj, p>2,7=12, are given in the proof of the theorem and
depend on K,d,r,p and f.
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Here, we see that the possibility of choosing the set of partitions B is interesting for
other reasons than the computational one. Indeed, the latter results lead us to consider
various problem in the framework of density estimation.

First, it is possible to consider that 98 contains the two elements () and {{1},...,{d}},
if we suppose that the target density has independent components. We may also consider
that ¢ = {P} if the independence structure of the underlying density is known...

Next, for ¢ = {0} (no independence structure) we automatically obtain oracle in-
equalities given in Theorems 1 and 2 in Goldenshluger and Lepski [60], up to numerical
constants. The proof of Theorem 3 in the latter paper indicates that, for p € [2, 00),

1
<Ef H‘ﬁ” 7f[ ) Z C4 (th[)il/Qa

where Cy > 0 is a constant. This lower bound holds under very weak assumptions on the
density f and, together with the result of our Theorem 6, leads to an oracle inequality

RO | f fl<a inf RO 1(h,P), apon V2,
o [f f] e [(h,P), f] + apan

r
1

for some constants @, ; >0, j = 1,2.

If P = {0}, then Rg;,[(h,@), fl = Rg;,[f(h’@), /] and we obtain a so-called L,-risk
oracle inequality. Note, however, that for all other cases, Rg%[(h, P), f] is an upper bound
of Rg;;)[f(mp), f], up to a numerical constant. This seems to be a price to pay for taking

into account the possible independence structure of the underlying density and, thus, for
reducing the influence of the dimension on the quality of estimation.

Furthermore, comparing our results with those in Goldenshluger and Lepski [60], we
remark that another price to pay for our problem appears through the constant oy, ;
see the computations in the proofs of Theorems 1 and 6. Indeed, the prime interest is to
obtain oracle inequalities with a constant oy, 1 close to 1, and this seems to be more difficult
whenever we consider that the target density has an independence structure P # 0.

However, Theorems 6 and 7 in the present paper lead us to consider various problems
arising in the framework of minimax and minimax adaptive estimation. This is the subject
of Section 3.3 below.

3.2.4 A short simulation study

Consider that we estimate a bivariate density (d = 2). Thus, the set of partitions
contains the two elements P; = {{1},{2}} and P2 = {{1,2}}. Moreover, if we consider
that the smoothness parameter h = (hy, hz) is fixed, we only have to compare the accuracy
of the estimator f(, p,) with that of the classical kernel one f(; p,) = fi. Then, the main
question is : does our strategy choose the partition P; when the two components of X;
are independent ?

Here, we answer to this question in the following case :

flor ) = 5 L ttndies) 5o,
ye
1

I hj vV 2T
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For simplicity, we estimate f on a grid of 100 x 100 points in the domain [~1/2,1/2]? via
Fast Fourier Transform, by using n = 1000 simulated random vectors. Because f is an
isotropic density, the smoothness parameter h = (hj,hs) is an isotropic vector properly
chosen in the dyadic grid {h = (27%,27%): k € N, log2(ln2(13)) < k <logy(n)}, in order
to minimize both the La-risk (average over 1000 samples) of f(;, p,) and the one of f(;, p,)-.

0.55[

05F .

0.45-

0.4

0.35-

0.3

0.25[
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011 L L

FI1GURE 3.1 — Comparison of Ls-losses.

0.34f
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0.28[

0.26[
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0.181 | I

F1GURE 3.2 — Comparison of selection criterions.

Figure 3.1 shows the boxplots of values of the Ly-loss of both estimators .]?(h,pl) (on
the left) and f(h’%) (on the right) over 1000 samples. Note that, in this case, fu p))
outperforms ']Ftv(h7'p2) 991 times and

R [}V(hﬁpl), f} —0,2884 < 0,3523 = RS [}}h,%), f} :
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where, here, Rgl)[f(h’pj),f] denotes the Lo-risk of }T(hﬂpj), j = 1,2, average over 1000

samples.

Figure 3.2 shows the boxplots of values of both selection criterions Ao (h, 731)+K2212 (h,Py)
(on the left) and Ag(h, P2) + Aalha(h, P2) (on the right) over 1000 samples. Here, our stra-
tegy chooses the partition P; 999 times. We conclude that, for this example, the selected
estimator outperforms the classical kernel estimator in almost all cases.

3.3 L, adaptive estimation

In this section, we discuss adaptive minimax estimation over a certain scale of aniso-
tropic Nikolskii classes when the smoothness of the underlying density is assumed to be
measured with the same L,-norm that used to measure the quality of estimation.

3.3.1 Anisotropic Nikolskii classes of densities related to independence
structure

We start with the definition of the anisotropic Nikolskii class of densities we use in
the sequel. Let {e1,...,es} denote the canonical basis in R*, s € N*.

Definition 9. Let p € [1,00), B = (f1,...,8s), B >0 and L = (L1,...,Ls), L; > 0. A
probability density g : R® — Ry belongs to the anisotropic Nikolskii class Ny, s(5, L) if

(i) HngHp <Lj, Yk=0,....18], Vi=1,...s
(id) DY (- + 2¢5) - D]L’Bng(-)Hp <L), vieR, vi=1,...s

Here fo denotes the kth order partial derivate of f with respect to the variable t;, and
| 8] is the largest integer strictly less than B;.

In order to take into account the smoothness of the underlying density and its pos-
sible independence structure simultaneously, a collection of anisotropic Nikolskii classes of
densities was introduced in Lepski [3%], Section 3, Definition 2. However, since the adap-
tation is not necessarily considered with respect to the set of all partitions of {1,...,d},
the condition imposed therein can be weakened. For instance, if P = {#} (no indepen-
dence structure), we want to find again the well known results concerning the adaptive
estimation over the scale of anisotropic Nikolskii classes of densities {N,, 4(5, L)}, that is
not possible with the classes introduced in Lepski [38]. For these reasons, the following
collection {N,, 4(83, L, P)}p was introduced in Rebelles [108], Section 3.1; see also Chapter
2, Section 2.3.1 of the present Thesis.

Definition 10. Let (8,P,L) € (0, +00)% x P x (0, +00)? be fired. A probability density
g:RY — Ry belongs to the class Ny (8, L, P) if

(i) g(z) = [[ 91(2r), vz eR%
IeP

(i1) gr € N, 1 |(Br,L1), VI €P oP" ¥V (P, P")ePxP.
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Finally, recall that the condition f € F[f,B ] is required in Theorems 6 and 7, and
define

Npa(B,L,P,f):=Npq(B,L,P)NF[£,P], 0<f<+o0. (3.9)

In the next section, we illustrate the application of Theorems 6 and 7 to adaptive estimation
over anisotropic Nikolskii classes of densities N, 4(3, L, P, f).

3.3.2 Adaptive minimax estimation
_la=pngIT

For p € [1,00) and (3,P) € (0, +00)? x P define ¢, ,(8,P) :=n =97 24T  where

-1

T:=Y(8P)=inf B,  Br:= Z; , TeP. (3.10)

jer I

We provide the following minimax lower bound.

Theorem 8. For any f > 0, any (8, L, P) € (0,00)¢ x (0,00)* x P and any p € (1,00)

n—-+o00

lin inf {«p;},(ﬁ,m inf R} [ Fos Npa (8, L, P 1)] } >0,
where infimum is taken over all possible estimators.

The proof of Theorem 8 coincides with the one of Theorem 3 in Goldenshluger and
Lepski [62], up to minor modifications to take into account the independence structure of
the underlying density.

Our goal now is to show that ¢, ,(3,P) is the minimax rate of convergence on the
anisotropic class Ny (5, L,P,f), and that a minimax estimator can be selected from the
collection §[ P ] given in (3.5).

Assume that () € 9B, that H; is the dyadic grid in {h; € [hmin, hmaz]!! : Vi, = Vinints
I € T, and consider the estimator f defined by the selection rule (3.7)-(3.8). We show
below that the quality of estimation of f is optimal up to a numerical constant on each
class Ny, 4(8,L,P,f), whatever the nuisance parameter (5, L,P,f). We achieve the latter
goal with properly chosen kernel K and numbers hnqz, Amin and V.

For a given integer [ > 2 and a given symmetric Lipschitz function u : R — R satisfying
supp(u) C [—1/(21),1/(2)] and [ u(y)dy = 1 set

w(z) = Zl: ( ; > (—1yH 1y (Z> . zeR (3.11)

= jo\J

Furthermore we use K = u; in the definition of the collection of estimators §[ P ]. The
relation of kernel u; to anisotropic Nikolskii classes is discussed in Kerkyacharian, Lepski
and Picard [77]. In particular, it was shown that

/ K(z)dz =1, / FK(z)dz=0, Vk=1,...,1—1. (3.12)
R R
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Choose finally hpqz := [ln(n)]_(z\/p), Bomin :=n"' and Vyip == (Cy + 1)n~1.

Theorem 9. Let p € (1,00). Then for any f > 0 and any (3, L, P) € (0,1]¢ x (0,00)¢ x P
one has

lim sup {90;;,(5, PYRE), [f, Ny (B, L, P, f)} } < 0.

n—-+o0o

It follows that ¢, (5, P) is the minimax rate of convergence on each functional class
Np.a(B,L,P,f) and that our estimator, which is fully data-driven, is an O.A.E. over the
scale of functional classes {Npa(83,L,P,f)}srps)- Let us briefly discuss other conse-
quences of Theorem 9.

First, if P = {@}, we obtain automatically the minimax adaptive upper bound given
in Goldenshluger and Lepski [60], Theorem 4.

Next, in view of the latter consideration, Theorem 9 allows us to compare the influence
of the independence structure on the accuracy of estimation. For example, we see that

@n,p (prd(ﬁ’ L)) = spn,p (6)@) > 90n7p (,6, P) y VP 7é @

Therefore, we improve the adaptive rates of convergence found in Goldenshluger and Lepski
[60] when the target density has an independence structure P # (. We conclude that the
existence of an independence structure improves significantly the accuracy of estimation
with Ly-risk. The same conclusion was obtained in Lepski [88] for density estimation
under the sup-norm loss and in Rebelles [108] for pointwise density estimation. It is also
important to emphasize that there is no price to pay for adaptation to the independence
structure in the framework of estimation with an IL,-loss, whereas there is a “In-price” in
the pointwise setting ; see Chapter 2, Section 2.3.4.

Note also that, in view of the embedding theorem for anisotropic Nikolskii classes, see,
e.g., Theorem 6.9 in Nikolskii [103], if Zgzl 1/B; < p, there exists a number f := f£(5,p) > 0
such that N, 4(8,L,P) C Ff,B ]. Therefore, we deduce from Theorems 8 and 9 that our
estimator is an O.A.E. over the scale

d
{ Npa(B,L,P), (8,L,P) € (0,1 x (0, +00) x B, > 1/8; <p } :

=1

Finally, if p > 2, by considering the LL,-loss, we also outperform the adaptive rates of
convergence obtained in Lepski [3%] for estimation under the sup-norm loss over the latter
scale of functional classes. Indeed,

Prp (B7,P) < #n,00 (prd (67 L, P)) = <1n?n)> o )

where T =T — 1/p. We see that the gain is twofold. We win a factor “In(n)” and T > Y.
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3.4 Proofs of main results

The main technical tools used in our derivations are uniform bounds on the L,-norm

of empirical processes developed in Goldenshluger and Lepski [59] ; see Annex, Proposition
10. We start this section by giving corresponding results established in Goldenshluger and
Lepski [60] for multivariate-density estimation under L,-loss.

3.4.1 Uniform bounds on the L,-norm of kernel empirical processes

Let f e F[£, 8], f > 0, and I € Z; be fixed. Remind that % < honin < himaz < 1, that

Hr C {hl € [hminvhmaa:]m ¢ Vi 2 Vinin }7

and put

Az, = [1VIn(hmaz/hmin))"', By, i= 1V [|[1]1089(Rumaz/ Pmin)] -
For hy € (0, 1]'” and z; € R, define &n, (z1) == fvhl(xl) — Ef{f;”(xj)}, and

Pp (Khl) = llrlg)i{né [/RI </1RI [KhI (xj — y[)]2 f[(y[)dy[> : da;;] ’

19
200 || K |, }

Propositions 3 and 4 below follow immediately from Lemmas 1 and 2 established in
Goldenshluger and Lepski [00], Section 4.1. Indeed, assumptions (K1) and (K2) required
in the latter paper are satisfied for Lx = Lk = d|K||% 'Lk and ko = || K||%.

Proposition 3. (i) If p € [1,2), then for all integer n > 42P/(2=p)

2
4 1 2np
< ClA;{InP exp {— } .

1
r

{Ef sup [Hﬁh,”,;,z‘ap(hf)}i}

hreHr

(13) Assume that 8[f2h‘n{b|ax +4n~1? < 1, then

1
- r|* 2 1 16r)~!
{Ef sup [H&HHQ,I _L{Q(h])}+} < 02A7r-tln2 exp {— ( ) } .

I _1
hreHr thlan +4n" 2

Here C; = Cj(Lk, koo, |I],1), j = 1,2.
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Proposition 4. Let p > 2. Assume that n > Cs, nVym > Cy, and hlﬁm >1/y/n. Then

r

2 1 C,
< C’5A7'_LIB{lIn% exp {— 6 } ,

2
fhimaz

R

hreH

(i) E; sup [ﬁp(h,)]r

120p\ " _1 r
<32 (14 20) sup [y ) v (178 15l )
np h[Eﬂ[
r(p—2) _
+ 32C7A3{1B7.lln % exp {—Csbnp}, VH C Hy,
4

where by, p, = e if p € (2,4) and by = {fhine:} L if p € [4,00).
Here O] = CJ(ZK) k007 |I|,I’,p), .] = 475767 77 8; C'3 = C3(ZK7 kcxw |I|,I’,p, f)

The following result is obtained straightforwardly by application of Theorem 2 in Gol-
denshluger and Lepski [59]. All technical arguments are given in the latter paper and its
proof is omitted.

Proposition 5. Let p > 2. Assume that n > Cs, nVym > Ca, and hlﬁw > 1/y/n. Then

1
ro|” 2 Cho
Es sup {HthHp,] — 9pp (Kh[)} < CoAj expq——5— (-
hreH + hE
max

Here Cj = C;(Lk, koo, |I|,1,p,£), j =9,10.

All constants appearing in Propositions 3, 4 and 5 can be expressed explicitly, see
corresponding results in Goldenshluger and Lepski [60] and in Goldenshluger and Lepski

[59]-

To compute our risk bounds we need the following technical lemmas. Define

&= sw sw swp |l —Uplhr)]
PP eB IcPoP hieH; +

Gi= swp s sup |l6n, I, — 90y (Kn))]
PP eBIcPOP hieHr +

~ - - d—1
B, == d|K{ &, (max { G, K77},
and A, (h, P) := SUPpr e SUD [epop Uy(hr), (h,P) € (0,1]% x R.

Lemma 4. Let Vi be a fized number such that nVi;, > 1.

(i) Assume that p € [1,2) and n > 3V 42P/(=P) Then,

1
r

(Bl < aon s, (Br|E])" <o), vreFIER].




3.4. PROOFS OF MAIN RESULTS 93

(ii) Assume that p =2, n > exp{/8(f2 +4)} V [8(f2 + 4)]? and hpmaz < [In(n)]~2. Then,

NG
" =

(Es|&]7)F < es(r)n™

: (Ef"fpr) < ei(r), VfeEF[E,3].
(iii) If p € [1,2], then, Vf € FIf, %],

Ap(h,P) < 128|| K| sup (nVi,) "2 W(h, P) € H[R].
IeP

Lemma 5. Let p > 2, and assume that for some constants C3 and Cy
n > Cs, NVmin > 1V Cy, n V@) <p < [In(n)] ",

Then, Vf € F[f, B ],

=

() Bl F)F < es(n s, (BrlGI)7 < esmns, (B

(ii) (Ey [«ATM,P)]”)i < es(r)sup (Vi) F + ep(r)n >, Wk, P) € HIP,

All constants involved in the latter lemmas are given in their proofs, those are postpo-
ned to the Appendix.

3.4.2 Oracle inequalities

Set f e FIf, B ], f > 0. We divide this proof into six steps.

1) Let (h,P) e H[B], P € B(f), be fixed. Thus, h; € H;, VI € P.
In view of the triangle inequality we have

Hf_ pr = Hfm,ﬁ) - f(fz,P),(%ﬁ)Hp + Hf(hﬂ?),@ﬁ) - EWHP + Hf(’”’) B f‘

)
p

[7= 1] < 3ot P) + Rl (5 P) + By, P) + Rilly (0. P) + | Fonry — 1]

Here we have used that f(h P).iB) = f(ﬁ P).(hP)" By definition of (h, P), we obtain

Hf— pr <9 [ﬁp(h,P) n sz/?p(h,P)} n Hf(h,p) - pr. (3.13)
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2) Suppose that P = {Iy,...,I,,}, m € {1,...,d}. Since P € B(f), for any z € R?

‘f(h Py (z ‘ H Jni (1) H fr(xr)
IeP IeP
m _ 7—1
Z [ Fo (21,) = f1,(1,) o (@) (H /1 (:cll>|> -
j=1 k=j+1 =1

Here we have used the trivial equality : for m € N* and aj,b; € R, j =1,...,m,
m m m m 7—1
Ha =110 =D (ai=0) | I] o <H bz) : (3.14)
j=1 j=1 j=1 k=j+1 =1

where the product over empty set is assumed to be equal to one.

In view of P € B3, the triangle inequality and the Fubini-Tonelli theorem we establish

j—1
. <£[ ||le|p,h>

<@ () s,

IepP

Vo=, <35 -5, T [

Here we have used that [|K||; > [ K = 1. Since ij > 1, it follows
for 1], < a(Gv e m)) spllf - 4], ‘
Hf(h,P) pr <d (Gp v {f }) sup Jny = f1 (3.15)
3) For any (n,P’) € H[*¥ ] and any = € R?

‘f(h,m,(n,ﬁ')(fﬂ) - J?(n,P')(I)‘

II II Euow* o @oe) = T fon(er)

I'eP! [€P:INT' 0 rep’

Therefore, by the same method as the one used in step 2, we establish

Hf(hP%(mP’) = fmPr)

p

~ }d(dq)

S d |: Gp sup H fh[ﬁl’znlmﬂ - f77[’ . (316)

I/ ’P/
S 1ep:1nr 0 ol

Here we have used Young’s inequality, that ||K|; > [K =1 and that ép > 1.



3.4. PROOFS OF MAIN RESULTS 95

4) In view of Young’s inequality, for any I € Zy and any 7 € (0, 1]¢

~ _1
[B { RO} = 1w Sl g < I 11l < IKIEE 2. (3.17)

HpJ

Then, by the same method as the one used in step 2 and (3.17), for any (n,P’) € H[ B |
and any I’ € P’/ we get

I e = I E{F, 0}

IeP:INI'#0D IeP:INI'#0D

/

p,I

~ del_l d—1 ~
<a(Gv{IKI{E ) sw Ky * (T — fir)

IeP:INT' 40 ‘ p,INI"

(3.18)

~ 1 d—1 ~
< d|IK[{ (G v {IKI{E ) swp || Foy = i

TeP:INI'#0) pInl’

5) For n € (0,1]¢ and I' € Iy, since P € B(f), we have for any = € R?

Ey {ﬁy,/(xlf)} = /Kn,/ (yr —zp) H finr (yrnr)dyr

I€PINI'£0

= I & {ftemn).

I€PINI'#0

Here we have used the product structure of the kernel K and the Fubini theorem.

Thus, in view of the triangle inequality and (3.16), for any (7, P’) € H[B ], we get
1 fn )y = Finpy o — Aplho (0, P')

< A, sup { I fevee = II Es {fnm’(')}

IeP Ul repnr+0 [EPINT'#0

p,I’

+ H‘Sﬁ]’ p,I’ - Z/{p(n7 Pl) } .
We deduce, in view of (3.18) and the trivial inequality [sup; y; —sup, 2]+ < sup;[y; — zj]+,

ﬁp(h,P) < fp sup sup Hfh[ — fIH —|—/~Xp§p. (3.19)
P'EP IEPP! pl

Finally, since ||K|[; > 1 and fp > A, > 1, it follows from (3.13), (3.15) and (3.19)

ﬁl[_fl

D,

f—f §3Fp sup sup +Uy(h,P)+ & b (3.20)
p I

PIEP IEPOP!
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6) Consider the random event B, := {CNJP > Cp}, where C), is a constant to be specified.
e For p € [1,2), put Cp, = (1 + 128|K||% + || K||¢F1~1/7) K| + 1.

Remind that nV, > 1, Yhy € Hy, I € Z;. In view of Lemma 4 (i)—(iii), Markov’s
inequality, (3.20), and the Cauchy-Schwarz inequality we get By, C {&, > 1}, [P#( Bp)]ﬁ <

c1(4r)n~1/2, and
1
r r
1)
d
128 || K|l

2 r _1
< 3d” ”KH({Z [Cp]d ! (Rgz;; [(h, P), f] + ?gg W +ci(r)n 2) )

1
r T
P L,

< 31 (4r)es(dr) (R [(h,P), f] +128 |K[1L, +ci(2r) ) n ™3,

(-1

(o1

RE) [(h,P), f] < c1(2r) + 128 |K||L + [[K||] 1717 4 1717,

Thus, we come to the assertion (i) of Theorem 6 with aj,; := 384d2 | K||% || K||%, [Cp]d2_1
and

iz = By (4r)ea(d4r) (256 K% + (1 + [K|DE 7 4 261 (2r) ) +3e1(x)d? K [C,) .

e Similarly, for the case p = 2, we get the assertion (ii) of Theorem 6 with the same a1
and

ap,2 = 3c3(4r)cy(4r) (256 KL + (1 + K| HE P + 203(2r)>+3C3(r)d2 K¢ [0,

e For p > 2, put C, = (1+9¢+|| K |9 ~1/P)||K||{+1, where ¢ is given by (3.36) in the proof
of Lemma 5. In view of Lemma 5, Markov’s inequality, (3.20), and the Cauchy-Schwarz
inequality we establish B, C {(, > 1}, []P’f(Bp)]ﬁ < cg(4r)n=1/2, and

(= |7 o] 1)

< 38 |K|{[C,) ¥ (Rg;;)[(h,m, 71+ sup <0 +[c9(r)+c5(r)]n—é>,

1P (nV},,)
(-1 )

< 3cg(dr)er(dr) (Rg%;? [(h, P), f] + cs(2r) + co(2r) + 05(21')) n3,

N

NI

RE) [(h, P), f] < e5(2r) + es(2r) + eg(2r) + K| £171/7 4 £171/7,



3.4. PROOFS OF MAIN RESULTS 97

Thus, we get the assertion of Theorem 7 with
d 2_
ap1 = 3[1V es(r)]d? [|K|§ [Cpl 7,
2 1= Beg(4r)er (4r) { 2[es(2r) + cs(2r) + co(20)] + (1+ |K|{ )£ 777}

+3[co(r) + cs(r)]d? K| [Cp) T

3.4.3 Lower bounds for minimax estimation

The proof of Theorem 8 is a straightforward adaptation of the proof of Theorem 3
in Goldenshluger and Lepski [62] to take into account the independence structure of the
underlying density. This proof is mainly based on the application of Propositions 11-12
given in the Annex of the present thesis with ¥ = N4 (B,L,P, f) and the semi norm
definied by £(-) = ||-,,-

1) Similarly as in Goldenshluger and Lepski [62], we introduce the probability densities
A, ?(0) and f© where

23
2

d
—(0 1 —(0
@ =11 |5 / Ay =21 x; w1 @dy| . FO) =270 ), v e R
o1 LG JR -3+
Here Nj = Nj(n) > 8, j =1,...,d, are sequences to be specified later and » > 0.

Set L = (2ALq,...,2A Lg). In view of the product structure of ?(0) and the arguments
given in the step 1° of the proof of Theorem 3 in Goldenshluger and Lepski [62], one can
choose s > 0 independent of (N, ..., Nyg) and an absolute constant Ny > 8 depending on
f and 3¢ such that f(o) € Np7d(6, 2-1L, P, 2*1f) whenever inf;_; 4 N; > Np.

2) Consider J € Z; such that 3; = T(83,P). Suppose that N; = Ny if j ¢ J and N; = N
if j € J, where N = N(n) > Ny will be chosen later.

As F,(x), w € W, is constructed on R? in the step 2° of the proof of Theorem 3
in Goldenshluger and Lepski [62], we construct F,(z), w € W, on RI’I. Note that this
construction depends on the sequences o = 0j(n), j € J, on the number N, on the set
W and on the parameter A > 0, all of which will be specified later.

Define for any w € W
ful@) = 10 @5) |1 @) + Fules)] . wer

In view of the arguments given in the steps 2°, 3% and 4° of the proof of Theorem 3 in
Goldenshluger and Lepski [62], one can establish that {f,,w € W} C Npq(3, L, P,f) if
we require that

A<1AAINVL (3.21)
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1/p
Aaj_ﬂj <5W Hak> <(20))7'Lj, jeJ, Swi=sup [{k: wy #0}, (3.22)
weW

where C7 > 0 is an absolute constant. Finally, Proposition 11 is applicable with J, = W
and ¥ = N, 4(8,L,P,f).
P
3) It is easily checked that, for all w,w’ € W, ||f, — fw/||z = Hféo)H 7|\Fw —Fw/||ZJ
p7 ’

and )
P 2 !
dPy, (X(n)>] :{1+/ %,)(w) de}
dP ) R f 57 ()

For the latter equality we have used that the Xj’s are i.i.d. random vectors.

E ;o

In view of the arguments given in steps 4°, 5° and Section 7.3 of the proof of Theorem
3 in Goldenshluger and Lepski [62], one can construct a set W such that :

— (3.22) is satisfied if we require

Ao, INVIIP < oLy, Wi e J, (3.23)
that is guaranteed by choosing
oj = EAl/ﬂij_l/BjN‘JV(pﬂj)’ > max 02—1/51'; (3.24)
Jje

— condition (5.1) of Proposition 11 is fulfilled with
sn = C3ANI/P; (3.25)
— condition (5.2) of Proposition 11 holds true with C' =1 if

1 1 )
ATE NS <o, Ly = [ 2P (3.26)

jeJ

Case p > 2. Here we choose N = C5 > Nj. It yields in view of (3.25) and (3.26)

Pzt A
A:Cﬁ (L(J)/n)2BJ+1 , Sn:C7 (L(J)/n)26J+1 .
Condition (3.21) is obviously satisfied since A — 0, n — oco. Moreover, we get from (3.24)

that o; — 0, n — oo, and, therefore, o; < (20%)_1, j € J, for n large enough, that is
required in the construction of Fy,(zy), w € W.

Case p € (1,2). Here we chose NI = 57IA=1, Thus, in view of (3.25) and (3.26),

_ By a-1/p)By
A= Cy (L(J)/n) 1=1/p+B; sp = Cy (L(J)/n) 1-1/p+8y |

Note that condition (3.21) is satisfied, that N — oo and 0; — 0, j € J, as n — o0, since
A — 0. Therefore, 0; < (20%)_1, j € J, for n large enough.

Finally, in both cases, we get the statement of Theorem 8 by applying Proposition 11
of the present thesis, see Annex. ]
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3.4.4 Upper bounds for adaptive minimax estimation

Let £ > 0, (8,L,P) € (0,]¢ x (0,00) x P and f € N, (8, L, P, f) be fixed.

In view of the triangle inequality, Yh € (0,1]¢,

sup sup || fa, — [f1

PEP IEPoP’ p,I

< suwp suwp |Be{fi, (0} = i s sup fenl,, (3.27)
PIeP I€PP! pl Py repop!

where Eg{fy, (v1)} = Kn, * fr(z1) and &, (x1) = fu, (@r) = Ep{fn, (@1)}.

Note first that, by applying Proposition 3 in Kerkyacharian, Lepski and Picard [75]
(see Annexe, Proposition 14), using a telescopic sum and the triangle inequality, it is easily
established that, for any h € (0,1]¢, any P’ € ¢ and any I € P o P/,

||Kh1*f1—ff||p,fqu(K,um,z,Lz)h?§c§ug§jhfa c>0. (3.28)
il P er

Next, by the choice of gz, we get from Lemma 4 (i)—(iii) and Lemma 5 (i)—(ii)

- (1=l
(Ef sup sup rsm\;:,[) go(supmvh,) « M). (3.29)
P eB IcPoP! IeP

Consider now, for all I € P, the system

W= P = Vi) 0N ke,
The solution is given by
_[0=F)ngIBr 4
hj=n G920 % e Tep, (3.30)
_ —1
where B; = [Zje[ 1/5]-] .

For all I € P, hr € [humin, hmax]” | and Vi, = Vinin for n large enough and, remember,
H; is the dyadic grid in {h; € [hminyhmax]u I Vi, = Vinin}. Then, if h; denotes the
projection of hy on H; one has (h,P) € H[ B ] for n large enough. It follows from
Theorems 6 and 7, (3.27), (3.28) and (3.29) that

R%r;) [f’ f] < Copa + ap,zn_1/2, (3.31)

sup Z Ejﬁ-j + sup (”VE,) ”
IeP jel IeP

C > 0, for n large enough. Indeed, the choice of the numbers hpqz, Amin and Vi, implies
that the conditions required in both theorems are satisfied. Finally, in view of the properties
of the dyadic grids, it is easily seen that we get the statement of Theorem 9 from (3.30)
and (3.31). |
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3.5 Appendix : technical results

Set f € F[f, B ], f > 0. We obtain Lemmas 4 and 5 by applying Propositions 3, 4 and
5with I € PoP!, (P,P') € P xP.

3.5.1 Proof of Lemma 4 : global empirical upper bounds related to in-
dependence structure, case p € [1, 2]

We divide this proof into several steps.
1) Note that

< X sup el b |

PPep Iepop MEM

In view of Proposition 3 (i), if p € [1,2) and n > 3V 42r(2-p)

1 — Afr 1 on2/p=1 _1
Erl&lr < > > Cl(LK,/-coo,|I|,r)A;{IWeXp{_ 3 (S e,
P, P eB IePoP!
!
¥ 4d 1,1 nre

Cl(r) = Z Z Cl(LK,kOO,‘I‘,I‘) sup [[ln(n)] r n2+p exp{— 37 }] ,

neN* T

PP eB IcPoP!

since Az, < [In(n)]l < [In(n)]?, VI € Zy.

Similarly, in view of Proposition 3 (ii), if p = 2, n > exp{/8(f2 +4)} V [8(f% + 4)]?
and Apae < [ln(n)]_27 (Ef|£p|r)% < C3(I‘)7’L_1/2, with

2
es(r) ( DY 02<ankoo,fvr>> sup [[Inm)ﬁnexp{—WH,

P,P'eP I€PP! neN~

since, furthermore, 0 < h%'ax < hmaz, VI € 1.

2) For any p > 1, C~¥p <14 K¢

(55 o (1] s+ e}, )

P,Prep IePop MEML

Gy < 1+d|B K[>

PRI Y S sup { Il ) ] 4G} 632)

P Prep Iepop MEM
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Put f =1V f. We get from (3.32)

~ 11
£, < d||K||}" <2d BT

-
£ Y Y sw {[ufh,u,,,[—ﬁpm])me(m)}) .

P Pep Iepop MEM

If p € [1,2] and nV,;, > 1 then

Yo Y sup Up(hy) < 1284 PP KL (3.33)
P,Prey Iepop! MEM

since supp(K) C [-1/2,1/2] and nV},, > 1, Vh; € H .

Below we use the inequality (3.33) and the following trivial equality :

1
I‘);

(B |

d2
_1
(s 1y )= ] , (3.34)

for any random variable Y.

In view of Proposition 3 (i), if p € [1,2) and n > 3V 42*(2-P) (Ef|f | ) < ca(r), with

d2

o) =KX | {apv S Y C’l(fK,koo,|I|,rd2> o
P, P'EP IEPSP!

1
a, = 130d [P | K| T
1 2n2/P~1
by =1+ sgl\%)* <[ln(n)]iinzl7 exp {— g?rdQ }) .

In view of Proposmon 3 (ii), if p = 2, n > exp{\/8(f2 + 4)} V [8(f? + 4)]? and hypar <
[In(n)] =2, (BglfI7)r < c(r), with

d2

cam =K | [av S 3 Cg(fK,koo,|I|,rd2) b
PP e I€PP’

ap == 130d |9 K[|, F*

SIS

exp{_ﬂnwwﬁ})

2
by =1+ sup ([ln(")]”” 16rd?[f? + 4]

neN*
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3) Let (h,P) € H[ B | be fixed. One has V},,_, > V4, VI € P, VI' € P', VP’ € B.
Therefore, Vp € [1,2],
1

- 1\~
Ay(h,P) == sup sup Uy,(h;) < 128 ||KH sup ( > !
PP I€PP! ep \ Vi,

Thus, we finish the proof of Lemma 4. ]

3.5.2 Proof of Lemma 5 : global empirical upper bounds related to in-
dependence structure, case p > 2

Let p > 2. Assume that n > Cs, nVn > 1V Cy and n= /@D < p, 0 < [In(n)]~P,
where

63 ‘= Sup sup [CS(ZKakooau”jr,pvf)\/CS(ZKakoovu‘?jranpafﬂ )
IeZ, j=1,2,3,4

64 ‘= Sup Sup [04(ZK7kooau”jr’p7f)\/C4(ZK7koov|I‘7jrd2vpaf)} :
1€y 5=1,2,3,4

First, similarly to the proof of Lemma 4, step 1, it follows from the assertion (i) of
Proposition 4 and Proposition 5 that (Ef\fp]r)% < c5(r)n~1/? and (Ef]Cp|r)% < cg(r)n=1/?,
with

C5(I') = Z Z C5(fK,k00a|I|vr7p)

PP eBIcPOP!

x sup ([In(n)] ¥ loga(m)] Fn exp { ~@s () in(n))*} )

neN*

e =f1 f f Cg(L 1
Cs(r) P%a'e‘melgw' o(Lxcs oo 1], p),

C6(I‘) = Z Z CQ(ZKakma’I’7r7p7f)
PP B IcPoP!
1

< sup ()] ¥t exp {—2o(x)n(m)]?) )

= f f L (oo} I b )
co(r) Pgl/e(MElgw,Cm( K ksos 1], 1, p, 1)

Next, the assertion (i) of Proposition 4 allows us to assert that

[ E—

| s [l ) ]

P,P'ep [epop MEM

1

< &r(r)[logy ()] in? exp { —es(r)[In(n)]} , (3.35)
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cr(r):= Y. Y Cs(Ik, koo, 1], vd% p),

PP B IcPoP!

Cs(r):=f ! inf inf L I|.xd?,p).
cg(r) P?g}ewelgop,%( K koo, |I|,vd", p)

Note that, for any P, P’ € B, any I € P o P’ and any h; € H, in view of Young’s
inequality,

15 _ _
oo (8 = 122 {2 IE, o 1)+ 200 2 G

15p ~1/2 d gl/2-1/ 1/p—1 d
< ZF P P .
< T V) T2 RIS 277 oV )P R

<l/2—1
L. Aop| KL P
' Inp

oy (Kiy) < S(nVi) V2, SIKIL>1, (336)
since supp(K) C [-1/2,1/2], nV},, > 1 and p > 2.

Below we use the trivial inequality (a + b)* < a® + b* for any a,b > 0 and « € (0,1).
Thus, we deduce from the assertion (ii) of Proposition 4 and (3.36) that

1
rd?\ rdZ
Er| > > sup Uy(hn) (3.37)
PPep Iepopr MEH
rd? iﬁ
< D D (B swp ty(h)
P, PP IEPP! hr€ts
12 5 11 = by
< dpfaa o (14 20 ) b alrlogymlsont 5 exp {22022 1],

Co(r) := sup sup Cr(Lk, koo, |I],1d?, p),
P PIER [EPP!

: = inf inf Os(Lk, ke, |I|,rd?
Co(r) PPIey 1€Pop 8(Lxc, koo, 1], 7", p),

where by, , = n*/P~1if p € (2,4) and by, , = [In(n)]*f~1 if p € [4, 00).

It follows from (3.32), (3.34), (3.35) and (3.37) that (Ef\fp]r)% < ¢7(r),
cr(r) == d*| K|

d2
’ [ <2d PP IKI{E P +d B s25ee(1 + ffm v (€r(r) vc9<r>>]

x [1+2 sup <[1og2(n)]im% exp{— [es(r)[In(n)]?] A {Cm(r)b”p] }) r.

neN* rd
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Finally, we get the assertion (ii) of Lemma 5 from Proposition 4 (ii) and (3.36), with

cs(r) := 32rd P[> (1 + 120p/ In p)e

Cg(I‘) = Z Z C’?(ZKakOO?’I‘vrap)

PP eRIcPoP’
Zii(r) b
X sup <[10g2(n)]2dj1né exp {_Cll()n,p}> )
neN* r

¢11(r) := infp preg inf repopr Cs (LK, koo, |I],1, D). ]



Chapitre 4

L, adaptive deconvolution

Résumé Dans ce chapitre, nous considérons le probleme de ’estimation d’une densité
de probabilité multivariée f en utilisant des observations indirectes selon le modele sta-
tistique Y = X + . Ici, € est une erreur de mesure aléatoire indépendante du vecteur
X d’intérét et ayant une densité de probabilité par rapport a la mesure de Lebesgue qui
est connue. Notre but est d’obtenir une qualité d’estimation optimale pour la perte L,
dans le cas ou le bruit £ a une fonction caractéristique a décroissance polynomiale. Pour
atteindre cet objectif, nous construisons d’abord un estimateur a noyau de f en utilisant
exclusivement les observations. Ensuite, nous démontrons que celui-ci vérifie une inégalité
d’oracle avec des hypotheses peu contraignantes sur la fonction caractéristique du bruit
€. Comme conséquence, nous obtenons une borne supérieure minimax adaptative sur une
grande famille de classes de Nikolskii anisotropes et nous prouvons que notre estimateur est
asymptotiquement optimal en vitesse de convergence lorsque p € [2,4+00]. De plus, notre
procédure d’estimation s’adapte automatiquement a 1’éventuelle structure d’indépendance
de f et cela nous permet d’améliorer significativement la qualité d’estimation.

Abstract. In this chapter, we address the problem of estimating a multidimensional
probability density f by using indirect observations from the statistical model Y = X +¢.
Here, ¢ is a measurement error independent of the random vector X of interest, and having
a known density with respect to the Lebesgue measure. Our aim is to obtain optimal
accuracy of estimation under L,-losses when the error € has a characteristic function with
a polynomial decay. To achieve this goal, we first construct a kernel estimator of f which is
fully data driven. Then, we derive for it an oracle inequality under very mild assumptions
on the characteristic function of the error £. As a consequence, we get minimax adaptive
upper bounds over a large scale of anisotropic Nikolskii classes and we prove that our
estimator is asymptotically rate optimal when p € [2,+oc]. Furthermore, our estimation
procedure adapts automatically to the possible independence structure of f and this allows
us to improve significantly the accuracy of estimation.

4.1 Introduction

Let X = (kal, ... ,Xk,d), k € N*, be a sequence of R%valued i.i.d. random vectors
defined on a complete probability space (2,2, P) and having an unknown density f with

105
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respect to the Lebesgue measure. Assume that we have at our disposal indirect observations
given by

Y. =X +er, k=1,...,n, (41)
where the errors ¢ are also i.i.d. d-dimensional random vectors, independent of the X}.’s,
with a known density ¢. Furthermore, Py := IP’SZZ) denotes the probability law of Y =

(Y1,...,Y,), ne N* and Ef := Egcn) is the mathematical expectation with respect to Py.
The goal is to estimate the density f by using observations Yy = (Y1,...,Y,). By an

estimator we mean any Y ("-measurable mapping f,, : RH™ — L, (Rd). The accuracy of
an estimator is measured by its L,,-risk

ﬁ—f”p>;, pel,+00), Rnoo [ﬁwf} ::Ef‘
P

Rn,p [fnuf] = (Ef’ fn_fH :

[e.e]
Here and in the sequel ||g||, = ([ |g(z)|*dz)¥/" is the Ly-norm of g € L.(R®), s € N*, for
r € [1,400), with the usual modification for r = co. We will also denote by g the Fourier
transform of g € L; (R?), defined by g(z) = [ e"<*>g(x)dx, where < -,- > is the euclidean
scalar product on R%.

Precisely, the aim is twofold. First, we deal with optimal adaptive deconvolution of a
multivariate density under L, and sup-norm losses. Next, as in Lepski [¢8] (under sup-norm
loss) and in Rebelles [109] (under Ly-losses) for the density model, we also take advantage
of the fact that some coordinates of the Xj’s may be independent from the others, but
in a unified way. It is important to emphasize that we only consider the ordinary smooth
case, namely the case where the noise has a characteristic function with polynomial decay
at infinity. To analyse the accuracy of our estimation procedure, we use the minimax
criterion.

Adaptive minimax estimation In the framework of adaptive minimax estimation
the underlying density f is supposed to belong to the given scale of functional classes
{¥a, a € A}. For instance, if 3o = Ny 4(8, L) then o = (5, L), if ¥4 = N, 4(8, L) then
a=(B,r,L)and, if ¥, = N, 4(8, L, P) then o = (3,7, P, L). The accuracy of an estimator

fn over X, is measured by its mazimal risk :

Rop [};,2@} = sup Ry [};,f}, pe[l,+odl.

feXa

The objective here is to construct a single estimator ]?;: which is parameter’s free and
achieves the asymptotic of the minimaz risk (minimax rate of convergence) over X,
whatever the value of the nuisance parameter « :

Rop [}j’;,za} = iJ%Lmep [fn,za} = onp(Ba), VYae A

Here, infimum is taken over all possible estimators. If such an estimator exists, it is called
an optimal adaptive estimator (O.A.E.).

In this chapter, we focus on the problem of adaptive minimax deconvolution of densities
belonging to anisotropic Nikolskii classes N, 4(3, L), in the ordinary smooth case. When p is
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finite we assume that the smoothness of the target density is measured in the same LL,-norm
that accuracy of estimation (r; = pfor j =1,...,d). The known rates of convergence given
in (1.21)-(1.22) (see Chapter 1, Section 1.2.3) are recovered from the results we obtain.
Indeed, we provide adaptive kernel estimators which achieve the following minimax rates
of convergence respectively :

-1

d
_ T 20 +1
Onp(Npa(B,L)) xn™ 241, 71:= ]ﬂ ,  Vp € [2,400); (4.2)
Jj=1 J
~7v
n + . o -
On.oo(Nya(B, L)) < <1n(n)> ;Y= [ws] (4.3)
- " d 2x41]71 -390 5
where, in addition, w := [ijl Bj-v"j } and s 1= ——g 17 > 0.
i=13;

Here, the optimality is a direct consequence of minimax lower bounds recently obtained
by Lepski and Willer [90]. As usually, these lower bounds hold under additional assump-
tions on the common density of the errors, see Section 4.2.3. Moreover, they proved that
there is no uniformly consistent estimator on N, 4(3, L), both under sup-norm loss if »r < 0
and under the Li-loss. Therefore, we do not consider the case p = 1. When p € (1, 2), our
estimation procedure is adaptive, but does not achieve the lower bound of the minimax
risk on N, 4(3, L) found by Lepski and Willer [90].

Finally, in the deconvolution model, as in many statistical models, rates of convergence
depend heavily on the dimension d of the observed domain. Thus, as previously, we develop
estimators that adapt automatically to the possible independence structure of the target
density. Again, this allows us to improve significantly the accuracy of estimation.

4.2 Assumptions on densities

4.2.1 Structural assumption on the target density

Denote by Z; the set of all subsets of {1,...,d}, excepted the empty set. Let P be
a given set of partitions of {1,...,d}. For all I € Z; denote also I = {1,...,d}\I and
|I| =card(I). We will use §§ for {1,...,d}. Finally, for all z € R? and I € Z, put z7 :=
(z)jer and, for any probability density g : R? — R,

gr(xy) == /le| g(x)dzy.

Assume that g5 = g and that gy = 1. Note also that f; and g are the marginal densities
of X7 and e respectively.

If P € B is such that the vectors Xy, I € P, are independent then f(x) = [[;cp f1(21),
Vo € R% In the sequel, the possible independence structure of the density f will be
represented by a partition belonging to the following set :

B(f) = {P eP: fla) =[] filar), vz € Rd} . (4.4)

IeP
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Remark that 98(f) is not empty if we consider that § € 9B, or that P = {P} if the
independence structure of f is known. The possibility of choosing 13, instead of considering
all partitions of {1,...,d}, is introduced for technical purposes. This is explained in more
detail in Chapter 2, Section 2.2.3.

Finally, we endow the set 8 with the operation ” ¢” introduced in Lepski [38] : for any
P, P ey
PoP :={INI'"#0,IeP, I'cP'}. (4.5)

The use of this operation for the estimation procedure allows us to construct an estimator
which adapts automatically to the independence structure of the underlying density.

4.2.2 Noise assumptions for upper bounds

Both the definition of our estimation procedure and the computation of the L,-risk,
p € (1,400], lead us to consider that the density g of the noise random vector ¢ satisfies
following assumptions.

Assumption (N1). Assume that, for any [ € PoP’, (P,P') € P x P :
(4) if p=2, then |||, < 4o0;

(13) if p € (2,400], then ||qr|| o, < +o0.

Assumption (N2). Assume that, for some constants A >0, \; >0, j=1,...,d, one
has for any I € PoP’, (P,P') € B x P :

(@) if p=2,

A.
qi(t) > At 14277 VteR%
|qr(t)] j

jel

(i1) if p € (1,+00)\{2}, qi(tr) #0, Vt € R?, g; ~' € CHI(RI) and

A.
g e[ <A@ +t§)7ﬂ VEERY, Var = (og)jer €NTLY <13
jel jeI jel

(iii) if p = +o00, @i(tr) #0, YVt € RY, g7 ~* € C* (RV]) and

b
|[Deraqr ~'] (tr)] < AH (1 +t§)7] ,VteRY Yk el,Voy € {0,1}.

jeI
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Here and in the sequel, D;*g denotes the ajth order partial derivative of g with respect
to the kth variable, D,gg = ¢ and, for any multi-index a = (a1, ..., as) € N°, D%g denotes
the derivative D{* ... D$sg of g : R® — R.

Assumption (N1) is satisfied for many distributions like centered Gaussian, Cauchy,
Laplace or Gamma type multivariate ones. Assumption (N2) is quite restrictive since it
does not hold for the classical Cauchy and Gaussian densities, whose characteristic func-
tions have exponential decay. However, it is verified by the centered Laplace and Gamma,
type distributions, whose characteristic functions have polynomial decay. As mentioned in
Comte and Lacour [30], the latter case keep a great interest in particular physical contexts ;
see, for instance, the study of the pile-up model in Comte and Rebafka [31].

In what follows, we assume that ¢ satisfies Assumptions (N1)-(N2).

4.2.3 Noise assumptions for minimax lower bounds

Recall that N, q(3, L, f) = {f € N, 4(8, L), || fll.o < f}, where, here and in the sequel,
N, 4(8,L) is considered as an anisotropic Nikolskii class of densities. Recently, Lepski
and Willer [90] have obtained lower bounds for the minimax risk ¢, (N, 4(8, L,f)), p €
[1,400], when the density ¢ of the noise random vector ¢ satisfies the following assumption.

Assumption (N3). For any multi-index o = (ay,. .., aq) € {0,1}? satisfying a1 + ... +
ag > 1, D*q exists. Furthermore, there exist constants B >0 and A\; > 0, j =1,...,d,
such that :

N

d
(i) lgwI<BJ[(1+) 2, vteR%
j=1

(i) |lga~'D%ql| <B, Va=(a,...,0q) €{0,1}%, a1+ ...+ aq > 1.

Note first that Assumption (N3) is also verified for centered Laplace or Gamma-type
distributions. Next, if 8 = {0} (no independence structure), any density ¢ satisfying both
the condition (i) of Assumption (N3) and Assumptions (N2) verifies

A

d d
AT +8) 7 <lgo <BJ[(1+#)" 2, vieR?
j=1 j=1

and hence is called ordinary smooth of order A = (A1,...,\2). Furthermore, the condition
imposed in the left hand side of the latter inequalities, together with the condition (i7)
of Assumption (N3) (or Condition 1 in Lounici and Nickl [92] for the one dimensional
setting), implies that condition (iii) of Assumption (N2) is satisfied.

In the setting of the deconvolution density model, Lepski and Willer [90] provide mini-
max lower bounds on N, 4(3, L, f) in four different zones described in terms of parameters
p,r, 3 and A, namely the tail zone, the dense zone and the sparse zone which is divided in
two zones. Since N, 4(3, L,f) C N, 4(8, L), the results below follow from Theorems 2 and
3 in Lepski and Willer [90] and allow us to assert the optimality of our estimators when
£ = {0} (no independence structure) in some particular cases.
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Theorem 10. Let Ly > 0 and p € [2,+00) be fized. Suppose that Assumptions (N3) is
satisfied. Then, for any (3,L) € (0,00)? x [Lg, o0)?

lim inf inf {7} (Npa(8, L) Ry | Fas Npa (8, 1)) } > 0,

n—-+o0o f

where infimum is taken over all possible estimators and ¢, ,(N, 4(8, L)) is given in (4.2).

Theorem 11. Let Lo > 0 and (3, L,r) € (0,00)¢ x [Lg,00)% x [1,00]¢ be fived. Suppose
that p = 0o and that Assumptions (N3) is satisfied. Then,
(i) there is no uniformly consistent estimator over Ny q(8, L) if 1 — 4L <o;

J=1 Bjr;
D d
(@) if 1 =354 leTj >0

lim inf inf {QD;J}OO(NT@(B, L)Rp oo J?ny N4 (8, L)} } >0,

n—-+o0o ]?n

where infimum is taken over all possible estimators and ¢y oo(Ny (8, L)) is given in (4.53).

The settings of Theorems 10 and 11 correspond to particular cases of the dense zone
and the sparse zone respectively. Further, when the problem of minimax estimation under
LL,-loss on the class N, 4(3, L) is considered with p € (1,2), this corresponds to a particular
case of the tail zone.

4.3 Estimation procedure

In this section, we construct an estimator following a scheme of selection rule introduced
in Lepski [88] to take into account the possible independence structure of the underlying
density. If B = {@} this scheme coincides with a version of the methodology proposed by
Goldenshluger and Lepski [60]. This methodology, employed in many areas of nonparame-
tric statistics, has been recently used by Comte and Lacour [30] in the framework of the
deconvolution model both for pointwise estimation and for estimation under Lo-loss.

4.3.1 Kernel-type estimators

Let K : R — R be a fixed symmetric kernel ([ K = 1) belonging to the well known
Schwartz class S(R) (see Annex, Section 5.4, Definition 12). For instance, K may be a
Gaussian kernel. For all I € Tz, h € (0,1]¢ and = € R? put

Ki(zr) = [[K(x;), Kn, () =V ' TR @i/hy), Vi =[] P
jel jel jel
Therefore, in view of the definition of the kernel K and Assumption (N2) on the errors,
one can define the kernel-type estimator

—

n
- _ 1 . (tr)
. 1 N . i{tr,axr)y 2R \MT
= L Y, L = — dtr. (4.6
() :=n 1;—1: () (@1 = Yir) s Ly (1) GO Joun € GGy Y- (40)
The ideas that led to the introduction of estimators fh , are explained by Fan [19] in
the one-dimensional setting and by Comte and Lacour [30] in the multivariate context;

see also Chapter 1, Section 1.1.5, in the present thesis.
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Family of estimators Below we propose a data driven selection from the family of
estimators

SIP]:= {f(hﬂ?)(x) = H ﬁl}($])7 x € Rda (h,P) € ,Hp[m]}v (4.7)

1eP

where the set H,[ P | of parameters (h,P) is constructed as follows.

For I € 74, consider first the set of multibandwidths

min’ ' ‘max

1l
Py = {h; € [ nL| =2 ke N e I},

_ b

B®) n7<1\/|%|>’ p € (1,+00), o { In(n)] ™, pe(1,+00),

min n’l, p = +o0, 1, p = +4o00.

Then define
La(1=1 by
HPJ =< hr € ﬁp,[ : (thI)Q/\( p) H hjj > Cpl{p<oo} + ln(n)l{p:_,_oo} R (4.8)
JeI
7p|:%/\<17l)+Amazj|
Cp ::1/\{1) |:1+)\max (2\/]7)]} ’ 5 /\maz = max )\j.
e p—1 j=1,...,d

The constant ¢, is chosen in order to have Hy, 1 # 0, Vn > 3.
Put finally

Ho B = {(h,P) € (0,1) %P+ hy € Hyy, \ﬂeP}.

As previously, the introduction of the estimator f, p) is based on the following simple
observation. If there exists P € P(f), the idea is to estimate separately each marginal
density corresponding to I € P. Since the estimated density possesses the product struc-
ture we seek its estimator in the same form. For more details, see also Chapter 3, Section
3.2.1, in the present thesis.

Auxiliary estimators We mimic the procedure of Lepski [3%] by introducing the follo-
wing auxiliary estimators. Consider first the classical kernel auxiliary estimators

fhlﬁ]l (351) = Km * ﬁzl (‘TI)v h,n € (07 1]d7 I €1y,

9

where, here and in the sequel, ” x” stands for the standard convolution product.

Then put, for h,n € (0,1]¢ and P, P’ € B,
'}V‘(h’P)v(n;P/) ($) = H ﬁb[anl ('CUI)7

IePoP’
where the operation ” ¢” is defined by (4.5).

The ideas that led to the introduction of the estimators .]?(h,p)y(m'p/), based on both the
operation "x” and "¢”, are explained in Chapter 3, Section 3.2.2.
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4.3.2 Selection rule
For I € Zy and h € (0, 1], define

!

1
—\—1

_1

n ZHjelhj , p=2,

_1 A

nz[neljﬂ 24 /I HLhIHZ_f ,  pE(2,+),
n_%\/ln(n) Hjelhj_ j_i, p = +00.

r(a—l)

Put also Kp =0 [ ép ; where 9 := suppeyp P,

fo

C~¥p =1V ]|K||Cll sup sup  sup
(h,P)E Hp[ P P'€P I€PoP! p

and v, > 0 is a numerical constant whose expression is given in Section 4.5.1 below.

For h € (0,1]% and P € B introduce U, (h, P) := sup;ep Up(hs) and

Ap(h,P)i=  sup U\ﬁh,m,mp/)—ﬁmw —Kpupmm')] S ()
(n,P")EH[ R ] P +
Define finally (5,75) satisfying
A,(h,P) + AUy (h, P f A, (h, P) + AUy (h, P)| . 4.10
o0 P) + Ry P) = inf (By(hP) + Rty (. P)| (4.10)

Our selected estimator is f:: ‘Eﬁ )

Note first that the existence of the quantities involved in the selection procedure is en-
sured by both the finiteness of the set H,, [ B | and the following result. The first statement
given in Proposition 6 is a simple consequence of Marcinkiewicz Multiplier Theorem ; see
Annex, Section 5.4, Proposition 15.

Proposition 6. Assume that Assumption (N2) is satisfied.

(i) If p € (1,00)\{2}, for any r € (1,2) and any I € PoP’', (P,P') € P x P, there
exists a constant Cy 1 := Cyr (||, K,q) >0

1L, < Cot (Vi) OO0V, e (0,1)7
Jel

(it) For any I € PoP’, (P,P’) € P x*B, there exists a constant Cy := Cr(|I],K,q) > 0
such that

HL(hI)HQ < CIth_)\j_Qv HL h, < CIHh , Vh € (0, l]d.
jel jel
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The proof of this proposition is postponed to Appendix. It is important to emphasize that
the first bound was not used for the definition of U, (hs) since a dimensional constant is
not explicitly done in Proposition 15 which is a consequence of Theorem 5.2.4. of Grafakos
[65]. However, in practice, it is usual to multiply these quantities by a properly chosen
constant in the previous algorithm (4.9)-(4.10).

Next, we also emphasize that the quantity U,(hr) can be viewed, up to a numerical
constant, as a uniform bound on the LL,—norm of the stochastic error provided by the
kernel-type estimator f5,. This is explained by the following result.

For I € Iy, h € (0,1]? and = € R, define

En (1) = fay(@r) — Ep{ fu, (1)}

Proposition 7. Assume that Assumptions (N1)-(N2) are verified. Let I € PoP’, (P, P’) €
B x B, be arbitrary fixed. If p € (1,400, r > 1 and n > 3 then

S

{Ef sup [Hfh,rp—vp,f(wup(hz)}‘"} <ep)nE, opr) > 0. (4.11)
hr€Hp1 +

The constants v, 7(r) and ¢, (r) do not depend on the sample size n. Their explicit expres-
sions can be found in the proof of the latter result, which is also postponed to Appendix.

Finally, in view of the assumptions on the kernel K, since ?—[p[ B ] is a finite set, (E, 75)
exists, is in H,[ B | and is Y (") —measurable. It follows that f : (R4)" — L, (R?) is an
Y (") —measurable mapping.

4.4 Main results

In this section, we first provide oracle inequalities for our estimator f. Then, we discuss
adaptive minimax estimation over scales of anisotropic Nikolskii classes.

4.4.1 Oracle inequalities

Note that the construction of the proposed procedure does not require any condition
concerning the density f. However, the following mild assumption will be used for compu-
ting its risk :

feF,[B] = {gEIF: sup  sup HgIHp<oo}, (4.12)
PP eB IecPoP!

where F denotes the set of all probability densities g : R — R,. The considered class of
densities is determined by the choice of B and in particular

By | {0} | ={o ¥ Nl <o}, Bl (PHI={g€F: supllorl, < oo }.
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Define, for (h,P) € H, [P | such that P € P(f),

Ry [(h, P), f] = (Ef sup sup ﬁ,—ﬁHi) . pe(l,+00),

PIEP IEPOP!

Ruoo [(h,P), fl:=Ey sup sup
PePB IePoP!

)fh[ —fIHOO-

If the possible independence structure P of the target density is known, the latter
quantity can be viewed as an "L, —risk” of the estimator f(; py, defined with the loss

L (Fnmys f) == swp sup |[Fa, = fi| -
PP IEPP! P
In this case, we see that the effective dimension of estimation is not d, but at most d(P) :=
suprep |I|. Therefore, the best estimator from the family §[ P | (the oracle) should be

J(n+p=) such that

Ry (W5, PY), f] = inf Ry [(h,P), f].
#ll )]l (hP)EH,| B 1 PER(S) »[(hP). /]

Let us provide the following oracle inequalities for our selected estimator ]?

Theorem 12. Suppose that Assumptions (N1)-(N2) are satisfied.
If n>3 and p € (1,4+00] then : Vf € F, [ B ],

Rup | 15| < Cpalf) {Raup [(1P), ]+ 2y (. P} + Cpa(B)n 2,

inf
(h,PYEH[ B [ PER(S)

where £, :=1V |:Sup7)77)/€q3 suprepopr || f1ll, |-

The explicit expressions of C,, 1 (f,) = Cp1(d,’B, K, ¢, f,) and Cp,2(fy) = C,2(d, B, K, ¢, )
are given in the proof of the theorem. It is worth to note that the maps f, — C, 1(f,) and
f, — C,2(f,) are bounded on any bounded interval of R.

Ifsp = {@} we obtain automatically some oracle inequalities for estimation on R? under
L, —loss, without considering any independence structure. In this case, the result above
can be improved. Indeed, by scrutinizing its proof, one can easily see that the following
theorem is true.

Theorem 13. Suppose that P = {@} and that Assumptions (N1)-(N2) are satisfied.
Ifn>3 and p € (1,+00] then : Vf €F,

R [f’ f} = hei%iﬁ { (1 +2 HKH%) Rop [fh, f} + QVpUp(h)} + 2Cpn_%_

The explicit expression of the absolute constant C, = C,(d, K, ¢) > 0 is given in the proof
of the theorem.

Note first that the statement of Theorem 13 holds for all probability densities f € F,
that is not true for Theorem 12. Next, the constant 1 4 2 HK||Cll is more suitable than
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C,.1(fy). Indeed, the prime interest in the oracle approach is to obtain a constant that
does not depend on the target density and close to one. However, Theorem 12 allows us
to consider both the smoothness properties and the independence structure of the target
density and then to reduce the influence of the dimension on the accuracy of estimation.
Indeed, if f has an independence structure P # @ and the smoothness parameter h is
fixed and properly chosen, then our procedure should choose the true partition P and the
estimator f(; p) should provide a better accuracy of estimation than the classical kernel-

type estimator f5. This is illustrated by a short simulation study in Chapter 3, Section
3.2.4, in the density model (with direct observations), under the La-loss.

4.4.2 [L,-adaptive minimax estimation

In what follows, we illustrate the application of Theorems 12 and 13 to adaptive esti-
mation over anisotropic Nikolskii classes of densities N, q (5, L,P) and N, 4 (5, L) respec-
tively. To compute the L,-risk of a kernel-type estimator, we first compute its bias. Thus,
we need to enforce the assumptions imposed on the kernel K. One of the possibilities is
the following, proposed in Kerkyacharian, Lepski and Picard [75].

For a given integer [ > 2 and a given symmetric function v : R — R belonging to the
Schwartz class S(R) and satisfying [, u(z)dz =1 set

w(z) = é ( ; ) (—1)j+1}u (j) , zeR. (4.13)

Furthermore we use K = u; in the definition of the collection of estimators §F[B].
The relation of kernel u; to anisotropic Nikolskii classes is discussed in Kerkyacharian,
Lepski and Picard [78]. In particular, it has been shown that

/ K(z)dz = 1, / FK(2)dz =0, Vk=1,...,1—1. (4.14)
R R

Minimax adaptive estimation under an L,-loss, p < oo

1
T:=7(8,P) = 1127{;77, T = Z [2 (4.15)

Assume that () € 98 and consider the estimator f defined by the selection rule (4.9)-
(4.10) with p € (1, 400).

Theorem 14. Let p € (1,+00) be arbitrary fixed. Suppose that Assumptions (N1)-(N2)
are satisfied. Then for any (8, L,P) € (0,1]% x (0,00)¢ x P one has

Tim sup {qs,;;,(ﬁ, P)Rop [f, Nya (8, L, P)} } < 0.

n——+o0
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We get the statement of the latter theorem by applying Theorem 12. If 9 = {@} (no
independence structure), we obtain the following theorem by applying Theorem 13.

Theorem 15. Let p € (1,400) be arbitrary fized. Suppose that f = {0} and that As-
sumptions (N1)-(N2) are satisfied. Then for any (B8, L) € (0,1]¢ x (0,00)% one has

lim sup {(;5&1,(5,@)7%47 f, N,q (5, L)} } < o0.

n—-4o0o

To the best of our knowledge, the latter results are new. Below, we briefly discuss
several consequences of Theorems 14 and 15.

In view of the assertion of Theorem 10, if p € [2,4+00) and Assumptions (N1)-(N3) on
the errors are satisfied, we deduce from Theorem 15 that ¢n,p(/3a@) is the minimax rate
of convergence on the anisotropic Nikolskii class Ny, 4 (3, L) and that a minimax estimator
can be selected from the collection of kernel-type estimators introduced in Section 4.3.1.
Moreover, if B = {0} (no independence structure), the quality of estimation of our esti-
mator f is optimal, up to a numerical constant, on each class N, 4 (3, L), whatever the
nuisance parameter (3, L). Thus, in the aforementioned case, f is an optimal adaptive
estimator over the scale {N, 4 (3, L)}s.1)-

If p € (1,2), our estimator does not achieve the minimax lower bound on N, 4 (5, L)
obtained in Lepski and Willer [90] under the Lj,-loss. We conclude that either our estimator
is not minimax on N, 4 (8, L) or the lower bound in Lepski and Willer [90] is not the
minimax rate of convergence on the latter functional class.

Further, our results show that L,-estimation of an anisotropic density in the deconvo-
lution model does not necessarily require that the target function is uniformly bounded,
whereas it is imposed in all the works concerning the density model (with direct obser-
vations) ; see, e.g. Goldenshluger and Lepski [60]. See also the discussion in Lepski and
Willer [90] concerning the deconvolution model, Section 3, paragraph ”Deconvolution den-
sity model. Bounded case.”.

It is also important to emphasize that both Theorems 14 and 15 allow us to analyze
the influence of the independence structure on the accuracy of estimation under an L,-loss
in the deconvolution model. Indeed, we see that

Onp(8,0) > bp(B,P), P #0,

whatever the independence structure of the common density of the errors. Thus, our
estimation procedure allows us to improve significantly the accuracy of estimation if the
target density has an independence structure P # . For instance, if p € [2,00), B =
(B,...,B) and P = {{1},...,{d}}, then
- B s
n 2B+2(Z§l:1 Aj)td ¢n7p(57@) > ¢n7p(57'p) =n BIBPmartl,  A\pas 1= max )\j7 (4.16)

J=1L
and ¢p (5, P) corresponds to the minimax rate of convergence in the unidimensional
setting.

Having said that, the question is : is ¢, (5, P) the minimax rate of convergence on
the functional class Np 4 (83, L,P)? For the density model (that corresponds to A\; = 0,
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j=1,...,d),it is proved in Chapter 3 that the answer is positive and that the proof of the
corresponding minimax lower bound coincides with the one of Theorem 3 in Goldenshluger
and Lepski [62], up to minor modifications to take into account the independence structure.
Specifically, in the proof of the minimax lower bound on N, 4 (3, L, P) we only perturb
the density of the group of variables corresponding to the index set I € P with minimal
value of 3; = [ jer 1/ B;]71. For the deconvolution model, we conjecture that the answer
is also positive if p € [2,+00) and that a minimax lower bound on N, 4 (8, L,P) can be
obtained, up to straightforward modifications, as in Lepski and Willer [90].

Minimax adaptive estimation under sup-norm loss

__x
For (8,7, P) € (0, +o00)? x [1, +00]? x P define ¢y 00 (8,7, P) := (1n7(ln)) T Wwhere
=Y(B,r,P)=inf T Tr:= (7_1 + wrs ]_1>_1
s 1y Iep I I - T I ;
~1 -1 Ly )
20 +1 2M;+1 — 2 icl Birs
TI 1= Z it wr = Z j . oHp = # (4.17)

Bj ’ Bjr; Yer s

jel jeI

Assume that () € 98 and consider the estimator ]? defined by the selection rule (4.9)-
(4.10) with p = 400. As previously, we obtain the following two theorems :

Theorem 16. Suppose that Assumptions (N1)-(N2) are satisfied.
Then for any (B, L,r,P) € (0,1]¢ x (0,00)% x [1,+00]? x P such that 1 — Zj 1 lerj >0

lim sup {(ﬁnoo(ﬁﬂ“ PYRuoo | F, Na (B, L,P)H < 0.

n—-+o00

Theorem 17. Suppose that S = {0} and that Assumptions (N1)-(N2) are satisfied.
Then for any (B, L,r) € (0,1]% x (0,00) x [1, +00]? satisfying 1 — Z?Zl ﬁ >0

lim sup {(bnoo(ﬁ,r MR 1,00 [f, Nyq (B,L)}} < o0.

n—-+0o

To the best of our knowledge, the latter results are also new. Let us briefly discuss
several consequences of Theorems 16 and 17 below.

Note first that in the case of direct observations we find again the results obtained in

Lepski [38]. Next, if 9 = {#} and 1 — ZJ 1 ,3 > 0, it follows from Theorems 11 and

17 that, in presence of the noise satisfying Assumptlons (N1)-(N3), ¢n,o00(B,, () is the
minimax rate of convergence on the anisotropic class N, 4 (8, L). In this ordinary-smooth
case, our estimator is optimal adaptive over the scale

d
N,q(B,L), (B,L,r) € (0,]% x (0,00)% x [1,+00]¢, 1 — 251 (4.18)
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and our results generalizes considerably those of Lounici and Nickl [92] when the target
density has Holder-type regularity.

It is worth to note that our method of estimation can be used for pointwise estimation.
Moreover, it follows from Theorem 17 that our estimator achieves the adaptive rates of
convergence found in Comte and Lacour [30] with a pointwise criterion over the scale of
anisotropic Holder classes {Neo 4 (8, L) }(,1)- Thus, in the case of ordinary smooth density
and ordinary smooth noise, we extend their results to the scale of anisotropic Nikolskii
classes given in (4.18). Note that the logarithmic term in the rates ¢, (8,7, P) is known
to be an "optimal payment” for adaptation to the regularity of the target density in the
pointwise setting; see, e.g., Butucea and Comte [19].

As previously (under L,-loss), Theorems 16 and 17 allow us to conclude that our pro-
cedure leads to better accuracy of estimation under sup-norm loss whenever the target
density has an independence structure P # . In this case, our method of estimation out-
performs that of Comte and Lacour [30] in the pointwise setting when both the estimated
density and the noise are ordinary smooth.

Another interesting fact related to the consideration of the possible independence struc-

ture of the target density f is the following. Suppose that f belongs to the functional
A d

class N, q(8,L,P) satisfying 1 — ijl ﬁ <0and 1-— Zjelﬁ > 0, VI € P, and

that B = {P}. Scrutinizing the proof of Theorem 16, one can see that it is possible

to construct a kernel estimator that achieves the rate ¢, (5,7, P), whereas there is no

uniformly consistent estimator on N, 4 (3, L) ; see, e.g., Theorems 11.

Finally, we conjecture that ¢, (5,7, P) is the minimax rate of convergence on the

functional class N, 4 (8, L, P) when 1—2?:1 Tlrj > (0 and that a proof of the corresponding

lower bound can be obtained by a minor modification of that in Lepski and Willer [90] to
take into account the possible independence structure of the underlying density.

4.5 Proofs of main results

4.5.1 Quantities and technical lemma

For brevity, introduce first

i ={I€PoP (P P)ePxP}, U :=supsup sup Uy(hs) < oo,
nEN* I€ZS hr€Hy 1

Note that the finiteness of LTP is due both to the definition of the sets of multibandwidths
H,.1 and to the bounds given in Proposition 6.

Next, define the constant -, involved in the selection rule (4.9)-(4.10).
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For I € 7 and r > 1, put first

VA= pe(1,2),
1
Kol @l ) v »=2,

c e - Y
(46 (p )[p\/]>cp 1V O] (1V lgr]l)%r, p € (2,400),

(70] +3A (2m)”
%J(r) =

1
( 6CT(K, q) (1V llarllo)® 9311 In(|1]) + 69r],  p = +oo,

where ¢, is given in the definition of H,, 7, ¢(p) := 15p/In(p) and

A _ _
cri= 2 (o], i)
(27r)7 2 1
A (= — P = =
Cr(K,q) == — HKIQIH \/HKIQIH v maXHDjKIgIH \/HKﬂmH \/HKﬂmH :
(271.)7 2 1 jel 1 2 1

A

with g7(ty) :== Hjel (1 + 25?)7 and p;(ty) :== Supje; Itilgr(tr).
Then, put ry := kplipcoy + klp—yoc), K > 1, and

SUPp prep SUPrepop! {wi(ra)}, P# {@}7

Tp = _
Y,5(r1); P = {0}.

Finally, we need the following technical lemma in order to compute our risk bounds.

Define

& i=su sup [l — Wk (hr)] -
I€TIS hi€Hy 1 +

~ 5 a = 120-1) ~ d -1
b o=KL [G] T (max{Gy KIE ), £ =1y sup £l | -
d

Lemma 6. Assume that B # {0}. Set r € {r1,ro,ry}. Under Assumptions (N1)-(N2), if
p € (1,400] then, for all integer n > 3,

(Es &) < epa(r)n”2, (Ef’f‘ ) < cpa(r,f), VfeF,[P].

The absolute constants ¢y 1(r) > 0 and ¢, a(r, f,) > 0 can be explicitly expressed and the
maps f, — c,2(r,f,) are bounded on any bounded interval of Ry ; see the proof of the
latter result, which is postponed to Appendix.
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4.5.2 Oracle inequalities : proof of Theorems 12 and 13.

1) Set p € [1,+00] and f € F,[B]. Let (h,P) € Hp[ B |, P € B(f), be fixed.

In view of the triangle inequality we have

iz = Foml, * [Fnmm = Fom, + [Fom = 1],

|7-41,

IA

By (0. P) + Bylhy (0. P) + By(h. P) + Ay (0. P) + | Fnimy — 1]

Here we have used the equality f(h PGP = f@ P).(hP) By definition of (ﬁ, 75), we obtain

|71, <2 [Boh )+ Bty P)] + | Fonimy — 1] - (4.19)

2) Suppose that P = {Iy,...,I,,}, m € {1,...,d}. Since P € P(f), for any = € R?

I fuiCz0) = T Fr(x0)

IeP IeP

ih - i)

finp) (@) ‘

m j—1
( H ’ﬁblk(xlk) ) <H |fll($ll)|> .
k=j+1 I=1

Here we have used the trivial equality : for m € N* and aj,b; € R, j = 1,m,

H a; — H bj = Z(aj - bj) ( H ak> (H bl> s (4.20)
J=1 Jj=1 J=1 k =1

=j+1

where the product over empty set is assumed to be equal to one.

In view of P € ‘B, the triangle inequality and the Fubini-Tonelli theorem (used for the

case p < 0o) we establish
m _ 7—1
IT ||7es, (H ||le|p)
P \k=j+1 P \i=1

< m(max{ép,fp}> SuprhI fI’

IepP

TSI S{ T
j=1

since ||K||; > [K = 1. Remind that d = suppcy [P| and G, > 1. Tt follows

H}Eh"p) - pr <0 (max {ép,fp}) sup Hf;” le (4.21)

IeP
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3) For any (n,P’) € H,[ B | and any z € R?

‘ﬁh,P),(%'P')( ) 777>' ‘ H H Knml’ fhm[’ x[m[/ H fTIﬂ .I]/

I'eP’ IeP:INI' £ I'ep’

Therefore, by the same method as the one used in step 2, we establish

Hf(h,m(nﬂw)—f(nﬂw) swp | [ P = f|| - (422)

~ ]D(D—l)
IEP" 1 rep.ant 0

<2|G,

p
p

Here we have used Young’s inequality and the inequalities |K||; > [ K =1 and ép > 1.

4) In view of the Fubini theorem and Young’s inequality, for any I € Z$ and any 7 €
(0,1]

[ {7 O] = 150 5 12l < 1l 521, < I (4.23)

Then, by the same method as the one used in step 2 and (4.23), for any (n,P’) €
Hp|[ B | and any I’ € P we get

I fvier = I B {0}

IeP:INI'#D IeP:INI'#0D P

~ 0—1 ~
<0 (max {Gy IR }) sup Ky % (Fageys — fior)

IeP:INI#0

‘ p

(4.24)

~ -1 ~
d d
<o K (max {Gp IKI{6})  swp || Fiy = fir
IeP:INI'#D P

5) Forn € (0,1]¢ and I’ € Zy, since P € P(f), we have for any = € R?

Ef{fm/ JEI/ /m/ (yr —zp) H fiar (Yrnr)dyr
[EPINT'#0
= I B {fn, @}
[EP-INT'#0

Here we have used the product structure of the kernel K and the Fubini theorem.

Thus, in view of the triangle inequality, (4.22), (4.24) and the trivial inequality [sup; z;—
sup; yil4+ < sup;[zi — yil4, for any (n,P’) € H,[ B |, we get
~ :|D(D*1)

- Kpup(mpl)] <? [Gp
+

[Hf(hvp)’(n,m — FnPr) )

X sup [H H fhm['vnmﬂ - H Ef {fnlml’ }H + H‘STU’ 'Ypup(nl’) )

! !
TP |7 repianr+0 1€PINT' 0 +
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- Kpup(n,P/)} < ?p sup sup
P n PP I€PP!

[Hf(h?),(n?’) - f(n,P’) fhz - f[Hp +?p§p,

2(0—1)
} > 1. We deduce

since fp >0 [ép

Ap(h,P) < ?p sup sup
PIER [EPOP!

Fny — szp +5,6, (4.25)

Finally, it follows from (4.19), (4.21) and (4.25)

I7- f\¢p§3fp{sup up [ - fl\\pw,,up(h,p)%p}. (4.2

PIEP IEPP!

6) Consider the random event B, := {ép > Cp(fp)}, where

Cp(£,) = (1 + 7y + KIS £5) 1K + 1.

1
r r

, r>1.
P

In view of (4.23), Lemma 6, Markov’s inequality, (4.26), and the Cauchy-Schwarz
1
inequality we get B, C {gp > 1}, [Pf (Bp)]ﬁ < Cp,l(l‘4)n_1/2 and

Put also

ﬁlj_fl

,RW(%I;])D [(h77))7f] = (]Ef sup sup
PeP IePP’

1

(B[ 1] 1) ™ < 502 ikt i (Rs:;) (0. P). 1)+ 34, P) + \/%))

1

~ ri ry — _
<Ef Hf —f ) 1Bp> < 3cp,1(ra)cpa(ry, ) (Rgzr,%) [(hy P), ]+ plhp + Cp,l(r2)) n 1/2’
and R (b, P), f] < cpi(ra) + vl + |K[1E, + £,

Thus, we come to the assertion of Theorem 1 with Cp1(f,) := 30 HK||‘f [Cp(fp)]aL1
and

Cpalfy) 1= Bepi (ra)epa(ra,§) (205 + (1 + KIS, + 2051 (r2))
2_
+3cp,1(r1)0” KT Gy (8,)]

since Rq(f,;,) [(h,P), f] = Rup[(h,P), f]. The constants ¢, 1(ry) and cp2(ry,£,), k =1,2,4,
are given in the proof of Lemma 6.
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7) Particular case : 9 = {@} (no independence structure)

Set f € Fand let h € ’Hp@ be arbitrary fixed. By scrutinizing the steps 1)-5) we easily
see that 7

|7= 1) < @20 |7 — 7]+ 2050000 +2 [lal, —,5e060)] -
Thus, we get from Proposition 7

<Efo fH) (1+2K[% <Efoh—fH> + 27 GE)Up(h) + 265 (r )07,

where the constants vp@(rl) and ¢,(r1) are given in the proof of Proposition 7. []

4.5.3 Adaptive minimax upper bounds : Proof of Theorems 14-17

1) Case p € (1,+00) : let (8,L,P) € (0,1]* x (0,00)¢ x P and f € Npa(B,L,P) C
F, [P ] be arbitrary fixed.

In view of the triangle inequality, Vh € (0,1]%,

sup sup

Ep{for (V= fi|| + sup sup Jigu,ll, (4.27)
PP I€PoP! P

th—fIH < sup sup
P PeP IePoP!

PIER IEPP!

where Ef{fn, (x1)} = Kn, * f1(x1) and, remind, &, (x1) := fa, (x1) — B {fn, (x1)}.

Note first that, by applying Proposition 3 in Kerkyacharian, Lepski and Picard [75]
(see Annex, Proposition 14), via a telescopic sum and the triangle inequality, it is easily
established that, for any h € (0,1]¢, any P’ € B and any I € P o P/,

1En, * f1— frll, < S er(K ] p, L, LR <3 hY <esup Y hY, e>0. (4.28)
jel jerI Iep jel

Next, if (h,P) € H,[ B ], we easily get from Propositions 6-7

P
1
(Ef sup sup H&”Hp) < O | sup - . (4.29)
PP I€PP 1eP :

Consider now, for all I € P, the system

W =nk = L
nHjeI [%A(l_%)] 1/\j+1

J

, J, kel
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The solution is given by

I
hj=n D5 Ger Tep, (4.30)

where 77 is given in (4.15).

IA(1=)] A 41
For all I € P, hy € [h(p) gﬁ?m]m and n[] h[2/\< p)} a — 00 as n — oo.

= min’ Jel™j _
Denote by hy the projection of hy on the dyadic grid H, ;. It is easily checked that (h, P) €
Hp[ B | for n large enough. Thus, it follows from Theorem 12, (4.27), (4.28) and (4.29)

that
(0-3)

+ C/n71/27

Rup |J.f] <€ Eﬁj .
A [ e G
JeEL ]

for n large enough. Finally, we get the statement of Theorem 14 from (4.30) and the latter
inequality. Similarly, Theorem 15 is obtained by applying Theorem 13.

2) Case p = +oo : let (8,L,r,P) € (0,1]* x (0,00)% x [1,400]? x 9 such that 1 >

2?21 5],1” and f € N, 4(8,L,P) be arbitrary fixed.

It follows from the definition of the latter functional class and the embedding theo-
rem for anisotropic Nikolskii classes, see, e.g., Theorem 6.9 in Nikolskii [103] (see Annex
Proposition 13), that N,.q (8, L, P) C Foo [P ], since 1 = 3=, B%] >0, VI € Z,.

In view of the arguments given in the proof of Theorem 3 in Lepski [35], it follows from
Lemme 4 in the latter paper that, for any h € (0,1]%, any P’ € 8 and any J € P o P/,

1Kn, * 1 — fill < esup S RPW ei=e(K,d,1,L) >0, (4.31)
T€P jer
1 1 1 1
(I) = o(D)Bjo; (1), o():=1- —, o;(I):=1- <—>
B;(I) (1)Bjo; (1) (1) gﬁm (1) ; ) B

Next, if (h,P) € Hoo| P |, we easily get from Proposition 7

Ef sup sup |[|&,]l,, < O | sup (4.32)
IeP

Pep JePOP!

Consider now, for all I € P, the system

= j, kel

P D)
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The solution is given by

Tr 1
n 3T F1 ;D)
h; = jel, 1 4.
J <1n(n)> , JEd, € 7)7 ( 33)
where Y7 is given in (4.17).
RNt

Note that, for all I € P, n][;c; h > In(n) for n large enough. Thus, as previously,
we get the statement of Theorem 16 from Theorem 12, (4.31), (4.32) and (4.33). Similarly,
the statement of Theorem 17 is obtained by applying Theorem 13. [ |

4.6 Appendix : technical results.

4.6.1 Proof of Proposition 6 : L, norms of inverse Fourier transforms

Assume that Assumption (N2) is satisfied. Let h € (0,1]? and I € I be arbitrary
fixed. Note that

1 oiltran) Kr(hitr)gi(hrtr)
2m)l Jrin gr(hrtr)qi(tr)

dtr,  gi(tr) ::H(1+t2)7], (4.34)
jel

Ly (xr) =

where hjt; denotes the coordinate-wise product of the vectors hy and t;.

1) Proof of assertion (i) Suppose that p € (1,00)\{2}. Let r € (1,2) be arbitrary
fixed. Here, we apply the Marcinkiewicz Multiplier Theorem on RH!, given in Grafakos
[65] p. 363 (see Annex, Section 5.4, Proposition 15), with

m(tr) = gy ' (hrtr)gr " (tr)-

In view of Assumption (N2) on ¢, m is a bounded function defined away from the
coordinates axes on Rl and is C/l on this region. Moreover,

Ai

sup |m(t;)| < A sup H(l—i—u?) %H(l—i-[uj/h 2 AHh (4.35)

tIGRU' uIGRm jel jel jel
Set ar = (a))jer € NI satisfying |ag| := > jer @ < |I]. In view of Leibniz’s rule

[D*m] (t7) = ) <a’> 1177 ¢ (D797 "] (haty) (D7 g™ (tr), V€ RY

1 .
Yrsar jeI

Here, v; < ay means v; < «j, Vj € I and < :I ) _Hj€J< ?;J >
]
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Let t; be chosen such that ¢; # 0 if o; # 0. In this case, for any multi-index v < o,

[117 ¢ (D97 (hatr) [D* 6] (k) =
jel

[T th) o b [DYgr "] (hatr) (D] ) S [T ¢ (1165

jel jeI jel
Here, we assume that 0° is equal to one.

Since ¢ satisfies Assumption (N2), we obtain similarly as in (4.35)

| [Drm] ()] < C (1| an) A [T A ¢ ( TTI17 | (4.36)

Jel Jel

O a) = max ¢ 37 (57) s WL o (0767 Gungrto| f <o
ar|s

vr<ag ur Rl Jjel

Put g;(t[) = I/(\I(t])g](t]), t € R% Since K € S(R), S e S(RI1 is the Fourier
transform of a function S; € S(R!) ¢ L, (RMI). As

1
m)Hl Jgin
it follows from Proposition 15, (4.35) and (4.36)

Ly (xr) = e~ Mm D (41) Sy (hyty)dt s,

1L |, < 2AC1C1T1, qr) max (x, (¢ — 1)~ 187, (Vi)"Y T 0y,
jel

where C;; > 0 is a dimensional constant which is not explicitly done in the aforementioned
result. Thus, assertion (i) of Proposition 6 is proved with

Crr = 2A{CpyC(I1] ) mae (x, (e = 1)) 5y, }

2) Proof of assertion (ii) Note first that

_ i _
1L lly = @02 || Ka/a |, Lol < @0 2ol -

In view of Assumption (N2) on the errors,

— 2 9
HKhI/qIH < A/
2 R
A2/
RII
av
RII

—~ 2
Ki(htn)| TIO+8)5dn
j€elI

IN

= 2 : 2,\
K](U])‘ H(l—FU?))\]duI hIIHh
jel jel

| sai,

IN

— . _)\
Kl(uj)‘ T1t+w272dur | Vi ' T 0y
jel jel
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Thus, assertion (ii) of Proposition 6 is proved with

curmfinr % (v o]}

where gy is given in (4.34). |

4.6.2 Proof of Proposition 7 : upper bounds for L, -norms of a kernel-
type empirical process, case p < o0

Let I € IJ be arbitrary fixed. We get the statement of Proposition 2 by applying
Theorem 1 and Corollaries 2 and 3 in Goldenshluger and Lepski [59] with s = p, X =
T = RVl v = 7 is the Lebesgue measure on R w(-,-) = n Ly (- — ) and M(w) =
HnilL(hI)Hp < 00; see Annex, Proposition 10. Here, the i.i.d. random vectors are the
Yk,1's and their common density is f7 x ¢;. By using the continuity property of L, (), it
is easily proved that Assumption (A1) in the aforementioned paper is fulfilled.

1) Casep € (1,2). Let r > 1 and h; € H) 1 be arbitrary fixed.

By application of Corollary 2 in Goldenshluger and Lepski [59], one has

22

P, {Ilﬁh,llp > Up(h1) + z} < exp {_W} , Vz>0,Vn>1, (4.37)

1_ _ 2
where Up(hr) = 42" || L) [, and A3(hr) = 370" || Ly, ||,
By integration of (4.37) we easily get, for all integer n > 3,

Es (601, = Un(ha) = Ap(h)v/rIn(m)] < T(r+ 1) Uplr) + Ay (h)]" e

< T(r+1)11" sup [n%AHL(hI)H]rn_r,
hr€Hp 1 P

where T'(+) is the well known Gamma function.

Note that, for all integer n > 3,

37e1pr
9 _

Up(h[) + Ap(h[) rln(n) < {4 + }nll’_l HL(hI)Hp =: ’pr(I')up(h[).

1|
Since card(Hy, 1) < [(1 Y %) logQ(n)] , we obtain, for all integer n > 3,

N

{Ef sup [uah,n,,—vp,z<r>up<hz>}i}ré%(r)n—,

hr€Hp 1

=

cp(r) :==11[(r + 1)]

1_3 1l
sup sup sup {np 2[2logy(n)] ¥ ‘L(hI)Hp}7

neN* I€TS hy€H, 1



128 CHAPITRE 4. Lp ADAPTIVE DECONVOLUTION

which is finite in view of Proposition 6 and the definition of the set H,, ;.

2) Case p = 2. Let r > 1 and h; € H, be arbitrary fixed. Here, we apply Theorem

1 in Goldenshluger and Lepski [59] but we compute differently the upper bound on the

"dual” variance o by using the arguments given in the proof of Proposition 7 in Comte

and Lacour [30]. Indeed, we obtain

— 2

Kp, /
R

o

o <n? (27r)_|1| —
qr

i

—~ N B B R K
Fr(eni(tn) | dtr < 2 2m) gl Hcﬁ

o0

since || fill , < Il = 1.

Taking into account the latter inequality, the result of Theorem 1 in Goldenshluger
and Lepski [59] should be : Vz > 0, Vn > 1,

52
Py {thIHp > Up(hr) + z} < exp {_A%(h[) n Bp(hI)z} , (4.38)

Up(hf) = nié HL(hI

)Hz’

Ap(hr) = : [zl ‘1HKA/AH2 + 24073
= — n n

4 .
By(hr) = 507" ([ Laup [l -

By integration of (4.38) we get, for all integer n > 3,
Ey |:||£h1”p_ p(h1 p(hr)y/rIn(n o(hr)rIn(n )]+

< F(I‘ + 1) [Up(h[) + A (h ) + B (h )]1" —rln(n)

1 — r r_
<D(r+1) <8\/||qA1||f> sup HKh,/qIH +\\L(h,)\\2] n—5-r.
hr€Hp 1 oo

Note that, in view of Assumption (N2) on the errors,
HKhI/QIH <A HKIQIH th 7 (4.39)
00 00 el

where g7 is given in (4.34). Thus, in view of Proposition 6, (4.39) and the definition of
Hyp 1, for all integer n > 3,

Up(hr) + Ap(hr)y/rIn(n) + By(hr)rin(n)

8r 48r 6I'||q1|1 -2
{o (e e 5 e i B o

= Yp.1 (0)Up(hr).

IN
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Finally, we obtain for all integer n > 3

Rl

{Ef sup {uzh,up—vp,mr)up(hn}i} <ep(tnE, r) = [D(r+ 1)

hrety 1

|7

l - - —
csup sup sup | (sv 1@l ) {5 /a |+ 2, 2osato)] Fat ]
nEN* I€ZS hi€Hy 1 o0

which is finite in view of Proposition 6, (4.39) and the definition of the set #,, ;.
3) Case p > 2. Let r > 1 and hy € H, 1 be arbitrary fixed.

By application of Corollary 3 in Goldenshluger and Lepski [59], one has : Vz > 0,
Vn > 1,

2

By el > U+ 2} <o { - ot b

11 1_
Up(hr) = 3e(p) larllze * {n 4 |Lgu |, + 77 [ Zan [, } -

3
a0s) = 16 larld {2 P, + 17 1o o i, 4082 2 2
4 _ 15
Byhe) = gen Lol ) = o5

Here, we have used the following inequalities, which are consequences of Young’s inequality.

1% arlloe < f2lly larlloe < llgrll »

1_1

[V < el 1l < a7

By integration of (4.40) we get, for all integer n > 3,
Ey [Ilfh,Hp = Up(h1) = Ap(hi)v/rIn(n) = By(hr)rn(n)|
< D(r+1) [Up(hs) + Ap(h) + By(hy)]F e

<O+ 1) {7em) 1V farll 7}

I€Hp 1

< s [l + 2oz, + TEanll Eanl, + 120l 775

In view of Proposition 6, we get

_2 2 1_1 a1
12, < 12 |7 12w lI5 < Covie > TTny 2. (4.41)
jel
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Thus, in view of Proposition 6, (4.41) and the definition of #, s, for all integer n > 3,

Up(hr) + Ap(hr)v/rIn(n) + By(hr)rin(n)

1

<df (e {6c<p> larls ” +8 WV] larll + 4<r>?>)lpvJ}

N

w (TI0™ + VIG 2l 2, | = 0 ).

jel

Finally, we obtain for all integer n > 3

=

By swp [l (W) ¢ S, eplr) i=Te(p) [0+ 1)
+

hIEHp,[

%
X s sup sup [ (1vlarl ) 1Enl 22+ 1 Eanlls 12,

1]

+ HL(hI)Hp} ([1 v m} logy(n ))T }

which is finite in view of Proposition 6, (4.41) and the definition of the set #,, ;. ]

4.6.3 Proof of Proposition 7 : upper bound for the sup-norm of a kernel-
type empirical process, case p = +oc.

RN S

Let n >3, I € Z$ and h; € [1/n, 1]/ be arbitrary fixed. Assume that nllier bj >

In(n). We divide this proof into several steps.

1) Preliminaries : First, since ¢ satisfies Assumption (N2) and the Y} ;’s are i.i.d.
random vectors with density fr % qr, we get from Proposition 6

sup  sup ‘L(hl)(iﬂj - yj)‘ < HL(hz)Hoo < C1(K,q) th_/\j_l < o0, (4.42)
:L']GR‘I‘ yIGR‘I‘ jel

.0 = 2 oo R, v (s 23] ) v o], v o]}
(27r) 5 jel 1 2 1

where o (tr) := sup;¢; [t;] g1(tr) and gr is given in (4.34);

sup (Ef‘L(hI)(ﬂf[—Yl,I)‘2) < HfI*QIHooHL(hI)H2

Z‘]ER‘I‘

(ST

_1
< VlaloCr .o JIn 72 (443)
jel
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Next, set 27 and Ty be arbitrary fixed in R!. For any ¢t; € R/

|67i<t1,x1> B e—i<tz,@>‘ _ He*itjxj _ He*itﬁj
jeI jeI
S |I| Sup ’6 th(Ej . e—’l:tjfj‘
jeI
< || sup\t]]supm] — Tl

jel jel
Therefore, for any y; € RV

\Lnpy (1 = y1) = Lenyy (@1 —y1))|

1 K, (tr) |€—i<t1,x1> _ e—i<t1,§1>‘ dt;
= o) Jrin | qi(tr)
<n|I|C1(K,q Hh i sup\x] zj|; (4.44)
jel

N

(Ef |L(h1)($l - Yl,[) - L(h;)(jl — YL])}Q)

=

— 2
< ||f1*ql||oo / Kh[(tf) ‘e—’i<t1,x1> _ e—i<t17§1>‘2dtl
el Jrin | a(tn)
1
< nlI]\/1V gl Cr(K, q Hh Sup|l‘a 7jl; (4.45)
jel

Consider now the normalized empirical process

-1

20V ) | g )

2>\J+1
n HJGI J

&, (1) == | C1(K, q)

In view of Bernstein’s inequality (see Annex, Proposition 8), (4.42), (4.43), (4.44) and
(4.45), ¥z > 0,

52
P {[&, (@1)] > 2} < 2exp {_AQ(.%']) 2B }; (4.46)
_ _ z2
Py A6 o)~ 6@ > 2} < 2ew{-go b @
where A(xy) :=1, B(zy) := < n1le; hj)\3+1> 2 <1 and
a(zr,Tr) = b(zr,Zr) :=2 A {n|]| 31615_) | —a:j|} . (4.48)

It is easily seen that a(-,-) is a semi-metric on R/
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2) Supremum-norm over totally bounded sets : In this step we obtain bounds of
the supremum-norm of the normalized empirical process E,”(-) over totally bounded sets
by applying Proposition 1 in Lepski [36] with € = R/l & =R, y = &, and U(-) = | - [;
see Annex, Proposition 9. Then we have to check Assumptions 1, 2 and 3 required in the
latter proposition and to match the notations used in the present paper and in Lepski [36].

Note first that, in view of (4.46), (4.47) and (4.48), Assumption 1 is fulfilled with ¢ = 2.
Next, consider the family of closed balls

Br(t;) := {:vj c RII . sup |z; —tj| < R/2 }, R>1, tre R
2 jer

In view of the continuity property of the Fourier transforms and the definition of the
semi-metrics a and b, it is obvious that Assumption 2 is also satisfied with © = Bz (¢1) ,
2

_1
Ag =1 and Bg = (nnjel h?)\ﬁ_l) 2

Let s : R — Ry \{0} defined by s(z) := (0,01 + 2%)~L. Obviously 3 ,.,s(2¥/2) < 1
and, for any z > 0, -

Co.a (2(485)1s(8)) < || [m (&ﬂ R V6 >0, (4.49)

where €g , (0), 6 > 0, denotes the entropy of © measured in a. Then, for any z > 0, there
exists d, > 0 small enough such that

e™(2,0) = sup 6 2Co. (2(485)_15(5)) = sup 0 2Co. (z(485)_ls(5)) < 00;
6>0 0>0x

eP(2,0) = sup i oy (2(485)_13(6)) =supd '€y (2(485)_13(5)) < 0.
6>0 0>0x

Thus, Assumption 3 in Lepski [306] is fulfilled and Proposition 1 in the latter paper can be
applied. Let us compute the quantities which appear in this result.

Choose 5 = (s,5), » = (240, 2Be) and € = v/2—1. Since AgV Bg < 1 and a(zy,7;) =
b(zr, %) < 2, Va7, Tr € R we straightforwardly get

e:(56,0) = e (240,0)+ P (2B, 0)
< sup 0 ?Ce, (2(485)7's(6)) + sup 6 €y (2(485) 7 1s(4))
0>0,61 6>0,61

< 4,5/I|[In(RnlT])], +8,5;

U (y,5,0) = sa\/21+e 1 Pes(o6,0) + y + 302 (21 + ¢ 2e5(50,0) + )
2 (31|I|In (Rn|1|) + 59 + y)

2)\j+1
V7 jer

Thus, it follows from Proposition 1 in Lepski [36] that, for any y > 1 and any r > 1,

r

Ed swp 6,0 - U9, 0) AT+ 1) [257 00y, ,0)] e (150)

s
z1€B R (t1)
z

< 2¢/31I|In(Rn|I|)+ 59 +y +

+
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3) Supremum-norm over the whole space : Let z; € R/l be arbitrary fixed and
yr € R be such that SUpjer |zj; — y;| > n. By integration by parts, we easily get

manE[ HDﬂl ([?;/@)

(K, (K,
‘L(h1)<x1_y1)‘§ ( Hl < I( Q) < I( Q)

Fi ' — = Nl > 22 +17
2m)lsup,e; |x; — 5l n Tl e by n]ler b

(4.51)

in view of Assumption (N2) on the errors.

Consider the collection of closed balls {B%(nj), jezl |}. Obviously this collection is

a countable cover of RUI. Put, for any j € ZI'!,

fj = /]B(J) f]*q[(x[)dx[, B(j) = U B%(nk).

kezl: IB%% (nj)mIB%(nk)yé(Z)

It is easily checked that

> fy= /R A > g ()| day < 4l (4.52)

jezHl jczl 1|

Set j € Z!| such that f; > n~?, where v > 1 is specified later. If y = 2In(1/f;) + (r +
1)In(n), we get from (4.50)

v hln r v r r41
Bl s e ()] -2 | b <2 1) [ 0)] e
{L‘[E]B%(nj) nnjelhj] N

where 3, (r) := 4C1 (K, q)/2(TV [ar]l.0)(93(1] n(|1])+60-+2v-+r), since n [ [, VT >

00,l
In(n).

Thus, in view of (4.52), we obtain

Ef{ sup [&, (zr) — 2 (x)

x1€@1

< orr242Ip(p 4 1) [’yg)I(r)rn_ il (4.53)
Where @1 = Uj€Z|1|:ijn7vB%(nj).

Set j € ZHl such that f; < n™" and zy € Bz (nj). In view of (4.42) and (4.51) we get,
forany k=1,...,n,

Ef |Linpy(@r = Yer)| = Ep{|Lopy(@r = Yir)| 1eg)(Ye,) }
+Ef {\L(m)(w — Yie.r)| 1giri\ag (Yk,l)}
C] (K7 Q) C] (K7 q)

22, +1 20 +1
[lierh; nLjer b;

IN

Pr{Yi,r € B()}

ZCI(Ka Q)

20 +1°
nLjer b

IN

(4.54)
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since f; ;= P; {Y}; € B(j)} <n =Y, v>1and sup,;|z; — Yi ;| > n when Y, ; € RINB(j).
J f ) _]EI J 5] )

Introduce random events

Dj:—{21130)(1/,“)22},3'@%, D= |J D

k=1 j€Z|1|:fj<n—”
Let D be the complementary to D. If D holds then, in view of (4.42) and (4.51),

- 207 (K,
Y Ly (@ = Vi) < % Vo € ©y =R, (4.55)
k=1 ”Hje] hj

20 +1
J

Since n[[;c; b > In(n), we get from (4.54) and (4.55)

In(n)
sup [&p, (z1)] 15 < ’Yg?l(r) 22,11
1‘]6@2 nHJEI hj 7

and, taking into account that sup,,ce, |n, (21)| < 2C1(K, q)n,

EfQ sup [&, (z1)] -7 (r)
x1692

Let j € ZHl satisfying f; < n™" be arbitrary fixed. In view of Markov inequality one
has for any z > 0

n
Py(D;) <e []Ef {e"’lB(J‘)(YLI)}] <exp{—2z+n(e* — 1)fj},
since the Y}, ’s are i.i.d. random vectors. Minimizing the right hand side in z > 0 we obtain

P;(Dj) < (e/2)%(nf;)? < 265n° " (4.57)

Thus, choosing v = 1, 5r + 2,5, it follows from (4.52), (4.53), (4.56) and (4.57)

r

In(n v ¢ _rtl
By 4 sl — o (), | b < IR e 1) [ (1)) (458)
nlljerh; .
where Yoo 1(r) 1= VS:E}HZS)(r).

Finally, in view of the definition of H 1,

=

{Ef sup [||§h1||oo—%o,j(r)uoo(hl)]i}r < coo(r)n 2, (4.59)

hr€Hoo 1

1

1 . 5 o1
Coo(r) := [['(r + 1)]* sup sup {%O,I(r) {2 +3+2|I‘] [logs(n)] v n 21‘} < 0.
neN* T€T
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4.6.4 Proof of Lemma 6 : global empirical upper bound related to inde-
pendence structure

Assume that P # {@} Set f € F,[*B | and let r € {ry,re,r4} be arbitrary fixed. We
obtain Lemma 6 by applying Proposition 7. We divide this proof into two steps.

1) Note that
<> swp [, e ]

rezg €M1

since 7p,7(r) increase with r. In view of Proposition 7, if p € (1, 4o00] and n > 3,

(B 1677 < cpr(0)n2,  cpi(r) i= difey(x).

2) Foranyp>1

G, < 1+ K|%sup su { — 7. Uy(h + 5. U,(h —i—HE £, H}
» K sup sup 3 [Henll, = 3p0r) | +7thn) + B {7 ],

d (¢ — 77 d
< 1K (& + 7 + K.
Ty = sup pr(ed?), &= sup sup [, — s (202U () |
IeT§ I€TS hreHty 1 +
- 02_1
£, < ?IK|¢|G,+ |K|?f
< VUK |G+ KIS,
- DZ
< K¢ |1+ K|S (€, +7,Up + |K|f, + £
< KIS 1+ KIS (& + 7,y + KL, + 6,

Below we use the following trivial equality : for any random variable Y

)

_02

_ [(Ef |Y|“°2)”12 , (4.60)

=

(B |

=

In view of Proposition 7, if p € (1, 4+00] and n > 3, (Ef Fp

r
) < Cp’Q(I', fp) with

2

_ 0
cpa(r,£) = 02 [KIIY [1+ K[ (dBPey(00?) + 7,2, + K| f, + £, )|

Thus, we finish the proof of Lemma, 6. ]
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Chapitre 5

Annexe

5.1 Inégalités de concentration et maximales

En statistique non paramétrique, il est tres fréquent que les estimateurs utilisés soient
des sommes de variables aléatoires indépendantes, comme c’est le cas si on utilise des es-
timateurs a noyau dans le modele de densité ou dans le modele de déconvolution. Pour
évaluer le risque d’erreur stochastique d’un tel estimateur, on peut intégrer une inégalité
(en probabilité) caractérisant la déviation de celui-ci par rapport a son espérance mathé-
matique. L’inégalité de Bernstein est I'une des inégalités de concentration les plus connues.
Nous en donnons ici une version proposée par Bennett [7].

Proposition 8. (Inégalité de Bernstein) Soient les variables aléatoires réelles indépen-
dantes Z1,...,Zy, telles que |Zy — E(Zy)] < M pour k = 1,...,n (n € N*). Posons
Sy =30 12k eta?=3}_1Var(Z). Alors

2
z
P{|S, —E(S,)| >z} <2exp{ — ——5—— 7, Vz>0.
{1Sn (Sn)l }< p{ 202+§Mz}
Ici et dans la suite, les variables aléatoires considérées sont définies sur un espace
probabilisé complet (€2,8,P). On notera E I'espérance mathématique par rapport a la
mesure de probabilité PP.

Dans cette these, pour controler les fluctuations des estimateurs & noyau en un point
fixé ou dans la norme L., nous utilisons des résultats qui sont des conséquences de I’'in-
égalité de Bernstein et de I'inégalité (en probabilité) maximale suivante, due & Lepski [30]
(cf. Chapitre 2, Section 2.5.2 et Chapitre 4, Section 4.6.3).

Soit ¥ un ensemble et x définie sue ¥ x €2 une application B-measurable & valeur dans
un espace vectoriel &. Soit ¥ : & — R une fonctionnelle sous-additive continue et © C ¥.
Pour obtenir une majoration (en probabilité) de supgeg W(Xxg), les hypotheses suivantes
doivent étre vérifiées.

Hypothese 1. 1. Ilexiste A: T >Ry, B:T >Ry etc>0 tels que : Vz >0

22

P{¥(xg) > 2z} < cexp {_AQ(H)—FB(Q)Z}’ Vo € ©.

137
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2. llexistea: T xT >Ry etb: T xT — Ry telles que Vz >0

22

a2(01,02) + b(61,02)z }’

P{\I’(Xgl *Xez) ZZ}SCGXP{ VO,0, € O.

Hypotheése 2. o : € — & est continue P-p.s., les applications a et b sont des semi-
métriques sur ¥ et © est précompact par rapport a aVb. De plus,

Ag :=sup A(f) < co, Bg :=supB(f) < oo.
e 0cO

Pour chaque semi-métrique d sur T notons €g q(d), d > 0, I'entropie métrique de ©
mesurée avec d. Pour chaque z > 0 et chaque fonction s € S = {s : R — Ry \ {0} :
Zkzo s(2k/2) < 1} définissons les quantités

el (2,0) = sup 6§ 2¢o, a (2(485)_15(5)) ;e (2,0) = sup s eo (2(485)_13(5)) .

6>0 6>0

Hypothese 3. [l existe s1,52 € S telles que Vz > 0

eg?) (z, @) < 0, egg’) (z,@) < 0.

Enfin, pour s1,s9 € S vérifiant I’hypothese précédente, z1,z0 > 0, ¢ > 0 et y > 0
posons e(zl, ,22) = egfi) (zl, 9) + e&‘;) (22, @) et

04S) (y,21,22) = 21\/2[1 —1—6*1]26(21,22) +y+22<2[1 +5_1]2e(21,22) —I—y).

Proposition 9. Supposons que les hypothéses 1, 2 et 3 sont vérifiées. Pour tous z1 > Ae,
23> Bg, e € (0,V/2—1] ety >1,

e <9 .
P{Ztelg‘l’(xe)_U (21721,22)}— CeXp{ (1+e)2}

De plus, pour toutr > 1,

E {sup U (xg) — U (y, 21, 22)}
0cO +

<2I(r+1) [(1 +e)2y~u® (y, 21, 22)]rexp {_(1+y5)2} .

ot I'(+) est la fonction Gamma et {-}+ = max{-,0}.

Pour obtenir ce résultat tres général, Lepski [30] a utilisé la fameuse technique de
chainage.

Pour controler les erreurs stochastiques relatives aux estimateurs a noyau dans la norme
L, (1 < p < o0), nous utilisons des résultats qui sont des conséquences de l'inégalité
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exponentielle suivante, due & Goldenshluger et Lepski [59] (cf. Chapitre 3, Section 3.4.1 et
Chapitre 4, Section 4.6.2).

Considérons des vecteurs aléatoires Z1, ..., Z, & valeurs dans R?, i.i.d. et de densité g
par rapport & la mesure de Lebesgue sur R%. Pour chaque fonction w : R — R, définissons
le processus empirique

n

Cule) = " (e — Z4) — Equ(a — Z,)],

k=1

ou £, := ]Egn) est 'espérance mathématique par rapport a la loi de probabilité P, := }P’gn)
de Z") = (Zy,...,Z,). Pour obtenir une majoration (en probabilité) de la norme L,
(1 <p < o0) de &, la fonction w est supposée vérifier, pour un ensemble X dense dans
RY:Ve >0, Ve eRY, Iz € X, |w(- —2) —w(- — 7)[|, < e. Posons

4n1/? |[wl], 0 p<2
Up(w) = { Vrllwly . By(w):={ #llwl, p=2,
20
ey [V llwly [1/glly + 2077 [lw]l, ] 2 Nwll, p>2
, 37n ||wl, p<2
Az (w) =
P 2
2n [[|wll, V supyega fau [w(y — z)lg(x)dz]” + 8vn [wll3, p=2,
et, si p > 2,
30p pt2 1
A2(w) = A1V lglloo] # Wl + 4V flly ll, [V/ally + 87wl
In(p) P2

Proposition 10. Soit p € [1,00). 57 [|€w[, < oo alors

2’2

+ By

IP’g{||€w||p > Up(w) —i—z} < exp{ — A2(w) (w)z}’ Vz >0, Vn > 1.
P

Pour obtenir ce résultat, Goldenshluger et Lepski [59] ont utilisé une version de I'inéga-
lité de concentration de Bennett proposée par Bousquet [15]. Pour obtenir des majorations
de moments, I'inégalité précédente est intégrée.

5.2 Bornes inférieures du risque minimax

Pour I'estimation ponctuelle (Chapitre 2), comme pour 'estimation en norme L, (Cha-
pitre 3), nous calculons la borne inférieure du risque minimax en appliquant le résultat
suivant qui est une conséquence directe du Théoréme 2.4 de Tsybakov [120].
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Proposition 11. Soit X une classe de densités de probabilité et £ une semi-norme sur X.
Supposons qu’il existe une famille {f(o), f@ je jn} C X telle que Ppy) est absolument
continue par rapport a P o) pour tout j € Ty et

(59— f®) 2 25, Vjk€ JyU{0}:j # ks (5.1)
dP ?
£ (n)

oy 7 3 By {2 (x) | <0< )

Alors, pour toutr > 1,

1

lim inf inf sup s, (Ef [ﬁ(ﬁl—f)} )F <\F+\/ﬁ>

n—-+00 fn fEX

ot linfimum est pris pour tous les estimateurs possibles.

Habituellement, deux hypothéses f(©) et () suffisent pour obtenir la borne inférieure
du risque minimax ponctuel. Pour I'estimation en norme L, le nombre de ces hypotheses
dépend de la zone (tail, dense ou sparse) dans laquelle se trouve le parametre de régularité
de la classe fonctionnelle considérée. Pour les construire, il est d’usage d’utiliser (cf. Gol-
denshluger and Lepski [62]) le Lemme de Varshamov-Gilbert qui est donné par Tsybakov
[126] (Lemme 2.9) et que nous rappelons ici.

Proposition 12. (Varshamov-Gilbert) Soit oy, la distance de Hamming sur {0,1}™, m €
N*, définie par

b) = Z Lo, 26,3, @ b€ {01}
j=1

Pour tout m > 8 il existe un sous-ensemble Py, de {0,1}™ tel que |Pp,| > 2"/% et

om(a,b) > Va,b e {0,1}™.

§

5.3 Approximation dans les espaces de Besov

Notons {ey,...,eq} la base canonique de R?. Pour chaque fonction g : RY — R mesu-
rable et localement intégrable, D;f;g désigne sa dérivée partielle (au sens des distributions)
d’ordre k dans la direction de e;, avec la convention D?g = ¢. Enfin, pour tout réel a > 0,
posons |a] =sup{n € N: n < a}.

Définition 11. Soient 8 = (B1,...,B4) € (0,00)¢, r = (r1,...,7rq) € [1,00]% et 6 € [1, 0].
Une fonction g : RY — R mesurable appartient ¢ espace de Besov anisotrope IBEQ(RCI) st,
et seulement si, elle vérifie :

) [[pss

<oo, VEk=0,....|8;], Vi=1,....d;
Tj

(i) 'ijg(g) <oo, Vji=1,....d,
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ou
1
14:) 151 AN
o )k [\zﬂmﬁjﬂ | Dy g(- + zej) - D} 9<'>HT} E) o<,
Vo 0(9) = g
Sups 0 [|Z|wjmm [DYg(.+ 2¢5) — D0 } g0
&
si B # 1. 5t Bj =1, la fonction DLBjJ g(-+ zej) — DJL’Bng(-) est remplacée par g(- + ze;) +
g(- — ze;) —2¢g(-) dans la deﬁmtzon de 7/6)] (9).

Ces espaces fonctionnels ont d’abord été introduits pour la théorie de I’approximation

et ont tres largement été étudiés par Nikolskii [102]-[103] et, plus récemment, par Triebel
[121]-[123]. En outre, il découle des résultats de Nikolskii [103] que IB%E o(R?) est un espace
de Banach pour la norme
d Lﬁ]
k
g, = 33 [t + 32
j=1 k=0

Pour les classes de Nikolskii N, 4(5,L), qui sont incluses dans des boules de Besov
particulieres, nous donnons ici un résultat utilisé dans cette these pour calculer le biais
d’un estimateur a noyau pour 'estimation ponctuelle (cf. Chapitre 2, Section 2.5.5) et pour
Pestimation en norme Lo (cf. Chapitre 4, Section 4.5.3). C’est une conséquence immédiate
d’un théoréme d’inclusion proposé par Nikolskii [103].

Proposition 13. Soit (8,7, L) € (0,00) x [1,00]? x (0,00) tel que 1 > S>¢_, 1/(Brr)-
Alors il eziste une constante ¢ := c(r,d, 3) > 0 telle que

N, ( )CNood 5 cL)
ot B = [1— S0 1/(Beri))Bi/[1 — Sy (U — 1/75)/Bi). G =1, d.

On en déduit, en particulier, qu'une densité appartenant a une classe de Nikolskii
anisotrope N, 4(8, L) vérifiant 1 > Zzzl 1/(Bkrk) est uniformément bornée.

Pour calculer le biais d'un estimateur dans la norme L, nous utilisons le résultat sui-
vant qui est une conséquence immédiate d’un résultat proposé par Kerkyacharian, Lepski
et Picard [78] (cf. Chapitre 3, Section 3.4.4 et Chapitre 4, Section 4.5.3).

Proposition 14. Soit | > 2 et u € Li(R) telle que [u = 1 et [|u(z2)]|z]"dz < oo,
Yy € (0,1]. Posons, pour x € R?,

K(a:)—jljlul(mj ZZ:( ) J“; (j) Vz e R.

j:

Soit (B,r,L) € (0,1]" x [1,00]% x (0,00)* , g € N, 4(B, L) et h & (0,1]*%. Alors

ot hy := (hay1, ..., haya) et [hy)? = (hiy1, ..., hj—1y5-1,0, hjs1ys1, - - - haya)-

R4

T
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5.4 Un théoreme des multiplicateurs de L,

Dans cette theése, pour estimer une densité dans le modele de déconvolution, nous
considérons la famille des estimateurs a noyau définis par

o~

_ 1 n 1 ; K
fh(x) = -~ ZL(h) (x - Yk), L(h)(ﬂj) = W /Rd e—2<t,z> (’]\}(li;) dt,
k=1

ou Kj, est un noyau bien choisi. Pour I'estimation en norme L, ces estimateurs doivent
étre dans Lp(Rd). De plus, pour calculer le risque d’erreur stochastique de chacun de ces
estimateurs, ou la majorante uniforme utile pour notre procédure de sélection aléatoire
(cf. Chapitre 4, Section 4.3.2), il nous faut calculer HL(h)Hr’ r € (1,00). Pour r > 2, cela
est simple. Mais pour r € (1,2), ce calcul est plus délicat. Néanmoins, il peut étre réalisé
grace a la théorie de Littlewood-Paley et au théoréme des multiplicateurs de L.(R%) de
Marcinkiewicz, dont une version est donnée par Grafakos [05]. Plus précisément, nous
utilisons la Proposition 15 ci-dessous qui est une conséquence directe du Théoreme 5.2.4
de Grafakos [65].

Rappelons d’abord la définition de ’espace de Schwartz :

Définition 12. Une fonction f définie et indéfiniment différentiable sur R® appartient
l’espace de Schwartz S(Rd) si, et seulement si, pour tous multi-indices o, B € N% il existe
une constante Co g > 0 telle que

sup ]:caDﬁf(:c)| =Cqup < 00,
z€RI

ot % =z - 25? et DPf est la dérivée D’fl . --D2’32f.

Pour toute fonction m € Lo (RY) considérons I'opérateur linéaire T}, défini par

Tin(f) = (fm)Y,  feS(RY,

ol g et g¥désignent respectivement la transformée de Fourier et la transformée de Fourier
inverse de g € S(R?). Il est bien connu que si g € S(R?) alors g, g¥ € S(RY).

Proposition 15. Soit m une fonction bornée sur R, définie en dehors des axes de co-
ordonnées de R? et de classe C% sur cette région (DPm existe et est continue pour tout
multi-indice 3 € N tel que |3| = By+-- -+ B4 < d). Supposons que pour tout k € {1,...,d},
tous ji,...,Jk € {1,...,d} et toust; € R, 1 ¢ {j1,...,jk}, il existe une constante A > 0
telle que

|[Dj, -+ Dj m](ty, ... ta)| < Altyy |74 [t ]

Alors, pour tout r € (1,00),

1T (£l < Ca (A [[mll ) max(r, (r = 1)1 £, Vf € SR?),

pour une constante dimensionnelle Cq > 0 finie. Deplus, T,, peut étre prolongé en un
opérateur borné de Ly(R?) dans L.(R%).
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Résumé Les résultats obtenus dans cette these concernent l’estimation non paramé-
trique de densités de probabilité. Ces travaux ont été motivés par le fait que les modeles
statistiques considérés, qui sont relativement simples, constituent un laboratoire d’explo-
ration théorique et apparaissent dans des domaines d’application tres variés comme, par
exemple, ’astronomie, la biologie, la chimie, I’économie ou encore la santé publique. Prin-
cipalement, nous nous intéressons a estimer une densité de probabilité multidimensionnelle
de régularité anisotrope et inhomogene. Cela signifie que la fonction estimée peut, d’une
part, avoir des régularités d’ordres différents dans les différentes directions de 1’espace
d’observation et, d’autre part, étre plutot irréguliere dans certaines parties de cet espace
et assez réguliere dans d’autres. Plus précisément, nous proposons des procédures d’es-
timation qui sont adaptatives, non seulement par rapport aux parametres de régularité,
mais aussi par rapport a la structure d’indépendance de la densité de probabilité estimée.
Cela nous permet de réduire I'influence de la dimension du domaine d’observation sur la
qualité d’estimation et de faire en sorte que cette derniere soit la meilleure possible. Pour
analyser la performance de nos méthodes nous adoptons le point de vue minimax et nous
généralisons un critere d’optimalité pour 'estimation adaptative. L’utilisation du critere
que nous proposons s’impose lorsque le parametre d’'intérét est estimé en un point fixé
car, dans ce cas, il y a un ”prix a payer” pour 'adaptation par rapport a la régularité et
a la structure d’indépendance. Cela n’est plus vrai lorsque ’estimation est globale. Dans
le modele de densité (avec des observations directes) nous considérons le probleme de I'es-
timation ponctuelle et celui de l'estimation en norme L, p € [1,00). Dans le modele de
déconvolution (avec des observations bruitées) nous étudions le probleme de I'estimation
en norme L, p € [1, 00|, dans le cas ot la fonction caractéristique du bruit décroit polyno-
mialement & l'infini. Chaque estimateur que nous proposons est obtenu par une procédure
de sélection aléatoire dans une famille d’estimateurs a noyau.

Abstract The results obtained in this thesis concern the non parametric estimation of
probability densities. This work was motivated by the fact that the statistical models we
are considering, which are relatively simple, constitute a laboratory of theoretical explo-
ration and appear in a variety of application areas as, for example, astronomy, biology,
chemistry, economics or public health. Primarily, we are interested in estimating a multi-
variate probability density which is anisotropic and inhomogeneous. This means that the
estimated function can, on the one hand, have derivatives of different orders in different di-
rections of the observation space and, on the other hand, be rather irregular in some parts
of this space and fairly regular in others. Specifically, we propose estimation procedures
that enable us to take into account the regularity properties of the underlying probability
density and its independence structure simultaneously. This allows us to reduce the in-
fluence of the dimension of the observation space on the accuracy of estimation and then
to improve it. To analyze the performance of our methods we adopt the minimax point of
view and we generalize a criterion of optimality for adaptive estimation. The use of the
criterion we propose is necessary for estimation at a fixed point. Indeed, in this setting,
there is a "penalty” for adaptation with respect to the regularity and to the independence
structure. This is no longer true for global estimation. In the density model (with direct
observations) we consider both the problem of pointwise estimation and the problem of es-
timation under Ly-loss (p € [1,00)). In the deconvolution model (with noisy observations)
we study the problem of estimation with an L,-risk (p € [1, 00]) when the characteristic
function of the noise decreases polynomially at infinity. Any estimator that we propose is
obtained by a random selection procedure in a family of kernel estimators.
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