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fait l’immense honneur de m’accompagner durant ces trois années de doctorat. Toujours
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1.1.8 Structure d’indépendance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.2 Résultats connus et apports de cette thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Objet de la thèse

Les résultats obtenus dans cette thèse concernent l’estimation de densités de proba-
bilité. Ce domaine d’étude a fait l’objet d’un très grand nombre de travaux théoriques
en statistique paramétrique pour estimer des paramètres fini-dimensionnels caractérisant
une famille de densités de probabilité, comme en statistique non-paramétrique, lorsque le
paramètre d’intérêt est une densité de probabilité appartenant à une classe fonctionnelle
non fini-dimensionnelle. Ces travaux ont été motivés par le fait que les modèles statis-
tiques considérés, qui sont relativement simples, constituent un laboratoire d’exploration
théorique et apparaissent dans des domaines d’application très variés comme, par exemple,
l’astronomie, la biologie, la chimie, l’économie ou encore la santé publique. Avec ces mêmes
motivations, nous nous intéressons à estimer, dans deux modèles statistiques différents, une
densité de probabilité multidimensionnelle de régularité anisotrope et inhomogène. Cela si-
gnifie que la fonction estimée peut, d’une part, avoir des régularités d’ordres différents dans
les différentes directions de l’espace d’observation et, d’autre part, être plutôt irrégulière
dans certaines parties de cet espace et assez régulière dans d’autres. L’objectif principal est
de proposer des procédures d’estimation qui soient adaptatives, non seulement par rapport
aux paramètres de régularité, mais aussi par rapport à la structure d’indépendance de la
densité de probabilité estimée, pour obtenir une qualité d’estimation qui soit la meilleure
possible. Pour analyser la performance de nos méthodes nous adoptons le point de vue
minimax et nous généralisons un critère d’optimalité pour l’estimation adaptative. L’uti-
lisation du critère que nous proposons s’impose lorsque le paramètre d’intérêt est estimé
en un point fixé car, dans ce cas, il y a un ”prix à payer” pour l’adaptation par rapport à
la régularité et à la structure d’indépendance. Cela n’est plus vrai lorsque l’estimation est
globale, sur tout l’espace d’observation.

1.1.1 Modèles statistiques

Ici, comme très souvent dans la littérature, l’estimation d’une densité de probabilité
peut se faire à partir d’observations directes ou avec des observations bruitées, ce qui est
plus réaliste et davantage considéré dans la pratique (cf. Merritt [99], Carroll, Ruppert,
Stefanski et Crainiceanu [28], Comte et Rebafka [31]). Ces deux situations peuvent être
décrites par les deux modèles statistiques suivants :

7



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Le modèle de densité (M1). On considère des vecteurs aléatoires d’intérêtX1, . . . , Xn,
n ∈ N∗, à valeurs dans Rd, indépendants et identiquement distribués (i.i.d.) et de densité
f par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rd. Cette densité est supposée inconnue et
l’objectif est d’estimer f en utilisant l’observation X(n) = (X1, . . . , Xn). Dans ce cas, un
estimateur de f est une fonction x 7→ f̃n(x) = f̃n(x,X(n)) mesurable par rapport à X(n).

Le modèle de déconvolution (M2). Considérons des vecteurs aléatoires d’intérêt
X1, . . . , Xn, n ∈ N∗, à valeurs dans Rd, i.i.d. et de densité f par rapport à la mesure de
Lebesgue sur Rd. On suppose que f est inconnue et que l’on a à notre disposition des
observations bruitées

Yk = Xk + εk, k = 1, . . . , n. (1.1)

Les erreurs de mesure εk sont des vecteurs aléatoires d-dimensionnels i.i.d. et de densité q
supposée connue. Les suites (X1, . . . , Xn) et (ε1, . . . , εn) sont mutuellement indépendantes.
L’objectif est d’estimer la densité f en utilisant l’observation Y (n) = (Y1, . . . , Yn). Dans
ce cas, un estimateur de f est une fonction x 7→ f̃n(x) = f̃n(x, Y (n)) mesurable par
rapport à Y (n). Notons que les observations Yk sont les copies i.i.d. d’un vecteur aléatoire
d-dimensionnel Y dont la densité fY est le produit de convolution de f et q, c’est-à-dire
que

fY (x) = f ? q(x) :=

∫
Rd
f(x− y)q(y)dy, ∀x ∈ Rd. (1.2)

Comme q est connue, si on estime correctement la densité fY à l’aide de l’observation Y (n),
alors la reconstruction du paramètre f d’intérêt peut être abordée comme un problème de
déconvolution.

1.1.2 Problèmes d’estimation

Pour chacun des deux modèles statistiques décrits ci-dessus nous abordons différents
types de problèmes d’estimation. Pour chaque problème d’estimation, nous choisissons une
semi-norme ` adéquate sur l’espace fonctionnel auquel est supposé appartenir la densité f .
Cela nous permet d’évaluer la perte `

(
f̃n−f

)
engendrée par notre procédure d’estimation.

La qualité d’estimation d’un estimateur f̃n est alors mesurée par le risque de perte

R(r)
n

[
f̃n, f

]
:=
(
Ef
[
`
(
f̃n − f

)]r) 1
r
, r ≥ 1, (1.3)

où Ef := E(n)
f est l’espérance mathématique par rapport à la loi de probabilité Pf := P(n)

f de

l’observation X(n) (pour le modèle de densité) ou Y (n) (pour le modèle de déconvolution).
Par abus de langage, nous dirons qu’un estimateur est consistant si son risque de perte
converge vers 0 lorsque le nombre n d’observations tend vers l’infini.

Comme, par définition, une densité de probabilité définie sur Rd est dans L1(Rd), il
est naturel d’évaluer la perte entre f et un estimateur f̃n dans la norme L1 définie par
‖g‖1 :=

∫
|g(x)|dx, ∀g ∈ L1(Rd). De nombreux résultats sur l’estimation d’une densité

dans L1(Rd) ont été obtenus depuis les années 70 (cf. Devroye et Györfi [39], Birgé [11], De-
vroye [40], Devroye et Lugosi [41]-[42]-[43], Giné, Mason et Zaitsev [54]). Pour ce problème
d’estimation, on obtient des résultats satisfaisants (au sens minimax) si la densité estimée
est à support compact, mais cela devient plus compliqué si le domaine d’observation est
l’espace Rd tout entier. En particulier, pour la perte L1, Hasminskii et Ibragimov [68] ont
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été les premiers à démontrer qu’il n’existait pas d’estimateur uniformément consistant sur
certaines classes de densités anisotropes et inhomogènes à support dans Rd (cf. Section
1.2.2 pour plus d’explications).

Pour faire face à ce problème, mais aussi pour plus de généralité, la perte peut être
mesurée dans Lp(Rd), p ∈ [1,∞), muni de la norme Lp définie par ‖g‖p := (

∫
|g(x)|p dx)1/p,

∀g ∈ Lp(Rd). Pour cela il faut bien sûr supposer que la densité estimée est dans Lp(Rd),
ce qui est le cas, par exemple, si elle est uniformément bornée.

Comme il est fréquent de considérer que la densité estimée est uniformément bornée
sur Rd, on peut aussi évaluer la perte dans la norme L∞ vérifiant ‖g‖∞ := supx∈Rd |g(x)|,
pour toute fonction g : Rd → R mesurable et uniformément bornée. Évidemment, un
estimateur donnant des résultats satisfaisants pour la norme L∞ peut être utilisé pour
l’estimation ponctuelle. Mais nous verrons que la considération d’une perte ponctuelle
et d’une procédure d’estimation locale peut nous conduire à obtenir des résultats encore
meilleurs.

Enfin, pour estimer des densités de probabilité, la qualité d’estimation fournie par cer-
tains estimateurs (qui sont eux-mêmes des densités de probabilité) peut aussi être évaluée
en utilisant d’autres distances comme, par exemple, la distances de Hellinger (cf. Baraud
[3]) qui est une distance entre mesures de probabilité. Dans ce cas :

[`(f̃n − f)]2 = h2(f̃n, f) =
1

2

∫ [√
f̃n(x)−

√
f(x)

]2
dx.

Dans cette thèse, les problèmes d’estimation abordés peuvent être classés dans les deux
catégories suivantes :

Estimation globale Le but est d’estimer la densité f sur tout l’epace Rd. Pour cela on
suppose que f est dans Lp(Rd), 1 ≤ p ≤ ∞, et pour tout estimateur f̃n ∈ Lp(Rd) la perte
globale est définie par

`
(
f̃n − f) =

∥∥∥f̃n − f∥∥∥
p
. (1.4)

On parlera aussi de perte Lp, de risque Lp pour le risque de perte globale et d’estimation
en norme Lp.

Estimation ponctuelle Le but est d’estimer la densité f en un point x ∈ Rd fixé. Dans
ce cas la perte ponctuelle est définie par

`
(
f̃n − f) =

∣∣∣f̃n(x)− f(x)
∣∣∣ . (1.5)

Le risque de perte correspondant sera appelé risque ponctuel.

Pour chaque problème d’estimation se pose la question de l’existence d’estimateur
optimal parmi tous les estimateurs possibles, pour un paramètre d’intérêt appartenant à
une certaine classe fonctionnelle. La minimaxité est un critère d’optimalité très souvent
utilisé en statistique paramétrique comme en statistique non-paramétrique.
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1.1.3 Approche minimax

Pour la théorie minimax, la fonction f estimée appartient à une classe fonctionnelle Σ
donnée dont la définition dépend d’informations sur f qui sont supposées connues à priori.
Pour s’assurer que les performances d’un estimateur f̃n soient satisfaisantes pour toutes
les fonctions de Σ, on évalue son risque maximal sur cette classe fonctionnelle,

R(r)
n

[
f̃n,Σ

]
:= sup

f∈Σ
R(r)
n

[
f̃n, f

]
.

Pour analyser la qualité d’estimation obtenue, ce risque maximal doit être comparé avec
celui du meilleur estimateur, c’est-à-dire avec le risque minimax sur Σ,

R(r)
n [Σ] := inf

f̃n

sup
f∈Σ
R(r)
n

[
f̃n, f

]
.

Ici la borne inférieure est calculée sur l’ensemble de tous les estimateurs possibles.

Définition 1. Une suite
(
ϕn(Σ)

)
n∈N strictement positive et tendant vers 0 lorsque n tend

vers ∞ est appelée vitesse de convergence minimax sur l’espace semi-normé (Σ, `) si
il existe une constante c > 0 et une constante C <∞ vérifiant

c ≤ lim inf
n→+∞

ϕ−1
n (Σ)R(r)

n [Σ] ≤ lim sup
n→+∞

ϕ−1
n (Σ)R(r)

n [Σ] ≤ C. (1.6)

Dans ce cas, un estimateur f̃∗n est appelé estimateur minimax sur (Σ, `) si il existe une
constante C ′ <∞ telle que

lim sup
n→+∞

ϕ−1
n (Σ)R(r)

n

[
f̃∗n,Σ

]
≤ C ′. (1.7)

Le critère de minimaxité est parfois contesté parce qu’il présente quelques défauts.
Tout d’abord, les résultats obtenus sont asymptotiques et à une constante près. On peut
trouver certains résultats sur l’estimation minimax asymptotiquement exacte mais ils sont
assez peu nombreux (cf. Bertin [8]). Le premier d’entre eux a été proposé par Pinsker [107].
Ensuite, le critère de minimaxité est considéré comme trop pessimiste puisqu’il fournit le
meilleur estimateur pour la plus mauvaise valeur du paramètre d’intérêt. Néanmoins il
reste très fréquemment utilisé car il a l’avantage de rendre possible la comparaison entre
les différentes méthodes d’estimation (cf. Section 1.1.5).

Ici, comme couramment en statistique mathématique, la résolution d’un problème d’es-
timation minimax sur une classe fonctionnelle Σ est réalisée en deux étapes :

1. trouver une normalisation ϕn(Σ) vérifiant une borne inférieure du risque minimax
du type

lim inf
n→+∞

ϕ−1
n (Σ)R(r)

n [Σ] > 0;

2. construire un estimateur f̃∗n vérifiant une borne supérieure du risque minimax telle
que

lim sup
n→+∞

ϕ−1
n (Σ)R(r)

n

[
f̃∗n,Σ

]
<∞.
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Lorsque de tels résultats ont été obtenus nous dirons simplement que ϕn(Σ) est la vitesse
de convergence (minimax) sur Σ et que l’estimateur f̃∗n est minimax sur Σ. Aussi, nous

noterons R(r)
n [Σ] � ϕn(Σ) pour décrire rapidement le résultat de la première étape et

R(r)
n

[
f̃∗n,Σ

]
� ϕn(Σ), n→∞,

pour indiquer que le risque maximal de l’estimateur f̃∗n est asymptotiquement du même
ordre que ϕn(Σ). La vitesse de convergence étant définie à une constante près, elle sera
donnée sous la forme n−γ ou [n/ ln(n)]−γ pour les problèmes d’estimation qui nous inté-
ressent.

Farrel [52] et Birgé [10] ont montré que pour n’importe quel estimateur f̃n, il existe

une densité f pour laquelle le risque R(r)
n

[
f̃n, f

]
ne tend pas asymptotiquement vers 0.

Pour remédier à cela, il faut introduire un paramètre d’amplitude dans la définition de
la classe Σ. C’est pourquoi cette classe fonctionnelle est généralement contenue dans une
boule (ou une intersection de boules) d’un espace d’approximation approprié au problème
d’estimation considéré.

Dans cette thèse, nous supposons que la densité estimée appartient à une classe de
Nikolskii anisotrope Nr,d(β, L) (cf. Chapitre 2, Section 2.3.1). Ces classes fonctionnelles
ont d’abord été introduites pour la théorie de l’approximation par Nikolskii [102]-[103].
Pour l’estimation minimax d’une densité multivariée, elles ont été considérées pour la
première fois par Ibragimov et Khasminskii [70]-[71]. Pour toute fonction f ∈ Nr,d(β, L),
la coordonnée βj du vecteur β = (β1, . . . , βd) ∈ (0,∞)d représente la régularité de f dans la
direction de xj , alors que la coordonnée rj du vecteur r = (r1, . . . , rd) ∈ [1,∞]d représente
l’indice de la norme intégrale dans laquelle la régularité βj est mesurée (r est parfois
appelé indice d’homogénéité). Quant au paramètre L = (L1, . . . , Ld) ∈ (0,∞)d, c’est un
paramètre d’amplitude. Plus précisément, la classe Nr,d(β, L) est l’intersection de boules
dans des espaces fonctionnels semi-normés dont les rayons sont les coordonnées Lj . Le fait
que la régularité dépende de la direction dans Rd indique le caractère anisotrope de la
densité estimée. Le fait que la régularité soit mesurée dans des normes intégrales indique
que cette densité peut être inhomogène, c’est à dire plutôt ”irrégulière” dans certaines
parties du domaine d’observation et assez ”lisse” dans d’autres. Pour l’estimation d’une
densité anisotrope homogène, il convient de considérer qu’elle est dans une classe de Hölder
anisotrope Hd(β, L) = N∞,d(β, L), c’est-à-dire que rj =∞. Si βj = β > 0, rj = r ∈ [1,∞]
et Lj = L > 0 pour tout j ∈ {1, . . . , d} alors la densité estimée est dite isotrope. Dans
tous les cas, les classes de Nikolskii sont contenues dans des espaces de Besov particuliers
(cf. Annexe, Definition 11).

En statistique non-paramétrique, pour l’estimation minimax, la classe fonctionnelle
contenant le paramètre d’intérêt est très souvent une boule de Besov Bβr,θ(L), parfois
au paramètre d’amplitude près suivant la définition qui est considérée. Notons que la
définition des espaces de Besov que nous utilisons dans cette thèse, à l’aide de dérivées
partielles, peut être remplacée par une caractérisation portant sur les coefficients dans
une base d’ondelettes (cf. Donoho, Johnston, Kerkyacharian et Picard [37]-[38]), ou sur
des approximations polynomiales (cf. Lepski, Mammen et Spkoiny [85]), ou encore sur
des différences finies réitérées (cf. Kerkyacharian, Lepski et Picard [78]). Le choix d’une
définition plutôt qu’une autre peut dépendre de la méthode utilisée pour calculer le biais
des estimateurs considérés (cf. Section 1.1.5). L’équivalence entre les différentes définitions
des espaces de Besov peut être obtenue via une caractérisation de Littlewood-Paley (cf.
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Nikolskii [102]-[103], Triebel [121]-[123], Grafakos [65]-[66], Meyer [100]). La caractérisation
des classes de Nikolskii à l’aide de dérivées partielles a, par exemple, été utilisée pour
l’estimation dans le modèle de densité (M1) par Goldenshluger et Lepski [60] et dans le
modèle de déconvolution (M2) par Comte et Lacour [30].

Les espaces de Besov particuliers qui sont généralement considérés dans la littérature
sont les espaces de Hilbert-Sobolev Wd(β) = Bβ2,2(Rd) (ici rj = θ = 2), les espaces de

Sobolev Wp,d(β) = Bβp,p(Rd) (ici rj = θ = p), les espaces de Hölder-Zygmund Hd(β) =

Bβ∞,∞(Rd) (ici rj = θ =∞) et aussi les espaces de Hölder-Nikolskii Nr,d(β) = Bβr,∞(Rd) (ici

θ =∞). Si βj = β et rj = r pour tout j ∈ {1, . . . , d} alors l’espace Bβr,θ(R
d) est un espace

de Besov isotrope qui sera noté simplement Bβr,θ(R
d). Afin de comprendre plus facilement

le lien entre les différents résultats que nous donnons dans la suite, nous rappelons ici
quelques inclusions dans le cas isotrope (cf. Nikolskii [103] pour le cas anisotrope) :

Bβr,min{θ,θ′}(R
d) ⊂ Bβr,max{θ,θ′}(R

d), Bmax{β,β′}
r,θ (Rd) ⊂ Bmin{β,β′}

r,θ (Rd);

Bβr,θ(R
d) ⊂ Bβ

′

r′,θ(R
d), β′ = β − d/r + d/r′ > 0, r′ > r.

En particulier, Wr,d(β) ⊂ Nr,d(β) ⊂ Hd(β − d/r).

Finalement, la classe fonctionnelle considérée pour l’estimation minimax dépend forte-
ment d’un paramètre de nuisance α plus ou moins ”compliqué”et supposé connu à priori, ce
qui est souvent impossible dans la pratique. Par exemple, si Σ = Nr,d(β, L), α = (β, r, L).
De plus, si on note Σ = Σα pour indiquer cette dépendance, un estimateur minimax sur
Σα n’est pas obligatoirement minimax sur Σα′ si α′ 6= α (cf. Section 1.1.8). Pour ces
raisons, en statistique non-paramétrique, l’approche minimax développée dans les années
70-80 a laissé progressivement sa place à une approche minimax adaptative depuis la fin
des années 80 et jusqu’à nos jours.

1.1.4 Approche minimax adaptative

Pour la théorie minimax adaptative, la fonction estimée est toujours supposée appar-
tenir à une classe fonctionnelle Σ, mais qui n’est pas connue à priori. Par contre, Σ est
supposée appartenir à une ”grande” famille de classes fonctionnelles {Σα, α ∈ A} donnée.
Dans ce cas, A est l’ensemble des paramètres de nuisance. Par exemple, si Σα = Nr,d(β, L)

alors A ⊆ (0,∞)d × [1,∞]d × (0,∞)d. Pour qu’un estimateur f̃n soit bon, il faut que la
qualité d’estimation soit bonne quelle que soit la classe fonctionnelle contenant le para-
mètre d’intérêt, c’est-à-dire que notre estimateur soit adaptatif par rapport au paramètre
de nuisance α. Il est alors naturel d’évaluer son risque maximal sur chaque classe Σα et de

le comparer avec le risque minimax R(r)
n [Σα] (ou avec la vitesse de convergence ϕn(Σα)).

Définition 2. 1) Une famille de normalisations ψ =
{
ψn(Σα) > 0, α ∈ A

}
est dite

admissible si il existe un estimateur f̃∗n vérifiant

lim sup
n→+∞

ψ−1
n (Σα)R(r)

n

[
f̃∗n,Σα

]
<∞, ∀α ∈ A. (1.8)

Dans ce cas, l’estimateur f̃∗n est dit ψ-adaptatif.

2) Si ϕn(Σα) est la vitesse de convergence sur Σα et ϕ =
{
ϕn(Σα), α ∈ A

}
est admissible,
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tout estimateur ϕ-adaptatif est appelé estimateur adaptatif optimal en vitesse de
convergence sur la famille de classes fonctionnelles {Σα, α ∈ A}.

Le premier estimateur adaptatif optimal en vitesse de convergence (E.A.O.) a été pro-
posé par Efroimovich et Pinsker [44] pour l’estimation en norme L2, dans le modèle du
bruit blanc Gaussien, d’un signal univarié périodique appartenant à une classe de Sobolev
W2,1(β, L). Mieux encore, l’estimateur de Efroimovich et Pinsker [44] est asymptotique-
ment exact sur chaque classe W2,1(β, L) puisque son risque maximal est asymptotique-
ment équivalent au risque minimax sur chacune de ces classes fonctionnelles. Dans ce cas,
l’asymptotique exacte du risque minimax sur W2,1(β, L) est P (L)n−β/(2β+1), où P (L) est
la constante de Pinsker. Remarquons que, pour ce problème, la régularité du signal et
l’erreur d’estimation sont mesurées dans la même norme. Des résultats similaires dans le
modèle de densité ont ensuite été obtenus par Efroimovich [45].

Depuis ces travaux, de très nombreuses méthodes d’estimation adaptative ont été
proposées pour l’estimation en norme L2 dans différents modèles statistiques. Un grand
nombre d’entre elles ont été développées, par exemple, par Golubev [63], Golubev et Nuss-
baum [64], Donoho et Johnston [36], Barron, Birgé et Massart [5], Cai [24], Nemirovski
[101], Juditsky et Nemirovski [73], Birgé et Massart [13], Cavalier et Tsybakov [25], Weg-
kamp [129], Tsybakov [125], Leung et Barron [91], Cavalier et Golubev [26], Rigollet [111],
Rigollet et Tsybakov [112], Bunea, Tsybakov et Wegkamp [18], Dalalyan et Tsybakov
[33], Efroimovich [47], Youndjé et Wells [130], Goldenshluger [57], Rigollet et Tsybakov
[113], Chacón et Duong [29], Reynaud-Bouret, Rivoirard et Tuleau-Malot [110], Bertin,
Le Pennec et Rivoirard [9], Akakpo [2], Comte et Lacour [30] et Birgé [14] (dans l’ordre
chronologique).

Lepski [84] a été le premier à considérer le problème de l’estimation adaptative dans
un contexte très vaste, incluant l’estimation en norme Lp (p ∈ [1,∞]) et l’estimation
ponctuelle, et a démontré qu’il n’était pas toujours possible de construire un E.A.O. Par
exemple, pour l’estimation d’un signal univarié à support compact dans le modèle du bruit
blanc Gaussien, et pour la famille des classes de Hölder unidimensionnelles N∞,1(β, L),
Lepski [84] a démontré qu’il existait un E.A.O. pour l’estimation en norme Lp (p ∈ [1,∞]),
mais pas pour l’estimation ponctuelle. Pour ce dernier cas, se pose à nouveau la question
de l’optimalité, mais cette fois pour l’estimation adaptative par rapport au paramètre de
nuisance.

Plus généralement, pour résoudre un problème d’estimation minimax adaptative sur
une famille de classes fonctionnelles, il faut trouver une famille de normalisations admissible
ψ qui soit ”optimale” et fournir un estimateur ψ-adaptatif. Un premier critère d’optimalité
a été proposé par Lepski [84]. Ce critère présentant certains défauts, Tsybakov [124] en a
introduit un second, relativement performant pour l’estimation adaptative sur des classes
fonctionnelles unidimensionnelles, mais pouvant être amélioré lorsqu’il s’agit d’estimer une
fonction multivariée et anisotrope. Pour ce dernier type de problèmes, Klutchnikoff [81] a
proposé un nouveau critère d’optimalité, plus précis que le précédent, qu’il a utilisé pour
montrer l’optimalité de ses résultats pour l’estimation adaptative ponctuelle d’un signal
anisotrope Höldérien, dans le modèle du bruit blanc Gaussien.

L’idée principale est de comparer les familles de normalisations admissibles deux à
deux, dans le cas où l’ensemble A des paramètres de nuisance peut être considéré comme
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étant une variété de dimension m d’un espace Rm, m ∈ N∗. Pour cela il faut introduire,
pour deux familles de normalisations ψ et ψ, les ensembles

A(0)
[
ψ/ψ

]
:=

{
α ∈ A : lim

n→∞

ψn (Σα)

ψn (Σα)
= 0

}
,

A(∞)
[
ψ/ψ

]
:=

{
α ∈ A : lim

n→∞

ψn (Σα0)

ψn (Σα0)

ψn (Σα)

ψn (Σα)
=∞, ∀α0 ∈ A(0)

[
ψ/ψ

]}
.

A(0)
[
ψ/ψ

]
est l’ensemble des valeurs du paramètre de nuisance pour lesquelles la famille

de normalisations ψ est meilleure que ψ. Pour chacune de ces valeurs, la normalisation ψ
est bien meilleure que ψ sur l’ensemble A(∞)

[
ψ/ψ

]
.

Définition 3. Une famille de normalisations ψ =
{
ψn(Σα) > 0, α ∈ A

}
est appelée

vitesse adaptative de convergence si elle est admissible et si, pour toute famille de
normalisations ψ admissible telle que A(0)

[
ψ/ψ

]
6= ∅, l’ensemble A(0)

[
ψ/ψ

]
est contenu

dans une variété de dimension m− 1 et l’ensemble A(∞)
[
ψ/ψ

]
contient un ouvert de Rm.

Dans ce cas, un estimateur ψ-adaptatif est appelé estimateur adaptatif en vitesse de
convergence sur la famille de classes fonctionnelles {Σα, α ∈ A}.

Évidemment, si la famille des vitesses de convergence ϕ = {ϕ(Σα), α ∈ A} est ad-
missible, alors A(0)

[
ψ/ϕ

]
= ∅ pour toute famille de normalisations ψ admissible. Dans ce

cas, le critère précédent choisira ϕ comme vitesse adaptative de convergence. Notons aussi
que la vitesse adaptative de convergence est unique en ordre puisque, si ψ et ψ sont deux
vitesses adpatatives de convergence, alors ψn(Σα) � ψn(Σα), ∀α ∈ A.

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’estimation minimax adaptative sur des
familles de classes de densités de probabilité anisotropes et inhomogènes. Pour pouvoir
améliorer la qualité d’estimation, nous prenons en compte l’éventuelle structure d’indé-
pendance du vecteur X d’intérêt et, pour analyser les performances de nos méthodes,
nous développons à notre tour le critère d’optimalité de Klutchnikoff [81] (cf. Chapitre
2, Section 2.3.4). Dans ce cadre, nous proposons des estimateurs adaptatifs en vitesse de
convergence pour différents problèmes d’estimation (globale ou ponctuelle) et l’adaptation
se fait simulatément par rapport à l’anisotropie, l’inhomogénéité et l’éventuelle structure
d’indépendance de la densité estimée (cf. Section 1.1.8). Pour construire ces estimateurs,
nous développons la procédure de sélection aléatoire (mesurable par rapport à l’observa-
tion) proposée par Lepski [88], en utilisant des familles d’estimateurs à noyau que nous
choisissons soigneusement et différemment suivant les problèmes d’estimation considérés.

1.1.5 Méthodes d’estimation à noyau

Dans tous les problèmes d’estimation considérés, la perte d’un estimateur f̃n peut être
décomposée de la façon suivante :

f̃n(x)− f(x) = f̃n(x)− Ef
{
f̃n(x)

}
︸ ︷︷ ︸
terme stochastique

+Ef
{
f̃n(x)

}
− f(x)︸ ︷︷ ︸

biais

Le terme stochastique correspond à l’erreur stochastique relative à l’estimateur f̃n. Le
risque d’erreur stochastique est calculé en utilisant des outils probabilistes comme, par
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exemple, des majorations de moments et des inégalités de concentration (cf. Section 1.1.7,
Annexe). Quant au biais, il peut être considéré comme étant une erreur d’approximation.
Pour le calculer, il faut choisir une méthode d’approximation. Si on choisit la convolution,
qui est une méthode linéaire très fréquemment utilisée en théorie de l’approximation, on
est amené à considérer un estimateur f̃n vérifiant Ef

{
f̃n(x)

}
= Kh ?f(x), où Kh ∈ L1(Rd)

est un noyau tel que
∫
Kh = 1 et h ∈ (0, 1]d est un paramètre de lissage appelé aussi fenêtre

multidimensionnelle.

Pour le modèle de densité (M1), l’estimateur à noyau qui est très souvent utilisé est
l’estimateur de Parzen-Rosenblatt (cf. Rosenblatt [114], Parzen [105]) défini par

f̃h(x) :=
1

n

n∑
k=1

Kh (Xk − x) , Kh (x) =
1∏d

j=1 hj
K

(
x1

h1
, . . . ,

xj
hj

)
, (1.9)

où K : Rd → R est une fonction vérifiant
∫
K = 1 (K est un noyau).

Pour le modèle de déconvolution (M2), on peut aussi utiliser une méthode à noyau (cf.
Carroll et Hall [27], Stefanski et Carroll [119] et Fan [48]-[49] pour le cas unidimensionnel,
Masry [94], Youndjé et Wells [130] et Comte et Lacour [30] pour le cas multidimensionnel)
définie par

f̃h(x) :=
1

n

n∑
k=1

L(h) (x− Yk) , L(h)(x) :=
1

(2π)d

∫
Rd
e−i〈t,x〉

K̂h(t)

q̂(t)
dt. (1.10)

Ici et dans la suite, ĝ désigne la transformée de Fourier d’une fonction g ∈ L1(Rd), définie
par ĝ(x) =

∫
ei<t,x>g(x)dx, où < ·, · > est le produit scalaire Euclidien sur Rd.

Dans tous les cas, si K est un noyau bien construit et fixé, il est souvent possible de
choisir un ”bon” estimateur à noyau f̃h (voir même un estimateur minimax). Pour cela, il
faut choisir convenablement la fenêtre h. Pour l’approche minimax, le choix de la fenêtre
est déterministe et dépend de la classe fonctionnelle contenant le paramètre d’intérêt à
priori (cf. Ibragimov et Khasminskii [70]-[71] pour le modèle de densité, Fan [48]-[49] pour
le modèle de déconvolution). Pour l’approche minimax adaptative, ce choix est aléatoire
(car il dépend des observations) et ne dépend d’aucune information sur la fonction estimée
(cf. Goldenshluger et Lepski [60] pour le modèle de densité, Comte et Lacour [30] pour le
modèle de déconvolution).

Notons que ces estimateurs à noyau appartiennent à la grande famille des estimateurs
linéaires qui, pour l’estimation d’une densité de probabilité, peuvent être définis de façon
très générale comme ci-dessous (cf. Donoho, Johnston, Kerkyacharian et Picard [38]).
Posons Z(n) = X(n) si c’est le modèle de densité (M1) qui est considéré, ou Z(n) = Y (n) si
on estime une densité de probabilité dans le modèle de déconvolution (M2).

Définition 4. Un estimateur f̃n(·) = f̃n(·, Z(n)) est dit linéaire si il peut être écrit sous
la forme

f̃n(x) =
n∑
k=1

Tk(x, Zk), ∀x ∈ Rd,

où les fonctions Tk : Rd × Rd → R sont mesurables.
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Pour les deux modèles statistiques que nous étudions dans cette thèse, chaque estima-
teur linéaire vérifie une égalité telle que Ef

{
f̃n(x)

}
=
∫
K(y, x)f(y)dy. Ainsi, l’espérance

mathématique d’un estimateur linéaire est une fonctionnelle linéaire du paramètre d’in-
térêt. Notons que certains auteurs considèrent que cette dernière propriété caractérise les
estimateurs linéaires (cf. Goldenshluger et Lepski [60]-[61]).

Si les méthodes linéaires (à noyau, par projection orthogonale et autres) permettent
d’obtenir des résultats optimaux pour certains problèmes d’estimation minimax, elles pré-
sentent des inconvénients pour d’autres, et cela peut dépendre de l’espace d’approximation
auquel est supposé appartenir la fonction estimée. Par exemple, pour l’estimation en norme
Lp (2 ≤ p <∞) d’une densité de probabilité univariée et inhomogène, la vitesse de conver-
gence sur la classe de Nikolskii Np,1(β, L) est n−β/(2β+1) et l’estimateur minimax peut être
choisi dans la famille des estimateurs à noyau (cf. Ibragimov et Khasminskii [70]-[71]).
Par contre, pour le même problème d’estimation, les classes fonctionnelles qui sont conte-
nues dans une boule de Lp(R) et sur lesquelles le risque minimax et le risque maximal
d’un estimateur à noyau cöıncident (asymptotiquement en ordre) avec n−β/(2β+1), sont
nécessairement contenues dans une classe Np,1(β, L) (cf. Kerkyacharian et Picard [76]).
Autrement dit, pour que les estimateurs à noyau atteignent la vitesse de convergence
(minimax) pour ce problème, il faut considérer que la régularité de la densité estimée et
l’erreur d’estimation sont mesurées dans la même norme.

Pour préciser ce phénomène, Donoho, Johnston, Kerkyacharian et Picard [37]-[38] ont
démontré que, pour l’estimation en norme Lp d’une densité univariée à support compact,
un estimateur linéaire ne peut pas atteindre la vitesse minimax sur la boule de Besov
unidimensionnelle Bβr,θ(L) (et donc sur Nr,1(β, L)) dès lors que p > r. Plus précisément, il
découle de leurs résultats que, pour ce problème d’estimation, l’estimateur linéaire ”perçoit”
la régularité de la densité estimée f ∈ Bβr,θ(L) uniquement à travers l’inclusion

Bβr,θ(R) ⊂ Bβ
′

p,θ(R), β′ = β − 1/r + 1/p > 0.

Dans le même esprit, mais pour l’estimation sur R d’une densité Höldérienne, Juditsky
et Lambert-Lacroix [74] ont démontré qu’un estimateur linéaire ne peut pas atteindre la
vitesse minimax sur N∞,1(β, L) si p > 2.

Pour remédier à cela, Donoho, Johnston, Kerkyacharian et Picard [37]-[38], ainsi que
Juditsky et Lambert-Lacroix [74], ont proposé des méthodes non linéaires basées sur un
seuillage aléatoire des coefficients obtenus en estimant ceux du paramètre d’intérêt dans
une base d’ondelettes (c’est le critère de seuillage qui différencie ces méthodes). Mais on
peut aussi utiliser une procédure de sélection aléatoire ponctuelle (cf. Section 1.1.7) dans
une famille d’estimateurs à noyau et obtenir un estimateur non linéaire dont la qualité
d’estimation est bien meilleure que celle des estimateurs linéaires eux-mêmes. Dans le
modèle de densité, cela a été proposé par Goldenshluger et Lepski [62], pour l’estimation
minimax en norme Lp sur la classe de Nikolskii anisotrope Nr,d(β, L). Notons que, pour une
partie importante de l’espace des paramètres de nuisance (souvent appelée zone dense), la
qualité d’estimation fournie par ces méthodes non linéaires est sous-optimale à un facteur
[ln(n)]γ près (γ > 0), alors que celle d’un estimateur linéaire est sous-optimale à un facteur
polynomial en n près, n étant le nombre d’observations (cf. Section 1.2.2).

1.1.6 Inégalités d’oracle et estimation adaptative

Pour l’approche d’oracle, la fonction estimée est supposée appartenir à une grande
classe fonctionnelle F (naturelle pour le problème d’estimation considéré) et le nombre
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d’observations n est fixé. L’objectif est alors de choisir, dans une famille d’estimateurs
F = {f̃h : h ∈ Hn} donnée (caractérisée par le paramètre h ∈ Hn), un estimateur qui
soit le meilleur possible. Par exemple, si on cherche ”le meilleur” estimateur à noyau pour
une densité f uniformément bornée par f > 0, la famille des estimateurs peut être F =
{f̃h : h ∈ Hn}, où f̃h est défini par (1.9) ou (1.10) (avec un noyau K fixé bien choisi) et
Hn ⊂ (0, 1]d est l’ensemble des fenêtres à sélectionner. Dans ce cas, la classe fonctionnelle
est Fd[f ] = {f : Rd → R+,

∫
f = 1,

∥∥f∥∥∞ ≤ f}.

Dans tous les cas, cela pourrait revenir à résoudre le problème de minimisation

h∗n = arg inf
h∈Hn

R(r)
n

[
f̃h, f

]
.

Mais il n’est pas possible de trouver l’estimateur f̃h∗n , souvent appelé oracle dans la litté-
rature, puisque h∗n dépend du paramètre d’intérêt f qui est inconnu. L’objectif est donc
d’utiliser l’observation statistique pour sélectionner un paramètre h̃n ∈ Hn de façon à ce
que l’estimateur f̃

h̃n
vérifie une inégalité d’oracle

R(r)
n

[
f̃
h̃n
, f
]
≤ C inf

h∈Hn
R(r)
n

[
f̃h, f

]
+ δn, ∀f ∈ F, ∀n ≥ n0,

où C > 0 est une constante indépendante de n et de f , si possible proche de 1, δn est un
terme résiduel indépendant de f et le terme principal est considéré comme étant le risque
d’oracle. Il est parfois difficile de comparer le risque de l’estimateur sélectionné avec celui
de l’oracle. Dans ce cas, on cherche à obtenir une inégalité d’oracle

R(r)
n

[
f̃
h̃n
, f
]
≤ C inf

h∈Hn
R(r)
n [h, f ] + δn, ∀f ∈ F, ∀n ≥ n0, (1.11)

où R
(r)
n [h, f ] est une ”bonne” approximation du risque R(r)

n

[
f̃h, f

]
. Par exemple, dans

certains cas, on peut avoir R
(r)
n [h, f ] = `

(
B(h, f)

)
+ Un(h, f), où B(h, f) est une approxi-

mation du biais et Un(h, f) est une approximation du risque d’erreur stochastique, pour
un estimateur f̃h de la famille F considérée.

Le fait d’obtenir une telle inégalité présente plusieurs avantages. Tout d’abord, un tel
résultat n’est pas assymptotique et est vérifié pour toute fonction estimée appartenant
naturellement à une grande classe fonctionnelle. Ensuite, on peut en déduire un résultat
d’estimation minimax adaptative intéressant si, par exemple, on a :

– infα∈A ψn(Σα) ≥ C1δn ;

– Σα ⊆ F, ∀α ∈ A ;

– ∃α 7→ hn(α) ∈ Hn, supf∈Σα R
(r)
n [hn(α), f ] ≤ C2ψn(Σα), ∀α ∈ A.

En effet, dans ce cas, on obtient immédiatement la borne supérieure minimax adaptative

sup
f∈Σα

R(r)
n

[
f̃
h̃n
, f
]
≤ C(C2 + C−1

1 )ψn(Σα), ∀α ∈ A, ∀n ≥ n0.

Notons que le premier point indique que le terme résiduel δn est négligeable par rapport
à chaque normalisation ψn(Σα). Le troisième point indique que la famille d’estimateurs
F contient un estimateur atteignant la vitesse de convergence ψn(Σα) (uniformément sur
Σα) pour chaque classe fonctionnelle Σα. Ainsi, si ψ =

{
ψn(Σα), α ∈ A

}
est la vitesse
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adaptative de convergence, on peut conclure que f̃
h̃n

est un estimateur adaptatif en vitesse

de convergence sur la famille de classes fonctionnelles {Σα, α ∈ A}. Aussi, pour pouvoir
choisir un estimateur qui soit le meilleur possible, il est d’usage de considérer une famille
d’estimateurs F qui contienne un estimateur minimax f̃hn(α) pour chaque éventualité f ∈
Σα, α ∈ A.

Finalement, pour chaque problème d’estimation que nous étudions :

1. nous considérons une famille d’estimateurs soigneusement construite, en utilisant des
méthodes à noyau ;

2. nous choisissons un estimateur dans cette famille par une procédure de sélection
aléatoire, inspirée de la méthodologie de Goldenshluger-Lepski [61] ;

3. nous obtenons une inégalité d’oracle pour l’estimateur sélectionné ;

4. nous en déduisons une borne supérieure minimax adaptative.

Dans la plupart des cas, nous pouvons en déduire que notre estimateur est bien adaptatif
en vitesse de convergence sur une certaine famille de classes de Nikolskii anisotropes.

1.1.7 Méthodologie de Goldenshluger-Lepski

La méthodologie de Goldenshluger-Lepski (cf. Goldenshluger et Lepski [60]-[61]) a prin-
cipalement été introduite pour construire une méthode d’estimation par sélection dans une
famille d’estimateurs linéaires et obtenir un estimateur qui vérifie une inégalité d’oracle.
Elle est proposée dans un contexte très général et peut être utilisée pour différents pro-
blèmes d’estimation adaptative dans différents modèles statistiques. Ainsi, elle a permis
d’obtenir des méthodes d’estimation adaptatives par rapport à certaines structures (par
exemple, pour les structures single-index et projection pursuit) et, en particulier, par rap-
port à l’anisotropie de la fonction estimée. Nous ne donnons pas ici une description détaillée
de cette méthodologie, mais nous en donnons les idées principales.

Tout d’abord, cette règle de sélection aléatoire (basée sur l’observation) consiste à
choisir un estimateur dans une famille d’estimateurs linéaires F = {f̃h : h ∈ Hn}
vérifiant, pour chaque h ∈ Hn, une égalité du type Ef{f̃h(x)} =

∫
Kh(y, x)f(y)dy (cf.

Définition 4).

Le critère de sélection est basé sur la comparaison des estimateurs deux à deux en
faisant intervenir des estimateurs auxiliaires. Plus précisément, pour comparer f̃h avec les

autres estimateurs f̃h′ , on introduit des estimateurs f̃h,h′ et le critère de comparaison

∆̃n(h) = sup
h′∈Hn

[
`
(
f̃h,h′ − f̃h′

)
− Ũ

(
h, h′

)]
+
.

Si ξh,h′ et ξh′ sont les erreurs stochastiques relatives aux estimateurs f̃h,h′ et f̃h′ respecti-

vement, Ũ (h, h′) est une majorante uniforme de la perte aléatoire `
(
ξh,h′ − ξh′

)
, vérifiant

une inégalité telle que

sup
h∈Hn

(
Ef sup

h′∈Hn

[
`
(
ξh,h′ − ξh′

)
− Ũ

(
h, h′

)]r
+

) 1
r

≤ δn, ∀f ∈ F.
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Si il existe h̃n ∈ Hn mesurable par rapport à l’observation et vérifiant

∆̃n(h̃n) + sup
h′∈Hn

Ũ
(
h′, h̃n

)
≤ inf

h∈Hn

{
∆̃n(h) + sup

h′∈Hn
Ũ
(
h′, h

)}
+ δn,

l’estimateur sélectionné est f̃
h̃n

.

Lorsque les estimateurs auxiliaires vérifient la propriété de commutativité f̃h,h′ =

f̃h′,h, il est assez facile de montrer que f̃
h̃n

vérifie une inégalité d’oracle telle que celle don-

née dans (1.11). Pour que cette inégalité d’oracle soit suffisamment précise pour obtenir
une borne supérieure minimax adaptative intéressante, il faut choisir convenablement l’es-
pace des paramètres Hn, les estimateurs auxiliaires f̃h,h′ et obtenir une ”bonne” majorante

uniforme Ũ (h, h′), ce qui peut être très délicat. En particulier, le choix des estimateurs
auxiliaires doit permettre de réduire le plus possible les erreurs d’approximation et les
erreurs stochastiques générées par les comparaisons qui sont faites. Idéalement, si f̃h est

un ”bon” estimateur de f , les quantités suph′∈Hn `(Ef{f̃h,h′}−Ef{f̃h′}) et suph′∈Hn Ũ (h′, h)
doivent être de ”bonnes” approximations de son biais et de son risque d’erreur stochastique
respectivement (cf. Sections 1.1.5-1.1.6).

Dans le cas où ` est la perte ponctuelle en x ∈ Rd, le paramètre h̃n sélectionné dépend
de x et la procédure de sélection décrite ci-dessus est une procédure de sélection aléatoire
ponctuelle. Elle a un double avantage puisqu’elle permet d’obtenir une inégalité d’oracle
ponctuelle pour résoudre un problème d’estimation ponctuelle, et cette inégalité d’oracle
ponctuelle peut-être intégrée pour résoudre un problème d’estimation en norme Lp (cf.
Goldenshluger et Lepski [62]). Si ` est la perte Lp, alors la procédure de sélection décrite
ci-dessus est une procédure de sélection aléatoire globale.

Par exemple, pour l’estimation globale d’une densité anisotrope et inhomogène, la
méthodologie de Goldenshluger-Lepski a été utilisée dans le modèle de densité (M1) par
Goldenshluger et Lepski [60] et dans le modèle de déconvolution (M2) par Comte et Lacour
[30]. Pour tous ces travaux, la famille d’estimateurs linéaires qui est utilisée est une famille
d’estimateurs à noyau f̃h définis par (1.9) ou (1.10), avec h ∈ Hn ⊂ (0, 1]d, et les estimateurs
auxiliaires sont définis par f̃h,h′ = Kh′ ? f̃h (où ? est le produit de convolution standard).

Dans ce cas, comme Ef
{
f̃h′(x)

}
= Kh′ ? f(x), en utilisant l’inégalité triangulaire et

l’inégalité de Young on obtient aisément∥∥∥f̃h,h′ − f̃h′∥∥∥
p
≤ ‖K‖1

∥∥∥f̃h − f∥∥∥
p

+ ‖ξh′‖p , ∀p ∈ [1,∞].

Pour définir le critère de comparaison avec `(·) = ‖ · ‖p, il suffit donc de calculer une

majorante uniforme Ũ (h′) pour la norme Lp de l’erreur stochastique ξh′ sur l’espace Hn,
telle que (

Ef sup
h′∈Hn

[
‖ξh′‖p − Ũ

(
h′
)]r

+

) 1
r

≤ δn, ∀f ∈ F.

Le critère de sélection s’écrit alors

∆̃n(h̃n) + Ũ
(
h̃n

)
≤ inf

h∈Hn

{
∆̃n(h) + Ũ (h)

}
+ δn
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et, comme f̃h,h′ = f̃h′,h, il est facile de démontrer que l’estimateur f̃
h̃n

vérifie l’inégalité
d’oracle : ∀f ∈ F, ∀n ≥ n0,

R(r)
n

[
f̃
h̃n
, f
]
≤ inf

h∈Hn

{
(1 + 2 ‖K‖1)R(r)

n

[
f̃h, f

]
+ 2

(
Ef
[
Ũ (h)

]r) 1
r

}
+ 3δn.

Nous voyons bien ici que l’espace des paramètres Hn ne doit pas être ”trop gros” de façon à
ce que, simultanément, δn soit ”petit”et Ef

[
Ũ
(
h
)]r

”proche”de Ef
∥∥ξh∥∥rp. Mais Hn doit être

”suffisamment gros” pour contenir chaque fenêtre hn(α), α ∈ A, permettant d’atteindre la
vitesse adaptative de convergence ψn(Σα) (cf. Section 1.1.6).

A travers cet exemple, il apparâıt clairement que le plus important pour faire fonc-
tionner cette méthodologie, est le choix de l’espace des paramètres Hn et l’obtention de
majorantes uniformes sur cet espace pour contrôler efficacement les erreurs stochastiques
relatives aux estimateurs mis en jeux. Et il en est de même pour la plupart des méthodes
d’estimation adaptatives. Pour faire face à ce problème, on peut utiliser et développer
des inégalités de concentration et des inégalités maximales (en probabilité) existantes. Ces
inégalités ont été l’objet d’un très grand nombre de travaux. On peut lire, par exemple,
ceux de Alexander [1], Ledoux et Talagrand [83], Talagrand [120], van der Vaart et Wellner
[128], Birgé et Massart [12], van de Geer [127], Massart [96], Bousquet [15], Klein et Rio
[80], Giné et Koltchinskii [55], Massart [97], Goldenshluger et Lepski [59], Lepski [86]-[87]
et Lederer et van de Geer [82] (dans l’ordre chronologique).

En particulier, Goldenshluger et Lepski [59] proposent des majorantes uniformes dans
un cadre très général, pour la construction de méthodes d’estimation en norme Lp (1 ≤ p <
∞) dans un grand nombre de modèles statistiques non-paramétriques. Ils ont d’ailleurs
utilisé ces majorantes dans le modèle de densité (cf. Goldenshluger et Lepski [60]) et
cela leur a permis d’obtenir un E.A.O. sur la famille des classes de Nikolskii anisotropes
Np,d(β, L) (l’indice d’homogénéité est rj = p, comme dans la définition du risque). Par
contre, pour l’estimation en norme L2 dans le modèle de déconvolution, Comte et Lacour
[30] ont utilisé et développé une version des inégalités de concentration de Talagrand,
proposée par Klein et Rio [80], et ont ainsi obtenu un E.A.O. sur la famille des classes
de Sobolev anisotropes W2,d(β, L) (l’indice d’homogénéité est rj = 2, comme dans la
définition du risque).

Dans cette thèse, nous utilisons et développons certains des résultats obtenus par
Goldenshluger et Lepski [59] pour obtenir des majorantes uniformes de la norme Lp
(1 ≤ p < ∞) de l’erreur stochastique relatives aux estimateurs à noyau définis par (1.9)
ou (1.10) (cf Chapitre 3, Propositions 3-4-5 et Lemmes 4-5 pour l’estimation en norme Lp
dans le modèle de densité et Chapitre 4, Proposition 7 et Lemme 6 pour l’estimation en
norme Lp dans le modèle de déconvolution). Pour obtenir des majorantes uniformes pour
la perte ponctuelle ou pour la perte L∞, nous utilisons et développons d’autres résultats
obtenus par Lepski [86]-[87] (cf. Chapitre 2, Proposition 2 et Lemme 1 pour l’estimation
ponctuelle dans le modèle de densité et Chapitre 4, Proposition 7 et Lemme 6 pour l’es-
timation en norme L∞ dans le modèle de déconvolution). Pour l’estimation en norme Lp
(p ∈ [1,∞]), nous proposons une procédure de sélection aléatoire globale faisant intervenir
des estimateurs auxiliaires définis par le produit de convolution, tels que f̃h,h′ = Kh′ ? f̃h
(cf. Sections 3.2.2 et 4.3.1). Pour l’estimation en un point fixé, nous proposons une pro-
cédure de sélection aléatoire ponctuelle faisant intervenir des estimateurs auxiliaires tels
que f̃h,h′ = f̃h∨h′ , où h ∨ h′ = (h1 ∨ h′1, . . . , hd ∨ h′d), qui vérifient aussi la propriété de
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commutativité f̃h,h′ = f̃h′,h (cf. Section 2.2.2). L’utilisation de ces estimateurs apparâıt
dans les travaux de Kerkyacharian, Lepski et Picard [78], dans le modèle du bruit blanc
Gaussien, et nous permet d’obtenir une précision optimale pour l’estimation adaptative
d’une densité en un point fixé, dans le modèle de densité. Remarquons que l’introduction
des estimateurs f̃h∨h′ dans la méthodologie de Goldenshluger-Lepski peut être considérée
comme étant un raffinement de celle-ci, puisque ces estimateurs ne vérifient pas la défini-
tion des estimateurs auxiliaires donnée dans sa description générale (cf. Goldenshluger et
Lepski [61]).

1.1.8 Structure d’indépendance

Il est bien connu que la vitesse de convergence d’un estimateur est d’autant moins bonne
que la dimension de l’espace de définition de la fonction estimée est grande. Par exemple,
dans le modèle de densité, pour l’estimation en norme Lp (2 ≤ p < ∞) d’une densité
appartenant à la classe de Nikolskii anisotrope Np,d(β, L), ou pour l’estimation ponctuelle
sur la classe de Hölder anisotrope N∞,d(β, L) (ici rj = ∞), la vitesse de convergence

(minimax) est n−β/(2β+1), avec β = [
∑d

j=1 1/βj ]
−1 (cf. Ibragimov et Khasminskii [70]-

[71]). Si la densité estimée est supposée être isotrope de régularité βj = β > 0, cette vitesse
de convergence est n−β/(2β+d) et la dépendance par rapport à la dimension d apparâıt plus
clairement.

Notons que, pour ces deux problèmes d’estimation, la vitesse de convergence peut
être atteinte par l’estimateur de Parzen-Rosenblatt (1.9) défini par un noyau K vérifiant
certaines propriétés et le choix de la fenêtre suivant :

hj = L
− 1
βj

j

(
L−1
β n

)− β

2β+1
1
βj , Lβ =

d∏
k=1

L
1
βk
k , j = 1, . . . , d.

Nous voyons bien ici que la construction d’un tel estimateur dépend fortement de la
connaissance à priori de la régularité de la densité estimée, ce qui peut être un problème
dans la pratique, et qu’un estimateur minimax sur Nr,d(β, L) n’est pas nécessairement
minimax sur Nr,d(β′, L) si β 6= β′. Comme expliqué précédemment, la méthodologie de
Goldenshluger-Lepski permet de faire face au problème de l’anisotropie en sélectionnant,
dans une famille d’estimateurs à noyau, un estimateur qui s’adapte à la régularité du
paramètre d’intérêt. Mais elle ne permet pas de faire face au problème de la dimension.

Pour réduire l’influence de la dimension sur la qualité d’estimation, de nombreux cher-
cheurs ont étudié la possibilité de prendre en compte, non seulement les propriétés de
régularité du paramètre d’intérêt, mais aussi certaines hypothèses structurelles sur le mo-
dèle statistique considéré. On peut lire, par exemple, les travaux de Horowitz et Mamen
[69], Juditsky, Lepski et Tsybakov [75], Baraud et Birgé [4], Goldenshluger et Lepski [58],
Lepski et Serdyukova [89], Samarov et Tsybakov [115] ou encore ceux de Benhaddou,
Pensky et Picard [6].

Dans cette thèse, nous reprenons et approfondissons une idée qui a été récemment
introduite par Lepski [88] pour faire face au problème de la dimension dans le modèle
de densité. Cela consiste à prendre en compte la structure d’indépendance de la densité
estimée, ou plutôt sa structure produit due à la structure d’indépendance du vecteur X
d’intérêt.
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Exemple 1. (Simulations en dimension 2) Pour simplifier, considérons le modèle de
densité (M1) et supposons que le vecteur d’intérêt soit un vecteur aléatoire Gaussien X =
(X1, X2) ∈ R2 de densité

f(x) =
1

2πσ2
e−(x2

1+x2
2)/(2σ2), σ = 0, 1.

Dans ce cas, les coordonnées X1 et X2 sont des variables aléatoires réelles indépendantes
de densités marginales

fj(xj) =
1√

2πσ2
e−(x2

j )/(2σ
2), j = 1, 2.

Comme f(x) = f1(x1)f2(x2), deux possibilités s’offrent à nous pour estimer la densité f :

1. on peut considérer un estimateur à noyau standard f̃
(2)
n = f̃(h1,h2) défini, par exemple,

par un noyau Gaussien K(h1,h2)(x) = Kh1(x1)Kh2(x2) où

Khj (xj) =
1

hj
√

2π
e−x

2
j/(2h2

j ), j = 1, 2,

et (h1,h2) ∈ (0, 1]2 est un paramètre de lissage à choisir convenablement ;

2. mais on peut aussi estimer chaque densité marginale fj par l’estimateur à noyau

unidimensionnel f̃hj défini par le noyau Gaussien Khj et considérer l’estimateur

f̃
(1)
n (x) = f̃h1(x1)f̃h2(x2) qui a la même structure produit que f .

Pour comparer les performances de ces deux estimateurs, on peut effectuer quelques simula-
tions. Nous avons estimé f sur une grille de 100×100 points dans le domaine [−1/2, 1/2]2

en utilisant une transformation de Fourier discrète et n = 1000 copies du vecteurs X.
Comme f est une densité de probabilité isotrope, le paramètre de lissage h = (h1,h2) est
un vecteur isotrope qui a été choisi dans la grille dyadique de (0, 1]2 de façon à minimiser

la perte L2 moyenne (sur 1000 simulations) de l’estimateur f̃
(2)
n . La Figure 3.1 ci-dessous

montre les bôıtes à moustache des pertes obtenues pour 1000 simulations effectuées (à

gauche pour f̃
(1)
n et à droite pour f̃

(2)
n ) avec h1 = h2 = 0, 0313. Dans ce cas, la perte L2 de

l’estimateur f̃
(1)
n a été inférieure à celle de f̃

(2)
n 991 fois sur 1000 et

R2

[
f̃ (1)
n , f

]
= 0, 2884 < 0, 3523 = R2

[
f̃ (2)
n , f

]
,

où, ici, R2

[
f̃

(j)
n , f

]
est le risque empirique (perte L2 moyenne) de f̃

(j)
n , j = 1, 2.

Les résultats de nos simulations nous montrent que la qualité d’estimation obtenue par
la méthode à noyau standard peut être améliorée en prenant en compte l’indépendance des
coordonnées du vecteur X d’intérêt. Mais, dans la pratique, cette information n’est géné-
ralement pas connue à priori et les coordonnées de X peuvent ne pas être indépendantes.
La structure d’indépendance du vecteur X, comme la régularité de sa densité f , peut donc
être considérée comme étant un paramètre de nuisance. En dimension deux, ce paramètre
peut être représenté par la partition P1 = {{1}, {2}} si les coordonnées X1 et X2 sont in-
dépendantes, ou par P2 = {1, 2} sinon. L’estimateur optimal peut alors être choisi parmi
les deux types d’estimateurs suivants :

f̃(h,P1)(x) = f̃h1(x1)f̃h2(x2), f̃(h,P2)(x) = f̃(h1,h2)(x).
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Figure 1.1 – Comparaison des pertes L2 (multipliées par 102).

Dans ce cas, si P désigne l’ensemble des partitions de {1, 2}, la famille d’estimateurs
considérée est F = {f̃h : h ∈ Hn}, où Hn ⊆ (0, 1]2 × P et h = (h,P) doit être choisi
convenablement de façon à construire un estimateur qui s’adapte à la fois à la régularité
de la densité sous-jacente (par le choix du paramètre de lissage h) et à la possible structure
d’indépendance du vecteur X d’intérêt (par le choix de la partition P). Les estimateurs
f̃(h,P) n’étant pas linéaires, comme cela est requis dans la méthodologie de Goldenshluger-
Lepski (cf. Section 1.1.7), il apparâıt nécessaire d’introduire une nouvelle procédure de
sélection aléatoire (tout au moins une modification de celle proposée par Goldenshluger et
Lepski) pour construire un estimateur adaptatif par rapport au paramètre (h,P).

Pour le cas général, Lepski [88] a représenté la structure d’indépendance des densités
de probabilité définies sur Rd par des partitions de {1, . . . , d}, comme ci-dessous.

Notons Id l’ensemble de tous les sous-ensembles de {1, . . . , d}, privé de l’ensemble
vide ∅. Pour tout I ∈ Id, notons aussi I = {1, . . . , d}\I et |I| =card(I). Pour simplifier
les écritures nous utiliserons également la notation ∅ pour désigner l’ensemble {1, . . . , d}.
Finalement, pour tout x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd et tout I ∈ Id, notons xI := (xj)j∈I et posons

fI(xI) :=

∫
R|I|

f(x)dxI

avec, par convention, f∅ ≡ f et f∅ ≡ 1. Les fonctions fI ainsi construites ne sont autres que
les densités marginales respectives des vecteurs aléatoires XI . De plus, si P = {I1, . . . , Im}
est une partition de {1, . . . , d} telle que les vecteurs aléatoires XI1 , . . . , XIm sont mutuel-
lement indépendants, alors

f(x) =
∏
I∈P

fI(xI), ∀x ∈ Rd.



24 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Dans ce cas, on dira que P est une possible structure d’indépendance de f (elle n’est peut-
être pas unique). Cette structure d’indépendance étant rarement connue dans la pratique,
on parlera aussi d’éventuelle structure d’indépendance de f .

Soit P un ensemble de partitions de {1, . . . , d} donné. Dans la suite, l’éventuelle struc-
ture d’indépendance de la densite f estimée sera représentée par une partition appartenant
à l’ensemble

P(f) :=

{
P ∈ P : f(x) =

∏
I∈P

fI(xI), ∀x ∈ Rd
}
. (1.12)

En théorie, si la structure d’indépendance P de f n’est pas connue, il est préférable de
considérer que P est l’ensemble de toutes les partitions de {1, . . . , d} et, dans ce cas, P(f)
n’est pas vide car ∅ ∈ P. Par contre, si on sait à l’avance que P est une possible structure
d’indépendance de f alors on peut considérer que P = {P}. Mais la possibilité de choisir
l’ensemble P est aussi introduite pour des raisons calculatoires. En effet, dans la pratique,
si le nombre des partitions de {1, . . . , d} est trop grand, la sélection d’un estimateur par le
choix d’un tel paramètre ne peut se faire en un temps raisonnable. Cela est expliqué plus
en détail dans le Chapitre 2, Section 2.2.3.

Pour l’estimation adaptative en norme L∞ dans le modèle de densité (M1), Lepski [88]
a introduit une règle de sélection aléatoire globale dans la famille d’estimateurs

F [ P ] =

{
f̃(h,P)(x) =

∏
I∈P

f̃hI (xI), (h,P) ∈ (0, 1]d ×P

}
, (1.13)

où les estimateurs f̃hI sont des estimateurs à noyau tels que ceux définis par (1.9), de

noyaux respectifs KhI bien choisis. Les estimateurs f̃(h,P) n’étant pas linéaires, la mé-
thodologie proposée par Lepski [88] peut être considérée comme étant un raffinement
de celle de Goldenshluger-Lepski pour pouvoir prendre en compte l’éventuelle structure
d’indépendance de la densité estimée. En outre, pour définir une procédure de sélection
aléatoire similaire, Lepski [88] a introduit des estimateurs auxiliaires particuliers. Pour les
construire, il faut d’abord considérer, pour deux partitions P et P ′, la partition ”induite”

P � P ′ =
{
I ∩ I ′ 6= ∅, I ∈ P, I ′ ∈ P ′

}
. (1.14)

Ces estimateurs auxiliaires sont alors définis par

f̃(h,P),(h′,P ′)(x) =
∏

I∈P�P ′
f̃hI ,h′I (xI), f̃hI ,h′I = Kh′I

? f̃hI .

Des explications plus détaillées sur les idées qui conduisent à l’utilisation des estimateurs
f̃(h,P) et f̃(h,P),(h′,P ′) sont données dans le Chapitre 3, Sections 3.2.1-3.2.2.

Dans cette thèse, pour prendre en compte l’éventuelle structure d’indépendance de la
densité estimée, nous considérons également la famille d’estimateurs F [ P ] pour construire
nos procédures d’estimation. Mais les résultats que nous obtenons concernent l’estimation
adaptative ponctuelle ou en norme Lp (p ∈ [1,∞)) dans le modèle de densité (cf. Cha-
pitre 2-3), et aussi l’estimation adaptative en norme Lp (p ∈ (1,∞]) dans le modèle de
déconvolution (cf. Chapitre 4). Comme expliqué dans la section précédente, des efforts
importants ont été nécessaires pour choisir convenablement (et conjointement) l’espace
des paramètres (h,P), les estimateurs auxiliaires et obtenir des majorantes uniformes
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adéquates, ces trois éléments étant essentiels pour définir chacune de nos procédures d’es-
timation. Enfin, pour chacun de ces problèmes d’estimation, nous évaluons la qualité d’es-
timation obtenue (au sens minimax) sur des familles de classes de fonctions anisotropes
et inhomogènes Nr,d(β, L,P), où P représente l’éventuelle structure d’indépendance de la
densité estimée (cf. Chapitre 2, Section 2.3.1).

Exemple 2. (Estimation minimax en dimension 5) Toujours dans le modèle de den-
sité (M1), considérons un vecteur aléatoire d’intérêt X = (X1, X2, X3, X4, X5) ∈ R5 tel
que les vecteurs aléatoires (X1, X2) et (X3, X4, X5) soient mutuellement indépendants.
Notons f1,2 et f3,4,5 leurs densités marginales respectives. Pour estimer f en un point
x = (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R5 fixé, on peut considérer l’estimateur

f̃(h,P)(x) = f̃(h1,h2)(x1, x2)f̃(h3,h4,h5)(x3, x4, x5),

où h = (h1, h2, h3, h4, h5) ∈ (0, 1]5 est le paramètre de lissage, P = {{1, 2}, {3, 4, 5}} est
la structure d’indépendance et f̃(h1,h2)(x1, x2) et f̃(h3,h4,h5)(x3, x4, x5) sont des estimateurs
à noyau minimax de f1,2(x1, x2) et f3,4,5(x3, x4, x5) respectivement. Si f1,2 et f3,4,5 sont
uniformément bornées, on montre que

Ef
∣∣∣f̃(h,P)(x)− f(x)

∣∣∣ ≤ C1Ef
∣∣∣f̃(h3,h4,h5)(x3, x4, x5)− f3,4,5(x3, x4, x5)

∣∣∣
+ C2Ef

∣∣∣f̃(h1,h2)(x1, x2)− f1,2(x1, x2)
∣∣∣+ C3n

−1/2,

où C1, C2 et C3 sont des constantes numériques strictement positives.

En particulier, si les densités marginales f1,2 et f3,4,5 sont höldériennes et isotropes
de régularité β > 0, alors elles sont uniformément bornées (cf. Tsybakov [126], Cha-
pitre 1) et l’inégalité précédente est vérifiée. Dans ce cas, notre estimateur atteint la vi-
tesse de convergence n−β/(2β+3), qui est asymptotiquement bien meilleure que la vitesse
n−β/(2β+5) de l’estimateur à noyau standard de f(x). Par exemple, si β = 2 et n = 10000,
n−β/(2β+3) ≈ 0, 0720 et n−β/(2β+5) ≈ 0, 1292.

Notons que cela ne contredit pas la définition de la vitesse minimax pour l’estimation
ponctuelle sur la classe de Hölder isotrope N∞,5(β,L). En effet, pour prendre en compte la
structure d’indépendance du vecteur X d’intérêt, la densité estimée est supposée appartenir
à une classe fonctionnelle N∞,5(β,L,P) ( N∞,5(β,L), qui est l’ensemble des densités
f : Rd → R+ dont les densités marginales f1,2 et f3,4,5 vérifient f1,2 ∈ N∞,2(β,L), f3,4,5 ∈
N∞,3(β,L) et f(x) = f1,2(x1, x2)f3,4,5(x3, x4, x5), ∀x = (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R5.

Pour analyser les performances (au sens minimax) de l’estimateur qu’il a proposé,
Lepski [88] a introduit des classes de densités anisotropes et inhomogènes Nr,d(β, L,P), où
P représente l’éventuelle structure d’indépendance du paramètre d’intérêt, et a démontré
que sa méthode d’estimation était adaptative optimale sur la famille {Nr,d(β, L,P)}(β,r,P,L),
pour l’estimation en norme L∞. Plus précisément, pour ces travaux, la densité estimée est
supposée vérifier, pour un certain paramètre (β, r,P, L),

(i) f(x) =
∏
I∈P

fI(xI), ∀x ∈ Rd;

(ii) fI ∈ NrI ,|I|(βI , LI), ∀I ⊆ {1, . . . , d}.

Notons que l’hypothèse (ii) peut être allégée pour au moins deux raisons.
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1. Pour l’approche minimax, la structure d’indépendance P de la densité estimée est
connue à priori. Ainsi la condition (i) doit être vérifiée mais la condition (ii) est
beaucoup trop restrictive. En effet, pour estimer f , il suffit d’estimer ses marginales
fI pour I ∈ P. Pour cela, il suffit de connâıtre les paramètres de régularité de celles
ci et donc de savoir que fI ∈ NrI ,|I|(βI , LI), ∀I ∈ P. Une densité f vérifiant cette

dernière condition appartient bien à une classe de Nikolskii anisotrope Nr,d(β, L),
L > 0, mais la réciproque est fausse.

2. Pour l’approche minimax adaptative, si la partition P est sélectionnée dans un en-
semble P qui n’est pas l’ensemble de toutes les partitions de {1, . . . , d}, alors la
condition (ii) est encore trop restrictive. En effet, compte tenu de la construction des
estimateurs f̃(h,P) et f̃(h,P),(h′,P ′) utilisés dans la méthodologie proposée par Lepski
[88], il suffit d’avoir fI ∈ NrI ,|I|(βI , LI), ∀I ∈ P

′ � P ′′, ∀(P ′,P ′′) ∈ P×P.

Pour ces raisons, nous introduisons une nouvelle classe de densités Nr,d(β, L,P) (cf.
Chapitre 2, Section 2.3.1) caractérisée par la condition (i) et celle proposée dans le
deuxième point, pour l’estimation minimax adaptative. L’introduction de cette classe
présente plusieurs avantages. Tout d’abord, si la structure d’indépendance du paramètre
d’intérêt est connue à priori, on peut choisir P = {P} et alors la définition de la classe
Nr,d(β, L,P) cöıncide avec celle proposée dans le premier point pour l’estimation mini-
max. Ensuite, cela nous permet de déduire de nos résultats (bornes inférieures du risque
minimax et bornes supérieures), des résultats sur Nr,d(β, L), sans prendre en compte la

structure d’indépendance de la densité estimée. En effet, la classe Nr,d(β, L, ∅) cöıncide

avec l’ensemble des densités appartenant à Nr,d(β, L) si P = {∅}. Ainsi, nous pouvons
mieux analyser l’influence de la structure d’indépendance du paramètre d’intérêt sur la
qualité d’estimation. Enfin, pour comparer nos résultats avec ceux de Lepski [88], on peut
considérer que P est l’ensemble de toutes les partitions de {1, . . . , d} car, dans ce cas,
Nr,d(β, L,P) = Nr,d(β, L,P).

1.2 Résultats connus et apports de cette thèse

En cohérence avec le thème d’étude abordé dans cette thèse, et pour mieux comprendre
l’intérêt de nos résultats, nous donnons dans cette section un aperçu (non exhaustif) des
résultats connus sur l’estimation minimax adaptative de densités de probabilité, dans les
deux modèles statistiques que nous considérons. En outre, les résultats que nous rappelons
permettent de mieux saisir certaines des problématiques soulevées précédemment. Une
discussion sur les méthodes traditionnelles et une présentation de résultats théoriques
sur l’estimation de densités et de certaines applications sont données, par exemple, par
Devroye et Györfi [39], Silverman [116], Scott [117] et Devroye et Lugosi [43].

Dans cette section et les suivantes, nous noterons ϕn,p(Σ) (resp. ψn,p(Σα)) le risque
Lp minimax sur la classe fonctionelle Σ (resp. la vitesse adaptative de convergence en
norme Lp sur la famille {Σα, α ∈ A}) et ϕn,x(Σ) (resp. ψn,x(Σα)) le risque ponctuel
minimax sur Σ (resp. la vitesse adaptative de convergence pour la perte ponctuelle sur
{Σα, α ∈ A}). Aussi, pour éviter de multiplier les notations, l’ensemble des densités de
probabilité appartenant la classe de Nikolskii Nr,d(β, L) sera encore noté Nr,d(β, L) et il en
sera de même pour les classes de densités appartenant à des classes de Sobolev, de Hölder
ou de Besov.
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1.2.1 Estimation ponctuelle dans le modèle de densité

Résultats connus. Pour l’estimation ponctuelle d’une densité univariée Hölderienne,
Brown et Low [17] ont démontré qu’il n’est pas possible de construire un E.A.O. et que la
vitesse adaptative de convergence est

ψn,x (N∞,1(β, L)) �


(
n

lnn

)− β
2β+1 , β ∈ (0, βmax)

n
− β

2β+1 , β = βmax

,

pour le critère d’optimalité de Lepski [84].

Un peu plus tard, Butucea [23] a considéré le problème de l’estimation ponctuelle d’une
densité univariée inhomogène appartenant à une classe de Sobolev Wp,1(β, L) et a obtenu
des résultats similaires avec, comme vitesse adaptative de convergence,

ψn,x (Wp,1(β, L)) �


(
n

lnn

)− β−1/p
2(β−1/p)+1 , β ∈ (0, βmax)

n
− β−1/p

2(β−1/p)+1 , β = βmax

,

dans le cas où β > 1/p, pour le critère d’optimalité proposé par Tsybakov [124].

Enfin, concernant l’estimation ponctuelle de fonctions anisotropes Höldériennes dans le
modèle du bruit blanc Gaussien, qui approche parfois le modèle de densité (cf. Nussbaum
[104]) et pour lequel les résultats cöıncident souvent avec ceux obtenus dans le modèle
de densité, Klutchnikoff [81] a démontré qu’on ne peut pas construire d’E.A.O. et que la
vitesse adaptative de convergence est

ψn,x (N∞,d(β, L)) �


(
n

lnn

)− β

2β+1 , β ∈
∏d
i=1(0, β

(max)
i )d

n
− β

2β+1 , β = β(max)

, β =

 d∑
j=1

1

βj

−1

,

pour le critère d’optimalité qu’il a lui même introduit (cf. Définition 3, Section 1.1.4).

Dans tous les cas, la vitesse de convergence (minimax) est atteinte en choisissant
β(max) = β (si β est connu à priori) et, par comparaison avec celle-ci, nous voyons qu’il y
a un ”prix” à payer pour l’adaptation par rapport à la régularité du paramètre d’intérêt.
Plus précisément, pour l’estimation ponctuelle, la qualité d’estimation d’un estimateur
adaptatif en vitesse de convergence est sous-optimale (au sens minimax) à un facteur loga-
rithmique près lorsque la régularité de la fonction estimée n’est pas maximale dans l’échelle
des régularités considérée pour le construire.

Notons aussi que, pour l’estimation ponctuelle de densités anisotropes Höldériennes,
Comte et Lacour [30] ont récemment obtenu des résultats minimax adaptatifs dans le
modèle de déconvolution (avec des observations bruitées). Si le bruit est nul, ces résultats
cöıncident avec ceux de Klutchnikoff [81], à un facteur logarithmique près lorsque β =
β(max). Autrement dit, dans ce cas, les performances de l’estimateur proposé par Comte
et Lacour [30] peuvent être améliorées.

Enfin, un estimateur consistant pour la perte L∞ étant consistant pour la perte ponc-
tuelle, il est opportun de donner ici les résultats obtenus par Lepski [88], pour l’estimation
en norme L∞ d’une densité anisotrope et inhomogène appartenant à Nr,d(β, L,P), où
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P représente son éventuelle structure d’indépendance (cf. Section 1.1.8). Pour ce dernier
problème, Lepski [88] a proposé un E.A.O. et a démontré que le risque minimax est

ϕn,∞ (Nr,d(β, L,P)) �
( n

lnn

)− Υ
2Υ+1

, Υ = Υ(β, r,P) = inf
I∈P

[
1−

∑
j∈I

1
βjrj∑

j∈I
1
βj

]
,

dans le cas où 1 >
∑d

j=1 1/(βjrj).

Si P = ∅ (pas de structure d’indépendance) on retrouve ici les vitesses précédentes, à un
facteur logarithmique près lorsque la régularité de la densité estimée est maximale. On en
déduit que, pour l’estimation ponctuelle, la qualité d’estimation fournie par l’estimateur de
Lepski [88] peut être améliorée. Par contre, si la densité estimée est Höldérienne (rj =∞)

et sa structure d’indépendance est P 6= ∅, alors les performances de cet estimateur sont
bien meilleures que celles de l’estimateur de Klutchnikoff [81]. En effet, dans ce cas, la
dimension effective d’estimation est inférieure ou égale à d(P) = supI∈P |I| < d et le gain
est polynomial en n. En résumé, l’analyse des résultats de Lepski [88] montrent, d’une
part, que la prise en compte de la structure d’indépendance de la densité estimée permet
effectivement d’améliorer la qualité d’estimation et, d’autre part, que la vitesse adaptative
de convergence pour l’estimation ponctuelle sur {Nr,d(β, L,P)}(β,r,P,L) peut être meilleure
que ϕn,∞ (Nr,d(β, L,P)) pour certaines valeurs du paramètre de nuisance α = (β, r,P, L).

Apports de cette thèse. Dans le Chapitre 2 de cette thèse, nous proposons une mé-
thode d’estimation ponctuelle qui s’adapte simultanément à la régularité de la densité
estimée et à sa structure d’indépendance. Plus précisément, dans le modèle de densité
(M1), nous traitons le problème complet de l’estimation ponctuelle adaptative sur la fa-
mille de classes fonctionnelles {Nr,d(β, L,P)}(β,r,P,L), comme suit :

1. (Approche d’oracle) Tout d’abord, dans les Sections 2.2.1 à 2.2.3, nous proposons
une procédure de sélection aléatoire ponctuelle dans la famille d’estimateurs à noyau{
f̃(h,P)(x), (h,P) ∈ H[P]

}
, utilisant les estimateurs auxiliaires définis par

f̃(h,P),(h′,P ′)(x) =
∏

I∈P�P ′
f̃hI ,h′I (xI), f̃hI ,h′I = f̃hI∨h′I , hI ∨ h′I = (hj ∨ h′j)j∈I .

L’espace des paramètres H[P] peut être arbitrairement choisi comme sous-ensemble
d’un espace Hn[P] finement construit. Dans tous les cas, l’estimateur sélectionné
vérifie une inégalité d’oracle ponctuelle (cf. Théorème 1, Section 2.2.4) pour chaque
densité de probabilité appartenant à une classe fonctionnelle

Fd[ f ,P ] =

{
f : Rd → R+,

∫
f = 1, sup

P,P ′∈P
sup

I∈P�P ′
‖fI‖∞ ≤ f

}
, f > 0. (1.15)

Par le choix de tels estimateurs auxiliaires et de l’espace des paramètres H[P], cette
inégalité d’oracle présente de nombreux avantages. En particulier, elles nous permet
d’obtenir une qualité d’estimation optimale au sens minimax et minimax adaptatif
si la densité estimée appartient à une classe fonctionnelle Nr,d(β, L,P).
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2. (Approche minimax) Pour résoudre le problème de l’estimation (ponctuelle) mi-
nimax sur Nr,d(β, L,P), dans le modèle de densité, nous obtenons d’abord une
borne inférieure du risque minimax ponctuel sur Nr,d(β, L,P) ⊆ Nr,d(β, L,P) et
nous démontrons qu’il n’existe pas d’estimateur uniformément consistant lorsque
1 ≤

∑
j∈I 1/(βjrj), ∀I ∈ P (cf. Proposition 1, Section 2.3.2). De ce dernier résultat,

qui n’était pas connu jusque-là, on déduit qu’il n’y a pas non plus d’estimateur unifor-
mément consistant sur Nr,d(β, L,P) pour l’estimation en norme L∞ si Υ(β, r,P) ≤ 0,
ce qui n’apparâıt pas dans les résultats de Lepski [88].

Ensuite, en considérant un seul estimateur f̃(h,P)(x) de f(x) bien choisi (ici H[P] =
{(h,P)}), notre inégalité d’oracle ponctuelle nous permet de démontrer que le risque
maximal de cet estimateur sur Nr,d(β, L,P) cöıncide (asymptotiquement en ordre)
avec le risque minimax si 1 >

∑
j∈I 1/(βjrj), ∀I ∈ P (cf. Théorème 3, Section 2.3.2).

La régularité et la structure d’indépendance de la densité estimée étant connues
à priori, la fenêtre h = hn(β, L, r,P) est choisie classiquement de façon à minimi-
ser le compromis entre le biais et le risque d’erreur stochastique des estimateurs
f̃(h,P)(x) =

∏
I∈P f̃hI (xI), h ∈ (0, 1]d, ou plutôt une approximation de celui-ci. En

particulier, la majoration du biais de chaque estimateur à noyau f̃hI (xI) est obtenue
en utilisant l’inclusion de la classe de Nikolskii NrI ,d(βI , LI) dans une classe de Hölder
N∞,d(β′I , L′I) de régularités β′j = βj [1−

∑
k∈I 1/(βkrk)]{1−

∑
k∈I(1/rk−1/rj)/βk}−1

vérifiant β′ = β[1−
∑

k∈I 1/(βkrk)] < β (cf. Annexe, Proposition 13).

Ainsi, nous démontrons que

ϕn,x (Nr,d(β, L,P)) � n−
Υ

2Υ+1 , Υ = Υ(β, r,P) = inf
I∈P

[
1−

∑
j∈I

1
βjrj∑

j∈I
1
βj

]
> 0.

Nous voyons bien ici que, pour un paramètre de régularité β fixé, la qualité d’es-
timation est maximale si la densité estimée est Höldérienne (rj = ∞) et les coor-
données du vecteur X d’intérêt sont indépendantes (P = {{1}, . . . , {d}}). Et elle
est détériorée si les valeurs des composantes de l’indice d’homogénéité r diminuent.
Dans tous les cas, Υ = Υ(β, r,P) peut être vu comme étant l’indice de régula-
rité de f relativement à sa structure d’indépendance. Notons aussi que notre ré-
sultat généralise les résultats minimax connus concernant l’estimation ponctuelle
dans le modèle de densité ou dans le modèle du bruit blanc Gaussien. En effet, si
P = {∅} alors la classe Nr,d(β, L, ∅) cöıncide avec la classe de Nikolskii Nr,d(β, L)

et donc ϕn,x (Nr,d(β, L)) � n−
Υ

2Υ+1 si Υ = Υ(β, r, ∅) > 0. Par exemple, nous retrou-
vons le risque minimax ponctuel sur chacune des classes N∞,1(β, L), Wp,1(β, L) et

N∞,d(β, L). Par contre, si P 6= ∅ et Υ = Υ(β, r, ∅) > 0 alors

ϕn,x (Nr,d(β, L))� ϕn,x (Nr,d(β, L,P)) , n→∞.

En conclusion, si la prise en compte de la structure d’indépendance de la densité
estimée permet de réduire l’influence de la dimension de l’espace d’observation sur
la qualité d’estimation, elle peut aussi tout simplement rendre possible la résolution
d’un problème d’estimation ponctuelle. En effet, on peut très bien avoir à estimer une
densité f appartenant à une classe fonctionnelle Nr,d(β, L,P) vérifiant Υ(β, r, ∅) ≤ 0
et Υ(β, r,P) > 0. Dans ce cas, il n’existe pas d’estimateur uniformément consis-
tant sur Nr,d(β, L) alors qu’on sait construire un estimateur à noyau minimax sur
Nr,d(β, L,P).
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3. (Approche minimax adaptative) Pour obtenir un estimateur adaptatif en vitesse de
convergence sur une famille de classes fonctionnelles Nr,d(β, L,P), le choix de l’espace
H[P] est délicat, d’autant plus que la structure d’indépendance de la densité estimée
est prise en compte. D’une part,H[P] est ”assez petit”pour contrôler le plus finement
possible les erreurs stochastiques des estimateurs mis en jeu dans la procédure de sé-
lection aléatoire. D’autre part, il est ”suffisamment gros”pour que la famille d’estima-
teurs

{
f̃(h,P)(x), (h,P) ∈ H[P]

}
contienne un estimateur f̃(hn(β,r,P),P)(x) minimax

pour chaque classe Nr,d(β, L,P) considérée. Ainsi, notre inégalité d’oracle permet de
démontrer que l’estimateur sélectionné, qui ne dépend d’aucune information sur le
paramètre d’intérêt, est ψx-adaptatif avec, pour (β, r,P) ∈ (0, βmax]d× [1, rmax]d×P
tel que Υ

(
β, r, ∅

)
> 0,

ψn,x (β, r,P) �


(
n

lnn

)− Υ
2Υ+1 , Υ := Υ (β, r,P) < Υmax

n−
Υmax

2Υmax+1 , Υ := Υ (β, r,P) = Υmax

,

où Υmax := βmax
d
− 1

rmax
et d = infP∈P d(P) (cf. Théorème 4, Section 2.3.3). Autre-

ment dit, la vitesse minimax est atteinte lorsque la densité estimée a une régularité
maximale et une structure d’indépendance minimisant la dimension effective d’esti-
mation qui est d(P) = supI∈P |I| dans le cas isotrope. Sinon, la perte est logarith-
mique, comme précédemment.

Notons que cette perte apparâıt dans notre inégalité d’oracle et, plus précisément,
dans le calcul de la majorante uniforme des erreurs stochastiques relatives aux esti-
mateurs utilisés pour notre procédure (cf. Proposition 2, Lemme 1), mais pas dans le
calcul du biais (cf. Lemme 2 et preuve du Théorème 4). Le calcul de cette majorante
uniforme, conjointement avec le choix des estimateurs auxiliaires f̃(h,P),(h′,P ′)(x) et
de l’ensemble H[P] des paramètres (h,P), est assez compliqué. C’est précisément
par l’utilisation de ces trois éléments que notre règle de sélection aléatoire se diffé-
rencie de la méthodologie de Goldenshluger-Lepski (si P = {∅}) ou de Lepski [88] (si
P 6= {∅}) et que nous obtenons une qualité d’estimation optimale pour l’estimation
ponctuelle adaptative.

Pour analyser les performances de notre méthode d’estimation, il a fallu généraliser
le critère d’optimalité de Klutchnikoff [81] (cf. Définition 8, Section 2.3.4). En effet,
pour notre problème, l’espace des paramètres de nuisance n’est plus un espace A as-
similable à une variété de dimension m d’un espace Rm, m ∈ N∗, mais à A×P, où P
est fini. Par application d’un théorème de borne inférieure adaptative (cf. Lemme 3,
Section 2.5.6) nous démontrons que, pour un même estimateur, si la vitesse de conver-
gence (minimax) est atteinte sur une classe Nr,d(β, L,P) alors la perte logarithmique
qui apparâıt dans la définition de ψx est inévitable sur Nr′,d(β

′, L′,P ′) dès lors que
Υ (β′, r′,P ′) < Υ (β, r,P). Nous en déduisons qu’il n’existe pas d’E.A.O. pour l’es-
timation ponctuelle sur toute famille contenant au moins deux classes Nr,d(β, L,P)
et Nr′,d(β

′, L′,P ′) telles que Υ (β′, r′,P ′) < Υ (β, r,P) et que cette perte logarith-
mique est un ”paiement” optimal pour l’estimation adaptative en un point fixé. Plus
précisément, nous démontrons que ψx est la vitesse adaptative de convergence et
que notre estimateur est adaptatif en vitesse de convergence pour le critère que nous
avons introduit (cf. Théorème 5, Section 2.3.4).

Ce résultat généralise considérablement les résultats connus auparavant sur l’esti-
mation adaptative de fonctions en un point fixé, dans le modèle de densité, comme
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dans le modèle du bruit blanc Gaussien. Tout d’abord, si P = {∅} (pas de struc-
ture d’indépendance), notre estimateur est adaptatif en vitesse de convergence sur
la famille{

Nr,d(β, L), (β, r, L) ∈ (0, βmax]d × [1, rmax]d × (0,∞)d, Υ
(
β, r, ∅

)
> 0
}
.

Nous retrouvons ainsi les résultats de Brown et Low [17], de Butucea [23], de Klutch-
nikoff [81] et améliorons ceux de Comte et Lacour [30] dans le cas où les observations
ne sont pas bruitées et la régularité de la densité estimée est maximale. L’un des
avantages de notre méthode d’estimation sur les précédentes est qu’elle s’adapte,
non seulement à l’anistropie de la densité estimée, mais aussi à son indice d’homo-
généité r ∈ [1, rmax]d.

Si la densité estimée possède une structure d’indépendance P 6= ∅, les performances
de notre estimateur sont bien meilleures que celle des estimateurs de Klutchnikoff
[81] et de Comte et Lacour [30] (dans le cas où le bruit est nul) et ce, quelle que
soit la régularité de cette densité. Aussi, pour l’estimation ponctuelle d’une densité,
nous obtenons une qualité d’estimation meilleure que celle fournie par l’estimateur
de Lepski [88] si f ∈ Nr,d(β, L,P) et Υ (β, r,P) = Υmax.

Pour compléter cette analyse on pourra lire le Chapitre 2.

1.2.2 Estimation en norme Lp dans le modèle de densité

Résultats connus. Pour l’estimation minimax sur R, Bretagnolle et Huber [16] ont
considéré la classe fonctionnelle Gp(β, L) des densités univariées ayant une dérivée d’ordre

β ∈ N∗ (au sens de Lebesgue) dans Lp(R) et vérifiant
∥∥f (β)

∥∥1/(2β+1)

p
‖f‖β/(2β+1)

p/2 ≤ L. Ils
ont démontré que

ϕn,p(Gp(β, L)) � n−β/(2β+1), ∀p ∈ [2,∞), (1.16)

et que ce résultat reste valable dans le cas où 1 < p < 2 si la densité estimée est à
support compact. Ici, l’indice d’homogénéité p est le même dans la définition du risque
et de la classe fonctionnelle. Un peu plus tard, Ibragimov et Hasminskii [72] ont étudié
le problème de l’estimation d’une densité Höldérienne définie sur [0,1] et ont montré que
ϕn,p(N∞,1(β, L)) � n−β/(2β+1), ∀p ∈ [1,∞).

Pour l’estimation minimax sur Rd, Hasminskii et Ibragimov [68] ont été les premiers à
considérer le cas des densités anisotropes et inhomogènes et ont montré que

ϕn,p(Np,d(β, L)) �

 n
− 1−1/p

1−1/(pβ)+1/β , p ∈ [1, 2)

n
− β

2β+1 , p ∈ [2,∞)

, β =

 d∑
j=1

1

βj

−1

, (1.17)

et que l’estimateur minimax pouvait être choisi dans la famille des estimateurs à noyau.
Là encore, le même paramètre p est utilisé dans la définition du risque et de la classe
fonctionnelle. Il découle du résultat précédent que la vitesse de convergence sur Np,d(β, L)
est détériorée lorsque 1 < p < 2 et qu’il n’existe pas d’estimateur uniformément consistant
sur N1,d(β, L) pour la perte L1.
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Delyon et Juditsky [34] ont étudié le problème de l’estimation minimax en norme Lp
sur un compact de Rd pour des densités appartenant à des boules de Besov isotropes
Bβr,θ(L) et ont démontré que

ϕn,p(Bβr,θ(L)) �

 n
− β

2β+d , 1 ≤ p < r(2β/d+ 1)(
n

lnn

)− 1−d/(βr)+d/(βp)
1−d/(βr)+d/(2β) , p > r(2β/d+ 1)

, (1.18)

si β − d/r > 0 (dans ce cas, la densité estimée est uniformément bornée, cf. Annexe,
Proposition 13). L’estimateur minimax qu’ils proposent est construit en utilisant une base
d’ondelettes bien choisie et un critère de seuillage. Notons que ce résultat montre, en
particulier, qu’il est possible de construire un estimateur minimax pour l’estimation en
norme L1 d’une densité multivariée isotrope si celle-ci est à support compact. Dans le
cas où la régularité du paramètre d’intérêt et l’erreur d’estimation sont mesurées dans la
même norme (r = p), la vitesse de convergence est n−β/(2β+d), ∀p ∈ [1,∞).

Ensuite, le problème de l’estimation minimax adaptative en norme Lp a été abordé
pour les raisons qui ont déjà été expliquées (cf. Section 1.1.3), mais aussi avec le souci
de mieux comprendre le lien qui pouvait exister entre la vitesse de convergence, l’indice
p du risque, les paramètres de la classe fonctionnelle et le support de la fonction estimée
(ou une condition plus générale indépendante de l’appartenance à la classe considérée).
Pour le cas unidimensionnel on peut lire les travaux de Kerkyacharian, Picard et Tribouley
[77], Donoho, Johnston, Kerkyacharian et Picard [38], Juditsky et Lambert-Lacroix [74]
et de Reynaud-Bouret, Rivoirard et Tuleau-Malot [110]. Pour le cas multidimensionnel,
beaucoup moins étudié, on peut lire ceux de Akakpo [2] et de Goldenshluger et Lepski
[60]-[62].

Kerkyacharian, Picard et Tribouley [77] ont traité le cas d’une densité univariée à

support compact qui appartient à une classe de Besov Bβp,θ(L) dont l’indice d’homogénéité
est le même que dans la définition du risque. Ils ont utilisé une méthode de seuillage
des coefficients dans une base d’ondelettes et l’estimateur qu’ils ont proposé est adaptatif
optimal pour ce problème si β− 1/p > 0. Donoho, Johnston, Kerkyacharian et Picard [38]

ont considéré le cas plus général des classes de Besov unidimensionnelles Bβr,θ(L), r 6= p, et
construit, par une méthode similaire, un estimateur adaptatif sous-optimal à un facteur
logarithmique près. Plus précisément, leur estimateur atteint la vitesse définie par (1.18)
à un facteur (lnn)γ près, dans le cas où d = 1 et β − 1/r > 0 (ce résultat a été obtenu
avant la publication de l’article de Delyon et Juditsky [34]).

Pour l’estimation de densités Höldériennes sur R, Juditsky et Lambert-Lacroix [74] ont
démontré que

ϕn,p(N∞,1(β, L)) �

 n
− 1−1/p

1+1/β , 1 ≤ p < 2 + 1/β

n
− β

2β+1 , p > 2 + 1/β

(1.19)

et ont proposé un estimateur adaptatif sous-optimal à un facteur logarithmique près,
construit par une méthode de seuillage des coefficients dans une base d’ondelettes. Dans
ce cas, la vitesse de convergence est déteriorée lorsque 1 < p < 2 + 1/β et il n’existe pas
d’estimateur uniformément consistant sur N∞,1(β, L) pour la perte L1.

Pour l’estimation minimax adaptative en norme L2, Reynaud-Bouret, Rivoirard et
Tuleau-Malot [110] ont obtenu, toujours par une méthode de seuillage des coefficients dans
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une base d’ondelettes, un estimateur adaptatif sous-optimal à un facteur logarithmique
près sur une famille de classes de Besov unidimensionnelle. Pour l’estimation en norme L2

de densités multivariées à support compact, Akakpo [2] a construit, par une méthode de

sélection de modèles, un E.A.O. sur une famille de classes de Besov Bβr,θ(L) pour lesquelles
les coordonnées rj sont les mêmes.

Comme expliqué dans la Section 1.1.7, Goldenshluger et Lepski [60] ont construit, par
une procédure de sélection aléatoire globale dans une famille d’estimateurs à noyau, un
E.A.O. sur {Np,d(β, L)}(β,L), qui atteint donc la vitesse de convergence (minimax) définie

par (1.17). Ils ont aussi considéré le cas où le domaine d’observation est un compact de Rd.
Avec cette contrainte, Goldenshluger et Lepski [60] ont démontré que ϕn,p(Nr,d(β, L)) �
n−β/(2β+1) si rj = r ≥ max{p, 2} (1 ≤ p < ∞) et leur estimateur est encore adaptatif
optimal (quel que soit le support de la densité estimée).

Ensuite, Goldenshluger et Lepski [62] ont été les premiers à étudier le comportement
du risque minimax pour la perte Lp sur la famille des classes fonctionnelles Nr,d(β, L, f) =
Nr,d(β, L)∩{f : ‖f‖∞ ≤ f}, sans aucune restriction sur le domaine d’observation et sur les
paramètres p, r, β, L et f . Ils ont découvert qu’il pouvait y avoir quatre ”régimes”de conver-
gence pour ce risque minimax, décrits de la façon suivante : posons ω = [

∑d
j=1 1/(βjrj)]

−1,

ν =



1−1/p

1−1/ω+1/β
, 1 ≤ p < 2+1/β

1+1/ω

β

2β+1
, 2+1/β

1+1/ω ≤ p ≤ ω(2 + 1/β)

ω/p, p > ω(2 + 1/β), ω < 1

1−1/ω+1/(pβ)

2−2/ω+1/β
, p > ω(2 + 1/β), ω ≥ 1

, αn =

{
ln(n), p > ω(2 + 1/β), ω ≥ 1

1, sinon.

Goldenshluger et Lepski [62] ont démontré que ϕn,p(Nr,d(β, L, f)) � (αnn
−1)ν si p ∈ [1,∞)

et ont proposé, pour p ∈ (1,∞), un estimateur adaptatif qui est sous-optimal à un facteur
logarithmique près pour tous les cas où αn = 1 et optimal sinon. Cet estimateur ayant été
obtenu par une procédure de sélection aléatoire ponctuelle dans une famille d’estimateur
à noyau, et la majoration de son risque maximal par intégration d’une inégalité d’oracle
ponctuelle, le facteur ln(n) apparâıt dans cette majoration dans toutes les zones de l’espace
des paramètres de nuisance. Goldenshluger et Lepski [62] conjecturent que les minorations
du risque minimax sur Nr,d(β, L, f) obtenues dans les quatre zones sont les vitesses de
convergence (minimax) pour l’estimation en norme Lp. Dans ce cas, la construction d’un
estimateur minimax dans les deux premières zones, appelées respectivement tail zone et
dense zone dans la littérature, est un problème ouvert. La zone p > ω(2+1/β) est appelée
sparse zone.

Notons que les résultats de Goldenshluger et Lepski [62] généralisent ceux qui sont
décrits ci-dessus, parfois à un facteur logarithmique près. En particulier, il en découle
que la vitesse de convergence est optimale dans la zone dense, détériorée dans les autres
zones et qu’il n’existe pas d’estimateur uniformément consistant sur Nr,d(β, L, f) pour la
perte L1, quel que soit le paramètre de nuisance α = (r, β, L, f). Pour pouvoir améliorer
la qualité d’estimation lorsque p < (2 + 1/β)/(1 + 1/ω), Goldenshluger et Lepski [62] ont
introduit des classes fonctionnelles Gθ(R) contenant les fonctions à support compact et
dont la définition ne dépend pas des β, r, L et f . Pour l’estimation en norme L1, ils ont
alors démontré que leur estimateur pouvait atteindre une vitesse de convergence d’ordre
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(lnd(n)n−1)(1−θ)/(1−θ/ω+1/β), θ ∈ (0, 1), uniformément sur Gθ(R) ∩ Nr,d(β, L, f). De ces
résultats on peut déduire que des hypothèses sur la régularité du paramètre d’intérêt
ne suffisent pas pour garantir l’existence d’estimateur consistant pour l’estimation dans
L1(Rd).

Apports de cette thèse. Rappelons que notre objectif principal est d’estimer une
densité de probabilité anisotrope et inhomogène sur Rd et de proposer des procédures
d’estimation adaptatives fournissant une qualité d’estimation la meilleure possible (opti-
male). Ainsi, compte tenu des résultats précédents, pour l’estimation en norme Lp nous
supposons que la densité estimée est dans une classe de Nikolski anisotrope Np,d(β, L),
dont l’indice d’homogénéité est le même que dans la définition du risque (et donc supposé
connu a priori). Dans le Chapitre 3 de cette thèse, nous proposons une méthode d’esti-
mation globale qui s’adapte simultanément à la régularité de la densité estimée et à sa
structure d’indépendance. Plus précisément, dans le modèle de densité (M1), nous trai-
tons le problème complet de l’estimation adaptative en norme Lp sur la famille des classes
fonctionnelles Np,d(β, L,P, f) = Np,d(β, L,P)∩Fd[ f ,P ], où la classe Fd[ f ,P ] est définie
par (1.15) ci-dessus.

1. (Approche d’oracle) Dans les Sections 3.2.1 à 3.2.3, nous proposons une procédure
de sélection aléatoire globale en s’inspirant à la fois de la méthode proposée par
Goldenshluger et Lepski [60] (pour le cas P = {∅}, sans structure d’indépendance)
et de celle de Lepski [88] (pour le cas P 6= {∅}). En particulier, notre estimateur est
encore sélectionné dans une famille d’estimateurs à noyau f̃(h,P) paramétrisée sur un
ensemble H[P] (qui est plus simple à construire que celui utilisé pour l’estimation
ponctuelle), nous utilisons les mêmes estimateurs auxiliaires que Lepski [88] et nous
calculons nos majorantes uniformes en développant celles proposées par Goldenshlu-
ger et Lepski [59]-[60] pour prendre en compte l’éventuelle structure d’indépendance
de la densité estimée (cf. Propositions 3, 4, 5 et Lemmes 4, 5).

Dans tous les cas, notre estimateur vérifie une inégalité d’oracle (cf. Théorème 6
et 7, Section 3.2.3) pour chaque densité de probabilité appartenant à une classe
fonctionnelle Fd[ f ,P ], 0 < f < ∞. Si notre procédure ”ressemble” (en apparence
seulement car les majorantes utilisées sont différentes) à celle de Lepski [88], la
technique pour obtenir une inégalité d’oracle dans la norme Lp est différente puisque
les (majorations de) pertes doivent être de puissance p intégrable. Pour illustrer les
performances de notre méthode nous présentons, dans la Section 3.2.4, les résultats
de simulations en dimension 2. Celles-ci montrent, d’une part, que notre procédure
choisie la ”bonne” structure d’indépendance lorsque les coordonnées X1 et X2 du
vecteur X d’intérêt sont indépendantes et, d’autre part, que l’estimateur sélectionné
fournit une meilleure qualité d’estimation que l’estimateur à noyau standard. Dans
ce cas, l’inégalité d’oracle est bien vérifiée et notre procédure est bien adaptative par
rapport à la structure d’indépendance du paramètre d’intérêt.

2. (Approche minimax adaptative) Pour analyser les performances de notre estimateur
avec le critère de minimaxité, nous considérons donc le problème de l’estimation en
norme Lp d’une densité appartenant à une classe Np,d(β, L,P, f). Comme précédem-
ment (pour l’estimation ponctuelle), nous obtenons d’abord une borne inférieure du
risque Lp minimax sur cette classe fonctionnelle (cf. Théorème 8, Section 3.3.2). Le
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calcul de cette borne inférieure est une modification de celui effectué par Goldensh-
luger et Lepski [62] pour minorer le risque Lp minimax sur Nr,d(β, L, f). Dans notre
cas, la minoration du risque maximal d’un estimateur sur Np,d(β, L,P, f) est obte-
nue en ”perturbant” la densité (ou une hypothèse) uniquement dans les directions
de xj lorsque j ∈ J = arg maxI∈P

[∑
k∈I 1/βk

]
, et non dans toutes les directions de

l’espace d’observation.

Ensuite, par application de notre inégalité d’oracle, nous démontrons que le risque
maximal de notre estimateur sur Np,d(β, L,P, f) cöıncide (asymptotiquement en
ordre) avec le risque minimax, quelle que soit la valeur du paramètre de nuisance
(β, L,P, f) (cf. Théorème 9, Section 3.3.2). Ainsi, nous démontrons que ce risque
minimax vérifie

ϕn,p (Np,d(β, L,P, f)) � n
−

[(1− 1
p )∧ 1

2 ]Υ

(1− 1
p )∧ 1

2 +Υ , Υ = Υ(β,P) = inf
I∈P

∑
j∈I

1

βj

−1

.

La méhtode d’estimation que nous proposons est donc adaptative optimale pour l’es-
timation en norme Lp si le paramètre d’intérêt appartient à une classeNp,d(β, L,P, f),
dont l’indice d’homogénéité est le même que dans la définition du risque. Notons que
cela nous permet d’évaluer le biais des estimateurs à noyaux dans la norme Lp en
utilisant un résultat bien connu, démontré par Kerkyacharian, Lepski et Picard [78]
(cf Annexe, Proposition 14). Ici, le calcul du biais ne nécessite l’utilisation d’aucun
théorème d’inclusion qui entrâınerait une diminution de la qualité d’estimation.

Cela dit, nous trouvons encore deux régimes de convergence pour le risque Lp mi-
nimax sur Np,d(β, L,P, f). Si p ≥ 2 (dense zone) alors la qualité d’estimation est
maximale et si p ∈ [1, 2) (tail zone), elle est détériorée. Cette perte de régime appa-
râıt dans l’inégalité d’oracle et, plus précisément, dans l’expression de la majorante
uniforme de la norme Lp des erreurs stochastiques relatives aux estimateurs que

nous utilisons pour notre procédure (cf. Proposition 3, Lemme 4). Évidemment, la
prise en compte de la structure d’indépendance du paramètre d’intérêt ne résout
pas le problème de l’estimation dans L1(Rd) ! Mais, comme cela a été fait par Gol-
denshluger et Lepski [60] pour l’estimation sur Nr,d(β, L), il est aisé de proposer un
estimateur adaptatif pour l’estimation en norme L1 sur la famille des classes fonc-
tionnelles Nr,d(β, L,P, f), rj = r ≥ 2, si le domaine d’observation est un compact de
Rd. En effet, il suffit d’utiliser notre procédure avec p = 2. Dans ce cas, la vitesse de
convergence est la vitesse optimale n−Υ/(2Υ+1).

Notons aussi que nos résultats généralisent ceux de Goldenshluger et Lepski [60],
que nous obtenons automatiquement en choisissant P = {∅}. Ainsi les performances
de notre estimateur sont bien meilleures que celles de l’estimateur de Goldenshluger
et Lepski [60] si la densité estimée a une structure d’indépendance P 6= ∅. Cela
montre que, pour l’estimation en norme Lp, la prise en compte de cette structure
d’indépendance permet d’améliorer significativement la qualité d’estimation, comme
pour l’estimation en norme L∞ et comme pour l’estimation ponctuelle.

Pour compléter cette analyse on pourra lire le Chapitre 3.



36 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.2.3 Estimation en norme Lp dans le modèle de déconvolution

Résultats connus. Pour l’estimation de densités dans le modèle de déconvolution Y =
X + ε (où Y est le veteur observé, X le vecteur d’intérêt et ε le bruit qui est indépendant
de X), les premiers résultats minimax ont été proposés par Fan [48]-[49]-[50]. En parti-
culier, Fan [48] a obtenu l’asymptotique (en ordre) du risque minimax pour l’estimation
ponctuelle sur la classe de Hölder unidimensionnelle N∞,1(β, L). Pour ce problème d’esti-

mation, l’estimateur minimax alors proposé est un estimateur à noyau f̃h défini par une
fenêtre h = hn bien choisie et la vitesse de convergence dépend fortement du comporte-
ment à l’infini de la transformée de Fourier q̂ de la densité q du bruit (qui est suposée
connue). Si celle-ci est à décroissance polynomiale (ordinary smooth ou O.S.) alors la fe-
nêtre h optimale dépend aussi de la régularité β du paramètre d’intérêt, mais pas si elle
est à décroissance exponentielle (super smooth ou S.S.). Pour ce dernier cas, la vitesse de
convergence est logarithmique en n et l’estimateur proposé est adaptatif optimal. Dans la
pratique, le cas O.S. peut correspondre à des erreurs de mesure suivant une loi de Laplace
ou de type Gamma alors que le cas S.S. peut correspondre à un bruit suivant une loi
Gaussienne ou de Cauchy.

Pour analyser le comportement global d’un estimateur à noyau (minimax) dans le
modèle de déconvolution, Fan [49] a aussi calculé son risque L2 maximal sur une classe de
Nikolskii unidimensionnelle N2,1(β, L) (dont l’indice d’homogénéité est le même que dans
la définition du risque), dans le cas O.S.. Ensuite, Fan [50] a considéré le problème de
l’estimation en norme Lp pour l’estimation d’une densité Höldérienne à support compact
et a obtenu une borne inférieure du risque Lp minimax sur N∞,1(β, L). Pour tous les
problèmes d’estimation précédents, les vitesses de convergence obtenues sont les mêmes.
Par exemple, pour le cas O.S., il existe des constantes λ > 0, A1 > 0 et A2 > 0 telles que
A2|t|−λ ≤ |q̂(t)| ≤ A2|t|−λ lorsque |t| → ∞ et

ϕn,x(N∞,1(β, L)) � n
− 1

2+ 2λ+1
β � ϕn,p(N∞,1(β, L)), ∀p ∈ [1,∞), (1.20)

avec des hypothèses supplémentaires sur le bruit pour obtenir les bornes inférieures.

Après les travaux de Fan [48]-[49]-[50], de nombreux résultats concernant l’estimation
minimax et minimax adaptative ont été obtenus sur des classes de Besov et des classes
de fonctions analytiques particulières, dans le cas unidimensionnel. Par exemple, pour
l’estimation minimax ponctuelle ou en norme L2, nous pouvons citer ceux de Efroimovich
[46], Pensky et Vidakovic [106], Fan et Koo [51], Butucea [22], Comte, Rozenholc et Taupin
[32], Hall et Meister [67], Meister [98], Butucea et Tsybakov [20]-[21], Butucea et Comte
[19] et, pour l’estimation en norme L∞, ceux de Lounici et Nickl [92].

Pensky et Vidakovic [106] ont été les premiers à considérer le problème de l’estimation
minimax adaptative dans le modèle de déconvolution. Plus précisément, pour l’estima-
tion en norme L2 de densités appartenant à des classes de Sobolev unidimensionnelles
W2,1(β, L), ils ont proposé un estimateur adaptatif dont le risque L2 maximal cöıncide
(asymptotiquement en ordre) avec les vitesses trouvées par Fan [48]-[49]-[50]. Cet estima-
teur est construit en utilisant une base d’ondelettes et un critère de seuillage aléatoire si
le bruit est O.S.. Pour le cas où le bruit est S.S., le critère de seuillage aléatoire n’est
pas nécessaire et le choix d’un estimateur linéaire déterministe est possible. Notons que
Pensky et Vidakovic [106] ont également étudié le cas où la densité estimée appartient à
une certaine classe de fonctions analytiques.
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Dans le même esprit, mais pour l’estimation en norme L∞, Lounici et Nickl [92] ont
obtenu l’asymptotique du risque minimax sur une classe de Hölder unidimensionnelle
N∞,1(β, L). Par exemple, pour le cas O.S., ils ont démontré que

ϕn,∞(N∞,1(β, L)) �
(

n

ln(n)

)− 1

2+ 2λ+1
β , (1.21)

toujours avec des hypothèses supplémentaires sur le bruit pour obtenir les bornes infé-
rieures. L’estimateur qu’ils ont proposé, encore construit par une méthode de seuillage des
coefficients dans une base d’ondelettes, est adaptatif optimal pour ce problème d’estima-
tion. Pour le cas S.S., le choix déterministe d’un estimateur linéaire adaptatif optimal est
encore possible pour l’estimation en norme L∞. Lounici et Nickl [92] ont aussi considéré
le cas où la densité estimée est analytique.

Les résultats concernant l’estimation minimax de densités multivariées dans le mo-
dèle de déconvolution sont actuellement peu nombreux. En particulier, sur l’estimation
adaptative, nous pouvons citer ceux de Youndjé et Wells [130] et de Comte et Lacour [30].
Youndjé et Wells [130] ont étudié le problème de l’estimation en norme L2 sur une classe de
Sobolev isotrope dans le cas où le bruit est O.S. et ont proposé un E.A.O. sélectionné dans
la famille des estimateurs à noyau par une méthode de validation croisée. Comte et Lacour
[30] ont considérablement généralisé les résultats de Youndjé et Wells [130] en considérant
à la fois le problème de l’estimation ponctuelle et celui de l’estimation en norme L2, pour
des densités appartenant à des classes de Hölder ou de Nikolskii anisotropes (dites O.S.)
ou à des classes de fonctions analytiques particulières (dites S.S.), en présence d’un bruit
pouvant être O.S., S.S. ou avoir des coordonnées O.S. et d’autres S.S.. En particulier, elles
ont démontré que

ϕn,2(W2,d(β, L)) � n
− 1

2+
∑d
j=1

2λj+1

βj , (1.22)

si la densité q du bruit vérifie

A1

d∏
j=1

(
1 + t2j

)−λj
2 ≤ |q̂(t)| ≤ A2

d∏
j=1

(
1 + t2j

)−λj
2 , ∀t ∈ Rd, (1.23)

pour certaines constantes A1 > 0,A2 > 0 et λj > 0, j = 1, . . . , d. Pour obtenir la
borne inférieure du risque minimax, des hypothèses supplémentaires sur le bruit ont été
nécessaires. Comme cela a déjà été expliqué (cf. Section 1.1.7), Comte et Lacour [30] ont
obtenu, par une méthode de sélection aléatoire globale d’un estimateur à noyau, un E.A.O.
sur la famille des classes de Sobolev anisotropes W2,d(β, L) (ou de Nikolskii anisotropes
N2,d(β, L)), dont l’indice d’homogénéité est le même que dans la définition du risque.
Comme en dimension 1, si le bruit est S.S. alors la vitesse de convergence sur une classe de
Nikolskii anisotrope N2,d(β, L) est logarithmique et peut être atteinte par un estimateur à
noyau dont la fenêtre est indépendante de β et déterministe.

Finalement, mis à part le cas L2, les seuls résultats sur l’estimation minimax en norme
Lp dans le modèle de déconvolution que nous connaissons sont ceux de Fan [49]-[50],
de Lounici et Nickl [92] et ceux de Lepski et Willer [90] (très récemment démontrés). En
particulier, pour le modèle de déconvolution, ces derniers ont obtenu des bornes inférieures
du risque Lp minimax sur la classe Nr,d(β, L, f) (de fonctions appartenant à Nr,d(β, L) et
uniformément bornées par f) dans le cas où le bruit est O.S.. Comme dans le modèle de
densité (cf. Goldenshluger et Lepski [62]), Lepski et Willer [90] ont trouvé qu’il pouvait
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y avoir quatre régimes de convergence et qu’il n’existe pas d’estimateur uniformément
consistant sur Nr,d(β, L, f) pour l’estimation en norme L1 et pour l’estimation en norme

L∞ si 1 >
∑d

j=1
1

βjrj
. Les bornes inférieures obtenues par Lounici et Nickl [92] et Comte

et Lacour [30] dans le cas O.S. sont des cas particuliers des résultats de Lepski et Willer
[90], pour l’estimation de densités appartenant à des classes de Nikolskii.

Apports de cette thèse. Pour le modèle de déconvolution, compte tenu des résultats
déjà connus, nous avons trouvé intéressant d’étudier le problème plus général de l’estima-
tion adaptative en norme Lp de densités anisotropes et inhomogènes, dans le cas où la
fonction caractéristique du bruit décrôıt polynomialement à l’infini. Dans ce cadre, notre
objectif étant toujours d’obtenir une qualité d’estimation la meilleure possible, nous pre-
nons encore en compte l’éventuelle structure d’indépendance de la densité estimée et, si
p < ∞, nous considérons que la régularité du paramètre d’intérêt et l’erreur d’estima-
tion sont mesurées dans la même norme. Ainsi, dans le Chapitre 4 de cette thèse, nous
abordons le problème de l’estimation adaptative en norme L∞ sur la famille des classes
fonctionnelles Nr,d(β, L,P) (ou Nr,d(β, L) si P = {∅}) et celui de l’estimation adapta-
tive en norme Lp, p ∈ (1,∞), sur la famille des classes fonctionnelles Np,d(β, L,P) (ou

Np,d(β, L) si P = {∅}).

1. (Approche d’oracle) Comme cela a été fait dans le modèle de densité (cf. Chapitre
3), nous proposons dans la Section 4.3 une procédure de sélection aléatoire globale
dans une famille d’estimateurs à noyau {f̃(h,P), (h,P) ∈ Hp[P]}, en utilisant des

estimateurs auxiliaires f̃(h,P),(h′,P ′) définis à la manière de Lepski [88] (cf. Section
1.1.8). Sauf que, pour le modèle de déconvolution, les estimateurs à noyau sont
définis par (1.10) (cf. Section 1.1.5), à l’aide d’une inversion de Fourier qui facilite
davantage les calculs dans L2(Rd) que dans Lp(Rd) si p 6= 2. Aussi, si dans les
chapitres 2 et 3 nous avons pu développer des inégalités maximales déjà existantes
concernant les fluctuations des estimateurs à noyau de Parzen-Rosenblatt, définis par
(1.9), il a fallu obtenir nous même de telles inégalités pour calculer les majorantes
uniformes utiles pour notre procédure de déconvolution adaptative. Plus précisément,
nous développons dans cette thèse des inégalités de concentration maximales (cf.
Propostions 6-7, Section 4.3.2 et Lemme 6, Section 4.5.1) pour les estimateurs à
noyau définis par (1.10) en utilisant des résultats très généraux proposés par Lepski
[86] lorsqu’il s’agit de l’estimation en norme L∞, ou par Goldenshluger et Lepski [59]
pour l’estimation en norme Lp (cf. Annexe, Section 5.1, Propositions 9-10). Dans
ce dernier cadre, l’obtention des inégalités de concentration, et donc le calcul de la
majorante uniforme et du risque d’erreur stochastique d’un estimateur à noyau, a été
réalisable grâce à la théorie de Littlewood-Paley et, plus précisément, au théorème des
multiplicateurs de Lr (r ∈ (1,∞)) de Marcinkiewicz, dont une version est proposée
par Grafakos [65] (cf. Annexe, Section 5.4, Proposition 15).

Ainsi, nous proposons un estimateur vérifiant une inégalité d’oracle (cf. Théorème 12,
Section 4.4.1) pour toute densité de probabilité appartenant à la classe fonctionnelle

Fp [ P ] :=

{
g : Rd → R+,

∫
g = 1, sup

P,P ′∈P
sup

I∈P�P ′
‖gI‖p <∞

}
.



1.2. RÉSULTATS CONNUS ET APPORTS DE CETTE THÈSE 39

Si P = {∅} (pas de structure d’indépendance), notre méthode d’estimation vérifie
une inégalité d’oracle pour toutes les densités, sans aucune restriction (cf. Théorème
13, Section 4.4.1).

2. (Approche minimax adaptative) Pour analyser les performances de notre estimateur,
nous obtenons d’abord une borne supérieure (asymptotique) de son risque Lp maxi-
mal sur chacune des classes Nr,d(β, L,P) (avec rj = p si p < ∞), en utilisant notre
inégalité d’oracle (cf. Théorèmes 14, 15, 16 et 17, Section 4.4.2). Le biais des esti-
mateurs à noyau se calculant de la même manière dans le modèle de déconvolution
et dans le modèle de densité, nous utilisons encore la Proposition 14 (cf. Annexe),
due à Kerkyacharian, Lepski et Picard [78], pour l’estimation en norme Lp si p <∞.
De même, pour l’estimation en norme L∞, il est possible de reproduire les calculs
effectués par Lepski [88], dans le modèle de densité. Dans tous les cas, le paramètre
(h[P],P) minimisant le compromis entre le biais et le risque d’erreur stochastique
sur Nr,d(β, L,P) appartient à l’espace Hp[P] utilisé pour la procédure de sélection
aléatoire et nous démontrons que notre méthode d’estimation est adaptative sur la
famille de classes fonctionnelles{

Np,d (β, L,P) , (β, L,P) ∈ (0, l]d × (0,∞)d ×P
}
, l ≥ 2,

dans le cas où p ∈ (1,∞) et, si p =∞, surNr,d (β, L,P) , (β, L, r,P) ∈ (0, l]d × (0,∞)d × [1,+∞]d ×P, 1−
d∑
j=1

1

βjrj
> 0

 .

Ensuite, pour analyser la qualité d’estimation obtenue, nous comparons nos résul-
tats avec les bornes inférieures (asymptotiques) du risque Lp minimax sur Nr,d(β, L)

proposées récemment par Lepski et Willer [90]. Si P = {∅} (pas de structure d’in-
dépendance), nous démontrons que notre estimateur est adaptatif optimal lorsque
p ∈ [2,∞] et que la vitesse de convergence (minimax) pour chaque problème d’esti-
mation que nous considérons vérifie

ϕn,p(Np,d(β, L)) � n−
τ

2τ+1 , ∀p ∈ [2,+∞),

ϕn,∞(Nr,d(β, L)) �
(

n

ln(n)

)− Υ
2Υ+1

, Υ :=
[
τ−1 + [ωκ]−1

]−1
,

avec τ =
[∑d

j=1
2λj+1
βj

]−1
, ω :=

[∑d
j=1

2λj+1
βjrj

]−1
et κ :=

1−
∑d
j=1

1
βjrj∑d

j=1
1
βj

> 0.

Si la fonction caractéristique du bruit est à décroissance polynomiale, nos résultats
généralisent ceux de Lounici et Nickl [92] et de Comte et Lacour [30] pour l’estimation
d’une densité appartenant à une classe de Nikolskii. En particulier, dans ce cas, un
estimateur consistant pour la perte L∞ étant consistant pour la perte ponctuelle,
nous généralisons les résultats obtenus par Comte et Lacour [30] pour l’estimation
adaptative d’une densité en un point fixé. Si, de plus, la structure d’indépendance
du paramètre d’intérêt est P 6= ∅, la vitesse de convergence de notre estimateur est
améliorée et les performances de notre méthode d’estimation sont bien meilleures
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que celles de l’estimateur de Comte et Lacour [30] (pour l’estimation adaptative en
norme L2 et en un point fixé).

Aussi, pour l’estimation en norme L∞ dans le modèle de déconvolution, comme pour
l’estimation ponctuelle dans le modèle de densité, la fonction estimée peut très bien
appartenir à une classe Nr,d(β, L,P) vérifiant Υ(β, r, ∅) ≤ 0 et Υ(β, r,P) > 0. Dans
ce cas, il n’existe pas d’estimateur uniformément consistant sur Nr,d(β, L) alors qu’on
sait construire un estimateur à noyau minimax sur Nr,d(β, L,P). Pour ce problème
d’estimation, si la prise en compte de la structure d’indépendance de la densité
estimée permet de réduire l’influence de la dimension de l’espace d’observation sur
la qualité d’estimation, elle peut aussi tout simplement rendre possible la résolution
d’un problème d’estimation.

Par contre, si p ∈ (1, 2), le risque Lp maximal de notre estimateur sur la classe
Np,d(β, L) ne cöıncide pas (asymptotiquement en ordre) avec la borne inférieure du
risque minimax trouvée par Lepski et Willer [90] et la perte est polynomiale en n, où
n est le nombre d’observations. Les raisons à cela peuvent être de plusieurs natures :
soit la borne inférieure de Lepski et Willer [90] n’est pas suffisamment précise, soit
la méhtode que nous utilisons pour calculer le risque d’erreur stochastique des es-
timateurs à noyau ne permet pas une majoration assez fine, ou encore l’estimateur
linéaire minimax pour ce problème d’estimation n’existe pas. Toujours est-il que cela
met en lumière un problème nouveau. En effet, alors que dans le modèle de densité
il est toujours possible de sélectionner un E.A.O. pour l’estimation en norme Lp sur
{Np,d(β, L)}(β,L) dans la famille des estimateurs à noyau, la même méthode d’esti-
mation ne donne des résultats optimaux dans le modèle de déconvolution seulement
si p ∈ [2,∞).

Pour compléter cette analyse on pourra lire le Chapitre 4.

1.3 Perspectives

Dans le Chapitre 2 de cette thèse, nous proposons une procédure de sélection aléatoire
ponctuelle qui s’adapte à la régularité de la densité estimée et à la structure d’indépendance
du vecteur X d’intérêt simultanément. Comme cela a été fait par Goldenshluger et Lepski
[62] dans le cas où P = {∅} (sans structure d’indépendance), il est peut-être possible de dé-
montrer qu’une telle méthode d’estimation est adaptative optimale ou sous-optimale à un
facteur logarithmique près sur Nr,d(β, L,P, f) = Nr,d(β, L,P)∩Fd

[
f ,P

]
pour l’estimation

en norme Lp. Ce qui permettrait de résoudre le problème ouvert suivant :

Problème ouvert I. Prouver l’existence d’un estimateur adaptatif optimal ou sous-
optimal à un facteur logarithmique près sur la famille des classes Nr,d(β, L,P, f) pour
l’estimation en norme Lp dans le modèle de densité.

Notre objectif ayant été de proposer des méthodes d’estimation adaptative optimales
dans le modèle de densité, il serait intéressant pour nous de considérer aussi le problème
ouvert suivant :
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Problème ouvert II. Prouver l’existence ou la non-existence d’un estimateur adaptatif
optimal sur la famille des classes de Nikolskii anisotropes Nr,d(β, L) pour l’estimation en
norme Lp dans le modèle de densité.

Dans le Chapitre 3, nous proposons un estimateur adaptatif optimal pour l’estimation
en norme Lp sur la famille des classes fonctionnelles Np,d(β, L,P, f) (dont l’indice d’ho-
mogénéité est le même que dans la définition du risque). Mais le paramètre de régularité
de la densité estimée et la structure d’indépendance du vecteur X d’intérêt sont définis
relativement à la base canonique de Rd. Or, il se pourrait qu’il existe une matrice ortho-
gonale M ∈ Od(R) telle que la régularité de la densité du vecteur aléatoire Z = MX et sa
structure d’indépendance permettent d’obtenir une qualité d’estimation encore meilleure.
Il serait donc intéressant de chercher à résoudre le problème ouvert suivant :

Problème ouvert III. Prouver l’existence ou la non-existence d’un estimateur adaptatif
optimal sur la famille des classes fonctionnelles

Np,d(β, L,P, f ,M) :=

{
f : Rd → R+ :

∫
f = 1, f(x) = g(Mx), g ∈ Np,d(β, L,P, f)

}
pour l’estimation en norme Lp dans le modèle de densité.

Dans le Chapitre 4 de cette thèse, nous considérons le problème de l’estimation en
norme Lp dans le modèle de déconvolution lorsque la transformée de Fourier de la densité
du bruit décrôıt polynomialement à l’infini. Dans ce contexte, nous réussisons à construire
un E.A.O. sur la famille des classes fonctionnelles Np,d(β, L) (dont l’indice d’homogénéité
est le même que dans la définition du risque) si p ∈ [2,∞), mais pas si p ∈ (1, 2) (si p = 1
l’estimateur uniformément consistant pour ce problème d’estimation n’existe pas). Il serait
donc intéressant de résoudre les problèmes ouverts suivants :

Problème ouvert IV. Prouver l’existence ou la non-existence d’un estimateur adaptatif
optimal sur la famille des classes de Nikolskii anisotropes Np,d(β, L) pour l’estimation en
norme Lp dans le modèle de déconvolution dans le cas où p ∈ (1, 2) et la transformée de
Fourier du bruit décrôıt polynomialement à l’infini.

Problème ouvert V. Prouver l’existence ou la non-existence d’un estimateur adaptatif
optimal sur la famille des classes de Nikolskii anisotropes Nr,d(β, L) pour l’estimation en
norme Lp dans le modèle de déconvolution dans le cas où la transformée de Fourier du
bruit décrôıt polynomialement à l’infini.

Aussi, comme cela a été fait par Comte et Lacour [30] pour l’estimation en norme
L2 et par Lounici et Nickl [92] pour l’estimation en norme L∞, nous pouvons considérer
que la densité estimée peut être indéfiniment différentiable dans certaines directions de
l’espace d’observation et appartenir à une classe fonctionnelle Sd(β, α, r, L) de densités de
probabilité vérifiant∫

|f̂(t)|2(1 + t2j )
βj exp (2rj |tj |αj ) dt ≤ Lj , αj , rj ≥ 0, βj ∈ R, j = 1, . . . , d.

Ainsi, nous pouvons chercher à résoudre le problème ouvert suivant :
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Problème ouvert VI. Prouver l’existence ou la non-existence d’un estimateur adaptatif
optimal sur la famille des classes Sd(β, α, r, L) pour l’estimation en norme Lp dans le modèle
de déconvolution dans le cas où p ∈ [1,∞] et la transformée de Fourier du bruit décrôıt
polynomialement à l’infini.

Enfin, les problèmes ouverts précédents peuvent être réformulés pour d’autres modèles
statistiques comme, par exemple, le modèle de régression avec un bruit additif ou multipli-
catif. Ce modèle, qui a fait l’objet d’un très grand nombre de travaux théoriques, apparâıt
également dans de nombreux domaines d’application des mathématiques.



Chapitre 2

Pointwise adaptive estimation

Le travail présenté dans ce chapitre a fait l’objet d’une publication dans Bernoulli (cf.
Rebelles [108]).

Résumé Dans ce chapitre, nous étudions le problème de l’estimation ponctuelle d’une
densité multivariée. Nous proposons une régle de sélection aléatoire (mesurable par rap-
port à l’observation) dans la famille des estimateurs à noyau et nous obtenons pour cette
dernière une inégalité d’oracle. En utilisant cette majoration du risque de perte de diffé-
rentes façons, nous démontrons que l’estimateur proposé peut être minimax ou adaptatif
en vitesse de convergence sur une famille de classes de Nikolskii anisotropes. Il est impor-
tant de souligner que notre méthode d’estimation s’adapte automatiquement à l’éventuelle
structure d’indépendance de la densité estimée. Cela nous permet de réduire l’influence de
la dimension de l’espace d’observation sur la qualité de l’estimation de manière significa-
tive. Les principaux outils techniques que nous utilisons sont des majorations uniformes
(sur la famille des estimateurs à noyau considérée) de processus empiriques en un point
fixé, développées récemment par Lepski [86].

Abstract In this chapter, we study the problem of pointwise estimation of a multiva-
riate density. We provide a data-driven selection rule from the family of kernel estimators
and derive for it a pointwise oracle inequality. Using the latter bound in different ways, we
show that the proposed estimator is minimax and rate adaptive over the scale of aniso-
tropic Nikolskii classes. It is important to emphasize that our estimation method adjusts
automatically to eventual independence structure of the underlying density. This, in its
turn, allows to reduce significantly the influence of the dimension on the accuracy of esti-
mation (curse of dimensionality). The main technical tools used in our considerations are
pointwise uniform bounds of empirical processes developed recently in Lepski [86].

2.1 Introduction

Let Xk = (Xk,1, . . . , Xk,d), k ∈ N∗, be a sequence of Rd-valued i.i.d. random vectors
defined on a complete probability space (Ω,A,P) and having the density f with respect

to the Lebesgue measure. Furthermore, Pf := P(n)
f denotes the probability law of X(n) =

(X1, . . . , Xn), n ∈ N∗, and Ef := E(n)
f is the mathematical expectation with respect to Pf .

43
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Our goal is to estimate the density f at a given point x ∈ Rd using the observation
X(n) = (X1, . . . , Xn), n ∈ N∗. As an estimator, we mean any X(n)-measurable mapping
f̃n : (Rd)n → R and the accuracy of an estimator is measured by the pointwise risk :

R(r)
n,x

[
f̃n, f

]
:=
(
Ef
∣∣∣f̃n(x)− f(x)

∣∣∣r) 1
r
, r ≥ 1.

In this chapter, we focus on the problem of the minimax and adaptive minimax point-
wise multivariate density estimation over the scale of anisotropic Nikolskii classes. The use
of Nikolskii classes allows us to consider the estimation of anisotropic and inhomogeneous
densities ; see Chapter 1, Section 1.1.3.

Minimax estimation In the framework of the minimax estimation, it is assumed that
f belongs to a certain set of functions Σ, and then the accuracy of an estimator f̃n is
measured by its maximal risk over Σ :

R(r)
n,x

[
f̃n,Σ

]
:= sup

f∈Σ

(
Ef
∣∣∣f̃n(x)− f(x)

∣∣∣r) 1
r
, r ≥ 1. (2.1)

The objective here is to construct an estimator f̃∗n which achieves the asymptotic of the
minimax risk (minimax rate of convergence) :

R(r)
n,x

[
f̃∗n,Σ

]
� inf

f̃n

R(r)
n,x

[
f̃n,Σ

]
=: ϕn,x(Σ).

Here, infimum is taken over all possible estimators.

It is well known that minimax rates depend heavily on the dimension d ; see Chapter
1, Sections 1.1.8-1.2.1. Let us briefly discuss how to reduce the influence of the dimension
on the accuracy of estimation (curse of dimensionality). The approach which have been
recently proposed in Lepski [88] is to take into account the eventual independence structure
of the underlying density.

Structural assumption Note Id the set of all subsets of {1, . . . , d} and P a set of parti-
tions of {1, . . . , d}, arbitrary chosen. For all I ∈ Id and x ∈ Rd note also I = {1, . . . , d}\I,
|I| =card(I) and, if I 6= ∅, xI = (xj)j∈I . Then, for any probability density g : Rd → R+,
put

gI(xI) :=

∫
R|I|

g(x)dxI .

Obviously, fI is the marginal density of X1,I (where Xk,I = (Xk,j)j∈I , k ∈ N∗) and, to
take into account the independence structure of the density f , we consider the following
set :

P(f) :=

{
P ∈ P : f(x) =

∏
I∈P

fI(xI), ∀x ∈ Rd
}
.

Note that P(f) is not empty if we consider that ∅ ∈ P, or that P = {P} if the independence
structure of f is known.
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In this chapter, we will prove that the minimax rate on the class Nr,d(β, L,P) (which
is a modification of that introduced in Lepski [88], see the definition in Section 2.3.1) for
fixed β ∈ (0,+∞)d, r ∈ [1,+∞]d, L ∈ (0,+∞)d, P ∈ P(f), is given by

ϕn,x ( Nr,d(β, L,P)) � n−
Υ

2Υ+1 , Υ := inf
I∈P

[
1−

∑
j∈I

1
βjrj∑

j∈I
1
βj

]
> 0.

If d ≥ 2, rj = ∞, j = 1, . . . , d, and P = ∅ (no independence structure) N∞,d(β, L, ∅)
coincides with the set of densities belonging to the Hölder class N∞,d(β, L) and we find

again the known minimax rates ϕn,x (N∞,d(β, L)). Note however that if P 6= ∅ the lat-
ter rates can be essentially improved. Indeed, if for instance β = (β, . . . ,β) and P =
{{1} , . . . , {d}}, then Υ = β and

n
− β

2β+d � ϕn,x (N∞,d(β, L))� ϕn,x (N∞,d(β, L,P)) � n−
β

2β+1 . (2.2)

Moreover, ϕn,x
(
N∞,d(β, L,P)

)
does not depend on the dimension d.

We remark that minimax rates (accuracy of estimation) depend heavily on the para-
meters β, r and P. Their knowledge cannot be often supposed in particular practice. It
makes necessary to find an estimator whose construction would be parameter’s free.

Adaptive minimax estimation In the framework of the adaptive minimax estimation
the underlying density f is supposed to belong to the given scale of functional classes
{Σα, α ∈ A}. For instance, if Σα = Wp,1(β, L), α = (β, p, L) or if Σα = Nr,d(β, L,P),
d ≥ 2, α = (β, r,P, L).

The first question arising in the framework of the adaptive approach consists in the
following : does there exists an estimator f̃∗n such that

lim sup
n→+∞

{
ϕ−1
n,x(Σα)R(r)

n,x

[
f̃∗n,Σα

]}
< +∞ ∀α ∈ A, (2.3)

where ϕn,x(Σα) is the minimax rate of convergence over Σα.

As it was shown in Lepski [84] for the Gaussian white noise model, the answer of this
question is negative if Σα = N∞,1(β, L), α = (β, L). In Section 2.3.4, we will prove that
the answer is also negative for multivariate density estimation at a given point over the
scale of anisotropic Nikolskii classes Nr,d(β, L,P).

Thus, for problems in which (2.3) does not hold we need first to find a family of
normalizations ψx = {ψn,x(Σα), α ∈ A} and an estimator f̃ψx such that

lim sup
n→+∞

{
ψ−1
n,x(Σα)R(r)

n,x

[
f̃ψ,Σα

]}
< +∞ ∀α ∈ A. (2.4)

Any family of normalizations satisfying (2.4) is called admissible and the estimator f̃ψx
is called ψx−adaptive. Next, we have to provide with the criterion of optimality allowing
to select ”the best” admissible family of normalizations, usually called adaptive rate of
convergence. The first criterion was proposed in Lepski [84] and it was improved later in
Tsybakov [124] and in Klutchnikoff [81].
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In Section 2.3, we provide with minimax adaptive estimator in pointwise multivariate
density estimation over the scale of anisotropic Nikolskii classes. We will take into account
not only the approximation properties of the underlying density but the eventual indepen-
dence structure as well. To analyze the accuracy of the proposed estimator, we establish
so-called pointwise oracle inequality proved in Section 2.5.3. We will also show that the
adaptive rate of convergence is given by

ψn,x (Nr,d(β, L,P)) �


(
n

lnn

)− Υ
2Υ+1 , 0 < Υ < Υmax

n−
Υ

2Υ+1 , Υ = Υmax

, Υ := inf
I∈P

[
1−

∑
j∈I

1
βjrj∑

j∈I
1
βj

]
,

if 1 >
∑d

j=1 1/(βjrj). To assert the optimality of this family of normalizations, we gene-
ralize the criterion proposed in Klutchnikoff [81] ; see Section 2.3.4.

2.2 Selection rule and pointwise oracle-type inequality

2.2.1 Kernel estimators related to independence structure

Let K : R→ R be a fixed symmetric kernel satisfying
∫

K = 1, supp(K) ⊆ [−1/2, 1/2],
‖K‖∞ <∞,

∃ LK > 0 : |K(y)−K(z)| ≤ LK |y − z| , ∀y, z ∈ R. (2.5)

For all I ∈ Id, h ∈ (0, 1]d and x ∈ Rd put also

KI(xI) :=
∏
j∈I

K(xj), VhI :=
∏
j∈I

hj , KhI (xI) := V −1
hI

∏
j∈I

K(xj/hj);

f̃hI (xI) := n−1
n∑
k=1

KhI (Xk,I − xI) .

Then introduce the family of estimators

F [ P ] :=

{
f̃(h,P)(x) =

∏
I∈P

f̃hI (xI), (h,P) ∈ (0, 1]d ×P

}
.

Note first that f̃
(h,∅)(x) = f̃h(x) is the Parzen-Rosenblatt estimator (see, e.g., Rosen-

blatt [114], Parzen [105]) with kernel K∅ = K and multibandwidth h.

Next, the introduction of the estimator f̃(h,P)(x) is based on the following simple obser-
vation. If there exists P ∈ P(f), the idea is to estimate separately each marginal density
corresponding to I ∈ P. Since the estimated density possesses the product structure, we
seek its estimator in the same form.

Below we propose a data driven selection from the family F [ P ].

2.2.2 Auxiliary estimators and extra parameters

To define our selection rule, we need to introduce some notation and quantities.
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Auxiliary estimators For I ∈ Id and h ∈ (0, 1]d put

G̃hI (xI) := 1 ∨

[
n−1

n∑
k=1

|KhI (Xk,I − xI)|

]
.

Introduce for I ∈ Id and h, η ∈ (0, 1]d auxiliary estimators

f̃hI ,ηI (xI) := n−1
n∑
k=1

KhI∨ηI (Xk,I − xI) , hI ∨ ηI := (hj ∨ ηj)j∈I .

Note that the idea to use such auxiliary estimators, defined with the multibandwidth
h∨η, appeared in Kerkyacharian, Lepski and Picard [78], in the framework of the Gaussian
white noise model.

We endow the set P with the operation ” � ” introduced in Lepski [88] : for any
P,P ′ ∈ P

P � P ′ :=
{
I ∩ I ′ 6= ∅, I ∈ P, I ′ ∈ P ′

}
.

Then we define for h, η ∈ (0, 1]d and P,P ′ ∈ P

f̃(h,P),(η,P ′)(x) :=
∏

I∈P�P ′
f̃hI ,ηI (xI). (2.6)

Set of parameters Our selection rule consists in choosing an estimator f̃(h,P)(x) when
the parameter (h,P) belongs at most to the set Hn[ P ] defined as follows.

Let z > 0 and t ∈ (0, 1] be fixed numbers and let h ∈ (0, 1]d be a fixed multibandwidth.
All these parameters will be chosen in accordance with our procedure.

Set also λ := supI∈Id
{

1 ∨ λ(2r)
|I|
[
K, z, t

]}
and a :=

{
2λ
√

1 + 2r
}−2

, where constants

λ
(r)
s [K, z, t], s ∈ N∗, r ≥ 1, are given in Section 2.5.1. Their explicit expressions are too

cumbersome and it is not convenient for us to present them right now.

For all I ∈ Id and all integer m > 0 introduce

H
(I)
m,1 :=

{
hI ∈ (0, 1]|I| : vmVhI < VhI ≤ vm−1VhI

}
∩
∏
j∈I

[
1

n
, v−zm hj

]
,

H
(I)
m,2 :=

{
hI ∈ (0, 1]|I| : vmVmax < VhI ≤ vm−1Vmax

}
∩
∏
j∈I

[
1

n
, v−zm hj

]
,

H(I)
n :=

M
(I)
n⋃

m=1

(
H

(I)
m,1

⋃
H

(I)
m,2

)
,

where vm := 2−mt, M
(I)
n is the largest integer satisfying v

M
(I)
n

[VhI ∧ Vmax] ≥ ln(n)
an and

M
(I)
n ≤ log2(n), and Vmax := supP∈P infI∈P VhI .

Define finally

Hn[ P ] :=
{

(h,P) ∈ (0, 1]d ×P : hI ∈ H(I)
n , ∀I ∈ P

}
.
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Extra parameters Remind that P is a set of partitions of {1, . . . , d}, arbitrary chosen.
Let H be an arbitrary subset of (0, 1]d containing h. The selection rule (2.8) below run
over H[ P ] :=

(
H×P

)
∩Hn[ P ] and the reasons for introducing the extra parameters P

and H are discussed in Remark 1. In particular, for measurability reasons, we will always
suppose that H is either a compact or a finite subset of (0, 1]d.

Set Λ̃n(x) := 3λd2
[

2G̃n(x)
]d2−1

, where

G̃n(x) := sup
(h,P)∈H[ P ]

sup
(η,P ′)∈H[ P ]

sup
I∈P�P ′

[
2G̃hI∨ηI (xI)

]
. (2.7)

For (h,P) ∈ (0, 1]d ×P, put also

δ(h,P) := sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

[
VhI
VhI

]
∨
[

Vmax
infI∈P VhI

]
.

Define finally, for (h,P) ∈ (0, 1]d ×P,

Ũ(h,P)(x) :=

√[
G̃n(x)

]2 {1 ∨ ln δ(h,P)}
nV (h,P)

, V (h,P) := inf
I∈P

VhI .

2.2.3 Selection rule

For (h,P) ∈ (0, 1]d ×P introduce

∆̃(h,P)(x) := sup
(η,P ′)∈H[ P ]

[∣∣∣f̃(h,P),(η,P ′)(x)− f̃(η,P ′)(x)
∣∣∣− Λ̃n(x)

{
Ũ(η,P ′)(x) + Ũ(h,P)(x)

}]
+
.

Define finally
(
h̃, P̃

)
satisfying

∆̃
(h̃,P̃)

(x) + 2Λ̃n(x)Ũ
(h̃,P̃)

(x) = inf
(h,P)∈H[ P ]

[
∆̃(h,P)(x) + 2Λ̃n(x)Ũ(h,P)(x)

]
. (2.8)

The selected estimator is f̃(x) := f̃
(h̃,P̃)

(x).

Similarly to Section 2.1 in Lepski [88] it is easy to show that (h̃, P̃) is X(n)−measurable
and that (h̃, P̃) ∈ H[ P ]. It follows that f̃(x) is also a X(n)−measurable random variable.

Remark 1. The necessity to introduce the extra parameters H and P is dictated by several
reasons. The first one is computational namely the computation of ∆̃(h,P)(x) and (h̃, P̃).
However, the computational aspects of the choice of P and H are quite different. Typically,
H can be chosen as an appropriate grid in (0, 1]d, for instance dyadic one completed by h,
that is sufficient for proving adaptive properties of the proposed estimator. The choice of
P is much more delicate. The reason of considering P instead of the set of all partitions
of {1, . . . , d}, noted P in the following, is explained by the fact that the cardinality of P
grows exponentially with the dimension d. Therefore, if P = P, for large values of d our
procedure is not practically feasible in view of huge amount of comparisons to be done. In
the latter case, the interest of our result is theoretical. Note also that the best attainable
trade-off between approximation and stochastic errors depends heavily on both the number



2.2. SELECTION RULE AND POINTWISE ORACLE-TYPE INEQUALITY 49

of observations and the effective dimension d(f) = infP∈P(f) supI∈P |I|. Thus, if d(f) is big
the corresponding independence structure does not bring a real improvement of the estima-
tion accuracy. So, in practice, P is chosen to satisfy supI∈P |I| ≤ d0, ∀P ∈ P \

{
∅
}

. The
choice of the parameter d0 (made by a statistician) is based on the compromised between
the sample size n, the desirable quality of estimation and the number of computations. For
instance, one can consider d0 = 1, that means that P contains two elements, {{1, . . . , d}}
and {{1}, . . . , {d}}. The latter case corresponds to the observations having independent
components and it can be illustrated in Example 1 below. On the other hand, in the case
of low dimension d, one can always take P = P, since if d = 2,

∣∣P∣∣ = 2, d = 3,
∣∣P∣∣ = 5,

d = 4,
∣∣P∣∣ = 12, etc.

Other reasons are related to the possibility to consider various problems arising in
the framework of minimax and minimax adaptive estimation and they will be discussed in
detail in Sections 2.3.2 and 2.3.4. Here we only mention that the choice P =

{
∅
}

allows to
study the adaptive estimation of a multivariate density on Rd without taking into account
eventual independence structure. We would like to emphasize that the latter problem was
not studied in the literature.

At last the introduction of P allows us to minimize the assumptions imposed on the
density to be estimated. In particular, the oracle inequality corresponding to P =

{
∅
}

is
proved over the set of bounded densities ; see Corollary 1.

In spite of the fact that the construction of the proposed procedure does not require
any condition on the density f , the following assumption will be used for computing its
risk : for some f ∈ (0,∞),

f ∈ F [f ,P ] :=

{
g : Rd → R+,

∫
g = 1, sup

P,P ′∈P
sup

I∈P�P ′
‖gI‖∞ ≤ f

}
. (2.9)

Note that the considered class of densities is determined by the extra parameter P and in
particular

F
[
f ,P

]
=
{
g : Rd → R+,

∫
g = 1, sup

I∈Id
‖gI‖∞ ≤ f

}
⊆ Fd [f ,P ] ,

F
[
f ,
{
∅
} ]

=
{
g : Rd → R+,

∫
g = 1, ‖g‖∞ ≤ f

}
,

F [f , {P} ] =
{
g : Rd → R+,

∫
g = 1, sup

I∈P
‖gI‖∞ ≤ f

}
.

2.2.4 Oracle-type inequality

For I ∈ Id and (h, η) ∈ (0, 1]d × [0, 1]d introduce

BhI ,ηI (xI) :=

∫
R|I|

KI(yI) [fI (xI + (hI ∨ ηI)yI)− fI (xI + ηIyI)] dyI ,

where here and later θIyI denotes the coordinate-vise product of vectors θI , yI ∈ R|I|.

For (h,P) ∈ (0, 1]d ×P define B(h,P)(x) := supP ′∈P supI∈P�P ′ supη∈[0,1]d |BhI ,ηI (xI)|.
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Introduce finally

Rn,x(f) := inf
(h,P)∈H[ P ]:P∈P(f)

[
B(h,P)(x) +

√
1 ∨ ln δ(h,P)

nV (h,P)

]
.

The quantity Rn(f) can be viewed as the optimal trade-off between approximation and
stochastic errors provided by estimators involved in the selection rule.

Theorem 1. For any 0 < f < +∞, any r ≥ 1 and any integer n ≥ 3 :

R(r)
n,x

[
f̃ , f

]
≤ α1Rn,x(f) + α2 [nVmax]−

1
2 , ∀f ∈ F [f ,P ] , (2.10)

where α1 := α1(r, d,K, f) and α2 := α2(r, d,K, f) are given in the proof of the theorem.

Considering the case P =
{
∅
}

and noting Hn = H
(∅)
n we come to the following conse-

quence of Theorem 1.

Corollary 1. Let assumptions of Theorem 1 be fulfilled. Then, for all densities f such
that ‖f‖∞ ≤ f ,

R(r)
n,x

[
f̃ , f

]
≤ α1 inf

h∈H∩Hn

 sup
η∈[0,1]d

|Bh,η(x)|+

√√√√1 ∨ ln
(
Vh
Vh

)
nVh

+ α2 [nVh]
− 1

2 . (2.11)

Looking at the assertion of Theorem 1 and its Corollary 1 it is not clear what can
be gained by taking into account eventual independence structure. This issue will be
scrutinized in Section 2.3, but some conclusions can be deduced directly from the latter
results. Consider the following example.

Example 1. For any z ∈ R, put

f(z) =
64

15

{
4z1[0,1/8)(z) +

(
3

4
− 2z

)
1(1/8,1/4](z) +

1

4
1(1/4,3/4](z) + (1− z) 1(3/4,1](z)

}
,

and define fd(x) =
∏d
i=1 f(xi), x ∈ Rd. It is easily seen that fd is a probability density and

the goal is to estimate fd(x) at a given point x ∈ (3/8, 7/8)d.

Choose h = (1, . . . , 1), h = (1/4, . . . , 1/4) and let H = {h, h}. Put P1 = {{1, · · · , d}},
P2 = {{1}, · · · , {d}} and let P = {P1,P2}. Since, in this case, H×P contains 4 elements,
our estimator can be computed in a reasonable time.

Moreover, in accordance with the oracle-type inequality proved in Theorem 1, the accu-
racy provided by the selected estimator is proportional to

√
[4 ln (4)]/n. On the other hand,

the pointwise risk of the kernel estimator with optimally chosen bandwidth and kernel is
proportional to

√
[d4d ln (4)]/n if the independence structure is not taken into account. As

we see, the adaptation to eventual independence structure can lead to significant impro-
vement of the constant. This shows that the proposed methodology has an interest beyond
derivation of minimax rates, which is the subject of the next section.
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2.3 Minimax and adaptive minimax pointwise estimation

In this section, we provide with minimax and adaptive minimax estimation over a scale
of anisotropic Nikolskii classes.

2.3.1 Anisotropic Nikolskii classes related to independence structure

Let {e1, . . . , es} denote the canonical basis in Rs, s ∈ N∗.

Definition 5. Let r = (r1, · · · , rs), rj ∈ [1,∞], β = (β1, · · · , βs), βj > 0 and L =
(L1, · · · , Ls), Lj > 0. A function g : Rs → R belongs to the anisotropic Nikolskii class
Nr,s(β, L) if

(i)
∥∥∥Dk

j g
∥∥∥
rj
≤ Lj , ∀k = 0, . . . , bβjc , ∀j = 1, . . . , s;

(ii)
∥∥∥Dbβjcj g(·+ zej)−D

bβjc
j g(·)

∥∥∥
rj
≤ Lj |z|βj−bβjc , ∀z ∈ R, ∀j = 1, . . . , s.

Here Dk
j g denotes the kth order partial derivate of g with respect to the jth coordinate,

and bβjc is the largest integer strictly less than βj.

The following collection {Nr,d (β, L,P)}P was introduced in Lepski [88] in order to
take into account the smoothness of the underlying density and its eventual independence
structure simultaneously.

Nr,d (β, L,P) =

{
g : g ≥ 0,

∫
g = 1, g(x) =

∏
I∈P

gI(xI), gI ∈ NrI ,|I|(βI , LI), ∀I ∈ Id

}
,

We remark that this collection of functional classes was used in the case of adaptive
estimation, that is, when the partition P is unknown. However when the minimax estima-
tion is considered (P is fixed) we do not need that condition fI ∈ NrI ,|I|(βI , LI) holds for
any I ∈ Id. It suffices to consider only I belonging to P, and we come to the following
definition. Remind that P is the set of all partitions of {1, . . . , d}.

Definition 6 (Minimax estimation). Let r = (r1, · · · , rd) ∈ [1,∞]d, β = (β1, · · · , βd) ∈
(0,∞)d, L = (L1, · · · , Ld) ∈ (0,∞)d and P ∈ P. A probability density g : Rd → R+

belongs to the class N∗r,d (β, L,P) if

(i) g(x) =
∏
I∈P

gI(xI), ∀x ∈ Rd;

(ii) gI ∈ NrI ,|I|(βI , LI), ∀I ∈ P. (2.12)

Let us now come back to the adaptive estimation. As it was discussed in Remark 1 the
adaptation is not necessarily considered with respect to P. If P ⊂ P is used instead of P,
the assumption fI ∈ NrI ,|I|(βI , LI), ∀I ∈ Id, is too restrictive and can be weakened in the
following way.
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Definition 7 (Adaptive estimation). Let P ⊂ P and (β, r,P, L) ∈ (0,+∞)d × [1,∞]d ×
P× (0,+∞)d be fixed. A probability density g : Rd → R+ belongs to the class Nr,d (β, L,P)
if

(i) g(x) =
∏
I∈P

gI(xI), ∀x ∈ Rd;

(ii) gI ∈ NrI ,|I|(βI , LI), ∀I ∈ P ′ � P ′′, ∀(P ′,P ′′) ∈ P×P. (2.13)

Some remarks are in order.

1) We note that if P = P, then Nr,d (β, L,P) = Nr,d (β, L,P), but for some P ⊂ P,
one has Nr,d (β, L,P) ⊂ Nr,d (β, L,P). The latter inclusion shows that the condition (2.13)

is weaker than f ∈ Nr,d (β, L,P). In particular, if P =
{
∅
}

, then Nr,d

(
β, L, ∅

)
=
{
g ∈

Nr,d(β, L) : g ≥ 0,
∫
g = 1

}
⊃ Nr,d

(
β, L, ∅

)
.

2) Note that if P = {P}, then Nr,d (β, L,P) coincides with the class N∗r,d (β, L,P)
used for minimax estimation. But Nr,d (β, L,P) ⊂ N∗r,d (β, L,P) for all P ∈ P for any
other choices of P.

2.3.2 Minimax results

For (β, r,P) ∈ (0,+∞)d × [1,∞]d ×P define :

Υ := Υ (β, r,P) = inf
I∈P

γI (β, r) , γI := γI (β, r) =
1−

∑
j∈I

1
βjrj∑

j∈I
1
βj

, I ∈ P;

ϕn,x (β, r,P) := n−
Υ

2Υ+1 , ρn,x (β, r,P) := 1{Υ≤0} + ϕn,x (β, r,P) 1{Υ>0}. (2.14)

As it will follow from Theorems 2 and 3 below ϕn,x (β, r,P) is the minimax rate of
convergence on Nr,d(β, L,P). Hence, similarly to the standard representation of minimax
rates, the parameter Υ can be interpreted as a smoothness index corresponding to the
independence structure.

Theorem 2. ∀ (β, r,P) ∈ (0,+∞)d × [1,∞]d ×P, ∀L ∈ (0,∞)d, ∃c > 0 :

lim inf
n→+∞

{
ρ−1
n,x (β, r,P) inf

f̃n

R(r)
n,x

[
f̃n, N

∗
r,d(β, L,P)

]}
≥ c,

where infimum is taken over all possible estimators.

Note that the assertion of Theorem 2 will be deduced from more general result es-
tablished in Proposition 1 below. It is also important to emphasize that if Υ ≤ 0 there
is no uniformly consistent estimator for the considered problem and, to the best of our
knowledge, this fact was not known before. Let us provide an example with a density for
which Υ < 0.
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Example 2. Suppose that d = 1 and, therefore, P = ∅ (no independence structure). For
any x ∈ R, put

g(x) = 1{0}(x) +
1

2
√
x

1(0,1](x).

Some straightforward computations allows us to assert that g is a probability density satis-
fying g /∈ Nr,1

(
β, L

)
, ∀L > 0, if rβ ≥ 1 (i.e., Υ ≥ 0), and that g ∈ N1,1

(
1/2, L

)
for some

L > 0 (r = 1, β = 1/2). Thus, in this case, one has Υ < 0.

Our goal now is to show that ϕn,x (β, r,P) is the minimax rate of convergence on
N∗r,d(β, L,P) and that a minimax estimator belongs to the collection F[ P ]. In fact, we

prove that the minimax estimator is f̃(h,P) with properly chosen kernel K and bandwidth
h.

For a given integer l ≥ 2 and a given symmetric Lipschitz function u : R→ R satisfying
supp(u) ⊆ [−1/(2l), 1/(2l)] and

∫
R u(y)dy = 1 set

ul(z) :=
l∑

j=1

(
l
j

)
(−1)j+1 1

j
u

(
z

j

)
, z ∈ R. (2.15)

Furthermore, we use K ≡ ul in the definition of estimators collection F[ P ].
The relation of kernel ul to anisotropic Nikolskii classes is discussed in Kerkyacharian,
Lepski and Picard [77]. In particular, it was shown that∫

R
K(z)dz = 1,

∫
R
zkK(z)dz = 0, ∀k = 1, . . . , l − 1. (2.16)

Choose finally h = (h1, . . . ,hd), where

hj = n
− γI (β,r)

2γI (β,r)+1
1

βj(I) , j ∈ I, I ∈ P.

Here,

βj(I) := κ(I)βjκ−1
j (I), κ(I) := 1−

∑
k∈I

(βkpk)
−1 , κj(I) := 1−

∑
k∈I

(
p−1
k − p

−1
j

)
β−1
k .

Theorem 3. For all (β, r,P) ∈ (0, l]d × [1,∞]d × P such that Υ (β, r,P) > 0 and all
L ∈ (0,∞)d

lim sup
n→+∞

{
ϕ−1
n,x (β, r,P)R(r)

n,x

[
f̃(h,P), N

∗
r,d(β, L,P)

]}
<∞.

To get the statement of this theorem, we apply Theorem 1 with P = {P} andH = {h}.
In view of the embedding theorem for anisotropic Nikolskii classes (formulated in the proof
of Lemma 2 and available when Υ (β, r,P) > 0), there exists a number f := f(β, r) > 0
such that N∗r,d(β, L,P) ⊆ F [ f , {P} ]. It makes possible the application of Theorem 1.

Let us briefly discuss several consequences of Theorems 2 and 3. First, if P = ∅, we
obtain the minimax rate on the anisotropic Nikolskii class Nr,d(β, L). In particular, if rj =
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∞, j = 1, . . . , d, we find the minimax rate on the anisotropic Hölder class N∞,d(β, L). If
d = 1, then we find again the minimax rates on the unidimensional Hölder class N∞,1(β, L)
and the unidimensional Sobolev class Wp,1(β, L) considered in Brown and Low [17] and
in Butucea [23] respectively.

Next, in view of Theorem 2 there is no consistent estimator for f(x) on Nr,d(β, L) if

Υ
(
β, r, ∅

)
≤ 0. On the other hand, if f ∈ N∗r,d(β, L,P) and Υ(β, r,P) > 0, then such

estimator for f(x) does exist in view of Theorem 3 even if Υ
(
β, p, ∅

)
≤ 0.

Note also that the condition Υ
(
β, r, ∅

)
> 0 is sufficient to find a consistent estimator

on each functional class N∗r,d(β, L,P), P ∈ P, and that the same condition is necessary for
the estimation over N∗r,d(β, L, ∅). It allows us to compare the influence of the independence
structure on the accuracy of estimation. For example, we see that

ϕn,x (N∞,d(β, L))� ϕn,x (β, r,P) , P 6= ∅, rj =∞, j = 1, . . . , d.

We conclude that the existence of an independence structure improves significantly the
accuracy of estimation.

We finish this section with the result being a refinement of Theorem 2.

Proposition 1. ∀ (β, p,P) ∈ (0,+∞)d × [1,∞]d ×P, ∀L ∈ (0,∞)d, ∃c > 0 :

lim inf
n→+∞

{
ρ−1
n,x (β, r,P) inf

f̃n

R(r)
n,x

[
f̃n,Nr,d(β, L,P)

]}
≥ c,

where infimum is taken over all possible estimators.

Remark 2. Recall (see Section 2.3.1) that Nr,d(β, L,P) ⊆ Nr,d (β, L,P) ⊆ N∗r,d (β, L,P).
Hence, the statement of Theorem 3 remains true if one replaces the classe N∗r,d (β, L,P)

by Nr,d (β, L,P), P ⊆ P. Thus, Proposition 1 together with Theorem 3 allows us to assert
that ρn,x (β, r,P) is the minimax rate of convergence on Nr,d (β, L,P).

2.3.3 Adaptive estimation. Upper bound

Let P ⊆ P, such that ∅ ∈ P, be fixed. Denote d(P) := supI∈P |I|, P ∈ P, and
d := infP∈P d(P).

Set β
(max)
j = βmax ∈ (0,∞) and r

(max)
j = rmax ∈ [2,∞], j = 1, . . . , d, satisfying βmax >

1
2

(
d− d

)
+ d

rmax
and suppose additionally that l ≥ 2 ∨ βmax.

Choose K ≡ ul, defined in (2.15), z = 1
2(βmax−d/rmax) and t = 2(βmax−d/rmax)

2(βmax−d/rmax)+d
.

Let H be the dyadic grid in (0, 1]d completed by h defined by

hj := n
− 1

2(βmax−d/rmax)+d , j = 1, . . . , d. (2.17)
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Consider the estimator f̃(x) defined by the selection rule (2.8), in Section 2.2.3.

For (β, r,P) ∈ (0, βmax]d × [1, rmax]d ×P introduce

ψn,x (β, r,P) :=


(
n

lnn

)− Υ
2Υ+1 , Υ := Υ (β, r,P) < Υmax

n−
Υmax

2Υmax+1 , Υ := Υ (β, r,P) = Υmax

, (2.18)

where Υmax := βmax
d
− 1

rmax
.

Theorem 4. For any (β, r) ∈ (0, βmax]d × [1, rmax]d such that Υ
(
β, r, ∅

)
> 0, any P ∈ P

and any L ∈ (0,∞)d

lim sup
n→+∞

{
ψ−1
n,x (β, r,P)R(r)

n,x

[
f̃ , Nr,d(β, L,P)

]}
<∞.

Similarly to Theorem 3, the proof of Theorem 4 is mostly based on the result of
Theorem 1. The application of Theorem 1 is possible because Nr,d(β, L,P) ⊆ F [f ,P ] for

some f := f(β, r) > 0 that is guaranteed by the condition Υ
(
β, r, ∅

)
> 0.

We would like to emphasize that the construction of f̃(x) does not involved the know-
ledge of the parameters (β, r,P, L). Using the modern statistical language, one can say
that f̃(x) is fully adaptative.

Note, however, that the precision ψn,x(β, r,P) given by this estimator does not coincide
with minimax rate of convergence ϕn,x(β, r,P) whenever Υ 6= Υmax. In the next section,
we prove that ψn,x(β, r,P) found in Theorem 4 is an optimal payment for adaptation.

2.3.4 Adaptive estimation. Criterion of optimality

Let
{

Σ(α,b), (α, b) ∈ A×B
}

be the scale of functional classes where A ⊂ Rm is a
(m)-dimensional manifold and B is a finite set. Recall that the family of normalizations
ψ = {ψn(α, b) > 0, (α, b) ∈ A×B} is called admissible if there exists an estimator f̃ψ
such that

lim sup
n→+∞

{
ψ−1
n (α, b)R(r)

n

[
f̃ψ,Σ(α,b)

]}
< +∞ ∀(α, b) ∈ A×B. (2.19)

The estimator f̃ψ is called ψ−adaptive.

In the considered problem, α = (β, r), b = P and

A =
{

(β, r) ∈ (0, βmax]d × [1, rmax]d : Υ
(
β, r, ∅

)
> 0
}
, B = P.

As it follows from Theorem 4 ψx = {ψn,x(β, r,P), (β, r) ∈ A, P ∈ B} is an admissible

family of normalizations and the estimator f̃(x) is ψx−adaptive.

Let ψ = {ψn(α, b) > 0, (α, b) ∈ A×B} and ψ =
{
ψn(α, b) > 0, (α, b) ∈ A×B

}
be

arbitrary families of normalizations and put

Qn(α, b) :=
ψn (α, b)

ψn (α, b)
, Qn(α) := inf

b∈B
Qn(α, b).
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Define the set A(0)
[
ψ/ψ

]
⊆ A as follows :

A(0)
[
ψ/ψ

]
:=
{
α ∈ A : lim

n→∞
Qn(α) = 0

}
.

The set A(0)
[
ψ/ψ

]
can be viewed as the set where the family ψ ”outperforms” the

family ψ. For any b ∈ B, introduce

A(∞)
b

[
ψ/ψ

]
:=
{
α ∈ A : lim

n→∞
Qn(α0)Qn(α, b) =∞, ∀α0 ∈ A(0)

[
ψ/ψ

]}
.

Remark first that the set A(∞)
b

[
ψ/ψ

]
is the set where the family ψ ”outperforms” the

family ψ. Moreover, the ”gain” provided by ψ with respect to ψ on A(∞)
b

[
ψ/ψ

]
is much

larger than its ”loss” on A(0)
[
ψ/ψ

]
.

The idea led to the criterion of optimality formulated below is to say that ψ is ”better”

than ψ if there exists b ∈ B for which the set A(∞)
b

[
ψ/ψ

]
is much more ”massive” than

A(0)
[
ψ/ψ

]
.

Definition 8. I) A family of normalizations ψ is called adaptive rate of convergence if

1. ψ is an admissible family of normalizations ;

2. for any admissible family of normalizations ψ satisfying A(0)
[
ψ/ψ

]
6= ∅ :

– A(0)
[
ψ/ψ

]
is contained in a (m− 1)-dimensional manifold,

– there exists b ∈ B such that A(∞)
b

[
ψ/ψ

]
contains an open set of A.

II) If ψ is an adaptive rate of convergence, then f̃ψ satisfying (2.19) is called rate adaptive
estimator.

The aforementioned definition is inspired by Klutchnikoff’s criterion ; see Klutchnikoff
[81]. Indeed if card(B) = 1 the both definitions coincide.

Theorem 5. (i) We can find no optimal rate adaptive estimator (satisfying (2.3) in
Section 2.1) over the scale

{ Nr,d(β, L,P), (β, r,P, L) ∈ A } ,

whenever A ⊆
{(
β, r,P, L

)
∈
(
0, βmax

]d×[1, rmax]d×P×(0,∞)d : Υ
(
β, r, ∅

)
> 0
}

contains
at least two elements

(
β, r,P, L

)
and

(
β′, r′,P ′, L′

)
such that Υ(β, r,P) 6= Υ(β′, r′,P ′).

(ii) f̃(x) is rate adaptive estimator of f(x) and ψx is the adaptive rate of convergence,
in the sense of Definition 8, over the scale{

Nr,d(β, L,P),
(
β, r,P, L

)
∈
(
0, βmax

]d × [1, rmax]d ×P× (0,∞)d, Υ
(
β, r, ∅

)
> 0

}
.
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It is important to emphasize that our results cover a large class of problems in the
framework of pointwise density estimation.

In particular, if P =
{
∅
}

, we deduce that f̃(x) is rate adaptive estimator of f(x) over{
Nr,d(β, L, ∅), (β, r, L) ∈ (0, βmax]d × [1, rmax]d × (0,∞)d, Υ

(
β, r, ∅

)
> 0
}
.

The adaptive rate of convergence for this problem is given by

ψn,x

(
β, r, ∅

)
:=


(
n

lnn

)− Υ
2Υ+1 , (β, r) 6=

(
β(max), r(max)

)
, Υ :=

1−
∑d
j=1

1
βiri∑d

j=1
1
βj

n−
Υmax

2Υmax+1 , (β, r) =
(
β(max), r(max)

)
, Υmax := βmax

d − 1
rmax

.

To the best of our knowledge, the latter result is new. It is precise and generalizes the results
of Brown and Low [17] (d = 1, r1 = rmax =∞), Butucea [23] (d = 1, r1 = rmax = p) and
Comte and Lacour [30] when the noise variable is equal to zero (d ≥ 1, rj = rmax = ∞) ;
see Section 1.2.1.

Another interesting fact is related to the set of ”nuisance” parameters where the adap-
tive rate of convergence ψn,x (β, r,P) coincides with the minimax one. In all known for us
problems of pointwise adaptive estimation this set contains a single element. However, as
it follows from Theorem 5, this set may contain several elements. Indeed, if for instance
d = 4, rmax =∞ and P = {P1,P2,P3} with P1 = {{1}, {2}, {3, 4}}, P2 = {{1, 2}, {3, 4}},
P3 = {{1, 2, 3, 4}}, then f̃(x) is rate adaptive estimator of f(x) over{

Nr,4(β, L,P), (β, r,P, L) ∈ (0, βmax]4 × [1,∞]4 ×P× (0,∞)4, Υ
(
β, r, ∅

)
> 0
}
.

In this case, the adaptive rate of convergence satisfies

ψn,x (β, r,P) := n−
Υmax

2Υmax+1 , (β, r,P) ∈
{
β(max)

}
×
{
r(max)

}
× {P1,P2} , Υmax :=

βmax
2

.

Thus, in the considered example the aforementioned set contains two elements.

Finally, let us note that there is a ”ln− price” to pay for adaptation with respect to
the structure of independence even if the smoothness parameters β, L and r are known.
This result follows from the bound (2.36) established in the proof of Theorem 5.

2.4 Comparison with the global method of Lepski

A recent paper of Lepski [88] deals with the rate optimal adaptive estimation of a
probability density under sup-norm loss. It is obvious that the estimator constructed in
Lepski [88] is fully data-driven and can be also used in pointwise estimation. However, this
estimator is neither minimax nor optimally minimax adaptive when pointwise estimation
is considered. Below, we discuss this issue in detail.
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2.4.1 Oracle approach

Obviously, the use of a local method allows to control better the error of approximation
since B(h,P)(x) is smaller than supy∈Rd B(h,P)(y). Moreover, our local method controls
better the stochastic error since ln δ(h,P) is smaller than ln(n). The latter fact is explained
by the use of different constructions of the selection rule. First, it concerns the choice
of the regularization parameter h. Whereas Lepski [88] uses kernel convolution, we use
the ”operation” ∨ on the set of bandwidth parameters. Next, in pointwise estimation,
we select the parameter (h,P) from very special set whose construction is new. It is
important to emphasize that the consideration of the parameter set used in Lepski [88] is
too ”rough” in order to bring an optimal pointwise adaptif estimator. Both reasons required
the introduction of novel technical arguments for pointwise estimation with respect to those
in Lepski [88] for estimation under sup-norm loss ; see the definition of our selection rule
in Section 2.2.3, and the proofs of Proposition 2, Lemma 1 and Theorem 1 in the next
section. Note, however, that the adaptation to eventual independence structure in both
papers has rest upon the same methodology.

The following example illustrates clearly how the quality of estimation provided by
Lepski’s estimator can be significantly improved by application of our local method.

Example 3. Considering the problem described in Example 1, we compare both methods.

– Local method. We obtain from our local oracle inequality that

(
Ef
∣∣∣f̃(x)− fd(x)

∣∣∣r) 1
r ≤ (α1

√
4 ln (4) + α2)n−

1
2 , α1, α2 > 0.

– Global method. The best quality of estimation provided by Theorem 1 in Lepski [88]
is (

Ef
∣∣∣f̃(x)− fd(x)

∣∣∣r) 1
r ≤ (2C1 + C2)(n/ ln(n))−

1
3 , C1, C2 > 0.

It is also important to emphasize that our Theorem 1 presents other advantages with
respect to that in Lepski [88].

a) We derive our oracle-type inequality over the functional class F
[
f ,P

]
which contains

the class Fd
[
f
]

used in Lepski [88] that allows to obtain upper bounds under more general
assumptions. For instance, if P = {{1, . . . , d}}, we do not need that all marginals are
uniformly bounded, that is not true when we use Theorem 1 in Lepski [88] ; see our
Corollary 1 above.

b) The oracle-type inequality for sup-norm risk cannot be used in general for other
type of loss functions. Contrary to this, the pointwise risk can be integrated that allows
to obtain the results under Lp−loss ; see, for example, Lepski, Mammen and Spokoiny
[85] and Goldenshluger and Lepski [62]. In this context, the establishing of local oracle
inequality with the term ln δ(h,P) instead of ln(n) is crucial.
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2.4.2 Minimax adaptive estimation

Comparing the minimax rate of convergence defined by (2.14), we find a price to pay
for adaptation in the pointwise setting. This does not exist in the estimation under sup-
norm loss. Note nevertheless that this price to pay for adaptation is not unavoidable for all
values of nuisance parameter

(
β, r,P, L

)
. This explains the necessity of the introduction

of the optimality criterion presented in Section 2.3.4.

Let us also compare our results with those obtained in Lepski [88].

Example 4. Consider that P still contains the elements P1 and P2 defined in Example 1
and that d = 2. Put βmax = 1.

– Local method. In view of our results, our estimator f̃(x) achieves the following mi-
nimax rate of convergence :

inf
f̃n

sup
f∈N∞,2

(
β(max),L,P2

) (Ef ∣∣∣f̃n(x)− f2(x)
∣∣∣r) 1

r � n−1/3,

where infimum is taken over all possible estimators.

– Global method. In view of the results in Lepski [88], the estimator f̃ proposed in the
latter paper achieves the following minimax rate of convergence :

inf
f̃n

sup
f∈N∞,2

(
β(max),L,P2

) (Ef∥∥f̃n − f2

∥∥r
∞

) 1
r � (n/ ln(n))−1/3,

where infimum is taken over all possible estimators.

Thus, the application of the procedure from Lepski [88] for pointwise adaptive esti-
mation leads to the logarithmic loss of accuracy everywhere, while our estimator is rate
optimal for some values of nuisance parameter.

2.5 Proofs of main results

The main technical tools used in the derivation of pointwise oracle inequality given in
Theorem 1 are uniform bounds of empirical processes. We start this section with presenting
of corresponding results those proof are postponed to the Appendix. In particular, we

provide with the explicit expression of the constants λ
(r)
s [K, z, t], s ∈ N∗, r ≥ 1, used in

the selection rule (2.8). Our considerations here are mostly based on the results recently
developed in Lepski [86]-[87] ; see Annex, Proposition 8-9.
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2.5.1 Constants involved in the selection rule

Set for any s ∈ N∗, r ≥ 1, λ
(r)
s [K, z, t] := {3[(sz) ∨ r]/t}

1
2 λ

(r)
s , where

λ(r)
s := λ(r)

s [K] =

{(
10ses +

10seLK

‖K‖∞

)
∨ (48e)

}[√
7 + 7

√
(1 + r) ‖K‖s∞

]
C

(r)
s,1 ‖K‖

s
∞

and C
(r)
s,1 := [144sδ−2

∗ + 5r + 3 + 36Cs].

Here, δ∗ is the smallest solution of the equation 8π2δ
(
1 + [ln δ]2

)
= 1 and

Cs := s sup
δ>δ∗

1

δ2

[
1 + ln

(
9216(s+ 1)δ2

[s∗(δ)]2

)]
+

+ s sup
δ>δ∗

1

δ2

[
1 + ln

(
9216(s+ 1)δ

s∗(δ)

)]
+

,

where s∗(δ) := (6/π2)
1+[ln δ]2

.

2.5.2 Pointwise uniform bounds of kernel empirical processes

Let s ∈ N∗, s ≤ d, and let Yk = (Yk,1, . . . , Yk,s), k ∈ N∗, be a sequence of Rs-valued
i.i.d. random vectors defined on a complete probability space (Ω,A,P) and having the
density g with respect to the Lebesgue measure. Later on Pg denotes the probability law
of Y (n) := (Y1, . . . , Yn) and Eg is the mathematical expectation with respect to Pg. Assume
that ‖g‖∞ ≤ g where g > 0 is a given number.

Set, for r ≥ 1, a
(r)
s :=

(
2
√

1 + r
[
1 ∨ λ(r)

s

])−2
and

H(s)
n :=

s∏
j=1

[
h

(min)
j (n), h

(max)
j (n)

]
⊆
[

1

n
, 1

]s
,

H(s,r)
n :=

{
h ∈ H(s)

n : nVh ≥
[
a(r)
s

]−1
ln(n)

}
.

For any h ∈ H(s)
n , y0 ∈ Rs and u ≥ 1 set also

K(y) :=

s∏
j=1

K(yj), Vh :=

s∏
j=1

hj , Kh(y) := V −1
h

s∏
j=1

K(yj/hi) ∀y ∈ Rs,

Gh(y0) := 1 ∨
[∫

Rs
|Kh(y − y0)| g(y)dy

]
, G̃h(y0) := 1 ∨

[
n−1

n∑
k=1

|Kh(Yk − y0)|

]
,

U (u)
h (y0) :=

√
[Gh(y0)]2

nVh

{
1 ∨ ln

(
Vh(max)

Vh

)
+ u

}
.

For a given y0 ∈ Rs consider the empirical processes

ξh(y0) := n−1
n∑
k=1

[
Kh (Yk − y0)− Eg {Kh (Yk − y0)}

]
, h ∈ H(s)

n ,

ξh(y0) := n−1
n∑
k=1

[
|Kh (Yk − y0)| − Eg {|Kh (Yk − y0)|}

]
, h ∈ H(s)

n .
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Proposition 2. For all r ≥ 1, all integer n ≥ 3 and all real number u satisfying 1 ≤ u ≤
r ln(n)

(i) Eg

{
sup

h∈H(s,r)
n

[
|ξh(y0)| − λ(r)

s U
(u)
h (y0)

]
+

}r

≤ C(r)
s (K,g) [nVh(max) ]

− r
2 e−u;

(ii) Eg

{
sup

h∈H(s,r)
n

[∣∣ξh(y0)
∣∣− 1

2
Gh(y0)

]
+

}r

≤ C(r)
s (K,g) [nVh(max) ]

− r
2 e−u;

(iii)

(
Eg

{
sup

h∈H(s,r)
n

[
Gh(y0)− 2G̃h(y0)

]
+

}r) 1
r

≤ 2
[
C(r)
s (K,g)

] 1
r

[nVh(max) ]
− 1

2 e−
u
r .

The expression of the constant C
(r)
s (K,g) is given in the proof of the proposition.

2.5.3 Oracle-type inequality

Auxiliary result For I ∈ Id and h ∈ (0, 1]d set

bhI (xI) :=

∫
R|I|

KhI (yI − xI) fI(yI)dyI ,

ξhI (xI) := f̃hI (xI)− bhI (xI);

GhI (xI) := 1 ∨
[∫

R|I|
|KhI (yI − xI)| f(yI)dyI

]
,

G(x) := sup
(h,P)∈H[ P ]

sup
(η,P ′)∈H[ P ]

sup
I∈P�P ′

GhI∨ηI (xI).

For any (h,P) ∈ (0, 1]d ×P put

U(h,P)(x) :=

√
[ G(x) ]2 {1 ∨ ln δ(h,P)}

nV (h,P)
.

Define also f̃n(x) := 12λd3
(

2 max
{
G̃n(x), 1 ∨ f ‖K‖d1

})d2

, f > 0, where G̃n(x) is given in

(2.7), and

ξn(x) := sup
(h,P)∈H[ P ]

sup
(η,P ′)∈H[ P ]

sup
I∈P�P ′

[
|ξhI∨ηI (xI)| − λ

{
U(h,P)(x) + U(η,P ′)(x)

}]
+
.

Lemma 1. Set f > 0. For any r ≥ 1 there exist constants cj := cj(r, d,K, f , z, t), j =
1, 2, 3, 4, such that ∀n ≥ 3, ∀f ∈ F [f ,P ], ∀(h,P) ∈ H[ P ], P ∈ P(f),

(i)
(
Ef |ξn(x)|2r

) 1
2r ≤ c1 [nVmax]−

1
2 ; (ii)

(
Ef
[
G(x)− G̃n(x)

]2r

+

) 1
2r

≤ c2 [nVmax]−
1
2 ;

(iii)

(
Ef
∣∣∣f̃n(x)

∣∣∣2r) 1
2r

≤ c3 ; (iv)

(
Ef
∣∣∣Ũ(h,P)(x)

∣∣∣2r) 1
2r

≤ c4U(h,P)(x).
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Proof of Theorem 1. We divide the proof into several steps.

1) Let (h,P) ∈ H[ P ], P ∈ P(f), be fixed. By the triangle inequality, we have∣∣∣f̃(x)− f(x)
∣∣∣

≤
∣∣∣f̃(h̃,P̃)

(x)− f̃
(h,P),(h̃,P̃)

(x)
∣∣∣+
∣∣∣f̃(h,P),(h̃,P̃)

(x)− f̃(h,P)(x)
∣∣∣+
∣∣∣f̃(h,P)(x)− f(x)

∣∣∣
≤ 2

[
∆̃(h,P)(x) + 2Λ̃n(x)Ũ(h,P)(x)

]
+
∣∣∣f̃(h,P)(x)− f(x)

∣∣∣ . (2.20)

Here, we have used that f̃
(h,P),(h̃,P̃)

(x) = f̃
(h̃,P̃),(h,P)

(x) and the definition of (h̃, P̃).

In what follows, we will use the inequality : for m ∈ N∗ and aj , bj ∈ R, j = 1, . . . ,m,∣∣∣∣∣∣
m∏
j=1

aj −
m∏
j=1

bj

∣∣∣∣∣∣ ≤ m
(

sup
j=1,...,m

max {|aj | , |bj |}

)m−1

sup
j=1,...,m

|aj − bj | . (2.21)

Here and later, we assume that the product and the supremum over empty set are equal
to one and zero, respectively.

2) Since P ∈ P(f), using (2.21) we have∣∣∣f̃(h,P)(x)− f(x)
∣∣∣ ≤ d(sup

I∈P
max

{
G̃hI (xI), f

})d−1

sup
I∈P

∣∣∣f̃hI (xI)− fI(xI)∣∣∣
≤ d

(
max

{
G̃n(x), f

})d−1 [
B(h,P)(x) + ξn(x) + 2λU(h,P)(x)

]
(2.22)

since G̃n(x) ≥ G̃hI (xI) ≥ 1 and
∣∣∣f̃hI (xI)− fI(xI)∣∣∣ ≤ |ξhI (xI)|+|bhI (xI)− fI(xI)|, ∀I ∈ P.

3) Set f̃
(1)
n := d

[
G̃n(x)

]d(d−1)
. For any (η,P ′) ∈ H[ P ], we get from the inequality (2.21)

∣∣∣f̃(h,P),(η,P ′)(x)− f̃(η,P ′)(x)
∣∣∣ ≤ f̃ (1)

n sup
I′∈P ′

∣∣∣∣∣∣
∏

I∈P:I∩I′ 6=∅

f̃hI∩I′ ,ηI∩I′ (xI∩I′)− f̃ηI′ (xI′)

∣∣∣∣∣∣ .
Introduce, for all I ∈ Id, all η ∈ (0, 1]d, bhI ,ηI (xI) :=

∫
R|I| KhI∨ηI (yI − xI) fI(yI)dyI .

Put also f̃
(2)
n := d

(
max

{
G̃n(x), G(x)

})d−1
. For any (η,P ′) ∈ H[ P ] and any I ′ ∈ P ′, in

view of (2.21), ∣∣∣∣∣∣
∏

I∈P:I∩I′ 6=∅

f̃hI∩I′ ,ηI∩I′ (xI∩I′)−
∏

I∈P:I∩I′ 6=∅

bhI∩I′ ,ηI∩I′ (xI∩I′)

∣∣∣∣∣∣
≤ f̃ (2)

n sup
I∈P:I∩I′ 6=∅

∣∣ξhI∩I′∨ηI∩I′ (xI∩I′)∣∣ ,∣∣∣∣∣∣
∏

I∈P:I∩I′ 6=∅

bhI∩I′ ,ηI∩I′ (xI∩I′)− bηI′ (xI′)

∣∣∣∣∣∣ ≤ f̃ (2)
n B(h,P)(x).
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For the last inequality, we have used that P ∈ P(f) and, therefore, for any η ∈ (0, 1]d and
any I ′ ∈ Id

bηI′ (xI′) =

∫
R|I′|

KηI′ (yI′ − xI′)
∏

I∈P:I∩I′ 6=∅

fI∩I′(yI∩I′)dyI′ =
∏

I∈P:I∩I′ 6=∅

bηI∩I′ (xI∩I′).

4) Applying the triangle inequality, we get since f̃
(2)
n ≥ 1 and U(h,P)(x) > 0, for any

(η,P ′) ∈ H[ P ],∣∣∣f̃(h,P),(η,P ′)(x)− f̃(η,P ′)(x)
∣∣∣

≤ f̃ (1)
n sup

I′∈P ′

{
f̃ (2)
n sup

I∈P:I∩I′ 6=∅

∣∣ξhI∩I′∨ηI∩I′ (xI∩I′)∣∣+ f̃ (2)
n B(h,P)(x) +

∣∣ξηI′ (xI′)∣∣
}

≤ f̃ (1)
n f̃ (2)

n B(h,P)(x) + 2f̃ (1)
n f̃ (2)

n ξn(x) + 3λf̃ (1)
n f̃ (2)

n

{
U(η,P ′)(x) + U(h,P)(x)

}
.

Put f
(2)
n := d

[
2G̃n(x)

]d−1
and U(x) := sup(η,P ′)∈H[ P ] U(η,P ′)(x). We obtain that

∆̃(h,P)(x) ≤ 2f̃ (1)
n f̃ (2)

n

{
B(h,P)(x) + ξn(x)

}
+ 3λf̃ (1)

n

{
U(x) + U(h,P)(x)

} [
f̃ (2)
n − f

(2)
n

]
+

+3λf̃ (1)
n f

(2)
n

{
sup

(η,P ′)∈H[ P ]

[
U(η,P ′)(x)− Ũ(η,P ′)(x)

]
+

+
[
U(h,P)(x)− Ũ(h,P)(x)

]
+

}
;

∆̃(h,P)(x) ≤ f̃n(x)

{
B(h,P)(x) + ξn(x) +

[
G(x)− G̃n(x)

]
+

}
, (2.23)

where f̃n(x) := 12λd3
(

2 max
{
G̃n(x), 1 ∨ f ‖K‖d1

})d2

, since λ ∧ ‖K‖1 ≥ 1,

U(η,P ′)(x) ≤
(

1 ∨ f ‖K‖d1
)√1 ∨ ln δ(h,P)

nV (h,P)
≤ 1 ∨ f ‖K‖d1 , ∀(η,P ′) ∈ H[ P ],

and [am − bm]+ ≤ m(max{a, b})m−1[a− b]+, ∀a, b > 0, ∀m ∈ N∗.

5) Finally, we deduce from (2.20), (2.22) and (2.23), using again λ ∧ ‖K‖1 ≥ 1, that∣∣∣f̃(x)− f(x)
∣∣∣

≤ 3f̃n(x)

{
B(h,P)(x) + U(h,P)(x) + Ũ(h,P)(x) + ξn(x) +

[
G(x)− G̃n(x)

]
+

}
.

By the Cauchy-Schwarz inequality(
Ef
∣∣∣f̃(x)− f(x)

∣∣∣r) 1
r

≤ 3

(
Ef
∣∣∣f̃n(x)

∣∣∣2r) 1
2r

[
B(h,P)(x) + U(h,P)(x) +

(
Ef
∣∣∣Ũ(h,P)(x)

∣∣∣2r) 1
2r

+
(
Ef |ξn(x)|2r

) 1
2r

+

(
Ef
[
G(x)− G̃n(x)

]2r

+

) 1
2r

]
.



64 CHAPITRE 2. POINTWISE ADAPTIVE ESTIMATION

Applying Lemma 1,(
Ef
∣∣∣f̃(x)− f(x)

∣∣∣r)1/r
≤ 3c3

[
B(h,P)(x) + (1 + c4)U(h,P)(x) + (c1 + c2) [nVmax]−

1
2

]
,

and we come to the assertion of Theorem 1 with α1 = 3c3(1 + c4)(1 ∨ f ‖K‖d1) and
α2 = 3c3(c1 + c2).

2.5.4 Lower bound for minimax estimation

Let (β, r,P) ∈ (0,∞)d× [1,∞]d×P and L ∈ (0,∞)d be fixed. The proof of Proposition
1 is mainly based on the application of Proposition 11 given in the Annex of the present
thesis with Σ = Nr,d

(
β, L,P

)
, the semi norm definied by `(f̃n − f) = |f̃n(x) − f(x)| and

Jn = {1}.

Proof of Proposition 1 Set N (y) :=
∏d
j=1

√
2π
−1

exp
(
−y2

j /2
)

and let f (0)(y) :=

σ−1N (y/σ), y ∈ Rd. It is easily seen that one can find σ > 0 such that

f (0) ∈ Nr,d(β, L/2,P) ⊆ Nr,d(β, L,P), Lj := 2 ∧ Lj , j = 1, . . . , d. (2.24)

Let I = {j1, . . . , jm} ∈ P be such that Υ := Υ (β, r,P) = γI(β, r) and g : R→ R such
that supp(g) ⊆ (−1/2, 1/2), g ∈ ∩j∈INrj ,1(βj , 1/2),

∫
g = 0, and |g(0)| = ‖g‖∞. Define

H(yI) = An

m∏
l=1

g

(
yjl − xjl
δl,n

)
,

where An, δl,n → 0, l = 1, . . . ,m, if n → ∞, will be chosen later. Note that H ∈
NrI ,|I| (βI , LI/2) if

Anδ
−βjl
l,n

(
m∏
k=1

δk,n

)1/rjl

≤
Ljl
cl
, l = 1, . . . ,m, cl = ‖g‖m−1

ril
. (2.25)

Introduce

f (1)(y) =

∏
j /∈I

[
2πσ2

]− 1
2 exp

(
−y2

j /2σ
2
)

×

∏
j∈I

[
2πσ2

]− 1
2 exp

(
−y2

j /2σ
2
)

+H(yI)

 . (2.26)

It is obvious that there exists A0 > 0 such that if An ≤ A0 then f (1)(y) > 0 for any
y ∈ Rd. Note also that the condition

∫
g = 0 implies that

∫
f (1) = 1. We conclude that

f (1) is a probability density. Furthermore, assumptions (2.24)-(2.25) and the definition of
f (0) allow us to assert that f (1) ∈ Nr,d(β, L,P). We remark that∣∣∣f (1)(x)− f (0)(x)

∣∣∣ = c∗1An, c∗1 :=
(
σ
√

2π
)m−d

|g(0)|m
∏
j /∈I

exp
(
−x2

j/2σ
2
)
.
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Then Assumption (5.1) of Proposition 11 is fulfilled when 2sn(β, p,P) ≤ c∗1An.

Since Xk, k = 1, . . . , n, are i.i.d. random fields and
∫
g = 0 it is easily check that

Ef (0)

[
dPf (1)

dPf (0)

(
X(n)

)]2

≤

[
1 +

2

f
(0)
I (xI)

A2
n

(
m∏
k=1

δj,n

)
‖g‖2m2

]n

≤ exp

[
2 ‖g‖2m2
f

(0)
I (xI)

nA2
n

(
m∏
k=1

δj,n

)]
,

for n large enough. Here, we have used that supp(H) ⊆ Πn :=
∏m
l=1[xjl−δl,n/2, xjl+δl,n/2]

and that infyI∈Πn f
(0)
I (yI) ≥ f (0)

I (xI)/2 for n large enough.

Thus, Assumption (5.2) of Proposition 11 is fulfilled if

exp

[
2 ‖g‖2m2
f

(0)
I (xI)

nA2
n

(
m∏
k=1

δj,n

)]
≤ C.

The latter inequality holds if

nA2
n

(
m∏
k=1

δj,n

)
≤ t2, t :=

√
[c∗2]−1 ln (C), c∗2 :=

2 ‖g‖2m2
f

(0)
I (xI)

. (2.27)

To finalize our proof, we study separately two cases : Υ > 0 and Υ ≤ 0. Note first that
Υ = (1− 1/ωI)/(1/βI), where

1

ωI
:=
∑
j∈I

1

βjrj
,

1

βI
:=
∑
j∈I

1

βj
,

1) Case Υ > 0. Solving the system

Anδ
−βjl
l,n

(
m∏
k=1

δk,n

)1/rjl

=
Ljl
cl
, l = 1, . . . ,m, nA2

n

(
m∏
k=1

δk,n

)
= t2,

we obtain

δl,n =

(
cl
Ljl

) 1
βjl

(
t2

n

) 1
βjl

rjl
A

1
βjl
− 2
βjl

rjl
n ,

An = R

(
t2

n

) Υ
2Υ+1

, R =

[
m∏
l=1

(
Ljl
cl

) 1
2βjl

] 1
1−1/ωI−1/(2βI )

.

It is easily seen that An, δl,n → 0, l = 1, . . . ,m, if n→∞ and one can choose C = 2.

We conclude that, if Υ > 0, Proposition 11 is applicable with

2sn(β, r,P) = c∗1R

(
t2

n

) Υ
2Υ+1

.
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2) Case Υ ≤ 0. We choose An ≡ A, where the constant A satisfies 0 < A < A0. Solving
the system

Aδ
−βjl
l,n

(
m∏
k=1

δk,n

)1/rjl

≤
Ljl
cl
, l = 1, . . . ,m, nA2

(
m∏
k=1

δk,n

)
≤ t2,

δl,n ≥
(
Acl
Ljl

) 1
βjl

(
m∏
k=1

δk,n

) 1
rjl

βjl

,
m∏
k=1

δk,n ≤ R2n
−1, R2 =

ln(C + 1)

c∗2A
2

.

Note that one can choose A such that maxl=1,...,m

(
Acl
Ljl

) 1
βjl ≤ 1 and C = 2. Since ωI ≤ 1,

we obtain the following solution :

δl,n =

(
R2

n

) ωI
rjl

βjl → 0, l = 1 . . . ,m, n→∞.

We conclude that, if Υ ≤ 0, Proposition 11 is applicable with 2sn(β, r,P) = c∗1A.
This completes the proof of Proposition 1.

2.5.5 Minimax and adaptive minimax upper bounds

The proof of Theorems 3 and 4 is based on application of Theorem 1. Note that in
view of the embedding theorem for anisotropic Nikolskii classes (formulated in the proof
of Lemma 2), there exists a number f := f(β, r) > 0 such that supI∈P ‖fI‖∞ ≤ f if

Υ(β, r,P) > 0 or such that supP ′,P ′′∈P supI∈P ′�P ′′ ‖fI‖∞ ≤ f if Υ
(
β, r, ∅

)
> 0. It makes

possible the application of Theorem 1.

Auxiliary result The result formulated in Lemma 2 below is a consequence of Theorem
6.9 in Nikolskii [103] (see Annexe, Section 5.3).

Let l ≥ 2 be a fixed integer and P ⊆ P be a fixed set of partitions of {1, . . . , d}.
Let f ∈ Nr,d(β, L,P), where β ∈ (0, l]d, P ∈ P, r ∈ [1,∞]d satisfy Υ (β, r,P) > 0 and
L ∈ (0,∞)d.

Lemma 2. There exists c := c(K, d, r, l,P) > 0 such that

BhI ,ηI (xI) ≤ c
∑
j∈I

Ljh
βj(I)
j , ∀P ′ ∈ P, ∀I ∈ P � P ′, ∀(h, η) ∈ (0, 1]d × [0, 1]d,

where BhI ,ηI (xI) is defined in Section 2.2.4, βj(I) := κ(I)βjκ−1
j (I),

κ(I) := 1−
∑

k∈I (βkrk)
−1 and κj(I) := 1−

∑
k∈I

(
r−1
k − r

−1
j

)
β−1
k .

The proof of this lemma is given in the Appendix.
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Proof of Theorem 3 For all I ∈ P, consider the following system of equations :

h
βj(I)
j = h

βk(I)
k =

√
1

nVhI
, j, k ∈ I,

and let hI denotes its solution. One can easily check that

hj = n
− γI (β,r)

2γI (β,r)+1
1

βj(I) , j ∈ I, I ∈ P. (2.28)

Here, we have used that 1/γI(β, r) =
∑

k∈I 1/βk(I).

We note that 2−1nV (h,P) ≥ a−1 ln(n) for all n large enough. To get the statement of
the theorem, we will apply Theorem 1 with z = 1, t = 1, hj = hj , j = 1, . . . , d, H = {h},
P = {P}. Thus, H[ P ] is non-empty for n large enough and we get

R(r)
n,x

[
f̃(h,P), f

]
≤ α1

(
cL ∨ 1

) sup
I∈P

∑
j∈I

h
βj(I)
j + sup

I∈P

√
1

nVhI

+ α2 sup
I∈P

√
1

nVhI
, (2.29)

where L := supj=1,...,d Lj . Here, we have used Lemma 2 and the definition of B(h,P)(x).

We deduce from (2.28) and (2.29)

R(r)
n,x

[
f̃(h,P), f

]
≤
[
2α1

(
cL ∨ 1

)
+ α2

]
sup
I∈P

n
− γI (β,r)

2γI (β,r)+1 =
[
2α1

(
cL ∨ 1

)
+ α2

]
n−

Υ
2Υ+1

and the assertion of Theorem 3 follows.

Proof of Theorem 4 Set (β, r) ∈ (0, βmax]d×[1, rmax]d such that Υ
(
β, r, ∅

)
> 0, P ∈ P,

L ∈ (0,∞)d, and f ∈ Nr,d(β, L,P).

Let us first note the following simple fact. If P ′ ∈ P and J = I ∩ I ′, I ∈ P, I ′ ∈ P ′, we
easily prove that βj(J) ≥ βj(I), ∀j ∈ J ; see, for example, Lepski [88], proof of Theorem
3, for more details. Thus, in view of Lemma 2,

B(h,P)(x) ≤ c sup
I∈P

∑
j∈I

Ljh
βj(I)
j , ∀h ∈ (0, 1]d. (2.30)

Recall that h is given in (2.17) and note that 2−1nVh ≥ a−1 ln(n) for n large enough,
since βmax >

1
2

(
d − d

)
+ d

rmax
. Thus, for all P ∈ P, H[ P ] contains (h,P) for n large

enough and one can apply Theorem 1.

If Υ (β, r,P) = Υmax, then it is obvious that (β, r) =
(
β(max), r(max)

)
and that d(P) =

d. Thus, in view of the definition of the multibandwidth h, infI∈P VhI = Vmax. It follows
from Theorem 1 and (2.30)

R(r)
n,x

[
f̃ , f

]
≤ α1

(
cL ∨ 1

) sup
I∈P

∑
j∈I

h
βmax−|I|/rmax
j + sup

I∈P

√
1

nVhI

+ α2 [nVmax]−
1
2 ,
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where L := supj=1,...,d Lj . Since Υmax = βmax/d− 1/rmax, we conclude that there exists a
constant C > 0 such that

R(r)
n,x

[
f̃ , f

]
≤ C

[
α1

(
cL ∨ 1

)
(d+ 1) + α2

]
n−

Υmax
2Υmax+1 . (2.31)

If Υ (β, r,P) < Υmax we solve, for all I ∈ P, the system

Ljh
βj(I)
j = Lkh

βk(I)
k =

√
ln(n)

nVhI
, j, k ∈ I.

The solution is

hj = L
− 1
βj(I)

j

(
L(I) ln(n)

n

) γI (β,r)

2γI (β,r)+1
1

βj(I)

, L(I) =
∏
k∈I

L
1

βk(I)

k , j ∈ I, I ∈ P. (2.32)

In view of the choice of the parameters z, t and the condition βmax >
1
2

(
d−d

)
+ d

rmax
, it is

easily checked that (h,P) ∈ Hn[ P ] for n large enough. Replacing h by its projection h on
the dyadic grid H, one has (h,P) ∈ H[ P ] for n large enough. We deduce from Theorem
1 and (2.30)

R(r)
n,x

[
f̃ , f

]
≤ α1

 c sup
I∈P

∑
j∈I

Ljh
βj(I)
j + sup

I∈P

√
ln(n)

nVhI

+ α2 [nVmax]−
1
2 , (2.33)

The assertion of Theorem 4 follows from (2.31), (2.32) and (2.33).

2.5.6 Minimax adaptive lower bound and adaptive rate of convergence

Auxiliary result To get the assertion of Theorem 5, we use the following lemma which
is due to an oral communication with O. Lepski.

Let (β, r) ∈ (0, βmax]d × [1, rmax]d such that Υ
(
β, r, ∅

)
> 0, P ∈ P, L ∈ (0,∞)d and

(β′, r′) ∈ (0, βmax]d × [1, rmax]d such that Υ
(
β′, r′, ∅

)
> 0, P ′ ∈ P, L′ ∈ (0,∞)d be fixed.

Lemma 3. Set (an) and (bn) two sequences such that an, bn, bn/an → ∞, n → ∞.
Suppose that exist f (0) ∈ N2 := Nr′,d(β

′, L′,P ′) and f (1) ∈ N1 := Nr,d(β, L,P) such that
Pf (1) is absolutely continuous with respect to Pf (0) and∣∣∣f (1)(x)− f (0)(x)

∣∣∣ = a−1
n ; (2.34)

Ef (0)

[
dPf (1)

dPf (0)

(
X(n)

)]2

≤ bn
an
. (2.35)

Then, for any r ≥ 1,

lim inf
n→+∞

inf
f̃n

[
sup
f∈N1

(
Ef
{
an
∣∣f̃n(x)− f(x)

∣∣}r) 1
r

+ sup
f∈N2

(
Ef
{
bn
∣∣f̃n(x)− f(x)

∣∣}r) 1
r

]
≥ 1

2
,

where infimum is taken over all possible estimators.

The proof of this lemma is given in the Appendix of the present Chapter.
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Proof of Theorem 5 1) SetN1 := Nr,d(β, L,P),N2 := Nr′,d(β
′, L′,P ′), Υ1 := Υ(β, r,P)

and Υ2 := Υ(β′, r′,P ′) such that 0 < Υ1 < Υ2. For any τ such that Υ1
2Υ1+1 < τ ≤ Υ2

2Υ2+1 ,
there exists C(τ) > 0 satisfying : ∀r ≥ 1,

lim inf
n→+∞

inf
f̃n

[
sup
f∈N1

Ef


(

n

ln(n)

) Υ1
2Υ1+1 ∣∣f̃n(x)− f(x)

∣∣
r

1
r

+

(
sup
f∈N2

Ef
{
nτ
∣∣f̃n(x)− f(x)

∣∣}r
) 1

r
]
≥ C(τ). (2.36)

Let us prove (2.36), which is a consequence of Lemma 3 with

an := [2C(τ)]−1

(
n

ln(n)

) Υ1
2Υ1+1

, bn := [2C(τ)]−1 nτ ,

and the constant C(τ) > 0 to be specified later.

Similarly to the proof of Proposition 1, set N (y) :=
∏d
j=1

√
2π
−1

exp
(
−y2

j /2
)

and

define f (0)(y) := σ−1N (y/σ), where σ is chosen in such way that

f (0) ∈ Nr′,d(β
′, L′,P ′) ∩Nr,d(β, L/2,P).

Let also f (1) be given in (2.26). It is obvious that there exists a constant A0 such that
f (1) ∈ N1 if An ≤ A0 and

Anδ
−βjl
l,n

(
m∏
k=1

δk,n

)1/rjl

≤
Ljl
cl
, l = 1, . . . ,m, cl = ‖g‖m−1

rjl
.

Assumptions of Lemma 3 are respectively fulfilled if

c∗1An = 2C(τ)

(
ln(n)

n

) Υ1
2Υ1+1

, c∗1 :=
(
σ
√

2π
)m−d

|g(0)|m
∏
j /∈I

exp
(
−x2

j/2σ
2
)

;

exp

[
2 ‖g‖2m2
f

(0)
I (xI)

nA2
n

(
m∏
l=1

δl,n

)]
≤ nτ

(
n

ln(n)

)− Υ1
2Υ1+1

.

The latter inequality, in its turn, holds if

nA2
n

(
m∏
l=1

δl,n

)
= t2 ln(n), t :=

√
[c∗2]−1

(
τ − Υ1

2Υ1 + 1

)
, c∗2 :=

2 ‖g‖2m2
f

(0)
I (xI)

.

Solving the system

Anδ
−βjl
l,n

(
m∏
k=1

δk,n

)1/rjl

=
Ljl
cl
, l = 1, . . . ,m, nA2

n

(
m∏
l=1

δl,n

)
= t2 ln(n),
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we obtain

δl,n =

(
cl
Ljl

) 1
βjl

(
t2 ln(n)

n

) 1
βjl

rjl
A

1
βjl
− 2
βjl

rjl
n ,

An = R

(
t2 ln(n)

n

) Υ1
2Υ1+1

, R =

[
m∏
l=1

(
Ljl
cl

) 1
2βjl

] 1
1−1/ωI−1/(2βI )

.

It is easily seen that An, δl,n → 0, l = 1, . . . ,m, if n→∞. The choice C(τ) = 1
2c
∗
1Rt

2Υ1
2Υ1+1 ,

completes the proof of the inequality (2.36). It follows the assertion (i) of Theorem 5.

2) Let us recall the definition of the set A×B, which is the set of ”nuisance” parameters
for the considered problem.

A :=
{

(β, r) ∈ (0, βmax]d × [1, rmax]d : Υ
(
β, r, ∅

)
> 0
}
, B := P.

Let ψx be an admissible family of normalizations and let f̃n(x) be ψx−adaptive esti-
mator. Define

A(0)

[
ψx
ψx

]
:=
{

(β, r) ∈ A : lim
n→∞

Qn (β, r) = 0
}
,

Qn (β, r) := inf
P∈P
Qn (β, r,P) , Qn (β, r,P) :=

ψn,x (β, r,P)

ψn,x (β, r,P)
,

where ψn,x (β, r,P) is given in (2.18).

For any P ∈ P put also

A(∞)
P

[
ψx
ψx

]
:=

{
(β, r) ∈ A : lim

n→∞
Qn (β0, r0)Qn (β, r,P) =∞, ∀ (β0, r0) ∈ A(0)

[
ψx
ψx

]}
.

In the slight abuse of the notation, we will use later ψn,x(Υ) instead of ψn,x(β, r,P),
Υ = Υ(β, r,P).

For any (β0, r0) ∈ A(0)
[
ψx/ψx

]
introduce

P0 := arg inf
P∈P
Qn (β0, r0,P) , Υ0 := Υ(β0, p0,P0). (2.37)

Let us first note that 0 < Υ0 < Υmax for any (β0, r0) ∈ A(0)
[
ψx/ψx

]
. Indeed, if

Υ0 = Υmax then (β0, r0) ∈ A(0)
[
ψx/ψx

]
contradicts to ψn,x

(
Υmax

)
is a minimax rate of

convergence. Moreover, for any Υ ∈ (Υ0,Υmax), there exists
(
β, r
)
∈ A and P ∈ P such

that Υ
(
β, r,P

)
= Υ. It suffices to choose P ∈ P such that d(P) = d, βj = dΥ + d/rmax

and rj = rmax, j = 1, . . . , d. It is easily checked that βj ∈ (0, βmax).

3) Our goal now is to prove that for any (β0, r0) ∈ A(0)
[
ψx/ψx

]
we have

lim
n→∞

Qn (β0, r0)Qn (β, r,P) =∞, ∀(β, r,P) : Υ0 < Υ (β, r,P) < Υmax. (2.38)
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Set N0 := Nr0,d(β0, L0,P0) and N := Nr,d(β, L,P) such that Υ0 < Υ (β, r,P) < Υmax.
Applying the inequality (2.36) with Υ1 = Υ0, N1 = N0, Υ2 = Υ and N2 = N , we get for
any τ satisfying Υ0

2Υ0+1 < τ < Υ
2Υ+1

lim inf
n→+∞

[
sup
f∈N0

(
Ef
{
ψ−1
n,x(Υ0)

∣∣f̃n(x)− f(x)
∣∣}r) 1

r

+ sup
f∈N

(
Ef
{
nτ
∣∣f̃n(x)− f(x)

∣∣}r) 1
r
]
≥ C(τ). (2.39)

Furthermore, by definition of f̃n(x) and ψx, there exist constants M0,M > 0 such that for
all n large enough

sup
f∈N0

(
Ef
{
ψ
−1
n,x (β0, r0,P0)

∣∣f̃n(x)− f(x)
∣∣}r) 1

r ≤M0; (2.40)

sup
f∈N

(
Ef
{
ψ
−1
n,x (β, r,P)

∣∣f̃n(x)− f(x)
∣∣}r) 1

r ≤M. (2.41)

Note that limn→∞
ψn,x(β0,r0,P0)

ψn,x(β0,r0,P0) = 0 that follows from (β0, r0) ∈ A(0)
[
ψx/ψx

]
as well as

the definition of P0. Thus, we obtain in view of (2.40) that

lim
n→∞

sup
f∈N0

(
Ef
{
ψ−1
n,x(Υ0)

∣∣f̃n(x)− f(x)
∣∣}r) 1

r
= 0.

It yields together with (2.39) and (2.41) that

lim inf
n→+∞

Mnτψn,x(β, r,P) ≥ C(τ), (2.42)

Recall that ψn,x(Υ) = [ln(n)/n]
Υ

2Υ+1 . Since τ < Υ
2Υ+1 we get for some a > 0 satisfying

τ +a < Υ
2Υ+1 that nτψn,x(Υ) ≤ n−a for n large enough. Hence, we obtain in view of (2.42)

lim inf
n→+∞

n−aQn (β, r,P) := lim inf
n→+∞

n−a
ψn,x(β, r,P)

ψn,x(β, r,P)
≥ C(τ)

M
. (2.43)

Furthermore, since ϕn,x(β0, r0,P0) is a minimax rate of convergence, there exists a constant
M1 > 0 such that

Qn (β0, r0) :=
ψn,x(β0, r0,P0)

ψn,x(β0, r0,P0)
≥M1

ϕn,x(β0, r0,P0)

ψn,x(β0, r0,P0)
= M1[ln(n)]

− Υ0
2Υ0+1 (2.44)

for all n large enough. We deduce from (2.43) and (2.44) that

lim
n→∞

Qn (β0, r0)Qn (β, r,P) =∞.

Thus, (2.38) is proved.

4) Let
(
β1, r1

)
∈ A(0)

[
ψx/ψx

]
and

(
β2, r2

)
∈ A(0)

[
ψx/ψx

]
be arbitrary pairs of parameters.

Let also P1 and P2 be defined in (2.37) where
(
β0, r0

)
is replaced by

(
β1, r1

)
and

(
β2, r2

)
,

respectively. Then necessarily

Υ
(
β1, r1,P1

)
= Υ

(
β2, r2,P2

)
. (2.45)
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Indeed, assume that Υ
(
β1, r1,P1

)
< Υ

(
β2, r2,P2

)
. Noting thatQn (β2, r2) = Qn (β2, r2,P2),

in view of the definition of P2 we deduce from (2.38) with
(
β0, r0

)
=
(
β1, r1

)
and

(
β, r,P

)
=(

β2, r2,P2

)
that

Qn (β2, r2)→∞, n→∞.

This contradicts to
(
β2, r2

)
∈ A(0)

[
ψx/ψx

]
. The case Υ

(
β1, r1,P1

)
> Υ

(
β2, r2,P2

)
is

traited similarly.

5) We are now in position to prove Theorem 5.

First, if A(0)
[
ψx/ψx

]
6= ∅, we deduce from (2.45) that there exists Υ0 ∈ (0,Υmax) such

that

Υ
(
β, r,P(β,r)

)
= Υ0, ∀

(
β, r
)
∈ A(0)

[
ψx/ψx

]
. (2.46)

Here, as previously, P(β,r) := arg infP∈PQn (β, r,P).

Recall that, for (β, r,P) ∈ (0,+∞)d × [1,∞]d ×P,

Υ (β, r,P) = inf
I∈P

γI (β, r) , γI (β, r) =
1−

∑
j∈I

1
βjrj∑

j∈I
1
βj

, I ∈ P.

Thus, obviously

dim
(
A(0)

[
ψx/ψx

])
≤ 2d− 1. (2.47)

Next, let P∗ ∈ P be a partition satisfying Υ
(
β(max), r(max),P∗

)
= Υmax. We deduce

from (2.38) that

A(∞)
P∗
[
ψx/ψx

]
⊇ {(β, p) ∈ A : Υ0 < Υ (β, r,P∗) < Υmax} ,

where Υ0 is defined in (2.46). Thus, A(∞)
P∗
[
ψx/ψx

]
contains an open set of A since (β, r) 7→

Υ (β, r,P∗) is continuous.

This together with (2.47) completes the proof of the theorem.

2.6 Appendix : technical results

2.6.1 Proof of Proposition 2 : pointwise upper bounds of kernel empiri-
cal processes

Our goal is to establish a uniform bound for the empirical process
{
ξh(y0)

}
h
. Note

that the considered family of random fields is a particular case of the generalized empirical
processes studied in Lepski [87]. We get the assertions of Proposition 2 from the Theorem



2.6. APPENDIX : TECHNICAL RESULTS 73

1 in the latter paper since it allows us to assert that, for any u ≥ 1, q ≥ 1 and any integer
n ≥ 3

Eg

{
sup
h∈H(s)

n

[
|ξh(y0)| − U (u,q)(n, h, y0)

]
+

}q
≤ C(q)

s (K,g) [nVh(max) ]
− q

2 e−u, (2.48)

U (u,q)(n, h, y0) := c(K, s, q)

√
Gh(y0)

nVh

{
1 ∨ ln

(
Vh(max)

Vh

)
+ 2 ln (2 + lnGh(y0)) + u

}

+
c(K, s, q)

nVh

{
1 ∨ ln

(
Vh(max)

Vh

)
+ 2 ln (2 + lnGh(y0)) + u

}
.

The constants C
(q)
s (K,g) and c(K, s, q) are given later.

Thus, we only have to check the Assumptions of Theorem 1 in Lepski [87] and to match
the notations used in the present paper and in the latter one. We divide this proof into
several steps.

1) For our case, we first consider that p = 1, m = s+ 1, k = s, Hk1(n) = H(s)
n , Hmk+1(n) =

{y0}, h(k) = h and

G∞(h) = V −1
h ‖K‖s∞ , Gn = V −1

h(max) ‖K‖
s
∞ , Gn = V −1

h(min) ‖K‖
s
∞ ,

Gj,n(hj) =
h

(min)
j

hj
V −1
h(min) ‖K‖

s
∞ , Gj,n =

h
(min)
j

h
(max)
j

V −1
h(min) ‖K‖

s
∞ , j = 1, . . . , s,

%(s)
n

(
ĥ, h̄

)
= max

j=1,...,s

∣∣∣ln(ĥj)− ln(h̄j)
∣∣∣ .

Obviously, Assumption 1 (i) in Lepski [87] is fulfilled. Using the assumption (2.5) (see
Section 2.2.1 of the present Chapter), we get supp(K) ⊆ [−1/2, 1/2]s and

|K(y)−K(z)| ≤ L(s)
K max

j=1,...,s
|yj − zj | , ∀y, z ∈ Rs, L

(s)
K := s ‖K‖s−1

∞ LK > 0.

Thus, we easily check that, for any h, h′ ∈ H(s)
n and any y ∈ Rs,

|Kh(y − y0)−Kh′(y − y0)|

≤
[
‖K‖s∞
Vh

∨
‖K‖s∞
Vh′

]{
exp

(
s%(s)
n (h, h′)

)
− 1 +

L
(s)
K

‖K‖s∞

(
exp

(
%(s)
n (h, h′)

)
− 1
)}

.

It implies that Assumption 1 (ii) in Lepski [87] holds with

D0(z) = exp (sz)− 1 +
L

(s)
K

‖K‖s∞
× (exp (z)− 1) , Ds+1 ≡ 0, Ls+1 ≡ 0.

Furthermore, Assumption 3 in Lepski [87] holds with N = 0 and R = 1 since Hmk+1 =
Hs+1 = {y0} and Assumption 2 in Lepski [87] is not needed since n1 = n2 = n.
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2) Thus, the application of the Theorem 1 in Lepski [87] is possible. Let us first compute
the constants which appear in its proof.

CN,R,m,k = sup
δ>δ∗

δ−2s

[
1 + ln

(
9216(s+ 1)δ2

[s∗(δ)]2

)]
+

+ sup
δ>δ∗

δ−2s

[
1 + ln

(
9216(s+ 1)δ

[s∗(δ)]

)]
+

;

CD = ses +
seLK

‖K‖∞
, CD,b =

√
2CD ∨ [(2/3)(CD ∨ 8e)] ,

λ1 = 4
√

2eCD, λ2 = (16/3)(CD ∨ 8e).

Next, we have to compute the quantities involved in the description of U (u,q)
r (n, h).

Mq(h) ≤ C(q)
s,1

[
1 ∨ ln

(
Vh(max)

Vh

)]
, C

(q)
s,1 := [144sδ−2

∗ + 5q + 3 + 36Cs], Cs := CN,R,m,k.

Since the Yk’s are identically distributed, putting h = (h, y0), n1 = n2 = n and r = 0,
we have

Fn,r(h) = 1 ∨
[∫

Rs
|Kh(y − y0)| g(y)dy

]
=: Gh(y0), Fn = sup

h∈H(s)
n

Gh(y0) ≤ 1 ∨ g ‖K‖s1 ;

U (u,q)
r (n, h) ≤ U (u,q)(n, h, y0), c(K, s, q) := [(10CD) ∨ (48e)]C

(q)
s,1 ‖K‖

s
∞ .

Here, we have used that C
(q)
s,1 ∧ ‖K‖

s
∞ ≥ 1.

Thus, we come to the inequality (2.48) with C
(q)
s (K,g) := cq ‖K‖sq∞

(
1 ∨ g ‖K‖s1

)q/2
,

cq = 27q/2+53q+4Γ(q + 1)(CD,b)
q.

3) If n ≥ 3, nVh ≥ ln(n), 1 ≤ u ≤ q ln(n) and M(h) := 1 ∨ ln
(
V
h(max)

Vh

)
, since 1 ≤

Gh(y0) ≤ ‖K‖s∞, one has

(nVh)−1 {M(h) + 2 ln (2 + lnGh(y0)) + u} ≤ 7(nVh)−1Gh(y0) {M(h) + u}

≤ 7(1 + q) ‖K‖s∞ . (2.49)

Put finally λ
(q)
s [K] := c(K, s, q)

√
7
{√

7(1 + q) ‖K‖s∞ + 1
}

. Since
[
a

(q)
s

]−1 ≥ 1, the

assertion (i) of Proposition 2 follows from (2.48) and (2.49) if we replace q by r. Let us
now prove the assertions (ii) and (iii) of Proposition 2.

4) First, in view of the definition of H
(s,r)
n , we get the assertion (ii) from the assertion (i)

of Proposition 2 since u ≤ r ln(n) and
[
1 ∨ λ(r)

s

]√
(1 + r)a

(r)
s = 1/2.

Here, we have used that if K satisfies the assumption (2.5), see Section 2.2.1, |K| satisfies
it as well and, therefore, Proposition 2 (i) is applicable to the process ξh(y0).
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Next, using the trivial inequality |z ∨ b− z ∨ c| ≤ |b− c|, z, b, c ∈ R, we easily check
that

Gh(y0) ≤ 2G̃h(y0) + 2 sup
h∈H(s,r)

n

[∣∣ξh(y0)
∣∣− 1

2
Gh(y0)

]
+

, ∀h ∈ H(s,r)
n . (2.50)

Assertion (iii) of Proposition 2 follows from assertion (ii) and (2.50).

2.6.2 Proof of Lemma 1 : pointwise empirical upper bounds related to
independence structure

Remark first that, for any (h,P) ∈ H[ P ], any (η,P ′) ∈ H[ P ] and any I ∩ I ′ ∈ P �P ′

(that means I ∈ P, I ′ ∈ P ′ and I ∩ I ′ 6= ∅), VhI∩I′ ≥ VhI ≥
ln(n)
an , M

(I)
n ∨M (I′)

n ≤ log2(n)
and

hI∩I′ ∨ ηI∩I′ ∈ H
(I∩I′)
m,k :=

hI∩I′ ∈ ∏
j∈I∩I′

[
1

n
, h

(m,k)
j

]
: nVhI∩I′ ≥

[
a

(2r)
|I∩I′|

]−1
ln(n)

 ,

where m ∈ {1, . . . ,M (I)
n } is such that hI ∈ H

(I)
m,1

⋃
H

(I)
m,2, k ∈ {1, . . . ,M (I′)

n } is such that

ηI′ ∈ H
(I′)
m,1

⋃
H

(I′)
m,2 and h

(m,k)
j :=

(
2m∨k

)z
hj , j ∈ I ∩ I ′.

Set f ∈ F [f ,P ]. To get the assertions of Lemma 1, we apply Proposition 2 with

s = |I ∩ I ′|, g = fI∩I′ , g = f , h
(min)
j (n) = 1

n , h
(max)
j (n) = h

(m,k)
j , H

(s,r)
n = H

(I∩I′)
m,k ,

Kh = KhI∩I′ , Gh(y0) = GhI∩I′ (xI∩I′), G̃h(y0) = G̃hI∩I′ (xI∩I′), U
(u)
h (y0) = U (u)

hI∩I′
(xI∩I′),

ξh(y0) = ξhI∩I′ (xI∩I′).

In view of the definition of H[ P ] and the preliminary remarks, we easily check that

ξn(x) ≤
∑
P,P ′∈P

∑
I∩I′∈P�P ′

M
(I)
n∑

m=1

M
(I′)
n∑
k=1

sup
hI∩I′∈H

(I∩I′)
m,k

[∣∣ξhI∩I′ (xI∩I′)∣∣− λ(2r)
|I∩I′|U

(u)
hI∩I′

(xI∩I′)
]

+
,

with u = r
[
1 ∨ ln

(
2m∧kVmax/VhI∩I′

)]
∈ [1, 2r ln(n)].

Therefore, it follows from the assertion (i) of Proposition 2Ef

 sup
hI∩I′∈H

(I∩I′)
m,k

[∣∣ξhI∩I′ (xI∩I′)∣∣− λ(2r)
|I∩I′|U

(u)
hI∩I′

(xI∩I′)
]

+


2r

1
2r

≤
{
C

(2r)
|I∩I′|(K,g)

} 1
2r

[nVmax]−
1
2

(
2z|I∩I

′|/2
)−m∨k (

21/2
)−m∧k

;

(
Ef |ξn(x)|2r

) 1
2r ≤ c1 [nVmax]−

1
2 , c1 :=

∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

{
C

(2r)
|I| (K, f)

} 1
2r

[
2[(z|I|)∧1]/2

2[(z|I|)∧1]/2 − 1

]
.

Similarly, applying Proposition 2 (iii) and using the inequality [supj yj − supj zj ]+ ≤
supj [yj − zj ]+, we obtain the assertion (ii) of Lemma 1 with c2 := 2c1.
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Next, it is easily seen that G̃n(x) ≤ 3G(x)

+2

 ∑
P,P ′∈P

∑
I∩I′∈P�P ′

M
(I)
n∑

m=1

M
(I′)
n∑
k=1

sup
hI∩I′∈H

(I∩I′)
m,l

[∣∣∣ξhI∩I′ (xI∩I′)∣∣∣− 1

2
GhI∩I′ (xI∩I′)

]
+

 ,

and that(
Ef
∣∣∣f̃n(x)

∣∣∣2r)1/2r

≤ 12λd32d
2

[(
Ef
∣∣∣G̃n(x)

∣∣∣2rd2
) 1

2rd2

+
(

1 ∨ f ‖K‖d1
)]d2

.

Thus, we get assertion (iii) of Lemma 1 from assertion (ii) of Proposition 2 with

c3 := 12λd3

[
4

 ∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

{
C

(2rd2)
|I| (K, f)

} 1
2rd2

[
2[(z|I|)∧1]/2

2[(z|I|)∧1]/2 − 1

]+8
(

1 ∨ f ‖K‖d1
)]d2

.

Similarly, we obtain assertion (iv) of Lemma 1 with

c4 := 2

 ∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

{
C

(2r)
|I| (K, f)

} 1
2r

[
2[(z|I|)∧1]/2

2[(z|I|)∧1]/2 − 1

]+ 3
(

1 ∨ f ‖K‖d1
)
.

This completes the proof of Lemma 1.

2.6.3 Proof of Lemma 2 : bias upper bound

The proof of this lemma is based on the embedding theorem for anisotropic Nikolskii
classes ; see, e.g., Theorem 6.9 in Nikolskii [103] (see Annexe, Section 5.3).

Let P ′ ∈ P and I ∈ P � P ′ be fixed. Set κ(I) := 1 −
∑

k∈I (βkrk)
−1 and βj(I) :=

κ(I)βjκ−1
j (I), where κj(I) := 1 −

∑
k∈I

(
r−1
k − r

−1
j

)
β−1
k , j ∈ I. Since κ(I) > 0 there

exists cI := cI(rI , |I| , l) > 0 such that

NrI ,|I|(βI , LI) ⊆ N∞,|I|(β(I), cILI).

Introduce the family of |I|× |I| matrices Ej := (e1, . . . , ej , 0, . . . , 0), j = 1, . . . , |I|, and
E0 is zero matrix. For any (h, η) ∈ (0, 1]d× [0, 1]d, using a telescopic sum and the triangle
inequality, we get

|BhI ,ηI (xI)| ≤
|I|∑
j=1

∣∣∣ ∫ KI(y)[fI (xI + ηIy + (hI ∨ ηI − ηI)Ejy)

−fI (xI + ηIy + (hI ∨ ηI − ηI)Ej−1y)]dy
∣∣∣.

For j = 1, . . . , |I| put

BhI ,ηI ,j(xI) :=

∫
R

K(yj)[fI (xI + ηIy + (hI ∨ ηI − ηI)Ejy)

−fI (xI + ηIy + (hI ∨ ηI − ηI)Ej−1y)]dyj .
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If ηj ≥ hj , then BhI ,ηI ,j(xI) = 0, if not we put [y]j := y − yjej , y ∈ R|I|, and we have

BhI ,ηI ,j(xI) =

∫
R

K(yj)
[
fI
(
xI + ηIy + (hI ∨ ηI − ηI)Ejy

)
−fI

(
xI +

[
ηIy
]j

+ (hI ∨ ηI − ηI)Ej−1y
)]

dyj

+

∫
R

K(yj)
[
fI
(
xI +

[
ηIy
]j

+ (hI ∨ ηI − ηI)Ej−1y
)

−fI
(
xI + ηIy + (hI ∨ ηI − ηI)Ej−1y

)]
dyj .

Thus, in view of the triangle inequality,

|BhI ,ηI (xI)| ≤ 2
∑
j∈I

cILjh
βj(I)
j

∫
R|I|
|KI(y)| |yj |βj(I)dy ≤ c

∑
j∈I

Ljh
βj(I)
j ,

c := c(K, d, r, l,P) = 2 ‖K‖d1 sup
P ′∈P

sup
I∈P◦P ′

cI(K, |I| , rI , l).

Here, we have used Taylor expansions of f ∈ N∞,|I|(β(I), cILI), the product structure of

KI , the Fubini theorem that β(I) ∈ (0, l]d and (2.16) ; see Section 2.3.2. We have also used
that K is compactly supported on [−1/2, 1/2] and that ‖K‖1 ≥ 1.

2.6.4 Proof of Lemma 3 : minimax adaptive lower bound

Put Tn := an
∣∣f̃n(x)− f0(x)

∣∣ and

R(r)
n

[
an, bn, f̃n, f

]
:= sup

f∈N1

(
Ef
{
an
∣∣f̃n(x)− f(x)

∣∣}r) 1
r
+ sup
f∈N2

(
Ef
{
bn
∣∣f̃n(x)− f(x)

∣∣}r) 1
r
.

Using the Hölder’s inequality we get R(r)
n

[
an, bn, f̃n, f

]
≥ R(1)

n

[
an, bn, f̃n, f

]
and

R(1)
n

[
an, bn, f̃n, f

]
≥ Ef1

{∣∣Tn − 1
∣∣}+

bn
an

Ef0 {Tn} .

Here, we have used the triangle inequality and the assumption an
∣∣f1(x)− f0(x)

∣∣ = 1.

Put also cn := bn
an

and Zn :=
dPf1
dPf0

(
X(n)

)
. We obtain

R(1)
n

[
an, bn, f̃n, f

]
≥ Ef0 {cn ∧ Zn} ≥

1

2

[
cn + 1−

√
Ef0 {cn − Zn}

2

]
.

Here, we have used the trivial equality a ∧ b = 1
2

{
a + b − |a − b|

}
, that Ef0 {Zn} = 1

and the Cauchy-Schwartz inequality. Using the assumption Ef0 [Zn]2 ≤ cn we also have
Ef0 {cn − Zn}

2 ≤ c2
n − cn. Finally, for n large enough,

inf
f̃n

R(r)
n

[
an, bn, f̃n, f

]
≥ 1

2

[
cn + 1−

√
c2
n − cn

]
≥ 1

2
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Chapitre 3

Lp adaptive estimation

Le travail présenté dans ce chapitre a fait l’objet d’une publication dans Electronic
Journal of Statistics (cf. Rebelles [109]).

Résumé Dans ce chapitre, nous étudions le problème de l’estimation d’une densité mul-
tivariée avec une perte Lp. Nous proposons une règle de sélection aléatoire dans la famille
des estimateurs à noyau et nous obtenons pour cette dernière une inégalité d’oracle pour le
risque Lp, qui dépend de la valeur de p ≥ 1. L’estimateur proposé nous permet de prendre
en compte simulatnément les paramètres de régularité de la densité estimée et sa structure
d’indépendance. Plus particulièrement, nous obtenons des bornes supérieures adaptatives
sur une famille de classes de Nikolskii dans le cas où la régularité du paramètre d’inté-
rêt est supposée être également mesurée dans la norme Lp. Il est important de souligner
que, pour le problème de l’estimation en norme Lp, l’adaptation à l’éventuelle structure
d’indépendance de la densité estimée nous permet encore d’améliorer significativement la
qualité d’estimation. Les principaux outils techniques que nous utilisons dans cette partie
sont des majorations uniformes (sur la famille des estimateurs à noyau considérée) de la
norme Lp de processus empiriques, proposées par Goldenshluger and Lepski [59].

Abstract In this chapter, we focus on the problem of a multivariate density estimation
under an Lp-loss. We provide a data-driven selection rule from a family of kernel estimators
and derive for it Lp-risk oracle inequalities depending on the value of p ≥ 1. The proposed
estimator permits us to take into account approximation properties of the underlying den-
sity and its independence structure simultaneously. Specifically, we obtain adaptive upper
bounds over a scale of anisotropic Nikolskii classes when the smoothness is also measured
with the Lp-norm. It is important to emphasize that the adaptation to unknown indepen-
dence structure of the estimated density allows us to improve significantly the accuracy of
estimation (curse of dimensionality). The main technical tools used in our derivation are
uniform bounds on the Lp-norms of empirical processes developed in Goldenshluger and
Lepski [59].

3.1 Introduction

Let Xk = (Xk,1, . . . , Xk,d), k ∈ N∗, be a sequence of Rd-valued i.i.d. random vectors
defined on a complete probability space (Ω,A,P) and having density f with respect to

79
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the Lebesgue measure. Furthermore, Pf := P(n)
f denotes the probability law of X(n) =

(X1, . . . , Xn), n ∈ N∗, and E(n)
f = Ef is the mathematical expectation with respect to Pf .

Our goal is to estimate the density f using observations X(n) = (X1, . . . , Xn), n ∈ N∗.
By an estimator, we mean any X(n)-measurable mapping f̃n : (Rd)n → Lp(Rd) and the
accuracy of an estimator is measured by its Lp-risk :

R(r)
n,p

[
f̃n, f

]
:=

(
Ef
∥∥∥f̃n − f∥∥∥r

p

) 1
r

, p ∈ [1,+∞), r ≥ 1.

In the present chapter, we address the problem of minimax adaptive estimation of an
anisotropic and inhomogeneous density under an Lp-loss, 1 ≤ p <∞. As in Goldenshluger
and Lepski [60], we consider the case where the smoothness of the underlying density is
assumed to be also measured in the Lp-norm. Our main goal is to derive optimal minimax
adaptive rates in the context of global estimation of a density, by taking advantage of the
fact that some coordinates of the observations may be independent from the others, as
Lepski [88] did under L∞-loss. Throughout this chapter we compare both the results and
methods used with those of Goldenshluger and Lepski [60] and Lepski [88].

Adaptive minimax estimation In the framework of adaptive minimax estimation
the underlying density f is supposed to belong to the given scale of functional classes
{Σα, α ∈ A}. For instance, if Σα = Np,d(β, L) then α = (β, L) and, if Σα = Np,d(β, L,P)

then α = (β,P, L) (here, p is fixed). Then, the accuracy of an estimator f̃n over Σα is
measured by its maximal risk :

R(r)
n,p

[
f̃n,Σα

]
:= sup

f∈Σα

(
Ef
∥∥∥f̃n − f∥∥∥r

p

) 1
r

, p ∈ [1,+∞), r ≥ 1.

The objective here is to construct a single estimator f̃∗n which is parameter’s free and
achieves the asymptotic of the minimax risk (minimax rate of convergence) over Σα,
whatever the value of the nuisance parameter α :

R(r)
n,p

[
f̃∗n,Σα

]
� inf

f̃n

R(r)
n,p

[
f̃n,Σα

]
=: ϕn,p(Σα), ∀α ∈ A.

Here, infimum is taken over all possible estimators. If such an estimator exists, it is called
an optimal adaptive estimator (O.A.E.).

It is important to emphasize that minimax rates depend heavily on both the dimen-
sion d and the index p of the Lp-risk ; see Chapter 1, Section 1.2.2, paragraph ”Résultats
connus”. The dependence on p disappears when we estimate a density belonging to the
class Np,d(β, L) on a given bounded interval of Rd, see, e.g., Goldenshluger and Lepski [60].

Let us briefly discuss one of the possibilities of reducing the influence of the dimension
on the accuracy of estimation (curse of dimensionality) in the density model setting. As
explained above, the approach which has been recently proposed in Lepski [88] is to take
into account the independence structure of the density f , namely its product structure
due to the independence structure of the vector X1.
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Structural assumption Denote by Id the set of all subsets of {1, . . . , d}, except the
empty set. Let P be a given set of partitions of {1, . . . , d}. For all I ∈ Id denote also
I = {1, . . . , d}\I and |I| =card(I). We will use ∅ for {1, . . . , d}. Finally, for all x ∈ Rd, all
probability density g : Rd → R+ and all I ∈ Id put xI := (xj)j∈I and

gI(xI) :=

∫
R|I|

g(x)dxI .

Assume that f∅ ≡ f , that f∅ ≡ 1 and note that fI is the marginal density of X1,I (where,
remind, Xk,I = (Xk,j)j∈I , k ∈ N∗).

If P ∈ P is such that the vectorsX1,I , I ∈ P, are independent then f(x) =
∏
I∈P fI(xI),

∀x ∈ Rd. In the sequel, the possible independence structure of the density f will be repre-
sented by a partition belonging to the following set :

P(f) :=

{
P ∈ P : f(x) =

∏
I∈P

fI(xI), ∀x ∈ Rd
}
. (3.1)

Note that P(f) is not empty if we consider that ∅ ∈ P, or that P = {P} if the independence
structure of f is known. The possibility of choosing P, instead of considering all partitions
of {1, . . . , d}, is introduced for technical purposes. This is explained in more detail in
Chapter 2, Section 2.2.3.

In this chapter, we focus on the problem of minimax estimation with Lp-risk over ani-
sotropic Nikolskii classes Np,d(β, L,P, f) (defined by (3.9) in Section 3.3.1). The definition
of these classes is a modification of that of classes Np,d(β, L) to take into account the
possible independence structure P of the target density f . Here, we need f and some of
its marginals fI to be uniformly bounded by a real number f > 0. In particular, we will
prove in Section 3.3.2 that, for fixed β ∈ (0,+∞)d, L ∈ (0,+∞)d, P ∈ P(f) and f > 0,

ϕn,p (Np,d (β, L,P, f)) � n
−

[(1− 1
p )∧ 1

2 ]Υ

(1− 1
p )∧ 1

2 +Υ , Υ := inf
I∈P

∑
j∈I

1

βj

−1

. (3.2)

If P = {∅}, the class Np,d(β, L, ∅, f) coincides with the set of densities belonging to
Np,d(β, L, f) = Np,d(β, L) ∩ F[f ], where F[f ] is the set of functions uniformly bounded by
f > 0, and we find again the known minimax rates given in (1.17), Chapter 1, Section
1.2.2. Note however that if P 6= ∅ then the latter rates can be also significantly improved.
Indeed, if for instance β = (β, . . . ,β) and P = {{1}, . . . , {d}}, then Υ = β, β = β/d and

n
−

[(1− 1
p )∧ 1

2 ]β

[(1− 1
p )∧ 1

2 ]+β � ϕn,p (Np,d(β, L,P , f))� ϕn,p (Np,d(β, L, f)) � n
−

[(1− 1
p )∧ 1

2 ]β

d[(1− 1
p )∧ 1

2 ]+β . (3.3)

Moreover, ϕn,p(Np,d(β, L,P , f)) does not depend on the dimension d.

3.2 Estimator’s construction and Lp-risk oracle inéqualities

3.2.1 Kernel estimators related to independence structure

Let K : R→ R be a fixed symmetric kernel satisfying
∫

K = 1, supp(K) ⊆ [−1/2, 1/2],
‖K‖∞ <∞,

∃ LK > 0 : |K(x)−K(y)| ≤ LK |x− y| , ∀x, y ∈ R. (3.4)
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For all I ∈ Id, h ∈ (0, 1]d and x ∈ Rd put

KI(xI) :=
∏
j∈I

K(xj), VhI :=
∏
j∈I

hj , KhI (xI) := V −1
hI

∏
j∈I

K(xj/hj);

f̃hI (xI) := n−1
n∑
k=1

KhI (Xk,I − xI) .

Let hmax, hmin and Vmin be fixed numbers satisfying 1/n ≤ hmin ≤ hmax ≤ 1 and
hdmax ≥ Vmin > 0. For all I ∈ Id, let HI be a fixed set of multibandwidths hI such that

HI ⊆
{
hI ∈

[
hmin, hmax

]|I|
: VhI ≥ Vmin

}
.

Then, define the set of parameters

H [ P ] :=
{

(h,P) ∈ (0, 1]d ×P : hI ∈ HI , ∀I ∈ P
}
,

and introduce the family of estimators

F [ P ] :=

{
f̃(h,P)(x) =

∏
I∈P

f̃hI (xI), (h,P) ∈ H [ P ]

}
. (3.5)

Note first that f̃
(h,∅) = f̃h is the Parzen-Rosenblatt estimator (see, e.g., Rosenblatt

[114], Parzen [105]) with kernel K∅ ≡ K and multibandwidth h.

Next, the introduction of the estimator f̃(h,P) is based on the following simple obser-
vation. If there exists P ∈ P(f), the idea is to estimate separately each marginal density
corresponding to I ∈ P. Since the estimated density possesses the product structure we
seek its estimator in the same form. Moreover, by scrutinizing the proof of Theorems 6
and 7 below, we see that

R(r)
n,p

[
f̃(h,P), f

]
≤ C1

(
Ef sup

I∈P

∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥r
p,I

) 1
r

+ C2n
−1/2, C1, C2 > 0.

Here and in the sequel ‖.‖s,I denotes the norm ‖.‖Ls(R|I|,dxI), s ∈ [1,+∞], I ∈ Id.

Remark 3. As it is discussed above, if P ∈ P(f) is known, the initial problem is reduced
to the estimation of marginals fI , I ∈ P. Therefore, the natural loss that can be used in
the definition of the risk for our problem seems to be

`
(
f̃(h,P) − f

)
= sup

I∈P

∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥
p,I
.

In Section 3.2.3 we propose a data driven selection from the family F[ P ]. The pos-
sibility of choosing the sets HI is introduced to make our procedure practically feasible.
Indeed, HI can be chosen as an appropriate grid in [hmin, hmax]|I|. To define our selection
rule, we need to introduce some notation and quantities.
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3.2.2 Auxiliary estimators and quantities

For I ∈ Id and h, η ∈ (0, 1]d introduce auxiliary estimators

f̃hI ,ηI (xI) := KηI ? f̃hI (xI),

where “?” stands for the convolution product on R|I|. Obviously, f̃hI ,ηI ≡ f̃ηI ,hI .

We endow the set P with the operation“�” introduced in Lepski [88] : for any P,P ′ ∈ P

P � P ′ :=
{
I ∩ I ′ 6= ∅, I ∈ P, I ′ ∈ P ′

}
,

that is, in its turn, a partition of {1, . . . , d}.

This allows us to define for h, η ∈ (0, 1]d and P,P ′ ∈ P

f̃(h,P),(η,P ′)(x) :=
∏

I∈P�P ′
f̃hI ,ηI (xI). (3.6)

The ideas that led to the introduction of the estimators f̃(h,P),(η,P ′), based on both
the operation “?” and “�”, are explained in Lepski [88], Section 2.1, paragraph “Estimation
construction”. Note that the arguments given in the latter paper do not depend on the
norm used in the definition of the risk and remain valid for estimation under Lp-loss. Here,
we give only the following simple explanation. Inspired by the methodology proposed by
Goldenshluger and Lepski [60], Section 2.6, we seek auxiliary estimators in the form (3.6)
noting that

f̃(h,P),(η,P ′) ≡ f̃(η,P ′),(h,P).

Moreover, we remark that f̃ηI′ (xI′)−Ef{f̃ηI′ (xI′)}, I
′ ∈ P ′, xI′ ∈ R|I′|, is the sum of i.i.d.

bounded and centered random variables and, therefore, is “somehow small”. Thus, we can
expect that

f̃(η,P ′)(x) =
∏
I′∈P ′

f̃ηI′ (xI′) ≈
∏
I′∈P ′

Ef
{
f̃ηI′ (xI′)

}
.

For all P ∈ P(f), where P(f) is defined by (4.4), one has∏
I′∈P ′

Ef
{
f̃ηI′ (xI′)

}
=
∏
I′∈P ′

∏
I∈P:I∩I′ 6=∅

Ef
{
f̃ηI∩I′ (xI∩I′)

}
=

∏
I∈P�P ′

KηI ? fI(xI).

Finally, since f̃hI is an estimate of fI , we come to the introduction of f̃(h,P),(η,P ′) and we
can expect that

f̃(η,P ′)(x) ≈ f̃(h,P),(η,P ′)(x).

However, we emphasize that the methodology developed by Goldenshluger and Lepski
[60] cannot be applied to the selection of a partition P since it is not based on the selection
from a family of linear estimators. Furthermore, the estimation under Lp-loss, 1 ≤ p <
∞, instead of sup-norm loss, leads us to modify the method proposed in Lepski [88] by
introducing the following quantities and some specifical technical arguments to compute
our risk bounds ; see the proof of Theorems 6 and 7, Section 3.4.2.
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For I ∈ Id and h ∈ (0, 1]d define

Ũp(hI) :=


128n1/p−1 ‖KhI‖p,I , p ∈ [1, 2),

25
3 n
−1/2 ‖KhI‖2,I , p = 2,

32
[
ρ̃p (KhI ) ∨ n−1/2 ‖KhI‖2,I

]
, p > 2,

ρ̃p (KhI ) :=
15p

ln p

{
n−

1
2

[∫
R|I|

(
1

n

n∑
k=1

[
KhI

(
xI −Xk,I

)]2
) p

2

dxI

] 1
p

+ 2n
1
p
−1∥∥KhI

∥∥
p,I

}
.

For h ∈ (0, 1]d and P ∈ P put Ũp(h,P) := supI∈P Ũp(hI).

We will see in Section 3.4.1 that the quantities Ũp(h,P) can be viewed as uniform
bounds on the Lp-norm of the stochastic errors related to the estimators from the family
F[P]. Such “majorants” were developed in Goldenshluger and Lepski [59] and used in
Goldenshluger and Lepski [60] for multivariate density estimation under Lp-loss. Let us

remark that Ũp(h,P) is a deterministic quantity when p ∈ [1, 2], and a random one when
p > 2. In both cases, it follows from the results in Lemmas 4 and 5 below, that(

Ef
[
Ũp(h,P)

]r) 1
r ≤ C3 sup

I∈P
(nVhI )

−[(1− 1
p

)∧ 1
2

]
, ∀(h,P) ∈ H [ P ] ,

where C3 > 0 is a constant.

Define finally Λ̃p := d[ G̃p ]d(d−1), where

G̃p := 1 ∨

[
‖K‖d1 sup

(h,P)∈ H[ P ]
sup
P ′∈ P

(
sup

I∈P�P ′

∥∥∥f̃hI∥∥∥
p,I

)
1{P ′ 6=∅}∪{P6=∅}

]
.

We remark that if P = {∅} then G̃p = 1.

3.2.3 Selection rule and oracle inequalities

For h ∈ (0, 1]d and P ∈ P introduce

∆̃p(h,P) := sup
(η,P ′)∈ H[ P ]

[∥∥∥f̃(h,P),(η,P ′) − f̃(η,P ′)

∥∥∥
p
− Λ̃pŨp(η,P ′)

]
+

. (3.7)

Define finally (h̃, P̃) satisfying

∆̃p(h̃, P̃) + Λ̃pŨp(h̃, P̃) = inf
(h,P)∈ H[ P ]

[
∆̃p(h,P) + Λ̃pŨp(h,P)

]
. (3.8)

Our selected estimator is f̃ := f̃
(h̃,P̃)

.

It is easily checked that (h̃, P̃) exists, is in H[ P ] and is measurable, see, e.g., Lepski
[88], section 2.1, paragraph “Existence and measurability”, for more details.

We also emphasize that the construction of the proposed procedure does not require
any condition concerning the density f . However, the mild assumption f ∈ F [f ,P ], f > 0,
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will be used for computing its risk, where the functional class F [f ,P ] is definied in (2.9),
Chapter 2, Section 2.2.3.

Define, for (h,P) ∈ H[ P ] such that P ∈ P(f),

R(r)
n,p [(h,P), f ] :=

(
Ef sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥r
p,I

) 1
r

, r ≥ 1.

If the possible independence structure P of the target density is known, the latter
quantity can be viewed as an “Lp-risk” of the estimator f̃(h,P), defined with the loss

`
(
f̃(h,P) − f

)
:= sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥
p,I
.

In this case, we see that the effective dimension of estimation is not d, but d(P) :=
supI∈P |I|. Therefore, the best estimator from the family F[ P ] (the oracle) should be

f̃(h∗,P∗) such that

R(r)
n,p [(h∗,P∗), f ] = inf

(h,P)∈H[ P ]:P∈P(f)
R(r)
n,p [(h,P), f ] .

Let us provide the following oracle inequalities for our selected estimator f̂ .

Theorem 6. Assume that nVmin ≥ 1. For all 0 < f < +∞ and all r ≥ 1 :

(i) if p ∈ [1, 2) and n ≥ 3 ∨ 42p(2−p) then, ∀f ∈ F[f ,P ],

R(r)
n,p

[
f̃ , f

]
≤ αp,1 inf

(h,P)∈H[ P ]:P∈P(f)

{
R(r)
n,p [(h,P), f ] + sup

I∈P
(nVhI )

1
p
−1
}

+ αp,2n
− 1

2 ;

(ii) if p = 2, n ≥ exp{
√

8(f2 + 4)}∨ [8(f2 + 4)]2 and hmax ≤ [ln(n)]−2 then, ∀f ∈ F[f ,P ],

R(r)
n,p

[
f̃ , f

]
≤ αp,1 inf

(h,P)∈H[ P ]:P∈P(f)

{
R(r)
n,p [(h,P), f ] + sup

I∈P
(nVhI )

− 1
2

}
+ αp,2n

− 1
2 .

The constants αp,j := αp,j(K, d, r, p, f), p ∈ [1, 2], j = 1, 2, are given in the proof of the
theorem.

Theorem 7. Let f > 0, r ≥ 1 and p > 2. Assume that for some constants C3 and C4

n ≥ C3 ∨ 3, nVmin > 1 ∨ C4, n−1/(2d) ≤ hmax ≤
[

ln(n)
]−p

.

Then, ∀f ∈ F[f ,P ],

R(r)
n,p

[
f̃ , f

]
≤ αp,1 inf

(h,P)∈H[ P ]:P∈P(f)

{
R(r)
n,p [(h,P), f ] + sup

I∈P
(nVhI )

− 1
2

}
+ αp,2n

− 1
2 .

The constants C3, C4 and αp,j, p > 2, j = 1, 2, are given in the proof of the theorem and
depend on K, d, r, p and f .
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Here, we see that the possibility of choosing the set of partitions P is interesting for
other reasons than the computational one. Indeed, the latter results lead us to consider
various problem in the framework of density estimation.

First, it is possible to consider that P contains the two elements ∅ and {{1}, . . . , {d}},
if we suppose that the target density has independent components. We may also consider
that P = {P} if the independence structure of the underlying density is known...

Next, for P = {∅} (no independence structure) we automatically obtain oracle in-
equalities given in Theorems 1 and 2 in Goldenshluger and Lepski [60], up to numerical
constants. The proof of Theorem 3 in the latter paper indicates that, for p ∈ [2,∞),(

Ef
∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥r

p,I

) 1
r

≥ C4 (nVhI )
−1/2 ,

where C4 > 0 is a constant. This lower bound holds under very weak assumptions on the
density f and, together with the result of our Theorem 6, leads to an oracle inequality

R(r)
n,p

[
f̃ , f

]
≤ αp,1 inf

(h,P)∈H[ P ]:P∈P(f)
R(r)
n,p [(h,P), f ] + αp,2n

−1/2,

for some constants αp,j > 0, j = 1, 2.

If P = {∅}, then R(r)
n,p[(h, ∅), f ] = R(r)

n,p[f̃(h,∅), f ] and we obtain a so-called Lp-risk

oracle inequality. Note, however, that for all other cases, R(r)
n,p[(h,P), f ] is an upper bound

of R(r)
n,p[f̃(h,P), f ], up to a numerical constant. This seems to be a price to pay for taking

into account the possible independence structure of the underlying density and, thus, for
reducing the influence of the dimension on the quality of estimation.

Furthermore, comparing our results with those in Goldenshluger and Lepski [60], we
remark that another price to pay for our problem appears through the constant αp,1 ;
see the computations in the proofs of Theorems 1 and 6. Indeed, the prime interest is to
obtain oracle inequalities with a constant αp,1 close to 1, and this seems to be more difficult

whenever we consider that the target density has an independence structure P 6= ∅.

However, Theorems 6 and 7 in the present paper lead us to consider various problems
arising in the framework of minimax and minimax adaptive estimation. This is the subject
of Section 3.3 below.

3.2.4 A short simulation study

Consider that we estimate a bivariate density (d = 2). Thus, the set of partitions P
contains the two elements P1 = {{1}, {2}} and P2 = {{1, 2}}. Moreover, if we consider
that the smoothness parameter h = (h1, h2) is fixed, we only have to compare the accuracy
of the estimator f̃(h,P1) with that of the classical kernel one f̃(h,P2) = f̃h. Then, the main
question is : does our strategy choose the partition P1 when the two components of X1

are independent ?

Here, we answer to this question in the following case :

f(x1, x2) =
1

2πσ2
e−(x2

1+x2
2)/(2σ2), σ = 0, 1;

Khj (xj) =
1

hj
√

2π
e−x

2
j/(2h2

j ), hj = 0, 0313, j = 1, 2.
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For simplicity, we estimate f on a grid of 100× 100 points in the domain [−1/2, 1/2]2 via
Fast Fourier Transform, by using n = 1000 simulated random vectors. Because f is an
isotropic density, the smoothness parameter h = (h1,h2) is an isotropic vector properly
chosen in the dyadic grid {h = (2−k, 2−k) : k ∈ N, log2(ln2(n)) ≤ k ≤ log2(n)}, in order
to minimize both the L2-risk (average over 1000 samples) of f̃(h,P1) and the one of f̃(h,P2).

1 2
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Figure 3.1 – Comparison of L2-losses.
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Figure 3.2 – Comparison of selection criterions.

Figure 3.1 shows the boxplots of values of the L2-loss of both estimators f̃(h,P1) (on

the left) and f̃(h,P2) (on the right) over 1000 samples. Note that, in this case, f̃(h,P1)

outperforms f̃(h,P2) 991 times and

R(1)
2

[
f̃(h,P1), f

]
= 0, 2884 < 0, 3523 = R(1)

2

[
f̃(h,P2), f

]
,
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where, here, R(1)
2 [f̃(h,Pj), f ] denotes the L2-risk of f̃(h,Pj), j = 1, 2, average over 1000

samples.

Figure 3.2 shows the boxplots of values of both selection criterions ∆̃2(h,P1)+Λ̃2Ũ2(h,P1)
(on the left) and ∆̃2(h,P2) + Λ̃2Ũ2(h,P2) (on the right) over 1000 samples. Here, our stra-
tegy chooses the partition P1 999 times. We conclude that, for this example, the selected
estimator outperforms the classical kernel estimator in almost all cases.

3.3 Lp adaptive estimation

In this section, we discuss adaptive minimax estimation over a certain scale of aniso-
tropic Nikolskii classes when the smoothness of the underlying density is assumed to be
measured with the same Lp-norm that used to measure the quality of estimation.

3.3.1 Anisotropic Nikolskii classes of densities related to independence
structure

We start with the definition of the anisotropic Nikolskii class of densities we use in
the sequel. Let {e1, . . . , es} denote the canonical basis in Rs, s ∈ N∗.

Definition 9. Let p ∈ [1,∞), β = (β1, . . . , βs), βj > 0 and L = (L1, . . . , Ls), Lj > 0. A
probability density g : Rs → R+ belongs to the anisotropic Nikolskii class Np,s(β, L) if

(i)
∥∥∥Dk

j g
∥∥∥
p
≤ Lj , ∀k = 0, . . . , bβjc , ∀j = 1, . . . , s;

(ii)
∥∥∥Dbβjcj g(·+ zej)−D

bβjc
j g(·)

∥∥∥
p
≤ Lj |t|βj−bβjc , ∀z ∈ R, ∀j = 1, . . . , s.

Here Dk
j f denotes the kth order partial derivate of f with respect to the variable tj, and

bβjc is the largest integer strictly less than βj.

In order to take into account the smoothness of the underlying density and its pos-
sible independence structure simultaneously, a collection of anisotropic Nikolskii classes of
densities was introduced in Lepski [88], Section 3, Definition 2. However, since the adap-
tation is not necessarily considered with respect to the set of all partitions of {1, . . . , d},
the condition imposed therein can be weakened. For instance, if P = {∅} (no indepen-
dence structure), we want to find again the well known results concerning the adaptive
estimation over the scale of anisotropic Nikolskii classes of densities {Np,d(β, L)}, that is
not possible with the classes introduced in Lepski [88]. For these reasons, the following
collection {Np,d(β, L,P)}P was introduced in Rebelles [108], Section 3.1 ; see also Chapter
2, Section 2.3.1 of the present Thesis.

Definition 10. Let (β,P, L) ∈ (0,+∞)d × P × (0,+∞)d be fixed. A probability density
g : Rd → R+ belongs to the class Np,d(β, L,P) if

(i) g(x) =
∏
I∈P

gI(xI), ∀x ∈ Rd;

(ii) gI ∈ Np,|I|(βI , LI), ∀I ∈ P ′ � P ′′, ∀
(
P ′, P ′′

)
∈ P×P.
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Finally, recall that the condition f ∈ F[f ,P ] is required in Theorems 6 and 7, and
define

Np,d (β, L,P, f) := Np,d (β, L,P) ∩ F [f ,P ] , 0 < f < +∞. (3.9)

In the next section, we illustrate the application of Theorems 6 and 7 to adaptive estimation
over anisotropic Nikolskii classes of densities Np,d(β, L,P, f).

3.3.2 Adaptive minimax estimation

For p ∈ [1,∞) and (β,P) ∈ (0,+∞)d ×P define ϕn,p(β,P) := n
−

[(1− 1
p )∧ 1

2 ]Υ

(1− 1
p )∧ 1

2 +Υ , where

Υ := Υ(β,P) = inf
I∈P

βI , βI :=

∑
j∈I

1

βj

−1

, I ∈ P. (3.10)

We provide the following minimax lower bound.

Theorem 8. For any f > 0, any (β, L,P) ∈ (0,∞)d × (0,∞)d ×P and any p ∈ (1,∞)

lim inf
n→+∞

{
ϕ−1
n,p(β,P) inf

f̃n

R(r)
n,p

[
f̃n, Np,d (β, L,P, f)

]}
> 0,

where infimum is taken over all possible estimators.

The proof of Theorem 8 coincides with the one of Theorem 3 in Goldenshluger and
Lepski [62], up to minor modifications to take into account the independence structure of
the underlying density.

Our goal now is to show that ϕn,p(β,P) is the minimax rate of convergence on the
anisotropic class Np,d(β, L,P, f), and that a minimax estimator can be selected from the
collection F[ P ] given in (3.5).

Assume that ∅ ∈ P, that HI is the dyadic grid in {hI ∈ [hmin, hmax]|I| : VhI ≥ Vmin},
I ∈ Id, and consider the estimator f̃ defined by the selection rule (3.7)-(3.8). We show
below that the quality of estimation of f̃ is optimal up to a numerical constant on each
class Np,d(β, L,P, f), whatever the nuisance parameter (β, L,P, f). We achieve the latter
goal with properly chosen kernel K and numbers hmax, hmin and Vmin.

For a given integer l ≥ 2 and a given symmetric Lipschitz function u : R→ R satisfying
supp(u) ⊆ [−1/(2l), 1/(2l)] and

∫
R u(y)dy = 1 set

ul(z) :=

l∑
j=1

(
l
j

)
(−1)j+1 1

j
u

(
z

j

)
, z ∈ R. (3.11)

Furthermore we use K ≡ ul in the definition of the collection of estimators F[ P ]. The
relation of kernel ul to anisotropic Nikolskii classes is discussed in Kerkyacharian, Lepski
and Picard [77]. In particular, it was shown that∫

R
K(z)dz = 1,

∫
R
zkK(z)dz = 0, ∀k = 1, . . . , l − 1. (3.12)
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Choose finally hmax := [ln(n)]−(2∨p), hmin := n−1 and Vmin := (C4 + 1)n−1.

Theorem 9. Let p ∈ (1,∞). Then for any f > 0 and any (β, L,P) ∈ (0, l]d× (0,∞)d×P
one has

lim sup
n→+∞

{
ϕ−1
n,p(β,P)R(r)

n,p

[
f̃ , Np,d (β, L,P, f)

]}
<∞.

It follows that ϕn,p(β,P) is the minimax rate of convergence on each functional class
Np,d(β, L,P, f) and that our estimator, which is fully data-driven, is an O.A.E. over the
scale of functional classes {Np,d(β, L,P, f)}(β,L,P,f). Let us briefly discuss other conse-
quences of Theorem 9.

First, if P = {∅}, we obtain automatically the minimax adaptive upper bound given
in Goldenshluger and Lepski [60], Theorem 4.

Next, in view of the latter consideration, Theorem 9 allows us to compare the influence
of the independence structure on the accuracy of estimation. For example, we see that

ϕn,p
(
Np,d(β, L)

)
� ϕn,p

(
β, ∅
)
� ϕn,p (β,P) , ∀P 6= ∅.

Therefore, we improve the adaptive rates of convergence found in Goldenshluger and Lepski
[60] when the target density has an independence structure P 6= ∅. We conclude that the
existence of an independence structure improves significantly the accuracy of estimation
with Lp-risk. The same conclusion was obtained in Lepski [88] for density estimation
under the sup-norm loss and in Rebelles [108] for pointwise density estimation. It is also
important to emphasize that there is no price to pay for adaptation to the independence
structure in the framework of estimation with an Lp-loss, whereas there is a “ln-price” in
the pointwise setting ; see Chapter 2, Section 2.3.4.

Note also that, in view of the embedding theorem for anisotropic Nikolskii classes, see,
e.g., Theorem 6.9 in Nikolskii [103], if

∑d
i=1 1/βi < p, there exists a number f := f(β, p) > 0

such that Np,d(β, L,P) ⊆ F[f ,P ]. Therefore, we deduce from Theorems 8 and 9 that our
estimator is an O.A.E. over the scale{

Np,d(β, L,P), (β, L,P) ∈ (0, l]d × (0,+∞)d ×P,
d∑
i=1

1/βi < p

}
.

Finally, if p ≥ 2, by considering the Lp-loss, we also outperform the adaptive rates of
convergence obtained in Lepski [88] for estimation under the sup-norm loss over the latter
scale of functional classes. Indeed,

ϕn,p (β,P)� ϕn,∞ (Np,d (β, L,P)) �
(

n

ln(n)

)− Υ
2Υ+1

,

where Υ = Υ− 1/p. We see that the gain is twofold. We win a factor “ln(n)” and Υ > Υ.
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3.4 Proofs of main results

The main technical tools used in our derivations are uniform bounds on the Lp-norm
of empirical processes developed in Goldenshluger and Lepski [59] ; see Annex, Proposition
10. We start this section by giving corresponding results established in Goldenshluger and
Lepski [60] for multivariate-density estimation under Lp-loss.

3.4.1 Uniform bounds on the Lp-norm of kernel empirical processes

Let f ∈ F[f ,P ], f > 0, and I ∈ Id be fixed. Remind that 1
n ≤ hmin ≤ hmax ≤ 1, that

HI ⊆
{
hI ∈

[
hmin, hmax

]|I|
: VhI ≥ Vmin

}
,

and put

AHI := [1 ∨ ln(hmax/hmin)]|I| , BHI := 1 ∨ [|I| log2(hmax/hmin)] .

For hI ∈ (0, 1]|I| and xI ∈ R|I|, define ξhI (xI) := f̃hI (xI)− Ef{f̃hI (xI)}, and

ρp (KhI ) :=
15p

ln p

{
n−

1
2

[∫
R|I|

(∫
R|I|

[KhI (xI − yI)]
2 fI(yI)dyI

) p
2

dxI

] 1
p

+ 2n
1
p
−1 ‖KhI‖p,I

}
.

Propositions 3 and 4 below follow immediately from Lemmas 1 and 2 established in
Goldenshluger and Lepski [60], Section 4.1. Indeed, assumptions (K1) and (K2) required
in the latter paper are satisfied for LK = LK := d‖K‖d−1

∞ LK and k∞ = ‖K‖d∞.

Proposition 3. (i) If p ∈ [1, 2), then for all integer n ≥ 42p/(2−p)

{
Ef sup

hI∈HI

[
‖ξhI‖p,I − Ũp(hI)

]r
+

} 1
r

≤ C1A
4
r
HIn

1
p exp

{
−2n

2
p
−1

37r

}
.

(ii) Assume that 8[f2h
|I|
max + 4n−1/2] ≤ 1, then

{
Ef sup

hI∈HI

[
‖ξhI‖2,I − Ũ2(hI)

]r
+

} 1
r

≤ C2A
2
r
HIn

1
2 exp

{
− (16r)−1

f2h
|I|
max + 4n−

1
2

}
.

Here Cj = Cj(LK, k∞, |I|, r), j = 1, 2.
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Proposition 4. Let p > 2. Assume that n ≥ C3, nVmin > C4, and h
|I|
max ≥ 1/

√
n. Then

(i)

{
Ef sup

hI∈HI

[
‖ξhI‖p,I − Ũp(hI)

]r
+

} 1
r

≤ C5A
2
r
HIB

1
r
HIn

1
2 exp

{
− C6

fh
2
p
max

}
,

(ii) Ef sup
hI∈HI

[
Ũp(hI)

]r
≤ 32

(
1 +

120p

ln p

)r

sup
hI∈HI

[
ρp (KhI ) ∨

(
n−

1
2 ‖KhI‖2,I

)]r
+ 32C7A

2
HIBHIn

r(p−2)
2p exp {−C8bn,p} , ∀HI ⊆ HI ,

where bn,p = n
4
p
−1

if p ∈ (2, 4) and bn,p = {fh
4
p
max}−1 if p ∈ [4,∞).

Here Cj = Cj(LK, k∞, |I|, r, p), j = 4, 5, 6, 7, 8, C3 = C3(LK, k∞, |I|, r, p, f).

The following result is obtained straightforwardly by application of Theorem 2 in Gol-
denshluger and Lepski [59]. All technical arguments are given in the latter paper and its
proof is omitted.

Proposition 5. Let p > 2. Assume that n ≥ C3, nVmin > C4, and h
|I|
max ≥ 1/

√
n. Then{

Ef sup
hI∈HI

[
‖ξhI‖p,I − 9ρp (KhI )

]r
+

} 1
r

≤ C9A
2
q

HI exp

{
− C10

h
2
p
max

}
.

Here Cj = Cj(LK, k∞, |I|, r, p, f), j = 9, 10.

All constants appearing in Propositions 3, 4 and 5 can be expressed explicitly, see
corresponding results in Goldenshluger and Lepski [60] and in Goldenshluger and Lepski
[59].

To compute our risk bounds we need the following technical lemmas. Define

ξp := sup
P,P ′∈P

sup
I∈P�P ′

sup
hI∈HI

[
‖ξhI‖p,I − Ũp(hI)

]
+
,

ζp := sup
P,P ′∈P

sup
I∈P�P ′

sup
hI∈HI

[
‖ξhI‖p,I − 9ρp (KhI )

]
+
,

f̃p := d ‖K‖d1 Λ̃p

(
max

{
G̃p, ‖K‖d1 f1−1/p

})d−1
,

and Ãp(h,P) := supP ′∈P supI∈P�P ′ Ũp(hI), (h,P) ∈ (0, 1]d ×P.

Lemma 4. Let Vmin be a fixed number such that nVmin ≥ 1.

(i) Assume that p ∈ [1, 2) and n ≥ 3 ∨ 42p/(2−p). Then,

(Ef |ξp|r)
1
r ≤ c1(r)n−

1
2 ,

(
Ef
∣∣∣f̃p∣∣∣r) 1

r ≤ c2(r), ∀f ∈ F [f ,P ] .
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(ii) Assume that p = 2, n ≥ exp{
√

8(f2 + 4)} ∨ [8(f2 + 4)]2 and hmax ≤ [ln(n)]−2. Then,

(Ef |ξp|r)
1
r ≤ c3(r)n−

1
2 ,

(
Ef
∣∣∣f̃p∣∣∣r) 1

r ≤ c4(r), ∀f ∈ F [f ,P ] .

(iii) If p ∈ [1, 2], then, ∀f ∈ F[f ,P ],

Ãp(h,P) ≤ 128 ‖K‖d∞ sup
I∈P

(nVhI )
−(1−1/p) , ∀(h,P) ∈ H

[
P
]
.

Lemma 5. Let p > 2, and assume that for some constants C3 and C4

n ≥ C3, nVmin > 1 ∨ C4, n−1/(2d) ≤ hmax ≤
[

ln(n)
]−p

.

Then, ∀f ∈ F[f ,P ],

(i) (Ef |ξp|r)
1
r ≤ c5(r)n−

1
2 , (Ef |ζp|r)

1
r ≤ c6(r)n−

1
2 ,

(
Ef
∣∣∣f̃p∣∣∣r) 1

r ≤ c7(r);

(ii)
(
Ef
[
Ãp(h,P)

]r) 1
r ≤ c8(r) sup

I∈P
(nVhI )

− 1
2 + c9(r)n−

1
2 , ∀(h,P) ∈ H[P].

All constants involved in the latter lemmas are given in their proofs, those are postpo-
ned to the Appendix.

3.4.2 Oracle inequalities

Set f ∈ F[f ,P ], f > 0. We divide this proof into six steps.

1) Let (h,P) ∈ H[ P ], P ∈ P(f), be fixed. Thus, hI ∈ HI , ∀I ∈ P.
In view of the triangle inequality we have∥∥∥f̃ − f∥∥∥

p
≤
∥∥∥f̃(h̃,P̃)

− f̃
(h,P),(h̃,P̃)

∥∥∥
p

+
∥∥∥f̃(h,P),(h̃,P̃)

− f̃(h,P)

∥∥∥
p

+
∥∥∥f̃(h,P) − f

∥∥∥
p
,

∥∥∥f̃ − f∥∥∥
p
≤ ∆̃p(h,P) + Λ̃pŨp(h̃, P̃) + ∆̃p(h̃, P̃) + Λ̃pŨp(h,P) +

∥∥∥f̃(h,P) − f
∥∥∥
p
.

Here we have used that f̃
(h,P),(h̃,P̃)

= f̃
(h̃,P̃),(h,P)

. By definition of (h̃, P̃), we obtain

∥∥∥f̃ − f∥∥∥
p
≤ 2

[
∆̃p(h,P) + Λ̃pŨp(h,P)

]
+
∥∥∥f̃(h,P) − f

∥∥∥
p
. (3.13)
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2) Suppose that P = {I1, . . . , Im}, m ∈ {1, . . . , d}. Since P ∈ P(f), for any x ∈ Rd

∣∣∣f̃(h,P)(x)− f(x)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∏
I∈P

f̃hI (xI)−
∏
I∈P

fI(xI)

∣∣∣∣∣
≤

m∑
j=1

∣∣∣f̃hIj (xIj )− fIj (xIj )∣∣∣
 m∏
k=j+1

∣∣∣f̃hIk (xIk)
∣∣∣
(j−1∏

l=1

|fIl(xIl)|

)
.

Here we have used the trivial equality : for m ∈ N∗ and aj , bj ∈ R, j = 1, . . . ,m,

m∏
j=1

aj −
m∏
j=1

bj =
m∑
j=1

(aj − bj)

 m∏
k=j+1

ak

(j−1∏
l=1

bl

)
, (3.14)

where the product over empty set is assumed to be equal to one.

In view of P ∈ P, the triangle inequality and the Fubini-Tonelli theorem we establish

∥∥∥f̃(h,P) − f
∥∥∥
p
≤

m∑
j=1

∥∥∥f̃hIj − fIj∥∥∥p,Ij
 m∏
k=j+1

∥∥∥f̃hIk∥∥∥p,Ik
(j−1∏

l=1

‖fIl‖p,Il

)

≤ m
(
G̃p ∨

{
f1−1/p

})m−1
sup
I∈P

∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥
p,I
.

Here we have used that ‖K‖1 ≥
∫

K = 1. Since G̃p ≥ 1, it follows∥∥∥f̃(h,P) − f
∥∥∥
p
≤ d

(
G̃p ∨

{
f1−1/p

})d−1
sup
I∈P

∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥
p,I
. (3.15)

3) For any (η,P ′) ∈ H[ P ] and any x ∈ Rd∣∣∣f̃(h,P),(η,P ′)(x)− f̃(η,P ′)(x)
∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
∏
I′∈P ′

∏
I∈P:I∩I′ 6=∅

KηI∩I′ ? f̃hI∩I′ (xI∩I′)−
∏
I′∈P ′

f̃ηI′ (xI′)

∣∣∣∣∣∣ .
Therefore, by the same method as the one used in step 2, we establish∥∥∥f̃(h,P),(η,P ′) − f̃(η,P ′)

∥∥∥
p

≤ d
[
G̃p

]d(d−1)
sup
I′∈P ′

∥∥∥∥∥∥
∏

I∈P:I∩I′ 6=∅

f̃hI∩I′ ,ηI∩I′ − f̃ηI′

∥∥∥∥∥∥
p,I′

. (3.16)

Here we have used Young’s inequality, that ‖K‖1 ≥
∫

K = 1 and that G̃p ≥ 1.
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4) In view of Young’s inequality, for any I ∈ Id and any η ∈ (0, 1]d∥∥∥Ef {f̃ηI (·)}∥∥∥
p,I

= ‖KηI ? fI‖p,I ≤ ‖KI‖1,I ‖fI‖p,I ≤ ‖K‖
d
1 f

1− 1
p . (3.17)

Then, by the same method as the one used in step 2 and (3.17), for any (η,P ′) ∈ H[ P ]
and any I ′ ∈ P ′ we get∥∥∥∥∥∥

∏
I∈P:I∩I′ 6=∅

f̃hI∩I′ ,ηI∩I′ −
∏

I∈P:I∩I′ 6=∅

Ef
{
f̃ηI∩I′ (·)

}∥∥∥∥∥∥
p,I′

≤ d
(
G̃p ∨

{
‖K‖d1 f

1− 1
p

})d−1
sup

I∈P:I∩I′ 6=∅

∥∥∥KηI∩I′ ?
(
f̃hI∩I′ − fI∩I′

)∥∥∥
p,I∩I′

≤ d ‖K‖d1
(
G̃p ∨

{
‖K‖d1 f

1− 1
p

})d−1
sup

I∈P:I∩I′ 6=∅

∥∥∥f̃hI∩I′ − fI∩I′∥∥∥p,I∩I′ . (3.18)

5) For η ∈ (0, 1]d and I ′ ∈ Id, since P ∈ P(f), we have for any x ∈ Rd

Ef
{
f̃ηI′ (xI′)

}
=

∫
KηI′ (yI′ − xI′)

∏
I∈P:I∩I′ 6=∅

fI∩I′(yI∩I′)dyI′

=
∏

I∈P:I∩I′ 6=∅

Ef
{
f̃ηI∩I′ (xI∩I′)

}
.

Here we have used the product structure of the kernel K and the Fubini theorem.

Thus, in view of the triangle inequality and (3.16), for any (η,P ′) ∈ H[ P ], we get

‖f̃(h,P),(η,P ′) − f̃(η,P ′)‖p − Λ̃pŨp(η,P ′)

≤ Λ̃p sup
I′∈P ′

{∥∥∥∥∥ ∏
I∈P:I∩I′ 6=∅

f̃hI∩I′ ,ηI∩I′ −
∏

I∈P:I∩I′ 6=∅

Ef
{
f̃ηI∩I′ (·)

}∥∥∥∥∥
p,I′

+
∥∥ξηI′∥∥p,I′ − Ũp(η,P ′)

}
.

We deduce, in view of (3.18) and the trivial inequality [supj yj−supj zj ]+ ≤ supj [yj−zj ]+,

∆̃p(h,P) ≤ f̃p sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥
p,I

+ Λ̃pξp. (3.19)

Finally, since ‖K‖1 ≥ 1 and f̃p ≥ Λ̃p ≥ 1, it follows from (3.13), (3.15) and (3.19)

∥∥∥f̃ − f∥∥∥
p
≤ 3f̃p

{
sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥
p,I

+ Ũp(h,P) + ξp

}
. (3.20)
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6) Consider the random event Bp := {G̃p ≥ Cp}, where Cp is a constant to be specified.

• For p ∈ [1, 2), put Cp = (1 + 128‖K‖d∞ + ‖K‖d1f1−1/p)‖K‖d1 + 1.

Remind that nVhI ≥ 1, ∀hI ∈ HI , I ∈ Id. In view of Lemma 4 (i)–(iii), Markov’s

inequality, (3.20), and the Cauchy-Schwarz inequality we get Bp ⊆ {ξp ≥ 1}, [Pf (Bp)]
1
4r ≤

c1(4r)n−1/2, and(
Ef
∥∥∥f̃ − f∥∥∥r

p
1Bcp

) 1
r

≤ 3d2 ‖K‖d1 [Cp]
d2−1

(
R(r)
n,p [(h,P), f ] + sup

I∈P

128 ‖K‖d∞
(nVhI )

γp + c1(r)n−
1
2

)
,

(
Ef
∥∥∥f̃ − f∥∥∥r

p
1Bp

) 1
r

≤ 3c1(4r)c2(4r)
(
R(2r)
n,p [(h,P), f ] + 128 ‖K‖d∞ + c1(2r)

)
n−

1
2 ,

R(2r)
n,p [(h,P), f ] ≤ c1(2r) + 128 ‖K‖d∞ + ‖K‖d1 f1−1/p + f1−1/p.

Thus, we come to the assertion (i) of Theorem 6 with αp,1 := 384d2 ‖K‖d1 ‖K‖
d
∞ [Cp]

d2−1

and

αp,2 := 3c1(4r)c2(4r)
(

256 ‖K‖d∞ + (1 + ‖K‖d1)f1−1/p + 2c1(2r)
)

+3c1(r)d2 ‖K‖d1 [Cp]
d2−1.

• Similarly, for the case p = 2, we get the assertion (ii) of Theorem 6 with the same αp,1
and

αp,2 := 3c3(4r)c4(4r)
(

256 ‖K‖d∞ + (1 + ‖K‖d1)f1−1/p + 2c3(2r)
)

+3c3(r)d2 ‖K‖d1 [Cp]
d2−1.

• For p > 2, put Cp = (1+9c+‖K‖d1f1−1/p)‖K‖d1+1, where c is given by (3.36) in the proof
of Lemma 5. In view of Lemma 5, Markov’s inequality, (3.20), and the Cauchy-Schwarz

inequality we establish Bp ⊆ {ζp ≥ 1}, [Pf (Bp)]
1
4r ≤ c6(4r)n−1/2, and(

Ef
∥∥∥f̃ − f∥∥∥r

p
1Bcp

) 1
r

≤ 3d2 ‖K‖d1 [Cp]
d2−1

(
R(r)
n,p [(h,P), f ] + sup

I∈P

c8(r)

(nVhI )
1
2

+ [c9(r) + c5(r)]n−
1
2

)
,

(
Ef
∥∥∥f̃ − f∥∥∥r

p
1Bp

) 1
r

≤ 3c6(4r)c7(4r)
(
R(2r)
n,p [(h,P), f ] + c8(2r) + c9(2r) + c5(2r)

)
n−

1
2 ,

R(2r)
n,p [(h,P), f ] ≤ c5(2r) + c8(2r) + c9(2r) + ‖K‖d1 f1−1/p + f1−1/p.
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Thus, we get the assertion of Theorem 7 with

αp,1 := 3[1 ∨ c8(r)]d2 ‖K‖d1 [Cp]
d2−1,

αp,2 := 3c6(4r)c7(4r)
{

2
[
c5(2r) + c8(2r) + c9(2r)

]
+
(
1 + ‖K‖d1

)
f1−1/p

}
+ 3
[
c9(r) + c5(r)

]
d2 ‖K‖d1 [Cp]

d2−1.

3.4.3 Lower bounds for minimax estimation

The proof of Theorem 8 is a straightforward adaptation of the proof of Theorem 3
in Goldenshluger and Lepski [62] to take into account the independence structure of the
underlying density. This proof is mainly based on the application of Propositions 11-12
given in the Annex of the present thesis with Σ = Np,d

(
β, L,P, f

)
and the semi norm

definied by `(·) = ‖·‖p.

1) Similarly as in Goldenshluger and Lepski [62], we introduce the probability densities

Λ, f
(0)

and f (0), where

f
(0)

(x) =

d∏
j=1

[
1

Nj

∫
R

Λ(y − xj)1[−Nj
2
,
Nj
2

](y)dy

]
, f (0)(x) = κdf (0)

(κx), x ∈ Rd.

Here Nj = Nj(n) > 8, j = 1, . . . , d, are sequences to be specified later and κ > 0.

Set L = (2∧L1, . . . , 2∧Ld). In view of the product structure of f
(0)

and the arguments
given in the step 10 of the proof of Theorem 3 in Goldenshluger and Lepski [62], one can
choose κ > 0 independent of (N1, . . . , Nd) and an absolute constant N0 > 8 depending on
f and κ such that f (0) ∈ Np,d

(
β, 2−1L,P, 2−1f

)
whenever infj=1,...,dNj ≥ N0.

2) Consider J ∈ Id such that βJ = Υ(β,P). Suppose that Nj = N0 if j /∈ J and Nj = N
if j ∈ J , where N = N(n) ≥ N0 will be chosen later.

As Fw(x), w ∈ W , is constructed on Rd in the step 20 of the proof of Theorem 3
in Goldenshluger and Lepski [62], we construct Fw(xJ), w ∈ W , on R|J |. Note that this
construction depends on the sequences σj = σj(n), j ∈ J , on the number N , on the set
W and on the parameter A > 0, all of which will be specified later.

Define for any w ∈W

fw(x) = f
(0)

J
(xJ)

[
f

(0)
J (xJ) + Fw(xJ)

]
, x ∈ Rd.

In view of the arguments given in the steps 20, 30 and 40 of the proof of Theorem 3 in
Goldenshluger and Lepski [62], one can establish that

{
fw, w ∈ W

}
⊂ Np,d(β, L,P, f) if

we require that
A ≤ 1 ∧ κ|J |N−|J |, (3.21)
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Aσ
−βj
j

(
SW

∏
k∈J

σk

)1/p

≤ (2C1)−1 Lj , j ∈ J, SW := sup
w∈W

|{k : wk 6= 0}| , (3.22)

where C1 > 0 is an absolute constant. Finally, Proposition 11 is applicable with Jn = W
and Σ = Np,d(β, L,P, f).

3) It is easily checked that, for all w,w′ ∈ W , ‖fw − fw′‖pp =
∥∥∥f (0)

J

∥∥∥p
p,J
‖Fw − Fw′‖pp,J

and

Ef (0)

[
dPfw
dPf (0)

(
X(n)

)]2

=

{
1 +

∫
R|J|

F 2
w(xJ)

f
(0)
J (xJ)

dxJ

}n
.

For the latter equality we have used that the Xk’s are i.i.d. random vectors.

In view of the arguments given in steps 40, 50 and Section 7.3 of the proof of Theorem
3 in Goldenshluger and Lepski [62], one can construct a set W such that :

– (3.22) is satisfied if we require

Aσ
−βj
j N |J |/p ≤ C2Lj , ∀j ∈ J, (3.23)

that is guaranteed by choosing

σj = c̃A1/βjL
−1/βj
j N |J |/(pβj), c̃ ≥ max

j∈J
C
−1/βj
2 ; (3.24)

– condition (5.1) of Proposition 11 is fulfilled with

sn = C3AN
|J |/p; (3.25)

– condition (5.2) of Proposition 11 holds true with C = 1 if

A
2+ 1

βJ N
|J |(1+ 1

pβJ
) ≤ C4L(J)n

−1, L(J) =
∏
j∈J

L
1/βj
j . (3.26)

Case p ≥ 2. Here we choose N = C5 ≥ N0. It yields in view of (3.25) and (3.26)

A = C6

(
L(J)/n

) βJ
2βJ+1 , sn = C7

(
L(J)/n

) βJ
2βJ+1 .

Condition (3.21) is obviously satisfied since A→ 0, n→∞. Moreover, we get from (3.24)

that σj → 0, n → ∞, and, therefore, σj ≤
(
20κ

)−1
, j ∈ J , for n large enough, that is

required in the construction of Fw(xJ), w ∈W .

Case p ∈ (1, 2). Here we chose N |J | = κ|J |A−1. Thus, in view of (3.25) and (3.26),

A = C8

(
L(J)/n

) βJ
1−1/p+βJ , sn = C9

(
L(J)/n

) (1−1/p)βJ
1−1/p+βJ .

Note that condition (3.21) is satisfied, that N → ∞ and σj → 0, j ∈ J , as n → ∞, since

A→ 0. Therefore, σj ≤
(
20κ

)−1
, j ∈ J , for n large enough.

Finally, in both cases, we get the statement of Theorem 8 by applying Proposition 11
of the present thesis, see Annex.
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3.4.4 Upper bounds for adaptive minimax estimation

Let f > 0, (β, L,P) ∈ (0, l]d × (0,∞)d ×P and f ∈ Np,d(β, L,P, f) be fixed.

In view of the triangle inequality, ∀h ∈ (0, 1]d,

sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥
p,I

≤ sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

∥∥∥Ef{f̃hI (·)} − fI∥∥∥
p,I

+ sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

‖ξhI‖p,I , (3.27)

where Ef{f̃hI (xI)} = KhI ? fI(xI) and ξhI (xI) := f̃hI (xI)− Ef{f̃hI (xI)}.

Note first that, by applying Proposition 3 in Kerkyacharian, Lepski and Picard [78]
(see Annexe, Proposition 14), using a telescopic sum and the triangle inequality, it is easily
established that, for any h ∈ (0, 1]d, any P ′ ∈ P and any I ∈ P � P ′,

‖KhI ? fI − fI‖p,I ≤
∑
i∈I

cI(K, |I| , p, l, LI)hβii ≤ c sup
I∈P

∑
i∈I

hβii , c > 0. (3.28)

Next, by the choice of hmax, we get from Lemma 4 (i)–(iii) and Lemma 5 (i)–(ii)(
Ef sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

‖ξhI‖
r
p,I

) 1
r

≤ O
(

sup
I∈P

(nVhI )
−[(1− 1

p
)∧ 1

2
]
)
. (3.29)

Consider now, for all I ∈ P, the system

h
βj
j = hβkk = (nVhI )

−[(1− 1
p

)∧ 1
2

]
, j, k ∈ I.

The solution is given by

hj = n
−

[(1− 1
p )∧ 1

2 ]βI

[(1− 1
p )∧ 1

2 ]+βI

1
βj , j ∈ I, I ∈ P, (3.30)

where βI =
[∑

j∈I 1/βj

]−1
.

For all I ∈ P, hI ∈ [hmin, hmax]|I| and VhI ≥ Vmin for n large enough and, remember,
HI is the dyadic grid in {hI ∈ [hmin, hmax]|I| : VhI ≥ Vmin}. Then, if hI denotes the
projection of hI on HI one has (h,P) ∈ H[ P ] for n large enough. It follows from
Theorems 6 and 7, (3.27), (3.28) and (3.29) that

R(r)
n,p

[
f̃ , f

]
≤ Cαp,1

[
sup
I∈P

∑
j∈I

h
βj
j + sup

I∈P

(
nVhI

)−γp ]
+ αp,2n

−1/2, (3.31)

C > 0, for n large enough. Indeed, the choice of the numbers hmax, hmin and Vmin implies
that the conditions required in both theorems are satisfied. Finally, in view of the properties
of the dyadic grids, it is easily seen that we get the statement of Theorem 9 from (3.30)
and (3.31).
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3.5 Appendix : technical results

Set f ∈ F[f ,P ], f > 0. We obtain Lemmas 4 and 5 by applying Propositions 3, 4 and
5 with I ∈ P � P ′, (P,P ′) ∈ P×P.

3.5.1 Proof of Lemma 4 : global empirical upper bounds related to in-
dependence structure, case p ∈ [1, 2]

We divide this proof into several steps.

1) Note that

ξp ≤
∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

sup
hI∈HI

[
‖ξhI‖p,I − Ũp(hI)

]
+
.

In view of Proposition 3 (i), if p ∈ [1, 2) and n ≥ 3 ∨ 42p(2−p),

(Ef |ξp|r)
1
r ≤

∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

C1(LK, k∞, |I| , r)A
4/r
HI n

1
p exp

{
−2n2/p−1

37r

}
≤ c1(r)n−

1
2 ,

c1(r) :=

 ∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

C1(LK, k∞, |I| , r)

 sup
n∈N∗

[
[ln(n)]

4d
r n

1
2

+ 1
p exp

{
−2n

2
p
−1

37r

}]
,

since AHI ≤ [ln(n)]|I| ≤ [ln(n)]d, ∀I ∈ Id.

Similarly, in view of Proposition 3 (ii), if p = 2, n ≥ exp{
√

8(f2 + 4)} ∨ [8(f2 + 4)]2

and hmax ≤ [ln(n)]−2, (Ef |ξp|r)
1
r ≤ c3(r)n−1/2, with

c3(r) :=

 ∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

C2(LK, k∞, |I| , r)

 sup
n∈N∗

[
[ln(n)]

2d
r n exp

{
−

[ln(n)
]2 ∧√n

16r[f2 + 4]

}]
,

since, furthermore, 0 < h
|I|
max ≤ hmax, ∀I ∈ Id.

2) For any p ≥ 1, G̃p ≤ 1 + ‖K‖d1

×

 ∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

sup
hI∈HI

{[
‖ξhI‖p,I − Ũp(hI)

]
+

+ Ũp(hI) +
∥∥∥Ef {f̃hI}∥∥∥

p,I

} ;

G̃p ≤ 1 + d |P|2 ‖K‖2d1 f
1− 1

p

+ ‖K‖d1
∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

sup
hI∈HI

{[
‖ξhI‖p,I − Ũp(hI)

]
+

+ Ũp(hI)
}
. (3.32)
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Put f = 1 ∨ f . We get from (3.32)

f̃p ≤ d2 ‖K‖2d1

(
2d |P|2 ‖K‖d1 f

1− 1
p

+
∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

sup
hI∈HI

{[
‖ξhI‖p,I − Ũp(hI)

]
+

+ Ũp(hI)
})d2

.

If p ∈ [1, 2] and nVmin ≥ 1 then∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

sup
hI∈HI

Ũp(hI) ≤ 128d |P|2 ‖K‖d∞ , (3.33)

since supp(K) ⊆ [−1/2, 1/2] and nVhI ≥ 1, ∀hI ∈ HI .

Below we use the inequality (3.33) and the following trivial equality :

(
Ef
∣∣∣Y d2

∣∣∣r) 1
r

=

[(
Ef |Y |rd

2
) 1

rd2

]d2

, (3.34)

for any random variable Y .

In view of Proposition 3 (i), if p ∈ [1, 2) and n ≥ 3 ∨ 42p(2−p), (Ef |̃fp|r)
1
r ≤ c2(r), with

c2(r) := d2 ‖K‖2d1

ap ∨ ∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

C1

(
LK, k∞, |I| , rd2

) bp

d2

,

ap := 130d |P|2 ‖K‖d∞ f
1− 1

p ,

bp := 1 + sup
n∈N∗

(
[ln(n)]

4
rdn

1
p exp

{
−2n2/p−1

37rd2

})
.

In view of Proposition 3 (ii), if p = 2, n ≥ exp{
√

8(f2 + 4)} ∨ [8(f2 + 4)]2 and hmax ≤
[ln(n)]−2, (Ef |̃fp|r)

1
r ≤ c4(r), with

c4(r) := d2 ‖K‖2d1

ap ∨ ∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

C2

(
LK, k∞, |I| , rd2

) bp

d2

,

ap := 130d |P|2 ‖K‖d∞ f
1− 1

p ,

bp := 1 + sup
n∈N∗

(
[ln(n)]

2
rdn

1
2 exp

{
− [ln(n)]2 ∧

√
n

16rd2[f2 + 4]

})
.
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3) Let (h,P) ∈ H[ P ] be fixed. One has VhI∩I′ ≥ VhI , ∀I ∈ P, ∀I ′ ∈ P ′, ∀P ′ ∈ P.
Therefore, ∀p ∈ [1, 2],

Ãp(h,P) := sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

Ũp(hI) ≤ 128 ‖K‖d∞ sup
I∈P

(
1

nVhI

)1− 1
p

.

Thus, we finish the proof of Lemma 4.

3.5.2 Proof of Lemma 5 : global empirical upper bounds related to in-
dependence structure, case p > 2

Let p > 2. Assume that n ≥ C3, nVmin > 1 ∨ C4 and n−1/(2d) ≤ hmax ≤ [ln(n)]−p,
where

C3 := sup
I∈Id

sup
j=1,2,3,4

[
C3(LK, k∞, |I| , jr, p, f) ∨ C3(LK, k∞, |I| , jrd2, p, f)

]
,

C4 := sup
I∈Id

sup
j=1,2,3,4

[
C4(LK, k∞, |I| , jr, p, f) ∨ C4(LK, k∞, |I| , jrd2, p, f)

]
.

First, similarly to the proof of Lemma 4, step 1, it follows from the assertion (i) of

Proposition 4 and Proposition 5 that (Ef |ξp|r)
1
r ≤ c5(r)n−1/2 and (Ef |ζp|r)

1
r ≤ c6(r)n−1/2,

with

c5(r) :=

 ∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

C5(LK, k∞, |I| , r, p)


× sup
n∈N∗

(
[ln(n)]

2d
r [log2(n)]

2
2rn exp

{
−c5(r)[ln(n)]2

})
,

c5(r) := f−1 inf
P,P ′∈P

inf
I∈P�P ′

C6(LK, k∞, |I| , r, p),

c6(r) :=

 ∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

C9(LK, k∞, |I| , r, p, f)


× sup
n∈N∗

(
[ln(n)]

2d
r n

1
2 exp

{
−c6(r)[ln(n)]2

})
,

c6(r) := inf
P,P ′∈P

inf
I∈P�P ′

C10(LK, k∞, |I| , r, p, f).

Next, the assertion (i) of Proposition 4 allows us to assert thatEf

∣∣∣∣∣∣
∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

sup
hI∈HI

[
‖ξhI‖p,I − Ũp(hI)

]
+

∣∣∣∣∣∣
rd2


1
rd2

≤ c7(r)[log2(n)]
3
rdn

1
2 exp

{
−c8(r)[ln(n)]2

}
, (3.35)
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c7(r) :=
∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

C5(LK, k∞, |I| , rd2, p),

c8(r) := f−1 inf
P,P ′∈P

inf
I∈P�P ′

C6(LK, k∞, |I| , rd2, p).

Note that, for any P,P ′ ∈ P, any I ∈ P � P ′ and any hI ∈ HI , in view of Young’s
inequality,

ρp (KhI ) =
15p

ln p

{
n−1/2

∥∥K2
hI
∗ fI

∥∥1/2

p/2,I
+ 2(nVhI )

1/p−1 ‖KI‖p,I
}

≤ 15p

ln p

{
(nVhI )

−1/2 ‖K‖d∞ f1/2−1/p + 2(nVhI )
1/p−1 ‖K‖d∞

}
;

ρp (KhI ) ≤ c(nVhI )
−1/2, c :=

45p ‖K‖d∞ f
1/2−1/p

ln p
≥ ‖K‖d∞ ≥ 1, (3.36)

since supp(K) ⊆ [−1/2, 1/2], nVhI ≥ 1 and p > 2.

Below we use the trivial inequality (a+ b)α ≤ aα + bα for any a, b > 0 and α ∈ (0, 1).
Thus, we deduce from the assertion (ii) of Proposition 4 and (3.36) thatEf

∣∣∣∣∣∣
∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

sup
hI∈HI

Ũp(hI)

∣∣∣∣∣∣
rd2


1
rd2

(3.37)

≤
∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

Ef

∣∣∣∣∣ sup
hI∈HI

Ũp(hI)

∣∣∣∣∣
rd2


1
rd2

≤ d |P|2 32
1

2d2

[
c

(
1 +

120p

ln p

)
+ c9(r)[log2(n)]

3
rdn

1
2
− 1
p exp

{
−c10(r)bn,p

rd2

}]
,

c9(r) := sup
P,P ′∈P

sup
I∈P�P ′

C7(LK, k∞, |I| , rd2, p),

c10(r) := inf
P,P ′∈P

inf
I∈P�P ′

C8(LK, k∞, |I| , rd2, p),

where bn,p = n4/p−1 if p ∈ (2, 4) and bn,p = [ln(n)]4f−1 if p ∈ [4,∞).

It follows from (3.32), (3.34), (3.35) and (3.37) that (Ef |fp|r)
1
r ≤ c7(r),

c7(r) := d2‖K‖2d1

×

[(
2d |P|2 ‖K‖d1 f

1− 1
p + d |P|2 32

1
2rd2 c(1 +

120p

ln p
)

)
∨ (c7(r) ∨ c9(r))

]d2

×

[
1 + 2 sup

n∈N∗

(
[log2(n)]

3
rdn

1
2 exp

{
−
[
c8(r)[ln(n)]2

]
∧
[
c10(r) bn,p

rd

]})]d2

.
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Finally, we get the assertion (ii) of Lemma 5 from Proposition 4 (ii) and (3.36), with

c8(r) := 32
1
r d |P|2 (1 + 120p/ ln p)c

c9(r) :=

 ∑
P,P ′∈P

∑
I∈P�P ′

C7(LK, k∞, |I| , r, p)


× sup
n∈N∗

(
[log2(n)]

2d+1
r n

1
2 exp

{
−c11(r) bn,p

r

})
,

c11(r) := infP,P ′∈P infI∈P�P ′ C8(LK, k∞, |I|, r, p).



Chapitre 4

Lp adaptive deconvolution

Résumé Dans ce chapitre, nous considérons le problème de l’estimation d’une densité
de probabilité multivariée f en utilisant des observations indirectes selon le modèle sta-
tistique Y = X + ε. Ici, ε est une erreur de mesure aléatoire indépendante du vecteur
X d’intérêt et ayant une densité de probabilité par rapport à la mesure de Lebesgue qui
est connue. Notre but est d’obtenir une qualité d’estimation optimale pour la perte Lp
dans le cas où le bruit ε a une fonction caractéristique à décroissance polynomiale. Pour
atteindre cet objectif, nous construisons d’abord un estimateur à noyau de f en utilisant
exclusivement les observations. Ensuite, nous démontrons que celui-ci vérifie une inégalité
d’oracle avec des hypothèses peu contraignantes sur la fonction caractéristique du bruit
ε. Comme conséquence, nous obtenons une borne supérieure minimax adaptative sur une
grande famille de classes de Nikolskii anisotropes et nous prouvons que notre estimateur est
asymptotiquement optimal en vitesse de convergence lorsque p ∈ [2,+∞]. De plus, notre
procédure d’estimation s’adapte automatiquement à l’éventuelle structure d’indépendance
de f et cela nous permet d’améliorer significativement la qualité d’estimation.

Abstract. In this chapter, we address the problem of estimating a multidimensional
probability density f by using indirect observations from the statistical model Y = X + ε.
Here, ε is a measurement error independent of the random vector X of interest, and having
a known density with respect to the Lebesgue measure. Our aim is to obtain optimal
accuracy of estimation under Lp-losses when the error ε has a characteristic function with
a polynomial decay. To achieve this goal, we first construct a kernel estimator of f which is
fully data driven. Then, we derive for it an oracle inequality under very mild assumptions
on the characteristic function of the error ε. As a consequence, we get minimax adaptive
upper bounds over a large scale of anisotropic Nikolskii classes and we prove that our
estimator is asymptotically rate optimal when p ∈ [2,+∞]. Furthermore, our estimation
procedure adapts automatically to the possible independence structure of f and this allows
us to improve significantly the accuracy of estimation.

4.1 Introduction

Let Xk =
(
Xk,1, . . . , Xk,d

)
, k ∈ N∗, be a sequence of Rd-valued i.i.d. random vectors

defined on a complete probability space (Ω,A,P) and having an unknown density f with

105
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respect to the Lebesgue measure. Assume that we have at our disposal indirect observations
given by

Yk = Xk + εk, k = 1, . . . , n, (4.1)

where the errors εk are also i.i.d. d-dimensional random vectors, independent of the Xk’s,

with a known density q. Furthermore, Pf := P(n)
f denotes the probability law of Y (n) =

(Y1, . . . , Yn), n ∈ N∗, and Ef := E(n)
f is the mathematical expectation with respect to Pf .

The goal is to estimate the density f by using observations Y (n) = (Y1, . . . , Yn). By an
estimator we mean any Y (n)-measurable mapping f̃n : (Rd)n → Lp

(
Rd
)
. The accuracy of

an estimator is measured by its Lp-risk

Rn,p
[
f̃n, f

]
:=

(
Ef
∥∥∥f̃n − f∥∥∥p

p

) 1
p

, p ∈ [1,+∞), Rn,∞
[
f̃n, f

]
:= Ef

∥∥∥f̃n − f∥∥∥
∞
.

Here and in the sequel ‖g‖r = (
∫
|g(x)|rdx)1/r is the Lr-norm of g ∈ Lr(Rs), s ∈ N∗, for

r ∈ [1,+∞), with the usual modification for r =∞. We will also denote by ĝ the Fourier
transform of g ∈ L1(Rs), defined by ĝ(x) =

∫
ei<t,x>g(x)dx, where < ·, · > is the euclidean

scalar product on Rs.

Precisely, the aim is twofold. First, we deal with optimal adaptive deconvolution of a
multivariate density under Lp and sup-norm losses. Next, as in Lepski [88] (under sup-norm
loss) and in Rebelles [109] (under Lp-losses) for the density model, we also take advantage
of the fact that some coordinates of the Xk’s may be independent from the others, but
in a unified way. It is important to emphasize that we only consider the ordinary smooth
case, namely the case where the noise has a characteristic function with polynomial decay
at infinity. To analyse the accuracy of our estimation procedure, we use the minimax
criterion.

Adaptive minimax estimation In the framework of adaptive minimax estimation
the underlying density f is supposed to belong to the given scale of functional classes
{Σα, α ∈ A}. For instance, if Σα = N∞,d(β, L) then α = (β, L), if Σα = Nr,d(β, L) then
α = (β, r, L) and, if Σα = Nr,d(β, L,P) then α = (β, r,P, L). The accuracy of an estimator

f̃n over Σα is measured by its maximal risk :

Rn,p
[
f̃n,Σα

]
:= sup

f∈Σα

Rn,p
[
f̃n, f

]
, p ∈ [1,+∞].

The objective here is to construct a single estimator f̃∗n which is parameter’s free and
achieves the asymptotic of the minimax risk (minimax rate of convergence) over Σα,
whatever the value of the nuisance parameter α :

Rn,p
[
f̃∗n,Σα

]
� inf

f̃n

Rn,p
[
f̃n,Σα

]
=: ϕn,p(Σα), ∀α ∈ A.

Here, infimum is taken over all possible estimators. If such an estimator exists, it is called
an optimal adaptive estimator (O.A.E.).

In this chapter, we focus on the problem of adaptive minimax deconvolution of densities
belonging to anisotropic Nikolskii classes Nr,d(β, L), in the ordinary smooth case. When p is
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finite we assume that the smoothness of the target density is measured in the same Lp-norm
that accuracy of estimation (rj = p for j = 1, . . . , d). The known rates of convergence given
in (1.21)-(1.22) (see Chapter 1, Section 1.2.3) are recovered from the results we obtain.
Indeed, we provide adaptive kernel estimators which achieve the following minimax rates
of convergence respectively :

ϕn,p(Np,d(β, L)) � n−
τ

2τ+1 , τ :=

 d∑
j=1

2λj + 1

βj

−1

, ∀p ∈ [2,+∞); (4.2)

ϕn,∞(Nr,d(β, L)) �
(

n

ln(n)

)− Υ
2Υ+1

, Υ−1 := τ−1 + [ωκ]−1, (4.3)

where, in addition, ω :=
[∑d

j=1
2λj+1
βjrj

]−1
and κ :=

1−
∑d
j=1

1
βjrj∑d

j=1
1
βj

> 0.

Here, the optimality is a direct consequence of minimax lower bounds recently obtained
by Lepski and Willer [90]. As usually, these lower bounds hold under additional assump-
tions on the common density of the errors, see Section 4.2.3. Moreover, they proved that
there is no uniformly consistent estimator on Nr,d(β, L), both under sup-norm loss if κ ≤ 0
and under the L1-loss. Therefore, we do not consider the case p = 1. When p ∈ (1, 2), our
estimation procedure is adaptive, but does not achieve the lower bound of the minimax
risk on Np,d(β, L) found by Lepski and Willer [90].

Finally, in the deconvolution model, as in many statistical models, rates of convergence
depend heavily on the dimension d of the observed domain. Thus, as previously, we develop
estimators that adapt automatically to the possible independence structure of the target
density. Again, this allows us to improve significantly the accuracy of estimation.

4.2 Assumptions on densities

4.2.1 Structural assumption on the target density

Denote by Id the set of all subsets of {1, . . . , d}, excepted the empty set. Let P be
a given set of partitions of {1, . . . , d}. For all I ∈ Id denote also I = {1, . . . , d}\I and
|I| =card(I). We will use ∅ for {1, . . . , d}. Finally, for all x ∈ Rd and I ∈ Id put xI :=
(xj)j∈I and, for any probability density g : Rd → R+,

gI(xI) :=

∫
R|I|

g(x)dxI .

Assume that g∅ ≡ g and that g∅ ≡ 1. Note also that fI and qI are the marginal densities
of XI and εI respectively.

If P ∈ P is such that the vectors XI , I ∈ P, are independent then f(x) =
∏
I∈P fI(xI),

∀x ∈ Rd. In the sequel, the possible independence structure of the density f will be
represented by a partition belonging to the following set :

P(f) :=

{
P ∈ P : f(x) =

∏
I∈P

fI(xI), ∀x ∈ Rd
}
. (4.4)
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Remark that P(f) is not empty if we consider that ∅ ∈ P, or that P = {P} if the
independence structure of f is known. The possibility of choosing P, instead of considering
all partitions of {1, . . . , d}, is introduced for technical purposes. This is explained in more
detail in Chapter 2, Section 2.2.3.

Finally, we endow the set P with the operation ”�” introduced in Lepski [88] : for any
P,P ′ ∈ P

P � P ′ :=
{
I ∩ I ′ 6= ∅, I ∈ P, I ′ ∈ P ′

}
. (4.5)

The use of this operation for the estimation procedure allows us to construct an estimator
which adapts automatically to the independence structure of the underlying density.

4.2.2 Noise assumptions for upper bounds

Both the definition of our estimation procedure and the computation of the Lp-risk,
p ∈ (1,+∞], lead us to consider that the density q of the noise random vector ε satisfies
following assumptions.

Assumption (N1). Assume that, for any I ∈ P � P ′, (P,P ′) ∈ P×P :

(i) if p = 2, then ‖q̂I‖1 < +∞ ;

(ii) if p ∈ (2,+∞], then ‖qI‖∞ < +∞.

Assumption (N2). Assume that, for some constants A > 0, λj > 0, j = 1, . . . , d, one
has for any I ∈ P � P ′, (P,P ′) ∈ P×P :

(i) if p = 2,

|q̂I(t)| ≥ A−1
∏
j∈I

(
1 + t2j

)−λj
2 , ∀t ∈ Rd;

(ii) if p ∈ (1,+∞)\{2}, q̂I(tI) 6= 0, ∀t ∈ Rd, q̂I −1 ∈ C|I|
(
R|I|

)
and∣∣∣∣∣∣[DαI q̂I

−1
]

(tI)
∏
j∈I

t
αj
j

∣∣∣∣∣∣ ≤ A
∏
j∈I

(
1 + t2j

)λj
2 , ∀t ∈ Rd, ∀αI = (αj)j∈I ∈ N|I|,

∑
j∈I

αj ≤ |I|;

(iii) if p = +∞, q̂I(tI) 6= 0, ∀t ∈ Rd, q̂I −1 ∈ C1
(
R|I|

)
and

∣∣[Dαk
k q̂I

−1
]

(tI)
∣∣ ≤ A

∏
j∈I

(
1 + t2j

)λj
2 , ∀t ∈ Rd, ∀k ∈ I, ∀αk ∈ {0, 1}.
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Here and in the sequel, Dαk
k g denotes the αkth order partial derivative of g with respect

to the kth variable, D0
kg ≡ g and, for any multi-index α = (α1, . . . , αs) ∈ Ns, Dαg denotes

the derivative Dα1
1 . . . Dαs

s g of g : Rs → R.

Assumption (N1) is satisfied for many distributions like centered Gaussian, Cauchy,
Laplace or Gamma type multivariate ones. Assumption (N2) is quite restrictive since it
does not hold for the classical Cauchy and Gaussian densities, whose characteristic func-
tions have exponential decay. However, it is verified by the centered Laplace and Gamma
type distributions, whose characteristic functions have polynomial decay. As mentioned in
Comte and Lacour [30], the latter case keep a great interest in particular physical contexts ;
see, for instance, the study of the pile-up model in Comte and Rebafka [31].

In what follows, we assume that q satisfies Assumptions (N1)-(N2).

4.2.3 Noise assumptions for minimax lower bounds

Recall that Nr,d(β, L, f) = {f ∈ Nr,d(β, L), ‖f‖∞ ≤ f}, where, here and in the sequel,
Nr,d(β, L) is considered as an anisotropic Nikolskii class of densities. Recently, Lepski
and Willer [90] have obtained lower bounds for the minimax risk ϕn,p(Nr,d(β, L, f)), p ∈
[1,+∞], when the density q of the noise random vector ε satisfies the following assumption.

Assumption (N3). For any multi-index α = (α1, . . . , αd) ∈ {0, 1}d satisfying α1 + . . .+
αd ≥ 1, Dαq̂ exists. Furthermore, there exist constants B > 0 and λj > 0, j = 1, . . . , d,
such that :

(i) |q̂(t)| ≤ B

d∏
j=1

(
1 + t2j

)−λj
2 , ∀t ∈ Rd;

(ii)
∥∥q̂ −1Dαq̂

∥∥
∞ ≤ B, ∀α = (α1, . . . , αd) ∈ {0, 1}d, α1 + . . .+ αd ≥ 1.

Note first that Assumption (N3) is also verified for centered Laplace or Gamma-type
distributions. Next, if P = {∅} (no independence structure), any density q satisfying both
the condition (i) of Assumption (N3) and Assumptions (N2) verifies

A−1
d∏
j=1

(
1 + t2j

)−λj
2 ≤ |q̂(t)| ≤ B

d∏
j=1

(
1 + t2j

)−λj
2 , ∀t ∈ Rd,

and hence is called ordinary smooth of order λ = (λ1, . . . , λ2). Furthermore, the condition
imposed in the left hand side of the latter inequalities, together with the condition (ii)
of Assumption (N3) (or Condition 1 in Lounici and Nickl [92] for the one dimensional
setting), implies that condition (iii) of Assumption (N2) is satisfied.

In the setting of the deconvolution density model, Lepski and Willer [90] provide mini-
max lower bounds on Nr,d(β, L, f) in four different zones described in terms of parameters
p, r, β and λ, namely the tail zone, the dense zone and the sparse zone which is divided in
two zones. Since Nr,d(β, L, f) ⊂ Nr,d(β, L), the results below follow from Theorems 2 and
3 in Lepski and Willer [90] and allow us to assert the optimality of our estimators when
P = {∅} (no independence structure) in some particular cases.
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Theorem 10. Let L0 > 0 and p ∈ [2,+∞) be fixed. Suppose that Assumptions (N3) is
satisfied. Then, for any (β, L) ∈ (0,∞)d × [L0,∞)d

lim inf
n→+∞

inf
f̃n

{
ϕ−1
n,p(Np,d(β, L))Rn,p

[
f̃n,Np,d (β, L)

]}
> 0,

where infimum is taken over all possible estimators and ϕn,p(Np,d(β, L)) is given in (4.2).

Theorem 11. Let L0 > 0 and (β, L, r) ∈ (0,∞)d × [L0,∞)d × [1,∞]d be fixed. Suppose
that p =∞ and that Assumptions (N3) is satisfied. Then,

(i) there is no uniformly consistent estimator over Nr,d(β, L) if 1−
∑d

j=1
1

βjrj
≤ 0 ;

(ii) if 1−
∑d

j=1
1

βjrj
> 0

lim inf
n→+∞

inf
f̃n

{
ϕ−1
n,∞(Nr,d(β, L))Rn,∞

[
f̃n,Nr,d (β, L)

]}
> 0,

where infimum is taken over all possible estimators and ϕn,∞(Nr,d(β, L)) is given in (4.3).

The settings of Theorems 10 and 11 correspond to particular cases of the dense zone
and the sparse zone respectively. Further, when the problem of minimax estimation under
Lp-loss on the class Np,d(β, L) is considered with p ∈ (1, 2), this corresponds to a particular
case of the tail zone.

4.3 Estimation procedure

In this section, we construct an estimator following a scheme of selection rule introduced
in Lepski [88] to take into account the possible independence structure of the underlying
density. If P = {∅} this scheme coincides with a version of the methodology proposed by
Goldenshluger and Lepski [60]. This methodology, employed in many areas of nonparame-
tric statistics, has been recently used by Comte and Lacour [30] in the framework of the
deconvolution model both for pointwise estimation and for estimation under L2-loss.

4.3.1 Kernel-type estimators

Let K : R → R be a fixed symmetric kernel (
∫

K = 1) belonging to the well known
Schwartz class S(R) (see Annex, Section 5.4, Definition 12). For instance, K may be a
Gaussian kernel. For all I ∈ Id, h ∈ (0, 1]d and x ∈ Rd put

KI(xI) :=
∏
j∈I

K(xj), KhI (xI) := V −1
hI

∏
j∈I

K(xj/hj), VhI :=
∏
j∈I

hj .

Therefore, in view of the definition of the kernel K and Assumption (N2) on the errors,
one can define the kernel-type estimator

f̃hI (xI) := n−1
n∑
k=1

L(hI) (xI − Yk,I) , L(hI)(xI) :=
1

(2π)|I|

∫
R|I|

e−i〈tI ,xI〉
K̂hI (tI)

q̂I(tI)
dtI . (4.6)

The ideas that led to the introduction of estimators f̃hI are explained by Fan [49] in
the one-dimensional setting and by Comte and Lacour [30] in the multivariate context ;
see also Chapter 1, Section 1.1.5, in the present thesis.
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Family of estimators Below we propose a data driven selection from the family of
estimators

F [ P ] :=

{
f̃(h,P)(x) =

∏
I∈P

f̃hI (xI), x ∈ Rd, (h,P) ∈ Hp[ P ]

}
, (4.7)

where the set Hp[ P ] of parameters (h,P) is constructed as follows.

For I ∈ Id, consider first the set of multibandwidths

Hp,I :=

{
hI ∈

[
h

(p)
min, h

(p)
max

]|I|
: hj = 2−kj , kj ∈ N∗, j ∈ I

}
,

h
(p)
min :=

 n
−
(

1∨ p
|I|

)
, p ∈ (1,+∞),

n−1, p = +∞,
h(p)
max :=

{
[ln(n)]

− p
|I| , p ∈ (1,+∞),

1, p = +∞.

Then define

Hp,I :=

hI ∈ Hp,I : (nVhI )
1
2
∧
(

1− 1
p

)∏
j∈I

h
λj
j ≥ cp1{p<∞} +

√
ln(n)1{p=+∞}

 , (4.8)

cp := 1 ∧
{
p

e

[
1 + λmax

(
2 ∨ p

p− 1

)]}− p[ 1
2
∧
(

1− 1
p

)
+λmax

]
, λmax := max

j=1,...,d
λj .

The constant cp is chosen in order to have Hp,I 6= ∅, ∀n ≥ 3.

Put finally

Hp[ P ] :=
{

(h,P) ∈ (0, 1]d ×P : hI ∈ Hp,I , ∀I ∈ P
}
.

As previously, the introduction of the estimator f̃(h,P) is based on the following simple
observation. If there exists P ∈ P(f), the idea is to estimate separately each marginal
density corresponding to I ∈ P. Since the estimated density possesses the product struc-
ture we seek its estimator in the same form. For more details, see also Chapter 3, Section
3.2.1, in the present thesis.

Auxiliary estimators We mimic the procedure of Lepski [88] by introducing the follo-
wing auxiliary estimators. Consider first the classical kernel auxiliary estimators

f̃hI ,ηI (xI) := KηI ? f̃hI (xI), h, η ∈ (0, 1]d, I ∈ Id,

where, here and in the sequel, ” ? ” stands for the standard convolution product.

Then put, for h, η ∈ (0, 1]d and P,P ′ ∈ P,

f̃(h,P),(η,P ′)(x) :=
∏

I∈P�P ′
f̃hI ,ηI (xI),

where the operation ” � ” is defined by (4.5).

The ideas that led to the introduction of the estimators f̃(h,P),(η,P ′), based on both the
operation ”?” and ”�”, are explained in Chapter 3, Section 3.2.2.
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4.3.2 Selection rule

For I ∈ Id and h ∈ (0, 1]d, define

Up(hI) :=



n
1
p
−1 ∥∥L(hI)

∥∥
p
, p ∈ (1, 2),

n−
1
2
∏
j∈I h

−λj− 1
2

j , p = 2,

n−
1
2

[∏
j∈I h

−λj− 1
2

j +
√

ln(n)
∥∥L(hI)

∥∥
2p
p+2

]
, p ∈ (2,+∞),

n−
1
2

√
ln(n)

∏
j∈I h

−λj− 1
2

j , p = +∞.

Put also Λ̃p := dγp

[
G̃p

]d(d−1)
, where d := supP∈P |P|,

G̃p := 1 ∨

[
‖K‖d1 sup

(h,P)∈ Hp[ P ]
sup
P ′∈ P

sup
I∈P�P ′

∥∥∥f̃hI∥∥∥
p

]

and γp > 0 is a numerical constant whose expression is given in Section 4.5.1 below.

For h ∈ (0, 1]d and P ∈ P introduce Up(h,P) := supI∈P Up(hI) and

∆̃p(h,P) := sup
(η,P ′)∈Hp[ P ]

[∥∥∥f̃(h,P),(η,P ′) − f̃(η,P ′)

∥∥∥
p
− Λ̃pUp(η,P ′)

]
+

. (4.9)

Define finally
(
h̃, P̃

)
satisfying

∆̃p(h̃, P̃) + Λ̃pUp(h̃, P̃) = inf
(h,P)∈Hp[ P ]

[
∆̃p(h,P) + Λ̃pUp(h,P)

]
. (4.10)

Our selected estimator is f̃ := f̃
(h̃,P̃)

.

Note first that the existence of the quantities involved in the selection procedure is en-
sured by both the finiteness of the set Hp [ P ] and the following result. The first statement
given in Proposition 6 is a simple consequence of Marcinkiewicz Multiplier Theorem ; see
Annex, Section 5.4, Proposition 15.

Proposition 6. Assume that Assumption (N2) is satisfied.

(i) If p ∈ (1,∞)\{2}, for any r ∈ (1, 2) and any I ∈ P � P ′, (P,P ′) ∈ P × P, there
exists a constant Cr,I := Cr,I(|I|,K, q) > 0∥∥L(hI)

∥∥
r
≤ Cr,I (VhI )

−(1−1/r)
∏
j∈I

h
−λj
j , ∀h ∈ (0, 1]d.

(ii) For any I ∈ P�P ′, (P,P ′) ∈ P×P, there exists a constant CI := CI(|I|,K, q) > 0
such that∥∥L(hI)

∥∥
2
≤ CI

∏
j∈I

h
−λj− 1

2
j ,

∥∥L(hI)

∥∥
∞ ≤ CI

∏
j∈I

h
−λj−1
j , ∀h ∈ (0, 1]d.
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The proof of this proposition is postponed to Appendix. It is important to emphasize that
the first bound was not used for the definition of Up(hI) since a dimensional constant is
not explicitly done in Proposition 15 which is a consequence of Theorem 5.2.4. of Grafakos
[65]. However, in practice, it is usual to multiply these quantities by a properly chosen
constant in the previous algorithm (4.9)-(4.10).

Next, we also emphasize that the quantity Up(hI) can be viewed, up to a numerical
constant, as a uniform bound on the Lp−norm of the stochastic error provided by the

kernel-type estimator f̃hI . This is explained by the following result.

For I ∈ Id, h ∈ (0, 1]d and x ∈ Rd, define

ξhI (xI) := f̃hI (xI)− Ef{f̃hI (xI)}.

Proposition 7. Assume that Assumptions (N1)-(N2) are verified. Let I ∈ P�P ′, (P,P ′) ∈
P×P, be arbitrary fixed. If p ∈ (1,+∞], r ≥ 1 and n ≥ 3 then

{
Ef sup

hI∈Hp,I

[
‖ξhI‖p − γp,I(r)Up(hI)

]r
+

} 1
r

≤ cp(r)n−
1
2 , cp(r) > 0. (4.11)

The constants γp,I(r) and cp(r) do not depend on the sample size n. Their explicit expres-
sions can be found in the proof of the latter result, which is also postponed to Appendix.

Finally, in view of the assumptions on the kernel K, since Hp
[
P
]

is a finite set,
(
h̃, P̃

)
exists, is in Hp

[
P
]

and is Y (n)−measurable. It follows that f̃ : (Rd)n → Lp
(
Rd
)

is an

Y (n)−measurable mapping.

4.4 Main results

In this section, we first provide oracle inequalities for our estimator f̃ . Then, we discuss
adaptive minimax estimation over scales of anisotropic Nikolskii classes.

4.4.1 Oracle inequalities

Note that the construction of the proposed procedure does not require any condition
concerning the density f . However, the following mild assumption will be used for compu-
ting its risk :

f ∈ Fp [ P ] :=

{
g ∈ F : sup

P,P ′∈P
sup

I∈P�P ′
‖gI‖p <∞

}
, (4.12)

where F denotes the set of all probability densities g : Rd → R+. The considered class of
densities is determined by the choice of P and in particular

Fp
[ {
∅
} ]

=
{
g ∈ F : ‖g‖p <∞

}
, Fp [ {P} ] =

{
g ∈ F : sup

I∈P
‖gI‖p <∞

}
.
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Define, for (h,P) ∈ Hp [ P ] such that P ∈ P(f),

Rn,p [(h,P), f ] :=

(
Ef sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥p
p

) 1
p

, p ∈ (1,+∞),

Rn,∞ [(h,P), f ] := Ef sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥∞ .
If the possible independence structure P of the target density is known, the latter

quantity can be viewed as an ”Lp−risk” of the estimator f̃(h,P), defined with the loss

l
(
f̃(h,P), f

)
:= sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥
p
.

In this case, we see that the effective dimension of estimation is not d, but at most d(P) :=
supI∈P |I|. Therefore, the best estimator from the family F[ P ] (the oracle) should be

f̃(h∗,P∗) such that

Rn,p [(h∗,P∗), f ] = inf
(h,P)∈Hp[ P ]:P∈P(f)

Rn,p [(h,P), f ] .

Let us provide the following oracle inequalities for our selected estimator f̃ .

Theorem 12. Suppose that Assumptions (N1)-(N2) are satisfied.
If n ≥ 3 and p ∈ (1,+∞] then : ∀f ∈ Fp [ P ],

Rn,p
[
f̃ , f

]
≤ Cp,1(fp) inf

(h,P)∈Hp[ P ]:P∈P(f)
{Rn,p [(h,P), f ] + γpUp(h,P)}+ Cp,2(fp)n

− 1
2 ,

where fp := 1 ∨
[
supP,P ′∈P supI∈P�P ′ ‖fI‖p

]
.

The explicit expressions of Cp,1(fp) = Cp,1(d,P,K, q, fp) and Cp,2(fp) = Cp,2(d,P,K, q, fp)
are given in the proof of the theorem. It is worth to note that the maps fp 7→ Cp,1(fp) and
fp 7→ Cp,2(fp) are bounded on any bounded interval of R+.

If P =
{
∅
}

we obtain automatically some oracle inequalities for estimation on Rd under
Lp−loss, without considering any independence structure. In this case, the result above
can be improved. Indeed, by scrutinizing its proof, one can easily see that the following
theorem is true.

Theorem 13. Suppose that P =
{
∅
}

and that Assumptions (N1)-(N2) are satisfied.
If n ≥ 3 and p ∈ (1,+∞] then : ∀f ∈ F,

Rn,p
[
f̃ , f

]
≤ inf

h∈H
p,∅

{(
1 + 2 ‖K‖d1

)
Rn,p

[
f̃h, f

]
+ 2γpUp(h)

}
+ 2Cpn

− 1
2 .

The explicit expression of the absolute constant Cp = Cp(d,K, q) > 0 is given in the proof
of the theorem.

Note first that the statement of Theorem 13 holds for all probability densities f ∈ F,
that is not true for Theorem 12. Next, the constant 1 + 2 ‖K‖d1 is more suitable than
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Cp,1(fp). Indeed, the prime interest in the oracle approach is to obtain a constant that
does not depend on the target density and close to one. However, Theorem 12 allows us
to consider both the smoothness properties and the independence structure of the target
density and then to reduce the influence of the dimension on the accuracy of estimation.
Indeed, if f has an independence structure P 6= ∅ and the smoothness parameter h is
fixed and properly chosen, then our procedure should choose the true partition P and the
estimator f̃(h,P) should provide a better accuracy of estimation than the classical kernel-

type estimator f̃h. This is illustrated by a short simulation study in Chapter 3, Section
3.2.4, in the density model (with direct observations), under the L2-loss.

4.4.2 Lp-adaptive minimax estimation

In what follows, we illustrate the application of Theorems 12 and 13 to adaptive esti-
mation over anisotropic Nikolskii classes of densities Nr,d (β, L,P) and Nr,d (β, L) respec-
tively. To compute the Lp-risk of a kernel-type estimator, we first compute its bias. Thus,
we need to enforce the assumptions imposed on the kernel K. One of the possibilities is
the following, proposed in Kerkyacharian, Lepski and Picard [78].

For a given integer l ≥ 2 and a given symmetric function u : R → R belonging to the
Schwartz class S(R) and satisfying

∫
R u(z)dz = 1 set

ul(z) :=
l∑

j=1

(
l
j

)
(−1)j+1 1

j
u

(
z

j

)
, z ∈ R. (4.13)

Furthermore we use K ≡ ul in the definition of the collection of estimators F[P].
The relation of kernel ul to anisotropic Nikolskii classes is discussed in Kerkyacharian,
Lepski and Picard [78]. In particular, it has been shown that∫

R
K(z)dz = 1,

∫
R
zkK(z)dz = 0, ∀k = 1, . . . , l − 1. (4.14)

Minimax adaptive estimation under an Lp-loss, p <∞

For (β,P) ∈ (0,+∞)d ×P define φn,p (β,P) := n
− [ 1

2∧(1− 1
p)]τ

τ+ 1
2∧(1− 1

p) , where

τ := τ(β,P) = inf
I∈P

τI , τI :=

∑
j∈I

[
1
2 ∧

(
1− 1

p

)]−1
λj + 1

βj


−1

. (4.15)

Assume that ∅ ∈ P and consider the estimator f̃ defined by the selection rule (4.9)-
(4.10) with p ∈ (1,+∞).

Theorem 14. Let p ∈ (1,+∞) be arbitrary fixed. Suppose that Assumptions (N1)-(N2)
are satisfied. Then for any (β, L,P) ∈ (0, l]d × (0,∞)d ×P one has

lim sup
n→+∞

{
φ−1
n,p(β,P)Rn,p

[
f̃ , Np,d (β, L,P)

]}
<∞.
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We get the statement of the latter theorem by applying Theorem 12. If P = {∅} (no
independence structure), we obtain the following theorem by applying Theorem 13.

Theorem 15. Let p ∈ (1,+∞) be arbitrary fixed. Suppose that P = {∅} and that As-
sumptions (N1)-(N2) are satisfied. Then for any (β, L) ∈ (0, l]d × (0,∞)d one has

lim sup
n→+∞

{
φ−1
n,p(β, ∅)Rn,p

[
f̃ ,Np,d (β, L)

]}
<∞.

To the best of our knowledge, the latter results are new. Below, we briefly discuss
several consequences of Theorems 14 and 15.

In view of the assertion of Theorem 10, if p ∈ [2,+∞) and Assumptions (N1)-(N3) on
the errors are satisfied, we deduce from Theorem 15 that φn,p(β, ∅) is the minimax rate
of convergence on the anisotropic Nikolskii class Np,d (β, L) and that a minimax estimator
can be selected from the collection of kernel-type estimators introduced in Section 4.3.1.
Moreover, if P = {∅} (no independence structure), the quality of estimation of our esti-
mator f̃ is optimal, up to a numerical constant, on each class Np,d (β, L), whatever the

nuisance parameter (β, L). Thus, in the aforementioned case, f̃ is an optimal adaptive
estimator over the scale {Np,d (β, L)}(β,L).

If p ∈ (1, 2), our estimator does not achieve the minimax lower bound on Np,d (β, L)
obtained in Lepski and Willer [90] under the Lp-loss. We conclude that either our estimator
is not minimax on Np,d (β, L) or the lower bound in Lepski and Willer [90] is not the
minimax rate of convergence on the latter functional class.

Further, our results show that Lp-estimation of an anisotropic density in the deconvo-
lution model does not necessarily require that the target function is uniformly bounded,
whereas it is imposed in all the works concerning the density model (with direct obser-
vations) ; see, e.g. Goldenshluger and Lepski [60]. See also the discussion in Lepski and
Willer [90] concerning the deconvolution model, Section 3, paragraph ”Deconvolution den-
sity model. Bounded case.”.

It is also important to emphasize that both Theorems 14 and 15 allow us to analyze
the influence of the independence structure on the accuracy of estimation under an Lp-loss
in the deconvolution model. Indeed, we see that

φn,p(β, ∅)� φn,p(β,P), P 6= ∅,

whatever the independence structure of the common density of the errors. Thus, our
estimation procedure allows us to improve significantly the accuracy of estimation if the
target density has an independence structure P 6= ∅. For instance, if p ∈ [2,∞), β =
(β, . . . ,β) and P = {{1} , . . . , {d}}, then

n
− β

2β+2(
∑d
j=1

λj)+d = φn,p(β, ∅)� φn,p(β,P) = n
− β

2β+2λmax+1 , λmax := max
j=1,...,d

λj , (4.16)

and φn,p(β,P) corresponds to the minimax rate of convergence in the unidimensional
setting.

Having said that, the question is : is φn,p(β,P) the minimax rate of convergence on
the functional class Np,d (β, L,P) ? For the density model (that corresponds to λj = 0,
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j = 1, . . . , d), it is proved in Chapter 3 that the answer is positive and that the proof of the
corresponding minimax lower bound coincides with the one of Theorem 3 in Goldenshluger
and Lepski [62], up to minor modifications to take into account the independence structure.
Specifically, in the proof of the minimax lower bound on Np,d (β, L,P) we only perturb
the density of the group of variables corresponding to the index set I ∈ P with minimal
value of βI = [

∑
j∈I 1/βj ]

−1. For the deconvolution model, we conjecture that the answer
is also positive if p ∈ [2,+∞) and that a minimax lower bound on Np,d (β, L,P) can be
obtained, up to straightforward modifications, as in Lepski and Willer [90].

Minimax adaptive estimation under sup-norm loss

For (β, r,P) ∈ (0,+∞)d × [1,+∞]d ×P define φn,∞ (β, r,P) :=
(

n
ln(n)

)− Υ
2Υ+1

, where

Υ := Υ(β, r,P) = inf
I∈P

ΥI , ΥI :=
(
τ−1
I + [ωIκI ]−1

)−1
,

τI :=

∑
j∈I

2λj + 1

βj

−1

, ωI :=

∑
j∈I

2λj + 1

βjrj

−1

, κI :=
1−

∑
j∈I

1
βjrj∑

j∈I
1
βj

. (4.17)

Assume that ∅ ∈ P and consider the estimator f̃ defined by the selection rule (4.9)-
(4.10) with p = +∞. As previously, we obtain the following two theorems :

Theorem 16. Suppose that Assumptions (N1)-(N2) are satisfied.
Then for any (β, L, r,P) ∈ (0, l]d × (0,∞)d × [1,+∞]d ×P such that 1−

∑d
j=1

1
βjrj

> 0

lim sup
n→+∞

{
φ−1
n,∞(β, r,P)Rn,∞

[
f̃ , Nr,d (β, L,P)

]}
<∞.

Theorem 17. Suppose that P = {∅} and that Assumptions (N1)-(N2) are satisfied.
Then for any (β, L, r) ∈ (0, l]d × (0,∞)d × [1,+∞]d satisfying 1−

∑d
j=1

1
βjrj

> 0

lim sup
n→+∞

{
φ−1
n,∞(β, r, ∅)Rn,∞

[
f̃ ,Nr,d (β, L)

]}
<∞.

To the best of our knowledge, the latter results are also new. Let us briefly discuss
several consequences of Theorems 16 and 17 below.

Note first that in the case of direct observations we find again the results obtained in
Lepski [88]. Next, if P = {∅} and 1 −

∑d
j=1

1
βjrj

> 0, it follows from Theorems 11 and

17 that, in presence of the noise satisfying Assumptions (N1)-(N3), φn,∞(β, r, ∅) is the
minimax rate of convergence on the anisotropic class Nr,d (β, L). In this ordinary-smooth
case, our estimator is optimal adaptive over the scaleNr,d (β, L) , (β, L, r) ∈ (0, l]d × (0,∞)d × [1,+∞]d, 1−

d∑
j=1

1

βjrj
> 0

 (4.18)
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and our results generalizes considerably those of Lounici and Nickl [92] when the target
density has Hölder-type regularity.

It is worth to note that our method of estimation can be used for pointwise estimation.
Moreover, it follows from Theorem 17 that our estimator achieves the adaptive rates of
convergence found in Comte and Lacour [30] with a pointwise criterion over the scale of
anisotropic Hölder classes {N∞,d (β, L)}(β,L). Thus, in the case of ordinary smooth density
and ordinary smooth noise, we extend their results to the scale of anisotropic Nikolskii
classes given in (4.18). Note that the logarithmic term in the rates φn,∞ (β, r,P) is known
to be an ”optimal payment” for adaptation to the regularity of the target density in the
pointwise setting ; see, e.g., Butucea and Comte [19].

As previously (under Lp-loss), Theorems 16 and 17 allow us to conclude that our pro-
cedure leads to better accuracy of estimation under sup-norm loss whenever the target
density has an independence structure P 6= ∅. In this case, our method of estimation out-
performs that of Comte and Lacour [30] in the pointwise setting when both the estimated
density and the noise are ordinary smooth.

Another interesting fact related to the consideration of the possible independence struc-
ture of the target density f is the following. Suppose that f belongs to the functional
class Nr,d (β, L,P) satisfying 1 −

∑d
j=1

1
βjrj

≤ 0 and 1 −
∑

j∈I
1

βjrj
> 0, ∀I ∈ P, and

that P = {P}. Scrutinizing the proof of Theorem 16, one can see that it is possible
to construct a kernel estimator that achieves the rate φn,∞ (β, r,P), whereas there is no
uniformly consistent estimator on Nr,d (β, L) ; see, e.g., Theorems 11.

Finally, we conjecture that φn,∞(β, r,P) is the minimax rate of convergence on the

functional class Nr,d (β, L,P) when 1−
∑d

j=1
1

βjrj
> 0 and that a proof of the corresponding

lower bound can be obtained by a minor modification of that in Lepski and Willer [90] to
take into account the possible independence structure of the underlying density.

4.5 Proofs of main results

4.5.1 Quantities and technical lemma

For brevity, introduce first

I�d := {I ∈ P � P ′, (P,P ′) ∈ P×P}, Up := sup
n∈N∗

sup
I∈I�d

sup
hI∈Hp,I

Up(hI) <∞,

Note that the finiteness of Up is due both to the definition of the sets of multibandwidths
Hp,I and to the bounds given in Proposition 6.

Next, define the constant γp involved in the selection rule (4.9)-(4.10).
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For I ∈ I�d and r ≥ 1, put first

γp,I(r) :=



4 +
√

37e−1pr
2−p , p ∈ (1, 2),(

7CI + 3A (2π)−
|I|
2

∥∥∥K̂IgI

∥∥∥
∞
‖q̂I‖

1
2
1

)
r, p = 2,(

46c(p)[p∨e]
3e

)
c

2
p
−1

p [1 ∨ CI ] (1 ∨ ‖qI‖∞)
3
4 r, p ∈ (2,+∞),

6CI(K, q) (1 ∨ ‖qI‖∞)
1
2 [93|I| ln(|I|) + 69r] , p = +∞,

where cp is given in the definition of Hp,I , c(p) := 15p/ ln(p) and

CI :=
A

(2π)
|I|
2

(∥∥∥K̂IgI

∥∥∥
2
∨
∥∥∥K̂IgI

∥∥∥
1

)
,

CI(K, q) :=
A

(2π)
|I|
2

{∥∥∥K̂IgI

∥∥∥
2
∨
∥∥∥K̂IgI

∥∥∥
1
∨
(

max
j∈I

∥∥∥D1
j K̂IgI

∥∥∥
1

)
∨
∥∥∥K̂IϕI

∥∥∥
2
∨
∥∥∥K̂IϕI

∥∥∥
1

}
,

with gI(tI) :=
∏
j∈I

(
1 + t2j

)λj
2

and ϕI(tI) := supj∈I |tj | gI(tI).

Then, put rk := kp1{p<∞} + k1{p=+∞}, k ≥ 1, and

γp :=

 supP,P ′∈P supI∈P�P ′ {γp,I(r4)} , P 6= {∅},

γ
p,∅(r1), P = {∅}.

Finally, we need the following technical lemma in order to compute our risk bounds.
Define

ξp := sup
I∈I�d

sup
hI∈Hp,I

[
‖ξhI‖p − γpUp(hI)

]
+
,

f̃p := d2 ‖K‖d1
[
G̃p

]d(d−1) (
max

{
G̃p, ‖K‖d1 fp

})d−1
, fp := 1 ∨

[
sup
I∈I�d
‖fI‖p

]
.

Lemma 6. Assume that P 6= {∅}. Set r ∈ {r1, r2, r4}. Under Assumptions (N1)-(N2), if
p ∈ (1,+∞] then, for all integer n ≥ 3,

(Ef |ξp|r)
1
r ≤ cp,1(r)n−

1
2 ,

(
Ef
∣∣∣f̃p∣∣∣r) 1

r ≤ cp,2(r, fp), ∀f ∈ Fp [ P ] .

The absolute constants cp,1(r) > 0 and cp,2(r, fp) > 0 can be explicitly expressed and the
maps fp 7→ cp,2(r, fp) are bounded on any bounded interval of R+ ; see the proof of the
latter result, which is postponed to Appendix.
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4.5.2 Oracle inequalities : proof of Theorems 12 and 13.

1) Set p ∈ [1,+∞] and f ∈ Fp [ P ]. Let (h,P) ∈ Hp
[
P
]
, P ∈ P(f), be fixed.

In view of the triangle inequality we have∥∥∥f̃ − f∥∥∥
p
≤

∥∥∥f̃(h̃,P̃)
− f̃

(h,P),(h̃,P̃)

∥∥∥
p

+
∥∥∥f̃(h,P),(h̃,P̃)

− f̃(h,P)

∥∥∥
p

+
∥∥∥f̃(h,P) − f

∥∥∥
p

≤ ∆̃p(h,P) + Λ̃pUp(h̃, P̃) + ∆̃p(h̃, P̃) + Λ̃pUp(h,P) +
∥∥∥f̃(h,P) − f

∥∥∥
p
.

Here we have used the equality f̃
(h,P),(h̃,P̃)

= f̃
(h̃,P̃),(h,P)

. By definition of (h̃, P̃), we obtain∥∥∥f̃ − f∥∥∥
p
≤ 2

[
∆̃p(h,P) + Λ̃pUp(h,P)

]
+
∥∥∥f̃(h,P) − f

∥∥∥
p
. (4.19)

2) Suppose that P = {I1, . . . , Im}, m ∈ {1, . . . , d}. Since P ∈ P(f), for any x ∈ Rd

∣∣∣f̃(h,P)(x)− f(x)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∏
I∈P

f̃hI (xI)−
∏
I∈P

fI(xI)

∣∣∣∣∣
≤

m∑
j=1

∣∣∣f̃hIj (xIj )− fIj (xIj )∣∣∣
 m∏
k=j+1

∣∣∣f̃hIk (xIk)
∣∣∣
(j−1∏

l=1

|fIl(xIl)|

)
.

Here we have used the trivial equality : for m ∈ N∗ and aj , bj ∈ R, j = 1,m,

m∏
j=1

aj −
m∏
j=1

bj =

m∑
j=1

(aj − bj)

 m∏
k=j+1

ak

(j−1∏
l=1

bl

)
, (4.20)

where the product over empty set is assumed to be equal to one.

In view of P ∈ P, the triangle inequality and the Fubini-Tonelli theorem (used for the
case p <∞) we establish

∥∥∥f̃(h,P) − f
∥∥∥
p
≤

m∑
j=1

∥∥∥f̃hIj − fIj∥∥∥p
 m∏
k=j+1

∥∥∥f̃hIk∥∥∥p
(j−1∏

l=1

‖fIl‖p

)

≤ m
(

max
{
G̃p, fp

})m−1
sup
I∈P

∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥
p
,

since ‖K‖1 ≥
∫

K = 1. Remind that d = supP∈P |P| and G̃p ≥ 1. It follows∥∥∥f̃(h,P) − f
∥∥∥
p
≤ d

(
max

{
G̃p, fp

})d−1
sup
I∈P

∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥
p
. (4.21)
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3) For any (η,P ′) ∈ Hp
[
P
]

and any x ∈ Rd

∣∣∣f̃(h,P),(η,P ′)(x)− f̃(η,P ′)(x)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∏
I′∈P ′

∏
I∈P:I∩I′ 6=∅

KηI∩I′ ? f̃hI∩I′ (xI∩I′)−
∏
I′∈P ′

f̃ηI′ (xI′)

∣∣∣∣∣∣ .
Therefore, by the same method as the one used in step 2, we establish

∥∥∥f̃(h,P),(η,P ′) − f̃(η,P ′)

∥∥∥
p
≤ d

[
G̃p

]d(d−1)
sup
I′∈P ′

∥∥∥∥∥∥
∏

I∈P:I∩I′ 6=∅

f̃hI∩I′ ,ηI∩I′ − f̃ηI′

∥∥∥∥∥∥
p

. (4.22)

Here we have used Young’s inequality and the inequalities ‖K‖1 ≥
∫

K = 1 and G̃p ≥ 1.

4) In view of the Fubini theorem and Young’s inequality, for any I ∈ I�d and any η ∈
(0, 1]d ∥∥∥Ef {f̃ηI (·)}∥∥∥

p
= ‖KηI ? fI‖p ≤ ‖KI‖1 ‖fI‖p ≤ ‖K‖

d
1 fp. (4.23)

Then, by the same method as the one used in step 2 and (4.23), for any (η,P ′) ∈
Hp
[
P
]

and any I ′ ∈ P ′ we get∥∥∥∥∥∥
∏

I∈P:I∩I′ 6=∅

f̃hI∩I′ ,ηI∩I′ −
∏

I∈P:I∩I′ 6=∅

Ef
{
f̃ηI∩I′ (·)

}∥∥∥∥∥∥
p

≤ d
(

max
{
G̃p, ‖K‖d1 fp

})d−1
sup

I∈P:I∩I′ 6=∅

∥∥∥KηI∩I′ ?
(
f̃hI∩I′ − fI∩I′

)∥∥∥
p

≤ d ‖K‖d1
(

max
{
G̃p, ‖K‖d1 fp

})d−1
sup

I∈P:I∩I′ 6=∅

∥∥∥f̃hI∩I′ − fI∩I′∥∥∥p . (4.24)

5) For η ∈ (0, 1]d and I ′ ∈ Id, since P ∈ P(f), we have for any x ∈ Rd

Ef
{
f̃ηI′ (xI′)

}
=

∫
KηI′ (yI′ − xI′)

∏
I∈P:I∩I′ 6=∅

fI∩I′(yI∩I′)dyI′

=
∏

I∈P:I∩I′ 6=∅

Ef
{
f̃ηI∩I′ (xI∩I′)

}
.

Here we have used the product structure of the kernel K and the Fubini theorem.

Thus, in view of the triangle inequality, (4.22), (4.24) and the trivial inequality [supi xi−
supi yi]+ ≤ supi[xi − yi]+, for any (η,P ′) ∈ Hp

[
P
]
, we get[∥∥∥f̃(h,P),(η,P ′) − f̃(η,P ′)

∥∥∥
p
− Λ̃pUp(η,P ′)

]
+

≤ d
[
G̃p

]d(d−1)

× sup
I′∈P ′

[∥∥∥ ∏
I∈P:I∩I′ 6=∅

f̃hI∩I′ ,ηI∩I′ −
∏

I∈P:I∩I′ 6=∅

Ef
{
f̃ηI∩I′ (·)

}∥∥∥
p

+
∥∥ξηI′∥∥p − γpUp(ηI′)

]
+

;
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[∥∥∥f̃(h,P),(η,P ′) − f̃(η,P ′)

∥∥∥
p
− Λ̃pUp(η,P ′)

]
+

≤ f̃p sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥
p

+ f̃pξp,

since f̃p ≥ d
[
G̃p

]d(d−1)
≥ 1. We deduce

∆̃p(h,P) ≤ f̃p sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥
p

+ f̃pξp. (4.25)

Finally, it follows from (4.19), (4.21) and (4.25)

∥∥∥f̃ − f∥∥∥
p
≤ 3f̃p

{
sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥
p

+ γpUp(h,P) + ξp

}
. (4.26)

6) Consider the random event Bp :=
{
G̃p ≥ Cp(fp)

}
, where

Cp(fp) =
(
1 + γpUp + ‖K‖d1 fp

)
‖K‖d1 + 1.

Put also

R(r)
n,p [(h,P), f ] :=

(
Ef sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥r
p

) 1
r

, r ≥ 1.

In view of (4.23), Lemma 6, Markov’s inequality, (4.26), and the Cauchy-Schwarz

inequality we get Bp ⊆
{
ξp ≥ 1

}
,
[
Pf (Bp)

] 1
r4 ≤ cp,1(r4)n−1/2 and

(
Ef
∥∥∥f̃ − f∥∥∥r1

p
1Bcp

) 1
r1

≤ 3d2 ‖K‖d1 [Cp(fp)]d
2−1

(
R(r1)
n,p [(h,P), f ] + γpUp(h,P) +

cp,1(r1)√
n

)
,

(
Ef
∥∥∥f̃ − f∥∥∥r1

p
1Bp

) 1
r1

≤ 3cp,1(r4)cp,2(r4, fp)
(
R(r2)
n,p [(h,P), f ] + γpUp + cp,1(r2)

)
n−1/2,

and R(r2)
n,p [(h,P), f ] ≤ cp,1(r2) + γpUp + ‖K‖d1 fp + fp.

Thus, we come to the assertion of Theorem 1 with Cp,1(fp) := 3d2 ‖K‖d1 [Cp(fp)]d
2−1

and

Cp,2(fp) := 3cp,1(r4)cp,2(r4, fp)
(

2γpUp + (1 + ‖K‖d1)fp + 2cp,1(r2)
)

+3cp,1(r1)d2 ‖K‖d1 [Cp(fp)]d
2−1,

since R(r1)
n,p [(h,P), f ] = Rn,p [(h,P), f ]. The constants cp,1(rk) and cp,2(rk, fp), k = 1, 2, 4,

are given in the proof of Lemma 6.
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7) Particular case : P =
{
∅
}
(no independence structure)

Set f ∈ F and let h ∈ H
p,∅ be arbitrary fixed. By scrutinizing the steps 1)-5) we easily

see that∥∥∥f̃ − f∥∥∥
p
≤ (1 + 2 ‖K‖d1)

∥∥∥f̃h − f∥∥∥
p

+ 2γ
p,∅(r1)Up(h) + 2

[
‖ξh‖p − γp,∅(r1)Up(h)

]
+
.

Thus, we get from Proposition 7(
Ef
∥∥∥f̃ − f∥∥∥r1

p

) 1
r1

≤ (1 + 2 ‖K‖d1)

(
Ef
∥∥∥f̃h − f∥∥∥r1

p

) 1
r1

+ 2γ
p,∅(r1)Up(h) + 2cp(r1)n−1/2,

where the constants γ
p,∅(r1) and cp(r1) are given in the proof of Proposition 7.

4.5.3 Adaptive minimax upper bounds : Proof of Theorems 14-17

1) Case p ∈ (1,+∞) : let (β, L,P) ∈ (0, l]d × (0,∞)d × P and f ∈ Np,d (β, L,P) ⊂
Fp [ P ] be arbitrary fixed.

In view of the triangle inequality, ∀h ∈ (0, 1]d,

sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

∥∥∥f̃hI − fI∥∥∥
p
≤ sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

∥∥∥Ef{f̃hI (·)} − fI∥∥∥
p

+ sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

‖ξhI‖p (4.27)

where Ef{f̃hI (xI)} = KhI ? fI(xI) and, remind, ξhI (xI) := f̃hI (xI)− Ef{f̃hI (xI)}.

Note first that, by applying Proposition 3 in Kerkyacharian, Lepski and Picard [78]
(see Annex, Proposition 14), via a telescopic sum and the triangle inequality, it is easily
established that, for any h ∈ (0, 1]d, any P ′ ∈ P and any I ∈ P � P ′,

‖KhI ? fI − fI‖p ≤
∑
j∈I

cI(K, |I| , p, l, LI)h
βj
j ≤ c

∑
j∈I

h
βj
j ≤ c sup

I∈P

∑
j∈I

h
βj
j , c > 0. (4.28)

Next, if (h,P) ∈ Hp[ P ], we easily get from Propositions 6-7

(
Ef sup
P ′∈P

sup
I∈P�P ′

‖ξhI‖
p
p

) 1
p

≤ O

sup
I∈P

 1

n
∏
j∈I h

[
1
2
∧
(

1− 1
p

)]−1
λj+1

j


[

1
2
∧
(

1− 1
p

)] . (4.29)

Consider now, for all I ∈ P, the system

h
βj
j = hβkk =

 1

n
∏
j∈I h

[
1
2
∧
(

1− 1
p

)]−1
λj+1

j


[

1
2
∧
(

1− 1
p

)]
, j, k ∈ I.
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The solution is given by

hj = n
− [ 1

2∧(1− 1
p)]τI

τI+[ 1
2∧(1− 1

p)]
1
βj
, j ∈ I, I ∈ P, (4.30)

where τI is given in (4.15).

For all I ∈ P, hI ∈ [h
(p)
min, h

(p)
max]|I| and n

∏
j∈I h

[
1
2
∧
(

1− 1
p

)]−1
λj+1

j → ∞ as n → ∞.

Denote by hI the projection of hI on the dyadic grid Hp,I . It is easily checked that (h,P) ∈
Hp
[
P
]

for n large enough. Thus, it follows from Theorem 12, (4.27), (4.28) and (4.29)
that

Rn,p
[
f̃ , f

]
≤ C

sup
I∈P

∑
j∈I

h
βj
j + sup

I∈P

 1

n
∏
j∈I h

[
1
2
∧
(

1− 1
p

)]−1
λj+1

j


[

1
2
∧
(

1− 1
p

)]+ C′n−1/2,

for n large enough. Finally, we get the statement of Theorem 14 from (4.30) and the latter
inequality. Similarly, Theorem 15 is obtained by applying Theorem 13.

2) Case p = +∞ : let (β, L, r,P) ∈ (0, l]d × (0,∞)d × [1,+∞]d × P such that 1 >∑d
j=1

1
βjrj

and f ∈ Nr,d (β, L,P) be arbitrary fixed.

It follows from the definition of the latter functional class and the embedding theo-
rem for anisotropic Nikolskii classes, see, e.g., Theorem 6.9 in Nikolskii [103] (see Annex
Proposition 13), that Nr,d (β, L,P) ⊂ F∞ [ P ], since 1−

∑
j∈I

1
βjrj

> 0, ∀I ∈ Id.

In view of the arguments given in the proof of Theorem 3 in Lepski [88], it follows from
Lemme 4 in the latter paper that, for any h ∈ (0, 1]d, any P ′ ∈ P and any J ∈ P � P ′,

‖KhJ ? fJ − fJ‖∞ ≤ c sup
I∈P

∑
j∈I

h
βj(I)
j , c := c(K, d, l, L) > 0, (4.31)

βj(I) := σ(I)βjσ
−1
j (I), σ(I) := 1−

∑
k∈I

1

βkrk
, σj(I) := 1−

∑
k∈I

(
1

rk
− 1

rj

)
1

βk
.

Next, if (h,P) ∈ H∞[ P ], we easily get from Proposition 7

Ef sup
P ′∈P

sup
J∈P�P ′

‖ξhI‖∞ ≤ O

sup
I∈P

√√√√ ln(n)

n
∏
j∈I h

2λj+1
j

 . (4.32)

Consider now, for all I ∈ P, the system

h
βj(I)
j = h

βk(I)
k =

√√√√ ln(n)

n
∏
j∈I h

2λj+1
j

, j, k ∈ I.
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The solution is given by

hj =

(
n

ln(n)

)− ΥI
2ΥI+1

1
βj(I)

, j ∈ I, I ∈ P, (4.33)

where ΥI is given in (4.17).

Note that, for all I ∈ P, n
∏
j∈I h

2λj+1
j ≥ ln(n) for n large enough. Thus, as previously,

we get the statement of Theorem 16 from Theorem 12, (4.31), (4.32) and (4.33). Similarly,
the statement of Theorem 17 is obtained by applying Theorem 13.

4.6 Appendix : technical results.

4.6.1 Proof of Proposition 6 : Lr norms of inverse Fourier transforms

Assume that Assumption (N2) is satisfied. Let h ∈ (0, 1]d and I ∈ I�d be arbitrary
fixed. Note that

L(hI)(xI) =
1

(2π)|I|

∫
R|I|

e−i〈tI ,xI〉
K̂I(hItI)gI(hItI)

gI(hItI)q̂I(tI)
dtI , gI(tI) :=

∏
j∈I

(
1 + t2j

)λj
2 , (4.34)

where hItI denotes the coordinate-wise product of the vectors hI and tI .

1)Proof of assertion (i) Suppose that p ∈ (1,∞)\{2}. Let r ∈ (1, 2) be arbitrary
fixed. Here, we apply the Marcinkiewicz Multiplier Theorem on R|I|, given in Grafakos
[65] p. 363 (see Annex, Section 5.4, Proposition 15), with

m(tI) = g−1
I (hItI)q̂I

−1(tI).

In view of Assumption (N2) on q, m is a bounded function defined away from the
coordinates axes on R|I| and is C|I| on this region. Moreover,

sup
tI∈R|I|

|m(tI)| ≤ A sup
uI∈R|I|

∏
j∈I

(
1 + u2

j

)−λj
2
∏
j∈I

(
1 + [uj/hj ]

2
)λj

2

 ≤ A
∏
j∈I

h
−λj
j . (4.35)

Set αI = (αj)j∈I ∈ N|I| satisfying |αI | :=
∑

j∈I αj ≤ |I|. In view of Leibniz’s rule

[DαIm] (tI) =
∑
γI≤αI

(
αI
γI

)∏
j∈I

h
γj
j

[DγIg−1
I

]
(hItI)

[
DαI−γI q̂I

−1
]

(tI), ∀t ∈ Rd.

Here, γI ≤ αI means γj ≤ αj , ∀j ∈ I and

(
αI
γI

)
=
∏
j∈J

(
αj
γj

)
.
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Let tI be chosen such that tj 6= 0 if αj 6= 0. In this case, for any multi-index γI ≤ αI ,∏
j∈I

h
γj
j

[DγIg−1
I

]
(hItI)

[
DαI−γI q̂I

−1
]

(tI) =

∏
j∈I

(tjhj)
γj

[DγIg−1
I

]
(hItI)

[
DαI−γI q̂I

−1
]

(tI)

∏
j∈I

t
αj−γj
j


∏
j∈I

t
−αj
j

 .

Here, we assume that 00 is equal to one.

Since q satisfies Assumption (N2), we obtain similarly as in (4.35)

| [DαIm] (tI)| ≤ C(|I|, qI)A

∏
j∈I

h
−λj
j


∏
j∈I
|tj |−αj

 , (4.36)

C(|I|, qI) := max
|αI |≤|I|

 ∑
γI≤αI

(
αI
γI

)
sup

uI∈R|I|

∣∣∣∣∣∣
∏
j∈I

u
γj
j

[DγIg−1
I

]
(uI)gI(uI)

∣∣∣∣∣∣
 <∞.

Put ŜI(tI) := K̂I(tI)gI(tI), t ∈ Rd. Since K ∈ S(R), ŜI ∈ S(R|I|) is the Fourier
transform of a function SI ∈ S(R|I|) ⊂ Lr(R|I|). As

L(hI)(xI) :=
1

(2π)|I|

∫
R|I|

e−i〈tI ,xI〉m(tI)ŜI(hItI)dtI ,

it follows from Proposition 15, (4.35) and (4.36)∥∥L(hI)

∥∥
r
≤ 2AC|I|C(|I|, qI) max

(
r, (r− 1)−1

)6|I| ‖SI‖r (VhI )
−(1−1/r)

∏
j∈I

h
−λj
j ,

where C|I| > 0 is a dimensional constant which is not explicitly done in the aforementioned
result. Thus, assertion (i) of Proposition 6 is proved with

Cr,I := 2A
{
C|I|C(|I|, qI) max

(
r, (r− 1)−1

)6|I| ‖SI‖r} .
2)Proof of assertion (ii) Note first that∥∥L(hI)

∥∥
2

= (2π)−
|I|
2

∥∥∥K̂hI/q̂I

∥∥∥
2
,
∥∥L(hI)

∥∥
∞ ≤ (2π)−|I|

∥∥L(hI)

∥∥
1
.

In view of Assumption (N2) on the errors,∥∥∥K̂hI/q̂I

∥∥∥2

2
≤ A2

∫
R|I|

∣∣∣K̂I(hItI)
∣∣∣2∏
j∈I

(1 + t2j )
λjdtI

≤ A2

∫
R|I|

∣∣∣K̂I(uI)
∣∣∣2∏
j∈I

(1 + u2
j )
λjduI

V −1
hI

∏
j∈I

h
−2λj
j ;

∥∥∥K̂hI/q̂I

∥∥∥
1
≤ A

∫
R|I|

∣∣∣K̂I(uI)
∣∣∣∏
j∈I

(1 + u2
j )
λj/2duI

V −1
hI

∏
j∈I

h
−λj
j .
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Thus, assertion (ii) of Proposition 6 is proved with

CI := A
{

(2π)−
|I|
2

(∥∥∥K̂IgI

∥∥∥
2
∨
∥∥∥K̂IgI

∥∥∥
1

)}
,

where gI is given in (4.34).

4.6.2 Proof of Proposition 7 : upper bounds for Lp-norms of a kernel-
type empirical process, case p <∞

Let I ∈ I�d be arbitrary fixed. We get the statement of Proposition 2 by applying
Theorem 1 and Corollaries 2 and 3 in Goldenshluger and Lepski [59] with s = p, X =
T = R|I|, ν = τ is the Lebesgue measure on R|I|, w(·, ·) = n−1L(hI)(· − ·) and Ms(w) =∥∥n−1L(hI)

∥∥
p
< ∞ ; see Annex, Proposition 10. Here, the i.i.d. random vectors are the

Yk,I ’s and their common density is fI ? qI . By using the continuity property of L(hI)(·), it
is easily proved that Assumption (A1) in the aforementioned paper is fulfilled.

1) Case p ∈ (1, 2). Let r ≥ 1 and hI ∈ Hp,I be arbitrary fixed.

By application of Corollary 2 in Goldenshluger and Lepski [59], one has

Pf
{
‖ξhI‖p ≥ Up(hI) + z

}
≤ exp

{
− z2

A2
p(hI)

}
, ∀z > 0, ∀n ≥ 1, (4.37)

where Up(hI) = 4n
1
p
−1 ∥∥L(hI)

∥∥
p

and A2
p(hI) = 37n−1

∥∥L(hI)

∥∥2

p
.

By integration of (4.37) we easily get, for all integer n ≥ 3,

Ef
[
‖ξhI‖p − Up(hI)−Ap(hI)

√
r ln(n)

]r
+
≤ Γ(r + 1) [Up(hI) +Ap(hI)]

r e−r ln(n)

≤ Γ(r + 1)11r sup
hI∈Hp,I

[
n

1
p
−1 ∥∥L(hI)

∥∥
p

]r
n−r,

where Γ(·) is the well known Gamma function.

Note that, for all integer n ≥ 3,

Up(hI) +Ap(hI)
√

r ln(n) ≤

{
4 +

√
37e−1pr

2− p

}
n

1
p
−1 ∥∥L(hI)

∥∥
p

=: γp,I(r)Up(hI).

Since card(Hp,I) ≤
[(

1 ∨ p
|I|

)
log2(n)

]|I|
, we obtain, for all integer n ≥ 3,

{
Ef sup

hI∈Hp,I

[
‖ξhI‖p − γp,I(r)Up(hI)

]r
+

} 1
r

≤ cp(r)n−
1
2 ,

cp(r) := 11 [Γ(r + 1)]
1
r sup
n∈N∗

sup
I∈I�d

sup
hI∈Hp,I

{
n

1
p
− 3

2 [2 log2(n)]
|I|
r

∥∥L(hI)

∥∥
p

}
,
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which is finite in view of Proposition 6 and the definition of the set Hp,I .

2) Case p = 2. Let r ≥ 1 and hI ∈ Hp,I be arbitrary fixed. Here, we apply Theorem
1 in Goldenshluger and Lepski [59] but we compute differently the upper bound on the
”dual” variance σ2 by using the arguments given in the proof of Proposition 7 in Comte
and Lacour [30]. Indeed, we obtain

σ2 ≤ n−2 (2π)−|I|

∥∥∥∥∥K̂hI

q̂I

∥∥∥∥∥
2

∞

∫
R|I|

∣∣∣f̂I(tI)q̂I(tI)∣∣∣dtI ≤ n−2 (2π)−|I| ‖q̂I‖1

∥∥∥∥∥K̂hI

q̂I

∥∥∥∥∥
2

∞

,

since
∥∥f̂I∥∥∞ ≤ ‖fI‖1 = 1.

Taking into account the latter inequality, the result of Theorem 1 in Goldenshluger
and Lepski [59] should be : ∀z > 0, ∀n ≥ 1,

Pf
{
‖ξhI‖p ≥ Up(hI) + z

}
≤ exp

{
− z2

A2
p(hI) +Bp(hI)z

}
, (4.38)

Up(hI) = n−
1
2

∥∥L(hI)

∥∥
2
,

A2
p(hI) =

6

(2π)|I|
‖q̂I‖1 n

−1
∥∥∥K̂hI/q̂I

∥∥∥2

∞
+ 24n−

3
2

∥∥L(hI)

∥∥2

2
,

Bp(hI) =
4

3
n−1

∥∥L(hI)

∥∥
2
.

By integration of (4.38) we get, for all integer n ≥ 3,

Ef
[
‖ξhI‖p − Up(hI)−Ap(hI)

√
r ln(n)−Bp(hI)r ln(n)

]r
+

≤ Γ(r + 1) [Up(hI) +Ap(hI) +Bp(hI)]
r e−r ln(n)

≤ Γ(r + 1)

(
8 ∨ ‖q̂I‖

1
2
1

)r

sup
hI∈Hp,I

[∥∥∥K̂hI/q̂I

∥∥∥
∞

+
∥∥L(hI)

∥∥
2

]r
n−

r
2
−r.

Note that, in view of Assumption (N2) on the errors,∥∥∥K̂hI/q̂I

∥∥∥
∞
≤ A

∥∥∥K̂IgI

∥∥∥
∞

∏
j∈I

h
−λj
j , (4.39)

where gI is given in (4.34). Thus, in view of Proposition 6, (4.39) and the definition of
Hp,I , for all integer n ≥ 3,

Up(hI) +Ap(hI)
√

r ln(n) +Bp(hI)r ln(n)

≤

{
CI

(
1 +

8r

3e
+

√
48r

e

)
+ A

∥∥∥K̂IgI

∥∥∥
∞

√
6r ‖q̂I‖1
(2π)|I|

}
n−

1
2

∏
j∈I

h
−λj− 1

2
j

=: γp,I(r)Up(hI).
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Finally, we obtain for all integer n ≥ 3

{
Ef sup

hI∈Hp,I

[
‖ξhI‖p − γp,I(r)Up(hI)

]r
+

} 1
r

≤ cp(r)n−
1
2 , cp(r) := [Γ(r + 1)]

1
r

× sup
n∈N∗

sup
I∈I�d

sup
hI∈Hp,I

[(
8 ∨ ‖q̂I‖

1
2
1

){∥∥∥K̂hI/q̂I

∥∥∥
∞

+
∥∥L(hI)

∥∥
2

} [
2 log2(n)

] |I|
r n−1

]
,

which is finite in view of Proposition 6, (4.39) and the definition of the set Hp,I .

3) Case p > 2. Let r ≥ 1 and hI ∈ Hp,I be arbitrary fixed.

By application of Corollary 3 in Goldenshluger and Lepski [59], one has : ∀z > 0,
∀n ≥ 1,

Pf
{
‖ξhI‖p ≥ Up(hI) + z

}
≤ exp

{
− z2

A2
p(hI) +Bp(hI)z

}
, (4.40)

Up(hI) = 3c(p) ‖qI‖
1
2
− 1
p

∞
{
n−

1
2

∥∥L(hI)

∥∥
2

+ n
1
p
−1 ∥∥L(hI)

∥∥
p

}
,

A2
p(hI) = 16c(p) ‖qI‖

3
2∞

{
n−1

∥∥L(hI)

∥∥2
2p
p+2

+ n−
3
2

∥∥L(hI)

∥∥
2

∥∥L(hI)

∥∥
p

+ n
1
p
−2 ∥∥L(hI)

∥∥2

p

}
,

Bp(hI) =
4

3
c(p)n−1

∥∥L(hI)

∥∥
p
, c(p) =

15p

ln(p)
.

Here, we have used the following inequalities, which are consequences of Young’s inequality.

‖fI ? qI‖∞ ≤ ‖fI‖1 ‖qI‖∞ ≤ ‖qI‖∞ ,∥∥∥√fI ? qI∥∥∥
p
≤ ‖fI ? qI‖

1
2
− 1
p

∞ ‖fI ? qI‖
1
p

1 ≤ ‖qI‖
1
2
− 1
p

∞ .

By integration of (4.40) we get, for all integer n ≥ 3,

Ef
[
‖ξhI‖p − Up(hI)−Ap(hI)

√
r ln(n)−Bp(hI)r ln(n)

]r
+

≤ Γ(r + 1) [Up(hI) +Ap(hI) +Bp(hI)]
r e−r ln(n)

≤ Γ(r + 1)
{

7c(p) [1 ∨ ‖qI‖∞]
3
4

}r

× sup
hI∈Hp,I

[∥∥L(hI)

∥∥
2

+
∥∥L(hI)

∥∥
2p
p+2

+
√∥∥L(hI)

∥∥
2

∥∥L(hI)

∥∥
p

+
∥∥L(hI)

∥∥
p

]r
n−

r
2
−r.

In view of Proposition 6, we get

∥∥L(hI)

∥∥
p
≤
∥∥L(hI)

∥∥1− 2
p

∞

∥∥L(hI)

∥∥ 2
p

2 ≤ CIV
1
p
− 1

2

hI

∏
j∈I

h
−λj− 1

2
j . (4.41)
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Thus, in view of Proposition 6, (4.41) and the definition of Hp,I , for all integer n ≥ 3,

Up(hI) +Ap(hI)
√

r ln(n) +Bp(hI)r ln(n)

≤ c
2
p
−1

p (1 ∨ CI)

{
6c(p) ‖qI‖

1
2
− 1
p

∞ + 8

√
rc(p)[p ∨ e]

e
‖qI‖

3
4∞ +

4rc(p)[p ∨ e]
3e

}

×n−
1
2

∏
j∈I

h
−λj− 1

2
j +

√
ln(n)

∥∥L(hI)

∥∥
2p
p+2

 =: γp,I(r)Up(hI).

Finally, we obtain for all integer n ≥ 3

{
Ef sup

hI∈Hp,I

[
‖ξhI‖p − γp,I(r)Up(hI)

]r
+

} 1
r

≤ cp(r)n−
1
2 , cp(r) := 7c(p) [Γ(r + 1)]

1
r

× sup
n∈N∗

sup
I∈I�d

sup
hI∈Hp,I

[ (
1 ∨ ‖qI‖∞

) 3
4
{∥∥L(hI)

∥∥
2p
p+2

+
√∥∥L(hI)

∥∥
2

∥∥L(hI)

∥∥
p

+
∥∥L(hI)

∥∥
p

}
n−1

([
1 ∨ p

|I|

]
log2(n)

) |I|
r
]
,

which is finite in view of Proposition 6, (4.41) and the definition of the set Hp,I .

4.6.3 Proof of Proposition 7 : upper bound for the sup-norm of a kernel-
type empirical process, case p = +∞.

Let n ≥ 3, I ∈ I�d and hI ∈ [1/n, 1]|I| be arbitrary fixed. Assume that n
∏
j∈I h

2λj+1
j ≥

ln(n). We divide this proof into several steps.

1) Preliminaries : First, since q satisfies Assumption (N2) and the Yk,I ’s are i.i.d.
random vectors with density fI ? qI , we get from Proposition 6

sup
xI∈R|I|

sup
yI∈R|I|

∣∣L(hI)(xI − yI)
∣∣ ≤ ∥∥L(hI)

∥∥
∞ ≤ CI(K, q)

∏
j∈I

h
−λj−1
j <∞, (4.42)

CI(K, q) :=
A

(2π)
|I|
2

{∥∥∥K̂IgI

∥∥∥
2
∨
∥∥∥K̂IgI

∥∥∥
1
∨
(

max
j∈I

∥∥∥D1
j K̂IgI

∥∥∥
1

)
∨
∥∥∥K̂IϕI

∥∥∥
2
∨
∥∥∥K̂IϕI

∥∥∥
1

}
,

where ϕI(tI) := supj∈I |tj | gI(tI) and gI is given in (4.34) ;

sup
xI∈R|I|

(
Ef
∣∣L(hI)(xI − Y1,I)

∣∣2) 1
2 ≤

√
‖fI ? qI‖∞

∥∥L(hI)

∥∥
2

≤
√
‖qI‖∞CI(K, q)

∏
j∈I

h
−λj− 1

2
j . (4.43)
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Next, set xI and xI be arbitrary fixed in R|I|. For any tI ∈ R|I|

∣∣e−i<tI ,xI> − e−i<tI ,xI>∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∏
j∈I

e−itjxj −
∏
j∈I

e−itjxj

∣∣∣∣∣∣
≤ |I| sup

j∈I

∣∣e−itjxj − e−itjxj ∣∣
≤ |I| sup

j∈I
|tj | sup

j∈I
|xj − xj | .

Therefore, for any yI ∈ R|I|∣∣L(hI)(xI − yI)− L(hI)(xI − yI)
∣∣

≤ 1

(2π)|I|

∫
R|I|

∣∣∣∣∣K̂hI (tI)

q̂I(tI)

∣∣∣∣∣ ∣∣e−i<tI ,xI> − e−i<tI ,xI>∣∣ dtI
≤ n|I|CI(K, q)

∏
j∈I

h
−λj−1
j sup

j∈I
|xj − xj | ; (4.44)

(
Ef
∣∣L(hI)(xI − Y1,I)− L(hI)(xI − Y1,I)

∣∣2) 1
2

≤

‖fI ? qI‖∞
(2π)|I|

∫
R|I|

∣∣∣∣∣K̂hI (tI)

q̂I(tI)

∣∣∣∣∣
2 ∣∣e−i<tI ,xI> − e−i<tI ,xI>∣∣2 dtI

 1
2

≤ n|I|
√

1 ∨ ‖qI‖∞CI(K, q)
∏
j∈I

h
−λj− 1

2
j sup

j∈I
|xj − xj | ; (4.45)

Consider now the normalized empirical process

ξhI (xI) :=

CI(K, q)

√√√√ 2(1 ∨ ‖qI‖∞)

n
∏
j∈I h

2λj+1
j

−1

ξhI (xI).

In view of Bernstein’s inequality (see Annex, Proposition 8), (4.42), (4.43), (4.44) and
(4.45), ∀z > 0,

Pf
{∣∣ξhI (xI)∣∣ > z

}
≤ 2 exp

{
− z2

A2(xI) + zB(xI)

}
; (4.46)

Pf
{∣∣ξhI (xI)− ξhI (xI)∣∣ > z

}
≤ 2 exp

{
− z2

a2(xI , xI) + zb(xI , xI)

}
, (4.47)

where A(xI) := 1, B(xI) :=
(
n
∏
j∈I h

2λj+1
j

)− 1
2 ≤ 1 and

a(xI , xI) = b(xI , xI) := 2 ∧

{
n|I| sup

j∈I
|xj − xj |

}
. (4.48)

It is easily seen that a(·, ·) is a semi-metric on R|I|.
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2) Supremum-norm over totally bounded sets : In this step we obtain bounds of
the supremum-norm of the normalized empirical process ξhI (·) over totally bounded sets

by applying Proposition 1 in Lepski [86] with T = R|I|, S = R, χ = ξhI and Ψ(·) = | · | ;
see Annex, Proposition 9. Then we have to check Assumptions 1, 2 and 3 required in the
latter proposition and to match the notations used in the present paper and in Lepski [86].

Note first that, in view of (4.46), (4.47) and (4.48), Assumption 1 is fulfilled with c = 2.
Next, consider the family of closed balls

BR
2

(tI) :=

{
xI ∈ R|I| : sup

j∈I
|xj − tj | ≤ R/2

}
, R ≥ 1, tI ∈ R|I|.

In view of the continuity property of the Fourier transforms and the definition of the
semi-metrics a and b, it is obvious that Assumption 2 is also satisfied with Θ = BR

2
(tI) ,

AΘ = 1 and BΘ =
(
n
∏
j∈I h

2λj+1
j

)− 1
2
.

Let s : R → R+\{0} defined by s(z) := (0, 01 + z8)−1. Obviously
∑

k≥0 s
(
2k/2

)
≤ 1

and, for any z > 0,

EΘ,a

(
z(48δ)−1s(δ)

)
≤ |I|

[
ln

(
Rn|I|

z(48δ)−1s(δ)

)]
+

, ∀δ > 0, (4.49)

where EΘ,a (δ), δ > 0, denotes the entropy of Θ measured in a. Then, for any z > 0, there
exists δ∗ > 0 small enough such that

e(a)
s (z,Θ) := sup

δ>0
δ−2EΘ,a

(
z(48δ)−1s(δ)

)
= sup

δ>δ∗

δ−2EΘ,a

(
z(48δ)−1s(δ)

)
<∞;

e(b)
s (z,Θ) := sup

δ>0
δ−1EΘ,b

(
z(48δ)−1s(δ)

)
= sup

δ>δ∗

δ−1EΘ,b

(
z(48δ)−1s(δ)

)
<∞.

Thus, Assumption 3 in Lepski [86] is fulfilled and Proposition 1 in the latter paper can be
applied. Let us compute the quantities which appear in this result.

Choose ~s = (s, s), κ = (2AΘ, 2BΘ) and ε =
√

2−1. Since AΘ∨BΘ ≤ 1 and a(xI , xI) =
b(xI , xI) ≤ 2, ∀xI , xI ∈ R|I|, we straightforwardly get

e~s(κ,Θ) := e(a)
s (2AΘ,Θ) + e(b)

s (2BΘ,Θ)

≤ sup
δ>0,61

δ−2EΘ,a

(
2(48δ)−1s(δ)

)
+ sup
δ>0,61

δ−1EΘ,b

(
2(48δ)−1s(δ)

)
≤ 4, 5|I| [ln (Rn|I|)]+ + 8, 5;

U
(ε)
~s (y,κ,Θ) := κ1

√
2[1 + ε−1]2e~s(κ,Θ) + y + κ2

(
2[1 + ε−1]2e~s(κ,Θ) + y

)
≤ 2

√
31|I| ln (Rn|I|) + 59 + y +

2 (31|I| ln (Rn|I|) + 59 + y)√
n
∏
j∈I h

2λj+1
j

.

Thus, it follows from Proposition 1 in Lepski [86] that, for any y ≥ 1 and any r ≥ 1,

Ef

 sup
xI∈BR

2
(tI)

∣∣ξhI (xI)∣∣− U (ε)
~s (y,κ,Θ)


r

+

≤ 4Γ(r + 1)
[
2y−1U

(ε)
~s (y,κ,Θ)

]r
e−

y
2 . (4.50)
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3) Supremum-norm over the whole space : Let xI ∈ R|I| be arbitrary fixed and
yI ∈ R|I| be such that supj∈I |xj − yj | ≥ n. By integration by parts, we easily get

∣∣L(hI)(xI − yI)
∣∣ ≤ maxj∈I

∥∥∥D1
j

(
K̂hI/q̂I

)∥∥∥
1

(2π)|I| supj∈I |xj − yj |
≤ CI(K, q)

n
∏
j∈I h

λj+1
j

≤ CI(K, q)

n
∏
j∈I h

2λj+1
j

, (4.51)

in view of Assumption (N2) on the errors.

Consider the collection of closed balls
{
Bn

2
(nj), j ∈ Z|I|

}
. Obviously this collection is

a countable cover of R|I|. Put, for any j ∈ Z|I|,

fj :=

∫
B(j)

fI ? qI(xI)dxI , B(j) :=
⋃

k∈Z|I|: Bn
2

(nj)∩Bn
2

(nk)6=∅

Bn
2
(nk).

It is easily checked that

∑
j∈Z|I|

fj =

∫
R|I|

fI ? qI(xI)

 ∑
j∈Z|I|

1B(j)(xI)

dxI ≤ 4|I|. (4.52)

Set j ∈ Z|I| such that fj ≥ n−v, where v ≥ 1 is specified later. If y = 2 ln(1/fj) + (r +
1) ln(n), we get from (4.50)

Ef

 sup
xI∈Bn

2
(nj)
|ξhI (xI)| − γ

(v)
∞,I(r)

√√√√ ln(n)

n
∏
j∈I h

2λj+1
j


r

+

≤ 2r+2Γ(r + 1)
[
γ

(v)
∞,I(r)

]r
fjn
− r+1

2 ,

where γ
(v)
∞,I(r) := 4CI(K, q)

√
2(1 ∨ ‖qI‖∞)(93|I| ln(|I|)+60+2v+r), since n

∏
j∈I h

2λj+1
j ≥

ln(n).

Thus, in view of (4.52), we obtain

Ef

 sup
xI∈Θ1

|ξhI (xI)| − γ
(v)
∞,I(r)

√√√√ ln(n)

n
∏
j∈I h

2λj+1
j


r

+

≤ 2r+2+2|I|Γ(r + 1)
[
γ

(v)
∞,I(r)

]r
n−

r+1
2 , (4.53)

where Θ1 := ∪j∈Z|I|:fj≥n−vBn
2
(nj).

Set j ∈ Z|I| such that fj < n−v and xI ∈ Bn
2
(nj). In view of (4.42) and (4.51) we get,

for any k = 1, . . . , n,

Ef
∣∣L(hI)(xI − Yk,I)

∣∣ = Ef
{∣∣L(hI)(xI − Yk,I)

∣∣1B(j)(Yk,I)
}

+Ef
{∣∣L(hI)(xI − Yk,I)

∣∣1R|I|\B(j)(Yk,I)
}

≤ Pf {Yk,I ∈ B(j)} CI(K, q)∏
j∈I h

2λj+1
j

+
CI(K, q)

n
∏
j∈I h

2λj+1
j

≤ 2CI(K, q)

n
∏
j∈I h

2λj+1
j

, (4.54)
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since fj := Pf {Yk,I ∈ B(j)} ≤ n−v, v ≥ 1 and supj∈I |xj − Yk,j | ≥ n when Yk,I ∈ R|I|\B(j).

Introduce random events

Dj :=

{
n∑
k=1

1B(j)(Yk,I) ≥ 2

}
, j ∈ Z|I|, D :=

⋃
j∈Z|I|:fj<n−v

Dj.

Let D be the complementary to D. If D holds then, in view of (4.42) and (4.51),

n−1
n∑
k=1

∣∣L(hI)(xI − Yk,I)
∣∣ ≤ 2CI(K, q)

n
∏
j∈I h

2λj+1
j

, ∀xI ∈ Θ2 := R|I|\Θ1. (4.55)

Since n
∏
j∈I h

2λj+1
j ≥ ln(n), we get from (4.54) and (4.55)

sup
xI∈Θ2

|ξhI (xI)|1D ≤ γ
(v)
∞,I(r)

√√√√ ln(n)

n
∏
j∈I h

2λj+1
j

and, taking into account that supxI∈Θ2
|ξhI (xI)| ≤ 2CI(K,q)n,

Ef

 sup
xI∈Θ2

|ξhI (xI)| − γ
(v)
∞,I(r)

√√√√ ln(n)

n
∏
j∈I h

2λj+1
j


r

+

≤ [2CI(K,q)]r nrPf (D). (4.56)

Let j ∈ Z|I| satisfying fj < n−v be arbitrary fixed. In view of Markov inequality one
has for any z > 0

Pf (Dj) ≤ e−2z
[
Ef
{
ez1B(j)(Y1,I)

}]n
≤ exp {−2z + n(ez − 1)fj} ,

since the Yk,I ’s are i.i.d. random vectors. Minimizing the right hand side in z > 0 we obtain

Pf (Dj) ≤ (e/2)2(nfj)
2 ≤ 2fjn

2−v. (4.57)

Thus, choosing v = 1, 5r + 2, 5, it follows from (4.52), (4.53), (4.56) and (4.57)

Ef

‖ξhI‖∞ − γ∞,I(r)

√√√√ ln(n)

n
∏
j∈I h

2λj+1
j


r

+

≤ 2r+3+2|I|Γ(r + 1) [γ∞,I(r)]r n−
r+1

2 , (4.58)

where γ∞,I(r) := γ
(1,5r+2,5)
∞,I (r).

Finally, in view of the definition of H∞,I ,{
Ef sup

hI∈H∞,I

[
‖ξhI‖∞ − γ∞,I(r)U∞(hI)

]r
+

} 1
r

≤ c∞(r)n−
1
2 , (4.59)

c∞(r) := [Γ(r + 1)]
1
r sup
n∈N∗

sup
I∈I�d

{
γ∞,I(r)

[
2r+3+2|I|

] 1
r

[log2(n)]
|I|
r n−

1
2r

}
<∞.
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4.6.4 Proof of Lemma 6 : global empirical upper bound related to inde-
pendence structure

Assume that P 6=
{
∅
}

. Set f ∈ Fp [ P ] and let r ∈ {r1, r2, r4} be arbitrary fixed. We
obtain Lemma 6 by applying Proposition 7. We divide this proof into two steps.

1) Note that

ξp ≤
∑
I∈I�d

sup
hI∈Hp,I

[
‖ξhI‖p − γp,I(r)Up(hI)

]
+
,

since γp,I(r) increase with r. In view of Proposition 7, if p ∈ (1,+∞] and n ≥ 3,

(Ef |ξp|r)
1
r ≤ cp,1(r)n−

1
2 , cp,1(r) := d|P|2cp(r).

2) For any p ≥ 1

G̃p ≤ 1 + ‖K‖d1 sup
I∈I�d

sup
hI∈Hp,I

{[
‖ξhI‖p − γpUp(hI)

]
+

+ γpUp(hI) +
∥∥∥Ef {f̃hI}∥∥∥

p

}

≤ 1 + ‖K‖d1
(
ξp + γpUp + ‖K‖d1 fp

)
,

γp := sup
I∈I�d

γp,I(r4d
2), ξp := sup

I∈I�d
sup

hI∈Hp,I

[
‖ξhI‖p − γp,I(r4d

2)Up(hI)
]

+
;

f̃p ≤ d2 ‖K‖d1

[
G̃p + ‖K‖d1 fp

]d2−1

≤ d2 ‖K‖d1

[
1 + ‖K‖d1

(
ξp + γpUp + ‖K‖d1 fp + fp

)]d2

Below we use the following trivial equality : for any random variable Y

(
Ef
∣∣∣Y d2

∣∣∣r) 1
r

=

[(
Ef |Y |rd

2
) 1

rd2

]d2

, (4.60)

In view of Proposition 7, if p ∈ (1,+∞] and n ≥ 3,
(
Ef
∣∣∣f̃p∣∣∣r) 1

r ≤ cp,2(r, fp) with

cp,2(r, fp) := d2 ‖K‖d1
[
1 + ‖K‖d1

(
d|P|2cp(rd2) + γpUp + ‖K‖d1 fp + fp

)]d2

.

Thus, we finish the proof of Lemma 6.
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Chapitre 5

Annexe

5.1 Inégalités de concentration et maximales

En statistique non paramétrique, il est très fréquent que les estimateurs utilisés soient
des sommes de variables aléatoires indépendantes, comme c’est le cas si on utilise des es-
timateurs à noyau dans le modèle de densité ou dans le modèle de déconvolution. Pour
évaluer le risque d’erreur stochastique d’un tel estimateur, on peut intégrer une inégalité
(en probabilité) caractérisant la déviation de celui-ci par rapport à son espérance mathé-
matique. L’inégalité de Bernstein est l’une des inégalités de concentration les plus connues.
Nous en donnons ici une version proposée par Bennett [7].

Proposition 8. (Inégalité de Bernstein) Soient les variables aléatoires réelles indépen-
dantes Z1, . . . , Zn telles que |Zk − E(Zk)| ≤ M pour k = 1, . . . , n (n ∈ N∗). Posons
Sn =

∑n
k=1 Zk et σ2 =

∑n
k=1 V ar(Zk). Alors

P {|Sn − E(Sn)| > z} ≤ 2 exp

{
− z2

2σ2 + 2
3Mz

}
, ∀z > 0.

Ici et dans la suite, les variables aléatoires considérées sont définies sur un espace
probabilisé complet (Ω,B,P). On notera E l’espérance mathématique par rapport à la
mesure de probabilité P.

Dans cette thèse, pour contrôler les fluctuations des estimateurs à noyau en un point
fixé ou dans la norme L∞, nous utilisons des résultats qui sont des conséquences de l’in-
égalité de Bernstein et de l’inégalité (en probabilité) maximale suivante, due à Lepski [86]
(cf. Chapitre 2, Section 2.5.2 et Chapitre 4, Section 4.6.3).

Soit T un ensemble et χ définie sue T×Ω une application B-measurable à valeur dans
un espace vectoriel S. Soit Ψ : S→ R+ une fonctionnelle sous-additive continue et Θ ⊂ T.
Pour obtenir une majoration (en probabilité) de supθ∈Θ Ψ(χθ), les hypothèses suivantes
doivent être vérifiées.

Hypothèse 1. 1. Il existe A : T→ R+, B : T→ R+ et c > 0 tels que : ∀z > 0

P {Ψ(χθ) ≥ z} ≤ c exp

{
− z2

A2(θ) +B(θ)z

}
, ∀θ ∈ Θ.
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2. Il existe a : T× T→ R+ et b : T× T→ R+ telles que ∀z > 0

P {Ψ(χθ1 − χθ2) ≥ z} ≤ c exp

{
− z2

a2(θ1, θ2) + b(θ1, θ2)z

}
, ∀θ1, θ2 ∈ Θ.

Hypothèse 2. χ• : T → S est continue P-p.s., les applications a et b sont des semi-
métriques sur T et Θ est précompact par rapport à a ∨ b. De plus,

AΘ := sup
θ∈Θ

A(θ) <∞, BΘ := sup
θ∈Θ

B(θ) <∞.

Pour chaque semi-métrique d sur T notons EΘ, d(δ), δ > 0, l’entropie métrique de Θ
mesurée avec d. Pour chaque z > 0 et chaque fonction s ∈ S =

{
s : R → R+ \ {0} :∑

k≥0 s
(
2k/2

)
≤ 1
}

définissons les quantités

e(a)
s

(
z,Θ

)
= sup

δ>0
δ−2EΘ, a

(
z(48δ)−1s(δ)

)
, e(b)

s

(
z,Θ

)
= sup

δ>0
δ−1EΘ, b

(
z(48δ)−1s(δ)

)
.

Hypothèse 3. Il existe s1, s2 ∈ S telles que ∀z > 0

e(a)
s1

(
z,Θ

)
<∞, e(b)

s2

(
z,Θ

)
<∞.

Enfin, pour s1, s2 ∈ S vérifiant l’hypothèse précédente, z1, z2 > 0, ε > 0 et y ≥ 0

posons e
(
z1, z2

)
= e

(a)
s1

(
z1,Θ

)
+ e

(b)
s2

(
z2,Θ

)
et

U (ε)
(
y, z1, z2

)
= z1

√
2
[
1 + ε−1

]2
e
(
z1, z2

)
+ y + z2

(
2
[
1 + ε−1

]2
e
(
z1, z2

)
+ y
)
.

Proposition 9. Supposons que les hypothèses 1, 2 et 3 sont vérifiées. Pour tous z1 ≥ AΘ,
z2 ≥ BΘ, ε ∈

(
0,
√

2− 1
]

et y ≥ 1,

P
{

sup
θ∈Θ

Ψ (χθ) ≥ U (ε)
(
y, z1, z2

)}
≤ 2c exp

{
− y

(1 + ε)2

}
.

De plus, pour tout r ≥ 1,

E
{

sup
θ∈Θ

Ψ (χθ)− U (ε)
(
y, z1, z2

)}r

+

≤ 2cΓ(r + 1)
[
(1 + ε)2y−1U (ε)

(
y, z1, z2

)]r
exp

{
− y

(1 + ε)2

}
.

où Γ(·) est la fonction Gamma et {·}+ = max{·, 0}.

Pour obtenir ce résultat très général, Lepski [86] a utilisé la fameuse technique de
châınage.

Pour contrôler les erreurs stochastiques relatives aux estimateurs à noyau dans la norme
Lp (1 ≤ p < ∞), nous utilisons des résultats qui sont des conséquences de l’inégalité
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exponentielle suivante, due à Goldenshluger et Lepski [59] (cf. Chapitre 3, Section 3.4.1 et
Chapitre 4, Section 4.6.2).

Considérons des vecteurs aléatoires Z1, . . . , Zn à valeurs dans Rd, i.i.d. et de densité g
par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rd. Pour chaque fonction w : Rd → R, définissons
le processus empirique

ξw(x) =

n∑
k=1

[w(x− Zk)− Egw(x− Zk)] ,

où Eg := E(n)
g est l’espérance mathématique par rapport à la loi de probabilité Pg := P(n)

g

de Z(n) = (Z1, . . . , Zn). Pour obtenir une majoration (en probabilité) de la norme Lp
(1 ≤ p < ∞) de ξw, la fonction w est supposée vérifier, pour un ensemble X dense dans
Rd : ∀ε > 0, ∀x ∈ Rd, ∃x ∈ X , ‖w(· − x)− w(· − x)‖p ≤ ε. Posons

Up(w) :=


4n1/p ‖w‖p
√
n ‖w‖2

15p
ln(p)

[√
n ‖w‖2 ‖

√
g‖p + 2n1/p ‖w‖p

] , Bp(w) :=


0 , p < 2

4
3 ‖w‖2 , p = 2

20p
ln(p) ‖w‖p , p > 2

,

A2
p(w) :=

 37n ‖w‖2p , p < 2,

2n
[
‖w‖1 ∨ supy∈Rd

∫
Rd |w(y − x)|g(x)dx

]2
+ 8
√
n ‖w‖22 , p = 2,

et, si p > 2,

A2
p(w) :=

30p

ln(p)

{
n
[
1 ∨ ‖g‖∞

] p+2
p ‖w‖22p

p+2
+ 4
√
n ‖w‖2 ‖w‖p ‖

√
g‖p + 8n

1
p ‖w‖2p

}

Proposition 10. Soit p ∈ [1,∞). Si ‖ξw‖p <∞ alors

Pg
{
‖ξw‖p ≥ Up(w) + z

}
≤ exp

{
− z2

A2
p(w) +Bp(w)z

}
, ∀z > 0, ∀n ≥ 1.

Pour obtenir ce résultat, Goldenshluger et Lepski [59] ont utilisé une version de l’inéga-
lité de concentration de Bennett proposée par Bousquet [15]. Pour obtenir des majorations
de moments, l’inégalité précédente est intégrée.

5.2 Bornes inférieures du risque minimax

Pour l’estimation ponctuelle (Chapitre 2), comme pour l’estimation en norme Lp (Cha-
pitre 3), nous calculons la borne inférieure du risque minimax en appliquant le résultat
suivant qui est une conséquence directe du Théorème 2.4 de Tsybakov [126].
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Proposition 11. Soit Σ une classe de densités de probabilité et ` une semi-norme sur Σ.
Supposons qu’il existe une famille

{
f (0), f (j), j ∈ Jn

}
⊂ Σ telle que Pf (j) est absolument

continue par rapport à Pf (0) pour tout j ∈ Jn et

`
(
f (j) − f (k)

)
≥ 2sn, ∀j, k ∈ Jn ∪ {0} : j 6= k; (5.1)

lim sup
n→+∞

1

|Jn|
∑
j∈Jn

Ef (0)

{
dPf (j)

dPf (0)

(
X(n)

)}2

≤ C <∞. (5.2)

Alors, pour tout r ≥ 1,

lim inf
n→+∞

inf
f̃n

sup
f∈Σ

s−1
n

(
Ef
[
`(f̃n − f)

]r) 1
r ≥

(√
C +

√
C + 1

)− 2
r
,

où l’infimum est pris pour tous les estimateurs possibles.

Habituellement, deux hypothèses f (0) et f (1) suffisent pour obtenir la borne inférieure
du risque minimax ponctuel. Pour l’estimation en norme Lp le nombre de ces hypothèses
dépend de la zone (tail, dense ou sparse) dans laquelle se trouve le paramètre de régularité
de la classe fonctionnelle considérée. Pour les construire, il est d’usage d’utiliser (cf. Gol-
denshluger and Lepski [62]) le Lemme de Varshamov-Gilbert qui est donné par Tsybakov
[126] (Lemme 2.9) et que nous rappelons ici.

Proposition 12. (Varshamov-Gilbert) Soit %m la distance de Hamming sur {0, 1}m, m ∈
N∗, définie par

%m(a, b) =
m∑
j=1

1{aj 6=bj}, a, b ∈ {0, 1}m.

Pour tout m ≥ 8 il existe un sous-ensemble Pm de {0, 1}m tel que |Pm| ≥ 2m/8 et

%m(a, b) ≥ m

8
, ∀a, b ∈ {0, 1}m.

5.3 Approximation dans les espaces de Besov

Notons {e1, . . . , ed} la base canonique de Rd. Pour chaque fonction g : Rd → R mesu-
rable et localement intégrable, Dk

j g désigne sa dérivée partielle (au sens des distributions)

d’ordre k dans la direction de ej , avec la convention D0
j g ≡ g. Enfin, pour tout réel a > 0,

posons bac = sup {n ∈ N : n < a}.

Définition 11. Soient β = (β1, . . . , βd) ∈ (0,∞)d, r = (r1, . . . , rd) ∈ [1,∞]d et θ ∈ [1,∞].

Une fonction g : Rd → R mesurable appartient à l’espace de Besov anisotrope Bβr,θ(R
d) si,

et seulement si, elle vérifie :

(i)
∥∥∥Dk

j g
∥∥∥
rj
<∞, ∀k = 0, . . . , bβjc , ∀j = 1, . . . , d;

(ii) γ
βj
rj ,θ

(g) <∞, ∀j = 1, . . . , d,
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où

γ
βj
rj ,θ

(g) :=


(∫

R

[
|z|−(βj−bβjc)

∥∥∥Dbβjcj g(·+ zej)−D
bβjc
j g(·)

∥∥∥
rj

]θ
dz
|z|

) 1
θ

, θ <∞,

supz 6=0

[
|z|−(βj−bβjc)

∥∥∥Dbβjcj g(·+ zej)−D
bβjc
j g(·)

∥∥∥
rj

]
, θ =∞,

si βj 6= 1. Si βj = 1, la fonction D
bβjc
j g(·+ zej)−D

bβjc
j g(·) est remplacée par g(·+ zej) +

g(· − zej)− 2g(·) dans la définition de γ
βj
rj ,θ

(g).

Ces espaces fonctionnels ont d’abord été introduits pour la théorie de l’approximation
et ont très largement été étudiés par Nikolskii [102]-[103] et, plus récemment, par Triebel

[121]-[123]. En outre, il découle des résultats de Nikolskii [103] que Bβr,θ(R
s) est un espace

de Banach pour la norme

‖g‖Bβr,θ :=
d∑
j=1

bβjc∑
k=0

∥∥∥Dk
j g
∥∥∥
rj

+
d∑
j=1

γ
βj
rj ,θ

(g).

Pour les classes de Nikolskii Nr,d(β, L), qui sont incluses dans des boules de Besov
particulières, nous donnons ici un résultat utilisé dans cette thèse pour calculer le biais
d’un estimateur à noyau pour l’estimation ponctuelle (cf. Chapitre 2, Section 2.5.5) et pour
l’estimation en norme L∞ (cf. Chapitre 4, Section 4.5.3). C’est une conséquence immédiate
d’un théorème d’inclusion proposé par Nikolskii [103].

Proposition 13. Soit (β, r, L) ∈ (0,∞)d × [1,∞]d × (0,∞) tel que 1 >
∑d

k=1 1/(βkrk).
Alors il existe une constante c := c(r, d, β) > 0 telle que

Nr,d(β, L) ⊆ N∞,d(β′, cL).

où β′j = [1−
∑d

k=1 1/(βkrk)]βj/[1−
∑d

k=1(1/rk − 1/rj)/βk], j = 1, . . . , d.

On en déduit, en particulier, qu’une densité appartenant à une classe de Nikolskii
anisotrope Nr,d(β, L) vérifiant 1 >

∑d
k=1 1/(βkrk) est uniformément bornée.

Pour calculer le biais d’un estimateur dans la norme Lp, nous utilisons le résultat sui-
vant qui est une conséquence immédiate d’un résultat proposé par Kerkyacharian, Lepski
et Picard [78] (cf. Chapitre 3, Section 3.4.4 et Chapitre 4, Section 4.5.3).

Proposition 14. Soit l ≥ 2 et u ∈ L1(R) telle que
∫
u = 1 et

∫
|u(z)||z|γdz < ∞,

∀γ ∈ (0, l]. Posons, pour x ∈ Rd,

K(x) =

d∏
j=1

ul(xj), ul(z) =

l∑
j=1

(
l
j

)
(−1)j+1 1

j
u

(
z

j

)
, ∀z ∈ R.

Soit (β, r, L) ∈ (0, l]d × [1,∞]d × (0,∞)d , g ∈ Nr,d(β, L) et h ∈ (0, 1]d. Alors∥∥∥∥∫
Rd
K(y)

[
g(x+ hy)− g(x+ [hy]j)

]
dy

∥∥∥∥
rj

≤ C(ul, d, r, l)Ljh
βj
j , j = 1, . . . , d,

où hy := (h1y1, . . . , hdyd) et [hy]j := (h1y1, . . . , hj−1yj−1, 0, hj+1yj+1, . . . , hdyd).
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5.4 Un théorème des multiplicateurs de Lr

Dans cette thèse, pour estimer une densité dans le modèle de déconvolution, nous
considérons la famille des estimateurs à noyau définis par

f̃h(x) :=
1

n

n∑
k=1

L(h) (x− Yk) , L(h)(x) :=
1

(2π)d

∫
Rd
e−i〈t,x〉

K̂h(t)

q̂(t)
dt,

où Kh est un noyau bien choisi. Pour l’estimation en norme Lp, ces estimateurs doivent
être dans Lp(Rd). De plus, pour calculer le risque d’erreur stochastique de chacun de ces
estimateurs, ou la majorante uniforme utile pour notre procédure de sélection aléatoire
(cf. Chapitre 4, Section 4.3.2), il nous faut calculer

∥∥L(h)

∥∥
r
, r ∈ (1,∞). Pour r ≥ 2, cela

est simple. Mais pour r ∈ (1, 2), ce calcul est plus délicat. Néanmoins, il peut être réalisé
grâce à la théorie de Littlewood-Paley et au théorème des multiplicateurs de Lr(Rd) de
Marcinkiewicz, dont une version est donnée par Grafakos [65]. Plus précisément, nous
utilisons la Proposition 15 ci-dessous qui est une conséquence directe du Théorème 5.2.4
de Grafakos [65].

Rappelons d’abord la définition de l’espace de Schwartz :

Définition 12. Une fonction f définie et indéfiniment différentiable sur Rd appartient à
l’espace de Schwartz S(Rd) si, et seulement si, pour tous multi-indices α, β ∈ Nd il existe
une constante Cα,β > 0 telle que

sup
x∈Rd

|xαDβf(x)| = Cα,β <∞,

où xα = xα1
1 · · ·x

α2
2 et Dβf est la dérivée Dβ1

1 · · ·D
β2
2 f .

Pour toute fonction m ∈ L∞(Rd) considérons l’opérateur linéaire Tm défini par

Tm(f) = (f̂m)∨, f ∈ S(Rd),

où ĝ et g∨désignent respectivement la transformée de Fourier et la transformée de Fourier
inverse de g ∈ S(Rd). Il est bien connu que si g ∈ S(Rd) alors ĝ, g∨ ∈ S(Rd).

Proposition 15. Soit m une fonction bornée sur Rd, définie en dehors des axes de co-
ordonnées de Rd et de classe Cd sur cette région (Dβm existe et est continue pour tout
multi-indice β ∈ Nd tel que |β| = β1+· · ·+βd ≤ d). Supposons que pour tout k ∈ {1, . . . , d},
tous j1, . . . , jk ∈ {1, . . . , d} et tous tl ∈ R, l /∈ {j1, . . . , jk}, il existe une constante A > 0
telle que ∣∣[D1

j1 · · ·D
1
jk
m](t1, . . . , td)

∣∣ ≤ A|tj1 |−1 · · · |tjk |
−1.

Alors, pour tout r ∈ (1,∞),

‖Tm(f)‖r ≤ Cd (A+ ‖m‖∞) max(r, (r− 1)−1)6d ‖f‖r , ∀f ∈ S(Rd),

pour une constante dimensionnelle Cd > 0 finie. Deplus, Tm peut être prolongé en un
opérateur borné de Lr(Rd) dans Lr(Rd).
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Résumé Les résultats obtenus dans cette thèse concernent l’estimation non paramé-
trique de densités de probabilité. Ces travaux ont été motivés par le fait que les modèles
statistiques considérés, qui sont relativement simples, constituent un laboratoire d’explo-
ration théorique et apparaissent dans des domaines d’application très variés comme, par
exemple, l’astronomie, la biologie, la chimie, l’économie ou encore la santé publique. Prin-
cipalement, nous nous intéressons à estimer une densité de probabilité multidimensionnelle
de régularité anisotrope et inhomogène. Cela signifie que la fonction estimée peut, d’une
part, avoir des régularités d’ordres différents dans les différentes directions de l’espace
d’observation et, d’autre part, être plutôt irrégulière dans certaines parties de cet espace
et assez régulière dans d’autres. Plus précisément, nous proposons des procédures d’es-
timation qui sont adaptatives, non seulement par rapport aux paramètres de régularité,
mais aussi par rapport à la structure d’indépendance de la densité de probabilité estimée.
Cela nous permet de réduire l’influence de la dimension du domaine d’observation sur la
qualité d’estimation et de faire en sorte que cette dernière soit la meilleure possible. Pour
analyser la performance de nos méthodes nous adoptons le point de vue minimax et nous
généralisons un critère d’optimalité pour l’estimation adaptative. L’utilisation du critère
que nous proposons s’impose lorsque le paramètre d’intérêt est estimé en un point fixé
car, dans ce cas, il y a un ”prix à payer” pour l’adaptation par rapport à la régularité et
à la structure d’indépendance. Cela n’est plus vrai lorsque l’estimation est globale. Dans
le modèle de densité (avec des observations directes) nous considérons le problème de l’es-
timation ponctuelle et celui de l’estimation en norme Lp, p ∈ [1,∞). Dans le modèle de
déconvolution (avec des observations bruitées) nous étudions le problème de l’estimation
en norme Lp, p ∈ [1,∞], dans le cas où la fonction caractéristique du bruit décrôıt polyno-
mialement à l’infini. Chaque estimateur que nous proposons est obtenu par une procédure
de sélection aléatoire dans une famille d’estimateurs à noyau.

Abstract The results obtained in this thesis concern the non parametric estimation of
probability densities. This work was motivated by the fact that the statistical models we
are considering, which are relatively simple, constitute a laboratory of theoretical explo-
ration and appear in a variety of application areas as, for example, astronomy, biology,
chemistry, economics or public health. Primarily, we are interested in estimating a multi-
variate probability density which is anisotropic and inhomogeneous. This means that the
estimated function can, on the one hand, have derivatives of different orders in different di-
rections of the observation space and, on the other hand, be rather irregular in some parts
of this space and fairly regular in others. Specifically, we propose estimation procedures
that enable us to take into account the regularity properties of the underlying probability
density and its independence structure simultaneously. This allows us to reduce the in-
fluence of the dimension of the observation space on the accuracy of estimation and then
to improve it. To analyze the performance of our methods we adopt the minimax point of
view and we generalize a criterion of optimality for adaptive estimation. The use of the
criterion we propose is necessary for estimation at a fixed point. Indeed, in this setting,
there is a ”penalty” for adaptation with respect to the regularity and to the independence
structure. This is no longer true for global estimation. In the density model (with direct
observations) we consider both the problem of pointwise estimation and the problem of es-
timation under Lp-loss (p ∈ [1,∞)). In the deconvolution model (with noisy observations)
we study the problem of estimation with an Lp-risk (p ∈ [1,∞]) when the characteristic
function of the noise decreases polynomially at infinity. Any estimator that we propose is
obtained by a random selection procedure in a family of kernel estimators.
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