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Résumé :
Cette thèse a pour objet l’étude de la contrôlabilité à zéro de systèmes

d’équations aux dérivées partielles paraboliques, que l’on rencontre en

physique, chimie ou en biologie. En chimie ou en biologie, ces systèmes

modélisent l’évolution au cours du temps d’une concentration chimique ou

de la densité d’une population (de bactéries, de cellules).

Le but de la contrôlabilité à zéro est d’amener la solution du système à

l’état nul à un temps donné T , en agissant sur le système à l’aide d’un contrôle.

Nous recherchons donc un contrôle, de norme minimale, tel que la solution

associée y vérifie y(T ) = 0 dans le domaine Ω considéré. Les problèmes de

contrôlabilité à zéro considérés dans cette thèse sont de trois types.

Dans un premier temps, nous nous intéressons à la contrôlabilité à zéro avec

un nombre fini de contraintes sur la dérivée normale de l’état, pour l’équation

de la chaleur semi-linéaire. Puis, nous analysons la contrôlabilité simultanée à

zéro avec contrainte sur le contrôle, pour un système linéaire de deux équations

paraboliques couplées. Notre dernière étude concerne la contrôlabilité à zéro

d’un système non linéaire de deux équations paraboliques couplées.

Nous abordons ces problèmes de contrôlabilité principalement à l’aide

d’inégalités de Carleman. En effet, l’étude des problèmes de contrôlabilité

à zéro, et plus généralement de contrôlabilité exacte, peut se ramener

à l’établissement d’inégalités d’observabilité pour le problème adjoint,

conséquences d’inégalités de Carleman. Nous construisons le contrôle optimal

en utilisant la méthode variationnelle et nous le caractérisons par un système

d’optimalité.

Mots clés : Contrôlabilité à zéro, contrôlabilité simultanée, con-

traintes sur l’état, contraintes sur le contrôle, équation de la chaleur, système

couplé, système en cascade, opérateur non local, inégalités de Carleman.
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Abstract :
This thesis is devoted to the study of the null controllability of systems of

parabolic partial differential equations, which we meet in physics, chemistry

or in biology. In chemistry or in biology, these systems model the evolution in

time of a chemical concentration or the density of a population (of bacteria,

cells).

The aim of null controllability is to lead the solution of the system to zero

in a given time T , by acting on the system with a control. Thus we are look-

ing for a control, of minimal norm, such as the associated solution y satisfies

y(T ) = 0 in the domain Ω under concern. We consider three types of null

controllability problems in this thesis.

At first, we are interested in the null controllability with a finite number of

constraints on the normal derivative of the state, for the semi-linear heat equa-

tion. Then, we analyze the simultaneous null controllability with constraint

on the control, for a linear system of two coupled parabolic equations. Our

last study deals with the null controllability of a non linear system of two

coupled parabolic equations.

We approach these controllability problems mainly by means of Car-

leman’s inequalities. Indeed, the study of null controllability problems,

and more generally exact controllability problems, is equivalent to obtain

observability inequalities for the adjoint problem, consequences of Carleman’s

inequalities. We build the optimal control using the variationnal method and

we characterize it by an optimality system.

Keywords : Null controllability, simultaneous controllability, con-

straints on the state, constraint on the control, heat equation, coupled

system, cascade systems, non local operator, Carleman’s inequalities.
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3.3 Inégalité d’observabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
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Introduction

Présentation des travaux, motivations

Dans cette thèse, nous nous concentrons sur des problèmes de

contrôlabilité. J.-P. Puel précise dans [45] que “l’objectif de la contrôlabilité

est d’atteindre sur un temps T donné une cible donnée (contrôlabilité ex-

acte) ou de s’en approcher autant qu’on le désire (contrôlabilité approchée),

en agissant à l’aide d’un contrôle”.

Soient N0 � 1 un entier naturel et Ω un ouvert borné de RN0 , de frontière

Γ. Soit T un réel strictement positif. Nous désignons par Q le cylindre Ω×]0, T [
et par Σ sa frontière latérale Γ×]0, T [.
Une première partie de ce travail est consacrée à l’étude de la contrôlabilité

des problèmes du type :

∂y

∂t
−Δy = f dans Q, (1a)

y = 0 sur Σ, (1b)

y(x, 0) = y0(x) dans Ω, (1c)

où Δ =
N0∑
i=1

∂2

∂x2i
est le Laplacien par rapport à la variable d’espace x =

(x1, . . . , xN0) ∈ R
N0 et t est la variable de temps. Le système (1a)-(1c) modélise

l’évolution en temps de la densité y d’une certaine quantité telle que la chaleur

dans un domaine Ω, la diffusion d’une concentration y dans le domaine Ω ou

la répartition d’une population dans le domaine Ω. Dans le cas de la distri-

bution de chaleur, y représente la température, f est la source de chaleur et

y0 la distribution de température initiale à t = 0. Sur le bord Γ de l’ouvert

considéré, la température est maintenue à une valeur constante, c’est la con-

dition homogène de Dirichlet. L’équation (1c) est la condition initiale, dite

encore condition de Cauchy, et (1a) est l’équation de la chaleur. Le problème

(1a)-(1c) est le problème de Cauchy-Dirichlet pour l’équation de la chaleur.

L’étude de la contrôlabilité du système (1a)-(1c) nécessite avant tout de

s’assurer que la solution du système considéré existe bien. Pour cela, nous
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x Introduction

décrivons un cadre adapté, en rappelant quelques définitions [7, 46], et nous

donnons quelques notions de contrôlabilité.

L’ouvert Ω est muni de la mesure de Lebesgue dx.

Nous désignons par L1(Ω) l’espace des fonctions mesurables, définies sur Ω

et à valeurs dans R, et qui sont intégrables. Pour 1 � p < +∞, nous notons

Lp(Ω) l’espace défini par

Lp(Ω) = {f : Ω→ R mesurable ; |f |p ∈ L1(Ω)}.

Lp(Ω) muni de la norme ‖f‖Lp(Ω) =
( ∫

Ω

|f(x)|pdx
)1/p

est un espace de Banach.

Lorsque p = +∞, on a

L∞(Ω) = {f : Ω→ R mesurable; sup
Ω

ess |f(x)| <∞},

où supΩ ess |f(x)| = inf{C ∈ R+; |f(x)| � C p.p. 1 dans Ω}. Muni de la
norme ‖f‖L∞(Ω) = supΩ ess |f(x)|, L∞(Ω) est un espace de Banach.
Nous désignons par D(Ω) l’espace des fonctions u : Ω → R de classe C∞ et

à support compact dans Ω, i.e. telles qu’il existe un compact K ⊂ Ω tel que

u = 0 en dehors de K. Le dual topologique de D(Ω), noté D ′(Ω), est l’espace
des distributions sur Ω. C’est par définition l’ensemble des formes linéaires

continues sur D(Ω).

Pour m ∈ N, nous définissons l’espace de Sobolev Hm(Ω) par

Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω);Dαu ∈ L2(Ω), ∀α ∈ N
d, |α| � m},

où Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 . . . ∂x

αN0
N0

=
∂α1+...+αN0u

∂xα1
1 . . . ∂x

αN0
N0

. Par convention, H0(Ω) = L2(Ω).

Hm(Ω) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(u, v)m =
∑
|α|�m

∫
Ω

DαuDαvdx.

Pour un entier m � 1, l’espace Hm
0 (Ω) est la fermeture de D(Ω) dans Hm(Ω).

Muni de la norme ‖.‖m induite par Hm(Ω), Hm
0 (Ω) est un espace de Hilbert.

Soient X un espace de Banach de norme ‖.‖X et T > 0 un réel. Nous notons

Cm([0, T ];X) l’espace {u : [0, T ] → X; u de classe Cm}. C’est un espace de

Banach pour la norme

‖u‖Cm([0,T ];X) = max
0�l�m

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∂lu∂tl (t)
∥∥∥∥
X

.

1. presque partout i.e. partout sauf sur un ensemble de mesure nulle.
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Nous désignerons C0([0, T ];X) par C([0, T ];X).

Puis pour p ∈ R; 1 � p < +∞, nous définissons

Lp(0, T ;X) =
{
u :]0, T [→ X fortement mesurable 2;

( T∫
0

‖u(t)‖pXdt
) 1

p
<∞

}
,

et

L∞(0, T ;X) = {u :]0, T [→ X; sup
t∈]0,T [

ess ‖u(t)‖X <∞}.

Lp(0, T ;X) est un espace de Banach muni de la norme

‖u‖Lp(0,T ;X) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(∫ T

0
‖u(t)‖pXdt

) 1
p

pour 1 � p < +∞,

sup
t∈]0,T [

ess ‖u(t)‖X pour p = +∞.

Considérons ω un ouvert non vide inclus dans Ω, χω la fonction caractéristique

sur ω et notons G le cylindre ω×]0, T [. Le système suivant
∂y

∂t
−Δy = f + vχω dans Q,

y = 0 sur Σ,

y(x, 0) = y0(x) dans Ω,

(2)

est exactement contrôlable au temps T si pour tous f ∈ L2(Q), y0 ∈ L2(Ω)

et z0 ∈ L2(Ω), il existe un contrôle v ∈ L2(G) tel que la solution y de (2)

satisfasse la condition

y(T ) = z0 dans Ω.

Le système (2) est approximativement contrôlable au temps T si pour tous

f ∈ L2(Q), y0 ∈ L2(Ω), y1 ∈ L2(Ω) et ε > 0, il existe v ∈ L2(G) tel que la

solution correspondante de (2) satisfasse la condition suivante

‖y(T )− y1‖L2(Ω) � ε.

Le système (2) est contrôlable à zéro au temps T si pour tous f ∈ L2(Q)

et y0 ∈ L2(Ω), il existe un contrôle v ∈ L2(G) tel que la solution y de (2)

satisfasse la condition

y(T ) = 0 dans Ω. (3)

Le système (2) est exactement contrôlable aux trajectoires au temps T , si

pour toute trajectoire ȳ (i.e. toute solution de (2) correspondant à v ≡ 0 et

2. i.e. les fonctions scalaires t 	→ ‖u(t)‖X sont mesurables pour la mesure dt.
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xii Introduction

ȳ0 ∈ L2(Ω)) et si pour tous f ∈ L2(Q) et y0 ∈ L2(Ω), il existe un contrôle

v ∈ L2(G) tel que la solution associée de (2) vérifie

y(T ) = ȳ(T ) dans Ω.

Nous rappelons le résultat d’existence suivant conçernant le problème linéaire

(2). Pour tous f ∈ L2(Q), v ∈ L2(G) et pour tout y0 ∈ L2(Ω), il existe une

solution unique y vérifiant

y ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

∂y

∂t
∈ L2(0, T ;H−1(Ω)).

La preuve de l’existence et de l’unicité est rappelée dans l’Annexe A ; nous

renvoyons également à [13].

Ainsi pour (f, y0, v) donné dans L2(Q) × L2(Ω) × L2(G), y(T ) a du sens

dans L2(Ω). Maintenant nous sommes en mesure de formuler le problème de

contrôlabilité exacte aux trajectoires associé au système (2). Le problème (2)

étant linéaire, résoudre le problème de contrôlabilité exacte aux trajectoires

revient à résoudre le problème de contrôlabilité à zéro. Nous remarquons que

s’il existe une solution, alors il y en a une infinité. Par conséquent, il est na-

turel de rechercher le contrôle de norme minimale dans L2(G), et le problème

peut finalement être formulé ainsi : étant donnés f ∈ L2(Q) et y0 ∈ L2(Ω),

trouver v̂ ∈ L2(G) tel que

‖v̂‖L2(G) = inf{‖v‖L2(G), tels que la solution

associée de (2) vérifie (3)}.
Les problèmes de contrôlabilité pour des équations paraboliques ont été

abordés par bon nombres d’auteurs. D. L. Russell est l’un des premiers à

avoir proposé des résultats de contrôlabilité pour l’équation de la chaleur

avec un contrôle frontière. Il a démontré dans [48] que la contrôlabilité exacte

pour l’équation des ondes implique la contrôlabilité exacte pour l’équation

de la chaleur. Plus récemment, C. Fabre et al. ont étudié le problème de

contrôlabilité approchée pour l’équation de la chaleur semi-linéaire dans [14].

G. Lebeau et L. Robbiano ont prouvé dans [31] la contrôlabilité exacte pour

l’équation de la chaleur, à l’aide d’inégalités de Carleman elliptiques. A. V.

Fursikov et O. Yu. Imanuvilov [20] ont obtenu des résultats similaires pour

des opérateurs plus généraux et des équations semi-linéaires, en utilisant des

inégalités de Carleman globales pour les équations d’évolution. E. Fernández-

Cara et al. [15] se sont intéressés à la contrôlabilité à zéro de l’équation de la

chaleur, avec des conditions aux limites de Fourier. Leur méthode repose sur

une inégalité de Carleman valable pour l’équation de diffusion avec au bord,

des conditions non homogènes de Neumann.
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Certains auteurs se sont intéressés à d’autre types de problème de contrôlabili

té à zéro, parmi lesquels O. Nakoulima dans [42]. Ce dernier a examiné le

problème suivant : étant donnés K un sous-espace vectoriel de L2(G) de dimen-

sion finie dont l’orthogonal dans L2(G) est noté K⊥, f ∈ L2(Q) et y0 ∈ L2(Ω),

trouver v ∈ L2(G) tel que

v ∈ K⊥ (4)

et si y est la solution associée de (2), alors y satisfait à (3) ; le contrôle v

étant choisi de norme minimale dans L2(G), parmi tous les contrôles tels

que (4),(2),(3) soit vrai. Si le contrôle recherché v existe, alors le problème

(4),(2),(3) est appelé problème de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le

contrôle. Par conséquent, les travaux cités précédemment correspondent au

cas K = {0}. Ce résultat de contrôlabilité avec contrainte sur le contrôle
repose sur une inégalité du type∫

Q

1

θ2
|ρ|2dxdt � C

(∫
Q

∣∣∣∂ρ
∂t

−Δρ
∣∣∣2dxdt+ ∫

G

|ρ− Pρ|2dxdt
)
,

θ étant une fonction positive de classe C2 sur Q et P désigne l’opérateur de

projection orthogonale de K sur L2(G). Cette inégalité est une conséquence

d’une inégalité d’observabilité, elle-même déduite d’une inégalité de Carleman

globale, et est valable pour des fonctions ρ de classe C∞ sur Q nulles sur la

frontière Σ. L’auteur a également eu besoin de l’hypothèse suivante

il n’existe pas d’élément non nul σ ∈ K tel que

σ ∈ L2(0, T,H1(ω)) avec
∂σ

∂t
−Δσ = 0 dans G, (5)

hypothèse déjà utilisée par J.-L. Lions dans [34]. La question de contrôlabilité

à zéro avec un nombre fini de contraintes sur l’état a été étudiée par la suite par

G. Massengo Mophou et O. Nakoulima dans [40], pour l’équation de la chaleur

semi-linéaire. Il s’agissait, pour l’état y du système étudié, en plus d’atteindre

la trajectoire nulle en temps T , de satisfaire à la contrainte intégrale suivante∫
Q

yeidxdt = 0, 1 � i �M,

où les ei désignent M fonctions de L2(Q) supposées linéairement

indépendantes dans G. En fait, les auteurs ont résolu ce problème en le ra-

menant à un problème de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le contrôle,

pour le système linéarisé. Dans ce cas, l’hypothèse (5) est automatiquement

vérifiée.

Le premier problème ayant été traité dans cette thèse est celui de la

contrôlabilité à zéro de l’équation de la chaleur semi-linéaire, avec un nombre
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fini de contraintes sur la dérivée normale [35]. Nous supposons au préalable les

M0 fonctions ej linéairement indépendantes sur une partie Σ0 de la frontière

Σ. Il s’agit alors de trouver un contrôle v ∈ L2(G) tel que si y résout le système

semi-linéaire suivant⎧⎪⎨
⎪⎩

∂y

∂t
−Δy + f(y) = vχω dans Q,

y = 0 sur Σ,

y(0) = y0 dans Ω,

alors y vérifie à la fois

〈∂y
∂ν
, ej〉H−1(Σ0),H1

0 (Σ0) = 0; j = 1, . . . ,M0,

et

y(T ) = 0 dans Ω,

où
∂y

∂ν
est la dérivée normale de y par rapport à ν, le vecteur normal à Γ dirigé

vers l’extérieur, et 〈., .〉H−1(Σ0),H1
0 (Σ0) est le crochet de dualité entre les espaces

duaux H−1(Σ0) et H
1
0 (Σ0), un sous-espace de L2(Σ0). A la différence des

travaux précédemment cités, les contraintes intégrales portent sur la dérivée

normale de l’état du système et les fonctions ej ne sont plus définies sur le

cylindreQ tout entier, mais seulement sur une partie de sa frontière Σ. Ainsi, la

principale difficulté rencontrée lors de cette étude est la définition des traces

des fonctions considérées. La méthode utilisée pour mener cette étude est

similaire à celle proposée par les auteurs de [40], à savoir que la méthode

variationnelle est employée pour prouver l’existence du contrôle optimal, qui

est ensuite caractérisé par un système d’optimalité.

Une deuxième partie de cette thèse est dédiée à l’étude des problèmes de

contrôlabilité à zéro pour des systèmes de deux équations couplées.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés à la contrôlabilité si-

multanée à zéro du système parabolique linéaire suivant⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂y1
∂t

−Δy1 + a1y2 = h1 + kχω dans Q,

∂y2
∂t

−Δy2 + a2y1 = h2 + kχω dans Q,

y1 = y2 = 0 sur Σ,

y1(0) = y01, y2(0) = y02 dans Ω.

(6)

La contrôlabilité simultanée a été introduite par D. L. Russell, avec un système

de deux équations des ondes contrôlé par la même fonction de contrôle sur la

frontière (voir [49]), et par J.-L. Lions dans [33], avec en outre, un système
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xv

de deux équations de plaques vibrantes du type ∂2yi
∂t2

+ Δ2yi = 0. Elle con-

siste à contrôler plusieurs équations par l’action d’un seul contrôle commun.

Dans le contexte des systèmes modélisant les vibrations de cordes et de

poutres, S. A. Avdonin et W. Moran ont obtenu des conditions nécessaires

et suffisantes à différents types de contrôlabilité simultanée, qu’ils ont définis

dans [4]. Nous mentionnons M. Tucsnak et G. Weiss [51], qui ont prouvé

la contrôlabilité simultanée exacte de deux systèmes, en admettant que l’un

des deux est de dimension finie. La contrôlabilité simultanée à zéro pour des

systèmes d’équations paraboliques a suscité l’intérêt de beaucoup d’auteurs,

parmi lesquels nous pouvons citer F. Ammar Khodja et al. qui ont travaillé

dans [27] sur la contrôlabilité à zéro d’un système couplé de deux équations

paraboliques semi-linéaires ou encore M. González-Burgos et L. de Teresa

qui eux ont abordé le problème pour un système de m (m � 1) équations

paraboliques linéaires couplées (voir [21]).

Dans ce travail, nous examinons la contrôlabilité simultanée à zéro avec

contrainte sur le contrôle pour le système (6) (voir [36]). Etant donnés K un

sous-espace vectoriel de L2(G) de dimension finie, ai ∈ L∞(Q), hi ∈ L2(Q) et

y0i ∈ L2(Ω), i = 1, 2, le but est de trouver

k ∈ K⊥

tel que la solution (y1, y2) de (6) vérifie

y1(T ) = y2(T ) = 0 dans Ω.

A noter que pour tout ai ∈ L∞(Q), hi ∈ L2(Q) et y0i ∈ L2(Ω), i = 1, 2, le

système (6) admet une solution unique (y1, y2) dans

(
C([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1

0 (Ω))
)2

.

Nous pouvons trouver la preuve de l’existence dans l’Annexe B.

Le système (6) peut être transformé en un système en cascade, i.e. un système

de deux équations avec un contrôle dans l’une des deux équations, et pour

lequel beaucoup de résultats de contrôlabilité sans contrainte ont été obtenus

(voir [28, 29, 2]). La contrôlabilité avec contrainte sur le contrôle semble une

approche nouvelle pour les systèmes en cascade d’équations paraboliques.

Nous y sommes parvenus grâce à une hypothèse similaire à l’hypothèse (5).

Notre référence principal pour cette étude est l’article [27] de F. Ammar

Khodja et al.

Dans un deuxième temps, nous avons étudié la contrôlabilité de systèmes

paraboliques avec des non-linéarités non locales. Plus précisément, considérons
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xvi Introduction

l’équation non linéaire suivante⎧⎪⎨
⎪⎩

∂u

∂t
− A(t)u = f dans Q,

u(x, t) = 0 sur Σ,

u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(7)

où

A(t)u =

N0∑
i,j=1

Bij(u(t), t)
∂2u

∂xi∂xj
;

les fonctions Bij : L1(Ω) × [0, T ] → R étant données pour tous i, j ∈
{1, . . . , N0}. On dit que (7) contient des non-linéarités non locales au vu de

la structure des coefficients Bij. L’étude de tels modèles est importante car

ils peuvent servir à décrire la migration d’une population (de bactéries dans

un récipient) ou encore la diffusion de la chaleur dans un conducteur. Dans le

cas de migration de populations, nous pouvons avoir

Bij(u(t), t) = aij

(∫
Ω

u(x, t)dx
)

où u représente la densité de population et aij = aij(s) sont des fonctions

réelles continues et positives, représentant la vitesse à laquelle le mouve-

ment s’effectue. Les coefficients aij sont supposés dépendants de la popula-

tion entière du domaine et non pas de la densité locale. Dans le contexte des

systèmes de réaction-diffusion, Bij peut s’écrire

Bij(u(t), t) = aij(〈l, u(t)〉L2(Ω),L2(Ω))

où l est une forme linéaire sur L2(Ω) et les aij sont des fonctions réelles con-

tinues et positives. En dynamique des populations, l peut dépendre de la

population entière du domaine Ω ou si Ω′ est un sous-domaine de Ω, l peut

seulement prendre en compte la population de Ω′ (voir [12]). L’existence de
solution au système (7) est reprise dans l’Annexe C et s’inspire des travaux

déjà réalisés sur l’existence et l’unicité des solutions des problèmes elliptiques

et paraboliques non locaux (voir [8, 9, 11, 10]. E. Fernández-Cara et al. ont

discuté de la contrôlabilité à zéro pour le système parabolique non local (7)

dans leur article [18], et c’est ce récent travail qui constitue notre principal

référence pour cette dernière étude.

Nous nous sommes penchés sur la contrôlabilité à zéro du système en

cascade d’équations paraboliques non locales suivant⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u

∂t
− A(t)u− au− bv = f + kχω dans Q,

∂v

∂t
− A(t)v − cu− dv = g dans Q,

u = v = 0 sur Σ,

u(0) = u0, v(0) = v0 dans Ω,

(8)
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i.e. quels que soient f, g ∈ L2(Q), a, b, c, d ∈ L∞(Q) et u0, v0 ∈ L2(Ω), existe-

t-il un contrôle k ∈ L2(G) tel que l’on ait simultanément

u(T ) = v(T ) = 0 dans Ω. (9)

Pour résoudre ce problème, nous démontrons la contrôlabilité à zéro du

système linéaire, associé au système étudié, puis nous parvenons au résultat

grâce au Théorème de point fixe de Kakutani. Les difficultés rencontrées se

situent au niveau de l’inégalité d’observabilité, qui doit être établie pour un

opérateur du type
∑N0

i,j=1Bij(z(t), t)
∂2

∂xi∂xj
, avec Bij(z(t), t) ∈ L∞(0, T ) et

également au niveau de la preuve de l’existence d’un contrôle optimal avec

une régularité suffisante pour pouvoir appliquer le Théorème de point fixe de

Kakutani. Pour ce faire, nous faisons appel à une technique, introduite par O.

Bodart et al. dans [5], qui utilise les propriétés de régularisation de l’équation

de la chaleur.

Plan

Ce travail se divise en quatre chapitres consacrés à des problèmes de

contrôlabilité à zéro respectivement pour l’équation de la chaleur semi-linéaire,

pour un système couplé d’équations paraboliques linéaires et pour un système

en cascade d’équations paraboliques non locales, ainsi qu’aux perspectives. Les

plans de ces chapitres sont à peu près identiques. Au début de chaque chapitre,

nous donnons les notations que nous utiliserons et nous formulons le problème

analysé, après avoir renseigné son contexte. Dans un deuxième temps, nous

démontrons une inégalité d’observabilité pour les fonctions appartenant à l’es-

pace V = {ρ ∈ C∞(Q); ρ|Σ = 0}, qui résulte d’une inégalité de Carleman
globale, et qui est essentielle à l’étude des problèmes de contrôlabilité exacte

(l’obtention d’une telle inégalité est une condition nécessaire et suffisante [17]).

Ensuite, nous faisons la preuve de l’ existence et de l’unicité du contrôle op-

timal, garantissant la contrôlabilité à zéro du système considéré.

Les annexes de ce document se composent des démonstrations de l’existence

et de l’unicité de solutions pour l’équation de la chaleur et pour un système

d’équation avec des nonlinéarités non locales, et de l’existence de la solu-

tion pour un système couplé de deux équations paraboliques du second ordre,

mais aussi les détails des inégalités d’observabilité permettant d’obtenir des

résultats de contrôlabilité à zéro pour des équations de la forme (6) et (8).
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Chapitre 1

Un problème de contrôlabilité à

zéro avec un nombre fini de

contraintes sur la dérivée

normale pour l’équation de la

chaleur semi-linéaire
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2 Chapitre 1. Contrôlabilité à zéro avec contrainte

Dans cette partie, nous considérons l’équation de la chaleur semi-linéaire

dans un domaine borné de R
N0 . Nous prouvons la contrôlabilité à zéro du

système avec un nombre fini de contraintes sur la dérivée normale. Pour ce

faire, nous montrons l’équivalence avec un problème de contrôlabilité à zéro

avec contrainte sur le contrôle. Puis, nous utilisons une inégalité d’observ-

abilité pour résoudre le problème associé au système linéaire. Enfin, nous

obtenons le résultat principal grâce à un théorème de point fixe.

1.1 Notations et introduction

Soient ω un sous-ensemble non vide de Ω et Γ0 une partie non vide de

la frontière Γ de Ω. Pour un temps T > 0, nous désignons par Σ0 la partie

Γ0×]0, T [ de la frontière latérale du cylindre Q et par G le morceau de cylindre

ω×]0, T [.
Nous notons

H1
0 (Σ) = {ψ|ψ ∈ H1(Σ), ψ(x, 0) = 0, ψ(x, T ) = 0 dans Γ}

et H−1(Σ) son dual.

Nous introduisons {e1, . . . eM0} une famille de M0 vecteurs de H
1
0 (Σ), M0 ∈

N
∗ et E = Vect({e1, . . . , eM0}) l’espace vectoriel engendré par la famille de

vecteurs {e1, . . . eM0}.
Si X est un sous-espace fermé de L2(G), nous notons X⊥ l’orthogonal de X

dans L2(G).

Nous désignons par H2,1(Q) l’espace L2(0, T ;H2(Ω))∩H1(0, T ;L2(Ω)), et par

W (0, T ) l’espace
{
ρ ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω));
∂ρ

∂t
∈ L2(0, T ;H−1(Ω))

}
.

Considérons l’équation de la chaleur semi-linéaire suivante⎧⎪⎨
⎪⎩

∂y

∂t
−Δy + f(y) = vχω dans Q,

y = 0 sur Σ,

y(0) = y0 dans Ω,

(1.1)

où f est une fonction de classe C1 sur R, y0 ∈ L2(Ω) et v ∈ L2(G) représente la

fonction contrôle. Supposons que la fonction f est globalement lipschitzienne,

i.e. il existe K > 0 tel que

|f(x)− f(z)| � K|x− z|, ∀x, z ∈ R, (1.2)

et que

f(0) = 0. (1.3)

Notons y la solution y(x, t, v) de (1.1).
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1.1. Notations et introduction 3

Les problèmes de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le contrôle ont

été étudiés par O. Nakoulima dans [42, 43], pour l’équation de la chaleur. En

effet, il a résolu dans [43] le problème de controlabilité à zéro suivant : Etant

donnés K un sous-espace vectoriel fermé de L2(G) et q0 ∈ H1
0 (Ω), trouver un

contrôle k ∈ K⊥ tel que la solution de⎧⎪⎨
⎪⎩

−∂q
∂t

−Δq + a0q = h+ kχω dans Q,

q = 0 sur Σ,

q(T ) = q0 dans Ω,

(1.4)

vérifie q(0) = 0 dans Ω.

La preuve utilise une inégalité de Carleman qui est adaptée à la contrainte.

Les résultats obtenus par O. Nakoulima ont permis à G. M. Mophou et O.

Nakoulima de démontrer l’existence de sentinelles à sensibilité donnée dans

[39], et de résoudre un nouveau genre de problème de contrôlabilité (voir

[40]) : Etant donnés ei ∈ L2(Q), 1 � i � M , et y0 ∈ L2(Ω), trouver un

contrôle v ∈ L2(Q) tel que la solution de (1.1) vérifie y(T ) = 0 dans Ω et∫
Q

yeidxdt = 0, 1 � i �M. (1.5)

Nous en référons à [41] où un problème frontière de contrôlabilité à zéro avec

contraintes sur l’état pour l’équation de la chaleur, est résolu. G. M. Mophou

dans [38] a également établi la contrôlabilité à zéro avec un nombre fini de

contraintes sur l’état, pour une équation d’évolution parabolique non linéaire

impliquant des termes en gradient.

Nous nous focalisons sur un problème de contrôlabilité à zéro avec contrain

tes sur la dérivée normale que nous décrivons ci-dessous.

Supposons que

les vecteurs (ej)j=1,...,M0 sont linéairement indépendants sur Σ0. (1.6)

Alors le problème de contrôlabilité à zéro avec contraintes sur la dérivée

normale pour le système (1.1) peut être formulé comme suit : étant donnés

une fonction f globalement lipschitzienne de classe C1 sur R vérifiant (1.3),

y0 ∈ L2(Ω) et ej ∈ H1
0 (Σ) j = 1, . . . ,M0 vérifiant (1.6), trouver v ∈ L2(G) tel

que si y est solution de (1.1), alors

〈∂y
∂ν
, ej〉H−1(Σ0),H1

0 (Σ0) = 0; j = 1, . . . ,M0, (1.7)

et

y(T ) = 0 dans Ω, (1.8)

où
∂y

∂ν
est la dérivée normale de y par rapport à ν.

Le résultat principal de cette partie est le suivant
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4 Chapitre 1. Contrôlabilité à zéro avec contrainte

Théorème 1.1.1. Soit f une fonction globalement lipschitzienne de classe

C1 sur R vérifiant (1.3). Alors quels que soient y0 ∈ L2(Ω) et ej ∈ H1
0 (Σ) j =

1, . . . ,M0 vérifiant (1.6), il existe un unique contrôle ṽ de norme minimale

dans L2(G), tel que (ṽ, ỹ) soit solution du problème de contrôlabilité à zéro

avec contraintes sur la dérivée normale (1.1), (1.7) et (1.8). De plus il existe

une constante positive C = C(Ω, ω,K, T,
∑M0

j=1 ‖ej‖H1
0 (Σ), ‖a0‖L∞(Q)) telle que

‖ṽ‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω). (1.9)

La preuve de ce théorème fera l’objet de la dernière section de cette partie.

1.2 Equivalence avec un problème de

contrôlabilité à zéro avec contrainte

sur le contrôle pour le système linéarisé

Ecrivons le système (1.1) sous la forme⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂y

∂t
−Δy +

f(y)− f(0)

y
y = vχω dans Q,

y = 0 sur Σ,

y(0) = y0 dans Ω.

(1.10)

En appliquant la formule de Taylor, pour y et y0 ∈ L2(Q), il existe s stricte-

ment compris entre y0 et y0 + y, tel que

f(y0 + y)− f(y0) = f ′(s)y

= a0(y)y

avec a0(y) = f ′(s). Introduisons la notation suivante

a0(s) =

⎧⎨
⎩

f(s)

s
si s 
= 0

f ′(0) si s = 0.

L’hypothèse (1.2) sur f permet d’affirmer que a0 est défini sur L
2(Q) à valeurs

dans un ensemble borné de L∞(Q). En outre

‖a0(y)‖L∞(Q) � K, ∀y ∈ L2(Q), (1.11)

Ainsi le système (1.1) peut se mettre sous la forme⎧⎪⎨
⎪⎩

∂y

∂t
−Δy + a0(y)y = vχω dans Q,

y = 0 sur Σ,

y(0) = y0 dans Ω.

(1.12)
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1.2. Système linéarisé 5

Nous sommes maintenant en mesure de donner le système linéarisé associé à

(1.1), défini, étant donné z ∈ L2(Q), par

⎧⎪⎨
⎪⎩

∂y

∂t
−Δy + a0(z)y = vχω dans Q,

y = 0 sur Σ,

y(0) = y0 dans Ω.

(1.13)

Puisque a0(z) ∈ L∞(Q), y0 ∈ L2(Ω) et vχω ∈ L2(Q), le système (1.13) admet

une solution unique y dans �L2(0, T ;H1
0 (Ω) ∩ C([0, T ];L2(Ω)).

Notons que comme y ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ⊂ L2(0, T ;H1(Ω)), nous pouvons

définir
∂y

∂ν
sur Γ et on a

∂y

∂ν
∈ H−1(0, T ;H− 1

2 (Γ)), qui est un sous ensemble

de H−1(Σ).

Par conséquent notre but est : pour tous z ∈ L2(Q), a0(z) ∈ L∞(Q),
y0 ∈ L2(Ω) et ej ∈ H1

0 (Σ) j = 1, . . . ,M0, de trouver un contrôle v ∈ L2(G)

tel que la solution y de (1.13) vérifie (1.7) et (1.8).

Dans la suite de cette section, nous montrons que le problème (1.13), (1.7),

(1.8) est équivalent à un problème de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur

le contrôle.

Pour ce faire, nous introduisons une famille de problèmes adjoints associés à

(1.7) et définis comme suit. Pour chaque ej, 1 � j �M0, nous considérons le

problème adjoint :⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

−∂qj
∂t

−Δqj + a0(z)qj = 0 dans Q,

qj = ej sur Σ0,

qj = 0 sur Σ \ Σ0,

qj(T ) = 0 dans Ω.

(1.14)

Lemme 1.2.1. Sous l’hypothèse (1.6), les fonctions qjχω, 1 � j � M0, sont

linéairement indépendantes quel que soit z ∈ L2(Q).

Preuve. Soient γj ∈ R, 1 � j �M0, tels que

M0∑
j=1

γjqj = 0 dans G. (1.15)

Puisque qj est solution de (1.14) pour chaque j ∈ {1, . . . ,M0},
∑M0

j=1 γjqj = q

vérifie en particulier⎧⎨
⎩ −∂q

∂t
−Δq + a0(z)q = 0 dans Q,

q =
∑M0

j=1 γjej sur Σ0.
(1.16)
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6 Chapitre 1. Contrôlabilité à zéro avec contrainte

En combinant la première équation de (1.16) avec (1.15), nous en déduisons

selon une propriété de continuation unique pour l’équation d’évolution, que

q = 0 dans Q. Donc on a q = 0 sur Σ0. En considérant maintenant la seconde

équation de (1.16), l’hypothèse (1.6) implique que γj = 0 pour tout j ∈
{1, . . . ,M0}, ce qui achève la preuve du Lemme 1.2.1.

Proposition 1.2.2. Il existe une fonction réelle positive θ (donné par (1.27))

telle que quel que soit z ∈ L2(Q), il existe deux sous-espaces vectoriels de

L2(G) de dimension finie U et Uθ =
1

θ
U , et un élément u0(z) ∈ Uθ tels que

le problème de contrôlabilité à zéro avec contraintes sur la dérivée normale

(1.13), (1.7), (1.8) soit équivalent au problème suivant de contrôlabilité à zéro

avec contrainte sur le contrôle : étant donnés a0(z) ∈ L∞(Q) et y0 ∈ L2(Ω),

trouver

u ∈ U⊥ (1.17)

tel que si y est solution de⎧⎪⎨
⎪⎩

∂y

∂t
−Δy + a0(z)y = (u0 + u)χω dans Q,

y = 0 sur Σ,

y(0) = y0 dans Ω,

(1.18)

alors

y(T ) = 0 dans Ω. (1.19)

Preuve. Supposons que le problème de contrôlabilité à zéro avec con-

traintes sur la dérivée normale (1.13), (1.7), (1.8) soit vrai. Comme a0(z) ∈
L∞(Q) et ej ∈ H1

0 (Σ), j = 1, . . . ,M0, alors pour chaque j, le système (1.14)

possède une solution unique qj dans H
2,1(Q). En multipliant (1.13) par la

solution qj de (1.14), puis en intégrant par parties dans Q, nous obtenons∫
Ω

y(T )qj(T )dx−
∫
Ω

y(0)qj(0)dx− 〈∂y
∂ν
, qj〉H−1(Σ),H1

0 (Σ)

+

∫
Σ

y
∂qj
∂ν

dΓdt+

∫
Q

y(−∂qj
∂t

−Δqj + a0(z)qj)dxdt =

∫
Q

vχωqjdxdt.

Il s’ensuit que

−
∫
Ω

y0qj(0)dx− 〈∂y
∂ν
, ej〉H−1(Σ0),H1

0 (Σ0) =

∫
G

vqjdxdt.

D’après (1.7), on a

−
∫
Ω

y0qj(0)dx =

∫
G

vqjdxdt. (1.20)
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1.2. Système linéarisé 7

Soient U = Vect({q1χω, . . . , qM0χω}) et Uθ =
1

θ
U , où θ est une fonction positive

telle que
1

θ
� C pour une constante positive C, et dont une définition précise

sera donnée par (1.27). Alors il existe un unique u0 ∈ Uθ tel que pour chaque

j ∈ {1, . . . ,M0}, ∫
G

u0qjdxdt = −
∫
Ω

y0qj(0)dx. (1.21)

En effet, puisque u0 ∈ Uθ, u0 s’écrit u0 =
∑M0

k=1 αk
1
θ
qkχω. Ainsi, résoudre

(1.21) revient à trouver les αk tels que

M0∑
k=1

αk

∫
G

1

θ
qjqkdxdt = −

∫
Ω

y0qj(0)dx, 1 � j �M0.

Avec les notations suivantes

A =
(∫

G

1

θ
qjqkdxdt

)
1�j�M0
1�k�M0

, Z = (αj)1�j�M0 et B = −
(∫

Ω

y0qj(0)dx
)
1�j�M0

,

l’équation précédente peut se mettre sous la forme

M0∑
k=1

ajkzk = bj, 1 � j �M0,

en d’autres termes,

AZ = B.

La matrice A étant symétrique définie positive, elle est inversible et nous

sommes en mesure de déterminer les nombres réels αj, 1 � j � M0 et donc

l’élément u0.

En combinant (1.20) et (1.21), il vient∫
G

u0qjdxdt =

∫
G

vqjdxdt, pour chaque j ∈ {1, . . . ,M0}.

Ainsi, v − u0 ∈ U⊥ et il existe u ∈ U⊥ tel que v = u0 + u. Maintenant en

remplaçant v par u0 + u dans (1.13), nous en tirons (1.18).

Réciproquement, supposons que z ∈ L2(Q), a0(z) ∈ L∞(Q) et y0 ∈ L2(Ω)

sont donnés, et que la solution y de (1.18) est telle que y(T ) = 0 dans Ω.

Soient qj, j = 1, . . . ,M0, les solutions de (1.14), u ∈ U⊥ et u0 vérifiant (1.21).

En multipliant (1.18) par qj, puis en intégrant par parties dans Q, on a

−
∫
Ω

y0qj(0)dx− 〈∂y
∂ν
, ej〉H−1(Σ0),H1

0 (Σ0) =

∫
G

u0qjdxdt+

∫
G

uqjdxdt.

Il découle de (1.21) que

−〈∂y
∂ν
, ej〉H−1(Σ0),H1

0 (Σ0) =

∫
G

uqjdxdt,

ce qui termine la preuve de la Proposition 1.2.2, puisque u ∈ U⊥.
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8 Chapitre 1. Contrôlabilité à zéro avec contrainte

Remarque 1.2.3. La fonction u0 est telle que θu0 ∈ L2(G).

Dans la suite, nous noterons P l’opérateur de projection orthogonale de L2(G)

sur U .

1.3 Inégalité d’observabilité

Nous établissons dans cette section une inégalité d’observabilité,

conséquence d’une inégalité de Carleman que l’on doit à A. V. Fursikov et

O. Yu. Imanuvilov [20].

Soit ψ ∈ C2(Ω) telle que⎧⎨
⎩

ψ(x) > 0 ∀x ∈ Ω,

ψ(x) = 0 ∀x ∈ Γ,

|∇ψ(x)| 
= 0 ∀x ∈ Ω− ω.

(1.22)

Une telle fonction existe bien d’après [20]. Pour tout λ ∈ R
∗
+, définissons

ϕ(x, t) =
eλ(m‖ψ‖L∞(Ω)+ψ(x))

t(T − t)
, (1.23)

η(x, t) =
e2λm‖ψ‖L∞(Ω − eλ(m‖ψ‖L∞(Ω+ψ(x))

t(T − t)
, (1.24)

pour (x, t) ∈ Q et m > 1.

Enfin, introduisons les notations suivantes⎧⎪⎨
⎪⎩

Lρ =
∂ρ

∂t
−Δρ+ a0(z)ρ,

L∗ρ = −∂ρ
∂t

−Δρ+ a0(z)ρ,
(1.25)

où a0 ∈ L∞(Q).
L’inégalité de Carleman globale peut être formulée comme suit

Proposition 1.3.1 (Inégalité de Carleman globale [20, 25, 17]). Soient ψ, ϕ

et η les fonctions définies respectivement par (1.22)-(1.24). Alors il existe

λ0 = λ0(Ω, ω) > 1, s0 = s0(Ω, ω, T ) > 1 et C = C(Ω, ω) > 0 tels que, pour

λ � λ0, s � s0 et quel que soit ρ ∈ V, on ait∫
Q

e−2sη

sϕ

(∣∣∣∣∂ρ∂t
∣∣∣∣
2

+ |Δρ|2
)
dxdt+

∫
Q

sλ2ϕe−2sη|∇ρ|2dxdt

+

∫
Q

s3λ4ϕ3e−2sη|ρ|2dxdt

� C

(∫
Q

e−2sη|L∗ρ|2dxdt+
∫
G

s3λ4ϕ3e−2sη|ρ|2dxdt
)
.

(1.26)
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1.3. Inégalité d’observabilité 9

Puisque ϕ ne s’annule pas dans Q, nous pouvons poser

θ = ϕ− 3
2 esη. (1.27)

Le corollaire suivant résulte de (1.26).

Corollaire 1.3.2 ([40] p. 546). Il existe une fonction réelle positive θ (donnée

par (1.27)) et une constante positive C = C(Ω, ω,K, T ) telles que pour tout

ρ ∈ V, on ait∫
Ω

|ρ(0)|2dx+
∫
Q

1

θ2
|ρ|2dxdt � C

(∫
Q

|L∗ρ|2dxdt+
∫
G

|ρ|2dxdt
)
. (1.28)

Maintenant, nous allons énoncer l’inégalité d’observabilité dont la preuve

est basée sur les deux lemmes suivants.

Lemme 1.3.3. Supposons (1.6). Soient μ ∈ L∞(Q) et ψj, 1 � j � M0, la

solution de ⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

−∂ψj

∂t
−Δψj + μψj = 0 dans Q,

ψj = ej sur Σ0,

ψj = 0 sur Σ \ Σ0,

ψj(T ) = 0 dans Ω.

(1.29)

Soit ρ une fonction appartenant à Vect({ψ1χω, . . . , ψM0χω}) et vérifiant{
−∂ρ
∂t

−Δρ+ μρ = 0 dans Q,

ρ = 0 sur Σ.
(1.30)

Alors la fonction ρ est identiquement nulle dans G.

Preuve. Soit ρ une fonction appartenant à Vect({ψ1χω, . . . , ψM0χω})
vérifiant (1.30). Alors il existe γj ∈ R, 1 � j � M0, tels que ρ =

M0∑
j=1

γjψjχω.

Posons σ =

M0∑
j=1

γjψj ; il résulte de (1.29) que

⎧⎨
⎩ −∂σ

∂t
−Δσ + μσ = 0 dans Q,

σ =
∑N0

j=1 γjejχΣ0 sur Σ.

Et puisque⎧⎨
⎩ −∂(σ − ρ)

∂t
−Δ(σ − ρ) + μ(σ − ρ) = 0 dans Q,

σ − ρ = 0 dans G,
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10 Chapitre 1. Contrôlabilité à zéro avec contrainte

nous en déduisons que σ = ρ dans Q. En particulier σ|Σ = 0, ce qui entrâıne
M0∑
j=1

γjejχΣ0 = 0. Il découle de (1.6) que γj = 0 pour tout j ∈ {1, . . . ,M0},
d’où ρ = 0 dans G.

Lemme 1.3.4 ([40, 38]). Soit (H, (., .)H) un espace de Hilbert. Pour n ∈ N
∗,

soit {pn1 , . . . , pnM0
} une famille de M0 vecteurs linéairement indépendants de

H et soit hn une fonction dans l’espace vectoriel engendré par {pn1 , . . . , pnM0
}.

Supposons qu’il existe une famille de vecteurs linéairement indépendants

{p1, . . . , pM0} de H, telle que

pni
→ pi fortement dans H pour 1 � i �M0. (1.31)

Supposons également qu’il existe une constante positive C telle que

‖hn‖H � C, (1.32)

où ‖hn‖H = (hn, hn)
1/2
H . Alors nous pouvons extraire une sous-suite telle que

hn → h ∈ Vect({p1, . . . , pM0}) fortement dans H.

Preuve. {pn1 , . . . , pnM0
} étant une famille deM0 vecteurs libres, nous pou-

vons utiliser le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt pour construire

une base orthonormée du sous-espace qu’elle engendre. Nous allons donc trans-

former {pn1 , . . . , pnM0
} en une famille de vecteurs orthonormés {rn1 , . . . , rnM0

},
donnés par

rni
=

wni

‖wni
‖H , (1.33)

où

wn1 = pn1 , (1.34)

wni
= pni

−
i−1∑
j=1

(pni
, rnj

)Hrnj
, 2 � i �M0. (1.35)

On a pour i ∈ {1, . . . ,M0}, ‖rni
‖H = 1 donc par extraction de sous-suite, il

existe ri ∈ H tel que

rni
⇀ ri faiblement dans H, 1 � i �M0. (1.36)

Montrons par récurrence la propriété P(i) suivante

“wni
→ pi −

i−1∑
j=1

(pi, rj)Hrj = wi fortement dans H, 1 � i �M0”. (1.37)
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Selon (1.31) et (1.34), il vient

wn1 → p1 fortement dans H,

et P(1) est vraie.
Supposons que i ∈ {2, . . . ,M0} et k ∈ {1, . . . , i− 1} ; on a

wnk
→ pk −

k−1∑
j=1

(pk, rj)Hrj = wk fortement dans H. (1.38)

Pour i ∈ {2, . . . ,M0} et k ∈ {1, . . . , i−1}, on a d’après (1.33),(1.38) et (1.36),
rnk

→ wk

‖wk‖H = rk fortement dans H.

Ainsi (1.35) et (1.31) impliquent que

wni
→ pi −

i−1∑
j=1

(pi, rk)Hrk fortement dans H.

D’où P(i) est vraie. Par conséquent la propriété (1.37) est vraie pour tout
i ∈ {1, . . . ,M0}.
En passant à la limite n→ +∞ dans (1.33), nous en tirons

ri =
wi

‖wi‖H ,
où

w1 = p1,

wi = pi −
i−1∑
j=1

(pi, rj)Hrj, 2 � i �M0.

La famille {r1, . . . , rM0} forme donc une base orthonormée du sous-espace

Vect({p1, . . . , pM0}). Par ailleurs, comme hn ∈ Vect({pn1 , . . . , pnM0
}) =

Vect({rn1 , . . . , rnM0
}), il existe βni

∈ R, 1 � i � M0, tels que hn =∑M0

i=1 βni
rni
.

L’hypothèse (1.32) est équivalente à( M0∑
i=1

|βni
|2
)1/2

� C.

Nous pouvons extraire une sous-suite telle que

βni
→ βi dans R, 1 � i �M0.

Il s’ensuit que,

hn →
M0∑
i=1

βiri = h fortement dans H, 1 � i �M0.

Finalement h ∈ Vect({r1, . . . , rM0} = Vect({p1, . . . , pM0}).

ManuscritCaroleLouisRose.pdf   31 21/01/2014   12:26:56



12 Chapitre 1. Contrôlabilité à zéro avec contrainte

Proposition 1.3.5 (Inégalité d’observabilité). Il existe une constante positive

C = C(Ω, ω,K, T ) telle que pour tout z ∈ L2(Q) et tout ρ ∈ V,
∫
Ω

|ρ(0)|2dx+
∫
Q

1

θ2
|ρ|2dxdt � C

(∫
Q

|L∗ρ|2dxdt+
∫
G

|ρ− Pρ|2dxdt
)
.

(1.39)

Preuve. Pour prouver (1.39), nous procédons par unicité-compacité. Sup-

posons que l’inégalité n’est pas vérifiée, i.e. quel que soit n ∈ N
∗, il existe une

suite (zn) de L
2(Q) et une suite (rn) de V telles que

∫
Ω

|rn(0)|2dx+
∫
Q

1

θ2
|rn|2dxdt > Cn

(∫
Q

|L∗
nrn|2dxdt+

∫
G

|rn − Pnrn|2dxdt
)
,

où L∗
nrn = −∂rn

∂t
−Δrn + a0(zn)rn et Pn représente l’opérateur de projection

orthogonale de L2(G) sur U(zn) = Vect({q1(zn)χω, . . . , qM0(zn)χω}).
Posons

σn =
rn( ∫

Ω
|rn(0)|2dx+

∫
Q

1
θ2
|rn|2dxdt

)1/2
,

alors (∫
Ω

|σn(0)|2dx+
∫
Q

1

θ2
|σn|2dxdt

)1/2

= 1.

On a donc

1 > Cn

(∫
Q

|L∗
nσn|2dxdt+

∫
G

|σn − Pnσn|2dxdt
)
.

Par conséquent, si (1.39) n’est pas vraie, alors quel que soit n ∈ N
∗, il existe

une suite (zn) de L
2(Q) et une suite (σn) de V telle que

∫
Ω

|σn(0)|2dx+
∫
Q

1

θ2
|σn|2dxdt = 1, (1.40)∫

Q

|L∗
nσn|2dxdt <

1

n
, (1.41)∫

G

|σn − Pnσn|2dxdt < 1

n
. (1.42)

Pour tout n ∈ N
∗, on a∫

G

1

θ2
|Pnσn|2dxdt � 2

(∫
G

1

θ2
|σn|2dxdt+

∫
G

1

θ2
|σn − Pnσn|2dxdt

)
.
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Le terme

∫
G

1

θ2
|σn|2dxdt est borné d’après (1.40). Comme 1

θ2
est borné dans

G, alors en tenant compte de (1.42), il existe une constante positive C telle

que ∫
G

1

θ2
|Pnσn|2dxdt � C.

Pnσn étant un élément de U(zn) et U(zn), un sous-espace vectoriel de L2(G)

de dimension finie, on en déduit que∫
G

|Pnσn|2dxdt � C. (1.43)

En effet, u 	→
(∫

G

∣∣∣1
θ
u
∣∣∣2dxdt) 1

2
est une norme sur L2(G) qui induit sur

U une norme équivalente à toutes les normes sur U (car U est un sous-espace

vectoriel de L2(G) de dimension finie). En particulier, elle est équivalente à la

norme
U → R+

u 	→
(∫

G

|u|2dxdt
) 1

2
.

Or ∫
G

|σn|2dxdt � 2
(∫

G

|Pnσn|2dxdt+
∫
G

|σn − Pnσn|2dxdt
)
.

En utilisant (1.42) et (1.43), il vient∫
G

|σn|2dxdt � C. (1.44)

Par conséquent, il existe une sous-suite de (σn)n (encore notée (σn)n) et σ ∈
L2(G) tels que

σn ⇀ σ faiblement dans L2(G). (1.45)

Maintenant, au vu de (1.40) et de la définition de
1

θ
, nous pouvons dire que

(σn)n est bornée dans L2(]μ, T − μ[×Ω), ∀μ > 0. Après extraction de sous-

suite, on a

σn ⇀ σ faiblement dans L2(]μ, T − μ[×Ω), ∀μ > 0.

Ainsi,

σn → σ dans D ′(Q). (1.46)

Puisque zn ∈ L2(Q), qj(zn), 1 � j � M0 est solution de (1.14) et que ej ∈
H1

0 (Σ), nous savons que qj(zn) ∈ H2,1(Q). En outre, il existe une constante

positive C telle que

‖qj(zn)‖H2,1(Q) � C‖ej‖H1
0 (Σ). (1.47)
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14 Chapitre 1. Contrôlabilité à zéro avec contrainte

Donc nous pouvons extraire une sous-suite et en déduire qu’il existe ψj ∈
H2,1(Q) tel que pour j ∈ {1, . . . ,M0}

qj(zn)⇀ ψj faiblement dans H
2,1(Q).

Le Lemme de compacité d’Aubin-Lions implique que l’injection de H2,1(Q)

dans L2(Q) est compacte, de sorte que pour 1 � j �M0,

qj(zn) → ψj fortement dans L
2(Q). (1.48)

D’autre part, en prenant en compte (1.11), il existe une constante positive

C = C(T,Ω) telle que

‖a0(zn)‖L2(Q) � C‖a0(zn)‖L∞(Q) � C.

Par conséquent, il existe une sous-suite de a0(zn) (encore notée a0(zn)) et

μ ∈ L2(Q) tels que

a0(zn)⇀ μ faiblement dans L2(Q). (1.49)

D’où en considérant (1.47)-(1.49), ψj, 1 � j �M0 est solution de⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

−∂ψj

∂t
−Δψj + μψj = 0 dans Q,

ψj = ej sur Σ0,

ψj = 0 sur Σ \ Σ0,

ψj(T ) = 0 dans Ω.

(1.50)

Comme Pnσn ∈ U(zn) et vérifie (1.43), nous pouvons appliquer le Lemme
1.3.4 avec H = L2(G), pni

= qj(zn)χω, hn = Pnσn. Il existe g dans

Vect({ψ1χω, . . . , ψM0χω}) tel que

Pnσn → g fortement dans L2(G).

D’autre part, il résulte de (1.42) que

σn − Pnσn → 0 fortement dans L2(G). (1.51)

Nous pouvons en tirer que

σn → g fortement dans L2(G).

D’où d’après (1.45), on a

σn → σ = g fortement dans L2(G). (1.52)
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Nous concluons que σχω ∈ Vect({ψ1χω, . . . , ψM0χω}).
Etant donné que L∗

n = − ∂

∂t
−Δ+a0(zn)I est faiblement continue dans D ′(Q),

alors selon (1.46) et (1.49),

L∗
nσn → −∂σ

∂t
−Δσ + μσ dans D ′(Q).

Mais (1.41) implique que

L∗
nσn → 0 fortement dans L2(Q), (1.53)

d’où −∂σ
∂t

− Δσ + μσ = 0 dans Q. Comme σn ∈ V vérifie (1.44) et (1.53),

nous pouvons appliquer (1.26) à σn et en déduire que σn est bornée dans

L2(]μ, T − μ[;H2(Ω)), ∀μ > 0. Ainsi quel que soit μ > 0,

σn ⇀ σ faiblement dans L2(]μ, T − μ[×Γ).

Par conséquent,

σn → σ dans D ′(Σ).

Et puisque σn|Σ = 0,

σ|Σ = 0.

Donc σ vérifie σχω ∈ Vect({ψ1χω, . . . , ψM0χω}) et
{

−∂σ
∂t

−Δσ + μσ = 0 dans Q,

σ = 0 sur Σ.

En utilisant le Lemme 1.3.3, nous en déduisons que

σ = 0 dans G,

et (1.52) peut s’écrire sous la forme

σn → 0 fortement dans L2(G).

Comme (σn)n vérifie (1.28), alors∫
Ω

|σn(0)|2dx+
∫
Q

∣∣∣1
θ
σn

∣∣∣2dxdt→ 0,

ce qui est en contradiction avec (1.40).
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Nous énonçons une proposition qui nous sera utile pour prouver l’estima-

tion (1.9), et dont la démonstration repose sur le lemme suivant.

Lemme 1.3.6. Supposons (1.6) et considérons θ la fonction donnée par la

Proposition 1.2.2. Soient qj, 1 � j � M0 et u0 respectivement définis par le

système (1.14) et la relation (1.21). Pour tout z ∈ L2(Q), posons

Aθ(z) =

∫
G

1

θ
qi(z)qj(z)dxdt, 1 � i, j �M0.

Alors il existe δ > 0 tel que pour tout z ∈ L2(Q),

(Aθ(z)X(z), X(z))RM0 � δ‖X(z)‖2
RM0 , (1.54)

où X(z) = (X1(z), . . . , XM0(z)) ∈ R
M0 et

(Aθ(z)X(z), X(z))RM0 =

∫
G

1

θ

( M0∑
i=1

Xi(z)qi(z)
)( M0∑

j=1

Xj(z)qj(z)
)
dxdt.

Preuve. Pour montrer (1.54), nous procédons par contradiction. Si (1.54)

n’est pas vraie, alors quel que soit n ∈ N
∗, il existe une suite (zn)n de L2(Q)

et un vecteur X(zn) = (X1(zn), . . . , XM0(zn)) of R
M0 tels que

(Aθ(zn)X(zn), X(zn))RM0 � 1

n
‖X(zn)‖2RM0 .

Posons X̃(zn) =
X(zn)

‖X(zn)‖RM0

, alors

‖X̃(zn)‖RM0 =
( M0∑

j=1

|X̃j(zn)|2
)1/2

= 1, (1.55)

(Aθ(zn)X̃(zn), X̃(zn))RM0 � 1

n
. (1.56)

Par conséquent, il existe des sous-suites X̃j(zn), 1 � j � M0 (encore notées

X̃j(zn)) et X̃j ∈ R tels que 1 � j �M0,

X̃j(zn) → X̃j dans R. (1.57)

De plus,

‖X̃‖RM0 =
( M0∑

j=1

|X̃j|2
) 1

2
= 1. (1.58)
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A présent soit φ̃n =
∑M0

j=1 X̃j(zn)qj(zn). Les inégalités successives suivantes

résultent de l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

|φ̃n| =
∣∣∣ M0∑
j=1

X̃j(zn)qj(zn)
∣∣∣ � ( M0∑

j=1

|X̃j(zn)|2
)1/2( M0∑

j=1

|qj(zn)|2
)1/2

,

|φ̃n|2 � ‖X̃j(zn)‖2RM0

M0∑
j=1

|qj(zn)|2,
∫
Q

|φ̃n|2dxdt � ‖X̃j(zn)‖2RM0

∫
Q

M0∑
j=1

|qj(zn)|2dxdt,

‖φ̃n‖L2(Q) � ‖X̃j(zn)‖RM0

( M0∑
j=1

‖qj(zn)‖2L2(Q)

)1/2

.

D’où d’après (1.47), (1.48), (1.55), (1.57) et le Lemme 1.3.4, il s’ensuit que

φ̃n →
M0∑
j=1

X̃jψj = φ̃ fortement dans L2(Q).

Or nous déduisons de (1.56) que∫
G

1

θ
|φ̃n|2dxdt = (Aθ(zn)X̃(zn), X̃(zn))RM0 � 1

n
,

donc

∫
G

1

θ
|φ̃|2dxdt = 0 et φ̃ = 0 dans G.

Les ψj, 1 � j �M0 étant les solutions de (1.50), φ̃ vérifie⎧⎨
⎩ −∂φ̃

∂t
−Δφ̃+ μφ̃ = 0 dans Q,

φ̃ =
∑M0

j=1 X̃jej sur Σ0.

Ainsi φ̃ = 0 dans Q, ce qui implique que
∑M0

j=1 X̃jej = 0 sur Σ0. Il découle

de l’hypothèse (1.6) que X̃j = 0 pour tout j ∈ {1, . . . ,M0}, ce qui contredit
(1.58).

Proposition 1.3.7. Soit θ la fonction donnée par la Proposition 1.2.2, et

soient qj, 1 � j � M0 et u0 respectivement définis par le système (1.14) et la

relation (1.21). Alors il existe une constante positive C = C(Ω, ω,K, T,
∑M0

j=1

‖ej‖H1
0 (Σ), ‖a0‖L∞(Q)) telle que quel que soit z ∈ L2(Q),

‖u0(z)‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω), (1.59)

‖θu0(z)‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω).
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18 Chapitre 1. Contrôlabilité à zéro avec contrainte

Preuve. Selon l’inégalité (1.21), on a pour tout z ∈ L2(Q),∫
G

u0(z)qj(z)dxdt = −
∫
Ω

y0qj(z)(0)dx, 1 � j �M0. (1.60)

Puisque u0(z) ∈ Uθ(z), il existe α(z) = (α1(z), . . . , αM0(z)) ∈ R
M0 tel que

u0(z) =

M0∑
i=1

αi(z)
1

θ
qi(z)χω. (1.61)

Donc (1.60) peut se mettre sous la forme

∫
G

M0∑
i=1

αi(z)
1

θ
qi(z)qj(z)dxdt = −

∫
Ω

y0qj(z)(0)dx, 1 � j �M0.

Par conséquent,

∫
G

1

θ

( M0∑
i=1

αi(z)qi(z)
)( M0∑

j=1

αj(z)qj(z)
)
dxdt

= −
∫
Ω

y0
M0∑
j=1

αj(z)qj(z)(0)dx. (1.62)

Maintenant en appliquant le Lemme 1.3.6 au membre de gauche de (1.62),

nous obtenons

δ‖α(z)‖2
RM0 � −

∫
Ω

y0
M0∑
j=1

αj(z)qj(z)(0)dx.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour le membre de droite de cette

dernière inégalité, il vient

δ‖α(z)‖2
RM0 � ‖y0‖L2(Ω)

M0∑
j=1

|αj(z)|‖qj(z)(0)‖L2(Ω). (1.63)

Puisque qj est solution de (1.14) pour 1 � j � M0, on a en plus de (1.47),

l’inégalité d’énergie suivante

‖qj(z)(0)‖L2(Ω) � C‖ej‖H1
0 (Σ).

En effet, en multipliant par qj l’EDP dans (1.14), puis en intégrant par

parties dans Ω, on a

−
∫
Ω

∂qj
∂t
qjdx−

∫
Ω

qjΔqjdx+

∫
Ω

a0(z)|qj|2dx = 0.
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1.3. Inégalité d’observabilité 19

La formule de Green donne

−1
2

∫
Ω

d

dt
(|qj|2)dx =

∫
Γ

∂qj
∂ν

qjdΓ−
∫
Ω

|∇qj|2dx−
∫
Ω

a0(z)|qj|2dx.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons donc

−1
2

∫
Ω

d

dt
(|qj|2)dx �

∥∥∥∂qj
∂ν

∥∥∥
L2(Γ)

‖qj‖L2(Γ) + ‖a0(z)‖L∞(Ω)‖qj‖2L2(Ω).

En appliquant le Théorème 4.3.28 p. 100 [1], il vient

−1
2

∫
Ω

d

dt
(|qj|2)dx � C‖qj‖H2(Ω)‖qj‖L2(Γ) + ‖a0(z)‖L∞(Ω)‖qj‖2H2(Ω).

Puis nous intégrons entre 0 et T , et nous appliquons à nouveau l’inégalité de

Cauchy-Schwarz,

1

2

∫
Ω

(−|qj(T )|2 + |qj(0)|2)dx � C
(
‖qj‖L2(0,T ;H2(Ω))‖qj‖L2(Σ)

+ ‖a0(z)‖L∞(Q)‖qj‖2L2(0,T ;H2(Ω))

)
,

ce qui implique que

1

2

∫
Ω

|qj(0)|2dx � C
(
‖qj‖L2(0,T ;H2(Ω))‖ej‖L2(Σ0)

+ ‖a0(z)‖L∞(Q)‖qj‖2L2(0,T ;H2(Ω))

)
.

Nous en déduisons que

‖qj(0)‖2L2(Ω) � C
(
‖ej‖H1

0 (Σ)+‖a0(z)‖L∞(Q)‖qj‖L2(0,T ;H2(Ω))

)
‖qj‖L2(0,T ;H2(Ω)).

D’où, nous trouvons d’après (1.63),

‖α(z)‖2
RM0 � δ−1C‖y0‖L2(Ω)‖α(z)‖RM0

(
M0∑
j=1

‖ej‖2H1
0 (Σ)

) 1
2

.

Par ailleurs, il résulte de (1.61) que pour tout z ∈ L2(Q),

‖u0(z)‖L2(G) �
∥∥∥1
θ

∥∥∥
L∞(G)

‖α(z)‖RM0

(
M0∑
i=1

‖qi(z)‖2L2(G)

) 1
2

,

‖θu0(z)‖L2(G) � ‖α(z)‖RM0

(
M0∑
i=1

‖qi(z)‖2L2(G)

) 1
2

.
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20 Chapitre 1. Contrôlabilité à zéro avec contrainte

Finalement

‖u0(z)‖L2(G) �
∥∥∥1
θ

∥∥∥
L∞(G)

δ−1C‖y0‖L2(Ω)

M0∑
i=1

‖ej‖2H1
0 (Σ),

‖θu0(z)‖L2(G) � δ−1C‖y0‖L2(Ω)

M0∑
i=1

‖ej‖2H1
0 (Σ),

ce qui termine la preuve de la Proposition 1.3.7.

1.4 Contrôlabilité à zéro avec contrainte sur

le contrôle

Nous débutons cette section par la preuve de l’existence de solution au

problème (1.17)-(1.19).

Pour cela, nous définissons sur V × V la forme bilinéaire symétrique suivante

b(ρ, σ) =

∫
Q

L∗ρL∗σdxdt+
∫
G

(ρ− Pρ)(σ − Pσ)dxdt. (1.64)

D’après la Proposition 1.3.5, cette forme bilinéaire est un produit scalaire sur

V . Soit V = V le complété de l’espace préhilbertien V par rapport à la norme

b(ρ, ρ) =

(∫
Q

|L∗ρ|2dxdt+
∫
G

|ρ− Pρ|2dxdt
) 1

2

. (1.65)

Le completé V de V est un espace de Hilbert.

Lemme 1.4.1. Quel que soit ρ ∈ V , considérons

L(ρ) =
∫
Q

u0χωρdxdt+

∫
Ω

y0ρ(0)dx.

Alors quel que soit z ∈ L2(Q), il existe un unique ρθ = ρθ(z) ∈ V tel que

b(ρθ, σ) = L(σ) ∀σ ∈ V,

autrement dit,∫
Q

L∗ρθL∗σdxdt+
∫
G

(ρθ − Pρθ)(σ − Pσ)dxdt =

∫
Q

u0χωσdxdt

+

∫
Ω

y0σ(0)dx, ∀σ ∈ V. (1.66)
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Preuve. Pour tout σ ∈ V , il découle de (1.39) et de l’inégalité de Cauchy-

Schwarz que

|L(σ)| �
∫
Q

|u0χωσ|dxdt+
∫
Ω

|y0σ(0)|dx

� ‖θu0χω‖L2(Q)

∥∥∥1
θ
σ
∥∥∥
L2(Q)

+ ‖y0‖L2(Ω)‖σ(0)‖L2(Ω)

� C(‖θu0‖L2(G) + ‖y0‖L2(Ω))‖σ‖V ,

ce qui signifie que la forme linéaire L est continue sur V . Ainsi nous pouvons

appliquer le Théorème de représentation de Riesz et en déduire que quel que

soit z ∈ L2(Q), il existe un unique ρθ ∈ V tel que pour tout σ ∈ V , on ait

b(ρθ, σ) = L(σ),

et la preuve du Lemme 1.4.1 est complète.

Proposition 1.4.2. Pour y0 ∈ L2(Ω) et z ∈ L2(Q), soit ρθ l’unique solution

de (1.66). Posons

uθ = −(ρθ − Pρθ)χω, (1.67)

yθ = L∗ρθ. (1.68)

Alors (uθ, yθ) est solution du problème de contrôlabilité (1.17)-(1.19). De plus

il existe une constante positive C = C(Ω, ω,K, T,
∑M0

j=1 ‖ej‖H1
0 (Σ), ‖a0‖L∞(Q))

telle que

‖ρθ‖V � C‖y0‖L2(Ω), (1.69)

‖uθ‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω), (1.70)

‖yθ‖L2(Q) � C‖y0‖L2(Ω). (1.71)

Preuve. D’une part, puisque ρθ ∈ V , on a uθ ∈ L2(G) et yθ ∈ L2(Q).

D’autre part, Pρθ étant un élément de U , uθ ∈ U⊥. En remplaçant −(ρθ −
Pρθ)χω et L

∗ρθ respectivement par uθ et yθ dans (1.66), il vient∫
Q

yθL
∗σdxdt−

∫
G

uθ(σ − Pσ)dxdt =

∫
Q

u0χωσdxdt+

∫
Ω

y0σ(0)dx, (1.72)

pour tout σ ∈ V . En particulier pour φ ∈ D(Q), nous obtenons

〈yθ, L∗φ〉D ′(Q),D(Q) − 〈uθχω, φ〉D ′(Q),D(Q) = 〈u0χω, φ〉D ′(Q),D(Q). (1.73)

D’où

Lyθ = (u0 + uθ)χω dans Q. (1.74)
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22 Chapitre 1. Contrôlabilité à zéro avec contrainte

Comme yθ ∈ L2(Q) = L2(0, T ;L2(Ω)), on a d’une part
∂yθ
∂t

∈
H−1(0, T ;L2(Ω)), et selon (1.74),

Δyθ =
∂yθ
∂t

+ a0yθ − (u0 + uθ)χω ∈ H−1(0, T ;L2(Ω))

car a0yθ − (u0 + uθ)χω ∈ L2(Q). Par suite, yθ|Σ et
∂yθ
∂ν

∣∣∣
Σ
existent et apparti-

ennent respectivement à H−1(0, T ;H− 1
2 (Γ)) et H−1(0, T ;H− 3

2 (Γ)) (voir [32]).

D’autre part, Δyθ ∈ L2(0, T ;H−2(Ω)) et toujours selon (1.74),

∂yθ
∂t

= Δyθ − a0yθ + (u0 + uθ)χω ∈ L2(0, T ;H−2(Ω)).

Par conséquent, t 	→ yθ(x, t) est continue de [0, T ] dans H
−1(Ω), i.e yθ(T ) et

yθ(0) sont bien définis dans H
−1(Ω).

En multipliant (1.74) par φ ∈ C∞(Q) puis en intégrant par parties dans Q,

nous trouvons

〈yθ(T ), φ(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) − 〈yθ(0), φ(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω)

− 〈∂yθ
∂ν

, φ〉
H−1(0,T ;H− 3

2 (Γ)),H1
0 (0,T ;H

3
2 (Γ))

+ 〈yθ, ∂φ
∂ν

〉
H−1(0,T ;H− 1

2 (Γ)),H1
0 (0,T ;H

1
2 (Γ))

+

∫
Q

yθL
∗φdxdt =

∫
Q

u0χωφdxdt+

∫
G

uθφdxdt. (1.75)

En particulier pour φ tel que φ = 0 sur Σ, on a conformément à (1.72),

〈yθ(T ), φ(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) − 〈yθ(0), φ(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω)

+ 〈yθ, ∂φ
∂ν

〉
H−1(0,T ;H− 1

2 (Γ)),H1
0 (0,T ;H

1
2 (Γ))

+

∫
Ω

y0φ(0)dx = 0,

ce qui est équivalent à

〈yθ(T ), φ(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) + 〈y0 − yθ(0), φ(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω)

+ 〈yθ, ∂φ
∂ν

〉
H−1(0,T ;H− 1

2 (Γ)),H1
0 (0,T ;H

1
2 (Γ))

= 0.

En choisissant successivement φ tel que φ(T ) = φ(0) = 0 dans Ω, puis φ(0) = 0

dans Ω, nous en déduisons que⎧⎨
⎩

yθ = 0 sur Σ,

yθ(T ) = 0 dans Ω,

yθ(0) = y0 dans Ω.

Finalement (uθ, yθ) est solution de (1.17)-(1.19).
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Nous donnons maintenant la démonstration des estimations (1.69)-(1.71).

Prenons σ = ρθ dans (1.66), alors

‖yθ‖2L2(Q) + ‖uθ‖2L2(G) =

∫
Q

u0χωρθdxdt+

∫
Ω

y0ρθ(0)dx, (1.76)

ce qui, au vu de la définition de la norme dans V donnée par (1.65), est

équivalent à

‖ρθ‖2V =

∫
Q

u0χωρθdxdt+

∫
Ω

y0ρθ(0)dx. (1.77)

Par conséquent, il résulte de l’inégalité de Cauchy-Schwarz et de (1.39), que

‖ρθ‖2V � C(‖θu0χω‖L2(Q) + ‖y0‖L2(Ω))‖ρθ‖V . (1.78)

En appliquant la Proposition 1.3.7, (1.78) peut être réduit à (1.69). Quant à

(1.70) et (1.71), ce sont des conséquences de (1.76) et (1.77).

Proposition 1.4.3. Quel que soit z ∈ L2(Q), il existe un unique contrôle

û = û(z) tel que

‖û‖L2(G) = min{‖u‖L2(G), u ∈ F}
où F = {u = u(z) ∈ L2(G); (u, y) vérifie (1.17)− (1.19)}. Par ailleurs, il ex-

iste une constante positive C = C(Ω, ω,K, T,
∑M0

j=1 ‖ej‖H1
0 (Σ), ‖a0‖L∞(Q)) telle

que

‖û‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω). (1.79)

Preuve. La Proposition 1.4.2 garantit que l’ensemble F est non vide.

Nous allons maintenant vérifier plusieurs propriétés.

F est convexe : Résulte du fait que l’application u 	→ y, où y est la solution

de 1.18 associée à u, est affine.

F est fermé dans L2(G) : Soit (un)n une suite dans F . Supposons qu’elle
converge vers u dans L2(G). Alors

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n � n0, ‖un − u‖L2(G) � ε.

Soit yn la solution de (1.18) associée à un. La suite (un) étant bornée dans

L2(G), on a que la suite (yn) est bornée dans W (0, T ). Donc nous pouvons

extraire une sous-suite telle que

yn ⇀ y faiblement dans W (0, T ).

Par le Lemme de compacité d’Aubin-Lions, l’injection deW (0, T ) dans L2(Q)

est compacte. Par conséquent,

yn → y fortement dans L2(Q),
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24 Chapitre 1. Contrôlabilité à zéro avec contrainte

nous concluons que u ∈ F .
Considérons la forme bilinéaire symétrique définie sur L2(G)× L2(G) par

π(u, v) =

∫
G

uvdxdt, et la forme linéaire l identiquement nulle.

Alors π(., .) est continue d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz et π(., .) est

coercive par définition.

D’où en appliquant le Théorème 1.1. p. 4 [32], nous pouvons dire qu’il

existe un unique û ∈ F solution de

J(û) = inf
u∈F

J(u)

où J(v, v) = π(v, v)− 2l(v), autrement dit,

‖û‖2L2(G) = inf
u∈F

‖û‖2L2(G).

Par suite,

‖û‖L2(G) � ‖uθ‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω).

Nous énonçons le résultat principal de cette section.

Théorème 1.4.4. Supposons (1.6). Alors quel que soit z ∈ L2(Q), il existe

un unique contrôle ũ = ũ(z) de norme minimale dans L2(G) tel que (ũ, ỹ) soit

solution du problème de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le contrôle

(1.17)-(1.19). De plus, le contrôle ũ est donné par

ũ = ρ̃χω − P ρ̃, (1.80)

où ρ̃ = ρ̃(z) vérifie {
L∗ρ̃ = 0 dans Q,

ρ̃ = 0 sur Σ.
(1.81)

Par ailleurs, il existe une constante positive C = C(Ω, ω,K, T,
∑M0

j=1 ‖ej‖H1
0 (Σ),

‖a0‖L∞(Q)) telle que

‖ρ̃‖V � C‖y0‖L2(Ω), (1.82)

‖ρ̃‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω). (1.83)

Preuve. Nous divisons la preuve en quatre étapes.

Etape 1 : Soient ε > 0, z ∈ L2(Q) et A l’ensemble donné par

A = {(u, y); u = u(z) ∈ U⊥, y = y(z) ∈ L2(Q), Ly ∈ L2(Q), y|Σ = 0,

y(T ) = 0 dans Ω et y(0) = y0 dans Ω}.
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A est un sous-ensemble non vide, convexe et fermé de L2(G) × L2(Q). Pour

tout couple (u, y) de A, définissons la fonctionnelle

Jε(u, y) =
1

2
‖u‖2L2(G) +

1

2ε
‖Ly − (u0 + u)χω‖2L2(Q), (1.84)

et considérons le problème de minimisation suivant

inf{Jε(u, y)|(u, y) ∈ A}. (1.85)

Nous montrons que pour tout ε > 0, le problème (1.85) possède une solution

qui est unique.

Etape 2 : Nous démarrons avec l’existence. Puisque (uθ, yθ) ∈ A, A 
= ∅
et comme de plus Jε est minoré (par 0), nous en déduisons que inf{Jε(u, y);
(u, y) ∈ A} = Iε existe bien. Par définition de la borne inférieure,

∀δ > 0, ∃(uδ, yδ) ∈ A tel que Iε � Jε(uδ, yδ) < Iε + δ.

Prenons δ = 1
n
, n ∈ N

∗, alors

∀n ∈ N
∗, ∃(un, yn) = (un(z), yn(z)) ∈ A tel que Iε � Jε(un, yn) < Iε +

1

n
.

(1.86)

Par conséquent, (un, yn) ∈ A est une suite minimisante de Jε, i.e.

lim
n→+∞

Jε(un, yn) = Iε.

Or on a

Iε � Jε(uθ, yθ) =
1

2
‖uθ‖2L2(G). (1.87)

En prenant en compte (1.86), (1.87) et (1.70), il existe une constante positive

C = C(Ω, ω,K, T,
∑M0

j=1 ‖ej‖H1
0 (Σ)) telle que Jε(un, yn) < C2‖y0‖2L2(Ω). Nous

tirons de (1.84) que

‖un‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω), (1.88)

‖Lyn − (u0 + un)χω‖L2(Q) � C
√
ε‖y0‖L2(Ω), (1.89)

En combinant (1.88) et (1.89), nous obtenons d’après (1.59),

‖Lyn‖L2(Q) � C
√
ε‖y0‖L2(Ω). (1.90)

Il s’ensuit de (1.88) et (1.90) qu’il existe une sous-suite de (un) (encore notée

(un)), une sous-suite de (yn) (encore notée (yn)), uε = uε(z) ∈ L2(G) et

ξε ∈ L2(Q) tels que

un ⇀ uε faiblement dans L
2(G), (1.91)

Lyn ⇀ ξε faiblement dans L
2(Q), (1.92)
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26 Chapitre 1. Contrôlabilité à zéro avec contrainte

et on a uε ∈ U⊥ qui est un sous-espace vectoriel fermé de L2(G). Puisque

(un, yn) ∈ A alors yn ∈ W (0, T ) et en raison de (1.90) et des propriétés de

l’équation de la chaleur, nous pouvons écrire

‖yn‖W (0,T ) � C
√
ε‖y0‖L2(Ω). (1.93)

Donc il existe une sous-suite de (yn) (encore notée (yn)) et yε = yε(z) ∈
W (0, T ) tels que

yn ⇀ yε faiblement dans W (0, T ). (1.94)

Or pour tout φ ∈ D(Q), on a

〈Lyn, φ〉D ′(Q),D(Q) = 〈yn, L∗φ〉D ′(Q),D(Q),

En passant à la limite n → +∞ dans cette dernière égalité et en utilisant

(1.92) et (1.94), il vient

〈ξε, φ〉D ′(Q),D(Q) = 〈yε,−∂φ
∂t

−Δφ+ a0(z)φ〉D ′(Q),D(Q)

= 〈∂yε
∂t

−Δyε + a0(z)yε, φ〉D ′(Q),D(Q).

Ainsi
∂yε
∂t

−Δyε + a0(z)yε = ξε et (1.92) peut s’écrire sous la forme

Lyn ⇀
∂yε
∂t

−Δyε + a0(z)yε faiblement dans L
2(Q). (1.95)

Comme
∂yε
∂t

− Δyε + a0(z)yε ∈ L2(Q) et yε ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), nous pou-

vons définir comme en p. 22, yε|Σ dans H−1(0, T,H− 1
2 (Γ)),

∂yε
∂ν

∣∣∣
Σ
dans

H−1(0, T,H− 3
2 (Γ)), et yε(0) et yε(T ) dans H

−1(Ω).

Maintenant soit φ ∈ C∞(Q) tel que φ|Σ = 0. En appliquant la formule de

Green, nous trouvons

∫
Q

(Lyn)φdxdt = −
∫
Ω

y0φ(0)dx+

∫
Q

yn(L
∗φ)dxdt.

Au vu de (1.95) et (1.94), nous pouvons passer à la limite n → +∞ dans la
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relation précédente∫
Q

(∂yε
∂t

−Δyε + a0(z)yε

)
φdxdt = −

∫
Ω

y0φ(0)dx+

∫
Q

yε

(
− ∂φ

∂t
−Δφ

+a0(z)φ
)
dxdt = −

∫
Ω

y0φ(0)dx− 〈yε(T ), φ(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω)

+ 〈yε(0), φ(0)〉H−1(Ω),H1
0 (Ω)

− 〈yε, ∂φ
∂ν

〉H−1(0,T,H−1/2(Γ)),H1
0 (0,T,H

1/2(Γ))

+

∫
Q

(∂yε
∂t

−Δyε + a0(z)yε

)
φdxdt,

∀φ ∈ C∞(Q) tel que φ|Σ = 0.

D’où,

〈yε(0)− y0, φ(0)〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) − 〈yε(T )φ(T )〉H−1(Ω),H1

0 (Ω)

− 〈yε, ∂φ
∂ν

〉H−1(0,T,H−1/2(Γ)),H1
0 (0,T,H

1/2(Γ)) = 0, ∀φ ∈ C∞(Q) tel

que φ|Σ = 0.

En choisissant successivement φ tel que φ(0) = φ(T ) = 0 dans Ω, puis φ(T ) =

0 dans Ω, on a que yε vérifie⎧⎨
⎩

yε = 0 sur Σ,

yε(0) = y0 dans Ω,

yε(T ) = 0 dans Ω.

(1.96)

Par conséquent, (uε, yε) ∈ A. Jε étant semi-continue inférieurement,

Jε(uε, yε) � lim inf
n→+∞

Jε(un, yn) = Iε.

Ainsi Jε(uε, yε) = Iε. La fonctionnelle Jε étant strictement convexe, (uε, yε)

est unique.

Etape 3 : Nous donnons le système d’optimalité qui caractérise la solu-

tion du problème de minimisation (1.85). Les conditions d’optimalité d’Euler-

Lagrange sont données par

d

dμ
Jε(uε + μu, yε)|μ=0 = 0, ∀u ∈ U⊥,

d

dμ
Jε(uε, yε + μφ)|μ=0 = 0, ∀φ ∈ C∞(Q) tel que φ|Σ = 0,

φ(0) = φ(T ) = 0 dans Ω.
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En tenant compte du fait que

Jε(uε + μu)− Jε(uε, yε)

μ
=

∫
G

uεudxdt+
μ

2
‖u‖2L2(G)

− 1

ε

∫
Q

(
Lyε − (u0 + uε)χω

)
uχωdxdt

et
Jε(uε, yε + μφ)− Jε(uε, yε)

μ
=
1

ε

∫
Q

(
Lyε − (u0 + uε)χω

)
Lφdxdt

+
μ

2ε
‖Lφ‖2L2(Q),

nous obtenons en passant à la limite μ→ 0,∫
G

uεudxdt− 1

ε

∫
Q

(
Lyε − (u0 + uε)χω

)
uχωdxdt = 0, ∀u ∈ U⊥, (1.97)

1

ε

∫
Q

(
Lyε − (u0 + uε)χω

)
Lφdxdt = 0, ∀φ ∈ C∞(Q) (1.98)

tel que φ|Σ = 0, φ(0) = φ(T ) = 0 dans Ω.

Posons ρε =
1

ε

(
Lyε − (u0 + uε)χω

)
. Alors ρε = ρε(z) ∈ L2(Q) et

Lyε = (u0 + uε)χω + ερε dans Q,

ce qui, en plus de (1.96), donne

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Lyε = (u0 + uε)χω + ερε dans Q,

yε = 0 sur Σ,

yε(0) = y0 dans Ω,

yε(T ) = 0 dans Ω.

(1.99)

En remplaçant
1

ε

(
Lyε − (u0 + uε)χω

)
par ρε dans (1.97) et (1.98), il s’ensuit

que ∫
G

uεudxdt−
∫
Q

ρεuχωdxdt = 0, ∀u ∈ U⊥, (1.100)∫
Q

ρεLφdxdt = 0, ∀φ ∈ C∞(Q) (1.101)

tel que φ|Σ = 0, φ(0) = φ(T ) = 0 dans Ω.

La relation (1.100) est équivalente à

∫
G

(uε − ρε)udxdt = 0, ∀u ∈ U⊥, d’où

uε − ρεχω ∈ U . Nous en déduisons que uε − ρεχω = P (uε − ρεχω) et comme
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uε ∈ U⊥, nous pouvons écrire uε = ρεχω − Pρε.

La relation (1.101) est vraie en particulier pour φ ∈ D(Q),

〈ρε, Lφ〉D ′(Q),D(Q) = 〈L∗ρε, φ〉D ′(Q),D(Q) = 0.

Par conséquent,

L∗ρε = 0 dans Q. (1.102)

Puisque L∗ρε ∈ L2(Q) et ρε ∈ L2(Q), nous pouvons définir ρε|Σ dansH−1(0, T,

H− 1
2 (Γ)),

∂ρε
∂ν

∣∣∣
Σ
dans H−1(0, T,H− 3

2 (Γ)), ρε(0) et ρε(T ) dans H
−1(Ω).

Nous multiplions (1.102) par φ ∈ C∞(Q), puis nous intégrons par parties dans
Q :

− 〈ρε(T ), φ(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) + 〈ρε(0), φ(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω)

− 〈∂ρε
∂ν

, φ〉
H−1(0,T ;H− 3

2 (Γ)),H1
0 (0,T ;H

3
2 (Γ))

+ 〈ρε, ∂φ
∂ν

〉
H−1(0,T,H− 1

2 (Γ)),H1
0 (0,T,H

1
2 (Γ))

+

∫
Q

ρεLφdxdt = 0. (1.103)

En choisissant φ tel que φ|Σ = 0, φ(0) = φ(T ) = 0 dans Ω, et en utilisant

(1.101), la relation (1.103) se réduit à

〈ρε, ∂φ
∂ν

〉
H−1(0,T,H− 1

2 (Γ)),H1
0 (0,T,H

1
2 (Γ))

= 0, pour toute fonction φ ∈ C∞(Q)

telle que φ|Σ = 0, φ(0) = φ(T ) = 0 dans Ω et nous concluons que ρε|Σ = 0.

En résumé, nous avons démontré que (uε, yε) résout le problème (1.85)

ssi il existe une fonction ρε telle que le triplet (uε, yε, ρε) vérifie le système

d’optimalité suivant

uε = ρεχω − Pρε (1.104)⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Lyε = (u0 + uε)χω + ερε dans Q,

yε = 0 sur Σ,

yε(0) = y0 dans Ω,

yε(T ) = 0 dans Ω,

(1.105)

{
L∗ρε = 0 dans Q,

ρε|Σ = 0.
(1.106)

Etape 4 : Nous établissons des estimations utiles et nous achevons la

preuve du Théorème 1.4.4.

Nous tirons de (1.88), (1.89), (1.91) et (1.95) qu’il existe une constante positive

C = C(Ω, ω,K, T,
∑M0

j=1 ‖ej‖H1
0 (Σ)) telle que

‖uε‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω), (1.107)
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‖Lyε − (u0 + uε)χω‖L2(Q) � C
√
ε‖y0‖L2(Ω). (1.108)

La relation (1.108) et le fait que yε soit solution de (1.105) implique que

‖yε‖W (0,T ) � C‖y0‖L2(Ω). (1.109)

Au vu de (1.104) et (1.107), il vient

‖ρεχω − Pρε‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω), (1.110)

et puisque ρε résout (1.106),

‖ρε‖V � C‖y0‖L2(Ω). (1.111)

Maintenant en appliquant (1.39) à ρε,∥∥∥1
θ
ρε

∥∥∥
L2(Q)

� C‖y0‖L2(Ω).

Comme
∥∥∥1
θ
Pρε

∥∥∥
L2(G)

�
∥∥∥1
θ
(ρεχω −Pρε)

∥∥∥
L2(G)

+
∥∥∥1
θ
ρεχω

∥∥∥
L2(G)

et
1

θ
∈ L∞(G),

alors ∥∥∥1
θ
Pρε

∥∥∥
L2(G)

� C‖y0‖L2(Ω).

Pρε étant un élément de U qui est un sous-espace vectoriel de L2(G), de

dimension finie, nous en déduisons que

‖Pρε‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω). (1.112)

Il découle à nouveau de (1.110) que,

‖ρε‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω). (1.113)

Par extraction de sous-suites, on a d’après (1.107), (1.109), (1.111)-(1.113),

uε ⇀ ũ = ũ(z) faiblement dans L2(G), (1.114)

yε ⇀ ỹ = ỹ(z) faiblement dans W (0, T ), (1.115)

ρε ⇀ ρ̃ = ρ̃(z) faiblement dans V, (1.116)

Pρε ⇀ ν̃ = ν̃(z) faiblement dans L2(G), (1.117)

ρε ⇀ ρ̃ faiblement dans L2(G), (1.118)

et donc ũ ∈ U⊥, ν̃ ∈ U .
L’injection de W (0, T ) dans L2(Q) étant compacte, (ũ, ỹ) vérifie le problème

de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le contrôle (1.17)-(1.19).

Nous savons, en nous basant sur la Proposition 1.4.3, qu’il existe un unique
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1.5. Preuve du résultat principal 31

contrôle û de norme minimale dans L2(G), tel que le problème (1.17)-(1.19)

soit vrai. D’où
1

2
‖û‖2L2(G) �

1

2
‖ũ‖2L2(G).

Soit ŷ la solution de (1.18) correspondant à û ; il vient

∂ŷ

∂t
−Δŷ + a0(z)ŷ = (u0 + û)χω dans Q.

(uε, yε) étant l’élément réalisant le minimum de (1.85),

1

2
‖uε‖2L2(G) � Jε(uε, yε) � Jε(û, ŷ) =

1

2
‖û‖2L2(G). (1.119)

Or selon (1.114), nous pouvons également écrire

1

2
‖ũ‖2L2(G) � lim inf

ε→0

1

2
‖uε‖2L2(G), (1.120)

et nous concluons que ũ = û.

Maintenant en considérant (1.120), (1.119) et (1.79), il en découle l’estimation

suivante

‖ũ‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω), (1.121)

où C = C(Ω, ω,K, T,
∑M0

j=1 ‖ej‖H1
0 (Σ)) est une constante positive.

D’autre part, ρε vérifiant (1.106), il en résulte que,{
L∗ρ̃ = 0 dans Q,

ρ̃ = 0 sur Σ.

De plus, (1.110) entrâıne

ρεχω − Pρε ⇀ ς̃ faiblement dans L2(G),

donc ς̃ = ς̃(z) ∈ U⊥, et au vu de (1.117) et (1.118), ρ̃ = ν̃ + ς̃. Finalement

ν̃ = P ρ̃ et

ρεχω − Pρε ⇀ ρ̃− P ρ̃ faiblement dans L2(G).

(1.82) et (1.83) sont les conséquences de (1.111), (1.113), (1.116) et (1.118),

ce qui établit le Théorème 1.4.4.

1.5 Preuve du résultat principal

Quel que soit z ∈ L2(Q), nous avons montré qu’il existe un contrôle ũ =

ũ(z) unique tel que (ũ, ỹ(ũ)) vérifie (1.17)-(1.19). Donc par la Proposition

1.2.2, il existe un unique contrôle ṽ = ṽ(z) vérifiant

ṽ = (u0 + ũ)χω, (1.122)
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solution du problème de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur la dérivée

normale (1.13), (1.7), (1.8). Il résulte de (1.122), (1.121) et (1.59), que

‖ṽ‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω). (1.123)

Ainsi, nous avons construit une application non linéaire

S : L2(Q) → L2(Q)

z 	→ S(z) = ỹ(ṽ)

où ỹ(ṽ) est la solution de (1.13) correspondant au contrôle ṽ = (u0+ũ)χω, avec

u0 ∈ Uθ et ũ ∈ U⊥ est défini par (1.80) et (1.81). Le problème consiste alors à

trouver un point fixe de S. En effet, si z ∈ L2(Q) est tel que S(z) = ỹ(ṽ) = z,

la solution ỹ de (1.13) est en fait solution de (1.12). Alors, le contrôle ṽ est

celui que nous cherchons, puisque par construction, ỹ(ṽ) vérifie (1.7) et (1.8).

Pour conclure à l’existence d’un point fixe de S, nous pouvons utiliser le
Théorème de point fixe de Schauder. Il suffit donc de vérifier les trois propriétés

suivantes

S est continue,

S est compacte,

l’image de S est bornée, i.e. ∃R > 0; ‖S(z)‖L2(Q) � R, ∀z ∈ L2(Q).

1.5.1 Continuité de S
La preuve sera divisée en cinq étapes.

Etape 1 : Soit (zn)n une suite de L
2(Q) ; supposons que zn converge vers

z fortement dans L2(Q). Donc il existe une sous-suite (znk
)k telle que znk

(x)

converge vers z(x) presque partout dans Q. La fonction f étant de classe C1,

la fonction a0 est continue et telle que

a0(znk
(x)) → a0(z(x)) presque partout dans Q.

On a d’après (1.11), |a0(znk
(x))| � K et commeQ est borné, alors le Théorème

de convergence dominée de Lebesgue permet de dire que,

a0(znk
) → a0(z) fortement dans L

2(Q). (1.124)

Etape 2 : Le contrôle ṽnk
= ṽ(znk

) est tel que la solution ỹnk
= ỹ(ṽnk

) de

⎧⎪⎨
⎪⎩

∂ỹnk

∂t
−Δỹnk

+ a0(znk
)ỹnk

= ṽnk
χω dans Q,

ỹnk
= 0 sur Σ,

ỹnk
(0) = y0 dans Ω,

(1.125)
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vérifie

〈∂ỹnk

∂ν
, ej〉H−1(Σ0),H1

0 (Σ0) = 0; j = 1, . . . ,M0, (1.126)

et

ỹnk
(T ) = 0 dans Ω. (1.127)

En outre, ṽnk
est donné par

ṽnk
= (u0(znk

) + ũnk
)χω, (1.128)

où, d’une part u0(znk
) ∈ Uθ(znk

) = Vect({1
θ
q1(znk

)χω, . . . ,
1
θ
qM0(znk

)χω})
vérifie selon (1.21),∫

G

u0(znk
)qj(znk

)dxdt = −
∫
Ω

y0qj(znk
)(0)dx, (1.129)

avec qj(znk
) solution de⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩
−∂qj(znk

)

∂t
−Δqj(znk

) + a0(znk
)qj(znk

) = 0 dans Q,

qj(znk
) = ej sur Σ0,

qj(znk
) = 0 sur Σ \ Σ0,

qj(znk
)(T ) = 0 dans Ω.

(1.130)

D’autre part, ũnk
= ũ(znk

) est donné par

ũnk
= ρ̃(znk

)χω − Pnk
ρ̃(znk

), (1.131)

où ρ̃(znk
) ∈ V résout⎧⎨
⎩

∂ρ̃(znk
)

∂t
−Δρ̃(znk

) + a0(znk
)ρ̃(znk

) = 0 dans Q,

ρ̃(znk
) = 0 sur Σ,

(1.132)

et Pnk
est l’opérateur de projection orthogonale de L2(G) dans U(znk

) =

Vect({q1(znk
)χω, . . . qM0(znk

)χω}). Nous déduisons de (1.82), (1.83), (1.59) et
(1.121) l’existence d’une constante positive C = C(Ω, ω,K, T,

∑M0

j=1 ‖ej‖H1
0 (Σ))

telle que

‖ρ̃(znk
)‖V � C‖y0‖L2(Ω), (1.133)

‖ρ̃(znk
)‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω), (1.134)

‖u0(znk
)‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω), (1.135)

‖θu0(znk
)‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω), (1.136)

‖ũnk
‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω), (1.137)

‖ṽnk
‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω). (1.138)
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En extrayant des sous-suites, nous pouvons écrire que

ρ̃(znk
)⇀ ρ faiblement dans V, (1.139)

ρ̃(znk
)⇀ ρ faiblement dans L2(G), (1.140)

u0(znk
)⇀ x faiblement dans L2(G), (1.141)

θu0(znk
)⇀ x1 faiblement dans L

2(G), (1.142)

ũnk
⇀ u faiblement dans L2(G), (1.143)

et donc u ∈ U⊥. D’où d’après (1.128), nous avons

ṽnk
⇀ (x+ u)χω = vχω faiblement dans L

2(Q). (1.144)

Etape 3 : Puisque ỹnk
résout (1.125), nous obtenons selon (1.138),

‖ỹnk
‖W (0,T ) � C‖y0‖L2(Ω), (1.145)

où C = C(Ω, ω,K, T,
∑M0

j=1 ‖ej‖H1
0 (Σ)) . D’une part, cela entrâıne que∥∥∥∂ỹnk

∂ν

∥∥∥
H−1(Σ)

� C‖y0‖L2(Ω),

et d’autre part, par le Lemme de compacité d’Aubin-Lions, il s’ensuit que

ỹnk
→ y fortement dans L2(Q). (1.146)

Ainsi, en utilisant (1.124), (1.144)-(1.146), nous pouvons passer à la limite k →
+∞ dans les relations (1.125)-(1.127) pour aboutir à (v, y = y(v)) solution de⎧⎪⎨

⎪⎩
∂y

∂t
−Δy + a0(z)y = vχω dans Q,

y = 0 sur Σ,

y(0) = y0 dans Ω,

〈∂y
∂ν
, ej〉H−1(Σ0),H1

0 (Σ0) = 0; j = 1, . . . ,M0,

et

y(T ) = 0 dans Ω.

Etape 4 : Comme qj(znk
) est solution de (1.130) et que la relation (1.47)

est vérifiée, alors

‖qj(znk
)‖H2,1(Q) � C‖ej‖H1

0 (Σ), (1.147)

et une fois encore, par le Lemme de compacité d’Aubin-Lions, il s’ensuit que

pour j ∈ {1, . . . ,M0},
qj(znk

) → ψj fortement dans L
2(Q). (1.148)
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En outre, nous avons l’inégalité d’énergie suivante

‖qj(znk
)(0)‖L2(Ω) � C‖ej‖H1

0 (Σ). (1.149)

En passant à la limite k → +∞ dans (1.130), nous obtenons conformément à

(1.124), (1.147) et (1.148),⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

−∂ψj

∂t
−Δψj + a0(z)ψj = 0 dans Q,

ψj = ej sur Σ0,

ψj = 0 sur Σ \ Σ0,

ψj(T ) = 0 dans Ω.

Ainsi pour chaque ej, 1 � j � M0, ψj est solution de (1.14). Il découle de

(1.149), que pour j ∈ {1, . . . ,M0}

qj(znk
)(0)⇀ ψj(0) faiblement dans L

2(Ω). (1.150)

L’unicité de la solution de (1.14) implique pour tout j ∈ {1, . . . ,M0},

ψj(z) = qj(z). (1.151)

Etape 5 : Comme θu0(znk
) ∈ U(znk

) et que les relations (1.136), (1.148),

(1.151) et (1.142) sont vérifiées, nous pouvons appliquer le Lemme 1.3.4 avec

H = L2(G), hn = θu0(znk
), pni = qj(znk

), pi = qj, et en déduire qu’il existe

αj ∈ R, 1 � j �M0 tels que

θu0(znk
) → x1 =

M0∑
j=1

αjqj fortement dans L
2(G).

Alors, en utilisant (1.141) et le fait que
1

θ
est borné dans L∞(G),

u0(znk
) =

1

θ
θu0(znk

) → 1

θ

M0∑
j=1

αjqj = w fortement dans L2(G). (1.152)

Au vu de (1.148), (1.150)-(1.152), nous pouvons passer à la limite k → +∞
dans (1.129), ∫

G

wqj(z)dxdt = −
∫
Ω

y0qj(z)(0)dx, 1 � j �M0.

La fonction u0 ∈ Uθ donnée par (1.21) étant unique, nous concluons que

u0 = w. (1.153)

ManuscritCaroleLouisRose.pdf   55 21/01/2014   12:26:58



36 Chapitre 1. Contrôlabilité à zéro avec contrainte

Puisque ũnk
∈ U(znk

)⊥, nous pouvons écrire∫
G

ũnk
qj(znk

)dxdt = 0, 1 � j �M0.

En passant à la limite k → +∞ dans cette dernière égalité, nous obtenons

selon (1.143), (1.148) et (1.151),∫
G

uqj(z)dxdt = 0, 1 � j �M0.

Par conséquent u ∈ U⊥.
Puisque ρ̃(znk

) ∈ V vérifie (1.132) et (1.134), nous pouvons appliquer (1.26)

à ρ̃(znk
) et en tirer que ρ̃(znk

) est borné dans L2(]β, T − β[;H2(Ω)), ∀β > 0.

Donc quel que soit β > 0,

ρ̃(znk
)⇀ ρ faiblement dans L2(]β, T − β[×Ω),

ρ̃(znk
)⇀ ρ faiblement dans L2(]β, T − β[×Γ).

Il s’ensuit que,

ρ̃(znk
) → ρ dans D ′(Q),

ρ̃(znk
) → ρ dans D ′(Σ).

Ainsi,

− ∂ρ̃(znk
)

∂t
−Δρ̃(znk

) + a0(znk
)ρ̃(znk

) → L∗ρ = −∂ρ
∂t

−Δρ+ a0(z)ρ dans

D ′(Q).

D’où d’après (1.132), il vient{
L∗ρ = 0 dans Q,

ρ = 0 sur Σ.

En tenant compte de (1.131) et (1.137), il existe une constante positive

C = C(Ω, ω,K, T,
∑M0

j=1 ‖ej‖H1
0 (Σ)) telle que

‖ρ̃(znk
)χω − Pnk

ρ̃(znk
)‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω). (1.154)

Maintenant en appliquant (1.39) à ρ̃(znk
), nous obtenons∥∥∥1

θ
ρ̃(znk

)
∥∥∥
L2(Q)

� C‖y0‖L2(Ω). (1.155)

En argumentant comme dans la preuve de la Proposition 1.3.5, il découle de

(1.154) et (1.155),

‖Pnk
ρ̃(znk

)‖L2(G) � C‖y0‖L2(Ω). (1.156)
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1.5. Preuve du résultat principal 37

Pnk
ρ̃(znk

) étant un élément de U(znk
) et les relations (1.148), (1.151), (1.156)

étant vraies, nous pouvons appliquer le Lemme 1.3.4 avec H = L2(G), hn =

Pnk
ρ̃(znk

), pni = qj(znk
), pi = qj. Nous concluons que,

Pnk
ρ̃(znk

) → τ ∈ U(z) = Vect({q1(z)χω, . . . , qM0(z)χω}) fortement dans
L2(G). (1.157)

Donc si l’on prend en compte (1.131), (1.140), (1.143) et (1.157),

ũnk
= ρ̃(znk

)χω − Pnk
ρ̃(znk

)⇀ ρχω − τ = u faiblement dans L2(G). (1.158)

Puisque u ∈ U⊥ et τ ∈ U , Pu = 0 et Pτ = τ . Donc Pρ−τ = 0, dòu τ = Pρ et

u = ρχω −Pρ. Nous déduisons du Théorème 1.4.4 que u = ũ. D’après (1.144)

et (1.153),

v = u0 + u = ṽ.

1.5.2 Compacité de S
Les arguments ci-dessus montrent que lorsque z repose dans un sous-

ensemble borné B de L2(Q), ỹ(ṽ) = S(z) repose dans un ensemble borné

de W (0, T ). Le Lemme de compacité d’Aubin-Lions entrâınent que W (0, T )

est un ensemble compact de L2(Q). Ainsi S(B) est relativement compact dans
L2(Q), ce qui achève la preuve de la compacité de S.

1.5.3 L’image de S est bornée

Soit z ∈ L2(Q). Comme ỹ(ṽ) = S(z) résout (1.13) avec ṽ vérifiant (1.9),
alors il s’ensuit que

‖ỹ(ṽ)‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) � C‖y0‖L2(Ω)

avec C = C(Ω, ω,K, T,
∑M0

j=1 ‖ej‖H1
0 (Σ)). En outre, l’injection de L2(0, T ;

H1
0 (Ω)) dans L

2(Q) est continue, alors

‖ỹ(ṽ)‖L2(Q) � C‖y0‖L2(Ω).

Ceci termine la preuve du Théorème 1.1.1.
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Chapitre 2

Un problème de contrôlabilité

simultanée à zéro avec

contrainte sur le contrôle pour

un système d’équations

paraboliques linéaires couplées
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40 Chapitre 2. Contrôlabilité simultanée à zéro avec contrainte

Dans cette partie, nous étudions la contrôlabilité simultanée à zéro avec

contrainte sur le contrôle, pour un système linéaire d’équations de la chaleur

couplées. Dans un premier temps, nous montrons que, par un changement de

variable, le système peut se mettre sous la forme d’un système en cascade de

deux équations de la chaleur, avec un contrôle agissant dans une équation.

Puis, nous établissons une inégalité d’observabilité, et nous en tirons une

inégalité adaptée à la contrainte, que nous utilisons pour prouver le résultat

principal.

2.1 Notations et introduction

Supposons que la frontière Γ de l’ouvert Ω soit de classe C2.

Soit ω � Ω un ouvert bien inclus dans Ω, i.e. ω ⊂ ω ⊂ int Ω et ω compact.

Soit K un sous-espace vectoriel de L2(G) de dimension finie ; nous désignerons

par K⊥ l’orthogonal de K dans L2(G) et P la projection orthogonale de L2(G)

dans K.
Nous noterons ‖.‖∞ la norme infinie dans Q.

Considérons le système linéaire d’équations de la chaleur⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂y1
∂t

−Δy1 + a1y2 = h1 + kχω dans Q,

∂y2
∂t

−Δy2 + a2y1 = h2 + kχω dans Q,

y1 = y2 = 0 sur Σ,

y1(0) = y01, y2(0) = y02 dans Ω,

(2.1)

où ai ∈ L∞(Q) i = 1, 2, hi ∈ L2(Q) i = 1, 2, y0i ∈ L2(Ω) i = 1, 2 et k ∈ L2(G)

représente la fonction contrôle.

Le système (2.1) est un système d’équations paraboliques couplées avec le

même contrôle k dans chacune des équations. Sous les hypothèses ci-dessus,

le système (2.1) possède une unique solution (y1, y2) dans(
C([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1

0 (Ω))
)2

,

nous renvoyons à l’Annexe B pour plus de détails.

Le problème de contrôlabilité simultanée a été introduit par D.L. Russell dans

[49] et J.-L. Lions dans [33]. G.O. Antunes et al. ont considéré une question

similaire dans [3], pour un système avec des termes de résistance, contrôlé

par un contrôle frontière. Nous pouvons également citer B.V. Kapitonov et

G.P. Menzala qui ont étudié dans leur article [26], la contrôlabilité simultanée

exacte pour le système d’équations de Maxwell et pour une équation des ondes

vectorielle avec un terme de pression.
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2.1. Notations et introduction 41

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur un problème de contrôlabilité

simultanée à zéro avec contrainte sur le contrôle, que nous décrivons main-

tenant : étant donnés ai ∈ L∞(Q) i = 1, 2, hi ∈ L2(Q) i = 1, 2 et

y0i ∈ L2(Ω) i = 1, 2, trouver

k ∈ K⊥ (2.2)

tel que la solution (y1, y2) de (2.1) vérifie

y1(T ) = y2(T ) = 0 dans Ω. (2.3)

Il nous semble que le problème (2.2),(2.1),(2.3) n’a pas été traité. Nous mon-

trons maintenant que ce problème peut être ramené à un problème en cascade.

Plus précisément, en partant du système (2.1) et en posant

u = y1 + y2, v = y1 − y2, f = h1 + h2, g = h1 − h2, l = 2k,

e =
a1 + a2

2
, ε =

a2 − a1
2

, u0 = y01 + y02, v0 = y01 − y02,

nous obtenons le système suivant⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u

∂t
−Δu+ eu+ εv = f + lχω dans Q,

∂v

∂t
−Δv − εu− ev = g dans Q,

u = v = 0 sur Σ,

u(0) = u0, v(0) = v0 dans Ω.

(2.4)

En conséquence notre but est : pour tous f, g ∈ L2(Q), a, b, c, d ∈ L∞(Q) et
u0, v0 ∈ L2(Ω), de trouver un contrôle

l ∈ K⊥ (2.5)

tel que la solution (u, v) de⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u

∂t
−Δu− au− bv = f + lχω dans Q,

∂v

∂t
−Δv − cu− dv = g dans Q,

u = v = 0 sur Σ,

u(0) = u0, v(0) = v0 dans Ω.

(2.6)

vérifie

u(T ) = v(T ) = 0 dans Ω. (2.7)

La contrôlabilité à zéro des systèmes en cascade de deux équations

paraboliques est maintenant bien connue. Nous pouvons nommer M.

González-Burgos et R. Pérez-Garcia [22], F. Ammar Khodja et al. [29, 27],
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42 Chapitre 2. Contrôlabilité simultanée à zéro avec contrainte

S. Guerrero [24], pour un système contrôlé par un contrôle distribué, E.

Fernández-Cara et al. [16], pour un contrôle exercé en un point de la frontière.

Conçernant la contrôlabilité exacte, G. Wang et L. Zhang dans [52] ont analysé

la contrôlabilité locale exacte d’un système de réaction-diffusion et L. Rosier

et L. de Teresa [47], ont examiné la contrôlabilité exacte d’un système en

cascade de deux équations conservatives.

Dans cette partie, nous présentons la contrôlabilité à zéro avec contrainte

sur le contrôle du système (2.6). Pour cela, nous énonçons l’hypothèse suivante

toute fonction ϕ ∈ K telle que (ϕ, σ) vérifie − ∂ϕ

∂t
−Δϕ−aϕ− cσ = 0 (2.8)

et − ∂σ

∂t
−Δσ − bϕ− dσ = 0 dans G, est identiquement nulle dans G.

Le résultat principal de cette partie est le suivant :

Théorème 2.1.1. Supposons que

il existe une constante c0 > 0 et un domaine ωc tels que

ωc � ω et |c| � c0 dans ωc×]0, T0[ pour T0 > 0.

Alors sous l’hypothèse (2.8), il existe une fonction réelle positive θ telle que

pour tous f, g ∈ L2(Q) avec θf, θg ∈ L2(Q), il existe un unique contrôle l̃ de

norme minimale dans L2(G) tel que (l̃, (ũ, ṽ)) soit solution du problème de

contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le contrôle (2.5)-(2.7). En outre, le

contrôle l̃ est donné par

l̃ = η̃1χω − P η̃1, (2.9)

où η̃ = (η̃1, η̃2) vérifie

⎧⎨
⎩

−∂η̃1
∂t

−Δη̃1 − aη̃1 − cη̃2 = 0 dans Q,

−∂η̃2
∂t

−Δη̃2 − bη̃1 − dη̃2 = 0 dans Q,

η̃1 = η̃2 = 0 sur Σ.

(2.10)

La suite est organisée comme suit. Dans la Section 2.2, nous établissons

une inégalité d’observabilité cruciale que nous utilisons pour prouver une

inégalité adaptée à la contrainte. Dans la Section 2.3, nous nous servons de

cette dernière inégalité pour montrer l’existence d’une solution optimale au

problème (2.5)-(2.7). La Section 2.4 est dévouée à la preuve du Théorème

2.1.1. Nous donnons les détails de la preuve de l’inégalité d’observabilité en

annexe.
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2.2. Inégalité d’observabilité 43

2.2 Inégalité d’observabilité

Nous prouvons dans cette section une inégalité d’observabilité dérivant

d’une inégalité de Carleman globale. Puis nous l’utilisons afin d’obtenir une

estimation de Carleman appropriée qui nous donnera la contrôlabilité à zéro

avec contrainte sur le contrôle du système (2.6).

En procédant comme dans [27], nous introduisons ω′ � ω un sous-domaine

bien inclus dans ω et β ∈ C2(Ω) une fonction telle que

min{|∇β(x)|, x ∈ Ω \ ω′} > 0,

∂β

∂ν
� 0 sur Γ.

Supposons de plus que β vérifie :

min{β(x), x ∈ Ω} � max
{3
4
‖β‖L∞(Ω), ln(3)

}
.

Puis, quels que soient λ, τ ∈ R
∗
+, nous définissons :

ρ(x, t) =
eλβ(x)

t(T − t)
, (2.11)

α(x, t) = τ
e

4
3
λ‖β‖L∞(Ω) − eλβ(x)

t(T − t)
, (2.12)

pour (x, t) ∈ Q. Les résultats techniques ci-dessus sont dûs à A. V. Fursikov

et O. Yu. Imanuvilov [20].

Remarque 2.2.1. Notons en particulier que ρ > 4
T 2 . En effet, soit ψ(t) =

1
t(T−t)

, ∀t ∈]0, T [. On a ψ′(t) = − T−2t
t2(T−t)2

, donc ψ′(t) � 0, ∀t ∈]0, T
2
] et

ψ′(t) � 0, ∀t ∈ [T
2
, T [. On en déduit que ψ est décroissante sur ]0, T

2
] et

croissante sur [T
2
, T [. Ainsi, ψ(t) � ψ(T

2
) = 4

T 2 , ∀t ∈]0, T [ et ρ(x, t) �
4
T 2 e

λmax{(3/4)‖β‖L∞(Ω),ln(3)} > 4
T 2 .

Alors on a le résultat suivant (inégalité de Carleman) :

Théorème 2.2.2 ([19], Théorème 7.1 p. 288). Il existe λ0 > 0, τ0 > 0 et

une constante positive C telle que, pour λ � λ0, τ � τ0 et s � −3, l’inégalité
suivante∫

Q

(
1

λ

∣∣∣∂z
∂t

∣∣∣2 + 1

λ
|Δz|2 + λτ 2ρ2|∇z|2 + λ4τ 4ρ4|z|2

)
ρ2s−1e−2αdxdt

� C

(
τ

∫
Q

∣∣∣∂z
∂t

±Δz
∣∣∣2ρ2se−2αdxdt+ λ4τ 4

∫ T

0

∫
ω′
|z|2ρ2s+3e−2αdxdt

)
,

(2.13)

soit vraie pour toute fonction z vérifiant la condition homogène de Dirichlet

et telle que le membre de droite de (2.13) soit fini.
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Dans la suite, C désignera diverses constantes positives. Nous adoptons

les notations suivantes

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

W = V × V ,
L0ϕ =

∂ϕ

∂t
−Δϕ,

L∗
0ϕ = −∂ϕ

∂t
−Δϕ,

M(ϕ, σ) = L∗
0ϕ− aϕ− cσ,

N(ϕ, σ) = L∗
0σ − bϕ− dσ.

(2.14)

Toujours selon [27], pour λ et τ donnés comme dans le Théorème 2.2.2, nous

considérons la fonctionnelle

I(s, z) =

∫
Q

(
1

λ

∣∣∣∂z
∂t

∣∣∣2 + 1

λ
|Δz|2 + λτ 2ρ2|∇z|2 + λ4τ 4ρ4|z|2

)
ρ2s−1e−2αdxdt.

Par ailleurs, posons δ = τρ et

‖a, b, c, d‖2∞ = ‖a‖2∞ + ‖b‖2∞ + ‖c‖2∞ + ‖d‖2∞.

Lemme 2.2.3. Soit C la constante donnée par le Théorème 2.2.2. Quels que

soient λ � λ0, τ � τ1 =
T 2

4
(4C
λ4
0
)1/3‖a, b, c, d‖2/3∞ et s � −3, on a pour tout

ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ W :

λ4
∫
Q

(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)δ2s+3e−2αdxdt � C
(∫

Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)δ2se−2αdxdt

+ λ4
∫ T

0

∫
ω′
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)δ2s+3e−2αdxdt

)
. (2.15)

Preuve. Soit ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ W ; en appliquant (2.13) à chaque ϕi, i =

1, 2, puis en ajoutant les résultats obtenus, nous déduisons la relation suivante

I(s, ϕ1) + I(s, ϕ2) � C
(
τ

∫
Q

(|L∗
0ϕ1|2 + |L∗

0ϕ2|2)ρ2se−2αdxdt (2.16)

+ λ4τ 4
∫ T

0

∫
ω′
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)ρ2s+3e−2αdxdt

)
.
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Le premier terme dans le membre de droite de (2.16) est majoré par :∫
Q

(|L∗
0ϕ1|2 + |L∗

0ϕ2|2)ρ2se−2αdxdt

�
∫
Q

(|M(ϕ) + aϕ1 + cϕ2|2 + |N(ϕ) + bϕ1 + dϕ2|2)ρ2se−2αdxdt

� 2

∫
Q

(|M(ϕ)|2 + |aϕ1 + cϕ2|2 + |N(ϕ)|2 + |bϕ1 + dϕ2|2)ρ2se−2αdxdt

� 2

∫
Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)ρ2se−2αdxdt

+ 4

∫
Q

(|aϕ1|2 + |cϕ2|2 + |bϕ1|2 + |dϕ2|2)ρ2se−2αdxdt

� 2

∫
Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)ρ2se−2αdxdt

+ 4‖a, b, c, d‖2∞
∫
Q

(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)ρ2se−2αdxdt.

En reportant dans (2.16), il vient

I(s, ϕ1) + I(s, ϕ2) � C
(
2τ

∫
Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)ρ2se−2αdxdt

+ 4‖a, b, c, d‖2∞τ
∫
Q

(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)ρ2se−2αdxdt

+ λ4τ 4
∫ T

0

∫
ω′
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)ρ2s+3e−2αdxdt

)
. (2.17)

Nous voulons que le terme 4C‖a, b, c, d‖2∞τ
∫
Q

(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)ρ2se−2αdxdt soit

absorbé par le terme λ4τ 4
∫
Q

(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)ρ2s+3e−2αdxdt dans le membre de

gauche de (2.17), i.e. 4C‖a, b, c, d‖2∞ < λ4τ 3ρ3. Puisque ρ >
4

T 2
et λ � λ0, il

suffit que 4C‖a, b, c, d‖2∞ � λ40τ
3
( 4

T 2

)3

, i.e τ � τ1 =
T 2

4

(4C
λ40

)1/3

‖a, b, c, d‖2/3∞ .

Alors

λ4τ 1−2s

∫
Q

(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)δ2s+3e−2αdxdt � Cτ 1−2s
(∫

Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)

δ2se−2αdxdt+ λ4
∫ T

0

∫
ω′
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)δ2s+3e−2αdxdt

)
,

et nous en tirons (2.15).
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Théorème 2.2.4. Avec les hypothèses du Lemme 2.2.3, supposons de plus

que τ1 � 1, et que

il existe une constante c0 > 0 et un domaine ωc tels que

ωc � ω et |c| � c0 dans ωc×]0, T0[ pour T0 > 0. (2.18)

Alors quel que soit r ∈ [0, 2[, il existe une constante C =

C(T, ‖a, b, c, d‖∞, c0, r) telle que pour tout ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ W :

∫ T

0

∫
ω′
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)e−2αdxdt � C

(∫
G

|ϕ1|2e−rαdxdt (2.19)

+

∫
Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)e−2αdxdt
)

pour tout ouvert ω′ tel que ω′ � ωc � ω.

La preuve du Théorème 2.2.4 se trouve à l’Annexe D.

Corollaire 2.2.5. Sous les hypothèses du Théorème 2.2.4, pour tout r ∈ [0, 2[

il existe une constante C = C(T, ‖a, b, c, d‖∞, c0, r) telle que quel que soit

ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ W :

∫
Q

(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)e−2αdxdt � C
(∫

G

|ϕ1|2e−rαdxdt (2.20)

+

∫
Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)e−2αdxdt
)
.

Preuve. Prenons s = −3
2
dans (2.15), alors

λ4
∫
Q

(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)e−2αdxdt � C
(∫

Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)δ−3e−2αdxdt

+ λ4
∫ T

0

∫
ω′
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)e−2αdxdt

)
.

En utilisant le Théorème 2.2.4, il s’ensuit que :

λ4
∫
Q

(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)e−2αdxdt � C
(∫

Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)δ−3e−2αdxdt

+ λ4
∫
G

|ϕ1|2e−rαdxdt+ λ4
∫
Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)e−2αdxdt
)
.
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Or δ = τρ > τ1
4

T 2
ce qui entrâıne que δ3 > τ 31

( 4

T 2

)3

=
4C

λ40
‖a, b, c, d‖2∞. Donc

δ−3 <
λ40

4C‖a, b, c, d‖2∞
et nous en déduisons que

λ4
∫
Q

(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)e−2αdxdt � C
(
λ4

∫
G

|ϕ1|2e−rαdxdt

+ λ4
∫
Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)e−2αdxdt
)
,

ce qui conclut la preuve du Corollaire 2.2.5.

Cela étant, posons maintenant

1

θ2
= e−2α,

où

α(x, t) = τ
e

4
3
λ‖β‖L∞(Ω) − eλβ(x)

t(T − t)
. (2.21)

Alors
1

θ
est borné dans Q car α(x, t) � ε0 pour un réel ε0 > 0. En remplaçant

e−2α par
1

θ2
dans (2.20), il vient

∫
Q

1

θ2
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt � C

(∫
G

e(2−r)α

θ2
|ϕ1|2dxdt (2.22)

+

∫
Q

1

θ2
(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt

)
.

Comme
1

θ2
est borné dans G, nous obtenons

∫
Q

1

θ2
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt � C

(∫
G

e(2−r)α|ϕ1|2dxdt (2.23)

+

∫
Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt
)
.

Considérons

γ2 = e(2−r)α, (2.24)

r ∈ [0, 2[ étant donné par le Théorème 2.2.4. Alors nous avons le résultat

suivant :
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Proposition 2.2.6. Supposons (2.8). Alors sous les hypothèses du Corollaire

2.2.5, il existe une constante positive C telle que quel que soit ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈
W, ∫

Q

1

θ2
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt � C

(∫
G

γ2|ϕ1 − Pϕ1|2dxdt (2.25)

+

∫
Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt
)
.

Preuve. Pour prouver (2.25), nous procédons par compacité-unicité (voir

[41, 40]). Supposons que l’inégalité n’est pas vérifiée, i.e. quel que soit n ∈ N
∗,

il existe une suite (zn) = ((z1n , z2n)) de W telle que∫
Q

1

θ2
(|z1n |2 + |z2n |2)dxdt > Cn

(∫
G

γ2|z1n − Pz1n |2dxdt

+

∫
Q

(|M(zn)|2 + |N(zn)|2)dxdt
)
.

Posons pour i = 1, 2,

φin =
zin( ∫

Q
1
θ2
(|z1n |2 + |z2n |2)dxdt

)1/2
,

alors (∫
Q

1

θ2
(|φ1n |2 + |φ2n |2)dxdt

)1/2

= 1.

On a donc

1 > Cn
(∫

G

γ2|φ1n − Pφ1n |2dxdt+
∫
Q

(|M(φn)|2 + |N(φn)|2)dxdt
)
.

Par conséquent si (2.25) n’est pas vrai, alors quel que soit n ∈ N
∗, il existe

une suite (φn) = ((φ1n , φ2n)) de W telle que∫
Q

1

θ2
(|φ1n |2 + |φ2n |2)dxdt = 1, (2.26)∫

G

γ2|φ1n − Pφ1n |2dxdt <
1

n
, (2.27)∫

Q

|M(φn)|2dxdt < 1

n
,

∫
Q

|N(φn)|2dxdt < 1

n
. (2.28)

Pour tout n ∈ N
∗, nous avons∫

G

1

θ2
|Pφ1n |2dxdt � 2

(∫
G

1

θ2
|φ1n |2dxdt+

∫
G

1

θ2
|φ1n − Pφ1n |2dxdt

)
.
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Le terme

∫
G

1

θ2
|φ1n |2dxdt est borné selon (2.26) et

∫
G

1

θ2
|φ1n − Pφ1n |2dxdt =

∫
G

1

θ2
1

γ2
γ2|φ1n − Pφ1n |2dxdt.

Puisque
1

θ2
et

1

γ2
sont bornés dans G, il découle de (2.27) qu’il existe une

constante positive C telle que :∫
G

1

θ2
|Pφ1n |2dxdt � C.

Comme de plus Pφ1n ∈ K et K est un sous-espace vectoriel de dimension finie

de L2(G), nous en déduisons que∫
G

|Pφ1n |2dxdt � C. (2.29)

Or ∫
G

|φ1n |2dxdt � 2
(∫

G

|Pφ1n |2dxdt+
∫
G

|φ1n − Pφ1n |2dxdt
)
.

En écrivant |φ1n −Pφ1n |2 =
1

γ2
γ2|φ1n −Pφ1n |2 et en utilisant (2.27) et (2.29),

il vient ∫
G

|φ1n |2dxdt � C.

D’où il existe une sous-suite de (φ1n)n (encore notée (φ1n)n) et φ1 ∈ L2(G)

tels que

φ1n ⇀ φ1 faiblement dans L
2(G). (2.30)

D’autre part, on a d’après (2.27),

γ(φ1n − Pφ1n) → 0 fortement dans L2(G),

et puisque

∫
G

|φ1n − Pφ1n |2dxdt =
∫
G

1

γ2
γ2|φ1n − Pφ1n |2dxdt,

φ1n − Pφ1n → 0 fortement dans L2(G). (2.31)

Au vu de (2.30), nous pouvons conclure à l’existence d’une sous-suite de

(Pφ1n)n (encore notée (Pφ1n)n) et π ∈ L2(G) tels que

Pφ1n ⇀ π faiblement dans L2(G).

L’opérateur de projection P étant compact de L2(G) dans K,
Pφ1n → π fortement dans L2(G),
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et ainsi, d’après (2.31) et (2.30),

φ1n → π = φ1 fortement dans L
2(G). (2.32)

L’opérateur P étant également continu, on a

Pφ1n → Pφ1 fortement dans L
2(G).

Finalement, Pφ1 = φ1 et φ1 ∈ K.
Maintenant, au vu de (2.26),∫

Q

1

θ2
|φin |2dxdt � 1, i = 1, 2.

En tenant compte de la définition de
1

θ
, nous en tirons que la suite (φin)n, i =

1, 2 est bornée dans L2(]μ, T − μ[×Ω), ∀μ > 0. Par extraction de sous-suite,

nous pouvons écrire que

φin ⇀ φi faiblement dans L
2(]μ, T − μ[×Ω), ∀μ > 0, i = 1, 2.

Ainsi,

φin → φi dans D ′(Q), i = 1, 2.

Comme M et N sont faiblement continus dans D ′(Q), alors

M(φ1n , φ2n) →M(φ1, φ2) dans D ′(Q),

N(φ1n , φ2n) → N(φ1, φ2) dans D ′(Q).

Or (2.28) implique que

M(φ1n , φ2n) → 0 fortement dans L2(Q),

N(φ1n , φ2n) → 0 fortement dans L2(Q).

Nous en déduisons que M(φ1, φ2) = N(φ1, φ2) = 0 dans Q. Donc en utilisant

l’hypothèse (2.8), il s’ensuit que

φ1 = 0 dans G,

et (2.32) peut s’écrire ainsi

φ1n → 0 fortement dans L2(G).

Etant donné que (φn)n vérifie (2.23),∫
Q

1

θ2
(|φ1n |2 + |φ2n |2)dxdt→ 0,

ce qui est en contradiction avec (2.26).
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Lemme 2.2.7. Sous les hypothèses de la Proposition 2.2.6, il existe une con-

stante positive C telle que pour tout ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ W,∫
Ω

(|ϕ1(0)|2 + |ϕ2(0)|2)dx+
∫
Q

1

θ2
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt (2.33)

� C
(∫

Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt+
∫
G

γ2|ϕ1 − Pϕ1|2dxdt
)
.

Preuve. Nous procédons comme dans [44]. Sur l’intervalle de temps[T
4
,
3T

4

]
, il existe une constante positive C telle que

1

θ
� C.

En effet, sur l’intervalle de temps
[T
4
,
3T

4

]

α(x, t) = τ
e

4
3
λ‖β‖L∞(Ω) − eλβ(x)

t(T − t)
� τ

e
4
3
λ‖β‖L∞(Ω)

t(T − t)
< τe

4
3
λ‖β‖L∞(Ω)

16

T 2
,

donc
1

θ
= e−α > e−τe

(4/3)λ‖β‖L∞(Ω) 16
T2 .

D’où pour i = 1, 2,

∫ 3T
4

T
4

∫
Ω

(1
θ
|ϕi|

)2
dxdt � C

∫ 3T
4

T
4

∫
Ω

|ϕi|2dxdt.

D’après l’inégalité (2.25), on a

∫ 3T
4

T
4

∫
Ω

(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt � C
(∫

G

γ2|ϕ1 − Pϕ1|2dxdt (2.34)

+

∫
Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt
)
.

Soit η une fonction telle que

η ∈ C∞([0, T ]), 0 � η � 1, η(t) = 1 ∀t ∈
[
0,
T

4

]
, η(t) = 0

∀t ∈
[3T
4
, T

]
.

Considérons ϕi ∈ V , i = 1, 2 et p ∈ R. Ecrivons pour i = 1, 2,

ξi(x, t) = η(t)e−ptϕi(x, t),
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alors

ξi|Σ = 0, ξi(x, 0) = ϕi(x, 0) et ξi(x, T ) = 0, i = 1, 2. (2.35)

Puisque

∂ξi
∂t
(x, t) = (η′(t)− pη(t))e−ptϕi(x, t) + η(t)e−pt∂ϕi

∂t
(x, t), i = 1, 2

et Δξi(x, t) = η(t)e−ptΔϕi(x, t), i = 1, 2,

on a

−∂ξ1
∂t

−Δξ1 − (a+ p)ξ1 − cξ2 = (−∂ϕ1

∂t
−Δϕ1 − aϕ1 − cϕ2)ηe

−pt

−η′ϕ1e
−pt,

−∂ξ2
∂t

−Δξ2 − bξ1 − (d+ p)ξ2 = (−∂ϕ2

∂t
−Δϕ2 − bϕ1 − dϕ2)ηe

−pt

−η′ϕ2e
−pt.

En multipliant les deux relations précédentes par ξ1 et ξ2 respectivement,

puis en intégrant par parties dans Q, nous trouvons :
1

2

∫
Ω

|ξ1(0)|2dx+
∫
Q

|∇ξ1|2dxdt−
∫
Q

(a+ p)|ξ1|2dxdt−
∫
Q

cξ1ξ2dxdt

=

∫
Q

M(ϕ)ηξ1e
−ptdxdt−

∫
Q

η′ϕ1ξ1e
−ptdxdt,

1

2

∫
Ω

|ξ2(0)|2dx+
∫
Q

|∇ξ2|2dxdt−
∫
Q

bξ1ξ2dxdt−
∫
Q

(d+ p)|ξ2|2dxdt

=

∫
Q

N(ϕ)ηξ2e
−ptdxdt−

∫
Q

η′ϕ2ξ2e
−ptdxdt.

En faisant la somme des deux relations précédentes puis en utilisant l’inégalité
de Young, nous obtenons

1

2

∫
Ω

(|ξ1(0)|2 + |ξ2(0)|2)dx+
∫
Q

(|∇ξ1|2 + |∇ξ2|2)dxdt

−
∫
Q

(a+ p)|ξ1|2dxdt−
∫
Q

(d+ p)|ξ2|2dxdt

�
∫
Q

(|M(ϕ)ηξ1|+ |N(ϕ)ηξ2|)e−ptdxdt

+

∫
Q

(|η′η||ϕ1|2 + |η′η||ϕ2|2)e−2ptdxdt +

∫
Q

(cξ1ξ2 + bξ1ξ2)dxdt,

�
∫
Q

(μ1

2
|M(ϕ)η|2e−2pt +

1

2μ1

|ξ1|2 + μ2

2
|N(ϕ)η|2e−2pt +

1

2μ2

|ξ2|2
)
dxdt

+

∫
Q

(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)|η′η|e−2ptdxdt+
1

2

∫
Q

(
λ1|ξ1|2 + 1

λ1
|cξ2|2

)
dxdt

+
1

2

∫
Q

(
λ2|bξ1|2 + 1

λ2
|ξ2|2

)
dxdt.
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En appliquant l’inégalité de Poincaré, il résulte des propriétés de η,

1

2

∫
Ω

(|ξ1(0)|2 + |ξ2(0)|2)dx+
∫
Q

(|∇ξ1|2 + |∇ξ2|2)dxdt

−
∫
Q

[
a+ p+

1

2
(λ1 + λ2|b|2)

]
|ξ1|2dxdt

−
∫
Q

[
d+ p+

1

2

( 1

λ2
+

|c|2
λ1

)]
|ξ2|2dxdt

� μ1

2

∫
Q

|M(ϕ)|2e−2ptdxdt+
μ2

2

∫
Q

|N(ϕ)|2e−2ptdxdt

+
K

2μ1

∫
Q

|∇ξ1|2dxdt+ K

2μ2

∫
Q

|∇ξ2|2dxdt

+

∫
Q

(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)|η′|e−2ptdxdt,

où K est la constante de Poincaré.

En choisissant p tel que :

p < −‖a‖∞ − λ1 + λ2‖b‖2∞
2

et p < −‖d‖∞ − 1

2

( 1

λ2
+

‖c‖2∞
λ1

)
(par exemple p = min

{
−‖a‖∞− λ1 + λ2‖b‖2∞

2
,−‖d‖∞− 1

2

( 1

λ2
+
‖c‖2∞
λ1

)}
−1

convient) et en tenant compte à nouveau des propriétés de η, il vient

1

2

∫
Ω

(|ξ1(0)|2 + |ξ2(0)|2)dx+
(
1− K

2μ1

)∫
Q

|∇ξ1|2dxdt

+
(
1− K

2μ2

)∫
Q

|∇ξ2|2dxdt � μ1

2

∫
Q

|M(ϕ)|2e−2ptdxdt

+
μ2

2

∫
Q

|N(ϕ)|2e−2ptdxdt+ C

∫ 3T
4

T
4

∫
Ω

(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt.

Au vu de (2.35) et (2.34) et en choisissant μ1, μ2 >
K

2
, il s’ensuit que

∫
Ω

(|ϕ1(0)|2 + |ϕ2(0)|2)dxdt � C
(∫

G

γ2|ϕ1 − Pϕ1|2dxdt (2.36)∫
Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt
)
,

ce qui, combiné avec (2.25), achève la preuve du Lemme 2.2.7.
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2.3 Existence du contrôle optimal

Nous commençons par prouver l’existence d’une solution au problème

(2.5)-(2.7). Considérons pour cela la forme bilinéaire symétrique définie sur

W ×W par

B(ϕ, σ) =
∫
Q

M(ϕ)M(σ)dxdt+

∫
Q

N(ϕ)N(σ)dxdt (2.37)

+

∫
G

γ2(ϕ1 − Pϕ1)(σ1 − Pσ1)dxdt, ∀ϕ = (ϕ1, ϕ2), σ = (σ1, σ2) ∈ W .

Au vu du Lemme 2.2.7, cette forme bilinéaire est un produit scalaire sur W .

Soit W le complété hilbertien de W par rapport à la norme

B(ϕ, ϕ) =
∫
Q

|M(ϕ)|2dxdt+
∫
Q

|N(ϕ)|2dxdt+
∫
G

|γ(ϕ1−Pϕ1)|2dxdt. (2.38)

L’espace W = W est un espace de Hilbert.

Lemme 2.3.1. Reprenons la notation (2.24). Avec les hypothèses (2.8) et

(2.18), supposons de plus que f, g ∈ L2(Q) sont tels que θf, θg ∈ L2(Q). Pour

tout ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ W , nous définissons la forme linéaire suivante

L(ϕ) =
∫
Q

fϕ1dxdt+

∫
Q

gϕ2dxdt+

∫
Ω

u0ϕ1(0)dx+

∫
Ω

v0ϕ2(0)dx.

Alors il existe ϕθ = (ϕ1θ , ϕ2θ) ∈ W tel que

∫
Q

M(ϕθ)M(σ)dxdt+

∫
Q

N(ϕθ)N(σ)dxdt

+

∫
G

γ2(ϕ1θ − Pϕθ1)(σ1 − Pσ1)dxdt =

∫
Q

(fσ1 + gσ2)dxdt

+

∫
Ω

(u0σ1(0) + v0σ2(0))dx, ∀σ = (σ1, σ2) ∈ W. (2.39)

Preuve. Pour tout ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ W , il résulte de l’inégalité (2.33) que :

|L(ϕ)| �
∫
Q

|fϕ1|dxdt+
∫
Q

|gϕ2|dxdt+
∫
Ω

|u0ϕ1(0)|dx+
∫
Ω

|v0ϕ2(0)|dx

� ‖θf‖L2(Q)

∥∥∥1
θ
ϕ1

∥∥∥
L2(Q)

+ ‖θg‖L2(Q)

∥∥∥1
θ
ϕ2

∥∥∥
L2(Q)

+ ‖u0‖L2(Ω)‖ϕ1(0)‖L2(Ω) + ‖v0‖L2(Ω)‖ϕ2(0)‖L2(Ω)

|L(ϕ)| � C(‖θf‖L2(Q) + ‖θg‖L2(Q) + ‖u0‖L2(Ω) + ‖v0‖L2(Ω))‖ϕ‖W . (2.40)
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Nous en déduisons que la forme linéaire L est continue surW . Par conséquent

d’après le Théorème de représentation de Riesz, il existe un unique ϕθ =

(ϕ1θ , ϕ2θ) ∈ W tel que pour tout σ = (σ1, σ2) ∈ W , on ait

B(ϕθ, σ) = L(σ),
et la preuve du Lemme 2.3.1 est complète.

Proposition 2.3.2. Reprenons les hypothèses du Lemme 2.3.1. Soit ϕθ l’u-

nique solution de (2.39). Posons

lθ = −γ(ϕ1θχω − Pϕ1θ), (2.41)

uθ =M(ϕθ), (2.42)

vθ = N(ϕθ). (2.43)

Alors (γlθ, (uθ, vθ)) est solution du problème de contrôlabilité à zéro avec con-

trainte sur le contrôle (2.5)-(2.7).

De plus, il existe une constante positive C = C(T, ‖a, b, c, d‖∞, c0, r) telle que,

‖ϕθ‖W � C(‖θf‖L2(Q) + ‖θg‖L2(Q) + ‖u0‖L2(Ω) + ‖v0‖L2(Ω)), (2.44)

‖uθ‖L2(Q) � C(‖θf‖L2(Q) + ‖θg‖L2(Q) + ‖u0‖L2(Ω) + ‖v0‖L2(Ω)), (2.45)

‖vθ‖L2(Q) � C(‖θf‖L2(Q) + ‖θg‖L2(Q) + ‖u0‖L2(Ω) + ‖v0‖L2(Ω)), (2.46)

‖lθ‖L2(G) � C(‖θf‖L2(Q) + ‖θg‖L2(Q) + ‖u0‖L2(Ω) + ‖v0‖L2(Ω)). (2.47)

Preuve. D’une part, comme ϕθ ∈ W , on a lθ ∈ L2(G) et uθ et vθ ∈ L2(Q).

D’autre part, Pϕ1θ étant un élément de K, lθ ∈ K⊥ et il en est de même pour

γlθ. En remplaçant γ(ϕ1θχω−Pϕθ1),M(ϕθ) et N(ϕθ) respectivement par −lθ,
uθ et vθ dans (2.39), nous obtenons∫

Q

uθ(L
∗
0σ1 − aσ1 − cσ2)dxdt+

∫
Q

vθ(L
∗
0σ2 − bσ1 − dσ2)dxdt

−
∫
G

γlθ(σ1 − Pσ1)dxdt =

∫
Q

(fσ1 + gσ2)dxdt

+

∫
Ω

(u0σ1(0) + v0σ2(0))dx, ∀σ = (σ1, σ2) ∈ W. (2.48)

Il s’ensuit que,∫
Q

uθ(L
∗
0σ1 − aσ1)dxdt−

∫
Q

vθbσ1dxdt−
∫
G

γlθσ1dxdt (2.49)

=

∫
Q

fσ1dxdt+

∫
Ω

u0σ1(0)dx, ∀(σ1, 0) ∈ W,

−
∫
Q

uθcσ2dxdt+

∫
Q

vθ(L
∗
0σ2 − dσ2)dxdt =

∫
Q

gσ2dxdt, (2.50)

+

∫
Ω

v0σ2(0)dx, ∀(0, σ2) ∈ W.
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En particulier pour σ1, σ2 ∈ D(Q),

〈L0uθ − auθ, σ1〉D ′(Q),D(Q) − 〈bvθ, σ1〉D ′(Q),D(Q) − 〈γlθχω, σ1〉D ′(Q),D(Q)

= 〈f, σ1〉D ′(Q),D(Q),

〈−cuθ, σ2〉D ′(Q),D(Q) + 〈L0vθ − dvθ, σ2〉D ′(Q),D(Q) = 〈g, σ2〉D ′(Q),D(Q).

Nous en déduisons que

L0uθ − auθ − bvθ = f + γlθχω dans Q, (2.51)

L0vθ − cuθ − dvθ = g dans Q. (2.52)

Comme uθ, vθ ∈ L2(Q) = L2(0, T ;L2(Ω)), nous avons d’une part
∂uθ
∂t

,
∂vθ
∂t

∈
H−1(0, T ;L2(Ω)), et d’après (2.51) et (2.52),

Δuθ =
∂uθ
∂t

− auθ − bvθ − (f + γlθχω) ∈ H−1(0, T ;L2(Ω)),

Δvθ =
∂vθ
∂t

− cuθ − dvθ − g ∈ H−1(0, T ;L2(Ω)),

puisque −auθ− bvθ− (f +γlθχω) et −cuθ−dvθ−g ∈ L2(Q). Par suite, uθ|Σ et
vθ|Σ existent et appartiennent à H−1(0, T ;H−1/2(Γ)),

∂uθ
∂ν

∣∣∣
Σ
et
∂vθ
∂ν

∣∣∣
Σ
existent

et appartiennent à H−1(0, T ;H−3/2(Γ)).

D’autre part, Δuθ,Δvθ ∈ L2(0, T ;H−2(Ω)) et selon (2.51) et (2.52),

∂uθ
∂t

= Δuθ + auθ + bvθ + f + γlθχω ∈ L2(0, T ;H−2(Ω)),

∂vθ
∂t

= Δvθ + cuθ + dvθ + g ∈ L2(0, T ;H−2(Ω)).

Par conséquent, t 	→ uθ(x, t) et t 	→ vθ(x, t) sont continues de [0, T ] dans

H−1(Ω), ce qui signifie que uθ(T ), vθ(T ) et uθ(0), vθ(0) sont bien définis sur

H−1(Ω).

En multipliant (2.51) et (2.52) respectivement par φ1, φ2 ∈ C∞(Q), puis
en intégrant par parties dans Q, il vient

〈uθ(T ), φ1(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) − 〈uθ(0), φ1(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω)

− 〈∂uθ
∂ν

, φ1〉H−1(0,T ;H− 3
2 (Γ)),H1

0 (0,T ;H
3
2 (Γ))

+ 〈uθ, ∂φ1

∂ν
〉
H−1(0,T ;H− 1

2 (Γ)),H1
0 (0,T ;H

1
2 (Γ))

+

∫
Q

uθL
∗
0φ1dxdt−

∫
Q

auθφ1dxdt−
∫
Q

bvθφ1dxdt =

∫
Q

fφ1dxdt+

∫
G

γlθφ1dxdt,

(2.53)
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〈vθ(T ), φ2(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) − 〈vθ(0), φ2(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω)

− 〈∂vθ
∂ν

, φ2〉H−1(0,T ;H− 3
2 (Γ)),H1

0 (0,T ;H
3
2 (Γ))

+ 〈vθ, ∂φ2

∂ν
〉
H−1(0,T ;H− 1

2 (Γ)),H1
0 (0,T ;H

1
2 (Γ))

+

∫
Q

vθL
∗
0φ2dxdt−

∫
Q

cuθφ2dxdt−
∫
Q

dvθφ2dxdt =

∫
Q

gφ2dxdt. (2.54)

En particulier pour φi tel que φi|Σ = 0, i = 1, 2, on a d’après (2.49) et (2.50),

〈uθ(T ), φ1(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) − 〈uθ(0), φ1(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω)

+ 〈uθ, ∂φ1

∂ν
〉
H−1(0,T ;H− 1

2 (Γ)),H1
0 (0,T ;H

1
2 (Γ))

+

∫
Ω

u0φ1(0)dx = 0, (2.55)

〈vθ(T ), φ2(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) − 〈vθ(0), φ2(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω)

+ 〈vθ, ∂φ2

∂ν
〉
H−1(0,T ;H− 1

2 (Γ)),H1
0 (0,T ;H

1
2 (Γ))

+

∫
Ω

v0φ2(0)dx = 0, (2.56)

ce qui est équivalent à

〈uθ(T ), φ1(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) +

∫
Ω

(u0 − uθ(0))φ1(0)dx

+ 〈uθ, ∂φ1

∂ν
〉
H−1(0,T ;H− 1

2 (Γ)),H1
0 (0,T ;H

1
2 (Γ))

= 0, (2.57)

〈vθ(T ), φ2(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) +

∫
Ω

(v0 − vθ(0))φ2(0)dx

+ 〈vθ, ∂φ2

∂ν
〉
H−1(0,T ;H− 1

2 (Γ)),H1
0 (0,T ;H

1
2 (Γ))

= 0. (2.58)

En choisissant successivement φi tel que φi(T ) = φi(0) = 0 dans Ω, puis

φi(T ) = 0 dans Ω, pour i = 1, 2, nous concluons que⎧⎨
⎩

uθ = vθ = 0 sur Σ,

uθ(0) = u0, vθ(0) = v0 dans Ω,

uθ(T ) = 0, vθ(T ) = 0 dans Ω.

Nous en déduisons que (γlθ, (uθ, vθ)) est solution de (2.5)-(2.7).

Maintenant prenons σ = ϕθ dans (2.39), nous trouvons

‖uθ‖2L2(Q) + ‖vθ‖2L2(Q) + ‖lθ‖2L2(G) =

∫
Q

(fϕ1θ + gϕ2θ)dxdt

+

∫
Ω

(u0ϕ1θ(0) + v0ϕ2θ(0))dx, (2.59)
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ce qui, au vu de la définition de la norme dans W donnée par (2.38), est

équivalent à

‖ϕθ‖2W =

∫
Q

(fϕ1θ + gϕ2θ)dxdt+

∫
Ω

(u0ϕ1θ(0) + v0ϕ2θ(0))dx. (2.60)

En procédant de même que pour (2.40), nous en déduisons que

‖ϕθ‖2W � C(‖θf‖L2(Q) + ‖θg‖L2(Q) + ‖u0‖L2(Ω) + ‖v0‖L2(Ω))‖ϕθ‖W ,
ce qui peut être réduit à (2.44).

(2.45)-(2.47) sont des conséquences de (2.59) et (2.44).

A présent, nous sommes en mesure de formuler le résultat principal de

cette section.

Proposition 2.3.3. Sous les hypothèses de la Proposition 2.3.2, il existe un

unique contrôle l̂ tel que

‖l̂‖L2(G) = min
l̄∈E

‖l̄‖L2(G) (2.61)

où E = {l̄ ∈ L2(G); (l̄, ϕ̄) vérifie (2.5) − (2.7)}. En outre, il existe une con-

stante positive C telle que

‖l̂‖L2(G) � C(‖θf‖L2(Q) + ‖θg‖L2(Q) + ‖u0‖L2(Ω) + ‖v0‖L2(Ω)). (2.62)

Preuve. La Proposition 2.3.2 garantit que l’ensemble E est non vide.

Puisque E est un sous-ensemble convexe fermé de L2(G), nous en déduisons

l’existence et l’unicité du contrôle optimal l̂.

2.4 Démonstration du Théorème 2.1.1

Cette section est consacreée à la preuve du Théorème 2.1.1. Nous la divi-

sons en trois étapes.

Etape 1 : Soient ε > 0 et A l’ensemble défini par

A = {(l, ϕ); l ∈ K⊥, ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ (L2(Q))2, L0ϕ1 − aϕ1 − bϕ2,

L0ϕ2 − cϕ1 − dϕ2 ∈ L2(Q), ϕi|Σ = 0, ϕi(T ) = 0 dans Ω, i = 1, 2,

ϕ1(0) = u0 et ϕ2(0) = v0 dans Ω}.
Pour tout élément (l, ϕ) de A, nous définissons la fonctionnelle

Jε(l, ϕ) =
1

2
‖l‖2L2(G) +

1

2ε
‖L0ϕ1 − aϕ1 − bϕ2 − f − lχω‖2L2(Q)

+
1

2ε
‖L0ϕ2 − cϕ1 − dϕ2 − g‖2L2(Q), (2.63)
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et nous considérons le problème de contrôle optimal suivant :

inf{Jε(l, ϕ)|(l, ϕ) ∈ A}. (2.64)

Nous montrons que quel que soit ε > 0, le problème (2.64) admet une solution

unique.

En effet, puisque (γlθ, (uθ, vθ)) ∈ A, A 
= ∅. En outre Jε étant minorée (par
0), nous en déduisons que inf{Jε(l, ϕ); (l, ϕ) ∈ A} = Iε existe. Soit (ln, ϕn)n
une suite minimisante de A, alors ∃n0 ∈ N, ∀n � n0,

Iε � Jε(ln, ϕn) < Iε +
1

n
. (2.65)

Or

Iε � Jε(γlθ, (uθ, vθ)) =
1

2
‖γlθ‖2L2(G),

donc d’après (2.65), il existe C > 0 telle que Jε(ln, ϕn) < C‖γlθ‖2L2(G). La

définition (2.63) de Jε implique que

‖ln‖L2(G) � C‖γlθ‖L2(G), (2.66)

‖L0ϕ1n − aϕ1n − bϕ2n − f − lnχω‖L2(Q) � C
√
ε‖γlθ‖L2(G), (2.67)

‖L0ϕ2n − cϕ1n − dϕ2n − g‖L2(Q) � C
√
ε‖γlθ‖L2(G). (2.68)

En combinant (2.66) et (2.67), nous en déduisons que

‖L0ϕ1n − aϕ1n − bϕ2n‖L2(Q) � ‖f‖L2(Q) + C‖γlθ‖L2(G) + C
√
ε‖γlθ‖L2(G),(2.69)

‖L0ϕ2n − cϕ1n − dϕ2n‖L2(Q) � ‖g‖L2(Q) + C
√
ε‖γlθ‖L2(G).(2.70)

Il résulte de (2.66) qu’il existe une sous-suite de (ln) (que l’on note (ln)) et

lε ∈ L2(G) tels que

ln ⇀ lε faiblement dans L
2(G), (2.71)

et de plus lε ∈ K⊥ qui est un sous-espace vectoriel fermé de L2(G). Comme

(ln, ϕn) ∈ A, on a (ϕin) ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), i = 1, 2 et selon

(2.69), (2.70) et les propriétés de l’équation de la chaleur, nous pouvons écrire :

‖ϕin‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) � C. (2.72)

Donc en prenant en compte (2.69),(2.70) et (2.72), il existe des sous-suites

de (ϕin) (encore notées (ϕin)), ϕiε ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), i = 1, 2, μ ∈ L2(Q) et

ξ ∈ L2(Q) tels que

L0ϕ1n − aϕ1n − bϕ2n ⇀ μ faiblement dans L2(Q), (2.73)

L0ϕ2n − cϕ1n − dϕ2n ⇀ ξ faiblement dans L2(Q), (2.74)

ϕni ⇀ ϕiε faiblement dans L
2(0, T ;H1

0 (Ω)). (2.75)
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Or pour tout φ ∈ D(Q), on a

〈L0ϕ1n − aϕ1n − bϕ2n , φ〉D ′(Q),D(Q) = 〈ϕ1n , L
∗
0φ− aφ〉D ′(Q),D(Q)

−〈ϕ2n , bφ〉D ′(Q),D(Q),

〈L0ϕ2n − cϕ1n − dϕ2n , φ〉D ′(Q),D(Q) = 〈ϕ2n , L
∗
0φ− dφ〉D ′(Q),D(Q)

−〈ϕ1n , cφ〉D ′(Q),D(Q).

En passant à la limite n→ +∞ dans cette dernière égalité, il vient

〈μ, φ〉D ′(Q),D(Q) = 〈ϕ1ε , L
∗
0φ− aφ〉D ′(Q)D(Q) − 〈ϕ2ε , bφ〉D ′(Q),D(Q)

= 〈L0ϕ1ε − aϕ1ε − bϕ2ε , φ〉D ′(Q),D(Q),

〈ξ, φ〉D ′(Q),D(Q) = 〈ϕ2ε , L
∗
0φ− dφ〉D ′(Q),D(Q) − 〈ϕ1ε , cφ〉D ′(Q),D(Q)

= 〈L0ϕ2ε − cϕ1ε − dϕ2ε , φ〉D ′(Q),D(Q).

Ainsi μ = L0ϕ1ε − aϕ1ε − bϕ2ε et ξ = L0ϕ2ε − cϕ1ε − dϕ2ε dans Q et (2.73) et

(2.74) peuvent s’écrire sous la forme :

L0ϕ1n − aϕ1n − bϕ2n ⇀ L0ϕ1ε − aϕ1ε − bϕ2ε faiblement dans L
2(Q)(2.76)

L0ϕ2n − cϕ1n − dϕ2n ⇀ L0ϕ2ε − cϕ1ε − dϕ2ε faiblement dans L
2(Q).(2.77)

Maintenant soit φ ∈ C∞(Q) tel que φ|Σ = 0. En appliquant la formule de

Green, nous trouvons

∫
Q

(L0ϕ1n − aϕ1n − bϕ2n)φdxdt = −
∫
Ω

u0φ(0)dx

+

∫
Q

ϕ1n(L
∗
0φ− aφ)dxdt−

∫
Q

ϕ2nbφdxdt,∫
Q

(L0ϕ2n − cϕn1 − dϕ2n)φdxdt = −
∫
Ω

v0φ(0)dx

+

∫
Q

ϕ2n(L
∗
0φ− dφ)dxdt−

∫
Q

ϕ1ncφdxdt.

Au vu de (2.75)-(2.77), nous pouvons passer à la limite n → +∞ dans les
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deux relations précédentes :∫
Q

(L0ϕ1ε − aϕ1ε − bϕ2ε)φdxdt

= −
∫
Ω

u0φ(0)dx+

∫
Q

ϕ1ε(L
∗
0φ− aφ)dxdt−

∫
Q

ϕ2εbφdxdt

= −
∫
Ω

u0φ(0)dx−
∫
Ω

ϕ1ε(T )φ(T )dx+

∫
Ω

ϕ1ε(0)φ(0)dx

−
∫
Σ

ϕ1ε

∂φ

∂ν
dΓdt+

∫
Q

(L0ϕ1ε − aϕ1ε − bϕ2ε)φdxdt,∫
Q

(L0ϕ2ε − cϕ1ε − dϕ2ε)φdxdt

= −
∫
Ω

v0φ(0)dx+

∫
Q

ϕ2ε(L
∗
0φ− dφ)dxdt−

∫
Q

ϕ1εcφdxdt

= −
∫
Ω

v0φ(0)dx−
∫
Ω

ϕ2ε(T )φ(T )dx+

∫
Ω

ϕ2ε(0)φ(0)dx

−
∫
Σ

ϕ2ε

∂φ

∂ν
dΓdt+

∫
Q

(L0ϕ2ε − cϕ1ε − dϕ2ε)φdxdt.

D’où, ∫
Ω

(ϕ1ε(0)− u0)φ(0)dx−
∫
Ω

ϕ1ε(T )φ(T )dx−
∫
Σ

ϕ1ε

∂φ

∂ν
dΓdt = 0,∫

Ω

(ϕ2ε(0)− v0)φ(0)dx−
∫
Ω

ϕ2ε(T )φ(T )dx−
∫
Σ

ϕ2ε

∂φ

∂ν
dΓdt = 0,

∀φ ∈ C∞(Q) tel que φ|Σ = 0.

En choisissant successivement φ tel que φ(0) = φ(T ) = 0 dans Ω, puis φ(T ) =

0 dans Ω, on a que ϕiε , i = 1, 2 vérifie⎧⎨
⎩

ϕ1ε = ϕ2ε = 0 sur Σ,

ϕ1ε(0) = u0, ϕ2ε(0) = v0 dans Ω,

ϕ1ε(T ) = ϕ2ε(T ) = 0 dans Ω.

(2.78)

Par conséquent (lε, (ϕ1ε , ϕ2ε)) ∈ A. Jε étant semi-continue inférieurement,

Jε(lε, (ϕ1ε , ϕ2ε)) � lim inf
n→+∞

Jε(ln, ϕn) = Iε.

Ainsi Jε(lε, (ϕ1ε , ϕ2ε)) = Iε ; l’unicité est une conséquence de la stricte con-

vexité de Jε et de la convexité de A.
Etape 2 : Nous donnons le système d’optimalité qui caractérise la solution

du problème de minimisation (2.64).
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Posons ϕε = (ϕ1ε , ϕ2ε). Les conditions d’optimalité d’Euler-Lagrange sont

données par

d

dλ
Jε(lε + λl, ϕε)|λ=0 = 0, ∀l ∈ K⊥, (2.79)

d

dλ
Jε(lε, ϕε + λϕ)|λ=0 = 0, ∀ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ (L2(Q))2 (2.80)

tel que ϕi|Σ = 0 et ϕi(0) = ϕi(T ) = 0 dans Ω, i = 1, 2.

Après calcul, nous obtenons,∫
G

lεldxdt− 1

ε

∫
Q

(L0ϕ1ε − aϕ1ε − bϕ2ε − f − lεχω)lχωdxdt = 0, (2.81)

∀l ∈ K⊥,
1

ε

∫
Q

(L0ϕ1ε − aϕ1ε − bϕ2ε − f − lεχω)(L0ϕ1 − aϕ1 − bϕ2)dxdt (2.82)

+
1

ε

∫
Q

(L0ϕ2ε − cϕ1ε − dϕ2ε − g)(L0ϕ2 − cϕ1 − dϕ2)dxdt = 0,

∀ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ (L2(Q))2 tel que ϕi|Σ = 0, ϕi(0) = ϕi(T ) = 0 dans Ω, i =

1, 2. Posons

η1ε =
1

ε
(L0ϕ1ε − aϕ1ε − bϕ2ε − f − lεχω), η2ε =

1

ε
(L0ϕ2ε − cϕ1ε − dϕ2ε − g).

Alors η1ε , η2ε ∈ L2(Q), et

L0ϕ1ε−aϕ1ε−bϕ2ε = f+ lεχω+εη1ε et L0ϕ2ε−cϕ1ε−dϕ2ε = g+εη2ε dans Q,

ce qui, en plus de (2.78), donne⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

L0ϕ1ε − aϕ1ε − bϕ2ε = f + lεχω + εη1ε dans Q,

L0ϕ2ε − cϕ1ε − dϕ2ε = g + εη2ε dans Q,

ϕ1ε = ϕ2ε = 0 sur Σ,

ϕ1ε(0) = u0, ϕ2ε(0) = v0 dans Ω,

ϕ1ε(T ) = ϕ2ε(T ) = 0 dans Ω.

(2.83)

En remplaçant
1

ε
(L0ϕ1ε −aϕ1ε −bϕ2ε −f− lεχω) et

1

ε
(L0ϕ2ε −cϕ1ε −dϕ2ε −g)

respectivement par η1ε et η2ε dans (2.81) et (2.82), il s’ensuit que∫
G

lεldxdt−
∫
Q

η1εlχωdxdt = 0, ∀l ∈ K⊥, (2.84)∫
Q

η1ε(L0ϕ1 − aϕ1 − bϕ2)dxdt+

∫
Q

η2ε(L0ϕ2 − cϕ1 − dϕ2)dxdt = 0, (2.85)

ManuscritCaroleLouisRose.pdf   82 21/01/2014   12:26:59



2.4. Démonstration du théorème principal 63

∀ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ (L2(Q))2 tel que ϕi|Σ = 0, ϕi(0) = ϕi(T ) = 0 dans Ω, i =

1, 2.

La relation (2.84) est équivalente à

∫
G

(lε − η1ε)ldxdt = 0, ∀l ∈ K⊥, d’où

lε − η1εχω ∈ K. Nous en déduisons que lε − η1εχω = P (lε − η1ε), et comme

lε ∈ K⊥, nous pouvons écrire lε = η1εχω − Pη1ε .

Nous tirons de la relation (2.85) que

∫
Q

η1ε(L0ϕ1 − aϕ1)dxdt−
∫
Q

η2εcϕ1dxdt = 0, ∀(ϕ1, 0) ∈ (L2(Q))2

tel que ϕ1|Σ = 0 et ϕ1(0) = ϕ1(T ) = 0 dans Ω,

−
∫
Q

η1εbϕ2dxdt+

∫
Q

η2ε(L0ϕ2 − dϕ2)dxdt = 0, ∀(0, ϕ2) ∈ (L2(Q))2

tel que ϕ2|Σ = 0 et ϕ2(0) = ϕ2(T ) = 0 dans Ω.

Les relations précédentes sont vraies en particulier pour (ϕ1, 0) ∈ (D(Q))2 et

(0, ϕ2) ∈ (D(Q))2,

〈L∗
0η1ε − aη1ε − cη2ε , ϕ1〉D ′(Q),D(Q) = 0,

〈L∗
0η2ε − bη1ε − dη2ε , ϕ2〉D ′(Q),D(Q) = 0.

Donc, en posant ηε = (η1ε , η2ε) :

M(ηε) = 0 dans Q, (2.86)

N(ηε) = 0 dans Q. (2.87)

Puisque M(ηε) et N(ηε) ∈ L2(Q) et que ηε ∈ (L2(Q))2, nous pou-

vons définir comme en p. 56, ηiε |Σ dans H−1(0, T ;H−1/2(Γ)),
∂ηiε
∂ν

∣∣∣
Σ
dans

H−1(0, T ;H−3/2(Γ)), ηiε(0) et ηiε(T ) dans H
−1(Ω), i = 1, 2.

Nous multiplions (2.86) et (2.87) respectivement par φ1 ∈ C∞(Q) et φ2 ∈
C∞(Q), puis nous intégrons par parties dans Q :

−〈η1ε(T ), φ1(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) + 〈η1ε(0), φ1(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω)

−〈∂η1ε
∂ν

, φ1〉H−1(0,T ;H− 3
2 (Γ)),H1

0 (0,T ;H
3
2 (Γ))

+〈η1ε ,
∂φ1

∂ν
〉
H−1(0,T,H− 1

2 (Γ)),H1
0 (0,T,H

1
2 (Γ))

+

∫
Q

η1εL0φ1dxdt−
∫
Q

(aη1ε + cη2ε)φ1dxdt = 0,
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64 Chapitre 2. Contrôlabilité simultanée à zéro avec contrainte

−〈η2ε(T ), φ2(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) + 〈η2ε(0), φ2(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω)

−〈∂η2ε
∂ν

, φ2〉H−1(0,T ;H− 3
2 (Γ)),H1

0 (0,T ;H
3
2 (Γ))

+〈η2ε ,
∂φ2

∂ν
〉
H−1(0,T,H− 1

2 (Γ)),H1
0 (0,T,H

1
2 (Γ))

+

∫
Q

η2εL0φ2dxdt−
∫
Q

(bη1ε + dη2ε)φ2dxdt = 0.

En choisissant φi tel que φi|Σ = 0 et φi(0) = φi(T ) = 0 dans Ω, i = 1, 2, puis

en additionnant les résultats, nous obtenons

〈η1ε ,
∂φ1

∂ν
〉
H−1(0,T,H− 1

2 (Γ)),H1
0 (0,T,H

1
2 (Γ))

+ 〈η2ε ,
∂φ2

∂ν
〉
H−1(0,T,H− 1

2 (Γ)),H1
0 (0,T,H

1
2 (Γ))

+

∫
Q

η1ε(L0φ1 − aφ1 − bφ2)dxdt+

∫
Q

η2ε(L0φ2 − cφ1 − dφ2)dxdt = 0.

Or (2.85) implique que :

〈η1ε ,
∂φ1

∂ν
〉
H−1(0,T,H− 1

2 (Γ)),H1
0 (0,T,H

1
2 (Γ))

+ 〈η2ε ,
∂φ2

∂ν
〉
H−1(0,T,H− 1

2 (Γ)),H1
0 (0,T,H

1
2 (Γ))

= 0,

pour toute fonction φi telle que φi|Σ = 0, φi(0) = φi(T ) = 0 dans Ω, i = 1, 2,

et nous concluons que ηiε |Σ = 0, i = 1, 2.

En résumé, nous avons démontré que (lε, ϕε) résout le problème (2.64) ssi

il existe une fonction ηε = (η1ε , η2ε) telle que le triplet (lε, ϕε, ηε) vérifie le

système d’optimalité suivant

lε = η1εχω − Pη1ε , (2.88)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

L0ϕ1ε − aϕ1ε − bϕ2ε = f + lεχω + εη1ε dans Q,

L0ϕ2ε − cϕ1ε − dϕ2ε = g + εη2ε dans Q,

ϕ1ε = ϕ2ε = 0 sur Σ,

ϕ1ε(0) = u0, ϕ2ε(0) = v0 dans Ω,

ϕ1ε(T ) = ϕ2ε(T ) = 0 dans Ω,

(2.89)

⎧⎨
⎩

M(ηε) = 0 dans Q,

N(ηε) = 0 dans Q,

η1ε = η2ε = 0 sur Σ.

(2.90)
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Etape 3 : Nous établissons des estimations utiles et nous achevons la

preuve du théorème.

Nous tirons de (2.66)-(2.68),(2.71),(2.76) et (2.77), les résultats suivants

‖lε‖L2(G) � C‖γlθ‖L2(G), (2.91)

‖L0ϕ1ε − aϕ1ε − bϕ2ε − (f + lεχω)‖L2(Q) � C
√
ε‖γlθ‖L2(G), (2.92)

‖L0ϕ2ε − cϕ1ε − dϕ2ε − g‖L2(Q) � C
√
ε‖γlθ‖L2(G). (2.93)

Les relations (2.92) et (2.93), et le fait que ϕε soit solution de (2.89) entrâınent

que

‖ϕε‖(L2(0,T ;H1
0 (Ω)))2 � C. (2.94)

Au vu de (2.88) et (2.91), il vient

‖η1εχω − Pη1ε‖L2(G) � C‖γlθ‖L2(G), (2.95)

et puisque ηε résout (2.90),

‖ηε‖W � C‖γlθ‖L2(G). (2.96)

Maintenant en appliquant (2.25) à ηε,∥∥∥1
θ
η1ε

∥∥∥
L2(Q)

� C‖γlθ‖L2(G).

Comme
∥∥∥1
θ
Pη1ε

∥∥∥
L2(G)

�
∥∥∥1
θ
(η1εχω − Pη1ε)

∥∥∥
L2(G)

+
∥∥∥1
θ
η1εχω

∥∥∥
L2(G)

et
1

θ
∈

L∞(Q), alors ∥∥∥1
θ
Pη1ε

∥∥∥
L2(G)

� C‖γlθ‖L2(G).

Pη1ε étant un élément de K qui est un sous-espace vectoriel de L2(G), de

dimension finie, nous en déduisons que

‖Pη1ε‖L2(G) � C‖γlθ‖L2(G). (2.97)

Il découle à nouveau de (2.95),

‖η1ε‖L2(G) � C‖γlθ‖L2(G). (2.98)

Par extraction de sous-suites, on a selon (2.91), (2.94), (2.96)-(2.98),

lε ⇀ l̃ faiblement dans L2(G), (2.99)

ϕiε ⇀ ϕ̃i faiblement dans L
2(0, T,H1

0 (Ω)), i = 1, 2, (2.100)

ηiε ⇀ η̃i faiblement dans V, i = 1, 2, (2.101)

Pη1ε ⇀ υ̃ faiblement dans L2(G), (2.102)

η1ε ⇀ η̃1 faiblement dans L
2(G), (2.103)
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66 Chapitre 2. Contrôlabilité simultanée à zéro avec contrainte

et donc l̃ ∈ K⊥ et υ̃ ∈ K.
L’injection de L2(0, T,H1

0 (Ω)) dans L
2(Q) étant compacte, (l̃, (ϕ̃1, ϕ̃2)) vérifie

le problème de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le contrôle (2.5)-(2.7).

Nous savons, en nous basant sur la Proposition 2.3.3, qu’il existe un unique

contrôle l̂ de norme minimale dans L2(G), tel que le problème (2.5)-(2.7) soit

vrai. D’où
1

2
‖l̂‖2L2(G) �

1

2
‖l̃‖2L2(G).

Soit ϕ̂ = (ϕ̂1, ϕ̂2) la solution de (2.6) correspondant à l̂ ; il vient

∂ϕ̂1

∂t
−Δϕ̂1 − aϕ̂1 − bϕ̂2 = f + l̂χω dans Q,

∂ϕ̂2

∂t
−Δϕ̂2 − cϕ̂1 − dϕ̂2 = g dans Q.

(lε, ϕε) étant l’élément réalisant le minimum de (2.64),

1

2
‖lε‖2L2(G) � Jε(lε, ϕε) � Jε(l̂, ϕ̂) =

1

2
‖l̂‖2L2(G).

Or selon (2.99), nous pouvons également écrire :

1

2
‖l̃‖2L2(G) � lim inf

ε→0

1

2
‖lε‖2L2(G),

et nous concluons que l̃ = l̂.

D’autre part, ηε vérifiant (2.90), il résulte de (2.101) que,⎧⎨
⎩

M(η̃1, η̃2) = 0 dans Q,

N(η̃1, η̃2) = 0 dans Q,

η̃1 = η̃2 = 0 sur Σ.

(2.104)

De plus, (2.95) implique que

η1εχω − Pη1ε ⇀ ς̃ faiblement dans L2(G), (2.105)

donc ς̃ ∈ K⊥, et au vu de (2.102) et (2.103), η̃1 = υ̃ + ς̃. Finalement υ̃ = P η̃1
et

η1εχω − Pη1ε ⇀ η̃1 − P η̃1 faiblement dans L
2(G), (2.106)

ce qui établit le Théorème 2.1.1.
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68 Chapitre 3. Contrôlabilité à zéro d’un système non local

Dans cette partie, nous étudions la contrôlabilité à zéro d’un système

parabolique non local. Nous considérons un système en cascade de deux

équations paraboliques couplées. Dans un premier temps, nous démontrons

la contrôlabilité à zéro pour un système linéaire similaire, en utilisant une

inégalité d’observabilité que nous établissons au préalable. Le résultat princi-

pal est alors basé sur un théorème de point fixe.

3.1 Notations et introduction

Introduisons les notations suivantes ([23, 37]). Notons C0(Ω) l’ensemble

des fonctions définies et continues sur Ω, et C l(Ω) (l ∈ N) l’ensemble suivant :

C l(Ω) = {u : Ω→ R pour tout α ∈ N
N0 , |α| � l, Dαu ∈ C0(Ω)}.

Pour κ ∈]0, 1[ et u ∈ C0(Q), nous définissons la quantité

[u]κ,κ/2 = sup
Q

x 	=x′

|u(x, t)− u(x′, t)|
|x− x′|κ + sup

Q

t 	=t′

|u(x, t)− u(x, t′)|
|t− t′|κ/2 .

Puis nous considérons l’espace

Cκ,κ/2(Q) =
{
u ∈ C0(Q) : [u]κ,κ/2 <∞

}
,

qui est un espace de Banach avec la norme naturelle

|u|κ,κ/2;Q = ‖u‖L∞(Q) + [u]κ,κ/2,

ainsi que l’espace de Banach défini par

C1+κ, 1+κ
2 (Q) =

{
u ∈ C0(Q) :

∂u

∂xi
∈ Cκ,κ/2(Q)∀i,

sup
Q

t 	=t′

|u(x, t)− u(x, t′)|
|t− t′| 1+κ

2

<∞
}

dont la norme sera notée |.|1+κ, 1+κ
2

;Q.

Enfin soient les espaces

Z =
{
z ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) :

∂z

∂t
∈ L∞(0, T ;L2(Ω))

}
,

W (0, T ) =
{
ρ ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω));
∂ρ

∂t
∈ L2(0, T ;H−1(Ω))

}
,

X =
{
(k, (u, v)) : k ∈ Cκ,κ/2(ω × [0, T ]), (u, v) ∈

(
C1+κ, 1+κ

2 (Q)
)2}

.
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Considérons le système suivant d’équations paraboliques non locales :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u

∂t
− A(t)u− au− bv = f + kχω dans Q,

∂v

∂t
− A(t)v − cu− dv = g dans Q,

u = v = 0 sur Σ,

u(0) = u0, v(0) = v0 dans Ω,

(3.1)

où f, g ∈ L2(Q), u0, v0 ∈ L2(Ω), a, b, c, d ∈ L∞(Q), k ∈ L2(G) représente la

fonction contrôle et

A(t)w =

N0∑
i,j=1

Bij(w(t), t)
∂2w

∂xi∂xj
. (3.2)

Les fonctions Bij : L2(Ω) × [0, T ] → R sont données pour tous i, j ∈
{1, . . . , N0}. Nous retrouvons le même opérateur non local A(t) dans [18] où
les auteurs analysent la contrôlabilité à zéro d’une équation parabolique non

linéaire. Un résultat d’existence et d’unicité de la solution d’une telle équation

est également rappelé dans cet article. Une démonstration détaillée de ce

résultat est donnée dans [11]. M. Chipot et al. se sont penchés sur les ques-

tions d’existence, d’unicité et du comportement asymptotique des solutions de

problèmes paraboliques de type non local, nous pouvons citer [9, 50, 12, 10].

Pour notre étude, nous utiliserons les hypothèses suivantes. Supposons que

pour tous i, j ∈ {1, . . . , N0},
Bij = Bji, (3.3)

−∞ < μ0 � Bij � μ1 < +∞. (3.4)

En outre pour chaque i, j ∈ {1, . . . , N0}, Bij est une fonction continue et

globalement lipschitzienne dans L2(Ω)×[0, T ] i.e. il existe une constante L > 0

telle que quels que soient (z, t), (y, s) ∈ L2(Ω)× [0, T ],

|Bij(z, t)− Bij(y, s)| � L(‖z − y‖L2(Ω) + |t− s|). (3.5)

Enfin, supposons qu’il existe une constante α0 > 0 telle que quelque soit

z ∈ L2(Ω), p.p. en t ∈]0, T [ et quelque soit φ ∈ R
N0 ,

N0∑
i,j=1

Bij(z, t)φiφj � α0|φ|2. (3.6)

Sous les hypothèses ci-dessus sur Bij et en supposant que les quantités

‖a‖L∞(Q) et ‖d‖L∞(Q) sont suffisamment petites, pour k ∈ L2(G), il existe

une unique solution (u, v) au système (3.1) dans(
L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω))
)2
.
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70 Chapitre 3. Contrôlabilité à zéro d’un système non local

Nous renvoyons à l’Annexe C où l’existence de solutions pour une équation

parabolique non locale est démontrée.

Dans cette partie, nous étudions la contrôlabilité à zéro du système (3.1)

i.e. quels que soient f, g ∈ L2(Q), a, b, c, d ∈ L∞(Q) et u0, v0 ∈ L2(Ω), nous

cherchons un contrôle k ∈ L2(G) tel que la solution (u, v) de (3.1) vérifie

u(T ) = v(T ) = 0 dans Ω. (3.7)

3.2 Système linéaire

Soit T > 0. Nous allons prouver la contrôlabilité à zéro du système linéaire

associé à (3.1). Notons que pour tout z fixé dans Z, la fonction t 	→ Bij(z(t), t)

est presque partout différentiable et puisque

B′
ij(z(t), t) =

∂Bij

∂z
(z(t), t)

∂z

∂t
(t) +

∂Bij

∂t
(z(t), t),

on a d’après l’hypothèse (3.5),

‖B′
ij(z(t), t)‖L∞(0,T ) � L

(
1 +

∥∥∥∂z
∂t

∥∥∥
L∞(0,T ;L2(Ω))

)
, 1 � i, j � N0.

Ainsi

π(z) = max
1�i,j�N0

‖B′
ij(z(t), t)‖L∞(0,T ) � L

(
1 +

∥∥∥∂z
∂t

∥∥∥
L∞(0,T ;L2(Ω))

)
.

La contrôlabilité à zéro du système linéaire associé à (3.1) peut être for-

mulée ainsi : quels que soient z = (z1, z2) ∈ Z × Z, Bij(z1(t), t), Bij(z2(t), t)

∈ L∞(0, T ), a, b, c, d ∈ L∞(Q), f, g ∈ L2(Q) et u0, v0 ∈ L2(Ω), trouver un

contrôle

k ∈ L2(G) (3.8)

tel que la solution (u, v) du système linéaire suivant⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u

∂t
− B(t; z1)u− au− bv = f + kχω dans Q,

∂v

∂t
− B(t; z2)v − cu− dv = g dans Q,

u = v = 0 sur Σ,

u(0) = u0, v(0) = v0 dans Ω,

(3.9)

vérifie

u(T ) = v(T ) = 0 dans Ω, (3.10)

où

B(t; y)w =

N0∑
i,j=1

Bij(y(t), t)
∂2w

∂xi∂xj
.
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3.3 Inégalité d’observabilité

Nous prouvons dans cette section une inégalité d’observabilité,

conséquence d’une inégalité de Carleman. Nous commençons par rappeler une

inégalité de Carleman globale, que vérifient les solutions du système suivant⎧⎪⎨
⎪⎩

∂w

∂t
+B(t; z)w = f dans Q,

w = 0 sur Σ,

w(T ) = wT dans Ω.

(3.11)

Soit ω′ un sous-domaine de ω vérifiant ω′ � ω.

Lemme 3.3.1. Il existe une fonction β ∈ C2(Ω) vérifiant⎧⎨
⎩

β(x) > 0 ∀x ∈ Ω,

β = 0 ∀x ∈ Γ,

|∇β(x)| > 0 ∀x ∈ Ω \ ω′.

Nous devons ce résultat à Fursikov et Imanuvilov ([20]). Cela étant, quel

que soit λ ∈ R
∗
+, définissons

ρ(x, t) =
eλβ(x)

t(T − t)
,

α(x, t) =
e2λ‖β‖L∞(Ω) − eλβ(x)

t(T − t)
,

pour (x, t) ∈ Q.

Remarque 3.3.2. Notons en particulier que ρ > 4
T 2 .

A présent, nous pouvons énoncer l’inégalité de Carleman globale.

Théorème 3.3.3 ([18], Théorème 2.1 p. 109). Il existe τ0 > 0, λ0 > 0 et une

constante positive C0 tels que pour τ � τ0, λ � λ0, pour tout f ∈ L2(Q) et

wT ∈ L2(Ω), la solution associée de (3.11) vérifie l’inégalité

∫
Q

e−2λα
[
(λρ)−1

(∣∣∣∂w
∂t

∣∣∣2 + N0∑
i,j=1

∣∣∣ ∂2w

∂xi∂xj

∣∣∣2)+ λτ 2ρ|∇w|2 + τ 4(λρ)3|w|2
]
dxdt

� C0

(∫
Q

e−2λα|f |2dxdt+
∫ T

0

∫
ω′
e−2λατ 4(λρ)3|w|2dxdt

)
. (3.12)

De plus, C0 et τ0 dépendent uniquement de Ω, ω, μ0, μ1 et α0, et λ0 peut être

choisi de la forme

λ0 = σ0(T + T 2) + σ1π(z)T
2

où σ0 et σ1 dépendent uniquement de Ω, ω, μ0, μ1 et α0.
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Nous introduisons maintenant, pour tout z = (z1, z2) ∈ Z×Z, les notations
suivantes : ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

V = {ϕ ∈ C∞(Q);ϕ|Σ = 0},
W = V × V ,

M(ϕ, σ) = −∂ϕ
∂t

− B(t; z1)ϕ− aϕ− cσ,

N(ϕ, σ) = −∂σ
∂t

− B(t; z2)σ − bϕ− dσ.

(3.13)

Etant donnés λ et τ par le Théorème 3.3.3, considérons comme dans [27], la

fonctionnelle

I(w) =

∫
Q

e−2λα
[
(λρ)−1

(∣∣∣∂w
∂t

∣∣∣2 + N0∑
i,j=1

∣∣∣ ∂2w

∂xi∂xj

∣∣∣2)+ λτ 2ρ|∇w|2+

τ 4(λρ)3|w|2
]
dxdt.

D’autre part, posons

‖a, b, c, d‖2∞ = ‖a‖2∞ + ‖b‖2∞ + ‖c‖2∞ + ‖d‖2∞,

où ‖.‖∞ = ‖.‖L∞(Q).

Lemme 3.3.4. Soit C0 la constante donnée par le Théorème 3.3.3. Quels

que soient λ � λ0 et τ � τ1 =
(

T
2

)3/2(
4C0

λ3
0

)1/4

‖a, b, c, d‖1/2∞ , on a pour tout

ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ W

I(ϕ1) + I(ϕ2) � C0

(
2

∫
Q

e−2λα(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt

+ τ 4λ3
∫ T

0

∫
ω′
e−2λαρ3(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt

)
. (3.14)

Preuve. Soit ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ W . Nous appliquons (3.12) à chaque ϕi, i =

1, 2, puis nous faisons la somme des résultats, nous en déduisons la relation

suivante :

I(ϕ1) + I(ϕ2) � C0

[ ∫
Q

e−2λα
(∣∣∣∂ϕ1

∂t
+B(t; z1)ϕ1

∣∣∣2 (3.15)

+
∣∣∣∂ϕ2

∂t
+B(t; z2)ϕ2

∣∣∣2)dxdt+ ∫ T

0

∫
ω′
e−2λατ 4(λρ)3(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt

]
.
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Le premier terme du membre de droite de (3.15) est majoré par :∫
Q

e−2λα
(∣∣∣∂ϕ1

∂t
+B(t; z1)ϕ1

∣∣∣2 + ∣∣∣∂ϕ2

∂t
+B(t; z2)ϕ2

∣∣∣2)dxdt
=

∫
Q

e−2λα(|M(ϕ) + aϕ1 + cϕ2|2 + |N(ϕ) + bϕ1 + dϕ2|2)dxdt

� 2

∫
Q

e−2λα(|M(ϕ)|2 + |aϕ1 + cϕ2|2 + |N(ϕ)|2 + |bϕ1 + dϕ2|2)dxdt

� 2

∫
Q

e−2λα(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt

+ 4

∫
Q

e−2λα(|aϕ1|2 + |cϕ2|2 + |bϕ1|2 + |dϕ2|2)dxdt

� 2

∫
Q

e−2λα(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt

+ 4‖a, b, c, d‖2∞
∫
Q

e−2λα(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt.

Nous reportons dans (3.15), alors nous obtenons :

I(ϕ1) + I(ϕ2) � C0

(
2

∫
Q

e−2λα(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt

+ 4‖a, b, c, d‖2∞
∫
Q

e−2λα(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt

+

∫ T

0

∫
ω′
e−2λατ 4(λρ)3(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt

)
. (3.16)

Nous voulons que le terme 4C0‖a, b, c, d‖2∞
∫
Q

e−2λα(|ϕ1|2+ |ϕ2|2)dxdt soit ab-

sorbé par le terme τ 4λ3
∫
Q

ρ3e−2λα(|ϕ1|2+|ϕ2|2)dxdt dans le membre de gauche
de (3.16), i.e. 4C0‖a, b, c, d‖2∞ < τ 4(λρ)3. Puisque ρ > 4

T 2 et λ � λ0, il suffit

que 4C0‖a, b, c, d‖2∞ � τ 4λ30

(
4
T 2

)3

, i.e τ � τ1 =
(

T
2

)3/2(
4C0

λ3
0

)1/4

‖a, b, c, d‖1/2∞ .

Nous en déduisons (3.14).

Nous transformons l’inégalité (3.14) en y insérant une fonction poids. Pour

cela, supposons que λ � max{λ0, 1} et posons

ϑ =
e(−1+λ)α

ρ3/2
.

On a donc
1

ϑ2
= ρ3e2(1−λ)α, et nous en déduisons que

1

ϑ
est une fonction

positive et bornée dans Q. En remplaçant ρ3e−2λα par
e−2α

ϑ2
dans (3.14), il
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vient en particulier

τ 4λ3
∫
Q

e−2α

ϑ2
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt � C0

(
2

∫
Q

e−2α

ϑ2ρ3
(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt

+ τ 4λ3
∫ T

0

∫
ω′

e−2α

ϑ2
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt

)
.

Puis en divisant par τ 4λ3, nous obtenons∫
Q

e−2α

ϑ2
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt � C0

(
2

∫
Q

e−2α

ϑ2ρ3τ 4λ3
(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt

+

∫ T

0

∫
ω′

e−2α

ϑ2
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt

)
.

En utilisant le fait que
1

ϑ
mais aussi

1

ρ3τ 4λ3
sont bornés dans Q, on a

∫
Q

e−2α

ϑ2
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt � C

(∫
Q

e−2α(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt

+

∫ T

0

∫
ω′
e−2α(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt

)
, (3.17)

où C = C(Ω, ω, μ0, μ1, α0, T, τ1).

Théorème 3.3.5. Avec les hypothèses du Lemme 3.3.4, supposons de plus

que

il existe une constante c0 > 0 et un domaine ωc tels que

ωc � ω et |c| � c0 dans ωc×]0, T0[ pour T0 > 0. (3.18)

Alors pour tout r ∈ [0, 2[, il existe une constante C = C(μ0, μ1, N0, c0, α0,

‖a, b, c, d‖∞, ‖β‖L∞(Ω), T ) telle que pour tout ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ W∫ T

0

∫
ω′
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)e−2αdxdt � C

(∫
G

|ϕ1|2e−rαdxdt

+

∫
Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)e−2αdxdt
)

(3.19)

pour tout ω′ tel que ω′ � ωc � ω.

Les détails de la preuve du Théorème 3.3.5 figurent dans l’Annexe E.

Nous allons maintenant combiner les inégalités (3.17) et (3.19). Nous obtenons∫
Q

e−2α

ϑ2
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt � C

(∫
Q

e−2α(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt

+

∫
G

|ϕ1|2e−rαdxdt
)
, (3.20)
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avec C = C(Ω, ω, τ1, μ0, μ1, N0, c0, α0, ‖a, b, c, d‖∞, ‖β‖L∞(Ω), T ). Posons

1

θ2
=
e−2α

ϑ2
= ρ3e−2λα, (3.21)

alors∫
Q

1

θ2
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt � C

(∫
Q

e−2α(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt

+

∫
G

|ϕ1|2e−rαdxdt
)

� C
(∫

Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt+
∫
G

|ϕ1|2dxdt
)
. (3.22)

Théorème 3.3.6. Reprenons la notation (3.21). Sous les hy-

pothèses du Théorème 3.3.5, il existe une constante positive C =

C(Ω, ω, τ1, μ0, μ1, N0, c0, α0, ‖β‖L∞(Ω), ‖a, b, c, d‖∞, T,K, λ0) telle que pour

tout ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ W, on ait :∫
Ω

(|ϕ1(0)|2 + |ϕ2(0)|2)dx+
∫
Q

1

θ2
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt (3.23)

� C
(∫

Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt+
∫
G

|ϕ1|2dxdt
)
.

Preuve. Nous procédons comme dans [43]. Sur l’intervalle de temps[T
4
,
3T

4

]
, il existe une constante positive C1 = 16λe2λ‖β‖L∞(Ω) telle que

1

θ2
� 43

T 6
e−2C1/T 2

.

En effet, sur l’intervalle
[T
4
,
3T

4

]
, on a

α(x, t) =
e2λ‖β‖L∞(Ω) − eλβ(x)

t(T − t)
� e2λ‖β‖L∞(Ω)

t(T − t)
� 16e2λ‖β‖L∞(Ω)

T 2
,

donc
1

θ2
= ρ3e−2λα � 43

T 6
e−32λe

2λ‖β‖L∞(Ω)/T 2

.

D’où∫
Q

1

θ2
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt � 43

T 6
e−2C1/T 2

∫ 3T/4

T/4

∫
Ω

(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt. (3.24)
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Soit η une fonction telle que

η ∈ C∞([0, T ]), 0 � η � 1, η(t) = 1 ∀t ∈
[
0,
T

4

]
, η(t) = 0

∀t ∈
[3T
4
, T

]
.

Soit ϕi ∈ V , i = 1, 2 et p ∈ R. Ecrivons pour i = 1, 2,

ξi(t) = η(t)eptϕi(x, t),

alors

ξi(T ) = 0, ξi(0) = ϕi(x, 0) et ξi|Σ = 0, i = 1, 2. (3.25)

On a

−∂ξ1
∂t

− B(t; z1)ξ1 − aξ1 − cξ2 = −
(
η′(t)ϕ1 + η(t)

∂ϕ1

∂t
+ pη(t)ϕ1

)
ept

−η(t)eptB(t; z1)ϕ1 − aη(t)eptϕ1 − cη(t)eptϕ2

= η(t)eptM(ϕ)− η′(t)eptϕ1 − pη(t)eptϕ1,

donc

−∂ξ1
∂t

− B(t; z1)ξ1 − (a− p)ξ1 − cξ2 = η(t)eptM(ϕ)− η′(t)eptϕ1

et de même

−∂ξ2
∂t

− B(t; z2)ξ2 − bξ1 − (d− p)ξ2 = η(t)eptN(ϕ)− η′(t)eptϕ2.

Nous multiplions les deux relations précédentes par ξ1 et ξ2 respectivement,

puis nous intégrons dans Ω, nous trouvons

− 1

2

∫
Ω

d

dt
(|ξ1|2)dx−

∫
Ω

ξ1B(t; z1)ξ1dx−
∫
Ω

(a− p)|ξ1|2dx−
∫
Ω

cξ1ξ2dx

=

∫
Ω

η(t)eptM(ϕ)ξ1dx−
∫
Ω

η′(t)eptϕ1ξ1dx,

− 1

2

∫
Ω

d

dt
(|ξ2|2)dx−

∫
Ω

ξ2B(t; z2)ξ2dx−
∫
Ω

bξ1ξ2dx−
∫
Ω

(d− p)|ξ2|2dx

=

∫
Ω

η(t)eptN(ϕ)ξ2dx−
∫
Ω

η′(t)eptϕ2ξ2dx.

Or ∫
Ω

ξ1B(t; z1)ξ1dx =

∫
Ω

ξ1

N0∑
i,j=1

Bij(z1(t), t)
∂2ξ1
∂xi∂xj

dx

= −
N0∑

i,j=1

∫
Ω

Bij(z1(t), t)
∂ξ1
∂xi

∂ξ1
∂xj

dx

� −α0

∫
Ω

|∇ξ1|2dx,
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et de même ∫
Ω

ξ2B(t; z2)ξ2dx � −α0

∫
Ω

|∇ξ2|2dx,
donc

− 1

2

∫
Ω

d

dt
(|ξ1|2)dx+ α0

∫
Ω

|∇ξ1|2dx−
∫
Ω

(a− p)|ξ1|2dx−
∫
Ω

cξ1ξ2dx

�
∫
Ω

η(t)eptM(ϕ)ξ1dx−
∫
Ω

η′(t)η(t)e2pt|ϕ1|2dx

− 1

2

∫
Ω

d

dt
(|ξ2|2)dx+ α0

∫
Ω

|∇ξ2|2dx−
∫
Ω

bξ1ξ2dx−
∫
Ω

(d− p)|ξ2|2dx

�
∫
Ω

η(t)eptN(ϕ)ξ2dx−
∫
Ω

η′(t)η(t)e2pt|ϕ2|2dx.

En utilisant l’inégalité de Young, il vient

− 1

2

∫
Ω

d

dt
(|ξ1|2)dx+ α0

∫
Ω

|∇ξ1|2dx−
∫
Ω

(a− p)|ξ1|2dx

− 1

2

∫
Ω

(|ξ1|2 + |cξ2|2)dx � 1

2

∫
Ω

(
ν1|η(t)M(ϕ)|2e2pt + 1

ν1
|ξ1|2

)
dx

−
∫
Ω

η′(t)η(t)e2pt|ϕ1|2dx,

− 1

2

∫
Ω

d

dt
(|ξ2|2)dx+ α0

∫
Ω

|∇ξ2|2dx− 1

2

∫
Ω

(|bξ1|2 + |ξ2|2)dx

−
∫
Ω

(d− p)|ξ2|2dx � 1

2

∫
Ω

(
ν2|η(t)N(ϕ)|2e2pt + 1

ν2
|ξ2|2

)
dx

−
∫
Ω

η′(t)η(t)e2pt|ϕ2|2dx.

En faisant la somme des deux relations précédentes, nous obtenons

− 1

2

∫
Ω

d

dt
(|ξ1|2)dx− 1

2

∫
Ω

d

dt
(|ξ2|2)dx+ α0

∫
Ω

(|∇ξ1|2 + |∇ξ2|2)dx

−
∫
Ω

(
a− p+

1

2
(1 + |b|2)

)
|ξ1|2dx−

∫
Ω

(
d− p+

1

2
(1 + |c|2)

)
|ξ2|2dx

� 1

2

∫
Ω

ν1|η(t)M(ϕ)|2e2ptdx+ 1

2

∫
Ω

ν2|η(t)N(ϕ)|2e2ptdx

+
1

2

∫
Ω

1

ν1
|ξ1|2dx+ 1

2

∫
Ω

1

ν2
|ξ2|2dx

−
∫
Ω

η′(t)η(t)e2pt|ϕ1|2dx−
∫
Ω

η′(t)η(t)e2pt|ϕ2|2dx.

Choisissons p tel que :

p � max
{
‖a‖L∞(Q)+

1

2
(1+ ‖b‖L∞(Q)); ‖d‖L∞(Q)+

1

2
(1+ ‖c‖L∞(Q))

}
. Alors en
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intégrant entre 0 et T et en appliquant l’inégalité de Poincaré, on a

1

2

∫
Ω

(|ξ1(0)|2 + |ξ2(0)|2)dx+
∫
Q

(
α0 − K

2ν1

)
|∇ξ1|2dxdt

+

∫
Q

(
α0 − K

2ν2

)
|∇ξ2|2dxdt � ν1

2

∫
Q

|M(ϕ)|2e2ptdxdt

+
ν2
2

∫
Q

|N(ϕ)|2e2ptdxdt+
∫
Q

|η′(t)|e2pt(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt,

où K est la constante de Poincaré.

D’où en choisissant νi �
K

2α0

, i = 1, 2, il résulte de (3.25) et des propriétés de

la fonction η,

1

2

∫
Ω

(|ϕ1(0)|2 + |ϕ2(0)|2)dx � ν1
2

∫
Q

|M(ϕ)|2e2ptdxdt

+
ν2
2

∫
Q

|N(ϕ)|2e2ptdxdt+
∫ 3T/4

T/4

∫
Ω

|η′(t)|e2pt(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt.

Par conséquent d’après (3.24),

1

2

∫
Ω

(|ϕ1(0)|2 + |ϕ2(0)|2)dx � C
(∫

Q

(M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt

+
T 6

43e−2C1/T 2

∫
Q

1

θ2
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt

)
,

où C = C(K,α0). La relation (3.23) est une conséquence de (3.22).

3.4 Contrôlabilité à zéro du système linéaire

Nous commençons par prouver l’existence d’un contrôle optimal, solution

du problème couplé de contrôlabilité à zéro (3.8)-(3.10). Pour cela, considérons

la forme bilinéaire symétrique définie sur W ×W par

B(ϕ, σ) =
∫
Q

M(ϕ)M(σ)dxdt+

∫
Q

N(ϕ)N(σ)dxdt+

∫
G

ϕ1σ1dxdt,

∀ϕ = (ϕ1, ϕ2), σ = (σ1, σ2) ∈ W .

La forme bilinéaire B(., .) est symétrique positive et, au vu de l’inégalité (3.22),
définie. Nous en déduisons que cette forme bilinéaire est un produit scalaire

sur W . Soit W = W le complété hilbertien de W par rapport à la norme

‖ϕ‖2W = B(ϕ, ϕ) =
∫
Q

|M(ϕ)|2dxdt+
∫
Q

|N(ϕ)|2dxdt+
∫
G

|ϕ1|2dxdt. (3.26)
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Lemme 3.4.1. Considérons (3.21). Avec l’hypothèse (3.18), supposons que

f, g ∈ L2(Q) sont tels que θf, θg ∈ L2(Q). Pour tout σ = (σ1, σ2) ∈ W , nous

définissons la forme linéaire suivante

L(σ) =
∫
Q

fσ1dxdt+

∫
Q

gσ2dxdt+

∫
Ω

u0σ1(0)dx+

∫
Ω

v0σ2(0)dx.

Alors pour tout z = (z1, z2) ∈ Z × Z, il existe ϕθ = ϕθ(z) = (ϕ1θ(z), ϕ2θ(z))

∈ W tel que

∫
Q

M(ϕθ)M(σ)dxdt+

∫
Q

N(ϕθ)N(σ)dxdt+

∫
G

ϕ1θσ1dxdt

=

∫
Q

(fσ1 + gσ2)dxdt+

∫
Ω

(u0σ1(0) + v0σ2(0))dx, ∀σ = (σ1, σ2) ∈ w. (3.27)

Preuve. Pour tout σ = (σ1, σ2) ∈ W , il résulte de l’inégalité de Cauchy-

Schwarz et de l’inégalité (3.23), que

|L(σ)| � ‖θf‖L2(Q)

∥∥∥1
θ
σ1

∥∥∥
L2(Q)

+ ‖θg‖L2(Q)

∥∥∥1
θ
σ2

∥∥∥
L2(Q)

+ ‖u0‖L2(Ω)‖σ1(0)‖L2(Ω) + ‖v0‖L2(Ω)‖σ2(0)‖L2(Ω)

� C(‖θf‖L2(Q)‖σ‖W + ‖θg‖L2(Q)‖σ‖W + ‖u0‖L2(Ω)‖σ‖W
+ ‖v0‖L2(Ω)‖σ‖W )

|L(σ)| � C(‖θf‖L2(Q) + ‖θg‖L2(Q) + ‖u0‖L2(Ω) + ‖v0‖L2(Ω))‖σ‖W . (3.28)

Nous en déduisons que la forme linéaire L est continue surW . Par conséquent,

d’après le Théorème de représentation de Riesz, il existe un unique ϕθ =

(ϕ1θ , ϕ2θ) ∈ W tel que pour tout σ = (σ1, σ2) ∈ W , on ait

B(ϕθ, σ) = L(σ),

ce qui achève la preuve du Lemme 3.4.1.

Proposition 3.4.2. Pour tout z = (z1, z2) ∈ Z ×Z, soit ϕθ l’unique solution

de (3.27). Posons

kθ = −ϕ1θχω, (3.29)

uθ =M(ϕθ), (3.30)

vθ = N(ϕθ). (3.31)

Alors sous les hypothèses du Lemme 3.4.1, (kθ, (uθ, vθ)) est solution du

problème de contrôlabilité à zéro (3.8)-(3.10).
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De plus, il existe une constante positive C = C(Ω, ω, τ1, μ0, μ1, N0, c0, α0,

‖a, b, c, d‖∞, ‖β‖L∞(Ω), T,K, λ0) telle que,

‖ϕθ‖W � C(‖θf‖L2(Q) + ‖θg‖L2(Q) + ‖u0‖L2(Ω) + ‖v0‖L2(Ω)), (3.32)

‖uθ‖L2(Q) � C(‖θf‖L2(Q) + ‖θg‖L2(Q) + ‖u0‖L2(Ω) + ‖v0‖L2(Ω)), (3.33)

‖vθ‖L2(Q) � C(‖θf‖L2(Q) + ‖θg‖L2(Q) + ‖u0‖L2(Ω) + ‖v0‖L2(Ω)), (3.34)

‖kθ‖L2(G) � C(‖θf‖L2(Q) + ‖θg‖L2(Q) + ‖u0‖L2(Ω) + ‖v0‖L2(Ω)). (3.35)

Preuve. Puisque ϕθ ∈ W , on a kθ ∈ L2(G) et uθ, vθ ∈ L2(Q). En rem-

plaçant ϕ1θχω, M(ϕθ) et N(ϕθ) respectivement par −kθ, uθ et vθ dans (3.27),
nous obtenons∫

Q

uθ(−∂σ1
∂t

− B(t; z1)σ1 − aσ1 − cσ2)dxdt

+

∫
Q

vθ(−∂σ2
∂t

− B(t; z2)σ2 − bσ1 − dσ2)dxdt−
∫
G

kθσ1dxdt

=

∫
Q

(fσ1 + gσ2)dxdt+

∫
Ω

(u0σ1(0) + v0σ2(0))dx, ∀σ = (σ1, σ2) ∈ W. (3.36)

Il vient,∫
Q

uθ(−∂σ1
∂t

− B(t; z1)σ1 − aσ1)dxdt−
∫
Q

vθbσ1dxdt−
∫
G

kθσ1dxdt

=

∫
Q

fσ1dxdt+

∫
Ω

u0σ1(0)dx, ∀(σ1, 0) ∈ W, (3.37)

−
∫
Q

uθcσ2dxdt+

∫
Q

vθ(−∂σ2
∂t

− B(t; z2)σ2 − dσ2)dxdt =

∫
Q

gσ2dxdt

+

∫
Ω

v0σ2(0)dx, ∀(0, σ2) ∈ W. (3.38)

Or ∫
Q

uθB(t; z1)σ1dxdt =

∫
Q

uθ

N0∑
i,j=1

Bij(z1(t), t)
∂2σ1
∂xi∂xj

dxdt

=

N0∑
i,j=1

〈
uθBij(z1(t), t),

∂2σ1
∂xi∂xj

〉

=

N0∑
i,j=1

〈
Bij(z1(t), t)

∂2uθ
∂xi∂xj

, σ1

〉

=

∫
Q

N0∑
i,j=1

Bij(z1(t), t)
∂2uθ
∂xi∂xj

σ1dxdt
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3.4. Contrôlabilité à zéro du système linéaire 81

∫
Q

uθB(t; z1)σ1dxdt =

∫
Q

(B(t; z1)uθ)σ1dxdt,

donc on a en particulier pour σ1, σ2 ∈ D(Q),

〈∂uθ
∂t

− B(t; z1)uθ − auθ − bvθ, σ1〉D ′(Q),D(Q) − 〈kθχω, σ1〉D ′(Q),D(Q)

= 〈f, σ1〉D ′(Q),D(Q),

〈∂vθ
∂t

− B(t; z2)vθ − cuθ − dvθ, σ2〉D ′(Q),D(Q) = 〈g, σ2〉D ′(Q),D(Q).

Nous en déduisons que

∂uθ
∂t

− B(t; z1)uθ − auθ − bvθ = f + kθχω dans Q, (3.39)

∂vθ
∂t

− B(t; z2)vθ − cuθ − dvθ = g dans Q. (3.40)

Comme uθ, vθ ∈ L2(Q) = L2(0, T ;L2(Ω)), on a d’une part,
∂uθ
∂t

,
∂vθ
∂t

∈
H−1(0, T ;L2(Ω)), et d’après (3.39) et (3.40),

B(t; z1)uθ =
∂uθ
∂t

− auθ − bvθ − (f + kθχω) ∈ H−1(0, T ;L2(Ω)),

B(t; z2)vθ =
∂vθ
∂t

− cuθ − dvθ − g ∈ H−1(0, T ;L2(Ω)),

puisque −auθ − bvθ − (f + kθχω) et −cuθ − dvθ − g ∈ L2(Q). On a donc

uθ, vθ ∈ L2(Q) et
∑N0

i,j=1Bij(z1(t), t)
∂2uθ
∂xi∂xj

et
∑N0

i,j=1Bij(z2(t), t)
∂2vθ
∂xi∂xj

∈
H−1(0, T ;L2(Ω)), avec Bij(z1(t), t), Bij(z2(t), t) ∈ L∞(0, T ). Par suite, uθ|Σ et
vθ|Σ existent et appartiennent à H−1(0, T ;H−1/2(Γ)),

∂uθ
∂ν

∣∣∣
Σ
et
∂vθ
∂ν

∣∣∣
Σ
existent

et appartiennent à H−1(0, T ;H−3/2(Γ)).

D’autre part,
∂2uθ
∂xi∂xj

,
∂2vθ
∂xi∂xj

∈ L2(0, T ;H−2(Ω)) et selon (3.39) et (3.40),

∂uθ
∂t

= B(t; z1)uθ + auθ + bvθ + f + kθχω ∈ L2(0, T ;H−2(Ω)),

∂vθ
∂t

= B(t; z2)vθ + cuθ + dvθ + g ∈ L2(0, T ;H−2(Ω)).

Par conséquent, t 	→ uθ(x, t) et t 	→ vθ(x, t) sont continues de [0, T ] dans

H−1(Ω), ce qui signifie que uθ(T ), vθ(T ) et uθ(0), vθ(0) sont bien définis dans

H−1(Ω).
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En multipliant (3.39) et (3.40) respectivement par φ1, φ2 ∈ C∞(Q), puis en
intégrant par parties dans Q, il vient

〈uθ(T ), φ1(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) − 〈uθ(0), φ1(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω) −
∫
Q

uθ
∂φ1

∂t
dxdt

−
N0∑

i,j=1

∫
Σ

Bij(z1(t), t)
∂uθ
∂xj

νiφ1dΓdt+

N0∑
i,j=1

∫
Σ

Bij(z1(t), t)uθνj
∂φ1

∂xi
dΓdt

−
∫
Q

uθB(t; z1)φ1dxdt−
∫
Q

auθφ1dxdt−
∫
Q

bvθφ1dxdt =

∫
Q

fφ1dxdt

+

∫
G

kθφ1dxdt,

〈vθ(T ), φ2(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) − 〈vθ(0), φ2(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω) −
∫
Q

vθ
∂φ2

∂t
dxdt

−
N0∑

i,j=1

∫
Σ

Bij(z2(t), t)
∂vθ
∂xj

νiφ2dΓdt+

N0∑
i,j=1

∫
Σ

Bij(z2(t), t)vθνj
∂φ2

∂xi
dΓdt

−
∫
Q

vθB(t; z2)φ2dxdt−
∫
Q

cuθφ2dxdt−
∫
Q

dvθφ2dxdt =

∫
Q

gφ2dxdt.

En particulier pour φi tel que φi|Σ = 0, i = 1, 2, on a d’après (3.37) et (3.38),

〈uθ(T ), φ1(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) − 〈uθ(0), φ1(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω)

+

N0∑
i,j=1

∫
Σ

Bij(z1(t), t)uθνj
∂φ1

∂xi
dΓdt+

∫
Ω

u0φ1(0)dx = 0,

〈vθ(T ), φ2(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) − 〈vθ(0), φ2(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω)

+

N0∑
i,j=1

∫
Σ

Bij(z2(t), t)vθνj
∂φ2

∂xi
dΓdt+

∫
Ω

v0φ2(0)dx = 0,

ce qui est équivalent à

〈uθ(T ), φ1(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) + 〈u0 − uθ(0), φ1(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω)

+

∫
Σ

uθ
∂φ1

∂νB1

dΓdt = 0,

〈vθ(T ), φ2(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) + 〈v0 − vθ(0), φ2(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω)

+

∫
Σ

vθ
∂φ2

∂νB2

dΓdt = 0,
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avec
∂φ1

∂νB1

=
∑N0

i,j=1Bij(z1(t), t)νj
∂φ1

∂xi
et

∂φ2

∂νB2

=
∑N0

i,j=1Bij(z2(t), t)νj
∂φ2

∂xi
.

L’opérateur
∂

∂νBl

est appelé dérivée conormale associée à l’opérateur B(t; zl),

l = 1, 2 [46]. En choisissant successivement φi tel que φi(T ) = φi(0) = 0 dans

Ω, puis φi(T ) = 0 dans Ω, pour i = 1, 2, nous concluons que⎧⎨
⎩

uθ = vθ = 0 sur Σ,

uθ(0) = u0, vθ(0) = v0 dans Ω,

uθ(T ) = vθ(T ) = 0 dans Ω.

Nous en déduisons que (kθ, (uθ, vθ)) est solution de (3.8)-(3.10).

Maintenant prenons σ = ϕθ dans (3.27), nous trouvons

‖uθ‖2L2(Q) + ‖vθ‖2L2(Q) + ‖kθ‖2L2(G) =

∫
Q

(fϕ1θ + gϕ2θ)dxdt

+

∫
Ω

(u0ϕ1θ(0) + v0ϕ2θ(0))dx, (3.41)

ce qui, au vu de la définition de la norme dans W donnée par (3.26), est

équivalent à

‖ϕθ‖2W =

∫
Q

(fϕ1θ + gϕ2θ)dxdt+

∫
Ω

(u0ϕ1θ(0) + v0ϕ2θ(0))dx. (3.42)

En procédant comme (3.28), nous en déduisons que

‖ϕθ‖2W � C(‖θf‖L2(Q) + ‖θg‖L2(Q) + ‖u0‖L2(Ω) + ‖v0‖L2(Ω))‖ϕθ‖W , (3.43)

qui peut être réduit à (3.32).

(3.33)-(3.35) sont des conséquences de (3.41) et (3.32).

Proposition 3.4.3. Soient les hypothèses de la Proposition 3.4.2. Pour tout

z = (z1, z2) ∈ Z × Z, il existe un unique contrôle k̂ = k̂(z) tel que

‖k̂‖L2(G) = min
k̄∈E

‖k̄‖L2(G) (3.44)

où E = {k̄ ∈ L2(G); (k̄, ϕ̄) vérifie (3.8) − (3.10)}. De plus, il existe une

constante positive C = C(Ω, ω, τ1, μ0, μ1, N0, c0, α0, ‖a, b, c, d‖∞, ‖β‖L∞(Ω), T,

K, λ0) telle que

‖k̂‖L2(G) � C(‖θf‖L2(Q) + ‖θg‖L2(Q) + ‖u0‖L2(Ω) + ‖v0‖L2(Ω)). (3.45)

Preuve. La Proposition 3.4.2 garantit que l’ensemble E est non vide. E
étant un sous-ensemble convexe fermé de L2(G), nous en déduisons l’existence

et l’unicité du contrôle optimal k̂.
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Théorème 3.4.4. Soient les hypothèses de la Proposition 3.4.3. Alors pour

tout z = (z1, z2) ∈ Z × Z, il existe un unique contrôle k̃ de norme minimale

dans L2(G) tel que (k̃, (ũ, ṽ)) soit solution du problème de contrôlabilité à zéro

(3.8)-(3.10). De plus, le contrôle k̃ est donné par

k̃ = η̃1χω, (3.46)

où η̃ = (η̃1, η̃2) vérifie⎧⎨
⎩

−∂η̃1
∂t

− B(t; z1)η̃1 − aη̃1 − cη̃2 = 0 dans Q,

−∂η̃2
∂t

− B(t; z2)η̃2 − bη̃1 − dη̃2 = 0 dans Q,

η̃1 = η̃2 = 0 sur Σ.

(3.47)

Preuve. Nous faisons la démonstration en trois étapes.

Etape 1 : Soient ε > 0 et z = (z1, z2) ∈ Z × Z. Soit A l’ensemble défini

par

A =
{
(k, ϕ); k = k(z) ∈ L2(G), ϕ(z) = (ϕ1(z), ϕ2(z)) ∈ (L2(Q))2,

∂ϕ1

∂t
− B(t; z1)ϕ1 − aϕ1 − bϕ2,

∂ϕ2

∂t
− B(t; z2)ϕ2 − cϕ1 − dϕ2 ∈ L2(Q),

ϕi|Σ = 0, ϕi(T ) = 0 dans Ω, i = 1, 2, ϕ1(0) = u0 et ϕ2(0) = v0 dans Ω
}
.

Pour tout élément (k, ϕ) de A, nous définissons la fonctionnelle

Jε(k, ϕ) =
1

2
‖k‖2L2(G) +

1

2ε

∥∥∥∂ϕ1

∂t
− B(t; z1)ϕ1 − aϕ1 − bϕ2 − f − kχω

∥∥∥2

L2(Q)

+
1

2ε

∥∥∥∂ϕ2

∂t
− B(t; z2)ϕ2 − cϕ1 − dϕ2 − g

∥∥∥2

L2(Q)
, (3.48)

et nous considérons le problème de contrôle optimal suivant

inf{Jε(k, ϕ)|(k, ϕ) ∈ A}. (3.49)

En procédant comme en p. 59, nous montrons que quel que soit ε > 0, le

problème (3.49) admet une solution unique (kε, ϕε) où ϕε = (ϕ1ε , ϕ2ε) vérifie⎧⎨
⎩

ϕ1ε = ϕ2ε = 0 sur Σ,

ϕ1ε(0) = u0, ϕ2ε(0) = v0 dans Ω,

ϕ1ε(T ) = ϕ2ε(T ) = 0 dans Ω.

(3.50)

Etape 2 : Nous donnons le système d’optimalité qui caractérise la solution

optimale du problème (3.49).
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Les conditions d’Euler-Lagrange qui caractérisent (kε, ϕε) sont données par

d

dλ
Jε(kε + λk, ϕε)|λ=0 = 0, ∀k ∈ L2(G),

d

dλ
Jε(kε, ϕε + λϕ)|λ=0 = 0, ∀ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ (L2(Q))2 tel que

ϕi|Σ = 0 et ϕi(0) = ϕi(T ) = 0 dans Ω, i = 1, 2.

Après calcul, nous obtenons ∫
G

kεkdxdt (3.51)

−1
ε

∫
Q

(∂ϕ1ε

∂t
− B(t; z1)ϕ1ε − aϕ1ε − bϕ2ε − f − kεχω

)
kχωdxdt = 0,

∀k ∈ L2(G),

1

ε

∫
Q

(∂ϕ1ε

∂t
− B(t; z1)ϕ1ε − aϕ1ε − bϕ2ε − f − kεχω

)
(3.52)

×
(∂ϕ1

∂t
− B(t; z1)ϕ1 − aϕ1 − bϕ2

)
dxdt

+
1

ε

∫
Q

(∂ϕ2ε

∂t
− B(t; z2)ϕ2ε − cϕ1ε − dϕ2ε − g

)

×
(∂ϕ2

∂t
− B(t; z2)ϕ2 − cϕ1 − dϕ2

)
dxdt = 0

∀ϕ ∈ (L2(Q))2 tel que ϕi|Σ = 0, ϕi(0) = ϕi(T ) = 0 dans Ω, i = 1, 2.

Posons η1ε =
1

ε

(∂ϕ1ε

∂t
− B(t; z1)ϕ1ε − aϕ1ε − bϕ2ε − f − kεχω

)
et

η2ε =
1

ε

(∂ϕ2ε

∂t
− B(t; z2)ϕ2ε − cϕ1ε − dϕ2ε − g

)
. Alors η1ε , η2ε ∈ L2(Q), et

∂ϕ1ε

∂t
− B(t; z1)ϕ1ε − aϕ1ε − bϕ2ε = f + kεχω + εη1ε dans Q,

∂ϕ2ε

∂t
− B(t; z2)ϕ2ε − cϕ1ε − dϕ2ε = g + εη2ε dans Q,

ce qui, en plus de (3.50), donne⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂ϕ1ε

∂t
− B(t; z1)ϕ1ε − aϕ1ε − bϕ2ε = f + kεχω + εη1ε dans Q,

∂ϕ2ε

∂t
− B(t; z2)ϕ2ε − cϕ1ε − dϕ2ε = g + εη2ε dans Q,

ϕ1ε = ϕ2ε = 0 sur Σ,

ϕ1ε(0) = u0, ϕ2ε(0) = v0 dans Ω,

ϕ1ε(T ) = ϕ2ε(T ) = 0 dans Ω.

(3.53)
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En remplaçant
1

ε

(∂ϕ1ε

∂t
−B(t; z1)ϕ1ε − aϕ1ε − bϕ2ε − f − kεχω

)
et
1

ε

(∂ϕ2ε

∂t
−

B(t; z2)ϕ2ε − cϕ1ε − dϕ2ε − g
)
respectivement par η1ε et η2ε dans (3.51) et

(3.52), nous en déduisons que∫
G

kεkdxdt−
∫
Q

η1εkχωdxdt = 0, ∀k ∈ L2(G), (3.54)∫
Q

η1ε

(∂ϕ1

∂t
− B(t; z1)ϕ1 − aϕ1 − bϕ2

)
dxdt (3.55)

+

∫
Q

η2ε

(∂ϕ2

∂t
− B(t; z2)ϕ2 − cϕ1 − dϕ2

)
dxdt = 0,

∀ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ (L2(Q))2 tel que ϕi|Σ = 0, ϕi(0) = ϕi(T ) = 0 dans Ω, i = 1, 2.

La relation (3.54) est équivalente à

∫
G

(kε − η1ε)kdxdt = 0, ∀k ∈ L2(G), d’où

kε − η1εχω = 0. Donc kε = η1εχω.

De la relation (3.55) il s’ensuit que∫
Q

η1ε

(∂ϕ1

∂t
− B(t; z1)ϕ1 − aϕ1

)
dxdt−

∫
Q

η2εcϕ1dxdt = 0,

∀(ϕ1, 0) ∈ (L2(Q))2 tel que ϕ1|Σ = 0 et ϕ1(0) = ϕ1(T ) = 0 dans Ω,

−
∫
Q

η1εbϕ2dxdt+

∫
Q

η2ε

(∂ϕ2

∂t
− B(t; z2)ϕ2 − dϕ2

)
dxdt = 0,

∀(0, ϕ2) ∈ (L2(Q))2 tel que ϕ2|Σ = 0 et ϕ2(0) = ϕ2(T ) = 0 dans Ω.

En particulier pour (ϕ1, 0) ∈ (D(Q))2 et (0, ϕ2) ∈ (D(Q))2, nous obtenons

successivement

〈−∂η1ε
∂t

− B(t; z1)η1ε − aη1ε − cη2ε , ϕ1〉D ′(Q),D(Q) = 0 dans Q,

〈−∂η2ε
∂t

− B(t; z2)η2ε − bη1ε − dη2ε , ϕ2〉D ′(Q),D(Q) = 0 dans Q.

Par conséquent, en posant ηε = (η1ε , η2ε),

M(ηε) = 0 dans Q, (3.56)

N(ηε) = 0 dans Q. (3.57)

En outre, comme ηε ∈ (L2(Q))2, nous pouvons définir comme en p. 81, ηiε |Σ
dans H−1(0, T ;H−1/2(Γ)),

∂ηiε
∂ν

∣∣∣
Σ
dans H−1(0, T ;H−3/2(Γ)), ηiε(0) et ηiε(T )

dans H−1(Ω), i = 1, 2.

En multipliant (3.56) et (3.57) respectivement par φ1 ∈ C∞(Q) et φ2 ∈
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C∞(Q), puis en intégrant par parties dans Q, on a

−〈η1ε(T ), φ1(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) + 〈η1ε(0), φ1(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω)

−
N0∑

i,j=1

∫
Σ

Bij(z1(t), t)
∂η1ε
∂xj

νiφ1dΓdt+

N0∑
i,j=1

∫
Σ

Bij(z1(t), t)η1ενj
∂φ1

∂xj
dΓdt

+

∫
Q

η1ε

(∂φ1

∂t
− B(t; z1)φ1

)
dxdt−

∫
Q

(aη1ε + cη2ε)φ1dxdt = 0,

−〈η2ε(T ), φ2(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) + 〈η2ε(0), φ2(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω)

−
N0∑

i,j=1

∫
Σ

Bij(z2(t), t)
∂η2ε
∂xj

νiφ2dΓdt+

N0∑
i,j=1

∫
Σ

Bij(z2(t), t)η2ενj
∂φ2

∂xj
dΓdt

+

∫
Q

η2ε

(∂φ2

∂t
− B(t; z2)φ2

)
dxdt−

∫
Q

(bη1ε + dη2ε)φ2dxdt = 0.

Nous choisissons φi tel que φi|Σ = 0 et φi(0) = φi(T ) = 0 dans Ω, i = 1, 2,

puis nous faisons la somme des résultats pour obtenir

N0∑
i,j=1

∫
Σ

Bij(z1(t), t)η1ενj
∂φ1

∂xj
dΓdt+

N0∑
i,j=1

∫
Σ

Bij(z2(t), t)η2ενj
∂φ2

∂xj
dΓdt+

∫
Q

η1ε

(∂φ1

∂t
− B(t; z1)φ1 − aφ1 − bφ2

)
dxdt

+

∫
Q

η2ε

(∂φ2

∂t
− B(t; z2)φ2 − cφ1 − dφ2

)
dxdt = 0.

Mais (3.55) implique que∫
Σ

η1ε
∂φ1

∂νB1

dΓdt+

∫
Σ

η2ε
∂φ2

∂νB2

dΓdt = 0,

pour toute fonction φi telle que φi|Σ = 0, φi(0) = φi(T ) = 0 dans Ω, i = 1, 2

et nous concluons que ηiε |Σ = 0, i = 1, 2.

En résumé, nous avons prouvé que (kε, ϕε) est la solution optimale de

(3.49) ssi il existe une fonction ηε = (η1ε , η2ε) telle que le triplet (kε, ϕε, ηε)

vérifie le système d’optimalité suivant

kε = η1εχω, (3.58)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂ϕ1ε

∂t
− B(t; z1)ϕ1ε − aϕ1ε − bϕ2ε = f + kεχω + εη1ε dans Q,

∂ϕ2ε

∂t
− B(t; z2)ϕ2ε − cϕ1ε − dϕ2ε = g + εη2ε dans Q,

ϕ1ε = ϕ2ε = 0 sur Σ,

ϕ1ε(0) = u0, ϕ2ε(0) = v0 dans Ω,

ϕ1ε(T ) = ϕ2ε(T ) = 0 dans Ω.

(3.59)
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⎧⎨
⎩

M(ηε) = 0 dans Q,

N(ηε) = 0 dans Q,

η1ε = η2ε = 0 sur Σ.

(3.60)

Etape 3 : Nous commençons par établir des estimations. De même que

dans l’Etape 3 de la Section 2.4 du chapitre précédent, nous obtenons

‖kε‖L2(G) � C‖kθ‖L2(G), (3.61)∥∥∥∂ϕ1ε

∂t
− B(t; δ)ϕ1ε − aϕ1ε − bϕ2ε − (f + kεχω)

∥∥∥
L2(Q)

� C
√
ε‖kθ‖L2(G),

(3.62)∥∥∥∂ϕ2ε

∂t
− B(t; δ)ϕ2ε − cϕ1ε − dϕ2ε − g

∥∥∥
L2(Q)

� C
√
ε‖kθ‖L2(G). (3.63)

Les relations (3.62) et (3.63) et le fait que ϕε soit solution de (3.59) entrâınent

que

‖ϕε‖(L2(0,T ;H1
0 (Ω)))2 � C. (3.64)

En combinant (3.58) et (3.61), il vient

‖η1εχω‖L2(G) � C‖kθ‖L2(G), (3.65)

et puisque ηε vérifie (3.60),

‖ηε‖W � C‖kθ‖L2(G). (3.66)

Selon (3.61), (3.64)-(3.66), nous pouvons extraire des sous-suites telles que

kε ⇀ k̃ faiblement dans L2(G), (3.67)

ϕiε ⇀ ϕ̃i faiblement dans L
2(0, T,H1

0 (Ω)), i = 1, 2, (3.68)

η1ε ⇀ η̃1 faiblement dans L
2(G), (3.69)

ηε ⇀ η̃ = (η̃1, η̃2) faiblement dans W. (3.70)

L’injection de L2(0, T,H1
0 (Ω)) dans L

2(Q) étant compacte, (k̃, (ϕ̃1, ϕ̃2)) est

solution du problème de contrôlabilité à zéro (3.8)-(3.10).

Par la Proposition 3.4.3, il existe un unique contrôle k̂ de norme minimale

dans L2(G), tel que le problème (3.8)-(3.10) soit vrai. Donc

1

2
‖k̂‖2L2(G) �

1

2
‖k̃‖2L2(G).

Soit maintenant ϕ̂ = (ϕ̂1, ϕ̂2) la solution de (3.9) correspondant à k̂ ; alors

∂ϕ̂1

∂t
− B(t; z1)ϕ̂1 − aϕ̂1 − bϕ̂2 = f + k̂χω dans Q,

∂ϕ̂2

∂t
− B(t; z2)ϕ̂2 − cϕ̂1 − dϕ̂2 = g dans Q.
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(kε, ϕε) étant la solution optimale de (3.49), on a

1

2
‖kε‖2L2(G) � Jε(kε, ϕε) � Jε(k̂, ϕ̂) =

1

2
‖k̂‖2L2(G).

Mais d’après (3.67), nous pouvons également écrire

1

2
‖k̃‖2L2(G) � lim inf

ε→0

1

2
‖kε‖2L2(G),

et en déduire que

k̃ = k̂. (3.71)

D’où k̂ = η̃1εχω.

D’autre part, puisque ηε vérifie (3.60), on a d’après (3.70),⎧⎨
⎩

M(η̃1, η̃2) = 0 dans Q,

N(η̃1, η̃2) = 0 dans Q,

η̃1 = η̃2 = 0 sur Σ.

(3.72)

Lemme 3.4.5. Soit s ∈ [2,+∞[. Supposons que f, g ∈ Ls(0, T ;Ls(Ω)) sont

tels que θf, θg ∈ L2(Q), f, g ∈ Cκ,κ/2(Ω× [0, T ]) et u0, v0 ∈ C2+κ(Ω) vérifient

les relations de compatibilité naturelles

u0 = v0 = 0 sur Γ,

−
N0∑

i,j=1

Bij(z1(t), t)
∂2u0

∂xi∂xj
= f(x, 0) et −

N0∑
i,j=1

Bij(z2(t), t)
∂2v0

∂xi∂xj
= g(x, 0) sur Γ.

Alors pour tout z = (z1, z2) ∈ Z × Z, le contrôle k̃ peut être choisi tel que

(k̃, (ũ, ṽ)) ∈ W et

‖(k̃, (ũ, ṽ))‖X � C(‖z‖Z×Z)(‖θf‖L2(Q) + ‖θg‖L2(Q) + ‖u0‖L2(Ω) + ‖v0‖L2(Ω)).

(3.73)

Preuve. D’après (3.71) et (3.45), on a

‖k̃‖L2(G) � C(‖z‖Z×Z)(‖θf‖L2(Q) + ‖θg‖L2(Q) + ‖u0‖L2(Ω) + ‖v0‖L2(Ω)).

Maintenant, nous allons utiliser une technique introduite dans [5] (voir

également [6]), permettant à partir de (k̃, (ũ, ṽ)), de construire un contrôle

tel que la solution de (3.9) correspondant, vérifie non seulement (3.10) mais

soit aussi un élément avec la bonne régularité. Nous procédons en deux étapes.

Soit ω′ un ouvert non vide tel que ω′ � ωc (ωc donné par le Théorème 3.3.5).
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Nous commençons par prouver la contrôlabilité à zéro du système linéarisé

suivant

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u

∂t
− B(t; z1)u− au− bv = f + k1χω′ dans Q,

∂v

∂t
− B(t; z2)v − cu− dv = g + k2χω′ dans Q,

u = v = 0 sur Σ,

u(0) = u0, v(0) = v0 dans Ω.

(3.74)

Nous montrons qu’il existe deux contrôles k̃1χω′ , k̃2χω′ ∈ L2(Q) avec supp k̃1,

supp k̃2 ⊂ ω′ × [0, T ], tels que la solution correspondant vérifie (3.10). Ce

résultat de contrôlabilité est une conséquence de l’inégalité d’observabilité

suivante

∫
Ω

(|ϕ1(0)|2 + |ϕ2(0)|2)dx+
∫
Q

1

θ2
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt

� C
(∫

Q

(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt+
∫
G

(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)dxdt
)
,

qui est valable pour tout ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ W .

Puis nous éliminons k2 et nous construisons un contrôle k ∈ Ls(Q) (s ∈
[2,∞[ étant arbitraire) qui donne la contrôlabilité à zéro du système (3.9), avec

la solution associée (u, v) ayant la régularité exigée. Pour cela, nous procédons

comme suit.

Soit (ū, v̄) la solution du système suivant

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂ū

∂t
− B(t; z1)ū− aū− bv̄ = f dans Q,

∂v̄

∂t
− B(t; z2)v̄ − cū− dv̄ = g dans Q,

ū = v̄ = 0 sur Σ,

ū(0) = u0, v̄(0) = v0 dans Ω.

(3.75)

Alors en tenant compte du fait que u0, v0 ∈ C2+κ(Ω) vérifient les relations de

compatibilité naturelles, (ū, v̄) est une fonction appartenant à (Cκ,κ/2(Q)2 ([7]

p. 220-221). Soit η = η(t) ∈ C∞([0, T ]) avec η ≡ 1 au voisinage de t = 0 et

η ≡ 0 au voisinage de t = T . Nous introduisons les changements de variables

suivants

u = ů+ η(t)ū et v = v̊ + η(t)v̄.
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Alors un contrôle k résout le problème (3.9), (3.10) ssi k résout⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂ů

∂t
− B(t; z1)̊u− aů− b̊v = (1− η(t))f + kχω − η′(t)ū dans Q,

∂v̊

∂t
− B(t; z2)̊v − ců− d̊v = (1− η(t))g − η′(t)v̄ dans Q,

ů = v̊ = 0 sur Σ,

ů(0) = v̊(0) = 0 dans Ω,
(3.76)

ů(T ) = v̊(T ) = 0 dans Ω. (3.77)

Ainsi, il suffit d’obtenir un contrôle avec la régularité exigée qui résout (3.76).

Soit (Ũ , Ṽ ) la solution du système (3.74) associée aux contrôles k̃1 et k̃2 qui

donnent la contrôlabilité à zéro de (3.74). Nous pouvons écrire

Ũ = Û + η(t)ū et Ṽ = V̂ + η(t)v̄

avec (ū, v̄) solution du système (3.75) et (Û , V̂ ) solution de⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂Û

∂t
− B(t; z1)Û − aÛ − bV̂ = (1− η(t))f + k̃1χω′ − η′(t)ū dans Q,

∂V̂

∂t
− B(t; z2)V̂ − cÛ − dV̂ = (1− η(t))g + k̃2χω′ − η′(t)v̄ dans Q,

Û = V̂ = 0 sur Σ,

Û(0) = V̂ (0) = 0 dans Ω,

qui vérifie également

Û(T ) = V̂ (T ) = 0 dans Ω.

Puisque Û(0) = V̂ (0) = 0 dans Ω et que les membres de droite des EDP dans

le système précédent sont des éléments de Ls(0, T ;Ls(Ω \ ω′)), s ∈ [2,+∞[(à

cause des termes k̃1χω′ et k̃2χω′), on a que pour tout ouvert ω′′ tel que ω′ �
ω′′ � ω, (Û , V̂ ) est une fonction régulière dans ]0, T [×Ω \ ω′′ ([6]).

Soit maintenant ξ = ξ(x) tel que

ξ ∈ C∞(Ω), supp ξ ⊂ ω′′, 0 � ξ � 1, ξ ≡ 1 dans ω′,

avec ω′ � ω′′ � ω. Posons

U∗ = (1− ξ)Û +
1

c

(
− ξ(1− η(t))g + ξη′(t)v̄ + V̂ B(t; z2)ξ

+ 2

N0∑
i,j=1

Bij(z2(t), t)
∂ξ

∂xi

∂V̂

∂xj

)

V ∗ = (1− ξ)V̂ .
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et

kχω = −ξ(1− η(t))f + (1− ξ)k̃1χω′ + ξη′(t)ū+
( ∂
∂t

− B(t; z1)− a
)
×

[1
c

(
− ξ(1− η(t))g + ξη′(t)v̄ + V̂ B(t; z2)ξ + 2

N0∑
i,j=1

Bij(z2(t), t)
∂ξ

∂xi

∂V̂

∂xj

)]
.

En choisissant s > N0 + 2, on a d’après [6] (voir aussi [30]) que

(U∗, V ∗) ∈
(
C1+κ, 1+κ

2 (Ω \ ω”× [0, T ])
)2

.

Par ailleurs, k ∈
(
Cκ,κ/2(ω × [0, T ])

)2

. D’autre part, k et (U∗, V ∗) résolvent

(3.76), ainsi k et (u, v) résolvent le problème (3.9), (3.10).

3.5 Contrôlabilité à zéro du système non local

Cette section est consacrée à la preuve du résultat principal de ce travail

qui est une conséquence des résultats de la section précédente, ainsi que du

Théorème de Kakutani.

Théorème 3.5.1. Soient A(t)(.) défini par (3.2) avec les fonctions Bij

vérifiant les hypothèses (3.3)-(3.6), et θ la fonction définie par (3.21). Sup-

posons (3.18). Alors pour tous f, g ∈ L2(Q) avec θf, θg ∈ L2(Q) et u0, v0 ∈
L2(Ω), le système non linéaire (3.1) est localement contrôlable à zéro à tout

temps T > 0.

Preuve. Soient R > 0 et BR la boule fermée de Z de centre 0 et de rayon

R. Nous rappelons que

Z =
{
z ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) :

∂z

∂t
∈ L∞(0, T ;L2(Ω))

}
.

Pour tout z = (z1, z2) ∈ Z × Z, considérons le problème de contrôlabilité

à zéro associé au système linéaire (3.9). D’après le Théorème 3.4.4, il existe

un unique contrôle k̃ de norme minimale dans L2(G) solution du problème

de contrôlabilité à zéro associé au système linéaire (3.9). De plus, d’après le

Lemme 3.4.5, le contrôle k̃ peut être choisi tel que (k̃, (ũ, ṽ)) soit un élément

de X vérifiant (3.73). Par conséquent,

‖(k̃, (ũ, ṽ))‖X � C(R)(‖θf‖L2(Q)+ ‖θg‖L2(Q)+ ‖u0‖L2(Ω)+ ‖v0‖L2(Ω)). (3.78)

Soit l’application
Λ : Z × Z → Z × Z

z 	→ Λ(z) = (ũ, ṽ).

ManuscritCaroleLouisRose.pdf   112 21/01/2014   12:27:01
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Pour tout R > 0, nous allons appliquer le Théorème de point fixe de Kaku-

tani.

Premièrement, quel que soit z ∈ BR × BR, l’application Λ est bien définie,

c’est une conséquence du Théorème 3.4.4.

Ensuite pour tout z ∈ BR × BR, on a que (k̃, (ũ, ṽ)) vérifie l’estimation

(3.78). Nous en déduisons que pour tout z ∈ BR × BR, (ũ, ṽ) est borné dans

(C1+κ,(1+κ)/2(Q))2, κ ∈]0, 1[. D’où Λ(z) est uniformément borné dans l’es-

pace de Hölder (C1+κ,(1+κ)/2(Q))2. L’injection de C1+κ,(1+κ)/2(Q) étant com-

pacte dans Z, il existe un ensemble compact K ⊂ Z × Z tel que Λ(z) ∈ K,

∀z ∈ BR × BR. De plus, si ‖θf‖L2(Q), ‖θg‖L2(Q), ‖u0‖L2(Ω) et ‖v0‖L2(Ω) sont

suffisamment petits, il existe R > 0 tel que Λ(BR × BR) ∈ BR × BR.

Enfin, nous montrons que le graphe de Λ est fermé. Soient zn = (z1n , z2n) ∈
Z × Z et (ũn, ṽn) = Λ(zn). Supposons que zn → z = (z1, z2) fortement dans

Z × Z et que (ũn, ṽn) → (ũ, ṽ) fortement dans Z × Z. Nous devons montrer

que (ũ, ṽ) = Λ(z).

On a⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂ũn
∂t

− B(t; z1n)ũn − aũn − bṽn = f + knχω dans Q,

∂ṽn
∂t

− B(t; z2n)ṽn − cũn − dṽn = g dans Q,

ũn = ṽn = 0 sur Σ,

ũn(0) = u0, ṽn(0) = v0 dans Ω,

(3.79)

et par hypothèse il existe L > 0 tel que

|Bij(z1n(t), t)− Bij(z1(t), t)| � L‖z1n(t)− z1(t)‖L2(Ω).

Après intégration entre 0 et T , il vient

∫ T

0

|Bij(z1n(t), t)− Bij(z1(t), t)|dt � L‖z1n − z1‖L1(0,T ;L2(Ω)) � L‖z1n − z1‖Z .

Donc

sup
[0,T ]

|Bij(z1n(t), t)− Bij(z1(t), t)| � L

T
‖z1n − z1‖Z → 0,

d’où

Bij(z1n(t), t) → Bij(z1(t), t) dans L
∞(0, T ).

De même, on a

Bij(z2n(t), t) → Bij(z2(t), t) dans L
∞(0, T ).
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Soit φi ∈ D(Q), i = 1, 2, on a

〈∂ũn
∂t

− B(t; z1n)ũn − aũn − bṽn, φ1

〉
D ′(Q),D(Q)

=〈
ũn,−∂φ1

∂t
− B(t; z1n)φ1 − aφ1

〉
D ′(Q),D(Q)

− 〈ṽn, bφ1〉D ′(Q),D(Q),〈∂ṽn
∂t

− B(t; z2n)ṽn − cũn − dṽn, φ2

〉
D ′(Q),D(Q)

=〈
ṽn,−∂φ2

∂t
− B(t; z2n)φ2 − dφ2

〉
D ′(Q),D(Q)

− 〈ũn, cφ2〉D ′(Q),D(Q).

En passant à la limite n→ +∞ dans les relations précédentes, nous obtenons

〈∂ũn
∂t

− B(t; z1n)ũn − aũn − bṽn, φ1

〉
D ′(Q),D(Q)

→
〈
ũ,−∂φ1

∂t
− B(t; z1)φ1 − aφ1

〉
D ′(Q),D(Q)

− 〈ṽ, bφ1〉D ′(Q),D(Q),

=
〈∂ũ
∂t

− B(t; z1)ũ− aũ− bṽ, φ1

〉
D ′(Q),D(Q)

,〈∂ṽn
∂t

− B(t; z2n)ṽn − cũn − dṽn, φ2

〉
D ′(Q),D(Q)

→
〈
ṽ,−∂φ2

∂t
− B(t; z2)φ2 − dφ2

〉
D ′(Q),D(Q)

− 〈ũ, cφ2〉D ′(Q),D(Q)

=
〈∂ṽ
∂t

− B(t; z2)ṽ − cũ− dṽ, φ2

〉
D ′(Q),D(Q)

.

D’où

∂ũn
∂t

− B(t; z1n)ũn − aũn − bṽn → ∂ũ

∂t
− B(t; z1)ũ− aũ− bṽ dans D ′(Q),

∂ṽn
∂t

− B(t; z2n)ṽn − cũn − dṽn → ∂ṽ

∂t
− B(t; z2)ṽ − cũ− dṽ dans D ′(Q).

Puis en passant à la limite n→ +∞ dans (3.79) ainsi que dans les estimations

vérifiées par (ũn, ṽn), nous obtenons que (ũ, ṽ) = Λ(z).
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Dans un premier temps, nous envisageons d’obtenir des résultats

conçernant la contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le contrôle, associée

au système en cascade (3.1) de deux équations paraboliques non locales. En

effet, cela reviendrait à étudier la contrôlabilité à zéro avec contrainte sur

le contrôle, pour le système linéarisé, puis à combiner ces résultats avec un

théorème de point fixe. Ce travail pour l’opérateur non local, serait un pro-

longement du Chapitre 2.

L’ensemble de ce travail ouvre de nouvelles perspectives de recherche.

La première est de trouver un contrôle v ∈ L2(G) tel que quels que soient

a0 ∈ L∞(Q), f ∈ L2(Q) et y0 ∈ L2(Ω), la solution de

∂y

∂t
−Δy + a0y = f + vχω dans Q, (4.1a)

y = 0 sur Σ, (4.1b)

y(x, 0) = y0(x) dans Ω, (4.1c)

vérifie

y(T ) = 0 dans Ω (4.2)

et
∂y

∂ν
= 0 sur Σ1, (4.3)

où Σ1 est une partie non vide de la frontière Σ du cylindre Q.

La deuxième perspective de recherche est l’étude de la contrôlabilité à zéro

avec contraintes sur l’état pour le système en cascade (2.6) de deux équations

de la chaleur couplées.

Enfin, la troisième perspective qu’il serait naturel d’exploiter ici est celle de

la contrôlabilité à zéro avec contraintes sur l’état, associée au système (3.1)

en cascade de deux équations paraboliques non locales.
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Annexe A

Existence et unicité de solution

de l’équation de la chaleur

Nous faisons la démonstration de l’existence de solution du système⎧⎪⎨
⎪⎩

∂y

∂t
−Δy = f dans Q,

y = 0 sur Σ,

y(x, 0) = y0(x) dans Ω,

(A.1)

en trois étapes.

Etape 1 : Formulation variationnelle

Nous considérons la fonction y(x, t) comme une fonction du temps, à valeur

dans un espace fonctionnel en x, et nous prenons comme fonctions tests des

fonctions qui dépendent seulement de la variable x. Supposons que

y : [0, T ] → H1
0 (Ω)

t 	→ [y(t)](x) = y(x, t)

et
f : [0, T ] → L2(Ω)

t 	→ [f(t)](x) = f(x, t).

Soit ϕ ∈ H1
0 (Ω) ; nous multiplions l’EDP dans (A.1) par ϕ et nous intégrons

par parties dans Ω, nous trouvons∫
Ω

∂y

∂t
ϕdx+

∫
Ω

∇y∇ϕdx =
∫
Ω

fϕdx ∀t ∈ [0, T ].

La formulation variationnelle s’écrit donc : trouver y ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩
L2(0, T ;H1

0 (Ω)) tel que y(0, .) = y0 et

∀ϕ ∈ H1
0 (Ω),

d

dt

∫
Ω

yϕdx+

∫
Ω

∇y∇ϕdx =
∫
Ω

fϕdx. (A.2)
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100 Annexe A. Existence pour l’équation de la chaleur

La dérivée en temps dans (A.2) est à comprendre au sens des distributions.

Etape 2 : Résolution du problème sous forme variationnelle

Nous utilisons une méthode de Galerkin pour résoudre le problème. H1
0 (Ω)

étant un espace de Hilbert séparable, soit {wn}∞n=1 une base hilbertienne de

H1
0 (Ω). Soit Wn = Vect (w1, . . . , wn) l’espace vectoriel engendré par la famille

{w1, . . . , wn} ; on a en particulier que Vect (wi)i∈N∗ est dense dans H1
0 (Ω). Soit

{x0i }∞i=1 la suite de nombres tels que

x0i = (y0, wi),

n∑
i=1

x0iwi → y0 dans L2(Ω) lorsque n→ ∞. (A.3)

La relation (A.3) découle de la densité de H1
0 (Ω) dans L

2(Ω). Soit n ∈ N
∗ ;

nous cherchons une fonction yn : [0, T ] → H1
0 (Ω) de la forme

yn(t) =
n∑

i=1

xi(t)wi (A.4)

où les coefficients xi(t) sont tels que⎧⎨
⎩

xi(0) = x0i , ∀i = 1, . . . , n,
d

dt
(yn, wi) +

∫
Ω

∇yn∇widx =

∫
Ω

fwidx, ∀i = 1, . . . , n.
(A.5)

Ainsi nous cherchons une fonction yn de la forme (A.4), qui est solution de la

“projection” (A.5) du problème (A.2) sur Wn.

Nous multiplions chaque équation de (A.5) par xi(t), puis nous sommons sur

les i allant de 1 à n. En utilisant (A.4), nous trouvons(dyn
dt
, yn

)
+

∫
Ω

|∇yn|2dx =
∫
Ω

fyndx pour presque tout t ∈ [0, T ],

ce qui est équivalent à

1

2

d

dt
‖yn‖2L2(Ω) +

∫
Ω

|∇yn|2dx =
∫
Ω

fyndx pour presque tout t.

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz au second membre de la relation

précédente, nous obtenons

1

2

d

dt
‖yn‖2L2(Ω) + ‖∇yn‖2L2(Ω) � ‖f‖L2(Ω)‖yn‖L2(Ω) pour presque tout t.

Or d’après l’inégalité de Poincaré,

‖f‖L2(Ω)‖yn‖L2(Ω) � K‖f‖L2(Ω)‖∇yn‖L2(Ω),
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K étant la constante de Poincaré. Il vient pour presque tout t ∈ [0, T ],

‖f‖L2(Ω)‖yn‖L2(Ω) �
1

2

(
C‖f‖2L2(Ω) + ‖∇yn‖2L2(Ω)

)
,

ce qui implique que,

1

2

d

dt
‖yn‖2L2(Ω) +

1

2
‖yn‖2H1

0 (Ω) �
C

2
‖f‖2L2(Ω). (A.6)

En intégrant (A.6) entre 0 et T , on a en particulier

‖yn‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) � C‖f‖L2(Q) pour presque tout t ∈ [0, T ]. (A.7)

Puis en intégrant (A.6) entre 0 et t, on a pour presque tout t,

‖yn(t)‖2L2(Ω) +

∫ t

0

‖yn‖2H1
0 (Ω)dt � C

∫ t

0

‖f‖2L2(Ω)dt+ ‖yn(0)‖2L2(Ω).

En particulier

‖yn‖L∞(0,T ;L2(Ω)) = sup
t∈[0,T ]

‖yn(t)‖L2(Ω) � C‖f‖L2(Q) + ‖yn(0)‖L2(Ω). (A.8)

D’après (A.3), yn(0) =
∑n

i=1 x
0
iwi est borné dans L

2(Ω), nous en déduisons

que la suite (yn) est bornée dans L
∞(0, T ;L2(Ω)) et L2(0, T ;H1

0 (Ω)).

Soit ϕ ∈ H1
0 (Ω) avec ‖ϕ‖H1

0 (Ω) � 1. Ecrivons ϕ = ϕ1 + ϕ2, où ϕ1 ∈ Wn et

(ϕ2, wi) = 0 pour i = 1, . . . , n. Alors ‖ϕ1‖H1
0 (Ω) � ‖ϕ‖H1

0 (Ω) � 1. Il résulte de

l’EDP dans (A.5) que pour presque tout t ∈ [0, T ]

(dyn
dt
, ϕ1

)
+

∫
Ω

∇yn∇ϕ1dx =

∫
Ω

fϕ1dx.

La relation (A.4) implique que

〈dyn
dt
, ϕ

〉
=

(dyn
dt
, ϕ

)
=

(dyn
dt
, ϕ1

)
=

∫
Ω

fϕ1dx−
∫
Ω

∇yn∇ϕ1dx.

Par conséquent, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, puis l’inégalité de

Poincaré,

∣∣∣〈dyn
dt
, ϕ

〉∣∣∣ � ‖f‖L2(Ω)‖ϕ1‖L2(Ω) + ‖∇yn‖L2(Ω)‖∇ϕ1‖L2(Ω)

� K‖f‖L2(Ω)‖ϕ1‖H1
0 (Ω) + ‖yn‖H1

0 (Ω)‖ϕ1‖H1
0 (Ω)

� (K‖f‖L2(Ω) + ‖yn‖H1
0 (Ω))‖ϕ1‖H1

0 (Ω).
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Nous en déduisons que∥∥∥dyn
dt

∥∥∥
H−1(Ω)

= sup
ϕ∈H1

0(Ω)

‖ϕ‖
H1
0(Ω)

�1

∣∣∣〈dyn
dt
, ϕ

〉∣∣∣ � K‖f‖L2(Ω) + ‖yn‖H1
0 (Ω).

D’où d’après (A.7),

∥∥∥dyn
dt

∥∥∥2

L2(0,T ;H−1(Ω))
=

∫ T

0

∥∥∥dyn
dt

∥∥∥2

H−1(Ω)
dt

� 2
(
C‖f‖2L2(Q)) + ‖yn‖2L2(0,T ;H1

0 (Ω))

)
∥∥∥dyn
dt

∥∥∥2

L2(0,T ;H−1(Ω))
� C‖f‖2L2(Q). (A.9)

Finalement, la suite
(dyn
dt

)
est bornée dans L2(0, T ;H−1(Ω)).

Les relations (A.7)-(A.9) permettent d’extraire des sous-suites des suites (yn)

et
(dyn
dt

)
qui convergent faiblement respectivement vers des fonctions y ∈

L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) et α ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), i.e.

yn ⇀ y faiblement dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)), (A.10)

yn ⇀ y faible * dans L∞(0, T ;L2(Ω)),

dyn
dt

⇀ α faiblement dans L2(0, T ;H−1(Ω)).

Soit φ ∈ D(0, T ), on a

〈dyn
dt
, φ

〉
D ′(0,T ),D(0,T )

= −
〈
yn,

dφ

dt

〉
D ′(0,T ),D(0,T )

.

En passant à la limite n→ +∞, nous obtenons

〈α, φ〉D ′(0,T ),D(0,T ) = −
〈
y,
dφ

dt

〉
D ′(0,T ),D(0,T )

=
〈dy
dt
, φ

〉
D ′(0,T ),D(0,T )

.

Donc α =
dy

dt
dans D ′(0, T ) d’où

dyn
dt

⇀
dy

dt
faiblement dans L2(0, T ;H−1(Ω)). (A.11)

Soit W (0, T ) =
{
u ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω))
∣∣∣du
dt

∈ L2(0, T ;H−1(Ω))
}
. L’injection

de H1
0 (Ω) dans L

2(Ω) et celle de L2(Ω) dans H−1(Ω) étant respectivement

compacte et continue, le lemme d’Aubin-Lions implique que l’injection de
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W (0, T ) dans L2(Q) est compacte. La suite (yn)n étant bornée dans W (0, T ),

nous pouvons extraire une sous-suite qui converge fortement dans L2(Q). Soit

φ ∈ D(0, T ). Nous multiplions l’EDP dans (A.5) par φ, puis nous intégrons

entre 0 et T , il vient pour tout i = 1, . . . , n,∫ T

0

d

dt
(yn, wi)φdt+

∫
Q

∇yn∇wiφdxdt =

∫
Q

fwiφdxdt.

Par densité, nous pouvons écrire alors que pour tout ϕ ∈ H1
0 (Ω),∫ T

0

d

dt
(yn, ϕ)φdt+

∫
Q

∇yn∇ϕφdxdt =
∫
Q

fϕφdxdt. (A.12)

En passant à la limite n → +∞ dans cette relation et en utilisant (A.11) et

(A.10), on obtient∫ T

0

d

dt
(y, ϕ)φdt+

∫
Q

∇y∇ϕφdxdt =
∫
Q

fϕφdxdt.

D’où (A.2).

De plus, y ∈ C([0, T ];L2(Ω)), c’est une conséquence de l’inclusion W (0, T ) ⊂
C([0, T ];L2(Ω)).

Enfin, comme pour φ ∈ D(0, T )

(yn(t), φ)− (yn(0), φ) =

∫ t

0

〈∂yn
∂t

, φ
〉
ds pour presque tout t,

nous en déduisons par passage à la limite, en utilisant (A.3),

(y(t), φ)− (y0, φ) =

∫ t

0

〈∂y
∂t
, φ

〉
ds pour presque tout t,

et par conséquent,

(y(t), φ)− (y0, φ) = (y(t), φ)− (y(0), ϕ) pour presque tout t.

D’où y(0) = y0 dans Ω.

Etape 3 : Unicité

Le problème (A.1) étant linéaire, prouver l’unicité revient à montrer que si

y0 = f = 0, alors la solution de (A.2) est y = 0. Pour cela, nous réécrivons la

formulation variationnelle sous la forme

∀ϕ ∈ H1
0 (Ω),

d

dt

∫
Ω

yϕdx+

∫
Ω

∇y∇ϕdx = 0.

En fait, nous pouvons choisir ϕ = y dans cette formule. Ainsi

d

dt

∫
Ω

|y|2dx+
∫
Ω

|∇y|2dx = 0,

ce qui permet de conclure que y = 0 puisque y ∈ H1
0 (Ω).
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Annexe B

Existence de solution pour un

système d’équations linéaires

Nous voulons démontrer l’existence de solution au problème suivant⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u

∂t
−Δu+ au+ bv = f dans Q,

∂v

∂t
−Δv + cu+ dv = g dans Q,

u = v = 0 sur Σ,

u(0) = u0, v(0) = v0 dans Ω,

(B.1)

où a, b, c, d ∈ L∞(Q), f, g ∈ L2(Q) et u0, v0 ∈ L2(Ω). Nous procédons en

quatre étapes.

Etape 1 : Méthode

Considérons le système d’équations suivant⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u

∂t
−Δu+ au = f − bv dans Q,

∂ξ

∂t
−Δξ + dξ = g − cu dans Q,

u = ξ = 0 sur Σ,

u(0) = u0, ξ(0) = v0 dans Ω.

(B.2)

Fixons v dans L2(Q). Nous montrons tout d’abord que la première équation de

(B.2) admet une unique solution u dans C([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) et

que pour u fixé dans C([0, T ];L2(Ω))∩L2(0, T ;H1
0 (Ω)), la deuxième équation

de (B.2) possède également une unique solution ξ dans C([0, T ];L2(Ω)) ∩
L2(0, T ;H1

0 (Ω)). Nous en déduisons que le système (B.2) a une unique solution

(u, ξ). Ainsi nous définissons une application

S : L2(Q) → L2(Q)

v 	→ ξ
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106 Annexe B. Existence pour un système d’équations linéaires

où (u, ξ) est la solution de (B.2).

Nous prouvons que S est une contraction. Puis nous appliquons le Théorème

de point fixe de Banach et nous déduisons l’existence d’un point fixe v ; le cou-

ple (u, v) correspondant n’est autre que la solution de (B.1). Nous démontrons

l’existence en quatre étapes.

Etape 2 : Résolution de

∂u

∂t
−Δu+ au = h dans Q,

u = 0 sur Σ,

u(0) = u0 dans Ω,

(B.3)

où h = f − bv. Supposons que

u : [0, T ] → H1
0 (Ω)

t 	→ [u(t)](x) = u(x, t),

a : [0, T ] → L∞(Ω)
t 	→ [a(t)](x) = a(x, t),

et
h : [0, T ] → L2(Ω)

t 	→ [h(t)](x) = h(x, t).

Soit ϕ ∈ H1
0 (Ω) ; nous multiplions l’EDP dans (B.3) par ϕ et nous intégrons

par parties dans Ω, nous trouvons∫
Ω

∂u

∂t
ϕdx+

∫
Ω

∇u∇ϕdx+
∫
Ω

auϕdx =

∫
Ω

hϕdx ∀t ∈ [0, T ]. (B.4)

Nous allons résoudre (B.4) par la méthode de Galerkin.

Soit {wn}∞n=1 une base hilbertienne de H
1
0 (Ω). Soit Wn = {w1, . . . , wn} ; on a

en particulier que Vect (Wn)n∈N∗ est dense dans H1
0 (Ω). Soit {x0i }∞i=1 la suite

de nombres tels que

x0i = (u0, wi),
n∑

i=1

x0iwi → u0 dans L2(Ω) lorsque n→ ∞. (B.5)

Soit n ∈ N
∗ ; on cherche une fonction un : [0, T ] → H1

0 (Ω) de la forme

un(t) =
n∑

i=1

xi(t)wi (B.6)

où les coefficients xi(t) sont tels que⎧⎨
⎩

xi(0) = x0i , ∀i = 1, . . . , n,
d

dt
(un, wi) +

∫
Ω

∇un∇widx+

∫
Ω

aunwidx =

∫
Ω

hwidx, ∀i = 1, . . . , n.

(B.7)
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Nous multiplions chaque équation de (B.7) par xi(t), puis nous sommons sur

les i allant de 1 à n. En utilisant (B.6), nous trouvons(dun
dt

, un

)
+

∫
Ω

|∇un|2dx+
∫
Q

a|un|2dx =
∫
Ω

hundx pour presque tout t ∈ [0, T ],

ce qui est équivalent à

1

2

d

dt
‖un‖2L2(Ω) +

∫
Ω

|∇un|2dx =
∫
Ω

hundx−
∫
Ω

a|un|2dx pour presque tout t.

En appliquant successivement l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’inégalité de

Poincaré au second membre de la relation précédente, nous obtenons

1

2

d

dt
‖un‖2L2(Ω) + ‖∇un‖2L2(Ω) � ‖h‖L2(Ω)‖un‖L2(Ω) + ‖a‖L∞(Ω)‖un‖2L2(Ω)

� (K‖h‖L2(Ω)‖∇un‖L2(Ω) +K2‖a‖L∞(Ω)‖∇un‖2L2(Ω))

pour presque tout t ; K étant la constante de Poincaré. Or d’après l’inégalité

de Young,

K‖h‖L2(Ω)‖∇un‖L2(Ω) �
1

2
(K2‖h‖2L2(Ω) + ‖∇un‖2L2(Ω)),

il vient pour presque tout t ∈ [0, T ],

1

2

d

dt
‖un‖2L2(Ω) + (

1

2
−K2‖a‖L∞(Ω))‖∇un‖2L2(Ω) �

K2

2
‖h‖2L2(Ω),

ce qui implique que,

1

2

d

dt
‖un‖2L2(Ω) + (

1

2
−K2‖a‖L∞(Ω))‖un‖2H1

0 (Ω) �
K2

2
‖h‖2L2(Ω). (B.8)

En choisissant ‖a‖L∞(Ω) <
1

2K2 puis en intégrant (B.8) entre 0 et T , on a en

particulier

‖un‖2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) � C‖h‖2L2(Q) pour presque tout t ∈ [0, T ]. (B.9)

Maintenant en intégrant (B.8) entre 0 et t, on a pour presque tout t,

1

2
‖un(t)‖2L2(Ω) + (

1

2
−K2‖a‖L∞(Ω))

∫ t

0

‖un‖2H1
0 (Ω)dt �

K2

2

∫ t

0

‖h‖2L2(Ω)dt

+
1

2
‖un(0)‖2L2(Ω).

En particulier

‖un‖L∞(0,T ;L2(Ω)) = sup
t∈[0,T ]

‖un(t)‖L2(Ω) � C‖h‖L2(Q) + ‖un(0)‖L2(Ω). (B.10)
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D’après (B.5), un(0) =
∑n

i=1 x
0
iwi est borné dans L

2(Ω), nous en déduisons

que la suite (un) est bornée dans L
∞(0, T ;L2(Ω)) et L2(0, T ;H1

0 (Ω)).

Soit ϕ ∈ H1
0 (Ω) avec ‖ϕ‖H1

0 (Ω) � 1. Ecrivons ϕ = ϕ1 + ϕ2, où ϕ1 ∈ Wn et

(ϕ2, wi) = 0 pour i = 1, . . . , n. Alors ‖ϕ1‖H1
0 (Ω) � ‖ϕ‖H1

0 (Ω) � 1. Il résulte de

l’EDP dans (B.7) que pour presque tout t ∈ [0, T ](dun
dt

, ϕ1

)
+

∫
Ω

∇un∇ϕ1dx+

∫
Ω

aunϕ1dx =

∫
Ω

hϕ1dx.

La relation (B.6) implique que〈dun
dt

, ϕ
〉
=

(dun
dt

, ϕ
)
=

(dun
dt

, ϕ1

)
=

∫
Ω

hϕ1dx−
∫
Ω

∇un∇ϕ1dx−
∫
Ω

aunϕ1dx.

Par conséquent, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, puis l’inégalité de

Poincaré, ∣∣∣〈dun
dt

, ϕ
〉∣∣∣ � ‖h‖L2(Ω)‖ϕ1‖L2(Ω) + ‖∇un‖L2(Ω)‖∇ϕ1‖L2(Ω)

+ ‖a‖L∞(Ω)‖un‖L2(Ω)‖ϕ1‖L2(Ω)

� K‖h‖L2(Ω)‖ϕ1‖H1
0 (Ω) + ‖un‖H1

0 (Ω)‖ϕ1‖H1
0 (Ω)

+K2‖a‖L∞(Ω)‖un‖H1
0 (Ω)‖ϕ1‖H1

0 (Ω)

� C(‖h‖L2(Ω) + ‖un‖H1
0 (Ω))‖ϕ1‖H1

0 (Ω).

Donc ∥∥∥dun
dt

∥∥∥
H−1(Ω)

= sup
ϕ∈H1

0(Ω)

‖ϕ‖
H1
0(Ω)

�1

∣∣∣〈dun
dt

, ϕ
〉∣∣∣ � C(‖h‖L2(Ω) + ‖un‖H1

0 (Ω)).

D’où d’après (B.9),∥∥∥dun
dt

∥∥∥2

L2(0,T ;H−1(Ω))
=

∫ T

0

∥∥∥dun
dt

∥∥∥2

H−1(Ω)
dt

� C
(
‖h‖2L2(Q)) + ‖un‖2L2(0,T ;H1

0 (Ω))

)
∥∥∥dun
dt

∥∥∥2

L2(0,T ;H−1(Ω))
� C‖h‖2L2(Q). (B.11)

Finalement, la suite
(dun
dt

)
est bornée dans L2(0, T ;H−1(Ω)).

Les relations (B.9)-(B.11) permettent d’extraire des sous-suites des suites (un)

et
(dun
dt

)
qui convergent faiblement respectivement vers des fonctions u ∈

L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) et

du

dt
∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), i.e.

un ⇀ u faiblement dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)), (B.12)

un ⇀ u faible * dans L∞(0, T ;L2(Ω)),
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dun
dt

⇀
du

dt
faiblement dans L2(0, T ;H−1(Ω)). (B.13)

L’injection de H1
0 (Ω) dans L

2(Ω) et celle de L2(Ω) dans H−1(Ω) étant respec-

tivement compacte et continue, le lemme d’Aubin-Lions implique que l’injec-

tion de W (0, T ) dans L2(Q) est compacte. La suite (un)n étant bornée dans

W (0, T ), nous pouvons extraire une sous-suite qui converge fortement dans

L2(Q). Soit φ ∈ D(0, T ). Nous multiplions l’EDP dans (B.7) par φ, puis nous

intégrons entre 0 et T , il vient pour tout i = 1, . . . , n,∫ T

0

d

dt
(un, wi)φdt+

∫
Q

∇un∇wiφdxdt+

∫
Q

aunwiφdxdt =

∫
Q

hwiφdxdt.

Par densité, on a pour tout ϕ ∈ H1
0 (Ω),∫ T

0

d

dt
(un, ϕ)φdt+

∫
Q

∇un∇ϕφdxdt+
∫
Q

aunϕφdxdt =

∫
Q

hϕφdxdt. (B.14)

En passant à la limite n → +∞ dans cette relation et en utilisant (B.13) et

(B.12), nous obtenons∫ T

0

d

dt
(u, ϕ)φdt+

∫
Q

∇u∇ϕφdxdt+
∫
Q

auϕφdxdt =

∫
Q

hϕφdxdt.

D’où (B.4). Nous montrons que u ∈ C([0, T ];L2(Ω)) et u(0) = u0 dans Ω.

Etape 3 : Résolution de

∂ξ

∂t
−Δξ + dξ = g − cu dans Q,

ξ = 0 sur Σ,

ξ(0) = v0 dans Ω.

(B.15)

Fixons u dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)), alors u ∈ L2(Q). En sup-

posant que ‖d‖L∞(Ω) est une quantité suffisamment petite, nous montrons

comme précédemment que le système (B.15) possède une unique solution ξ

dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)).

Etape 4 : Application du Théorème de point fixe de Banach

Nous démontrons que S est une contraction. Soient v1, v2 ∈ L2(Q) et ξ1, ξ2 ∈
L2(Q) tels que S(v1) = ξ1 et S(v2) = ξ2. Alors (u1, ξ1) et (u2, ξ2) sont les

solutions respectives des systèmes suivants⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u1
∂t

−Δu1 + au1 = f − bv1 dans Q,

∂ξ1
∂t

−Δξ1 + dξ1 = g − cu1 dans Q,

u1 = ξ1 = 0 sur Σ,

u1(0) = u0, ξ1(0) = v0 dans Ω,
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110 Annexe B. Existence pour un système d’équations linéaires

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u2
∂t

−Δu2 + au2 = f − bv2 dans Q,

∂ξ2
∂t

−Δξ2 + dξ2 = g − cu2 dans Q,

u2 = ξ2 = 0 sur Σ,

u2(0) = u0, ξ2(0) = v0 dans Ω.

En faisant la différence de ces deux systèmes, nous obtenons⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂(u1 − u2)

∂t
−Δ(u1 − u2) + a(u1 − u2) = −b(v1 − v2) dans Q,

∂(ξ1 − ξ2)

∂t
−Δ(ξ1 − ξ2) + d(ξ1 − ξ2) = −c(u1 − u2) dans Q,

u1 − u2 = ξ1 − ξ2 = 0 sur Σ,

(u1 − u2)(0) = 0, (ξ1 − ξ2)(0) = 0 dans Ω.

Nous multiplions les EDP dans ce dernier système respectivement par u1−u2
et ξ1 − ξ2, et nous intégrons dans Q, ce qui nous donne

1

2
‖(u1 − u2)(T )‖2L2(Ω) + ‖∇(u1 − u2)‖2L2(Q) +

∫
Q

a|u1 − u2|2dxdt

= −
∫
Q

b(v1 − v2)(u1 − u2)dxdt

1

2
‖(ξ1 − ξ2)(T )‖2L2(Ω) + ‖∇(u1 − u2)‖2L2(Q) +

∫
Q

d|ξ1 − ξ2|2dxdt

= −
∫
Q

c(u1 − u2)(ξ1 − ξ2)dxdt.

Il en résulte que

‖∇(u1 − u2)‖2L2(Q) � −
∫
Q

b(v1 − v2)(u1 − u2)dxdt−
∫
Q

a|u1 − u2|2dxdt

‖∇(ξ1 − ξ2)‖2L2(Q) � −
∫
Q

c(u1 − u2)(ξ1 − ξ2)dxdt−
∫
Q

d|ξ1 − ξ2|2dxdt.

Puis nous appliquons l’inégalité de Poincaré au membre de gauche et l’inégalité

de Cauchy-Schwarz au membre de droite,

1

K
‖u1 − u2‖2L2(Q) � ‖b‖L∞(Q)‖v1 − v2‖L2(Q)‖u1 − u2‖L2(Q) + ‖a‖L∞(Q)‖u1 − u2‖2L2(Q)

1

K
‖ξ1 − ξ2‖2L2(Q) � ‖c‖L∞(Q)‖u1 − u2‖L2(Q)‖ξ1 − ξ2‖L2(Q) + ‖d‖L∞(Q)‖ξ1 − ξ2‖2L2(Q).

Donc

(
1

K
− ‖a‖L∞(Q))‖u1 − u2‖2L2(Q) � ‖b‖L∞(Q)‖v1 − v2‖L2(Q)‖u1 − u2‖L2(Q)

(
1

K
− ‖d‖L∞(Q))‖ξ1 − ξ2‖2L2(Q) � ‖c‖L∞(Q)‖u1 − u2‖L2(Q)‖ξ1 − ξ2‖L2(Q),
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d’où

‖u1 − u2‖L2(Q) �
‖b‖L∞(Q)

1/K − ‖a‖L∞(Q)

‖v1 − v2‖L2(Q)

‖ξ1 − ξ2‖L2(Q) �
‖c‖L∞(Q)

1/K − ‖d‖L∞(Q)

‖u1 − u2‖L2(Q).

Finalement,

‖ξ1 − ξ2‖L2(Q) �
‖c‖L∞(Q)

1/K − ‖d‖L∞(Q)

‖b‖L∞(Q)

1/K − ‖a‖L∞(Q)

‖v1 − v2‖L2(Q).

Nous en déduisons que si ‖c‖L∞(Q)‖b‖L∞(Q) < (1/K − ‖d‖L∞(Q))(1/K −
‖a‖L∞(Q)), alors S est une contraction de L2(Q) dans L2(Q).

Soit v le point fixe de S, alors (u, v) où u est solution de (B.3), n’est autre

que la solution de (B.1).
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Annexe C

Existence de solution au

problème non local

Nous démontrons que le système ci-dessous possède une solution :

⎧⎪⎨
⎪⎩

∂u

∂t
− a(l(u))Δu = f dans Q,

u(x, t) = 0 sur Σ,

u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(C.1)

où

a : R → R+ est une fonction continue, (C.2)

l est une forme linéaire continue sur L2(Ω), f = f(x, t) et u0 étant donnés.

Supposons qu’il existe des constantes m,M > 0 telles que

m � a(ξ) �M ∀ξ ∈ R, (C.3)

et que pour g ∈ L2(Ω)

l(u) =

∫
Ω

g(x)u(x)dx. (C.4)

Soit u = u(x, t) une solution régulière du problème (C.1). Nous allons

considérer u non pas comme une fonction de x et de t, mais plutôt comme

une application u : [0, T ] → H1
0 (Ω) de t à valeurs dans l’espace H

1
0 (Ω) définie

par

[u(t)](x) = u(x, t)(x ∈ Ω, 0 � t � T ).

Revenant au problème (C.1), nous définissons de manière similaire f : [0, T ] →
L2(Ω) par

[f(t)](x) = f(x, t)(x ∈ Ω, 0 � t � T ).
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114 Annexe C. Existence de solution au problème non local

Soit ϕ ∈ H1
0 (Ω) ; nous multiplions l’EDP dans (C.1) par ϕ puis nous intégrons

par parties dans Ω. Nous trouvons∫
Ω

∂u

∂t
ϕdx+ a(l(u))

∫
Ω

∇u∇ϕdx =
∫
Ω

fϕdx,

pour chaque t ∈ [0, T ].

Nous voulons résoudre la formulation faible du problème (C.1). Alors nous

pouvons montrer le

Théorème C.0.2. Soient f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) et u0 ∈ L2(Ω). Alors sous

les hypothèses (C.2)-(C.4), il existe une solution u telle que

u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)), (C.5a)

u(0) = u0, (C.5b)

d

dt
(u, ϕ) + a(l(u))

∫
Ω

∇u∇ϕdx = 〈f, ϕ〉 dans D ′(0, T ), ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω).

(C.5c)

Preuve. La preuve sera divisée en trois étapes.

Etape 1 : Approximations de Galerkin

Soit {wn}∞n=1 une base hilbertienne de H
1
0 (Ω). On a en particulier que l’espace

vectoriel engendré par les {wn}∞n=1 est dense dans H
1
0 (Ω). Soit {x0i }∞i=1 la suite

de nombres tels que

x0i = (wi, u
0),

n∑
i=1

x0iwi → u0 dans L2(Ω) lorsque n→ ∞. (C.6)

Soit n ∈ N
∗ ; nous cherchons une fonction un : [0, T ] → H1

0 (Ω) de la forme

un(t) =
n∑

i=1

xi(t)wi (C.7)

où les coefficients xi(t) sont tels que⎧⎨
⎩

xi(0) = x0i , ∀i = 1, . . . , n,
d

dt
(un, wi) + a(l(un))

∫
Ω

∇un∇widx = 〈f, wi〉, ∀i = 1, . . . , n.
(C.8)

Ainsi nous cherchons une fonction un de la forme (C.7), qui est solution de

la “projection” (C.8) du problème (C.1) sur le sous-espace de dimension finie

engendré par les {wi}ni=1.

Etape 2 : Inégalités d’énergie
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Nous multiplions chaque équation de (C.8) par xi(t), puis nous sommons sur

les i allant de 1 à n et nous trouvons(dun
dt

, un

)
+ a(l(un))

∫
Ω

|∇un|2dx = 〈f, un〉 pour presque tout t ∈ [0, T ],

ce qui est équivalent à

1

2

d

dt
‖un‖2L2(Ω) + a(l(un))

∫
Ω

|∇un|2dx = 〈f, un〉 pour presque tout t.

En utilisant l’hypothèse (C.3) et l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

1

2

d

dt
‖un‖2L2(Ω) +m

∫
Ω

|∇un|2dx � ‖f‖H−1(Ω)‖un‖H1
0 (Ω) pour presque tout t.

En appliquant au second membre l’inégalité de Young

‖f‖H−1(Ω)‖un‖H1
0 (Ω) �

1

2m
‖f‖2H−1(Ω) +

m

2
‖un‖2H1

0 (Ω),

il vient pour presque tout t ∈ [0, T ]

1

2

d

dt
‖un‖2L2(Ω) +

m

2
‖un‖2H1

0 (Ω) �
1

2m
‖f‖2H−1(Ω). (C.9)

D’où en intégrant entre 0 et t, on a pour presque tout t

1

2
‖un(t)‖2L2(Ω) +

m

2

∫ t

0

‖un‖2H1
0 (Ω)dt �

1

2m

∫ t

0

‖f‖2H−1(Ω)dt+
1

2
‖un(0)‖2L2(Ω).

En particulier

‖un‖L∞(0,T ;L2(Ω)) = sup
t∈[0,T ]

‖un(t)‖L2(Ω) �
1√
m
‖f‖L2(0,T ;H−1(Ω)) + ‖un(0)‖L2(Ω).

Puisque d’après (C.6), un(0) est borné dans L
2(Ω) et f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)),

nous en déduisons qu’il existe une constante positive C telle que

‖un‖L∞(0,T ;L2(Ω)) � C.

Nous tirons également de (C.9) que

‖un‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) �

1

m
‖f‖L2(0,T ;H−1(Ω)). (C.10)

Soit ϕ ∈ H1
0 (Ω) avec ‖ϕ‖H1

0 (Ω) � 1. Ecrivons ϕ = ϕ1+ϕ2, où ϕ1 ∈ vect{wi}ni=1

et (ϕ2, wi) = 0 pour i = 1, . . . , n. Alors ‖ϕ1‖H1
0 (Ω) � ‖ϕ‖H1

0 (Ω) � 1. Il résulte

de l’EDP dans (C.8) que pour presque tout t ∈ [0, T ](dun
dt

, ϕ1

)
+ a(l(un))

∫
Ω

∇un∇ϕ1dx = 〈f, ϕ1〉.
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116 Annexe C. Existence de solution au problème non local

La relation (C.7) implique que

〈dun
dt

, ϕ
〉
=

(dun
dt

, ϕ
)
=

(dun
dt

, ϕ1

)
= 〈f, ϕ1〉 − a(l(un))

∫
Ω

∇un∇ϕ1dx.

Par conséquent,

〈dun
dt

, ϕ
〉
� ‖f‖H−1(Ω)‖ϕ1‖H1

0 (Ω) + |a(l(un))|‖un‖H1
0 (Ω)‖ϕ1‖H1

0 (Ω)

� ‖f‖H−1(Ω) +M‖un‖H1
0 (Ω).

Nous en déduisons que

∥∥∥dun
dt

∥∥∥
H−1(Ω)

= sup
ϕ∈H1

0(Ω)

‖ϕ‖
H1
0(Ω)

�1

∣∣∣〈dun
dt

, ϕ
〉∣∣∣ � ‖f‖H−1(Ω) +M‖un‖H1

0 (Ω).

D’où

∥∥∥dun
dt

∥∥∥2

L2(0,T ;H−1(Ω))
=

∫ T

0

∥∥∥dun
dt

∥∥∥2

H−1(Ω)
dt

� 2
(
‖f‖2L2(0,T ;H−1(Ω)) +M2‖un‖2L2(0,T ;H1

0 (Ω))

)
.

Finalement, il existe une constante positive C telle que

∥∥∥dun
dt

∥∥∥
L2(0,T ;H−1(Ω))

� C. (C.11)

Etape 3 : Existence de solution faible

Par conséquent, d’après (C.10) et (C.11), il existe une sous-suite de (un)n,

encore notée (un)n, des fonctions u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) et α ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))

telles que

un ⇀ u faiblement dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)), (C.12)

dun
dt

⇀ α faiblement dans L2(0, T ;H−1(Ω)).

Soit ϕ ∈ D(0, T ), on a

〈dun
dt

, ϕ
〉

D ′(0,T ),D(0,T )
= −

〈
un,

dϕ

dt

〉
D ′(0,T ),D(0,T )

.

En passant à la limite n→ +∞, nous obtenons

〈α, ϕ〉D ′(0,T ),D(0,T ) = −
〈
u,
dϕ

dt

〉
D ′(0,T ),D(0,T )

=
〈du
dt
, ϕ

〉
D ′(0,T ),D(0,T )

.
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Donc α =
du

dt
dans D ′(0, T ) d’où

dun
dt

⇀
du

dt
faiblement dans L2(0, T ;H−1(Ω)). (C.13)

L’injection de H1
0 (Ω) dans L

2(Ω) et celle de L2(Ω) dans H−1(Ω) étant respec-

tivement compacte et continue, le lemme d’Aubin-Lions implique que l’injec-

tion de W (0, T ) dans L2(Q) est compacte. Comme la suite (un)n est bornée

dans W (0, T ), alors nous pouvons extraire une sous-suite convergente dans

L2(Q), i.e.

un → u fortement dans L2(Q).

Il en résulte que

l(un) → l(u) fortement dans L2(0, T ). (C.14)

Soit ϕ ∈ D(0, T ). Nous multiplions l’EDP dans (C.8) par ϕ, puis nous

intégrons entre 0 et T , il vient pour tout i = 1, . . . , n∫ T

0

d

dt
(un, wi)ϕdt+

∫ T

0

a(l(un))

∫
Ω

∇un∇wiϕdxdt =

∫ T

0

〈f, wi〉ϕdt.

Comme l’espace vectoriel engendré par les {wn}∞n=1 est dense dans H
1
0 (Ω),

alors pour tout v ∈ H1
0 (Ω)∫ T

0

d

dt
(un, v)ϕdt+

∫ T

0

a(l(un))

∫
Ω

∇un∇vϕdxdt =
∫ T

0

〈f, v〉ϕdt. (C.15)

D’après (C.14), il existe une sous-suite telle que

l(un) → l(u) pour presque tout t ∈]0, T [.
Puisque la fonction a est continue,

a(l(un)) → a(l(u)) pour presque tout t ∈]0, T [,
et que, par hypothèse

a(l(un)) �M,

nous pouvons appliquer le Théorème de convergence dominée de Lebesgue et

en déduire que

a(l(un))∇v → a(l(u))∇v fortement dans L2(Q). (C.16)

En passant à la limite n → +∞ dans (C.15) et en utilisant (C.12), (C.13),

(C.16), nous obtenons∫ T

0

d

dt
(u, v)ϕdt+

∫ T

0

a(l(u))

∫
Ω

∇u∇vϕdxdt =
∫ T

0

〈f, v〉ϕdt.
D’où (C.5c).

Nous montrons que u ∈ C([0, T ];L2(Ω)) et que u(0) = u0 dans Ω. Nous en

déduisons (C.5b).
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Annexe D

Preuve de l’inégalité

d’observabilité pour la

contrôlabilité simultanée

Retournons à la preuve de l’inégalité d’observabilité pour le problème de

contrôlabilité simultanée avec contrainte sur le contrôle. L’idée est d’estimer∫ T

0

∫
ω′ |ϕ2|2e−2αdxdt par

∫
G
|ϕ1|2e−rαdxdt pour r ∈ [0, 2[ et ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ W .

Soit ξ ∈ C∞(RN0) une fonction vérifiant :

⎧⎨
⎩

ξ(x) = 1, ∀x ∈ ω′,
0 < ξ(x) � 1, ∀x ∈ ω′′,
ξ(x) = 0, ∀x ∈ R

N0 \ ω′′,
(D.1)

où ω′ � ω′′ � ωc � ω � Ω. Supposons par exemple que

c � c0 > 0 dans ωc×]0, T [ (D.2)

et introduisons la fonction η = ξ6. La preuve du Théorème est basée sur

l’introduction d’une fonction Λ de t. Pour β0, β1, p,m > 0, nous définissons :

Λ(t) =

∫
Ω

(e−pαη4/3|ϕ2|2 − β0e
−2αηϕ2ϕ1 + β1e

−mαη2/3|ϕ1|2)dx, (D.3)

où

α(x, t) = τ
e

4
3
λ‖β‖L∞(Ω) − eλβ(x)

t(T − t)
,

Si, au lieu de (D.2), nous avions −c � c0 > 0, alors l’expression de Λ doit être

modifiée en choisissant β0e
−2αηϕ2ϕ1 au lieu de −β0e−2αηϕ2ϕ1. Nous rappelons
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les notations suivantes⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L0ϕ =
∂ϕ

∂t
−Δϕ,

L∗
0ϕ = −∂ϕ

∂t
−Δϕ,

M(ϕ, σ) = L∗
0ϕ− aϕ− cσ,

N(ϕ, σ) = L∗
0σ − bϕ− dσ.

(D.4)

Puisque lim
t→0

α(x, t) = lim
t→T

α(x, t) = +∞,

Λ(0) = Λ(T ) = 0. (D.5)

En dérivant Λ par rapport à t et en remplaçant
∂ϕ1

∂t
et
∂ϕ2

∂t
par leurs expres-

sions données par (D.4), nous obtenons :

Λ′(t) =
∫
Ω

(−pe−pαη4/3|ϕ2|2 + 2β0e
−2αηϕ2ϕ1 − β1me

−mαη2/3|ϕ1|2)∂α
∂t
dx

− 2

∫
Ω

e−pαη4/3ϕ2(N(ϕ) + Δϕ2 + bϕ1 + dϕ2)dx

+ β0

∫
Ω

e−2αη[ϕ2(M(ϕ) + Δϕ1 + aϕ1 + cϕ2)

+ ϕ1(N(ϕ) + Δϕ2 + bϕ1 + dϕ2)]dx

− 2β1

∫
Ω

e−mαη2/3ϕ1(M(ϕ) + Δϕ1 + aϕ1 + cϕ2)dx.

En intégrant par parties sur ]0, T [ et en utilisant (D.5), nous trouvons :

β0

∫
Q

e−2αηc|ϕ2|2dxdt

=

∫
Q

{(
p
∂α

∂t
+ 2d

)
e−pαη4/3|ϕ2|2

+
[
β1

(
m
∂α

∂t
+ 2a

)
e−mαη2/3 − β0e

−2αηb
]
|ϕ1|2

−
[
β0

(
2
∂α

∂t
+ a+ d

)
e−2αη − 2β1e

−mαη2/3c− 2e−pαη4/3b
]
ϕ1ϕ2

}
dxdt

+ 2

∫
Q

e−pαη4/3ϕ2Δϕ2dxdt− β0

∫
Q

e−2αη(ϕ2Δϕ1 + ϕ1Δϕ2)dxdt

+ 2β1

∫
Q

e−mαη2/3ϕ1Δϕ1dxdt+ 2

∫
Q

e−pαη4/3ϕ2N(ϕ)dxdt

− β0

∫
Q

e−2αηϕ2M(ϕ)dxdt− β0

∫
Q

e−2αηϕ1N(ϕ)dxdt

+ 2β1

∫
Q

e−mαη2/3ϕ1M(ϕ)dxdt

= J1 + J2 + J3 + J4 + J5 + J6 + J7 + J8. (D.6)
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Maintenant nous estimons chacun des huit termes J1, . . . , J8. Soit r ∈ [0, 2[ ;

supposons que

p > 2, m > 1 +
r

2
, r < 2, β0, β1 � 1. (D.7)

Estimation de J1 :

Comme
∂α

∂t
/∈ L∞(Q), nous écrivons

β0

(
2
∂α

∂t
+ a+ d

)
e−2αηϕ1ϕ2 = β0

(
2
∂α

∂t
+ a+ d

)
(e−αη1/2ϕ1)(e

−αη1/2ϕ2)

� 1

2

[
β2
0

(
2
∂α

∂t
+ a+ d

)2

e−2αη|ϕ1|2 + e−2αη|ϕ2|2
]

� 1

2

[
β2
0

(
2
∂α

∂t
+ a+ d

)2

e−(2−r)αη2/3e−rαη1/3|ϕ1|2 + e−2αη|ϕ2|2
]
,

− 2β1e
−mαη2/3cϕ1ϕ2 = −2β1(e−(m−1)αη1/6cϕ1)(e

−αη1/2ϕ2)

� β2
1e

−2(m−1)αη1/3|cϕ1|2 + e−2αη|ϕ2|2
� β2

1e
−[2(m−1)−r]αe−rαη1/3|cϕ1|2 + e−2αη|ϕ2|2,

− 2e−pαη4/3bϕ1ϕ2 = −2(e−(p−1)αη5/6bϕ1)(e
−αη1/2ϕ2)

� e−2(p−1)αη5/3|bϕ1|2 + e−2αη|ϕ2|2
� e−[2(p−1)−r]αη4/3e−rαη1/3|bϕ1|2 + e−2αη|ϕ2|2,

et nous obtenons

J1 �
(5
2
+
∥∥∥(p∂α

∂t
+ 2d

)
e−(p−2)αη

1
3

∥∥∥
∞

)∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt

+
{1
2

∥∥∥β0(2∂α
∂t

+ a+ d
)
e−(1− r

2
)αη

1
3

∥∥∥2

∞
+ ‖β1e−(m−1− r

2
)αc‖2∞ + ‖e−(p−1− r

2
)αη

2
3 b‖2∞

+
∥∥∥β1(m∂α

∂t
+ 2a

)
e−(m−r)αη

1
3 − β0e

−(2−r)αη
2
3 b
∥∥∥
∞

}∫
Q

η
1
3 e−rα|ϕ1|2dxdt.

En utilisant ‖η‖L∞(Ω) � 1, il vient

J1 � C(p,m, ‖η‖L∞(Ω))

((
1 + ‖d‖∞ +

∥∥∥∂α
∂t
e−(p−2)α

∥∥∥
∞

)∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt

+
{
β2
0

(
1 + ‖a+ d‖2∞ + ‖b‖2∞ +

∥∥∥∂α
∂t
e−(1− r

2
)α
∥∥∥2

∞

)

+ β2
1

(
1 + ‖a‖2∞ + ‖c‖2∞ +

∥∥∥∂α
∂t
e−(m−r)α

∥∥∥2

∞

)}∫
Q

η
1
3 e−rα|ϕ1|2dxdt

)
.
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De l’inégalité

∥∥∥∂α
∂t
e−jα

∥∥∥
∞

� C
τ 2

T 4
, ∀j > 0 (D.8)

nous déduisons que

J1 � C(p,m, ‖η‖L∞(Ω))
[(
1 + ‖d‖∞ +

τ 2

T 4

)∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt (D.9)

+ |β|2
(
1 + ‖a, b, c, d‖2∞ +

τ 4

T 8

)∫
Q

η
1
3 e−rα|ϕ1|2dxdt

]
,

où |β|2 = β2
0 + β2

1 .

Maintenant revenons à la preuve de l’estimation (D.8). Soit j > 0 ; puisque

α(x, t) = τ
e

4
3
λ‖β‖L∞(Ω) − eλβ(x)

t(T − t)
,

on a

∂α

∂t
(x, t)e−jα(x, t) = −τ (T − 2t)(e

4
3
λ‖β‖L∞(Ω) − eλβ(x))

t2(T − t)2
e−jτ e

(4/3)λ‖β‖L∞(Ω)−eλβ(x)

t(T−t) .

Ainsi,∣∣∣∣∂α∂t (x, t)e−jα(x, t)

∣∣∣∣ � τ
T (e

4
3
λ‖β‖L∞(Ω) − eλβ(x))

t2(T − t)2
e−jτ e

(4/3)λ‖β‖L∞(Ω)−eλβ(x)

t(T−t)

� τTμ(x)ψ(t),

avec

μ(x) = e
4
3
λ‖β‖L∞(Ω) − eλβ(x) et ψ(t) =

1

t2(T − t)2
e−jτ

μ(x)
t(T−t) .

Etudions la fonction ψ sur l’intervalle de temps ]0, T [. Posons z =
1

t(T − t)
,

alors nous devons étudier la fonction ψ définie par ψ(z) = z2e−jτμ(x)z, sur

l’intervalle de temps [ 4
T 2 ,+∞[. On a

ψ′(z) = (2− jτμ(x)z)ze−jτμ(x)z. (D.10)

En conséquence si z � 2
jτμ(x)

, ψ est croissante et si z � 2
jτμ(x)

, ψ est

décroissante.

Si 2
jτμ(x)

� 4
T 2 , ψ est décroissante sur [ 4

T 2 ,+∞[ et il vient

ψ(z) � ψ(
4

T 2
) =

16

T 4
e−jτμ(x) 4

T2 .
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D’où,

∣∣∣∣∂α∂t (x, t)e−jα(x, t)

∣∣∣∣ � 16τTμ(x)

T 4
e−jτμ(x) 4

T2 � 16τTe
4
3
λ‖β‖L∞(Ω)

T 4
.

D’après τ � τ1 =
T 2

4
(4C
λ4 )

1/3‖a, b, c, d‖2/3∞ , il s’ensuit que

T � 2τ

‖a, b, c, d‖1/3∞

(
λ4

4C

)1/6

(D.11)

car par hypothèse τ � 1. Par conséquent,

∣∣∣∣∂α∂t (x, t)e−jα(x, t)

∣∣∣∣ � 32τ 2e(4/3)λ‖β‖L∞(Ω)

‖a, b, c, d‖1/3∞ T 4

(
λ4

4C

)1/6

= C1
τ 2

T 4

avec C1 =
32e

(4/3)λ‖β‖L∞(Ω)

‖a,b,c,d‖1/3∞
( λ

4

4C
)1/6.

Si 2
jτμ(x)

> 4
T 2 , ψ est croissante sur [ 4

T 2 ,
2

jτμ(x)
] et décroissante sur

[ 2
jτμ(x)

,+∞[. Nous en déduisons que

ψ(z) � ψ(
2

jτμ(x)
) =

4

(jτμ(x))2
e−2.

Ainsi, ∣∣∣∣∂α∂t (x, t)e−jα(x, t)

∣∣∣∣ � 4τTμ(x)e−2

(jτμ(x))2
=

4τTe−2

(jτ)2μ(x)
.

Or τ 2 � T 4

16
(4C
λ4 )

2/3‖a, b, c, d‖4/3∞ , ce qui implique que 1
τ2

�
16
T 4 (

λ4

4C
)2/3‖a, b, c, d‖−4/3

∞ , et μ(x) � eλ‖β‖L∞(Ω)(e4/3 − 1) donc 1
μ(x)

�
1

e
λ‖β‖L∞(Ω) (e4/3−1)

. Il en résulte que,

∣∣∣∣∂α∂t (x, t)e−jα(x, t)

∣∣∣∣ � 4τTe−2

j2
16

T 4

(
λ4

4C

)2/3 ‖a, b, c, d‖−4/3
∞

eλ‖β‖L∞(Ω)(e4/3 − 1)
.

En tenant compte de (D.11), nous en déduisons que

∣∣∣∣∂α∂t (x, t)e−jα(x, t)

∣∣∣∣ � 128τ 2e−(2+λ‖β‖L∞(Ω))

j2T 4

(
λ4

4C

)5/6 ‖a, b, c, d‖−5/3
∞

e4/3 − 1
= C2

τ 2

T 4

avec C2 =
128e

−(2+λ‖β‖L∞(Ω))

j2
( λ

4

4C
)5/6 ‖a,b,c,d‖

−5/3
∞

e4/3−1
.

(D.8) en découle avec C = min{C1, C2}.
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Estimation de J2 :

En utilisant le fait que ϕi|Σ = 0, i = 1, 2 et en appliquant la formule de Green,

on a :

J2 = 2

∫
Q

e−pαη
4
3ϕ2Δϕ2dxdt = −2

∫
Q

∇(e−pαη
4
3ϕ2)∇ϕ2dxdt

= −2
∫
Q

e−pαη
4
3 |∇ϕ2|2dxdt− 2

∫
Q

ϕ2∇ϕ2∇(e−pαη
4
3 )dxdt

= −2
∫
Q

e−pαη
4
3 |∇ϕ2|2dxdt−

∫
Q

∇(|ϕ2|2)∇(e−pαη
4
3 )dxdt

= −2
∫
Q

e−pαη
4
3 |∇ϕ2|2dxdt+

∫
Q

|ϕ2|2Δ(e−pαη
4
3 )dxdt

= −2
∫
Q

e−pαη
4
3 |∇ϕ2|2dxdt+

∫
Q

(e−2αη|ϕ2|2)e2αη−1Δ(e−pαη
4
3 )dxdt.

Or,

Δ(e−pαηj) = div [∇(e−pαηj)] = div [−p(∇α)e−pαηj + j(∇η)e−pαηj−1]

= −p div [(∇α)e−pα]ηj − pj∇α(∇η)e−pαηj−1 + j(Δη)e−pαηj−1

+ j∇η∇(e−pαηj−1)

= −p(Δα)e−pαηj + p2|∇α|2e−pαηj − pj∇α(∇η)e−pαηj−1

+ j(Δη)e−pαηj−1 − pj∇α(∇η)e−pαηj−1 + j(j − 1)|∇η|2e−pαηj−2

= e−pα[(p2|∇α|2 − pΔα)ηj + j(Δη − 2p∇α∇η)ηj−1 (D.12)

+ j(j − 1)|∇η|2ηj−2]

donc

e2αη−1Δ(e−pαη
4
3 ) = e−(p−2)α

(
(p2|∇α|2 − pΔα)η

1
3 +

4

3
(Δη − 2p∇α∇η)η− 2

3

+
4

9
|∇η|2η− 5

3

)
.

Comme η = ξ6, alors

∇η = 6(∇ξ)ξ5 = 6(∇ξ)η5/6
= 6ξ(∇ξ)ξ4 = 6ξ(∇ξ)η2/3,

Δη = 6[(Δξ)ξ5 + 5|∇ξ|2ξ4] = ξ4[6ξΔξ + 30|∇ξ|2]
= η2/3[6ξΔξ + 30|∇ξ|2],
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d’où,

|∇η|2η−5/3 = 36|∇ξ|2 ∈ L∞(Ω),

e−(p−2)α∇α(∇η)η−2/3 = −6τλξ∇ξ∇β eλβ

t(T − t)
e−(p−2)α,

(Δη)η−2/3 = 30|∇ξ|2 + 6ξΔξ ∈ L∞(Ω),

e−(p−2)α(Δα)η1/3 = −τλ(Δβ + λ|∇β|2)ξ2 eλβ

t(T − t)
e−(p−2)α,

e−(p−2)α|∇α|2η1/3 = τ 2λ2ξ2|∇β|2 e2λβ

t2(T − t)2
e−(p−2)α.

En utilisant p > 2 et en tenant compte de l’estimation (D.8), nous en déduisons

que

‖e2αη−1Δ(e−pαη
4
3 )‖∞ � C

(
1 +

τ 2

T 4

)
.

Revenant à J2, nous obtenons

J2 � −2
∫
Q

e−pαη
4
3 |∇ϕ2|2dxdt+ C

(
1 +

τ 2

T 4

)∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt. (D.13)

Estimation de J3 :

Puisque

Δ(ϕ1ϕ2) = div [∇(ϕ1ϕ2)] = div (ϕ1∇ϕ2 + ϕ2∇ϕ1)

= ∇ϕ1∇ϕ2 + ϕ1Δϕ2 +∇ϕ2∇ϕ1 + ϕ2Δϕ1

= 2∇ϕ1∇ϕ2 + ϕ1Δϕ2 + ϕ2Δϕ1,

on a,

J3 = −β0
∫
Q

e−2αη(ϕ2Δϕ1 + ϕ1Δϕ2)dxdt

= −β0
∫
Q

e−2αη[Δ(ϕ1ϕ2 − 2∇ϕ1∇ϕ2]dxdt

= +β0

∫
Q

∇(e−2αη)∇(ϕ1ϕ2)dxdt+ 2β0

∫
Q

e−2αη∇ϕ1∇ϕ2dxdt

= −β0
∫
Q

Δ(e−2αη)ϕ1ϕ2dxdt+ 2β0

∫
Q

e−2αη∇ϕ1∇ϕ2dxdt.

Or,

|β0Δ(e−2αη)ϕ1ϕ2| = |e−αη
1
2ϕ2||β0Δ(e−2αη)eαη−

1
2ϕ1|

� 1

2

(
e−2αη|ϕ2|2 + β2

0 |Δ(e−2αη)|2e2αη−1|ϕ1|2
)
,
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ce qui implique que

∣∣∣β0
∫
Q

Δ(e−2αη)ϕ1ϕ2dxdt
∣∣∣

� 1

2

∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt+ β2
0

2

∫
Q

|Δ(e−2αη)|2e2αη−1erαη−
1
3η

1
3 e−rα|ϕ1|2dxdt

� 1

2

∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt+ β2
0

2
‖|Δ(e−2αη)|2e(r+2)αη−

4
3‖∞

∫
Q

η
1
3 e−rα|ϕ1|2dxdt

� 1

2

∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt+ β2
0

2
‖Δ(e−2αη)e(1+

r
2
)αη−

2
3‖2∞

∫
Q

η
1
3 e−rα|ϕ1|2dxdt.

Au vu de (D.12), on a

Δ(e−2αη) = e−2α[(4|∇α|2 − 2Δα)η +Δη − 4∇α∇η],

donc

e(1+
r
2
)αη−

2
3Δ(e−2αη) = e−(1− r

2
)α[(4|∇α|2 − 2Δα)η

1
3 + (Δη − 4∇α∇η)η− 2

3 ].

Comme précédemment et en utilisant l’hypothèse r < 2, il s’ensuit que :

‖Δ(e−2αη)e(1+
r
2
)αη−

2
3‖2∞ � C(1 +

τ 2

T 4
)2 � C(1 +

τ 4

T 8
),

ainsi,

J3 � C
(∫

Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt+ β2
0(1 +

τ 4

T 8
)

∫
Q

η
1
3 e−rα|ϕ1|2dxdt

)
(D.14)

+ 2β0

∫
Q

e−2αη∇ϕ1∇ϕ2dxdt.

Estimation de J4 :

J4 = 2β1

∫
Q

e−mαη
2
3ϕ1Δϕ1dxdt = −2β1

∫
Q

∇(e−mαη
2
3ϕ1)∇ϕ1dxdt

= −2β1
∫
Q

e−mαη
2
3 |∇ϕ1|2dxdt− 2β1

∫
Q

∇(e−mαη
2
3 )ϕ1∇ϕ1dxdt

= −2β1
∫
Q

e−mαη
2
3 |∇ϕ1|2dxdt− β1

∫
Q

∇(e−mαη
2
3 )∇(|ϕ1|2)dxdt

= −2β1
∫
Q

e−mαη
2
3 |∇ϕ1|2dxdt+ β1

∫
Q

Δ(e−mαη
2
3 )|ϕ1|2dxdt.
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Or∣∣∣β1
∫
Q

Δ(e−mαη
2
3 )|ϕ1|2dxdt

∣∣∣ = β1

∣∣∣ ∫
Q

erαη−
1
3Δ(e−mαη

2
3 )η

1
3 e−rα|ϕ1|2dxdt

∣∣∣
� β1‖erαη− 1

3Δ(e−mαη
2
3 )‖∞

∫
Q

η
1
3 e−rα|ϕ1|2dxdt,

et d’après (D.12), on a

Δ(e−mαη
2
3 ) = e−mα

(
(m2|∇α|2 −mΔα)η

2
3 +

2

3
(Δη − 2m∇α∇η)η− 1

3

− 2

9
|∇η|2η− 4

3

)
,

donc

erαη−
1
3Δ(e−mαη

2
3 ) = e−(m−r)α

(
(m2|∇α|2 −mΔα)η

1
3

+
2

3
(Δη − 2m∇α∇η)η− 2

3 − 2

9
|∇η|2η− 5

3

)
.

Comme précédemment et en utilisant l’hypothèse r < m, nous obtenons :

‖erαη− 1
3Δ(e−mαη

2
3 )‖∞ � C

(
1 +

τ 2

T 4

)
,

d’où

J4 � −2β1
∫
Q

e−mαη
2
3 |∇ϕ1|2dxdt+Cβ1

(
1+

τ 2

T 4

)∫
Q

η
1
3 e−rα|ϕ1|2dxdt. (D.15)

Estimation de J5 :

J5 = 2

∫
Q

e−pαη
4
3ϕ2N(ϕ)dxdt = 2

∫
Q

e−pαη
4
3 e−αη

1
2ϕ2e

αη−
1
2N(ϕ)dxdt

= 2

∫
Q

e−αη
1
2ϕ2e

−(p−1)αη
5
6N(ϕ)dxdt

J5 �
∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt+
∫
Q

e−2(p−1)αη
5
3 |N(ϕ)|2dxdt. (D.16)

Estimation de J6 :

J6 = −β0
∫
Q

e−2αηϕ2M(ϕ)dxdt = −β0
∫
Q

e−αη
1
2ϕ2e

−αη
1
2M(ϕ)dxdt

J6 �
β0
2

(∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt+
∫
Q

e−2αη|M(ϕ)|2dxdt
)
. (D.17)
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Estimation de J7 :

J7 = −β0
∫
Q

e−2αηϕ1N(ϕ)dxdt = −β0
∫
Q

e−2αηη
1
6 e−

r
2
αϕ1η

− 1
6 e

r
2
αN(ϕ)dxdt

= −β0
∫
Q

η
1
6 e−

r
2
αϕ1e

−(2− r
2
)αη

5
6N(ϕ)dxdt

J7 �
β0
2

(∫
Q

η
1
3 e−rα|ϕ1|2dxdt+

∫
Q

e−(4−r)αη
5
3 |N(ϕ)|2dxdt

)
. (D.18)

Estimation de J8 :

J8 = 2β1

∫
Q

e−mαη
2
3ϕ1M(ϕ)dxdt = 2β1

∫
Q

e−mαη
2
3η

1
6 e−

r
2
αϕ1η

− 1
6 e

r
2
αM(ϕ)dxdt

= 2β1

∫
Q

η
1
6 e−

r
2
αϕ1e

−(m− r
2
)αη

1
2M(ϕ)dxdt

J8 � β1

(∫
Q

η
1
3 e−rα|ϕ1|2dxdt+

∫
Q

e−(2m−r)αη|M(ϕ)|2dxdt
)
. (D.19)

Alors il résulte de (D.2), des conditions (D.7), des estimations (D.9),(D.13)-

(D.19) et de (D.6), que :

β0c0

∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt � C
(
1 + ‖d‖∞ +

τ 2

T 4

)∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt (D.20)

+ C|β|2
(
1 + ‖a, b, c, d‖2∞ +

τ 4

T 8

)∫
Q

η1/3e−rα|ϕ1|2dxdt

− 2

∫
Q

e−pαη4/3|∇ϕ2|2dxdt+ 2β0

∫
Q

e−2αη∇ϕ1∇ϕ2dxdt

− 2β1

∫
Q

e−mαη2/3|∇ϕ1|2dxdt+
∫
Q

e−2(p−1)αη5/3|N(ϕ)|2dxdt

+
β0
2

∫
Q

e−2αη|M(ϕ)|2dxdt+ β0
2

∫
Q

e−(4−r)αη5/3|N(ϕ)|2dxdt

+ β1

∫
Q

e−(2m−r)αη|M(ϕ)|2dxdt.

Nous désirons que le terme C
(
1+‖d‖∞+

τ 2

T 4

)∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt soit absorbé

par le terme β0c0

∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt dans le membre de gauche de (D.20), i.e.

β0c0 > C
(
1 + ‖d‖∞ +

τ 2

T 4

)
. En fixant β0 tel que β0 >

C

c0

(
1 + ‖d‖∞ +

τ 2

T 4

)
,
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nous pouvons en déduire que∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt � C
|β|2
β0

(
1 + ‖a, b, c, d‖2∞ +

τ 4

T 8

)∫
Q

η1/3e−rα|ϕ1|2dxdt

− 2

β0

∫
Q

e−pαη4/3|∇ϕ2|2dxdt+ 2

∫
Q

e−2αη∇ϕ1∇ϕ2dxdt

− 2
β1
β0

∫
Q

e−mαη2/3|∇ϕ1|2dxdt+ 1

β0

∫
Q

e−2(p−1)αη5/3|N(ϕ)|2dxdt

+
1

2

∫
Q

e−2αη|M(ϕ)|2dxdt+ 1

2

∫
Q

e−(4−r)αη5/3|N(ϕ)|2dxdt

+
β1
β0

∫
Q

e−(2m−r)αη|M(ϕ)|2dxdt.

Considérons le terme

− 2

β0

∫
Q

e−pαη
4
3 |∇ϕ2|2dxdt+ 2

∫
G

e−2αη∇ϕ1∇ϕ2dxdt

− 2
β1
β0

∫
Q

e−mαη
2
3 |∇ϕ1|2dxdt (D.21)

dans le membre de droite de l’inégalité précédente. Supposons de plus que

p+m � 4 et β2
0 � 2β1, alors

(β0e
−2αη)2 � 2β1e

−4αη2 � 2β1e
−(p+m)αη

4
3η

2
3 � 2(e−pαη

4
3 )(β1e

−mαη
2
3 ),

et

|2β0e−2αη∇ϕ1∇ϕ2|2 � 2(2e−pαη
4
3 |∇ϕ2|2)(2β1e−mαη

2
3 |∇ϕ1|2)

� (2e−pαη
4
3 |∇ϕ2|2)2 + (2β1e

−mαη
2
3 |∇ϕ1|2)2.

Nous en déduisons que

|2β0e−2αη∇ϕ1∇ϕ2| �
√
(2e−pαη

4
3 |∇ϕ2|2)2 + (2β1e−mαη

2
3 |∇ϕ1|2)2

� 2e−pαη
4
3 |∇ϕ2|2 + 2β1e

−mαη
2
3 |∇ϕ1|2,

ainsi

2

∫
Q

e−2αη∇ϕ1∇ϕ2dxdt �
2

β0

∫
Q

e−pαη
4
3 |∇ϕ2|2dxdt

+
2β1
β0

∫
Q

e−mαη
2
3 |∇ϕ1|2dxdt,

ManuscritCaroleLouisRose.pdf   149 21/01/2014   12:27:04



130 Annexe D. Inégalité d’observabilité pour le cas simultané

et la quantité (D.21) est négative. Par conséquent, au vu de p > 2 (⇒ 2(p−
1) > 2), 2 > r (⇒ 4− r > 2) et m > 1 +

r

2
(⇒ 2m− r > 2), il s’ensuit que :

∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt � C
|β|2
β0

(
1 + ‖a, b, c, d‖2∞ +

τ 4

T 8

)∫
Q

η1/3e−rα|ϕ1|2dxdt

+
( 1

β0
+
1

2

)∫
Q

e−2αη5/3|N(ϕ)|2dxdt+
(1
2
+
β1
β0

)∫
Q

e−2αη|M(ϕ)|2dxdt.

On a avec les propriétés de η :∫ T

0

∫
ω′
e−2α|ϕ2|2dxdt =

∫ T

0

∫
ω′
e−2αη|ϕ2|2dxdt �

∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt,

et en utilisant les conditions suivantes,

p > 2, m > 1 +
r

2
, r < 2, p+m � 4, (D.22)

β0, β1 � 1, β2
0 � 2β1, β0 >

C

c0

(
1 + ‖d‖∞ +

τ 2

T 4

)
, τ � τ1,

(par exemple (p,m, r) =
(
2 +

1

16
, 2 − 1

8
,
3

2

)
et (β0, β1) =

(
max

{
1,
C

c0

(
1 +

‖d‖∞+ τ 2

T 4

)}
+1,max{1, 1

2
β2
0}
)
vérifient les conditions (D.22)), nous obtenons

finalement,∫ T

0

∫
ω′
e−2α|ϕ2|2dxdt � C

(∫
G

e−rα|ϕ1|2dxdt

+

∫
Q

e−2α(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt
)
,

où C = C(T, ‖a, b, c, d‖∞, c0, r).
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Annexe E

Preuve de l’inégalité

d’observabilité pour la

contrôlabilité du système non

local

Nous rappelons les notations suivantes⎧⎪⎨
⎪⎩

M(ϕ, σ) = −∂ϕ
∂t

− B(t; z1)ϕ− aϕ− cσ,

N(ϕ, σ) = −∂σ
∂t

− B(t; z2)σ − bϕ− dσ.
(E.1)

Soit ξ ∈ C∞(RN0) une fonction vérifiant :⎧⎨
⎩

ξ(x) = 1, ∀x ∈ ω′,
0 < ξ(x) � 1, ∀x ∈ ω′′,
ξ(x) = 0, ∀x ∈ R

n \ ω′′,
(E.2)

où ω′ � ω′′ � ωc � ω � Ω.

Supposons par exemple que

c � c0 > 0 dans ωc×]0, T [ (E.3)

et introduisons la fonction η = ξ6. Pour β0, β1, n,m > 0, nous définissons :

Λ(t) =

∫
Ω

(e−nαη4/3|ϕ2|2 − β0e
−2αηϕ2ϕ1 + β1e

−mαη2/3|ϕ1|2)dx. (E.4)

Puisque lim
t→0

α(x, t) = lim
t→T

α(x, t) = +∞, on a

Λ(0) = Λ(T ) = 0. (E.5)
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132 Annexe E. Inégalité d’observabilité pour le système non local

En dérivant Λ par rapport au temps t et en remplaçant
∂ϕ1

∂t
et
∂ϕ2

∂t
par leurs

expressions données par (E.1), nous obtenons :

Λ′(t) =
∫
Ω

(−ne−nαη4/3|ϕ2|2 + 2β0e
−2αηϕ2ϕ1 − β1me

−mαη2/3|ϕ1|2)∂α
∂t
dx

− 2

∫
Ω

e−nαη4/3ϕ2(N(ϕ) + B(t; z2)ϕ2 + bϕ1 + dϕ2)dx

+ β0

∫
Ω

e−2αη[ϕ2(M(ϕ) + B(t; z1)ϕ1 + aϕ1 + cϕ2)

+ ϕ1(N(ϕ) + B(t; z2)ϕ2 + bϕ1 + dϕ2)]dx

− 2β1

∫
Ω

e−mαη2/3ϕ1(M(ϕ) + B(t; z1)ϕ1 + aϕ1 + cϕ2)dx.

En intégrant par parties sur ]0, T [ et en utilisant (E.5), nous trouvons :

β0

∫
Q

e−2αηc|ϕ2|2dxdt =
∫
Q

{(
n
∂α

∂t
+ 2d

)
e−nαη4/3|ϕ2|2

+
[
β1

(
m
∂α

∂t
+ 2a

)
e−mαη2/3 − β0e

−2αηb
]
|ϕ1|2

−
[
β0

(
2
∂α

∂t
+ a+ d

)
e−2αη − 2β1e

−mαη2/3c− 2e−nαη4/3b
]
ϕ1ϕ2

}
dxdt

+ 2

∫
Q

e−nαη4/3ϕ2B(t; z2)ϕ2dxdt

− β0

∫
Q

e−2αη(ϕ2B(t; z1)ϕ1 + ϕ1B(t; z2)ϕ2)dxdt (E.6)

+ 2β1

∫
Q

e−mαη2/3ϕ1B(t; z1)ϕ1dxdt+ 2

∫
Q

e−nαη4/3ϕ2N(ϕ)dxdt

− β0

∫
Q

e−2αηϕ2M(ϕ)dxdt− β0

∫
Q

e−2αηϕ1N(ϕ)dxdt

+ 2β1

∫
Q

e−mαη2/3ϕ1M(ϕ)dxdt

= J1 + J2 + J3 + J4 + J5 + J6 + J7 + J8.

Maintenant nous estimons chacun des termes J1, · · · , J8. Soit r ∈ [0, 2[ et

supposons que

n > 2, m > 1 +
r

2
, r < 2, β0, β1 � 1. (E.7)

Estimation de J1 :
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J1 =

∫
Q

{(
n
∂α

∂t
+ 2d

)
e−nαη4/3|ϕ2|2

+
[
β1

(
m
∂α

∂t
+ 2a

)
e−mαη2/3 − β0e

−2αηb
]
|ϕ1|2

−
[
β0

(
2
∂α

∂t
+ a+ d

)
e−2αη − 2β1e

−mαη2/3c− 2e−nαη4/3b
]
ϕ1ϕ2

}
dxdt.

Comme

β0

(
2
∂α

∂t
+ a+ d

)
e−2αηϕ1ϕ2

= β0

(
2
∂α

∂t
+ a+ d

)
(e−αη1/2ϕ1)(e

−αη1/2ϕ2)

� 1

2

[
β2
0

(
2
∂α

∂t
+ a+ d

)2

e−2αη|ϕ1|2 + e−2αη|ϕ2|2)
]

� 1

2

[
β2
0

(
2
∂α

∂t
+ a+ d

)2

e−(2−r)αη2/3e−rαη1/3|ϕ1|2 + e−2αη|ϕ2|2)
]
,

− 2β1e
−mαη2/3cϕ1ϕ2 = −2β1(e−(m−1)αη1/6cϕ1)(e

−αη1/2ϕ2)

� β2
1e

−2(m−1)αη1/3|cϕ1|2 + e−2αη|ϕ2|2
� β2

1e
−[2(m−1)−r]αe−rαη1/3|cϕ1|2 + e−2αη|ϕ2|2,

− 2e−nαη4/3bϕ1ϕ2 = −2(e−(n−1)αη5/6bϕ1)(e
−αη1/2ϕ2)

� e−2(n−1)αη5/3|bϕ1|2 + e−2αη|ϕ2|2
� e−[2(n−1)−r]αη4/3e−rαη1/3|bϕ1|2 + e−2αη|ϕ2|2,

nous obtenons

J1 �
(5
2
+
∥∥∥(n∂α

∂t
+ 2d

)
e−(n−2)αη

1
3

∥∥∥
∞

)∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt

+
{1
2

∥∥∥β0(2∂α
∂t

+ a+ d
)
e−(1− r

2
)αη

1
3

∥∥∥2

∞
+ ‖β1e−(m−1− r

2
)αc‖2∞

+
∥∥∥β1(m∂α

∂t
+ 2a

)
e−(m−r)αη

1
3 − β0e

−(2−r)αη
2
3 b
∥∥∥
∞

+ ‖e−(n−1− r
2
)αη

2
3 b‖2∞

}∫
Q

η
1
3 e−rα|ϕ1|2dxdt.
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134 Annexe E. Inégalité d’observabilité pour le système non local

En utilisant ‖η‖L∞(Ω) � 1, il s’ensuit que

J1 � C

((
1 + ‖d‖∞ +

∥∥∥∂α
∂t
e−(n−2)α

∥∥∥
∞

)∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt

+
{
β2
0

(
1 + ‖a+ d‖2∞ + ‖b‖2∞ +

∥∥∥∂α
∂t
e−(1− r

2
)α
∥∥∥2

∞

)

+ β2
1

(
1 + ‖a‖2∞ + ‖c‖2∞ +

∥∥∥∂α
∂t
e−(m−r)α

∥∥∥2

∞

)}∫
Q

η
1
3 e−rα|ϕ1|2dxdt

)
.

Soit j > 0 ; puisque

α(x, t) =
e2λ‖β‖L∞(Ω) − eλβ(x)

t(T − t)
,

on a

∂α

∂t
(x, t)e−jα(x,t) = −(T − 2t)(e2λ‖β‖L∞(Ω) − eλβ(x))

t2(T − t)2
e−j e

2λ‖β‖L∞(Ω)−eλβ(x)

t(T−t) .

Donc, ∣∣∣∣∂α∂t (x, t)e−jα(x,t)

∣∣∣∣ � T (e2λ‖β‖L∞(Ω) − eλβ(x))

t2(T − t)2
e−j e

2λ‖β‖L∞(Ω)−eλβ(x)

t(T−t)

� Th(x)ψ(t),

avec

h(x) = e2λ‖β‖L∞(Ω) − eλβ(x) et ψ(t) =
1

t2(T − t)2
e−j

h(x)
t(T−t) .

Etudions la fonction ψ sur l’intervalle de temps ]0, T [. Posons z = 1
t(T−t)

, alors

nous devons étudier la fonction ψ définie par ψ(z) = z2e−jh(x)z, sur l’intervalle

de temps [ 4
T 2 ,+∞[. On a

ψ′(z) = (2− jh(x)z)ze−jh(x)z. (E.8)

Nous en déduisons que si z � 2
jh(x)

, ψ est croissante et si z � 2
jh(x)

, ψ est

décroissante.

Si 2
jh(x)

� 4
T 2 , ψ est décroissante sur [ 4

T 2 ,+∞[ et on a

ψ(z) � ψ(
4

T 2
) =

16

T 4
e−jh(x) 4

T2 .

Ainsi,∣∣∣∣∂α∂t (x, t)e−jα(x,t)

∣∣∣∣ � 16Th(x)

T 4
e−jh(x) 4

T2 � 16e2λ‖β‖L∞(Ω)

T 3
eje

λ‖β‖L∞(Ω) 4
T2 .
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Si 2
jh(x)

> 4
T 2 , ψ est croissante sur [ 4

T 2 ,
2

jh(x)
] et décroissante sur [ 2

jh(x)
,+∞[.

Nous en déduisons que

ψ(z) � ψ(
2

jh(x)
) =

4

(jh(x))2
e−2.

Ainsi, ∣∣∣∣∂α∂t (x, t)e−jα(x,t)

∣∣∣∣ � 4Th(x)e−2

(jh(x))2
=
4Te−2

j2h(x)
.

Mais h(x) � eλ‖β‖L∞(Ω)(eλ‖β‖L∞(Ω) − 1). D’où,

∣∣∣∣∂α∂t (x, t)e−jα(x, t)

∣∣∣∣ � 4Te−2

j2eλ‖β‖L∞(Ω)(eλ‖β‖L∞(Ω) − 1)
.

Par conséquent, il existe une constante positive C = C(T, λ0, ‖β‖L∞(Ω))

telle que

∥∥∥∂α
∂t
e−jα

∥∥∥
∞

� C, ∀j > 0. (E.9)

On a alors

J1 � C
[
(1 + ‖d‖∞)

∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt (E.10)

+ |β|2(1 + ‖a, b, c, d‖2∞)
∫
Q

η
1
3 e−rα|ϕ1|2dxdt

]
,

où C = C(T, ‖β‖L∞(Ω)) et |β|2 = β2
0 + β2

1 .

Estimation de J2 :

J2 = 2

∫
Q

e−nαη4/3ϕ2B(t; z2)ϕ2dxdt

= 2

∫
Q

e−nαη
4
3ϕ2

N0∑
i,j=1

Bij(z2(t), t)
∂2ϕ2

∂xi∂xj
dxdt
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136 Annexe E. Inégalité d’observabilité pour le système non local

J2 = 2

N0∑
i,j=1

∫
Q

Bij(z2(t), t)e
−nαη

4
3ϕ2

∂2ϕ2

∂xi∂xj
dxdt

= −2
N0∑

i,j=1

∫
Q

Bij(z2(t), t)
∂

∂xi

(
e−nαη

4
3ϕ2

)∂ϕ2

∂xj
dxdt

= −2
N0∑

i,j=1

∫
Q

Bij(z2(t), t)
[
e−nαη

4
3
∂ϕ2

∂xi

∂ϕ2

∂xj
+ ϕ2

∂ϕ2

∂xj

∂

∂xi
(e−nαη

4
3 )
]
dxdt

� −2α0

∫
Q

e−nαη
4
3 |∇ϕ2|2dxdt

−
N0∑

i,j=1

∫
Q

Bij(z2(t), t)
∂

∂xj
(|ϕ2|2) ∂

∂xi
(e−nαη

4
3 )dxdt

� −2α0

∫
Q

e−nαη
4
3 |∇ϕ2|2dxdt

+

N0∑
i,j=1

∫
Q

Bij(z2(t), t)|ϕ2|2 ∂2

∂xi∂xj
(e−nαη

4
3 )dxdt.

Mais on a

∂2

∂xi∂xj
(e−nαηl) = e−nα

{(
n2 ∂α

∂xi

∂α

∂xj
− n

∂2α

∂xi∂xj

)
ηl

+ l
[ ∂2η

∂xi∂xj
− n

( ∂α
∂xj

∂η

∂xi
+
∂α

∂xi

∂η

∂xj

)]
ηl−1 + l(l − 1)

∂η

∂xi

∂η

∂xj
ηl−2

}
(E.11)

donc

e2αη−1 ∂2

∂xi∂xj
(e−nαη

4
3 ) = e−(n−2)α

{(
n2 ∂α

∂xi

∂α

∂xj
− n

∂2α

∂xi∂xj

)
η

1
3

+
4

3

[ ∂2η

∂xi∂xj
− n

( ∂α
∂xj

∂η

∂xi
+
∂α

∂xi

∂η

∂xj

)]
η−

2
3 +

4

9

∂η

∂xi

∂η

∂xj
η−

5
3

}
.

Par ailleurs puisque η = ξ6, on a pour tout i, j ∈ {1, . . . , N0},
∂η

∂xj
= 6

∂ξ

∂xj
ξ5 = 6

∂ξ

∂xj
η5/6

= 6ξ
∂ξ

∂xj
ξ4 = 6ξ

∂ξ

∂xj
η2/3,

∂2η

∂xi∂xj
= 6

( ∂2ξ

∂xi∂xj
ξ5 + 5

∂ξ

∂xi

∂ξ

∂xj
ξ4
)
= ξ4

(
6ξ

∂2ξ

∂xi∂xj
+ 30

∂ξ

∂xi

∂ξ

∂xj

)

= η2/3
(
6ξ

∂2ξ

∂xi∂xj
+ 30

∂ξ

∂xi

∂ξ

∂xj

)
,
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ainsi

∂η

∂xi

∂η

∂xj
η−5/3 = 36

∂ξ

∂xi

∂ξ

∂xj
∈ L∞(Ω),

e−(n−2)α ∂α

∂xj

∂η

∂xi
η−2/3 = −6λξ ∂ξ

∂xi

∂β

∂xj

eλβ

t(T − t)
e−(n−2) e

2λ‖β‖L∞(Ω)−eλβ(x)

t(T−t)

∈ L∞(Q),

∂2η

∂xi∂xj
η−2/3 = 6ξ

∂2ξ

∂xi∂xj
+ 30

∂ξ

∂xi

∂ξ

∂xj
∈ L∞(Ω),

e−(n−2)α ∂2α

∂xi∂xj
η1/3 = −λ

( ∂2β

∂xi∂xj
+ λ

∂β

∂xi

∂β

∂xj

)
ξ2

eλβ

t(T − t)
×

e−(n−2) e
2λ‖β‖L∞(Ω)−eλβ(x)

t(T−t) ∈ L∞(Q),

e−(n−2)α ∂α

∂xi

∂α

∂xj
η1/3 = λ2

∂β

∂xi

∂β

∂xj
ξ2

e2λβ

t2(T − t)2
e−(n−2) e

2λ‖β‖L∞(Ω)−eλβ(x)

t(T−t)

∈ L∞(Q).

En utilisant n > 2, nous en déduisons que

∥∥∥e2αη−1 ∂2

∂xi∂xj
(e−nαη

4
3 )
∥∥∥
∞

� C.

Revenant à J2, nous obtenons

J2 � −2α0

∫
Q

e−nαη
4
3 |∇ϕ2|2dxdt

+

N0∑
i,j=1

∫
Q

|Bij(z2(t), t)|e−2αη|ϕ2|2e2αη−1 ∂2

∂xi∂xj
(e−nαη

4
3 )dxdt.

D’où

J2 � −2α0

∫
Q

e−nαη
4
3 |∇ϕ2|2dxdt+ 2N0μC

∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt, (E.12)

où μ = min{|μ0|, |μ1|}.
Estimation de J3 :

J3 = −β0
∫
Q

e−2αη(ϕ2B(t; z1)ϕ1 + ϕ1B(t; z2)ϕ2)dxdt
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= −β0
∫
Q

e−2αη
(
ϕ2

N0∑
i,j=1

Bij(z1(t), t)
∂2ϕ1

∂xi∂xj

+ ϕ1

N0∑
i,j=1

Bij(z2(t), t)
∂2ϕ2

∂xi∂xj

)
dxdt

= β0

∫
Q

N0∑
i,j=1

Bij(z1(t), t)
∂

∂xi
(e−2αηϕ2)

∂ϕ1

∂xj
dxdt

+ β0

∫
Q

N0∑
i,j=1

Bij(z2(t), t)
∂

∂xi
(e−2αηϕ1)

∂ϕ2

∂xj
dxdt

= β0

∫
Q

N0∑
i,j=1

Bij(z1(t), t)
(
e−2αη

∂ϕ2

∂xi
+

∂

∂xi
(e−2αη)ϕ2

)∂ϕ1

∂xj
dxdt

+ β0

∫
Q

N0∑
i,j=1

Bij(z2(t), t)
(
e−2αη

∂ϕ1

∂xi
+

∂

∂xi
(e−2αη)ϕ1

)∂ϕ2

∂xj
dxdt.

Or

(∫
Q

N0∑
i,j=1

Bij(z1(t), t)
∂

∂xi
(e−2αη)ϕ2

∂ϕ1

∂xj
dxdt

+

∫
Q

N0∑
i,j=1

Bij(z2(t), t)
∂

∂xi
(e−2αη)ϕ1

∂ϕ2

∂xj

)
dxdt

= −2
∫
Q

N0∑
i,j=1

Bij(z1(t), t)
∂α

∂xi
e−αη1/2ϕ2e

−αη1/2
∂ϕ1

∂xj
dxdt

+ 6

∫
Q

N0∑
i,j=1

Bij(z1(t), t)
∂ξ

∂xi
e−αη1/2ϕ2e

−αη1/3
∂ϕ1

∂xj
dxdt

− 2

∫
Q

N0∑
i,j=1

Bij(z2(t), t)
∂α

∂xi
e−

r
2
αη1/6ϕ1e

−(2− r
2
)αη5/6

∂ϕ2

∂xj
dxdt

+ 6

∫
Q

N0∑
i,j=1

Bij(z2(t), t)
∂ξ

∂xi
e−

r
2
αη1/6ϕ1e

−(2− r
2
)αη2/3

∂ϕ2

∂xj
dxdt

�
N0∑

i,j=1

[ ∫
Q

(
e−2αη|ϕ2|2 +

∣∣∣Bij(z1(t), t)
∂α

∂xi

∣∣∣2e−2αη
∣∣∣∂ϕ1

∂xj

∣∣∣2)dxdt
+ 3

∫
Q

(
e−2αη|ϕ2|2 +

∣∣∣Bij(z1(t), t)
∂ξ

∂xi

∣∣∣2e−2αη2/3
∣∣∣∂ϕ1

∂xj

∣∣∣2)dxdt
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+

∫
Q

(
e−rαη1/3|ϕ1|2 +

∣∣∣Bij(z2(t), t)
∂α

∂xi

∣∣∣2e−(4−r)αη5/3
∣∣∣∂ϕ2

∂xj

∣∣∣2)dxdt
+ 3

∫
Q

(
e−rαη1/3|ϕ1|2 +

∣∣∣Bij(z2(t), t)
∂ξ

∂xi

∣∣∣2e−(4−r)αη4/3
∣∣∣∂ϕ2

∂xj

∣∣∣2)]dxdt
� 8N0

(∫
Q

e−rαη1/3|ϕ1|2dxdt+
∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt
)

+ μ2

N0∑
i,j=1

∫
Q

(∣∣∣ ∂α
∂xi

∣∣∣2η + 3
∣∣∣ ∂ξ
∂xi

∣∣∣2η2/3)e−2α
∣∣∣∂ϕ1

∂xj

∣∣∣2dxdt
+ μ2

N0∑
i,j=1

∫
Q

(∣∣∣ ∂α
∂xi

∣∣∣2η5/3 + 3
∣∣∣ ∂ξ
∂xi

∣∣∣2η4/3)e−(4−r)α
∣∣∣∂ϕ2

∂xj

∣∣∣2dxdt,
donc

J3 � 2β0μ

N0∑
i,j=1

∫
Q

e−2αη
∣∣∣∂ϕ2

∂xi

∂ϕ1

∂xj

∣∣∣dxdt (E.13)

+ β0

[
8N0

(∫
Q

e−rαη1/3|ϕ1|2 +
∫
Q

e−2αη|ϕ2|2
)
dxdt

+ μ2

N0∑
i,j=1

∫
Q

(∣∣∣ ∂α
∂xi

∣∣∣2η + 3
∣∣∣ ∂ξ
∂xi

∣∣∣2η2/3)e−2α
∣∣∣∂ϕ1

∂xj

∣∣∣2dxdt
+ μ2

N0∑
i,j=1

∫
Q

(∣∣∣ ∂α
∂xi

∣∣∣2η5/3 + 3
∣∣∣ ∂ξ
∂xi

∣∣∣2η4/3)e−(4−r)α
∣∣∣∂ϕ2

∂xj

∣∣∣2dxdt].
Estimation de J4 :

J4 = 2β1

∫
Q

e−mαη2/3ϕ1B(t; z1)ϕ1dxdt

= 2β1

∫
Q

e−mαη2/3ϕ1

N0∑
i,j=1

Bij(z1(t), t)
∂2ϕ1

∂xi∂xj
dxdt

= 2β1

N0∑
i,j=1

∫
Q

Bij(z1(t), t)e
−mαη2/3ϕ1

∂2ϕ1

∂xi∂xj
dxdt

= −2β1
N0∑

i,j=1

∫
Q

Bij(z1(t), t)
∂

∂xi
(e−mαη2/3ϕ1)

∂ϕ1

∂xj
dxdt

= −2β1
N0∑

i,j=1

∫
Q

Bij(z1(t), t)
(
e−mαη2/3

∂ϕ1

∂xi

∂ϕ1

∂xj

+
∂

∂xi
(e−mαη2/3)ϕ1

∂ϕ1

∂xj

)
dxdt.
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J4 � −2β1α0

∫
Q

e−mαη2/3|∇ϕ1|2dxdt

− β1

N0∑
i,j=1

∫
Q

Bij(z1(t), t)
∂

∂xj
(|ϕ1|2) ∂

∂xi
(e−mαη2/3)dxdt

� −2β1α0

∫
Q

e−mαη2/3|∇ϕ1|2dxdt

+ β1

N0∑
i,j=1

∫
Q

Bij(z1(t), t)|ϕ1|2 ∂2

∂xi∂xj
(e−mαη2/3)dxdt.

Par conséquent,

J4 � −2β1α0

∫
Q

e−mαη2/3|∇ϕ1|2dxdt

+ β1

N0∑
i,j=1

∫
Q

Bij(z1(t), t)e
rαη−

1
3

∂2

∂xi∂xj
(e−mαη2/3)e−rαη

1
3 |ϕ1|2dxdt.

D’après (E.11), on a

erαη−
1
3

∂2

∂xi∂xj
(e−mαη2/3) = e−(m−r)α

{(
m2 ∂α

∂xi

∂α

∂xj
−m

∂2α

∂xi∂xj

)
η

1
3

+
2

3

[ ∂2η

∂xi∂xj
−m

( ∂α
∂xj

∂η

∂xi
+
∂α

∂xi

∂η

∂xj

)]
η−

2
3 − 2

9

∂η

∂xi

∂η

∂xj
η−

5
3

}
.

Comme précédemment en utilisant m > 1 +
r

2
et r < 2, nous obtenons :

∥∥∥erαη− 1
3

∂2

∂xi∂xj
(e−mαη2/3)

∥∥∥
∞

� C,

nous en déduisons que,

J4 � −2β1α0

∫
Q

e−mαη2/3|∇ϕ1|2dxdt

+ β1C

N0∑
i,j=1

∫
Q

Bij(z1(t), t)η
1
3 e−rα|ϕ1|2dxdt

J4 � β1

[
− 2α0

∫
Q

e−mαη2/3|∇ϕ1|2dxdt+ 2Cμ1N0

∫
Q

η
1
3 e−rα|ϕ1|2dxdt

]
.

(E.14)
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Estimation de J5 :

J5 = 2

∫
Q

e−nαη
4
3ϕ2N(ϕ)dxdt = 2

∫
Q

e−nαη
4
3 e−αη

1
2ϕ2e

αη−
1
2N(ϕ)dxdt

= 2

∫
Q

e−αη
1
2ϕ2e

−(n−1)αη
5
6N(ϕ)dxdt

J5 �
∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt+
∫
Q

e−2(n−1)αη
5
3 |N(ϕ)|2dxdt. (E.15)

Estimation de J6 :

J6 = −β0
∫
Q

e−2αηϕ2M(ϕ)dxdt = −β0
∫
Q

e−αη
1
2ϕ2e

−αη
1
2M(ϕ)dxdt

J6 �
β0
2

(∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt+
∫
Q

e−2αη|M(ϕ)|2dxdt
)
. (E.16)

Estimation de J7 :

J7 = −β0
∫
Q

e−2αηϕ1N(ϕ)dxdt

= −β0
∫
Q

e−2αηη
1
6 e−

r
2
αϕ1η

− 1
6 e

r
2
αN(ϕ)dxdt

= −β0
∫
Q

η
1
6 e−

r
2
αϕ1e

−(2− r
2
)αη

5
6N(ϕ)dxdt

J7 �
β0
2

(∫
Q

η
1
3 e−rα|ϕ1|2dxdt+

∫
Q

e−(4−r)αη
5
3 |N(ϕ)|2dxdt

)
. (E.17)

Estimation de J8 :

J8 = 2β1

∫
Q

e−mαη
2
3ϕ1M(ϕ)dxdt

= 2β1

∫
Q

e−mαη
2
3η

1
6 e−

r
2
αϕ1η

− 1
6 e

r
2
αM(ϕ)dxdt

= 2β1

∫
Q

η
1
6 e−

r
2
αϕ1e

−(m− r
2
)αη

1
2M(ϕ)dxdt

J8 � β1

(∫
Q

η
1
3 e−rα|ϕ1|2dxdt+

∫
Q

e−(2m−r)αη|M(ϕ)|2dxdt
)
. (E.18)

Alors, de (E.3), des conditions (E.7) et des estimations (E.10),(E.12)-

(E.18), on a au vu de (E.6) :
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β0c0

∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt � C
[(
1 + β0 + ‖d‖∞

)∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt (E.19)

+ |β|2
(
1 + ‖a, b, c, d‖2∞

)∫
Q

η1/3e−rα|ϕ1|2dxdt

− 2α0

∫
Q

e−nαη
4
3 |∇ϕ2|2dxdt+ 2β0

N0∑
i,j=1

∫
Q

e−2αη
∣∣∣∂ϕ2

∂xi

∂ϕ1

∂xj

∣∣∣dxdt
+ β0

N0∑
i,j=1

∫
Q

(∣∣∣ ∂α
∂xi

∣∣∣2η + 3
∣∣∣ ∂ξ
∂xi

∣∣∣2η2/3)e−2α
∣∣∣∂ϕ1

∂xj

∣∣∣2dxdt
+ β0

N0∑
i,j=1

∫
Q

(∣∣∣ ∂α
∂xi

∣∣∣2η5/3 + 3
∣∣∣ ∂ξ
∂xi

∣∣∣2η4/3)e−(4−r)α
∣∣∣∂ϕ2

∂xj

∣∣∣2dxdt]

− 2β1α0

∫
Q

e−mαη2/3|∇ϕ1|2dxdt+
∫
Q

e−2(n−1)αη
5
3 |N(ϕ)|2dxdt

+
β0
2

∫
Q

e−2αη|M(ϕ)|2dxdt+ β0
2

∫
Q

e−(4−r)αη5/3|N(ϕ)|2dxdt

+ β1

∫
Q

e−(2m−r)αη|M(ϕ)|2dxdt
]
,

où C = C(T, λ0, ‖β‖L∞(Ω), μ0, μ1, N0). Nous voulons que le terme C
(
1 +

β0+‖d‖∞
)∫

Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt soit absorbé par le terme β0c0
∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt
dans le membre de gauche de (E.19), i.e. β0c0 > C(1 + β0 + ‖d‖∞). En fixant
β0 tel que β0(c0 − C) > C(1 + ‖d‖∞), nous obtenons :

∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt � C
[ |β|2
β0

(
1 + ‖a, b, c, d‖2∞

)∫
Q

η1/3e−rα|ϕ1|2dxdt

− 2
α0

β0

∫
Q

e−nαη
4
3 |∇ϕ2|2dxdt+ 2

N0∑
i,j=1

∫
Q

e−2αη
∣∣∣∂ϕ2

∂xi

∂ϕ1

∂xj

∣∣∣dxdt
+

N0∑
i,j=1

∫
Q

(∣∣∣ ∂α
∂xi

∣∣∣2η + 3
∣∣∣ ∂ξ
∂xi

∣∣∣2η2/3)e−2α
∣∣∣∂ϕ1

∂xj

∣∣∣2dxdt
+

N0∑
i,j=1

∫
Q

(∣∣∣ ∂α
∂xi

∣∣∣2η5/3 + 3
∣∣∣ ∂ξ
∂xi

∣∣∣2η4/3)e−(4−r)α
∣∣∣∂ϕ2

∂xj

∣∣∣2dxdt
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− 2
β1
β0
α0

∫
Q

e−mαη2/3|∇ϕ1|2dxdt+ 1

β0

∫
Q

e−2(n−1)αη5/3|N(ϕ)|2dxdt

+
1

2

∫
Q

e−2αη|M(ϕ)|2dxdt+ 1

2

∫
Q

e−(4−r)αη5/3|N(ϕ)|2dxdt

+
β1
β0

∫
Q

e−(2m−r)αη|M(ϕ)|2dxdt
]
.

Supposons que n+m � 4, alors on a en particulier

N0∑
i,j=1

∫
Q

(∣∣∣ ∂α
∂xi

∣∣∣2η + 3
∣∣∣ ∂ξ
∂xi

∣∣∣2η2/3)e−2α
∣∣∣∂ϕ1

∂xj

∣∣∣2dxdt
+

N0∑
i,j=1

∫
Q

(∣∣∣ ∂α
∂xi

∣∣∣2η5/3 + 3
∣∣∣ ∂ξ
∂xi

∣∣∣2η4/3)e−(4−r)α
∣∣∣∂ϕ2

∂xj

∣∣∣2dxdt
�

N0∑
i,j=1

∫
Q

(∣∣∣ ∂α
∂xi

∣∣∣2η1/3e−(2−m)αη2/3e−mα

+ 3
∣∣∣ ∂ξ
∂xi

∣∣∣2η2/3e−2α
)∣∣∣∂ϕ1

∂xj

∣∣∣2dxdt
+

N0∑
i,j=1

∫
Q

(∣∣∣ ∂α
∂xi

∣∣∣2η1/3e−(m−r)αη4/3e−(4−m)α

+ 3
∣∣∣ ∂ξ
∂xi

∣∣∣2η4/3e−(4−r)α
)∣∣∣∂ϕ2

∂xj

∣∣∣2dxdt]

� 2C
(∫

Q

η2/3e−mα|∇ϕ1|2dxdt+
∫
Q

η4/3e−nα|∇ϕ2|2dxdt
)
.

Par conséquent,

∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt � C
[ |β|2
β0

(
1 + ‖a, b, c, d‖2∞

)∫
Q

η1/3e−rα|ϕ1|2dxdt

+ 2
(
1− α0

β0

)∫
Q

e−nαη
4
3 |∇ϕ2|2dxdt+ 2

N0∑
i,j=1

∫
Q

e−2αη
∣∣∣∂ϕ2

∂xi

∂ϕ1

∂xj

∣∣∣dxdt
+ 2

(
1− β1

β0
α0

)∫
Q

e−mαη2/3|∇ϕ1|2dxdt+ 1

β0

∫
Q

e−2(n−1)αη5/3|N(ϕ)|2dxdt

+
1

2

∫
Q

e−2αη|M(ϕ)|2dxdt+ 1

2

∫
Q

e−(4−r)αη5/3|N(ϕ)|2dxdt

+
β1
β0

∫
Q

e−(2m−r)αη|M(ϕ)|2dxdt
]
.
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144 Annexe E. Inégalité d’observabilité pour le système non local

Posons

p = −(β0 − α0) et q = −(β0 − β1α0),

et considérons le terme

− 2p

β0

∫
Q

e−nαη4/3|∇ϕ2|2dxdt+ 2

N0∑
i,j=1

∫
Q

e−2αη
∣∣∣∂ϕ2

∂xi

∂ϕ1

∂xj

∣∣∣dxdt
− 2q

β0

∫
Q

e−mαη2/3|∇ϕ1|2dxdt (E.20)

dans le membre de droite de l’inégalité précédente. Supposons de plus que

β2
0N

2
0 � 2pq, alors

(β0N0e
−2αη)2 � 2pqe−4αη2 � 2pqe−(n+m)αη

4
3η

2
3 � 2(pe−nαη

4
3 )(qe−mαη

2
3 ),

donc

(
2β0N0e

−2αη

N0∑
i,j=1

∣∣∣∂ϕ2

∂xi

∂ϕ1

∂xj

∣∣∣)2

� 2

(
2pe−nαη

4
3

( N0∑
i=1

∣∣∣∂ϕ2

∂xi

∣∣∣)2
)(

2qe−mαη
2
3

( N0∑
j=1

∣∣∣∂ϕ1

∂xj

∣∣∣)2
)

� 2
(
2N0pe

−nαη
4
3

N0∑
i=1

∣∣∣∂ϕ2

∂xi

∣∣∣2)(2N0qe
−mαη

2
3

N0∑
j=1

∣∣∣∂ϕ1

∂xj

∣∣∣2)

� (2N0pe
−nαη

4
3 |∇ϕ2|2)2 + (2N0qe

−mαη
2
3 |∇ϕ1|2)2.

Nous en déduisons que

2β0e
−2αη

N0∑
i,j=1

∣∣∣∂ϕ2

∂xi

∂ϕ1

∂xj

∣∣∣ � √
(2pe−nαη

4
3 |∇ϕ2|2)2 + (2qe−mαη

2
3 |∇ϕ1|2)2

� 2pe−nαη
4
3 |∇ϕ2|2 + 2qe−mαη

2
3 |∇ϕ1|2,

ainsi

2

∫
Q

e−2αη

N0∑
i,j=1

∣∣∣∂ϕ2

∂xi

∂ϕ1

∂xj

∣∣∣dxdt � 2p

β0

∫
Q

e−nαη
4
3 |∇ϕ2|2dxdt

+
2q

β0

∫
Q

e−mαη
2
3 |∇ϕ1|2dxdt,
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et la quantité (E.20) est négative. Par conséquent, au vu de n > 2 (⇒ 2(n−
1) > 2), 2 > r (⇒ 4− r > 2) et m > 1 +

r

2
(⇒ 2m− r > 2), il vient :

∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt � C
[ |β|2
β0

(
1 + ‖a, b, c, d‖2∞

)∫
Q

η1/3e−rα|ϕ1|2dxdt

+
( 1

β0
+
1

2

)∫
Q

e−2αη5/3|N(ϕ)|2dxdt

+
(1
2
+
β1
β0

)∫
Q

e−2αη|M(ϕ)|2dxdt
]
.

On a avec les propriétés de η :∫ T

0

∫
ω′
e−2α|ϕ2|2dxdt =

∫ T

0

∫
ω′
e−2αη|ϕ2|2dxdt �

∫
Q

e−2αη|ϕ2|2dxdt,

et en utilisant les conditions suivantes,

n > 2, m > 1 +
r

2
, r < 2, n+m � 4, (E.21)

β0, β1 � 1, β0 > α0, β1 <
β0
α0

,

p = −(β0 − α0), q = −(β0 − β1α0), β2
0N

2
0 � 2pq,

β0(c0 − C) > C(1 + ‖d‖∞), τ � τ1,

(par exemple (n,m, r) =
(
2+

1

16
, 2−1

8
,
3

2

)
et (β0, β1) = (1+α0(2+N

2
0 ), 2+N

2
0 )

vérifient les conditions (E.21)), nous arrivons finalement à,

∫ T

0

∫
ω′
e−2α|ϕ2|2dxdt

� C
(∫

Q

e−rαη1/3|ϕ1|2dxdt+
∫
Q

e−2α(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt
)
,

= C
(∫ T

0

∫
ω′′
e−rαη1/3|ϕ1|2dxdt+

∫
Q

e−2α(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt
)
,

� C
(∫

G

e−rα|ϕ1|2dxdt+
∫
Q

e−2α(|M(ϕ)|2 + |N(ϕ)|2)dxdt
)

avec C = C(μ0, μ1, N0, c0, α0, ‖a, b, c, d‖∞, ‖β‖L∞(Ω), T ).
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aux dérivées partielles. Dunod, Gauthier-Villars, Paris, 1968.
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