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Résumé :

Cette these a pour objet ’étude de la controlabilité a zéro de systemes
d’équations aux dérivées partielles paraboliques, que l'on rencontre en
physique, chimie ou en biologie. En chimie ou en biologie, ces systemes
modélisent 1’évolution au cours du temps d’une concentration chimique ou
de la densité d’une population (de bactéries, de cellules).

Le but de la controlabilité a zéro est d’amener la solution du systeme a

I’état nul a un temps donné 7', en agissant sur le systeme a I'aide d’un controle.
Nous recherchons donc un controle, de norme minimale, tel que la solution
associée y vérifie y(T) = 0 dans le domaine 2 considéré. Les problemes de
controlabilité a zéro considérés dans cette these sont de trois types.
Dans un premier temps, nous nous intéressons a la controlabilité a zéro avec
un nombre fini de contraintes sur la dérivée normale de 1’état, pour I’équation
de la chaleur semi-linéaire. Puis, nous analysons la controlabilité simultanée a
zéro avec contrainte sur le controle, pour un systeme linéaire de deux équations
paraboliques couplées. Notre derniere étude concerne la controlabilité a zéro
d’un systeme non linéaire de deux équations paraboliques couplées.

Nous abordons ces problemes de controlabilité principalement a l'aide
d’inégalités de Carleman. En effet, I’étude des problemes de controlabilité
a zéro, et plus généralement de controlabilité exacte, peut se ramener
a D'établissement d’inégalités d’observabilité pour le probleme adjoint,
conséquences d’inégalités de Carleman. Nous construisons le controle optimal
en utilisant la méthode variationnelle et nous le caractérisons par un systeme
d’optimalité.

Mots clés : Controlabilité a zéro, controlabilité simultanée, con-
traintes sur I'état, contraintes sur le controle, équation de la chaleur, systeme
couplé, systeme en cascade, opérateur non local, inégalités de Carleman.







Abstract :

This thesis is devoted to the study of the null controllability of systems of
parabolic partial differential equations, which we meet in physics, chemistry
or in biology. In chemistry or in biology, these systems model the evolution in
time of a chemical concentration or the density of a population (of bacteria,
cells).

The aim of null controllability is to lead the solution of the system to zero

in a given time 7', by acting on the system with a control. Thus we are look-
ing for a control, of minimal norm, such as the associated solution y satisfies
y(T) = 0 in the domain  under concern. We consider three types of null
controllability problems in this thesis.
At first, we are interested in the null controllability with a finite number of
constraints on the normal derivative of the state, for the semi-linear heat equa-
tion. Then, we analyze the simultaneous null controllability with constraint
on the control, for a linear system of two coupled parabolic equations. Our
last study deals with the null controllability of a non linear system of two
coupled parabolic equations.

We approach these controllability problems mainly by means of Car-
leman’s inequalities. Indeed, the study of null controllability problems,
and more generally exact controllability problems, is equivalent to obtain
observability inequalities for the adjoint problem, consequences of Carleman’s
inequalities. We build the optimal control using the variationnal method and
we characterize it by an optimality system.

Keywords : Null controllability, simultaneous controllability, con-
straints on the state, constraint on the control, heat equation, coupled
system, cascade systems, non local operator, Carleman’s inequalities.
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Introduction

Présentation des travaux, motivations

Dans cette these, nous nous concentrons sur des problemes de
controlabilité. J.-P. Puel précise dans [45] que “I’'objectif de la controlabilité
est d’atteindre sur un temps 7' donné une cible donnée (controlabilité ex-
acte) ou de s’en approcher autant qu’on le désire (controlabilité approchée),
en agissant a l'aide d'un controle”.

Soient Ny > 1 un entier naturel et 2 un ouvert borné de R, de frontiere
[". Soit 7" un réel strictement positif. Nous désignons par @ le cylindre Qx]0, T
et par X sa frontiere latérale I'x]0, 7.

Une premiere partie de ce travail est consacrée a 1’étude de la controlabilité
des problemes du type :

0
6_?; — Ay = f dans @, (1a)
y =0 sur X, (1b)
y(z,0) =y’ (z) dans Q, (1c)
No A2
ot A = ) —— est le Laplacien par rapport a la variable d’espace z =
i=1 0T
(z1,...,7N,) € RN et t est la variable de temps. Le systéme (1a)-(1c) modélise

I’évolution en temps de la densité y d’une certaine quantité telle que la chaleur
dans un domaine €2, la diffusion d'une concentration y dans le domaine 2 ou
la répartition d’une population dans le domaine 2. Dans le cas de la distri-
bution de chaleur, y représente la température, f est la source de chaleur et
y" la distribution de température initiale & + = 0. Sur le bord I' de I'ouvert
considéré, la température est maintenue a une valeur constante, c’est la con-
dition homogene de Dirichlet. L’équation (1lc) est la condition initiale, dite
encore condition de Cauchy, et (1a) est ’équation de la chaleur. Le probleme
(1a)-(1c) est le probleme de Cauchy-Dirichlet pour I’équation de la chaleur.

L’étude de la controlabilité du systeme (la)-(1c) nécessite avant tout de
s’assurer que la solution du systeme considéré existe bien. Pour cela, nous
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décrivons un cadre adapté, en rappelant quelques définitions [7, 46], et nous
donnons quelques notions de controlabilité.

L’ouvert €2 est muni de la mesure de Lebesgue dzx.
Nous désignons par L'(2) I'espace des fonctions mesurables, définies sur
et a valeurs dans R, et qui sont intégrables. Pour 1 < p < +00, nous notons
LP(Q2) lespace défini par

LP(Q) = {f : Q — R mesurable ;| f|” € L'(Q)}.

1
LP(Q) muni de la norme || f||» () = (f |f(x)]pdx> " est un espace de Banach.
0

Lorsque p = +00, on a

L) = {f : Q — R mesurable;sup ess |f(z)| < oo},
Q

olt supg, ess |f(z)] = inf{C € Ry;|f(z)] < C p.p.! dans Q}. Muni de la
norme || f||z~ () = supg ess |f(x)], L>(€2) est un espace de Banach.

Nous désignons par Z(£2) I'espace des fonctions u : 2 — R de classe C™ et
a support compact dans €, i.e. telles qu’il existe un compact K C € tel que
u =0 en dehors de K. Le dual topologique de Z(Q2), noté Z'(12), est 1'espace
des distributions sur €. C’est par définition I’ensemble des formes linéaires
continues sur Z(12).

Pour m € N, nous définissons I'espace de Sobolev H™({)) par

H™(Q) = {u € L*(Q); D*u € L*(Q),Ya € N, |a| < m},

awu oot tany g, .
_ = o~ Par convention, H(Q) = L*(Q).
Ozi* ... 0wy, Oxyt...0zy°

H™ () est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

ou D% =

(U, ) = Z D*uDvdz.

|a|<m f

Pour un entier m > 1, U'espace HJ'(Q2) est la fermeture de 2(2) dans H™((2).
Muni de la norme ||.||,, induite par H™(Q2), H{"(£2) est un espace de Hilbert.
Soient X un espace de Banach de norme ||.|x et 7" > 0 un réel. Nous notons
C™([0,T7; X) Tespace {u : [0,7] — X;u de classe C™}. C’est un espace de
Banach pour la norme

O
W(t)

||U||C7"([0,T];X) = max sup

O0slsmyeo,T) X

1. presque partout i.e. partout sauf sur un ensemble de mesure nulle.
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Nous désignerons C°([0,7T7]; X) par C ([0, T]; X).
Puis pour p € R; 1 < p < +00, nous définissons

1

T
LP(0,T;X) = {u 0, T[— X fortement mesurable?; (/ Hu(t)H&dt); < oo},
0

et
L*(0,7;X) = {u:]0,T[— X; sup ess ||u(t)]|x < co}.

t€]0,T'[

LP(0,T; X) est un espace de Banach muni de la norme

1
() () lfde) ™ pour 1< p < +oo,

sup ess ||u(t)||lx pour p = +o0.
t€]0, T

[ullzeo.rx) =

Considérons w un ouvert non vide inclus dans €2, y,, la fonction caractéristique
sur w et notons G le cylindre wx]0,T[. Le systéme suivant

o,

T = f+wvyx, dansQ,

y = 0 sur 23, (2)
y(@,0) = y%z)  dansQ,

est exactement controlable au temps T si pour tous f € L*(Q), y° € L3(Q)
et 20 € L*(Q), il existe un controle v € L*(G) tel que la solution y de (2)
satisfasse la condition

y(T) = 2° dans Q.

Le systeme (2) est approximativement controlable au temps 7' si pour tous
fer*Q), v’ € L3(Q), y' € L*(Q) et € > 0, il existe v € L*(G) tel que la
solution correspondante de (2) satisfasse la condition suivante

ly(T) — y1||L2(Q) <e.

Le systéme (2) est controlable a zéro au temps T si pour tous f € L*(Q)
et y¥ € L*(), il existe un controle v € L*(G) tel que la solution y de (2)
satisfasse la condition

y(T) = 0 dans Q. (3)

Le systeme (2) est exactement controlable aux trajectoires au temps 7', si
pour toute trajectoire g (i.e. toute solution de (2) correspondant a v = 0 et

2. i.e. les fonctions scalaires t — [Ju(t)||x sont mesurables pour la mesure dt.
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7° € L?(Q)) et si pour tous f € L*(Q) et y° € L*(Q), il existe un controle
v € L*(G) tel que la solution associée de (2) vérifie

y(T) = y(T') dans Q.

Nous rappelons le résultat d’existence suivant congernant le probleme linéaire
(2). Pour tous f € L*(Q), v € L*(G) et pour tout y° € L*(Q), il existe une
solution unique y vérifiant
y € C([0,T]; L*(2)) N L*(0, T; Hy (), % € L*(0,T; H'(Q)).

La preuve de l'existence et de 'unicité est rappelée dans I’Annexe A ; nous
renvoyons également a [13].

Ainsi pour (f,y° v) donné dans L*(Q) x L*(Q) x L*(G), y(T) a du sens
dans L?(Q). Maintenant nous sommes en mesure de formuler le probleme de
controlabilité exacte aux trajectoires associé au systeme (2). Le probleme (2)
étant linéaire, résoudre le probleme de controlabilité exacte aux trajectoires
revient a résoudre le probleme de controlabilité a zéro. Nous remarquons que
s’il existe une solution, alors il y en a une infinité. Par conséquent, il est na-
turel de rechercher le controle de norme minimale dans L?(G), et le probleme
peut finalement étre formulé ainsi : étant donnés f € L*(Q) et y° € L*(Q),
trouver ¥ € L*(G) tel que

10]|22(c) = inf{||v||2(q), tels que la solution

associée de (2) vérifie (3)}.

Les problemes de controlabilité pour des équations paraboliques ont été
abordés par bon nombres d’auteurs. D. L. Russell est I'un des premiers a
avoir proposé des résultats de controlabilité pour 1’équation de la chaleur
avec un controle frontiere. Il a démontré dans [48] que la controlabilité exacte
pour I'équation des ondes implique la controlabilité exacte pour 1'équation
de la chaleur. Plus récemment, C. Fabre et al. ont étudié le probleme de
controlabilité approchée pour I’équation de la chaleur semi-linéaire dans [14].
G. Lebeau et L. Robbiano ont prouvé dans [31] la controlabilité exacte pour
I’équation de la chaleur, a 'aide d’inégalités de Carleman elliptiques. A. V.
Fursikov et O. Yu. Imanuvilov [20] ont obtenu des résultats similaires pour
des opérateurs plus généraux et des équations semi-linéaires, en utilisant des
inégalités de Carleman globales pour les équations d’évolution. E. Fernandez-
Cara et al. [15] se sont intéressés a la controlabilité a zéro de I’équation de la
chaleur, avec des conditions aux limites de Fourier. Leur méthode repose sur
une inégalité de Carleman valable pour ’équation de diffusion avec au bord,
des conditions non homogenes de Neumann.
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Certains auteurs se sont intéressés a d’autre types de probleme de controlabili
té a zéro, parmi lesquels O. Nakoulima dans [42]. Ce dernier a examiné le
probléme suivant : étant donnés K un sous-espace vectoriel de L?(G) de dimen-
sion finie dont 'orthogonal dans L?(G) est noté K+, f € L*(Q) et y° € L*(Q),
trouver v € L*(G) tel que

ve Kt (4)

et si y est la solution associée de (2), alors y satisfait a (3); le controle v
étant choisi de norme minimale dans L*(G), parmi tous les controles tels
que (4),(2),(3) soit vrai. Si le controle recherché v existe, alors le probleme
(4),(2),(3) est appelé probleme de controlabilité a zéro avec contrainte sur le
controle. Par conséquent, les travaux cités précédemment correspondent au
cas K = {0}. Ce résultat de controlabilité avec contrainte sur le controle
repose sur une inégalité du type

1 5 op 2
— 1 p?dadt < ‘——A‘ddt / — Ppl?dxdt),
/QQQ!/)! x C(/Q 5~ Op| ddt + G!p pl|*dx )

0 étant une fonction positive de classe C? sur Q et P désigne l'opérateur de
projection orthogonale de K sur L?(G). Cette inégalité est une conséquence
d’une inégalité d’observabilité, elle-méme déduite d'une inégalité de Carleman
globale, et est valable pour des fonctions p de classe C* sur @ nulles sur la
frontiere X. L’auteur a également eu besoin de 1'hypothese suivante

il n’existe pas d’élément non nul o € K tel que

o € L*(0,T, H'(w)) avec % — Ao =0 dans G, (5)

hypothese déja utilisée par J.-L. Lions dans [34]. La question de controlabilité
a zéro avec un nombre fini de contraintes sur I’état a été étudiée par la suite par
G. Massengo Mophou et O. Nakoulima dans [40], pour I’équation de la chaleur
semi-linéaire. Il s’agissait, pour I'état y du systeme étudié, en plus d’atteindre
la trajectoire nulle en temps 7', de satisfaire a la contrainte intégrale suivante

/yeidxdtzo, 1<i <M,
Q

olt les e; désignent M fonctions de L?*(Q) supposées linéairement
indépendantes dans G. En fait, les auteurs ont résolu ce probleme en le ra-
menant a un probleme de controlabilité a zéro avec contrainte sur le controle,
pour le systeme linéarisé. Dans ce cas, ’hypothese (5) est automatiquement
vérifiée.

Le premier probleme ayant été traité dans cette these est celui de la
controlabilité a zéro de I'équation de la chaleur semi-linéaire, avec un nombre
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fini de contraintes sur la dérivée normale [35]. Nous supposons au préalable les
M fonctions e; linéairement indépendantes sur une partie X, de la frontiere
Y. Il s’agit alors de trouver un controle v € L?(G) tel que si y résout le systeéme
semi-linéaire suivant

9 _

5 Ay+ fly) = wvx, dans @,

y = 0 sur 2,
y(0) = ¢°  dans Q,

alors y vérifie a la fois

dy .
<$a€j>H*1(Zo),Hé(Eo) =0;7=1,..., My,

et
y(T) = 0 dans €2,

0
ott 2 est 1a dérivée normale de y par rapport a v, le vecteur normal a [" dirigé

vers ﬁextérieur, et () m-1(20),H2(z0) €St le crochet de dualité entre les espaces
duaux H'(Xg) et Hy(Xg), un sous-espace de L*(3g). A la différence des
travaux précédemment cités, les contraintes intégrales portent sur la dérivée
normale de I'état du systeéme et les fonctions e; ne sont plus définies sur le
cylindre () tout entier, mais seulement sur une partie de sa frontiere 3. Ainsi, la
principale difficulté rencontrée lors de cette étude est la définition des traces
des fonctions considérées. La méthode utilisée pour mener cette étude est
similaire a celle proposée par les auteurs de [40], a savoir que la méthode
variationnelle est employée pour prouver l'existence du controle optimal, qui
est ensuite caractérisé par un systeme d’optimalité.

Une deuxieme partie de cette these est dédiée a 1’étude des problemes de
controlabilité a zéro pour des systemes de deux équations couplées.
Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés a la controlabilité si-
multanée a zéro du systeme parabolique linéaire suivant

(0
g_y; — Ay + a1y = hi+kx, dans @,
% — Ays +asyr = ha+ky, dans@, (6)
hr=y2 =0 sur X,
. y1(0) =17, 12(0) =49 dans 2.

La controlabilité simultanée a été introduite par D. L. Russell, avec un systeme
de deux équations des ondes controlé par la méme fonction de controle sur la
frontiere (voir [49]), et par J.-L. Lions dans [33], avec en outre, un systeme
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de deux équations de plaques vibrantes du type % + A2y, = 0. Elle con-
siste a controler plusieurs équations par I'action d’un seul controle commun.
Dans le contexte des systemes modélisant les vibrations de cordes et de
poutres, S. A. Avdonin et W. Moran ont obtenu des conditions nécessaires
et suffisantes a différents types de controlabilité simultanée, qu’ils ont définis
dans [4]. Nous mentionnons M. Tucsnak et G. Weiss [51], qui ont prouvé
la controlabilité simultanée exacte de deux systemes, en admettant que I'un
des deux est de dimension finie. La controlabilité simultanée a zéro pour des
systemes d’équations paraboliques a suscité l'intérét de beaucoup d’auteurs,
parmi lesquels nous pouvons citer F. Ammar Khodja et al. qui ont travaillé
dans [27] sur la controlabilité a zéro d'un systeme couplé de deux équations
paraboliques semi-linéaires ou encore M. Gonzalez-Burgos et L. de Teresa
qui eux ont abordé le probleme pour un systeme de m (m > 1) équations
paraboliques linéaires couplées (voir [21]).

Dans ce travail, nous examinons la controlabilité simultanée a zéro avec
contrainte sur le controle pour le systeme (6) (voir [36]). Etant donnés K un
sous-espace vectoriel de L?(G) de dimension finie, a; € L>(Q), h; € L*(Q) et
yd € L*(Q2), i = 1,2, le but est de trouver

kekK*t
tel que la solution (y1,y2) de (6) vérifie
y1(T) = yo(T) = 0 dans Q.

A noter que pour tout a; € L®(Q), h; € L*(Q) et y? € L*(Q), i = 1,2, le
systeme (6) admet une solution unique (yi,yo) dans

(0.7 (@) N 220, 1y () )

Nous pouvons trouver la preuve de I'existence dans I’Annexe B.
Le systeme (6) peut étre transformé en un systéme en cascade, i.e. un systéme
de deux équations avec un controle dans 'une des deux équations, et pour
lequel beaucoup de résultats de controlabilité sans contrainte ont été obtenus
(voir [28, 29, 2]). La controlabilité avec contrainte sur le controle semble une
approche nouvelle pour les systemes en cascade d’équations paraboliques.
Nous y sommes parvenus grace a une hypothese similaire a 'hypothese (5).
Notre référence principal pour cette étude est l'article [27] de F. Ammar
Khodja et al.

Dans un deuxieme temps, nous avons étudié la controlabilité de systemes
paraboliques avec des non-linéarités non locales. Plus précisément, considérons
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I’équation non linéaire suivante

ol
Mo 0%u
Alt)u = ; Bi;(u(t), t) S, ;

les fonctions By; : L'Y(Q) x [0,7] — R étant données pour tous i,j €
{1,...,No}. On dit que (7) contient des non-linéarités non locales au vu de
la structure des coefficients B;;. L’étude de tels modeles est importante car
ils peuvent servir a décrire la migration d’une population (de bactéries dans
un récipient) ou encore la diffusion de la chaleur dans un conducteur. Dans le
cas de migration de populations, nous pouvons avoir

By (u(t), t) :aij< /Q u(x,t)da:)

ou u représente la densité de population et a;; = a;;(s) sont des fonctions
réelles continues et positives, représentant la vitesse a laquelle le mouve-
ment s’effectue. Les coefficients a;; sont supposés dépendants de la popula-
tion entiere du domaine et non pas de la densité locale. Dans le contexte des
systemes de réaction-diffusion, B;; peut s’écrire

Bij(u(t), 1) = ag;({L, u(t)) r2(0),r2(2))

ot [ est une forme linéaire sur L*(2) et les a;; sont des fonctions réelles con-
tinues et positives. En dynamique des populations, | peut dépendre de la
population entiere du domaine € ou si ' est un sous-domaine de €2, [ peut
seulement prendre en compte la population de Q' (voir [12]). L’existence de
solution au systeme (7) est reprise dans I’Annexe C et s’inspire des travaux
déja réalisés sur I'existence et 'unicité des solutions des problemes elliptiques
et paraboliques non locaux (voir [8, 9, 11, 10]. E. Ferndndez-Cara et al. ont
discuté de la controlabilité a zéro pour le systeme parabolique non local (7)
dans leur article [18], et c’est ce récent travail qui constitue notre principal
référence pour cette derniere étude.

Nous nous sommes penchés sur la controlabilité a zéro du systeme en
cascade d’équations paraboliques non locales suivant

(
% —Alt)u —au—bv = f+ky, dansQ@,
¢ a—: —A)v—cu—dv =g dans Q, (8)
u=v =0 sur 2J,
u(0) =u°, v(0)=v" dans Q,
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i.e. quels que soient f,g € L*(Q), a,b,c,d € L=(Q) et u°,v° € L3(Q), existe-
t-il un contrdle k € L?(G) tel que l'on ait simultanément

u(T) =v(T) =0 dans Q. 9)

Pour résoudre ce probleme, nous démontrons la controlabilité a zéro du
systeme linéaire, associé au systeme étudié, puis nous parvenons au résultat
grace au Théoreme de point fixe de Kakutani. Les difficultés rencontrées se
situent au niveau de l'inégalité d’observabilité, qui doit étre établie pour un
opérateur du type ZZ].VJQ:I Bij(z(t),t)%;z,, avec B;j(z(t),t) € L>(0,T) et
également au niveau de la preuve de l'existence d'un controle optimal avec
une régularité suffisante pour pouvoir appliquer le Théoreme de point fixe de
Kakutani. Pour ce faire, nous faisons appel a une technique, introduite par O.
Bodart et al. dans [5], qui utilise les propriétés de régularisation de 1’équation
de la chaleur.

Plan

Ce travail se divise en quatre chapitres consacrés a des problemes de

controlabilité a zéro respectivement pour 1’équation de la chaleur semi-linéaire,
pour un systeme couplé d’équations paraboliques linéaires et pour un systeme
en cascade d’équations paraboliques non locales, ainsi qu’aux perspectives. Les
plans de ces chapitres sont a peu pres identiques. Au début de chaque chapitre,
nous donnons les notations que nous utiliserons et nous formulons le probleme
analysé, apres avoir renseigné son contexte. Dans un deuxieme temps, nous
démontrons une inégalité d’observabilité pour les fonctions appartenant a ’es-
pace V = {p € C=(Q);pls = 0}, qui résulte d'une inégalité de Carleman
globale, et qui est essentielle a I’étude des problemes de controlabilité exacte
(I'obtention d’une telle inégalité est une condition nécessaire et suffisante [17]).
Ensuite, nous faisons la preuve de I’ existence et de 'unicité du controle op-
timal, garantissant la controlabilité a zéro du systeme considéré.
Les annexes de ce document se composent des démonstrations de ’existence
et de 'unicité de solutions pour I’équation de la chaleur et pour un systeme
d’équation avec des nonlinéarités non locales, et de l'existence de la solu-
tion pour un systeme couplé de deux équations paraboliques du second ordre,
mais aussi les détails des inégalités d’observabilité permettant d’obtenir des
résultats de controlabilité a zéro pour des équations de la forme (6) et (8).






Chapitre 1

Un probleme de controlabilité a
zéro avec un nombre fini de
contraintes sur la dérivée
normale pour ’équation de la
chaleur semi-linéaire



2 Chapitre 1. Controélabilité a zéro avec contrainte

Dans cette partie, nous considérons I’équation de la chaleur semi-linéaire
dans un domaine borné de R™. Nous prouvons la controlabilité & zéro du
systeme avec un nombre fini de contraintes sur la dérivée normale. Pour ce
faire, nous montrons I’équivalence avec un probleme de controlabilité a zéro
avec contrainte sur le controle. Puis, nous utilisons une inégalité d’observ-
abilité pour résoudre le probleme associé au systeme linéaire. Enfin, nous
obtenons le résultat principal grace a un théoreme de point fixe.

1.1 Notations et introduction

Soient w un sous-ensemble non vide de € et 'y une partie non vide de
la frontiere I' de 2. Pour un temps 7' > 0, nous désignons par ¥, la partie
[ox]0, T de la frontiere latérale du cylindre @ et par G le morceau de cylindre
wx]0,T7.

Nous notons

Hy(3) = {¢ € H'(%),4(x,0) = 0,4(2,T) = 0 dans T'}

et H71(X) son dual.

Nous introduisons {ey,...ey,} une famille de My vecteurs de HJ(X), My €
N* et & = Vect({e1,...,en,}) espace vectoriel engendré par la famille de
vecteurs {eq,...en }-

Si X est un sous-espace fermé de L?((), nous notons X+ 'orthogonal de X
dans L*(G).

Nous désignons par H*!(Q) l'espace L*(0,T; H*(Q))NH(0,T; L*(Q2)), et par

W(0,T) Iespace {p € L2(0,T; H(Q)); % e L2(0,T; H—l(Q))}.

Considérons I’équation de la chaleur semi-linéaire suivante

0
8_gt/ —Ay+ f(y) = vy, dansQ@,

y = 0 sur X, (1.1)
y(0) = ¢  dans Q,

olt f est une fonction de classe C' sur R, y° € L?(Q2) et v € L*(G) représente la
fonction controle. Supposons que la fonction f est globalement lipschitzienne,
i.e. il existe K > 0 tel que

lf(x) — f(2)| < K|x — z|,Vz, 2z € R, (1.2)

et que
f(0) =0. (1.3)
Notons y la solution y(z,t,v) de (1.1).
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Les problemes de controlabilité a zéro avec contrainte sur le controle ont
été étudiés par O. Nakoulima dans [42, 43], pour I’équation de la chaleur. En
effet, il a résolu dans [43] le probleme de controlabilité a zéro suivant : Etant
donnés K un sous-espace vectoriel fermé de L*(G) et ¢° € HL(Q), trouver un
contréle k € K+ tel que la solution de

0
—8—3 ~Ag+ayq = h+ky, dansQ,
q = 0 sur X, (1.4)
q(T) = q° dans €,

vérifie q(0) = 0 dans .

La preuve utilise une inégalité de Carleman qui est adaptée a la contrainte.
Les résultats obtenus par O. Nakoulima ont permis a G. M. Mophou et O.
Nakoulima de démontrer I'existence de sentinelles a sensibilité donnée dans
[39], et de résoudre un nouveau genre de probleme de controlabilité (voir
[40]) : Etant donnés e; € L*(Q), 1 < i < M, et y° € L*Q), trowver un
controle v € L*(Q) tel que la solution de (1.1) vérifie y(T) =0 dans Q et

/deida:dt =0,1<i< M. (1.5)

Nous en référons a [41] ot un probléme frontiere de controlabilité & zéro avec
contraintes sur I’état pour ’équation de la chaleur, est résolu. G. M. Mophou
dans [38] a également établi la controlabilité a zéro avec un nombre fini de
contraintes sur 1’état, pour une équation d’évolution parabolique non linéaire
impliquant des termes en gradient.

Nous nous focalisons sur un probleme de controlabilité a zéro avec contrain
tes sur la dérivée normale que nous décrivons ci-dessous.
Supposons que

les vecteurs (e;)j=1,. m, sont linéairement indépendants sur . (1.6)

Alors le probleme de controlabilité a zéro avec contraintes sur la dérivée
normale pour le systeme (1.1) peut étre formulé comme suit : étant donnés
une fonction f globalement lipschitzienne de classe C* sur R vérifiant (1.3),
YW e L*(Q) ete; € Hy(X) j=1,..., My vérifiant (1.6), trouwver v € L*(G) tel
que si y est solution de (1.1), alors

dy .

<5a€j>H—1(Zo),H(}(EO) =0;7=1,..., My, (1.7)
et

y(T) = 0 dans (2, (1.8)

0
ou 8_y est la dérivée normale de y par rapport a v.

v
Le résultat principal de cette partie est le suivant
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Théoreme 1.1.1. Soit f une fonction globalement lipschitzienne de classe
Ct sur R vérifiant (1.3). Alors quels que soient y° € L*(Q) ete; € Hy(X) j =
1,..., My vérifiant (1.6), il existe un unique contréle v de norme minimale
dans L*(Q), tel que (0,7) soit solution du probléme de controlabilité a zéro
avec contraintes sur la dérivée normale (1.1), (1.7) et (1.8). De plus il existe
une constante positive C' = C(Q, w, K, T, Z;‘ﬁ’l lejl sy laollze(q)) telle que

9] 220y < ClIY° || 22 (- (1.9)

La preuve de ce théoreme fera ’objet de la derniere section de cette partie.

1.2 Equivalence avec un probleme de
controlabilité a zéro avec contrainte
sur le controle pour le systéeme linéarisé

Ecrivons le systéme (1.1) sous la forme

@ . Ay + f(y) B f(o)y = Ve dans Q,
ot y (1.10)
y = 0 sur 2., '

y(0) = ¢  dans Q.

En appliquant la formule de Taylor, pour y et yo € L?(Q), il existe s stricte-
ment, compris entre ¥y et yo + y, tel que

flo+y) = flyo) = f'(s)y
= ao(y)y

avec ag(y) = f'(s). Introduisons la notation suivante

@ sis#0

ao(s) = 5 _
f(0) sis=0.

L’hypothese (1.2) sur f permet d’affirmer que ag est défini sur L?(Q) & valeurs
dans un ensemble borné de L*>°(Q). En outre

lao(®) (@) < K, Vy € L*(Q), (1.11)
Ainsi le systeme (1.1) peut se mettre sous la forme
0
S Ay+ap(y)y =vx, dans@,
ot (1.12)
y =0 sur 2J, :

y(0) =y  dans Q.
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Nous sommes maintenant en mesure de donner le systeme linéarisé associé a
(1.1), défini, étant donné z € L*(Q), par

W Ay tals)y = vy dansQ
ot 1.13
y = 0 sur X3, (1.13)

y(0) = ¢° dans Q.

Puisque ag(z) € L=(Q), y° € L*(Q) et vy, € L*(Q), le systeme (1.13) admet
une solution unique y dans L*(0, T; HE(2) N C([0,T]; L*(2)).
Notons que comme y € L2(0,T;H}(2)) C L*(0,T; H()), nous pouvons

0 0 !
définir 8_y sur I" et on a 8_y € H71(0,T; H 2(T)), qui est un sous ensemble
v

de H-1(3)).
Par conséquent notre but est : pour tous z € L*(Q), ag(z) € L=(Q),
Yy e L*Q) ete; € HY(X) j = 1,..., My, de trouver un controle v € L*(G)
tel que la solution y de (1.13) vérifie (1.7) et (1.8).
Dans la suite de cette section, nous montrons que le probleme (1.13), (1.7),
(1.8) est équivalent a un probleme de controlabilité a zéro avec contrainte sur
le controle.
Pour ce faire, nous introduisons une famille de probléemes adjoints associés a
(1.7) et définis comme suit. Pour chaque e;, 1 < j < My, nous considérons le
probleme adjoint :
—% — Agj+ap(z)g; =0 dans @,
g =ej sur 2, (1.14)
¢ =0 sur X\ X,
¢;(T) =0 dans €.

Lemme 1.2.1. Sous l’hypothése (1.6), les fonctions q;x., 1 < j < My, sont
linéairement indépendantes quel que soit z € L*(Q).

Preuve. Soient 7; € R, 1 < 7 < M, tels que
Mo
Z%qj =0 dans G. (1.15)
j=1
Puisque ¢; est solution de (1.14) pour chaque j € {1,..., My}, Zj\g vl = q

vérifie en particulier

—@—Aq—i-ao(z)q = 0 dans @),
ot My

q = Zj:17j€j sur 2.

(1.16)
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En combinant la premiere équation de (1.16) avec (1.15), nous en déduisons
selon une propriété de continuation unique pour 1’équation d’évolution, que
g = 0 dans ). Donc on a ¢ = 0 sur Y. En considérant maintenant la seconde
équation de (1.16), 'hypothese (1.6) implique que v; = 0 pour tout j €
{1,..., My}, ce qui acheéve la preuve du Lemme 1.2.1. [

Proposition 1.2.2. [] existe une fonction réelle positive 6 (donné par (1.27))
telle que quel que soit z € L*(Q), il existe deur sous-espaces vectoriels de

L*(G) de dimension finie U et Uy = %L{, et un élément ug(z) € Uy tels que
le probleme de controlabilité a zéro avec contraintes sur la dérivée normale
(1.13), (1.7), (1.8) soit équivalent au probléme suivant de contrélabilité a zéro
avec contrainte sur le controle : étant donnés ag(z) € L>=(Q) et y° € L*(Q),

trouver
u €Ut (1.17)

tel que sty est solution de

—Ay+ap(z)y = (uwp+u)x, dans@Q,

815
y = 0 sur X, (1.18)
y(0) = y° dans €,
alors
y(T) = 0 dans Q. (1.19)

Preuve. Supposons que le probleme de controlabilité a zéro avec con-
traintes sur la dérivée normale (1.13), (1.7), (1.8) soit vrai. Comme ag(z) €
L>(Q) et e; € H}(X), j = 1,..., My, alors pour chaque j, le systéme (1.14)
possede une solution unique ¢; dans H*'(Q)). En multipliant (1.13) par la
solution ¢; de (1.14), puis en intégrant par parties dans (), nous obtenons

Jy
| oo~ [ 50)a,0ds = Gy
/ quth—l—/y( %4 — Agj + ap(z )qj)da:dt:/vqujdxdt.
Q o Q

Il s’ensuit que

dy
_/yOQJ<O)d$_ <_a ’ej>H_1(Eo),Hé(Zo) :/qud:cdt
Q 1% a

D’apres (1.7), on a

—/yoqj(())dx/vq]dxdt (1.20)
Q a
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1
Soient U = Vect({q1Xw, - - > Qi Xw }) €6 Uy = 51/{, ot 6 est une fonction positive

1
telle que — < C' pour une constante positive C', et dont une définition précise

sera donnée par (1.27). Alors il existe un unique uy € Uy tel que pour chaque
je {1,...,M0},

/UOdeafdt: —/yoqj(())dx. (1.21)
e Q

En effet, puisque ug € Uy, ug s'écrit ug = Zi\ﬁ’l akéquw. Ainsi, résoudre
(1.21) revient a trouver les qy, tels que

Mo
1
Zak/ 74iqkdrdl = —/yoqj(o)dfc, 1< j < M.
k=1 at Q
Avec les notations suivantes

1
A= (/ EQijdl’do 1<y, 4= (aj>1<j<M0 ot B — _(
G

1<k<My

{o\

<
()

&
—~
(@]
SN—
QL
S

N——

N

<

I\

S

I’équation précédente peut se mettre sous la forme
Mo
Zajk:zk =b;, 1 < j < Mo,
k=1

en d’autres termes,
AZ = B.
La matrice A étant symétrique définie positive, elle est inversible et nous
sommes en mesure de déterminer les nombres réels a;, 1 < j < M et donc
I’élément wuyg.
En combinant (1.20) et (1.21), il vient

/ upq;dadt = / vg;dxdt, pour chaque j € {1,..., My}.
G G

Ainsi, v — ug € U* et il existe u € UL tel que v = uy + u. Maintenant en
remplagant v par uy + u dans (1.13), nous en tirons (1.18).

Réciproquement, supposons que z € L*(Q), ap(z) € L>(Q) et y° € L*(Q)
sont donnés, et que la solution y de (1.18) est telle que y(7T) = 0 dans €.
Soient ¢;, j = 1,..., My, les solutions de (1.14), u € U* et uy vérifiant (1.21).
En multipliant (1.18) par ¢;, puis en intégrant par parties dans ), on a

Jy
_/yOQj(O)dm_<a_7€j>H1(20),H01(20) :/uoqjdxdt+/qudxdt.
Q v G G

Il découle de (1.21) que

dy
_<%ae]’>H1(20)7H6(20):/C\¥qudmdt’

ce qui termine la preuve de la Proposition 1.2.2, puisque u € U™ . [ ]
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Remarque 1.2.3. La fonction ug est telle que Quy € L*(G).
Dans la suite, nous noterons P 'opérateur de projection orthogonale de L*(G)
surU.

1.3 Inégalité d’observabilité

Nous établissons dans cette section une inégalité d’observabilité,
conséquence d’'une inégalité de Carleman que 'on doit a A. V. Fursikov et
O. Yu. Imanuvilov [20].

Soit 1 € C?(Q) telle que

(xr) > 0 VreQ,
W(z) = 0 Vaerl, (1.22)
IVip(z) # 0 VeeQ—w.

Une telle fonction existe bien d’apres [20]. Pour tout A € R¥, définissons

e MYl oo o)+ ()

t) = 1.23
e2Aml[Ylleo @ _ pAml[Yll oo @ +i(2)) |94
t) = .
(1) e , (1:24)
pour (z,t) € Q et m > 1.
Enfin, introduisons les notations suivantes
dp
Lp = —-—Ap+ao(z)p,
0%,p (1.25)
Lp = —5, —Bp+az)p,

ot ag € L=(Q).
L’inégalité de Carleman globale peut étre formulée comme suit

Proposition 1.3.1 (Inégalité de Carleman globale [20, 25, 17]). Soient ¥, ¢
et n les fonctions définies respectivement par (1.22)-(1.24). Alors il existe
Ao = M(2,w) > 1, 59 = 50(Qw,T) >1 et C=C(Quw) >0 tels que, pour
A= N, s = sg et quel que soit p €V, on ait

/ 6—2377 @

o SP ot

—|—/ s* NP2 p|* dadt (1.26)
Q

<C (/ e 2| L* p|Adxdt +/ 83/\4g036_25"|p|2dxdt) :
Q G

2
+ |Ap|2> dxdt —I—/ s\ e 1|V p|*dadt
Q
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Puisque ¢ ne s’annule pas dans (), nous pouvons poser
0= 2. (1.27)
Le corollaire suivant résulte de (1.26).

Corollaire 1.3.2 ([40] p. 546). Il eziste une fonction réelle positive 6 (donnée
par (1.27)) et une constante positive C' = C(Q,w, K,T') telles que pour tout
p eV, on ait

1
/|p(0)]2da:—|—/ ﬁ\p\dedtéC(/ \L*p\Qd:Udt—l—/ \p\zdxdt). (1.28)
Q Q Q e

Maintenant, nous allons énoncer 1'inégalité d’observabilité dont la preuve
est basée sur les deux lemmes suivants.

Lemme 1.3.3. Supposons (1.6). Soient € L>(Q) et ¢;, 1 < j < My, la
solution de

—%—A¢j+/ﬂ/h‘ =0 dans Q,

ot
Y; =€ sur X, (1.29)
v =0 sur X\ Xo,
Y;(T) =0 dans Q.

Soit p une fonction appartenant ¢ Vect({11Xw, - -, UnXw}) €t vérifiant

dp
{_E—Ap%—up = 0 dans Q, (1.30)

p = 0 sur.
Alors la fonction p est identiquement nulle dans G.

Preuve. Soit p une fonction appartenant a Vect({t1xw, .- ¥roXw})
Mo

vérifiant (1.30). Alors il existe v; € R, 1 < j < M), tels que p = Zijjxw.
j=1

My
Posons 0 = Z v;4; 5 il résulte de (1.29) que

j=1
0
—a—Z—Acqu;w =0 dans @,
o = Zj\/:ol Vi€iXs, ~ Sur - X.
Et puisque
o —
—% —Alo—p)+uoc—p) =0 dans Q,

c—p =0 dans G,
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nous en déduisons que o = p dans Q). En particulier oy, = 0, ce qui entraine
Mo
Z’YjerZO = 0. Il découle de (1.6) que v; = 0 pour tout j € {1,..., My},
j=1

doi p =0 dans G. [ |

Lemme 1.3.4 ([40, 38]). Soit (H,(.,.)u) un espace de Hilbert. Pour n € N*,
50ttt {pnys - - ,pnMO} une famille de My vecteurs linéairement indépendants de
H et soit h,, une fonction dans l’espace vectoriel engendré par {py,, . . . ,pnMO}.
Supposons qu’il existe une famille de vecteurs linéairement indépendants

{p1,.-.,pm,} de H, telle que
Dn;, — Di fortement dans H pour 1 <1 < M,. (1.31)

Supposons également qu’il existe une constante positive C' telle que

[hnlln < C, (1.32)
ot ||hy |l = (P, hn)}{/Q. Alors nous pouvons extraire une sous-suite telle que
hy — h € Vect({p1,...,pun, }) fortement dans H.

Preuve. {p,,,...,pn MO} étant une famille de M vecteurs libres, nous pou-

vons utiliser le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt pour construire
une base orthonormée du sous-espace qu’elle engendre. Nous allons donc trans-

former {pn,, ..., Pny, } en une famille de vecteurs orthonormés {ry,, ..., 7n,, },
donnés par
Py = — o (1.33)
" Hwnz H7
ol
wnl = pnl ? (1'34)
i—1
Wa, = D, = Y (Paysny)iTnys 2 < < My (1.35)
j=1

On a pour i € {1,..., My}, ||rn,
existe r; € H tel que

g = 1 donc par extraction de sous-suite, il

rn, — 1; faiblement dans H, 1 <@ < M,. (1.36)

Montrons par récurrence la propriété P (i) suivante

i—1
“Wp, = pi — Z(pi, r;)ur; = w; fortement dans H, 1 <i < M,”.  (1.37)
j=1
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Selon (1.31) et (1.34), il vient
Wy, — p1 fortement dans H,

et P(1) est vraie.
Supposons que i € {2,..., My} et k€ {l,...,i—1};0ona

k—1
Wy, — Pk — Z(pk,rj)grj = wy, fortement dans H. (1.38)
j=1
Pouri e {2,..., My} et k€ {1,...,i—1}, on ad’apres (1.33),(1.38) et (1.36),
Tn, — Wk _ ri, fortement dans H.
w1

Ainsi (1.35) et (1.31) impliquent que
i—1

Wn, — Pi — Z(pi, ) ury fortement dans H.
j=1
D’ou P(i) est vraie. Par conséquent la propriété (1.37) est vraie pour tout
ie{l,...,My}.
En passant a la limite n — 400 dans (1.33), nous en tirons
Wi
ri =,
[wil|
ou
wr = P,
i—1
w; = pi— Z(piarj)HTja 2 <1< M.
j=1
La famille {ry,...,ry,} forme donc une base orthonormée du sous-espace

Vect({p1, - .-, par }). Par ailleurs, comme h, € Vect({pny; .-, Pnyy, }) =
Vect({7n,, - - - ,rnMO}), il existe £, € R, 1 < i < My, tels que h, =

Zij‘iol ﬁnz rm"
L’hypothese (1.32) est équivalente a

Mo o\ 1 /2
(> 18.) " <
i=1
Nous pouvons extraire une sous-suite telle que

B, — Bi dans R, 1 < i < M,.

Il s’ensuit que,

Mo
h, — Zﬁm = h fortement dans H, 1 < i < M,.
i=1
Finalement h € Vect({ry,...,7rm,} = Vect({p1,. .., 0rmp })- [
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Proposition 1.3.5 (Inégalité d’observabilité). Il existe une constante positive
C=CQ,w,K,T) telle que pour tout z € L*(Q) et tout p € V,

1
/|p(0)|2dx+/ §|p|2da:dt <C (/ |L*p|2d:vdt+/ |p—Pp|2dxdt).
Q Q Q G
(1.39)

Preuve. Pour prouver (1.39), nous procédons par unicité-compacité. Sup-
posons que 'inégalité n’est pas vérifiée, i.e. quel que soit n € N*, il existe une
suite (z,) de L*(Q) et une suite (r,,) de V telles que

1
/ |rn(0)|2dx+/ —2|rn|2dxdt > Cn (/ |L;rn|2dxdt+/ |70 — Pnrn|2d:1:dt) :
Q Qf Q a

or
ouLir, = ——" — Ar, + ao(2,)rn et P, représente opérateur de projection

orthogonale de L?(G) sur U(z,) = Vect({q1(2n) Xw, - - - @ato (2n) X })-
Posons
TTL
On = 1/27

/
(fg 7 (0)2dz + [, e%lrndedt)

2 1 2 1/2
(/Q|an(0)| dx+/QH—2|an| dedr) " =1,

alors

On a donc

1>Cn (/ |L} o, |2ddt +/ o, — Pnan|2dxdt) :
Q le;

Par conséquent, si (1.39) n’est pas vraie, alors quel que soit n € N* il existe
une suite (z,) de L*(Q) et une suite (0,,) de V telle que

1
/ EAOIRE +/ ﬁ|an|2dxdt =1, (1.40)
Q Q
1
/ |L:o,|?dodt < —, (1.41)
Q n
1
/ |0y — Poo,|Pdrdt < —. (1.42)
G n

Pour tout n € N*, on a

1 1 1
/ —Z‘PanPdiL'dt < 2(/ _2’Un|2dxdt + / _2’Un - Pnan‘2d$dt>'
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1 1
Le terme / @|0n|2dxdt est borné d’apres (1.40). Comme 72 est borné dans
G

G, alors en tenant compte de (1.42), il existe une constante positive C' telle
que

1
/ 0—2|Pnan|2dxdt < Cl
G

P,0,, étant un élément de U(z,) et U(z,), un sous-espace vectoriel de L?(G)
de dimension finie, on en déduit que

/uwﬁ@mga (1.43)
G

1 2
En effet, u — (/ ‘éu’ dmdt) * est une norme sur L*(G) qui induit sur
G

U une norme équivalente a toutes les normes sur U (car U est un sous-espace
vectoriel de L?(G) de dimension finie). En particulier, elle est équivalente a la

norme
u — R,

u ul?dxdt %.
([ upazar)
G

/ o [P drdt < 2(/ |Pnan|2dxdt+/ lon, — Pnan\2dxdt).
G G G

En utilisant (1.42) et (1.43), il vient

Or

/wﬁMﬁga (1.44)
G

Par conséquent, il existe une sous-suite de (0,), (encore notée (0,),) et o €
L*(G) tels que
0, — o faiblement dans L*(G). (1.45)
1
Maintenant, au vu de (1.40) et de la définition de g2 [ous pouvons dire que

(0p)n est bornée dans L?(Ju, T — p[xQ),Vu > 0. Apres extraction de sous-
suite, on a

0, — o faiblement dans L*(Ju, T — pu[x ),V > 0.
Ainsi,
o, — o dans 2'(Q). (1.46)
Puisque z, € L*(Q), qj(z,), 1 < j < My est solution de (1.14) et que e; €
Hg(X), nous savons que ¢;(z,) € H*'(Q). En outre, il existe une constante
positive C' telle que

g (zn) | 22@) < Cllejlla(o)- (1.47)
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Donc nous pouvons extraire une sous-suite et en déduire qu’il existe ¢; €
H?Y(Q) tel que pour j € {1,..., My}

qj(zn) — 1, faiblement dans H*'(Q).

Le Lemme de compacité d’Aubin-Lions implique que l'injection de H*'(Q)
dans L?(Q) est compacte, de sorte que pour 1 < j < My,

qj(zn) — 1 fortement dans L*(Q). (1.48)

D’autre part, en prenant en compte (1.11), il existe une constante positive
C =C(T,Q) telle que

lao(2n)llz2@) < Cllao(zn)llL=(@) < C.

Par conséquent, il existe une sous-suite de ag(z,) (encore notée ag(z,)) et
p € L2(Q) tels que

ao(z,) — p faiblement dans L*(Q). (1.49)
D’ou en considérant (1.47)-(1.49), ¢;, 1 < j < M) est solution de

oY,

—E — Aw] + /M/JJ = 0 dans Q,
Y; = e sur X, (1.50)
Y, = 0 sur X\ X,
Y;(T) = 0 dans (.

Comme P,0,, € U(z,) et vérifie (1.43), nous pouvons appliquer le Lemme
1.3.4 avec H = L*(Q), pn; = q;(20)Xw, hn = Pooy. 1l existe g dans
VeCt({w1Xw7 s 7¢MOXw}) tel que

Pno, — g fortement dans L*(G).
D’autre part, il résulte de (1.42) que
0, — P,o, — 0 fortement dans L*(G). (1.51)
Nous pouvons en tirer que
0, — g fortement dans L*(G).
D’ou d’apres (1.45), on a

0, — o = g fortement dans L*(G). (1.52)
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Nous concluons que ox,, € Vect({t1Xw, - - -, Vg Xw })-

Etant donné que L = o A+ag(z,)I est faiblement continue dans 2'(Q),
alors selon (1.46) et (1.49),

Lo, — —g—j — Ao + po dans 2'(Q).

Mais (1.41) implique que
L:o, — 0 fortement dans L*(Q), (1.53)

d’out _?)_: — Ao + po = 0 dans Q. Comme o, € V vérifie (1.44) et (1.53),

nous pouvons appliquer (1.26) a o, et en déduire que o, est bornée dans
L*(Ju, T — pl; HX(Q)),Yu > 0. Ainsi quel que soit p > 0,

0, — o faiblement dans L*(Ju, T — pu[xT).

Par conséquent,
o, — o dans 2'(%).

Et puisque o,|s =0,

0|E =0.
Donc o vérifie oy, € Vect({1Xw, - -+, UapXw ) €t

{—g—Z—Aa+ua = 0 dans Q,

o = 0 sur.
En utilisant le Lemme 1.3.3, nous en déduisons que
o =0 dans G,
et (1.52) peut s’écrire sous la forme
o, — 0 fortement dans L*(G).

Comme (0,), vérifie (1.28), alors

1
[0z + [ |50
Q Q

ce qui est en contradiction avec (1.40). u

2
dzdt — 0,
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Nous énoncons une proposition qui nous sera utile pour prouver I'estima-
tion (1.9), et dont la démonstration repose sur le lemme suivant.

Lemme 1.3.6. Supposons (1.6) et considérons 0 la fonction donnée par la
Proposition 1.2.2. Soient q;, 1 < j < My et ug respectivement définis par le
systeme (1.14) et la relation (1.21). Pour tout z € L*(Q), posons

1
Ay(z) = /GEQi(Z)C]j(Z)dedt 1 <i,5 < M.

Alors il existe § > 0 tel que pour tout z € L*(Q),
(Ag(2)X (2), X (2))rato = 11X (2)[[Raso (1.54)

o X(2) = (X1(2), ..., Xpp(2)) € RMo et

(Ag(2) X (2), X (2))gnre = /G %(%O:Xi(z)qi(z)>(gO:Xj(z)qj(z))dxdt.

Preuve. Pour montrer (1.54), nous procédons par contradiction. Si (1.54)
n’est pas vraie, alors quel que soit n € N*, il existe une suite (2,), de L?(Q)
et un vecteur X (z,) = (X1(2,), ..., Xar(2n)) of RM tels que

(Ao(20) X (20), X))o < 11X (o)l

Posons X (z,) = M, alors
X (2n) [0

Mo

1% Gl = (2o 1Ks()?) =1, (1.55)

(AH(Zn)X(Zn)a (2n))rMo < (1.56)

S

Par conséquent, il existe des sous-suites Xj(zn), 1 < j < My (encore notées
X;(zn)) et X; € R tels que 1 < j < My,

Xj(Zn) — Xj dans R. (157)

De plus,
My 1
5 5 2
1Kl = (3 I%5F)° = 1. (1.58)
j=1
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A présent soit ¢, = ZMO X;(2,)qj(2,). Les inégalités successives suivantes
résultent de l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1/2

1/2
(DX (=)F) (DM i
5 < Il S eyl
=1
/Q GulPdrdt < | X;(0) 2o /Q S lgy () P,
j=1

- - Mo N 1/2
16allzzi@) < IRzl (D g (n)l22))

j=1

|¢n| = ’ZX Zn q] Zn

D’ou d’apres (1.47), (1.48), (1.55), (1.57) et le Lemme 1.3.4, il s’ensuit que

My
bn — Zf(jwj — ¢ fortement dans L*(Q).

Jj=1

Or nous déduisons de (1.56) que

1 - ~ ~ 1
/ §|¢n|2dmdt = (Ag(20) X (20), X (20))gmo < —,
G n
1 - .
donc / §|qb|2dxdt =0et ¢ =0 dans G.
G -
Les 1;, 1 < j < M, étant les solutions de (1.50), ¢ vérifie
9é N -
_a_f_AqH_Ws = 0 dans @,

¢ = Z ' Xje; sur .

Ainsi q~5 = 0 dans @), ce qui implique que Z X, je; = 0 sur Xoy. Il découle
de I’hypothese (1.6) que Xj = 0 pour tout j € {1, ..., My}, ce qui contredit
(1.58). -

Proposition 1.3.7. Soit 6 la fonction donnée par la Proposition 1.2.2, et
soient q;, 1 < j < My et ug respectivement définis par le systéme (1.14) et la
relation (1.21). Alors il existe une constante positive C' = C(Q,w, K, T, Zj\iol
H%HH&(Z); laollLe=(q)) telle que quel que soit = € L*(Q),

luo(2) 226y < Clly’llz2ey (1.59)
100 (2)llz26) < ClIy"lr2(@)
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Preuve. Selon I'inégalité (1.21), on a pour tout z € L*(Q),

[ ol e)dudt = = [ o) 0de 1< <M (160)
G Q

Puisque ug(2) € Up(2), il existe a(z) = (a1 (2),. .., an,(2)) € RM tel que

= Zai(z)%qi(z)xw. (1.61)

Donc (1.60) peut se mettre sous la forme

[ > aterpaaEi = - [ o0, 1<5< M,

i=1

Par conséquent,

[ (3 eme) (et
_ /Q yozﬂi%aj(z)qj(z)(())dx. (1.62)

Maintenant en appliquant le Lemme 1.3.6 au membre de gauche de (1.62),
nous obtenons

o) Ew < = [ 13- o)) 0)da

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le membre de droite de cette
derniere inégalité, il vient

Slla(2) Iz < lly° ||L2Q>Z|% 2l (2) 02 (- (1.63)

Puisque ¢; est solution de (1.14) pour 1 < j < M, on a en plus de (1.47),
I'inégalité d’énergie suivante

19;(2) ()l 2@ < Cliejllmy s

En effet, en multipliant par ¢; 'EDP dans (1.14), puis en intégrant par
parties dans €2, on a

/ “Lgidr — /quqjdx—l— / ao(2)|q;|*dx = 0.
Q Q
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La formule de Green donne

1 [d, Jq; / /
—— | Z(lg:P)dx = r— - .
5 | GloPye= [ Fgar - [ 1vgPie- [ algfd

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons donc

1 dq;
-3 JL ol <5

En appliquant le Théoreme 4.3.28 p. 100 [1], il vient

2

2(F)||Qj||L2(F) + [lao(2)] oo 191720y

1 d
"/QEO%’Q)M < Cllgjllm2@llgsllcamy + lao ()@ llg; 1 20

Puis nous intégrons entre 0 et T, et nous appliquons a nouveau l'inégalité de

Cauchy-Schwarz,

1
3 | DP + g P < O(lallmormaloloe

+ llao(2) | =@ l051132(0, 220 )

ce qui implique que

1
3 | s0Pds < (I leoramale s,

+ llao(2) (@43 l20 rr2ce )

Nous en déduisons que

a5 0320y < C(lles Lz +llao(=) @ lasllzzoraren ) sz

D’o11, nous trouvons d’apres (1.63),

Mo
la(2) [z < 0 CllY° L2 le(2) |zavo (Z ||€j||?qg<z)>
j=1

Par ailleurs, il résulte de (1.61) que pour tout z € L*(Q),

2

oGl (S lateli )
10uo ()l 2@y < lla(z) |z <Z l:(= HLz(G))

||U0(Z)||L2(G)

2
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Finalement
1 S
[uo(2) | 2(c) < H5HLOQ(G)5_1CHZJOHL2(Q)Z H%qu&(z)»
i=1

Mo
[0un(2z2) < 57 Clly 2y Y Nesly -
=1

ce qui termine la preuve de la Proposition 1.3.7. ]

1.4 Controlabilité a zéro avec contrainte sur
le controle

Nous débutons cette section par la preuve de l'existence de solution au

probleme (1.17)-(1.19).
Pour cela, nous définissons sur ¥V x V la forme bilinéaire symétrique suivante

b(p,0) = /QL*pL*ada;dt + /G(p — Pp)(0 — Po)dxdt. (1.64)

D’apres la Proposition 1.3.5, cette forme bilinéaire est un produit scalaire sur
V. Soit V =V le complété de I'espace préhilbertien V par rapport & la norme

1
b(p, p) = (/Q |L*p|*dxdt + /G lp— Pp|2d:1:dt> : (1.65)

Le completé V' de V est un espace de Hilbert.

Lemme 1.4.1. Quel que soit p € V, considérons
£lp) = | woapdadt + [ 4p(0)de.
Q Q
Alors quel que soit z € L*(Q), il existe un unique pg = pg(z) € V tel que

b(pe,0) = L(0) Yo eV,

autrement dit,

/ L*pgL*odxdt + / (pg — Ppy)(o — Po)dxdt = / uoXwodrdt
Q G Q

—l—/yoa(O)dx, Yo e V. (1.66)
Q
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Preuve. Pour tout o € V, il découle de (1.39) et de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz que

|L(o)] </|uoxw0|dxdt+/|yoa(0)|dx
Q Q

1
< 1uoxeliza)||5]) o, * 18 N2 IO e

L2(
< C(l10uollra) + 15° L) llo v
ce qui signifie que la forme linéaire £ est continue sur V. Ainsi nous pouvons

appliquer le Théoreme de représentation de Riesz et en déduire que quel que
soit z € L?(Q), il existe un unique py € V tel que pour tout o € V, on ait

b(pe, o) = L(0),

et la preuve du Lemme 1.4.1 est complete. ]

Proposition 1.4.2. Pour y° € L*(Q) et z € L*(Q), soit py I'unique solution
de (1.66). Posons
up = —(po = Ppo)Xe, (1.67)

Alors (ug, yg) est solution du probléme de contrélabilité (1.17)-(1.19). De plus
il existe une constante positive C' = C(Q,w, K, T, Z;w:“l lejl sy llaollze(q))

telle que
lpellv < CllY°| L2, (1.69)
luoll L2y < Clly° 2@, (1.70)
ol 2@) < Clly° 2 (@) (1.71)

Preuve. D’une part, puisque py € V, on a up € L*(G) et yy € L*(Q).
D’autre part, Ppy étant un élément de U, ug € U*. En remplagant —(pg —
Ppg)x. et L*pg respectivement par uy et yy dans (1.66), il vient

/ygL*adxdt—/u(;(a—Pa)da:dt:/uoxwadxdt—i-/yoa(())dx, (1.72)
Q G Q Q

pour tout o € V. En particulier pour ¢ € 2(Q), nous obtenons

(o, L™ 0) 91(0),2(Q) — (WoXws ?)2(0),2(Q) = (UoXw, D) 2/(Q),2(Q)- (1.73)

D’ou
Lyg = (up + ugp)x. dans Q. (1.74)
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9
Comme yy € L*Q) = L*0,T;L*f)), on a dune part I ¢

ot
H=0,T; L*(£2)), et selon (1.74),

B _
Ayy = % +agye — (uo +ug)xw € H'(0,T; L*(Q))

0 . :
car agys — (up + ug)Xw € L*(Q). Par suite, yy|s et % existent et apparti-
vis

ennent respectivement & H=1(0,T; H=2(I')) et H=1(0,T; H~2(T")) (voir [32]).
D’autre part, Ayy € L*(0,T; H2(2)) et toujours selon (1.74),
9Ye

o Ayp — aoys + (uo + ug)xw € L*(0,T; H2(Q)).

Par conséquent, ¢ — yg(x,t) est continue de [0,7] dans H (), i.e yo(T) et
yp(0) sont bien définis dans H1(Q).

En multipliant (1.74) par ¢ € C°°(Q) puis en intégrant par parties dans Q,
nous trouvons

(Wo(T), o(T)) 5-1(0),12 ) — (Y0(0), 9(0)) 5-1(0), 112 ()
Yo o[

~ G0 P tanmyormtay ¥ 50 ooty momat o)
- / Yo L* pdxdt = / U X Pdrdt + / ugpdxdt. (1.75)
Q Q G
En particulier pour ¢ tel que ¢ = 0 sur X, on a conformément a (1.72),

(Wo(T), &(T)) 5-1(0),m2 ) — (Y0(0), $(0)) 110,12 ()

D¢ .
0 G ooy /Qy ¢(0)dz =0,

ce qui est équivalent a

(yo(T), ¢(T)>H—1(Q),H5(Q) + (y” — o (0), ¢(0)>H—1(Q),H5(Q)

99

+ <y97_

au>H-1<07T;H*%<r>),H3<o,T;H%<r>> =0

En choisissant successivement ¢ tel que ¢(T') = ¢(0) = 0 dans €2, puis ¢(0) = 0
dans €2, nous en déduisons que

vy = 0 surX,
yo(T) 0 dans Q,
yo(0) = »° dans Q.

Finalement (ug, yp) est solution de (1.17)-(1.19).
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Nous donnons maintenant la démonstration des estimations (1.69)-(1.71).
Prenons o = py dans (1.66), alors

Iy6ll72(0) + lluoll72(q Z/uoxwpedwdt+/y°pe(0)dw, (1.76)
Q Q

ce qui, au vu de la définition de la norme dans V' donnée par (1.65), est
équivalent a

lpoll?, = /Q wapdzdt + [ 0. (L.77)

Par conséquent, il résulte de 'inégalité de Cauchy-Schwarz et de (1.39), que

loslly < CllOuoxllza@) + 19" llz2@) sl v- (1.78)

En appliquant la Proposition 1.3.7, (1.78) peut étre réduit a (1.69). Quant a
(1.70) et (1.71), ce sont des conséquences de (1.76) et (1.77). n

Proposition 1.4.3. Quel que soit = € L*(Q), il existe un unique controle
= u(z) tel que
] r2() = min{||u|z2), v € F}

ou F = {u=u(z) € L*(Q); (u,y) vérifie (1.17) — (1.19)}. Par ailleurs, il ex-
iste une constante positive C' = C(Q,w, K, T, Zj\iol lejll sy llaollze(q)) telle
que

lill 2y < CllY°llz2)- (1.79)

Preuve. La Proposition 1.4.2 garantit que l’ensemble F est non vide.
Nous allons maintenant vérifier plusieurs propriétés.
F est convexe : Résulte du fait que 'application u +— y, ou y est la solution
de 1.18 associée a u, est affine.

F est fermé dans L*(G) : Soit (u,), une suite dans F. Supposons qu’elle
converge vers u dans L?(G). Alors

Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, Ju, — ull2(q) < &

Soit y,, la solution de (1.18) associée a u,. La suite (u,) étant bornée dans
L*(G), on a que la suite (y,) est bornée dans W (0,T). Donc nous pouvons
extraire une sous-suite telle que

Y, — y faiblement dans W (0,7).

Par le Lemme de compacité d’ Aubin-Lions, I'injection de W (0, T) dans L*(Q)
est compacte. Par conséquent,

Yn — y fortement dans L*(Q),
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nous concluons que u € F.
Considérons la forme bilinéaire symétrique définie sur L?(G) x L?(G) par

m(u,v) = / uwvdxdt, et la forme linéaire [ identiquement nulle.

Alors 7(., .)Gest continue d’apres U'inégalité de Cauchy-Schwarz et m(.,.) est
coercive par définition.

D’ou en appliquant le Théoreme 1.1. p. 4 [32], nous pouvons dire qu’il
existe un unique @ € F solution de

7@ =

ou J(v,v) = m(v,v) — 2l(v), autrement dit,
32 = inE 32y

Par suite,
lallz2(c) < Nlusllzze) < Clly"lr2@)-

Nous énoncons le résultat principal de cette section.

Théoréme 1.4.4. Supposons (1.6). Alors quel que soit z € L*(Q), il existe
un unique controle t = u(z) de norme minimale dans L*(G) tel que (a,q) soit
solution du probleme de controlabilité a zéro avec contrainte sur le controle
(1.17)-(1.19). De plus, le contréle @ est donné par

= px. — Pp, (1.80)

ot p = p(z) vérifie

{L*ﬁ = 0 dans Q, (1.81)

p = 0 surl.
Par ailleurs, il existe une constante positive C' = C'(Q, w, K, T, z;‘/[:ol lejl| a2 s
llaol|Lo=(q)) telle que

Ipllv < Clly°ll 2@ (1.82)
<

1622y < ClY°ll2e)- (1.83)

Preuve. Nous divisons la preuve en quatre étapes.
Etape 1 : Soient € > 0, z € L*(Q) et A I'ensemble donné par

A={(u,y)iu=u(z) €U,y =y(z) € L*(Q), Ly € L*(Q),yl= =0,
y(T) = 0 dans Q et y(0) = y" dans Q}.
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A est un sous-ensemble non vide, convexe et fermé de L?(G) x L*(Q). Pour
tout couple (u,y) de A, définissons la fonctionnelle

1 1
Je(w,y) = S lullzze) + 52 1Ly = (uo + wWXwllt2q): (1.84)
et considérons le probleme de minimisation suivant
inf{Je (u, y)|(u,y) € Aj}. (1.85)

Nous montrons que pour tout € > 0, le probleme (1.85) possede une solution
qui est unique.

Etape 2 : Nous démarrons avec l'existence. Puisque (ug, ) € A, A # ()
et comme de plus J. est minoré (par 0), nous en déduisons que inf{.J.(u,y);
(u,y) € A} = I. existe bien. Par définition de la borne inférieure,

Vo > 0, 3(us,ys) € A tel que I. < Jo(ugs,ys) < I. + 6.

Prenons 6 = %,n € N*, alors

1
Vn € N 3, yn) = (un(2),yn(2)) € A tel que I. < J(up,yn) < I + e

(1.86)
Par conséquent, (u,,y,) € A est une suite minimisante de J., i.e.
lim  J.(un, yn) = Le.
n—-+4o0o
Or on a .
[a < Ja(uoaye) = 5”“9”%2(@) (187)

En prenant en compte (1.86), (1.87) et (1.70), il existe une constante positive
C=CQuwK,T, Zj\/[:ol lejllmz ) telle que Jo(un, yn) < C?[|y°[|72 () Nous
tirons de (1.84) que

lunllzz@y < Clly’ Iz, (1.88)
1Ly = (w0 + un)xwllrzg < CVEllY llz@) (1.89)

En combinant (1.88) et (1.89), nous obtenons d’apres (1.59),
ILynllz2@) < CVENY 2@ (1.90)

Il s’ensuit de (1.88) et (1.90) qu’il existe une sous-suite de (u,) (encore notée
(u,)), une sous-suite de (y,) (encore notée (y,)), u. = u.(z) € L*(G) et
& € L*(Q) tels que

u, — u. faiblement dans L*(G), (1.91)
Ly, — & faiblement dans L*(Q), (1.92)
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et on a u, € Ut qui est un sous-espace vectoriel fermé de L*(G). Puisque
(Un,yn) € A alors y, € W(0,T) et en raison de (1.90) et des propriétés de
I’équation de la chaleur, nous pouvons écrire

lymllwor < CVEllY Il e)- (1.93)

Donc il existe une sous-suite de (y,) (encore notée (y,)) et y. = y.(2) €
W(0,T) tels que

Yn — y. faiblement dans W(0,7). (1.94)

Or pour tout ¢ € Z(Q), on a

(Liyns ) 7(2),2Q) = (Yns L") 2(Q),2(0)

En passant a la limite n — 400 dans cette derniere égalité et en utilisant
(1.92) et (1.94), il vient

d¢
(& D) 7@, 2(@) = (Ye 5 Ao+ ao(2)9) 7(),2(Q)
Iye
= o Ay: + ao(2)Ye, #)7(Q),2(Q)-
.. Oy .
Ainsi e Ay, + ag(2)y. = & et (1.92) peut s’écrire sous la forme
Y. ,
Ly, — 8yt — Ay, + ag(2)y. faiblement dans L*(Q). (1.95)
Y.
Comme a—i — Ay, + ag(2)y. € L*(Q) et y. € L*0,T; Hi()), nous pou-
! Y.
vons définir comme en p. 22, y.|s dans H (0,7, H 2(T)), 8y dans
vis

H=Y0,T,H2(I)), et y-(0) et y.(T) dans H~().

Maintenant soit ¢ € C*°(Q) tel que ¢|s = 0. En appliquant la formule de
Green, nous trouvons

rar = — 0 x (L ¢)dxdt.
/Q(Lyn)¢>d dt /Qy #(0)d +/Qy (L*p)ddt

Au vu de (1.95) et (1.94), nous pouvons passer a la limite n — +oo dans la
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relation précédente

/Q (%y; — Aye +ao(z)y5> pdxdt = —/Qyogb(O)dx 4 /ng< _ % _ Ao

+a0(2)0) dodt = = [ 4°0(0)d = (T). AT -0y

+ (Y=(0), 9(0)) 5-1(0), 12 ()
dp

— (¥, 5>H*1(0,T,H*1/2(F)),H&(O,T,Hlﬂ(r))

dye
—l—/Q < y —Ays—l—ao(z)ys)qbdxdt,

Vo € C(Q) tel que ¢|s = 0.

Dot

(y=(0) = 4°, ¢(0)) -0, 13 () — (W=(T)H(T)) r-1(52), 1132

a¢ ()
— (Ye, %>H*l(O,T,H—l/Q(F)),Hg(0,T,H1/2(F)) =0, V¢ € C(Q) tel

que ¢|y, = 0.

En choisissant successivement ¢ tel que ¢(0) = ¢(7T") = 0 dans €2, puis ¢(T") =
0 dans €2, on a que y. vérifie

yYe = 0  sur X,
y-(0) = y° dans Q, (1.96)
y(T) = 0 dans Q.

Par conséquent, (u.,y.) € A. J. étant semi-continue inférieurement,

Jo(uz,y.) < liminf J.(up, y,) = L.
n—+o00

Ainsi J.(ue,y.) = I.. La fonctionnelle J. étant strictement convexe, (uc,y.)
est unique.

Etape 3 : Nous donnons le systeme d’optimalité qui caractérise la solu-
tion du probleme de minimisation (1.85). Les conditions d’optimalité d’Euler-
Lagrange sont données par

d

@Jﬁ:(ue + nu, y6)|,u,:0 = 07 Vu € uL’

d _

@Je(us,ys + ud)|u=0 = 0, Vo € C(Q) tel que ¢|s =0,
»(0) = ¢(T') = 0 dans (.
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En tenant compte du fait que

Js(us + /LU) - ‘]E(U/E’ye)

/uaudasdH- TR
a 2

I
1
_ g/Q (Lye — (up + uE)Xw)udexdt
e\Yey Je - Je\Ue, Je 1
¢ Jele, e+ 1) — Je(ue, ye) :_/ (L= = (v + we)xe. ) Lt
It €JQ

1% 2
+ L)Ll g,

nous obtenons en passant a la limite y — 0,

1
/ wudrdt — g/ <Ly5 — (up + ug)xw>uxwda:dt =0,Yucu*, (1.97)
G Q

E / (Lye — (o + el Lodadt = 0,96 € O¥@) (1.98)
Q

€
tel que ¢l = 0,0(0) = ¢(T) = 0 dans Q.

1
Posons p. = — (Ly8 — (up + UE)XW>- Alors p. = p.(2) € L*(Q) et
€
Ly. = (uo + uc)Xw + €p- dans Q,
ce qui, en plus de (1.96), donne

Ly. = (uo+uc)x, +ep. dans Q,

v = 0 sur X,
y-(0) = ¢° dans , (1.99)
y-(T) = 0 dans €.

1

En remplagant —(Ly€ — (ug + ue)xw) par p. dans (1.97) et (1.98), il s’ensuit
£

que

/ u-udxdt — / peuxodzdt =0, Yu € UL, (1.100)
G Q

/ p-Lodxdt =0, Vo € C(Q) (1.101)
Q

tel que ¢|x = 0,¢(0) = ¢(T) = 0 dans Q.
La relation (1.100) est équivalente a /(u€ — p)udxdt = 0, Yu € U+, d’'on

G
Ue — peXw € U. Nous en déduisons que u. — p-x, = P(u: — p-xw) et comme
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u. € U+, nous pouvons écrire u. = p.xo — Pp..
La relation (1.101) est vraie en particulier pour ¢ € 2(Q),

(pes LO) (@), 2(Q) = (L7 pe; @) (@), 2(q) = 0.

Par conséquent,
L*p. = 0 dans Q. (1.102)
Puisque L*p. € L*(Q) et p. € L*(Q), nous pouvons définir p.|s; dans H (0, T,
Ip-
H-3(T)), 22| dans H-(0,T, H-3(T)), p.(0) et p.(T) dans H~(5).
2

v
Nous multiplions (1.102) par ¢ € C*°(()), puis nous intégrons par parties dans

Q :

—(pe(T), 9(1)) -1(0), 13 (2 + (P(0), 6(0)) 5-1(0), 112 ()
Ope o

- <E’ ¢>H*1(0,T;H7%(F)),H&(O,T;H%(F)) $>H*1(O,T,H’%(F)),H&(O,T,H%(F))

+ / peLodzdt = 0. (1.103)
Q

+ (e,

En choisissant ¢ tel que ¢|s = 0,¢(0) = ¢(T) = 0 dans Q, et en utilisant
(1.101), la relation (1.103) se réduit a
0¢ _

{pe, %>H—1(O,T,H’%(F)),Hé(O,T,H%(F)) =0, pour toute fonction ¢ € C™(Q)

telle que ¢|x = 0,¢(0) = ¢(T) = 0 dans Q2 et nous concluons que p.|s; = 0.

En résumé, nous avons démontré que (u.,y.) résout le probleme (1.85)
ssi il existe une fonction p. telle que le triplet (ue,ye., p.) vérifie le systeme
d’optimalité suivant

Us = PeXw — Pp: (1.104)
Ly = (uo+u)yw+ep. dans Q,
v = 0 sur X,

5e(0) = dans ©, (1.105)
y(T) = 0 dans €,

L*p. = 0 dans Q,
1.106
{ pels = 0. ( )

Etape 4 : Nous établissons des estimations utiles et nous achevons la
preuve du Théoreme 1.4.4.
Nous tirons de (1.88), (1.89), (1.91) et (1.95) qu'il existe une constante positive
C=C(Quw KT, Zj\i"l lejl i s)) telle que

|uellz2(a) < CHyOHLQ(Q)a (1.107)
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[ Ly- — (uo + ue)Xwll 2(@) < OVENY’ [ L20- (1.108)
La relation (1.108) et le fait que y. soit solution de (1.105) implique que

Iy:=llwo.r) < Clly°llz@)- (1.109)

Au vu de (1.104) et (1.107), il vient

=X — Ppellz) < Clly |l (1.110)

et puisque p. résout (1.106),

lp-llv < Clly° Iz (1.111)

Maintenant en appliquant (1.39) & p,

1
- < OI°
1574 10y < 18Nz

1
et 5 el (G),

5
7PN

1
< Ha(pz-:Xw - Pps)

1
Comme H EP,O€

L2(G) L2(G) L2(G)

alors
< O r2

1
577
Pp. étant un élément de U qui est un sous-espace vectoriel de L*(G), de
dimension finie, nous en déduisons que

L2(G)

1Pp:lli2) < Clly iz (1.112)

Il découle a nouveau de (1.110) que,

192y < Cllyll 2 (1.113)

Par extraction de sous-suites, on a d’apres (1.107), (1.109), (1.111)-(1.113),

u, — @ = 1(z) faiblement dans L*(Q), 1.114
ye — y = y(z) faiblement dans W (0,7, 1.115
pe = p=p(2)

Pp. — U = i7(z) faiblement dans L*(G),

(1.114)
(1.115)
faiblement dans V/ (1.116)
(1.117)
p. — p faiblement dans L*(G), ( )

et doncu eUt, veld.

L’injection de W (0,T) dans L*(Q) étant compacte, (u,g) vérifie le probleme
de controlabilité a zéro avec contrainte sur le controle (1.17)-(1.19).

Nous savons, en nous basant sur la Proposition 1.4.3, qu’il existe un unique
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controle @ de norme minimale dans L?(G), tel que le probleme (1.17)-(1.19)

soit vrai. D’ou .

. L .
§||U||2L2(G) < 5”““%2(0)-

Soit y la solution de (1.18) correspondant a @ ; il vient

% — Ay~ ap(2)y = (up + @)x,, dans Q.
(ue,ye) étant Iélément réalisant le minimum de (1.85),
%Ilualliz(@ < Je(ue,ye) < Je(a,9) = %HﬂHiQ(G). (1.119)
Or selon (1.114), nous pouvons également écrire
Lo S 2
2 @) < min el (1.120)

et nous concluons que u = u.
Maintenant en considérant (1.120), (1.119) et (1.79), il en découle I'estimation
suivante

]| L2y < CllY° N2, (1.121)

on C=C(Quw KT, ij:ol l€;]| 1 (x)) est une constante positive.
D’autre part, p. vérifiant (1.106), il en résulte que,

L*p = 0 dans Q,
p = 0 sur .

De plus, (1.110) entraine
peXw — Pp. — ¢ faiblement dans L*(G),

donc ¢ = ¢(2) € U, et au vu de (1.117) et (1.118), p = ¥ + <. Finalement

peXw — Pp. — p — Pp faiblement dans L*(Q).

(1.82) et (1.83) sont les conséquences de (1.111), (1.113), (1.116) et (1.118),
ce qui établit le Théoreme 1.4.4. [ |

1.5 Preuve du résultat principal

Quel que soit z € L*(Q), nous avons montré qu’il existe un controle 4 =
u(z) unique tel que (@,y(w)) vérifie (1.17)-(1.19). Donc par la Proposition
1.2.2, il existe un unique controle v = 0(z) vérifiant

0= (up + @) Xw, (1.122)
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solution du probleme de controlabilité a zéro avec contrainte sur la dérivée
normale (1.13), (1.7), (1.8). Il résulte de (1.122), (1.121) et (1.59), que

9] 22y < Clly° || 20 (1.123)
Ainsi, nous avons construit une application non linéaire

S: LXQ) — L*Q)
z = S(z) =

y(0)

ou §(0) est la solution de (1.13) correspondant au controle 0 = (ug+1)x,,, avec
ug € Ug et @ € Ut est défini par (1.80) et (1.81). Le probleme consiste alors a
trouver un point fixe de S. En effet, si z € L*(Q) est tel que S(z) = g(v) = z,
la solution ¢ de (1.13) est en fait solution de (1.12). Alors, le controle v est
celui que nous cherchons, puisque par construction, () vérifie (1.7) et (1.8).
Pour conclure a l'existence d’'un point fixe de &, nous pouvons utiliser le
Théoreme de point fixe de Schauder. Il suffit donc de vérifier les trois propriétés
suivantes

S est continue,

S est compacte,

Pimage de S est bornée, i.e. IR > 0;[|S(2)||r2(q) < R, Vz € L*(Q).

1.5.1 Continuité de S

La preuve sera divisée en cing étapes.

Etape 1 : Soit (z,), une suite de L*(Q) ; supposons que z, converge vers
z fortement dans L?*(Q). Donc il existe une sous-suite (z,, ) telle que z,, ()
converge vers z(x) presque partout dans Q. La fonction f étant de classe C*,
la fonction ag est continue et telle que

ao(zn, (x)) = ap(z(x)) presque partout dans Q.

On ad’apres (1.11), |ag(zn, ()| < K et comme @ est borné, alors le Théoreme
de convergence dominée de Lebesgue permet de dire que,

ao(zn, ) — ao(z) fortement dans L*(Q). (1.124)
Etape 2 : Le controle 0,, = 0(z,,) est tel que la solution ,, = §(0,,) de

O

ot - Agnk + CL()(an)gnk = @nka dans Q?

Yn, = 0 sur X3,
Un,(0) = ¢° dans ©,

(1.125)
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vérifie ~
I, _
<W7€j>H*1(EO),H§(EO) =0;7=1,..., My, (1.126)
et
Un, (T') = 0 dans €. (1.127)
En outre, v, est donné par
Uny, = (to(2n,) + Uy, ) X (1.128)

ou, d'une part ug(z,,) € Up(zn,) = Vect({%ql(znk)xw,...,%qMO(znk)Xw})

vérifie selon (1.21),

/G o2, )3 (2, )t = — / 105 (20,) (0,

avec ¢; (%, ) solution de

_% B qu(znk) + ao(an)Q'(an) =0 dans Q’
¢j(2n,,) ej sur X,
Qj(znk) =0 sur 2 \ EO’
¢j(zn, )(T) =0 dans €

D’autre part, @,, = @(zy,,) est donné par

a”k = ﬁ(znk>XW - Pnkﬁ(znk>7

ou p(zn,) € V résout

% N Aﬁ(z"k) + &O(an)ﬁ(znk) = 0 dans Q,

p(zn,) = 0 sur X,

(1.129)

(1.131)

(1.132)

et P, est l'opérateur de projection orthogonale de L*(G) dans U(z,,) =
Veet({q1(zn, ) Xws - - - @ty (20, ) Xw })- Nous déduisons de (1.82), (1.83), (1.59) et
(1.121) I'existence d'une constante positive C' = C(Q,w, K, T, Zj\g lej]l 1))

telle que
15Czn) v < Clly° |22,
15z l226) < ClIY [l 22,
[uo(zn)lz2(@) < CllY° [l 26
1010 (zn )l 22y < Clly° 220,
n | 220y < ClIY 2 (s
10n [l 22y < Clly°llz2o-
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En extrayant des sous-suites, nous pouvons écrire que

p(zn,) — p faiblement dans V, (1.139)
p(2n,) — p faiblement dans L*(G), (1.140)
uo(zp, ) — z faiblement dans L*(G), (1.141)
Oug(2y, ) — ; faiblement dans L*(G), (1.142)
{l,,, — u faiblement dans L*(G), (1.143)
et donc u € U*+. D’ott d’apres (1.128), nous avons

Up, — (7 + )X, = VX faiblement dans L*(Q). (1.144)

Etape 3 : Puisque g, résout (1.125), nous obtenons selon (1.138),
|G w0y < Clly° 229, (1.145)

on C=0C(Quw,K,T, Z;\g lejll i) - Dune part, cela entraine que

%
v

0
- < Ol N 2

et d’autre part, par le Lemme de compacité d’Aubin-Lions, il s’ensuit que

Un, — y fortement dans L*(Q). (1.146)

Ainsi, en utilisant (1.124), (1.144)-(1.146), nous pouvons passer a la limite k —
+o00 dans les relations (1.125)-(1.127) pour aboutir & (v,y = y(v)) solution de

% —Ay+ag(z)y = vy, dansQ@Q,
y = 0 sur 2.,
y(0) = 4° dans Q,
Jdy

<$, €j>H*1(Zo),H5(EO) = 0,] = 1, ey M(),
et
y(T) = 0 dans Q.

Etape 4 : Comme ¢;(2,,) est solution de (1.130) et que la relation (1.47)
est vérifiée, alors

2 (zn) L2 @) < Clléjll s, (1.147)
et une fois encore, par le Lemme de compacité d’Aubin-Lions, il s’ensuit que
pour j € {1,..., My},

qj(zn, ) — 1; fortement dans L*(Q). (1.148)
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En outre, nous avons 'inégalité d’énergie suivante

195 (2 )OO 220 < Cllesll sy (1.149)

En passant a la limite £ — 400 dans (1.130), nous obtenons conformément a
(1.124), (1.147) et (1.148),

O

5 AY; +ap(2)y; = 0 dans Q,
Y, = e; sur X,

P, = 0 sur X\ X,
Y;(T) = 0 dans (.

Ainsi pour chaque e;, 1 < j < My, 1), est solution de (1.14). Il découle de
(1.149), que pour j € {1,..., My}

qj(2n, ) (0) — 9;(0) faiblement dans L*(). (1.150)
L’unicité de la solution de (1.14) implique pour tout j € {1,..., My},

¥(2) = ¢;(2). (1.151)

Etape 5 : Comme Oug(2,,) € U(z,,) et que les relations (1.136), (1.148),
(1.151) et (1.142) sont vérifiées, nous pouvons appliquer le Lemme 1.3.4 avec
H = L*(Q), hy, = Ouo(2n,), Pri = ¢j(2n,), Di = gj, et en déduire qu’il existe
a; € R, 1< 5 < M tels que

Mo

Oug(zn,) = 21 = Zajqj fortement dans L*(G).
j=1

1
Alors, en utilisant (1.141) et le fait que 7 est borné dans L*(G),

My

1 1
Uo(2n, ) = aeuo(znk) ~3 Zajqj = w fortement dans L*(G).  (1.152)

J=1

Au vu de (1.148), (1.150)-(1.152), nous pouvons passer a la limite k — +oo
dans (1.129),

[ wnesdt =~ [ a0z 1< < Mo
G Q
La fonction ug € Uy donnée par (1.21) étant unique, nous concluons que

Uy = w. (1.153)
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Puisque @, € U(z,, )", nous pouvons écrire

G

En passant a la limite & — 400 dans cette derniere égalité, nous obtenons
selon (1.143), (1.148) et (1.151),

/qu(z)dxdt =0,1<7< M,.
G

Par conséquent v € U*.

Puisque p(z,,) € V vérifie (1.132) et (1.134), nous pouvons appliquer (1.26)
a p(zn,) et en tirer que p(z,,) est borné dans L*(]3,T — B[; H*(Q)),VS > 0.
Donc quel que soit g > 0,

p(2n,) — p faiblement dans L*(]3, T — B[xQ),

p(2n,) — p faiblement dans L*(]3, T — B[xT).
Il s’ensuit que,
Pzne) = p dans 2'(Q),
p(zn,) — p dans 2'(%).
Ainsi,
 0p(n,)
ot

N N . 0
— Ap(zn) + @02 )P(2y) = L7p = — =2 — Ap + ao(2)p dans

ot
7'(Q).

D’ou d’apres (1.132), il vient

L*p = 0 dans @,
p = 0 sur.

En tenant compte de (1.131) et (1.137), il existe une constante positive
C = C(Qw, K, T,55% [lejll mys)) telle que

10X = Pz 2201 < Clll 2o (1.154)

Maintenant en appliquant (1.39) a p(z,, ), nous obtenons

L.
157Gy < Cl e (1.155)

L*(Q
En argumentant comme dans la preuve de la Proposition 1.3.5, il découle de
(1.154) et (1.155),

[P (2, ) £2(c) < CH?JOHL2(Q)- (1.156)
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P, p(zy,) étant un élément de U(z,, ) et les relations (1.148), (1.151), (1.156)
étant vraies, nous pouvons appliquer le Lemme 1.3.4 avec H = L*(G), h,, =
P, p(2n,.), Pni = ¢j(#n,), Di = ;- Nous concluons que,

P, p(zn,) — 17 €U(2) = Vect({q1(2)Xws - - - » @ty (2)Xw }) fortement dans
L*(G). (1.157)
Donc si I'on prend en compte (1.131), (1.140), (1.143) et (1.157),
Tny, = P(2n, )X — Paip(2n,) = pXw — T = u faiblement dans L*(G). (1.158)

Puisque v € Ut et 7 €U, Pu=0et Pr = 7. Donc Pp—7 =0, dout = Pp et
u = pxo — Pp. Nous déduisons du Théoreme 1.4.4 que u = 4. D’apres (1.144)
et (1.153),

V=1uUy+u="17.

1.5.2 Compacité de S

Les arguments ci-dessus montrent que lorsque z repose dans un sous-
ensemble borné B de L*(Q), §(v) = S(z) repose dans un ensemble borné
de W(0,T). Le Lemme de compacité d’Aubin-Lions entrainent que W (0,7
est un ensemble compact de L*(Q). Ainsi S(B) est relativement compact dans
L*(Q), ce qui acheve la preuve de la compacité de S.

1.5.3 L’image de S est bornée

Soit z € L*(Q). Comme §(0) = S(z) résout (1.13) avec v vérifiant (1.9),
alors il s’ensuit que

150 203300y < Clly 2o

avec C = C(Qw,K,T, Zj\g lejllmi(sy)- En outre, Vinjection de L?(0,T;
H}(Q)) dans L?(Q) est continue, alors

150 z2(@) < Clly llz2()-

Ceci termine la preuve du Théoreme 1.1.1.
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Dans cette partie, nous étudions la controlabilité simultanée a zéro avec
contrainte sur le controle, pour un systeme linéaire d’équations de la chaleur
couplées. Dans un premier temps, nous montrons que, par un changement de
variable, le systeme peut se mettre sous la forme d’un systeme en cascade de
deux équations de la chaleur, avec un controle agissant dans une équation.
Puis, nous établissons une inégalité d’observabilité, et nous en tirons une
inégalité adaptée a la contrainte, que nous utilisons pour prouver le résultat
principal.

2.1 Notations et introduction

Supposons que la frontiere I' de 'ouvert €2 soit de classe C?.
Soit w € 2 un ouvert bien inclus dans €2, i.e. w C @ C int ) et w compact.
Soit K un sous-espace vectoriel de L?(G) de dimension finie ; nous désignerons
par K+ lorthogonal de K dans L?(G) et P la projection orthogonale de L?(G)
dans K.
Nous noterons ||.|| la norme infinie dans Q).
Considérons le systeme linéaire d’équations de la chaleur

(0
itl — Ayy + a1y = hy + kx. dans Q,
% — Ays +asy; = ho+kx, dans @, (2.1)
tr=y2 =0 sur Y,
L y1(0) =10, y2(0) =99  dans Q,

ota; € L®(Q)i=1,2,h; € L*(Q)i=1,2,9) € L*(Q) i =1,2 et k € L*(G)
représente la fonction controle.

Le systeme (2.1) est un systeme d’équations paraboliques couplées avec le
méme controle k dans chacune des équations. Sous les hypotheses ci-dessus,
le systeme (2.1) possede une unique solution (y,y2) dans

(c(lo. 7 22(6) 1 220,75 1Y) )

nous renvoyons a 1’Annexe B pour plus de détails.

Le probleme de controlabilité simultanée a été introduit par D.L. Russell dans
[49] et J.-L. Lions dans [33]. G.O. Antunes et al. ont considéré une question
similaire dans [3], pour un systeme avec des termes de résistance, controlé
par un controle frontiere. Nous pouvons également citer B.V. Kapitonov et
G.P. Menzala qui ont étudié dans leur article [26], la controlabilité simultanée
exacte pour le systeme d’équations de Maxwell et pour une équation des ondes
vectorielle avec un terme de pression.
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Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur un probleme de controlabilité
simultanée a zéro avec contrainte sur le controle, que nous décrivons main-
tenant : étant donnés a; € L>®(Q) i = 1,2, by € L*(Q) i = 1,2 et
y) e L3(Q) i = 1,2, trouver

ke Kt (2.2)

tel que la solution (y1,yo) de (2.1) vérifie
y1(T) = y2(T) = 0 dans Q. (2.3)

Il nous semble que le probleme (2.2),(2.1),(2.3) n’a pas été traité. Nous mon-
trons maintenant que ce probleme peut étre ramené a un probleme en cascade.
Plus précisément, en partant du systéme (2.1) et en posant

u=y1+ty2, v=y1—Y2, [f=hi+hy g=h —hy [=2k

a1 + as as — ay

€= 9 y €= 9 7U0:Z/[1)+yg7 Uozy[l)_ygv
nous obtenons le systéme suivant

ou

g—Au—i-e@H—ev = f+1Ilx, dans @,
v

5 Av—cu—ev =g dans @, (2.4)
u=v =0 sur 2,
u(0) =u°, v(0) =" dans Q.

En conséquence notre but est : pour tous f,g € L*(Q), a,b,c,d € L>=(Q) et
u®, 00 € L*(Q), de trouver un contréle

le Kt (2.5)

tel que la solution (u,v) de

%—Au—au—bv = f+1Ix, dans @,
8_1; —Av—cu—dv =g dans @, (2.6)

u=v =0 sur Y,

u(0) =u®, v(0) =" dans Q.

vérifie
uw(T) = v(T) = 0 dans (. (2.7)
La controlabilité a zéro des systemes en cascade de deux équations

paraboliques est maintenant bien connue. Nous pouvons nommer M.
Gonzélez-Burgos et R. Pérez-Garcia [22], F. Ammar Khodja et al. [29, 27],
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S. Guerrero [24], pour un systéme controlé par un contrdle distribué, E.
Fernandez-Cara et al. [16], pour un controle exercé en un point de la frontiere.
Congernant la controlabilité exacte, G. Wang et L. Zhang dans [52] ont analysé
la controlabilité locale exacte d'un systeme de réaction-diffusion et L. Rosier
et L. de Teresa [47], ont examiné la controlabilité exacte d’un systeme en
cascade de deux équations conservatives.

Dans cette partie, nous présentons la controlabilité a zéro avec contrainte
sur le controle du systeme (2.6). Pour cela, nous énongons I’hypotheése suivante

0
toute fonction ¢ € K telle que (p, o) vérifie — a—f —Ap—ap—co=0 (2.8)
Jo . .
et — o Ao — by — do = 0 dans G, est identiquement nulle dans G.

Le résultat principal de cette partie est le suivant :
Théoreme 2.1.1. Supposons que

il existe une constante ¢y > 0 et un domaine w,. tels que

we €w et |c| = ¢y dans w.x|0,Ty| pour Ty > 0.

Alors sous Uhypothése (2.8), il existe une fonction réelle positive 0 telle que
pour tous f,g € L2(Q) avec 0f,0g € L*(Q), il existe un unique controle | de
norme minimale dans L*(G) tel que (I,(@,7)) soit solution du probléme de
contrélabilité a zéro avec contrainte sur le contréle (2.5)-(2.7). En outre, le

controle | est donné par
I =mxw— P, (2.9)

ot 11 = (11, 72) vérifie
_88% — Ay —am —cnp = 0 dans Q,
— G — Aty — b — dijy 0 dans Q, (2.10)
=1 = 0 sur.

La suite est organisée comme suit. Dans la Section 2.2, nous établissons
une inégalité d’observabilité cruciale que nous utilisons pour prouver une
inégalité adaptée a la contrainte. Dans la Section 2.3, nous nous servons de
cette derniere inégalité pour montrer 'existence d'une solution optimale au
probleme (2.5)-(2.7). La Section 2.4 est dévouée a la preuve du Théoreme
2.1.1. Nous donnons les détails de la preuve de 'inégalité d’observabilité en
annexe.



2.2. Inégalité d’observabilité 43

2.2 Inégalité d’observabilité

Nous prouvons dans cette section une inégalité d’observabilité dérivant
d’une inégalité de Carleman globale. Puis nous I'utilisons afin d’obtenir une
estimation de Carleman appropriée qui nous donnera la controlabilité a zéro
avec contrainte sur le controle du systeme (2.6).

En procédant comme dans [27], nous introduisons w’ € w un sous-domaine
bien inclus dans w et 8 € C%(Q) une fonction telle que

min{|VA(z)|,z € 2\ w'} >0,
op

5<Osur1‘.

Supposons de plus que 8 vérifie :

min{B(z), € 0} > max { 2Bl m(3) }

Puis, quels que soient A\, 7 € R, nous définissons :

plz,t) = D (2.11)
e3MBllLoe @) _ AB(2)
alz,t) =T T =1 : (2.12)

pour (z,t) € Q. Les résultats techniques ci-dessus sont dus a A. V. Fursikov
et O. Yu. Imanuvilov [20].

Remarque 2.2.1. Notons en particulier que p > %. En effet, soit 1(t) =

ﬁ,w €]0,T[. On a Y'(t) = —%, donc '(t) < 0,Vt €]0,%] et
Y(t) > 0,Vt € [£,T[. On en déduit que v est décroissante sur |0, %] et
croissante sur [T, T[. Ainsi, ¥(t) > (%) = %, Vt €]0,T[ et p(z,t) >
4 Ama{(3/4)]8ll e (0 1(3)} 5 4
T2 T

Alors on a le résultat suivant (inégalité de Carleman) :

Théoréme 2.2.2 ([19], Théoreme 7.1 p. 288). Il existe A\g > 0, 79 > 0 et
une constante positive C' telle que, pour X = \g, T = 19 et s = —3, l'inégalité
suivante

2%2 1 2 2 9 2 \A_4 4112\ 25—1 —2a
+ —|Az]F + AT V2P + N0 2] ) p* T e duedt
o \latl T3
2 T )
<C’<7/ ‘%iAz‘ steZO‘dxdt+)\4T4/ / \z]2p25+362°‘dxdt),
Q at 0 w’
(2.13)

soit vraie pour toute fonction z vérifiant la condition homogene de Dirichlet
et telle que le membre de droite de (2.13) soit fini.
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Dans la suite, C' désignera diverses constantes positives. Nous adoptons
les notations suivantes

( W = VxV,
0
Lop = 8_f — Ay,
. Iy 2.14
LO(P = _E - AQD, ( )
M(p,0) = Lo — ap — co,
| N(p,0) = Ljo—bp —do

Toujours selon [27], pour A et 7 donnés comme dans le Théoreme 2.2.2, nous
considérons la fonctionnelle

110z)2
I(s,z):/ <——
o \AI0t

Par ailleurs, posons § = 7p et

1
+ X\AZP + AT V2 |? + )\4T4p4\z|2> pX e ddt.

la, b, ¢, dll5, = llall5 + 1bl15 + llellS + 1%

Lemme 2.2.3. Soit C la constante donnée par le Théoréeme 2.2.2. Quels que
soient X = N\, T = 71 = (40)1/3”@ b, c, d||OO et s > —3, on a pour tout

o= (p1,p2) EW :

N / (le1]? + |2?)8* e dadt < C(/ (IM(0)|* + [N (9)[?)6** e **dxdt
@ Q

T
+A4/ /(\901|2+!s02|2)525+3e2adxdt). (2.15)
0 w’

Preuve. Soit ¢ = (¢1,92) € W; en appliquant (2.13) a chaque ¢;, i =
1, 2, puis en ajoutant les résultats obtenus, nous déduisons la relation suivante

oo + 105,02 < C( [ (il + WLigafe it (216)

T
izt [0 ] (G o+l ) o dade).
0 w’
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Le premier terme dans le membre de droite de (2.16) est majoré par :
/Q (Lyr + [ L) e > dudt
< /Q(\M(so) + apy + cpa|* 4+ [N (@) + by + dips|*) p* e > dadt
< 2/@(|M(90)|2 + lagr + cpa|’ + [N (@)° + |bpr + dpa|?) p** e dudt
<2 /Q (IM(@)? + [N () )22 dudt
4 /Q (lagnl? + legal? + b + |dgal?) et
<2 /Q (M) + N () P)p?e 22 ddt
+ dlla, by, d /Q (12 + lpal?) e~ dadt.

En reportant dans (2.16), il vient

o) +1(5.2) < (27 [ (M@ + 1N ) dad

b edfir [ (o1 + lea)oe 2 dud
Q

T
+ )\474/ / (Jp1)? + |g02|2)p25+3e_20‘dxdt>. (2.17)
0 w’

Nous voulons que le terme 4C|a, b, c,ngoT/(|<,01]2 + a|?) p* e **dxdt soit
Q
absorbé par le terme A*7? / (|1 + [p2|?)p** e ?*dxdt dans le membre de
Q
4
gauche de (2.17), i.e. 4C||a, b, c,d||?, < A73p3. Puisque p > 7 et A = A, il

4\3 T? 140\1/3
suffit que 4C||a, b, ¢, d||?, < )\373(772) JerT>T = —<—> lla,b, ¢, d||22°.

RGY
Alors
M2 [ (o o) e dade < On ([ (M)P +INP)
Q Q

T
6% e 2 dxdt + >\4/ / (lpa]* + |902|2)528+3€72ad$dt>,
0 w’

et nous en tirons (2.15). n
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Théoreme 2.2.4. Avec les hypotheses du Lemme 2.2.3, supposons de plus
que 7 = 1, et que

il existe une constante ¢y > 0 et un domaine w,. tels que

we €w et |c| = ¢y dans w.x]0,Ty| pour Ty > 0. (2.18)

Alors quel que soit r € [0,2[, i existe une constante C =
C(T, ||a,b, ¢, d||so, co, ) telle que pour tout ¢ = (1,p2) €W :

T
/ / (o1 + [a]?)e** dwdt < O(/ 01?6 dat (2.19)
0 w’ G
+ [ (M@ + NP> dade)
Q
pour tout ouvert W' tel que W' € w, € w.

La preuve du Théoreme 2.2.4 se trouve a I’Annexe D.

Corollaire 2.2.5. Sous les hypotheéses du Théoréme 2.2.4, pour tout r € [0, 2]
il existe une constante C = C(T,||a,b,c,d||s, co, ) telle que quel que soit
= (p1,p2) €W :
/ (o1l + al?)e 2 dudt < O / o1 e dadt (2.20)
Q G

+ [P + NP ).
Q
3
Preuve. Prenons s = -5 dans (2.15), alors

N / (le1]? + |2 e > dzdt < C(/(IM(@I2 + |N(p)[?)d~ e **dxdt
@ Q

T
+>‘4/ / (la]? + |<,02|2)€*2ada:dt>.
0 w!

En utilisant le Théoreme 2.2.4, il s’ensuit que :

M [+ lea)e 2ot < € [ (M) + N5 dade
@ Q

-1—)\4/(;|<,01|26_mda:dt+)\4/@(|M(<,0)|2+ |N(go)|2)e_2adxdt>.
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4 . . 5 4 4\3 4C 9
Ord=r1p> Tlﬁ ce qui entraine que 6° > 7 (ﬁ) = FHa,b, C,d||oo‘ Done
0

< )\61
4Cl|a,b, ¢, d||%,

573 et nous en déduisons que

>\4/(]<p1|2—|— [P e 2 dadt < C(X*/ o1 |2e T dadt
Q G

X MR + NG e et

ce qui conclut la preuve du Corollaire 2.2.5. ]

Cela étant, posons maintenant

ou
e%)‘HﬁHLOO(Q) — (=)

HT —t)

alx,t) =71 (2.21)

1
Alors — est borné dans @) car a(x,t) > gy pour un réel g > 0. En remplagant

0
1
e 2 par 2 dans (2.20), il vient

6(277")04

1
| gt + poPytaa < [ St Paoa (222)

+ [ UM+ NG dedr)

1
Comme — est borné dans GG, nous obtenons

92
1
[ gt +leaPydsde < € [ e Pade (2.23)
Q G
+ [ (M + 1N () o).
Considérons

7% = e (2.24)

?

r € [0,2[ étant donné par le Théoreme 2.2.4. Alors nous avons le résultat
suivant :
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Proposition 2.2.6. Supposons (2.8). Alors sous les hypothéses du Corollaire
2.2.5, il existe une constante positive C' telle que quel que soit o = (@1, p2) €
W,
1 2 2 2 2
| gallel +leal)dsdt < O | +Plier = Poafdod (2:25)
+ [ UM + 1N (o))
Preuve. Pour prouver (2.25), nous procédons par compacité-unicité (voir

[41, 40]). Supposons que l'inégalité n’est pas vérifiée, i.e. quel que soit n € N*,
il existe une suite (z,) = ((z1,,, 29, )) de W telle que

1
| gl e

M) dwdt > C’n(/ 73|21, — Pz, |*dwdt
G

+ /Q(|M(zn)|2 +IN(z)P)dad ).

Posons pour i =1, 2,

— Zin,
o
fQ g2 (|21, |2 + |22, [?)dxdt
alors
1 2 9 1/2
( ﬁ(‘¢1n| + [ @2, )d:vdt) —1.
Q
On a donc

1> Cn(/ny2|¢1n — Py, [Pdwdt + /Q(|J\4(¢n)|2 + N (gn)P)dadt ).

Par conséquent si (2.25) n’est pas vrai, alors quel que soit n € N*| il existe
une suite (¢,) = ((¢1,,, ¢2,)) de W telle que

1
| Glon 62, ot = 1, (2.26)
Q

1
/GVQWM — Poy, |Pdadt < - (2.27)

1 1
/ | M (¢,)|*dacdt < —,/ |N(¢)[Pdadt < —. (2.28)

Q n Jg n

Pour tout n € N*, nous avons

1 1 1
/—21P¢1n12d1~dt< 2(/ —2\¢1n|2d;vdt+/ 210, — Poy, [dudt).
c? c? 0
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1
Le terme / §|¢1n|2dxdt est borné selon (2.26) et
G

1 11
/ ﬁlqsln - P¢1n|2d$’dt = ﬁ¥72|¢1n — P¢1n’2dl‘dt
G G

1 1 .
Puisque 72 et — sont bornés dans G, il découle de (2.27) qu'il existe une
g
constante positive C' telle que :

1
/ —|Péy,[*dxdt < C.
o b

Comme de plus P¢;, € K et I est un sous-espace vectoriel de dimension finie
de L*(@), nous en déduisons que

/ | P, |Pdzdt < C. (2.29)
G

Or
/!¢1n\2dxdt< 2(/ \P¢1n|2dxdt+/ 61, —P¢1n|2dq:dt).
a a a

1
En écrivant |¢y, — Py, |> = —7°|d1, — Py, |? et en utilisant (2.27) et (2.29),
il vient

v
/ |61, [2dzdt < C.
G

D’ot1 il existe une sous-suite de (¢y, ), (encore notée (¢1,),) et ¢ € L*(G)
tels que

¢1, — ¢ faiblement dans L?*(G). (2.30)
D’autre part, on a d’apres (2.27),

Y(é1, — Pér,) — 0 fortement dans L*(G),
1
ct puisque [ |61, ~ Por, ot = | W0, = Pon, P,
G G

o1, — P¢y, — 0 fortement dans Lz(G). (2.31)

Au vu de (2.30), nous pouvons conclure a l'existence d'une sous-suite de
(P¢1,)n (encore notée (P, ),) et m € L*(G) tels que

P¢,, — 7 faiblement dans L*(G).
L’opérateur de projection P étant compact de L?(G) dans K,

P¢,, — 7 fortement dans L*(G),
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et ainsi, d’apres (2.31) et (2.30),

¢1, — ™ = ¢ fortement dans L*(G). (2.32)
L’opérateur P étant également continu, on a

P¢1, — P¢; fortement dans L*(G).
Finalement, Pp; = ¢1 et ¢1 € K.

Maintenant, au vu de (2.26),

1
/ ﬁ\qﬁin\zdxdt <1,i=1,2.
Q

1
En tenant compte de la définition de g’ nous en tirons que la suite (¢;, )n, @ =

1,2 est bornée dans L*(Ju, T — u[xQ),Vu > 0. Par extraction de sous-suite,
nous pouvons écrire que

¢, — ¢; faiblement dans L*(Ju, T — pu[xQ),Vu >0, i =1,2.
Ainsi,
¢i, — ¢; dans 2'(Q), i = 1,2.
Comme M et N sont faiblement continus dans 2'(Q), alors

M(¢1,,, ¢a2,) = M(¢1, d2) dans 2'(Q),

N(¢1n7 ¢2n> — N(¢17 ¢2) dans @/(Q)
Or (2.28) implique que

M (¢, ¢a,) — 0 fortement dans L*(Q),

N(¢1,, ¢2,) — 0 fortement dans L*(Q).

Nous en déduisons que M (¢1, ¢2) = N(¢1, ¢2) = 0 dans (). Donc en utilisant
I'hypothese (2.8), il s’ensuit que

¢1 =0 dans G,
et (2.32) peut s’écrire ainsi
¢1,, — 0 fortement dans L2(G).

Etant donné que (¢, ), vérifie (2.23),

1
/Q 75 (|01, 1° + |62, ") dudt — 0,

ce qui est en contradiction avec (2.26). u
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Lemme 2.2.7. Sous les hypotheses de la Proposition 2.2.6, il existe une con-
stante positive C' telle que pour tout ¢ = (p1,p2) € W,

J U@ + Pz + [ Gl + loafdode (2.3)
Q Q
<O( [ M@+ N+ [ o Po i)

Preuve. Nous procédons comme dans [44]. Sur lintervalle de temps

T 317 .. . .
[Z’ Z]’ il existe une constante positive C' telle que
1
g > C.
T 3T
En effet, sur I'intervalle de temps [27 T]
@D egxnﬁnL«mn)__eA6@0‘< G%AHﬁHL««n>(< N8l 16
— 3 _—
L ! tH(T —t) ST -y CF T2’
donc

_ _ (4/3)AH/3HLOO(Q> 16
=e *>e ¢ 72

D’ou pour 2 =1, 2,

ar ar
/4 /(l\goi\)dedt2C/4 /]gpiIdedt.
T Jo'f  Jo
D’apres l'inégalité (2.25), on a
%
o far et <o [ e papia 2sn

[ (M + N (o)),

Soit n une fonction telle que

T
neC=(0,7), 0<n<l, mw=1W€[Qz} f(t) =0

Considérons ¢; € V, i = 1,2 et p € R. Ecrivons pour i = 1,2,

fi(l', t) = n(t)eiptgpi(xa t)?



52 Chapitre 2. Controélabilité simultanée a zéro avec contrainte

alors
Puisque
6 i / — — a 7 .
%) = (00— ()Pl 1) 4 (D) i), 1= 1,2
et A&i(x,t) = n(t)e P Api(z,t), i = 1,2,
on a
0 0
IS A& — (a+p)& —c& = (—ﬂ — Ay — apy — cpa)ne™
ot ot
e,
0 0
_%e Aby — b1 — (d+ p)ea = (=2 — Ay — bpy — dipa)ne ™
ot ot
—1 pae™".

En multipliant les deux relations précédentes par & et & respectivement,
puis en intégrant par parties dans (7, nous trouvons :

1
5/Q|51(0)|2dac+/Q|V§1|2da:dt—/Q(a+p)|§1|2d;z;dt—/ch@dm

:/M(@Ufle_ptdﬂfdt—/77/90151€_ptd9€dt,

1 Q Q

—/ \52(0)\2dx+/ yvg2\2d:cdt—/b§1§2dxdt—/(d+p)|§2\2dxdt
2 Q Q Q Q

:/N(go)nfge_ptd:vdt—/n'gogfge_ptdxdt.
Q Q

En faisant la somme des deux relations précédentes puis en utilisant I'inégalité
de Young, nous obtenons

1
5 (GO + 60 + [ (VG + Vel
- [ @+ plefdeit~ [ @+ pléPdsa
Q Q
< /Q (IM(@)mel + IN(Pngal)e dodt
s [ nllon + allesP)edndt + [ (e + bergo)dadt,
Q Q
K1 2 —2pt 1 2, M2 2 —opt 1 2
< = P _ i P -
< [ (Gimempe sl + BN oo f e
b 1 1
+ [ ol + leaPlnle dede+ 5 [ (Ml + 5 leal?)dode
Q 2 Jg A1

1 2 1 2
+§/Q<>\2|b§1| +A—2|52| )dxdt.
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En appliquant I'inégalité de Poincaré, il résulte des propriétés de n,

1
5 (GO + 0 + [ (VG + Vel
—/ [a+p+ (A1 + A2[b] )]|§1|2dxdt
Q
1/1 ]0]2
/[‘H +2<)\ A1>}|5|d’”dt
< / M ()2 dudt + 12 / IN(p)Pe 2P dzdt
2 Jo 2 Jo
K K
+—/ |V§1|2dxdt+—/ Ve 2t
21 Jq 212 Jq

+/("P1|2 + o P |7 e~ dadt,
Q

ou K est la constante de Poincaré.
En choisissant p tel que :

A1+ Ao||D]13 Lol el
el -2 gy 1L iy
p < —|lal 5 et p < —||d|| 5 >\2+ N\
A1+ Ao||b)|?

1/1 2
(par exemplep:min{—Han— 5 OO’_HdHOO_§</\_2+ Hc)\||100)}_1

convient) et en tenant compte a nouveau des propriétés de 7, il vient

1 K
E/Q(Iél(o)\2 + IOz + (1 - 2—M1> /Q Ve Pdadt
+ (1 — %) /Q V& |Pdrdt < % /Q |M (o) Pe”* dxdt

%
+ &/ |N(¢)|Pe”*P dxdt + C/ /(!@1\2 + o |?)dadt.

K
Au vu de (2.35) et (2.34) et en choisissant i, g > 5> il s’ensuit que

L0 OF + e Pytzit < O [ o= PorPasar (236)

/(|M( )2+ N (¢ dmdt)
Q

ce qui, combiné avec (2.25), acheve la preuve du Lemme 2.2.7. [
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2.3 Existence du controle optimal

Nous commengons par prouver l'existence dune solution au probleme
(2.5)-(2.7). Considérons pour cela la forme bilinéaire symétrique définie sur
W x W par

/ M () M(o)ddt + / N()N(0)dzdt (2.37)
+/ 72(g01 — Py1)(01 — Poy)dxdt,Yp = (1, p2),0 = (01,02) € W.
G

Au vu du Lemme 2.2.7, cette forme bilinéaire est un produit scalaire sur W.
Soit W le complété hilbertien de WV par rapport a la norme

M%wﬁiéMﬂ@ﬁhﬁ+[;NWWmm+[!%w—Pwﬂﬁwt@3&

L’espace W = W est un espace de Hilbert.

Lemme 2.3.1. Reprenons la notation (2.24). Avec les hypothéses (2.8) et
(2.18), supposons de plus que f,g € L*(Q) sont tels que 0f,0g € L*(Q). Pour
tout ¢ = (p1,2) € W, nous définissons la forme linéaire suivante

:/fgoldxdt+/g¢2dxdt+/uocp1(0)dx+/UO@Q(O)dx.
Q Q Q Q

Alors il existe wg = (p1,,92,) € W tel que

/QM(QOQ)M(O’)dlL‘dt + /QN((,D@)N(O’)dIL‘dt
+ /GVQ(QDIG — Pyg1)(01 — Poy)dxdt = /Q(fal + gog)dxdt
+ /Q(uoal((]) +1%05(0))dx, Vo = (01,02) € W.  (2.39)
Preuve. Pour tout ¢ = (¢1, p2) € W, il résulte de I'inégalité (2.33) que :
2@ < [ orkdadt + [ logaldzdt + | 1001001+ [ (01

1
<10 |-
<N0fllz2@ || 51 120 @)

+ ||U0||L2(Q)H%(O)HL?(Q) + HUOHL2(9)||902( M2
1L(0)| < CUI0f 1 2¢) + 109l 22y + N6l 2) + [100]l2@)) Il (2.40)

+10gll|| 5]
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Nous en déduisons que la forme linéaire £ est continue sur W. Par conséquent
d’apres le Théoreme de représentation de Riesz, il existe un unique ¢y =
(14, P2,) € W tel que pour tout o = (0q,0,) € W, on ait

B(@Qa U) = E(U)a

et la preuve du Lemme 2.3.1 est complete. ]

Proposition 2.3.2. Reprenons les hypothéses du Lemme 2.3.1. Soit py 'u-
nique solution de (2.39). Posons

lg = _7(90109@1 - P(Ple)> (2'41)
up = M(ip), (2.42)
vg = N(pg). (2.43)

Alors (vlg, (ug,vg)) est solution du probléeme de controlabilité a zéro avec con-

trainte sur le contréle (2.5)-(2.7).
De plus, il existe une constante positive C' = C(T, ||a, b, ¢, d||s, co,T) telle que,
leollw < CAUIOfIz2@) + 1091122 + Ul 22 + 107 ]l 22(@)) (2.44
luollz2@) < CUI0Fllz2@) + 109llz2@) + 1w llz2@) + 10°]lz2e)), (245
lvallz2) < CUIOS N2 + 109l 2(@ + 1w’ llz2@) + [ z2@), (246
< CU0flz2@) + 109ll2@) + e’ lr2@) + [0°1l2@). (247

Preuve. D’une part, comme @y € W, on alyp € L*(GQ) et up et vy € L*(Q).
D’autre part, Py, étant un élément de K, Iy € K+ et il en est de méme pour

)
)
)
o]l 2(c) )

Ylp. En remplacant (@1, xw — Ppo1), M (pg) et N(pg) respectivement par —ly,
up et vy dans (2.39), nous obtenons

/ up(Lyoy — aoy — cog)dxdt +/ vp(Lyoy — boy — dog)dxdt
Q Q
— / Ylo(o1 — Poy)dxdt = /(fal + goy)dxdt
G Q

+ /(uoal(O) +v°05(0))dx, Vo = (01,05) € W. (2.48)
Q
Il s’ensuit que,

/ue(Laal—aal)dIdt—/vgbaldxdt—/7l901dxdt (2.49)
Q Q G
:/faldxdt+/uoal(0)dx, V(o1,0) € W,
Q Q
—/ugcazd:vdt+/vg(LSUg—dag)dxdt:/gagdxdt, (2.50)
Q Q Q

+/ UO(TQ(O)d.I', V(0,0g) e Ww.
Q
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En particulier pour o1, 09 € 2(Q),

(Loug — aug, 01) 71(Q),2(Q) — (bve, 01)7(@).2@) — (VoXw, 1) 7(Q),2(Q)
= (f,01)9/@),2(Q);
(—cug, 02) 91(Q),2(@) + (Love — dvg, 02) 9(),2(Q) = (9, 02) 7(Q),2(Q)-

Nous en déduisons que

Loug — aug — bvg = f+ vlpx, dans Q, (2.51)
Lovg — cug — dvg = ¢ dans Q. (2.52)
2 2 2 , Oug Ovg
Comme wuy,vg € L*(Q) = L*(0,T; L*(R2)), nous avons d'une part TR €
H10,T; L)), et d’aprés (2.51) et (2.52),
8u9 1 2
Au@ - W — QUg — b’Ug - (f + fVZGXw) €H (07T7 L (Q>)7
Avg = % — cup — dvg — g € H1(0,T; L*(9)),

puisque —aug —bvg — (f +7lgx.) et —cug—dvg— g € L*(Q). Par suite, uy|s, et
0
vg|y existent et appartiennent & H (0, T; Hil/Q(F)),ﬂ

ov ls
et appartiennent & H~1(0,7; H=3/2(I)).
D’autre part, Aug, Avg € L*(0,T; H=2(Q)) et selon (2.51) et (2.52),

Vo .
et — ‘ existent
ov Iz

0

% = Aug + aug + bvg + f +loxw € L*(0,T; H*(Q)),
0

% = Avg + cug + dvg + g € L*(0,T; H2(Q)).

Par conséquent, t +— ug(z,t) et t +— wvp(x,t) sont continues de [0,7] dans
H=1(Q), ce qui signifie que ug(T),ve(T) et ug(0),vp(0) sont bien définis sur
HYQ).

En multipliant (2.51) et (2.52) respectivement par ¢, ¢s € C>°(Q), puis
en intégrant par parties dans @), il vient

(uo(T), 61(1)) r-1(0), 13 — (10(0), $1(0)) -1(0), 11 ()
6ue 8¢1
B <E’ qbl>faf—1<o,T;lar—?‘3’<r>>,Hg<o,T;H%<r>> + {uo, E>H—1(0,T;H—%(r»,H&(o,T;H%(F))

—i—/ ueLz‘]nglda:dt—/ au9¢1dxdt—/ bv9¢1dxdt:/f¢1dxdt+/ Ylgprdadt,
Q Q Q Q G
(2.53)
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(Wo(T), $2(T)) 1), m302) — (Va(0), 92(0)) -1(02), 112 (02)
<6v9 a¢2

+ <Ue, E>H71(O,T;H—%(F)),Hé (o,T;H%(F))

) ¢2> 71(07T;H—%(F)),H5(0,T;H% ()

+/ v Lipadadt — / cugpodrdt — / dvgpadadt = / goadzdt. (2.54)
Q Q Q Q
En particulier pour ¢; tel que ¢;|s, = 0, i = 1,2, on a d’apres (2.49) et (2.50),

(ug(T), 61(T)) 10, m3 (@) — (o(0), 61(0)) -1(), 13 ()

991 0
+ {us, E>H—1(0,T;H—%(r)),Hol(o,T;H%(p)) + /Qu ¢1(0)dz =0, (2.55)

(Wo(T), $2(T)) 1), m32) — (Va(0), 92(0)) m1(02), 112 (02)

I3

0 _
E>H*1(O,T;H*%(F)),Hé(O,T;H%(F)) ™ /QU $2(0)dz =0, (2.56)

+ <’Ua,

ce qui est équivalent a

(wo(T), 62(T)) 11— mm@+éW—W@WWWf
961

+ (up, E>H—1(0,T;H*%(r)),Hg(o,T;H%(r)) =0, (257)
(0T). 62T 30y + [ (= 0a(0))(0)d
0o
0 5y o bonaoatay = 0 (258)

En choisissant successivement ¢; tel que ¢;(T) = ¢;(0) = 0 dans €, puis
¢:(T) = 0 dans Q, pour i = 1,2, nous concluons que

Uy = Ug =0 sur X,
ug(0) = u®, vy(0) =" dans Q,
up(T ) 0, vo(T)=0 dans Q.

Nous en déduisons que (ylg, (ug, vg)) est solution de (2.5)-(2.7).
Maintenant prenons o = ¢, dans (2.39), nous trouvons

HUGH%?(Q) + HUQH%Q(Q) + ||l9||%2(G) = /Q(f%e + g2, )dxdt

—|—/Q(u09019(0)+1)0(p20(0))dm, (2'59)
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ce qui, au vu de la définition de la norme dans W donnée par (2.38), est
équivalent a

ool = /Q (Fory + gay)drdt + /Q (o, (0) + o0, (0))dz.  (2.60)

En procédant de méme que pour (2.40), nous en déduisons que

lealliy < CUI0f 2@ + 1091l 220) + 1W°]l 20y + 10°]| 22(0)) |28 llw,

ce qui peut étre réduit a (2.44).
(2.45)-(2.47) sont des conséquences de (2.59) et (2.44). n

A présent, nous sommes en mesure de formuler le résultat principal de
cette section.

Proposition 2.3.3. Sous les hypotheses de la Proposition 2.3.2, il existe un
unique controle | tel que

1]l 2y = min [[1]| 2 (2.61)
leg

ou & = {l € L*(G); (I, p) vérifie (2.5) — (2.7)}. En outre, il existe une con-
stante positive C' telle que

12y < CU10F 2 @) + 1091l 22(0) + 1W°] L2 + 1001 22(0))- (2.62)

Preuve. La Proposition 2.3.2 garantit que ’ensemble £ est non vide.
Puisque € est un sous-ensemble convexe fermé de L?(G), nous en déduisons
I’existence et I'unicité du controle optimal . [ ]

2.4 Démonstration du Théoréeme 2.1.1

Cette section est consacreée a la preuve du Théoreme 2.1.1. Nous la divi-
sons en trois étapes.
Etape 1 : Soient € > 0 et A I’ensemble défini par

A={{p)il € K 0 = (p1,0) € (L*(Q))%, Lopr — apr — by,
Lops — cp1 — da € L*(Q), ¢ils = 0,¢;(T) = 0 dans Q, i = 1,2,
©1(0) = u” et vo(0) = v° dans Q}.

Pour tout élément ([, ¢) de A, nous définissons la fonctionnelle
Lz 1 2
Je(l, ) = 526 + 5o Lot — aor = b = f = w2

1
+ oo Lows = cpr — dips — g2 (2.63)
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et nous considérons le probleme de controle optimal suivant :
inf{J.(I,0)|(l, ) € A}. (2.64)

Nous montrons que quel que soit € > 0, le probleme (2.64) admet une solution
unique.

En effet, puisque (vlg, (ug,vq)) € A, A # 0. En outre J. étant minorée (par
0), nous en déduisons que inf{J.(l,»); (I,p) € A} = I. existe. Soit (I, vn)n
une suite minimisante de A, alors dng € N, Vn > ny,

1
L < Jo(lnyn) < I+~ (2.65)
n
Or .
]6 < Ja(/ylea (U67U9)) = §||7l9||2L2(G)7
donc d’apres (2.65), il existe C' > 0 telle que J.(l,, 0n) < C’||7l9||%2(G). La
définition (2.63) de J. implique que
lallz2ey < Clivilallzze), (2.66)
[Lopr, — apr, = boz, — [ = laxullze) < CVellVlollize), (2-67)
[Low2, — co1, —dpa, — gllizg) < CVellVblliz).  (2.68)

En combinant (2.66) et (2.67), nous en déduisons que

Lo, — apr, — boa, [l2Q) < [1fllz2@) + Clivlollzz) + CVellvloll z2(@)2-69)
| Lo, — cp1, — doa, |2 < 9ll22@) + CVelVlol 12(6§2.70)

Il résulte de (2.66) qu’il existe une sous-suite de (I,,) (que l'on note (I,)) et
I. € L*(G) tels que

l, — I. faiblement dans L*(G), (2.71)

et de plus I. € K+ qui est un sous-espace vectoriel fermé de L?(G). Comme
(In,on) € A, on a (p;,) € C([0,T); L*(Q)) N L*(0,T; HY(Q)), i = 1,2 et selon
(2.69), (2.70) et les propriétés de I'équation de la chaleur, nous pouvons écrire :

(28 HL%O,T;H&(Q)) <C. (2.72)

Donc en prenant en compte (2.69),(2.70) et (2.72), il existe des sous-suites

de (p;,) (encore notées (p;,)), ¢i. € L*(0,T; HY(R)),i = 1,2, u € L*(Q) et
¢ € L*(Q) tels que

Lop1, — ap1, —bpy, — p faiblement dans L*(Q), (2.73)

Lops, — cp1, —dpy, — & faiblement dans L*(Q), (2.74)

¢Yni — ;. faiblement dans L*(0,T; Hy(S2)). (2.75)
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Or pour tout ¢ € Z(Q), on a

(Lor, — a1, — bpa,; 9)2(Q).2@) = (1., Lod — ad)9@),2(0)
—(92.,b9)7(Q),2(0)
(Logz, — cp1, — dp2,, ) 7(@),2(Q) = (P2, Lo® — dd) 7(@),2(0)
— (P11 ) 7/(Q),2(Q)-

En passant a la limite n — 400 dans cette derniere égalité, il vient

(1., Ly¢ — ad) o @y2@) — (#2.,b9) 7(0),2(0)
(Lowr. — ap1. — b, §) 91(Q),2(Q):

& Dr@a@ = (P, Lid — dd) @2 — (1., cd)2(Q)2@)
(Lopa. — cp1. — dpa., 9) 7(Q),2(Q)-

(1, D)@ 2@ =

Ainsi g = Lop1, — ap1, — bpa, et &€ = Lops, — cp1. — dips, dans Q et (2.73) et
(2.74) peuvent s’écrire sous la forme :

Loy, — apy, — bps, — Lop1, — a1, — bps, faiblement dans L*(Q]2.76)
Lopa, — cp1, — dps, — Lopa, — cp1, — dps, faiblement dans L?(Q)2.77)

Maintenant soit ¢ € C=(Q) tel que ¢|s = 0. En appliquant la formule de
Green, nous trouvons

/(Logz)ln — apy, — by, )pdrdt = — / ué(0)dx
Q

Q

+/ o1, (Lo — ad)dxdt — / o, bpdxdt,

Q Q

/(Locpgn — Cpp1 — dpo, )odrdt = — / UOQS(O)dm
Q Q

4 / o, (Lo — do)dadt — / oo codudt,
Q@ Q

Au vu de (2.75)-(2.77), nous pouvons passer a la limite n — +o0o0 dans les
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deux relations précédentes :
/(L09015 — a1, — by, )pdadt
Q
=— / u’p(0)dx + / 1. (Lyp — ag)dxdt — / o, bpdxdt
Q Q Q
_ / u06(0)d — / o1, (T)O(T)d + / o1, (0)6(0)de
Q Q Q
_ /E @15%&%& + /Q(LocplE — api, — bps, )pdxdt,
[ (topa. = cor. — dpu)odaat
Q
=— / 2o (0)dx + / o (Lyp — do)dzdt — / 1. codadt
Q Q Q
—— [0z~ [ en(DoT)dn+ [ pr. @000
Q Q Q

0
— / @25—¢df‘dt + / (Lotpa, — cp1. — dps_ )pdadt.
= Q

v
D’ou,
00
0) — u®)p(0)dx — T)o(T)dx — —dl'dt =0
[ 1.0 = wyot0)ds = [ o (ot — [ o5 drar~o,
00

[ 2000 =)00)da = [ o (TyoiTIs = [ o Goarar o,

Vo € C(Q) tel que ¢|sx = 0.

En choisissant successivement ¢ tel que ¢(0) = ¢(T") = 0 dans €, puis ¢(T") =
0 dans €2, on a que p;_, i = 1,2 vérifie

1. =2, =0 sur X,
1. (0) =0, . (0)=+° dans Q. (278)
¢1.(T) = 2. (T) =0 dans Q.

Par conséquent (I, (p1.,p2.)) € A. J. étant semi-continue inférieurement,

Jelle; (1.5 p2.)) < liminf J. (L, on) = Lo
Ainsi J.(Ic, (¢1.,2.)) = I.; unicité est une conséquence de la stricte con-
vexité de J. et de la convexité de A.
Etape 2 : Nous donnons le systeme d’optimalité qui caractérise la solution
du probleme de minimisation (2.64).
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Posons . = (¢1.,¢2.). Les conditions d’optimalité d’Euler-Lagrange sont
données par

%Ja(za + M, 0:)|am0 = 0, VI € K, (2.79)
d
Jo(ley 0c + Ap)|am0 = 0, Yoo = (1, 92) € (L*(Q))? (2.80)

dx
tel que @;|xs =0 et ¢;(0) = p;(T) =0 dans Q,i =1, 2.

Apres calcul, nous obtenons,

1
/ lldzdt — - / (Lopr. — apr, —bpa, — f — lxw)Ixwdzdt =0,  (2.81)
e Q

vl e K+,

1
B / (Lop1, — ap1, — bps. — f — loxw) (Lopr — apr — bpg)dadt (2.82)
Q

1
+2 / (Lo, — cpr. — dps. — g)(Lops — cp1 — dipa)dwdt = 0,
Q

Vo = (p1,02) € (L2(Q))? tel que @]z = 0,9;(0) = ¢;(T) = 0 dans Q, i =
1, 2. Posons

M. = é(Losﬁlg —apr, —bps, — [ —loxw), M. = é(Los% —cp1, —dps. — g).
Alors 1, n2. € L*(Q), et

Lopr. —apr, —bpa, = f+l-xutem, et Lops, —cp1. —dps, = g+en, dans Q,
ce qui, en plus de (2.78), donne

Lopi. —apr, —bps. = f+1l.xw +em.  dans Q,

Lops. — cp1. —dpa. =g+ en. dans @),
1. = 2. =0 sur X, (2.83)

©1.(0) = u’, ©,,(0) =" dans 2,

¢1.(T) = p2.(T) =0 dans Q.

1 1
En remplagant E(Loﬂpls —apr, —bps, — f—loxw) et E(LOSOZE —cp1, —dipa, —g)
respectivement par 7y, et 7y, dans (2.81) et (2.82), il s’ensuit que

/ lldxdt — / . lxedrdt =0, VI € K+, (2.84)
G Q

/ M. (Lopr — apy — bps)dxdt + / N2, (Lops — cp1 — dpso)dxdt =0, (2.85)
Q Q
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Vo = (p1,02) € (L3(Q))? tel que ¢ilz = 0,0;(0) = ¢i(T) = 0 dans Q, i =
1,2.

La relation (2.84) est équivalente a /(lg — m)ldzdt = 0,Vl € K+, d’'ou

G
le — m.Xw € K. Nous en déduisons que l. — n1_Xw = P(l: — n1.), et comme
I. € K*, nous pouvons écrire I, = ;. xw — P11,
Nous tirons de la relation (2.85) que

/ m. (Lop1 — apy)dxdt — / ne.cordxdt = 0, V(p1,0) € (LZ(Q))2
Q Q
tel que ¢1|x =0 et v1(0) = ¢1(T") = 0 dans (2,
— [ mbpadadt + [ (Lues = de)dndt = 0,0,) € (L2Q)
Q Q

tel que |y = 0 et po(0) = ¢o(T") = 0 dans Q.

Les relations précédentes sont vraies en particulier pour (p1,0) € (2(Q))? et

(0,¢2) € (2(Q))?,

(Lom. — am. — cnas, 01) 91(Q),2(@) = 0,
(Lonz. — bm, — dna., 02) 2(@),2(Q) = 0.

Done, en posant 7. = (1., 7.) :

M(n.) = 0 dans @, (2.86)
N(n.) =0 dans Q. (2.87)

Puisque M(n.) et N(n.) € L*Q) et que . € (L*Q))? nous pou-
on;
vons définir comme en p. 56, ;.| dans H~(0,T; H-Y/*(I)), %
vz
H=Y0,T; H-3/*(T")), 1:.(0) et n;.(T) dans H~*(Q), i = 1,2.
Nous multiplions (2.86) et (2.87) respectivement par ¢; € C®(Q) et ¢y €
C*(Q), puis nous intégrons par parties dans @ :

dans

—(m.(T), 91(T)) ()12 + (11.(0), 01(0)) 5-1(0), 12 ()

67715
< ) ¢1> *1(0,T;H_% (1), H} (O,T;H% I))
(%1
+<77157 E>H_1(0’T7H*% ('), H} (O,T,H% ()

—f-/ 7715L0¢1d$dt — / (CWhE + Cngg)qﬁldl’dt = 0,
Q Q
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—(12.(T), 92(T)) 12,1 (2) + (12.(0), 92(0)) 5-1(0), 112 ()
_<%

ov ) ¢2>H*1(0,T;H_% (F)),Hé((),T;H% I))

I¢a

+ (7725, E>H_1(0,T,H*% (I),H} (O,T,H% I)

+/ T]QELogZSle’dt — / (b?’]ls + d’f]gg)qﬁgdl’dt = 0.
Q Q

En choisissant ¢; tel que ¢;|s = 0 et ¢;(0) = ¢;(T)) = 0 dans Q, i = 1,2, puis
en additionnant les résultats, nous obtenons

991

<771g7 5>H—1(0’T7H*%(F)),H&(O,T,H%(F))

99,

Ov >H*1 (0,7,H™ 3 (1)), HE (0,1, H 2 (I"))

+ / M. (Lo — apy — boo)dxdt + / M. (Lops — ¢y — dopy)dxdt = 0.
Q Q

+ <7725 )

Or (2.85) implique que :

991

<7715 - >H—1(0,T7H_% (1), H} (0,T7H% )

I¢a

0 0 oy o o)
pour toute fonction ¢; telle que ¢;|s; = 0, ¢;(0) = ¢;(T) = 0 dans 2, i = 1,2,

=0,

et nous concluons que 7;_|s =0, i =1,2.

En résumé, nous avons démontré que (I, p.) résout le probleme (2.64) ssi
il existe une fonction 7. = (n1.,72.) telle que le triplet (I, ., n.) vérifie le
systeme d’optimalité suivant

le =m.Xw — P, (2.88)

Lop1, —ap1, —bpa. = [+Ilx,+em, dansQ,

Lops. — cp1. —dpa. = g+em, dans @),
o, =@, = 0 sur Y, (2.89)

©1.(0) = u’, 2. (0) = 2° dans €2,

1.(T) = 2. (T) = 0 dans €,

M(p) = 0 dansQ,
N(n.) = 0 dansQ, (2.90)
m. =1n. = 0 sur .
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Etape 3 : Nous établissons des estimations utiles et nous achevons la

preuve du théoreme.
Nous tirons de (2.66)-(2.68),(2.71),(2.76) et (2.77), les résultats suivants

Ilellz2 @) < Cllvlollz2(e, (2.91)
| Lor. — apr. — bpa. — (f + lexw) | 22(0) < CVElVo| 12(6) (2.92)
| Loa. — c1. — dpa. — gllr2(0) < CVelVioll ) (2.93)

Les relations (2.92) et (2.93), et le fait que . soit solution de (2.89) entrainent
que

NN

H@eH(m(o,T;Hg(Q)))z <C. (2.94)
Au vu de (2.88) et (2.91), il vient

M. X0 — P2y < Clvlel| 2), (2.95)

et puisque 7. résout (2.90),

7w < Cllvlell 2(c)- (2.96)

Maintenant en appliquant (2.25) a .,

< Ol r2()-

|5
0"l 20

t1€
e_
0

1 1
< a w P H_ w
He(msx M) © + | gmex

1
Comme H aPms
L>(@Q), alors

L2(G) L2 L2(G)

< Oyl .
) S 1710l z2(c)

1
—P
| 5P

Py, étant un élément de K qui est un sous-espace vectoriel de L*(G), de
dimension finie, nous en déduisons que

1Pm.z26) < Cllisll z2c): (2.97)
Il découle a nouveau de (2.95),

Imellz2) < Clivlellzze): (2.98)
Par extraction de sous-suites, on a selon (2.91), (2.94), (2.96)-(2.98),

I. — [ faiblement dans L*(G), (2.99)
@i, — @ faiblement dans L*(0,T, Hy(2)), i = 1,2, (2.100)
n;,. — 7; faiblement dans V) i = 1, 2, (2.101)
Py, — © faiblement dans L*(G), (2.102)
m. — 7 faiblement dans L*(G), (2.103)
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et doncl € K* et v € K.
L’injection de L2(0, T, H}(2)) dans L*(Q) étant compacte, (I, (@1, o)) vérifie
le probleme de controlabilité a zéro avec contrainte sur le controle (2.5)-(2.7).
Nous savons, en nous basant sur la Proposition 2.3.3, qu’il existe un unique
controle [ de norme minimale dans L%(G), tel que le probleme (2.5)-(2.7) soit
vrai. D’ou

SNl < 32

o MiL2(@) = oML (@)

Soit ¢ = (1, P2) la solution de (2.6) correspondant & I; il vient

0D ) R R -
%‘A%—a@l—b%:f‘f‘b@ dans @,
o
% — Ay — epy — dpy = g dans Q.

(I, @) étant I’élément réalisant le minimum de (2.64),
1 2 (AN 1 2~ 2
el < 1) < 10.2) = L
Or selon (2.99), nous pouvons également écrire :
1.~ .1
§||l||%2(c) < llgglf§||ls||i2(c),

et nous concluons que [ = I.
D’autre part, n. vérifiant (2.90), il résulte de (2.101) que,

M(,m2) = 0 dans @,
N(ﬁl, 772) = 0 dans Q, (2104)
7~]1 = ﬁg = 0 sur .

De plus, (2.95) implique que
M. Xw — P, — ¢ faiblement dans L?*(G), (2.105)

donc ¢ € K1, et au vu de (2.102) et (2.103), 7y = © + <. Finalement © = Pij
et
M. Xw — P, — 1 — P, faiblement dans L*(G), (2.106)

ce qui établit le Théoreme 2.1.1.
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Dans cette partie, nous étudions la controlabilité a zéro d'un systeme
parabolique non local. Nous considérons un systeme en cascade de deux
équations paraboliques couplées. Dans un premier temps, nous démontrons
la controlabilité a zéro pour un systeme linéaire similaire, en utilisant une
inégalité d’observabilité que nous établissons au préalable. Le résultat princi-
pal est alors basé sur un théoreme de point fixe.

3.1 Notations et introduction

Introduisons les notations suivantes ([23, 37]). Notons C°(€2) I'ensemble
des fonctions définies et continues sur 2, et C'(Q) (I € N) Pensemble suivant :

CY Q) = {u: Q — R pour tout a € NV |a| <1, D% € C°(Q)}.

Pour k €]0,1[ et u € C°(Q), nous définissons la quantité

[u(@,t) —ula,t)| |, t) — ul, )]

|$—ZL‘/|'{ |t_t/|/{/2

[ ]n K/2 — Sup
ac;é:v

~+ 0]
ol 2
T

Puis nous considérons 1’espace
(@) = {u € C°@) : ulunsz < o0,
qui est un espace de Banach avec la norme naturelle

| |/@/§/2Q HU’HLOO + {u]m,n/%

ainsi que 'espace de Banach défini par

@) = {ue @) g € @

u(x,t x,t
sp A=y
e} |t — 1|z
t#t
dont la norme sera notée |.|, . Lk g
Enfin soient les espaces
0z

Z = {z e L0, T, LX(Q)) : &

5 € L7(.T: L2<Q>>},

dp
ot

X = {(k, () - k € C2(@ x [0, 7)), (u,0) € (01+~ 1 @))2}.

W(0,T) = {p e L2(0, T; HL(Q));
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Considérons le systeme suivant d’équations paraboliques non locales :

(
%—A tu—au—bv = f+ky, dansQ@,
i Atyw—cu—dv =g dans @, (3.1)
u=v =0 sur 2J,
uw(0) =u®, v(0) =" dans Q,

\

ot f,g € L*(Q), u’,v° € L*(Q), a,b,c,d € L=(Q), k € L*(G) représente la
fonction controle et

o 9*w
Altyw =) Bij(w(t), t) 5 ——. (3.2)
ij=1 v

Les fonctions Bj; : L*(Q) x [0,7] — R sont données pour tous i,j €
{1,..., No}. Nous retrouvons le méme opérateur non local A(t) dans [18] ou
les auteurs analysent la controlabilité a zéro d’une équation parabolique non
linéaire. Un résultat d’existence et d’unicité de la solution d’une telle équation
est également rappelé dans cet article. Une démonstration détaillée de ce
résultat est donnée dans [11]. M. Chipot et al. se sont penchés sur les ques-
tions d’existence, d’unicité et du comportement asymptotique des solutions de
problemes paraboliques de type non local, nous pouvons citer [9, 50, 12, 10].
Pour notre étude, nous utiliserons les hypothéeses suivantes. Supposons que
pour tous i,j € {1,..., No},

By; = By, (33)
— 00 < g < By < i < +o0. (3.4)
En outre pour chaque 7,7 € {1,..., Ny}, B;; est une fonction continue et

globalement lipschitzienne dans LQ(Q) x [0, 77 i.e. il existe une constante L > 0
telle que quels que soient (z,1), (y,s) € L?(Q) x [0, T,

|Bij(2,t) = Bij(y, )| < L(ll2 = yllr2@) + [t — ). (3.5)

Enfin, supposons qu’il existe une constante oy > 0 telle que quelque soit
z € L3(Q), p.p. en t €]0,T[ et quelque soit ¢ € RNo,

No
> Bij(z,1)¢i6; > aolo|. (3.6)
ij=1

Sous les hypotheses ci-dessus sur B;; et en supposant que les quantités

llall @) et ||d]|z=(q) sont suffisamment petites, pour k € L*(G), il existe
une unique solution (u, v) au systeme (3.1) dans

(L0, 75 Hy () N C([0, T]; LA(2)))”.
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Nous renvoyons a I’Annexe C ou l'existence de solutions pour une équation
parabolique non locale est démontrée.

Dans cette partie, nous étudions la controlabilité a zéro du systeme (3.1)
i.e. quels que soient f,g € L*(Q), a,b,c,d € L=(Q) et u°,v° € L*(Q), nous
cherchons un controle k € L*(G) tel que la solution (u,v) de (3.1) vérifie

u(T) =v(T) =0 dans Q. (3.7)

3.2 Systeme linéaire

Soit 7' > 0. Nous allons prouver la controlabilité a zéro du systeme linéaire
associé¢ a (3.1). Notons que pour tout z fixé dans Z, la fonction ¢ — B;;(z2(t),1)
est presque partout différentiable et puisque

By (a(0)1) = 25 (a(01,0) (1) + L (), ),

on a d’apres I'hypothese (3.5),

1B (2(t), )| o0,y < ( H

1<14,j < N
Lo°(0,T5L2( )))’ bJ 0

Ainsi

0z
m(2) = max|By;(=(®), t)llz=.m) L T PR

La controlabilité a zéro du systeme linéaire associé a (3.1) peut étre for-
mulée ainsi : quels que soient z = (21,22) € Z X Z, B;j(z1(t),t), Bij(22(t),1)
€ L>(0,T), a,b,c,d € L>(Q), f,g € L*(Q) et u®,v° € L*(), trouver un
controle

ke L*(G) (3.8)
tel que la solution (u,v) du systéme linéaire suivant
(
%—B (t;z1)u —au—bv = f+ky, dans@Q,
ST B(t;z)v—cu—dv =g dans Q, (3.9)
u=v =0 sur X,
\ w(0) =u’, v(0) =" dans Q,
vérifie
u(T) =v(T) =0 dans €, (3.10)
ol
82w
B(t; = Bi;(y
Y = Z i (93:1851;]

2,j=1
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3.3 Inégalité d’observabilité

Nous prouvons dans cette section une inégalité d’observabilité,
conséquence d’'une inégalité de Carleman. Nous commencons par rappeler une
inégalité de Carleman globale, que vérifient les solutions du systeme suivant

%—Z; + B(t;2)w = f dans @,

w =0 sur, (3.11)

w(T) =wr dans Q.
Soit w’ un sous-domaine de w vérifiant w’ € w.

Lemme 3.3.1. II existe une fonction 3 € C*(Q) vérifiant

f(x) >0 Ve Q,
=0 Vxel,
VB(z)| >0 VoeQ\uw.

Nous devons ce résultat a Fursikov et Imanuvilov ([20]). Cela étant, quel
que soit A € R, définissons

(@)
plz,t) = T —1)
e2AMBllLoo @) — pAB(@)

pour (z,t) € Q.
Remarque 3.3.2. Notons en particulier que p > %.
A présent, nous pouvons énoncer 'inégalité de Carleman globale.

Théoréeme 3.3.3 ([18], Théoreme 2.1 p. 109). Il existe 79 > 0, Ao > 0 et une
constante positive Cy tels que pour T = 79, X = o, pour tout f € L*(Q) et
wy € L*(Q), la solution associée de (3.11) vérifie l'inégalité

dwz < 9w
—2\« -1 el
/Qe 00 (|5 +Z’axiaxj
i,7=1
T
<G ( / =29 f12ddt + / / 6_2A0‘7'4()\p)3|w|2dxdt). (3.12)
Q 0 w’

De plus, Cy et 19 dépendent uniquement de ), w, po, py1 et ag, et N\g peut étre
choisi de la forme

2
> + A2p|Vw|* + 74(/\p)3|w|2] dxdt

o = 0o(T + T?) + oym(2)T?

ou oy et o, dépendent uniquement de €, w, o, p1 et ag.
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Nous introduisons maintenant, pour tout z = (21, 22) € Zx Z, les notations

suivantes :
.

V = {peC®Q);ypls =0},

W = VxV,
M(p,0) = _8_g; — B(t; 21)p — ap — co, (3.13)
N(SO7 ) - _a_j_B(t,ZQ)O'—bgp—do'

Etant donnés A et 7 par le Théoreme 3.3.3, considérons comme dans [27], la
fonctionnelle

2
) + A2 p|Vw|*+

Z ‘ (%189@‘]

7A(Ap)3huﬁ]dxdt
D’autre part, posons
lla; b, ¢, dllz, = llalls + 1Bl1% + llells + dll2
ol [[floe = [I-lz(@)-

Lemme 3.3.4. Soit Cy la constante donnée par le Théoreme 3.3.3. Quels
3/2

que soient A\ = Ao et T = 1 = (%) (4Co> |a, b, c, d||OO , on a pour tout

= (p1,p2) EW

o) + 16 < Co(2 | UM + NP

T
+#ﬁ/‘/a”%mwﬁ+mﬁmmﬁ.am)
0 w’

Preuve. Soit ¢ = (1, p2) € W. Nous appliquons (3.12) a chaque ¢;, i =
1,2, puis nous faisons la somme des résultats, nous en déduisons la relation
suivante :

8901
ot

(3.15)

+ B(t; 21)901)2

I(p1) + I(p2) < CO[/QB—Q,\Q<
Op2

+ E + B(t ZQ)QDQ

2
)m&+/(/e”%%mWWﬁ+Wﬁmm4
0 w’
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Le premier terme du membre de droite de (3.15) est majoré par :

s

_ / (M () + apr + epal? + IN(9) + by + dips|2)dadt
Q

&Pl
ot

+ B(t; 21 901‘ +‘ 2 + B(t; 22)@2‘ >da:dt

< Q/QG‘”‘“(UW(%D)I2 + |apr + ca? + [N(9)|? + by + dps|*)dudt
<2 /Q DM () + [N ()] dudt
+4/6262Aa(1a¢1|2+ |2 + b |? + |dips|2) dadt
<2 /Q DM () + [N () dadt
ttabedl [ Pl +eafdsr

Q

Nous reportons dans (3.15), alors nous obtenons :
o) + 1(en) < Co(2 [ P (MP + N () dadt
Q

tabedl [ Pl + o)t
Q

T
[ [ ePertnal + leaf)dadt). (316)
0 w’
Nous voulons que le terme 4Cyl|a, b, ¢, ngo/ 22 (o1 | + 2| ?)dxdt soit ab-
Q

sorbé par le terme 74)\? / PP (|1 |2+ |pa|?)drdt dans le membre de gauche
Q
de (3.16), i.e. 4Cylla,b,c, d||%, < 7*(Ap)®. Puisque p > = et )\ Ao, il suffit
3 3/2
que 4Co||a, b, ¢, d||?, < 74/\3<%> JleT =21 = (%) <4Co> lla, b, c, d|| 2.
Nous en déduisons (3.14). n

Nous transformons 'inégalité (3.14) en y insérant une fonction poids. Pour
cela, supposons que A > max{\g, 1} et posons

(—1+N)a
9 = 63_
Pl
1 32(1-)) (1 1 .
On a donc 2= pPe?=Ma et nous en déduisons que 3 est une fonction
—2a
e
positive et bornée dans Q. En remplacant p*e~2** par dans (3.14), il

192
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vient en particulier

e—2a

6—204
T4A3/ 5 (1] + [ipol)dadt < Co<2/ (M@ + N (o)) dudt
Q QP

T 6*20{
+T4)\3/0 // 92 <|901’2+|902|2)dxdt>,

Puis en divisant par 7*\?, nous obtenons

—2a

—2a
€ 2 2 € 2 2
| Gl ezt < (2 | o M)+ ()t

192
T 6—201 ) )
w [ ] Sl + loalduar).
1

sont bornés dans ), on a

En utilisant le fait ! i 1 ———
n utilisant le fait que — mais aussi
! 9 P3TAN3

672a o
[ Gt s leaytnae < O [ 0 + o) P

T
n / / B (lpaf? + ol )dodt),  (3.17)
0 w’

ou C' = C(Q,w, o, pt1, g, T, 11).

Théoreme 3.3.5. Avec les hypothéses du Lemme 3.3.4, supposons de plus
que
il existe une constante ¢y > 0 et un domaine w,. tels que

we €w et |c| = ¢y dans w.x]0,Ty| pour Ty > 0. (3.18)

Alors pour tout r € [0,2[, il existe une constante C = C(po, 11, No, o, (o,
la, b, ¢,d|los, [|Bll (), T) telle que pour tout ¢ = (o1, p2) € W

T
/ / (Jo1]? + [p2]?) e **dawdt < C’(/ 1 [Pe " dxdt
0 w’ G
+ [QMP + N )e > dadt) (3,19
Q

pour tout w' tel que W' € w. € w.

Les détails de la preuve du Théoreme 3.3.5 figurent dans 1’Annexe E.
Nous allons maintenant combiner les inégalités (3.17) et (3.19). Nous obtenons

67204
[ Gt lesydaar < O [ P + N (o) o

+/ ]cpl\ze’mdxdt» (3.20)
¢
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avec C' = C(, w, 11, fto, p1, No, co, o, ||a, b, ¢, d|| o, || B Lo (), T'). Posons

1 —2«

alors
1 —ik
/Q@<|901|2+|¢2|2)d:cdt< O(/Qe (M ()* + IN(p)[*)dud
+/ |<P1|26_mdxdt>
G
<C(/Q(|M(s0)|2+|N(<p)|2)dﬂcolt+/Glsollzcla:dt). (3.22)

Théoréme 3.3.6. Reprenons la notation (3.21). Sous les hy-
potheses du Théoréeme 3.3.5, il existe une constante positive C =
C(Q,w, 71, o, ft1, No, co, @, || Bl @)s [|a,b, ¢, d||, T, K, Xo) telle que pour
tout p = (p1,2) €W, on ait :

L1 OF ey + [ Gl + el @29

<O [ QMR + NPt + | o)

Preuve. Nous procédons comme dans [43]. Sur lintervalle de temps

T 3T
[Z’ I]’ il existe une constante positive C; = 16 \e*MPlz=@ telle que
01—2 > ;—26_201”2.
3T
En effet, sur 'intervalle [Z’ T]’ on a
alx,t) = < 7
t(T —1t) S OHT —t) T2
donc ;
1 3 —ona < & gl pe
2 = P€ Z e ,
62 T6
D’ou

3T/4

1 43
/Q@—g(|801|2 + o |} dxdt > ﬁe—mm/

/ (or? + o) dedt. (3.24)
/4 Ja
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Soit 1 une fonction telle que

T
neC™(0,T)), 0<n<1, nt)=1Vte [0, Z}, n(t) =0

Vit € [%f 71
Soit p; € V, i =1,2 et p € R. Ecrivons pour ¢ = 1, 2,
fl(t) = U(t)ept%(% t)’
alors
E(T) =0, &(0)=pi(z,0)et &y =0,i=1,2. (3.25)
On a
0 By
L Bl 2) — a6s — o = — (1 (D1 + 00 T + (i) )wt
—n(t)e” B(t; z1) 1 — an(t)e’ oy — en(t)e”
:mmmww—ﬁwww—m@w%,
donc
0
~ Bt 2)6 — (0 p) — & = e M(g) — 1/ (1)
et de méme
%2 Bt ) b~ (d- D)6 = (O N() — (e

Nous multiplions les deux relations précédentes par &; et & respectivement,
puis n%us 1nC‘Eegrons dans7, nous trouvons

__/ —(|&1)?)dz — §1B(t§21)§1d$—/(G_p)’fl‘2d$_/Cglg?dx
Q Q f
= [ e st - [ e,

14 ¢
. /: e — [ @Bt tds — [ dagads — [ (d=p)leaPds

=/ﬁ®WN@mM—/#®Wm@m
Q Q

¢
/ GaB(t o 61OZI_/ o ZB” all axlaicjdx

2,7=1

_ Z / (2 351 0§ %,
i (21 8@ Oz,

i,j=1

< —aq / Ve 2dz,
Q
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et de méme

L/fﬂ%mzﬁ&ﬂxSS—ag/IV&Vd%
Q Q

donc

d
;A@@ w+%/WQMw/%@m—/w p)lealda
< / 01" N ()addi — / o (On(0) e oo d.

Q

En utilisant I'inégalité de Young, il vient

1 d
-5 [ GaPde +ao [ 19aPds - [ (@ pigPis

1 1 1

-5 6P +lceaPyin < 5 [ (mnM P + 6 ) do
- [ dmeriopas,

-3 | Glelias+ a0 [ Vel =3 [ (e + 1P

- [a=plePie <5 [ (NP + 6P
- [ mer i

En faisant la somme des deux relations précédentes, nous obtenons

1

1 [d d
-3 | GlaPis =5 [ SlaPs+an [(9aP + VP

- [ (a=pr 50 pR)aPde = [ (4=p+ 50+10P))

1 1
3 J, M@t g [ NP
Q

<
2
1 1 1
~ [ Ziea ~16%d
+2/Q 1\51\ $+2/V2|§2| x

- / o (On(t) o P — / o (Ot oo de.
Q Q

Choisissons p tel que :

1 1
S+ 16l (@)); ldll (@) + 5(1 + ||C||L°°(Q))}- Alors en

p = maX{||a||Loo(Q) + 5
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intégrant entre 0 et T" et en appliquant I'inégalité de Poincaré, on a
1 2 2 K 2
5 [ (6O)F +180))dr + [ (a0 = 5—)IVé *dadt
Q Q "
K
—I—/ (ao - —>|V§2|2dxdt < ﬂ/ |M ()2 dxdt
Q 27/2 2 Q

1%
+ 2 [ IN@Perdsdt+ [ O™ (o + loaf)dadt,
Q Q

ou K est la constante de Poincaré.

D’ou en choisissant v; > 2o i = 1,2, il résulte de (3.25) et des propriétés de
Qo

la fonction 7,

1

1%
5/(|901(0)12+|s02(0)\2)dx < 51/ | M () [2e* dxdt
Q Q

37/4
v
+ 2 [IN@Perdoits [ ] i@ ol +ea)dur
Q T/4 Q
Par conséquent d’apres (3.24),
1

3 (1O + a0y < O [ M + N

T6 1 ) ,
+ oo Q@(Isoll + |l )dxdt),

ou C' = C(K, ap). La relation (3.23) est une conséquence de (3.22). n

3.4 Controlabilité a zéro du systeme linéaire

Nous commencons par prouver l’existence d’un controle optimal, solution
du probleme couplé de controlabilité a zéro (3.8)-(3.10). Pour cela, considérons
la forme bilinéaire symétrique définie sur WW x W par

B(go,a):/QM(go)M(a)dxdt—k/QN(cp)N(a)dxdt—i—/Ggolaldxdt,

vgp - (9017902)70— - <01702) cWw.

La forme bilinéaire B(., .) est symétrique positive et, au vu de I'inégalité (3.22),
définie. Nous en déduisons que cette forme bilinéaire est un produit scalaire
sur W. Soit W = W le complété hilbertien de W par rapport a la norme

||90||124/:B(90:90):/Q|M(80)|2d95dt+/Q|N(‘P)|2d$dt+/G|901|2d$dt- (3.26)
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Lemme 3.4.1. Considérons (3.21). Avec Uhypothése (3.18), supposons que
f,9 € L*(Q) sont tels que 0f,0g € L*(Q). Pour tout o = (01,09) € W, nous
définissons la forme linéaire suivante

L(o) :/faldxdt—l—/gagdxdt—l—/uoal(O)dx—i-/UOaQ(O)dx_
Q@ Q Q

Q

Alors pour tout z = (21,29) € Z X Z, il existe o = pg(2) = (1,(2), 2,(2))
e W tel que

/QM(gpg)M(a)dxdt—l-/QN(gOQ)N(U)da:dth/Ggoleoldxdt

= / (for + goa)dzdt + /(uoal(O) +0°05(0))dz, Yo = (01,09) € w. (3.27)
Q Q

Preuve. Pour tout o = (01,09) € W, il résulte de 'inégalité de Cauchy-
Schwarz et de 'inégalité (3.23), que

1
+ 109l 2(@|| 5

1
L(o)| < ||0F]|z2 H—a
£ < 16F |5 ., o

+ 14l 2@ o1 (0) |20y + 1001 2@ lo2(0)]] 220
< CUl0fllz@llollw + 1109l 2@ llollw + u’ll 22wl llw
+ 1002 @ o llw)
1£(0)] < C(10f |20 + 1091l 2@) + 4’2 + 10l 2@) o llw.  (3.28)

Nous en déduisons que la forme linéaire £ est continue sur W. Par conséquent,
d’apres le Théoreme de représentation de Riesz, il existe un unique ¢y =
(14, P2,) € W tel que pour tout o = (01,02) € W, on ait

B(‘Pea U) = 'C(U)v

ce qui acheve la preuve du Lemme 3.4.1. ]

Proposition 3.4.2. Pour tout z = (21, 20) € Z X Z, soit py l'unique solution
de (3.27). Posons

kG = —P1p Xw> (329)
ug = M(ipp), (3.30)

Alors sous les hypothéses du Lemme 3.4.1, (kg, (ug,vg)) est solution du
probléme de controlabilité a zéro (3.8)-(5.10).
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De plus, il existe une constante positive C = C(§,w, 1, po, 41, No, Co, o,
lla,b, ¢, d||o, || B]| L), T5 K, Xo) telle que,

lpallw < CUI0F 1220 + 109/l r2(@) + 14l z20) + 10°[l22()),  (3:32)
luollz2@) < CUIOfllz2i@) + 109l 2@ + 42 + 07 22),  (3.33)
lvollz2(@) < CUIOF I 220 + 1109ll22(@) + 10 [lz20) + 100l 22()),  (334)
Hk‘e\lm(c) < C(10f12@) + 109/l 2) + 16’220 + 10l r2())- (3:35)

Preuve. Puisque @y € W, on a ky € L*(G) et ug,vp € L*(Q). En rem-
plagant ¢1,x., M (@) et N(pg) respectivement par —ky, up et vy dans (3.27),
nous obtenons

/ u@(—% — B(t; z1)01 — aoy — cog)dxdt
0 ot

+/ U@(—% — B(t; z9)09 — boy — dog)dxdt —/ koodxdt
Q ot G

/(f01 + goo)dxdt + /(u 01(0) + v°05(0))dx, Yo = (01, 02) € W. (3.36)
Q Q

Il vient,

/u@(—— — B(t;z1)01 — aoy)dxdt — / vobodxdt —/ koodxdt
0 ot Q el

/falda:dt+/u001 0)dz, ¥(o1,0) € W, (3.37)
0

80'2

—/ugcagdxdt—i-/vg(———B(t 29)09 — dag)dxdt:/gagdxdt
Q Q ot Q

+ / 1005 (0)dx, V(0,09) € W. (3.38)

Or

8 01
B(t; dadt = B, dxdt
/Que (t; z1)o1dx /u@ Z i (21(1), )8:10 o, x

i,7=1
= 3" (uoBy a0, 22
_i7j:1 0ij <1 8ZE axj
Yo 82U9
= Bz ’
M:l< (0,05, 5)

No
d%u
_ / S Bila1(), )50 duds
iO%j
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/u@B(t; zl)aldxdt:/(B(t; 21 )ug)oydxdt,
Q Q

donc on a en particulier pour 01,09 € 2(Q),

6u9
(5 = Blts21)us — aug — bvg, 1) 7 @).2(@) — (koXw, 1) 7(@.9(@

= (f,01)2/(0).2(Q);

81;9
<E - B(t 22) vy — cug — dvg, Uz)@/(@),@(@) = <9, 02>@'(Q),@(Q)-

Nous en déduisons que

0

% — B(t;z1)ug —aug —bvg = [+ kgx., dans @, (3.39)

% — B(t; 29)vg — cug — dvg = ¢ dans Q. (3.40)
6u9 8?]9

Comme ug,vy € L*(Q) = L*(0,T;L*(Q)), on a d'une part,

ot ot
H=Y(0,T; L*(2)), et d’apres (3.39) et (3.40),
B(t: 8u9 1 2
(t; 21)ug = 5 aug — bvg — (f + koxw) € H(0,T; L7 (Q2)),
B(t; z9)vg = % —cug — dvg — g € H (0, T; L*(Q)),

puisque —aug — bvg — (f + koxo) et —cug — dvg — g € L*(Q). On a donc

821)9

)
9%u
Ug, Vo S LQ( ) et Zz] 1 ZJ(’Zl( )7t)8 a et Zz] 1 1J(Z2(t)7t)axiaxj S
H=1(0,T; L*(2)), avec Bjj(z1(t),t), BZJ(22<t) t) € L>=(0,T). Par suite, ug|y et
0

vg|y existent et appartiennent & H (0, T; Hil/Q(F)),%

v
et appartiennent & H~1(0,7; H=3/2(I)).

0%uy 02y € L*0,T; H—Q(Q)) et selon (3.39) et (3.40)
83;1537]7 (9:1:‘231'] ) . . )

Vo .
et — ‘ existent
ov Iz

D’autre part,

0

5;9 = B(t; 21)up + aug + bvg + f + kox. € L*(0,T; H*(2)),
81)9 2

81& B(t ZQ)U@ +cug+dvg+g €L (O T H™ (Q))

Par conséquent, t — wp(z,t) et t — wvp(x,t) sont continues de [0,7] dans
HY(Q), ce qui signifie que ug(T),ve(T) et ug(0),v(0) sont bien définis dans
H7YQ).
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En multipliant (3.39) et (3.40) respectivement par ¢;, ¢, € C=(Q), puis en
intégrant par parties dans @), il vient

¢
(uo(T), &1(T)) -1 (), m3) — (wo(0), $1(0)) 1), m3(02) — /Uea—tldﬂlt
Z ¢y
— Bij(z(t —W;sldrdw Z Bij(z1(t), t)ugrj—dl'dt
ox;
i,j=1 i,j=1
—/ueB(t; zl)qbldxdt—/aueqzﬁlda:dt—/bvggblda:dt:/fgbldxdt
Q Q Q Q
+ / kot dadt,
G
9o
(Wo(T), 92(T)) —1(0), 132y — (v0(0), D2(0)) -1 (), m2(2) — Qvea—dﬂlt
81)9 8¢
_ Z/ i (2a(t —Vlgbzdl“dt—l— Z/ ii(2a(t), t)vev; (%fdl“dt
,j=1 i,j=1
_/UQB<t; 22)qb2dxdt—/cu@¢2dxdt—/dvg¢2dxdt—/g¢2dxdt.
Q Q Q Q

En particulier pour ¢; tel que ¢;|s, = 0, i = 1,2, on a d’apres (3.37) et (3.38)

(ug(T), p1(T)) - Q)HI(Q)—< 0(0),01(0)) -

(9),H (@)
+”21 / (21 (), D ugy; a¢1drdt+ / w1 (0)dz = 0,
(vo(T), $2(T)) -1, Hl( 0y = (08(0), 92(0)) ir-1() 112 0)
+”21 / 4 (22(t), t)ver; a@ / 005 (0)da = 0,
ce qui est équivalent &
(uo(T), $1(T)) 1), m2 () + (U = ug(0), 61(0)) 1) 130
+/E aidrdt—o
(0a(T), $2(T)) 1.1y () + (V° = 00(0), 62(0)) -1 (2). 13 @)

+ / 09 dl'dt = 0,
» (31/32
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O No O 9o N o
avec = > 2 Bii(z(t), )y, et —— = 0 Bii(za(t), t)v; .
v 8V31 Zz,]:l ]( 1( ) ) Jaxi aVBg Zz,j—l J( 2( ) ) ]81'7;
0
L’opérateur 3 est appelé dérivée conormale associée a 'opérateur B(t; z;),
VBl

[ = 1,2 [46]. En choisissant successivement ¢; tel que ¢;(T) = ¢;(0) = 0 dans
Q, puis ¢;(T") = 0 dans €2, pour i = 1,2, nous concluons que

ug =vg =10 sur .,
ug(0) = u®, ve(0) =" dans Q,
up(T) =vg(T) =0 dans €.

Nous en déduisons que (ky, (ug, vg)) est solution de (3.8)-(3.10).
Maintenant prenons o = ¢, dans (3.27), nous trouvons

HUGH%Q(Q) + HU@H%Q(Q) + ||k’0||%2(c:) = /Q(f%e + g2, )dxdt

+/Q(U09019(0)+v0g029(0))dx, (3.41)

ce qui, au vu de la définition de la norme dans W donnée par (3.26), est
équivalent a

loll3y = / (fep1, + gpa, )dadt + / (101, (0) + 0000, (0))dz.  (3.42)
Q Q

En procédant comme (3.28), nous en déduisons que

leolliy < CUIOfIz2@) + 1091122 + 4”22 + 10 [[2 @)l pollw,  (3.43)
qui peut étre réduit a (3.32).
(3.33)-(3.35) sont des conséquences de (3.41) et (3.32). n

Proposition 3.4.3. Soient les hypotheses de la Pmposmon 3.4.2. Pour tout
2= (z1,22) € Z X Z, il existe un unique controle k= k:( ) tel que

&l 2@y = min || k]| z2(a) (3.44)
k€&

on & = {k € L*Q);(k,p) vérifie (3.8) — (3.10)}. De plus, il existe une
constante positive C' = C(§,w, 71, po, pt1, No, Co, o, ||a, b, ¢, d|| s, || Bl oo (), T
K, \o) telle que

kll2) < CUIO 2@ + 169 ] 2@ + 4 2@y + 100l 2)- (3:45)

Preuve. La Proposition 3.4.2 garantit que ’ensemble & est non vide. £
étant un sous-ensemble convexe fermé de L?*(G), nous en déduisons I'existence
et I'unicité du controle optimal k. ]
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Théoreme 3.4.4. Soient les hypothéses de la Proposition 3.4.3. Alors pour
tout z = (21, 20) € Z x Z, il existe un unique controle k de norme minimale
dans L*(G) tel que (k, (t,7)) soit solution du probléme de contrélabilité o zéro
(3.8)-(3.10). De plus, le contréle k est donné par

k= i Yo, (3.46)
ot 11 = (11, 72) vérifie
_aa_? — B(t;21)7h —aijp —cia = 0 dans Q,
~2 — B(t; 2)i — b —dip = 0 dans Q, (3.47)

m=1n = 0 surl.

Preuve. Nous faisons la démonstration en trois étapes.
Etape 1 : Soient ¢ > 0 et z = (21, 22) € Z X Z. Soit A 'ensemble défini
par

A={(k. @)k = h(2) € }(G),0(2) = (1(2), 22(2)) € (LA(Q))*,

0 0o
e B(t; z1)p1 — apr — by, —— BT — B(t; 220)p9 — cp1 — dips € L*(Q),

wils = 0,0:(T) =0 dans Q, i = 1,2, 01(0) = u° et 5(0) = v° dans Q}

Pour tout élément (k,¢) de A, nous définissons la fonctionnelle

Oy 2

1
Tk, ) = Skl +

2 H — B(t; 1)1 — apr — bps — f — kxw

H 8302
25

L2(Q)
2

— B(t; z —cp1 — dpy — H , (3.48

(t; 22)p2 — cp1 — dipa 9L2(Q) (3.48)

et nous considérons le probleme de controle optimal suivant
inf{J(k, p)|(k, ¢) € A}. (3.49)

En procédant comme en p. 59, nous montrons que quel que soit € > 0, le
probléeme (3.49) admet une solution unique (k., p.) ot @. = (¢1., @, ) vérifie

p1. =2, =0 sur X,
1. (0) =, 92.(0)=® dans ©, (3.50)
01.(T) = (T) =0 dans €.

Etape 2 : Nous donnons le systeme d’optimalité qui caractérise la solution
optimale du probleme (3.49).
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Les conditions d’Euler-Lagrange qui caractérisent (k., p.) sont données par

d
e (ke + Mk 0c)[hmo = 0, Vk € L2(G),

d
a‘]&:(k& Pe + )‘90>|)\=0 = 07 VSO = (@17 ¢2) S (L2(Q))2 tel que
ils =0 et ¢;(0) = ¢;(T) = 0 dans Q,i = 1, 2.

Apres calcul, nous obtenons

t/nkakdxdt (3.51)
G

1 1. . B
_E/Q < 5 B(t;z1)p1. — apr. — bpa. — f — k:gxw> kxodzdt = 0,

Vk € L*(G),

L[ (0p1, .
E/Q ( 5% B(t; 1)1, — apr, — bpa, — f — k‘exw) (3.52)

0
X (% — B(t; 21)p1 — apy — b@g)dxdt
1 8(1025 )
+g/@ ( pra B(t; z2)pa. — cp1. — dipa, — 9)
0
X (% — B(t; 29) 2 — cp1 — dg@)dmdt =0

V(p € (LQ(Q»Q tel que 302|E = 07 901(0) = Sol(T) = 0 dans Q>Z = 17 2.

1,0
Posons 1, = g( LA B(t;21)p1. — a1, — b, — [ — kexw> et

ot
1,0
M2 = g(% — B(t; z2) 2. — cp1. — dipa, — g>. Alors ny_,m. € L*(Q), et
dp1. Bt
ot (t; 21) 1. — a1, — bpa, = f + koxw + em. dans Q,
0p2. _ poo. don — q
ce qui, en plus de (3.50), donne
( ('39015 B(t: b - & d
02
= — B(t; 22)pa2. — 1. —dpa. = g+ ena, dans @,
] o (t; z2)pa. — cp1. —dpa. =g +eny Q (3.53)
Y1, = P2, = sur 23,
©1.(0) = u’, ,(0) = 0° dans €2,
\ 01.(T) = 2. (T) = dans Q.
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1 8@1 1 8902
E 1 t—< - _ B(t: —apy. —bpy — f— k. w) t—< :
n remplagant —(=2= — B(t; 1)1, — ar, —bga, — f —kexw ) et —( =

B(t; 29) 0. — cp1. — dps, — g) respectivement par 7, et 7o, dans (3.51) et

(3.52), nous en déduisons que
/ k. kdxdt — / m.kxodzdt =0, Vk € L*(G), (3.54)
G Q

0
/ m. (S = Bt 21)p1 — apy — by ) dadt (3.55)
AT

8@2
+/ M. | = — B(t; 22)p2 — cpr — dy )dxdt = 0,
(% )

Vo = (1, p2) € (L*(Q))? tel que ¢;]s = 0,9;(0) = ¢;(T) = 0 dans Q, i =1, 2.
La relation (3.54) est équivalente a /(k‘E — . )kdzdt = 0, Vk € L*(G), d'ott

G
ke —m.xw = 0. Donc k. = n1_Xw.

De la relation (3.55) il s’ensuit que
(% - pe
me\ 57 ~ B(t; z1)p1 — ag01>dxdt — [ mo.cprdrdt =0,
Q Q
Y(p1,0) € (L*(Q))? tel que p1|s = 0 et p1(0) = 1 (T) = 0 dans €,
0
—/ N1 bpadxdt +/ M. (ﬂ — B(t; 29) 2 — dg@) dxdt =0,
Q Q

ot
V(0, p2) € (L*(Q))? tel que py|s = 0 et va(0) = o(T) = 0 dans €.

En particulier pour (¢1,0) € (2(Q))* et (0,¢2) € (2(Q))?, nous obtenons
successivement

0

<— g;s _ B(t§ Zl)ﬁlg — any. — o, 901>@’(Q),@(Q) = 0 dans Q,
07725 ) B

<_ ot - B(t7 22)7725 - b,rllE - d7725, ¢2>@/(Q)7@(Q) — 0 dans Q

Par conséquent, en posant 7. = (11, 12.),

M(n.) = 0 dans @, (3.56)
N(n.) =0 dans Q. (3.57)

En outre, comme 7. € (L*(Q))?, nous pouvons définir comme en p. 81, n;_|s
dans H=1(0,T; H-'/2(I)), 80771 dans H=1(0,T; H=3/2(T)), 1;.(0) et n;_(T)
dans H71(Q), 1= 1,2. v

En multipliant (3.56) et (3.57) respectivement par ¢; € C®(Q) et ¢y €
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C*>(Q), puis en intégrant par parties dans @, on a

—(m. (T ) o1(T)) 1), H1(9)+<7718( ), #1(0)) 1), 11 (2

4,j=1 4,j=1

—i—/ 7715< ;ﬁl B(t; zl)qﬁl)dxdt —/(amE + eny. )prdadt = 0,
Q

—(n2.(T), 2(T)) - )Hl( ) + (72.(0), #2(0)) - 1(Q),HE ()

8 0
_ Z / ij 22 7725 ]/Zngdth + Z / ij ZQ 7725,/] 8¢2 dl'dt

3,j=1 2,7=1

+ / o, (ﬁ — B(t; z2)gz52>dxdt - / (byr, + dio, )padadt = 0.
@ Not Q

Nous choisissons ¢; tel que ¢;|s, = 0 et ¢;(0) = ¢;(T) = 0 dans Q, i = 1,2,

puis nous faisons la somme des résultats pour obtenir

Z/ ij Zl meuja—dfdt—l— Z/ ij ZQ 772 v agbzdrdt‘i‘

1,j=1 4,j=1

/ <% — B(t;21)¢1 — adr — bqbz)dxdt

ot

+ / 7725< 00 — B(t; 22) P2 — co1 — dgb2>dxdt =0.

Mais (3.55) implique que
/ 991 grat + / 992 irat — 0,

nls a Bl 2 7728 aVBQ

pour toute fonction ¢; telle que ¢;|s = 0,¢;(0) = ¢;(T) = 0 dans Q, 1 = 1,2

et nous concluons que 7;_|x = 0,7 =1,2.

En résumé, nous avons prouvé que (k.,.) est la solution optimale de
(3.49) ssi il existe une fonction 7. = (91, 72.) telle que le triplet (k., @e,n:)

vérifie le systeme d’optimalité suivant

ke = MeXws
i1, Blt: B
or (t;21) 1. —apr, —bps. = [+ kexw +em.  dans Q,
) 3;525 — B(t;20) 0. —cp1. —dps. = g+eno, dans @,
Y1, = P2, = sur 23,
©1.(0) = u’, ,(0) = 0° dans Q,
( 01.(T) = o (T) = dans €).

(3.58)

(3.59)
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M(n) = 0 dans Q,
N(n.) = 0 dansQ, (3.60)
M, =1, = 0 sur.

Etape 3 : Nous commencons par établir des estimations. De méme que
dans ’Etape 3 de la Section 2.4 du chapitre précédent, nous obtenons

IFellz2tey < Cllkall 2 (3:61)
0
H Ple _ B(t:8)pr. — apr. — bos, — (f + kox) ey S COVElRoll 2
(3.62)
0
H Yo, B(t:8) s, — cpr. — dips. — gH C\/E||k39||L2(G). (3.63)

Les relations (3.62) et (3.63) et le fait que . soit solution de (3.59) entrainent
que
[eellz20.m:m @) < C. (3.64)
En combinant (3.58) et (3.61), il vient
I xwllz2@) < Clikell 2, (3.65)
et puisque 7. vérifie (3.60),
17ellw < Clikoll 2 (3.66)

Selon (3.61), (3.64)-(3.66), nous pouvons extraire des sous-suites telles que

k. — k faiblement dans L*(G), (3.67)
©i. — @i faiblement dans L*(0,T, Hy(Q)), i = 1,2, (3.68)
n. — 7 faiblement dans L*(G), (3.69)
n. — 7 = (7, 72) faiblement dans W. (3.70)
L’injection de L2(0,T, H}(Q)) dans L*(Q) étant compacte, (k, (@1, @2)) est

solution du probleme de controlabilité a zéro (3.8)-(3.10).
Par la Proposition 3.4.3, il existe un unique controle k£ de norme minimale
dans L?*(@), tel que le probleme (3.8)-(3.10) soit vrai. Donc

||k||Lz(a> —||/<¢||L2(c

Soit maintenant ¢ = (H1, $s) la solution de (3.9) correspondant & k ; alors

0o . . .
% — B(t;21)p1 —apy —bpy = f+ ky, dans Q,

0P . .
% — B(t; 22)p2 — cp1 —dpy = g dans Q.
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(ke, @) étant la solution optimale de (3.49), on a

1 - 1, -
§Hk€”%Q(G) < JE-I(]{:E?SOE) < Js(k7S0> = §HkH%Q(G)'

Mais d’apres (3.67), nous pouvons également écrire

_HkHL?(G) hmmf ||k7 ||L2(G)>
et en déduire que 3
k= k. (3.71)
D’ou ]23 = ﬁlEXw-
D’autre part, puisque 7. vérifie (3.60), on a d’apres (3.70),

M(ﬁlv ﬁ2) =0 dans Q7
N(i,i) = 0 dans Q, (3.72)
771 = 772 =0 sur 2.

Lemme 3.4.5. Soit s € [2,+00[. Supposons que f,g € L*(0,T; L*(2)) sont
tels que 0f,0g € L*(Q), f,g € C**/2(Q x [0,T]) et u®,v° € C***(Q) vérifient

les relations de compatibilité naturelles

W =" =0 surT,

82 0 82 0
_ Z Bij(z1(t Gx,ﬁmj f(x,0) et — Z Bij(2o(t 8%8% = g(x,0) surT.

i,7=1 2,7=1

Alors pour tout z = (z1,22) € Z X Z, le controle k peut étre choisi tel que
(k,(a,0)) e W et

Ik, (@, 8))llx < CUll2llzx2) 101l 2@) + 10911 2@) + 1]l 2(@) + 0] 2()-
(3.73)

Preuve. D’apres (3.71) et (3.45), on a

Ikllz2e) < CUl2llzx2) (10 2@ + 19020y + 14° | 2@ + 100l 20))-

Maintenant, nous allons utiliser une technique introduite dans [5] (voir
également [6]), permettant & partir de (k, (i, 7)), de construire un contréle
tel que la solution de (3.9) correspondant, vérifie non seulement (3.10) mais
soit aussi un élément avec la bonne régularité. Nous procédons en deux étapes.
Soit w’ un ouvert non vide tel que w’ € w, (w. donné par le Théoreme 3.3.5).
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Nous commencons par prouver la controlabilité a zéro du systeme linéarisé
suivant

g—Bt;zlu—au—bv = [+ kixor dans Q,
— —B(t;zm)v—cu—dv =g+ koxw dans @, (3.74)
u=v =0 sur 2,
w(0) =u’, v(0) =1° dans Q.

Nous montrons qu’il existe deux controles flew/, %QXW/ € L*(Q) avec supp l~§1,
supp ks C @ X [0, 77, tels que la solution correspondant vérifie (3.10). Ce
résultat de controlabilité est une conséquence de l'inégalité d’observabilité
suivante

J U@ + xRz + [ Gl + loafdode
Q Q
<o [ M@ 1Nt + [ orl + ol ).

qui est valable pour tout ¢ = (1, ¢2) € W.

Puis nous éliminons ks et nous construisons un controle k € L*(Q) (s €
2, 00| étant arbitraire) qui donne la controlabilité a zéro du systeme (3.9), avec
la solution associée (u,v) ayant la régularité exigée. Pour cela, nous procédons
comme suit.

Soit (@, v) la solution du systéme suivant

PN
%_1; ~ B(t;2)a—ai—bv — f dans @,
v _ _ _
pri B(t;z)v—cu—dv =g dans @, (3.75)
u=7 =0 sur 2,
u(0) = u?, 0(0) = v?  dans .

Alors en tenant compte du fait que u°,1° € C***(Q) vérifient les relations de
compatibilité naturelles, (, v) est une fonction appartenant a (C**/2(Q)? ([7]
p. 220-221). Soit n = n(t) € C*([0,T]) avec n = 1 au voisinage de t = 0 et
1 = 0 au voisinage de t = T". Nous introduisons les changements de variables
suivants

u=u-+n(t)uetv="0-+n(t)o.
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Alors un controle k résout le probleme (3.9), (3.10) ssi k résout

i B(t;z)u—au—0b = (1—n(t))f+kx,—n'(t)u dans Q,
8_1751 — B(t;z)v—cu—do = (1—n(t)g—n(t)v dans @,
u=v =0 sur X,
\ uw(0) =v(0) =0 dans ,
(3.76)
w(T) =o(T) =0 dans Q. (3.77)

Ainsi, il suffit d’obtenir un controle avec la régularité exigée qui résout (3 76).
Soit (U7, V) la solution du systéme (3.74) associée aux controles ky et ky qui
donnent la controlabilité a zéro de (3.74). Nous pouvons écrire

avec (@, 7) solution du systéme (3.75) et (U, V) solution de

%—;] — B(t;20)U —all = bV = (1 =n(t))f + kixe —7/(t)a  dans Q,

< %—? ~B(tm)V — U —dV = (1—n(t))g+kaxw — 7/ ()7 dans Q,
U=V =0 sur 2J,

\ U(O) = V(O) =0 dans €2,

qui vérifie également

U(T) = V(T) = 0 dans €.

Puisque U(0) = V(0) = 0 dans Q et que les membres de droite des EDP dans
le systeme précédent sont des éléments de L*(0, 75 L*(Q\ @), s € [2, +o0[(a
cause des termes lz:le’ et lzrgxw ), on a que pour tout ouvert w” tel que w' €
W" € w, (U, V) est une fonction réguliere dans 0, T[xQ\ @ ([6]).

Soit maintenant £ = £(x) tel que

EeC™(), suppéCcuw’, 01, €=1dans W,

avec w € w” € w. Posons
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et
5 ;)
b = —€(1 = n(O)f + (1= Okixwr + €7 O+ (5 = Bltiz1) = a) x
(€0 - n0)g+ &0 + VBE2)E+2 Y Byaa(0), 05 o0 )|

En choisissant s > Ny + 2, on a d’apres [6] (voir aussi [30]) que
1+ ——V 2
(U*,V*) € (cw%(g V& x [0, T])) .

2
Par ailleurs, k € (Cm/?(w X [O,T])) . D’autre part, k et (U*,V*) résolvent
(3.76), ainsi k et (u,v) résolvent le probleme (3.9), (3.10). n

3.5 Controlabilité a zéro du systéme non local

Cette section est consacrée a la preuve du résultat principal de ce travail
qui est une conséquence des résultats de la section précédente, ainsi que du
Théoreme de Kakutani.

Théoreme 3.5.1. Soient A(t)(.) défini par (3.2) avec les fonctions B
vérifiant les hypothéses (3.3)-(3.6), et 0 la fonction définie par (3.21). Sup-
posons (3.18). Alors pour tous f,g € L*(Q) avec 0f,0g € L*(Q) et u®,0° €
L*(Q), le systéme non linéaire (5.1) est localement contrélable a zéro a tout
temps T > 0.

Preuve. Soient R > 0 et By la boule fermée de Z de centre 0 et de rayon
R. Nous rappelons que

7 = {z e L'(0,T; L*(Q)) : % e L°(0,T, L2(Q))}.
Pour tout z = (21,22) € Z x Z, considérons le probleme de controlabilité
a zéro associé¢ au systeme linéaire (3.9). D’apres le Théoreme 3.4.4, il existe
un unique contrdle k de norme minimale dans L?(G) solution du probleme
de controlabilité a zéro associé au systeme linéaire (3.9). De plus, d’apres le
Lemme 3.4.5, le contrdle k peut étre choisi tel que (l%, (@,0)) soit un élément
de X vérifiant (3.73). Par conséquent,

(K, (@,9))llx < CR)N6f1|2@) + 199l 2@) + e’ |2 + 10| 2(e)- (3.78)

Soit I’application
N: ZxZ — ZxZ
z = A(z) = (a,0).
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Pour tout R > 0, nous allons appliquer le Théoreme de point fixe de Kaku-
tani.
Premierement, quel que soit z € Br x Bpg, 'application A est bien définie,
c’est une conséquence du Théoreme 3.4.4.
Ensuite pour tout z € Bpr X Bpg, on a que (/~€, (u,0)) vérifie I'estimation
(3.78). Nous en déduisons que pour tout z € Br x Bpg, (u,0) est borné dans
(CHHm040/2(0))2 ) K €]0,1]. Dot A(2) est uniformément borné dans l'es-
pace de Holder (C'*(1+9)/2(())2. L’injection de C'+=(+%)/2(Q) étant com-
pacte dans Z, il existe un ensemble compact K C Z x Z tel que A(z) € K,
Vz € Bg x Bg. De plus, si |0f]12(q), 1109/ 12, |t°]l12) et [[v°]12(0) sont
suffisamment petits, il existe R > 0 tel que A(Bgr X Br) € Br X Bp.
Enfin, nous montrons que le graphe de A est fermé. Soient z, = (21,, 22,) €
Z x Z et (tpn,0y) = A(z,). Supposons que z, — z = (21, 29) fortement dans
Z x Z et que (Uy, 0,) — (u,0) fortement dans Z x Z. Nous devons montrer
que (a,0) = A(z).

On a

4 8~

é?vn

— — B(t;2,)0, — i, —db, =g dans @, (3.79)
0

iy — aty, —bv, = f+kyx. dans Q,

Uy, = Uy, sur >,

U,(0) =u®, 0,(0) =0  dans Q,

\

et par hypothese il existe L > 0 tel que
| Bij (21, (1), t) — Bij(21(t),1)| < L[z1,(t) — 21(0) | z2(0)

Apres intégration entre 0 et 7', il vient

T
/ |Bij(21,(t),t) — Bij(21(t),t)|dt < L||z1, — z1llrorc2)) < Lz, — 21|z
0

Donc

L
sup |Bij (21, (t),t) — Bij(z1(t), )| < f”zln —z1llz =0,
(0,71

d’ou
Bij(z1,(t),t) = Byj(z1(t),t) dans L>=(0,T).

De méme, on a

Bij(z9,(t),t) = Bjj(22(t),t) dans L>(0,T).
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Soit ¢; € 2(Q),i=1,2,0n a

i
" = Bt 21, )it — aiiy — b, 61 ) -
< ot (t: 21.) ¢ 7(@),2(Q)
<~ 0o

i, =2t = Bt 21,)61 — adh ) — {00, 061) 2(@),2(@):

7'(Q),2(Q)
0v
_n_Bt7 Up, — ~n_d~n7 > =
< ot (£ 22, )0 = il = din, 6 7(Q).2(Q)
<6n, 9 _ B(t; 29, )2 — d¢2> — (Tn, CP2) 71(Q),2(Q)-
ot " 7'(Q),2(Q) ’

En passant a la limite n — +o0o dans les relations précédentes, nous obtenons

o, S
< 5 B(t; 21, ), — at, — bo,, (;51>
_ O0d1
t _
— <“ ot~ Blta)a a¢1>@f(cz>,@<cz>
o1
(% Bt 2Vl — aii — b
<8t (t;21)8 — ai U’¢1>@'<Q>,@(Q)’

<% — B(t; 25,)0n — ciln — diln, 62

0
= (8, -2~ Blts )6, — doy)

7'(@Q),2(Q)

—(0,001) 2(Q),2(Q)»

7'(Q),2(Q)

— (T, ¢P2) 7(Q).2(Q)

7'(Q).2(Q)
- <% ~ Bt )t - et~ db, gb2>@'<cz),@<c9>'
D’ou
8811; — B(t; 21, ) u, — at, — bo, — % — B(t; 1)t — at — bo dans 2'(Q),
% — B(t: 29, )iy — city — i, — g: — B(t; )0 — cii — do dans 2'(Q).

Puis en passant a la limite n — +oo dans (3.79) ainsi que dans les estimations
vérifiées par (4, 0, ), nous obtenons que (4, v) = A(z). |



Chapitre 4

Perspectives



96 Chapitre 4. Perspectives

Dans un premier temps, nous envisageons d’obtenir des résultats
congernant la controlabilité a zéro avec contrainte sur le controle, associée
au systeme en cascade (3.1) de deux équations paraboliques non locales. En
effet, cela reviendrait a étudier la controlabilité a zéro avec contrainte sur
le controle, pour le systeme linéarisé, puis a combiner ces résultats avec un
théoreme de point fixe. Ce travail pour l'opérateur non local, serait un pro-
longement du Chapitre 2.

L’ensemble de ce travail ouvre de nouvelles perspectives de recherche.

La premiere est de trouver un controle v € L*(G) tel que quels que soient
ap € L™(Q), f € L*(Q) et ¢y € L*(Q), la solution de

% — Ay + apy = f + vy, dans @, (4.1a)
y =0 sur X, (4.1b)
y(x,0) = 3°(x) dans Q, (4.1c)
vérifie
y(T) = 0 dans 2 (4.2)
et 5
a—z =0 sur X, (4.3)

ou X est une partie non vide de la frontiere ¥ du cylindre Q.

La deuxieme perspective de recherche est ’étude de la controlabilité a zéro
avec contraintes sur I’état pour le systeme en cascade (2.6) de deux équations
de la chaleur couplées.

Enfin, la troisieme perspective qu’il serait naturel d’exploiter ici est celle de
la controlabilité a zéro avec contraintes sur 1'état, associée au systeme (3.1)
en cascade de deux équations paraboliques non locales.
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Annexe A

Existence et unicité de solution
de I’équation de la chaleur

Nous faisons la démonstration de 'existence de solution du systeme

@ —Ay = f dans @,

ot
Y 0 sur 3, (A1)
y(z,0) = ¢°x) dans €,

en trois étapes.

Etape 1 : Formulation variationnelle
Nous considérons la fonction y(x,t) comme une fonction du temps, a valeur
dans un espace fonctionnel en x, et nous prenons comme fonctions tests des
fonctions qui dépendent seulement de la variable x. Supposons que

y [0, 7] — Hy(Q)
t o= Jy@))(r) =y(x,1)

. f 0, 7] — L*Q)

to= [fO)x) = f(z,0).
Soit ¢ € H(€2); nous multiplions 'EDP dans (A.1) par ¢ et nous intégrons
par parties dans {2, nous trouvons

/@godx—l—/VyV@dm:/fgodx vt € [0,T].
el ) Q

La formulation variationnelle s’écrit donc : trouver y € C([0,7]; L*(Q)) N
L*(0,T; Hy(Q)) tel que y(0,.) = 4° et

d
VgoeH&(Q),a/gygodx+/QVngpdw:/chpdx. (A.2)
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La dérivée en temps dans (A.2) est & comprendre au sens des distributions.
Etape 2 : Résolution du probleme sous forme variationnelle

Nous utilisons une méthode de Galerkin pour résoudre le probleme. Hj ()

étant un espace de Hilbert séparable, soit {w,}>2, une base hilbertienne de

HJ (). Soit W,, = Vect (wy, ..., w,) 'espace vectoriel engendré par la famille

{wy,...,w,};on aen particulier que Vect (w;);en~ est dense dans Hg(€2). Soit

{29}22, la suite de nombres tels que

:L‘? = (y07 wi)?

Zx?wi — " dans L*() lorsque n — 0o. (A.3)
i=1
La relation (A.3) découle de la densité de Hj(Q) dans L*(2). Soit n € N*;
nous cherchons une fonction y, : [0, 7] — H}(€2) de la forme

Yn(t) = Z i (t)w; (A.4)

ou les coefficients x;(t) sont tels que

fL’Z(O): s VZ':L...,TL,
d

0
—(yn,wi)—i-/Vyanid:B :/fw,-dx, Vi=1,...,n.
dt Q Q

(A.5)

Ainsi nous cherchons une fonction y,, de la forme (A.4), qui est solution de la
“projection” (A.5) du probleme (A.2) sur W,,.

Nous multiplions chaque équation de (A.5) par z;(t), puis nous sommons sur
les i allant de 1 a n. En utilisant (A.4), nous trouvons

dyn
<iayn> +/ |V, |2dr = / fyndx pour presque tout ¢t € [0, 7],
ce qui est équivalent a
1d 9 9
§£HynHL2(Q) + g |Vyn|*de = i fyndz pour presque tout t.

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz au second membre de la relation
précédente, nous obtenons

1d
5 7 19nllz20) + IVyalliz) < 12 19nlli2c0) pour presque tout .
Or d’apres I'inégalité de Poincaré,

[ flle2@ 1ynllz2@) < K fllz@) IV ynll 22
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K étant la constante de Poincaré. Il vient pour presque tout ¢ € [0, 7],

1
||f||L2(Q)||yn||L2(Q) <5 C||f||%2(n) + ||Vyn”%2(n) ’
2
ce qui implique que,

1d

= il + el < S e (4.6)

En intégrant (A.6) entre 0 et 7', on a en particulier
||yn||L2(0’T;H5(Q) C|| fllz2(q) pour presque tout ¢ € [0,77]. (A.7)

Puis en intégrant (A.6) entre 0 et ¢, on a pour presque tout ¢,

t t
14 (O)]|72(0 +/ Hyn“?{é(g)dt < C/ 11172t + Ny (0)I72(0
0 0

En particulier

ynll o= 0m;20)) = Sup, 192 ()l z2@) < Cllfllzz@) + 192 (0)lz20)-  (A8)
€10,

D’apreés (A.3), y,(0) = >0, 2dw; est borné dans L*(€2), nous en déduisons
que la suite (y,,) est bornée dans L>(0,T; L*(Q2)) et L*(0,T; Hi()).

Soit ¢ € Hy(Q) avec |lpllgq) < 1. Ecrivons ¢ = @1 + pa, olt 1 € W, et
(2, w;) = 0 pour i = 1,...,n. Alors [[¢1] g1 ) < l¢llg@ < 1. Il résulte de

I'EDP dans (A.5) que pour presque tout ¢ € [0, 7]

dy,
(%,901) +/VynVs01dx:/fsold:v.
Q Q

La relation (A.4) implique que

(%)= (o) = () = [ o= | muvi

Par conséquent, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis I'inégalité de
Poincaré,

dyn
(S 0)| < Il el e + [ Fgall 2@ Vel

Kl fllzz@ el @) + lvnllm@llenll mye)

<
< (Kl flle2@ + lynllmg@) el @)
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Nous en déduisons que

dyn dy
H = sup ‘< dt’90>‘ K| fllz2@) + lynll 2 0)-

PEH(Q)
”W”Hl(Q)\

D’ou d’apres (A.7),

/ H Ay ||2
L2(0,T;H-1!

<CHf”L2(Q)) + HyTLH%%O,T;Hé(Q)))

< Cllf 20 (A.9)

|G,

H dyn, ||2

L2(0,T;H-1())

dyn .
Finalement, la suite <d_yt> est bornée dans L*(0,T; H*(Q)).
Les relations (A.7)-(A.9) permettent d’extraire des sous-suites des suites (y,,)
dyn . : , .
et %) qui convergent faiblement respectivement vers des fonctions y €

L0, T; LX(Q)) N L2(0, T; HA(Q)) et a € L2(0,T; H-1()), ie.

Y, — y faiblement dans L*(0,T; H}(9)), (A.10)
Y, — y faible * dans L>(0,T; L*(9)),
dyn
dt

Soit ¢ € 2(0,T), on a

— o faiblement dans L*(0,7; H ().

(%e.0) (o)
dt ' o 0,m),2001) " dt / o01),201)

En passant a la limite n — 400, nous obtenons

(0.6) (0.2 (%0,
a / = -
) 9 (O,T),@(O,T) dt 9/ 0 T) Q(QJ‘) dt 9’ 0,7), 9(0 T)

d
Donc a = d_z dans 2'(0,T) d’ou

% — % faiblement dans L*(0,T; H(Q)). (A.11)

d
Soit W(0,T) = {u e L2(0,T; H&(Q))‘ d;‘ e L2(0,T; H~ (Q))}. Linjection

de HJ(Q2) dans L?(Q) et celle de L*(Q) dans H'(Q) étant respectivement
compacte et continue, le lemme d’Aubin-Lions implique que l'injection de
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W(0,T) dans L*(Q) est compacte. La suite (y,), étant bornée dans W (0, T),
nous pouvons extraire une sous-suite qui converge fortement dans L?(Q). Soit
¢ € 2(0,T). Nous multiplions 'EDP dans (A.5) par ¢, puis nous intégrons
entre 0 et T', il vient pour tout i = 1,...,n,

T
/ i(yn,wiwdt—i-/Vyani¢dxdt:/fw@dxdt.

Par densité, nous pouvons écrire alors que pour tout ¢ € HJ (),

T
d
/0 E(yn,cp)gbdt—l—/QVyangbdxdt:/Qfgqudxdt. (A.12)

En passant a la limite n — +oo dans cette relation et en utilisant (A.11) et
(A.10), on obtient

T
d
- d VyVoodrdt = dxdt.
/Odt(y,gp)¢t+/Q yVodxdt /wagbxt

D'ou (A.2).

De plus, y € C([0,T7]; L*(€2)), c’est une conséquence de I'inclusion W(0,T) C
C(0,T); 17(2).

Enfin, comme pour ¢ € 2(0,T)

t a .
(Yn(t), ) — (yn(0), ¢) = /0 <6_yt’ gb>ds pour presque tout ,

nous en déduisons par passage a la limite, en utilisant (A.3),
0 ! dy
(y(t),0) — (v, 0) = <E’ gb>ds pour presque tout ¢,
0
et par conséquent,
(y(1), ) — (¥°, 0) = (y(t), ) — (y(0), p) pour presque tout .

D’ott y(0) = y° dans Q.

Etape 3 : Unicité
Le probleme (A.1) étant linéaire, prouver I'unicité revient a montrer que si
y" = f =0, alors la solution de (A.2) est y = 0. Pour cela, nous réécrivons la
formulation variationnelle sous la forme

d
Y € Hi (), a/chpda: + /QVngodx = 0.

En fait, nous pouvons choisir ¢ = y dans cette formule. Ainsi

d
—/ |y\2d:c+/ Vy|*dz = 0,

ce qui permet de conclure que y = 0 puisque y € H}(Q).






Annexe B

Existence de solution pour un
systeme d’équations linéaires

Nous voulons démontrer 'existence de solution au probleme suivant

( Ou

?—Au—i—au%—bv =f dans @,
8—: —Av4+cu+dv =g dans @, (B.1)

u=v =0 sur X,

\ u(0) =, v(0) =0® dans Q,

ol a,b,c,d € L>®(Q), f,g € L*(Q) et u’,v° € L?(Q). Nous procédons en

quatre étapes.
Etape 1 : Méthode

Considérons le systeme d’équations suivant

%—Au—{—au =f—bv dans Q,
08
5 AéE+dé =g—cu dans Q, (B.2)
u=§¢ =0 sur X,
\ u(0) =u’, £(0) =" dans Q.

Fixons v dans L?(Q). Nous montrons tout d’abord que la premiere équation de
(B.2) admet une unique solution u dans C'([0,T7; L*(2)) N L*(0,T; H}(Q)) et
que pour u fixé dans C([0, T]; L2(2)) N L*(0, T; H} (2)), la deuxieéme équation
de (B.2) posséde également une unique solution ¢ dans C([0,T]; L*(Q)) N
L*(0,T; HY(Q)). Nous en déduisons que le systeme (B.2) a une unique solution

(u, ). Ainsi nous définissons une application

S 1 LXQ) — LXQ)

v o= £
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ou (u, &) est la solution de (B.2).

Nous prouvons que S est une contraction. Puis nous appliquons le Théoreme
de point fixe de Banach et nous déduisons I’existence d’un point fixe v ; le cou-
ple (u,v) correspondant n’est autre que la solution de (B.1). Nous démontrons
I’existence en quatre étapes.

Etape 2 : Résolution de

@—Au—l—au = dans @,

ot (B.3)

ou h = f — bv. Supposons que

w [0, T] — H(Q)

t = [u®)(z) =u(z,t),
a :[0,T] — L*(Q)

t = [a(t)](z) = a(z,1),

et
h :[0,T] — L*Q)
t — [h(t)](z) = h(x,t).
Soit ¢ € H}(Q); nous multiplions 'EDP dans (B.3) par ¢ et nous intégrons
par parties dans €2, nous trouvons

ou

— dm+/Vqu0dx+/aug0dx:/hcpdm vt € [0,T]. (B.4)
o Ot Q Q Q

Nous allons résoudre (B.4) par la méthode de Galerkin.
Soit {w, }2, une base hilbertienne de Hj (). Soit W,, = {wy,...,w,}; on a
en particulier que Vect (W, )nen est dense dans H}(2). Soit {29}°; la suite
de nombres tels que

0 0

x, = (u,w),

ix?wi — 1 dans L*(Q) lorsque n — oo. (B.5)
Soit n € N*; on cfelrche une fonction w, : [0, 7] — H}(Q) de la forme
un(t) = ixi(t)wi (B.6)
i=1
ou les coefficients z;(t) sont tels que
;(0) =2 Vi=1,...,n,

d
— (U, w;) + / Vu,Vw;dx + / au,w;dr = / hw;dx, Yi=1,...,n.
Q Q Q

dt
(B.7)
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Nous multiplions chaque équation de (B.7) par z;(t), puis nous sommons sur
les ¢ allant de 1 a n. En utilisant (B.6), nous trouvons

duy,
(L,un) +/ \Vun|2dx+/ alu,|*dr = / hu,dx pour presque tout ¢ € [0, 7],

ce qui est équivalent a

1d

Up||72 Vu,|*de = | huy,dz — [ a|u,|?dx pour presque tout t.
L

En appliquant successivement l'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de
Poincaré au second membre de la relation précédente, nous obtenons

1d

5 g ltnliz@ + IVnllza@) < ollz@lunllz@) + llalle@ llunllzz o)

< (KRl 2@l V] 2@) + K2 lall i@ Vil 20

pour presque tout t; K étant la constante de Poincaré. Or d’apres I'inégalité
de Young,

(K27 o) + VUl T2

l\DI»—t

KAl 2@ I Vunll 2 @) <

il vient pour presque tout ¢ € [0, 77,

1d 1 K?
5 el + 5 = K2llolleo) IV ey < -1l

ce qui implique que,

1d 1 K?

5 Tl + 5 = K:llalls) unllyey < S 10l (BS)

En choisissant ||al|z=) < 55 puis en intégrant (B.8) entre 0 et 7', on a en
particulier

||un|]%2(07T;HO CHhHL2 pour presque tout ¢ € [0, 7. (B.9)
Maintenant en intégrant (B.8) entre 0 et ¢, on a pour presque tout ¢,

1 2 1 2 ' 2 K2
s lunOllzz@) + (5 = Kollall=@) | lunlliye)dt HhHm

||un( )20

En particulier

[unlloe(0.1:22(0)) = Sup]llun( Mz < Cllhllz2@) + lun(0)l[ 2 (B.10)

tel0,T
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D’apres (B.5), u,(0) = >0 2w, est borné dans L?*(2), nous en déduisons
que la suite (u,,) est bornée dans L>(0,T; L*(Q)) et L*(0,T; Hi(Q)).

Soit ¢ € Hy(Q) avec |lpllgiq) < 1. Ecrivons ¢ = @1 + pg, olt o1 € W, et
(42, w;) = 0 pour i = 1,...,n. Alors [[p1] g1y < [l@llm < 1. 1l résulte de

I'EDP dans (B.7) que pour presque tout ¢t € [0, 7]

d
<;;n7g01 /Vuanoldx—i—/aungoldI—/hgpldx
Q

La relation (B.6) implique que

<%790> (d;tn ) (d;ot"’%) :/Qh(’pldw—/ﬂVunv¢1d$_[2aun@1d$.

Par conséquent, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis I'inégalité de
Poincaré,

du,,
(S8 0)] < Inlz@lle iz + Vel @l Vel 2

+ |lall Lo @) |unll 2@ |1 22(0)
< KHh”LQ(Q)H%HHg(Q) + HunHﬂg(Q)H%HHg(Q)
+ K| al| oo o) 1|22 o) 91 |12 )

CInl 20 + lwnllmz @) o1l @

Donc
dun dun
1= = s (5 0)] < Cllblsa + o).
PEHG ()
||‘PHH1(Q>\

D’ou d’apres (B.9),

/ ‘ ‘ du,, (|2
L2(0,T;H-1(

(\Ih\IL2(Q)> el 0 2330

H du,, ||2

-t (Q)

H du,, ||2

< OlhllZ2)- (B.11)

L2(0,T;H~1(52))
duy, .

Finalement, la suite (%) est bornée dans L?(0,T; H~()).

Les relations (B.9)-(B.11) permettent d’extraire des sous-suites des suites (uy,)

un . . . .
et <%> qui convergent faiblement respectivement vers des fonctions u €

d
L0, T; L2(Q)) N L2(0, T; HE (Q)) et d—? e L2(0,T; H1(Q), ie.

u, — wu faiblement dans L*(0,T; H}(9)), (B.12)
u, — u faible * dans L>(0,T; L*(2)),



109

% — % faiblement dans L*(0,7; H'(Q)). (B.13)
L’injection de H}(Q) dans L*(2) et celle de L*(Q2) dans H'(Q) étant respec-
tivement compacte et continue, le lemme d’Aubin-Lions implique que 'injec-
tion de W(0,T) dans L*(Q) est compacte. La suite (u,), étant bornée dans
W(0,T), nous pouvons extraire une sous-suite qui converge fortement dans
L?(Q). Soit ¢ € 2(0,T). Nous multiplions '"EDP dans (B.7) par ¢, puis nous

intégrons entre 0 et T, il vient pour tout ¢t =1,...,n,

Td
/ —(un,wi)¢dt+/Vuani¢dxdt+/aunwiqﬁdxdt:/hw@dmdt.
o dt Q Q Q

Par densité, on a pour tout ¢ € H}(£2),

Td
/ —(un,gp)¢dt+/ Vuanongdxdt—l—/aungogzﬁdxdt:/hgoqﬁdxdt. (B.14)
o dt Q Q Q

En passant a la limite n — 400 dans cette relation et en utilisant (B.13) et
(B.12), nous obtenons

Td
/ a(u, gp)¢dt+/ Vqup¢dxdt+/augp¢dxdt:/hgoqﬁdxdt.
0 Q Q Q

D’ou (B.4). Nous montrons que u € C([0,T]; L*(Q2)) et u(0) = u° dans Q.
Etape 3 : Résolution de

%—Af+d§ =g—cu dans Q,
& =0 sur X, (B.15)
£(0) =" dans Q.

Fixons u dans L*(0,T; H}(2)) N C([0,T]; L*(R)), alors v € L?(Q). En sup-
posant que ||d||z=(q) est une quantité suffisamment petite, nous montrons
comme précédemment que le systeme (B.15) posséde une unique solution &
dans L*(0,T; H} () N C ([0, T]; L*(9)).

Etape 4 : Application du Théoreme de point fixe de Banach
Nous démontrons que S est une contraction. Soient vy, ve € L3(Q) et &1,& €
L*(Q) tels que S(vy) = & et S(vg) = &. Alors (u, &) et (ug, &) sont les

solutions respectives des systemes suivants

(
% —Auy +auy = f—bvy dans Q,
% — A&+ déy =g—cuyp  dans Q,
u =& =0 sur X,
0 ur(0) =u’, &(0)=0" dans Q,
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(
% — Aus +auy = f—bvy dans Q,
g A&+ dEy =g —cuy  dans Q,
U =& =0 sur 2,
\ u(0) =1, &(0) =" dans Q.
En faisant la différence de ces deux systemes, nous obtenons
8(u18—;1,t2) — Aug —ug) + alug —ug) = —b(vy — vg) dans Q,
(& —
% —AG - &) +Hd&G — &) =—c(u —up)  dans @,
up—ug =8 —& =0 sur X,
(up —uz)(0) =0, (& —&)(0)=0 dans Q.

\

Nous multiplions les EDP dans ce dernier systeme respectivement par u; — us
et & — &, et nous intégrons dans ), ce qui nous donne

1

Sl =) (D)2 + IV (ur = u2) 172 +/Qa|ul — up|*ddt

= —/ b(vy — va)(uy — ug)dzdt
Q
1
S1(& = &) D2 + 1V (= w2) 72 +/le51 — &f*dudt

= —/ c(uy — ug) (& — &)dadt.
Q

Il en résulte que

IV (uy — UQ)H%2(Q) < —/ b(vy — v9)(ug — ug)dxdt — / aluy — ug|*dxdt
Q Q

HV(& - 52)"%2(62) § - /% c(u1 — Ug)(fl — fg)dﬂ?dt — /Qd‘fl — €2|2dl'dt

Puis nous appliquons I'inégalité de Poincaré au membre de gauche et 'inégalité
de Cauchy-Schwarz au membre de droite,

1
EHUl - U2||i2(Q) < ||bHL°°(Q)HU1 - U2||L2(Q)HU1 - UzHLQ(Q) + Ha||L°°(Q)||U1 - U2||%2(Q)

1
e &7z < lelle@llun — uall 2@ llér — Ellz2) + ldllz=@ll& — &ll72(q)-

Donc
1

(ﬁ -
1

(} —lldllz=@)lIé1 = &allZ2ig) < llellz=@llur — usll2@llér — &all2(@)

HGHL‘”(Q))HUI - UJ?H%?(Q) < ||bHL°°(Q)||U1 - U2HL2(Q)HU1 - U2||L2(Q)
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d’on
0] (@)
|1 — ual|r2(g) < [v1 = v2 L2
@ TK ~all@ @
lell=(@)
161 — &allL2(g) < Jur — uallz2(q)-
NV ] P ”
Finalement,
lcllz=(q) 1l 2<(q)

H£1 - §2|’L2(Q) < ||'Ul — ’UQHL2(Q).

VK = ldlz=@ /K — llallz~@)
Nous en déduisons que si |[c[[ze)||bllze@) < (1/K — ||d|pe))(1/K —
llal| (), alors S est une contraction de L?(Q) dans L*(Q).

Soit v le point fixe de S, alors (u,v) ot u est solution de (B.3), n’est autre
que la solution de (B.1).






Annexe C

Existence de solution au
probleme non local

Nous démontrons que le systeme ci-dessous possede une solution :

u _ a(l(u))Au = f dans @,
ot C.1)
u(z,t) =0 sur X, (C.
u(z,0) =u'(z) dans Q,
ol
a:R — R, est une fonction continue, (C.2)

[ est une forme linéaire continue sur L*(Q), f = f(xz,t) et u® étant donnés.
Supposons qu’il existe des constantes m, M > 0 telles que

m<all) <M VEeER, (C.3)

et que pour g € L*(Q)
l(u) = /Qg(x)u(x)dx (C4)

Soit u = wu(x,t) une solution réguliere du probleme (C.1). Nous allons
considérer u non pas comme une fonction de x et de ¢, mais plutot comme
une application u : [0, 7] — H}(Q) de t & valeurs dans 'espace H} () définie
par

[u(®)](x) = u(z,t)(x € Q,0 <t < T).
Revenant au probleme (C.1), nous définissons de maniere similaire f : [0,7] —
L?(Q) par

[fO))(z) = flz,t)(z € Q,0<t<T).
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Soit ¢ € H () ; nous multiplions 'EDP dans (C.1) par ¢ puis nous intégrons
par parties dans €. Nous trouvons

@cpdx—i—a(l(u))/VuV(pdx:/f<pdx,
Q Q

o Ot
pour chaque t € [0, T].
Nous voulons résoudre la formulation faible du probléeme (C.1). Alors nous
pouvons montrer le

Théoréme C.0.2. Soient f € L*(0,T; H'(Q)) et ug € L*(Q). Alors sous
les hypotheses (C.2)-(C.4), il existe une solution u telle que

we 120, T; HY(9)) N (0, T); IX(9), (C.50)
u(0) = u’, (C.5b)
d / 1
a(u, ©) + a(l(u))/QVquodm = (f, ) dans 2'(0,T), Ve € Hy().
(C.5¢)

Preuve. La preuve sera divisée en trois étapes.
Etape 1 : Approximations de Galerkin
Soit {w, }°2, une base hilbertienne de H}(£2). On a en particulier que I'espace
vectoriel engendré par les {w,, }°° , est dense dans Hj (). Soit {2V}, la suite
de nombres tels que

1",? = (wia UO),

Z 2w; — u® dans L*(Q) lorsque n — oo. (C.6)
i=1

Soit n € N*; nous cherchons une fonction w, : [0,7] — H}(Q) de la forme
un(t) =Y mi(t)w; (C.7)
i=1

ou les coefficients x;(t) sont tels que

r;(0) =2 Vi=1,...
d

E(un,wi) +a(l(un))/Vuanid:17 =(f,w;), Vi=1,...,n.
Q

7n7

(C.8)

Ainsi nous cherchons une fonction wu,, de la forme (C.7), qui est solution de
la “projection” (C.8) du probleme (C.1) sur le sous-espace de dimension finie
engendré par les {w;} .

Etape 2 : Inégalités d’énergie
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Nous multiplions chaque équation de (C.8) par z;(t), puis nous sommons sur
les i allant de 1 a n et nous trouvons

(d;tn un> + a(l(uy,) / |Vun|2dx = (f, u,) pour presque tout ¢ € [0, 7],

ce qui est équivalent a

1d
2dt”un”L2 + a(l(uy) / |Vu,|?dr = (f,u,) pour presque tout ¢.

En utilisant ’hypothese (C.3) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

1d

2dt”unHL2 +m/ Vo, Pde < || f||r-1( ) l|unl 51 @) pour presque tout ¢.

En appliquant au second membre l’inégahté de Young

m
L ez lunll g @) < ||fHH )+ 5 Ml )

il vient pour presque tout ¢ € [0, T]

1d
5 il + g oy < 5 B (C9)

D’ou en intégrant entre 0 et ¢, on a pour presque tout ¢

1 ) m [* ) L [" 1 )
Slun®lize) + 5 i ey @t < 5~ i 17170yt + 5 un(0) 720,

En particulier
1
Un||zo0.1;22(0)) = Sup |un(t)|lz2) < —=|1/llz200.1:5-1()) + |un(0)] 2(0
[nll L 0.7:22(0) tem\l Oz \/EH 2 @) + lun(0)]| 220
Puisque d’apres (C.6), u,(0) est borné dans L*(Q) et f € L*(0,T; H1(Q)),
nous en déduisons qu’il existe une constante positive C' telle que
[tnl| Lo 0,722 < C.

Nous tirons également de (C.9) que

1
”Un”L2(o,T;Hg(Q)) < EHf”L%O,T;H*l(Q))- (C.10)

Soit ¢ € Hy(Q2) avec [|¢l|l g3 (o) < 1. Ecrivons ¢ = @1+, oft ¢ € vect{w; }1
et (g2, w;) = 0 pour i = 1,...,n. Alors [[¢1] gy < |¢llmre < 1. 11 resulte
de 'EDP dans (C.8) que pour presque tout ¢ € [0 T]

(dCZ”,%) + a(l(un))/QVunVsmde = {f,¢1)-
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La relation (C.7) implique que

<%,¢> = (%m@) (d;; ,<p1> = (f, 1) —a(l(un))/QVunV%da:-

Par conséquent,

du,,
<E790> < ||f||H*1 Q) ||901||H1(Q + |a(l(un))|||Un||H5(Q)||901||Hg(Q)
< [ flla-19) + M[unl g1q)-

Nous en déduisons que

dun dun
[T = s (G e)] < Il + Miluall gy
wGHl(Q)
HS"”HI(Q)\
D’ou

%1,

H du, |2
L2(0,T;H—!

<HfHL2(O,T;H*1(Q)) + M2”un”%2(0,T;H§(Q))>‘

Finalement, il existe une constante positive C' telle que

<C. (C.11)

1%
L2(0,T;H=1(Q))

Etape 3 : Existence de solution faible
Par conséquent, d’apres (C.10) et (C.11), il existe une sous-suite de (uy)n,
encore notée (uy,),, des fonctions v € L*(0,T; H}(Q)) et o € L*(0,T; H1(Q))
telles que

u,, — u faiblement dans L*(0, T; Hy()), (C.12)

% — q faiblement dans L*(0,T; H~'()).

Soit ¢ € 2(0,T), on a

) = Un,
dt v 7(0,1),200.T) dt / 2/(0,1),200,1)

En passant a la limite n — 400, nous obtenons

(o, ) - < d@ > < o >
0] 174 q - :
» $19(0.1),20T) " dt  70,1),20,1) dt’ "/ 701)20.1)
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d
Donc o = d_qtl dans 2'(0,T) d’ou

% — Ccli_llf faiblement dans L*(0,7; H'(Q)). (C.13)
L’injection de HJ () dans L*(Q) et celle de L*(Q2) dans H~'(Q) étant respec-
tivement compacte et continue, le lemme d’Aubin-Lions implique que l'injec-
tion de W(0,T) dans L*(Q) est compacte. Comme la suite (u,), est bornée
dans W(0,T), alors nous pouvons extraire une sous-suite convergente dans
L*(Q), i.e.

u, — u fortement dans L*(Q).

Il en résulte que

I(u,) — I(u) fortement dans L*(0,T). (C.14)
Soit ¢ € 2(0,T). Nous multiplions 'EDP dans (C.8) par ¢, puis nous
intégrons entre 0 et 7', il vient pour tout ¢t =1,...,n

T 4 T T
/ a(un,wi)godt+/ a(l(un))/Vuanigpdacdt:/ (f,w;)edt.
0 0 Q 0

Comme 1'espace vectoriel engendré par les {w, }>2, est dense dans H] (),
alors pour tout v € Hj ()

T g T T
/ — (U, v)pdt +/ a(l(uy)) / Vu, Vopdrdt = / (f,v)pdt. (C.15)
o di 0 Q 0
D’apres (C.14), il existe une sous-suite telle que
[(un) — l(u) pour presque tout ¢t €]0, 7.
Puisque la fonction a est continue,
a(l(u,)) — a(l(u)) pour presque tout t €]0, 77,

et que, par hypothese
a(l(u,)) < M,

nous pouvons appliquer le Théoreme de convergence dominée de Lebesgue et
en déduire que

a(l(u,)) Vv — a(l(u)) Vv fortement dans L*(Q). (C.16)

En passant a la limite n — +oo dans (C.15) et en utilisant (C.12), (C.13),
(C.16), nous obtenons

/OT %(u,v)wdt - /OT a(l(u)) /Q VuVovpdrdt = /0T<f, vypdt.

D’ou (C.5¢).
Nous montrons que u € C([0,T]; L*(2)) et que u(0) = u® dans . Nous en
déduisons (C.5b). u






Annexe D

Preuve de I’'inégalité
d’observabilité pour la
controlabilité simultanée

Retournons a la preuve de l'inégalité d’observabilité pour le probleme de
controlabilité simultanée avec contrainte sur le controle. L’idée est d’estimer
fOT |, lga|?e**dxdt par fG |1 |Pe " dzdt pour r € [0,2[ et ¢ = (p1, p2) € W.
Soit ¢ € C°°(R™) une fonction vérifiant :

(r)=1, Vzed,
0<{(x) <1, Veeudw, (D.1)
E(x) =0, VzeRN\wW"

ol W E W' € w, € w E . Supposons par exemple que
c > c¢o >0 dans w.x]0, T (D.2)

et introduisons la fonction 7 = £°. La preuve du Théoréme est basée sur
I'introduction d’une fonction A de t. Pour Sy, 51, p, m > 0, nous définissons :

At) = / (e PN |po|* — Boe a1 + Bre 0?1 [P)dx,  (D.3)
Q

ou
G%MWHLOO(Q) — (=)

(T —t) ’

alz,t) =71

Si, au lieu de (D.2), nous avions —c¢ > ¢y > 0, alors I'expression de A doit étre
modifiée en choisissant Bye 2N au lieu de —Bye 2Ny, . Nous rappelons
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les notations suivantes

,
Lop = %%—A%
%¢::_£_A% (D.4)
M(p,0) = Ljp —ap —co,
| N(p,0) = Lio—bp —do.

Puisque %l—{% a(x,t) = th_rg% a(z,t) = +o0,
A(0) =A(T) =0. (D.5)

0 0
En dérivant A par rapport a t et en remplagant % et % par leurs expres-

sions données par (D.4), nous obtenons :

—pa —2« —ma da
N@%=/Cﬂwpn”ﬂwﬁ+2%e2nm¢y—&ww ﬁ“@ﬂ%gﬁh
Q

—2/6W%M%ﬂNWﬁ+Aw+W%+dem
Q

s / e~ 2lpa(M(p) + Ay + apr + cips)
9]
+ 01(N (@) + Apa + bpy + dps)|dx
— 26 / e~ 301 (M () + Ay + apr + cps)da.
Q

En intégrant par parties sur |0, 7 et en utilisant (D.5), nous trouvons :

Bo / 672&770|902|2d$dt
Q

R

+ [61 (mg—? + 2a> e~men?3 — 506_2a77b] o1

—-[ﬁo<2€;§—+cz+—d>e‘2“n-2616‘m“n”%c-26‘p“n%“b}¢1wz}dxdt

+ 2/ 67”“774/3@2Ag02dxdt — [3’0/ e’zan(nggol + 1 Apg)dxdt
Q Q

+2ﬁ1/ eman2/3g01A<p1d:cdt+2/ e P30, N (@) dadt
Q Q

_ 8, / e npa M ()dudt — o / 2oy N () dadt
Q Q

+251/ e~ ™30 M (p)dadt
Q

=L+ S+ S+ T+ T+ Jg+ Jo + Js. (D.6)
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Maintenant nous estimons chacun des huit termes Ji, ..., Js. Soit r € [0, 2[;
supposons que

p>2, m>1—|—g, r<2 Bof>l (D.7)

Estimation de .J; :

Comme 0_(7); ¢ L>(Q), nous écrivons

20 _ dav —a, 1/2 —a, 1/2
60(2—+a+d> 77901802—50(254'@4‘60( n 1) (e )

[%( +a+d> “n|¢1\2+6‘2“77|902|2]

1
[5O<2—+a+d> —(2=n)ap2/3,-ra 1/3|<,0 2 1 e~ 2|02

2

— 2817 P eprpy = =261 (e” "D e ) (e7 ! P ps)
< 62 —2(m—-1)« 1/3|C(,0 |2_+_6—20477|90 |2
< 52 —[2(m—-1)— r]a —ro 1/3|CQ0 |2 +e a,',}|902|2’

— 27 Phipripy = —=2(e” PV by ) (e P py)
6—2(p—1)0‘7]5/3|bg01 |2 + 6_2a7}|902|2
e~ =rlapd/3e—rap1/3|p, 12 4 o=2ap 12

NN

et nous obtenons

J; < < —l—H( ——|—2d) )an%

L TR
Oa —(m—r)a,, = —2-r)a,, %

+ 81 (m 5 + 20) e enE — oGyl

ot
En utilisant [|n]|zeq) < 1, il vient

) / e~ 2| o |*dadt
7 JQ

2 L) )
N O [ L L)

) }/nse_m|gpl| dxdt.
2 JQ

OO)/Qe_zan|g02]2dxdt
)
2 >}/ﬂ§6_r“|<ﬁ1l2dwdt>-
/2 Jo

[oJe!
T < Clpm, nllz=() ((1 + oo + || e "

T

0
+ {8 (14 N+ dl + oll% + || Gre B

804 —(m—r)a
+ B2 (1+ llalZ + llelZ, + || Zre
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De I'inégalité

<O ¥ji>0 (D.8)

e T

nous déduisons que

2

T —2a
LécmmNWmmﬂKHWWm+ﬁ>Le2W@WMt (D.9)

4

-
+ |B|2(1+ lla, b, ¢, d||2, + ﬁ> / n%e—mm\?dxdt},
Q
ot |8 = 5§ + 7.
Maintenant revenons a la preuve de 'estimation (D.8). Soit j > 0; puisque

e3MBllLe @) _ AB(2)
a(e,t) =7 :

(T —t)

on a
00, e o (T2 - M) ot o
E(x,t)e (,t) = —7 ST
Ainsi,

Oa o T(6§>\||5|\Loo(g) _ 6)\5(90)) B -Te<4/3))\“BHL°°(Q),ekﬁ(az)

ot (:E t)e ’ (SE t) S tQ(T—t)2 e’ WT—1)

< 7T p(@)(1),
avec 1
,u(x) = Q%A“/BHLOO(Q) _ 6)\5(96) ot @/J(t) _ me—jfrt(’;(f)t).
1

Etudions la fonction v sur 'intervalle de temps |0, T[. Posons z = T

alors nous devons étudier la fonction 1) définie par ¥(z) = 22 7™®)= gur
intervalle de temps [, +00[. On a

V'(2) = (2 — jru(x)z)ze ITH@Z, (D.10)
En conséquence si z < W%’ 1 est croissante et si z > T 1 est
décroissante.
Si in(x) < A 73, 1 est décroissante sur [T2 , oo et il vient
4 16
(z) S Ulg) = e O
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D’ou,
oje! _ 167T () _ iy 167TesBliew
E(m,t)e 1%z, t)| < — —imne) g = '
D’apres 7 > 1 = %(—g)l/gﬂa b, c, dH , il s’ensuit que

4
< 2T (X (D.11)
la, b, ¢, d[]£* \4C

car par hypothese 7 > 1. Par conséquent,

; 3972c@/3NBlLe@) 7 \4\ /0 72
ez 1) < Z =) —
ot (377 )6 (1'7 )‘ ||a,b, C,d”ééSTZL <40) 1T4

39 (4/3)MBl Lo ()

6
lla,b,c 7dH1/3 (40)1/

avec ] =

Si 2~ > =, 1 est croissante sur |75, —2—] et décroissante sur

jru(@) 727 jru(z)

el ]w( . +oo[. Nous en déduisons que

2 4
Y(z) < Y( . e 2
Jrx)” ()
Ainsi,
0 47T -2 47T -2
Oz(x t)e —Ja<x’t)‘ < 7" ,u(q:)ez _ .7'26 .
ot @) (7)?u(o)
Or 2 o> = (40)2/3||a be,d|2?, ce qui implique que L <
1822 by e, dlo, et ple) > M — 1) done W S
eAH,B”LOO(é) = I en résulte que,
Ja N 4rTe 216 / N\ lla, b, c, d”—4/3
— (2, t)e7%(z,t)| < : — = ]
at 72 4C' eAHBHLOO(Q)<€4/3 _ 1)
En tenant compte de (D.11), nous en déduisons que
da : 19872 A ix@) X\ |la, b, c,dlf .
o e la,0,¢ dllc” _ ~ 7"
avec C, — 128 (2+>‘!/3HL°°(Q))()\2)5/6“abc/d!15/3.

(D.8) en découle avec C = min{Cy, Cs}.
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Estimation de J5 :
En utilisant le fait que @;|s, = 0, ¢ = 1,2 et en appliquant la formule de Green,
on a:

Jy = 2/ e_po‘n%gpgAgOdedt = —2/ V(e‘po‘n%gpg)V@zdmdt
Q Q
= —2/ e_pa77§|Vg02|2dxdt—2/ QOQV(,DQV(B_pan%)dI’dt
Q Q
:—2/6_”‘17]§|Vg02|2dxdt—/ V(|g02|2)v<€_pa7]%>dl’dt
Q Q
:—2/ epan§|Vg02|2dajdt+/ \¢2|2A(e’pan%)dxdt
Q Q

= —2/ epan§|Vgog|2dxdt+/(e2“77\902]2)62“771A(epan§)d:cdt.
Q Q
Or,

AlePy?) = div [V(e P*n?)] = div [-p(Va)e Py’ +j(V77)e_panj_1]
= —p div [(Va)e Py — pjVa(Vn)e P n’ ! + j(An)e Py~
+ ViV (e Py
= —p(Aa)e " + p*|Valfe ™y — pjVa(Vn)e Py~
+ j(An)e P — piVa(Vin)e P+ (5 — 1)Vl Pe P’
= e P(p*|Val* = pAa)y’ + j(An — 2pVaVn)y ™ (D.12)
+ (G = D)[VnlPn ]

donc
1 4
oy A (e Pys) = e~ ((p?\VCVI2 —pAa)ns + 2 (An - 2pV i)y
4 _5
+ §|V77|277 3)
Comme 1 = £9, alors

Vi = 6(VE)E = 6(VE)n™°
= 66(VE)EH = 6£(VEN*?,

An = 6[(AE” + 5|VEPEY = 1 6EAE + 30| VE[]
— n??[6EAE + 30|VE|Y,
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doll,
V>3 = 36| VE[* € L™(),

B
T e~ (P2
(An)n~2/* = 30| V| + 6EAE € L™(9),

e~ P2y (V)23 = —67\EVEV

AB
—(p—2)a 13 _ _ ne2 € _(p-2)a
T By = A+ AVA)E e

o2)8

2(T — 1)2

En utilisant p > 2 et en tenant compte de estimation (D.8), nous en déduisons
que

e~ (P=2a

(p 2)o¢|va|2 1/3 _ 2)\2€2|v5|2

2
e n A0}l < C(1+ 75)-
Revenant a .J5, nous obtenons

2
Jo < —2/ e PnE| Vo *dudt + C(l + ﬁ) / e 2n|po|*dxdt.  (D.13)
Q

Estimation de J3 :

Puisque
A(p1p) = div [V(p12)] = div (1 Ve + p2Vipr)
= V1V + 01Aps + Vpa Vo, + oAy
= 2V 1 Vs + 01 Aps + p2Apy,
on a,

Jy = —ﬁo/ e’2an(gogA<p1 + p1Aps)dxdt
Q
= —ﬁo/ €72a77[A(g01g02 — 2V901V902]dxdt
Q
= —i—ﬁo/ V(e_Qan)V(golapg)d:pdt + 260/ e 2NV, Vodadt
Q Q

= —50/ A(e_gaﬁ)%@zdxdt—F?ﬁo/ e 2NV 1 Vpodadt.
Q Q

1BoA (€2 n)prpa] = e N2 0a] | BoA (e~ 2n)e™n ™3 4|

1/ o 9 o, -
<5 (e nleal? + BAE ) P i),
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ce qui implique que
’60/ A(e’%‘n)gm(pgda;dt‘
Q
1

2
< 5/ 620‘7]|g02|2dxdt+%/ |A(672a7])|262a77716m‘777%77%67m‘|g01|2dl’dt
Q Q

1

2 4 1
<5 [ emnlenprde+ 2ya@ Py [ gt el Pdsat
Q Q

1

2 T 2 1
<5 [ emaleaprde LA et DA [ e o
Q Q

Au vu de (D.12), on a
Ae ) = e 2[(4|Va|? — 2Aa)n + An — 4Va V),
donc
e(”%)an’%A(e’zo‘n) = e~ (173)2[(4|Val? - 2Aoz)77% + (An — 4V04V77)77’§].

Comme précédemment et en utilisant I'hypothese r < 2, il s’ensuit que :
2 4
|A(eom)e 232, < O+ =) < CL+ ).
ainsi,
4

T

—2a L _ra
J3 < C(/Qe 2| |Pdxdt + B3 (1 + T8)/Q7736 \¢1|2dazdt> (D.14)
+250/ e 2NV, Vipadadt.
Q

Estimation de Jy :

J4:2ﬁ1/Qem°‘77§g01A<p1dxdt: —Qﬁl/QV(emanggal)Vgoldxdt
= —251/696_’”0‘773]V301]2dwdt—2ﬁ1/QV(e_ma77§)901V901da:dt
=281 [ e moni (Ve — b, | V)T (o P
= 26 /Q e |V [Pdadt + By /Q Ae™ ™03 |y |2dadt.
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Or
‘61/ A(e‘man%)|g01|2dxdt‘ 251’/em‘n_éA(e_mo‘ng)née_m|g01|2dxdt
Q Q
<Al A ) [ nbe P
Q

et d’apres (D.12), on a

wh_.

A( 7ma77§) _ a((m2’va‘2 mAa)n3 + - (An — 2mVaV77)

3
IV,

donc

1

o s A on) = 0 (2 Vol — mAay}
9 2
+ (- 2mVaVn)n 5 — §|V77|277‘§)-

Comme précédemment et en utilisant 'hypothese r < m, nous obtenons :

2

Heranng(e*man§>Hoo < C’(l + T4)
d’ou
2 1
—251/ N3 |V dxdt+Cﬁl<l+ T4) / n3e "1 [*dxdt. (D.15)

Estimation de J5 :

Js = 2/ e_pangchN(cp)dxdt: 2/ e_pan%e_anéwgeo‘n_%N(go)dxdt
Q Q
:2/ e_an%@26_(p_1)an%N(g0)dxdt
Q
Js </e2an\902]2d:z:dt+/ “2=Dep | N () Pdadt. (D.16)
Q Q

Estimation de Jg :

Jo = —ﬁo/ e > npa M (p)dadt = —50/ 29026 U%M(SO)dxdt
Q

Jg < @</ 6_2an|g02|2dxdt+/ e 2| M (p)|? dmdt). (D.17)
2 Vo Q
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Estimation de J; :

Jr =B / e 2 np1N (p)dadt = —f / e e 2%y 52 N (i) dadt
Q Q
= —ﬁo/ nse” 5% e 328 N () dadt
Jr < 52()(/ UE dxdt—i—/ (44)0‘77%]]\/(@)]2(13:6115). (D.18)
Q

Estimation de Jg :

Jg = 2B1/ e_m“n%golM(go)dxdt = 251/ e_man§n%e_%“gpln_%egaM(gp)dxdt
Q Q
:251/ 77%6_50‘4,016_(’”_5)0‘77%M(@)dg;dt
Q
Js < 51(/ née_m|<,01|2dxdt+/ 6_(2m_T)an|M(<p)|2d:Edt>. (D.19)
Q Q

Alors il résulte de (D.2), des conditions (D.7), des estimations (D.9),(D.13)-
(D.19) et de (D.6), que :

2
Boco/e2“77]<p2\2d:cdt<C<1+Hd|]oo+%)/e2“n1<p2\2d:cdt (D.20)
Q Q

4
+CIaP (L4 labedl+ 75) [ oo dade
Q
—2/ epan4/3|Vg02|2da:dt+2ﬁ0/ e 2NV, Vodadt
Q Q
—251/ em“n2/3]V901]2dxdt+/ e 2P~ Depd3I N ()2 dadt
Q Q
—l—%/ e 2| M (p)| dxdt—l—ﬁo/ ~@=mapd/3I N (@) |2 dadt
Q Q

+61/ ~@m=rap M () [*dxdt.
Q

2
Nous désirons que le terme C’(l +|d|| 0o + %) / e~ 2| 2| *dxdt soit absorbé
Q

par le terme ﬂoco/ e~ 2*n|py|*dxdt dans le membre de gauche de (D.20), i.e
Q

2 2

T C T
Boco > C’(l + [|d]| 0 + T4> En fixant (3 tel que [y > —<1 + ||d]| + T4>’
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nous pouvons en déduire que

-2 2 |/3|2 2 7'4 1/3 — 2
/e “Nlpe|*dxdt < <1+ la, b, ¢, d||Z, 8) / n3e "y [Pdadt
Q 1)
2
—5—/ epa774/3\V<p2\2da:dt+2/ e 2NV, Vodadt
0 Q

—2—/ e 2/3|V<p dxdt + 0/6_2(”_1)5“7]5/3]N(g0)]2dxdt
Q

2

LB
)

1 1
—i——/Qe2a77\M(<p)| dxdt—l—i/Qe(4T)0‘?75/3]N(g0)]2da:dt

/ _(Qm_r)an|M(cp)|2dxdt.

Considérons le terme

e p“n |Vl d:cdt—i—Q/ e 2NV, Vodrdt
G

B

—ZE/e_man§|Vg01|2dxdt (D.21)
Bo Jo

dans le membre de droite de I'inégalité précédente. Supposons de plus que
p+m < 4et 52 <26, alors

4 o 2
(Boe™2n)? < 2Bre 0 < 2B~ PT™ensns < 2(e 3 ) (Bre ™ n5),
et

—pa 4 —ma. 2
2(2e7P* 03| Vpa|?) (2816703 Vo1 [*)
(27203 |V ipa|?)? + (26175 [V ou ).

1280 ** NV o1 Vipa|* <
<

Nous en déduisons que

(2673 |V ipa|2)2 4 (2B1e~mon3 |V iy |2)?2

‘250672%7V901V902 | <
2
< 2775 [Vpo|? + 281705 [V |2,

ainsi
—2« 2 —pa 4 2
2 [ e V1 Vedrdt < — | e P3| Vipg|*dadt
Q o Jq

2
+ﬁ/ e "5 |V, [Pdadt,
Bo Jo
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et la quantité (D.21) est négative. Par conséquent, au vu de p > 2 (= 2(p —

1)>2),2>7’(:>4—r>2)etm>1+g(:>2m—r>2),ils’ensuitque:

2 4
/ e 2| | *drdt < C'W—l (1 + |la, b, c,d||%, + %) / 771/36_m|<,01|2dxdt
Q Bo Q

1.1 ~2a, 5/3 2 1 6 % )
+<Bo+2>/Qe 73N (p)] dxdt+<2+ﬂo> | el (o) da.

On a avec les propriétés de n :

T T
/ /e_2a|g02|2d:vdt:/ /6_20‘77|g02|2dxdt</6_2"77|g02]2d3:dt,
0 Jur 0 Ju Q

et en utilisant les conditions suivantes,

P> 2, m>1—|—i, r<2, p+m<4, (D.22)

2
9 C 72
Bo, b1 21, By <261, Po> C—(1+ |dlloo + 774)7 T 2T,
0

1 13

C
(par exemple (pa m,r) = (2 + 1—6,2 — §’§> et (50,51) = (max{l,a<1 +
2

1
HdHoo—i—%> }—i—l, max{1, §ﬁ§}> vérifient les conditions (D.22)), nous obtenons

finalement,

T
/ / e 2| py|Pdrdt < C’(/ e "1 [Pdadt
0 w’ G

+ [ M@+ N i),

ou C =C(T,||a,b,c,d|s,co,T)-



Annexe E

Preuve de I’'inégalité
d’observabilité pour la
controlabilité du systeme non
local

Nous rappelons les notations suivantes

0
M(p,0) = ——f — B(t;21)¢p — ap — co, (E1)
N(p,0) = _8_(7: — B(t; 29)0 — by — do.

Soit £ € C°°(R™M) une fonction vérifiant :

E(z)=1, Vreuw,
{ 0<&(x)<1, Veeuw” (E.2)
E(z) =0, VreR"\uw,

onw €W ew. €w €.
Supposons par exemple que

¢ > ¢y >0 dans w.x]0, T (E.3)

et introduisons la fonction 1 = £5. Pour fy, 81, n, m > 0, nous définissons :

A(t) = /(e_naﬁ4/3|902|2 — Boe 2 npapr + Bre ™ 0?31 *)da. (E.4)
Q

lim a(z,t) = 400, on a

Pui li =
uisque tl_rgéa(x,t) lim
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0 0
En dérivant A par rapport au temps t et en remplagant G_i et % par leurs

expressions données par (E.1), nous obtenons :

Oa
A/<t) :/( ne~ " 4/3“0 |2+2B0€ 2a NYapr — ﬁlme mao 2/3“0 | )atdiﬁ
Q

B 2/ e "0 B30y (N (@) + B(t; 22) 02 + bipr + dips)da
0

48 [ Pl (p) + Blts e+ ap + o)
Q
+ ©1(N(p) + B(t; 22)p2 + by + dips)|dx

- 2ﬁ1/ Ty (M () 4+ B(t; 1)1 + apy + cpa)da.

En intégrant par parties sur |0, 7 et en utilisant (E.5), nous trouvons :

06!
BO/QG—QanC“QQdedt:/ {(na+2d> —na 4/3|902|2

+ [ﬂ1 (mg—? +2a) —map2/3 _ Bie Qo‘nb] 1|2
[50 <2(2_t +a+ d) “n — ZBle’manW?’c - 26’”“774/317] g01<p2}dxdt

+ 2 / na774/3g02B(t; ZQ)QOQCZ!L’dt
Q
+251/ —map2/30, B(t; zl)goldxdt—i—?/ /30, N (@) dzdt
Q Q

—50/ 6_2a77902M(90)dIdt—ﬁ0/ e e N(p)ddt
Q Q

28, [ e
Q

=L+ o+ I35+ i+ T+ g+ Jr + .

Maintenant nous estimons chacun des termes Jp,--- ,Jg. Soit r € [0,2] et
supposons que

n> 2, m>1+g, r<?2 B>l (E.7)

Estimation de J; :



133

Jy = /Q { (n(?ﬂ_? + 2d> e "o
+ [51 (m%—? + 2a> a3 Be 26“775} o1 /?
_ [50 <286_? +a+ d) 6_26“77 — Qﬁle_man2/3c — 26_7“1774/3[)} cplgpg}dxdt.

Comme

50(2% +a+ d) o102

=B (28_ a+d)( ' Po1) (e ps)
5[ < e a+d) e*2°‘77l<p1\2+€72a77\%02|2)]
<3l %— Fatd) e ey o2 e 2lof?)],

98,6~ 2/36@1902 _251< (m— 1)04771/60901)( a771/2902)
< BRe2mNap1f3|ap |2 4 o200 12
< Be —[2(m=1)—r]a, ran1/3‘c¢1|2+e_2°‘77!902\27

[\

efnan4/35901§02 _ _2(6*(n71)an5/6b@1)( an1/2(p2)
672(n*1)an5/3|bgp1‘2 + e*2a77\902|2
67[2(n71)7r]an4/36*7"04,r]1/3’bgpl|2 + 672&7]|S02‘27

NN

nous obtenons

n (2 (022 4 2ottt

) / e 2| *dadt
o0 Q

r 2 r
+ {5 (25 +a+ )b+ e,
+|

19e
61 <ma + 2a> 6—(m—7")oc77§ o /806_(2—7’)0! 5

- ||6‘(”‘1‘3)“n§b||§o}/née‘mml?dxdt-
Q

o0
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En utilisant ||n|| o) < 1, il s’ensuit que

oo)/e_2a77|cp2|2dxdt
o)
2 >}/77§6_m|901l2dxdt)-
/0 Jo

Ji < C<<1 + e + H%‘;‘e—m_m

T

Oa i =y,
+ {8 (14 lla+ Iz + bl + || Zre

aa —(m—-r)x
+ B (14 llalZ, + el + || e

Soit 7 > 0; puisque

e2AMBllee ) — AB(x)

t) =
on a
da ia(ad) (T _ 2t)(€2>\||5||L00(Q) _ eAﬁ(x)) _; EQMIBHLﬂg)’EWI)
E(m,t)e =— 2T — 1) e
Donc,
da ale) - T(62>\||B||LOO(Q) . eAB(z)) _jE2A||BHLt<Z<>T(Z))_eM3(m>
ot e = 22(T — 1) ‘
< Th(z)y(t),
avec 1
. h(z
h(l‘) — 2AMBllLeo @) — AB@) o 1/}<t) _ me_ﬂ t(YE—)t)'

Etudions la fonction ¢ sur 'intervalle de temps |0, T'[. Posons z = ﬁ, alors

nous devons étudier la fonction 1 définie par 1(z) = 22e="®)* sur I'intervalle
de temps [, +oo[. On a

T2
Y'(2) = (2 — jh(x)z)ze M@=, (E.8)
Nous en déduisons que si z < jh%, 1 est croissante et si z > jh%, 1 est
décroissante.
Si jh% < 7, 1 est décroissante sur [, +oof et on a
4 16 _pia) 2
¥(2) S Y(5) = e M7
Ainsi,
Oa

_; 16Th(x) _ipwya _ 16e2MBlc@  islpooq) 4
E(xat)e ja(w,t) < T4( )e (@) 77 < = ol L 7
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-2 4 : 4
St 5557 > 72, ¢ est croissante sur (72,

Nous en déduisons que

2
jh(z)

| et décroissante sur [jh%, +o00].

Ainsi,

90, p)e-iate)

ot

- ATh(x)e™®  ATe™?
S O(h@)* jh(x)

Mais h(x) 2 6/\HBIIL°°(Q) (e)‘”ﬂ“LOO(Q) _ 1) D’Ol\l’

ATe™?
j26>\HﬁHL°°<Q)(6>\||5||L00(Q) _ 1)'

oo »
o -
()| <

Par conséquent, il existe une constante positive C' = C(T’, Ao, ||8]| ()
telle que

< C,Vj>0. (E.9)

o0

[

On a alors

J1 < C[(l + HdHoo)/ e~ 2| o |* dadt (E.10)
Q

18P+ lla, b e, %) / nhe o Pdudt].
Q

ou O = C(T, [|Bll=ey) et 5] = 55 + bt

Estimation de J; :

e_"o‘774/3<pr(t; 2o )podxdt

o
I
)
©\>

N
= 2/ e_nanggpQ ZO Bi-(ZQ(t) t) 82%02 dxdt
Q J ’ (9:1:'161']

i,j=1
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na i 070
J :2”2_:1 /Q Bij(z(t), t)e nswaxiaxjdxdt
all 0 Oy
=2 Bij(z(t),t e 0, ) 22 dpdt
le/cz i(z2(t) D <6 UR )8%
_ R 1 0y 0 Opy 0 | 0 4
— 2”2:1/ i (22 (t n 9r: Oz, ©2 or, Or, (e ) dxdt
< —2a0/ 3 |V | *dadt
0 0 —na, %
—Z | Boteat). 05 laf) o
< —2a0/ N n%]Vg@] dxdt
0? 4
Mais on a
02 —na, I\ _ _—na 280& 804 @2a l
8%6% (6 7]) — ¢ {<n axz 8xj B n@xlax)n
0? Jda On  Oa On\1 ;4 on oy ,_,
—nl—=— —_— 1 E.11
+l[8xi8xj "(axj ox; 0x; axj)]” - )8302 ax]"’ } ( )
donc

0? 4 Ja da 0%« 1
20, —1 —na,3\ . ,—(n—2)a 2 . 3
1 G, ) = e {(n Oz; Oz, ”axiaxj)"
41 0%n da On  Oa On s 40n 0n _s
Par ailleurs puisque 7 = €5, on a pour tout 4,5 € {1,..., Ny},
on o 5 0 0
=6——& =6—
8% 8%5 8%
= bege! = bl
9 K3 5 35 95 9*¢ ¢ 9¢
axiﬁxj <3x18:€35 (93(:z > < 0z,0x; + 30(%@ 8_%)
el BE 0 0
G ez, o, 8:1,'])
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alnsi

o O 5 ¢ O¢

890,‘ 8ZE]77 368[EZ 6xj < ( )’

20 000N oy o0 06 OF N g m
dz; Ox; Ox; Ox; t(T —t)

€ L*(Q),
> —2/3 0*¢ S
—_— =6§——— + 30 — € L>(Q2
(9@-(990]-77 gaxlﬁxj N Ox; Ox; € L™,
9 9?8 0B 98 e
—(n—2)a 1/3 _ -\ A\ 2
62/\||/3HL00(Q)_6>\3(1)
6—(71—2) WT—0) c LOO(Q)7
2)p3 2MIBl Loo (@) _ AB(x)

_(”—Q)Qa_aa_anl/?’ — /\28_/8 aﬁ 52 ¢ 6_(n_2)e t(T—t)
0z, 0z, O, 0x;° (T — t)?

€ L>=(Q).

(&

e

En utilisant n > 2, nous en déduisons que

Revenant a J,, nous obtenons

Jo < —2a0/ e’"an%\Vgpg\Qd:ﬁdt
Q

No
—2a o, — 82 —no, %
#3 [[IBealt) e ety e s

5,j=1
D’ou

Jo < —2a0/ e"“n§|V<p2|2dxdt—|—2Ng,uC/ e~ 2| o | dadt, (E.12)
Q Q

ol pu = min{|pol, [}
Estimation de Js :

Js = =P / e 2 n(paB(t; 21) 01 + 01 B(t; 20) o) dadt
Q
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N
0 82801
_ —2« B
— ﬁo/@e n(gog ”21 Bw(zl(t),t)axiaxj
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O |2
+ [ (el + B0,
Q aiCZ

9¢ |2
—ro, 1/3(, |2 ‘B--
w8 [ (o e+ [Buatt). 05 ¢
<8N0(/e’”0‘771/3|<p1\2d$dt+/e2”77\902]2dxdt>
Q Q

2 ES
i Z/ ox; s &vz
e Z/ 8@

6_(4_”“775/3 ) % ‘2) dxdt

L
)] drdt
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8x]

8@1 2

dxdt
&Uj v

772/3) —2a

4/3)6 (4-

a‘” dadt,

‘ ox;

donc

3902 5’901

< 2Bop ijl / 2

+ 5o [8]\70(/ e_mnl/3|<,01|2+/ 6_20‘77|g02|2>dxdt
Q Q

2 35 2 o

+ ol Z/ o 772/3>e 2

8.177;
e Z/ B,

Estimation de J; :

! |dad (E.13)

912
833]'

dxdt

8902
&cj
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‘,L‘Z

4/3>e (4—r)a

dz dt}

J4 - 2B1/ e 2/3@13(25 Zl)wldIdt
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=2 e/ § By dadt
ﬁl/ #1 @] Zl aZL' ax]
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0
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dxdt
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Jy < —2B10y / —man2/3|¥ oy |2dadt

0
s | Boteat. 05Uy e o

i,j=1 v

—2B31aq / “men2l31V o |2dadt

82 —mo
+51Z/ (1), )] o (e n?/?)dadt.

i,7=1

Par conséquent,

Ji < =201 / —men2/3| o |2 dadt

62
+ﬂlz/ (), ey s o T (7m0 ®)e T n3 o [*ddt.

2,7=1

D’apres (E.11), on a

L 02 ) da DPa N 1
ra,,—3 —-ma, 2/3\ _ —(m-r)a 2 . 3
© 8.1'161'] (e m ) ¢ { (m 83:1 61’]- maxﬁx] ) g
21 0%n Oa On  Oa OnN\1 _2 20n On _s

r
Comme précédemment en utilisant m > 1 + 3 et r < 2, nous obtenons :

1 P
© 381'1'8[)3]'

(e—ma772/3)H < C7

o0

nous en déduisons que,
Jy < —Zﬁlao/ e_man2/3|V<pl|2dxdt
Q

—I—ﬁlCZ/ (2 (t 7736 o) |Pdadt

1,7=1

Ji < By [ — 2a0/ e’man2/3|V<p1|2dxdt + QCulNO/ n%e’m\g01|2dxdt].
Q Q
(E.14)
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Estimation de Jj5 :

Js = 2/ e_”an%gOQN(cp)dmdt = 2/ 6_"0‘77%e_o‘n%gpge“n_%]\f(cp)dmdt
Q Q
= 2/ e_an%gpge_(”_l)an%N(ap)dxdt
Q
J5</6_2an]<p2|2dxdt+/6_2(”_1)ang|N(g0)|2dxdt. (E.15)
Q Q

Estimation de Jg :

Jg = —Bo/ e_QO‘ngogM(gp)dxdt = —BO/ G_QH%QDQG_QH%M(QD)dﬁL'dt
Q Q

Js < %(/ €2a77\g02]2dxdt+/ e’2a77|]\/[(g0)]2dxdt>. (E.16)
Q Q

Estimation de J7 :

Jr = —ﬁo/ e 2*np1 N (p)dzdt
Q

Jr < @( / se7" o[ dadt + / e*<4fr>an%\N(<p)\2dxdt). (E.17)
2\ Jg Q

Estimation de Jg :
Jg = QBl/Qe—mo‘nggle(gp)dxdt
= 251/Qe_mangnflie_gagom_éego‘M(go)dxdt
:2ﬁ1/Qnéegagole(mg)o‘nél\/[(@)dxdt

Js < 51(/ néem\gmpdxdt—i-/ e’(Zm’r)an\M(@)Fdxdt). (E.18)
Q Q

Alors, de (E.3), des conditions (E.7) et des estimations (E.10),(E.12)-
(E.18), on a au vu de (E.6) :
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ﬁoco/ e~ 2n|po|Pdadt < C’[(l + B0+ Hd|]oo> / e 2|y |*dxdt  (E.19)
Q Q

AP (1 asbesdl) [ e o s
Q
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Q i,j=1 Q
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02 01
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01 |2
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893]- v
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dz dt]

|
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+ %/ e 2| M (p)|*dzdt + — bo / ~@=napd/3 N (@) P dadt
Q Q

+ B / e~ g M (@)\2dwdt},
Q

ot C = C(T, Mo, ||B]| (), to, f1, No). Nous voulons que le terme C(l +

Bo+ ||d||oo> / e~ 2| s|*dxdt soit absorbé par le terme Bgco/ e~ 2|y |*dadt
Q Q

dans le membre de gauche de (E.19), i.e. Bocog > C(1+ By + ||d||). En fixant
Bo tel que By(co — C) > C(1 + ||d||o), nous obtenons :

/ e~ 2| o |Pdrdt < [W’ <1 + |la, b, ¢, d||% > / n2e " oy [Pdadt
Bo Q

N
i ~ [ _oa |Op2 001
_ oY 2 2
. / "3 Vs dxdt+2Z/Qe 8% 8x] dxdt
i,7=1
o Oa |2 9 12 93\ 20| 0p1
— « d dt
+Z/<’8xi 3 o )e oz,
o8 |2 8902
5/3 4/3
+ Z/ 8901 +3‘axl i )e dxdt
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1 .
—25 ao/ e‘m“n2/3|Vg01|2dxdt+—/ e~ 2 =Dapd3| N () |2dadt
Bo Bo Jg

1 1
—l—§/ 6_20‘77|M(g0)|2dxdt+§/ e~ W3 N () |2 dadt
Q Q

g;/ ~@m=nap V(o )]2da:dt].

Supposons que n + m < 4, alors on a en particulier

2 3§ 9% 0 2
Z/ oz 83:1 2/3)6 ’ 8_2 dxdt

Oa 10 2
+i§::1/<‘6xl ‘83:1 4/3>e A 732 dxdt
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Par conséquent,

2
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Q Bo

—oa, |02 091
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Posons

—(Bo — ) et g = —(Bo — Brw),

et considérons le terme

2p - 4/3 / -2 3902 8901
— P g 317 gy Pt + 2 o drdt
Bo [Vipa|*dodt + Z N oz, oz,
2
; e~me23 |V, [Pdudt (E.20)

dans le membre de droite de l'inégalité précédente. Supposons de plus que
GENE < 2pg. alors

)

)

< (m %@3@9)( (5[5

< 2ot S22 (et 3 52

< (2Nope ™05 [V o |2)? + (2Noge ™03 [V gy [2)2.

Nous en déduisons que

Dy O ; ;
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et la quantité (E.20) est négative. Par conséquent, au vu de n > 2 (= 2(n —

1)>2),2>7’(:>4—r>2)etm>1+£(:>2m—r>2),ilvient:

2
/ e’2an]g02\2d:vdt < C[ﬂ <1 + ||a, b, c,dHiO) / nl/ge’ralgol\zdxdt
Q o Q

11
+ E+—>Le‘2an5/3|N(¢)|2dxdt

>
+ (% + %) /QeQ"‘nlM(go)Fdxdt].

On a avec les propriétés de n :

T T
/ /62a|g02|2da:dt:/ /62a77|g02|2d:cdt</e20‘77|g02]2dxdt,
0 w’ 0 w’ Q

et en utilisant les conditions suivantes,

n>92 m>l4= r<2 n+m<A4 (E.21)

2
f
Bo,Bi =1, Bo>ay, i< a—0>
0

p=—6o— ), q=—(B— L), BN < 2pq,
Bo(co —C) > C(1+ |ld||se), 7>,

1 13

(par exemple (n,m,r) = (2—{_%7 2_§7 2> et (60)/81) = (1+a0(2+N3)72+N8)

vérifient les conditions (E.21)), nous arrivons finalement &,
T
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