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Introduction

La notion d’opérateur de Hilbert-Schmidt joue un role fondamental en Analyse

Fonctionnelle et Harmonique.
Rappelons que si H; et H, sont des espaces de Hilbert séparables, un opérateur T :
Hy, — H> est dit de Hilbert-Schmidt si et seulement si on a, pour au moins une base
orthonormale (e;);c; de Hy; X jer ||T(e,-)||%[2 < +oo et dans ce cas, la condition ci-
dessus est en fait vérifiée pour toute base orthonormale de H;.

Un exemple standard est donné par les opérateurs Ty : f — T ( f) sur L2 (Q,C)
définis par la formule T (f) (x) = [ f (¥) k(x, ¥) dm(y), ot m désigne la mesure de
Lebesgue, k: (x,y) = k(x, y) désignant un noyau de carré intégrable sur Q x Q.

En effet, soit (e;) une base orthonormale de H;.On a:

Z[ |Tken|2dt
n JQ

2,
o
L;!(k(t,.),e_mzdt

fflk(t,s)lzdsdt
QJQ

_ 2
- ”k”Lz(QxQ)'

2
; " Tken ”LZ(Q)

2
dat

f k(t,s)e,(s)ds
Q

2
dat

f k(t,s)en(s)ds
Q

Notre travail est réparti en six chapitres.
Dans le chapitre 1, on présente la classe des opérateurs p-sommants introduite par
A.Pietsch [34] en 1966 et étudiée ensuite par J. Lindenstrauss et A.Pelczynski en
1968(33] puis par B.Maurey en 1973([37].
Une grande attention est apportée en particulier aux opérateurs 2-sommants. On a
détaillé les théoréemes de domination et de factorisation puis “la propriété d’idéal”.
On utilise les inégalités de Kahane-Kintchine [27] et les inégalités de Grothendieck
[43] pour établir un lien entre opérateurs p-sommants et factorisation a travers les
espaces Zp.
Dans le chapitre 2, on a introduit la classe de Schatten von-Neumann S, (Hj, H»)
pour donner d’autres caractérisations des opérateurs de Hilbert-Schmidt.
Cette étude est basée sur le “théoréme spectral”’qui permet d’écrire tout opérateur
compact u: Hy — H, sous la forme u =3, 1, en) f ol (e,) est un systeme ortho-
normal de Hj, (f,,) un systéme orthonormal de H, et 7, tend vers 0 quand n tend
vers +oo.
Une propriété remarquable de la classe d’opérateurs de Hilbert-Schmidt est qu’elle
coincide d'une part avec la classe des opérateurs 2-sommants de H; dans H, et
d’autre part avec les classes de Schatten von-Neumann S, (Hy, H>) .
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Dans le chapitre 3, on étudie les opérateurs y-sommants d'un espace de Hilbert H
vers un espace de Banach E.

La classe des opérateurs y-sommants a été introduite par Linde et Pietsch[35] en
1974 et étudiée en détail par Diestel, Jarchow, Tonge [44].

Dans le chapitre 4, on s’interesse aux opérateurs y-radonifiants initiés par Gross[7]en
1962 et qui ont été dévéloppés par Van Neerven et Weis[50] en 2005. Ces notions ont
permis de dégager des notions analogues a celles d’opérateurs de Hilbert-Schmidt
pour les opérateurs linéaires d'un espace de Hilbert H dans un espace de Banach E
Dans le chapitre 5, on s’interesse aux opérateurs p-nucléaires et faiblement * p-
nucléaires et on observe que la classe des opérateurs faiblements 1-nucléaire coin-
cide avec la classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Enfin au chapitre 6 on étudie des extensions naturelles des notions d’opérateurs y-
sommants et y-radonifiants d'un espace de Banach X dans un espace de Banach Y.
Notons [g“ible (X) 'ensemble des suites (x;),>1 d’éléments de X telles que

(o)
sup Y [(x*,x0)|” < +oo.
Ix*ll<1 n=1

2

On dira que u: X — Y est y-sommant si supys, [EHZ],)]:lYnu(xn) < 400 pour
toute suite (x;),;>1 € éga‘ble (X), eton dira que u est y-radonifiant sila série Y07 , v, u(xy)
converge dans L2(Q, X) oi1 (y,,) désigne une suite de variables gaussiennes indépen-
dantes.

En utilisant la suite (r,),>1 des fonctions de Rademacher sur [0, 1], qui prennent
les valeurs 1 et —1 avec la probabilité %, nous introduisons de méme les opérateurs
“Rademacher-bornés” et les opérateurs “ presque-sommants”.

On dit qu'un opérateur u: X — Y est Rademacher-borné si

2
dt < +oo

1

N
Y ra(ulxn)

n=1

sup
N=1Jo

pour toute suite (x,),>1 € égmble(X), et on dit que u est presque sommant si la sé-

+00
rie ) ruy(H)u(x,) converge pour presque tout ¢ € [0,1] pour toute suite (x;);>] €

n=1
. +00
[galble (X), ce qui équivaut au fait que la série Zl rn(f)u(xy,) converge dans LP([0,1], X)
n=

pour un réel p = 1, ou pour tout réel p = 1. Comme 'ont remarqué avant nous
Blasco, Tarieladze et Vidal dans [1], les auteurs du livre “Absolutely Summing Ope-
rators” ont malheureusement confondu ces deux classes dans le théoréme 12.12
[8],alors qu’elles ne coincident que si Y ne contient pas une copie de ¢y (voir[39]).
En utilisant des résultats de [8], on montre en fait que la classe des opérateurs y-
sommants coincide avecla classe des opérateurs Rademacher-bornés et que la classe
des opérateurs y-radonifiants coincide avec la classe des opérateurs presque-sommants.
L'adhérence dans la classe des opérateurs y-sommants de 'ensemble des opéra-
teurs de rang fini est composée d’opérateurs y-radonifiants.

On voit donc que I'on dispose de plusieurs généralisations naturelles de la notion
d’opérateur de Hilbert-Schmidt aux espaces de Banach.
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— Les classes I, (X, Y) des opérateurs p-sommants de X dans Y (1 < p < +00)

- Laclasse I1ys(X, Y) des opérateurs presque sommants de X dans Y, qui coin-
cide avec la classe y(X, Y) des opérateurs y-radonifiants de X dans Y.

— Laclasse des opérateurs faible * 1-nucléaires de X dans Y.

On sait que [T, (X, Y) clly(X,Y)sil = p < g,etona Up>111,(X,Y) c mps(X,Y)
(en d’autres termes, tout opérateur sommant est presque sommant).
Toutes ces classes coincident avec la classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt si X
et Y sont des espaces de Hilbert, ainsi que les classes des opérateurs u: X — Y tels
que u* : Y* — X* appartiennent a une des classes ci-dessus par rapport a Y* et
X*.
Soient maintenant X, Y, Z trois espaces de Banach, etsoient u: X - Yetv:Y — Z
deux opérateurs bornés.
Il serait intéressant d’étudier des conditions garantissant que le produit vo u est nu-
cléaire quand v et u appartiennent a des classes ci-dessus. Par exemple, il est clas-
sique v o u est nucléaire si v et u sont 2-sommants.
D’autre part, on sait que tout opérateur p-sommant est faiblement compact et com-
plétement continu, c’est a dire transforme une suite convergeant faiblement vers 0
en une suite convergeant en norme vers 0. On en déduit que si u est p-sommant et
si v est g-sommant, alors v o u est compact.
Si H est un Hilbert séparable, tout opérateur presque sommant est limite en norme
d’opérateurs de rang fini, donc tout opérateur presque sommant est compact. Il se-
rait intéressant d’étudier pour quelles classes d’espaces X et Y les opérateurs presque
sommants de X dans Y sont compacts.



Chapitre 1

Les opérateurs p-sommants

Dans ce chapitre, on rappelle des résultats sur les opérateurs p-sommants et en
particulier les opérateurs 2-sommants. On demontre les inégalités de Khintchine et
Grothendieck que I'on applique aux opérateurs 2-sommants, voir[8]. Une présen-
tation générale des“idéaux d’opérateurs” est donnée par Pietsch, Diestel et Jarchow
(9l

1.1 Espaces des suites p-sommables

On notera X et Y deux espaces de Banach et H un espace de Hilbert. Le dual de X
sera noté X* et la boule unité de X sera notée Bx. Pour p > 1 on note g le conjugué
de p, défini par la formule % + % =1.0npose g=+cosip=1.

1. On désignera par £, (X) I'espace des suites absolument p-sommables d’élé-
ments de X dont la norme est :

1
o P
||(xn)”€p(X):(Z ”xn”p) pour 1< p<+oo
n=1
2. etpar »(X) I'espace des suites bornées, normées par :

lCxn)lle,, =sup lxnll.
n

3. Lorsque X = C on note simplement é,,, p€[1,+00]. On note par:

4. c¢p(X) l'espace des suites (x,) d’éléments de X convergeant vers 0.

5. [ﬁj‘ible(X) I'espace des suites (x;) d’éléments de X faiblement p-sommables,
c’est a dire des suites (x;) vérifiant Y, [{x*, x,)|” < +oco0 pour tout x* € X*
muni de la norme :

1

S g
Il Cen) ll ptaible ;) = SUp (Z |<x*,xn>|p) sil<p<-+oo.
r lx* <1 \n=1

9
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On pourrait introduire Zfi)ible(X ), 'espace des suites faiblement bornées, mais
ceci ne presente pas d’'intérét car

e praivie ) = Hsu”p (sup|(x ,Xn)|)
x*|<1
= sup sup [(x*,xp)]
nofx*=1
= “(xn)”&x,(X]

et en fait £f@be(X) = ¢ (X).
Lespace Z%‘ible(X ) est un espace de Banach,[8], p33.

1.2 Les opérateurs p-sommants

Définition 1.2.1. Soit X et Y deux espaces de Banach. On suppose que 1 < p < +oo0.
Un opérateur u: X — Y est p-sommant si et seulement si il existe une constantec = 0
telle que pour meN, x1,...,xm € X, ona:

leuxl|p<c” sup Z|(x x,>|p (1.1

lx*<1j=1

On voit donc que les opérateurs p-sommants transforment les suites faiblement
p-sommantes en suites fortement p-sommantes. On notera 7, () la plus petite constante
c telle que (1.1) soit vérifiée. Il est clair que || ull < 7, (). En effet pour m=1, on a:

Iluxllp<ﬂp(u)p sup ({x*,x)|P) = mp (WP 1 xI1P

i.ellux| =7y (u)llxll. Onnote IT, (X, Y) 'espace des opérateurs p-sommants dans X
vers Y et I1, (X, Y) muni de la norme 7, est un espace de Banach [8], p38 prop 2.6.
On a alors la “ propriété d’'idéal” (ideal property) [8], p 37.

Si u: X — Y est un opérateur linéaire continu, on définit u* : Y* — X* par la
formule (u* (y*), x) ={(y*,u(x)), etona |u*l = ull.

Proposition 1.2.2. Soient X, Y, Z, L des espaces de Banach . Soit u: X — Y un opéra-
teur p-sommant; v € £(Z, X) un opérateur linéaire continu et w € £ (Y, L) un opéra-
teur linéaire continu. Alors wo uo v est p-sommant et Tp(wouov) < |wlmy (W) lvl.

Démonstration. 1l suffit d'utiliser la définition des opérateurs p-sommants pour w.
Ona

IA

Y o v)(x)IIP 7y WP supjeep<1 Y [(x*, v(x)|?
i
= 7p WP suppe <1 Y (v (), %)
i
< 7p WP suppey=ion 3 [(x",x)]”
1

= ||y||Pn,,(u)Psupux*”512|(x*,xi)|’”.
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Théoréme 1.2.3. (théoreme d’inclusion)
Silsp<gqg<oo,alorsIl, (X,Y) Iy (X,Y).
De plus, ona:my(u) <mp (u) pourtoutuelIl, (X,Y).

q_
Démonstration. Soit x1,...,%x, € X et posons Ay = [[u(x)|l ? L
1 1
Donc llu (A x)lIP = llu (xi) 19 Par suite (X7 () 19)7 = (ZF_, lu@ex)IP) 7.
1 1
Si u est p-sommant, alors ( Py uAgx)IP)? <mp (w) SUP e, . ( Py Ai [(x*, x)1P) 7 .

1 1
Donc (X lu(xp) 1) 7 < 7y (w)supyecp,, ( 'k’zl/lfc’ [{x*, xx)1P) 7 . Side plus, p < g,
alors en appliquant I'inégalité de Holder sur les indices & = - et 8 = %, Ona:

a-r
1 a-p 1
n p n pa_\ “qp n q q
- *
2lu@ol?) = m@| A sup |(x*, xi)]
k=1 k=1 X*€By* \ k=1
qa-r
¢ AR
< mpw Z(Ilu(xk)llﬁ ) e 1<iznll v
k=1
1_1
n P q
= 7mp(u) kz,”u(xk)”q ||(Xk)15k5n|[2iible.
=1

Ceci est équivalent a:

|—

1
P

n
<mp(u) (k; I u(xk)ll") [ c0) 1<k e -

q

1

n P n
(Znu(xk)u‘f) (Znu(xk)n‘f)
k=1 k=1

Donc,ona:
n q
Z luxl?| <mpw) ”(xk)lsksni claivle
k=1
Cestadire g (u) <mp (). O

1.3 Caractérisation des Opérateurs 2-sommants

Définition 1.3.1. Soit X un espace de Banach. On dit qu'un sous-ensemble K de Bx+
est normant si || x| = sup g {x*, X)| V x € X.

On rappelle que la boule unité Bx+ de X* est faible * compacte, donc tout sous-
ensemble faible *-fermé de Bx+ est faiblement * compact.

Lemme 1.3.2. Soit X un espace de Banach. On suppose que 1 < p < co. On note par
q le conjugué de p défini par% + Ll] = 1. Si K est un sous-ensemble normant de Bx+ et

. aible 1
$i(Xp)p=1 € ﬂ; (X), alorsona: ||xn||gf;ible = Sup e (Tn X, x2)1P) P
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Démonstration.

<x*, > anxn>

nsm
= sup sup sup <x*, > anxn>
m (ﬂn)eBqu X*€Byx* n<m

Z anXn
nsm
<x*, > anxn>
ns=m
<x*, Y anxn>

n=m

16121 e sup sup  sup

m x*eByx (ap)€B,m
q

= sup sup
m (ﬂn)EB[qm

= sup Sup Sup
m (an)eB%n x*eK

= supsup sup
m x*eK(an)eBigq

1
% p
= sup (Z|(x ,xn>|p) . O
x*eK\' n
La proposition suivante vient de [8], Exemple 2.9.a.

Proposition 1.3.3. Soient K un compact, | une mesure réguliere borelienne, positive
sur K et1 < p <oo. Pour tout ¢ € Ly(u), l'opérateur de multiplication M, : C(K) —
Ly(K,p): f — fo est p-sommant avectp(My) = ||| ;1 -

Démonstration. A chaque k € K est associé la fonctionnelle 6 € C(K)* qui vérifie
<6k,f) = f(k). Lensemble {0} : k € K} est normant dans C(K)*, si f est continue sur
K et || f|| x = maxge | £(K)|. Soit (f,) € C(K) ; on a par le lemme précédent

1

p

[l g = sup(Zow£l?)

= sup(Zlfn(k)lp)p.
keK \' n

Par suite,on a:

1

Sl ) = (5 [l aucn]
(fl(lw(k)lp(;Ifn(kn”)du(k));'

UK lp(l)]” du(k));] sup (; Ifn(k)l”)’l’

= el LK) [A]

IA

[%ﬁble (C(K)) *
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M, est donc p-sommant et 7, (M) < ”‘p“Lp(K,u) d’une part, et d’autre part,on a:

mp(My) = [|M,|
= | M,1 ||Lp(K,/,L)
= |l LK o

Corollaire 1.3.4. Soient K un compact, i une mesure réguliere positive sur K et soit
1 = p < oco. Lapplication canonique j, : C(K) — L, (K, u) est p-sommante avec

1
np(jp) = /J(K) P,
Démonstration. 1l suffit de prendre ¢ = 1 dans la proposition précédente. O
Lemme 1.3.5. Soient(Q,3., ) un espace mesuréet1 < p <oo. Pour tout € Ly(Q, 1),

lopérarteur de multiplication My : Loo(Q, ) — Lp(Q,p), f — [ est p-sommant
avecp(Mp) = |, -

Démonstration. Le compact L = Lm) est 'ensemble des homomorphismes y :
Loo(Q, p) — C qui est un sous-ensemble faiblement fermé de la boule unité du dual
Lo (Q, p). Lisomomorphisme isométrique entre Lo, (2, 1) et C (L) est donnée par la
transformation de Gelfand f — f :x — x(f). Il existe une mesure de probabilité v
sur Ltelle que [, fdu= [, fdvV f€ Lo(Q,u) etona:

”f“U’(Q,u) = ”f“Lp(L,v) pour f€L™(Q,w.

Leo(Q, 1) —2— C(L)

NI

LP(Q, ) = Ly(L,v)

Comme L*®(Q, u) est dense dans L”(Q, ) et C(L) est dense dans LP (L, v) alors il
existe un isomorphisme isométrique ¥, : LP (Q, u) — LP (L, v) tel que i, = squ lo jpo
9 [2]. O

Corollaire 1.3.6. Soir (Q,Y, u) un espace mesuré fini et1 < p < oco. Lapplication iy :

S

Loo(Q, 1) — Lp(Q, ) est p-sommant avec wtp(ip) = u(2) 7.
Démonstration. 11 suffit de prendre ¢ = 1 dans le lemme précédent. O

Lemme 1.3.7. Soitl < p <oo. Lopérateur diagonal Dy : o, — £p : (an) — (Anay),
est p-sommant avec 1, (D)) = ||/1||Lp .

Démonstration. 1lsuffit de remarquer que ¢, = Loo (N, p) avec i la mesure de comp-
tage. Par suite, il suffit d'utiliser la méme démarche que dans le corollaire précédent
tout en tenant compte du fait que 1 € £, = L, (). O
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Théoreme 1.3.8. (Théoréme de domination de Pietsch)

Soitu: X — Y un opérateur et K c Bx+ un ensemble normant faible * -fermé. Alors u
est 2-sommant si et seulement si il existe une constante ¢ et une mesure réguliere de
probabilité u sur K telle que ¥V x € X,

||ux||Sc(fK’(x*,tzd,u(x*));. (1.2)

Dans ce cas, la plus petite constante qui vérifie (1.2) est égale a mo (u).

Démonstration. On suppose qu’il existe une mesure de probabilité u sur K telle que
(1.2) est satisfait. Pour chaque x; aveci=1,2,...,m,ona:

leuinIZSCZZfI(|<x*,xi>| d,u(x*)sazlsup ( [(x*, x| )
i=1 i=1 1

[x*<1\i=

u est donc 2-sommant et 7, (1) < c.
Montrons la réciproque :
Soit M une partie finie de X; on définit g5;: K — R; x* — gas (x*) par

g (x) = Y (Il ~ o ? [(x", ) ).
xeM

Pour chaque partie finie M, gys € C (K, R). Soit Q '’ensemble de tous les gy quand M
parcourt les parties finies de K; montrons que Q est convexe. Soient M et M’ deux
parties finiesde Xet0<A<1;o0na:

¥ A (sl = o ) [(x*, ) ?)

Agm (x) + Q=) gar (x)

xeM
+ ) (I—A)(Iluxllz—ﬂz(u)z|(x*,x)|2)
xeM'
= % (e me b))
+ 5 (Jo-btasf -2
= X (JuylP-mew? (x )f)
yeM"

avecM”z{A%x:xeM}U{(l—)L)%x:xEM’}.

Siy=Ax,avecxe M,ousiy = (1-A)Z x,avec x € M',ona || uy|*~m2 (w)?|(x*, y)|* <
0 puisque u est 2-sommant. Donc gs (x*) < 0 pour tout x* € K et M € Q.

Soit A = {f eC(K,R): f(x*)>0Vx*€e K}. Le cone A est un ouvert convexe, disjoint
de Q. D’apres le théoreme de Hahn-Banach, il existe L€ C(K,R)* et § € R tels que :

YV geQ, vV feA, (Lg)<s6<(Lf)

et on peut supposer que ||L| = 1.
On voit d'une part que 6 = 0 car 0 € Q et d’autre part que 6 < 0 car les fonctions
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constantes positives appartiennent 2 A. On obtient (L, g) <0< (L, f)V feA,V g€
Q. 1l existe une mesure reguliére positive p sur K telle que (L, f) = [ f(x*)du(x*) ¥
feCK,R). Comme 1 =|L| = fid|u|(x*) = [y du(x*), p est une mesure de proba-
bilité etona:

fK (II ux|® - 7z (u)* I(x*,x)|2) du(x*)<0
pour tout x € X. Et cette derniére inégalité nous donne (1.2). O

Il est a noter que si K c Bx+ est un sous-ensemble normant, alors I'application
ix: X— ﬁf; , ix (x) (k) = (k, x) estlinéaire et isométrique. Si K est un sous ensemble
normant et faible *-fermé, alors I'application ix est définie sur X et a valeurs dans
C(K), et K est compact par le théoreme de Banach-Alaoglu.

Définition 1.3.9. On dit qu'un espace de Banach Z est injectif si pour tout espace de
Banach W ; pour tout sous-espace de Banach Wy de W et pour tout opérateur continu
T : Wy — Z, il existe une extension continue T: W — Z de T, telle que “ T|| =|TI.

Lemme 1.3.10. Lespace ¢*°(K) est injectif, si K est un sous- ensemble normant faible
*-fermé de Bx~.

Démonstration. On considere un opérateur T : Wy — ¢(K) et o T : Wy — R
tel que 7y o T(w) = m(T(w)). On pose myo T = uy. D’apres le théoreme de Hahn-
Banach, il existe une extension iy : W — R de méme norme que uy. Donc T(w) =
(Ui (W) ek estune extension de T'(w) = (ur(w)) rex- Montrons maintenant que || T n =
1T -

ITI = sup{IT(wo)le, (K):woeW etlwpl <1}
= supflur(wo)l, ke K, we Wy et lwpll <1}
= supillugll: ke K}.

et

17w, & sup | (w)|

keK

sup || |l ||

keK

= suplluglllwl
keK

= |TI.

IA

Donc |T| = IITl. De plus, on a toujours || T|| < | T|| car T est une extensionde T. O

Proposition 1.3.11. Soit Z un espace de Banach et W un espace contenant Z. Si Z
est injectif, alors il existe une projection P: W — Z de norme 1.

Démonstration. Soit Z c W.Si Z estinjectif, alors T = id : Z — Z admet une exten-
sion T: W — Zdenorme 1.Ona (ToT)(x) = T(T(x)) = T(T(x)) = T(x) car T = id.
Donc T est une projection. Réciproquement, considérons iz : Z — foo(Bz+) = W.
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Il existe une projection P : £,(Bz+) — Z, de norme 1. Soit V un espace de Banach,
Vo un sous-espace de V. On a pour T : Vy — Z,on pose 'application S=izoT.

Vo z z
iz
s
[oo(BZ*)

Comme ¢, (Bz+) est injectif, alors il existe une extension S:V— ¢ (Bz)deS
telle que || S| = IISII. Mais [|S]| = llizo Tl = || Tl car iz est une isométrie.

V—2 0Bz

Vo —F—>2

T = PoSestune extensionde T = PoSoiy, avec | T|| = [ T|. O

Théoreme 1.3.12. (Théoréme de factorisation de Pietsch)
Soit u: X — Y un opérateur et K c Bx+ un sous-ensemble normant faible * -fermé.
Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. u est2-sommant.

2. Ilexiste une mesure de probabilité i sur K, un sous-espace vectoriel fermé X, de L (1)
et un opérateur ii: Xo — Y tels que:

(@ jroix(X)cXpet

(b) fiojr0ix (x) = uxV x € X. Autrement dit le diagramme suivant commute.

X————=Y

ix(X) — X
i

CK) ——= Lo (1)

3. Il existe une mesure de probabilité u sur Ket it : Ly (1) — ¢2 00 B = By+(0,1),
tel que le diagramme suivant commute.




1.3. CARACTERISATION DES OPERATEURS 2-SOMMANTS 17

4. 1l existe un espace probabilisé (Q, Y, 1) et un opérateur it : Ly (1) — €5 et v:
X — Loo (1) tel que le diagramme suivant commute.

Xy 4B

Lo —————— Ls(1)

Donc il = | 2|l = w2 (u). Dans 4., on a considéré que |v|| =1 et || il = w2 (u).

Démonstration. 1. = 2. Si u est 2-sommant, alors d’apres le théoréeme de domina-
tion de Pietsch, il existe une mesure de probabilité y sur K telle que :

1
luxll < ma(u) (/K|(x*,x>|zol,u(x*))2 VxeX

Soit S = Im(jyoix). Lapplication & : (j» 0 ix)(x) — u(x) est une application de S
dans Y qui est bien définie :

n(jzoix)(x)uimm = fK lix () (k)1 dpu(k)

f Kk, x)|? d (k)
K

car [ix(x)] (x*) = (x*, x) par définition. Autrement dit :
Si (jo0ix)(2) =0, alors u(z) = 0 d’apres le théoreme de domination de Pietsch. Ainsi :

(Jeeix)(®) = (j2oix)(y) < (j2oix)(x—y)=0
< u@)=0,z=x-y
< ux)-u)=0

< u(x)=u(y).

Lapplication est donc bien définie.

De plus, cette application est continue et || |l < w2 (u).

Soit X la fermeture de S dans Ly (). Alors il existe une extension @ : X, — Y telle
que do jXoix = uet|al < mo(w).

Réciproquement, ona:

A ma (o jX oix)
Il 72 (i3 x|

2l 72 (j2).

IA

IA

Or m2(j2) = u(K)% par le corollaire 1.3.4 et u(K) = 1 car u est une mesure de proba-
bilité. Donc 72 (u) < |4l
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2. = 3. Par définition : B = By~ (0,1) et £5 = {f: B— C:tel que sup,c | f(b)| < oo}.
On a le diagramme suivant :

X, —— % oy

N,

car iy (y) est effectivement une fonction bornée surlaboule unité de Y * : | iy | =
[ry )=yl y*I = y]-Doncona:

X, —1 oy
7
LZ(K;IJ) ........... - (P

Lapplication i existe par I'injectivité de ¢2 (ceci est le lemme 1.3.10) qui pré-
serve la norme.

iy all

Il 2zl

Izl

7o (u) d’apres 2.

3. = 4.. 1l est clair qu’'on peut définir j, : C(K) s Loo (W) 2Ly (1). Donc en posant
U = joo ©ix dans 3.), on obtient 4..

4. = 1. On sait que 'opérateur iy : Loo () — Lo (u) est 2-sommant, iy o u est donc
2-sommant par la propriété d’'idéal (propl.2.2). Par définition des opérateurs 2-
sommants

Yulliyou) ()cn)ll2 S supj <1 2n l{(iy o u) ()cn),)c*)l2 .Mais iy est une isométrie. Donc
EnluCen) 12 = Ky 0 1) (o), )2 S 1) e (X). =

Corollaire 1.3.13. u: X — Y est 2-sommant si et seulement si il existe une mesure
de probabilité p sur un compact K et it € £ (L, (1), Y) tel que le diagramme suivant
commute

X—2 >vy

CK) ——= Lo m)

etonadans ce cas || it|| = o (1).

Démonstration. On suppose que u est 2-sommant. D’apres le théoreme de facto-
risation de Pietsch, il existe une mesure réguliére de probabilité u sur K, un sous-
espace vectoriel fermé X, de Ly (u) etun opérateur i1 : X, — Y tels que @lo jpoix (x) =
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ux V x € X et mp (u) = |l4ll. Soit P la projection orthogonale de L, (i) sur X,. Donc
il = 4P satisfait fi o j, 0 ix = u. D'une part,

X—2 >y
I
ix(X) X5

L]

CU) —= Lz (K; )

lal = laPl=<allPl=al
= mo(u).
et d’autre part & est une extension de @, donc || & = || &l = 72 (u). O

Corollaire 1.3.14. Tout opérateur 2-sommant u: X — Y admet une factorisation de

la forme u: X % Loy (1) 2 Ly (1) = Y oil y est une mesure de probabilité de Radon,et
ou v et il sont des opérateurs linéaires continus tels que vl = 1 et || @l = 72 ().

Démonstration. Utiliser 4. dans le théoréme de factorisation de Pietsch puis faire la
méme démonstration que pour le corollaire 1.3.13. O

Corollaire 1.3.15. Soient X,Y, Z trois espaces de Banach avec X c Z.Siu: X — Y est
un opérateur 2-sommant, alors il existe une extension de u, notée i : Z — Y qui est
aussi 2-sommant avec my (it) = mw (u).

Démonstration. Soit u: X — Y un opérateur 2-sommant. L'opérateur u admet donc

une factorisation de la forme u: X % Lo, (K, 1) 2 Ly (K, 1) % Y avec y une mesure
de probabilité de Radon, [[v|| =1 et |wll = w2 (1) . Comme L (K, i) est injectif, alors
v admet une extension i € £ (Z, Lo, (1)) avec |7 = 1. D'otton a it: Z - Lo (1)
Ly (k) =Y et par conséquent i est 2-sommant. De plus, il = wo i o 7 et 7, (i) <
lwll o (i2) 171l = 2 (w) . Puisque @ est une extension de u, alors 7o (i) = 7, (1) . Donc
7o (U) = w2 (u) . O

1.4 Lesinégalités de Khintchine et Grothendieck

Il est a noter que les fonctions de Rademacher jouent un role trés important dans
I'inégalité de Khintchine. On définit les fonctions de Rademacher r, : [0,1] = R, n €
N, par r,,(f) = sign (sin(2" 7 ¢)). La caractéristique la plus importante de ces fonctions
est qu’elles ont des propriétés d’orthogonalités. On peut ajouter d’ol1 elles viennent :
Si n < m, ry, est constant sur les intervalles I; = [j2‘”, (j+ 1)2‘"] et ij ra(dt =
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0Vj.Doncy; f,j ra(Orm(de=0.
Si0<n) <ng<---<ngetpi,pz,..., P sont positifs ou nuls, alors

1 1 sitousles pj sont pairs
f r,f;(t)...r,’;’;(t)dtz{ . /
0 0 sinon

Une conséquence immédiate est que les r,, forment une suite orthonormale dans
1
L0, 11etona: fy IX,anrn (P dt =Y lan? ¥ (ay) € £5.

Théoreme 1.4.1. (Inégalité de Khintchine)
Pour0 < p < +oo, il existe des constantes positives Ay et B), telles que pour toute suite
(ap)€ly,ona:

fg] =([

ry, étant la suite de Rademacher définie ci-dessus.

Po\p )\
Zanrnm‘ dt) sBp(Z|an|) ,
n n

Démonstration. On traite ici le cas olt p =4, qui est le cas que nous utiliserons plus
loin.

4
Z anry (0| dt

fl
0 Insm

1
f (Z am(t))(z ajrj(t))(z akrk(t))(z am(t))dt
0 \ism j=m ksm Ism

1
Y aaaa [ nonononod

i,j,k,Ism
_ 2.2 4
= 3 Z a; a; 22 a;
i,j<m ism

IA

3 4} 4;
i

2
= 3 (Z ai) . Parsuite,ona:
n
1
Y anry <| Y anrn <37 ) aprn
nsm 20,1 s 1410,1] nsm 1210,1]
1

Donc on peut poser By =34 et Ay = 1. O

Le cas général est traité dans les pages 11 —12 de[8].

Théoréme 1.4.2. (Théoréme de Grothendieck)
Tout opérateur linéaire continu u: {1 — ¢, est absolument sommant.
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Dans la suite, By désigne la boule unité d'un espace de Hilbert H.
La demonstration du théoréme est basée sur le résultat suivant.

Théoréme 1.4.3. (Inégalité de Grothendieck)
Soit H un espace de Hilbert réel de dimension n, (a;j); j<1 une matrice n x n et soient

X1yee s X Y1r--, Yn €Bg. Ona:
cei,€h = #1
€€ =+

Z a;ij{xi, ;)

ij

Z“l] Sitjl:

<KGsup{ Is;il<1; \t]|<1}:KGsup{

/
Zaifeiej
i,j

out K¢ est une constante universelle appelée constante de Grothendieck.

Démonstration. On pose : A=sup{|Y¥; ; a;jsitj|:1sil < L;|tj| <1} et

B =sup{|¥;,; aij(xi,y;)| : xi,y; € Bu}

On va d’abord construire un plongement de H dans L; ([0, 1]). Soit (e;;) , une base or-
thonormale de H. Si x € H, x =Y. | (x,ep) e, € H. On note {,, = (x, e,) . On définit
X:[0,1] — R par X(¢) =Y ,,{,ru(t) ou les ry, sont des variables de Rademacher. 11
est clair que ||X||§ = fol (X(1)2dt= Zn(% = ||x/I2. Donc V x,ye H,avecy =Y ,NMnén;
ona:(X,Y)= folX(t) Y (0 dt=Y,{umn={x,y). Lapplication ¢ : H— L, ([0,1])
qui a x associe X est un plongement, c’est a dire une isométrie sur son image. On
va travailler avec X au lieu de x et bénéficier de I'inégalité de Khintchine. Soit donc
x € Het M >0.0n définit X~ et XV dans L2[0, 1] par:

X [X® si X (D)< M,
| Msign(X(0) silX(5)|>M.

et XY (1) := X (1) — XL (). Alors XL (1) est uniformément borné sur [0, 1]. Si,pour un
r€0,1], XY (1) ;e 0, alors |X ()] > M et | XY (1)| = |X (1) - M. Utilisons I'inégalité
are’ M)
P q
pour a,b > 0. On pose s = |X (¢)| et m = M. Linégalité devient : | XY (1| < %
XU #£0 J’'inégalité trivialement satisfaite si X U (#) = 0. Par suite

suivante: s < m+ ;. ¥ m, s > 0 qui découle de la formule ab = 1nft>o(

si

1
2
XY dr < f X(l*dt
f0| )| 16M2 1X (0]
< X
TeM2 I ||

< 1602 1 X1l ;2 d’apres I'inégalité de Khintchine, th 1.4.1

Doncona:”XU”Lgsﬁ
0 Vi) b

1
f Y a;ijX; (0 Yj(n)dt
0 i,j
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1
= L. X, U L
= j(; %a”Xz(t)(Yj (t)+Yj (t))dt

1 1
< foZaini(t)YjU(l‘)dt+f0Zdin,-(t)YjL(t)dt
ij i,j
1 1
< foZaini(t)YjU(t)dt+f0Za,-j[XiU(t)+XiL(t))YjL(t)dt
ij i,j
! u ! U L
< j(; %ﬂini(t)Yj (Hdt|+ fo %aini (t)Yj (nHdt

+

1
f Yai Xt (Y] (nde
0 i,j

On pose : A’ = )folzi,j ainl.L(t) Y].L(t)dt‘, B = ’folziyj a;j X (t) YjU(t)dt‘ et C=
‘folzl-,j a,-le.U(t) Y].L(t)dt|. Donc

1 XL YR
A= M? f Y a———- L _—di|=M*A
0 i; M M
1 _ i . X U
B = lzj;ai] <Xz»y]>L2[0'l] = BSlllp ”Xl”LZ[O,l] Sl]lp HY] o]
V3
= mB”Xi” ”Y]”
. Yy
aM
= L xU L U L
C= ;ja” <Xl ’y] >L2[0,1] BSLllp an ”Lz[O,l] Sl]lp ”Y] 12[0,1]
- By
4M
Donc,ona:B< £B+M2A. ieB< 21\2/11\,4?/5 pour M > ‘/7§ En prenant M = %g ;on

a:B< %A.
Pour terminer la démonstration, il suffit de noter que I'opérateur a : £, — ¢} soit
défini par la formule a(e;) = (a1j,...,a,j) =X a;je;pour1< j<n.Ona:

Z(ll’jsit]’

L]

lallgn,—en= sup [(x,a(y)| :sup{ Hsil <1, [t] = 1}.

‘x‘fgosl

Donc

lallgz,—en= sup |[{ea(y)|= sup |(a*(e),y>|:sup“<a*(6),e/>|:e,e/e{—l,l}"}
eel-1,1}" eel-1,1}"
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car {—1,1}" est un sous-ensemble normant de la boule unité de ¢2 = (E’f) .
Finalement :
. }

lalgn—on =sup{[(e, ale))| e, € {-1,1}"} = sup{

!
Zaijeiej
i,j

Il est & noter que G.Pisier a montré que K¢ < (%)% .[18]
Démonstration du théoréeme de Grothendieck.
On suppose que |lu|l < 1. Soit (x,) une suite inconditionnellement sommable dans
¢1.Doncpoure, €{-1,1},Y €,x, convergedans ¢; et || e, x, |l < SUPy+ep, Y KxF x)) =
lv]l. o1 v est un opérateur de £, = [1‘ dans /1, voir[8],page 9 théoreme 1.9.
Montrons que Y., llux;ll¢, < oo.
Soit m € N et > 0 fixés. On choisit n = m et des vecteurs y1,..., y;; € £] < £ tels que
Hxi—yi” < %Vl <i<m.
Si n > m, on pose Y41 =+ =y, =0. On écrit y; = Z;‘l=1 ajjejpour 1 <i<n, ol
(e1,...,en) désigne la base canonique de é{’. Ona:

n n n
il = £ ol £ 00
i=1 i=1 Jj=1 0,
n n
= 2| 2 a@ijule))
i=1j=1 i

Pour i < n, il existe z; € B[g tel que HZ;’zl aiju(ej)|‘[2 = <zi,Z;?:1 a,'ju(ej)>. On ob-
tient

n

'Zi || uy; ng = Z <Zi» Zldiju(ej)> = Zaij<zi,u(ej))-
i= j= L]

i=1

D’autre part, on a, poure€; = +1,

n
Y €iyi
i=1

fei(i “ijej)

i=1 j=1

él [1

4

Il
=
i I
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D’apres la variante de 'inégalité de Grothendieck, on obtient

n
2 lluyill,, = |Xaij(ziulep)
i=1 i
n !
< KGmaX{ Zeiejal-j :eizil,ejzil}
i=1
n
= KGmax{ Y €jyj :ejzil}.
j=1
On obtient
n n
Yluxile, = 3 |uyil,,+6
i=1 i=1
n
< KGmax{ Zejyj :ej:il}+6.
j=1
Ona:
n n n
eyl o= e+ 2 lesl X -l
j=1 A Jj=1 0, J=1
n
< Zejxj +0.
j=1 2
Finalement :
n n
leu(xi)llg2 < Kgmax Zejxj iej=x1,+(1+Kg)b
i=1 j=1 0

< Kglvll+(1+Kg)é  pourtoutd >0.

Donc X7 lu(x)l, < Kg vl < +oo.

Corollaire 1.4.4. Soient n et N deux entiers naturels, et u : 7 — [év un opérateur.
Alors, pour x1,..., Xy € 07,

m
luxill ,n < Kg llul sup
n=1 2 €;i==%1

m
Zeix,-

n=1

o

Démonstration. Soit x; = Z;?Zl aijej € f{‘ etz; € B[év tels que ||u (x;) |l = {z;, u(x;)).
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Ona

n n

> luxillpy = ul ) aije;
i=1 = j=1

N
42

- Rl

= Z”u”al] >
i,j

(=5
= ||uI|;ja,] <zl, >

Ziy

< ||u||KGsup{ Za”e €j| €€ ]—+1} d’apres I'inégalité de Grothendieck
3 Kcllullsu{ leji| Zal]e, el_+1}

n n
< Kelul) |Y aijei

j=1li=1

n

< Kglull sup || €ix; O

€i=+1|i=1 [N

1

1.5 Application aux espaces £,

Définition 1.5.1. On dit qu'un espace de Banach X est £, avecl < p<ocoerl <
A < 400, si pour tout sous-espace vectoriel E de dimension finie de X, il existe un sous-
espace vectoriel F de dimension finie de X contenant E et un isomorphisme ¢ : F —
9™ E) gl que || ¢ ¢~ = A

Définition 1.5.2. On dit que X est un espace £, s'il est un espace £y, ) pour un A = 1.

Théoréme 1.5.3. Si X est un espace £, et Y un espace £, ,:, alors tout opérateur

u:X —Y est1-sommant avec w1 (u) < KG-A'/I' Izl

Démonstration. Soit (x1,...,xn) € X.SiXest £ ), alors il existe un sous-espace vec-
toriel E de dimension finie qui contient {xy, ..., x;;} et un isomorphisme v: E — ¢ ?,
avec dim(E) = n et tel que || v[| || v™!|| < A. SiY est £ y, alors u (E) est contenu dans
un sous-espace vectoriel F de dimension finie et tel qu’ il existe un isomorphisme
w:F — ¢, avec dim(F) = N et tel que | wl| || w™" | < A'. Soit uo : E — Fla restriction
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de u a E et définissons I'opérateur p : £} — éév par la formule p = wo ugov'.

Z?L)E

/| l

N F
w

Puisque v, w sont des isomorphismes et puisque ug estborné, p I'est aussi. On écrit :u, =
wt opov,dou:

m m
Ylully =Y luox)lly
i=1 i=1
1 m
= Jw X le@w@n]
i=1
m
< Jw ' Ke el sup |3 eiv(xi)
€i=%x1|i=1 [?
m
< Jw | Kelwlluol v~ | Ivll sup |3 eix;
€i=%1|li=1 X
, m
< A-AKglul sup sup D e;{x*,x;)
lx*l=le;=+1|j=1
, m
< A-AKglul sup Y |(x*,x;)|
lx*lI=1i=1
< A-AKgllul ||(xi);n||[§aible. O

Proposition 1.5.4. Soit (Q, 1) un espace mesuré.
1. Les espaces de Lebesgue L, () sont des espaces £, pour1 < p < +co.

2. Lespace C (K) des fonctions continues sur un compact K est un espace Loo.
Démonstration. Voir [8],page 61. O

Théoréme 1.5.5. Soit K un compact et i une mesure. Si 1 < p < 2, alors l'opérateur
u: C(K) — Ly(u) est2-sommant avec 7w (u) < Kg - lull.

Le théoreme découle de la proposition et du lemme suivant :

Lemme 1.5.6. Soitl < p <2 etn, N deux entiers naturels. Tout opérateuru: ¢ — ég
satisfait mo (1) < Kg llull .

Démonstration. On veut montrer que : V xi,..., Xy € 02,

1
2

1
m 2 m
(Z [ uxkllz) < Kg lull sup (Z |(x*,xk)|2) ;X" €Ben o (1.3)
k=1 k=1
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Soient n; et ny deux entiers, avec ny < ny.

On note Iy, n, : (X1,...,Xn,) — (X1,..., X, ) 1a projection de € sur C™ et jy, n, :

(x1,.+.,%n,) — (x1,-..,%n,,0,...,0) I'injection naturelle de C" dans C"2.Ona:Il,, n,°

jnl,ng = Ianl .

On peut supposer que m = n. En effet si m < n, il suffit de remplacer (x;,..., x;,) par

Jmn (X100, Xm)

Sim>n,onpose il = uolly ,: (% — [g. Ona:u=iio j, m, etil résulte du principe

del'idéal que m, (1) = 72 (i1). Donc on peut supposer que m = n.

Si N < n,posons it = jNpou:— €. Ona:lly o = u etil résulte du principe de

l'idéal que mp (u) = w2 (i1).

Si N> n, posons i = uoll, n: (Y — Zg. Ona: iio j, n = u etil résulte du principe

de I'idéal que m, (1) = m2(i). Donc on peut supposer que m = n = N.(dans le cas

ol n < N, on se rameéne au cas ou n = N et on peut de nouveau modifier m de fa-

¢on a obtenir m = n = N). Puisqu’on veut établir la formule (1.3), on peut supposer
n _ N

” (%K) ey ||€£aible =1 par linéarité.

Soit (ej),. <,
Pour 1 < p < +o00, on définit g le conjugué de p par la formule % + % = 1. Donc

unebase de £7 et (1;j)1<i,j<n lamatricede u.Ona: u(e;) =X u;je;.

(42) = ¢7.S0it y = (yi);<p € Bnets=(si)i<p.Sit = (tj)jsn € Byn et ys=(y151,..., YuSn) €
ng, alorsona:

2 UijVisity (s )], xe,

i,j

IA

lulie, |5l pn
= lullen,—enlitlen, ||J/s||f;

= lullgg—en.

Appliquons I'inégalité de Grothendieck sur la matrice (u; j yl-). Pour w;, zj € Byn, on
a:

IA

KGsup{ Z UijyiSit;
ij

Kellull. (1.5)

Y uijyi{wi, zj) ,||S||gg051,||t||zg051} (1.4)
ij

IA

On va choisir judicieusement les vecteurs de w; et z;. Soit z; = (xkj)zzy ou xi =
ZZ:l Xkjej; zj est formé des jeme coordonnées des vecteurs xi, k = 1,..., n. Obser-
vons que z; € Bg;t car

1
2

(ké|xkj|z)2 _ (§1|<xk,ej>|2) < (xk)lrclzlnggaible =1

Soit w; € Byy tel que (X1 wijyizj,wi) = HZ?zl Uijyizj ”[ . Par suite, on a d’apres
2
(1.4)

< Kgllul,
0

n
)3
i=1

n
D uijYizj
=1
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c’est a dire :

2\ 2
) = Kgllul

n

Z UjjYiXkj

E(E)

i=1

Oou encore
1

n

Z WijXkj

2\ 2
) < Kg lull pour toutyEng.

Sin(£ |

En prenantle sup sur y € ng, on obtient

2\ 2
) < Kglull,
i=1,..,n

i Mm

n
Z UijXkj

ou encore

<=

n

Z ij X

2\ 2
) = Kgllull.

™=
||M=

it

Pour x1,...,Xx, € ¢, on a finalement

[T

1

n 2 n n| n p %
(Eruny] = (£[E|Emm] ]
k=1 k=1\i=1j=1
1
14
n n p
_ (z S
i=1]j=1 k=1,...n| ¢n
%
1
P
n 14
= | (
i=1 k=1,...,n o
P
1
n n n 2 g r
=[5 ]3 )
i=1\k=1|j=1

IA

Kglul. O

Théoreme 1.5.7. Soit1 < p < 2. Si X est un espace ZLo,) etY est un espace zp e

alors tout opérateur u: X — Y est2-sommant et o (u) < Kg A Il .

Démonstration. Soit (x1,...,xXm) © X. Si X est Lo, alors il existe un sous-espace
vectoriel E de dimension finie qui contient {x1,..., X;;} et un isomorphisme v: E —
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¢, avec dim(E) = n et tel que |[v]| ||y~ || < A.Si Y est £, v, alors u(E) est contenu

dans un sous-espace vectoriel F de dimension finie tel qu'il existe un isomorphisme
!

w: F — £}, avec dim(F) = N et tel que |wll || w™" | < A". Soit ug : E — F la restriction

de u a E et définissons 'opérateur p : £, — (ﬁ’ par la formule p = wo ugov=.

[N

m 3
(Z Il (xk)uzy)
k=1

(Z ||u(xk>||zy)
k=1

1

o1 $ Iow ety

<
< Jw | Ks|e] “(U(Xk))’{l”ggaiblewgo)
" A
_ | Kelo] sup (z|<¢*,u(xk>>|)
o lep=1 \ish
1
_ m . 2 2
= Kelol ] sup (z|<¢ ou,xk>|)
I+ [{lﬁl k=1
1
m . 2 2
< Kelplw] sup (z;w ,xk>|)
llw* || = <lvll \k=1
" Y
= Kellollw 1ol sup (Z|<w*,xk>|)
vl <1 k=1
< Jw [ wh Ko ol o e oo e
< AKgllul ||(xk)1n||[£aible. O
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Chapitre 2

Les Opérateurs de
Hilbert-Schmidt

Lobjectif de ce chapitre est de donner d'une part une caractérisation des opé-
rateurs de Hilbert-Schmidt et d’autre part une factorisation de ces opérateurs en
utilisant I'inégalité de Grothendieck.

2.1 Les Opérateurs Compacts

On introduit maintenant la classe de Schatten von Neumann S, (H, H2) pour
1<p<+oo.

Définition 2.1.1. Un opérateur u appartient a S, (Hy, Hy) si et seulement si on a :
ux =y tpix,en) fn ot Y5, |74lP < +oo, avec e, un systeme orthonormal de H;
et fy un systéme orthonormal de H,. Lespace Sy, (Hy, Hp) est muni de la norme

1 o 1
op(u) = (lernl”)p = (Zlan(u)”)p,
n= n=

ot ay(u) =inf{|lu—v|, ve L(Hy, Hy) et dim(v) < n}

On rappelle qu'un opérateur linéaire u : X — Y est compact si u(Bx) est un
sous-ensemble relativement compact de Y. On a le résultat classique suivant([8],th
4.6p81).

Théoréme2.1.2. (a) Un opérateur u: Hy — H- est compact si etseulementsi(uen,fn) -

0 quand n — +oo pour toute suite orthonormale (e,;) de Hy, et pour toute suite ortho-
normale (f,) de Ho.

(b) Soirl < p < +oo. Un opérateur u: Hy — H, appartient a S, (Hy, H») si et seule-
mentsiy., |(uen, fn>|p < +00 pour toute suite orthonormale (e;;) de Hy, et pour toute
suite orthonormale (f,) de H,.

31
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Démonstration. On peut supposer que u # 0.

(a) Soit (e;) ,=1 une suite orthonormale dans Hj. Si | u (e;) || ne tend pas vers 0 quand
n tend vers +oo, on peut trouver une fonction ¢ : N* — N* strictement croissante
ete > 0 tels que ||u(eg(n) | > €Vn. Comme u est compact, on peut trouver y : N* —

N* strictement croissante et a € H tels que “ u (e(wo¢)(n)) - a” — 0 quand n — +oo
et|lall >e.

€2 < (a,a) = limy— o0 <e(u,o¢)(m, a>, ce qui contredit le fait que e, — 0 faiblement
quand n — +oo. Donc || u(e,)|l — 0 quand n — +ooetlimy,_. 1 {u(ey), fn) = 0 d’apres
Cauchy-Schwarz.

Réciproquement, on suppose que {uey, f,) — 0 quand n — +oo pour toute suite
orthonormale (e,;) dans H; et pour toute suite orthonormale (f;;) dans H>. Soit € tel
que 0 <€ < [[u]l. On veut montrer qu'il existe un opérateur de rang fini v : H; — H> tel
que ||lu—v| < e. 1l existe deux vecteurs unitaires x € H et y € H, tels que |<ux, y)| >€
car lull = Supep,, yen, |(ux),y)|.

® est la famille des sous-ensemble A de H; x H> tels que :

M) u),y)| =€V (x,y) € A

(2) I1; (A) est une famille orthonormale de H; et I1,(A) est une famille orthonormale
de Hy ou Il : (x, y) — y sont les projections canoniques de H; x H, sur H et H».
Supposons que pour tout ensemble fini A € ®, il existe (x, y) € Hy x H telque AU{(x, y)} €
®. On pourrait construire par récurrence une suite (xp, y) 1> d'éléments de Hy x H
tels que (x,)p=1 et (¥n)n=1 sont des familles orthonormales de H; et H; vérifiant
[{u(xn), yn)| > €, ce qui est absurde. Donc il existe un ensemble fini A € ® qui est
maximal dans ® pour l'inclusion. On a :A = {(ei,ﬁ)}lsiSN. On définit des projec-
tions orthogonales p = Zfil (s,e;)e; € L(Hy) et g = Zﬁ\il (o, fi) fi € £ (Ha). Alors
v =up+qu— qup est un opérateur de rang fini tel que ||u— v| <e.

En effet, supposons que ||z — v|| > €. Donc il existe des vecteurs unitaires x € H; et
y € H, tel que |((u— U)x,y>| >e.0Onpose ey =x—pxet fy =y—qy, donc (ey, e;) =
0= (fo, fi) pour 1 <i < N.D’autre part, ona: ||l <1 car p est une projection or-
thogonale de H;. Donc Idy, — p est aussi une projection orthogonale de H;. Ce qui
donne:|Idy, —p| <1.

De méme || fo|| < 1 car g est une projection orthogonale de Hy et donc Idy, — g l'est
aussi et || Idp, — q|| < 1. Par suite, on a:

|<ueO’ﬁ)>’ = |< IdHl Ide y>i
= |< IdH2_Q) (Ide_ x’.V>|
= Ku-vxy)]
= eleoll | fo]-

uey _fo

Donc e et fp sont des vecteurs non nuls et (<W’ TRl

>) > € ce qui contredit le fait
que la famille A est maximale.

(b) On suppose que 1 < p < +o0. Soit u : Hl — H, un opérateur tel que pour toute
suite orthonormale (e;) dans H; et pour toute suite orthonormale ( fn) dans Ho,
ona:), |(uen,fn>|p < +oo. D’apres (a), u est donc compact et il admet une re-
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présentation orthonormale u = ¥, 7, (s, X,) ¥n. On @ (Tp)n=1 = (u(xn), Yn)n=1 €
[p et par conséquent u € Sy, (Hy, Hp). Réciproquement, si u € Sy, (H1, Hy), soit u =
Y mTmf* Xm) ¥ym une représentation orthonormale avec 7,, = 0 V m; alors si (e;)
est une suite orthonormale de H;,ona:

) 2 2
ZTm|<en»xm>| ZTm|<en;xm>|p [{en, xm)| 9
m m

IA

1 1
(ZTZ |<en,xm>|2) ’ (Z|<en,xm>|2) !

(Z 0 Ken, Xm) |2) ' d’apres 'inégalité de Bessel.
m

IA

D’une maniere analogue, on montre que si (f},) est une suite orthonormale de Ho,
1

onayY,,Tm,|( ym,fn>|2 < (Zmrm(ym,fnﬂz)ﬁ .PourneN,

1 1
[(uen, fu)] = Y w21 xm) 75 |[(ym> fu)
1 1
= (ZTmKen»xm)'Z)z(Zrm|<Yn»fn>|2)2-
Par suite, on a:
Z|<uen;fn>|p = Z(Zrzuenrxm)'z)z(Zﬂill()@mfn)iz)z
= ( T%l(en;xmﬂz) (ZT%KJ’m,anz)
< Yrh. O

Théoreme 2.1.3. Soit u € £ (Hy, Hy) et g; une base orthonormale de H, .
(@).Silsp<2et) e ” ugi Hp <+oo, alorsu € S, (Hy, Hp) et

v

oy sl
iel
(b).Si2<p<+ooetueS,(H, H),alors ¥cs||ugi|” < +oo et

1

P
[Z1us?) <000
iel

Démonstration. Montrons (a).
On va montrer d’abord que u est compact.i.e V € > 0, il existe v € £ (H;, Hy) de rang
fini tel que lu—v| <e.



34 CHAPITRE 2. LES OPERATEURS DE HILBERT-SCHMIDT

1
Soit J un ensemble fini, J < I tel que (Ziep s ||ugi||’)” <e.

Lopérateur v=3 ;c; (o,g,-> ug; est de rang fini et il satisfait |u — v| <e.
En effet,ona:

lu-v)xl = | (xg)ug
iel\J
1 1
2|? 2|?
< [ 2 jmef] (£ sl
iel\J iel\J
1
P
< ||x||( Z Huginp) d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz
iel\]
= elxl.

Donc [[(x—v) x|l < lIx|le. Lopérateur u est donc compact et il admet une représen-
tation orthonormale de la forme u =) 7,(., e,) f, la série étant convergente dans
% (H;, H>) muni de sa norme usuelle, voir [8],page 80.

Pour x € Hy, ona: ux =Y ,7,{x,e,) fu et luxl|? = ¥, 72 1(x,en)|?. Donc ¥, 7} =
Yathier g, en>|2 car ¥er|(8i, en>|2 = |le,ll?> = 1 d’apres 'identité de Parseval.

Y= T eenl

Y (L hlsien” (gien) ).

iel\n

Appliquons l'inégalité de Holder sur les indices a = ’% etf=5=.

2-p
2

S =X (Set el (Slaenl) <5 (Crlaenl)

iel\n
car ¥, |(gi, en>|2 <| & ||2 =1 d’apres l'identité de Bessel. Par suite, on a :
, :
Set= L Jusi”. 0o (£52) <[ Jusl?]
n iel n iel

i.e

|~

p

op(u) < (Z ” ugi ||p) doncue Sy, (Hy, H).
iel

Montrons (b).

Soit u € Sy, (Hy, Hz) et 2 < p < +oo; donc u =3, 7, (e, e,) fn avec (e,) une suite or-

thonormale de H; et (f;) une suite orthonormale de H,. On a

2(p-2)

4
lugil® =275 (i end” Kginen) 7
n
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Appliquons I'inégalité de Holder sur les indices a =5 et = ﬁ.
2 p=2 2
» P b
Jugdl® = (S et Kenen ) (ZKenen) " =(Eehlenent’)
n n n

car ¥, [{gi, en>|2 <| & ||2 =1 d’apres I'inégalité de Bessel. Donc, on a :

2
lugil” =X 7nl(gien)]”.
n
D’out: )
2 lugil” =2 n ) Kgnen)|" =2 1h
iel n iel n
car) jes I(gi, en>|2 =lenl?=1 d’apres l'identité de Parseval. Par suite, on a:
ALY
> Jugdl?| = (Zeh)" =0 w
iel n
gi étant une base orthonormale de H;. O
2.2 Caractérisation des Opérateurs de Hilbert-Schmidt
Définition 2.2.1. Un opérateur u appartient a S, (Hy, Hy) si et seulement si pour tout
xeHy,ona: ux=Y5 Tp{x,en fr ot X5, |7, < +00, avec e,, un systeme or-
thonormal de H; et f,, un systéeme orthonormal de H;. Les opérateurs appartenant a

S» (Hy, Hy) sont appelés opérateurs de Hilbert-Schmidt. La norme de ces opérateurs
sera notée par o2 (u) et est donnée par la formule

) % 00
o2 (u) = (Z |Tn|2) = (Z an(u)z)
n=1 n=1

On déduit immédiatement du théoreme 2.1.3 le résultat suivant.

1
2

Corollaire 2.2.2. Soit (g;) une base orthonormale de H; et soit u € £ (H,, Hy). Alors
u € Sy (Hy, Hy) si et seulement si : 2?21 H ugi H2 < +oo et dans ce cas, on a 0y (U) =

1
2\2
(Zie[ [|ugi|l ) .
Théoreme 2.2.3. Un opérateur u: Hy — H, est de Hilbert-Schmidt si et seulement si
u est2-sommant et dans ce cas o, (1) = 7o (1) .

Démonstration. On suppose que u est 2-sommant. Soit (e;);¢; une base orthonor-
male de H;. Alors pour J fini, Jc I,ona:

1

1
2 2
(leueillz) < mp(u) sup (Z|(x*,ei>|2)
ie] Ix*l<1\ies
s m(w) || (€i)iey || flaible

7o (U).
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Donc u est de Hilbert-Schmidt et o, (1) < 75 (u). .
Réciproquement, on suppose que u est de Hilbert-Schmidt. Soit (x,) € Zga‘ble(Hl).
On définit un opérateur v: ¢, — H, telque v (Zn anen) =) ApXy pour (dy) =1 € &2
c’est a dire que ve, = x, pour n = 1. Alors,

ol = sup sup <x*,Zanxn>
n

@) llo,<1lx* Il =<1

=  sup sup <x*,2anxn>
n

™y <1l @n)lle, <1

*
= sup sup Zml(x ,xn>
Ix* Iy sTl@n)lle, <11 n

=  sup (Z|<x*,xn>|2);

Ix g <1\ n

= |(xp)p=1 "[gaible .

On déduit que
1

(Z luo v(en)llz)z = (Z (o v) e,,||2)

= oy(uv)<oxW)lvl d’apres la propriété d’idéal

1
2

(Z I uxnuzf

= 02w ” (xn)nzl ”ggaible .

Donc u est 2-sommant. O

Remarque 2.2.4. Soit 4 (K) = (C(K))* l'ensemble des mesures de Radon sur K et
soient ly,...,ky € M (K).

On note | ;| la variation totale associée a ;.

Alors i, ..., in sont absolument continues par rapport i la mesure pu = |1 |+ ++|p|,
donc il existe f; € Ly (K, u) telles que du; = fidu pour i < n. Donc pour toute famille
(ai,...,ay) descalaires, on a :

a1 pa +"'+“n”n”ﬂ(1() =1 fi +"'+“nfn||L1(K,p)-

Comme Ly (K, p) est un espace £, isométriquement contenu dans 4 (K) ceci montre
que 4 (K) est un espace L.

Théoreéme 2.2.5. On considere un opérateur u: Hy — H,. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) u est de Hilbert-Schmidlt.

(i1) u est factorisable a travers un espace Loo-

(iii) u est factorisable a travers un espace £ .

Démonstration. (i) < (ii)
Si u est de Hilbert-Schmidt, alors u est 2-sommant. Donc u est factorisable a travers
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un espace C (K), (K compact) d’apres le théoreme de factorisation de Pietsch et a
travers %, d’apresla proposition 1.5.4. D’autre part, si u est factorisable a travers un
espace Zwo, alors u est 2-sommant d’apres le théoréme de Grothendieck (£h1.5.7)
et le principe d’idéal. Par conséquent u est de Hilbert-Schmidt.

(i) o (iiQ)

C’est le dual de la premiére équivalence. On sait que le dual de 'espace C (K) est un
espace £1. Si u: Hy — H, est de Hilbert-Schmidt, alors u* admet une factorisation
de la forme : u* : H, — C(K) — Hj et u** = u admet une factorisation u** : H; —
%1 — H,. Réciproquement, si u : Hi — H» est factorisable a travers I'espace £,
alors le théoreme de Grothendieck nous permet de dire que u est 2-sommant, donc
Hilbert-Schmidt. O

Nous utiliserons le résultat suivant, [8],th 19.20, page 413.

Théoreéme 2.2.6. Soit Z un espace de Banach de dimension infinie et soit u: H —
H; un opérateur compact. Il existe un sous- espace de Banach Zy de Z possédant une
base Z, et deux opérateurs compacts v: Zo — Hp et w: Hy — Zy tels que u = vo w.

Théoréme 2.2.7. Un opérateur u : Hy — H, est de Hilbert-Schmidt si et seulement
si pour tout espace de Banach de dimension infinie Z, il existe des opérateurs v €
L(Z,Hy)) etwe L(Hy,Z) telsque u=vow.

Par ailleurs, nous pouvons choisir w compact et v compact et 2-sommant.

Démonstration. Silopérateur u: Hy — H, est de Hilbert-Schmidt, alors on a :u =
Y nTn&n® hy avec (g,) une base orthonormale de Hj, (h;;) une base orthonormale
de Hh ety |t,l? < +oo.

On va construire des suites (a,) et (8,) appartenant a ¢g et (o,) € ¢, telles que
anonfrn=1tn VY neN. 1

En effet, on peut trouver une suite strictement croissante (N),>1 d’entiers avec
No =1 telle que ¥z, I74|* <27 pour p = 1. On pose a, = B, =277, 0y = az%n
pour Ny <n < Npy1,p=0.0n a a,o,P, = T, par construction. On a (a;) € ¢, ,
(Bn) € cp et YN, <n=Npu lo,1? <27P pour p=1.Donc (0,) € £3.0nau=aoDyob
oia=),ane,®h,:lo— Hyetb=) ,6,8,®e,:H — {,.Les opérateurs a et b
sont des opérateurs compacts entre espaces de Hilbert et Dy :£2 — €5 est un opé-
rateur de Hilbert-Schmidt. D’apres le théoréeme précédent, b se factorise a travers
un sous-espace de Banach Zy de Z c’estadire: b= b; o b,

Hl—b>[2.

| A

Zy

Soient D : o, — ¢, 'opérateur diagonal associé a o et i : ¥, — ¢, 'opérateur
identité. Donc D, = Do i. Puisque ¢, est injectif, alors i o b; admet une extension

1. Lexistence des suites (0y), (ap) et (ﬁn) se déduit du théoreme de factorisation de Cohen
[10],théoréme 2.9.24 appliqué a ¢» considéré comme cp-modules puisque I'algebre ¢y posséde une unité
approchée bornée.
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b, :Z — {s. Donc l'opérateur v = ao Do b; est compact et 2-sommant. Puisque
by € £ (Hy, Zy) et Zy < Z, alors on 'opérateur w = jo b est un opérateur compact de
H, dans Z ot j : Zy — Z désigne I'injection canonique. Doncona: u=vow.

Réciproquement supposons que u se factorise a travers 'espace ¢'. Il résulte du
théoreme 2.2.5 que u est de Hilbert-Schmidt. O



Chapitre 3

Les opérateurs y-sommants

3.1 Suites Gaussiennes

Dans tout ce chapitre E désigne un espace de Banach réel ou complexe, et les
variables aléatoires considérées sont a valeurs dans E.

Proposition 3.1.1. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, et si Y est
symétrique, alors on a, pour p € [1,+00|,

EIXI?P <EIX+Y]|P.

Démonstration. Le fait que Y est symétrique signifie que Y et —Y sont distribués
identiquement. On obtient

(EIXIP)? ENX+Y)+X-1)P)>

(EIX+ Y||P)% +-(EIX - Y||P)%

=

N | =

1
2
1
2
(ElX+ Y||P)% . O
Théoreme 3.1.2. (Principe de contraction de Kahane)

Soit (Xi) > Une suite des variables aléatoires symiriques et indpendantes a valeurs
dansE.

.....

p
<E

N P

E C(ka

k=1

N
> Xk
k=1

.....

p
<?2PE

N p

apXi
k=1

E

N
> Xk
k=1

39
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Démonstration. Si aj = +1, c’est évident, puisque X et X_j sont distribués identi-
quement. Si a € {0, 1}, alors on peut écrire a; = % Rar—1+1)

N p\l/p
([E Zaka ) =
k=1
<
=<

1
2

([E
([E

N | p\l/p

Y - QRar-1+1 X )

=12
N p\1/p 1 ,

1

Ell Y Qar-1) X ) + 5 (ENXcl”) P
k=1

N p\1/p

Y X ) .

k=1

Siage(0,1]alors ax =Y, bjx27/;avec bji €10,1}.Ona

G

Siape[-1,1]alorsona:

E

Y arXi
&

Y2 bjeXi2
iy

p

1 1
14 P . 14 p
) < ZZJ(E ijka )
I k

1
p
< ([E > Xie ) )
k
p
= E|Y_sign(ap lakl Xk
k
p
< E|) lalX
k
p
< E

> Xk
k

SiapeCetl|al<1alors ay = Ay + iy ; donc

&

Z/lka + inka
k k

p)L

p

IA

P\»
Z/lka ) +([E
k

P\7
+([E > Xie
k

1
P

([E
([E
Z(E

p
> kX )
3

)

P

IA

> Xk
k

p
O

> Xk
k

Propriété 3.1.3. (Inégalités de Kahane-Kintchine)

Soit (ry) =1 une suite de Rademacher, soit (Yﬂ)nzl une suite gaussienne, et soient
p,q € [1,+ool. Il existe deux constantes C,, , et C;q ne dépendant que de p et q telles
que pour toute famille finie x1, ..., xy d'éléments de E, on ait
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(1
1 1
N P\7p N 9\q
([E Z T'nXn ) < C;q ([E Z T'nXn ) .
n=1 n=1

2

1
N P\ y N 9\ q
E| Y. vnxn <Chq|E|l 2 Yn¥n )
n=1 n=1
On va maintenant introduire les notions classiques de fype et de cotype pour les

espaces de Banach.

Définition 3.1.4. Soit E un espace de Banach et soit (ry,) ;=1 une suite de Rademacher.

(1) Soit p € [1,2]. On dit que E est de type p s'il existe une constante Cp, = 0 felle
que pour toute famille finie x, ..., xn d'éléments de E, on ait

1 1

2\ 2 N v

([E ) scp( IIxnll”) .
n=1

(2) Soit q € [1,+ool. On dit que E est de cotype q s'il existe une constante Dy = 0
telle que pour toute famille finie x1, ..., xy d'éléments de E, on ait,

2) 3
(2bis) On dit que E est de cotype oo s'il existe une constante D, = 0 telle que pour
toute famille finie x1, ..., xy d'éléments de E, on ait,
2) %

Théoreme 3.1.5. (a) Tout espace de Banach est de type 1 et de cotype co.
(b) Tout espace de Hilbert est de type 2 et de cotype 2.

N
Z 'nXn
n=1

N 7
Z Il 119 =Dg4|E
n=1

N
Z 'nXn
n=1

N
max1<p=N X1 < Do ([E Y TuXn
n=1

(¢) Soit p € [1,2]. Si E est de type p, alors son dual E* est de type q avec % + % =1.

Démonstration. Montrons (a)

* Montrons que E est de type 1, c’est a dire que X, raXnll 2, x) < CX 1 xnll.
On a, d’apres I'inégalité de Kahane-Kintchine,

Zrnxn
7

IA

Gy E

Zrnxn

n

Co iEY_Irplllxnll
n

Con Y 1%l
n

I2(Q,X)

IA
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[T

* Montrons maintenant que E est de cotype oo, ¢’est a dire que supy || x|l < (EIX,, rnxnll)
Pour k fix; || x|l = E “Z;?:k TiXj “ <EIX, mXxnl.En effet

B2 x| = Ellrixel = Ellxill = el et El el < BN, raxall d'apres la pro-
position 3.1.1.
On conclut avec la premiére inégalité de Kahane-Kintchine.

Montrons (b). Pour xi,...,xy € H,ona:
Y ruxn [E<Zrnxn,2rjxj>
= B raTj(xn xp)
n,j
= 2 E(rarj){(xn x;)
n,j
= Z<xnrxn>
n
= Y lxal?.
n

On peut montrer réciproquement que tout espace de Banach qui est a la fois de type

2
E

H

2 et de cotype 2 est isomorphe a un espace de Hilbert.[8]corollaire 12.20.
1 1
Montrons (c) c’est a dire que si (EIX, rpx,l?)? < Cp(Xn IIxnIIZ) P pour xi,..., Xy €
1
1.)7 < Cp (E|Znras|
1

1
E, alors (Znnx,ﬂ é*)zpourxf,...,xl’(,EE*.

On a, pour (Z ||x,,||p) ’ <1,
n

;(x;,xn> [E<;rnx,’;,2rjxj>

< [E( Y oraxp|l Y rix; )
n J
2\ % 2\3
= ([E”Zrnx:; ) (fE Y rjx; ) d’apres Cauchy-Schwarz
n j
1 1
P 2\ 2
= CP(Z”’CJ'HP) ([EHZrnx,’; ) car E est de type p.
j n
2\1
< C,,([E Y rax;, ) )
n

1
Soit B:={A=(A1,..., An) (zmjw) "}1a boule unité de ¢7. On a
n

Q=

[z

* *
Z*) =sup) Anlx)llgs = sup Y An <Xy, Xn >
AEB n A€B,|Ix1llg=1,...Ixnllgs1 n
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= sup Y <Xp,Xxp>,
n

(%I\xnll”) =1

<=

et finalement

1

q *
B =anlelz

2);

(=l

3.2 Opérateurs y-sommants

Définition 3.2.1. Un opérateur S: H — E esty-sommant si pour tout p € [1, +oo[, on

a:
1
P\»

) <o,

le supremum étant calculé sur U'ensemble des systemes orthonormaux finis h = {hy, hy, ..., hn}.
Lensemble des opérateursy-sommants S : H— E est noté y°(H, E).

N
YnShy

n=1

ISllyse a1,y = sup ([E
h

Posons y‘;;’(H, E):={Se X(H,E) | IISIIY?}o (H,E) < +oo}. Il résulte de la deuxieme
inégalité de Kahane-Kintchine que cette définition est indépendante de p € [1, +o0].
Par conséquent y*°(H,E) = y‘;,O(H, E) pour tout p € [1,+o0], et la norme ”-”}";,"(H,E)
est équivalente alanorme ||.|lyoo () := ||-||yg°(H,E) sur y*°(H, E).

Pour montrer que So T € y*°(H', E) pour S€ y*°(H,E), T € £ (H', H), on va utili-
ser le théoreme suivant, (Voir [47], théoréme 3.9).

Théoréme 3.2.2. (Domination de covariance )

Soient (Ym),,<; €t(Yh),<; des suites gaussiennes dans des espaces probalisés respectifs
Q et Q. Soit x1,%2,...,Xp et y1,Y2,..., YN des éléments de E vérifiant, pour tout x* €
E*,

M 2 N, 2
Y (o) = Y (ymx )
m=1 n=1

Alors on a, pour tout p € [1, +o0|,

p
<F

p
E

M N
Z YmXm Z Y,nYn .
m=1 n=1

Démonstration. On note F = vect{xl, X2yee s XML Y1 V2reves yN} c E et on définit Q €
% (F*,F) par:

N M
Qz" =) (VY2 )yn— 2 (%m 2" ) Xm, 2" €F".
n=1

m=1
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Les conditions du théoréme imposent que (Qz*,z*) =0V z* € F*. Il est clair que
(Qzf,2;)=(Qz;,2}) ¥ z},z; € F*. Comme F est de dimension finie, alors on peut

trouver une suite (x;)

M+k
14 . e
Mi1=jems i 4 €léments de F telle que Qz —j_AZ/Hl(x],z )X

Vz* € F*. On obtient

M+k

P

1 m=M+1

<J’n’Z*>2

i

On considere maintenant les transformées de Fourier des variables aléatoires X =
M+k N

Y YmXmet Y=Y y,.yn.
m=1 n=1

Eexp (—i(X,x")) Mk

ITEexp (= iy m (xXm,x*)) car les variables sont indépendantes.

1
i exp 5 (o Y|

Il
&
he)
|
| —
M3
+
kel
~
=
3
=
*
~
no
N ——

Dela méme maniére, ona:E exp (—i(Y, x*)) = exp (—% Zﬁ;’zl (yn,x* )2) .D’aprésl’in-

jectivité de la transformée de Fourier, ceci qui prouve que X et Y sont identiquement

distribués. Donc E |EM**y, x,, |7 = E||N., v, yn|”. Comme Mik YmXm st sy-
m=M+1

métrique, il résulte de la proposition 3.1.1 que 'on a

p
<E

p
=F

M p

Z YmXm

m=1

M+k

Z YmXm

m=1

N !
E Y Ynyn
n=1

Proposition 3.2.3. Soient E, E' deux espaces de Banach, soient H, H' deux espaces de
Hilbert, et soit S € Y*°(H, E).

Alors RoSoT e y®(H',E')YRe £ (E,E'),VT € £ (H',H) eton a, pour1 < p <
+00

IRoSo Tllyso(qr,ery < IRINISHyse e, I T

Démonstration. Onvad’abord montrer que SoT € y*® (H’,E) etque ||So Tlly%o(H/,E) <
ISlyse e,y 1T

Soit {h}, hy,..., h;c} un systéme orthonormal fini de H'. On pose H' = vect{h], hé,,h;c} c
H'etH =vect{Th|,Th,...,Th}} c H,E = vect{(So T)h},(So T)h,...,(So T)h}} c
E,etonnote S: H— E et T: H — H les restrictions de S et T a H et H'. Soit
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{h1, hy, ..., hy} une base orthonormale de H. On a, pour x* € E*,
k _. 2 k - 2
Y (oD, x) 3 |(H}, (0592
j=1 j=1

[(T*0S*)x* ||§{ d’apres le théoréme de Parseval

|7 151
1717 X (St

On déduit alors du théoréme 3.2.2 que 'on a

IA

k p N p
E Zyj(SoT)h;- < ITIPE| ). ynShn
j=1 n=1
p p
= ITUTNSN ooy

ce qui montre que So T € y* (H',E) et que ||So Tllyserr,py < ISlyse e, 1T
D’autre part si R € £ (E, E'), il est clair que 'on a, pour p € [1, +o0o[

IR0 S0 Tl iy < RIS © Tlhysocs, i),
ce qui acheve la démonstration. O

Proposition 3.2.4. (Lemme dey-Fatou)
Soit (Sp)$., une suite bornée dansy*> (H,E). Si S € & (H, E) est un opérateur tel que

ngrllw<5nh,x Y=(Sh, x*), Vhe H, Vx* € E*,
alors Se y* (H,E), et ||5||yc;,°(H,E) < limnﬂJrooianISnllyzo(H,E) pourl < p < +oo.

Démonstration. Soit h = {hy, hy,..., h} un systeme orthonormal dans H. Soit (x,’;)flozl

une suite de vecteurs unitaires dans E* qui est normalisante pour I'espace Hj en-
gendré par {Shy,...,Shy}, c’est a dire que I'on a, pour x € Hy,

lxl = su;l) < x x5 > = limy—sooSUP1=m=n | < X, x5, >|.
n=

D’apres le lemme de Fatou, on a, pour M = 1,

k p k p
E[ sup y;iShj, xy, < lim infE| sup YiSnhj, Xy,
l=m=M| \j=1 n—oo lsmsM| \j=1
< p

Jim infl Sl oo gy ) -

On a alors, d’apres le théoréme de convergence monotone

k
<ZYjShj’x:n>

j=

p
E

)

Donc S € y®(H, E), et ISllyse ey = limn_,+ooinf||S,,||Y%o(H,E) pour 1 < p < +oo. O

k
2 ¥;Shj|l = limyioE| sup
= lsm=M
. . 14
< r}L{Igolnf||Snl|y;o(H,E) .
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Proposition 3.2.5. Soit H un espace de Hilbert séparable, soit (h,) ,», une base ortho-
normale de H, et soit S € £ (H, E) . Alors les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Sey™(H,E),

(i) il existe p € [1,+oo[ tel que supy; E HZQ’ZI ynShn”p < 400,
(iii) pour tout p € [1,+ool, on asup y1 E|| LN, v Shy |’ < +oo.
Dans ce cas, on a, pourl < p < +0o,

N 14
Y ¥nShn

n=1

Isi? =supE
ypam =3P

Démonstration. 1l résulte de la 2éme inégalité de Kahane-Kintchine que (ii) et (iii)
sont équivalents, et il est clair que (i) = (iii). Supposons que (iii) est vérifié. Soit
{hi, hy,..., h;c} un systeme orthonormé dans H. Pour K = 1, on désigne Px la pro-
jection orthogonale de H sur'espace engendré par {hy, hy, ..., hg}. Pour tout x* € E*
etpourtoutK=1,0ona:

k / 2 k / 2 2 K 2
Y ISPkl x" )P = 3 1 (W) PeS™x* )12 < [ PiS™x" |2 = X [(n, PrcS™ x|
n=1

j=1 j=

—_

|<th*X*>| = Z (St 27|

HMN

On déduit alors dulemme 3.2.2 que E|| Zle YjSPxh' jlIP <supys, E ||ZQ’=1 YnShy “p
pour tout p € [1,+oo[. En particulier la suite (SPg)k>1 est une suite bornée d’élé-
ments de y*°(H,E).On a, pour x€ H,x* € E*,

Limg— o0 (SPxX, x* ) = liMg— 10 (P X, S % x*) = (1,8 x™) = (Sx, x*).

I résulte alors du lemme de y-Fatou que S € y*°(H, E). D’autre part le lemme de y-
Fatou donne aussi

k P k p
E Zijh} < hm infE ZijPKh}
j=1 j=1
p
< supk ZynShn
N=1 n=1

<dui P N P
On en déduit que 1Sl ) < supy=1 E |20, ¥nShal|”.
L'inégalité inverse est évidente. O



Chapitre 4

Les opérateurs y-radonifiants

Dans ce chapitre, H désigne un espace de Hilbert, E un espace de Banach et on
désigne par h ® x € £(H, E) I'opérateur défini par (h®x) b’ = (h,h')x avec h, I’ €
H et x € E. Pour x* € E*, I'opérateur x* : y(H,E) — H est défini par x* (h®x) =
(x,x*) h.

Définition 4.0.6. Lespace y (H,E) est défini comme la fermeture dans y*° (H, E) de
Iensemble des opérateurs de rang fini. Les éléments dey (H, E) sont appelés opérateurs
Y -radonifiants.

On pose Sy, #,£) = IISllyse1,5) pour S € y(H, E), de sorte que lanorme .||y, (#,£)
est équivalente a la norme |.|lyu,E) = |l. ||y2(H,E)» qui est donc définie par la formule
N 2\2
ISllya,E) = sup ([E Z YnShy ) < +oo,
h n=1

le supremum étant calculé sur U'ensemble des familles orthonormales finies h = {hy, hy, ...

d’éléments de H.

Il est clair que y(H, E), muni de la norme ||.|ly(z,£) (ou d'une des normes équiva-
lentes ||. ”7p(HyE)) est un espace de Banach.

Soient F et G deux espaces de Banach, et soit Br la boule unité de F. Rappelons
qu’on dit qu'un opérateur T € Z(F,G) est compact si T(Br) est relativement com-
pact dans G. Lensemble des opérateurs compacts est fermé dans Z(F, G) muni de
la norme d’opérateur définie par la formule || R := sup <1 IIRx.

Tout opérateur y-radonifiant R : H — E est compact. En effet soit (R;);>; une
suite d’opérateurs de rang fini vérifiant lim; .o IR, — Rlly( .5 = 0.0n a a fortiori
lim;, . IR, — Rl = 0, donc R est compact puisque tout opérateur de rang fini est
compact.

4.1 Théoreme de Hoffmann-Jorgensen et Kwapien

Nous énong¢ons maintenant le théoréme suivant, qui est une reformulation de
résultats de Hoffmann-Jorgensen et Kwapien sur la convergence presque siire des

47

th}



48 CHAPITRE 4. LES OPERATEURS y-RADONIFIANTS

sommes aléatoires dont les sommes partielles sont bornées presque stirement.

Théoréme 4.1.1. (Hoffmann-jorgensen et Kwapien)[19]
Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie. Pour un espace de Banach E, les
assertions suivantes sont équivalentes :

() y*(H,E)=y(H,E),

(2) E ne contient pas de sous-espace fermé isomorphe a cy.

On va donner plus loin une démonstration du fait que (1) implique (2). On a la
propriété simple suivante.

Proposition 4.1.2. Soit S € y (H, E), soit E' un espace de Banach, soit H' un espace
de Hilbert, soit R€ £ (E,E") et soit T € £(H', H). AlorsRoSo T ey (H',E') etona

[RoSo Ty gy < IRINSlyrr,e) 1T

Démonstration. 1l résulte du théoréme 3.2.2 que RoSo T € y*® (H', E'). D’autre part
soit (Sp) =1 une suite d’opérateurs de rang fini qui converge vers S dans y(H, E).
Alors Ro Sj, o T est aussi de rang fini pour n = 1. Il résulte aussi du théoréme 3.2.2
quel'on a

limn_,+oo ”ROSO T—ROSnO T"YOO(H,E)

< limp— oo IRINS = Snllyeo ) ITIN = 0.

Donc SoRo T € y(H',E), ce qui acheéve la démonstration puisque la norme
I.Ilym,E) estlarestriction ay(H, E) de lanorme ||. ||y (5, 5)- O

Théoreme 4.1.3. Soit H un espace de Hilbert séparable et soit S € £ (H, E). Alors les
assertions suivantes sont équivalentes.

() Sey(H,E),

(2) lasérie} 5| YnShy convergedans LP (Q, E) pour toute base orthonormée (hy) p=1
de H et pour tout p € [1,+00l,

(3) il existe une base orthonormée (hy),>1 de H et p € [1,+00] tels que la série
Y2 1 YnShy converge dans LP (Q, E) .

Pour toute base orthonormale (hy,) ;=1 de H et pour tout p € [1,+o00[, on a alors

p

p —
ISUy, e = E

Y ¥nShy
n=1

Démonstration. (1) = (2) Fixons R € y(H,E) et 1 < p < +oo et soient (h;),>; une
base orthonormée de H et P, la projection orthogonale de H sur 'espace vectoriel
engendré par {hy,..., h,}.
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Soit U € £ (H, E) un opérateur de rang fini. Il existe x1,...,xpy € Eet uy,..., up €
Htelsque U =YY_, u,,®x,,.Ona, pour toute famille orthonormale i’ = (1}, ..., h)
d’éléments de H,

2 % 2\ 3

([E
1
e M k
) = Z Xl ([E ZYj<um_Pnumyh}>
m=1 j=1
1

k Kk T \?
(B (rEZ Zw?,-(um—Pnum,h§><um—Pn“m’h}>)
i=1j=1

>

j=1

k M
Y WU -UPI, S 7 (ttm, = Pul) i
m=1

j=1

IA

2)§

il( 2 (s B = P ) i

M
=2
m=1

M k 2 M
> 1l | Y- [t = Pattn )| | = 3 Mttt = Pt
m=1 j=1 m=1

Donc limy—. oo lU = UPpllys,g) = 0. On a alors, pour tout opérateur de rang fini
U)

lim sup,,_ ;IS = SPully(H,E)
<IS=Ulyw,p +limsup,_., o1 U = UPylly,5) + 1U = Slly,plim sup,,_ , 1Pyl
=2[1S=Ullyw,p-

Donc lim;—+c0llS = SPyllya,5) = 0, puisque les opérateurs de rang fini sont denses
dans y(H, E).
Ona,pourn>m=1,pell,+o0l,

Z YiShiIP < ISPu=SPull oy -

j=m+1

Comme la norme ”-“Y‘;"( H,E) est équivalente a la norme |. g, ), il résulte alors
du critere de Cauchy que la série Y_°° , y,Rh, converge dans L” (Q, E).

m
Y YnShn
n=1

p
Il résulte de la proposition 3.1.1 que la suite ([E ) est croissante.
m=1

On déduit alors de la proposition 3.2.5 que'on a

p p

[e.e]
Z YnShy

n=1

N
Z YnShy
n=1

Isi? =supk
Yp(HE) Nzri

Onavuque (1) = (2), etil est évident que (2) = (3).

Supposons maintenant que (3) est vérifié pour un réel p = 1 et une base ortho-
normale (h,);>1 de H. En appliquant les résultats précédents a I'opérateur de rang
fini SP,, — SP,,, pour n = m = 1, on obtient

p p

n
Y vjSh;

j=m+1

+00
> SPphj—SPyh;
j=1
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On en déduit que la suite (SP;),,»1 est de Cauchy dans y (H, E). Soit S sa limite. On
a a fortiori lim;_. 400 |SP, — S| =0 et pour u € H

Su=1imy—i+0oSPpu = Su.

Donc S=Sey(H, E), et (3) = (1). O

4.2 Exemple d’'unopérateur y-sommant et non y-radonifiant
On va maintenant donner un exemple qui montre que si y(H, E) = y*°(H, E),
alors E ne contient pas de copie de ¢y (c’est I'implication (1) = (2) du théoreme de

Hoffmann-Jorgensen et Kwapien).

Exemple 4.2.1. Lopérateur de multiplication T : £, — ¢y défini par :

apn
T((@p)y,) =|——
((a ) 1) (\/log(n+1))n21

esty-sommant mais n'est pasy -radonifiant.

En effet soit y une variable aléatoire gaussienne standard. On a:
2
IP{M < r}
\/;
R f e 2% dx
V2r J-yr
\/;
- A f e 2% dx
vamJo
o0 P (9]
- 2 {f ef%xzdx—f ef%xzdx}
var (Jo NG

2 [ _1.2

G(r)

= 1l-— | e 2%dx
V2m Jyr
Y
1 e 2
- 1__f 4
Verndr Y Y

Y
(o 0] e 2

2e‘%+ 1 f p
2nr V2ndr VY Y

Donc,ona:

.

2 ez

Grnzl-———

2n VT

En intégrant encore par parties, on obtient :

_r _r y
2 ez 2 ez 3 © e-3

Gr=1-——+

- d
Var vt eyt vende it
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Ceci donne, pour r = 2,

Soit (#5) une base unitaire de ¢,. On doit montrer que :

’ [al®
—sup[E( L)<oo

N
Tu
ZY” " o N1 1< n<Nlog(n+1)

n=1

supkE
Nz1

cp Il
On pose: f, = log[:’ll+1)

P(max ﬁn>t)

1-P| max <t
1=nsN ( 'Bn )

1snsN

I—P(O{ﬁnst})

1-11YP{B, <t}

Buste 10|g722|+1) <t |ya|° < tlog(n+1). Dautre partsie; € [0,1] pour 1 < i < n,
ona(l—-e€)...(1-€,)=1—-(€1+...€,). Doncona

2
P(maxﬁn>t) < 1-m |1-
1=n=N \/Zn(n+1)ftlog(n+1)
i 1

=1 \/(n+ 1! y/tlog(n+1)

Viz4 (n+Di=m+D)m+D* =24+ 1)?

IA

2 1 1
IP’( max > t) Y
1<n<N’Bn Vor " Vin+1)%2i-4 (/tlog(n+1)

2 i 1 1 1
Var 5=t (n+1)? V214 \flog(n+ 1)
2 XN 1 1 1
< >
V27 it (n+1)? V21741 | flog2
2 1 % 1
V2rlog2 V2141 ;=4 (n+1)?
2
2(5-1)

V2mlog2 V2i=4;

IA
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2
Posons { = maxlsnsNﬁ%. Pour p € [1,+00[, 0ona

ECP = / T AP B > Ay dA.
0

En particulier

E| sup m —foolP{(>t}dt
1=n=nlog(n+1) 0 '
D'autre part [°P{{ > f}dt = [{ P{{ > tydt+ [P > t}dt.
i2(%-1)
0 \/2mlog2 V2i=i¢
2
2(% - f4 .
V2mlog2Jo 214t
4
—dt
)y 7

4.

dat

IA

4
f P{>1tdt
0

On obtient finalement

2 2(Z -1) oo
4

1=n=nlog(n+1) V/2mlog2 V24t

etl'opérateur T est donc y-sommant.

Montrons maintenant que T n’est pas y-radonifiant. Raisonnons par I'absurde.

Si T était y-radonifiant, alors X = Y ,,~; v, Tup, qui converge dans CV, converge-
rait dans L? (Q, cp), et la probabilité pour que la somme de cette série appartienne
a co serait égale a 1. Posons Ey = ﬂij{(xj)jzl rels que |xj|<1V j= N}. On a
¢o =Un=1 En, donc

P(Xec) = Y P(XeEN)= Y MunP{|ys|’ <logn+1}.
N=1 N=1

Pour n =7, ona:log(n+1) =2, ce qui donne, puisque ¥ ,,5; ————— = +o0,

v/ (n+1)log(n+1)

pour N =7.

1

anNP{|yn|2 <log(n+ 1)} <= =N

1 1
- V2n \/(n+1)log(n+1))

= 0.

Donc en fait anNIP{|}fH|2 <log(n+ 1)} =0pourtout N=1,0onaP(Xecy) =0
et cette contradiction montre que T n’est pas y-radonifiant.
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4.3 Opérateurs dans les espaces L”

4.3.1 Les opérateurs dans les espaces de Hilbert

Rappelons que si E est un espace de Hilbert, % (H, E) désigne I'’espace des opé-
rateurs de Hilbert-Schmidt de H dans E, qui est 'ensemble des opérateurs bornés
R: H — E vérifiant

IR, 11, = sx;tpz IRR,|I* < +oo,
n

le supremum étant calculé sur 'ensemble des familles orthonormales finies & =
(hy,...,hy) d’éléments de H.

Théoréme 4.3.1. Si Eest un espace de Hilbert, alorsy (H, E) = £»(H, E), et|| Rl ¢,(H,E) =
||R||Y(H,E) pour tout Rey(H, E).

Démonstration. Soit h = (hy,..., hy) une famille orthonormale finie d’éléments de
H.Ona

N 2

YnRhy,

n=1

E

I}

-
T
M=

S
Il

N
YnRhy, Z YmRhm>

m=1

=z

M=~

YnY_m (Rhy, Rhy)

1l
—
=
Il
—

E(YnYm) (Rhn, Rhyp)

1
%MZ 3 m
M=

—
N
1l

1

= IRR, 112
1

N
I

Donc y(H, E) = Y*°(H,E) = £»(H, E), et |Rlly#,E = IRlly~m,E = IRl 2,H,E pour
tout Rey(H,E). O

On étudie maintenant le cas o1 E est un espace LP.

Théoréme 4.3.2. Soit (A, </, 1) un espace mesuré o -fini, soit H un espace de Hilbert
et soit p € [1,+o0[. Pour un opérateur R € £ (H, LP (A)), les assertions suivantes sont
équivalentes.

(1) Rey(H,L" (A).

1
(2) Pour toute base orthonormée (hy) =1 de H, la fonction (X2, |Rhy, IZ) 2 appar-
tienta LP (A).

Ll

(3) Il existe une base orthonormée (h,) ,», de H telle que la fonction (Z‘,’f’:l |Rh;, |2)
appartienne a LP (A).
Dans ce cas, on a, pour toute base orthonormée (hy) ,»1 de H,
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= (i |Rhn|2)é

n=1

IRy, r (a))

p

Démonstration. Utilisonsl'identité Z]nsz leal? =E |ZIVY=M CnYn |2 avecc, = fn (), (€
A. En appliquant I'inégalité de Kahane-Kintchine sur les scalaires, puis dans L” (A),
ainsi que le théoréme de Fubini, on obtient, pour M < N et fyy,..., fn € LP (A),

N 2\2
([E > Yl )
n=M

p p
P\7
p
LP(A)

2);
P

Les équivalences (1) <= (2), (1) <= (3) et 'estimation finale s’en déduisent en pre-
nant f,, = Rh, ou (h,),>1 est une base orthonormée de H. O

(nszlanf

1

N
Z Ynfn
n=M

<= <

N
Z Ynfn
n=M

n

E

N
Z Ynfn
n=M

Nous donnons maintenant un exemple simple d’opérateur y-radonifiant. Ce ré-
sultat fonctionne aussi pour des fonctions ¢ : [a, b] — y(H, E), avec des hypothéses
analogues. Lopérateur Ty appartient alors a y(LZ([a, bl; H), E), ot L?([a, b], H) dé-
signe I'espace des fonctions mesurable f : [a, b] — H vérifiant ff ||f(t)||2dt < 400.
[47], page 56.

Proposition 4.3.3. Soit [a, b] un intervalle et ¢ : 1a, bl — E continiiment différen-

tiable avec
b 1
f (t—a)?
a

Sion définit T, : 12 (la, b)) — E par T, f = [* ¢ (1) f (1) dt, alors T, € y (L2 (la, b)), E)
etona

(p’(t)“Edmoo

1 b 1yl
[ T(P||y(L2([a,b]),E) =(b-a) ”‘p(b)”EJrf,Z -2 | m”Edt'

Démonstration. Notons que ¢ s’étend par continuité sur ]a, b]. On considére une
base orthonormale (%), de L?([a, b]). On a, pour ¢ €]a, b],

b
P =¢(b) —f Xiob) (5P (s)ds,

b b b pb
[ mawowar= [ hngorde- [ [ gm0’ dsdr.
a a a a
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On obtient
2 ) %

) b b
> Ynf f Xieb () by ()P () dsdrt
n=1 a Ja

00 b
([E ZYnf hn (D ¢ (1) dt
n=1 a
ZYn(f hn(t)(/b(b)dt) ) +([E ) .
n=1 a

+00
Puisque Y. [ : |y, (B |2dt =1, onaalors, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
n=1

E

2 2

(e

1

:

+00 b
ZYn/ hn(tdt
n=1 a

) <towi s

] b
Zyn(f hn(t)dt)d)(b)
n=1 a

1
+00 +0o b b 3
=||</>(b)||([E(Z ZYmY_nfu hm(t)dtfa hn(t)dt))

m=1n=1

+00 b 2 %
=||¢>(b)||(2 f \ha(Oldt ) = o] vVb-a.
n=1 a

On a d’autre part

e

_ ([E

b
]
a

-[H([
[

b
5[ I’ (s)llds

I2(Q)
b 2\ 3
=f g ()l ([E ) ds.
a

Comme la famille (y,) ;=1 est une famille orthonormale de I%(Q), on obtient, en
utilisant de nouveau I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

2);
2)§
2\3
ds) )
1

e} b 2\ 2
(Z Ynf X[t,b](s)hn(t)dt)‘”(/)’(S)”ds) )
n=1 a

) b b
> ?’nf f Xieb) (8) hn (1) P () dsdt
n=1 a Ja

b

+00
Z Ynf
n=1 a

¢'(s)ds

b
f X1t (8) hn(2)
a

b
(Ynf X[r,m(S)hn(t)dt))(P’(S)
a

IA

5

n=1

L2(Q)

oo b
(Z Ynf X[x,b](S)hn(t)dt)‘ g’ (9)llds
n=1 a

+00 b
Z Ynf X (Shy (D) dt
n=1 a

+00 b
> Yn/ Xty (Shn(D)dt
n=1 a
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(e

s
f hn(t)dt
a

On obtient finalement

G

Donc Ty € y(L?([a, b)), E), etona

2 2

b
f Xty (S hp(D)dt

+00 b
> Ynf X[t,b](s)hn(t)dt)
n=1 a

+00
=2
n=1

2

+00 2  +4oo0 b )
= n;l = ng‘,l L X[a,s](t)hn(t)dt = ||X[a'5] ||L2([{,l,b]) =S§—a.

2 % b
) sl(p(b)l\/b—a+f Vs—al¢'(s)llds.
a

) b
Zynf o (8 (1) dit
n=1 a

1 b I
I T</’||y(L2([a,b]),E) <(b-a)? ”‘P”EJ’L (t-a3 o (I)”Edt'
O
Exemple 4.3.4. Posons, pour f € L%([0,1D),
1 efnt
rn=([ ro=—ar) .
0 n n=1
Alors T € y(L2(10,1]), £1).
Y _ — (e
lciE=0'a=0,b=1,¢(0=(%") .Ona
oo} —t
i _ —nt ! _ —-nt _ e
¢ (0= 0 0], =Y e =

n=1
Doncona

1 1 -t
f ﬁll(ﬁ'(i‘)llpdt:f \/_t—i_dt<oo,
0 0 -

et T, appartient bien a y(L?([0,1]), ¢'). Notons que ¢(1) = (%)nzl € ¢!, mais que
_ 1,51
@(0)= o€ /.

4.3.2 Etude de convergence en moyenne de Cesaro

Soit la suite X, = Zzzﬂk Thy et Sy = %ZQLI X5. On se propose d’étudier la
convergence en moyenne de Cesaro de la suite (Xy) lorsque elle est bornée dans
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L?(Q,E).
1 N
Sy = N,Z;IX”

= — T
Nn:lk:1Yk ¢

= = YT hyg
N 21k
N k-1

= 1-——|Th
k;yk( - i

On se place dans le cas o1 E = ¢y, et on considere I'opérateur T : £? — ¢y défini par
la formule

T (@n)n=1) = (L) .
n=1

Viogn+1)

Cet opérateur est y-sommant mais n’est pas y-radonifiant, donc la suite (X) ;=1
est bornée, mais non convergente dans L%(Q, cp).

Onadoncsup,,.; E IIX,ZII% < +o0. Posons ey := (0k,n) n=1, o0l1 § désigne le symbole
de Kronecker. Pour M < N,ona:

Sy—S 3 (k_l k_l)T + ﬁ (1 k_l)T
N—OM = Y| —— — — €f Yk I—— €k
=1 M N k=D+1 N

1 1 1 1 1 M-1 ( M) 1
= Or = A, Yooy e R —— 1__ gy ——
( 72(M N),/logg YM(M N),/log(M+1) YA PTN ) Jleg i+ D
(1 N—Z) 1 (1 N—l) 1 0.0 )
--0YN-1 N W,YN N log(N+1)’ 0,000 ],
IS Snll max( max | |y (1 1) j-!
M—ONIg = : il=—=|—7/———||
1<jsM M N log(1+j)
J 1
< lili-4) )
M+1<j<N N 10g(1+j)
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On considere maintenant le cas ou N = 2M, avec M pair. On a

-1 1
ISv—Snll - = vl
M<]'5M 2M log(1+])
- (E_L) |yl
4 2M )M oy log(1+ j) ,
EISy—Somll = (LL)E e, g
v-Saull = |3-3 oo 1 ogbie D)

1 1 1

- | F :

(4 ZM) Vieg(1+ M) (“gnsl?sXMh/]i)

(1 1 )\/logM—logZ
V9og(M+1)

4 2M
d’apres I'inégalité suivante : E(maxi<p<n |Yn|) = 3 10g (N),[46],exemple 3.8.
Donc lim inf; . ooEl|So; — Sarll = i, et la suite (X,,) ;=1 ne converge pas au sens
de Cesaro.
Etudions aussi la convergence de la suite Zy = Zgzl ye(1- %) Thy.
On considere la suite (Y,,) définie par Yy = chvzl yk% Thy.On a

M 1
Y=Yyl = | 2 vir-The
k=N+1 k
s
= YiThi
N+1 |28
< -0 quand n— oo
N+1

La suite (Yy) converge dans I2(Q, E). Ainsi, si Zxn convergeait, alors Yy+Zy = chvzl Yi T hy
convergeait aussi, ce qui n’est pas le cas.

Proposition 4.3.5. Soit un opérateur T : £> — (P défini par la formule

T((a’n)nzl) =(an®n)p=1-
Alors T € y(£2,0P) si et seulement si (ap) p=1 € £P.
Démonstration. On a, pour N = 1,

p
=E
p

p
=E|(r1a1,y202,...,YNaN) HZ
p

N
Z YnTe,

n=1

E

N
Z Yn@nén
n=1
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_[EZh/n“ﬂVJ 2‘,[E|7’n“n|’£7 Z[E|Yn| lan|?

my, (i Ianl)p,

n=1
ol ,
mb = IxIP ez dx =E|y,|” 4.1
p \/ﬁf |YV£|
estle moment d’ordre p. Il résulte alors de la proposition 3.2.5 que T € v} 0092 ¢P) =
Y (L2, 0P) = y(¢?, £P) si et seulement si (ay) ;=1 € £P. O

+00
On note y(E) 'ensemble des suites (x;),>1 d’éléments de E telles que Y. y,x,
n=1

converge dans L?(Q, E). Nous concluons ce chapitre par le résultat suivant.
Théoréme 4.3.6. Soit T € £(H, E). Alors T € y(H, E) si et seulement si (T (xp)) p=1 €
Y(E) pour toute suite (x,) p>1 € Z’;mhle(H).

Démonstration. Notons que si (h,),>1 estune base orthonormale, alors Y |(x, k) | =
| x|l < +o00 pour tout x € H, donc (hy) ;1 € éf"“ble(H). Donc si (T(xy)) ,»1 € y(E) pour

+00
toute suite (x,),>1 € éfa‘ble(H) alors la série Z Ynhy converge dans L?(Q,E) pour

toute base orthomormée (h,),>; de H,et T € y(H E). .
Réciproquement supposons que T € y(H, E), soit (x;)p=1 € éga‘ble(H), et soit (h;,)
une base orthonormale de H. On pose

p p
u(z /lnhn) =) Anx
n=1 n=1

Ona,six= Z’Z:l/lnhn, YyE€H,

M~

(u(x),y)

u( Anhn)yy>
n=1

nZ:A u(hy), y>
)

;An<xn,y>

btz |2) (Zl<xn,y>|)

< 1o e g |

Il
e P N

IA Il
B

L=

A

Donc [u(x)]l < x| ”(xn)nlgaible(H), et u s'étend par continuité a H. Comme u(h,) =
Xp, etcomme Tou € y(H, E), onvoit que (T (x,))p=1 € Y(E). O
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Chapitre 5

Les opérateurs p-nucléaires et
faiblement * p-nucléaires

On va introduire dans ce chapitre les notions d’opérateurs p-nucléaires et faiblement* p-

nucléaires et on va montrer que la classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt coin-
cide avec la classe des opérateurs faiblement *1-nucléaires.
Dans toute la suite, p € [1, +o0l, et g désigne le conjugué de p défini par la formule

1,1_
» g 1.

5.1 Opérateurs p-nucléaires

Définition 5.1.1. Soient E et F deux espaces normés. Une application linéaire conti-
nue T : E — F est dite nucléaire s'il existe des suites (x;;) c E* et (y,) c F tel que :
T =¥, 3y avee T, | |y <co.

Lespace vectoriel formé par ces opérateurs est noté N, (E,F).

Pour T € N (E,F), on pose : | Tl =infY, | x| ||yxl, Vinf étant pris sur toutes les
représentations de T de la forme: T =3 | x, ® yp.

Proposition 5.1.2. Un opérateur T € &£ (E, F) est nucléaire si et seulement si il admet
une factorisation

M
A

v

E (o 2 F

avec u et v linéaires continus, M) désignent la multiplication par une suite (1), € ¢;.

Démonstration. Notons que toute application linéaire continue u : E — ¢, est de
la forme u(x) = ((x,’;,x))nzl oll (x;) est une suite bornée d’éléments de E*.

D’autre part si e, = (6 n, m) m>1 toute application linéaire continue v: £/ — F estde
la forme v ((Bn)n=1) = 52, Bnyn Ol (¥n) = (v(ey)) est une suite bornée d’éléments
de E

Dire que T est nucléaire signifie que T = ¥, 1, X}, ®y, avec sup || x;; || < +oo, sup ||y || <

61
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+00, et )., |A,| < +oo. Ceci signifie donc T admet une factorisation :
u ® M * v *
x— ((x %)), —= (An (x5, %)), — X52, An (x5, %) Y-

O

Définition 5.1.3. Soit X et Y deux espaces de Banach. Un opérateur u: X — Y est
p-nucléaire (1 < p < +00) s'il existe des opérateursa€ £ ({p,Y), be £L(X,l) et une
suite A = (Ayp)y € £ tels que u = ao My ob oti My désigne l'opérateur de multiplication
par A.

On note N, (X, Y) l'ensemble des opérateurs nucléaires de X dans'Y et on pose

vp () =inflallllAle, 1D,

Uinf étant pris sur toutes les factorisations du type ci-dessus.

On voit donc que la classe des opérateurs 1-nucléaires coincide avec la classe
des opérateurs nucléaires.

Proposition 5.1.4. Soient X et Y deux espaces de Banach et soit u: X — Y une ap-
plication linéaire continue. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) uest p- nucléaire.

.. .. b M; N .
(i) u admet une factorisation u: X = ¢y — €, = Y ot a et b sont des opérateurs
compacts et ott My est l'opérateur de multiplication associé at € £ .
(iii) Méme condition que (ii), avec a et b des opérateurs bornés.
(iv) Il existe des suites (A,) € £ 5, (x},) © Bx+ et(yn) © Z{]mble(Y) tellesqueu =% | A x,®
Vn, la série étant convergente dans £ (X, Y).
(v) 1l existe des suites (x,) < (X*) et (yn) © l{;"ble(Y) telles que u=Y°> | x: ® yy, la
série étant convergente dans £ (X,Y).
De plus si u est p-nucléaire, ona: vy (u) = infllall [All¢, Ib] = inf | (x;) “[p ||yn||lfmmg ,

q

les inf étant calculés sur toutes les décompositions de u donnée par les conditions (ii)
et(v).

Démonstration. De méme que plus haut, on vérifie que pour toute suite A = (1) ;=1 €
Oy il existe @ = (@p)n=1 € Cp €t T = (Op)n=1 € £p telles que A = a oo et on peut véri-
fier que pour tout € > 0, on peut choisir a et o de fagon que a, = 0 et |llg, IAll, <
(I+e) Il t, aussi ( ceci résulte du théoréme de factorisation de Cohen, voir [10], th
2.9.24, page 312).

1
Comme (a%) € ¢y, cette suite peut étre utilisée pour construire deux opérateurs

n=1
diagonaux by : €oo — Co €t ag : £ — €. A partir de la décomposition u = ao My ob

avecae ZL(¢p,Y), b= £ (X, ) onobtientla factorisation u = (ao ag) o (M) o (bgob)
qui est du type (ii). De plus, on a :v,(u) = inf|all Al bl ou I'inf est calculé sur
toutes les décompositions données en (ii).

Le reste de la proposition provient du fait que I'application u — (uey) ,»1 définit un
isomorphisme isométrique de £ (¢, Y) sur Z%‘ible(Y) pour 1 < p < +o0o, tandis que
pour p =1 cette application définit un isomorphisme isométrique de £ (cyp, Y) sur
[Eaible(y). O
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Signalons sans démonstration le résultat suivant, voir[8]th 5.29,page 117.

Théoreme 5.1.5. Soient X, Y, Z des espaces de Banach, soit v e £L(X,Y) et u €
Z(Y,Z). On suppose quel < p,q,r < +oo et que % = % + %. Si u est p-nucléaire et v
est g- sommant, ou si u est p-sommant et v est q-nucléaire, alors uo v est r-nucléaire.

Théoreéme 5.1.6. Soient X, Y deux espaces de Banach et soit u € £(X,Y). Alors les
deux conditions suivantes sont équivalentes.

(1) Il existe un espace de Banach Z et deux opérateurs 2-sommants a: Z — Y et
b:X — Ztelsqueu=aobh.

(2) 1l existe un espace de Hilbert H, un opérateur borné v: H — Y et un opérateur
nucléaire w: X — H tels que u = vow.

En particulier la composée de deux opérateurs 2-sommants est nucléaire.

Démonstration. On suppose que (1) est vérifié. D’apres un corollaire du théoreme

_— . " b
de factorisation de Pietsch, u admet une factorisation de la forme u: X — Lo (1) =R

Ly () % Loo (M) = Ly (1) > Y.

Lopérateur i o a est un opérateur de Hilbert-schmidt, donc 2-sommant et j o b est
2-sommant. D’apres le théoreme précédent, i o ao jo b est nucléaire. Donc (2) est
vérifié.

On suppose que (2) est vérifié. On a une factorisation de la forme u : X LHIY
ol H est un espace de Hilbert et w nucléaire. Ona: w: X LA lo A 2 4 Havec A
un opérateur de multiplication associé a un élément de ¢; et a, b bornés. Alors A
et Ao b sont nucléaires, donc 1-sommants et a est 1-sommant d’apres le théoréeme
de Grothendieck. Donc d’aprés le théoreme d’inclusion (th1.2.3), Ao b et voa sont
2-sommants, ce qui montre que (1) est vérifié avec Z = ¢;. O

On a le résultat classique suivant, voir par exemple[40].

Propriété 5.1.7. Soit H; et H, deux espaces de Hilbert et soit v € £ (Hy, H). Alors les
trois conditions suivantes sont équivalentes.

(1) v est nucléaire.

(2) Il existe un espace de Hilbert H3 et deux opérateurs de Hilbert-Schmidt v, : H) —
Hs etv,: Hy — H; telsque v =vy0v.

(3) Il existe deux opérateurs de Hilbert-Schmidt v, : HH — H, et v, : HH — H, tels
quev =1Uv30U.

Dans ce cas, il existe une suite orthonormale (e,) d'éléments de Hy, une suite ortho-
normale (f,,) d'éléments de Hy et (Ay)n=1 € €1 tellesquev =357 Anen ® f.

Démonstration. Supposons que (2) est vérifié.

Soient vy : H) — Hs et v, : H3 — H» deux opérateurs de Hilbert-Schmidt. Posons
v = vp 0 v1. On écrit la décomposition polaire v = gW, avec w = VUv*v: H — Hp et
q: W(H,) — H, isométrique. Soient (e;),>1 une base orthonormale de H; formée
par des vecteurs propres de W et soit (A,) 21 la suite des valeurs propres de W. On
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pose: h, = qey,
|/ln| = ;Ln
= <Wen; en)
= (qWep,qen)
= ((vaovy)ep, hy)

= (vien,v3hp)

%(n vienl +|| v;hnllz)

IA

Comme v; et vp sont des opérateurs de Hilbert-Schmidst, alors : }_ | v; enll? < +o0 et
Y || v ha||” < +oo et par conséquent Y| A,| < +oo. Donc v est nucléaire.

Supposons que (1) est vérifié.

Soit v : H] — H» un opérateur nucléaire. On écrit de nouveau la décomposition
polaire v=gW.Onav=33", X, ®y, avec Y. | Xl g, ||yn || 1, < +00.

Soit P : H, — v(Hj) la projection orthogonale. Ona:v = Pv = %%, x, ® Py, donc

on peut supposer que y, € v(Hj) = q(W(Hl)). On pose z, = g 'y, etona W =
X221 Xn ® 25, €t W est compact et positif.

Soit (ex)x=1 une base orthonormale de H; formée de vecteurs propres de W, soit
(Ax) k=1 la suite des valeurs propres de W et soit Py la projection orthogonale de H;
sur le sous-espace vectoriel Fyy engendré par ey, ..., ex. On peut considérer

N N
PnvPy = Z Arer®er = Z Pnx;, ® Pnzy
k=1 n=1

comme un endomorphisme de Fy.

Comme
Tr (PNXp® Pnzp) =(PNXn, Pnzp)
ona:
N
Y Ak = Tr(PyvPy)
k=1
N
= Z (PNXn, PNzn)
n=1
(o ¢]
n=1

1
Donc Y27 | Ay < +oo.Onpose Wy =¥77, Aie,®e,. Alors W) et gW; sont des opéra-
teurs de Hilbert-Schmidt et v = gW = (qW;) W;. On obtient la décomposition cher-
chée en posant f,, = gey. O

On peut se demander sila composée d’'un opérateur y-radonifiant et d'un opé-
rateur de Hilbert-Schmidt est nécessairement nucléaire.
La remarque suivante pourrait mener a un contre-exemple.
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Soient T': {3 — {p, ey — anep avec p >2 et S: €, — 0, ey — bpey,. Alors T est
y-radonifiant si (a,) € £, et S est de Hilbert-Schmidt si (b,,) € £>. Donc la composée
u="ToS:l, — (), e, — apbye, estdiagonale et'application ((a,) n=1, (bp) n=1) —

(anbp) =) estune application de £, x £ sur £ 2p qui contient strictement ¢1.
p+2
Doncu=ToS: ¢, — ¢, peut étre de la forme e, — c, ey, avec (cp) =1 € £1.

Nous n’avons pas pu montrer qu'un tel opérateur n’est pas nucléaire.

5.2 Opérateurs faiblement * p-nucléaires

Soit X un espace de Banach. Rappelons que :

(Xn) n>1 Eéfalble(X) quand sup Z |<x xn)|p < 400
X EBX* n=1

et que

(x5) 2 € [falble*(X ) quand sup Z (x5, x)|P < +oo.

X€Bx n=1

Si(x) € €p(X*), etsi(yn) € €4(Y), onapour x € X

5 st =[5 500 (5 bt

Doncla formule u = Y%7 | x;, ® y,, définit un opérateur borné et on a

IA
P18

lux] [[<xn, )

3
I
—

R

1

3
1l

I\
P18

< (glnxup <xﬁ>‘p)”(§ |yn||”’)ﬁ
= 'x"( - < i ||>‘p)p(,§ [ )q

(3 ) [E P P

Ceci suggere la définition suivante.

Définition 5.2.1. Soient X, Y deux espaces de Banach et soitue £ (X,Y).

(i) On dit que u est faiblement p-nucléaire siu =y, x, ® y, avec (x;) € (’Zlible(X*) et
(yn) € £4(Y).

(ii) On dit que u est faiblement * p-nucléaire siu =3, x, ® y, avec (x,) € [{fible* (X™)
er(yn) € £4(Y).
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On remarquera que tout opérateur faiblement p-nucléaire est également faible-
ment *p nucléaire.
Remarquons que £, (X*) = ¢faiblex (x+),
On a vu au paragraphe 1.1 du chapitre 1 que ¢ (X) = Zfi)ible (X).
Dans le cas d'un espace dual, on a £, (X*) = é(ffgble (X*) = é(ffgble* (X*).
En effet éff;ible X" c écff;ible* (X*). D’autre part, si

(xp) € 2Pl XD 1 gup  (sup(x}, x)|) < +oo.
xeXtqlxllsl n
Donc
sup [l x, |l = sup sup |[(x};, x)| < +oco0
n XeEBx n
et

[oo (X*) — g(f;ible* (X*) — &f;ible (X*)

Proposition 5.2.2. Soit H un espace de Hilbert. Alors ¢1(H) C Z{aihle(H).

Démonstration. Soit (e,) =0 une base orthonormale de H et posons f;, = %

Y 1l =52, % = +00. Donc fy, ¢ €1 (H).
Pour ge H,ona:

§1|<g,fn>| - 3 (g.22)]

IA
P18
—~
o

)
=
~
T

~——
—_—
18
| =
SN~——

IA
)
|

Donc f; € ¢fable(fy), O

Exemple 5.2.3. Soit H un espace de Hilbert et soit (X,)p>1 € l{aible(H). Lopérateur
v:H— ¢y, défini par v(h) = (h, X)) n=1 estfaiblemer_zt*l-nucléaire.
En effet, posons {x};,x) = (x,Xxp). Alors (x}})n=1 € é{”’ble*(H). Soit (e,) la base natu-
rellede (1. Ona:v(h) = X7 ey (h,xp) = X7 X, ® e, avec (ey) € {oo(£1), (x;;) €
Zfaihle(H)

1 .

Il est a remarquer que éﬁaible* (H) = Zgaible(H ). Donc tout opérateur faiblement *
nucléaire de H dans un espace Y est faiblement nucléaire. Ce résultat est valable si
on remplace H par un espace de Banach reflexif.

5.3 Caractérisation des opérateurs faiblement * p-nucléaires

Proposition 5.3.1. SoitT € £ (H). Alors T est faiblement x1-nucléaire si et seulement
si T est de Hilbert-Schmidt.
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Démonstration. Soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt. Ona T = Y92, A,e;, ® ey,
avec (e;,) et (ey) des bases orthonormales de H et Y9, [Anl? < +00. On pose X, =

*
Aney,.

pUIEAR]

IA

IA

18

1|</1ne:z»x>|

b
Il

018

Anl [(e5 )]

3
I
—

(gmnef (§1|<e:;,x>|2)5

] (2 Mnﬁ)z

Donc T =Y | x, ® e, avec (ey) € £oo(H) et (x},) € [ﬁaible* (H) i.e T est faiblement*1-

nucléaire.

Réciproquement, montrons que si T’ est un opérateur faiblement *1-nucléaire, alors

T estde Hilbert-Schmidt. Soit T = Y%7, x;®y, avec x;, € Zﬁaible* (H) et y, € loo(H).On
a Th=Y52 (x5 h) yn =200 (I, Xp) yn.

On considere les opérateurs S: H — ¢, , h— (h,xp) et U: ¢y — H, (ay) —

Y 1 anyn. Donc T = UoS. On voit bien que T se factorise a travers I'espace ¢; et

d’apres le théoreme 2.2.5, T est de Hilbert-Schmidt. O
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Chapitre 6

Généralisation des opérateurs
y-radonifiants

6.1 Les opérateurs y-sommants sur un espace de Ba-
nach

On a la proposition suivante, suggérée par le théoreme 4.3.6.

Proposition 6.1.1. Soit H un espace de Hilbert, soit E un espace de Banach, et soit
Sey®(H,E). Alors, on apour xy,...,xN € H

N
Efl Y. vnSxn

n=1

2);<||S||yoo(HE> sup (ZI(x X)) )

Démonstration. Soient xi,...,xy € H et soit (ey,...,ey) une famille orthonormale
d’éléments de H. On pose u(x) = ZQ’ZI (x,en) X, pour x € H.

2

llu ()12

N
sup [{ x*, ) (x,en) xp
lx*lI<1 n=1

2

N
sup | (x*,xn)(x, en)

lx*lI=1|n=1
N 2 N
< sup [ [(x*,xn)] )(Z |<x,en)|2).
Ix* =1\ =1 n=1

Donc
1

lu)ll < sup (Z|<x xn>|) lxll

lx*l<1

69
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et
lul < sup (Z\(x xn)|)
lx*II<1\n=1
Donc
N 2\2 N 2z
( Y ¥nSxn ) = ([E Y yn(Souwey, )
n=1 n=1
< lSoullyem,g
< NSl lul
1
<

ISly~(i157 sup (ZI(x  Xn)| )

On notera que || Sllyoo 1,5y €st la plus petite constante ¢ = 0 tel que

G

pour toute famille finie (x1,..., xy) d’éléments de E, comme on le voit en se restrei-
gnant aux familles orthonormales.
Ceci suggere la définition suivante.

N
Y ¥nSxn

n=1

Ve it

lx*lI<1\n

Définition 6.1.2. Soit X, Y deux espaces de Banach. On dit qu'un opérateur u: X —
Y esty-sommant si et seulement si il existe une constante ¢ = 0 vérifiant, pour toute
famille finie (x,...,xn) d'éléments de X

&

On note y*° (X, Y) I'ensemble des opérateurs y-sommants de X dans Y et pour
tout u € y* (X, Y), on note || ullyoo( x,v) la plus petite constante c¢ vérifiant (6.1)
On ala “ propriété d’idéal” suivante.

2);5c sup (Z (", x0)] ) 6.1)

lx*lI<1\n

Proposition 6.1.3. Soient X, Y, X;, Y1 des espaces de Banach. Sive £ (X1,X), we
LY, Y)etuey®(X,Y)alorswouovey®(X;,Y)) et

lwouovllyo(x,yy < vl lttllyoox, vy Il

Démonstration. On a

2
EYyn(wouov)(xy)| = Iwl®E u (v(xp))
n
2
< Nwl?Nulie,yy sup Y [(x*, v()|
Ix*lI<1 n
¥ % 2
< Nwl lulley vy sup Y [(v*(x*), xn)|
Ix*lI=1 n
<

Wl ey yy 1017 sup 3 [(x*, x)|*
lx*lI<1 n
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Donc wouovey™(X,Y) etwouo vlyox,y) < IVl ullyox,y) lwl. 0

Proposition 6.1.4. Soient K un compact, u une mesure réguliere borélienne, positive
surK et < p <oo. Pour tout ¢ € L, (), l'opérateur de multiplication My, : C(K) —

Ly(K,p): f — fo esty-sommant avec ||(p||Lp(K,m < ”M‘P”y"O(C(K),L,,(K,u)) < C;pCZ,Z ”(p”Lp(K,y)

Démonstration. A chaque k € K est associé la mesure de Dirac 6 € C(K)* qui vérifie
(6%, f) = f(k). Lensemble {6 : k € K} est un sous-ensemble normant dans la boule
unité de C(K)*, si f est continue sur K et || || ¢ = maxgex | f(k)|. Soit (f),<,<n <
C(K).D’apreslelemme 1.3.2,0n a:

|l e ey = e (Z|<f fn>|)
= (Sl )]
= sip(;lfn(k)lz)%

(1)

C(K)
Par suite, on a d’apres la propriété 3.1.3
1
2 P
( </an ) = E ”ZYn (pfn )
L (K, Ly(K,w
e )
Ly (K,p)

(k)w(k)‘ d,u(k))

1
- C 2,p f|(p(k)ip ZYnfn(k)‘ du(k))

= C

1
2.p ZYnfn(k)‘ du(k)) d'apreés Fubini

lptk)|"E

1
p

&
Gl
- el
g
[k
(f o)’

'ZYnfn(k)‘ ) rd,u(k))
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Or
P\% 27
([E ;ynfn(m‘) < c;,z([E Lnfn(h) )
1
2
A IARTACT
n
1
2
= (T ler])
Donc

;Ynfn(k)‘p);rs(cgvz)p (;if"(k)iz)ér-

E

Finalement, on a:
1
2 ) 3
Ly(K,p)

&

IA

Py
Cg,ncl,z (fK lp(h)|” (Xn: |fn(k)|2) du(k))

1 1
2 ]

Czy,pcz,ziglg(;|fn(k)|2) ( fK |<p(k)|”du(k))

C;/,pCZ,Z ”(p”Lp(K,/,L) [ ||é§aiblc(ca<))

2 YnMy fr
n

IA

D’autre part, on a ||<p||Lp(K WS Donc M, est y-sommant et

“ M ”y°° (CUK),Lp(K,)*

=G ,ChallolL, wp

“(P”L,,(K,u) = | M, .]'”LP(K,/,L) < [|M, ||y°°(C(K),LP(K,y))
Il est a remarquer que C;,q =15si p < g par I'inégalité de Holder.

Corollaire 6.1.5. Soient K un compact, 1 une mesure réguliere positive sur K et 1 <
p <oo. Lapplication canonique j, : C(K) — L, (K, u) esty-sommante avec

1
(3 ”yOO(C(K),Lp(K,u)) = pK)»
Démonstration. 1l suffit de considérer que ¢ = 1 dansla proposition précédente. [

Lemme 6.1.6. Soient (2,3, 1) un espace mesuréet1 < p < oo. Pour toutg € L, (K, u),
Popérateur de multiplication My : Loo (1) — Ly (K, ) : f— fo esty-sommant avec

1M, ”yoo(Loo(u),Lp(K,y)) = C;/,pc)p/,Z ||‘P||Lp(1(,p)

Démonstration. On a vu que Lo, (1) peut étre considéré comme un espace de type
C(K). Donc la démonstration est analogue a celle de la proposition précédente. O
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Corollaire 6.1.7. Soit (Q,Y, u) un espace mesuré fini et 1 < p < co. Lapplication iy :

1
Loo(p) — Lp(K,u) esty-sommante avec n ip ||YOO(L00(H))Lp(Kv,U)) su@)r

Démonstration. 11 suffit de prendre ¢ = 1 dans le théoreme précédent. O

Lemme 6.1.8. Soitl < p <oo. Lopérateur diagonal Dy : o, — €p : (an) — (Anan),
esty-sommant avec | Dy llyeo(z,,c,) < lIAlle,

Démonstration. 1lsuffit de remarquer que ¢, = Loo (N, pt) avec i la mesure de comp-
tage. Par suite, il suffit d'utiliser la méme démarche que le corollaire précédent tout
en tenant compte que A est dans £, = Ly (). O

Théoréme 6.1.9. Soient X et Y deux espaces de Banach. AlorsIl, (X,Y) cy*(X,Y).

Démonstration. Cecirésulte du théoreme de factorisation de Pietsch(th1.3.12) et du
principe d’idéal. O

Remarque 6.1.10. Le théoréme de factorisation de Pietsch reste valable pour les opé-
rateurs p-sommants en remplacant Ly (1) par L, (u). On en déduit que I1,(X,Y)
Y*(X,Y) pourl < p < +oo.

6.2 Les opérateurs de Rademacher-bornés

On désigne de nouveau par (r,) ;=1 la suite de Rademacher.

Soient X, Y deux espaces de Banach. On déduit immédiatement des inégalités
de Kahane-Khintchine que les deux conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe p = 1 et ¢, > 0 tel que pour toute famille finie {x1,..., xny} d’éléments
de X, on ait
1
J

(ii) Pour tout p = 1 il existe ¢, > 0 tel que pour toute famille finie {x,..., Xy}
d’éléments de X, on ait

[

Ceci suggere la définition suivante.

1
p P N 2
dt Y ol<xt x>
n=1

N
Y ra(0)x, <c, sup
n=1

lx*l<1

P
<cp sup
llx*ll<1

p 3

N
dt Y I<xt, x> 1P

n=1

N
Z () Xy
n=1

Définition 6.2.1. Soient X,Y deux espaces de Banach, et soit u: X — Y un opérateur
linéaire. On dit que u est Rademacher-borné s'il existe ¢ = 0 tel que l'on ait, pour toute
famille finie {x,, ..., xn} d’éléments de X,

1| N 2 N
f Zrn(t)u(xn) dt<c? sup Z|<x*,xn>|2.
0 ([n=1 Ix*I1<1 n=1
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L'ensemble des opérateurs Rademacher-bornés de X dans Y est noté rb(X,Y),
et pour u € rb(X,Y) on note ||ull,px,v) le plus petit réel ¢ > 0 vérifiant I'inégalité
ci-dessus pour toute famille finie {x;,..., xy} d’éléments de X.

Il résulte immédiatement de la définition ci-dessus appliquée aux singletons que
rb(X,Y)c Z(X,Y)etque llul < llul,px,y) pourtout u€ rb(X,Y).

On va voir que la classe des opérateurs Rademacher-bornés coincide avec la
classe des opérateurs y-sommants. Ceci résulte de deux inégalités bien connues,
voir ([19], prop 12.11 et lemme 12.14).

Proposition 6.2.2. Soit ZQ’ZI YnXn une somme aléatoire dans un espace de Banach
X avec (Q, Y., P) son espace de probabilité. Alors

(i) Pour touteq,...,en = £1, ||Z],y:1 enyn(o)xn” et ||21,y:1 yn(o)xn” ont la méme distri-
bution.

(@) |20, yn(@)xn| et |Z5_, rn(e) [yn(®)| x4|| ont la méme distribution.

En particulier, pour0 < p < +o0,

N p 1 N p
E . Ynxn = f[E Y ra®ynxn| dt
n=1 0 n=1
1 || N p
= f[E Y @ |yn|xn| dt
0 n=1

Lemme 6.2.3. Soit (x1,...,Xn) une suite finie d'éléments d’'un espace de Banach et

soitmy = \/% le moment d’ordre 1 défini par la formule (4.1). Alorson a

X 2\ N 2\3
dt| =—|E X .

Démonstration. D’apresla proposition 6.2.2, ||Z],y:1 T (®) |)fn(-)| xn|| et ||Z],;’:1 Yn(®)xp ||
ont la méme distribution. Donc

N
Z Tn () Xy
n=1

1
2

1{| N 2 % 1 1| N 2
(f Y ra(t)xy, dt) = — f Y ra(®) (E|yn| xn) dt)
0 |ln=1 my \Jo |n=1
1 1 N 2 %
= fo [E(r;1 () |Yn| xn dt)

N N
Zrn(t) h/nlxn dt)
n=1

1 1
f[E
my \Jo

< —
1
1 1 N 2 2
S o fo E n;r,,(t)|yn|x,1 dt)
1 N )
= ;1 E ngl}/nxn O
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Lemme 6.2.4. Soit X un espace de Banach. Soit u : [Q’ — X un opérateur et soit
(e1,...,en) la base canonique de Zé\'. Ona:

2 1
B fom)fo

ot O(n) désigne le groupe orthogonal d’ordre n et oii v,, désigne la mesure de Haar
sur O(n).

2
E dtdv,(v)

N
Y ra(0) (wov) (en)
n=1

N
Y ynule,)
n=1

On a alors le résultat suivant.

Théoréme 6.2.5. Soient X et Y deux espaces de Banach. Onarb(X,Y) =y>*(X,Y),
et, pourucy>*(X,Y),

malullrpx, vy < ltllyox, vy < lullrpx, v)-
Démonstration. 1l résulte dulemme 6.2.3 que y*°(X,Y) crb(X,Y) et que
my lullrpx,yy < lullyox,yy  pour uey®(X,Y).

Réciproquement, soit u € rb(X, Y) et soient (xy,...,xy) € X. On définit w: [év — X
par la formule w(e,) = x, pourl=sn<N.Ona

N 2 1l N 2
E Ynt(Xn) =f f Y ra() (uowov) (ey)| dtdv,(v)
n=1 omJo ||nz1
2
<
= o e
<

2 2 2
lullZpx vy sup vl v lwl, &
rbxy) 2 oe e T e x

Ona ||l/||$([§v) =1V veO(n)et

N
||W||$([9/,X) = sup ApXp
(@nfeey |In=1
N
= sup  sup | ). an{x*,xp)
@ |=1lx*l<1|n=1
1 1
N )2 N ,\?
< sup | lanl sup [{x*, x2)]
@ ||<1 \n=1 lx*lI<1\n=1
1
N ,\?
= sup |} [(x7,x)|
lx* =1 \n=1

Donc uey®(X,Y) et | ullyo(x,vy < lullrpx v - O
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6.3 Les opérateurs presque sommants

Comme I'ont remarqué avant nous Blasco, Tarieladze et Vidal dans [1], le théo-
réme 6.2.5 est énoncé de maniere erronée au théoréme 12.12 de I'ouvrage de Diestel,
Jarchow et Tonge[8] a cause d'une confusion entre la classe des opérateurs presque
sommants et la classe des opérateurs Rademacher-bornés. Pour éclaircir cette ques-
tion nous aurons notamment besoin du résultat suivant.

Théoréme 6.3.1. Soit X un espace de Banach et soit (x,) ,=1 une suite d'éléments de
X. Les trois conditions suivantes sont équivalentes.

(0]
(i) La série Y. r,x, converge presque siirement.
n=1

(0]
(ii) 1l existe p = 1 tel que la série Y. rpx, converge dans LP([0,1], X).
n=1

(o]
(iii) La série ). rpx, converge dans L ([0,1], X) pour tout p = 1.
n=1

Les suites (x,)n = 1 d’éléments de X vérifiant ces trois conditions sont appelées
suites presque inconditionnellement sommables, et 'espace de ces suites est noté
R(X).([8],th 12.3, p 232).

On équipe R(X) de lanorme

1 2 3
(X)) n=1llrRx) = (.[0 dt) )

Si X est un espace de Banach on notera cyo(X) 'ensemble des suites d’éléments
de X nulles a partir d'un certain rang.

+00

Z Tn(D)Xn

n=1

Proposition 6.3.2. Soit X un espace de Banach. On note R, (X) l'ensemble des suites
(Xn) n=1 d’éléments de X vérifiant la condition

2

1| N
sup Zrn(t)xn drt < +oo,
N=1J0 |[n=1
et on pose, pour (X,) p=1 € Rp(X),
N 2 3
"(xn)nzllle(X)zsup(f rn(Dxy dt) .
N=1\J0 |ln=1

Alors (Rp(X), II.IIr,(x)) est un espace de Banach, R(X) coincide avec I'adhérence
dans Ry(X) de coo(X), et |(xn)n=1llrx) = 1 (Xn) n=1lr,x) POUr (xp)n=1 € R(X).

Démonstration. 11 résulte du principe de contraction de Kahane (théoreme 3.1.2)
que 'on a, pour toute suite (x,),>; d’éléments de X, pour toute partie finie A de N*
et pour toute partie finie B de N* contenant A,

1 1
f dtsf
0 0

2 2

Y rat)x,|| dr.

neB

Z rn(8)xpn

neA




6.3. LES OPERATEURS PRESQUE SOMMANTS 77

On obtient, pour (x;);>1 € Rp(X),

N 2 3
X = lim rn(Dxy|| dt
I (xn)n=1lR, 00 N~+oo(fo ngl () Xn )
1
1| 4 2 2
= sup f Y ra(0xy| dt|
1sp<q<+oc0\JO |n=p

et [(xp)n=1lrc0) = 1(Xn)n=1llR,x) POUr (Xp) p=1 € R(X).
De plus si (x,) 21 € Rp(X), on a, pour k=1,

lxill < 1 () nz=1 Ry, (x) -

Soit (x™) =1 = ((xﬁlm))nzl) | une suite de Cauchy dans (Ry(X), [l.Ilr, x))-
m=
Alors (x™),,=1 est une suite de Cauchy d’éléments de X pour n = 1. Posons
Xn = lim oo X7 et X = (X)) =1
Fixons € > 0, et soit mg = 1 tel que [|x"™ — x| g, x) <€ pour m’' = m = my. On

a, pour N =1, m = my,

1
J

Donc x € Rp(X), |Xx — xmll <€ pour m = my, ce qui prouve que (R, (X), [I.lIr,x))
est un espace de Banach.

Montrons maintenant que R(X) coincide avec I'adhérence de cyo(X) dans Ry (X).
Pour x = (x,) € R(X), N = 1, posons

2
dt= lim

m'—o0Jo

2
dr<é.

1| N ,
3 @)X = (0"
n=1

N
Y ra(0)xn — ra(t)x”
n=1

X, Ssins<N

Py(x) =M1 avec (xglN))"zl{ 0 sin>N

Alors [[PN(X)IRr,x) = Ixllr,x) VX € Rp(X). Comme R(X) est 'ensemble des élé-
ments x de Ry(X) tels que la suite (Py(x))n=1 converge dans (Rp(X),[.lIr,x)), un
argument élémentaire bien connu montre que R(X) est un sous-espace vectoriel
fermé de Ry, (X). D’autre part coo(X) € R(X). Comme limy_.oo | X — Pn(x)llr, ) = 0
pour x € R(X), on voit que R(X) coincide avec I'adhérence de cgo(X) dans Rj(X)
pour la norme ||| g, x)- O

On introduit les définitions suivantes, ol (y,),>1 désigne une suite de variables
gaussiennes indépendantes sur un espace Q.

Définition 6.3.3. Soient X et Y deux espaces de Banach, et soit u: X — Y un opéra-
teur linéaire.

(1) On dit que u est presque sommant si (u(x,)) n=1 € R(X) pour toute suite (x,) n=1 €
éfaihle(x)
2 .

(2) On dit que u est y-radonifiant si la série Y. y,u(x,) converge dans L?(Q, X)
n=1

pour toute suite (Xp) p>1 € [g’”ble(X).
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L'ensemble des opérateurs presque sommants de X dans Y est noté I1,s(X,Y),
et’ensemble des opérateurs y-radonifiants de X dans Y est noté y(X, Y).

Pour u € IT,5(X, Y), on note 7,s(u) la plus petite constante ¢ = 0 vérifiant, pour
toute famille finie {x1,..., xy} d’éléments de X,

0

De méme on pose || ullyx,v) = llullyo(x,y) pour u € y(X,Y). Ona le résultat suivant.

N 2 2 N H
Zrn(t)u(xn) dt) <c sup (Z|<x*,xn>|2) .

n=1 lx*lI=1\n=1

Théoreme 6.3.4. Soient X et Y deux espaces de Banach. AlorsIl,5(X,Y) est un sous-
espace fermé de rb(X,Y) contenant les opérateurs de rang fini, y (X,Y) = I1,5(X,Y)
etona, pour u € lps(X,Y)

mlﬂps(u) = ”u”y(X,Y) = ”ps(u)-

De plus si Y ne contient pas une copie de cy, on a:
rb(X,Y) =1,,(X,Y) =y*(X,Y) =y(X,Y).

Démonstration. Pour ue rb(X,Y) et x = (x;)p>1 € [gaible(X), on pose i (X)) m=1) =
(@(Xm))m=1 € Rp(Y). On va vérifier que llullrpix, vy = I8l g (gtaivie x) g, (v)) -
Soit {x1,..., xn} une famille finie d’éléments de X. On pose || &| = || u”g([gaible(x)’Rb(Y))

et x, = 0 pour n > N. Alors (x,) =1 € coo(X) < Rp(X) et on a d’apres le principe de
P
rp(B)u(xy,)

contraction de Kahane
1 2 2 1 2 2
(f dt) sup (f dt)
0 p=1\Jo |7n=1
= ||(u(xn))n21||Rb(y)

< 1D g

N
Y ra(Oulxn)
n=1

= lal sup (i\(x*,xnﬂz)z.

lx* <1\ n=1
Donc lullypx, vy < 2l _
Réciproquement, soit € > 0 et soit (x;) =1 € [ga‘ble(X) tel que [|(x,) n=1 Il taivie x, = 1 et
2
”(u(xn))nzllle(y) > |l — % Donc

1| N 2 2 ¢
sup| [ |3 ratoucen| de| = a5
N=1\Jo |[;=1 2
etil existe N = 1 tel que
1| N 2 2
(f Y ra(fulxy) dt) z|lall-e
0 ||n=1
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avec :
N ,)2
sup (Z |<x*;xn>| ) = ”(xn)nzlngfaible(x):L
lx*lI<1\n=1 2
Donc
1| N 2 2 N 2%
(f (D) u(x,) dt) = (@l —€) sup ( |(x*, x| )
0 |ln=1 [lx*lI=1\n=1

et lull;px,v) = Il —e. On a bien | ullpx,v) = &l . Comme R(Y) estun sous-espace
fermé de Ry (Y), 'ensemble

w ={ve 2 (e8P, Ry (1)) v (€5 (X)) < ROV}

est un fermé de & ([gaible(X), Y). Comme l'application u — # est isométrique, ceci
montre que I1,; (X, Y) estun fermé de rb (X, Y).

Soit x* € X* et s0it (xp) =1 € £XPI(X). On a (x* (xp)) ps1 € £2. Comme (rp) ) est
une famille orthonormale de L?[0,1], la série Y52, y,,x* (x,,) converge dans L?[0,1].
Soit u : X — Y un opérateur de rang fini. Donc on peut écrire u = Z%Zl a, ®
Bm- Si (Xp)p=1 € Zgaible(X), on a i(x,) = (Z%Zla;‘n(xn)ﬁm)nzl. Comme les séries
(X%, yna;‘n(xn))nzl convergent dans L?[0,1] pour m = 1,--- M, lasérie ¥ | y,,1i(x,,)
converge dans L2[0,1]. Ainsi rb(X, Y) contient les opérateurs de rang fini.
Parlelemme 6.2.4, y(X,Y) = ps(X, Y).

Si Y ne contient pas une copie de ¢y, le fait que R(Y) = R, (Y) résulte d'un théoreme
de Kwapien ([8]p255) on a alors I1,(X,Y) = Rp(Y) et le théoreme 12.12 de [8] est

vrai dans ce contexte(mais faux en général). O

Le corollaire suivant donne une démonstration compléte de la proposition 12.5
de [8]. La démonstration donnée dans|[8] est entachée d'une confusion entre opéra-
teurs Rademacher-bornés et opérateurs presque sommants.

Corollaire 6.3.5. Soient X etY deux espaces de Banach et p = 1. Alors tout opérateur
p-sommant u: X — Y est presque sommant.

Démonstration. Comme I1;(X,Y) c 1, (X,Y) pour tout p = 1, on peut supposer
que p > 1. D’apres le théoréme de factorisation de Pietsch pour les opérateurs p-
sommants (voir[8],corollaire 2.14), ona: u = vo j, o w avec K compactet w: X —
C(K) et v: LP(K,u) — Y linéaire continu, oi1 j, désigne I'injection canonique de
C(K) dans L”(K, ) pour une mesure de Radon positive u sur K. On sait que j, €
¥® (C(K),LP (K, ) = rb(C(K), LP (K, 1)). Comme LP (K, p) est un espace de Banach
reflexif, il ne contient pas une copie de cy. Donc j, €y (C(K), L (K, 1)) = I 55 (C(K), LP (K, 1))
et il résulte du principe d’idéal que u est presque sommant. O

On voit donc que 'on dispose de plusieurs généralisations naturelles de la no-
tion d’opérateur de Hilbert-Schmidt aux espaces de Banach.

- Les classes I1, (X, Y) des opérateurs p-sommants de X dans Y (1 < p < +00)

— Laclasse ITy5(X, Y) des opérateurs presque sommants de X dans Y, qui coin-
cide avec la classe y(X, Y) des opérateurs y-radonifiants de X dans Y.
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— La classe des opérateurs faible * 1-nucléaires de X dans Y.

Onsaitque I, (X, Y) cllg(X,Y)sil = p < gq,etona Upx1Il,(X,Y) c (X, Y)
(en d’autres termes, tout opérateur sommant est presque sommant). Toutes ces classes
coincident avec la classe des opérateurs de Hilbert-Schmidt si X et Y sont des es-
paces de Hilbert; ainsi que les classes des opérateurs u : X — Y telles que u* :
Y* — X* appartiennent a une des classes ci-dessus par rapporta Y* et X*.

Questions ouvertes

1. 1l serait intéressant d’étudier des conditions garantissant que le produit vo u
est nucléaire quand v et u appartiennent a des classes ci-dessus. Par exemple,
il est classique v o u est nucléaire si v et u sont 2-sommants (voir th 5.16).

2. On sait que tout opérateur p-sommant est faiblement compact et complete-
ment continu, c’est a dire transforme une suite convergeant faiblement vers
0 en une suite convergeant en norme vers 0. On en déduit que si u est p-
sommant et si v est g-sommant, alors vo u est compact. Si H est un Hil-
bert séparable, tout opérateur presque sommant est limite en norme d’opéra-
teurs de rang fini, donc tout opérateur presque sommant est compact. Il serait
trés intéressant d’étudier pour quelles classes d’espaces X et Y les opérateurs
presque sommants de X dans Y sont compacts.
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Résumé

Cette these est consacrée a l'extension au cadre Banachique de la notion d’opé-
rateur de Hilbert-Schmidt.
Dans un premier temps, on étudie d'une part les opérateurs p-sommants dans un
espace de Banach X vers un autre espace de Banach Y et d’autre part, les opérateurs
y-radonifiants dans un espace de Hilbert vers un autre espace de Banach.
Dans un second temps, on s’interesse aux opérateurs y-sommants dans des espaces
de Banach, qui coincident avec les opérateurs de Rademacher-bornés, ce qui nous
amene aux opérateurs presque sommants.
Enfin, on en déduit plusieurs généralisations naturelles de la notion d’opérateur de
Hilbert-Schmidt aux espaces de Banach.
- Les classes des opérateurs p-sommants de X dans Y.
- Laclasse des opérateurs presque sommants de X dans Y qui coincide avec la classe
des opérateurs y-radonifiants de X dans Y.
- La classe des opérateurs faible * 1-nucléaires de X dans Y.

Mots clés : Espaces de Banach, opérateurs de Hilbert-Schmidt, opérateurs presque
sommants.

Abstract

This thesis is devoted to extending the notion of Banach Hilbert-Schmidt opera-
tor to the framework of Banach spaces.
In a first step, we study p-summing operators from a Banach space X into a Banach
space Y and y-radoniyfing operators from a Hilbert space into a Banach space.
In a second step, we discuss y-summing operators between Banach spaces, which
coincide with Rademacher-bounded operators, which leads to the notion of almost
summing operators.
Finally, we present serval natural generalizations of the notion of Hilbert-Schmidt
operator to Banach spaces.
- Classes of p-summing operators from X into Y.
- The class of almost summing operators from X into Y, which coincides with the
class of y-radoniyfing operators from X into Y.
- The class of weak# 1-nuclear operators from X into Y.

Keywords : Banach spaces, Hilbert-Schmidt operators, almost summing opera-
tors



