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Chapitre 1

Introdu
tion

1.1 Introdu
tion générale

Le dé
ollement revêt une importan
e fondamentale en aérodynamique et en hy-

drodynamique, 
ar il s'agit d'un phénomène presque inévitable dès lors qu'un ob-

sta
le est disposé dans un é
oulement. Ce n'est que pour de très faibles nombres

de Reynolds (rapport entre for
es inertielles et for
es visqueuses) qu'un é
oule-

ment pro
he-paroi suit naturellement les 
ontours de l'objet immergé. Lorsque la

géométrie présente un élargissement, le �uide dé
élère et la pression augmente, 
e

qui 
onduit à un gradient de pression adverse qui s'oppose à l'é
oulement dans la


ou
he limite. Si 
e gradient de pression est su�samment fort, il peut renverser

l'é
oulement et provoquer le dé
ollement de la 
ou
he limite. Les zones de re
ir
ula-

tion ainsi 
réées se déstabilisent rapidement, donnant lieu à un lâ
her de tourbillons

illustré par exemple par H. Werlé dans l'ouvrage de Van Dyke (1982, 24-27). Un

exemple d'é
oulement dé
ollé au dessus d'une voiture est présenté dans la �gure

1.1(a). La fumée permet i
i de visualiser l'apparition d'une �ne zone de dé
olle-

ment du �uide sur le toit du véhi
ule qui s'étend bien après la lunette arrière. Ce

même type de phénomène peut se produire lors des phases de dé
ollage et d'atter-

rissage d'un avion. L'é
oulement dé
ollé 
onduit à une diminution de la portan
e

et une augmentation de la traînée. Pour des ailes à très forts angles d'in
iden
e, 
e

phénomène peut 
onduire à une brusque 
hute de la portan
e, 
onnu sous le nom

de dé
ro
hage aérodynamique (voir �gure 1.1(b)). Le dé
ollement peut aussi être

observé sur plaque plane dans des 
on�gurations d'é
oulements 
ompressible, par

exemple dans le 
as d'une intera
tion 
ho
-
ou
he limite. L'onde de 
ho
 interagit

ave
 la zone de re
ir
ulation et produit des os
illations à basse fréquen
e qui sont

sour
e de fatigue pour les stru
tures mé
aniques, et dont l'origine n'est en
ore que
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(a) (b)

Figure 1.1 � É
oulement d'air autour d'une voiture (a) et d'une aile d'avion à forte

in
iden
e (b) mis en éviden
e par inje
tion de fumée (Werlé, 1974).

partiellement 
omprise.

La maîtrise et le 
ontr�le de 
es instabilités né
essitent une phase d'analyse et de


ompréhension du phénomène physique asso
ié. La re
her
he de la suppression de


es phénomènes os
illatoires, essentiellement étudiés sur des 
on�gurations modèles,

présente des appli
ations multiples et des enjeux industriels importants (Gad-El-

Hak & Bushnell, 1991).

Phénoménologie

Les é
oulements laminaires dé
ollés sont soumis à plusieurs types d'instabilités.

Dans un premier temps, il 
onvient de dé�nir 
ertaines notions. L'étude de stabilité

d'un é
oulement 
her
he à déterminer sa réponse à des perturbations. Dans 
ette

étude, on 
onsidère trois 
as de �gure : soit toutes les perturbations dé
roissent en

amplitude et la dynamique est dite stable. Soit l'é
oulement ampli�e les perturba-

tions en les adve
tant ensuite vers la sortie, on parle alors d'une dynamique 
onve
-

tivement instable. Soit la perturbation s'établie dans un régime auto-entretenue qui

s'ampli�e au 
ours du temps, on parle alors d'une dynamique globalement instable

(Charru, 2007). Les bulles de re
ir
ulation sont 
onnues pour être 
onve
tivement

et globalement instables et la �gure 1.2(b), illustre la géométrie du dé
ollement.

L'é
oulement de 
ou
he limite in
ident est 
onve
tivement instable et les pertur-

bations de faibles amplitudes, lo
alisées près de la paroi, donnent naissan
e à des

ondes bidimensionnelles dites de Tollmien-S
hli
hting (S
hli
hting, 1968). Le pro�l

de 
ou
he limite se déforme sous l'e�et du gradient de pression et marque le début

d'un é
oulement retour. Ce point dénote le début de la zone de re
ir
ulation où

les pro�ls de vitesse marquent un point d'in�exion. Ce point d'in�exion est siège
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(a)

(b)
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Figure 1.2 � Visualisation d'un é
oulement dé
ollé (a) montrant : (1) le dé
olle-

ment, (2) la transition et (3) la turbulen
e (Beheshti et al., 2008). S
héma d'une


ou
he limite dé
ollée (b) d'après Hoefener & Nits
he (2007).

d'une autre instabilité 
onve
tive, dite de Kelvin-Helmholtz, qui ampli�e les pertur-

bations (S
hmid & Henningson, 2001) issues de la 
ou
he limite et peut 
onduire

rapidement à la transition vers la turbulen
e. En plus de 
es instabilités 
onve
tives,

l'é
oulement dé
ollé est soumis à deux instabilités globales. À l'intérieur de la zone

de re
ir
ulation, l'é
oulement dé
rit des lignes de 
ourant fermées qui peuvent être

siège d'instabilités elliptiques (Bayly, 1981) ou 
entrifuges (Drazin & Reid, 1981). Si

le 
ritère de 
ir
ulation de Rayleigh est véri�é sur l'intégralité d'une ligne de 
ourant,
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un gradient de pression normal aux lignes de 
ourant apparaît et donne lieu à un

é
oulement tridimensionnel stationnaire, observé par exemple dans l'expérien
e de

Häggmark et al. (2000) ou de Beaudoin et al. (2004). Or, 
e mé
anisme non os
il-

latoire ne permet pas d'expliquer les os
illations basse fréquen
e mentionnées par

Dovgal et al. (1994). L'analyse de stabilité lo
ale d'un ar
hétype de 
et é
oulement

de re
ir
ulation a été entreprise par exemple par Hammond & Redekopp (1998) et

Marquillie & Ehrenstein (2003), mais 
es analyses n'ont pas permis de mettre en

éviden
e une zone d'instabilité absolue au sein de la bulle de re
ir
ulation. Étant

donné le 
ara
tère fortement non parallèle de la géométrie de l'é
oulement, l'étude

de stabilité lo
ale basée sur une hypothèse d'é
oulement faiblement non parallèle

semble tomber en défaut et des méthodes globales doivent être mises en ÷uvre a�n

d'examiner la stabilité de 
et é
oulement.

Ar
hétypes d'é
oulements dé
ollés

Le dé
ollement induit par la géométrie de l'é
oulement, illustré dans la �gure

1.3(a) a été prin
ipalement étudié dans le 
as d'une mar
he des
endante d'un point

de vue expérimental (Sinha et al., 1981; Armaly et al., 1983; Beaudoin et al., 2004)

mais aussi d'un point de vue numérique (Barkley et al., 2002; Kaiktsis et al., 1996;

Barkley et al., 2002; Marquet et al., 2008; Lanzerstorfer & Kuhlmann, 2012). Les

études numériques ont montré que la dynamique bidimensionnelle n'était que 
on-

ve
tivement instable, et qu'une instabilité tridimensionnelle (de type 
entrifuge)

était responsable de la première transition observée dans l'expérien
e. Or, au
une

étude sur 
ette 
on�guration n'a permis d'observer le battement basse fréquen
e de

la zone de re
ir
ulation observé dans les é
oulements de 
ou
hes limites dé
ollées

(Dovgal et al., 1994). A�n d'observer 
e type d'instabilité, deux dispositifs peuvent

être envisagés. La première solution 
onsiste à imposer un gradient de pression. Cela

revient à 
réer une dépression (une aspiration), au dessus d'une plaque plane. Dans


ette 
on�guration, l'é
oulement le long de la plaque se trouve aspiré dans la di-

re
tion normale à la paroi, formant une zone de re
ir
ulation. Ainsi l'expérien
e de

Von Doenho� (1938) a permis la première 
ara
térisation de la stru
ture d'une bulle

de re
ir
ulation (illustrée dans la �gure 1.2(a)-(b)). Ces travaux ont ensuite été éten-

dus par Gaster (1966) qui a utilisé un haut parleur a�n d'évaluer la ré
eptivité de


et é
oulement à un forçage. Ce n'est que bien plus tard que les premières mesures

de Cherry et al. (1984), puis de Häggmark et al. (2000), ont permis de mettre en
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Figure 1.3 � S
héma de l'é
oulement dé
ollé au dessus d'une mar
he des
endante

d'après Armaly et al. (1983).

éviden
e un mouvement d'os
illations globales basse fréquen
e de la zone de re
ir
u-

lation, sans toutefois apporter des éléments de réponse sur l'origine du phénomène.

Une autre possibilité pour 
réer 
e même type de dé
ollement 
onsiste à modi�er

lo
alement la géométrie de la plaque, par l'ajout d'une bosse ou d'une 
avité. Dans

le 
as de la bosse, l'é
oulement est dans un premier temps a

éléré sur la partie mon-

tante. Une fois au sommet, l'é
oulement dé
élère et dé
olle de la paroi pour re
oller

plus en aval sur la plaque plane, 
réant ainsi une zone de re
ir
ulation (voir �g-

ure 1.4). Cette géométrie a été étudiée numériquement par Marquillie & Ehrenstein

(2003) qui rapportent aussi l'existen
e d'une instabilité basse fréquen
e. L'étude

de stabilité globale de 
ette géométrie (Ehrenstein & Gallaire, 2008) a permis de

montrer que l'é
oulement bidimensionnel présentait une dynamique de perturba-

tion linéaire basse fréquen
e globalement instable. La stabilité tridimensionnelle a

aussi été étudiée (Gallaire et al., 2007), mais bien que l'instabilité 
entrifuge soit

aussi présente, les taux de 
roissan
e sont tellement faibles qu'ils ne semblent pas

en mesure d'a�e
ter la dynamique basse fréquen
e. C'est n'est que plus ré
emment

que les études équivalentes de Cherubini et al. (2010b,
) ont permis de 
on�rmer


es mêmes s
énarios, dans le 
as où le dé
ollement est provoqué par un gradient de

pression sur plaque plane.

Les études sur le dé
ollement dans le régime 
ompressible (Crou
h et al., 2009;

Piponniau et al., 2009) ont permis de montrer que le battement basse fréquen
e

était inhérent aux é
oulement de 
ou
he limite dé
ollées. Dans le régime in
om-

pressible, les études expérimentales n'ont pas abordé le sujet de la dynamique basse

fréquen
e et le premier volet de la thèse est 
onsa
ré à 
ette étude.
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Figure 1.4 � Visualisation d'un bulle de re
ir
ulation allongée en amont de la bosse

(issue de l'étude expérimentale du 
hapitre 2).

Contr�le rétroa
tif d'instabilités

L'optimisation et le 
ontr�le de 
et é
oulement 
onstituent le deuxième volet de

la thèse où des solutions pour atténuer, voir supprimer 
es instabilités sont pro-

posées. Le 
ontr�le de la transition en mé
anique des �uides est l'un des axe majeur

de re
her
he, étant donné qu'au
une des solutions proposées n'a en
ore permis de

relaminariser un é
oulement turbulent dans une expérien
e. Cependant 
ertains 
on-


epts issus de l'optimisation sous 
ontrainte (Gunzburger, 2003) semblent indiquer

que le 
ontr�le d'une telle dynamique est possible (Bewley, 2001). La réalisation de


es 
on
epts permettrait des avan
ées majeurs, ave
 des appli
ations industrielles

multiples.

La stratégie de 
ontr�le la plus e�
a
e 
onsiste en un asservissement en bou
le fer-

mée (Bewley, 2001) entre un a
tionneur et une mesure. Cet asservissement de la

dynamique instable est abordé i
i suivant deux appro
hes 
omplémentaires. La ré-

du
tion de modèle permettra de juger des possibilités d'un 
ontr�le optimal rétroa
tif

basé sur la dynamique linéaire. Le 
ontr�le est ensuite abordé suivant une pro
é-

dure d'optimisation sous 
ontraintes qui permet de tenir 
ompte de la dynamique

non linéaire pour le 
al
ul des lois de 
ontr�le.

Contr�le rétroa
tif par rédu
tion de modèle

Depuis 
es dix dernières années, la théorie du 
ontr�le a été appliquée à la mé-


anique des �uides grâ
e notamment aux ré
entes avan
ées te
hnologiques des a
-

tionneurs, des 
apteurs ainsi que des ressour
es informatiques (Bewley, 2001). Le


ontr�le optimal des systèmes linéaires a été introduit par Bewley & Liu (1998),

dans le 
ontexte des instabilités en mé
anique des �uides. Ces 
on
epts ont été

appliqués ave
 su

ès par Högberg & Henningson (2002) sur un é
oulement transi-

tionnel de 
ou
he limite sur plaque plane, et sur un é
oulement turbulent pleinement

développé par Kim (2003). Le 
ontr�le optimal basé sur une 
onnaissan
e 
omplète
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Actionneur Capteur

Figure 1.5 � S
héma du dispositif de 
ontr�le rétroa
tif utilisé par Barbagallo et al.

(2009) dans le 
as d'une 
ou
he limite dé
ollée au dessus d'une 
avité re
tangulaire.

de l'é
oulement implique la résolution de systèmes dynamiques de grandes dimen-

sions. Dans le 
as d'é
oulements présentant une dire
tion d'é
oulement privilégiée

(jets, sillages, 
ou
he 
isaillées...), la dé
omposition en modes de Fourier dans les

dire
tions homogènes de l'é
oulement permet de 
onstruire des gains de 
ontr�le

et d'estimation pour 
haque nombre d'onde. Or, dans un é
oulement en géométrie


omplexe, la seule information disponible provient généralement de la mesure issue

d'un ou plusieurs 
apteurs (H÷p�ner et al., 2005).

Il est don
 né
essaire de 
onstruire un modèle 
apable de 
ontenir l'essentiel de la

dynamique de l'é
oulement. Cette méthode 
onsiste à approximer la dynamique de

l'é
oulement à partir d'un modèle de très faible dimension, 
omparé à la dis
rétisa-

tion spatiale utilisée pour la simulation. Ces modèles réduits permettent de résoudre


onjointement le problème du 
ontr�le et le problème d'estimation, donnant lieu à

des 
ompensateurs optimaux (Lewis & Syrmos, 1995). Or, une telle rédu
tion de

modèle n'est re
evable que si le modèle réduit permet de reproduire pré
isément la

dynamique. L'appro
he naturelle en vue d'une telle rédu
tion de modèle 
onsiste

à 
ara
tériser les stru
tures les plus énergétiques dans un é
oulement. La dé
om-

position orthogonale en modes propres (Proper Orthogonal De
omposition-POD)

permet de 
al
uler 
es stru
tures (voir annexe A.2) et des modèles réduits 
al
ulés

dans 
ette base ont permis de 
ontr�ler un é
oulement instable autour d'un 
ylindre

(Bergmann et al., 2005). Une base optimale en vue d'une telle rédu
tion de modèle

peut être 
onstruite en ne retenant que l'essentiel de la dynamique qui 
ara
térise

la relation entrée-sortie du système (balan
ed trun
ations). Une 
onsidération im-

portante dans la rédu
tion de modèle est la 
apa
ité à 
lassi�er les degrés de liberté

par rapport à leur 
ontr�labilité (entrée ou a
tionneur) et leur observabilité (sortie
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ou 
apteur)(Antoulas, 2006). Une manière optimale de réduire le nombre de degrés

de liberté dans un système 
onsiste à supprimer 
eux qui né
essitent une énergie

importante pour être 
ontr�lé et 
eux qui sont di�
ilement observables. Le 
al
ul

des Grammiens, qui 
orrespond à la réponse impulsionnelle du système, permet de


onstruire une hiérar
hie optimale entre 
ontr�labilité et observabilité (balan
ing).

Cette hiérar
hie permet de minimiser l'erreur sur la fon
tion de transfert du système,

garantissant la stabilité du modèle réduit. Les degrés de liberté qui représentent le

moins la relation entrée-sortie sont supprimés, donnant lieu à des modèles réduits

optimaux. Une méthode pour 
al
uler 
es modèles réduits dans le 
as d'un système

�uide est donnée dans Rowley (2005).

Dans le 
as d'un é
oulement globalement instable, les modes globaux, ve
teurs pro-

pres des équations linéarisées de Navier-Stokes, forment une base de proje
tion in-

téressante, étant donné leur 
apa
ité à dé
rire la physique mise en jeu (Theo�lis,

2011). Ces modes ne dépendent que de la seule dynamique d'instabilité et permettent

de 
onstruire un modèle réduit a priori sans avoir à tenir 
ompte des a
tionneurs

et des 
apteurs utilisés. L'utilisation des modes globaux en vue d'une rédu
tion de

modèle a été tentée ave
 su

ès dans le 
as d'un é
oulement de 
ou
he limite au

dessus d'une 
avité arrondie par Åkervik et al. (2007), et un 
ontr�leur linéaire


onstruit en utilisant les seuls modes globaux instables, a permis de supprimer l'in-

stabilité globale. Parallèlement à 
e travail, l'expérien
e de Cabell et al. (2006) a

permis de montrer qu'un 
ontr�leur linéaire était 
apable d'atténuer la dynamique

instable, provoquée par un é
oulement dé
ollé 
ompressible au dessus d'une 
avité

re
tangulaire.

Or la robustesse de la proje
tion à partir des modes à ré
emment été remise en

question par Barbagallo et al. (2009), dans le 
as d'un é
oulement fortement insta-

ble au dessus d'une 
avité re
tangulaire (voir �gure 1.5). Ce qui nous amènera à

nous interroger dans 
e travail sur la pertinen
e d'utiliser les modes globaux en vue

du 
ontr�le en bou
le fermée.

Contr�le par optimisation Lagrangienne

Une alternative au 
ontr�le rétroa
tif d'é
oulements 
onsiste à optimiser des lois

de 
ontr�le sur un temps d'observation �ni. Le but de 
ette optimisation est de min-

imiser une grandeur physique asso
iée à l'é
oulement (énergie 
inétique, frottement

pariétal, vorti
ité...) en utilisant une a
tion lo
alisée (sou�age/ aspiration/ défor-



19

mation de la paroi, for
es de volume). Il s'agit don
 de déterminer les lois de 
ontr�le,

solutions du problème adjoint des équations de Navier-Stokes, qui minimisent une

fon
tion obje
tif. Cette méthodologie a été implémentée par Joslin et al. (1995) a�n

de 
al
uler les lois de 
ontr�le, à partir d'une mesure du frottement pariétal dans

le 
as d'une 
ou
he limite laminaire 
onve
tivement instable. Les résultats les plus

marquants restent probablement 
eux de Bewley, Moin & Temam (2001) où l'é-


oulement dans un 
anal turbulent a été relaminarisé, en utilisant des a
tionneurs

de type sou�age-aspiration sur les parois. Cette même te
hnique a été utilisée par

Hof et al. (2010) dans le 
as d'une 
onduite 
ylindrique 
onve
tivement instable.

Dans 
e même travail, le 
ontr�le a été 
ouplé ave
 su

ès ave
 l'expérien
e.

Cependant, 
ette pro
édure né
essite des moyens informatiques importants, étant

donné que le 
al
ul des lois de 
ontr�le demande de sto
ker l'historique 
omplet

de l'é
oulement à optimiser. Une alternative 
onsiste à 
al
uler les lois de 
ontr�le

sur des intervalles de temps très 
ourts

1

. Cette te
hnique permet de s'a�ran
hir

du problème de sto
kage mais on parle alors d'un 
ontr�le sous-optimal de la dy-

namique. Cette méthode a notamment été utilisée par Kang & Choi (2002) a�n de

ra

our
ir la bulle de re
ir
ulation dans un é
oulement turbulent au dessus d'une

mar
he des
endante, ou par Creusé (2001) pour une même appli
ation dans le 
as

d'un é
oulement 
ompressible dé
ollé au dessus d'un dièdre.

En dépit de leur ré
ent développement, les stratégies de 
ontr�le optimales dé
rites

pré
édemment restent déli
ates à mettre en ÷uvre et sou�rent notamment d'un

manque de robustesse.

Perturbations optimales

Si pour 
ertaines appli
ations on 
her
he à stabiliser l'é
oulement (par exemple

rédu
tion de la traînée), on peut aussi 
her
her à produire l'e�et inverse (par exemple

amélioration du mélange, transfert thermique, 
ombustion...). La 
ondition initiale

dans un é
oulement qui produit la 
roissan
e transitoire la plus forte, appelée aussi

perturbation optimale, nous renseigne sur les zones les plus sensibles à un forçage.

L'étude de 
es perturbations optimales a 
onnu un intérêt 
roissant au sein de la


ommunauté de la mé
anique des �uides 
es dernière années. (voir �gure 1.6 a

pour le développement d'une perturbation optimale non linéaire et l'observation

expérimentale asso
iée dans la �gure 1.6b). Ces études ont permis de mettre en

1. typiquement donné par le pas de temps utilisé par la dis
rétisation temporelle
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(a)

(b)

Figure 1.6 � Cli
hés instantanés des stru
tures 
ohérentes (
ritère Q - vert) et de la

vitesse longitudinale (rouge/positif - bleu/négatif) de l'évolution de la perturbation

optimale non linéaire optimisée à T = 75 et E0 = 0.01 pour les temps t = 0, 65, 125
(a) de Cherubini et al. (2010a). Visualisation par fumées d'un spot turbulent (b)

observé dans une 
ou
he limite laminaire (Fransson et al., 2005)

.

éviden
e de nouveaux s
énario de transition vers la turbulen
e qui pourraient nous

renseigner sur de nouvelles stratégies de 
ontr�le.

1.2 Con�guration étudiée

A�n d'étudier les e�ets du dé
ollement sur les ailes d'avions à fort angle d'in
i-

den
e, pro
he des 
onditions de dé
ro
hage aérodynamique, un pro�l de type bosse

a été optimisé en vue du dé
ollement (Bernard et al., 2003). Ce pro�l a ensuite

été utilisé pour étudier le dé
ollement de 
ou
hes limites turbulentes dans la souf-

�erie du Laboratoire de Mé
anique de Lille. L'étude expérimentale de la dynamique

est abordée au se
ond 
hapitre où un ban
 d'essai expérimental a été 
onçu a�n

de reproduire la 
on�guration de type bosse en régime d'é
oulement laminaire. Un

exemple de visualisation de la bulle de re
ir
ulation est donné dans la �gure 1.4.
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Figure 1.7 � Lignes de 
ourant d'un é
oulement stationnaire dé
ollé derrière la

bosse pour Re = 400 et h = 2. Le point D dénote le point de dé
ollement de la


ou
he limite alors que le point R est asso
ié au point de ratta
hement (Gallaire

et al., 2007).

Figure 1.8 � Longueur de la bulle de re
ir
ulation lc and fon
tion du nombre de

Reynolds pour h = 2 (Marquillie & Ehrenstein, 2003).

1.3 Résultats numériques antérieurs

C'est dans le 
adre de la thèse de Marquillie (2003) que le pro�l de bosse a été

utilisé pour la première fois pour générer un é
oulement dé
ollé laminaire et un

exemple d'é
oulement stationnaire est présenté dans la �gure 1.7. Dans 
ette 
on�g-

uration de type 
ou
he limite, l'épaisseur de dépla
ement du pro�l de Blasius imposé

à l'entrée du domaine, a servie de longueur 
ara
téristique pour adimensionner le

problème. La 
ou
he limite est dans un premier temps a

élérée au-dessus de la

bosse, puis elle dé
olle de la paroi pour revenir progressivement à son 
onta
t. En

aval de la bosse, l'é
oulement re
ir
ule, dé
rivant ainsi des lignes de 
ourant fermées,

(voir �gure 1.7). La distan
e entre le point de dé
ollement D et le point de ratta
he-

ment R de la 
ou
he limite (voir �gure 1.7) représente la longueur de la bulle de
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y

x

Figure 1.9 � Séquen
e du lâ
her tourbillonnaire produit par l'instabilité basse

fréquen
e 
al
ulé par DNS. Les 
li
hés sont espa
és par 40 unités de temps (voir


hapitre 4 pour la méthode de 
al
ul).

re
ir
ulation. Marquillie & Ehrenstein (2003) ont montré que 
ette longueur 
roît

linéairement ave
 le nombre de Reynolds. Au-delà d'un nombre de Reynolds 
ritique,

l'é
oulement devient instationnaire, et les mesures dans 
e régime 
orrespondent à

la longueur moyenne de la bulle de re
ir
ulation (voir �gure 1.8).

1.3.1 Battement basse fréquen
e

Au delà d'un nombre de Reynolds pro
he de 600 et une hauteur de bosse de h = 2,

la bulle de re
ir
ulation est soumise à des os
illations asso
iées à deux gammes

de fréquen
es : une basse fréquen
e que l'on peut mesurer le long de la 
ou
he

de 
isaillement et plusieurs hautes fréquen
es lo
alisées aux abords de la zone de

re
ollement moyen de la 
ou
he limite. A�n d'apporter des éléments de réponse quant

à l'origine de 
e phénomène, Marquillie & Ehrenstein (2003) ont ensuite e�e
tués une

étude de stabilité lo
ale sur une série de pro�ls de vitesse longitudinale, extraits de

la simulation numérique. Cette analyse a permis de mettre en éviden
e le 
ara
tère


onve
tivement instable de la bulle de re
ir
ulation, mais au
une instabilité absolue

n'a été observée, laissant la question du mé
anisme de génération de 
ette instabilité

ouverte. A�n de s'a�ran
hir de l'hypothèse d'un é
oulement faiblement parallèle,

un 
ode de résolution matri
iel des équations de Navier-Stokes a été développé dans

Ehrenstein & Gallaire (2005). Une dis
rétisation de type Chebyshev-Cheby
hev, qui

assure le meilleur rapport entre pré
ision et nombre de degrés de liberté (Peyret,

2002), a don
 été utilisée a�n de pouvoir traiter 
e problème sans avoir re
ours à
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(a)

(b)

① ✷�✁

②

✶�

✭✂✄

✭☎✄

✭✆✄

✭✝✄

✭✞✄

✭✟✄

Figure 1.10 � Spe
tre des valeurs propres à Re = 590 pour di�érentes hauteurs

de bosse h = 1.8(o), h = 1.85(�), h = 1.9(∗), h = 1.195(×), h = 2(+) (a) à

(f). Les modes annotés de (1) à (6) 
orrespondent aux modes (a),(f) où la vitesse

longitudinale est représentée (b) (Ehrenstein & Gallaire, 2008).

T

Figure 1.11 � Evolution temporelle de l'énergie de la perturbation intégrée sur tout

le domaine ave
 une 
ondition initiale lo
alisée en amont de la bosse et ave
 T ≈ 200
la période de la basse fréquen
e (Ehrenstein & Gallaire, 2008).
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des moyens de 
al
uls parallèles. La pro
édure 
onsiste en premier lieu à 
al
uler un

é
oulement de base, solution des équations de Navier-Stokes stationnaires. L'étude

de stabilité globale de 
et é
oulement revient ensuite à résoudre un problème aux

valeurs propres généralisé. Les solutions de 
e problème dans le 
as d'un é
oulement

bidimensionnel s'é
rivent

q(x, y) = q̂(x, y)e−iωt
(1.1)

ave
 i =
√
−1, ω est la valeur propre 
omplexe de la forme ωr + iωi et q̂ = (û, v̂, p̂)T

le ve
teur propre asso
ié. Un exemple de spe
tre global est donné dans la �gure

1.10(a) et la stru
ture des modes globaux instables est présentée dans la �gure

1.10(b). Le spe
tre global dans la �gure 1.10(a) a été 
al
ulé pour Re = 590 et

di�érentes hauteurs h. La dynamique linéaire est globalement instable si la partie

imaginaire ωi d'au moins une valeur propre devient positive. Ce spe
tre 
ontient

une bran
he de modes instables équi-espa
és en fréquen
e et lo
alisés autour du

point de ratta
hement de l'é
oulement. La dynamique linéaire d'une perturbation

lo
alisée en amont de la bosse produit une forte 
roissan
e transitoire suivi d'un

battement basse fréquen
e (voir �gure 1.11). Il apparaît que 
ette basse fréquen
e

peut être dé
rite par la superposition des modes temporels instables présentés dans

la �gure 1.10(a), et la période du battement basse fréquen
e T 
orrespond à l'é
art

en fréquen
e ∆ωr entre deux modes instables tel que T = 2π/(∆ωr).

1.3.2 Instabilité transverse

La �n de la thèse de Marquillie (2003) est 
onsa
rée à l'étude de l'é
oulement

tri-dimensionnel produit en amont de 
ette géométrie bi-dimensionnelle. À partir

d'un nombre de Reynolds pro
he de 300, un é
oulement se
ondaire tri-dimensionnel

stationnaire modi�e la stru
ture de la bulle de re
ir
ulation près du point de dé-


ollement et de ratta
hement de la 
ou
he limite. La stru
ture de la perturbation

est périodique dans la dire
tion z et peut être dé
omposée en une somme de modes

de Fourier (voir �gure 1.13) tel que

[u(x, y, z, t), p(x, y, z, t)] = [û(x, y), p̂(x, y)]eσt+iβz
(1.2)

où le nombre d'onde β = 2π/λ, ave
 λ la longueur d'onde du mode dans la di-

re
tion transverse. La stru
ture des modes étant stationnaire, la partie imaginaire

σi des valeurs propres est nulle. Une étude de stabilité globale de l'é
oulement bi-

dimensionnel stationnaire dans Gallaire et al. (2007) a permis de 
al
uler le taux
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Figure 1.12 � Taux de 
roissan
e (◦) et fréquen
es (�) des mode les plus instables

(issus de l'analyse de stabilité linéaire) en fon
tion du nombre d'onde transverse β
et taux de 
roissan
e extraits de la DNS (×) (Gallaire et al., 2007).

de 
roissan
e de 
ette instabilité asso
ié à 
haque nombre d'onde dans la dire
tion

transverse. Le mode le plus instable a été 
al
ulé pour un nombre d'onde β = 0.25

(voir �gure 1.12). Par ailleurs, les taux de 
roissan
e σr sont très faibles (O(10
−4)), et

bien que 
ette instabilité apparaisse pour des nombres de Reynolds plus faibles que

le battement basse fréquen
e, elle ne semble pas en mesure d'a�e
ter la dynamique

de battement lorsque les deux phénomènes 
oexistent.

L'étude expérimentale de 
ette 
on�guration de 
ou
he limite dé
ollée 
onstitue

don
 le se
ond 
hapitre de 
ette thèse. Le troisième 
hapitre aborde le 
ontr�le en

bou
le fermée de la dynamique instable. Des 
ontr�leurs linéaires de faible dimen-

sion et 
apables de 
ontr�ler la dynamique d'instabilité linéaire sont 
onstruits dans

la base des modes globaux. Deux nouvelles méthodes de proje
tion permettant de

s'a�ran
hir du 
al
ul des modes globaux adjoints sont dé
rites. Les 
ompensateurs

ainsi obtenus sont plus robustes et permettent de 
ontr�ler la dynamique, même

fortement instable. Le 
ontr�le de la dynamique non linéaire est �nalement abordée

au 
hapitre quatre suivant la méthode d'optimisation sous 
ontrainte. Un algorithme

de résolution des équations de Navier-Stokes est développé a�n d'implémenter les


onditions aux limites spé
i�ques à 
e type de problème. Des lois de 
ontr�le sont

ensuite 
al
ulées a�n de minimiser la 
roissan
e transitoire ainsi que l'é
oulement
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Figure 1.13 � Composante de la vitesse transverse W (x, y, z) de l'é
oulement et

ses harmoniques à un instant t au début de l'instabilité à Re = 400, Lz=π/0.125 :

(a) 
oupe (x − z) à y=2 ; (b − e) 
oupe (x − z) à y=2 des harmoniques Wn(x, y =
2)sin(βnz) (La même palette a été utilisée pour la 
omparaison) ; (f) 
omposante

W2(x, y) du mode n = 2 dans le plan (x, y) à z = Lz/4 (Gallaire et al., 2007).
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instable pleinement développé. Le dernier 
hapitre 
omprend un bilan des travaux

réalisés ave
 des perspe
tives 
on
ernant l'étude et le 
ontr�le de 
e type d'é
oule-

ment.



28 1. Introdu
tion



29

Chapitre 2

Étude expérimentale

Les résultats issus des simulations numériques (voir 
hapitre 1.3) ont permis

de mettre en éviden
e plusieurs régimes d'instabilité. Or, au
une expérien
e dans le

régime laminaire n'a en
ore été menée sur 
ette 
on�guration. C'est don
 à partir de

la 
on�guration étudiée dans Marquillie (2003) qu'un ban
 d'essai expérimental a été


onçu a�n d'apporter la preuve de l'exsisten
e de 
es phénomènes. Ce 
hapitre per-

met de donner une 
on
lusion expérimentale à l'étude de l'instabilité basse fréquen
e

dans 
ette 
on�guration d'é
oulement de 
ou
he limite dé
ollée in
ompressible.

2.1 Dispositif expérimental

L'étude expérimentale a été menée dans le 
anal hydrodynamique de l'IRPHÉ.

En plus des deux dire
tions d'observation usuelles (de 
�té et par dessous), une

fenêtre pla
ée à l'arrière du 
anal permet d'observer les é
oulements dans le plan

(y − z). Une plaque plane en Plexiglas ave
 un bord d'attaque biseauté (l'angle

d'ouverture étant de 18

◦
) a été immergée dans la veine d'essai. Les dimensions de

la plaque plane sont 1,3 m de longueur, 0,375 m de largeur, 2 
m d'épaisseur et elle

est maintenue dans la veine d'essai grâ
e à 6 pieds pro�lés, en
astrés dans la partie

inférieure de la plaque. La se
tion du 
anal étant légèrement divergente

1

, il reste

des intersti
es entre la plaque et les parois du 
anal. Elles ont été fermées à l'aide

de feuilles plastiques transparentes, qui obstruent les espa
es entre la plaque et le


anal.

Ce seul dispositif ne permet pas de générer une 
ou
he limite laminaire. Étant donné

1. La veine diverge d'un degré entre l'entrée et la sortie du 
anal a�n de 
ompenser la 
roissan
e

en aval de la 
ou
he limite sur les parois latérales.
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150cm

50cm

38cm

surface libre

clapet

U

veine d'essai

plaque

parois latérales

bosse

plane

Figure 2.1 � S
héma du montage expérimental

que la plaque plane est posée sur des pieds

2

, le �uide a tendan
e à passer au dessus

du biseau, dé
oller du bord d'attaque et générer une bulle de re
ir
ulation instable.

Ce phénomène peut être 
ontr�lé en ajoutant un 
lapet en sortie de la veine d'essai.

Ce dernier permet d'équilibrer les débits des é
oulements qui passent respe
tive-

ment au dessus et en dessous de la plaque (�gure 2.1). Ce dispositif ajoute don
 un

gradient de pression dont l'in�uen
e sur les 
ara
téristiques de la 
ou
he limite est

déterminée par la suite.

Notions de 
ou
he limite laminaire

Premièrement on dé�nit le système de 
oordonnées tel que la dire
tion privilégiée

de l'é
oulement soit la dire
tion longitudinale x, la dire
tion normale à la paroi est

la dire
tion y et la dire
tion transverse est la 
oordonnée z. Les détails sur la 
ou
he

limite sont donnés dans l'annexe A.1. Les résultats de la théorie 
orrespondante

théorie permettent de dé�nir une é
helle de longueur ainsi que les paramètres sans

dimension qui régissent l'é
oulement. Le pro�l de vitesse de 
ou
he limite se 
al
ule

2. qui obstruent le passage du �uide
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Figure 2.2 � Graphe de la géométrie de la bosse étudiée (a). Les longueurs ont été

adimensionnées par la hauteur de la bosse h (Bernard et al., 2003). Con�guration

de l'é
oulement de 
ou
he limite sur plaque plane (b) en présen
e de la bosse.

par intégration numérique de l'équation de Blasius (A.6). L'évolution de l'épaisseur

de dépla
ement du pro�l le long de la paroi (suivant la dire
tion longitudinale x)

est donné par

δ(x) = 1.7208

√
νx

U∞

(2.1)

où ν est la vis
osité du �uide et U∞ la valeur de la vitesse du �uide loin de la paroi.

Le nombre de Reynolds, basé sur 
ette longueur, permet de quanti�er le rapport

entre les for
es inertielles (déstabilisantes) et les for
es visqueuses (stabilisantes)

Re =
U∞δ

ν
. (2.2)

Cet é
oulement 
onstitue la première étape de validation d'un é
oulement sur plaque

plane, que 
e soit d'un point de vue expérimental ou dans une simulation numérique.

Géométrie et dé�nition du problème

Il est né
essaire d'ajouter un dispositif si l'on veut dé
oller une 
ou
he limite sur

une plaque plane. Le dispositif le plus 
ouramment étudié 
onsiste à produire un

gradient de pression adverse, par exemple en 
réant une dépression (par aspiration du

�uide) au dessus de la plaque. La deuxième méthode 
onsiste à modi�er la géométrie
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(a)

20mm 50mm (b)

Figure 2.3 � Modèles de bosses utilisées dans l'expérien
e de hauteur 2.2 mm et

5.5 mm (a), montage expérimental de mesure par PIV (b).

de la paroi où se développe la 
ou
he limite en 
réant un d'élargissement de la

géométrie.

Au 
ours de sa thèse, Marquillie (2003) a étudié les phénomènes d'instabilité

produit à l'arrière d'une bosse par voies numériques et ses résultats ainsi que la

méthode de résolution des équations de Navier-Stokes sont à l'origine de 
e travail.

Le système de 
oordonnées a aussi été dé�ni de manière similaire et le pro�l de


ou
he limite a été mesuré à xs = 25δ en amont du sommet de la bosse (voir �gure

2.2a-b). L'épaisseur de 
e pro�l permet de 
al
uler le nombre de Reynolds (2.2) ainsi

que la la hauteur adimensionnée de la bosse h/δ.

Lorsque l'on fait varier la vitesse du 
anal U∞, les paramètres h/δ et Re varient

simultanément. A�n de pouvoir étudier 
es deux paramètres de manière indépen-

dante, la bosse peut être positionnée à di�érents endroits sur la plaque. En pratique,

la bosse à été positionnée à une distan
e entre 15 et 65 
m du bord d'attaque (voir

�gure 2.4b) et la vitesse a été variée entre U∞ = 6 
m/s et U∞ = 24 
m/s, 
e qui

donne lieu à la gamme de paramètres 100 < Re < 700 et 1.6 < h/δ < 2.1.

A�n d'explorer 
es paramètres, deux bosses de hauteurs di�érentes ont été fab-

riquées. Le pro�l a été usiné dans la masse en aluminium 2017A sur une largeur de

347 mm pour des hauteurs de 5.5 mm et 2.2 mm, voir �gure 2.3(a). Le dispositif

étant immergé dans de l'eau 
hlorée, il a été protégé grâ
e à un apprêt et peint en

noir mat a�n de minimiser les ré�e
tions du laser. La présente étude porte sur un

é
oulement bidimensionnel, or les e�ets de bord dans une expérien
e sont inévita-

bles. A�n de les minimiser, un deuxième jeux de parois biseautées transparentes a
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Figure 2.4 � Comparaison entre le pro�l de Blasius et la mesure expérimentale de la

vitesse longitudinale mesurée pro
he de la paroi (a). Évolution de l'épaisseur de dé-

pla
ement δ pour deux valeurs de la vitesse U (b). Les lignes pointillées représentent

la 
ourbe 
orrespondante (voir texte) de l'évolution théorique d'une 
ou
he limite

de Blasius. La zone grise représente la zone de l'étude de la bosse. X est la position

longitudinale mesurée à partir du bord d'attaque de la plaque plane.

été en
astré dans la plaque. Ces parois ont une longueur de 0.5 m, hautes de 0.12

m et une épaisseur de 2 mm. Les parois peuvent être positionnées entre 0.2 et 0.8

m par rapport au début du biseau de la plaque grâ
e à des rainures profondes de

8 mm usinées dans le plaque, l'ensemble du montage est s
hématisé dans la �gure

2.1. Ces nouvelles parois permettent de minimiser l'épaisseur de la 
ou
he limite

sur les bords et ainsi limiter l'e�et du 
on�nement sur la zone de re
ir
ulation. La

�gure 2.7(b) illustre l'e�et des parois sur l'é
oulement grâ
e à une visualisation à la

�uores
éine, et le meilleur 
ompromis pour le positionnement du début des parois

par rapport au sommet de la bosse a été trouvé par tâtonnement pour une distan
e

de 14 hauteurs de bosse.

Résultats expérimentaux sur la 
ou
he limite

Le pro�l de vitesse a été mesuré grâ
e à un système de vélo
imétrie par images

de parti
ules et le 
anal a été ensemen
é ave
 des parti
ules d'un diamètre 
ompris

entre 10 et 30 mi
rons. La sour
e de lumière a été introduite sous la plaque. Le laser

pulsé a été réglé sur une fréquen
e de 2 Hz et le pas de temps entre 2 impulsions à

1 ms. L'épaisseur de la 
ou
he limite étant relativement �ne (5 à 10 mm), l'obje
tif

de la 
améra a dû être adapté a�n d'observer une fenêtre de 60 à 80 mm dans la



34 2. Étude expérimentale

dire
tion longitudinale de l'é
oulement et à une distan
e de l'obje
tif de 170 mm.

Pour 
ela, un obje
tif équipé d'une fo
ale de 105 mm a été monté sur la 
améra.

Les résultats PIV ont été 
omparés à la théorie de Blasius à l'aide d'une pro
édure

d'optimisation. Dans 
ette pro
édure on 
her
he à minimiser la di�éren
e entre la

solution théorique de Blasius et le pro�l mesuré. Un exemple est donné dans la

�gure 2.4(a). L'épaisseur de la 
ou
he limite pour deux vitesses d'é
oulement est


omparée à la théorie de Blasius dans la �gure 2.4(b). L'épaisseur de la 
ou
he

limite est donnée par δ(x) = θ
√

νx
U∞

ave
 θ = 1.7208 d'après la théorie de Blasius,

dans la �gure 2.4(b), des valeurs de θ = 1.453 et θ = 1.657 pour U∞ = 18 
m/s et

U∞ = 36 
m/s sont présentées pour 
omparaison.

L'épaisseur de la 
ou
he limite ainsi que les pro�ls de vitesse longitudinaux et

normaux, ont été à nouveaux mesurés sur 80 
m de plaque et à partir de 20 
m

du bord d'attaque. A�n de pouvoir prédire l'épaisseur de la 
ou
he limite et ainsi

pouvoir estimer le nombre de Reynolds ainsi que la hauteur adimensionnée de la

bosse avant l'introdu
tion de la bosse, l'équation (2.3) basée sur la théorie de Blasius

est proposé. Étant donné que la 
ou
he limite n'augmente pas aussi vite que la loi

théorique en ra
ine 
arré (issue de la théorie de Blasius), la loi de puissan
e a été

modi�ée au moyen d'une dépendan
e ave
 la vitesse de l'é
oulement à l'in�ni. Pour

tenir 
ompte de l'e�et du 
lapet, l'équation 
ontraint le pro�l vers la �n de la plaque

via une fon
tion exponentielle. L'évolution de l'épaisseur de dépla
ement de la 
ou
he

limite est donnée par la relation suivante

δ(x) = 1.72

(
νx

U∞

) 1

2−0.15×U∞

(
2− exp

(U∞x

6

))
. (2.3)

L'intégralité des résultats est reportée dans le tableau 2.4. On y retrouve le résultat

des mesures pour l'épaisseur de dépla
ement ainsi que la vitesse à l'in�ni. La valeur

X0 est l'origine théorique de la 
ou
he limite suivant le modèle de Blasius ave


X0 =
δPIV U∞PIV

ν

La dernière partie du tableau 
on
erne les valeurs théoriques pour l'épaisseur de

dépla
ement ainsi que les résultats du modèle (2.3). L'erreur relative entre le modèle

proposé 
i-dessus et l'expérien
e est de 7% au maximum dans le 
as d'un é
oulement

à 40 
m/s. Ce modèle est valide pour des vitesses 
omprises entre 0 et 50 
m/s. Pour

des vitesses plus importantes, il sera né
essaire de refaire des mesures a�n de véri�er

sa validité.
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Figure 2.5 � Comparaison entre la théorie de Blasius et l'expérien
e (a) ainsi que

le modèle (b).
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2
.
É
t
u
d
e
e
x
p
é
r
i
m
e
n
t
a
l
e

U∞ [
m/s℄ X [m℄ Epais. dép. [
m℄ Epais. 
hara
. [
m℄ X0 [m℄ X −X0 [m℄ Modèle [
m℄ Blasius [
m℄ Erreur [
m℄

19.5577 0.2 0.1532 0.4403 0.1546 0.0454 0.1584 0.1739 -0.0052

19.4501 0.3 0.1926 0.5508 0.2432 0.0568 0.1949 0.2136 -0.0023

19.9900 0.4 0.2145 0.6119 0.3096 0.0904 0.2215 0.2433 -0.0070

20.1042 0.6 0.2718 0.7750 0.5006 0.0994 0.2703 0.2971 0.0015

19.8922 0.8 0.3038 0.8659 0.6171 0.1829 0.3139 0.3449 -0.0101

20.3954 1.0 0.3395 0.9676 0.7900 0.2100 0.3453 0.3809 -0.0058

29.2276 0.2 0.1410 0.4063 0.1957 0.0043 0.1231 0.1423 0.0179

29.1343 0.3 0.1650 0.4734 0.2676 0.0324 0.1514 0.1745 0.0136

29.9244 0.4 0.1774 0.5071 0.3174 0.0826 0.1719 0.1989 0.0055

30.0088 0.6 0.2055 0.5865 0.4269 0.1731 0.2102 0.2432 -0.0047

29.6895 0.8 0.2269 0.6473 0.5133 0.2867 0.2441 0.2823 -0.0172

30.3306 1.0 0.2731 0.7785 0.7598 0.2402 0.2686 0.3123 0.0045

38.0691 0.2 0.1268 0.3672 0.2060 -0.0060 0.1027 0.1247 0.0241

38.1813 0.3 0.1533 0.4404 0.3024 -0.0024 0.1259 0.1525 0.0274

39.2496 0.4 0.1715 0.4907 0.3888 0.0112 0.1427 0.1736 0.0288

39.0762 0.6 0.1901 0.5432 0.4755 0.1245 0.1754 0.2131 0.0147

38.7151 0.8 0.2115 0.6037 0.5815 0.2185 0.2035 0.2472 0.0080

39.5093 1.0 0.2304 0.6572 0.7044 0.2956 0.2237 0.2736 0.0067

Figure 2.6 � Résultats PIV de la 
ou
he limite et 
omparaison ave
 le modèle
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2.2 Étude expérimentale

Pour 
ha
une des expérien
es présentées par la suite, les 
ara
téristiques de la


ou
he limite ont été remesurées et re
al
ulées pour 
haque expérien
e. L'ajout de

la bosse modi�ant légèrement l'épaisseur de dépla
ement du pro�l de Blasius et la

vitesse en amont. Au total 75 points de mesure ont été évalués pour les paramètres

de 
ette étude, à savoir la hauteur de bosse h/δ et le nombre de Reynolds Re.

2.2.1 Te
hniques de mesures

Les outils de diagnostique utilisés sont la visualisation au 
olorant et la vélo
imétrie

par images de parti
ules (PIV). Le 
olorant est illuminé par un laser argon d'une

puissan
e de 8 Watts. Les visualisations ont été réalisées grâ
e à de la �uores
éine

ou de la rhodamine B. Cha
un de 
es produits est ex
ité par une longueur d'onde

pré
ise (bleue et verte respe
tivement) qui 
orrespond à la 
ouleur du laser.

La vélo
imétrie par images de parti
ules a été réalisée grâ
e à une 
améra Redlake

R©

omportant 11 millions de pixels ave
 une fréquen
e d'é
hantillonage de 10 Hz en


rête. A�n de pouvoir 
apturer les phénomène physiques les plus rapides, une 
améra

rapide Photron

R© a permis de faire des mesures PIV résolues en temps. Les 
li
hés

issues de la PIV ont été traités ave
 le programme libre DPIVSoft dévellopé à l'IR-

PHÉ (Meunier & Leweke, 2003).

2.2.2 É
oulement stationnaire

Pour de très faibles nombres de Reynolds, l'é
oulement produit en aval de la

bosse est stationnaire. Cet é
oulement est 
ara
térisé par une bulle de re
ir
ulation

allongée dont la géométrie est indépendante de la dire
tion transverse z (su�sam-

ment loin des bords). Un exemple d'une visualisation par �uores
éine de la bulle de

re
ir
ulation est donné dans la �gure 2.7. A�n de mesurer la longueur de la bulle de

re
ir
ulation, une matri
e de points de rhodamine mélangée à du retardateur a été

pla
ée sur la plaque plane. Après 20 minutes de sé
hage, le montage est plongé dans

le 
anal pour l'étude. Une visualisation de l'é
oulement ainsi produite est présentée

dans la �gure 2.8. Le point de séparation est donné par la limite en amont des lignes

de 
olorant remontant l'é
oulement. Le point de re
ollement est estimé à partir de

l'endroit où les lignes produites par les points de rhodamine s'inversent (voir �g-

ure 2.8). Cette inversion marque l'empla
ement où la dérivée normale de la vitesse
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(a)

(b) x

5cm

Bosse

U

z

Figure 2.7 � Visualisation au 
olorant d'une bulle de re
ir
ulation stable àRe = 174
et h/δ = 1.9 en vue de 
oté (a) et vue de dessus (b).
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Figure 2.8 � Visualisation au 
olorant des lignes de 
ourant pro
he-paroi, derrière

la bosse à Re = 244 et h/δ = 1.7. Les lignes en pointillées représentent la ligne de

séparation et la ligne ratta
hement de la 
ou
he limite.
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Figure 2.9 � Longueur de la zone de re
ir
ulation en fon
tion de Re, à h/δ = 1.7.
Les symboles représentent les mesures expérimentales (� : h = 5.5 mm,  : h = 2.2
mm), la ligne pointillée représente le résultats issus de la simulation numérique bi-

dimensionnelle.
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z

y

Figure 2.10 � Visualisation au 
olorant de l'é
oulement se
ondaire à l'intérieur de

la zone de re
ir
ulation à Re = 373 et h/δ = 1.7. Un plan lumineux a été pla
é à

une longueur 15δ après le sommet de la bosse. La 
oordonnée verti
ale y a été étirée
par un fa
teur 2 a�n de visualiser plus pré
isément les stru
tures de l'é
oulement.

longitudinale ∂u/∂y 
hange de signe. Cette opération a été répétée pour plusieurs

gammes de paramètres et l'évolution de la longueur de la bulle de re
ir
ulation est

présentée �gure 2.9. Pour des nombres de Reynolds inférieur à 300 et h/δ = 1.7, la

bulle de re
ir
ulation 
roit linéairement ave
 le nombre de Reynolds ave
 un très bon

a

ord ave
 la prédi
tion numérique, re
al
ulée pour h/δ = 1.7 ave
 le 
ode de sim-

ulation numérique de Marquillie & Ehrenstein (2002). Un 
omportement similaire

a été observé dans l'expérien
e de Sinha et al. (1981) dans le 
as d'un é
oulement

dé
ollé au-dessus d'une mar
he des
endante. Au-delà d'un nombre de Reynolds de

300, la longueur de la bulle de re
ir
ulation diminue, marquant un 
hangement de

régime qui n'est pas pris en 
ompte dans la simulation numérique bidimensionnelle.

2.2.3 Instabilité tridimensionnelle

Pour des nombres de Reynolds supérieurs à 300, l'é
oulement devient tridimen-

sionnel et la ligne de ratta
hement de l'é
oulement se déforme au fur et à mesure

que le nombre de Reynolds augmente. Une vue en 
oupe dans le plan (y − z) de la

zone de re
ir
ulation (voir �gure 2.10) montre les modulations du 
olorant ave
 une

longueur d'onde 
ara
téristique λ/δ = 19 ± 3. Ces modulations ont une stru
ture

spatiale stationnaire qui semble être initiée dans l'expérien
e au niveau du point de

re
ollement. La simulation numérique de 
et é
oulement (Gallaire et al., 2007) pour

Re = 400 et h/δ = 2 a montré que l'é
oulement était instable. Les taux de 
rois-

san
e asso
iés aux modes instables sont très faibles et leurs fréquen
es sont nulles,


e qui 
orrespond à la stru
ture spatiale stationnaire observée dans l'expérien
e. La

longueur d'onde 
ara
téristique λ/δ = 23 provenant de la simulation numérique est

en bon a

ord ave
 la présente observation expérimentale, bien que les paramètres

entre l'expérien
e et le 
al
ul numérique soient légèrement di�érents. Pour des nom-
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(a) (b)

Figure 2.11 � Stru
tures de l'é
oulement générées le long du point de ratta
hement

de la 
ou
he limite (a) et vortex en fer à 
heval visualisés plus bas dans l'é
oulement

(b) pour Re = 392 et h/δ = 1.8.
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Figure 2.12 � Montage expérimental pour la mesure du mode transverse (a) et

spe
tre des 30 premières valeurs propres POD (b), 
al
ulées pour 400 
hamps à

Re = 360 et h/δ = 1.7.

bres de Reynolds pro
he de 400, l'é
oulement devient instationnaire après presque

une minutes d'attente et l'é
oulement en aval du point de re
ollement est 
ara
térisé

par un lâ
her régulier de vortex en fer à 
heval présentés dans la �gures 2.11.

2.2.4 Mesures dans le plan transverse et modes POD

Motivé par les observations faites à partir de la visualisation par 
olorant, l'in-

stabilité tridimensionnelle a été quanti�ée par des mesures PIV. Le but étant 
ette

fois de re
onstruire la distribution spatiale du mode observé dans les simulations

numériques. Les simulations numériques ainsi que l'analyse de stabilité ont permis

de montrer que la stru
ture spatiale de 
e mode stationnaire présente de fortes
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d'amplitudes pro
hes du point de dé
ollement et autour du point de ratta
hement

de la 
ou
he limite. C'est don
 à l'abord de 
es deux zones que les mesures par

PIV ont été tentées. Bien que la bosse ait été peinte en noir, les ré�exions du laser

sur 
ette dernière ne permettent pas de visualiser l'é
oulement pro
he du point de

dé
ollement. La transparen
e de la plaque ainsi que la fenêtre pla
ée en dessous du


anal (voir �gure 2.3b) ont permis d'observer l'é
oulement dans le plan (x − z), à

une hauteur y/δ = 0.25, pro
he du point de ratta
hement de l'é
oulement. Le mode

transverse étant stationnaire ave
 une distribution sinusoïdale dans la dire
tion z, la

dé
omposition orthogonale aux valeurs propres semble être la meilleure alternative

a�n d'extraire sa stru
ture spatiale. Une série de 400 
hamps de vitesse transverse,

résolus en temps à une fréquen
e de 10 Hz a été utilisée pour Re = 360 et h/δ = 1.7.

Les détails de la méthode POD (Proper Othogonal De
omposition) (Sirovi
h, 1987)

sont donnés en annexe A.2 et 
ette même méthode a été utilisée dans un é
oule-

ment 
isaillé tournant par Roy et al. (2003). Le spe
tre des valeurs propres POD est

présenté Figure 2.12(b), alors que la stru
ture spatiale du mode le plus énergétique

est donnée �gure 2.13. Une alternan
e de régions 
orrespondante aux vitesses posi-

tives et négatives de la vitesse transverse permettent de 
on�rmer les visualisations

ave
 une longueur 
ara
téristique qui est 
ette fois 
omparée aux résultats obtenus

numériquement. La �gure 2.14(b) montre l'évolution du taux 
roissan
e de l'insta-

bilité, prédite numériquement, en fon
tion de la longueur d'onde ainsi que la valeur

observée dans l'expérien
e. Les taux de 
roissan
e sont extrêmement faibles, 
e qui


orrespond au temps d'attente de l'ordre de la minute, né
essaire à l'apparition du

phénomène. Ce 
omportement a aussi été observé dans l'expérien
e de Beaudoin

et al. (2004) dans le 
as d'un é
oulement dé
ollé au-dessus d'une mar
he des
en-

dante.

Une expérien
e analogue a été menée en mélangeant fortement l'é
oulement pendant

une 
ourte durée au début de l'a
quisition des 
hamps de vitesse, a�n de pouvoir

observer la 
roissan
e transitoire du mode instable. Le produit s
alaire entre le mode

POD dominant et le 
hamps de vitesse est présenté dans la �gure 2.14(a) et on peut

observer une 
roissan
e de 
e mode pendant les 30 premières se
ondes de l'expéri-

en
e. Bien qu'il soit di�
ile de 
on
lure sur une 
roissan
e exponentielle, le taux

de 
roissan
e asso
ié est 
omparé à la prédi
tion théorique dans la �gure 2.14(b) et

semble 
orrespondre à la prédi
tion théorique. Ce régime de modulation transverse

persiste jusqu'à des nombre de Reynolds 
ompris entre 500 et 600 suivant la valeur

de h/δ (voir �gure 2.20). Au delà de 
ette limite, les os
illations basses fréquen
es
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Figure 2.13 � Distribution spatiale de la vitesse transverse uz (a) du mode trans-

verse à Re = 400 et h/δ = 2 (Gallaire et al., 2007). Les 
ontours (rouge-bleu) désig-
nent les zones de vitesses (positives-négatives). Premier mode POD de la vitesse

transverse uz (b) dans la région pro
he paroi (y <0.125) dans la zone de re
ir-


ulation, asso
iée au mouvement stationnaire de l'instabilité tri-dimensionnelle à

Re = 343 et h/δ = 1.7.
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Figure 2.14 � Évolution temporelle du mode 3D (a) 
al
ulée en e�e
tuant le produit

s
alaire entre le mode dominant et le 
hamps PIV mesuré. Taux de 
roissan
e σ de

l'instabilité tridimensionnelle en fon
tion de la longueur d'onde transverse (b). La

ligne 
ontinue indique le résultat (à Re=400 :  , Re=600 : N et h/δ = 2) obtenu à

partir de l'analyse de stabilité dans Gallaire et al. (2007). La mesure expérimentale

a été extraite de l'analyse en modes POD (à Re = 360 et h/δ = 1.7 �).

dominent la dynamique d'instabilité.

2.2.5 Battement basse fréquen
e

Au fur et à mesure que le nombre de Reynolds augmente, un mouvement global

os
illatoire apparaît au sein de la bulle de re
ir
ulation. Ce 
omportement est illustré

�gure 2.15 qui montre une séquen
e de 
li
hés de l'é
oulement instationnaire. A�n

de quanti�er l'amplitude et la fréquen
e des 
es os
illations, le 
olorant a été inje
té

dans la bulle de re
ir
ulation. La 
ou
he de 
isaillement est mise en éviden
e par

l'a

umulation de 
olorant dans les régions de fort 
isaillement après le point de

dé
ollement. Une analyse des images vidéo prise à une fréquen
e de 25 Hz pour un

temps total d'environ une minute à une position �xe de x/δ = 35 a permis d'extraire

une mesure des os
illations de la 
ou
he de 
isaillement. Le spe
tre adimensionné

pour di�érents nombres de Reynolds est présenté dans la �gure 2.16(a). À partir de

Re & 550, un pi
 apparaît dans le spe
tre à une fréquen
e fδ/U = 0.007 ± 0.001

dont l'amplitude 
roît ave
 le nombre de Reynolds. La valeur moyenne quadratique

du dépla
ement ∆ en fon
tion du nombre de Reynolds est présentée dans la �gure

2.16(b). Les 
arrés représentent la valeur mesurée et ils semblent s'aligner pour Re &

600. La droite 
orrespondante a été extrapolée jusqu'à l'abs
isse a�n de déterminer

un nombre de Reynolds 
ritique Rec ≈ 590. Bien que l'instabilité semble apparaître
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Figure 2.15 � Visualisation d'une séquen
e de l'é
oulement (pris par intervalles de

0.25 s) de la zone de re
ir
ulation à Re = 550 et h/δ = 1.9.

pour des nombres de Reynolds pro
he de 550, une bifur
ation super-
ritique semble


lairement marquée pour Re > Rec. Ce résultat 
orrespond de manière surprenante

au 
al
ul numérique de Marquillie & Ehrenstein (2003) où le nombre de Reynolds


ritique à été déterminé pour une valeur de 610. La fréquen
e fδ/U = 0.0075 extraite

de la simulation numérique pour une hauteur de bosse h/δ = 2 et Re = 650 est quasi

identique bien que la hauteur de bosse 1.84 < h/δ < 1.91 soit légèrement di�érente

dans l'expérien
e. La simulation numérique a permis de montrer qu'en aval dans

l'é
oulement, 
ette basse fréquen
e 
oexiste ave
 une famille de hautes fréquen
es

asso
iée à l'instabilité de Kelvin-Helmholtz. La visualisation au 
olorant ne permet

pas de mesurer 
es fréquen
es de manière quantitative étant donné que le 
olorant


ommen
e à se di�user aux abords de 
ette zone.

2.2.6 Dynamique basse fréquen
e

Bien que la dynamique basse fréquen
e ait été quanti�ée grâ
e aux te
hniques

de visualisation par 
olorant, la question portant sur l'origine du phénomène reste

posée, les os
illations basse fréquen
e prés du point de dé
ollement n'étant qu'une
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Figure 2.16 � Densité spe
trale de puissan
e des os
illations de la 
ou
he de 
i-

saillement (a) à x/δ = 35, h/δ = [1.84,1.91℄ et plusieurs nombres de Reynolds, (b)

diagramme de bifur
ation de la puissan
e asso
iée au dépla
ement de la 
ou
he de


isaillement ∆/δ mesuré dans la �gure (a)


onséquen
e de la dynamique d'instabilité mise en éviden
e par l'analyse de stabilité

globale de Ehrenstein & Gallaire (2008). La mesure haute fréquen
e permet de quan-

ti�er les os
illations de la 
ou
he de 
isaillement où le 
olorant di�use. Une étude par

PIV résolue en temps a don
 été menée a�n de résoudre toutes les fréquen
es mises

en jeux dans la zone de ratta
hement moyen. Le laser 
ontinu (voir �gure 2.17a) a

été utilisé a�n d'illuminer la bulle de re
ir
ulation, une 
améra rapide Photron

R©
a permis l'enregistrement pendant 31.4 se
ondes de la dynamique instable à une

fréquen
e de 500 Hz. Les 
onditions de l'expérien
e on été 
hoisies a�n d'être su�-

isamment pro
he du seuil d'instabilité et ainsi 
onserver une dynamique aussi pro
he

de la prédi
tion linéaire que possible. Les 
onditions de l'expérien
e ont été mesurées

pour Re = 572 et h/δ = 1.9. La vitesse moyenne de l'é
oulement est présentée �g-

ure 2.17(b). Les signaux asso
iés à la vitesse normale à la paroi, aux empla
ements

x/δ = 60 et x/δ = 80 à une hauteur y/δ = 1.5 ont été analysés et leurs spe
tres

3

sont donnés �gures 2.18(a)-(b). Le pi
 basse fréquen
e reste 
lairement visible ainsi

qu'une se
onde famille de hautes fréquen
es pour le 
as à x/δ = 60, qui sont dans

la même gamme de fréquen
es que l'instabilité de Kelvin-Helmholtz observée dans

les simulations numériques de Marquillie & Ehrenstein (2003). Plus loin dans l'é-


oulement, à x/δ = 80, seule la basse fréquen
e est responsable de la dynamique de

lâ
her tourbillonnaire après le point de ratta
hement.

L'étude expérimentale ayant permis d'identi�er les mêmes phénomènes que l'étude

numérique, plusieurs te
hniques de traitement d'image ont été mise en ÷uvre a�n

3. Résultat d'une simple transformée de Fourier
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Figure 2.17 � Montage expérimental utilisé pour la PIV résolue en temps (a),

é
oulement moyen (u et v) mesuré à Re = 572 et h/δ=1.9 (b)

(a)

 0  0.01  0.02  0.03  0.04  0.05  0.06  0.07  0.08

Po
w

er
 S

pe
ct

ra
l D

en
si

ty
 (

a.
u.

)

f δ/U
(b)

 0  0.01  0.02  0.03  0.04  0.05  0.06  0.07  0.08

Po
w

er
 S

pe
ct

ra
l D

en
si

ty
 (

a.
u.

)

f δ/U

(
)

Figure 2.18 � Densité spe
trale de puissan
e des os
illations de la 
ou
he de 
i-

saillement en utilisant les mesures PIV à x/δ = 60 (a) et x/δ = 80 (b) à Re =

572, y/δ = 1.3 et h/δ = 1.9. Spe
tre global des valeurs propres des modes asso
iés

au �apping (
) 
al
ulé à Re = 600 et h/δ = 2 pour di�érentes longueurs d'ondes

transverses λ/δ.
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de retrouver la dynamique modale identi�ée dans l'étude de stabilité de Ehrenstein

& Gallaire (2008). La stabilité globale de Ehrenstein & Gallaire (2008) a montré

que l'intera
tion non normale de deux modes instables était à l'origine du �apping.

Une nouvelle série de 
al
uls à Re = 600 et h/δ = 2 a été menée a�n de déterminer

l'évolution de 
ette instabilité pour di�érentes longueurs d'ondes dans la dire
tion

transverse. Les résultats présentés dans la �gure 2.18(
) montrent que 
es modes os-


illatoires dominent pour des grandes longueurs d'ondes ave
 des fréquen
es qui sont

dans la gamme des fréquen
es de Kelvin-Helmholtz montrées dans la �gure 2.18(a).

Comme expliqué par Ehrenstein & Gallaire (2008), l'é
art en fréquen
e ∆f est asso-


ié à la basse fréquen
e. Le mode tridimensionnel est aussi présent à Re = 600 (voir

�gure 2.14b) mais ave
 un taux d'ampli�
ation beau
oup plus faible, son maximum

étant σδ/U = 1.110−3
pour λ/δ = 40. Les longueurs d'ondes des modes os
illatoires

instables ont été 
omparés à la largeur du 
anal. Dans le 
as de la plus grande bosse

(5.5 mm), 
ette largeur 
orrespond à z/δ ≈ 150. Tous les modes 
al
ulés dans la �g-

ure 2.18(
) ont des longueurs d'ondes inférieurs à la largeur du 
anal, 
e qui permet

d'a�rmer que l'in�uen
e du 
on�nement sur la dynamique est très limité.

2.2.7 Dé
omposition en modes dynamiques

L'analyse en modes POD n'est pas appropriée pour mettre en éviden
e le phé-

nomène re
her
hé, 
e problème viens du fait que 
ette analyse permet de mettre en

éviden
e la région de 
orrélation (par le produit s
alaire basé sur l'énergie < . >E)

la plus forte

4

, mais ne permet pas de séparer les fréquen
es observées. C'est ré
em-

ment que l'analyse en modes dynamique DMD (Dynami
 Modes De
omposition)

(S
hmid, 2010; Rowley et al., 2009; Basley et al., 2011). et a été appliquée à la mé-


anique des �uides. Cette méthode, a
tuellement en plein essor, permet d'e�e
tuer

une dé
omposition spe
trale de la dynamique issue de simulations numériques ou

d'une expérien
e. La méthode 
onsiste à résoudre un problème aux valeurs propres

en utilisant des 
li
hés instantanés d'une grandeur physique (par exemple la vitesse

u, voir annexe A.2 pour les détails de la méthode). Une série de 4000 
hamps de

vitesse (u, v) issus de la PIV ont été utilisés a�n de re
onstruire le spe
tre asso
ié. Le


ode de simulation utilisé dans Marquillie & Ehrenstein (2003) pour une gamme de

paramètres h/δ = 2 et Re = 650 a permis de générer une nouvelle série de 
hamps

de vitesse. La pro
édure de dé
omposition en modes dynamique a ensuite été mise

4. soit la région de région de lâ
her tourbillonnaire
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Figure 2.19 � Comparaison de l'étude en modes dynamiques pour l'expérien
e

(gau
he) à Re = 550, h/δ = 1.9 et le 
al
ul numérique à Re = 650 et h/δ = 2
(droite). Spe
tre des valeurs propres ω de l'opérateur de Koopman de l'expérien
e

(a)-(b), mode le plus instable de la bran
he 
entrale à ωr ≈ 0.3 (
)-(d), se
ond mode

le plus instable de 
ette bran
he à ωr ≈ 0.4 (e)-(f), mode instable haute fréquen
e

ωr ≈ 0.75 (g)-(h).
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en ÷uvre pour 
omparer les résultats entre l'expérien
e et simulation numérique. L'-

analyse a été pratiquée sur une partie de l'é
oulement 
omprise entre 40 < x/δ < 55

et 0.25 < y/δ < 4 dans l'expérien
e et 25 < x/δ < 85 et 0.1 < y/δ < 4 dans le


al
ul numérique.

La stru
ture des modes les plus instables sont présentées �gure 2.19(
) et �gure

2.19(d) où la vitesse normale a été représentée. Ces modes sont lo
alisés autour

du point de ratta
hement, au niveau de la 
ou
he de 
isaillement ave
 des zones

alternées de vitesses négatives et positives, en a

ord qualitatif ave
 l'analyse de

stabilité linéaire. La �gure 2.19(b) montre le spe
tre asso
ié au 
al
ul numérique et

la �gure 2.19(a) 
elui de l'expérien
e. Si la partie imaginaire de la valeur propre est

positive, 
elle-
i 
orrespond à une ampli�
ation exponentielle en temps du mode as-

so
ié. Les plus ampli�és font partie d'une famille de modes instables lo
alisés autour

du point de ratta
hement de la 
ou
he limite qui n'est pas sans rappeler les résul-

tats obtenus par l'analyse de stabilité de Ehrenstein & Gallaire (2008). La fréquen
e

asso
iée à la partie réelle de la valeur propre ωr 
orrespond à la même gamme de

fréquen
es que 
elles obtenues par l'analyse de stabilité linéaire. Bien qu'une 
orre-

spondan
e entre l'algorithme d'Arnoldi et l'analyse DMD aie été 
onsidérée (Rowley

et al., 2009; Chen et al., 2012), la 
omparaison des taux de 
roissan
e est plus déli-


ate étant donné que la 
roissan
e des modes est a�e
tée par les e�ets non linéaires

dans la simulation ainsi que par les e�ets tri-dimensionnels dans l'expérien
e. Bien

que 
es résultats soient en
ourageants, la méthode reste relativement déli
ate à met-

tre en ÷uvre étant donné que la proje
tion repose sur la qualité du dernier 
li
hé

utilisé pour la proje
tion (voir annexe A.2).

2.3 Dis
ussion

Les di�érents régimes d'instabilité présentés au 
ours de 
ette étude sont ré
a-

pitulés dans la �gure 2.20. On observe que la transition du régime stable à l'in-

stabilité tridimensionnelle apparaît pour un nombre de Reynolds quasi-
onstant de

300 pour 1.6 < h/δ < 2.1. La transition d'un é
oulement dominé par l'instabil-

ité tridimensionnelle au battement basse fréquen
e est moins marquée et dépend

des deux paramètres. La valeur de la basse fréquen
e asso
iée aux os
illations glob-

ales est presque 
onstante dans l'intervalle étudié et reste indépendante de l'em-

pla
ement de la mesure dans le plan transverse z, su�samment loin des bords. La

mesure de la longueur de re
ir
ulation, issue de la visualisation, a permis de retrou-
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Figure 2.20 � Diagramme de stabilité de l'é
oulement expérimental de 
ou
he limite

dé
ollée en fon
tion du nombre de Reynolds Re et de la hauteur de la bosse h/δ.

ver la 
roissan
e linéaire, mise à jour par voie numérique, de la bulle de re
ir
ulation

ave
 le nombre de Reynolds à h/δ 
onstant (Marquillie & Ehrenstein, 2003). Pour

des nombres de Reynolds supérieurs à 300, la première instabilité observée 
orre-

spond à une instabilité tridimensionnelle. La stru
ture modale stationnaire lo
alisée

au sein de la bulle de re
ir
ulation possède une longueur d'onde dans la dire
tion

transverse z en bon a

ord ave
 les prédi
tions numériques et théoriques (Gallaire

et al., 2007). Pour des nombres de Reynolds plus importants, la fréquen
e asso
iée

aux os
illations globales de la bulle de re
ir
ulation est en ex
ellent a

ord ave
 la

basse fréquen
e prédite dans la simulation numérique bidimensionnelle (Marquillie

& Ehrenstein, 2003). Bien que les plus hautes fréquen
es asso
iées à l'instabilité de

Kelvin-Helmholtz, lo
alisées dans la région de ratta
hement moyenne de l'é
oule-

ment, ont aussi été identi�ées, la dynamique de lâ
her tourbillonnaire reste dominée

par l'instabilité basse fréquen
e.

Une analyse modale (Dé
omposition en modes dynamiques) des mesures PIV insta-

tionnaires ainsi que des données issues de la simulation numérique a été 
omparée

aux résultats issus de l'analyse de stabilité linéaire (Ehrenstein & Gallaire, 2008).

Les modes les plus instables issus de l'expérien
e et de la simulation numérique ont

des valeurs propres dans la même gamme de fréquen
e que 
elles issues de l'anal-

yse de stabilité linéaire. De plus, 
es valeurs sont équidistantes en fréquen
e, 
e qui

semble 
on�rmer le s
énario d'une intera
tion modale, responsable des os
illations
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basse fréquen
e (Ehrenstein & Gallaire, 2008). Par ailleurs 
es résultats restent à


on�rmer étant donné que l'analyse en modes dynamique, est fortement dépendante

de la qualité des mesures (Chen et al., 2012).
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Chapitre 3

Contr�le en bou
le fermée : Modes

globaux et rédu
tion de modèle

Dans 
ette partie, on s'intéresse au 
ontr�le de la dynamique présentée dans

le 
hapitre 2. La méthode la plus e�
a
e pour 
ontr�ler 
e type de système 
on-

siste à pro
éder à un asservissement en bou
le fermée (Bewley, 2001). Les modes

globaux apparaissent don
 
omme une base de proje
tion naturelle pour 
onstruire

un 
ontr�leur linéaire de dimension réduite. Sans oublier le 
ara
tère entrée-sortie

du système, 
ette rédu
tion de modèle "a priori" semble tout à fait indiquée en vue

de la 
onstru
tion d'un 
ompensateur optimal, au moins au voisinage du seuil d'in-

stabilité (Åkervik et al., 2007). Une telle rédu
tion de modèle peut être dire
tement


ouplée au 
al
ul DNS et/ou à un ban
 expérimental instrumenté pour le 
ontr�le,

et le nombre de degrés de liberté du modèle réduit doit être aussi faible que possible,

si l'on souhaite pro
éder à un 
ontr�le en temps réel de la dynamique.

3.1 Cal
ul de l'état de base et des modes globaux

La géométrie ainsi que les lignes de 
ourant de l'état stationnaire sont représen-

tées sur la �gure 3.1. Ces solutions ont été obtenues pour un nombre de Reynolds

de 590 et 690 et une bosse de hauteur h = 2 1

. Ces solutions ont été 
al
ulées

en dis
rétisant les équations de Navier-Stokes par une méthode de type 
ollo
a-

tion Chebyshev dans les deux dire
tions de l'espa
e, et ave
 le domaine de 
al
ul

0 ≤ x ≤ 300, η(x) ≤ y ≤ H , ave
 η(x) la limite inférieure. Le pro�l de Blasius

(U(y), 0) a été imposé à l'entrée du domaine de 
al
ul x = 0, la hauteur H = 30 du

domaine a été 
hoisie su�samment grande pour que l'é
oulement y soit uniforme.

1. Les longueurs on été adimensionnées par l'épaisseur de dépla
ement du pro�l de 
ou
he limite

δ et les vitesses par U∞
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3. Contr�le en bou
le fermée : Modes globaux et rédu
tion de

modèle

25 150x

25 x 150

(a)

(b)

Figure 3.1 � Lignes de 
ourant de l'é
oulement de base pour une hauteur de la

bosse h = 2, Re = 590 et Re = 690.

Une 
ondition de type Diri
hlet u = (1, 0) a don
 été imposée sur la limite supérieur

y = H , une 
ondition d'adhéren
e u = (0, 0) à la paroi y = η(x), alors qu'à la sortie

x = L, une 
ondition de Neumann homogène pour la vitesse a été implémentée.

La méthode de type quasi-Newton "Broyden rank one update" est utilisée a�n de

déterminer l'é
oulement de base (Stoer & Bulirs
h, 1992), même instable, solution

des équations de Navier-Stokes stationnaires. Le 
hamp de vitesse us et la pression

d'équilibre ps sont don
 solution de

f(u, p, Re) = [−(u · ∇) · u−∇p + 1

Re
∇2u; ∇ · u] = 0 (3.1)

qui 
onstitue l'état de base pour l'étude de stabilité linéaire. Le 
hoix de la hauteur

H et de la longueur L revêtent une importan
e 
ru
iale pour le 
al
ul de la sta-

bilité globale de 
et é
oulement. Bien que la 
onvergen
e du spe
tre global puisse

di�
ilement être obtenue (voir Trefethen & Embree (2005) pour une plus ample dis-


ussion sur les opérateurs non normaux). La dynamique d'instabilité linéaire dépend

prin
ipalement de l'intera
tion non normale entre modes, et non de la lo
alisation

individuelle des valeurs propres dans le spe
tre. Les valeurs de référen
e L = 300,

et H = 30 ave
 Nx = 250 et Ny = 40 points de 
ollo
ation ont été 
hoisies par

rapport au 
as de référen
e de Ehrenstein & Gallaire (2008). Par la suite on dénote

A(us, Re) = Dus,pf(us, Re) la matri
e ja
obienne 
al
ulée pour l'état d'équilibre

(us, ps). La dynamique de perturbation linéaire est don
 solution du système algébro-

di�érentiel

E
d

dt
q = A(us, Re)q Eq = (u, v, 0), (3.2)

ave
 q = (u, v, p) la perturbation. Cette perturbation satisfait la 
ondition d'ad-

héren
e à la paroi et prise nulle à l'entrée x = 0 ainsi qu'à la limite supérieur y = H ,

et une 
ondition de Neumann a été implémentée à la sortie. La pression est 
al
ulée
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Figure 3.2 � Partie instable du spe
tre global pour une hauteur de la bosse h = 2 ;
+ : Re = 590, ∗ : Re = 690.

de manière impli
ite grâ
e à la 
ondition d'in
ompressibilité imposée à l'intérieur

ainsi que sur les bords du domaine. Les modes erronés inhérents aux dis
rétisations

Chebyshev ont été éliminés suivant la pro
édure de Peyret (2002, 262). La matri
e

A étant inversible et E étant la proje
tion du ve
teur solution q sur le 
hamp de

vitesse u, le système (3.2) peut être intégré en temps en utilisant une formulation

de type Euler retardée du se
ond ordre (parti
ulièrement appropriée pour l'inté-

gration de systèmes algébro-di�érentiels (Kunkel & Mehrmann, 2006)). La stabilité

de l'é
oulement de base (us, ps) est 
al
ulée en 
onsidérant les modes temporels

bidimensionnels

q = q̂(x, y)e−iωt, q̂ = (û, v̂, p̂), (3.3)

les modes û(x, y), p̂(x, y) dépendant à la fois de la 
oordonné longitudinale x et la


oordonné normale à la paroi y. D'après la relation (3.2), 
es modes sont solutions

du problème aux valeurs propres généralisé

−iωEq̂ = A(us, Re)q̂, Eq̂ = [û, 0], (3.4)

ave
 la matri
e ja
obienne A(u, Re) = Du,pf(u, Re). Les solutions q̂ sont 
al
ulées

ave
 l'algorithme d'Arnoldi (Nayar & Ortega, 1993) (voir annexe B.2), suivant la

même méthode que 
elle employée dans Ehrenstein & Gallaire (2008). La partie

instable du spe
tre est présentée dans la �gure 3.2 pour Re = 590 et Re = 690 et

h = 2 et montre l'ampli�
ation des taux de 
roissan
e ωi > 0 ave
 le nombre de

Reynolds. A 
es modes dire
ts est asso
iée la famille de modes adjoints, solutions

du problème aux valeurs propres

iωEq̂+ = A+(us, Re)q̂
+, (3.5)
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Figure 3.3 � Représentation spatiale de la vitesse du mode dire
t (a) et adjoint (b)

le plus instable.


ontr�le

φ
Éstimateur

Modèle réduit ? K ? L ?

mesure

y

Contr�leur

K ?

Système

E d
dtq = Aq +Bφ

Figure 3.4 � S
héma fon
tionnel de la stratégie de 
ontr�le pour la rédu
tion de

modèle.

ave
 A+(us, Re) la matri
e adjointe de A(us, Re), qui est dans 
ette formulation

dis
rète simplement la matri
e transposée de A. Le mode adjoint asso
ié à la valeur

propre la plus instable est représenté sur la �gure 3.3(b) qui montre que sa stru
ture

est lo
alisée au voisinage de la bosse.

Asservissement de la dynamique instable

L'asservissement en bou
le fermée 
onsiste à rendre le système dés
ripteur sta-

ble : il s'agit don
 de 
onstruire un gain de 
ontr�le 
apable de stabiliser le système

(3.2). Pour 
e faire, on introduit la loi de 
ontr�le φ et un a
tionneur B dans (3.2)

qui s'é
rit

E
d

dt
q = Aq+Bφ et φ = Kq

où K stabilise le système (A + BK), 
'est à dire que toutes les valeurs propres de

matri
e (A + BK) ont des parties réelles ωi < 0. Or, il est né
essaire de pro
éder

à une rédu
tion de modèle pour deux raisons : le gain de 
ontr�le K est solution

des équations algébriques de Ri

ati qui deviennent di�
iles à 
al
uler pour des

systèmes de dimension supérieure à O(103). De plus, la rédu
tion de modèle est la
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Figure 3.5 � Représentation spatiale de l'a
tionneur réel, (a) 
omposante de la

vitesse longitudinale, (b) 
omposante de la vitesse normale

seule alternative dès lors que l'on 
her
he à 
ontr�ler un phénomène en temps réel.

3.2 Méthodologie de 
ontr�le rétroa
tif

La stru
ture des modes adjoints étant optimale pour ex
iter les modes dire
ts

(Chomaz, 2005), il 
onvient de pla
er l'a
tionneur près de la partie des
endante de

la bosse, dans la région où l'amplitude des modes adjoints instables est maximale

(voir �gure 3.3b). Un a
tionneur volumique à divergen
e nulle B

Bx = −(y − y0) exp

(
−(x− x0)

2

2σ2
x

− (y − y0)
2

2σ2
y

)
, (3.6)

By =
σ2
y

σ2
x

(x− x0) exp

(
−(x− x0)

2

2σ2
x

− (y − y0)
2

2σ2
y

)
. (3.7)

est lo
alisé en x0 = 40, y0 = 3 et ses deux 
omposantes sont représentées sur la

�gure 3.5. Des 
apteurs sont pla
és sur la paroi et mesurent le frottement pariétal

yi =

∫ xi+∆x

xi

∂u/∂y(x, 0) dx. (3.8)

ave
 ∆x = 20 et x1 = 60, x2 = 100, x3 = 140, x4 = 180, x5 = 220, x6 = 260

et l'opérateur C désigne 
ette mesure. En l'absen
e d'une mesure 
omplète de la

dynamique de perturbation q, on introduit son estimation qe. En plus d'être régie

par la même dynamique, elle est aussi for
ée par un terme de restitution issu de

la mesure : L(y − ye) qui minimise l'erreur entre la dynamique 
omplète et son

estimation. Cet état estimé permet ensuite de 
al
uler la rétroa
tion sur l'é
oulement

via le 
ontr�leur. En ajoutant l'a
tionneur B au système (3.2) ainsi que la mesure
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C, le système 
ouplé s'é
rit

E
d

dt
q = Aq + B φ, y = Cq, (3.9)

E
d

dt
qe = Aqe + Be φ+ L(ye − y), ye = Cqe, φ = Kqe. (3.10)

Reste à déterminer les opérateurs K et L qui sont appelés respe
tivement gain de


ontr�le et gain d'estimation (voir Kim & Bewley (2007) et référen
es asso
iées).

Le système dynamique (3.10), appelé 
ompensateur permet de 
al
uler la loi de


ontr�le φ à partir de la mesure y. Il ne reste plus qu'à 
onstruire un modèle pour

Be, 
apable de 
ontr�ler la dynamique tout en restant de dimension aussi faible que

possible, a�n de pouvoir 
al
uler les gains K et L.

3.3 Proje
tion sur les modes

La dynamique d'instabilité de 
ette 
ou
he limite dé
ollée a été étudiée dans

Ehrenstein & Gallaire (2008) où il a été montré qu'il est possible de représenter des

perturbations optimales dans la base des modes temporels. Cette analyse 
onsiste à

trouver la 
ondition initiale u0 qui donne le maximum de 
roissan
e d'énergie pour

des temps su

essifs S
hmid & Henningson (2001). Pour le 
as présent il s'avère que

quelques 
entaines de modes donnent des résultats 
onvergés quant à la 
roissan
e

transitoire de l'énergie (Ehrenstein & Gallaire, 2008). Pour des temps plus grands

l'intera
tion non normale entre les modes instables permet de retrouver la fréquen
e

de battement de la bulle de re
ir
ulation observée dans Marquillie & Ehrenstein

(2003). Il est alors naturel de vouloir utiliser les modes temporels pour la rédu
tion

de modèle qui est un préalable si l'on 
her
he à mettre en pla
e un 
ontr�le rétroa
tif.

La dynamique réduite est don
 
onstruite dans la base des modes globaux, solution

du problème aux valeurs propres généralisé (3.4). Les ve
teurs propres étant des

paires 
omplexes 
onjuguées alors que les opérateurs sont réels, le modèle pour

l'a
tionneur s'é
rit

Be = E

m∑

i=1

(
βjq̂j + β̄j ¯̂qj

)
(3.11)

(les variables ave
 les barres dénotent la valeur 
omplexe 
onjuguée) ave


¯̂qj solution

de (3.4). Aussi é
rit sous la forme 
ompa
te

Be = EVB̂, (3.12)
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ave
 le ve
teur B̂ = (2β1r,−2β1i, · · · , 2βmr,−2βmi)
T
(ave
 βj = βjr + iβji) ainsi que

la matri
e réelle 
ontenant les ve
teurs propres

V =
(

q̂1r q̂1i · · · q̂mr q̂mi

)
, (3.13)


ontenant les n = 2m 
olonnes 
orrespondant à la partie réelle q̂1r et à la partie

imaginaire q̂1i des ve
teurs propres (pour toutes les valeurs propres satisfaisant la


ondition ωr 6= 0). L'état estimé dans la base des modes

qe = Vx̂e (3.14)

et le 
ompensateur (3.10) s'é
rivent de manière équivalente pour donner lieu au

système de dimension n

d

dt
x̂e = Λx̂e + B̂φ+ L̂(ye − y), ye = Ĉx̂e, φ = K̂x̂e, (3.15)

où Ĉ = CV.

3.3.1 Méthode de proje
tion

3.3.1.1 Spe
tre global

Le 
al
ul des valeurs propres et des ve
teurs propres asso
iés au spe
tre global

de l'état de base à Re = 590 sont présentés dans la �gure 3.6. Étant donné la

dimension du système algébro-di�érentiel (3.2, O(104)), 5 à 6 proje
tions sur des

sous espa
es de Krylov de dimension 1600 à di�érentes positions dans le spe
tre ont

été né
essaires a�n de re
onstruire le résultat de la �gure 3.6. Cette �gure 
ontient

1000 valeurs propres qui sont symétriques par rapport à l'axe imaginaire

3.3.1.2 Proje
tion bi-orthogonale

La pro
édure 
onventionnelle de proje
tion 
onsiste à utiliser la relation de bi-

orthogonalité

< q̂+
k ,Eq̂j >= δkj. (3.16)

Dans 
ette formulation réelle, la matri
e Λ dans (3.15) n'est plus diagonale mais

possède une stru
ture diagonale par blo
s de la forme

(
ωji −ωjr

ωjr ωji

)
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Figure 3.6 � Spe
tre dans la partie ωr > 0 ave
 m = 1000 valeurs propres (Re =
590).

ave
 ωj les valeurs propres, solutions de (3.4). Dans 
ette formulation, les 
oe�
ients

βj sont solution du produit s
alaire entre modes adjoints et l'a
tionneur réel tel que

βj =< q̂+
j ,EB >, j = 1, · · · , m. (3.17)

Or dans 
ette appro
he, au
une importan
e n'a été a

ordée à la relation entre

l'entrée et la sortie du système et 
ette proje
tion n'assure au
une 
onvergen
e d'une

quel
onque norme asso
iée au système réduit (Barbagallo et al., 2011). Le résultat de

la proje
tion bi-orthogonale est présenté dans la �gure 3.7(a). Au vu de la stru
ture

spatiale résultant de 
ette proje
tion, la dé
ision a été prise de minimiser la di�éren
e

entre l'a
tionneur réel B et son modèle Be. Pour 
e faire, deux proje
tions de type

orthogonal sont mises en ÷uvre. Ces méthodes sont parti
ulièrement attra
tives 
ar

elle permettent de s'a�ran
hir du 
al
ul des modes adjoints.
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3.3.1.3 Proje
tion orthogonale, méthode de Gram-S
hmidt.

A�n de mettre en ÷uvre une proje
tion orthogonale, les modes globaux sont

orthogonalisés suivant une pro
édure de Gram-S
hmidt asso
iée au produit s
alaire

énergétique, tel que

∫
Ω
ũH
l ũm dx dy = δlm 
e qui devient pour le système dis
rétisé

< q̃l,WEq̃m >= δlm, (3.18)

ave
 q̃ les modes orthogonalisés, et W une matri
e diagonale 
ontenant les poids

d'intégration (
al
ulés par la méthode des trapèzes) asso
iés à la dis
rétisation. La

relation entre q̂ et q̃ est de la forme

V = VoR

ave
 Vo la matri
e 
ontenant les ve
teurs orthogonaux et R une matri
e triangulaire

supérieure (voir annexe B.2). En dé
omposant sur les modes temporels, le système

(3.2) peut à nouveau être réduit à un système dynamique, équivalent à (3.15). Dans


ette proje
tion, la matri
e

Λ = VT
o A(us, Re)Vo

est pleine et non normale, et la mesure est donnée par Ĉ = CVo. L'a
tionneur

modèle est maintenant 
al
ulé dans 
ette nouvelle base suivant la même logique que

dans l'équation (3.17). Le 
al
ul des 
oe�
ients βj suivant 
ette proje
tion s'é
rit

βj =< q̃j,EB >,

et la stru
ture dans l'espa
e physique de l'a
tionneur modèle utilisant 
es 
oe�
ients

est représentée sur la �gure 3.7(b). Cet a
tionneur est 
entré au même endroit que

l'a
tionneur réel et leur stru
tures sont similaires.

3.3.1.4 Méthode des moindres 
arrés

Une autre manière de 
onstruire un modèle d'a
tionneur par proje
tion orthog-

onale 
onsiste à résoudre un problème d'optimisation. Il s'agit de 
al
uler la 
om-

binaison linéaire des 
oe�
ients βj qui minimise l'erreur entre l'a
tionneur et son

modèle.

||V B̂− (B−Be)||2 = min
ŷ

||V ŷ − (B−Be)||2. (3.19)
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Figure 3.7 � Composante longitudinale de la vitesse de l'a
tionneur projeté Be

pour la base modale présentée à Re = 590 ; par proje
tion bi-orthogonale,m = 1000
(a) et par proje
tion orthogonale, m = 985 (b).

(ave
 la norme basée sur le produit s
alaire énergétique où ||g||2 = gTWg est la

version dis
rète du produit s
alaire

∫
(g2x + g2y)dxdy pour toute fon
tion volumique

g = (gx, gy).) Il 
onvient don
 de résoudre le système normal

VTWV B̂e = VTW(B−Be). (3.20)


e qui permet de 
al
uler les 
oe�
ients B̂ issus de 
ette pro
édure d'optimisation.

Le 
ompensateur qui en résulte est équivalent au système dynamique (3.15).

3.4 Analyse d'erreur, algorithme et séle
tion des

modes

Une analyse de l'erreur entre la dynamique de perturbation linéaire et le 
om-

pensateur s'é
rit

E
d

dt
q̄ = Aq̄+ (B−Be)φ+ Lȳ, ȳ = Cq̄. (3.21)

ave
 q̄ = q−qe l'erreur 
ommise lors de l'estimation ainsi que B̄ = B−Be, l'erreur

entre l'a
tionneur et son modèle. À partir de l'équation (3.21), on peut déduire que

l'a
tionneur modèle ne doit pas avoir de 
ontribution sur les modes instables ainsi

qu'une 
ontribution minime sur la partie stable du spe
tre V. L'espa
e des modes


onsidéré est don
 divisé en deux parties :

V = Vu +Vs,

la partie instable du spe
tre dénotée par l'indi
e u, et la partie stable dénotée par

l'indi
e s. Bien que pour les modes instables la seule proje
tion viable soit la pro-

je
tion bi-orthogonale, d'autres méthodes peuvent être mises en ÷uvre sur la partie
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stable (voir Barbagallo et al. (2009) pour une proje
tion basée sur la relation entrée-

sortie du système).

3.4.1 Algorithme de proje
tion

L'a
tionneur Be est tout d'abord 
onstruit par proje
tion bi-orthogonale de

l'a
tionneur B sur la partie instable des modes tel que βj =< q̂+
j ,EB >, j =

1, · · · , mu, 
e qui donne lieu à

Bu = EVuB̂u. (3.22)

ave
mu = 15 pour l'é
oulement àRe = 590 etmu = 17 pour Re = 690. L'a
tionneur

modèle Be est ensuite dé
omposé entre la partie stable et la partie instable

Be = Bu +Bs. (3.23)

La proje
tion sur la partie stable Bs = VsB̂s est solution de la proje
tion par

moindres 
arrés

VT
s WVs B̂s = VT

s W(B−Bu)

Ave
 la dé
omposition (3.23), l'erreur due à la proje
tion (3.21) est orthogonale

à l'ensemble des modes globaux stables utilisés pour la proje
tion et n'a au
une


ontribution sur la dynamique instable. L'a
tionneur modèle Be est don
 
onstruit

dans un sous-espa
e a�n de 
orrespondre de manière optimale ave
 l'a
tionneur réel

B.

3.4.2 Séle
tion des modes

Dans le but de 
onstruire une bou
le de régulation en temps réel, la dimension

du 
ontr�leur doit être aussi faible que possible. Étant donné que la base des modes

globaux n'est pas optimale en vue du 
ontr�le, un 
ritère de séle
tion prenant en


ompte le 
ara
tère entrée-sortie du système doit être utilisé a�n de déterminer la

quantité d'information 
ontenue dans 
haque mode (Bagheri et al., 2009; Barbagallo

et al., 2009). L'appro
he 
onsiste à quanti�er la mesure y = Cq pour un forçage

harmonique φ = eiωt du système

E
d

dt
q = Aq+Bje

iωt. (3.24)

Par 
onséquent

y = C (iωE−A)−1
Bje

iωt, (3.25)
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ave
 Bj la 
omposante de l'a
tionneur projeté par rapport au ve
teur propre qj . Le

développement dans la base des modes globaux (sans oublier le 
onjugué 
omplexe)

est (3.11) et pour Bj = βjEq̂j, on obtient

y = Cq̂j

(
1

iω − λj

)
βje

iωt
(3.26)

ave
 λj = −iωj la valeur propre asso
iée au ve
teur propre q̂j . La mesure Cq̂j

asso
iée à 
e mode est don
 un ve
teur Cj ave
 6 
omposantes 
omplexes qui indique

l'observabilité du mode alors que la mesure de la 
ontr�labilité est donnée par βj.

À partir de l'équation (3.26), on peut don
 é
rire l'inégalité suivante

|y| ≤ |Cj||βj|
|Re(λj)|

= Γj (3.27)

où les Γj fournissent une hiérar
hie des modes basée sur leur 
ontr�labilité et leur ob-

servabilité (|Cj| est i
i la somme des 6 
omposantes). Dans le 
as présent, |Re(λj)| =
|Im(ωj)| et augmente ave
 le taux d'amortissement du mode stable 
onsidéré. La

valeur de Γj a été 
al
ulée pour l'a
tionneur projeté dans la �gure 3.7(b) et les

modes ont été séle
tionnés de manière dé
roissante. Les 200 premiers modes séle
-

tionnés par 
e 
ritère sont présentés dans la �gure 3.8(a) et les 50 premiers modes

dans la �gure 3.8(b). Cette pro
édure de séle
tion du sous-espa
e stable doit être

re
al
ulée selon la méthode de proje
tion orthogonale utilisée (moindres 
arrés ou

orthogonalisation de Gram-S
hmidt), la méthode étant peu sensible à l'in
rément

∆m utilisé durant la pro
édure de rédu
tion du sous-espa
e de proje
tion. Bien que

d'une manière générale, la valeur de Γj diminue ave
 le taux d'amortissement du

mode (Im(ωj), il semble que 
ertains modes ave
 une taux d'amortissement impor-

tant semblent jouer un r�le pour la proje
tion ave
 m = 200 (voir �gure 3.8a). Ce


ritère a aussi été utilisé dans le 
as de la proje
tion bi-orthogonale et des résultats

similaires ont été obtenus.

3.5 Gains de 
ontr�le et d'estimation

Les estimateurs de dimension réduite

d

dt
x̂ = Λx̂ + B̂φ, φ = K̂x̂. (3.28)

sont ensuite utilisés a�n de 
al
uler le gain de 
ontr�le qui stabilise le système linéaire

(3.28). Le gain de 
ontr�le optimal K̂, minimise la fon
tionnelle

J =
1

2

∫ T

0

x̂TVTWVx̂ dt+
l2c
2

∫ T

0

φ2dt. (3.29)
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Figure 3.8 � Valeurs propres séle
tionnées Γj dé
roissantes (é
oulement à Re =
590) ; (a) 200 valeurs propres ; (b) 50 valeurs propres.

ave
 lc le paramètre de 
oût qui permet de borner le 
ontr�le par rapport à l'énergie

et 
e paramètre a été �xé à l2c = 108. Pour des temps d'optimisation T → ∞, le

gain de 
ontr�le K̂ est donné par K̂ = −l−2
c B̂ Xc, la matri
e Xc étant solution de

l'équation algébrique de Ri

ati.

ΛXc +XcΛ
T − l−2

c XcB̂e

T
B̂eXc +Q = 0.

ave
 Q la matri
e 
orrespondant aux produit s
alaire énergétique des modes utilisés

lors de la 
onstru
tion de l'estimateur. Les détails de la méthode sont disponibles

dans Kim & Bewley (2007). Elle a été utilisée par Barbagallo et al. (2008), Bagheri

et al. (2009), Åkervik et al. (2007), parmi d'autres.

Le gain d'estimation minimise l'erreur sur la mesure x̃ = x̂− x̂e, solution de

d

dt
x̃ = Λ x̃+ L̂ỹ, ỹ = Ĉx̃. (3.30)

Kim & Bewley (2007, 399) ont montré qu'il existait une analogie entre le système

(3.30) et le système (3.28) et le gain d'estimation L̂ s'é
rit L̂ = −l−2
e XeĈ

T
ave
 Xe
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solution de l'équation de Ri

ati

ΛXe +XeΛ
T − l−2

e XeĈ
T ĈXe +Q = 0. (3.31)

Le paramètre l−2
e peut être interprété 
omme la varian
e du bruit issu de la mesure,

alors que la matri
e Q dans l'équation (3.31) 
orrespond à la matri
e de 
ovarian
e

d'un bruit blan
 provenant de la dynamique (voir H÷p�ner et al. (2005)). Au
une

perturbation ou bruit de mesure n'a été modélisée par la suite et il 
onvient don


de 
hoisir Q = I (Kim & Bewley, 2007), l2e = 108 a été utilisé a�n de borner

l'information issue de la mesure.

3.6 Contr�le de la dynamique

Le 
ompensateur (3.15) est �nalement 
ouplé à la dynamique de perturbation

linéaire (3.9) donnant lieu au système

E
d

dt
q = Aq + B φ, y = Cq, (3.32)

d

dt
x̂e =

(
Λ+ B̂K̂+ L̂Ĉ

)
x̂e − L̂y, (3.33)

φ = K̂x̂e. (3.34)

Un s
héma de dis
rétisation temporelle impli
ite de type Euler retardé d'ordre 2 a

été utilisé pour l'intégration en temps du système 
ouplé (3.34), et le ve
teur qn+1

au temps tn+1 = (n+ 1)∆t est solution de

(
3

2∆t
E−A

)
qn+1 =

1

2∆t
E
(
4qn − qn−1

)
+Bφn+1. (3.35)

Même pour des matri
es de grande dimension et de sur
roît pleines (dû à la dis-


rétisation de type Chebyshev), l'inversion expli
ite grâ
e à une méthode LU du

membre à gau
he permet une intégration en temps e�
a
e du système 
i-dessus.

Un fois que la solution au temps tn+1 a été déterminée, une estimation (au se
ond

ordre en temps) du frottement pariétal yn+2 ≈ 2yn+1 − yn
est utilisée dans (3.33)

(utilisant la même dis
rétisation temporelle que l'équation (3.35)), et permet ainsi

de 
al
uler la valeur du 
ontr�le au pas de temps suivant.

3.6.1 Résultats à Re = 590

Tout d'abord, l'é
oulement faiblement instable à Re = 590 a été 
ouplé au


ompensateur de dimension réelle n = 2m issue de la proje
tion bi-orthogonale
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Figure 3.9 � Énergie de la perturbation (normalisée par E(0)) en fon
tion du temps

(Re = 590) : � 
as sans 
ontr�le ; − − − estimateur de dimension n = 400 (double-
proje
tion) ; · · · estimateur de dimension n = 100 (double-proje
tion) ; − · −· :
estimateur de dimension n = 100 (proje
tion bi-orthogonale).

ainsi que de la proje
tion 
ombinée ave
 les moindres 
arrés. La 
ondition initiale

utilisée dans le 
as présent est identique à l'a
tionneur mais elle a été pla
ée en

amont de la bosse au temps t = 0. La ligne 
ontinue dans la �gure 3.9, montre

l'évolution de l'énergie au 
ours du temps pour la dynamique sans 
ontr�le où l'on

retrouve les éléments présentés dans le 
hapitre 2. Des 
ompensateurs de dimension

n = 400 et n = 100 ont été utilisés (
e qui représente m = 200 et m = 50 modes


omplexes). Les résultats ave
 
ontr�le sont représentés par les lignes en pointillés

et tirets et permettent de supprimer toute dynamique de l'é
oulement. Le 
ontr�le

n'a�e
te au
unement la dynamique liée à la 
roissan
e transitoire jusqu'à t = 200 (les


apteurs n'ayant pu mesurer la perturbation lo
alisée en
ore en amont de x = 60).

Le 
ompensateur obtenu par proje
tion bi-orthogonale ave
 n = 100, dénoté par la

ligne en tirets-pointillés, n'est pas 
apable de 
ontr�ler la dynamique après t ≈ 700

alors que la proje
tion 
ombinée permet de supprimer la dynamique pour T → ∞.

Cette nouvelle méthode de proje
tion est don
 plus performante que la proje
tion bi-

orthogonale. L'é
oulement non 
ontr�lé est présenté dans la �gure 3.10 où l'on peut
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Figure 3.10 � Composante longitudinale de la vitesse de la perturbation non 
on-

tr�lé à t = 350, 485, 550. La ligne verti
ale montre le point de ratta
hement de

l'é
oulement de base.
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Figure 3.11 � Composante longitudinale de la vitesse de la perturbation ave
 
on-

tr�le à t = 100, 300, 500, 1100.

voir la perturbation se régénérer. Le 
ontr�le permet de supprimer 
e mé
anisme

et la perturbation se retrouve adve
tée vers la sortie du domaine pour �nalement

disparaître vers t ≈ 3000 voir �gure 3.11.

3.6.2 Résultats à Re = 690

Le 
ontr�le de la dynamique à Re = 690 semble plus di�
ile étant donné les forts

taux d'ampli�
ation des modes instables (voir �gure 3.2). La 
ondition initiale ainsi

que l'a
tionneur restent les mêmes que pour le 
as étudié à Re = 590. Des estima-

teurs de dimension réduite sont 
ouplés à la dynamique instable qui est représentée

par la ligne 
ontinue dans la �gure 3.12. Dans le 
as présent, la 
roissan
e transi-

toire à t ≈ 200 et la dynamique de battement basse fréquen
e montrent un taux

de 
roissan
e similaire. Les 
ompensateurs basés sur une dimension n = 400 sont


apables de 
ontr�ler 
ette dynamique fortement instable mais la dé
roissan
e de
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Figure 3.12 � Énergie de la perturbation (normalisée par E(0)) en fon
tion du

temps (Re = 690) : �- dynamique sans 
ontr�le ; · · · estimateur de dimension

n = 400 (double-proje
tion) ; − − − estimateur de dimension n = 300 (double-

proje
tion) ; − · −· : estimateur de dimension n = 400 (proje
tion bi-orthogonale).

l'énergie (représentée par la ligne en pointillés) est faible 
omparée au 
as présenté à

Re = 590. Un 
ontr�leur de dimension n = 300 (m = 150) est tout juste 
apable de

maintenir le système à un niveau d'énergie stable. Il semble don
 que la dimension

né
essaire à la 
onstru
tion d'un 
ompensateur 
onstruit dans la base des modes

globaux augmente ave
 le nombre de Reynolds. Cette même question a aussi été

ré
emment abordée par Alizard & Robinet (2011) dans le 
as d'une perturbation

optimale. Par ailleurs, un estimateur de dimension n = 400 
onstruit par proje
-

tion bi-orthogonale, représenté par la ligne en tirets-pointillés dans la �gure 3.12 ne

permet pas de stabiliser 
ette dynamique.

3.7 Dis
ussion

L'analyse de stabilité globale d'un é
oulement non-parallèle permet de 
al
uler

les modes spatio-temporels et de re
onstruire la dynamique instable asso
iée. Ces

modes apparaissent naturellement lors de la 
onstru
tion d'un système réduit et

permettent de 
onstruire des 
ompensateurs de faible dimension dans le 
as où la
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dynamique est peu instable (Åkervik et al., 2007). Une nouvelle proje
tion 
om-

binant la proje
tion bi-orthogonale sur la partie instable des modes temporels et

une proje
tion orthogonale basée sur les modes stables ave
 un 
ritère de séle
tion

permet de 
onstruire des 
ompensateurs de dimension relativement faible n = 100.

Cette nouvelle proje
tion permet de s'a�ran
hir du 
al
ul des modes adjoints stables

et né
essite moins de modes que la proje
tion basée seulement sur la relation de bi-

orthogonalité. La pertinen
e de la proje
tion bi-orthogonale a été ré
emment remise

en question par Barbagallo et al. (2009) dans le 
as d'un é
oulement fortement

instable au dessus d'une 
avité. Cette étude montre que la dimension né
essaire

à la 
onstru
tion d'un 
ompensateur 
onstruit dans la base des modes temporels

augmente ave
 le taux de 
roissan
e de l'instabilité.

Ces 
ompensateurs de dimension réduite ont été 
ouplés ave
 la dynamique non

linéaire mais sans réel su

ès. Tant que l'amplitude de la perturbation reste faible,

la dynamique linéaire n'est pas a�e
tée par les intera
tions non linéaires et le 
on-

tr�leur stabilise la dynamique. Dès lors que l'amplitude initiale de la perturbation

est su�samment importante, le 
ompensateur, même 
onstruit en utilisant plusieurs


entaines de modes globaux, ne permet pas de stabiliser la dynamique non linéaire.

Des tentatives de 
ontr�le en pénalisant au maximum les gains de 
ontr�le et d'esti-

mation ont mené aux mêmes 
on
lusions. Dans la suite, 
e travail est don
 
onsa
rée

au 
ontr�le de la dynamique non linéaire pleinement développée où seule une ap-

pro
he Lagrangienne semble en mesure de fournir des informations pertinentes.
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Chapitre 4

Contr�le par optimisation

Lagrangienne

Cette dernière partie s'intéresse au 
ontr�le de la dynamique non linéaire pleine-

ment développée. Des lois de 
ontr�le sont 
al
ulées sur des intervalles de temps du

même ordre de grandeur que la dynamique basse-fréquen
e en utilisant une méthode

d'optimisation Lagrangienne. Les possibilités d'un 
ontr�le total de la dynamique

instable sont évaluées en utilisant des a
tionneurs de type sou�age-aspiration posi-

tionnés sur la paroi. Une méthode numérique de résolution des équations de Navier-

Stokes et du système adjoint asso
ié, basée sur les travaux de Wiplier & Ehrenstein

(2000) et Marquillie & Ehrenstein (2003), a été développée dans un domaine �ni.

La méthode de la matri
e d'in�uen
e a été utilisée a�n d'assurer la 
ondition d'in-


ompressibilité et implémenter les 
onditions aux limites spé
i�ques à 
e type de

problème.

4.1 Méthodes numériques en vue de l'optimisation

sous 
ontrainte

Le système de Navier-Stokes pour un �uide in
ompressible s'é
rit

∂tU + (U · ∇)U+∇P − (1/Re)∆U = 0, ∇ ·U = 0 (4.1)

où U(x, t) est le 
hamp de vitesse et P (x, t) est la pression. Le domaine de 
al
ul Ω

a une longueur L = 250 et une hauteur �nie H = 100. La bosse est in
luse dans le

domaine par le 
hangement de variable

ȳ = y − η(x) (4.2)
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qui transforme le domaine de 
al
ul en domaine 
artésien. Les opérateurs s'é
rivent

∇ = ∇̄ +Gη, ∆ = ∆̄ + Lη (4.3)

ave


Gη = (−∂η
∂x

∂

∂y
, 0) (4.4)

et

Lη = −∂
2η

∂x2
− 2

∂η

∂y

∂2

∂x∂y
+ (

∂η

∂x
)2
∂2

∂y2
. (4.5)

4.1.1 Dis
rétisations

En suivant l'appro
he de Wiplier & Ehrenstein (2000), la dire
tion longitudinale

x utilise une dis
rétisation de type di�éren
es �nies 
entrées d'ordre 4 pour le Lapla-


ien et 8 pour le gradient. La 
oordonnée normale à la paroi y est dis
rétisée ave


une appro
he de type 
ollo
ation-Chebyshev. La transformation

y =
Hs(1 + ζ)

2s+H(1− ζ)
(4.6)

permet de passer d'un domaine �ni ζ ∈ [−1, 1] (point de Gauss-Lobatto) au domaine

�ni y ∈ [0, H ] où H représente la distan
e à la paroi et où s 
ontr�le l'étirement

du maillage ave
 une valeur de 20. La dis
rétisation temporelle utilise un s
héma de

type Euler retardé du se
ond ordre, la partie 
artésienne des termes de di�usion est

prise de manière impli
ite. Les termes d'adve
tion, ainsi que les termes géométriques

(
ontenant η et ses dérivées) sont extrapolés par un s
héma expli
ite de type Adams-

Bashforth du se
ond ordre. le système à intégrer en temps s'é
rit

∆P n+1 = J(U)n,n−1
(4.7)

(∆̄− 3τ)Un+1 = Re∇P n+1 + F n,n−1, τ =
Re

2∆t
(4.8)

∇ ·Un+1 = 0, (4.9)

ave


F n,n−1 = −4τUn + τUn−1 − [LηU]n,n−1 +Re[(U · ∇)U)]n,n−1
(4.10)

et

J(u) =
∂U

∂x

∂V

∂y
− ∂U

∂y

∂V

∂x
, (4.11)

où l'exposant n, n − 1 
orrespond au s
héma d'Adams-Bashforth ave
 [·]n,n−1 =

2[·]n − [·]n−1
. Les détails sur le 
hangement de 
oordonnées ainsi que la méthode

de diagonalisation des opérateurs de dérivées se
ondes sont identiques à 
eux de

Marquillie (2003) et sont dé
rits dans sa thèse.
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4.1.2 Conditions aux limites pour le système de Navier-Stokes

Sur les limites du domaine ∂Ω, le pro�l de Blasius est utilisé 
omme 
ondition

d'entrée à x = 0, une 
ondition d'adhéren
e U(x, 0) = (0, 0) à la paroi a été imposée

et une 
ondition d'é
oulement uniforme U(x,H) = (1, 0), loin de la paroi où les

gradients s'annulent a été implémentée. La 
ondition à la sortie ∂Ωs est de type


ontrainte nulle, tel que

1

Re
(∇U) · n|x=L = Pn|x=L (4.12)

où n est le ve
teur normal à la limite ∂Ωs. Cette 
ondition permet de minimiser la

distorsion des tourbillons à leur sortie du domaine. Cette 
ondition est di�érente de


elle utilisée par Marquillie & Ehrenstein (2003) pour le même problème, mais la


ondition d'adve
tion utilisée à la sortie par 
es derniers n'est pas 
ompatible ave


le problème d'optimisation.

4.1.3 Méthode de la matri
e d'in�uen
e

La 
ondition à la sortie (4.12) impose un 
ouplage entre le gradient de vitesse

et la pression. Or, dans le système de Navier-Stokes, la valeur de la pression est

dé�nie à une 
onstante près. La méthode de proje
tion utilisée par Marquillie &

Ehrenstein (2003) devient instable si 
ette 
ondition est utilisée. La méthode de la

matri
e d'in�uen
e implémentée par Wiplier & Ehrenstein (2000) 
onsiste à trouver

une 
ondition de Diri
hlet pour la pression qui assure la 
ondition d'in
ompressibilité

(Ehrentein & Peyret, 1989). La méthode s'arti
ule de la manière suivante. Avant de


ommen
er l'intégration en temps du système (4.7-4.8), le système

∆P̂k = 0, P̂k|∂Ωj
= δk,j

doit être résolu, où δk,j est le symbole de Krone
ker (δkj = 1 pour k = j et δkj = 0

pour k 6= j). Les solutions élémentaires P̂k sont 
al
ulées pour 1 ≤ k ≤ K, ave
 K le

nombre de points de dis
rétisation sur la limite ∂Ω, qui sont dans le 
as présent au

nombre de 2× (Nx− 1)+2× (Ny− 1), ave
 N le nombre de points de dis
rétisation

asso
iés à une dire
tion. Le 
hamps de vitesse Ûk est solution du système

(∆̄− 3τ)Ûk = Re∇P̂k, (∇Ûk) · n|∂Ωs
= ReP̂kn|∂Ωs

, Ûk|∂Ω−∂Ωs
= 0. (4.13)

La matri
e d'in�uen
e M ne né
essite qu'une seule évaluation et les solutions élé-

mentaires ∇ · Ûk|∂Ω sont sto
kées sous la forme de ve
teurs 
olonnes tel que

M = [∇ · Û1|∂Ω,∇ · Û2|∂Ω, · · · ,∇ · ÛK |∂Ω]. (4.14)
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La matri
e d'in�uen
e n'est 
al
ulée qu'une seule fois et est sto
kée avant de 
om-

men
er l'intégration du système dis
ret de Navier-Stokes.

Pendant la mar
he en temps, à 
haque pas de temps, le système (4.7)-(4.8) est résolu

en utilisant une 
ondition pour la pression P 0|∂Ω = 0. La solution U0
n'étant pas

à divergen
e nulle, la valeur de ∇ · U0|∂Ω est 
al
ulée et le ve
teur γ, solution du

système linéaire

Mγ = −∇ ·U|0∂Ω, (4.15)


ontient la valeur de la pression P n+1|∂Ω qui satisfait la 
ondition d'in
ompressibilité

(4.9) et permet de 
al
uler la solution du système (4.7)-(4.8) au temps n+ 1.

L'algorithme de résolution est donné dans l'en
adré qui suit :

∆P 0 = J(U)n,n−1, P 0|∂Ω = 0

(∆̄− 3τ)U0 = Re∇P 0 + F n,n−1, U0|∂Ω−∂Ωs
= c.l.,

∂U

∂x

0

|∂Ωs
= P 0

Mγ = −∇ ·U0|∂Ω
∆P n+1 = J(U)n,n−1, P n+1|∂Ω = γ

(∆̄− 3τ)Un+1 = Re∇P n+1 + F n,n−1, Un+1|∂Ω−∂Ωs
= c.l.,

∂Un+1

∂x
|∂Ωs

= P n+1|∂Ωs

Dans 
ette formulation, les termes métriques (4.4)-(4.5) sont 
al
ulés de manière

expli
ite en utilisant une approximation de type Adams-Bashforth du se
ond ordre et

seule la partie Cartésienne de l'opérateur des dérivées se
ondes (noté ∆̄) est inversé.

La dire
tion y est diagonalisée et la stru
ture penta-diagonale permet de résoudre

de manière impli
ite les problèmes de Helmholtz (4.7) et (4.8). A�n d'assurer la

stabilité numérique de l'algorithme, l'équation de Poisson pour la pression (4.7) a

été résolue de manière impli
ite ave
 une pro
édure analogue à 
elle utilisée dans

Marquillie & Ehrenstein (2003).

4.1.4 Cal
ul de l'é
oulement de base

Le 
hamp de base, solution des équations de Navier-Stokes stationnaires (3.1) a

été 
al
ulé grâ
e à une méthode de �ltrage

1

(Åkervik et al., 2006) et un exemple

1. sele
tive frequen
y damping
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Figure 4.1 � Exemple d'un é
oulement de base 
al
ulé par �ltrage pour Re = 650
et h = 2.

Figure 4.2 � Convergen
e du maximum de di�eren
e entre l'état �ltré Ū et non

�ltré U qui 
orrespond à la 
onvergen
e vers un é
oulement stationnaire à Re = 650
et h = 2 en fon
tion du temps de la simulation t.

d'é
oulement stationnaire est présenté dans la �gure 4.1. Cette méthode est parti-


ulièrement avantageuse par rapport aux méthodes de type Newton pour le 
al
ul

de l'état de base, 
ar elle s'a�ran
hit de la 
onstru
tion des matri
es qui dépendent

de la dis
rétisation. La méthode 
onsiste à intégrer en temps le système 
ouplé

{
E∂tQ = F(Q, Re)− ξ(Q− Q̄)

∂tQ̄ = (Q−Q̄)
Λ

(4.16)

où Q 
ontient la vitesse U et la pression P de l'é
oulement de base. Dans 
ette

formulation,

1
Λ
peut-être 
omparé à une fréquen
e de 
oupure et ξ à un 
oe�
ient

d'amortissement. Dans le 
as présent, la valeur de

1
Λ
est la plus basse fréquen
e

asso
iée aux modes globaux instables et ξ 
orrespond au taux de 
roissan
e du mode

global le plus instable (voir �gure 3.2), issus de l'analyse de stabilité de Ehrenstein

& Gallaire (2008). Les valeurs utilisées dans 
es travaux sont Λ = 6.37 et ξ = 0.03

et la 
onvergen
e entre l'état �ltré Ū et l'état non �ltré U à Re = 650 et h = 2 est

atteinte après 4000 unités de temps (voir �gure 4.2).
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4.2 Système adjoint et optimalité

4.2.1 Équations adjointes

L'é
oulement est maintenant dé
omposé en un é
oulement de base et une per-

turbation. Le système de Navier-Stokes devient

∂tu+ (U · ∇)u+ (u · ∇)U+ (u · ∇)u+∇p− (1/Re)∆u = 0, ∇ · u = 0 (4.17)

où U est maintenant la vitesse de l'é
oulement de base, u et p sont respe
tivement

la vitesse et la pression de la perturbation. On dé�nit une fon
tion obje
tif J (u, φ)

et les 
ontraintes (f , g, · · · ) telles que

f(U,q, Re) = 0, g(u, φ) = 0 (4.18)

où f représente le système de Navier-Stokes (4.17), et où g dé�nit une relation

entre le domaine �uide u et la variable de 
ontr�le φ (loi de 
ontr�le ou 
ondition

initiale dans le 
as présent). Ave
 l'introdu
tion des multipli
ateurs de Lagrange

q+ = (u+, p+) et φ+
, le problème d'optimisation à résoudre 
onsiste à trouver

q,q+, φ, φ+
a�n que le Lagrangien L

L(q,q+) = J− < f(U,q, Re),q+ > (4.19)

soit rendu stationnaire. Le produit s
alaire < · > est dé�ni par l'intégrale double

∫ T1

T0

∫
Ω

· dxdt, où la fenêtre d'optimisation est prise dans l'intervalle [T0, T1℄. Le

système adjoint de Navier-Stokes est obtenu en prenant la dérivée de Fré
het du

se
ond terme du Lagrangien (4.19) et en e�e
tuant les opérations d'intégration par

parties,

Dq < f(U,q, Re),q+ > · q̂ =< f+(U,q,q+, Re), q̂ > +B.T., (4.20)

ave
 le système adjoint (les détails du 
al
ul sont donnés dans Bewley et al. (2001))

f+(U,q,q+, Re) =

[
− ∂tu

+ − (U · ∇)u+ + (∇U)Tu+

−(u · ∇)u+ + (∇u)Tu+ +∇p+ − 1

Re
∇2u+;−∇ · u+

]
.

(4.21)

Les termes B.T. dans (4.20) sont donnés par l'intégrale

B.T. =

∫ T1

T0

∫

∂Ω

[
1

Re
u+(∇û · n)− 1

Re
(∇u+ · n)û− (U · n)u+ · û− (u · n)u+ · û

+ (p+ · n)û− u+(p̂ · n)
]
ds dt +

∫

Ω

[u+ · û]T1

T0
dx

(4.22)
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qui doivent être annulés sur les bords du domaine ∂Ω a�n d'assurer la 
ompatibilité

entre le système de Navier-Stokes et son adjoint.

4.2.2 Conditions aux limites pour le système dire
t-adjoint

Dire
t Adjoint

A l'entrée : au
une perturbation Il semble naturel d'utiliser une 
ondition de type

n'est introduite, Diri
hlet nulle ; Or 
ette 
ondition n'est valable que

la 
ondition à imposer lorsque la solution adjointe reste lo
alisée loin

sur 
ette limite est de type de 
ette limite. Une autre alternative valable 
on-

Diri
hlet nulle. siste à imposer une 
ondition de type Robin

− 1
Re
(∇u+)n|∂Ωe

− (U · n)u+|∂Ωe
+ p+n|∂Ωe

= 0.

Cette 
ondition reste valide tant que la perturba-

tion et ses gradients s'annulent pro
he de l'entrée.

A la paroi : une 
ondition une 
ondition d'adhéren
e similaire

d'adhéren
e est implémentée. au système dire
t est implémentée.

A l'in�ni : une 
ondition de Une 
ondition de

type Diri
hlet nulle est type Diri
hlet nulle est


ompatible étant donné que 
ompatible étant donné que

la perturbation s'annule la solution adjointe

loin de la paroi. s'annule loin de la paroi.

A la sortie : les 
onditions La 
ondition à la sortie pour le système adjoint

de type 
ontrainte nulle − 1
Re
(∇u+)n|∂Ωs

− (U · n)u+|∂Ωs
− (u · n)u+|∂Ωs

1
Re
∇u · n− pn = 0 +p+n|∂Ωs

= 0, permet d'annuler l'intégrale (4.22).

sont imposées à la sortie . Cette 
ondition est implémentée ave
 la matri
e

du domaine ∂Ωs. d'in�uen
e, et les termes −(u · n)u+|∂Ωs

sont extrapolés en utilisant

la méthode d'Adams-Bashforth

Tableau 4.1 - Conditions aux limites 
ompatibles entre le système dire
t et son

adjoint.

Le 
hoix des 
onditions aux limites est essentiel et les 
ouples 
ompatibles entre

le système dire
t et son adjoint doivent permettre d'annuler l'intégrale (4.22). Les


onditions possibles entre le système de Navier-Stokes et son adjoint pour 
haque

partie du domaine sont résumées dans le tableau 4.1.
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4.2.3 Gradient de plus grande pente

Perturbation optimale

Dans le 
as de la perturbation optimale, la fon
tion obje
tif

J0(u) =
1

2

∫

Ω

u(T1) · u(T1) dx (4.23)

est une mesure de l'énergie 
inétique de la perturbation u au temps T1 et l'in
onnue

est maintenant la 
ondition initiale u0, qui est soumise aux 
ontraintes

f(U,q, Re) = 0, g(u,u0) = u(T0)− u0 = 0, h(u0, ǫ) =

∫

Ω

u0 · u0 dx− ǫ = 0

(4.24)

où ǫ est l'amplitude de la 
ondition initiale u0. Le Lagrangien s'é
rit

L = J0(u)− < f(U,q, Re),q+ > − < g(u,u0),u
+
0 > −h(u0, ǫ)ǫ

+. (4.25)

En annulant les dérivées de Fré
het par rapport aux variables d'état q et en prenant

en 
ompte le système adjoint, résolu ave
 les 
onditions aux limites 
ompatibles ave


le problème dire
t (voir tableau 4.1), on obtient

∫

Ω

u(T1) · û(T1) dx−
∫

Ω

u+
0 · û(T0) dx−

∫

Ω

[u+ · û]T1

T0
dx = 0 (4.26)

où le dernier terme à gau
he 
orrespond à l'expression dans (4.22) qui n'est pas

annulée par les 
onditions aux limites. Ce
i permet d'é
rire les 
onditions

u+(T1) = u(T1), u+
0 = u+(T0), (4.27)

et par 
onséquent dans 
ette pro
édure d'optimisation, le système adjoint f+ = 0

est intégré en temps à re
ulons de T1 à T0 ave
 la 
ondition initiale u+(T1) = u(T1).

La dérivée de Fré
het par rapport à la 
ondition initiale s'é
rit

Du0
L · û0 =

∫

Ω

û0 · u+
0 dx− 2ǫ+

∫

Ω

û0 · u0dx. (4.28)

Étant donné que u+
0 = u+(T0), l'expression pour le gradient de la fon
tion obje
tif

devient

∇u0
J0(u0) = u+(T0)− 2ǫ+u0, ave
 ǫ+ =

√∫
Ω
u+(T0) · u+(T0) dx

4ǫ
(4.29)

où l'expression pour ǫ+ se 
al
ule en prenant ∇u0
J0 = 0, l'amplitude de la 
ondition

initiale étant

∫
Ω
u0 · u0 dx = ǫ.
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∂Ω

Ω

Γc

B

21 3

Figure 4.3 � S
héma du dispositif de 
ontr�le.

Contr�le optimal

Dans le 
as du 
ontr�le, le but est de minimiser l'énergie 
inétique à l'intérieur

du domaine de 
al
ul et la fon
tion de 
oût devient

J1,int(φ,u) =
1

2

∫ T1

T0

∫

Ωo

u · u dx dt + γ

∫ T1

T0

∫

Γc

Bφ ·Bφ ds dt (4.30)

lorsque la formulation intégrale est 
onsidérée ou

J1,term(φ,u) =
1

2

∫

Ωo

u(T1) · u(T1) dx dt+ γ

∫ T1

T0

∫

Γc

Bφ ·Bφ ds dt (4.31)

dans une formulation à temps terminal T1. En plus de minimiser l'énergie, les fon
-

tions (4.30), (4.31) pénalisent aussi le 
ontr�le par l'intermédiaire du 
oe�
ient γ.

Le 
ontr�le est donné par le signal φ(t) et est distribué sur Γc le long de la paroi η(x)

sur trois portions : un premier en amont de la bosse, un se
ond au sommet et un

troisième juste après la bosse (voir �gure 4.3). La distribution spatiale du 
ontr�le

B 
orrespond au ve
teur normal à la paroi n. La 
ondition sur la limite Γc pour le


hamp de vitesse asso
iée à la loi de 
ontr�le φ

g(u, φ) = u|Γc
−Bφ = 0 (4.32)

est ajoutée au Lagrangien tel que

∫ T1

T0

∫
Γc
g(u, φ)·Bφ+

ds dt, ave
 φ+
le multipli
ateur

de Lagrange asso
ié au signal de 
ontr�le φ. La dérivée de Fré
het par rapport à q

en 
onsidérant la fon
tionnelle (4.30) devient d'après l'intégrale (4.22)

DqL · q̂ =

∫ T1

T0

∫

Ω

u · û dxdt− < f+(U,q,q+, Re), q̂ >

−B.T.−
∫ T1

T0

∫

Γc

û ·Bφ+
ds dt,

(4.33)
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ave
 B.T. les termes au bord (4.22). Dans 
e 
as, on ajoute un terme sour
e au

système adjoint (4.21), 
e qui revient à intégrer le système de T1 à T0

f+(U,q,q+, Re) = [u; 0] , ave
 u+(T1) = 0. (4.34)

En plus des 
onditions aux limites dé
rites dans le tableau 4.1, la 
ondition u+|Γc
= 0

est implémentée. Il reste des termes à annuler dans (4.22) et en tenant 
ompte de

(4.33), la dérivée de Fré
het s'annule en prenant

Bφ+ = − 1

Re
∇u+ · n+ p+ n (4.35)

sur Γc. La dérivée de Fré
het du Lagrangien par rapport à φ s'é
rit

DφL · φ̂ = γ

∫ T1

T0

∫

Γc

Bφ ·Bφ̂ ds dt +

∫ T1

T0

∫

Γc

Bφ̂ ·Bφ+
ds dt. (4.36)

En tenant 
ompte de (4.35) on obtient le gradient de plus grande pente

∇φJ1(φ) = γφ

∫

Γc

B ·B ds+

∫

Γc

(− 1

Re
∇u+n+ p+n) ·B ds, (4.37)

pour les fon
tions obje
tifs (4.30) et (4.31). La di�éren
e entre la formulation à temps

intégral et l'optimisation à T1 provient des termes sour
e (4.34) qui s'annulent et le

système adjoint est intégré en temps en utilisant une 
ondition initiale à T1 telle que

f+(U,q,q+, Re) = 0 ave
 u+(T1) = u(T1). (4.38)

4.3 Méthode du gradient et re
her
he du pas opti-

mal

La solution optimale est 
al
ulée quand le gradient s'annule, la méthode du

gradient

φk+1 = φk − αk+1∇φJ1(φk,u
+
k ), αk+1 > 0, (4.39)

est utilisée a�n de 
onverger vers la solution optimale. La prin
ipale di�
ulté est de


hoisir le pas αk et 
e paramètre est 
al
ulé pré
isément tel que

Ψ(αk+1) = min
α>0

Ψ(α) ave
 Ψ(α) = J1

(
φk − α∇φJ1(φk,u

+
k )
)
. (4.40)

Une méthode d'interpolation est mise en ÷uvre en utilisant trois valeurs initiales

αk,i, i = 1, 2, 3 tel que Ψ(αk,1) ≥ Ψ(αk,2) ≤ Ψ(αk,3) et le minimum du polyn�me
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Figure 4.4 � Illustration de la méthode de re
her
he de ligne : Fon
tionnelle J
(a) suivant deux dire
tions de re
her
he du gradient φ1,2 ; ligne de re
her
he donnée

par le gradient de plus grande pente (b) 
omportant un minimum global A et un

minimum lo
al B ; di�érents 
as d'optimisation suivant 3 valeurs de la fon
tionnelle

J dé�nissant un minimum (
), le 
as où le minimum est dépassé (d), 
as où un

minimum lo
al est lo
alisé mais un autre minimum plus bas existe (e), 
as où le pas

α doit être pris plus grand pour 
onverger (f).
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etc

t = T0 t = T1

t = T0 + Ta

Dire
t

Adjoint

Convergen
e

t = T1 + 2Tat = T0 + 2Ta

Convergen
e

t = T1 + Ta

}
Premier intervalle d'optimisation.

}
Se
ond intervalle d'optimisation.

}
Troisième intervalle d'optimisation.

Figure 4.5 � S
héma de l'algorithme d'optimisation à horizons ré
essifs.

quadratique d'interpolation permet d'estimer le pas αk+1 (illustré dans le s
héma

de prin
ipe 4.4). Si né
essaire, 
ette pro
édure doit être répétée jusqu'à 
e que αk+1

véri�e J1

(
φk − αk+1∇φJ1(φk,u

+
k )
)
< J1(φk), et u+

k+1 est 
al
ulé ave
 la valeur

du gradient ∇φJ1(φk+1,u
+
k+1) pour l'itération suivante. La dire
tion de des
ente,

∇φJ1(φ
k+1,u+,k+1)+β∇φJ1(φ

k,u+,k) plut�t que la valeur du gradient seule à k+1

a été 
al
ulée ave
 la méthode de Polak & Ribiere (1969)

β =
∇φJ (φk+1,u+,k+1)T (∇φJ (φk+1,u+,k+1)−∇φJ (φk,u+,k))

∇φJ (φk,u+,k)T∇φJ (φk,u+,k)
(4.41)

ave
 β = max[0, β], et la valeur de β est remise à zéro après 3 itérations 
omme

pré
onisé par Bewley et al. (2001).

En 
hoisissant un premier temps d'optimisation [T0, T1], le 
ontr�le optimal est 
al-


ulé et le pro
essus d'optimisation est re
ommen
é pour un se
ond temps d'optimi-

sation dé
alé de Ta. Cette pro
édure est 
onnue sous le nom d'algorithme d'optimi-

sation à horizons ré
essifs, (voir �gure 4.5). Le 
ritère de 
onvergen
e

||∇φJ1(φ
k+1,u+,k+1)−∇φJ1(φ

k,u+,k)||∞
||∇φJ1(φk+1,u+,k+1)||∞

≤ 10−1
(4.42)

est utilisé dans 
et algorithme, en prenant le maximum normalisé du résidu du

gradient dans l'interval T0 < t < T1 et suivant les trois a
tionneurs. Il est important

de noter que, dans le 
as de la perturbation optimale où l'énergie (4.23) à T1 doit être
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maximisée, une dire
tion positive du gradient doit être 
hoisie telle que αk+1 < 0

dans (4.39).

4.4 Perturbations optimales

Dans 
ette partie on s'intéresse à la 
roissan
e transitoire des perturbations dans

la 
ou
he de 
isaillement qui s'étend du point de dé
ollement jusqu'au point de

ratta
hement de la 
ou
he limite. Cette région est parti
ulièrement sensible au bruit

et 
ara
térise la dynamique à temps 
ourts pour des perturbations lo
alisées en

amont du dispositif de dé
ollement. L'analyse en perturbations optimales permet de

trouver la stru
ture de la 
ondition initiale qui maximise l'énergie de la perturbation

à un temps T1 donné.

4.4.1 Étude de la dynamique linéaire

On 
ommen
e 
ette analyse par l'étude de la 
roissan
e des perturbations de

faibles amplitudes. Étant donné le 
ara
tère quasi-linéaire de la dynamique (am-

plitudes et gradients de la perturbations par rapport à l'é
oulement de base sont

négligeables), la méthode du gradient peut être simpli�ée en utilisant un algorithme

du point �xe. La 
ondition initiale u0 pour l'intégration suivante de T0 à T1 est

simplement donnée par u+(T0)/(2ǫ
+), en tenant 
ompte de la solution du système

adjoint et de (4.29). Il s'agit d'un 
as de validation de l'algorithme d'optimisation

et 
e dernier 
onverge en 3 à 4 itérations pour tous les temps d'optimisation 
on-

sidérés. Le 
al
ul est tout d'abord initialisé ave
 une 
ondition initiale aléatoire

distribuée près de la paroi. Après une dizaine d'itérations pour un temps d'optimi-

sation 
ourt (T1 = 20), les perturbations optimales sont 
al
ulées su

essivement

jusqu'à T1 = 200 (voir �gure 4.6b). Les temps 
ourts d'optimisation donnent lieu à

des perturbations lo
alisées au point de dé
ollement de la 
ou
he limite. Sa stru
-

ture est 
omposée d'un paquet d'ondes in
liné sur la paroi dont la longueur d'onde

évolue peu au 
ours du pro
essus d'optimisation. Pour des temps d'optimisation plus

longs, la stru
ture de la perturbation dépasse le sommet de la bosse et se positionne

à l'entrée du domaine, sa stru
ture est in
linée dans la 
ou
he limite, a�n de tirer

partie du gain d'énergie produit par le mé
anisme d'Orr (S
hmid & Henningson,

2001) (voir �gure 4.6(a)-(b)). Cette étude montre que pour espérer 
ontr�ler la dy-

namique linéaire, il faut 
onsidérer des temps d'optimisation de l'ordre de 200 unités

de temps au minimum.
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(a)

T = 120

T = 200

x0 40

T = 20

(b)

 1

 100

 10000

 1e+06

 1e+08

 1e+10

 1e+12

 1e+14

 1e+16

 1e+18

 0  100  200  300  400  500  600  700

E
(t

)

t

Figure 4.6 � Composante longitudinale de la perturbation optimale (a) pour dif-

férents temps d'optimisation, 
roissan
e transitoire (b) pour un 
al
ul optimisé à

T1 = 120 ( ) et enveloppe optimale ◦ 
al
ulée à T1 ∈ [0, 200].

4.4.2 E�et des non linéarités

L'étude est ensuite poursuivie dans le régime non linéaire où l'amplitude de la

perturbation fait apparaître de nouveaux phénomènes (vortex, modi�
ations de l'é-

tat moyen). Dans 
ette partie, la méthode de re
her
he de ligne ave
 α = 0.3 est

utilisée a�n de 
onverger vers l'optimum. Les premiers e�ets non linéaires appa-

raissent pour une amplitude initiale ǫ = 10−6
. En utilisant la perturbation optimale

linéaire, les perturbations optimales non linéaires sont 
al
ulées pour un temps d'op-

timisation T1 = 50 en augmentant ǫ de 10−6
à 10−4

. La stru
ture de la perturbation

optimale, initialement lo
alisée près du point de dé
ollement s'étend dans la 
ou
he

limite en amont et dans la 
ou
he de 
isaillement au fur et à mesure que l'ampli-

tude initiale de la perturbation ǫ augmente. Des temps d'optimisation T1 = 100 et

T1 = 150 ont été étudiés et on remarque que la stru
ture de la perturbation s'étend

dans le domaine. Pour T1 = 150 et ǫ = 10−4
, la stru
ture de la perturbation a envahi

le domaine de 
al
ul sur une longueur presque aussi grande que la longueur de la

bulle de re
ir
ulation (voir �gure 4.7a). Cette gamme de paramètres permet aussi

d'appro
her le régime de saturation de 
et é
oulement où l'in�uen
e de l'amplitude

initiale de la perturbation sur la 
roissan
e transitoire est présentée dans la �gure

4.7(b). Lors de 
ette pro
édure d'optimisation, le pas α utilisé pour 
onverger vers

la solution optimale diminue ave
 l'amplitude initiale et le temps d'optimisation.

Pour des 
as relativement pro
hes du régime linéaire (T1 = 50 et ǫ = 10−4
), α = 0.1

est su�sant pour assurer la 
onvergen
e de l'algorithme, alors que pour la dernière

simulation, où la bulle de re
ir
ulation a été ra

our
ie de moitié, (par exemple

T1 = 150 et ǫ = 10−4
), la valeur de α = 0.05 a permis d'assurer la 
onvergen
e



85

(a)

ǫ = 10
−4

ǫ = 10
−6

ǫ = 10
−8

0 x 120
(b)

 1

 100

 10000

 1e+06

 1e+08

 1e+10

 1e+12

 0  20  40  60  80  100  120  140

E
(t

)/
E

0

t

Figure 4.7 � Composante longitudinale de la perturbation optimale à ǫ =
10−8, 10−6

,10−4, et Re = 650 (a), 
roissan
e transitoire asso
iée ǫ = 10−8 (−�−),
ǫ = 10−6 (−△−) et ǫ = 10−4 (− ◦ −) normalisé par l'amplitude initiale (b).
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Figure 4.8 � Convergen
e entre deux itérées de la fon
tion obje
tif J (a) et de la

norme L2 du gradient ∇u0
J (b), à ǫ = 104 pour T = 50 ( ), T = 100 (...) et,

T = 150 (− · −·).

de l'algorithme (voir �gure 4.8). Le maillage dans la dire
tion longitudinale a été

réduit de ∆x = 0.2 dans le 
as de la perturbation optimale dans le régime linéaire

à ∆x = 0.1 pour les plus grandes amplitudes et jusqu'à 200 points de 
ollo
ation

dans la dire
tion y ont été utilisés. Pour l'intégration en temps de la dynamique non

linéaire, un pas de temps réduit de 5 10−3
a été né
essaire.

Cette étude a permis d'explorer la 
roissan
e des perturbations optimales dans le

régime linéaire jusqu'au régime non linéaire saturé. La stru
ture de la perturbation

optimale, initialement lo
alisée près du point de dé
ollement de la 
ou
he limite

s'étend en amont et en aval de la bosse. Le temps d'optimisation qui permet d'agir

sur la dynamique 
hange peu dans le 
as non linéaire et les gains d'énergie produite

par les stru
tures des perturbations optimales non linéaire 
omparées aux stru
tures

linéaire pour une même amplitude initiale ǫ restent limités (moins de 40%). Cette

étude est en a

ord qualitatif ave
 les 
al
uls de perturbations optimales dans le
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as d'une 
ou
he limite de Blasius sur une plaque plane (Cherubini et al., 2010a).

Leur étude a notamment permis de montrer que la taille des perturbations optimales

dépend du temps d'optimisation et de l'amplitude initiale ave
 un 
omportement

similaire à 
elui étudié dans 
es travaux (la dynamique tridimensionnelle étant toute-

fois beau
oup plus ri
he que la dynamique bidimensionnelle).

4.5 Contr�le optimal

On s'intéresse par la suite au 
ontr�le de la dynamique instable en 
onsidérant

plusieurs appli
ations. Le 
ontr�le est 
onstitué d'a
tionneurs de type sou�age-

aspiration lo
alisés sur la paroi a�n de garder un aspe
t réaliste. Dans le 
as d'une

dynamique linéairement stable, les perturbations produites en amont de la bulle de

re
ir
ulation sont ampli�ées à 
ause de la 
roissan
e transitoire. A l'appro
he du

nombre de Reynolds 
ritique, l'instabilité basse fréquen
e, même stable, peut aussi

être ex
itée par une sour
e de bruit extérieur.

4.5.1 Contr�le de la dynamique 
onve
tivement instable :


roissan
e transitoire

Un é
oulement de base a été 
al
ulé pour Re = 500 et h = 2. La 
ondition

initiale de 
e 
al
ul a été générée par l'impulsion d'un a
tionneur pla
é au sommet

de la bosse ave
 une amplitude de φ(T0) = 10−4
. Cette perturbation produit une


roissan
e transitoire et permet d'amor
er l'instabilité basse fréquen
e. La stratégie

de 
ontr�le est basée sur une série d'a
tionneurs pla
és en aval de la bosse par inter-

valles réguliers. Le premier a
tionneur a une longueur de 5 est lo
alisé à une distan
e

de 50 par rapport au sommet de la bosse. Les huits a
tionneurs suivants sont iden-

tiques et sont équi-espa
és d'une distan
e de 5, la zone de forçage à la paroi s'étend

don
 de x1 = 50 à x2 = 140 et la fon
tionnelle 
onsidérée est (4.30). La 
roissan
e

de la perturbation est présentée dans la �gure 4.10 (a) pour un temps T1 = 250. À

partir de T = 150, les e�ets non linéaires sont 
lairement visibles ave
 un plateau de

l'énergie de la perturbation à E ≈ 45 et l'é
oulement est 
ara
térisé par une bulle

de re
ir
ulation ra

our
ie ainsi que plusieurs stru
tures tourbillonnaires lo
alisées

après le point de ratta
hement de la 
ou
he limite (voir �gure 4.11 a). Notons que

pour les temps grands, l'énergie �nit par dé
roître pour 
e 
as asymptotiquement

stable. Le 
ontr�le est 
al
ulé sur le temps d'optimisation T1−T0 = 250 ave
 un 
oût

de 
ontr�le γ = 1. Au 
ours de la pro
édure d'optimisation, on prend une valeur α
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Figure 4.9 � S
héma idéalisé de la fon
tionnelle J ainsi que la méthode de re
her
he

de ligne mise en ÷uvre (a), lors des deux premières évaluations du gradient φ1,2.

Valeur de la fon
tion obje
tif J en fon
tion des itérations (b)

faible telle que α = 10−8
. Cette amplitude 
orrespond à une amplitude maximale du

signal de 
ontr�le de φ(1) ≈ 10−5
. La méthode de re
her
he de ligne permet ensuite

de s
ruter la fon
tion obje
tif qui est représentée dans la �gure 4.9(a) pour les deux

premières évaluations du gradient. Cette pro
édure a été répétée jusqu'à 
onver-

gen
e de la fon
tion obje
tif. Grâ
e à la méthode de re
her
he de ligne, la fon
tion

obje
tif dé
roît de manière exponentielle ave
 les itérations (voir �gure 4.9b) et l'al-

gorithme 
onverge en seulement 5 évaluations du gradient. Il est important de noter

que lorsque l'on intègre en temps le système adjoint, le signal de 
ontr�le φ(t) reste

négligeable tant que le maximum du 
hamp de vitesse adjoint n'a pas atteint l'em-

pla
ement des a
tionneurs. Par 
onséquent, la loi de 
ontr�le, montrée dans la �gure

4.10 (b), reste quasi nulle sur un intervalle de temps d'envi-ron 150. Cet intervalle


orrespond au temps d'adve
tion du maximum du 
hamp adjoint entre sa position

initiale à T1 et le temps pour atteindre les a
tionneurs.

Le signal φ asso
ié au premier et au dernier a
tionneur est présenté dans la

�gure 4.10(b). Les signaux de 
ontr�le sont quasiment identiques, leur amplitude ne

dé
roît que faiblement ave
 la distan
e au sommet de la bosse. La période de 
es

os
illations est de 25 ave
 un taux de dé
roissan
e exponentiel de 0.02 (voir �gure

4.10 b). Une transformée de Lapla
e de 
e signal permettrait d'extraire une fon
tion

de transfert entre l'impulsion générée au sommet de la bosse et le 
ontr�le en aval.
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Figure 4.10 � Énergie de la perturbation (a) sans 
ontr�le ( ) et ave
 
ontr�le

(....), signal φ du premier a
tionneur ( ) et du dernier (9

em
) a
tionneur (....) (b).

Le résultat du 
ontr�le permet de stabiliser les e�ets de la 
roissan
e transitoire. La

perturbation est stabilisée à une énergie E(T1) = 5.2, 
e qui permet de 
onserver

une longue bulle de re
ir
ulation ainsi qu'une dynamique de perturbation dans le

régime linéaire (voir �gure 4.11).

4.5.2 Contr�le de l'é
oulement instable

Le 
ontr�le de la dynamique transitoire ayant permis de valider l'algorithme, il

s'agit maintenant d'évaluer les possibilités de 
ontr�ler la dynamique instable auto-

entretenue. L'étude 
ommen
e par le 
ontr�le de la dynamique linéaire faiblement

instable, puis l'algorithme est 
onfronté à la dynamique non-linéaire pour des régimes

faiblement et fortement instables.

4.5.2.1 Contr�le de la dynamique linéaire

Le 
ontr�le de la dynamique à temps long n'étant pas envisageable, le 
ontr�le

est à nouveau 
al
ulé sur des temps d'optimisation 
ourts, puis l'algorithme d'opti-

misation à horizons ré
essifs, illustré dans la �gure 4.5, est utilisé a�n d'assurer la

suite du 
al
ul des lois de 
ontr�le. Le 
ontr�le est tout d'abord 
al
ulé pour une

première fenêtre d'optimisation [T1, T2] jusqu'à 
onvergen
e. Le 
ontr�le est ensuite

re
al
ulé suivant la fenêtre [Ta + T1, Ta + T2] où Ta est le temps d'avan
e (pris tel

que Ta = (T2 − T1)/2). Le premier 
as étudié est 
elui de la dynamique faiblement

instable à Re = 605. Dans 
ette 
on�guration, le meilleur 
ompromis entre temps

de 
al
ul et 
onvergen
e de l'algorithme a été trouvé pour ∆T = 500 et un 
oût

de 
ontr�le γ = 1. Le domaine de 
al
ul a aussi été modi�é, la 
ondition à l'entrée
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Figure 4.11 � Séquen
e de la vorti
ité de l'é
oulement de type 
roissan
e transitoire

sans 
ontr�le (a) et ave
 
ontr�le (b) pour les temps T = 100, 150, 200, 250.
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Figure 4.12 � Énergie de la perturbation (a) sans 
ontr�le ( ), ave
 
ontr�le

(......) normalisé par l'amplitude initiale (a), lois de 
ontr�le asso
iées pour l'a
tion-

neur 1 ( ) et a
tionneur 2 (− − −)(b).

dans 
es 
al
uls étant de type Diri
hlet nulle, la solution adjointe doit rester 
on�née

dans le domaine de 
al
ul. Pour 
e faire, l'entrée du domaine de 
al
ul a été pla
ée

à une distan
e de 125 du sommet de la bosse (alors que 
ette même distan
e a été

prise à 25 dans Marquillie & Ehrenstein (2003)). Pour 
ette gamme de paramètres,

le 
ontr�le est 
apable de diminuer l'énergie de la perturbation d'un fa
teur 10 sur

un temps d'optimisation de 1000 unités de temps (voir �gure 4.12a).

L'a
tionneur 2 (pla
é au sommet de la bosse, au niveau du point de dé
ollement)

est le plus solli
ité ave
 une amplitude 3 fois plus importante que les deux autres

(voir �gure 4.12b). La dynamique 
ontr�lée est toujours marquée par l'instabilité

basse-fréquen
e, alors que le 
ontr�le 
al
ulé par rédu
tion de modèle à Re = 590

dans le sous-
hapitre 3.6, permet de supprimer 
omplètement 
ette dynamique.

4.5.2.2 Contr�le de la dynamique non linéaire

On s'intéresse ensuite au 
ontr�le de la dynamique développée en utilisant 
omme


ondition initiale, un état saturé, illustré dans la �gure 4.15(a). Dans 
ette 
on�g-

uration faiblement instable, un pas de dis
rétisation ∆x = 0.15 et 140 points de


ollo
ation dans la dire
tion normale à la paroi ont été su�sants pour résoudre les

systèmes dire
t et adjoint. Le 
ontr�le a don
 été 
al
ulé pour 
ette nouvelle 
on-

dition initiale ave
 la fon
tion obje
tif (4.31). Bien que le 
ontr�le soit rapidement


apable de diminuer l'énergie de la perturbation, 
ette dernière retourne vers son

état saturé pour T ≈ 750. Dans les faits, le 
ontr�le est trop soutenu sur la fenêtre

d'optimisation (T1 − T0 = 500) et rend le système in
ontr�lable pour le temps d'op-
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Figure 4.13 � Contr�le à Re=650, énergie de la perturbation (a) de la dynamique

sans 
ontr�le ( ), ave
 
ontr�le (− − − ) en utilisant (4.31), ave
 
ontr�le (.......)
en utilisant (4.31) et en pénalisant la solution. Loi de 
ontr�le (b) pour le se
ond

a
tionneur. Évolution temporelle (
) du frottement pariétal 1/Re
∫
∂u/∂y(x, 0)dx

de la dynamique non 
ontr�lée ( ) et pour la meilleure stratégie de 
ontr�le (......).
Lignes de 
ourant de l'é
oulement moyen 
al
ulé pour Re = 605 dans l'intervalle de
temps [500, 1500] pour la dynamique sans 
ontr�le (d) et ave
 
ontr�le (e).
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Figure 4.14 � Contr�le à Re=650, énergie de la perturbation pour la dynamique

sans 
ontr�le ( ), ave
 
ontr�le (...) en utilisant (4.31), ave
 
ontr�le (− − −) en
utilisant (4.31) ave
 la pénalisation (a). Lois de 
ontr�le pour l'a
tionneur 2 ( )

(b) en pénalisant la loi de 
ontr�le. Lignes de 
ourant de l'é
oulement moyen 
al
ulé

pour Re = 650 dans l'intervalle de temps [300, 900] pour la dynamique sans 
ontr�le

(
) et ave
 
ontr�le (d).

timisation suivant. Une solution de pénalisation du 
ontr�le a don
 été 
onsidérée.

Cette pénalisation peut être faite en modi�ant la valeur du paramètre γ dans (4.31)

après le 
al
ul de la première loi de 
ontr�le. I
i, une pro
édure empirique a été 
on-

sidérée et le pro
essus d'optimisation a été arrêté dès lors que l'amplitude maximum

de la loi de 
ontr�le dépasse l'amplitude maximum du signal 
al
ulé sur l'intervalle

de temps pré
édent (voir �gure 4.13
). Le 
ontr�le a été re
al
ulé jusqu'à T = 1500

et l'énergie de perturbation a été maintenue à une valeur de 30 pour 1000 unités

de temps (
e qui représente trois périodes de l'instabilité basse fréquen
e). L'én-

ergie de la perturbation dans la �gure 4.13 (a) ainsi que la mesure du frottement

pariétal 1/Re
∫
∂u/∂y(x, 0)dx dans la �gure 4.13 (
) montrent que le 
ontr�le est

e�e
tivement 
apable d'atténuer l'instabilité ainsi que de rallonger la bulle de re
ir-


ulation. Les lignes de 
ourant de l'é
oulement moyenné sur l'intervalle [500, 1500],

sont présentées dans la �gure 4.13 (d) sans 
ontr�le et 4.13 (e) ave
 
ontr�le. La
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longueur de la bulle de re
ir
ulation est allongée de 30% par rapport à l'état non


ontr�lé. La loi de 
ontr�le φ de l'a
tionneur 2 dans la �gure 4.13 (b) montre une

plus large gamme de fréquen
es dans le 
as du 
ontr�le non linéaire que dans le 
as

linéaire.

Un se
ond 
as de 
ontr�le a été 
onsidéré pour un é
oulement plus fortement insta-

ble à Re = 650 ave
 un temps d'optimisation T1 = 350, une pénalisation du 
ontr�le

γ = 1 et la fon
tionnelle (4.31). Dans 
e dernier 
al
ul, le temps d'optimisation a

été pris plus 
ourt étant donné que la dis
rétisation né
essaire pour la résolution des

problèmes dire
t et adjoint augmente. Dans le 
as présent, un pas de dis
rétisation

∆x = 0.1 et 180 points de 
ollo
ation dans la dire
tion normale à la paroi ont été

utilisés. Ce 
ontr�le de la dynamique non linéaire a été tenté bien que l'algorithme

ne soit pas en mesure de 
ontr�ler la dynamique de perturbation linéaire. Le 
on-

tr�le a tout d'abord été 
al
ulé sans pénalisation, et 
omme dans le 
as à Re = 605,

l'énergie de la perturbation ne dé
roît que jusqu'à T ≈ 400. Peu après, l'énergie

augmente et le 
ontr�le est ine�
a
e à supprimer l'instabilité basse fréquen
e (voir

�gure 4.14a). Le 
ontr�le a été re
al
ulé suivant la méthode de pénalisation et l'én-

ergie est à nouveau stabilisée vers la valeur de l'é
oulement moyen qui, dans le 
as

présent est de 43. La loi de 
ontr�le asso
iée à l'a
tionneur 2 est présentée dans la

�gure 4.14 (b) ave
 une amplitude dix fois supérieure au 
as pour Re = 605, ainsi

qu'un plus grand nombre de fréquen
es asso
iées. Les lignes de 
ourant de l'é
oule-

ment moyen ont été 
al
ulées dans l'intervalle [300, 900] et montrent une tendan
e

identique au 
as à Re = 605 ave
 une bulle de re
ir
ulation allongée de 30% entre

le 
as sans 
ontr�le et ave
 
ontr�le (voir �gures 4.14
 et 4.14d). Une séquen
e de la

vorti
ité de la dynamique 
ontr�lée est présentée dans la �gure 4.15(b) dans l'inter-

valle de temps 600 ≤ t ≤ 760. La dynamique de lâ
her tourbillonnaire est 
lairement

atténuée, 
omparée à la dynamique non 
ontr�lée, présenté dans la �gure 4.15(a)

pour le même régime d'é
oulement.

4.6 Dis
ussion

Un algorithme d'optimisation sous 
ontraintes en vue du 
ontr�le de l'é
oulement

dé
ollé instable au dessus de la bosse a été développé. Une attention parti
ulière a été

apportée aux 
onditions aux limites (entrée et sortie) qui sont un aspe
t primordial

dans 
e type de formulation. Le 
ouplage entre la pression et le gradient de vitesse

sur 
es limites a été implémenté grâ
e à la te
hnique de la matri
e d'in�uen
e. Cette
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Figure 4.15 � Séquen
e de la vorti
ité de la dynamique sans 
ontr�le (a) et ave



ontr�le (b) espa
é de 40 unités de temps dans l'intervalle [600, 760] à Re = 650.
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méthode permet d'imposer les 
onditions aux limites tout en s'abstenant d'utiliser

des domaines dit "éponges" pour le 
al
ul des problèmes dire
t et adjoint.

Le 
al
ul des perturbations optimales a permis de montrer que le 
on
ept d'une per-

turbation lo
alisée, responsable de la 
roissan
e optimale dans le 
as linéaire, n'était

plus valide dès lors que les non linéarités étaient présentes. La stru
ture de la per-

turbation optimale s'étend, bien que dominante au sommet de la bosse, s'étire dans

les zones de fort 
isaillement a�n de tirer parti de tous les mé
anismes de 
roissan
e

transitoire.

Le 
ontr�le de 
ette 
roissan
e transitoire a été rendu possible grâ
e l'ajout d'a
-

tionneurs de type sou�age-aspiration, implémentés grâ
e à la méthode de la matri
e

d'in�uen
e et disposés le long de la bulle de re
ir
ulation. Les lois de 
ontr�le ainsi

déterminées sont presque identiques.

Le 
ontr�le dans le régime linéaire a permis de montrer que quelques a
tionneurs

lo
alisés au sommet de la bosse étaient su�sants pour stabiliser la dynamique insta-

ble. Cette même méthode ne s'applique pas dans le 
as du 
ontr�le de l'é
oulement

saturé et le 
ontr�le 
al
ulé suivant 
ette méthode est ine�
a
e. Une solution pos-

sible 
onsiste à pénaliser la loi de 
ontr�le par rapport au temps d'optimisation

pré
édent. Cette méthode permet de stabiliser l'énergie de la perturbation pro
he

de 
elle de l'é
oulement moyen et des résultats similaires ont été obtenus dans le 
as

d'une dynamique plus instable. Il semble don
 qu'un 
ontr�le total de la dynamique

n'est pas envisageable en utilisant seulement quelques degrés de libertés, 
omme

présenté dans 
e 
hapitre. Des a
tionneurs volumiques pourraient être ajoutés dans

la 
ou
he de 
isaillement a�n de 
ontr�ler 
ette dynamique pleinement développée.

Les pro
édures d'optimisation Lagrangienne sont des outils mathématiques �ables

mais qui deviennent par ailleurs très 
oûteux en temps de 
al
ul dès lors qu'ils sont

utilisés dans des 
as d'é
oulements 
omplexes. Bien qu'elles semblent en mesure

d'apporter des informations sur l'empla
ement des a
tionneurs, ainsi que sur les lois

de 
ontr�le, il semble que l'optimisation sous 
ontraintes sans rédu
tion de modèle

a priori soit di�
ilement utilisable pour le 
ontr�le rétroa
tif d'é
oulements réels.



96 4. Contr�le par optimisation Lagrangienne



97

Bilan et perspe
tives

Bilan

Les phénomènes d'instabilité d'un é
oulement de 
ou
he limite dé
ollée au dessus

d'une bosse ont été étudiés expérimentalement. Un ban
 d'essai a été élaboré a�n de

reproduire la 
on�guration de l'étude numérique de Marquillie & Ehrenstein (2003).

Les résultats de 
es expérien
es sont en ex
ellent a

ord ave
 les prédi
tions issues

des simulations numériques. La 
roissan
e linéaire de la bulle de re
ir
ulation ave


le nombre de Reynolds pour des régimes d'é
oulements stationnaires, rejoint les ré-

sultats issus du 
ode de simulation utilisé par Marquillie & Ehrenstein (2003) pour

la même 
on�guration. La première instabilité observée est une instabilité tridimen-

sionnelle dont la longueur d'onde 
orrespond à la prédi
tion de Gallaire et al. (2007).

Le taux de 
roissan
e a été estimé à partir de l'étude en modes POD, et les résultats

sont en bon a

ord ave
 les simulations. En augmentant le nombre de Reynolds,

des os
illations haute fréquen
e asso
iées à l'instabilité de Kelvin-Helmholtz appa-

raissent dans la zone de re
ollement moyen de la 
ou
he limite. Cette dynamique

d'ampli�
ateur est ensuite dominée par un mouvement global basse-fréquen
e de la

bulle de re
ir
ulation. Une analyse de 
es os
illations a permis de déterminer un

nombre de Reynolds 
ritique de 590 qui 
on
orde ave
 l'analyse de stabilité linéaire

de Ehrenstein & Gallaire (2008).

Les études pré
édentes de 
ette dynamique ont 
on
lu à un mé
anisme os
illatoire

basse fréquen
e de la bulle de re
ir
ulation (Dovgal et al., 1994; Cherry et al., 1984).

Ce phénomène est plus 
onnu sous le nom de "bu�eting" dans les é
oulement dé
ol-

lés transsoniques et a aussi été do
umenté dans le 
as de l'intera
tion 
ho
-
ou
he

limite (Crou
h et al., 2009; Piponniau et al., 2009). Les expérien
es présentées i
i,

permettent de valider les études numériques antérieures et montrent que les os
illa-

tions basse fréquen
e sont inhérentes aux bulles de re
ir
ulation allongées.

Étant donné que les outils numériques permettent de dé
rire pré
isément l'in-
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stabilité basse fréquen
e étudiée dans l'expérien
e, la deuxième partie de la thèse

est 
onsa
rée au 
ontr�le optimal de 
ette dynamique par le biais de la simulation.

Pour 
e faire, on 
onsidère tout d'abord un asservissement en bou
le fermée. Les

modes globaux, solutions des équations de Navier-Stokes linéarisées, permettent de

reproduire la dynamique et sont don
 utilisés 
omme base de proje
tion en vue du


ontr�le. Cette rédu
tion de modèle a priori permet de 
onstruire des 
ompensa-

teurs optimaux à partir d'un nombre restreint de degrés de liberté. L'étude d'Åkervik

et al. (2007) a montré qu'il était possible d'utiliser 
ette méthode a�n de 
ontr�ler

un é
oulement faiblement instable au dessus d'une 
avité arrondie. Or, la robustesse

des modèles réduits 
onstruits dans la base des modes globaux a été ré
emment

remise en question par Barbagallo et al. (2009) dans le 
as d'une 
ou
he limite dé-


ollée au dessus d'une 
avité re
tangulaire.

Une nouvelle méthode de proje
tion basée sur les modes globaux a don
 été proposée

a�n d'optimiser les performan
es de 
es 
ontr�leurs. Cette proje
tion orthogonale


onsiste à minimiser la norme basée sur l'erreur entre l'a
tionneur réel et son modèle

et a été 
ouplée à notre é
oulement pour di�érents régimes. Cette nouvelle méthode

permet d'améliorer de manière signi�
ative les performan
es des 
ontr�leurs tout

en s'a�ran
hissant du 
al
ul des modes adjoints stables. Par ailleurs, 
ette étude

montre aussi que la dimension né
essaire à la 
onstru
tion d'un 
ontr�leur �able

augmente ave
 le taux de 
roissan
e de l'instabilité.

Les 
ompensateurs de dimension réduite ont été 
ouplés à la simulation numérique

dire
te, mais il semble di�
ile de 
ontr�ler la dynamique non linéaire dès lors que

l'amplitude de la perturbation implique un fort 
ouplage des termes non linéaires.

A�n d'apporter des éléments de réponse sur le 
ontr�le de la dynamique non

linéaire, une pro
édure d'optimisation sous 
ontraintes a été mise en ÷uvre. Un

algorithme de résolution des équations de Navier-Stokes, basé sur la méthode de

la matri
e d'in�uen
e a permis de 
oupler la pression ave
 le gradient du 
hamp

de vitesse à la sortie, tout en assurant la 
ondition d'in
ompressibilité à l'intérieur

du domaine. Cette méthode a aussi permis d'implémenter des a
tionneurs de type

sou�age-aspiration réalistes (à divergen
e non nulle) en vue du 
ontr�le. Une étude

de la 
roissan
e transitoire dans le régime non linéaire a notamment montré que la

stru
ture de la perturbation optimale, lo
alisée en amont dans le 
as linéaire, s'étend

en amont et en aval de l'é
oulement quand les non linéarités augmentent. Ces ré-

sultats font apparaître plusieurs ressemblan
es ave
 les perturbations optimales non

linéaires 
al
ulées dans un é
oulement de 
ou
he limite sur plaque plane (Cherubini
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et al., 2011).

Des a
tionneurs de type sou�age-aspiration sont don
 introduits dans les régions

de l'é
oulement mises en éviden
e par la perturbation optimale et le 
ontr�le de la

dynamique pleinement développée a été étudié dans di�érents régimes. Alors que la

dynamique de perturbation linéaire peut être fa
ilement 
ontr�lée, il semble beau-


oup plus di�
ile de résoudre le problème non linéaire asso
ié. La pro
édure d'op-

timisation permet de diminuer de manière signi�
ative l'énergie de la perturbation

en atténuant le phénomène de lâ
her tourbillonnaire mais un 
ontr�le permettant

de supprimer l'intégralité de la perturbation n'a pas pu être mis en ÷uvre. Dans le


as où des instabilités 
onve
tives et absolues 
oexistent ave
 une large gamme de

fréquen
es instables, il semble di�
ile de stabiliser un é
oulement ave
 aussi peu de

degrés de liberté pour le 
ontr�le.

Les pro
édures d'optimisation Lagrangienne sont un outil mathématique �able mais

qui reste di�
ile à mettre en ÷uvre dans le 
as d'é
oulements 
omplexes. Bien

qu'elles semblent en mesure d'apporter des informations sur l'empla
ement des a
-

tionneurs ainsi que sur les lois de 
ontr�le, il semble que le 
ontr�le sans rédu
tion

de modèle a priori soit di�
ilement envisageable dans le 
as d'é
oulements réels.

Perspe
tives

Bien que des solutions de 
ontr�le soient présentées, leur 
ouplage ave
 l'expéri-

en
e semblent en
ore hasardeux. En e�et, la rédu
tion de modèle est limitée à des

appli
ations où l'é
oulement est faiblement instable et où seule la dynamique de

résonateur est présente. Les méthodes d'optimisation sous 
ontraintes permettent

de prendre en 
ompte les termes non linéaires dans le 
al
ul des lois de 
ontr�le

mais il est di�
ile de faire 
onverger 
et algorithme qui né
essite en plus une grande


apa
ité de sto
kage mémoire.

Néanmoins, les fon
tions obje
tifs étudiées dans 
ette thèse visent à supprimer l'in-

tégralité de la dynamique de perturbation, alors que pour des appli
ations aéronau-

tiques, le simple fait d'atténuer la dynamique basse fréquen
e représente un intérêt.

Une fon
tion obje
tif pourrait être 
onstruite a�n de minimiser les os
illations basse

fréquen
e dans la 
ou
he de 
isaillement sans tenir 
ompte de la longueur de la bulle

de re
ir
ulation où du lâ
her tourbillonnaire.

Les résultats expérimentaux o�rent une alternative aux modèles 
ompressibles pour

l'étude et la 
on
eption de solutions de 
ontr�le d'é
oulements dé
ollés. Ces résultats
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viennent soutenir les travaux numériques antérieurs sur 
ette même 
on�guration

mais il reste en
ore à étudier les e�ets de la 
ompressibilité. Les outils de simulation

pour la stabilité globale pourraient être modi�és a�n de 
omprendre l'e�et du nom-

bre de Ma
h sur la bulle de re
ir
ulation et l'instabilité basse fréquen
e. Une telle

étude permettrait de 
on�rmer le 
ara
tère générique de 
ette instabilité.
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Annexe A

Annexe au 
hapitre 2

A.1 Notions de 
ou
he limite laminaire

Cou
he limite de Blasius

On dé�nit le système de 
oordonnées tel que la dire
tion privilégiée de l'é
oule-

ment soit la dire
tion longitudinale x, la dire
tion normale à la paroi est la dire
tion

y et la dire
tion transverse est la 
oordonnée z. Pour un é
oulement de 
ou
he limite

de plaque plane, le gradient du 
hamp de vitesse normal à la paroi est dominant et

une estimation des ordres de grandeur a permis à Prandtl (1927) de proposer un sys-

tème d'équations simpli�é, qui pour un é
oulement in
ompressible bidimensionnel

(indépendant de z) s'é
rit
∂U

∂x
+
∂V

∂y
= 0 (A.1)

U
∂U

∂x
+ V

∂U

∂y
= −1

ρ

∂P

∂x
+ ν

∂2U

∂y2
(A.2)

∂P

∂y
= 0 (A.3)

où U et V sont les 
omposantes longitudinales et normales de la vitesse de l'é
oule-

ment, et ν est la vis
osité 
inématique du �uide. Blasius (1950) a montré que pour

un é
oulement de 
ou
he limite formé le long d'une plaque plane, ave
 les 
onditions

aux limites U(x, 0) = V (x, 0) = 0 et U(x,∞) = U∞, les équations de 
ou
he limite

pouvaient être résolues en utilisant une fon
tion de 
ourant dé�nie par un paramètre

de similitude η :

Ψ =
(
νU∞x

)1/2
f(η), (A.4)

où η = y(U
ν
)1/2. Les vitesses 
orrespondantes sont dé�nies par :

U =
∂ψ

∂y
et V = −∂ψ

∂x
. (A.5)
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En substituant les vitesses dans les équations de 
ou
he limite, on arrive à l'équation

suivante pour la fon
tion de similitude :

f ′′′(η) +
1

2
f(η)f ′′(η) = 0 (A.6)

dont la solution se 
al
ule par intégration numérique ave
 les 
onditions aux limites

f = f ′ = 0 pour η = 0 et f ′ → 1 pour η → ∞ (S
hli
hting, 1968). Finalement,

l'évolution de l'épaisseur de dépla
ement δ du pro�l le long de la paroi (suivant la

dire
tion longitudinale x) est donnée par

δ(x) = 1.7208

√
νx

U∞

(A.7)

qui servira de longueur 
ara
téristique dans 
ette étude. Le nombre de Reynolds,

basé sur 
ette longueur, permet de quanti�er le rapport entre les for
es inertielles

(déstabilisantes) et les for
es visqueuses (stabilisantes)

Re =
U∞δ

ν
. (A.8)

Cet é
oulement 
onstitue la première étape de validation d'un é
oulement sur plaque

plane, que 
e soit d'un point de vue expérimental ou dans une simulation numérique.
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A.2 Dé
omposition orthogonale en modes propres

Dans un 
ontexte expérimental, il est né
essaire d'avoir un algorithme robuste

permettant la détermination des stru
tures 
ohérentes au sein d'un é
oulement.

La méthode de dé
omposition orthogonale en modes propres (Proper-Orthogonal

De
omposition - POD) permet de hiérar
hiser 
es stru
tures en fon
tion de leur

énergie suivant un temps d'observation �ni. Les 
hamps de ve
teurs q(xi, tj) aux

points de dis
rétisation xi, 1 ≤ i ≤ n et aux instants tj , 1 ≤ j ≤ m représentent 
es

observations. La matri
e X est 
onstruite telle que

Xij = q(xi, tj)
√
δt (A.9)

où δt 
orrespond au pas de temps entre deux observations. Le produit de la matri
e

X ave
 la matri
e adjointe X∗
est une approximation de l'intégrale en temps de la

matri
e d'auto-
orrélation, à savoir

XX∗ ≈
∫ T

0

q(xi, t) q(xj, t)dt. (A.10)

On 
her
he les ve
teurs et valeurs propres de XX∗
, 
'est-à-dire

XX∗vk = σ2
kvk

tels que v∗

kvk = 1 ; les vk formant une base orthonormale et qui est une base optimale

de proje
tion pour q(t), en e�et on peut montrer (Sirovi
h, 1987) que

σ2
1 = max

v

∫ T

0
(q∗(t)v)2dt

||v||22
(A.11)

=

∫ T

0

(q∗(t)v1)
2
dt (A.12)

et
... (A.13)

Or, il est impossible de 
al
uler les ve
teurs propres de XX∗
, (n = O(105)). Le

nombre d'instantanés m est en général bien plus faible que la dis
rétisation spatiale

(n >> m) et la matri
e X∗X de dimension m × m, de ve
teurs propres ak ave


a∗

kak = 1 et valeurs propres σ2
k, peut être 
al
ulée de manière expli
ite.

Les ve
teurs propres vk de X sont donnés par

vk =
1

σk
Xak. (A.14)



104 A. Annexe au 
hapitre 2

Les observations sont don
 une 
ombinaison linéaire des ve
teurs propres vk telles

que

q(t) =
∑

ck(t)vk. (A.15)

Dans 
ette proje
tion, les 
oe�
ients ck sont donnés par

ck(tj) = q∗(tj)vk, (A.16)

et don


(ck(t1), · · · , ck(tm))T =
1√
δt
X∗vk (A.17)

=
1

σk

1√
δt
X∗Xak (A.18)

=
σkak√
δt

(A.19)


e qui permet de montrer que la valeur propre

σ2
k =

m∑

j=1

δt c2k(tj) ≈
∫ T

0

c2k(t) dt (A.20)

représente la mesure de l'énergie sur l'intervalle [0, T ] asso
iée au ve
teur propre vk,

aussi appelé mode POD.
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A.3 Dé
omposition en modes dynamiques

On présente i
i l'algorithme de dé
omposition en modes dynamiques, qui est

une variante de la méthode d'Arnoldi, mais qui peut aussi être utilisée dans le 
as

de systèmes non linéaires. Cet algorithme permet d'identi�er les valeurs propres


omplexe, λj
m
j=1 ainsi que les ve
teurs propres asso
iés vj

m
j=1 tels que

uk =

m∑

j=1

λkjvj k = 0, · · · , m− 1 (A.21)

uk =

m∑

j=1

λkjvj + r (A.22)

à 
ondition que les valeurs propres λj soient distin
tes. Cette pro
édure permet don


d'approximer les traje
toires non linéaires par des approximations linéaires. Cette

proje
tion produit un résidu r qui est orthogonal au sous-ensemble des m ve
teurs

u, utilisés ainsi qu'aux ve
teurs propres v. Le 
al
ul des modes s'arti
ule de la

manière suivante. Les matri
es K = [u0 · · ·um−1], qui 
ontient les valeurs propres,

et c = [c0, · · · , cm−1]
T
, qui 
ontient les 
oe�
ients, permettent de 
onstruire la

meilleure approximation (au sens des moindres 
arrés) du dernier ve
teur um en

utilisant les ve
teurs pré
édents. Ce qui 
orrespond à

um = Kc+ r, (A.23)

où r est orthogonal à l'ensemble des ve
teurs (u0, · · · ,um−1). Si les ve
teurs ui sont

linéairement indépendants, le ve
teur c peut être 
onstruit en utilisant une pseudo-

inverse expli
ite

c = (K∗K)K∗um. (A.24)

On 
onstruit ensuite la matri
e 
ompagnon C telle que

C =




0 0 · · · 0 c0

1 0 · · · 0 c1

0 1 · · · 0 c2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 · · · 1 cm




. Une diagonalisation possible de 
ette matri
e est

C = T−1ΛT (A.25)
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où T est la matri
e de Vandermonde dé�nie par Ti,j = λj−1
i , Λ est une matri
e diag-

onale ave
 λ1, ..., λm, sur la diagonale et où les {λj}mj=1 sont distin
tes. Finalement,

les ve
teurs propres sont donnés par V = [v1, ...,vm], où

V = KT−1
. (A.26)

Les valeurs propres sont re
al
ulées dans le plan 
omplexe par la transformation

log(λi/∆t) ave
 ∆t le temps entre deux 
hamps su

essifs.
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Annexe B

Annexe au 
hapitre 3

B.1 Méthode d'Arnoldi pour le 
al
ul des valeurs

propres

Dans 
ette partie on 
her
he à résoudre le problème aux valeurs propres généralisé

iωEq̂ = Aq̂ (B.1)

ave
 ω = ωr + iωi la valeur propre et q̂ le ve
teur propre asso
ié. La méthode

des puissan
es itérées est la méthode la plus intuitive a�n de 
al
uler la valeur

propre dominante d'un opérateur A de dimension m × n. Cette méthode 
onsiste

à 
al
uler AEv,A2Ev,A3Ev, · · · , normalisant le ve
teur v entre 
haque itération.

Cette méthode 
onverge vers le ve
teur propre de A asso
ié à la valeur propre de

plus grande partie réelle ωi. Il apparaît qu'une grande quantité d'information est

perdue étant donné que seul le 
al
ul de An−1q est 
onservé. La méthode de Krylov


onsiste à sto
ker 
ette séquen
e tel que

Kn =
[
b Av A2v · · · An−1v

]
. (B.2)

Les 
olonnes de 
ette matri
e ne sont pas orthogonales, mais il est possible d'extraire

une base orthogonale grâ
e à la méthode de Gram-S
hmidt. Ces ve
teurs sont une

base du sous-espa
e de Krylov Kn et représentent une bonne approximation des n

ve
teurs propres asso
iés aux plus grandes valeurs propres ωi pour les même raisons

que An−1v est pro
he du ve
teur propre asso
ié à la valeur propre de plus grande

partie réelle ωi.

Pour établir les relations algébriques reliant A à 
et espa
e de Krylov on pro
ède


omme suit, 
e qui est pré
isément l'algorithme d'Arnoldi. Au lieu de 
onsidérer



108 B. Annexe au 
hapitre 3

les ve
teurs v tels quels, on les orthogonalise au fur et à mesure. Prenons don
 un

ve
teur arbitraire v1 tel que ||v1|| = 1. On détermine w2 tel que

w2 = AEv1− < v1,AEv1 > v1 (B.3)

et 
e ve
teur est orthogonal (pour le produit s
alaire eu
lidien noté <;>) à v1. On

le divise par sa norme pour obtenir

v2 =
1

||w2||
w2 (B.4)

de norme 1. On itère 
ette pro
édure d'orthogonalisation de la façon suivante. On

note hij =< vi,Cvj > i = 1, · · · , j et on met en ÷uvre l'algorithme

wj+1 = AEv1 −
j∑

i=1

hi,jvj (B.5)

hj+1,j = ||wj||etvj+1 =
1

hj+1,j
wj+1 (B.6)

j allant de 1 à n, ave
 n la dimension de l'espa
e de Krylov que l'on 
onsidère. On

peut se 
onvain
re que si l'on note V la matri
e m × n dont les ve
teurs 
olonnes

sont pré
isément les ve
teurs vj générés de la sorte, et si on dé�nit H 
omme étant

la matri
e de Hessenberg supérieure

H =




h1,1 h1,2 h1,3 · · · h1,n

h2,1 h2,2 h2,3 · · · h2,n

0 h3,2 h3,3 · · · h3,n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 · · · 0 hn,n−1 hn,n




(B.7)

de 
oe�
ients hi,j donnés 
i dessus, alors

AEV = EVH+ vn + rTn (B.8)

ave
 le ve
teur ligne rT = (0, · · · , 0, hn+1,n). On détermine ensuite les ve
teurs pro-

pres q̂j de valeurs propres ωj pour la matri
e H, de dimension K × K bien plus

petite en général que le système initial, ave
 Hqj = iωjqj
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B.2 Algorithme 'shift and invert '

Il s'agit de 
al
uler non plus les valeurs propres de plus grandes parties imagi-

naires ωi au voisinage de l'axe réel mais de 
her
her les valeurs propres au voisinage

d'un point ω0 dé
alé dans le plan 
omplexe. Il 
onvient don
 d'appliquer la méthode

d'Arnoldi pour le problème aux valeurs propres généralisé

iµEq̂ = (A−Eω0)
−1q̂ (B.9)

ave
 µ = 1
µ−µ0

et les valeurs propres µ de plus grand module 
orrespondant à des

valeurs ω de A, pro
he de ω0. Il su�t don
 de déterminer la séquen
e

vj+1 = (A− Eω0)
−1)Evj+1 (B.10)

en opérant au préalable une dé
omposition LU de la matri
e (A − Eω0). On aura

alors en e�et

Av = (
1

µ
+ ω0)Ev (B.11)

et par 
onséquent

ω =
1

µ
+ ω0. (B.12)

Rappelons que si A est inversible, alors (A−Eω0) l'est aussi. Il reste à déterminer la

bonne dimension de n, dans le 
as présent. Des sous-espa
es de Krylov de dimension

1000 ont été utilisés ave
 5 shifts a�n de 
al
uler 2000 valeurs propres distin
tes,

pour des valeurs propres ave
 des parties réelles positives.
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Instabilités d'é
oulements dé
ollés et leur 
ontr�le

La dynamique d'instabilité d'un é
oulement laminaire dé
ollé est étudiée expérimentalement

et son 
ontr�le par le biais de la simulation numérique. La 
on�guration étudiée est une 
ou
he

limite laminaire dé
ollée au dessus d'une géométrie de type bosse.

Pour une 
ertaine gamme de paramètres, l'é
oulement de re
ir
ulation en aval de la bosse

est 
ara
térisé par un battement basse fréquen
e. L'étude expérimentale de 
ette dynamique a

permis de retrouver les di�érents régimes d'instabilité mis a jour par voie numérique. Ces résultats

prouvent notamment que les instabilités basse fréquen
e, dont l'existen
e a éte surtout mise en

éviden
e dans des 
on�gurations d'é
oulements 
ompressibles, sont un phénomène générique pour

des bulles de re
ir
ulations allongées. Le 
ontr�le du battement basse fréquen
e est ensuite étudié

par voie numérique suivant deux appro
hes 
omplémentaires. Un asservissement en bou
le fermée

de la dynamique de perturbation linéaire est tout d'abord proposé. Les modes d'instabilité linéaires

sont utilisés a�n de 
onstruire des modèles réduits de la dynamique de perturbation. Cette rédu
tion

de modèle donne lieu à des estimateurs de faible dimension 
apables d'estimer la dynamique et de

la 
ontr�ler. Ainsi la dynamique d'instabilité linéaire peut être supprimée en 
ouplant le système

de Navier-Stokes linéarisé ave
 le 
ontr�leur.

Le 
ontr�le de la dynamique non linéaire est ensuite étudié en utilisant une méthode d'optimi-

sation Lagrangienne. Cette méthode permet de 
al
uler les lois de 
ontr�le à partir de la dynamique

non linéaire des équations de Navier-Stokes. Bien que l'instabilité basse fréquen
e soit 
lairement

atténuée, il semble di�
ile de stabiliser l'é
oulement vers son état stationnaire, en utilisant quelques

a
tionneurs de type sou�age/aspiration, lo
alisés sur la paroi.

Mots-
lefs : Cou
he limite, dé
ollement, 
ontr�le, rédu
tion de modèle, optimisation

Lagrangienne.

Instabilities and 
ontrol of a separated boundary-layer �ow

The dynami
s and 
ontrol of a separated boundary-layer �ow have been investigated. Sep-

aration is triggered by a bump mounted on a �at plate and the transition dynami
s has been

investigated experimentally.

For a 
ertain parameter range, the re
ir
ulation region is subje
t to self-sustained low-frequen
y

os
illations, and results from the numeri
al simulation for the same geometry are re
overed. These

results show that low frequen
y os
illations, observed mainly in 
ompressible �ow regimes, are

inherent to elongated re
ir
ulation bubbles.

The 
ontrol of this low-frequen
y instability has been investigated using modern 
ontrol theory

based on two 
omplementary approa
hes. Feedba
k 
ontrol of the linear perturbation dynami
s is

�rst 
onsidered. Global instability modes are used to build redu
ed-order estimators. This model

redu
tion gives rise to low-dimensional 
ompensators 
apable of 
ontrolling the unstable dynam-

i
s. On
e 
oupled to the unstable linearised Navier-Stokes system, the 
ompensator is seen to

su

esfully 
ontrol the unstable dynami
s.

The 
ontrol of the nonlinear dynami
s is then investigated using adjoint-based optimisation

pro
edures. This method is used to 
ompute 
ontrol laws based on a 
omplete knowledge of the

nonlinear dynami
s. Although the low-frequen
y instability is 
learly attenuated, it seems di�
ult

to 
ontrol the �ow towards its steady state, using only a few blowing/su
tion a
tuators lo
alized

on the wall.

Keywords : Boundary-layer �ow, separation, 
ontrol, model redu
tion, Lagrangian optimisation.


