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Notations

FDP
V.A.
l.p.m.
SOL

NMuo
2(p,q)
G(a,B)

XZ

R

fonction de densité de probabilité.

variable aléatoire.

libre parcours moyen.

Scrape-off Layer.

processus d’échange de charge.

une constante.

Monte Carlo.

variance .

fonction de variance-covariance .

.Xp)) cumulant d’ordre p.

définie-positive .

fréquence d’échange de charge.

fréquence d’ionisation par impact électronique.

fonction gamma complete.

opérateur espérance mathématique.

densité plasma.

moment d’ordre p de x exactement équivalent a & (x”).

matrice transposée de M.

vitesse de la particule neutre.

densité des particules neutres.

libre parcours moyen des neutres.

partie imaginaire.

écart-type de la variable x.

matrice identité.

distribution normale d’espérance u et d’écart type o.
distribution Beta de parametres p et g.

distribution Gamma de parametre d’échelle a et de facteur de forme g.

distribution Chi-deux.

taux de fluctuations (amplitude des fluctuations), défini par o,/& x.
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Introduction

Le travail présenté dans cette thése s'inscrit dans le cadre de la modélisation de la zone péri-
phérique des plasmas de fusion par confinement magnétique, appelée plasma de bord. Cette mo-
délisation est particulierement difficile, a la fois pour des raisons géométriques et physiques, les
processus d’interaction plasma-paroi et de physique atomiques étant des acteurs majeurs dans
cette région. De plus cette région est fortement turbulente, avec des fluctuations de densité de
type intermittent dont 'amplitude est comparable a la densité moyenne. La description de cette
région fait donc intervenir une large gamme d’échelles spatiales et temporelles, qui ne peuvent
pas étre traitées de facon simultanée a I’heure actuelle en dépit des progres importants de la puis-
sance de calcul disponible. Il est donc essentiel de pouvoir développer des modeéles a gros grains
('coarse grained’) décrivant la dynamique du plasma aux échelles correspondant aux profils des
parametres moyens dans les machines de fusion. Les équations fluides décrivant I'évolution des
valeurs moyennes de la densité du plasma, de la vitesse et des températures ioniques et électro-
niques dans le plasma de bord comportent ainsi un terme de transport turbulent, qui résulte du
processus de lissage des échelles turbulentes. La forme de ce flux turbulent résulte a '’heure ac-
tuelle dans le meilleur des cas d’'une analyse des propriétés de la turbulence, mais prend souvent
la forme d’'un terme de diffusion que 'on ajoute aux contributions collisionelles. Les particules
neutres (atomes, molécules), qui résultent essentiellement des processus d’interactions plasma-
paroi, jouent un role essentiel dans cette région du plasma, en échangeant matiere, quantité de
mouvement et énergie avec les espéces chargées. Les neutres requierent une description ciné-
tique, en raison de leur libre parcours moyen qui peut étre plus grand que les longueurs de gra-
dient typiques des parameétres plasma. La méthode de Monte Carlo est la technique de choix pour
traiter le transport des neutres, car elle permet de prendre en compte a la fois la complexité géo-
métrique inhérente a la paroi des machines de fusion, et I'ensemble des processus de physique
atomique pertinents dans le plasma de bord. Cependant, a I'’heure actuelle I'effet de la turbulence
sur le transport des neutres n’est pas pris en compte, en ce sens que les neutres évoluent dans le
plasma "moyen" comme signalé pour la premiere fois par Prinja [1]. Le but de cette these est de
développer un modele permettant de décrire I'effet des fluctuations plasma sur le transport des
neutres, et pouvant étre implémenté dans les codes de modélisation de bord (comme B2-EIRENE)
avec un coft raisonnable en temps de calcul.

Lionisation dans la SOL peut modifier considérablement les écoulements moyens, avec des
conséquences sur la migration des impuretés. Une pénétration accrue de neutres dans la chambre
principale aurait pour effet d’augmenter I'érosion des parois a cause de I'augmentation du flux de
neutres résultant des réactions d’échange de charge.

Nous adopterons une description statistique des fluctuations turbulentes, car nous sommes
intéressés par des calculs de valeurs moyennes de quantités impliquant la fonction de distribution
de neutres. Du point de vue technique, le probléme qui nous intéresse rentre donc dans le cadre
du transport linéaire dans les milieux stochastiques, qui a de nombreuses applications : transport
des neutrons dans les fluides en ébullition [2], transport du rayonnement dans les atmospheéres
nuageuses, le milieu interstellaire [3], les tissus biologiques [4] ou les plasmas de fusion par confi-
nement inertiel [5]. Le cas d'un mélange stochastique de deux milieux non-miscibles a fait I'objet
de nombreuses études [6, 3, 2,7, 8, 9]. Le transport dans des milieux dont les propriétés peuvent



varier de facon continue a également été considéré, essentiellement a 'aide d'une statistique de
Gauss [10,11,12], et récemment dans le cas d'une statistique Log-normale [13].

Le chapitre 1 présente les aspects principaux des modéles utilisés pour décrire le transport des
neutres dans les plasmas de fusion par confinement magnétique. Dans le chapitre 2, les mérites et
les limitations de plusieurs distributions multivariables pouvant décrire les propriétés statistiques
des fluctuations de densité sont examinés. Une attention particuliere est portée aux restrictions
qui doivent étre imposées sur le choix des parametres ajustables pour que les modeles statistiques
proposés soient bien posés (réalisables) du point de vue mathématique. Les profils de la densité
de neutres et de la sources d’ionisation moyens sont calculés analytiquement [14, 15, 16, 17] dans
le chapitre 3, en utilisant les modeéles introduits dans le chapitre 2. La sensibilité des résultats aux
choix du modele est discutée. Finalement, le chapitre 4 est consacré a I'étude des modeles de
transport a gros grains (transport effectif), qui permettent d’écrire une équation de transport pour
la valeur moyenne de la fonction de distribution des neutres. Les fonctions de densité de probabi-
lité de type Gamma multivariables s’averent particulierement intéressantes dans ce cadre, car elle
permettent d’obtenir des modeles de transport a gros grains exacts.



Chapitre 1

Role et description des particules neutres
dans les machines de fusion par confinement
magnétique

Dans ce premier chapitre, apres avoir brievement présenté les grands principes de la fusion
par confinement magnétique, nous discuterons les aspects essentiels de la physique des parti-
cules neutres (atomes, molécules) dans les plasmas de fusion. Nous commencerons par décrire le
mécanisme de recyclage des ions a la paroi, qui constitue la source principale de neutres dans les
machines de fusion. Ensuite, nous décrirons les processus de physique atomique et moléculaire
al'oeuvre dans les régions périphériques du plasma, puis nous discuterons du niveau de descrip-
tion le plus approprié a I'’étude du transport des atomes et des molécules dans les plasmas de fu-
sion. Nous montrerons qu'une description cinétique s'impose en raison des échelles spatiales en
jeu. Pour conclure, nous présenterons I’équation de Boltzmann linéaire utilisée en pratique, ainsi
gu’'une solution analytique dans un cas simplifié, qui nous sera utile dans les chapitres suivants.



1.1 Principes de la fusion par confinement magnétique

le-15 T T T TTTTT] T _TT+TH[— = L _T 1T
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FIGURE 1.1 — Taux de réaction pour différentes réactions de fusion thermonucléaire, [18, Fig. 1.3].

Plus de 80 réactions de fusion thermonucléaire son connues, mais celle qui possede la section
efficace la plus élevée a basses énergies est la réaction deuterium-tritium (D-T) (voir Fig. 1.1),

D +T— He (3.517 MeV) + n (14.069 MeV). (1.1)

Suivant la théorie de la relativité restreinte, I'énergie de masse libérée par cette réaction est don-
née par Am = mp+ + mrp+ — Mye — Mn = 3.1 x 1072 kg. Des énergies en principe tres élevées (0.4
MeV) sont requises pour permettre aux particules de vaincre la force répulsive de Coulomb afin
de fusionner. Fort heureusement, grace a I'effet tunnel, une probabilité de fusion compatible avec
le fonctionnement d’un réacteur est obtenue a une dizaine de keV. Pour réaliser les réactions de
fusion en laboratoire, il faut donc parvenir a créer et a confiner un plasma a une température de
I'ordre d’'une dizaine de keV pendant un temps suffisamment long. Deux voies sont explorées pour
concevoir un réacteur de fusion thermonucléaire. La premiere, appelée fusion inertielle, consiste a
confiner un plasma tres dense (de I'ordre de mille fois la densité du D-T solide) crée par laser pen-
dant un temps tres court. La seconde, qui nous intéresse ici, consiste a confiner un plasma peu
dense (10?° m~3) pendant un temps plus long (75 ~ 1s), a I'aide de champs magnétiques. Dans ce
dernier cas, appelé fusion magnétique, on tire parti du fait qu'un champ magnétique confine les
particules chargées par I'intermédiaire du mouvement cyclotronique. La nécessité d'utiliser des
lignes de champ magnétique fermées s’est imposée pour éliminer les pertes par transport paral-
lele de la matiere observées dans les machines linéaires. Cependant, a cause des dérives induites
par la courbure des lignes de champs, un champ magnétique toroidal ne permet pas a lui seul
d’assurer le confinement. Il est nécessaire d’introduire une transformée rotationnelle, c’est a dire
une torsion dans les lignes des champs, qui leur donne un caractére hélicoidal. Les deux princi-
pales configurations basées sur ce principe sont le stellarator et le tokamak. Dans le premier cas,
la forme des bobines est calculée pour produire le champ magnétique total nécessaire au confine-
ment. Ceci conduit a des configurations non-axisymétriques qui peuvent étre tres complexes en
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fonction du degré d’optimisation de la géométrie. Dans la configuration tokamak, le champ toroi-
dal est produit par des bobines, mais la torsion des lignes de champs est introduite par le champ
magnétique poloidal, généré par un courant intense (de I'ordre de plusieurs MA) circulant dans la
direction toroidale. La configuration tokamak est retenue pour la machine internationale ITER, et
un stellarator de nouvelle génération est en cours de construction en Allemagne (W7-X).

1.2 Recyclage et interactions plasma-paroi

Les particules neutres (atomes et molécules) sont couplées au plasma par différents proces-
sus de physique atomique et moléculaire. En effet, les neutres échangent particules, énergie et
guantité de mouvement avec les ions et les électrons du plasma via les processus d’ionisation,
d’échange de charge et autres collisions élastiques et inélastiques. Par exemple, I'équation de
continuité de la densité électronique peut s’écrire

0[ne+vnev=8, (1.2)

ol v est la vitesse fluide et S représente la source des particules chargées liée au processus d’ioni-
sation des neutres par impact électronique, donnée par

S=Nnegloiove), (1.3)

ou N est la densité de neutres, g, la section efficace d’ionisation par impact électronique, et ou
les crochets désignent une moyenne sur la distribution de vitesse électronique '.

NN

slow
molecule

NN N

AN NN

backscattering

thermal release
of molecule

(a) processus de rétro-diffusion, I'ion heurte (b) T'ion est piégé dans la paroi, il recycle

la paroi et retourne instantanément dans le sous forme de molécule.
plasma sous forme de neutre.

FIGURE 1.2 — Processus de recyclage des ions a la paroi.

La paroi du tokamak joue également un role important dans le couplage plasma-neutres via
des processus d’interaction plasma-paroi complexes. Les ions perdus par le plasma et qui viennent

1. On a supposé ici que la vitesse relative entre les électrons et les neutres pouvait étre assimilée a la vitesse des
électrons, i.e. |[vg — V| = |V,|.



frapper la paroi se neutralisent, et retournent pour la plupart dans le plasma sous forme d’atomes
ou de molécules. Ces particules neutres sont alors ionisées et les ions du plasma sont ainsi "recy-
clés". Cette source de "recyclage" est la principale source de particule dans le plasma. Les especes
neutres résultent d'un certain nombre de mécanismes élémentaires se produisant a la paroi. Le
plus simple correspond a la rétro-diffusion ("backscattering’, voir Fig. 1.2(a)), qui est un proces-
sus purement cinétique, au sens ou il n'implique que des échanges de quantité de mouvement et
d’énergie entre l'ion incident et les atomes du réseau formant la paroi. Les ions qui ne sont pas
rétro-diffusés s'implantent dans la paroi ou en surface, et pour des températures de paroi usuelles
(T <1000 °C), recyclent essentiellement sous forme de molécules (voir Fig. 1.2(b)), avec une éner-
gie égale a la température moyenne de la paroi (de I'ordre de quelques dizaines de meV).

On verra dans la suite que le type de recyclage a la paroi est déterminant dans la spécification des
conditions aux limites pour I’équation de transport des neutres.

1.3 Description des processus atomiques en jeu

Dans cette section nous exposons les principaux processus qui se produisent dans la zone la
plus externe du plasma, ol1 les deux extrémités des lignes de champs magnétiques sont connectées
a la paroi. Cette région est appelée la zone a 'ombre du limiteur (ou SOL pour Scrape-off Layer,
acronyme que nous utiliserons dans la suite). Les taux de réactions présentés dans cette section
sont issus de la base de données de physique atomique du code EIRENE [19], qui sera décrit a la
fin du chapitre.

1.3.1 Ionisation

Un atome neutre A° dans un plasma subit des collisions avec des ions et des électrons. Sil’éner-
gie de collision est égale ou supérieure au seuil d'ionisation de I’atome neutre, I’atome peut perdre
un électron. L'ionisation par les protons ne devient significative qu’a partir de températures de
I'ordre de 1 KeV (Fig. 1.3, courbe noire). Dans la suite, nous ne considérerons donc que l'ionisa-
tion par impact électronique. Le taux d’ionisation s’écrit

Vip = ne(r)jdv'Fe (v',r)oio (|v - v’|)|v -V (1.4)

ol 0, estla section efficace d’ionisation par impact électronique, et F, la fonction de distribution
des vitesses des électrons. Si la vitesse de la particule neutre v est telle que|v| < | v |, on peut consi-
dérer que |v -v | ~ |v’ | et 'intégrale devient indépendante de v (les électrons sont généralement
beaucoup plus rapides que les neutres, a cause de leur faible masse). On a donc

Vio(Ne, Te) = Ne{0 0 V,>(Te) (1.5)

oll (o, V') (T,) estle coefficient du taux d’ionisation ("rate coefficient").

Les taux d’ionisation pour les autres especes atomiques, tracés sur la Fig. 1.4, varient de ma-
niere importante entre les différentes especes, avec presque deux ordres de grandeur entre I’hé-
lium et le fer par exemple. Ces différences peuvent étre comprises en prenant en compte les va-
leurs des potentiels d’ionisation pour ces différents éléments ( [20, p. 305]). Typiquement, plus le
potentiel d’ionisation est bas, plus le taux d’ionisation est élevé pour des températures inférieures
aune dizaine d’électron-Volts !. Ces variations ont des conséquences importantes sur les distances
de pénétration de ces différents atomes dans le plasma.

1. Les potentiels de premiere ionisation pour les éléments représentés sur la Fig. 1.4 sont respectivement donnés
par E;(Fe) =7.9 eV, E;(Be) =9.3 eV, Ej(C) =11.2 eV, E;(N) = 14.5 eV, E[(Ar) = 15.7 eV, E;(Ne) =21.2 eV et E;(He) = 24.6
eV (données du NIST).
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FIGURE 1.3 — Coefficient des taux de réaction (o v) (cm3/s) pour I'atome d’hydrogene (H), en fonc-
tion de la température (eV) en échelle logarithmique. Les réactions d’'ionisation par impact de pro-
ton sont clairement négligeables dans les conditions typiques de la SOL. Par contre, 'échange de
charge (courbe rouge) est toujours plus probable que I'ionisation (courbe bleue) pour ces condi-
tions.
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comprendre a I'aide des valeurs des potentiels d’ionisation pour chacun de ses éléments, qui dé-
pend fortement de la structure électronique. En particulier, les gaz rares ont les potentiels d’ioni-
sation les plus élevés.



1.3.2 Processus d’échange de charge (CX)

Dans un plasma, une particule neutre A° peut échanger un ou plusieurs électrons avec un ion
X"*, avec le bilan suivant

A°+ X" — AT 1 X, (1.6)

Ce processus est appelé échange de charge (ou transfert de charge). L'échange de charge impli-
quant exactement le méme systeme initial et final (c’est a dire les mémes espéces dans les mémes
niveaux d’énergie) est appelé échange de charge symétriquement résonnant [21]. L'exemple le
plus simple d’un tel processus est

H* +H(1s) — H(1s) +H™. (1.7)
-8 — —
10 ==
— i f/ — —
“n '9 ——’———
o /
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S / a
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FIGURE 1.5 — Coefficient des taux d’ionisation et d’échange de charge pour I'hélium en fonction de
la température (eV) en échelle logarithmique.

Le taux d’échange de charge résonnant pour ’hydrogene et ses isotopes est comparable au taux
d’ionisation par impact électronique (Fig. 1.3), et doit donc étre pris en compte dans les plasmas
de fusion. Ce taux est défini par

Vex(0,n;, Tj) = ni(r)fdv'Fi (V,r)ocx (|v - v'|)|v -v'l, (1.8)

ou n; est la densité d’ions, T; la température ionique et F; la fonction de distribution des vitesses
des ions. Notons que v, peut dépendre de maniéere notable de v, car les vitesses des ions et des
neutres peuvent étre comparables. Du point de vue dynamique, le processus d’échange de charge
conduit a la relaxation de la distribution de vitesse des atomes formés par dissociation moléculaire
ou rétro-diffusion a la paroi vers la distribution des ions. Pour les autres especes, les taux d’échange
de charge résonnant sont significatifs (Fig. 1.5) mais il est important de préciser que les especes
autres que '’hydrogene sont présentes en faible quantité (on parle "d'impuretés"), et subissent
donc principalement le processus d’ionisation par impact électronique, car la densité ionique n;
correspondante intervenant dans Eq. (1.8) est faible. En outre, les réactions d’échange de charge
non-résonnantes sont complétement négligeables [22] (par exemple I'échange de charge N+H* —



N* + H, n’est pas résonnant). Parmi les réactions d’échange de charge résonnant et intéressantes
pour la physique des machines de fusion, nous pouvons citer H(1s) + C®" — H* + C>* (n=4), qui
est alabase des techniques de mesures de spectroscopie active par échange de charge, permettant
la détermination locale ! de la vitesse fluide, de la température et de la concentration en carbone
dans les machines actuelles.

1.3.3 Processus de dissociation moléculaire

Pour la molécule d’hydrogene (Fig. 1.6), le processus d’ionisation directe, correspondant a

e +Hy —e +Hj(v) +e7, (1.9

ol I'ion moléculaire résultant est vibrationnellement excité, est caractérisé par un taux d’ionisa-
tion v; comparable a celui de ’hydrogene atomique pour des températures entre 10 a 500 eV.
Il existe de plus différents mécanismes de dissociation moléculaire par impact électronique, qui
doivent étre pris en compte car leurs taux de réaction sont du méme ordre que pour I'ionisation. Le
modele de physique atomique utilisé par défaut dans EIRENE retient les deux processus suivants,

e +Hy,—e +H(s)+H(s)+e, (1.10)

ol les atomes d’hydrogéne formés sont dans I’état fondamental, et

e +H,—e +H"+H(s)+e, (1.11)

dont les taux de réaction respectifs v, et v (normalisés a n,) sont tracés sur la Fig. 1.6. On peut
donc ainsi définir un taux d’ionisation effectif par veg = v + vo + v3. Dans la suite, ce taux sera
utilisé lorsque nous nous intéresserons aux transport des molécules.
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FIGURE 1.6 — Coefficient des taux de réactions (o v) (cm>/s) pour la molécule d’hydrogene (H»),
en fonction de la température (eV) en échelle logarithmique, pour les processus définis par les
équations Eq. (1.9) (courbe bleue), Eq. (1.10) (courbe noire) et Eq. (1.11) (courbe rouge).

1. La zone d’émission est déterminée par l'intersection entre un faisceau de neutres énergétiques et la ligne de
visée. Le fait que I'ion C®* soit formé dans un état excité garantit que I'émission reste localisée dans un petit volume.



1.4 Différents niveaux de description pour les neutres

Dans ce paragraphe, nous présentons les différentes approches qui peuvent étre utilisées pour
décrire les neutres dans les plasmas de fusion par confinement magnétique.

1.4.1 Approche fluide et modéle de diffusion

Les particules neutres et les molécules présentes dans le plasma de bord peuvent en principe
étre décrites par une approche fluide au méme titre que les ions et les électrons. Ainsi, I'’équation
de conservation de la densité d’atomes N peut s’écrire 123, p. 460]

%JFV(N:;O) =—neN{(oioV), (1.12)

ol (o ;,v) estle coefficient du taux d’ionisation par impact électronique, défini dans le paragraphe
précédent. Cette équation fait intervenir la vitesse fluide des neutres v, qu’il faut déterminer. Pour
cela, on peut écrire I’équation de conservation de la quantité de mouvement, qui va faire appa-
raitre un terme lié a I’énergie des neutres. Pour obtenir un systeme d’équations fermé, il faut donc
introduire une relation de fermeture permettant par exemple d’exprimer les flux de chaleur en
fonction des moments d’ordre inférieurs si I’on choisit de résoudre les équations pour la densité,
la quantité de mouvement et I'énergie. La fermeture la plus simple consiste a ne conserver que
I’équation pour la densité, en approximant le flux de neutres par un terme de diffusion donné par
laloi de Fick [24,25,26,27]. On obtient ainsi

0

ox

ON(x)

bt 0x

= —v;oN(x). (1.13)

Ce type d’approximation est justifié en particulier lorsque le taux d’échange de charge est suf-
fisamment grand pour que le libre parcours moyen soit petit devant les longueurs de gradients
(autrement dit, I’échelle caractéristique des inhomogénéités du plasma). Ceci conduit a une si-
tuation ou les neutres sont localement en équilibre avec les ions. Le coefficient de diffusion est
alors donné par D(x) = vfh (x)/ (vio + ch), ou v, (x) la vitesse thermique locale.

Cependant, dans la plus grande partie du plasma le libre parcours moyen des neutres est plus
grand que les longueurs de gradients, une situation pour laquelle il n’existe pas de relation de fer-
meture fiable. Bien que des corrections puissent étre apportées aux équations fluides pour éviter
I'apparition de comportement non physiques, en particulier en présence de forts gradients (limi-
teur de flux), une description cinétique est alors plus appropriée. Celle-ci est utilisée pour tout le
plasma, car la localisation de la frontiere entre les régions ot 'approche fluide est utilisable et les
régions purement cinétiques n’est pas connue avec précision.

1.4.2 Approche cinétique : équation de transport linéaire
1.4.2.1 Formulations intégro-différentielle
L'équation de transport pour une particule neutre s’écrit [28, 29, 30],

of(r,v,Q,1)
ot

0 0 of
+v.—f(r,v,Q0+F.—f(r,v,Q,0)=—=—| , 1.14
vor/ v N ESIfn v 0 (at)col (114
ou f estla densité de probabilité de trouver la particule neutre au point r(x, y, z) a l'instant ¢ avec

la vitesse v dans la direction du vecteur unitaire 2 = v/v. Le sens physique de I'’équation (1.14)

1. On consideére ici un régime ionisant, ou1 la recombinaison est négligeable.
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est simple, elle traduit la conservation du nombre de particules dans l'espace des phases a six
dimensions (x, y, z, vy, Vy, V). Etant de charge électrique nulle, les particules neutres ne subissent
pas les forces des champs électromagnétiques et le troisieme terme du membre de gauche dans
I'Eq. (1.14) s’annule. Le terme a droite de I'égalité rend compte des processus de collision que
subit le neutre dans le plasma, dont les especes partenaires sont essentiellement des ions et des
électrons. La faible densité de neutres par rapport aux densités des particules chargées !, fait que
le temps séparant deux collisions entre deux particules neutres est largement supérieur a la durée

de vie du neutre dans le plasma. Le terme de collision s’écrit
frv,0)fer, v, 0o, (|v—v’|)|v— V| + frv 0 fir,v, t)acx(|v— v’|)|v— v'|[+Q.

af| _ ;
4 1o
col
(1.15)

ou f, et f; sont respectivement les fonctions de distributions électronique et ionique, générale-
ment supposées Maxwelliennes, 0, et 0., sont les sections efficaces d’échange de charge et d’io-
nisation, considérées comme isotropes, et ne dépendent donc que du module de la différence des
vecteurs vitesses. Le terme Q, dont I’expression sera précisée dans la suite, est la source de neutres
résultant des réactions d’échange de charge. On parle alors d’équation de Boltzmann linéaire, car
le terme de collision ne contient que des produits du type f f; et f f. (etnon f f). L'équation (1.15)
n'est justifiée que dans 'approximation des collisions binaires et dans le cadre de I'hypothése du
chaos moléculaire, qui suppose que les vitesses des particules impliquées dans une collision sont
indépendantes [31, 32]. Ainsi le nombre de paires de particules dans I’élément de volume dr au-

tour de r avec les vitesses respectives v et v’ est [f (r,v) drdv] [f (r,v') drdv’] . Lajustification de
I'hypothese du chaos moléculaire est détaillée par Prigogine [33, p. 90].

La premiere contribution dans le membre de droite de I'équation (1.15) est liée a I'ionisation par
impact électronique, et la seconde comptabilise les neutres de vitesse v qui disparaissent par
échange de charge, avec un taux v, donné par I'Eq. (1.8). Enfin, Q rend compte des neutres qui
naissent par échange de charge au point r avec la vitesse vQ, et s’écrit

Q= +ne(rF; (V)jdl/f(v’,r)acx (|v N v’|)|v -v'

ol 'on a considéré un plasma d’hydrogene pur (n, = n;). Ainsi, '’équation cinétique pour la fonc-
tion de distribution des neutres s’écrit, en régime ionisant,

) (1.16)

of(r,v,Q,t 0

f(a—t) + v.a—f(r, 0,Q,1)+ (Vio+vex) f(r, 1,Q,1) = Q(r, v,Q, 1). (1.17)
r

ol il est important de noter que Q est une fonctionnelle linéaire de f. Cette équation peut étre

mise sous forme intégrale, par exemple en introduisant le changement de variable r’ = r — sQ (voir

Fig. 1.7), qui conduit a

0 0 d
3V f(r=sQuvt-s/v,Q)= —vd—i (r-sQ,ut-s/v,Q). (1.18)
En utilisant le résultat précédent, Eq. (1.17) devient
af
—v—~ (r—sQut-s/iv,Q)+[vf](r-sQ v t-s/v,Q)=Q(r-sQ,v,t-s/v,Q), (1.19)

1. Ceci peut ne pas étre le cas dans le divertor, partie de la machine dans laquelle on cherche a localiser les inter-
actions plasma-paroi et ot1 le recyclage est le plus intense.
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0

FIGURE 1.7 — Schéma de la trajectoire du neutre [28, Fig. 2.3], le plasma est contenu dans le demi-
plan entre la surface S et I'infini.

ol s est 'abscisse curviligne le long de la trajectoire du neutre !, et v = v;, + v,. En intégrant sur
s, on obtient la forme intégrale de I'’équation de Boltzmann 2

f(r,vQ,1)=f(r—sQ,t—so/v)exp

_1/UJ:0 dsv(r—sQ,t-s/v)

+f(r-viQ,Q,0)exp —fot drv(r-viQ,t-1)

1 emin(sy,vt)
+—L ’ ds'Q(r—s'Q,t—s'/v)exp
v

—l/vjos v(r—s"Q,t—s"/v)ds”} ) (1.20)

Léquation (1.20) n’est pas une solution car Q est une fonctionnelle de f,i.e. Q = Q[ f]. Il est cepen-
dant possible d’écrire une relation de fermeture pour Q en multipliant Eq. (1.20) par f;o. x| v-v |,
puis en intégrant sur ¥’ pour obtenir

Q(r,v,Q) = f(r-s9,9) f; (v,r)fdv’acx|v’—v|exp

0
l/v’f v(r-s5'Q) ds’]
S0

I .
+fi(v,7) f dv’w fomm(so’yt) ds'Q(r—s'Q)exp

l/v’f?v(r—s”ﬂ)ds"], (1.21)
N

out]’on a considéré une condition initiale nulle (f(# = 0) = 0). Les équations (1.20) et (1.21) forment
un systeme d’équations couplées qui peut étre résolu numériquement de maniere itérative e.g.
[34, 35, 36]. Cependant, la tendance actuelle dans les plasmas de fusion, au vu de la complexité a
la fois des processus atomiques en jeu et de la géométrie, est de recourir a une méthode de Monte
Carlo. La forme intégrale donnée par Eq. (1.20) se préte en effet parfaitement a une interprétation
en termes de processus stochastiques. Une analyse élémentaire de cette équation montre que les
neutres de vitesse v dans la direction Q en r a I'instant ¢ proviennent de trois contributions,

1. Contrairement aux particules chargées, la trajectoire du neutre entre deux collisions successives est droite.
2. Celle-ci peut également étre obtenue en utilisant la transformée de Laplace [28, p. 18]. La méthode présentée
ici correspond a la méthode des caractéristiques.
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1. les neutres qui a l'instant ¢ — sp/ v étaient en r — 5oQ2 (a la surface) et atteignent le point r sans
subir de collisions.

2. les neutres qui a 'instant ¢ = 0 étaient en r — v#Q et ne subissent pas de collisions sur une
distance vt.

3. les neutres issus du processus d’échange de charge en r — s’Q al'instant r —s’/vavec0 < s’ <
min(sy, vt), et parcourant la distance s’ dans la direction Q sans subir de collisions.

Les termes exponentiels peuvent étre interprétés comme les probabilités de ne pas subir de colli-
sion sur une distance s (ou s’), ou pendant un temps ¢ (pour le terme correspondant a la condition
initiale). L'intégrale dans 'argument de I'’exponentielle est appelée I'épaisseur optique (par analo-
gie avec la quantité jouant le méme role dans I'étude du transport du rayonnement).

1.4.2.2 Solution de Smirnov

Dans la grande majorité des cas d’intérét pratiques, I'équation de transport linéaire ne peut
étre résolue analytiquement. Pour affiner la compréhension physique du probléme, il est cepen-
dant trés utile de disposer de solutions analytiques dans des cas simplifiés. Dans ce paragraphe,
nous présentons la solution de Smirnov, qui donne la densité de particules neutres a I'état station-
naire en retenant les processus d’ionisation par impact électronique et d’échange de charge dans
une géométrie unidimensionnelle. Les hypothéses nécessaires a I'obtention de cette solution sont
les suivantes :

1. Les atomes issus du recyclage sont mono-énergétique a la vitesse v, et leur flux total est
donné par I'y (en incluant la contribution liée a la réflexion a la paroi).

2. un plasma isotherme, aussi bien pour les électrons que pour les ions.

3. une distribution en vitesses des ions donnée par la combinaison linéaire de deux distribu-
tions de Dirac,

Fi(v):%[6(v—v,~)+6(v+ vi)]. (1.22)

Sous ces hypotheéses, la densité de neutres est solution de I’équation intégrale suivante (voir Reh-
ker & Wobig [37]),

A =l () 4 1O pmatuo
N(z) = 5 fo dz'e N(z')+ . e , (1.23)

ou uy = v/ v;, et ou z est I’épaisseur optique définie par

7= fx Ve . (1.24)

0 Vi

La quantité A mesure 'importance relative des taux de réactions d’ionisation et d’échange de
charge, et est définie par

A:VCx/(ch‘I'Vio). (1.25)

Léquation (1.23) porte le nom d’équation de Wiener-Hopf avec un noyau exponentiel . Le se-
cond terme du membre de droite de I'Eq. (1.23) évoque un produit de convolution, ce qui suggere
de résoudre I'équation dans I'espace de Fourier. Cependant, N n’est définie que sur le demi-axe
positif, ce qui rend I'utilisation des techniques usuelles de la transformée de Fourier délicate. Il

1. Cette équation apparait naturellement dans le calcul de minimisation del’erreur dans la théorie de la prédiction
de V.A.s [38]. Le noyau exponentiel est aussi appelé noyau de Lalesco [39].
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est donc intéressant de présenter la méthode de Wiener-Hopf [40, 41, 42], utilisée par Smirnov
pour parvenir a la solution de 'Eq. (1.23) ?. Le noyau exp(—|z|) est défini sur R et permet d’étendre
I’équation (1.23) sur le demi-axe négatif en définissant la fonction g, nulle pour z > 0, et telle que,

A (o.°] ’
g(z) = 5 fo dz'e 1 ?IN(Z), z<o. (1.26)

On réécrit Eq. (1.23) comme suit

%jf: dz/e—|z—z/|fN+(z’) =Ni(2)+g-(2)— F—UOF+ (2), (1.27)

ol les indices '+’ et '-’ désignent le domaine sur lequel les fonctions sont non nulles, et F, (z) =
e~#'%_On applique maintenant la transformée de Fourier ® a1’équation précédente, ce qui conduit
a

A« X . R Ty .
EN+ (W) K(w) =Ni(w) + &-(w) - 70F+ (w), (1.28)
ol
. +o00 . i
F — iwz ,—zluy = 1.2
L () jo vtz = (1.29)
R(w) = f+°° e!0% eVl g7 = 2 (1.30)
—oco w?+1’ '
et
N, () = L)+OON(z)eiwzdz. (1.31)

Notons que F; est analytique dans le demi-plan J(w) > —1/uy. Laméthode de Wiener-Hopf consiste
premierement en la factorisation suivante

A . K" (w)
1- —K(w) == , (1.32)
2 K (w)
ol
N w+iv1-A . w—1
Ktw)=— et K (0)=————. (1.33)
w+1 w—Iiv1-A

La fonction K* (respectivement K™) est analytique dans le demi-plan J(w) > —1 (respectivement
J(w) < v1—A)*. La transformée de Fourier de I’Eq. (1.27) peut donc se réécrire

A - Ty A . .
N1 (@)K (w) = 7OF+(w)K_(w) - §- (WK (w). (1.34)

La seconde étape consiste a décomposer le produit F, K~ en une somme

Fo( K (w)=WH(w) + W (w), (1.35)

1. Les détails du calcul de Smirnov ne sont disponibles qu’en langue allemande dans [43].
2. Il existe d’autres méthodes similaires, dites de Carleman ou Krein pour résoudre ce type équation [44].
3. On utilise la convention suivante :

flw) = fj: e'* f(2)dz.

4. Les exposants * et ~ ne signifient donc pas que les fonctions K* et K~ sont nulles pour z > 0 et z < 0, mais
indiquent dans quels demi-plans ces fonctions sont analytiques.

14



a

W (0) = ——, (1.36)
w—iv1I-A
est une fonction analytique dans le demi-plan J(w) < V1 - A, et olt
wWH(w) = ——, (1.37)
w+i/ug
est analytique dans le demi-plan J(w) > —1/uy. a et b sont deux constantes données par
1-v1-A 1+
a=—-iuyy——— = et b:i—uo. (1.38)
1+ugv1i-A 1+uyv1i—-A
On a alors
N o+ To ~y Lo~ A —
Ny (K™ (w) — 7W (w) = 7W (w) — g- (WK (w). (1.39)

Lalimite du terme de droite dans Eq. (1.39) est 0 pour J(w) — oo, alors que le terme de gauche tend
vers 0 lorsque J(w) — —oo. Le théoréme de Liouville [40] impose alors que ces deux termes soient

. . o To ~ . » .
identiques a zéro, d’'ou N, = — W™ /K™. Par transformée de Fourier inverse, on a finalement
v

N =0l roo AN, (w)e 7 (1.40)
vV 27T J-o0

_Doi (1+u) Ml (0+1) o izw. (1.41)

v 2m (1+u0\/ﬂ) o0 (w+i/u0)((u+iM)

On calcule cette intégrale en utilisant le théoreme des résidus, soit pour v 1 — A # 1/ uy,

N(z) = Ayexp(—z/up) + Az exp (—v 1- Az) ) (1.42)
ol
o 1-ud
= 1.43
T u1-w2(1-4) (149
et
2
_To_ A (1_‘1_A) (1.44)

V2VI—A [ 1-ugV1-A 1+ugVI-A

Dans le cas o V1 - A =1/ugy (pdle double), on obtient de méme

I'p1 1-
N(z)= =2 o (1— uoz) exp (—z/up)- (1.45)
v 2 U

Linterprétation physique de la solution de Smirnov est plus subtile qu’elle ne peut le sembler
a premiere vue, car les coefficients A; et A, peuvent étre négatifs. De maniére générale, on ne
peut donc pas interpréter la solution en termes de deux populations de neutres avec des vitesses
différentes, I'une correspondant aux neutres n’ayant pas subi d’échange de charge ("premiére gé-
nération") et 'autre aux neutres ayant subi un échange de charge. Le signe des coefficients A; et
A, dans le plan (1, A) est donné dans les Figs. 1.8(a) et 1.8(b). Le changement de signe de A, se
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produit le long de la courbe up = 1/v1 - A. Pour uy < 1, A; et Ay sont positifs, alors que A; A2 <0
pour g > 1.

1 -
08
0.6-
<

04

0.2-

Yo

(a) signe de Aj. (b) signe de As;.

FIGURE 1.8 — Signes des coefficients A; et As, le rouge correspond au signe positif et le bleu au
signe négatif.

Les cas limites correspondants a A — 0 (cas sans échange de charge), et A — 1 (cas sans
ionisation) sont intéressants a étudier. Le premier cas correspond a A; = I'g/v et A, =0.Sila
densité plasma est constante, la densité des neutres décroit alors exponentiellement avec sur
une échelle caractéristique égale au libre parcours moyen d’ionisation Amfp = vlvj, (.e. N(x)
exp(—x/Amfp)). Dans le cas opposé ou I'échange de charge domine, la décroissance du second
terme dans Eq. (1.42) est aussi exponentielle, mais avec une échelle caractéristique A = v;/\/VioVerx,
et la densité de neutres suit une équation de diffusion dont le coefficient de diffusion est D =
vfl Vex, €n accord avec I'image d’'une marche aléatoire. Ceci justifie dans un cas simple le modele
de diffusion pour les neutres introduit dans le paragraphe 1.4.1.

Le cas ug = 1, pour lequel le module de la vitesse des neutres (|v|) issus du recyclage est égal au
module de la vitesse des ions | vi|, est également intéressant car il correspond a A; = 0. Le profil de
densité des neutres peut alors étre écrit en fonction du taux d’ionisation et d’une vitesse effective
Vet = vV 1 — A inférieure a v, sous la forme

N(x) = A exp(—%ﬁfox dsv,-o(s)). (1.46)

Tout se passe donc dans ce cas comme si les neutres étaient émis a la vitesse vqs en I'absence
d’échange de charge. Le fait que veg < v traduit le fait que la vitesse d’'un neutre apres échange de
charge est +v;.

En pratique, dans les plasmas de fusion par confinement magnétique, on a 0.5 < A < 0.9 pour
les isotopes de I'hydrogene dans le régime ionisant, d’apres la Fig. 1.3. En ce qui concerne le para-
metre 1y, on se trouve souvent dans 'une des deux situations décrites dans la suite. La premiere
correspond a un flux de neutres peu énergétiques, car provenant de réactions de dissociation mo-
léculaires (voir Fig. 1.2(b)) pour lequel uy <« 1. Dans ce cas, tracé sur la Fig. 1.9 pour différentes
valeurs de A, on observe tout d’abord une décroissance rapide du profil de la densité de neutres,
suivie par une décroissance lente due aux grand libre parcours moyen acquis par les neutres suite
aux échanges de charge avec les ions. La deuxieme situation correspond a un flux de neutres éner-
gétiques issu de la rétro-diffusion sur la paroi apres accélération dans la gaine (voir Fig. 1.2(a)),
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correspondant a uy > 1 (Fig. 1.10). Dans ce cas, le profil de densité de neutres peut devenir non-
monotone. Dans les deux cas, loin de la paroi, le libre parcours moyen effectif d’ionisation est
donné par Aegr = Vest/ Vio-

10°
10"
Z
107
10-3 1 1 1 1
0.5 1.0 1.5 2.0
X/)\.mfp

FIGURE 1.9 — Profil de la densité des neutres en fonction de la distance a la paroi normalisée au
libre parcours moyen initial, i.e. Ay, = V/V;0, pour ug = 0.07 et A = 0.2, 0.6, 0.8 et 0.9. On distingue
deux régimes, I'un représente une forte décroissance de la population des neutres et un deuxieme
régime ou la décroissance est plus douce suite aux processus d’échange de charge suivi d'une
augmentation du L.p.m.
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FIGURE 1.10 — Profil de la densité des neutres en fonction de la distance a la paroi normalisée au
libre parcours moyen initial, i.e. Ay, = v/v;, pour ug = 5.5 et A = 0.8. On distingue deux régimes,
I'un représente une forte concentration de neutres pres de la paroi causée par un grand l.p.m. et
une partie des neutres qui retournent prés de la paroi par échange de charge. Le deuxiéme régime
traduit simplement la forte décroissance des neutres due au petit l.p.m. acquis suite aux échanges
de charges avec les ions.
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1.4.2.3 Remarques sur le probleme dépendant du temps, approximation adiabatique

Pour discuter le probleme dépendant du temps, il est utile de distinguer deux situations : la
premiere dans laquelle les parametres plasma sont constants au cours du temps, et la seconde
dans laquelle les parametres plasma dépendent du temps. Dans le premier cas, les taux v;, et vy
sont indépendants du temps, et le profil de la densité de neutres atteint son régime stationnaire
apres quelques Trelax = (Vio +Veyx) 1. Autrement dit, la contribution de la condition initiale (second
terme du membre de droite dans I'Eq. (1.20) devient négligeable en comparaison des contribu-
tions des sources surfaciques ou volumiques. Pour ¢ > 7,¢1ax, On peut donc se contenter de traiter
le probléme stationnaire, dont la solution formelle est

f(r, V,Q) = f(r — SOQ) exp

_1/vjoso dsv(r—sﬂ)]

L s, /
+;Io ds'Q(r—s'Q)exp

—llvfos v(r—s"Q)ds"]. (1.47)

Dans le cas ou les parametres plasma, et donc les taux, sont des fonctions du temps, la dépendance
temporelle subsiste clairement dans I’équation intégrale Eq. (1.20) méme apres relaxation de la
condition initiale. Cependant, si I’évolution temporelle des taux est suffisamment lente pour que
ces derniers varient peu a ’échelle du temps de vie d'un neutre, donné typiquement par vl._ol, il
est possible d'utiliser une approximation de type adiabatique. Cette derniere consiste a négliger
le terme de retard (—s/v) dans la dépendance temporelle des taux dans les termes d’épaisseur
optique, ainsi que dans I'expression de Q, ce qui conduit a une solution du type

Jadia (r, vQ, t) = f(r — $0€2, t) exp

_1/ULSO dsv(r-sQ, t)]

1 rmin(sg,vt)
+—f0 ’ ds'Q(r-s'Q,t)exp
v

—llvjos ds"v(r-s"Q, t)] (1.48)

Pour obtenir cette équation, nous avons de plus supposé que les échelles de temps de variation
du flux a la paroi (lié a f (r — soQ, ¢)) étaient similaires a celles de v. En pratique, la condition de
validité de I’approximation adiabatique peut s’écrire

— <v L (1.49)
0]

Ceci revient a dire que le plasma n’a pas le temps d’évoluer pendant la durée de vie d'un neutre.
Cette approximation nous sera d'une grande utilité dans la suite, bien qu’elle puisse étre relaxée
sans grande difficulté dans les développements que nous présenterons.

1.5 Méthode de Monte Carlo pour les neutres, code EIRENE

Ce paragraphe donne les grandes lignes du principe de fonctionnement des codes Monte Carlo
(MC) tels que EIRENE [19]. L'approche de type MC est a I'heure actuelle la plus développée dans
les plasmas de fusion, car elle se préte facilement a toutes les géométries des parois des tokamaks
et permet de tenir compte d'un nombre arbitraire de processus atomiques. La méthode de Monte
Carlo permet de plus de résoudre un probléme cinétique a 6 dimensions (voir 7 dimensions, dans
les cas dépendants du temps) sans calculer la fonction de distribution des neutres. En d’autres
termes, on calcule directement les quantités d’'intérét (densité, source d’ionisation, ...) en tenant

1. Rappelons que Q est une fonctionnelle de f.
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compte de tous les effets cinétiques. Cependant, un calcul Monte Carlo ne fournit qu'une estima-
tion statistique de la quantité que I'on cherche a calculer. Autrement dit, le résultat est affecté d'un
bruit statistique proportionnel a 'inverse de la racine carrée du coftit en puissance de calcul. Ceci
pose des problémes spécifiques lorsque I'on utilise un code MC couplé de maniére itérative a un
code fluide, comme c’est le cas de la suite B2-EIRENE (ou SOLPS, pour Scrape-Off Layer Plasma
Simulator). Dans tous les cas, les parametres plasma sont donnés dans un ensemble de cellules
correspondant a une discrétisation spatiale du domaine étudié.

Lessence de la méthode Monte Carlo est de considérer la quantité a calculer comme la valeur
moyenne d'un processus stochastique, et ensuite d’échantillonner des réalisations de ce proces-
sus stochastique numériquement afin de calculer la valeur moyenne désirée. La description du
transport des neutres en terme d’équation intégrale a, comme nous I’avons déja signalé, une inter-
prétation probabiliste. Celle-ci permet de construire naturellement un processus stochastique dit
"analogue", i.e. dont les réalisations ont une correspondance claire avec la physique décrite . Un
exemple concret est fourni sur la Fig. 1.11, ol les trajectoires simulées correspondent aux trajec-
toires physiques, du moins dans le cadre du modele considéré. La quantité dont la valeur moyenne
est égale a la grandeur physique calculée est appelée |’ "estimateur".

0.400 0.800

0.000

-0.400

-0.800

0.800 0,400 0.000 ' 0.400 ' 0.800

FIGURE 1.11 — Quelques histoires correspondant aux trajectoires des particules neutres simulées
par EIRENE dans une géométrie simplifiée de type Tore Supra. La source principale de neutres se
situe au niveau du Limiteur Toroidal Pompé, en bas de la machine.

11 existe différents types d’estimateurs, qui sont plus ou moins adaptés a une situation donnée.
EIRENE utilise un estimateur dit de "longueur de parcours" ("tracklength estimator"), qui mesure
la distance parcourue par la particule dans une cellule spatiale donnée. Dans la suite, nous allons
schématiser brievement le fonctionnement d’'un code comme EIRENE. Pour un neutre issu d'une
source de recyclage, on commence par échantillonner un point de départ en utilisant la distribu-

1. Dans certains cas, il peut étre intéressant d’utiliser des modeéles "non-analogues" pour gagner en performance.
Par exemple, on peut utiliser la technique dite de la "roulette russe", qui consiste arréter avec une certaine probabilité
la trajectoire d'une particule piégée dans une zone peu intéressante du domaine de simulation.
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tion cumulative de flux plasma sur les différents éléments de la paroi. Ensuite, on échantillonne
la vitesse de cette particule (module et direction), en fonction des parametres plasma locaux et du
modele d’interaction plasma-paroi utilisé. Le libre parcours / avant la premiere collision (a ne pas
confondre avec le libre parcours moyen) est échantillonné par inversion de 'équation suivante
(voir Chapman & Cowling [45, p. 93] pour la dérivation de cette loi),

11 P
U = exp (—JO ;kglvk(s)ds), (1.50)

ol les v sont les taux des p processus atomiques ou moléculaires subis par I’espece considérée.
Cette facon de calculer le libre parcours est bien évidemment en accord avec la forme intégrale de
I'équation de transport. En pratique, 'intégrale de I'épaisseur optique est actualisée chaque fois
que la trajectoire pénetre dans une nouvelle cellule spatiale. Dans chaque cellule, les estimateurs
correspondant a chaque quantité a calculer sont mis a jour. Pour la densité de neutres dans la
cellule, on stocke la distance parcourue dans la cellule, pour la source d’ionisation la distance
parcourue multipliée par le taux d’ionisation, etc. Lorsque la particule considérée atteint le libre
parcours [, une collision se produit. La nature de la collision, parmi les p types possibles pour
I’espece considérée, est déterminée en considérant les probabilités respectives de ces processus,
définies par

Vk (1.51)
Pk=—p—— .
=1 Vm
On génere alors un nombre aléatoire u uniformément distribué entre 0 et 1, et si
k-1 k
Z pi<u< Z P (1.52)
=1 =1

alors le neutre subit le processus numéro k. On continue ainsi jusqu’a ionisation ou adsorption a
la paroi de la particule, puis on recommence jusqu’a ce que le bruit statistique ait atteint un niveau
acceptable pour I'application considérée.

1.6 Résumé et conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté de facon succincte les bases de la physique des parti-
cules neutres (atomes, molécules) dans les plasma de machines de fusion par confinement ma-
gnétique. Les neutres proviennent principalement du processus de recyclage, par lequel les ions
venant heurter la paroi peuvent retourner dans le plasma sous la forme d’atome ou comme consti-
tuant d'une molécule. Ces atomes et molécules sont couplés au plasma, c’est a dire échangent des
particules, de la quantité de mouvement et de 1'énergie avec les especes chargées, par 'intermé-
diaire d'un ensemble de processus de physique atomique. En particulier, le processus d’échange
de charge joue un role important pour les isotopes de I'hydrogene. Comme les libres parcours
moyens des neutres peuvent étre bien plus grands que les longueurs de gradients, il est nécessaire
d’utiliser une approche cinétique. Nous avons présenté et discuté la solution analytique de I’équa-
tion de Boltzmann linéaire décrivant le transport des atomes obtenue par Smirnov dans le cadre
d’'un modele simplifié. Cependant, en pratique, la modélisation du transport des neutres s’appuie
sur des codes Monte Carlo comme EIRENE, qui permettent de prendre en compte la complexité
de la physique atomique en jeu, dans des géométries réalistes.
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Chapitre 2

Description statistique des fluctuations
turbulentes dans les plasmas de bord de

tokamak

Dans ce chapitre, nous allons présenter un certain nombre d’outils permettant de décrire les
propriétés statistiques des fluctuations turbulentes observées dans la région périphérique des
plasmas de fusion par confinement magnétique, et en particulier dans la zone a I'ombre du li-
miteur (la SOL). La compréhension de la physique controlant cette turbulence fait1’objet d’études
détaillées [46,47,48], car le transport dans la direction perpendiculaire aux lignes de champ ma-
gnétique est dominé par les fluctuations turbulentes. C’est donc la turbulence qui gouverne la
longueur de décroissance des flux de particules et d’énergie dans la SOL, et par conséquent la
densité de flux sur les composants face au plasma les plus exposés (limiteur ou plaques de neutra-
lisation du divertor). La compréhension des mécanismes physiques impliqués dans la turbulence
de bord est donc essentielle pour pouvoir prédire de fagon précise les largeurs de la SOL dans une
machine comme ITER.

Le transport turbulent se manifeste dans les équations a gros grains obtenues en calculant
la moyenne des équations fluides décrivant la turbulence sur un temps long devant les échelles
temporelles typiques des fluctuations. Pour I'équation de continuité, on obtient ainsi

at<ne>+v<ne><ve>+v<ﬁeﬁe> =(S), (2.1)

ou les crochets désignent la moyenne temporelle, i.e. (...) = 1/ TfOT, et le terme croisé (i, 7,) re-
présente le flux turbulent di aux fluctuations des parametres plasma. Dans les simulations nu-
meériques actuelles comme B2-EIRENE, la source de particules chargées est estimée pour les pa-
rametres plasma moyens, i.e. (S) = S (( ey, Te>). Notre but dans cette these est de traiter de fagon
plus pertinente la moyenne des termes sources dans ces équations. Comme nous nous intéres-
sons a une moyenne sur un temps long par rapport aux temps caractéristiques de la turbulence, il
est naturel d’adopter une description statistique pour les fluctuations. Nous commencerons donc
par présenter des résultats expérimentaux et/ou numériques sur la turbulence de la SOL, qui nous
conduirons a utiliser, comme ingrédient de départ pour nos modeéles stochastiques, la fonction de
distribution de probabilité (FDP) des fluctuations ainsi que leur fonction de variance-covariance.
Nous présenterons ensuite des résultats généraux sur les fonctions de variance-covariance, résul-
tats qui s’averent essentiels en pratique pour s’assurer que les modeles stochastiques que I'on va
construire sont bien posés ("réalisables"). Nous introduirons alors des distributions multivariables
qui permettent de reproduire un certain nombre de propriétés statistiques connues des fluctua-
tions turbulentes dans la SOL. Enfin, nous discuterons des techniques permettant d’échantillon-
ner numériquement ces distributions, en vue d'une application a des calculs Monte Carlo avec le
code EIRENE.
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2.1 Propriétés statistiques des fluctuations dans les plasmas de
bord

2.1.1 Profils de densité moyenne et du taux de fluctuation

Les profils de densité plasma dans la SOL résultent de la compétition entre le transport pa-
rallele le long des lignes de champs, et le transport perpendiculaire, essentiellement d’origine
turbulente. Que ce dernier soit de nature diffusive ou balistique, on peut montrer dans le cadre
d’hypotheses trés simples que la densité décroit exponentiellement suivant la direction radiale,

(ne) (x) = noexp (—x/1y), (2.2)

ol nyp est la densité au niveau de la derniéere surface magnétique fermée. En réalité, les mesures
dans différents tokamaks (DIII-D, TFTR, RFX, RFP) et stellarator (ATF), en mode-L ('low confine-
ment’) ainsi qu’en mode-H (high confinement’) montrent clairement que le profil de la densité
moyenne dans la SOL est bien reproduit par la somme de deux exponentielles décroissantes, avec
une décroissance bien plus lente dans la SOL lointaine qu’a proximité de la séparatrice [48]. Le
taux de fluctuation R = 0 ,,(x)/ {n,) (x) quant a lui augmente clairement lorsque 1'on s’éloigne de
la séparatrice. Lamplitude des fluctuations varie typiquement de Ry ~ 20% a R, ~ 100% [48], et
peut a nouveau étre représenté par la somme de deux fonctions exponentielles,

Tne_ _ Ry exp(=x/A1) + Roexp(—x/As). 2.3)
(ne) (x)

I faut également noter que le taux de fluctuation n’est pas homogene poloidalement [49]. Dans la
suite, nous retiendrons principalement le fait que le profil radial de densité moyen décroit de la
séparatrice vers le mur alors que le taux de fluctuation augmente.

R(x) =

2.1.2 Résultats expérimentaux pour les Fonctions de Densité de Probabilités

Des mesures de la densité électronique dans la SOL du tokamak TCV, a I'aide de sondes, ont
dans un premier temps montré que la FDP des fluctuations, construite a partir des séries tempo-
relles mesurées en un point, est bien décrite par une distribution Gamma dans I'’ensemble de la
SOL [50] (voir Fig. 2.1(a)). La distribution Log-normale ne reproduit quant-a elle les propriétés des
fluctuations que dans la SOL lointaine de TCV. La FDP Gamma est donnée par

B-1 —n.la

P(ne) = ¢ ¢

- 2.4
aPr(B) 4

Expérimentalement, le facteur de forme 8 = A2 est donné par A = 1.7 dans la SOL lointaine.

De plus, des mesures similaires dans la machine TORPEX pour un ensemble de décharges
ayant des conditions expérimentales différentes, montrent une dépendance quadratique entre le
moment d’ordre quatre et le parameétre de dissymétrie (K = aS? + b, voir Fig. 2.1(b)), donnés par

~3
5= (2.5)
07,
~4
K= <:4€> -3 (2.6)
ne
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et ou 71, = n, — {N,). Cette dépendance quadratique est compatible avec les propriétés de la distri-
bution Gamma '. Cependant, il existe des situations dans lesquelles le parametre de dissymétrie S
est négatif, ce qui ne peut pas étre le cas avec la distribution Gamma. Ces travaux ont conduit a la
conclusion que les fluctuations de n, et de T, sont bien représentées par des FDPs Beta [52,53]. La
distribution Beta est donnée par la FDP suivante,

(= 1)" (- v)*!

B(a.p) (Y- vi)™ "
que l'on note AB(a, B,Y;,Y;). B est la fonction Beta définie a partir de la fonction Gamma par
B(a,f) =T (a)I'(B)/T (a+B), les constantes Y; et Y, sont respectivement les bornes inférieure
et supérieure de la variable physique Y °. Le choix de ces bornes est dans une certaine mesure
arbitraire, et ce choix n’influence pas les résultats physiques s’il est fait de maniere correcte. Ce-
pendant, dans les cas ou le coefficient de dissymétrie S est négatif, les parametres de la distribu-
tion Beta obtenus dans [52, 53] montrent que celle-ci se réduit a P (ne) = G (2 (n) — n.). Ceci nous
conduit a considérer que la FDP des fluctuations reste pour I'essentiel bien décrite par une FDP
Gamma.

W(Y) = Yi<Y<Ys et a,p>0, 2.7
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(a) ajustement des histogrammes de n, par des distributions (b) ajustement du nuage de points de la dépendance de K en
Gamma [50]. S par une équation parabolique, i.e. K = aS? + b [53].

FIGURE 2.1 — Propriétés statistiques des fluctuations de n, dans le plasma de bord des tokamaks
TCV et TORPEX.

D’un point de vue pragmatique, les résultats détaillés ci-dessus sont suffisants pour spécifier
la FDP des fluctuations si I'on se contente d’ajuster les propriétés d’'un modele stochastique per-

1. Notons que ce critére est vérifié par une large famille de distributions et ne permet donc pas de conclure a ce
sujet. Un théoréme donné par Lukacs [51] permet en principe d’identifier des VA.s Gamma. Ce théoréme stipule en
effet que si X et Y sont deux V.AA.s indépendantes et identiquement distribuées, alors U = X + Y et W = X/Y sont
indépendants si et seulement si X et Y sont distribuées selon des lois Gamma avec le méme parameétre d’échelle (le
parametre a dans Eq. (2.4)). La difficulté ici est de vérifier concretement 'indépendance de U et W, et de quantifier les
déviations attendues par le fait que les mesures a deux temps différents au méme point ne seront jamais parfaitement
indépendantes.

2. Soit la transformation X = (Y - Yl] / (Ys - Yl). On vérifie alors que X est distribuée suivant la distribution Beta
réduite, i.e. X =% (a,p,0,1) = B(a, p).
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mettant de reproduire certaines propriétés statistiques des fluctuations. Par contre, la question
de savoir pourquoi les propriétés statistiques sont bien reproduites par une statistique de type
Gamma n’est vraiment pas tranchée, méme si certains modeles de type SOC ("self Organized Cri-
ticality") montrent un comportement de type Gamma [54]). Lhypothese selon laquelle certains
parametres plasma (n,, potentiel électrique, ect) sont donnés par une forme quadratique de va-
riables Gaussiennes [55] !, i.e.

ZO =y +yy*®), (2.8)

ol ¥ est une variable normale et y le parametre de non-normalité, peut également permettre
de justifier le caractere Gamma des fluctuations. En effet, la distribution Gamma peut étre vue
comme une généralisation de la distribution Chi-2 (y?), qui peut étre définie comme la somme de
carrés de variables normales. Notons que la transformation Z(¢) =y (w + 1/ 2}/)2 —1/4y, permet de
voir que la variable Z est distribuée suivant une loi y? non-centrée, avec un déplacement 1/4y.

En conclusion, dans la suite nous considérerons que la FDP des fluctuations est Gamma. Nous
discuterons néanmoins tout de méme brievement le cas de la distributions Log-normale, dans la
mesure ou cette derniére permet d’évaluer I'importance du choix de la FDP, et de s’affranchir de
certaines limitations inhérentes aux statistiques Gamma multivariables. Les résultats obtenus aux
chapitres 3 et 4 montrerons clairement que les distributions Gamma sont bien mieux adaptées
que la FDP Log-normale pour la dérivation de modeles de transport a gros grains.

2.1.3 Résultats expérimentaux/numériques pour les corrélations spatiotem-
porelles

La facon la plus élémentaire de caractériser les corrélations spatiales ou temporelles consiste a

donner la valeur du temps (ou de la longueur) de corrélation, qui représentent la durée (distance)
typique sur laquelle les fluctuations sont corrélées (nous donnerons une définition précise dans la
suite). Pour les turbulences de bord dans les tokamaks, 7., =1 —100 us et £ =0.1 — 10 cm dans la
direction perpendiculaire aux lignes de champ (voir Fig.2.2).
Les coefficients de corrélation de n, en temps ou en espace ont été mesurés par diverses tech-
niques [56, 50], et obtenus par des simulations numériques [57]. Il est important de noter que la
situation est différente pour les corrélations temporelles et spatiales, car les fluctuations peuvent
généralement étre considérées comme stationnaires mais pas homogenes. Les données sont bien
ajustées par les fonctions du tableau 2.1,

p1(t) = exp(—|t/r|) Ccos (|t/T|) [50] p2 (x) = exp (—|x|/1;) [57]

(x—vt)?
L2

p3(y) =exp (—|y/l9 |) cos(wy) (571 | pa(x, ) =exp (— ) exp (—tzlrz) [56]

TABLE 2.1 — Fonctions de corrélations issues des mesures expérimentales ou numériques. Dans ce
cas précis x et y représentent respectivement les directions radiale et poloidale.

La fonction p; mesure les corrélations temporelles de n, dans la machine TCV, le temps de cor-
rélation typique est T = 50 us. La fonction p, (p3) représente les corrélations spatiales de n, dans
la direction radiale (poloidale) avec I, = 21y = 20rg, ol rs est le rayon de Larmor ionique calculé
avec la température électronique (rs = 0.34 mm dans la référence [57]). La fonction p, représente
la fonction de corrélation spatiotemporelle dans la machine TEXTOR avec 7 = 10 us et L = 12 mm.

1. Ceci serait la conséquence du théoreme de la limite centrale et la non-linéarité des équations plasmas.
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Ces ordres de grandeurs nous guiderons dans la suite, et apparaitrons comme des parametres de
controéle importants pour le transport des particules neutres dans les plasmas turbulents.

Lorsque I'on cherche a construire un modele stochastique pour représenter les fluctuations
turbulentes, le choix de la fonction de variance-covariance peut s’avérer étre un probleme trés
délicat, en ce sens qu’il est nécessaire que la fonction de variance-covariance vérifie certaines pro-
priétés assurant la "réalisabilité" du modeéle (en d’autres termes, la cohérence mathématique).
Nous allons préciser ces points d’ordre mathématique dans les paragraphes suivants.
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Density variation (10""m )

FIGURE 2.2 - Fluctuations de densité (n,(x, 1) — {n.(x))) tracées en fonction de la direction radiale
en ordonnée et du temps en abscisse, mesurées dans le tokamak TEXTOR par spectroscopie d'un
double faisceau de lithium [56]. Les structures observées on typiquement une taille de 5 mm dans
la direction radiale, et une durée de vie de 'ordre de 10 us. Le profil radial de densité moyenne
correspondant est tracé sur la figure de droite (les ordonnées correspondent a la position radiale
sur la figure de gauche, axe vertical).

2.2 Résultats généraux sur les fonctions de variance-covariance

On commence par s'intéresser aux processus stationnaires ou homogenes. On distingue les
processus stationnaires et homogenes au sens strict et au sens large. Chomogénéité/stationnarité
au sens strict stipule que la distribution a n-points du processus stochastique ‘B est invariante par
translation spatiotemporelle,

P(B(ri+a,t+s),... B, +a,t+s)]=P[B@ry,0,.., B, 1. 2.9)

L'homogénéité/stationnarité au sens large requiert cette propriété sur les deux premiers moments
uniquement,

t=tl)=(B(r)B(r,)) - (B(r,0) (B(r,1)). (2.11)

{f B(r,t)) =Cte, (2.10)
|



Les résultats présentés dans la suite sont valides lorsque cette derniere propriété, moins forte, est
satisfaite.

2.2.1 Caractere défini-positif de la fonction de variance-covariance

La fonction de variance-covariance (%) mesure I’amplitude des corrélations spatiotemporelles
entre deux V.A.s. Cependant, toute fonction réelle n’est pas une fonction de variance-covariance
acceptable. La premiére condition évidente étant que cette fonction doit étre symétrique, i.e. € (t, ') =
€ (t', 1). Une autre condition, moins triviale mais extrémement importante en pratique, est que la
fonction de variance-covariance doit étre définie-positive (dans la suite on parlera alors de fonc-
tions permises), c’est a dire

n
Z CiCjcg(ti,tj)ZO, Ve,eR, n=1. (2.12)
ij=1
Bien que cette inégalité soit contre-intuitive, sa démonstration n’est pas difficile (voir Yaglom [58,
p. 46] ou Priestley [59, p. 109]). Il suffit d’introduire la variable aléatoire W = Zzzl cr X (ty), etd’en
calculer la variance qui est nécessairement positive pour tout ¢y € R et n € IN*,

n n
Var(W) = Z Z CkC1€ (tk, tl) =0. (2.13)
k=11=1

En d’autres termes, choisir une fonction de variance-covariance non définie-positive conduit a
une FDP de W qui prend des valeurs négatives . On montre aussi que la classe des fonctions de
variance-covariance coincide avec la classe des fonctions caractéristiques des fonctions de densité
de probabilité (e.g., Cramér [60]). Cette propriété découle de la représentation spectrale des fonc-
tions de variance-covariance (théoréme de Khinchin), qui stipule simplement que la transformée
de Fourier d'une fonction de variance-covariance (qui est le spectre en puissance) est nécessaire-
ment positive. Par conséquent, la transformée de Fourier de n'importe quelle FDP et plus généra-
lement la transformée de Fourier des fonctions positives et intégrables, constituent des fonctions
de variance-covariance. Dans le paragraphe suivant, nous introduisons un critere pratique per-
mettant de vérifier le caractere défini-positif (d.p. dans la suite) d'une fonction donnée.

2.2.2 Critere pratique permettant de vérifier le caractere défini-positif d'une
fonction homogene

Dans le paragraphe précédent on a vu qu’'une fonction est d.p. si sa transformée de Fourier
est positive. Cependant lorsque la transformée de Fourier n’est pas connue analytiquement, on
dispose d'un autre critere permettant de vérifier si une fonction donnée est définie-positive. Ce
critere suffisant (mais pas nécessaire) est tres simple, et ne s’applique qu’aux fonctions homo-
genes/stationnaires. Une fonction donnée est d.p. si :

1. sa dérivée premiere est négative ou nulle a |'origine,

0
—%€(s)| <0, (2.14)
0s

0
2. sa dérivée seconde est partout positive,

62

—€(s)=0, 2.15
352 () (2.15)

1. En effet, Var(W) = [ dWP(W) (W — (W))°.
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3. etsi
}Lm €E(s) =0, (2.16)

ce dernier point assurant un affaiblissement des corrélations a I'infini. Les trois conditions pré-
cédentes doivent étre vérifiées simultanément (voir Christakos pour la démonstration [61] ). Ces
criteres sont valables pour des fonctions unidimensionnelles. Cependant, on trouve des condi-
tions similaires pour les dimensions 2 et 3 dans la méme référence [61].

Dans nos applications suivantes on est parfois amené a utiliser des matrices de variance-
covariance plutot que des fonctions de variance-covariance. Ces matrices sont construites a partir
de la fonction de variance-covariance en posant €;; = €(s;, s;) et la propriété d.p. de la fonction
garantie que la matrice est aussi définie-positive. Il existe un critére simple d’utilisation qui per-
met de déterminer si une matrice €6 de taille n x n est définie-positive, le critere de Sylvester. Ce
critére requiert que tous les mineurs principaux de la matrice considérée doivent étre positifs. En
d’autres termes, tous les déterminants des matrices {6} avec1<i<p,1<j<ppourp=1,...,n
doivent étre positifs. Ce critere est utilisé par la plupart des routines standard permettant d’effec-
tuer une factorisation de Cholesky (voir paragraphe 2.4.1). Il permet de vérifier que la matrice de
variance-covariance est bien définie-positive pour une taille et des parametres donnés, mais ne
permet pas de conclure de maniere aussi générale que le critere de Christakos pour une fonction
donnée.

2.2.3 Exemples de fonctions définies-positives stationnaires et homogenes

o? b2 r|2 o? b*\ri?
<€5 (T, l') = WGXP (—m [62] Cgﬁ (r, t) = mexp - ar+ 1 [62]
o?la®t? +1 2
€ (r,t)= ( ) [62] Gs(r,t) = o tat+l) [62]
5 L1 @+D72 2 o o] @D/
(@22 +1)° + B2r |(at+ 1%+ B2ir]
6o (x, 1) = 0% exp (—\/ a’x? + b? t2) [63] 610 (r, 1) = o?exp (—allr £ vtll) [63]
2
6 (r,1) :azexp[—a2 (rivt)z] [63] 612 (1, 1) 2 —exp [—allr +vtll] [63]

[1+02 (r +vt)?

TABLE 2.2 — Fonctions de variance-covariance spatiotemporelles, non-séparables, homogenes,
stationnaires et isotropes.

Dans la suite nous nous intéresserons a des processus stochastiques spatiotemporels, pour les-
quels nous aurons besoin de nous donner une fonction de variance-covariance. La facon la plus
simple de construire une fonction de variance-covariance spatiotemporelle est de poser € (r, t) =
€6\ (r)6,2(t), ou 6 et 6, sont des fonctions permises (le produit de fonctions d.p.s est aussi d.p.
[64]). La covariance € ainsi construite est dite a variables séparables, car les dépendances en es-
pace et en temps se factorisent. Ceci implique que les corrélations temporelles sont les mémes en
tout point de I'espace, et vice-versa. Si une telle description n’est pas suffisante pour modéliser un
processus physique, il faut construire une fonction de variance-covariance a variables non sépa-
rables. Lintérét pour ses fonctions de corrélations, dont le caractere d.p. peut étre délicat a vérifier,
est assez récent [65,62,66,67,68], et émane de disciplines variées comme la géologie [61], la météo-
rologie [69], la climatologie [70], 'hydrologie [61], ]'écologie [71] et 'agriculture [72]. Le tableau 2.2

27



présente a titre d’exemple quelques fonctions de variance-covariance non-séparables, mais spa-
tialement isotropes. Ces fonctions sont valides en dimension spatiale d = 1,2 ou 3 représentées
par le vecteur r(x, y, z), et t désigne le temps. On désigne par ||| = \/x2 + y% + z2 la norme eucli-
dienne . Deux fonctions de variance-covariance spatialement anisotropes sont données dans le
tableau 2.3. Afin d’'introduire la dépendance temporelle dans la fonction de variance-covariance
anisotrope, on peut par exemple remplacer la coordonnée r3 = z par la variable temporelle ¢ dans
C€13.

d02 2/n
€13(r) = Ki,zeXp(—\/Zleal?rf) <€14(x,J/)ZUZGXP(—|“xx|2/n—)dyy‘ )

zi (1+04r7)

TABLE 2.3 — Fonctions de variance-covariance anisotropes [73]. Noter que n = 1 et que I'exposant
K;, 1 =1,2,3 est aussi anisotrope.

2.2.4 Lalongueur de corrélation

La longueur de corrélation est une grandeur associée a la fonction de corrélation (p = €/0?),
et est trés importante dans le formalisme des processus stochastiques. Elle nous permet d’estimer
la portée en terme de temps ou de distance des corrélations entre deux V.A.s. Cette longueur ca-
ractéristique peut avoir différentes définitions suivant les auteurs. Par exemple Pope [74, p. 69], la
définit comme la longueur intégrale de la fonction de corrélation, i.e.

l= fo p(s)ds. (2.17)

Dans ce travail, nous optons pour la définition de Stratonovich [75, p. 22],

+00
0= " lows)] ds, (2.18)

qui fait intervenir la valeur absolue de la fonction de corrélation. Utiliser cette définition revient
a considérer que c’est 'amplitude des corrélations et non pas leur signe qui importe en termes
de dépendance statistique. Cependant, la longueur de corrélation ainsi définie perd de son inté-
rét si les intégrales intervenant dans les équations précédentes divergent. En effet, une fonction
de corrélation périodique du type cos(ws) est permise [58], mais son intégrale ne converge pas.
De méme, la fonction (1 + s/L)"! est permise [76], mais son intégrale est également divergente.
Ces deux cas décrivent des corrélations a longue portée. Dans la suite, nous considérerons aussi
le cas ol la fonction de corrélation est constante et égale a 1, ce qui correspond a une situation ol
les réalisations d'un processus %(t) sont telles que 98(t) = Cte. Pour distinguer ces différents cas,
on introduit la notion de portée pratique ¢, qui désigne la longueur ou le temps nécessaire pour
que la corrélation entre deux V.A.s a des positions ou instants différents s’affaiblisse. Le niveau
d’affaiblissement requis est fixé suivant le besoin du probleme qu’on regarde. Par exemple en géo-
statistique cette longueur est définie comme la distance (ou le temps) requis pour que la fonction
de corrélation perde 95% de sa valeur maximum (p(0) = 1) [77, p. 91], [78]. Par exemple, la portée
pratique de la fonction de corrélation exponentielle (p(s) = exp(—s/¥¢)) est égale a l?,s = /1In(20)
alors que sa longueur intégrale est ¢. La portée pratique existe aussi pour les fonctions de corréla-
tions dont la décroissance est trop lente pour que la longueur intégrale soit finie >. Dans I'étude des

1. Anoter que les résultats valables pour cette norme ne le sont pas forcément pour d’autres normes, e.g. [61, p. 64].
2. eg.p(s)=1/1+s/L),
+00
fo p(s) = oo,

p est bien définie positive [76] et sa portée pratique est 19L.
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cumulants, Fox [79] la définit comme la longueur nécessaire pour que la fonction de corrélation
perde m =1 ordre de grandeur de son maximum, i.e. p(¢}') =10~" L

2.2.5 Fonctions de variance-covariance non-homogenes

Dans le cas d’une statistique non-homogeéne (ou non-stationnaire), il est important de distin-
guer la fonction de variance-covariance de la fonction de corrélation p,

Cov (x,x')
v/ Var(x)Var(x/)

car il existe des distributions dont le comportement de la fonction de corrélation est tres différent
de celui de la fonction de variance-covariance. La distribution Gamma multivariable de Cheriyan
& Ramabhadran en est un exemple parfait [80]. Cette distribution, pour laquelle la variance est
une fonction de x, est caractérisée par une équi-covariance, i.e. Cov(x, x' ) = Cte, et une corréla-
tion de type multiplicative et non-homogene, p (x,x') = p (x) p (x') > 0 (ici p(x) = 1/v/Var(x)). De
facon plus générale, on peut considérer des processus pour lesquels la fonction de corrélation est
homogene, i.e.

p(xx)= avec p(x,x)=1, (2.19)

p(Bw), B(s)) =p(lx~sl), (2.20)
alors que la covariance ne I'est pas :
Cov(B(x),B($) = V¥V 0V (9)p (x—sl). (2.21)

Au sens des statistiques, le processus en question n’est pas homogene car les propriétés de la
variance-covariance 'emportent sur celles de la corrélation. De plus, le caractere d.p. de p ne ga-

rantit pas en général la propriété d.p. de la fonction de variance-covariance dans le cas inhomogene/non-
stationnaire, ou en d’autres termes n'implique pas la réalisabilité du processus.

Les fonctions de variance-covariance non-homogenes et/ou non-stationnaires sont plus dif-
ficiles a construire que leurs contreparties homogeénes/stationnaires. Il existe cependant tout de
méme des techniques permettant d’en obtenir, par exemple a partir des variogrammes [81], des
travaux de Christakos [61, 63] ou encore en utilisant des noyaux définis positifs [64]. Voici a titre
d’exemple deux de ces fonctions,

2

(0}
1+ayx+y

TABLE 2.4 — Fonctions de variance-covariance non-homogenes/non-stationnaires.

G15(x,y) = 616 =0"

exp(~allr—r'| = b|t— ) ~exp (~allr + /| | + ﬂ|)]

Il est également possible de construire des processus inhomogenes/non-stationnaires de telle
sorte que leur variance-covariance et leur corrélation, supposée homogene/stationaire, aient la
méme forme. Il suffit pour cela que leur variance soit constante. Si u(r, t) et R(r, t) désignent res-
pectivement la valeur moyenne et le taux de fluctuation (i.e. Var (B) = (uR)?), on pose donc

p(r,t)=cR™*(r,1), (2.22)

1. Par contre, dans le cas d'une fonction de corrélation purement oscillante, la notion de portée pratique n’a pas
de sens.
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ol o est une constante. On obtient alors

Cov|B(r,2),B(r',t')| =o?p(r—r'| |e- 7). (2.23)
Cette maniere de construire la fonction de variance-covariance est pratique a deux titres :

1. on écarte les probléemes liés a la propriété d.p. en manipulant des fonctions de corrélations
(p) homogenes et stationnaires qui bénéficient de la propriété d.p., et dont le choix est mul-
tiple.

2. méme si la variance-covariance obtenue est homogene/stationnaire, le champ moyen et
I'amplitude des fluctuations sont non-homogeénes/non-stationnaires.

A titre d’exemple, considérons un champ stochastique B dont le premier moment est donné par

Ilr— wtll)
—. (2.24)

p(r, t) = poexp (— A

Pour se placer dans le cas décrit précédemment, il suffit d'imposer que R soit exponentiellement
croissant avec la méme longueur caractéristique A que p, c’est a dire

(2.25)

R(r,t) = Ryexp (+M) )

A

2.3 Distributions multivariables

Les distributions multivariables représentent toute une spécialité des mathématiques [82, 83,
84, 85, 86]. Le probleme apparait naturellement dés que 1'on a a traiter un vecteur de n variables
aléatoires X = (xl, X2,..., xn) non indépendantes. La distribution multivariable de X peut étre dé-
finie a partir de probabilités conditionnelles, en écrivant

D (xl,xz,...,xn) = @1 (xl) Dg (X2|X1) 'Dg (X3|.X1,XZ) (2.26)

Dans le cas ou les V.A.s sont indépendantes, la distribution a n V.A.s est le produit de n FDPs a une
variable

D (x1,%2, .., Xn) =D (x1) D (x2) ... D (%) (2.27)

Le passage de Eq. (2.26) a Eq. (2.27) se fait a 'aide de la définition de 'indépendance statistique
D (xly) =D () (e.g., Doob [87, p. 103]).

Notons que deux V.A.s indépendantes sont nécessairement non-corrélées (leur coefficient de
corrélation p est nul), mais que deux V.A.s non-corrélées ne sont pas forcément indépendantes (a
I'exception de quelques exemples comme les V.A.s normales [88, 89]). Le contre exemple suivant
est bien connu : soit y = x?, il est évident que y et x ne sont pas indépendants, cependant leur
covariance

Cov (x,y) = (x®) — (x*) (x) (2.28)

s’annule lorsque x est une V.A. normale centrée ((x*P*1) =0, p = 0).
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2.3.1 Distribution de Gauss multivariable

La distribution de Gauss est largement utilisée pour modéliser les processus stochastiques en
physique grace au théoreme de la limite centrale [87], qui stipule que la distribution de la somme
d'un grand nombre de V.A.s indépendantes et identiquement distribuées tend vers une distribu-
tion de Gauss. Soit X = (xl, X2,..., xn) un vecteur a n variables aléatoires Gaussiennes d’espérance

g(X) :ﬂ:(,ul»llz;---rlln); (229)

et de matrice variance-covariance €,

Cov(xi, xj) = (x;xj) — (xi){xj) = €. (2.30)

La densité de probabilité jointe des n variables est définie par [90],

Vdet€!
2m) nl/2
ou le produit dans I'’exponentielle est un produit matriciel. Notons que det% est bien strictement
positif en vertu du caractere d.p. de €. Les moments de cette distribution ont des caractéristiques
particuliéres. Ceux d’ordre impairs sont nuls, et les moments d’ordre pairs s’expriment en fonction
du moment d’ordre deux. Par conséquent, la distinction entre processus stationnaire au sens strict
et au sens large (voir introduction de la section 2.2) n’a pas lieu d’étre pour la Gaussienne, les deux

définitions étant équivalentes dans ce cas.
Notons que la normalisation a I'unité de 'Eq. (2.31) est réalisée en utilisant la relation suivante

1
P(x1,%2...%,) = exp —E(X—u)ﬂg_l(X—ﬂ)T , (2.31)

+00 +00 1 3 (zn)n/z
dxi... d — L X-wEe X | = ==, 2.32
- X1 I—oo Xy, €Xp ( 2 X—-p X—-p N ( )

quinous sera utile dansla suite. Lorsque g = 0 et € (s) «x exp(—s/¥¢), X est dit processus de Ornstein-
Uhlenbeck et a été largement étudié dans le cadre du mouvement brownien, e.g. Doob [91]. On
peut également noter que la fonction de corrélation d'un processus de Markov Gaussien est for-
cément exponentielle en vertu du théoreme de Doob [91,92].

Dans la suite de notre travail, des déterminants du méme type que celui apparaissant dans
Eq. (2.32) vont jouer un réle important. Nous présentons par conséquent dans la section suivante
quelques propriétés importantes de ces déterminants.

2.3.2 Matrices de Toeplitz et théoreme de Szego

Dans le cas ot le processus stochastique X défini dans le paragraphe précédent est homogene
(ou stationnaire s'il s’agit d'un processus temporel), la matrice € est une matrice de Toeplitz [93,
94]. En effet, nous avons dans ce cas €;; = € (|i— ]|) Dans les chapitres suivants, nous auront
également a calculer des déterminants de matrice de Toeplitz. Nous allons donc donner un certain
nombre de résultats sur ces matrices qui nous seront utiles dans la suite. On considere une matrice
2, detaille n x n, et d'éléments de matrice Z;; = fizj| i.e.

to L 15} 3 ... In—1
h ) h tr ... Iy-2
15} 4] to ... Inp=3
Zn= . . . . . (2.33)
f T e
th-1 th—2 Ip—3 ... ... to
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Grenander & Szeg6 [95] ont calculé D, = detX, de fagon exacte lorsque {;_;| = p“‘j |~ as; j» et
donnent le résultat en termes de fonctions trigonométriques,

(—ap)"
D, = 2 R(n,0), (2.34)
ol )
_ . _ . 2 . _

:R(n,e)_sin( m sin((n+1)0) - 2psin(nb) + p”sin((n - 1)6) (2.35)

et ) )

1 —(1-

6 =cos™! a+p7 2'(0 pP)la , 0eC. (2.36)

Ce résultat sera utilisé dans les chapitres 3 et 4, et correspondra dans notre cas a des fluctuations
exponentiellement corrélées !. Il existe dans la littérature des expressions approchées de ce déter-
minant (e.g. [98]), et des résultats généraux exprimés a I’aide de coefficients de corrélation condi-
tionnels r; entre X; et X;,; sachant la séquence X;41,..., X;4+j-1, lorsque X, est une matrice de
corrélation. Daniels [99] donne I’expression suivante de D,
Dp=det(Z,)=0-rH)"1-rH" .. a-rd). (2.37)

n

Ce résultat a I'avantage de s’appliquer a tout type de fonction de corrélation (p). Les coefficients
de corrélation conditionnels peuvent étre exprimés en fonction des coefficients de corrélations,
c’est a dire des éléments de matrice de Z,, (e.g. [86]). Il est intéressant de noter que seul le carré
des r; intervient, et que le signe des coefficients de corrélation conditionnels n’a pas d’effet sur la
valeur du déterminant.

Nous allons rencontrer dans la suite du travail des matrices de Toeplitz de grande taille (n > 1),
et la question du comportement asymptotique de D,, lorsque n — oo se posera naturellement. Ce
comportement est régi par le théoreme de Szego. 1l existe une forme faible et une forme forte du
théoreme de Szego. Le théoreme fort porte sur le déterminant lui méme, et stipule que [100]

det (= o0
lim 3et(En) exp(z k|€k|2), (2.38)
n=0 exp (nCo) =1
ol
_ Lo ke _
Cr = > Jo doe "*"1Ing(0), k=0,1,... (2.39)
et
+00 )
@)= Y ne*? 6elo2nl (2.40)

k=-oc0

Asymptotiquement, pour n > 1, nous avons [100, 101]

det(Z,) :exp( k|Cx|? + nCo + o). (2.41)
k=1
Lautre est dit théoreme faible [95,100], et porte sur le rapport de deux déterminants
det (Zn—l)
=exp(—Cy). 2.42
n—oo det( n) P ( O) ( )

Ce dernier théoreme sera particulierement utile dans la suite.

1. Les valeurs propres A;, i =1,2,...,n de X, sont calculées dans les références [96] et [97].
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2.3.3 Distributions Gamma multivariables
2.3.3.1 Distribution de Krishnamoorthy & Parthasarathy (K-P)

Présentons maintenant la distribution Gamma multivariables de Krishnamoorthy & Partha-
sarathy. Soit un ensemble de M vecteurs a n variables Gaussiennes et € la matrice de variance-
covariance associée,

Xy =(x11,%21,--,Xn1), X2 =(X12,X22,--+, Xn2),--- - , Xm=(am, Xam, - Xpm)- (2.43)
Ces vecteurs sont supposés indépendants deux a deux,

(XijXK1) = 6ixbj1, (2.44)

avec {x;i) = 0. On définit le vecteur aléatoire Z = (z1, ..., z,) par

— .- 2
Zi= ) X5 (2.45)
k=1

Par définition, Z est distribué selon la distribution Gamma multivariables ' au sens de Krishna-
moorthy & Parthasarathy [103,104]. La fonction de densité de probabilité associée a z; (distribu-
tion marginale) est une distribution Gamma univariable,

Zﬁ_le—zi/a’i
P(zi) = ’ﬁ—, (2.46)
a;T(P)

de facteur d’échelle a; = 2%6;; et de facteur de forme f = M/2 (on notera z; = G(a;, f)). Le moment
d’ordre un est calculé a partir de I'équation (2.45),

M M
&(ai) = é"(Z X?k) =Y &) = MG = aip (2.47)
k=1 k=1

Calculons la matrice variance-covariance ¢ de la FDP Gamma en fonction de €,

Gij=(zizj) —(zi)(z)) (2.48)
PR L, &)
k=1 =1 k=1 =1
P & 2 2
:g(k;xikxjk)—k;g(xik)g(xjk), (2.50)

ol on a tenu compte du fait que les vecteurs X; sont indépendants deux a deux. Les moments
Gaussiens pairs s’expriment en fonction des moments d’ordre deux?,

(X7 X5 = (X)) (x5) = 267, (2.51)

d’ou1 le résultat
4= 2M<€i2j. (2.52)

1. Formellement cette distribution est la version multivariables de la distribution y?, mais comme Kotz [102,
p. 457] et bien d’autres auteurs, on 'appellera distribution Gamma multivariables.
2. Plus généralement,

2 2 2
Cov(xl.p,xjp) P <€L.jp

et les moments d’ordre impair sont nuls.
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Une preuve de Eq. (2.52) est aussi donnée par Adler [105, p. 169]. Suivant Eq. (2.52), et comme
I’a remarqué Cramér [106, p. 317] auparavant, la corrélation entre deux V.A.s distribuées suivant
une FDP Gamma K-P ne peut pas étre négative. A noter qu’il suffit que la matrice 6 du processus
normal soit d.p. pour que ¥ le soit aussi (si ¢ est d.p. alors a¢?, avec a,b > 0 est aussi d.p. [64]).
Lamplitude des fluctuations de la variable z; est donnée en tout point par,

R= V< (‘g;i - ‘/1\34' (2.53)
zj

On remarque d’apres Eq. (2.53) que le taux de fluctuation est homogene (ne dépend pas de I'indice
i) méme si le vecteur Z est non-homogene, i.e. a = a;.

La fonction caractéristique de la distribution Gamma multivariables est donnée par [107],

Z (a)=8&exp (i > z,-ai) =det(1 - iZ%A)_ﬁ (2.54)
i=1

oua= (al, . ..,an), A est la matrice diagonale de taille n x n (d’éléments a;; = a;), et f = M/2 =
1/R?. Léquation (2.54) est aussi la fonction caractéristique de la distribution des éléments diago-
naux de la matrice de Wishart [107].

Nous procédons a fournir une preuve de I'équation (2.46) a partir de Eq. (2.54). On utilise I'ar-
gument selon lequel cette distribution marginale est identique a la FDP des V.A.s z; avec une lon-
gueur de corrélation nulle, dont on obtient la fonction caractéristique en posant € = 021 dans Eq.
(2.54),

_ﬁ n _ﬁ
Z (@ =det(1-2i0%A) " =[] (1-i20%a) ", (2.55)
k=1
utilisons la transformée de Fourier qui connecte la FDP a la fonction caractéristique,

1 +00 +00
P(zl,zz,...,zn):g . dal...j_oo da, Z(a) (2.56)
1 5
= H jj: day (1 —Ziakaz) ﬁe"zk“k. (2.57)
1

La factorisation dans I’équation précédente est la conséquence de € « 1 et traduit simplement
que les VAs z; sont indépendantes deux a deux, i.e. P(z1,22...,2,) = P(z1)P(2z2)... P(z,). 1l suffit
alors de calculer un seul terme du produit dans Eq. (2.57), on commence par effectuer le change-
ment de variable suivant: Z =z (1-iaa), a = 20?,

1 1
(z(.zn)“"Zﬁ_le_miIdZ 2Pett = a(2n)1/nzﬁ_19_mg(a»ﬁ), (2.58)

ou
g(a,p)= ifdz, paLr ol (2.59)

Au lieu de calculer I'intégrale dans le plan complexe, on peut se contenter de déterminer g par la
condition de normalisation f0+°° dz P(z) =1"'.0On obtient

(27.[)1/71

g(ap) = P () (2.60)

et ainsi on retrouve bien Eq. (2.46).

1. Cette facon de procéder est inspirée du travail de Kollo [83, p. 245].
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2.3.3.2 Remarques

L'équation (2.52) peut étre lue dans les deux sens suivants :

1. on fixe la fonction de corrélation du processus normal (€¢’) et on en déduit celle du processus
Gamma (¥9).

2. pour les applications qui nous intéressent, le processus normal n'est qu'une étape inter-
médiaire pour construire le processus Gamma qui modélise les grandeurs physiques. On
impose donc la fonction de corrélation de ce dernier et on en déduit celle des variables nor-
males par la relation €;j o< +./%;;/2M.

A condition d’opter pour 6;; = +,/%;;/2M, dans les deux cas de figures, la propriété d.p. ne pose
aucun probléme, car selon Berg et al. [64, p. 771, si ¢ est d.p. alors ¢“ I'est aussi pour a > 0.

2.3.3.3 Extensionaucas f€ R*

La limitation principale de la distribution Gamma K-P telle que nous I"avons défini précédem-
ment est que I'amplitude des fluctuations ne peut pas étre fixée a n'importe quelle valeur dans R™.
Nous sommes limités aux valeurs présentées dans le tableau suivant,

M 1 2 3 4 5 6 7 8
R=v2/M(%) | 141 | 100 | 81.65 | 70.71 | 63.25 | 57.74 | 53.45 | 50

TABLE 2.5 — Quelques valeurs des amplitudes de fluctuation permises par la distribution y2.

La distribution Gamma K-P peut étre étendue au cas ou le degré de liberté est un réel po-
sitif (M, B € R*), a condition que la fonction caractéristique |]l —-2i€ A|_1 soit infiniment divi-
sible [84]. On rappelle qu'une fonction caractéristique ¢(a) est infiniment divisible si elle peut
s’écrire comme

@ = [pn@)]", (2.61)

ol1 ¢, est aussi une fonction caractéristique > pour tout entier positif 7 (voir Lukacs [108, p. 79]).
En particulier Griffiths [109] montre que la fonction caractéristique de la distribution Gamma K-B,
donnée par Eq. (2.54), est infiniment divisible si la fonction de corrélation p = €/%, est Marko-
vienne dans le sens olt

Pij=PikPrj, I<k<]. (2.62)

La fonction de corrélation exponentielle vérifie cette derniere propriété, et donc dans ce cas la
fonction caractéristique donnée par Eq. (2.54) peut étre utilisée pour € R*, a condition que les
fluctuations soient exponentiellement corrélées. Notons également qu’en étendant les valeurs de
BaR*, laprocédure d échantillonnage devient plus complexe que dans le cas de la distribution 2.

1. Comme remarqué par Krishnaiah & Rao [107], la méme distribution Gamma au sens de Krishnamoorthy & Par-
thasarathy pourrait étre définie a partir de 29 distributions normales, ayant toutes la méme espérance mathématique
et 29 matrices de variance-covariance différentes. Compte tenu de la symétrie des matrices de variance-covariance
et 6 i\/ﬁﬁ_ij alors g = n(n+1)/2. Cependant il n’est pas garanti que chacune des g matrices soit définie-positive.

Par exemples pour ¢ définie par ¥;; o exp(—|i —j|) alors € définie par (-1)'/,/%;; ou (-1)™/)), /@;; nest pas
définie-positive.

2. Une fonction caractéristique doit étre définie-positive, car sa transformée de Fourier est une FDP, qui doit étre
a valeurs positives.
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2.3.3.4 Distribution K-P généralisée permettant un taux de fluctuation non-homogene

Dans cette section, nous introduisons une généralisation de la distribution K-P permettant de
spécifier un taux de fluctuation différent pour les différentes variables. La distribution K-P origi-
nale permet en effet d’avoir des valeurs différentes pour les valeurs moyennes et les variances,
mais le rapport de ces deux quantités, qui donne le taux de fluctuation est égal a R = v2/ M pour
toutes les variables. Or les résultats expérimentaux rappelés dans l'introduction de ce chapitre
montrent clairement que le taux de fluctuation dépend des coordonnées radiales et poloidales
dans la machine. Pour obtenir un taux de fluctuation dépendant de la position radiale, il faudrait
que le degré de liberté M de la distribution y? en dépende aussi. On associe donc a chaque variable
z; un degré de liberté M;,

zi=Y x5 (2.63)

Sans perte de généralité, on considere un taux de fluctuation monotone, e.g., M} < M < --- < My,
alors les vecteurs Gaussiens X, avec p =1,..., n, se présentent sous la forme,

X1: X11, X21, ceey Xnl
Xq: qu, e qu, ceey an, q:M]_+1
(2.64)
.Xr: xPr, ceey xnr, T‘:M1+p—1
XS: an) S:Mn.

La distribution ainsi définie est tout a fait originale en ce sens qu’elle n’est pas présente dans la
littérature. Nous obtenons bien, en utilisant les propriétés des variables Gaussiennes x; ,

R = 22 2 (2.65)
[ <Zl'> - Mi) .

ou oz =+/%;; estl’écart-type de la variable z;.

Calculons a nouveau les éléments de la matrice ¢,

M; M; M; M;
Gij=&| Y X ) x5 —g(z x?k)éb PIE (2.66)
k=1  I=1 k=1 1=1
min(Mi,Mj) min(M,-,Mj)
=& > x?kxik - > & (xfk) & (x?k) (2.67)
k=1 k=1
— 2min (Ml-, MJ-) 2, (2.68)

ol min (M,-, M j) signifie le minimum de M; et M;. Pour assurer la réalisabilité statistique de cette
distribution, il faut qu’ala fois ¢ et € soient d.p.s. Cette condition est délicate a réaliser en pratique
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pour des profils de taux de fluctuation (i.e. de M(x)) arbitraires. Dans le cas o M(x) « x, le terme
min(M;, M;) se réduit a la fonction de corrélation du processus de Wiener [58,110],

W (s,t) =min(s, 1) = % (Isl+ltl—Is—1t) s teRY, (2.69)

dont le caractere d.p. a été démontré par Schoenberg [111, 112]. En utilisant ce résultat et la pro-
priété selon laquelle le produit de deux fonctions d.p. est aussi une fonction d.p. (voir Berg et
al. [64]), alors le choix de M(x) < x nous assure la propriété d.p. de la fonction ¢. Ce point sera
utilisé dans les applications présentées dans la section 3.3.1. Ce probleme est un probleme géné-
rique de toutes les distributions construites a partir de Gaussiennes multivariables, et sera redis-
cuté dans la suite.

Comme pour le cas de la distribution K-P avec un taux de fluctuation constant, il est possible
de montrer que la fonction caractéristique de la distribution K-P généralisée est infiniment di-
visible pour une fonction de corrélation exponentielle, ce qui garantit que 'on peut étendre la
distribution a des valeurs de M réelles positives. Ce résultat sera utilisé dans le chapitre suivant.

2.3.3.5 Distribution de Mathai & Moschopoulos (M-M)

Une autre distribution peut nous étre utile dans ce travail pour modéliser des champs non-
homogenes. Celle-ci est proposée par Mathai & Moschopoulos, et ses principales caractéristiques
sont [113]:

1. la construction du vecteur Z (z,-, . ..,zn) Gamma multivariable se fait a partir de n+1 V.A.s
Gamma indépendantes entre elles, i.e. x; = G(a;, §;), i =0,...,n. On pose

a; .
zZi=—Xo+Xx;, i=1. (2.70)
Qo

La propriété de reproductivité de la distribution Gamma univariable [114] assure que z; =

G(ai’ﬁi +ﬁ0)-

2. lafonction caractéristique est donnée par

— n

H (1-iapar) P, 2.71)

A=é (o) =(1-iaa™) "

oua=(ay,...,ap) eta = (ai,...,an). On en déduit I'espérance, la variance et la covariance
du champ Z deI'Eq. (2.71),

3.
& (zi) = (Bo+ Bi) ai. 2.72)

4.
Var (z;) = (Bo + Bi) a5. (2.73)

5.
Cov(zi,zj) =Poa;aj, I#]. (2.74)

Lamplitude des fluctuations de la variable z; est donnée par R(z;) = 1/4/Bo + Bi. Lavantage
de cette distribution par rapport a la distribution K-P est que I'’échantillonnage ne nécessite pas
de manipulation de matrice de variance-covariance, il se fait simplement en utilisant la forme li-
néaire donnée par Eq. (2.70) (Cette remarque est importante en pratique, voir section 2.4.1).
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Lextension formelle de Eq. (2.71) a un champ continu est immédiate. En effet, il suffit de poser
a; = ec; et d’utiliser la limite suivante,

lim (1 - xe)/¢ =", (2.75)

e—0
Cette extension sera tres utile dans les chapitres 3 et 4. Apres avoir substitué I'indice k par la va-
riable continue s, on obtient

F=& (exp (f@ dsa(s)z(s)))

—Po
:(l—j@dsa(s)a(s)) exp(f@dsﬂ(s)a(s)a(s) : (2.76)

ou le support O est le demi-axe réel positif. On remplace aussi k par la variable continue s dans
chacune des équations (2.70), (2.72), (2.73) et (2.74). Les fonctions a(s) et B(s) sont choisies afin de
reproduire de fagon réaliste les profils de la valeur moyenne et de la variance. Cependant, le choix
de la fonction a(s) est contraint par le fait que Cov(z(s), z(¢)) doit étre une fonction d.p. I

A titre d’exemple, on commence par fixer 'amplitude des fluctuations R(s) et le champ moyen
u(s), ce qui conduit a

Cov(z(s),2(1)) = F(s,t) = BoR* (S R*(Du(Hu(t), s#t. (2.77)

Il est évident que F n’est pas homogene car elle ne peut dépendre uniquement de la distance|s — .
Dans le cadre des applications de ce travail, R et u sont des fonctions monotones respectivement
décroissante et croissante de la paroi en direction du plasma de coeur. Le choix réaliste des profils
exponentiels (Eq. (2.2) pour n, et Eq. (2.3) pour R avec A; — 0 et A, = [z pour simplifier) assure
bien la propriété d.p.. On obtient alors une fonction de covariance de la forme exp [-(s+1)/L] 3,
De maniére plus précise, nous avons

t 2 1\t
F(s,t):ﬁopgRgexp(—i), L:(———) , S#L, (2.78)

avec lg < 21, afin d’assurer I'affaiblissement des corrélations spatiales lorsque |s— | > L. Cela
signifie que le taux de fluctuation décroit au moins deux fois plus vite que la croissance du champ
moyen. Une analyse simple de I'Eq. (2.78) montre que la décorrélation est d’autant plus forte que
s et/ou ¢ croit. Pour voir cela il suffit de considérer deux points centrés autour de ¢,

F(t,t-1)=2F(t,t+1). (2.79)

2.3.4 Distribution Log-normale multivariables

Soit X = (x1, xo,..., X;) un vecteur ou les variables aléatoires x; sont distribuées suivant une loi
de Gauss de moyenne g = (uy, (2, ..., Un) €t de matrice de variance-covariance €,

cgl.j :g’(xixj)—u,-uj. (2.80)

1. Notons que la covariance définie par I’équation (2.74) appartient a la famille des covariances multiplicatives,
e.g. Baba [115].

2. Ce point n'est pas garanti pour des profils arbitraires. Par example, un profil quadratique pour le champ moyen
(x §%) eten 1/4/s pour R, ne sont pas permis car selon Eq. (2.77), on obtient F  st, F n'est pas définie-positive [64,
p. 79], et ne peut donc pas étre une fonction de covariance.

3. Celle-ci a la forme d'un noyau de Hankel, i.e. H(s, t) = ¢(s + t), défini-positif,, (voir Berg et al. [64, p. 69, p. 122]).
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On définit le vecteur Y = (y1, y2,..., yn) tel que

yi = e, (2.81)
La variable aléatoire y; est distribuée suivant une loi Log-normale,
1 (In(y;) - ps)°
Ply)=———exp|————|, 0i=V%6i (2.82)

2
yiy/2no% 207

dont I'espérance est donnée par

(yi)=(e") =eXp(<<ex" - 1>>) (2.83)

ol les crochets doubles désignent les cumulants [116]. En développant e en série de Taylor, et
compte tenu du fait que les cumulants d’ordres supérieurs a deux de la distribution de Gauss sont
nuls [83], il vient

1
(yi)=exp (Mz’ + Ecgii) . (2.84)
La matrice de variance-covariance L est quant a elle donnée par [84],
1
Lij= exp(‘g,-j)—l exp(,ui+/,tj+§(<€ii+<€jj)). (2.85)

Inversement, on peut écrire la variance-covariance du champ Gaussien (%) en fonction de celle
du champ Log-normal (L),

exp (,ui+,uj +1/2 (cgii+<gjj))

cgl.j =In +1], (2.86)

soit,

€ij=1n [RiRjPij + 1] . Ri=v/Liil{yi), (2.87)

ol R; représente le taux de fluctuation de la V.A. y;. p est la fonction de corrélation définie par

pij=Lijl\/LiiLjj, pii=1. (2.88)

En utilisant la condition suffisante de la section 2.2.2, on montre que si p est exponentielle alors a
la fois €6 et L sont des fonctions d.p.s. Cependant, il n’existe pas a notre connaissance de résultat
général permettant de montrer que % est définie-positive pour un choix arbitraire de L. On re-
trouve ainsi une problématique analogue a celle rencontrée dans la section 2.3.3.4. Par exemple,
dans le cas homogene ou R; = R et (y;) = ()), si 'on impose la fonction de corrélation suivante
pour les variables Log-normales,

p(s) =exp(—I|s|/A) cos(ws), (2.89)

qui est d.p. pour w, A >0, la covariance de la distribution normale sous-jacente est donnée par

€(s) =In|R*exp(—|s|/A) cos(ws) +1]. (2.90)
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11 est facile, en utilisant le critere de Sylvester, de vérifier que cette fonction n’est en général pas
d.p.. Il est possible de contourner cette difficulté de la manieére suivante. Si R < 1, on développe Eq.
(2.87) au premier ordre pour obtenir

<gij:32pij, (2.91)

Cov

1 1 1
0 50 100 150 200
S

FIGURE 2.3 — Fonction non définie-positive (courbe rouge) donnée par Eq. (2.90), et son approxi-
mation d.p. (courbe noire).

Cette relation montre que dans la limite des faibles taux de fluctuations (R < 100 %), la fonction
de corrélation Gaussienne est tres proche de la fonction de corrélation Log-normale. On procéde
donc en choisissant une fonction p d.p. pour modéliser le processus physique étudié, puis on ap-
proxime la fonction de corrélation Gaussienne a I’aide de la relation précédente. En pratique, les
résultats sont trés bons méme pour des taux de fluctuation de 80% (R = 0.8), a condition de rem-
placer R? par In(1 + R?) dans Eq. (2.91) !, comme le montre la Fig. 2.3. La fonction de covariance
Gaussienne exacte (courbe rouge) et approchée (courbe noire) sont trés proches, bien que la pre-
miére ne soit pas d.p..

2.4 Echantillonnage de V.A.s corrélées

Dans cette partie, nous nous intéressons a la génération de variables aléatoires a partir d'une
FDP multivariables P. De maniere plus générale, le probleme consiste a générer des nombres
aléatoires non-indépendants. Il existe plusieurs techniques pour ce faire, dont I'idée de base est
simple. Il s’agit de commencer par générer des nombres aléatoires indépendants (x,..., x,) distri-
bués selon la marginale a un point de P, et de construire de nouveaux nombres aléatoires (y1,..., ¥»),
par exemple en formant des combinaisons linéaires des x;, i.e.

Yi=) aijxj. (2.92)
7

1. Ce dernier point permet d'imposer la valeur en zéro de la fonction de corrélation, i.e. la variance.
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Un choix judicieux des coefficients a;; permet d’obtenir la matrice de variance-covariance dési-
rée. Les coefficients a;; peuvent étre obtenus par la factorisation de Cholesky de la matrice de
corrélation, méthode développée dans le paragraphe suivant. Cependant, cette méthode n’est uti-
lisable pour générer des nombres aléatoires distribués selon une FDP multivariables donnée que
dans des cas particuliers, e.g. pour une distribution Gaussienne multivariables. En effet, il est fa-
cile de voir que la distribution de y;, qui est une somme de variables aléatoires ayant la méme
distribution, n’est pas forcément connue. La propriété de stabilité de la Gaussienne assure que
la méthode est utilisable. Pour de grandes matrices de corrélation, la factorisation de Cholesky
est couteuse en temps de calcul et surtout en mémoire, nous présenterons alors des techniques
d’échantillonnages tres 1égeres basées sur les processus autorégressifs. Finalement, nous présen-
tons brievement la méthode basée sur le développement de Karhunen-Loéve, qui nous sera utile
dans le chapitre 4.

2.4.1 LaDécomposition de Cholesky

Toute matrice symétrique et définie-positive/semi-positive peut s’écrire sous la forme [117,
p. 496),

€=LL", (2.93)

ol L est unique et représente la matrice triangulaire inférieure dont les éléments diagonaux sont
tous positifs. La décomposition de Cholesky d'une matrice m x m nécessite m>/3 opérations ('flops’)
[118, p. 176]. La décomposition d'une telle matrice peut nécessiter des temps de calcul considé-
rables pour m grand, mais surtout requiert une capacité de mémoire importante. En effet, prenons
I'exemple d'un domaine 2D discrétisé en 300 x 300 cellules, la matrice de corrélation est alors
de taille 90000 x 90000, et a 4 x 10° éléments indépendants. Une telle matrice requiert 30 Gb de
stockage en simple précision . Lintérét de la décomposition de Cholesky est qu’elle permet de
générer des nombres aléatoires corrélés en passant par un simple échantillonnage de nombres in-
dépendants. Voici a titre d’exemple I'utilisation de la décomposition de Cholesky pour un vecteur
Gaussien X d’espérance p. On écrit alors

X-pe¢'X-p'=X-pu 'L X-w", (2.94)
ol1 U = L'. En posant

u=X-pUu?t e u'=Lt'x-p’, (2.95)

le probleme se rameéne a I’échantillonnage d'une distribution univariable normale d’espérance 0
et de variance 12. En effet, la variance-covariance du nouveau vecteur u est la matrice identité,

1. Ceci conduit a un temps de calcul de 'ordre de 100 s sur une station de travail de 80 GFlops dont nous disposons
al'heure actuelle. Cependant cette puissance de calcul ne peut étre réellement exploitée qu’en utilisant des librairies
mathématiques optimisées pour I'architecture de calcul utilisée. Pour ce travail, nous avons utilisé la librairie Math
Kernel Library (MKL) [119].

2. Les nombres aléatoires Gaussiens indépendants peuvent par exemple étre échantillonnés en utilisant la mé-
thode de Box-Muller. En effet si les variables w,; et w, suivent une loi uniforme de support [0, 1], alors

u=pu+0ov-2In(wp)cosrw,)

est distribué suivant .4}, . I est aussi possible d’obtenir un couple (u1, u2) de V.A.s Gaussiennes indépendantes en
utilisant le méme couple (w;, wy) ou u; est donné par I'équation précédente et u, est obtenu en remplagant la fonc-
tion cos par sin dans cette méme équation. Notons que cette méthode est également implémentée dans la librairie
MKL.

41



1 1
exp —E(X—m%—l(x—uf):exp -5 2 uilu; (2.96)
ij=1

n
= [Texp(-u2s2). (2.97)
i=1
On remonte ensuite au vecteur X par inversion de Eq. (2.95),

X=uU+p. (2.98)

Cette méthode basée surla décomposition de Cholesky fonctionne bien pour la distribution Gaus-
sienne car cette derniére est stable [114]. En effet, la propriété de stabilité, qui stipule qu'une
somme de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées est distribuée suivant
la méme FDP que les élément de la somme (seul un facteur d’échelle intervient), garantit que la
marginale de X; = }; U;ju; + u; est bien Gaussienne. Il est donc possible d’utiliser la méthode
basée sur la décomposition de Cholesky pour toutes les distributions multivariables construites a
partir de la Gaussienne multivariables, et donc en particulier pour les distributions Log-normales
et Gamma K-P.

Afin d’illustrer I’échantillonnage en utilisant la décomposition de Cholesky pour la distribu-
tion Gamma K-P, on considére I'évolution d’'un champ plasma (domaine 2D, N x N), sur T pas
de temps 11, I, ..., t7. La matrice de variance-covariance correspondante est de taille TN? x TN?.
On commence par générer M séries de TN? nombres aléatoires Gaussiens indépendants, notés
B; = (Blj,ng,...,Bsz,...,BTsz), j =1,...,M. Afin de construire les T champs plasmas bi-
dimensionnels X (x,, ym, ) (5 =1,...,T),

M
Xt ym, ) = ) Bl (2.99)
j=1

il est nécessaire de relier I'indice k au triplet d’indices (n, m, [). Un calcul algébrique simple permet
d’obtenir

[k
I=int| 7 ]+1, (2.100)
n=int| X —(t-1)N (2.101)
- N ) .
m=k-y(t)N-(t—-1)N?, (2.102)

ol "int" désigne la partie entiere. Les figures 2.4, 2.5, 2.6 et 2.7 montrent des cartes 2D du champs
B pour différentes fonctions de variance-covariance.

La figure 2.4(a) montre une carte de B pour une fonction de corrélation exponentielle a faible
longueur de corrélation (¢ = 5 en unité arbitraire), ce qui ce traduit par des structures trés loca-
lisées dont la taille typique est de I'ordre de ¢. Inversement les structures dans Fig. 2.4(b) sont
de taille importante en accord avec la grande longueur de corrélation (¢ = 100). La figure 2.5(a)
montre les effets de I'anisotropie introduite par des longueurs de corrélation différentes pour
chaque direction, cela se traduit par un allongement des structures dans la direction horizontale
(Ix > 1y). La figure 2.5(b) montre les effets de la non-homogeneité de la fonction de corrélation,
dans ce cas il n'apparait pas de structures réguliéres.
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FIGURE 2.4 — Cartes du champ B distribué suivant la distribution Gamma multivariable K-P avec
(B) =1 et R =80%. Les fluctuations sont exponentiellement corrélées (p = exp(—||r|l /£)).
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FIGURE 2.5 — Deux champs distribués suivant la FDP Gamma multivariable K-P. (a) champ généré

avec la fonction de corrélation anisotrope exp(—y/x2/¢% + y2/ [2) avec £y = 20,4y =5, (b) champ
non-homogene généré avec la fonction €15 et a = 1/50.

La figure 2.6(a) montre la carte de B a l'instant ¢ = 0 et la figure 2.6(b) montre son évolution
en ¢t = 5. La dépendance temporelle a pour effet de dissiper les structures formées initialement.
La figure 2.7(a) montre les effets simultanés de ’anisotropie et la non-homogénéité de la fonction
de corrélation, les structures sont allongées dans la direction horizontale et sont de plus en plus
intense en direction des x croissants (di au champ moyen non-homogeéne et croissant). La figure
2.7(b) montre 'amplitude des fluctuations du champ B qui est clairement décroissante dans la
direction de x croissant.

Cette technique d’échantillonnage ne peut pas étre appliquée a la distribution K-P étendue
aux valeurs non entieres de M (voir paragraphe 2.3.3.3), car dans ce cas on ne peut plus écrire la
V.A. Gamma comme une somme de carrés de nombres Gaussiens. Un besoin d’échantillonner des
V.A.s Gamma caractérisées par leur matrice de variance-covariance apparut au début des années
60, et continue d’étre d’actualité. Un exemple concerne I'étude de I'atténuation des signaux élec-
tromagnétiques dont la V.A. w suit la distribution de Nakagami donnée par £(w) = P(w?) [120],
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ol P est la distribution Gamma définie par Eq. (2.46). Ronning [121] propose une méthode astu-
cieuse pour générer des V.A.s Gamma corrélées en utilisant des V.A.s Gamma indépendantes. La
méthode est basée sur des matrices d’'incidence ('incidence matrix’), i.e. des matrices dont les élé-
ments sont 0 ou 1. Cependant sa mise en oeuvre, et en particulier la détermination de la matrice
d’'incidence a partir de la matrice de variance-covariance est non triviale. Gaver & Lewis [122] dé-
veloppent une méthode basée sur la représentation autorégressive du premier ordre, dont la seule
limitation étant que la fonction de corrélation ne peut étre qu’exponentielle (voir section 2.4.2).
Ce type de techniques est discuté dans le paragraphe suivant.
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FIGURE 2.6 — Deux réalisations du champ B distribués suivant la FDP K-P, échantillonnés avec %)
(pourr+vt),a=1/30,vy=5etv,=1.(a) t=0et (b) r=5.

(@) (b)

FIGURE 2.7 — Une réalisation du champ B et ses fluctuations en utilisant la distribution
Gamma K-P non-homogene introduite dans la section 2.3.3.4 avec la fonction de corrélation

exp(— /x2/€§+y2/€§,), ¢y =15 et £, = 5. (a) une réalisation du champ B(x, y) non-homogene
et anisotrope, (b) B(x, )/ (B(x, ).
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2.4.2 Schémas autorégressifs

Les schémas autorégressifs consistent a écrire une V.A. al'instant ¢ (ou a la position s), comme
une combinaison linéaire des valeurs a des instants antérieurs (ou a des positions précédentes) de
cette méme variable,

Xi=a;1X1 +at_2Xt_2+...+01X1+b[, (2.103)

ou tous les coefficients vérifient a < 1. Le cas le plus simple correspond a la situation ot X; s’écrit
en fonction de X;_; uniquement (on écrit X, = X(t+61)),

X(t+6t)=a®)X () +b(t+60). (2.104)

Le processus ainsi obtenu est appelé "processus autorégressif du premier ordre". Il est important
de remarquer que la V.A. b est évaluée en t+9t, et est donc indépendante de X (¢) dans Eq. (2.104).
La propriété essentielle de ces processus est que les V.A.s sont exponentiellement corrélées,

p(t,t)=e 101" avec 7=-68t/In(a), (2.105)

voir Priestley [59, p. 120] ou Yaglom [58, p. 78] pour la démonstration de ce résultat. La sta-
tionnarité du processus est un probleme délicat, en d’autres termes quelles sont les conditions
sur les processus a(t) et b(t) telles que la V.A. X soit a tout instant distribuée suivant exactement la
méme FDP. Ce probléme a des solutions analytiques pour les processus Gamma [122] et Beta [123].

Dans la suite, nous allons considérer 'exemple du processus Gamma ' autorégressif du pre-
mier ordre, défini par X (£+061¢) = aX(t) + b(t+61t), ol a est une constante telle que a < 1. Comme
mentionné précédemment, la fonction de corrélation de ce processus est exponentielle, avec un
temps de corrélation 7 = —4¢/1In(a). La fonction caractéristique de la V.A. b s’écrit en fonction de
celle de la VA. X comme suit,

¢x(s)
(s) = . (2.106)
Do) = @)
Lorsque X est une V.A. distribuée suivant G(a, f) alors Eq. (2.106) admet la solution suivante [122],
(s) (““‘“)ﬁ +(l-a) )ﬁ 2.107)
s) = =|a -a . .
b l+as l1+as

Considérons les deux cas particuliers f =2 (R =70%) et § = 3 (R = 57%), pour lesquels I'Eq. (2.107)
donne

B=2, ¢p(s)=a’+2al-a)

2
+(1—a)2( ) , (2.108)

as+1 as+1

et

3

: (o) v0-0r-or )
+2al-a)|——| +Q-a)"Q—-a)|——| . (2.109)
1 as as+1

_ _ 3 201
B=3, ¢p(s)=a’ +2a°(1 a)as+ )

Par conséquent, pour 8 = 2 1a VAA. b est distribuée suivant une combinaison > d’'une FDP exponen-
tielle de parametre @, une FDP Gamma de parametre (a, ) et d'une FDP de Dirac centrée en 0,
affectées respectivement des poids 2a(l — a), (1 — a)? et a®. L'échantillonnage se fait donc en deux
étapes, on génére une V.A. u suivant une distribution uniforme. Pour l'illustration on considere
2/]3<a<letdonca?=p,>2a(l-a)=p,>1-a).Siu<p;alorsbh=0,sip; <u<p;+p

1. Le cas du processus Beta a également été traité dans la littérature [123].
2. "mixed distribution".
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alors b est échantillonnée suivant une FDP exponentielle de parametre «, enfinsi py + po <u <1,
alors b est distribuée suivant G(a, f). La figure 2.8 montre deux histoires du champs X distribué
suivant une distribution Gamma pour deux temps de corrélation en unité arbitraire, 7 = 4 (courbe
bleue), et T = 40 (courbe rouge). L'évolution du champ X est clairement plus lisse pour 7 = 40 que
pour T = 4, ce qui traduit des corrélations temporelles plus fortes. La succession de décroissances
exponentielles résulte d’'intervalles de temps sur lesquels b = 0, et ot I'’évolution du champ X suit
simplement la loi X(¢+6t) = aX(t). Aux instants pour lesquels © > p;, on ajoute un nombre b
échantillonné selon une loi exponentielle ou Gamma, ce qui se traduit par un saut. Lorsque le
temps de corrélation augmente, i.e. lorsque a se rapproche de 1, p; augmente et la longueur des
intervalles ou I’on observe une décroissance exponentielle augmente.

T

I 1
80 100 120

t(a.u.)

FIGURE 2.8 — Deux histoires du champ X (), distribué suivant une FDP Gamma pour les temps de
corrélation 4 (courbe bleue) et 40 (courbe rouge). La valeur moyenne est u=1, R=70%etdt = 1.

2.4.3 Développement de Karhunen-Loéve (K-L)
La représentation dite de K-L consiste [88] a développer le processus X () sur la base fi.(¢) des
fonctions propres de 'opérateur (¥)
b
f € (t,¢) fr(Dde = Arfi (1), (2.110)
a

ou € (t, 1) = (X()X(ty — (X(1))(X(t')) est la fonction de variance-covariance du processus. Les
fonctions propres f; forment un ensemble orthonormé complet de fonctions sur [a, b],

b
fa fr@ fit)ydt = p. (2.111)
On adonc
X)) =(X)+ Y eV Ak fie(D), 2.112)
k=0

ol ({) =0 et ({r{;) = 0. Les variables { sont reliées au processus stochastique X () par

1 b
(r=—— | X fe(ndt (2.113)
/Ak jﬂ
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et les corrélations en temps sont introduites par la dépendance temporelle des fonctions propres
fx(¢) de la fonction de variance-covariance. Le développement de K-L est optimal dans le sens ou
I'erreur quadratique moyenne qui résulte d'une troncature du développement a un ordre donné
est minimale [88]. Autrement dit, tout autre développement sur une base différente conduit a une
erreur plus grande. Si X(#) est un processus Gaussien, alors les variables {; sont Gaussiennes et
indépendantes, ce qui facilite grandement le processus d’échantillonnage. La premiere difficulté
du développement K-L réside dans le calcul des valeurs propres et des fonctions propres associées
pour une fonction de corrélation donnée. Ce calcul peut cependant étre fait analytiquement dans
le cas d'une fonction de covariance exponentielle [88]. La seconde difficulté est la détermination
de I'indice de troncature de la somme infinie dans I'Eq. (2.112). Dans le cas d'une covariance ex-
ponentielle, cet indice est d’autant plus élevé que la longueur de corrélation est petite car dans
ce cas les valeurs propres sont du méme ordre, alors que quelques valeurs propres dominent les
autres valeurs propres pour une grande longueur de corrélation [13].

En conclusion, la représentation de K-L offre des possibilités intéressantes pour implémenter
des fluctuations stochastiques dans un code de transport, en particulier pour les distributions dé-
rivées de la Gaussienne. Cette approche a été utilisée récemment dans le cas d'une distribution
Log-normale [13]. En ce qui nous concerne, nous utiliserons le développement de K-L lorsque
nous chercherons a dériver un modeéle de transport a gros grains (transport effectif) pour les par-
ticules neutres, dans le chapitre 4 (voir Annexe A.1).

2.5 Synthese et conclusion

La distribution multivariables K-P est la candidate favorite pour la modélisation des fluctua-
tions et leur corrélations. Cette distribution bénéficie de propriétés tres pratiques, autant sur le
plan analytique, car elle dispose d’une fonction caractéristique ', que sur le plan de I'échantillon-
nage en utilisant la décomposition de Cholesky ou le schéma autorégressif du premier ordre. Ce-
pendant la distribution K-P souffre d’'un défaut essentiel qui consiste a ce que la fonction de cor-
rélation est a valeurs positives (p = 0). La distribution Log-normale nous permet de considérer des
fonctions de corrélation a valeurs négatives, cependant la fonction caractéristique de cette FDP
reste un sujet délicat. La décomposition de Cholesky a I’énorme avantage de se préter a I'échan-
tillonnage des fluctuations spatiotemporelles suivant les distributions K-P et Log-normale dans
toutes les dimensions (1D, 2D et 3D), ce qui est tres utile pour I'implémentation des fluctuations
spatiotemporelles dans les codes de transport Monte Carlo. Cet avantage fait défaut aux schémas
autorégressifs qui fonctionnent bien en 1D mais qui deviennent extrémement compliqués lors-
gqu'on passe en 2D. Lexemple commun a cette extension en 2D est le modele des plus proches
voisins, qui consiste a écrire la V.A. dans le plan (x, y) en fonction de ses quatre voisins adjacents
et dont la fonction de corrélation est une fonction de Bessel [124].

1. Lafonction caractéristique est une grandeur trés importante car elle nous permettra de calculer analytiquement
la moyenne statistique de |'épaisseur optique.
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Chapitre 3

Effets des fluctuations turbulentes sur les
profils de densité et les sources de particules
moyennes

Dans ce chapitre, nous allons utiliser les distributions multivariables introduites dans le cha-
pitre précédent pour étudier les effets des fluctuations de la densité plasma (7,) sur le transport
des particules neutres. L'essentiel de notre effort portera sur un modele de transport tres simple en
géométrie unidimensionnelle, pour lequel des résultats analytiques pour la densité moyenne et la
source d’ionisation peuvent étre obtenus. La solution de Smirnov obtenue dans le chapitre 1 nous
permettra de discuter des effets de la diffusion dans I'espace des vitesses (qui résulte ici essentiel-
lement des réactions d’échange de charge). Ces résultats, qui permettent de mettre en évidence
les parametres de controle du probléme, sont comparés a des simulations numériques réalisées
par le code Monte Carlo EIRENE. Nous retrouverons un certain nombre de comportements mis
en évidence dans la littérature sur le transport linéaire dans les milieux stochastiques, lorsque les
fluctuations sont Gaussiennes ou dans le cas d'un mélange diphasique (mélange statistique a deux
niveaux).

Nous commencerons par préciser le modele de recyclage a la paroi, dont les échelles de temps
peuvent varier de fagcon importante en fonction des mécanismes élémentaires mis en jeu. Puis
nous calculerons et discuterons les profils de la densité et de la source d’ionisation moyenne ré-
sultant des fluctuations décrites par une distribution Gamma K-P. Nous présenterons également
des résultats obtenus avec les distributions Gamma K-P généralisée et la distribution Gamma M-
M, qui permettent de décrire des situations ot le taux de fluctuations n’est pas constant dans I’es-
pace, avec des limitations différentes. Pour conclure, nous discuterons la sensibilité des résultats
obtenus au choix du modéle.

3.1 Modeéeles de recyclage a la paroi

Notre point de départ est la solution de Smirnov donnée par Eq. (1.42), dans laquelle nous ne
considérons pas dans un premier temps le processus d’échange de charge (ce qui est tout a fait
valable pour le transport des molécules ou des atomes d'impuretés). Dans le cas d’atomes ou de
molécules mono-énergétiques a la vitesse v ("one speed approximation"), la densité de neutres
est simplement donnée par

Nix, 1) = 2 exp (—1/vjxv(s, t)ds), 3.1)
v 0

ou I'y(7) est la densité de flux de neutres a la paroi (située en x = 0) a I'instant ¢, et v le taux d’io-
nisation par impact électronique. Nous nous sommes placés ici dans le cadre de 'approximation
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adiabatique discutée dans le paragraphe 1.4.2.3. On considere que v est simplement proportion-
nel ala densité, i.e. on néglige les contributions des niveaux excités de I’atome a I'ionisation. Cette
approximation est raisonnable pour des conditions typiques de plasma de bord dans la chambre
principale !, et va nous permettre de mener a bien les calculs analytiques. En effet, dans ce cas les
FDPs de n, et de v sont identiques a un facteur pres, a savoir P(n,) = (0. V) P(v). Dans la suite on
ne fera donc pas de différence entre les propriétés statistiques de n, et v. Il nous reste maintenant
a spécifier les propriétés du flux de neutres I'y, qui sont liées au processus de recyclage. Les ions
du plasma qui heurtent la paroi peuvent subir différents processus élémentaires décrits dans le
chapitre 1. Ce qui nous intéresse maintenant est de préciser le lien entre le flux plasma instantané
I',(#), qui varie sur une échelle de temps typique de la turbulence 7, et le flux de neutres résul-
tant. Nous allons considérer deux cas limites en fonction du temps caractéristique du phénomene
de recyclage considéré 7., qui mesure le temps de réponse du mur au flux plasma incident. En
supposant une relation de linéarité entre le flux plasma incident et le flux de neutres recyclés, on
peut écrire une relation du type

To(f) = j_toodt'h(t— )T (1), (3.2)

ol h(t—t') est un noyau décrivant la réponse temporelle du mur, prenant des valeurs appréciables
sur une durée de I'ordre de Tec.

3.1.1 Recyclage lent (T ec > Tourp)

Dans le cas ol Trec > Trurb, h(f — t') varie trés lentement devant I',(£) et 'Eq. (3.2) peut s'inter-
préter comme une moyenne temporelle sur une durée longue devant 7, d'ott

To(f) = <r,,>. (3.3)

Dansle cas du recyclage lent nous avons donc une condition aux limites déterministe (non-stochastique).
Ce cas est pertinent pour décrire la désorption de molécules ou d’atomes.

3.1.2 Recyclage rapide (Trec < Tiurb)

Dans le cas inverse ol Ty << Trurh, 1€ Noyau h(t — t') peut étre approximé par 6 (¢ — t') et le flux
de neutres suit instantanément les variations du flux plasma,

Lo(1) =T'p(1). (3.4)

Le recyclage rapide correspond donc a une condition aux limites stochastique, couplée aux pro-
priétés statistiques du plasma. Pour obtenir un modéle permettant de faire le calcul, nous allons
de plus supposer que le flux plasma peut étre décrit par I'y, = Vefinie(X, ), OU Ve €St une vitesse
effective non fluctuante. Autrement dit, nous attribuons les fluctuations de flux au champ de den-
sité, et non au champ de vitesse. Cette approximation nous permettra de comprendre les effets
physiques résultant du recyclage rapide, et nous donnera une borne supérieure pour les effets
résultant du comportement temporel de la source. Nous posons donc

To(£) = Vefine(Xx =0, 1) = Vegv(x = 0)/ (T o Ve ). (3.5)

Cette description est réaliste pour les ions rétro-diffusés en tant qu’atomes, étant donné les échelles
de distance et les vitesses en jeu (les échelles de temps caractéristiques sont de I'ordre de quelques
1071%s,).

1. Selon le modele collisionnel-radiatif de Sawada & Fujimoto [125], il s’agit d'une bonne approximation pour
ne <1018 cm 3.
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3.2 Résultats analytiques pour la distribution K-P

3.2.1 Calcul des valeurs moyennes des grandeurs associées aux neutres par le
code EIRENE

Dans la suite, nous allons comparer nos résultats analytiques a des calculs réalisés par le code
de transport de neutres EIRENE, qui est basé sur une méthode de type Monte Carlo. Nous avons
implémenté un générateur de cartes de n, stochastiques, dont la statistique est donnée par la dis-
tribution Gamma K-P. Pour cela, nous avons utilisé la factorisation de Cholesky de la matrice de
corrélation discutée dans le chapitre précédent. Le calcul de la moyenne sur les fluctuations de la
densité plasma se fait alors en échantillonnant un grand nombre de cartes de densité (typique-
ment jusqu’a 10%), et en résolvant I'équation de Boltzmann pour chacune de ces cartes. Dans le
cas d'un probleme de transport unidimensionnel et monocinétique EIRENE fournit la solution
exacte de 'équation de Boltzmann en ne lancant qu'une seule particule, grace a un estimateur
particulier ("conditional expectation estimator").

3.2.2 Expression de (N”) dans le cas du recyclage lent

On rappelle que dans le cadre de la distribution de Khrishnamoorthy & Parthasarathy le taux
de fluctuation R est homogene, i.e. ne dépend pas de la position spatiale. Par contre, la valeur
moyenne de la densité peut dépendre de I'espace. Afin d’utiliser les résultats de I'intégrale Gaus-
sienne généralisée présentés dans la section 2.3.1, on discrétise I'intégrale dans I'’exponentielle de
Eq. (3.1),

k
X X
ex —llvj v(s)ds|= limexp|——) v;]. 3.6
p( ) Ve ) Jim p( kv;) (3.6)
En pratique, le choix du pas de discrétisation € = x/k, doit se faire de maniere a rendre compte des
structures turbulentes de taille typique, cette derniere étant de I'ordre de la longueur de corréla-
tion 4. 1l suffit donc de prendre,

ex ¥l avec x=ke. 3.7

Les coefficients v; dans Eq. (3.6) sont des V.A.s distribuées suivant la FDP K-P. Dans la figure 3.1,
des réalisations du champ v sont présentées pour différentes valeurs de la longueur de corrélation
avec k =60 et € = 1. On remarque que les profils des histoires du champ sont de plus en plus lisses
lorsque la longueur de corrélation augmente, ce qui traduit le degré de dépendance statistique. En
utilisant Eq. (2.45), on réécrit Eq. (3.6) en fonction des variables Gaussiennes g; ;,

x & x Mo,
exp —szi = exp —EZZgij , (3.8)

et la densité moyenne est obtenue en calculant I'intégrale multiple de Eq. (3.8) sur M distributions
normales a k-variables, données par Eq. (2.31), ce qui conduit a

_FO . +o0 +00 ]_ k _1 X
(N(x)}-;lgilt()lo j_oo dgl...j_oo dgyexp —szzl((%k )ij+zﬁ6ij)gigj . (3.9
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v(s)I<v>

FIGURE 3.1 — Réalisations du champ de la fréquence d’ionisation par impact électronique v(s)
pour différentes valeurs de la longueur de corrélation ¢. La premiére V.A. générée est la méme
pour toutes les longueurs de corrélation car on a utilisé la méme graine ('seed’) pour le générateur
de nombres pseudo-aléatoires a chaque réalisation.

En utilisant la condition de normalisation donnée par Eq. (2.32) il vient,

det|€; !
r
(N() = lim -2 ( £ )x : (3.10)
TV det(%k‘l+2—)
kv

En utilisant la propriété des déterminants det(AB) = det(A) det(B), on a finalement

T
(N@)= 0 im det
V k—oo Amfp

R -1/R?
1+ P pk) ) 3.11)

ol 'on rappelle que R = v2/M est 'amplitude des fluctuations et py = €/%6, est la matrice de
corrélation k x k de la distribution normale, donnée par

P11 P12 ... P1k

P21 P22 ... P2k
PE=1 . )

Pkl Pk2 --- Pkk

et Amfp le libre parcours moyen calculé pour la densité plasma moyenne, i.e., Amgp = v/ (Vo). Le
résultat de Eq. (3.11) peut étre obtenu directement en utilisant la fonction caractéristique de la
distribution K-P de la section 2.3.3.1. Cette méthode sera utilisée dans la suite, car elle permet
d’obtenir aisément les différents moments de N, et facilite également le traitement d’'une condi-
tion a la paroi stochastique (recyclage rapide) ainsi que le calcul de la source d’ionisation. L'analyse
des résultats précédents montre que pour un Lp.m. donné (1), les parametres qui affectent le
profil de la densité de neutres moyenne sont :

1. 'amplitude des fluctuations R.
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2. lalongueur de corrélation ¢ si elle est finie, sinon la portée pratique de la fonction de corré-
lation.

3. le choix de la fonction de corrélation des fluctuations et par conséquence p.

Afin d’illustrer les effets de ces parametres on trace les profils de (N) données par 1’équation (3.11)
en fonction du parametre a = £/ Ay f. La vitesse v est liée directement a I'énergie cinétique des
neutres par la relation E = mv?/2, oll m est la masse de la particule neutre. Le parametre a ™!
estime typiquement le nombre de structures turbulentes de taille ~ ¢ explorées par la particule
neutre durant son temps de vie moyen (¢ = A,/ v). Il estlié au nombre de Kubo, défini par [126],

K = <<V2>>1/2 Tcorr» (3.12)

ol T¢orr = ¢/ v est le temps nécessaire pour parcourir une longueur de corrélation a la vitesse v,
par la relation £ = aR.

La Fig. 3.2, pour laquelle a = oo, montre clairement que I'effet des fluctuations n’est important
que lorsque R est grand, typiquement R > 50%. La prise en compte des fluctuations dans le cas
du recyclage lent conduit a un profil de densité décroissant beaucoup plus lentement que dans le
cas ou R = 0%. Lorigine physique de ce comportement peut étre lié au fait que le flux de neutres
entrant dans le plasma prend la méme valeur quelque soit la densité plasma preés du mur (recy-
clage lent). En particulier, dans les réalisations ot la densité est faible la pénétration des neutres
est alors tres importante. Intuitivement, ce phénomeéne devrait étre d’autant plus marqué que la
longueur de corrélation est importante, car dans ce cas une densité faible proche de la paroi signi-
fie une densité faible dans la plus grande partie du plasma explorée par les neutres. Notons que
les résultats obtenus avec I'Eq. (3.11) sont en parfait accord avec les simulations réalisées avec le
code EIRENE.
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FIGURE 3.2 — Moyenne de la densité de neutres en échelle semi-logarithmique en fonction de la
distance a la paroi normalisée au libre parcours moyen, pour différentes valeurs de R et a = co
(p(s) = 1). Ces profils sont comparés au cas sans fluctuations (courbe bleue) correspondant a a =
R =0. Les courbes en trait plein correspondent a la solution analytique donnée par Eq. (3.11) et les
symboles aux calculs réalisés avec EIRENE, montrant une superposition parfaite.

C’est effectivement ce que 1'on observe sur la Fig. 3.3, pour R = 80%. Il apparait clairement
que le profil de densité décroit de plus en plus lentement lorsque a augmente. En particulier, pour
a = 0 le profil moyen se confond avec le profil calculé sans prendre en compte les fluctuations,
un point qui sera également discuté en détails dans la suite. A une distance de 10A,¢, de la paroi,
le rapport entre les densités obtenues pour a = co et a = 0 est de 'ordre de 103. Typiquement,
avec ¢ =1 cm, pour les atomes de deutérium dans un plasma de fusion (n, = 1019 m™3, T, =20
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eV) on obtient ap = 2 x 1072 pour Ey = 100 eV, ap =~ 1 pour Ey = 0.03 eV (cette derniére valeur
pour I'énergie correspond a des atomes désorbés de la paroi). Pour une molécule désorbée de
la paroi avec une énergie Ep = 0.03 eV, on obtient de méme ap, = 2. On s’attend donc a des effets
significatifs des fluctuations sur les profils de densité moyens a condition que le taux de fluctuation
soit important, comme le montre la Fig. 3.4 pour a = 1. Le profil de densité calculé pour R = 20%
est en effet pratiquement identique au profil calculé sans fluctuations.

0

10
10" ; e
o 5 ] \\\_‘\;\:\\
E 10- X S\&\
A E -G NS
2 s ][r=80% N =107
10 §|—=—a=x
i|-o— a=4 B
10'4 E —=— a=1 N
I|—~— a=0
T T T T 1
4 6 8 10
X/)\.mfp

FIGURE 3.3 — Moyennes de la densité de neutres en échelle semi-logarithmique en fonction de la
distance a la paroi normalisée au libre parcours moyen, pour différentes valeurs de a, une fonc-
tion de corrélation exponentielle et R = 80%. Ces profils sont comparés au cas sans fluctuations
(courbes bleues) correspondant a a = R = 0. Les courbes en trait plein correspondent a la solution

analytique donnée par Eq. (3.11) et les symboles aux calculs réalisés avec EIRENE, montrant une
superposition parfaite.

10° a=1
1 ™ —— R=20%
10" NS R=80%
NN —— R=0
[« -2 s
E 10 N > S
A S
P4 NS
\Z -3 N\ S
10 S .
4 N
10 =g
2 4 6 8 10
X/}\.mfp

FIGURE 3.4 — Moyenne de la densité des neutres en échelle semi-logarithmique en fonction de
la distance a la paroi normalisée au libre parcours moyen, pour a = 1, une fonction de corréla-
tion exponentielle et différentes valeurs de R. Ces profils sont comparés au cas sans fluctuations
(courbe blue) correspondant a @ = R = 0. Les courbes en trait plein correspondent a la solution
analytique donnée par Eq. (3.11) et les symboles aux calculs réalisés avec EIRENE, montrant une
superposition parfaite.

Jusqu’a présent, nous n’avons discuté que la valeur moyenne (N) du profil de densité. Les mo-
ments d’ordres supérieurs sont obtenus de facon immeédiate, en notant que
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X P X
exp (—llvfo v(s)ds) = exp (—p/vj0 v(s)ds), (3.13)

ce qui conduit a

) ro\” . I B v
(NP (x)) = — khm det ]l+pk/l Pk =~ (N(px) (3.14)

On remarque que la dépendance spatiale du moment d’ordre p est similaire a celle du moment
d’ordre 1, mais contractée par un facteur p. La déviation standard de la densité de neutres s’ex-
prime par

1/2

r R —1/R? R —2/R?
0 .
=—1 det|{1+2 —det|1+ ) 3.15
N e |6 ( KAty ’“) ¢ ( KAty ’“) G.15)

<N>

X/ ;\4mfp

FIGURE 3.5 - Le profil moyen de la densité de neutres en fonction de x/ Ay, (courbe rouge) avec les
barres d’erreurs (N + o). Déviation standard (courbe bleue) et taux de fluctuation (courbe noire)
de la densité de neutres.

Cette déviation standard peut étre interprétée comme une mesure empirique de la "variance par
histoire", car elle représente la dispersion typique des profils de densité autour du profil moyen,
pour différentes réalisations. Le premier intérét de cette quantité est de donner une indication sur
le niveau de fluctuation de la densité de neutres, en vue de futurs couplages entre un code de tur-
bulence et un code de neutres. Le second intérét de cette quantité est qu’elle permet d’estimer le
bruit statistique résultant du calcul du profil moyen sur un nombre fini de réalisations dans les ap-
plications basées sur I’échantillonnage de la distribution Gamma K-P. La procédure est identique
a celle utilisée pour estimer le niveau de bruit statistique sur les résultats de codes Monte Carlo.
o peut étre vue comme la variance par histoire, la variance correspondant a N > 1 histoires est
donnée par

(3.16)



en vertu du théoréme de la limite centrale . La déviation standard o est représentée sur la Fig.
3.5, sous forme de barres d’erreur autour du profil moyen. Elle est nulle au niveau de la paroi, a
cause de la condition aux limites non-stochastique. Le taux de fluctuation de la densité de neutres
augmente avec x/ Ay, et atteint pres de 200% pour x/ Ay = 8. Cette augmentions traduit le fait
que plus on s’éloigne de la paroi, plus la valeur de la densité est controlée par des réalisations rares
ol la densité plasma est tres faible.

Notons pour finir que la distribution Gamma multivariable K-P nous permet non seulement
d’obtenir toutles moments de la densité de neutres, mais aussi sa fonction de variance-covariance,

Cov [N(x),N(x"] = <N(x) N(x')> —(N () <N(x’)>. 3.17)

Soit x > x’, on obtient alors

, To\2 . x LM x/k’M2
(N ()= im (e -G L L o - m L b ]) e
11 suffit alors de remarquer que pour k > k/,
d ) v 2
Z gl] = Z Ck,gl'j’ Ck/ = 5i$k'7 (319)
i= i=1
et on obtient finalement,
/ -1/R?
ro X
<N(x)TN( )> (7) k}cnlloodet 11+2/v(%+F )%k , (3.20)

ou H est la matrice diagonale k x k, d’éléments 1 pour i, j < k’ et 0 ailleurs. Finalement,

~1/R?
F 2 /
Cov [N(xk),N(xkr)] = (70) i 11m det |1+2/v (% + ﬁH) 6

'—00 k'

T2 X 1/R? / ~1/R?
— (—) lim det (]1 + 2—<€k) lim det (]1 + 2—(€k/) . (3.21)
V) k—oo k k'—o00 kK
On remarque que lorsque x = x’' (k = k'), alors H =1 et'Eq. (3.21) est identique au carré du terme
de droite de I'équation (3.15), qui représente la variance de N. Le fait que le champ moyen (N)
dépend de la position x du neutre implique que N est un processus stochastique non-homogene,
il est bien clair que la fonction définie par I'Eq. (3.21) ne dépend pas uniquement de |x -x' |

Dans la suite, nous discutons les cas limites de I'Eq. (3.11) lorsque a — 0 et a — +oco. Nous
montrerons également que de maniere générale,

(No®) < (N (1) < (Neo (1)) (3.22)

1. 1II faut cependant prendre garde a ce que I'estimation de la variance est moins bonne que celle de la valeur
moyenne, car les événements rares et intenses vont jouer un role plus important pour le moment d’ordre 2 que pour
le moment d’ordre 1.
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3.2.2.1 Longueur de corrélation infinie

Ce cas revient a considérer un plasma ou la densité est la méme en tout point (v (x) = Cte),
pour chaque réalisation stochastique. Les éléments de € sont tous égaux a 6, et Eq. (3.11) devient

(N@) = F_UO Jim det (4)VF, (3.23)

ou A=1+2x/kveéyB estlamatrice kx k, avec B;j = 1. Lamatrice B estderang 1 I eta pour valeurs
propres k et 0, cette derniere étant dégénérée k — 1 fois. On obtient donc

det(A) =1+2x%o/v, (3.24)
d’ou

)—1/R2

(N(x) = F_U" (1 + R2x/ Aty (3.25)

Cette solution peut étre retrouvée en considérant simplement l'intégrale de I'épaisseur optique,

exp (— jox v(s) /Uds) =exp(-vx/v), (3.26)

sur une distribution Gamma univariable définie par Eq. (2.46). Nous obtenons

(N(x)) :r—v0 jom dv P (v)exp (—vx/v)

= 1+ axiv) (3.27)

ol =R*(v)etB=M/2=1/R?

Montrons maintenant que Eq. (3.27) est le maximum de (N, ) pour toute valeur de a, en tout
point x. Autrement dit, nous cherchons a justifier que le cas a = co conduit a une pénétration
maximale des neutres, comme observé précédemment.

Nous commencons par une approche intuitive, avant de donner une preuve plus formelle.
Pour cela, on considere une réalisation du champ v sur une trajectoire du neutre de longueur x,
et soit £ = aAng, lalongueur de décroissance typique des corrélations (la longueur intégrale, sinon
la portée pratique introduite dans la section 2.2.4, si la longueur intégrale est infinie ?),

v=v(x1),v(x2),...,v(xXp), V(Xps1),..., V(Xg), ..., V(Xp). (3.28)
—_— N ~ J
xp—x =L Xg—xp={

On divise maintenant le segment de trajectoire de longueur x; en L segments de longueur ¢, avec
L € IN**3, Selon la propriété d’essaim introduite par Fox ('cluster property’ [79, 127]), sur une
échelle ¢ les V.A.s v(x;) sont assez corrélées pour considérer que v(x;) = v(xp) = -+ = v(x; + ¢),
V(Xp+1) = - = V(Xps1 + £) et ainsi de suite.

1. Toutes les lignes de B sont égales, autrement dit il n'y a qu'une ligne linéairement indépendante des autres.

2. Notons que les fonctions de corrélation oscillantes n'ont pas a étre considérées ici, car la fonction de corrélation
de V.A. K-P est forcément positive.

3. Ceci revient a choisir x comme un multiple de ¢, ce qui n’est pas une limitation importante vu le caractere
intuitif du raisonnement.
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Nous obtenons alors L groupes de V.A.s quasi-indépendants deux a deux (cette approximation est
illustrée sur la Fig. 3.6). On écrit donc

<exp(—foxkv(s)ds> <exp i x1+(i—1)€)‘>

ool

(1 + 2a£) (3.29)

On pose maintenant x; = 0, et on remplace ¢ par x;/L dans Eq. (3.29) pour obtenir

(1 +2a—) Z cr (2 —) (3.30)

= (1 +2axy) + g(xp), (3.31)
ol g(xg) = 0. Nous avons donc toujours

-LB
1 +2a%) [(1 +2ax;) +g(xk)] (1+2ax) P, (3.32)

d’ot le résultat recherché. A noter qu’on obtient I'égalité dans Eq. (3.32) pour L = 1, ce qui corres-
pond bien a ¢ = oo puisque nous avons considéré que v est constant sur un intervalle de longueur

/.
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A V\—\,J\ N\
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\2’ 1 If\| /. \ IA|
N \ /7 \ ~.  \»
\/ \ [F
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V\[/
/
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FIGURE 3.6 — Une histoire de v avec p(s) = exp(—s/¥¢), avec ¢ = 10, R = 80% et L = 6. L'approxi-

mation utilisée dans le texte consiste a considérer que v est constant sur des paliers de longueur
10.

Ce résultat peut également étre obtenu d'une manieére plus formelle. Le résultat de Daniels
présenté dans la section 2.3.2 permet d’obtenir le comportement du déterminant de la matrice p =
Al(1+aelv), d’éléments diagonaux égauxaletp;; = €;;/(1+ae/v) ailleurs !, Cerésultat est donné
par Eq. (2.37) et montre que le déterminant de p est une fonction décroissante des coefficients de
corrélation r; conditionnels entre v et v, ; sachant la séquence v, 1,...,Vs+j—1. Pour montrer que

1. Notons qu'un certain nombre de résultats connus sur la majoration et la minoration des déterminants, e.g.,
[94,128,129,130], sont ici inopérants.
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les coefficients de corrélation conditionnels se comportent de la méme fagon que les coefficients
de corrélations classiques (p; = pss+;), on se base surle résultat de Joe [131], qui stipule que 0, r; =
0, pour montrer que dp; =0 = 0,,¢ =0 = 0,r; = 0. Il s’ensuit alors que det(p) est une fonction
décroissante de ¢ et (N) x det(p) P est fonction croissante de ¢,

lim (N(0) < (N()) < lim (N). (3.33)

3.2.2.2 Longueur de corrélation nulle

Dans ce cas la matrice € est diagonale, i.e. €;; = 6pd;; et det (]1 + 2%%;6) = (1 + 2x<€0/kv)k,

d’ou

2

T x(go )—k/R 0

Nx))=—Ilim (1+2—— = —ex (—xM ), 3.34

< ( )> Uk—»oo( kv v P mip ( )

avec /lmfp = vR2/<€0 =v/{v), car (v) = M6, = 2<€0/R2. Ce résultat peut étre vu comme une consé-

quence du théoréme ergodique (nous sommes ici dans un cas stationnaire), que 1'on peut écrire
sous la forme

1
lim — Oxv@(s)ds:(v), Yo (3.35)

x—+00 X

ol @ désigne la réalisation stochastique. Le terme de gauche de I’équation précédente n’est rien
d’autre que la moyenne spatiale de v sur un segment de longueur x. Cette égalité est applicable
en pratique lorsque x > ¢, ou £ est la longueur intégrale. Notons que le théoréme ergodique reste
valable pour une fonction de corrélation a longueur intégrale infinie, a condition que p(co0) = 0,
cf. Parzen [132, p. 74], Adler [105, p. 145] ou Cressie [133]. Pour x fini avec x > ¢, le théoréme

de la limite centrale montre que x~ V2 (foxv(s)ds - <v)) est une variable aléatoire Gaussienne. La

différence entre la valeur moyenne spatiale et la moyenne d’ensemble est donc typiquement de
'ordre de x~1/2 pour x grand. Il est donc tentant de justifier le résultat d’Eq. (3.34) en écrivant

1 x 1
(N(x)) = <exp—; fo v(s)ds> = exp(—;(v)x) (3.36)

pour x > ¢. Cependant, ce raisonnement n’est valable que lorsque ¢ = 0. Nous verrons en effet plus
loin que Eq. (3.36) n'est pas correcte pour ¢ fini. En effet, dans ce cas des fluctuations d’ordre unité
pour la différence entre x1 fox v(s)ds et (v) se produisent avec une faible probabilité, décroissante
exponentiellement avec x. Ces fluctuations sont liées aux réalisations pour lesquelles v(s) varie
peu sur le segment de longueur x, et jouent un role important dans le calcul de moyennes du type

<exp —% on v(s)d s> et le calcul de la moyenne doit alors s’appuyer sur le formalisme des grandes
déviations [134] .

Finalement, il est intéressant de montrer d'une facon indépendante du paragraphe précédent
que I'équation (3.34) représente pour tout x la borne inférieure de la densité moyenne lorsque a
varie. Ce résultat peut étre obtenu en remarquant que la fonction exponentielle est convexe ! et
satisfait 'inégalité de Jensen,

(p(x)) =@ ((x), (3.37)

1. La courbe représentative de la fonction prise entre les points P et P’ est en dessous de la droite passant par les
points P et P’
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voir l'article historique [135] relatif a cette inégalité ou une version plus moderne de celle-ci dans
I'ouvrage de Gradshteyn & Ryzhik [136, p. 1066].

Le cas a — 0 considéré ici, et qui conduit a I’équation (3.34), correspond dans la littérature a
la limite de "mélange a I’échelle atomique" ("atomic mix limit" introduite en particulier par Pom-
raning [2]). En effet, dans le cas d’'un mélange stochastique de deux milieux de propriétés diffé-
rentes, le cas ou la longueur de corrélation dans le milieu tend vers 0 correspond a un cas ou les
deux milieux sont miscibles. Les propriétés locales du matériau sont alors obtenues en calculant
la moyenne sur les propriétés individuelles des deux milieux.

Il est essentiel de remarquer que si v est linéaire en n,, comme nous le supposonsici, le cas a —
0 est équivalent au cas ou R = 0% (densité plasma non fluctuante, et telle que v = (v)). Autrement
dit, les fluctuations n’ont pas d’effet pour a — 0 comme cela apparait sur la Fig. 3.3. Ceci n’est plus
vrai si v nest plus linéaire en la quantité fluctuante, ce qui se produit par exemple sil’on prend les
fluctuations de température en compte. Dans ce cas, on a (v(n,, Te)) # v({ne),(Te)).

3.2.3 Calcul de (N) dans le cas du recyclage rapide (7 ec < T¢urb)

Dans le cas du modele de recyclage rapide, le flux de neutres entrant dans le plasma est sup-
posé proportionnel a la densité du plasma, et I'expression de la densité moyenne devient

k
<Nrap (x)> _ (' lim <v1exp(—% Zv,-)>. (3.38)
i=1

B U<V1> k—o0

Le calcul de cette moyenne s’appuie sur la fonction caractéristique de la distribution K-P a k-
variables (voir Eq. (2.54) ),

k
Z(w) = <exp i) viu; > = det (1 -2i¢U) ™", (3.39)
j=1
ouu= (ul, ey uk) et U est la matrice diagonale d’éléments u;. Alors,
k 0Z
<v1 exp _ki Z Vi > =—i 3 () (3.40)
V=1 th ui=ix/vk

Afin de calculer la dérivée intervenant dans la relation précédente, posons A = 1 + 2% U. En utili-
sant la regle de dérivation des déterminants (e.g., [137, p. 169]), nous obtenons

d (det(4)) = det(4)Tr (A" d4), (3.41)
ol la trace est donnée par
k
Tr (A—ldA) =2(} A;}cg,k) duy. (3.42)
=1
On obtient finalement
__ v - (a1
<Nrap (x)> = TR0 klggok(l (Ak )H)<N(x)>. (3.43)

Ce résultat vaut aussi bien pour des fluctuations dont la valeur moyenne est homogeéne ((v;) =
(v)) que non-homogene. Pour comparer les profils de densité moyenne résultant des modeles de
recyclages lents et rapides, il convient d’étudier le comportement du préfacteur,
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__ v (41
1= T klglolok(l (Ak )H), (3.44)

en fonction des parametres R et a.
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FIGURE 3.7 — Profils de w; normalisé au taux moyen (v) en fonction de la distance a la paroi nor-
malisée au libre parcours moyen du neutre pour différentes valeurs de a et R = 80%.

Ce préfacteur est tracé sur la Fig. 3.7 pour R = 80%, et différentes valeurs de a, la fonction de cor-
rélation étant exponentielle, dans un cas ou les fluctuations sont homogenes (la densité moyenne
est constante dans I’espace). On remarque que w; = 1 en x = 0, et ce pour toutes les valeurs de a.
En effet pour k=1,

w1 = Mcgo/ (V) =1. (3.45)

Le facteur w; décroit sur un intervalle Ax/ Ay, de I'ordre de a, puis tend vers une valeur limite
Weo Valant environ 80%, 60% et 40% de sa valeur maximale en x = 0, pour a=0.5, 2 et 5 respective-
ment. Ces valeurs asymptotiques peuvent étre calculées de la maniére suivante. On peut écrire les
éléments de matrice de I'inverse de A comme (e.g., [83, p. 8])

¢

(A;l) = (e L (3.46)
i | Ax|

ou €;; estle cofacteur obtenu en retirant la j éme Jigne etla i®° colonne de |A;C | Le facteur € est

donc égal a | Ax| auquel on a retiré la k*™¢ colonne et la k™ ligne, i.e. € =|Ax_1|. Comme nous

avons supposé les fluctuations de la densité plasma homogenes, A est une matrice de Toeplitz et

Crr = ¢4, alors

. -1 IRT |Ak—1|
ICII_IEO(AIC )ll_kh—l:rolo Al (3.47)

Nous pouvons donc utiliser le théoreme (faible) de Szegd présenté dans la section 2.3.2 pour
calculer cette limite. On pose € = x/k, et les éléments de la m’®”® diagonale sont donnés par
tm = Oom + 2€/ vEpe~¢'2¢ | la fonction de corrélation étant supposée exponentielle de longueur
intégrale £ = alyg. Ceci conduit a

O=3 tne® =1+t h( ¢ ) ! (3.48)
= e =1+ —%ytanh|— .
¢ m=—oo " p 0 2¢)1—cos(8)/cosh(e/2¢)
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et I'intégrale dans Eq. (2.39) donne (cf. Gradshteyn & Ryzhik [136, p. 531]),

g+ \/g2 — 1/ cosh? (e/2¢)

Co=In (3.49)
(1 +tanh (€/2€))
ol
1+ Etanh(i) (3.50)
§= v 20)° )

Finalement, dans la limite continue qui correspond a € — 0 (en pratique € < ¢),

C1-e 1 [ [ 8%y
lim =— 1+ -11, (3.51)
e—0 € 20 v

et le préfacteur tend asymptotiquement vers une constante w, donnée par

V1+4aR?2-1
2aR?

o1 'on a utilisé €, = R*/2(v) et Amfp = v/{v). Ce résultat est en parfait accord avec les calculs
numériques présentés sur la Fig. 3.7, et nous reviendrons a cette expression dans le chapitre sui-
vant. U'équation (3.52) n’est valable que pour une corrélation exponentielle, mais la limite w, peut
étre calculée au moins numériquement (si un calcul analytique n’est pas possible) pour n'importe
quelle fonction de corrélation.

Woo = (V) , (3.52)

T 35 — — sans turbulence (a=0)
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FIGURE 3.8 — Les profils de la densité de neutres moyenne avec une condition a la paroi stochas-
tique (recyclage rapide). Ces profils sont donnés par Eq. (3.43) pour une fonction de corrélation
exponentielle et R = 80%. Les courbes en trait plein correspondent a la solution analytique don-
née par Eq. (3.43) et les symboles aux calculs réalisés avec EIRENE, montrant une superposition
parfaite.

Le profil de densité moyen (Ny,p) est représenté sur la figure 3.8 pour différentes valeurs de a avec
une fonction de corrélation exponentielle pour R = 80%. Contrairement au cas du recyclage lent,
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les fluctuations n’ont quasiment pas d’effet sur la densité de neutres moyenne dans une couche de
plasma d’épaisseur de I'ordre de quelques ¢. Ceci est di a un effet de compensation entre I'inten-
sité de la source et la pénétration des neutres. En effet, pour les réalisations ot la densité plasma
proche de la paroi est plus importante que la moyenne (n,(x = 0) > (n,)), le flux de neutres recy-
clés est important également, mais ce flux est fortement ionisé prés de la paroi car le taux d’ioni-
sation augmente linéairement avec n,. En d’autres termes, les neutres sont donc ré-ionisés dans
les structures qui leur donnent naissance. Assez loin de la paroi, i.e. pour x > ¢, la densité plasma
n’'est plus corrélée de facon appréciable avec le flux de neutres a la paroi, et un comportement
similaire a celui obtenu dans le cadre de recyclage lent (condition aux limites déterministe) est
retrouvé. En effet, le préfacteur donné par Eq. (3.44) est alors constant et (Npap) oc (N).

3.2.4 Source d’ionisation moyenne (S) dans le cas du recyclage lent

Le processus d’ionisation par impact électronique crée un couplage entre les atomes neutres
et les especes chargées. En effet I'ionisation d’'un neutre produit un ion et un électron. On note S
cette source d’ionisation,

SxX)=v(xX)N(x). (3.53)

Par analogie a la densité de neutres dans le cas du recyclage rapide (condition aux limites stochas-
tique), on écrit

(S0 = —i L0 fj 2@ (3.54)
V koo auk uij=ix/vk
LR -1
= Wklglolok(l— (45 )kk) (N (). (3.55)

Si la densité moyenne est homogene €;; = € (x = 0), il est facile de vérifier que 'on a (A;l)kk =

(A;l)n . Dans ce cas, la source d’ionisation en recyclage lent a exactement le méme comporte-
ment que la densité moyenne en recyclage rapide,

(S0 = ) (Nrap (1)) (3.56)

Pour interpréter ce résultat, on utilise Eq. (3.43) pour écrire (S) sous la forme

(S(x)) =@x) (N(), (3.57)
ol @ est un coefficient d’ionisation effectif tel que

o (x) lim k (1 - (A;l)kk) . (3.58)

 XR2 (V(x)) k—o0

Le comportement de @ en fonction de la distance a la paroi est identique a celui du préfacteur w,
tracé sur la figure 3.7 (a un facteur (v) pres). De méme, les profils de (S) sont identiques a ceux
de <Nrap> représentés dans la figure 3.8. Ces courbes montrent que dans le régime de recyclage
lent, la source d’ionisation moyenne differe peu de la source calculée pour les parametres plasma
moyens dans la région proche de la paroi. La encore, ce résultat peut étre attribué a un mécanisme
de compensation. Les réalisations ou la densité est faible conduisent a une pénétration plus facile
des neutres dans le plasma, mais également a une faible valeur du taux d’ionisation. Ce dernier
joue ici le méme role que le flux a la paroi dans le cas du profil de densité en recyclage rapide.
Intuitivement, on s’attend donc a ce qu’en régime de recyclage rapide la source d’ionisation soit
plus piquée vers la paroi que dans le cas sans fluctuations. Nous verrons que c’est bien le cas dans
le chapitre 4.

63



3.2.5 Calculs avec échange de charge

Le calcul de la moyenne de la solution de Smirnov donnée par Eq. (1.42) est similaire a celui
présenté dans les sections précédentes car Eq. (1.42) est la superposition de deux fonctions ex-
ponentielles. On précise que dans le cas que nous considérons ici ou n, = n; (pas d'impuretés),
Vip X Ne €t Ve X nj, la quantité

_ (O cxV)
B (OcxV) +{0joV)

(3.59)

est non-stochastique. Le seul parametre stochastique dans Eq. (1.42) est donc v = v;, + v¢x. On
obtient

—-1/R?

—1/R?

RZ

pk) + Ay klim det(]H-)]CC M V1-Apg , (3.60)
—00 Vj

xR?

(N(x))= A ]Cll{godet(]l T

/1rnfp

ol les matrices de corrélation des variables Gaussiennes pj sont définies dans la section 3.2.2.
Nous avons montré que dans le cas sans échange de charge le parametre a = £/ Ay, controle I'ef-
fet des fluctuations a R donné. Dans le cas ou I’échange de charge est pris en compte, on s’attend
donc intuitivement a ce que le parameétre uy = v/v;, qui mesure le rapport de vitesse entre un
neutre ayant subi un échange de charge (vitesse +v;) et un neutre n'ayant pas subit d’échange
de charge (v) , joue un role important. Pour uy = 1, le parameétre a caractérisant un neutre est
inchangé apres un échange de charge, et on s’attend donc a des effets similaires a ceux observés
dans le cas ou seule I'ionisation intervient. En fait, I'équation (1.46) nous montre que tout se passe
comme si le neutre avait une vitesse effective v = v'1 — Av; et subissait uniquement le processus
d’ionisation (voir discussion du paragraphe 1.4.2.2).

Un exemple est donné sur la Fig. 3.9, pour A = 0.8 et R = 80%. Les effets des fluctuations sont
d’autant plus intenses que le parametre a augmente comme dans le cas sans échange de charge.

10° 4 A=0.8, R=80 % avec cx (Vo=v;)
-1 .b.;“g‘o\mm
1 0 m’ m’,\‘m i 2] < e e
A ‘bsﬁ @, s g
", s
% 10-2 E : b0} “ i SN
E - @ - a=o o s @, U\U\U
-3 _ """ """ a=1 v, e c
10 E -& a=5 Seo o,
-4 : _6_ d= \u “ '®,
10 I .
2 4 6 8

FIGURE 3.9 — Profils de la densité de neutres moyenne en échelle semi-logarithmique en fonction
de la distance a la paroi normalisée au libre parcours moyen des neutres pour différents para-
metres a et up = 1. Les effets sont similaires aux cas sans échange de charge car il n'y a qu'une
population de neutres (1 = 1).
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up=0.07, A=0.8, R=80%
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FIGURE 3.10 — Profils de la densité de neutres moyenne en échelle semi-logarithmique en fonc-
tion de la distance a la paroi normalisée au libre parcours moyen des neutres pour différents pa-
rametres a et pour 1y = 0.07. Ces profils sont comparés au cas sans fluctuations (courbe bleue).
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FIGURE 3.11 — Profils de la densité de neutres moyenne en échelle semi-logarithmique en fonc-
tion de la distance a la paroi normalisée au libre parcours moyen des neutres pour différents pa-
rametres a et pour uy = 5.5. Ces profils sont comparés au cas sans fluctuations (courbe bleue).

Le cas up < 1 (Fig. 3.10), est pertinent pour des atomes "froids" désorbés (Ey ~ 0.05 eV) de
la paroi, et qui rentrent dans un plasma a 10 eV. Les effets sont plus marqués pres de la paroi et
diminuent ensuite car le libre parcours moyen du neutre augmente apres avoir subit une réaction
d’échange de charge. Inversement, les profils de densité des neutres moyenne sont moins affectés
pres de la paroi pour u > 1 (Fig. 3.11) que loin de la paroi, car le libre parcours moyen des atomes
diminue aprées un échange de charge, i.e. a augmente. Ce dernier cas décrit bien les atomes rétro-
diffusés sur la paroi apres accélération des ions dans la gaine.
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Le calcul de la source d’ionisation moyenne ne présente aucune difficulté,

—-1/R?

2 -1/R? 5
xR
pk) + A2 klim det|1 + MIV1-Apg ,
—00 Vi

k

X
S =(1-A)|Ai®; lim det|1
(S0 =( )[4 L v e( +k/lmfp

(3.61)

ol @ est donné par Eq. (3.58) et @, est retrouvé en remplagant v par v;/v 1 — A dans Eq. (3.58).
Notons que I'on a bien (S) = 0 pour A =1, ce qui correspond au cas ol le taux d’ionisation est nul.

Nos calculs montrent donc clairement que les atomes d’hydrogene et leurs isotopes seront
moins affectés (a < 1) par les fluctuations que les molécules de di-hydrogene et les atome d’impu-
retés (a > 1), a cause des réactions d’échange de charge résonant.

3.3 Extension aux cas ot le taux de fluctuations est fonction de
I'espace

Jusqu’a présent, nous avons considéré des cas ol le taux de fluctuation est constant dans I’es-
pace, bien que la densité moyenne ne le soit pas forcément. Or, il est bien établi que le taux de
fluctuation R de la turbulence varie dans la SOL, aussi bien dans la direction poloidale que radiale.
Dans cette section, nous présentons 'application de la distribution K-P généralisée permettant de
décrire de telles situations (voir section 2.3.3.4), au moins pour certains types de dépendances
spatiales de R. Ensuite, nous présentons une étude similaire avec la distribution Gamma M-M in-
troduite dans la section 2.3.3.5. Les mérites et les limitations respectives de ces distributions sont
comparés.

3.3.1 Calculs avec la distribution K-P non-homogene

Dans nos applications, R est une fonction décroissante de la position radiale (en allant de la paroi
vers le coeur). Dans la suite, nous allons commencer par calculer le profil de densité moyen. Pour
cela, il suffit de regrouper les variables normales g;;, i = 1,...,k et j = 1,..., M;, sous-jacentes aux
variables Gamma v;, dans l'ordre croissant M; < M, --- < My, comme expliqué dans la section
2.3.3.4. On obtient

_To .. +00 x Kk M 5
(N(x))—;klggo<f_oo dgP (g)exp % i;];gij ) (3.62)

ol P est la FDP de Gauss multivariables. Compte tenu de 'indépendance des My vecteurs (voir
Eq. (2.44) ),ona

P(g)=P(g1)P(82)---P(gm), (3.63)

ou les vecteurs g sont définis par Eq. (2.64) et

J L ~
P(gf)o‘ exp | =2 ) gpm;(€ Dpagam; | - (3.64)
p.q=J

11 faut maintenant compter les vecteurs qui contiennent tous les éléments de g;; a gx; (1 < I <
M), soit M, vecteurs, puis le nombre de vecteurs auxquels il manque le premier élément g;;, soit
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M, — M, vecteurs, et ainsi de suite. On développe alors la double somme dans Eq. (3.62) comme
suit,

k M,
§+Z Z ght Y Y &t (3.65)

i=1j=1 i=2j=M+1 i=p j=Mp_1+1

Ty .. +00 x K M +00 X M,
(NGo)=—lim | [ dglP(gl)exp(—H_Z g?j\) x dgzP(gz)exp(—HZZg,)

i=1j=1 i=2j=1
u (My—My_1)
+00 X ok 2
| dguP(gm)exp _H]Zlgkf) . (3.66)
En utilisant Eq. (2.32) il vient,
To =l ( X )_AMi M1 — M;
N(x))=— lim det|1 +2—%., , AM;j=————| 3.67
(N ) Ukﬁwg 2 Gk i 5 (3.67)
ou My =0, et les matrices 6}, sont définies comme suit,
€11 612 ... Cir Gry €3 ... 6o
621 62 ... Gok 632 €633 ... 63k
Cry = : , 6k, = : v ey Gk, =Grk-  (3.68)
Cr1 62 ... Crk Cr2 63 ... Crk
Léquation (3.67) tend bien vers Eq. (3.11) lorsque M; = My =--- = M, = M, c’est a dire dans le cas

ou 'amplitude des fluctuations est homogene. En effet, il ne subsiste dans le produit apparaissant
dans Eq. (3.67) que le terme en AMy = M;/2 correspondant a 6y,. Les autres termes du produit
sont égauxa 1, car M;,; — M; =0pour i = 1.

Les moments d’ordre p de la densité sont donnés par,

To)\? k-1 X —AM;
o) =(22) im Tt 20 ]
(NP) = (7] fim [] det{t+2p5 % (3.69)
On en déduit I'écart type,
AM; k-1 2AM; 1 1/2
oy (x) = —hm [Hdet(]l+4k—<€k) —Hdet(]l+2k—‘€kl) , (3.70)
—00

qui peut a nouveau étre utilisé pour estimer le bruit statistique lors des simulations basées sur
I’échantillonnage de la distribution de K-P généralisée.
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FIGURE 3.12 - Profil de n, moyen (courbe rouge) et de I'amplitude des fluctuations R (courbe
bleue), en fonction de la distance a la paroi normalisée au libre parcours moyen des neutres a la
paroi (max(Amgp)).

Nous considérons maintenant comment spécifier les parametres de la distribution en fonction des
propriétés statistiques de la turbulence. Le nombre de degrés de liberté M; de la distribution K-P

est calculé a partir de M (x) = int (2/ R? (x)), ol "int" désigne la partie entiére. En vertu de Eq. (2.47),

on exprime la fonction de variance-covariance non-homogene du processus Gaussien sous-jacent
par

(3.71)

ol u(x) = (v)(x) et p la fonction de corrélation des V.A.s Gaussiennes, supposée homogene. La
fonction de variance-covariance du champ v est obtenue a partir de Eq. (2.68),

4 (x,x') =2min (M(x), M(x)) € (x,x). (3.72)

En principe, ¢ est connue soit expérimentalement, soit numériquement. Le point délicat est de
s’assurer que ¥ soit également définie-positive pour un couple {¢, M (x)} donné, la difficulté prin-
cipale provenant du terme min (M(x), M(x")). Pour commencer, on élimine I'inhomogénéité dans
le préfacteur du terme de droite dans Eq. (3.71), en posant

u(x) = coM(x). (3.73)
Par ailleurs, on sait que min(s, t) est définie-positive (voir section 2.3.3.4), et il suffit alors de consi-
dérer que

M(x)=c1x+c, (3.74)

pour que ¥ soit d.p. si € I'est. A noter aussi que suivant la discussion de la section 2.3.3.3, I’équa-
tion (3.74) qui donne M comme un réel positif au lieu d'un entier positif est au moins valable pour
des fluctuations exponentiellement corrélées (p(s) = e=3'20) 1l en résulte un profil moyen linéaire
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de la densité électronique (n,) (x) = coc1x + coC2, (tracé sur la Fig. 3.12 courbe rouge), et une am-
plitude des fluctuations non-homogene R(x) = v/2/(c1 x + ¢2), (Fig. 3.12 courbe bleue). La fonction
de variance-covariance devient

/ . / X x,|
4 (x,x') =2 [cymin(x, x) + c2] exp — | (3.75)
10 - 10 10 10
9 9 9 9
8 8 8 8
7 7 7 7
6 6 6 6
x 5 <
5 5
4
4 4 4
3
3 3
, 3
2 L 2 2
S 4 6 8 10 S 4 6 8 10 *
X X
(a) (b)

FIGURE 3.13 — Fonction de variance-covariance inhomogéne donnée par Eq. (3.75) pour ¢; = 1/2
etco=0,(a) /=5et(b) £ =o0.

La fonction donnée par Eq. (3.75) est tracée dans Fig. 3.13 pour ¢; = 1/2, ¢y = 0 et pour les lon-
gueurs de corrélation ¢ = 5 (Fig. 3.13(a)) et £ = oo (Fig. 3.13(b), correspondant au processus de
Wiener, i.e., 4(x, x") = min(x, x')). Ces figures montrent clairement que les corrélations du champ
de n, sont d’autant plus fortes que 1'on s’éloigne de la paroi a cause du terme en min(x, x’) et
la longueur de corrélation ¢ a pour effet d’étendre les corrélations autour de I'axe x = x'. Cette
remarque est compatible avec des résultats théoriques [138] montrant que la taille typique des
structures turbulentes de n, ('blobs’) décroit en direction de la paroi, traduisant un affaiblisse-
ment des corrélations dans cette direction.

A noter que le cas homogene est retrouvé en imposant ¢; = 0, ce qui revient a fixer la densité
plasma moyenne et son amplitude des fluctuations a des valeurs constantes.

Les profils de densité moyenne de neutres correspondant aux calculs précédents sont repré-
sentés dans la figure 3.14. Ces profils sont calculés en fonction du rapport de la longueur de corré-
lation (¢) au libre parcours moyen maximum calculé a la paroi. La non-linéarité en échelle semi-
logarithmique du profil sans fluctuations (a = 0, courbe noire), est due au profil moyen de n,
dépendant de x (voir Eq. (3.73) ). Les variations de la longueur de corrélation introduisent des dif-
férences appréciables sur le profil de densité moyenne, ainsi dans Fig. 3.14, le rapport du profil
avec a = co (courbe bleue) a celui obtenu sans fluctuations (courbe noire) est supérieur a 10 a

69



quelques libres parcours moyens de la paroi. La densité de neutres moyennes dans le cas réaliste
pour les plasmas de bord de tokamak (a = 2) est sous estimée d'un ordre de grandeur (courbe
rouge) par rapport au profil sans fluctuations.

0._,
10 -‘RX —o— a=0
N = a=2
10" NS —— a=w
. N
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FIGURE 3.14 - Densité moyenne de neutres donnée par Eq. (3.67) en échelle semi-logarithmique,
en fonction de x/ max(Any¢,) pour différentes valeurs du rapport a = £/ max(Anyp). Comme dans le
cas des fluctuations homogenes, les effets des fluctuations augmentent avec a.

3.3.2 Calculs avec la distribution de Mathai & Moschopoulos

Lutilisation de la distribution K-P généralisée est assez lourde dans le sens ot elle conduit
a manipuler des matrices de variance-covariance et a calculer leurs déterminants. Surtout, les
conditions requises pour assurer la réalisabilité de la distribution limitent fortement les choix pos-
sibles pour les profils de densité moyenne et de son taux de fluctuation. Dans ce paragraphe, les
propriétés statistiques du plasma sont modélisées par la distribution Gamma de Mathai & Mo-
schopoulos (M-M), introduite dans la section 2.3.3.5. Les avantages de la distribution M-M sont
que les calculs exigent moins d’effort numérique, et qu’elle permet d’introduire des profils de
(ne) (x) et R(x) exponentiels plus proches des résultats expérimentaux, i.e. (n,) = exp(+x/1,) et
R(x) = exp(—x/Ig). Ces profils sont représentés dans la figure 3.15 et sont comparés aux profils
utilisés pour la distribution K-P dans la section précédente (courbes en pointillés).
Léquation (2.76) de la section 2.3.3.5 permet d’écrire le moment d’ordre p = 1 de la densité des
neutres,

_ﬁo
p r* pr*
1+;f0 dsa(s)) exp (——fo ds,B(s)a(s)). (3.76)

ovenr=(3 ,,

En particulier, pour les profils de (n.) et R considérés ici, la densité moyenne est donnée par

—Po
(N@)= To (1 + lY(x)) exp(—l‘ll(x)), (3.77)
14 14 14
ou
Y () = Lo B3 1 - e7'%), (3.78)
W (0 = ol (ex’ In _ 1) — BoY (%), (3.79)
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avec L= (2/1g—1/ ln)_1 et Ip < 21, pour garantir la propriété d.p. de la covariance (voir section
2.3.3.5).

Des profils de la densité moyenne des neutres sont présentés sur la figure 3.16, en fonction
du parametre B qui joue le role de coefficient de corrélation. Le comportement de ces profils est
qualitativement tres proche de celui obtenu avec la distribution K-P non-homogene, en ce sens
que le profil moyen de la densité des neutres augmente avec .

<n,>/<n,(0)>

X/max(Amfp)

FIGURE 3.15 — Profil de (n,) = exp(+x/[,,) normalisé a la densité électronique a la paroi (courbe
rouge) et le profils de R(x) = exp(—x/Ig) (courbe bleue), en fonction de la distance a la paroi nor-
malisée a max(Ang). Ces profils sont comparés a ceux utilisés pour la distribution K-P (courbes
en pointillés).
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FIGURE 3.16 — Profils de la densité des neutres moyenne en échelle semi-logarithmique en fonction
de la distance a la paroi normalisée a max(A ), pour différentes valeurs du parametre Sy.

En conclusion, la distribution Gamma (M-M) permet un choix plus réaliste des profils de den-
sité moyens et de leurs taux de fluctuation que dans le cas de la distribution K-P non-homogeéne,
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bien qu’encore une fois la nécessité d’avoir une fonction de variance-covariance d.p. impose des
limitations. Par contre, on ne peut plus imposer la fonction de variance-covariance, qui est dé-
terminée uniquement par le choix de (rn.(x)) et de R(x). La distribution Gamma M-M offre donc
moins de degrés de liberté pour I'ajustement aux propriétés statistiques de la turbulence, mesu-
rées ou calculées, que la distribution Gamma K-P.

3.4 Cas des autres distributions

Utiliser une distribution Gamma multivariable (K-P) pour décrire les fluctuations dans la SOL
permet de reproduire une bonne partie des caractéristiques statistiques observées aussi bien nu-
mériquement qu’expérimentalement, modulo les restrictions présentées dans la section précé-
dente sur les choix des profils moyens ou du taux de fluctuation dans le cas inhomogene. Ce-
pendant, les fonctions de corrélation a valeurs négatives sont exclues (corrélation positive par
construction). Un exemple courant de ce type de fonction de corrélation est celui donné par une
exponentielle amortie !,

s/A

p(s)=e ""cos(ws), Aw>0, (3.80)

qui décrit les corrélations de n, dans la direction poloidale dans des simulations numériques [57].
A notre connaissance, le seul moyen de prendre ces effets en compte est de considérer d’autres
distributions, dont la marginale a un point n’est pas forcément une FDP Gamma. La distribution
Log-normale multivariables permet de décrire des corrélations oscillantes (voir section 2.3.4).

Dans un premier temps, on étudie les différences quantitatives introduites par le fait de décrire
les fluctuations avec une distribution Gamma K-P ou une distribution Log-normale, les deux pre-
miers moments étant choisis identiques. Ensuite, nous comparons les profils de densité moyenne
obtenus avec une fonction de corrélation exponentielle et une fonction de corrélation oscillante
amortie.

3.4.1 Les effets du choix de la FDP

On réalise des échantillonnages de v suivant une statistique Gamma K-P (respectivement Log-
normale multivariables) dont les deux premiers moments sont choisis identiques (en particulier,
les fonctions de corrélations a deux points sont donc identiques), puis on calcule la moyenne d’en-
semble de la densité de neutres par I'équation suivante

NY = 2L i $ exp[— 3, (3.81)
v Nnmwfy P nviz ) '

ol N est le nombre des réalisations stochastiques (N > 1 pour réduire le bruit statistique). Le
processus Gamma nous impose des fonctions de corrélation uniquement positives, et pour cette
application nous considérons une fonction de corrélation exponentielle.

Selon la Fig. 3.17, le choix de la FDP (Gamma ou Log-normale) devrait avoir des effets notables
seulement pour des taux de fluctuations important (R > 50%), on fixe alors R a 80% et on varie ¢.
Pour des petites longueurs de corrélation, le choix de la distribution n’a pratiquement pas d’effets
sur la densité moyenne (voir Fig. 3.18(b)). Pour des grandes longueurs de corrélation, le plasma
'Log-normal’ est plus absorbant que le plasma 'Gamma’ (voir Fig. 3.18(a)), ce qui est lié a leurs
comportement respectif a ’origine, puisque ce sont les réalisations ou la densité est faible qui
controlent la décroissance asymptotique du profil de densité moyen. Ce point peut étre justifié en

1. Cette fonction est bien définie-positive [58, 76].
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remarquant que le comportement asymptotique de la fonction caractéristique, qui donne le profil
moyen dans le cas du recyclage lent, est lié au comportement en zéro de la FDP des fluctuations
en vertu des propriétés de la transformée de Fourier.

R=80%, u=1

0.1 5
= 3 —— log-normale
o —— gamma
0.01 H
T T T T 1
0 1 2 3 4
X

FIGURE 3.17 — Comparaison des distributions Gamma (courbe noire) et Log-normale (courbe
rouge). Les deux distributions ont la méme espérance u = 1 et la méme amplitude des fluctuations
R = 80%. La probabilité d’avoir des réalisations pour lesquelles x est petit est supérieure pour la
distribution Gamma.
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FIGURE 3.18 — Densité des neutres moyenne en échelle semi-logarithmique en fonction de la dis-
tance a la paroi normalisée au libre parcours moyen pour R = 80% et une fonction de corrélation
exponentielle. Le profil moyen obtenu avec une statistique Gamma (courbe noire) et celui obtenu
avec une statistique Log-normale (courbe rouge) sont comparés au profil sans turbulence (courbe
bleue).

3.4.2 Les effets des oscillations de la fonction de corrélation

Onrappelle que lalongueur de corrélation au sens de Stratonovich est définie par ¢ = fooo | p(s) | ds.

1l est clair que la longueur de corrélation de la fonction exponentielle (p(s) = e%'¢) est égale a ¢.
Pour que la comparaison ait un sens, il faut que la longueur intégrale de la fonction de corrélation
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oscillante donnée par Eq. (3.80) soit aussi égale a ¢, c’est a dire

(o.0]
(= f e~ cos (ws)| ds. (3.82)
0
Il suffit alors de remarquer que
7/ (2w) & . 0+ T
(:I e‘“cos(a)s)dHZ(—l)’“j "e M cos(ws)ds, ;= (2i+1)=— (3.83)
0 = 0; 2w
=——  [201e7 0V (1+— +1]. 3.84
A2 +1 |77 enl/wh) — ] (5.84

Notons que pour wA >> 1 alors ¢ =~ 2/(A), ce qui correspond au résultat de Stratonovich (75, p. 25].

1.0 1.0+
0.8+ 0.8+
0.6+ 0.6+
0.4+ 0.4-
< 0.2 < 0.2
0.0 0.0+
-0.2 -0.2
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(b) deux fonctions de corrélation, 1'une oscillante avec
Aw = 0.7 (courbe rouge) et 'autre exponentielle (courbe
noire). La longueur intégrale ¢ = 104, (a = 10), est
identique pour les deux fonctions.

(a) deux fonctions de corrélation, I'une oscillante avec
Aw = 2.97 (courbe rouge) et l'autre exponentielle
(courbe noire). La longueur intégrale ¢ = Ay (a = 1),
est identique pour les deux fonctions.

FIGURE 3.19 - Comparaisons de fonctions de corrélation oscillantes et exponentielles, les courbes
bleues correspondent a la valeur absolue des fonctions de corrélation oscillantes.

On calcule a nouveau la densité moyenne numériquement, en échantillonnant la distribution Log-
normale multivariables. Le parameétre wA controle les effets d'une fonction de corrélation oscil-
lante par rapport a une fonction purement exponentielle sur la densité moyenne de neutres. En
fait, la fonction oscille d’autant plus que le produit wA est grand devant 1 (wA = 2.97, Fig. 3.19(a)
courbe rouge) et vice versa (wA = 0.7, Fig. 3.19(b) courbe rouge). On rappelle que ces fonctions
oscillantes ont la méme longueur de corrélation que les fonctions exponentielles (courbe noire
dans Fig. 3.19(a) et Fig. 3.19(b)). Lorsque la fonction a le temps d’osciller le long de la trajectoire
du neutre cela affecte considérablement la densité des neutres moyenne. En effet la densité des
neutres moyenne est réduite d'un facteur 4 (Fig. 3.20(a) courbe rouge) a une distance de 8y,
de la paroi par rapport au profil moyen avec des fluctuations exponentiellement corrélées (Fig.
3.20(a) courbe noire). Inversement lorsque la fonction n’a pas le temps d’osciller le long de la
trajectoire du neutre alors les profils moyens sont trés proches (courbes noire et rouge dans Fig.
3.20(b)). En conclusion de cette section et conformément a notre intuition physique, un plasma
dont le champ de la densité électronique est distribué suivant une statistique Log-normale écrante
plus la pénétration des particules neutres dans la SOL, cet écrantage est d’autant plus efficace que
la longueur de corrélation augmente (voir Fig. 3.18). Les corrélations négatives ont pour effet un
écrantage plus efficace aux particules neutres, cet effet se manifeste d’avantage lorsque la fonction
de corrélation a le temps d’osciller suffisamment pendant la durée de vie du neutre (voir Fig. 3.19
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& Fig. 3.20). En présence d’oscillations (corrélation positives et négatives) le neutre passe de zone
a forte densité a une zone de faible densité, ce qui se rapproche plus de la moyenne ergodique et
les effets sont plus proches que ceux obtenus sans fluctuations. Cependant lorsque la corrélation
est purement exponentielle le neutre passe plus de temps dans des zones a forte ou faible valeurs
de n,.

10° T~ 10° ™
TR R
) N ) s
10" =% 10" T
o S = =) s o
S 102 b S 102 o
Z S Z =
\' e = \ -
10° S 10° S
10" 10"
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@ Aw=297 (b) Aw=0.7

FIGURE 3.20 — Densité des neutres moyenne en échelle semi-logarithmique en fonction de la dis-
tance a la paroi normalisée au libre parcours moyen pour R = 80%. Les profils avec une fonction
de corrélation oscillante (courbes rouges) et celui obtenu pour une fonction de corrélation ex-
ponentielle (courbes noires) sont comparés au profil sans turbulence (courbe bleue). Lorsque la
fonction de corrélation a le temps d’osciller suffisamment le long de la trajectoire du neutre, alors
cela affecte la pénétration de ce dernier dans le plasma.

3.5 Au dela de ’approximation adiabatique : effets dépendants
du temps

Notre point de départ est la solution dépendante du temps donnée par Eq. (1.20), dans laquelle
on ne prend pas en compte le phénoméne d’échange de charge. On se place dans le cadre du
modele de recyclage lent (les calculs pourraient étre faits de facon similaire dans le cas du recyclage
rapide), et donc le flux a la paroi (située en r=0) est non stochastique. On considere également que
la condition initiale Ny (x) est non stochastique, et telle que Ny(x) = 0 pour x < 0. On discrétise
alors les épaisseurs optiques intervenant dans la solution dépendante du temps,

x x K
jo v(s,s/v)ds= lim %va(i,i/v), (3.85)
B |
et
t r I
fo v(vr, 1)dT = liilolo?;vt(iv, i), (3.86)

On peut alors calculer la densité moyenne en utilisant la méme technique que dans le paragraphe
3.2.2,

—1/R?
, (3.87)

—-1/R?

2 2

xR 1+ )
T or

1
A

r
(N(x,0) = 70 klim Pk +Np (x = v1) Jim

mfp
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ol les éléments des matrices de corrélation py et pr, de taille respective k x k et T x T sont déter-
minés a partir de la variance-covariance spatiotemporelle des fluctuations. Dans le cas homogeéne
et stationnaire (au sens large),

(v(x, 1)) = (v(0,0)), (3.88)

Cov[v(x, 0,v(x', 1] =V lx—x'| |- ¢]), (3.89)

I'élément (pk)ij de la matrice pj est par exemple déterminé par Q(‘ Xi— xj) ,‘xi - xj‘ /v). Ce-

pendant, les modeles les plus simples sont ceux ou les variables spatiales et temporelles sont sé-
parées ! (voir chapitre 2),

Q(x,x’,t,t’):y(|x—x'|)7(|t—t’|), (3.90)

Discutons a présent les effets des corrélations temporelle, caractérisées par le temps de corréla-
tion 7, dans le cas d'une fonction de covariance séparable. Lorsque la fonction de corrélation est
exponentielle, c’est a dire

o(s,t)=efe T, (3.91)
ce qui conduit a
)
(ox);; = exp- i (3.92)
avec
¢
lar=7 +U; <. (3.93)

Tout se passe donc, en ce qui concerne le premier terme de Eq. (3.87) comme si le probleme était
indépendant du temps, mails avec une longueur de corrélation spatiale plus courte. Cet effet est
intuitif, car cela se résume a considérer des structures ('blobs’) indépendantes du temps mais de
tailles plus petites. On montre de méme que

ti — l‘j‘
.. =€ - , 3.94
(o1);; =exp _— (3.94)
avec
tllv (eff
== —<T. 395
Teff T+l/v v ! ( )

Il apparait clairement que les roles du temps et de I'espace sont symétriques en ce qui concerne
les déterminants dans Eq. (3.87). Il nous faut maintenant discuter la relaxation de la condition
initiale. Nous avons montré dans les paragraphes précédents que la fonction définie par le dé-
terminant du second terme du membre de droite de I'Eq. (3.87) décroit plus lentement qu'une
exponentielle avec ¢. En particulier, pour des temps longs, on obtient une loi de puissance du
type ¢t~/ R Ceci suggere que la relaxation de la condition initiale pour la densité peut étre bien
plus lente qu’en I'absence de fluctuations, et évoque des problemes de persistance de conditions
initiales ("aging"). Ce phénomeéne peut se comprendre ici en remarquant que le terme que nous

1. Une autre maniere de séparer les variables est d’additionner deux fonctions de corrélation dont 'une est pu-
rement spatiale et I'autre est purement temporelle, i.e. p(x, t) = a1 (x) + a2, T (¢), a; + a2 = 1. On peut aussi utiliser
des modeles plus réalistes de fonctions de corrélations ol les variables spatiales et temporelles ’interagissent’ (voir
tableau 2.2).
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considérons correspond a la quantité de neutres en x a l'instant ¢ qui étaient en x— vt al'instant 0,
et qui ont donc parcouru une distance vt. Or comme nous l’avons vu, les fluctuations conduisent
aune absorption plus faible, et la condition initiale survit plus longtemps. Il faut cependant tout de
méme remarquer que comme Ny(x) = 0 pour x < 0, le terme considéré devient nul pour t > x/v,
i.e. quand tous les neutres initialement présents sont passés en x.

Une fois la condition initiale relaxée, seul le premier terme dans Eq. (3.87) survit, et la prise en
compte de la dépendance temporelle se traduit par I'existence d'un parametre de controle sup-
plémentaire qui est le rapport du temps de corrélation a la durée de vie typique d’'un neutre ',
b =1 (v). Lalimite adiabatique correspond a b — oo, ce qui correspond bien a £ — ¢. Linfluence
de b est étudiée sur la Fig. 3.21, pour a = 10 et R = 80 %. Les profils de densité moyenne tracés
sur cette figure sont en accord avec I'analyse faite plus haut, en ce sens que les corrélations tem-
porelles réduisent I'effet des corrélations spatiales. Il faudrait donc des longueurs de corrélations
plus grandes pour avoir les méme effets qu’en absence des corrélations temporelles.

0
10 3 : :
\*k\\ a=10, R=80%
10" NS
= s o~
S -2 NN
4 10 3 e TN
Vv 1 —©— sans fluctuations RS = i
10°4 ) b
E — b=OO
10 . |
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FIGURE 3.21 —Profils de la densité des neutres moyenne en échelle semi-logarithmique en fonction
de la distance a la paroi normalisée au libre parcours moyen pour différentes valeurs du parametre
b =1(v), a=10 et comparés au profil sans fluctuations (courbe bleue).

3.6 Synthese et conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que dans le cadre du modele de transport le plus simple
possible, c’est a dire en considérant une géométrie unidimensionnelle, des neutres monociné-
tiques dans un plasma purement absorbant (i.e. sans diffusion dans I'’espace des vitesses), la den-
sité moyenne et la source d’ionisation pouvaient étre calculée de facon simple a partir de la fonc-
tion caractéristique de la distribution multivariables décrivant les fluctuations de densité (7). Ce
résultat est également valable pour la solution de Smirnov, qui inclut la diffusion dans I'espace
des vitesses (réaction d’échange de charge). A 'aide de se résultat, qui conduit a des formes ana-
lytiques pour la densité et la source d’ionisation moyenne, nous avons identifié les parametres
de contréle du probléeme. La premiere conclusion est que I'effet des fluctuations n’est significatif

1. Cerapport est lié a la condition donnée par Eq. (1.49) dans le chapitre 1, en assimilant 6,v a v/7.
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que pour des taux de fluctuation importants. Ces effets ne se manifesterons donc que dans la SOL
lointaine, i.e. les régions les plus externes du plasma, proches de la paroi, ot le taux de fluctuation
est tres important. Ensuite, la nature des mécanismes de recyclage en jeu, et plus précisément les
échelles de temps associées, joue un réle important dans le probleme. En effet, si le flux de recy-
clage suit instantanément le flux plasma, et que les fluctuations de ce dernier peuvent étre attri-
buées a la densité plasma, la source de neutres n’est importante que quand la densité plasma l'est
également. Dans ce cas, la réionisation locale est importante et la source d’ionisation moyenne
est plus piquée vers la paroi que la source d’ionisation calculée pour la densité moyenne ({r,)). En
réalité, les fluctuations du flux plasma proviennent a la fois de la vitesse fluide et de la densité, car
', = neD, et les effets de la réionisation locale peuvent étre moins importants que prédits dans le
cadre de ce modele. Seul un calcul basé sur une simulation réaliste de turbulence de bord permet-
tra d’aller plus loin dans cette direction. Dans le cas opposé ot la réponse du mur est tres lente,
le flux de neutres entrant dans le plasma devient égal a la moyenne du flux plasma incident, et la
source de neutres a la paroi est identique quelle que soit la densité plasma au niveau du mur. Les
réalisations pour lesquelles la densité est faible conduisent donc a une pénétration en profondeur
des neutres dans le plasma. Cette pénétration est d’autant plus importante que la taille typique des
structures turbulentes (mesurée par la longueur de corrélation) est grande devant le libre parcours
moyen des neutres. Cette constation a des conséquences importantes en pratique. Les molécules,
qui quittent la paroi avec des énergies faibles, déterminées par la température de la paroi, ont des
libres parcours moyens beaucoup plus petits que ceux des atomes des isotopes de I’hydrogéne
issus de réaction de dissociation moléculaire ', et surtout du processus de rétro-diffusion a la pa-
roi. Des molécules D, quittant la paroi avec une énergie Ey = 0.03 eV dans un plasma de densité
ne =10 m3 et de température T, = 20 eV conduisent a un rapport entre le libre parcours moyen
et la longueur de corrélation ¢ de I'ordre de a = 2, en supposant que ¢ = 1 cm. Pour des atomes
avec une énergie initiale de 100 eV, nous obtenons a = 1072, et les fluctuations ont un effet négli-
geable. De plus, les atomes d’hydrogene qui désorbent de la paroi avec des énergies thermiques
subissent des réactions d’échange de charge, qui réduisent I'effet des fluctuations comme nous
I’avons montré a 'aide de la solution de Smirnov. La situation en ce qui concerne les impure-
tés est également intéressante. En effet, bien que leur énergie initiale, donnée par la distribution
de Thompson [139], soit supérieure aux énergies thermiques, les taux d’ionisation correspondant
peuvent étre importants (voir Chapitre 1) et les libres parcours moyens du méme ordre que la
taille caractéristique des structures turbulentes. De plus, les réactions d’échange de charge réson-
nant sont négligeables en pratique pour ces impuretés présentes a de faible concentration. Pour
le béryllium, on obtient a = 2 pour ¢ = 1 cm et une énergie initiale de 1.7 eV, qui correspond a
I'énergie la plus probable selon la distribution de Thompson. Les résultats ainsi obtenus ne sont
pas spécifiques a la distribution Gamma, ce que nous avons vérifié en comparant au cas ou les
fluctuations sont décrites pas une distribution Log-normale. Le comportement a 'origine de la
distribution détermine la décroissance asymptotique du profil de neutres, car ce sont les réali-
sations de faible densité plasma qui contrélent cette décroissance, mais les effets des différents
parametres de controle restent les mémes. Notons tout de méme que la distribution Log-normale
ne permet pas d’obtenir des résultats analytiques simples, car la fonction caractéristique asso-
ciée n’'a pas d’expression en termes de fonctions élémentaires connues, un point sur lequel nous
reviendrons dans le chapitre 4.

La distribution Gamma K-P permet de reproduire un certain nombre de propriétés statistiques
observées dans la SOL, mais a deux limitations principales. La premiere est que la fonction de cor-
rélation est forcément positive. Nous avons vus cependant que dans le cas d'une distribution Log-
normale, les effets d’'une fonction de corrélation oscillante de méme longueur intégrale qu'une
fonction de corrélation exponentielle, a des effets appréciables sur le profil de neutres moyen si

1. le taux d’ionisation des atomes d’hydrogeéne et le taux d’ionisation effectif des molécules, introduit au chapitre
1, sont tout a fait comparables. C’est donc la vitesse qui controle les différences de libre parcours moyen.
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la fonction oscille suffisamment le long de la trajectoire du neutre. La seconde limitation est liée
au fait que le taux de fluctuation est nécessairement constant dans l'espace, ce qui n’est claire-
ment pas le cas dans la réalité. Nous avons présenté une généralisation de la distribution Gamma
K-P permettant un taux de fluctuation variable dans I’espace. Cependant, la liberté de choix sur
les profils de densité moyenne et de taux de fluctuation est fortement limitée par les contraintes
de réalisabilité mathématique du modele, qui imposent que la fonction de covariance doit étre
définie-positive. La distribution Gamma M-M permet de relaxer dans une certaine mesure ces
contraintes, mais au prix de la perte de toute liberté de choix sur la fonction de covariance.

Les résultats analytiques obtenus dans ce chapitre ont été comparés a des résultats numé-
riques obtenus a I'aide du code EIRENE, en échantillonnant un grand nombre de réalisations
du champ de densité électronique (typiquement jusqu’a 10%). Cette implémentation numérique
peut en principe étre utilisée dans une géométrie bidimensionnelle, en relaxant les approxima-
tions monocinétiques et en incluant les effets de diffusion dans I'espace des vitesses. Cependant,
la puissance de calcul nécessaire est trés importante, puisqu'il s’agit de résoudre 10* fois le pro-
bleme de transport, et rend cette facon de procéder inutilisable dans les codes de modélisation de
plasma de bord de type B2-EIRENE qui fonctionnent de maniere itérative. Il est donc nécessaire
de développer des modeles de transport a gros grains (transport effectif), incluant les effets des
fluctuations.
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Chapitre 4

Modeles de transport a gros grains

Dans cette section on s’'intéresse a la détermination de I’équation différentielle qui régit 1'évo-
lution de la densité moyenne (N). De maniere générale, celle-ci se présente sous la forme

0 0
-+ v | (NG, n)=F[(N)], 4.1)

ol F est une fonctionnelle de (N, définie par F[{N)] = (vIN) dans le cas ot le terme intégral dans
I’équation de Boltzmann est nul (pas de diffusion dans I'’espace des vitesses). Comme nous |’avons
vu dans le chapitre 3, ce dernier point n’est pas réellement limitant car seul le transport des mo-
lécules et des atomes d’impuretés peut étre affecté de facon importante par les fluctuations, en
raison de leur petits libre parcours moyen. Or, les réactions d’échange de charge sont en pratique
négligeables pour ces especes (voir chapitre 1). Léquation (4.1) est dite a "gros grains" ("coarse
grained"), car les fluctuations a petites échelles y ont été lissées, et est une équation différentielle
déterministe (non-stochastique). Comme nous I'avons expliqué précédemment, la résolution de
Eq. (4.1) pour (N) nécessite un effort numérique beaucoup moins important que celui requis par
une technique basée sur I’échantillonnage d’'un grand nombre de réalisations du champ stochas-
tique v, permettant de calculer la moyenne d’ensemble de N. En particulier, le développement
de modeles a gros grains est essentiel pour permettre I'implémentation de I'effet des fluctuations
sur le transport des neutres étudié dans le chapitre précédent dans un code de modélisation de
plasma de bord comme B2-EIRENE.

Dans la suite, nous allons montrer que dans le cadre d’'une statistique Gamma K-P, ’échange
de charge étant négligé, 'équation de transport a gros grain se réduit a une équation du type
Boltzmann avec un taux d’ionisation effectif, i.e. F = —w(x) (N(x)), aussi bien pour les modeles
de recyclage rapide que lent. L'expression de w(x) fait intervenir des déterminants de matrices
pouvant étre de grande taille, et qui peuvent donc étre pénalisants en termes de temps de calcul.
Dans le cas d'une fonction de corrélation exponentielle, ces déterminants peuvent étre calculés
a partir des formules de Grenander & Szegd données au chapitre 2. Une méthode basée sur un
développement en cumulants nous permet ensuite d’obtenir une expression approchée de w(x),
i.e. qui ne fait intervenir que des fonctions élémentaires. Nous montrons ensuite que les distri-
butions Gamma K-P généralisées (aux cas des taux de fluctuation inhomogenes) et Gamma M-M
conduisent toutes les deux également a des équations de type Boltzmann avec un taux d’ionisa-
tion a gros grains. Enfin, les propriétés statistiques de 1'épaisseur optique, qui permettent égale-
ment d’obtenir un modele de transport a gros grains utilisable dans un code Monte Carlo, sont
discutées.
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4.1 Equation de transport effectif dans le cas du recyclage lent

On rappelle que ce cas correspond a une condition aux limites déterministe. Le terme F[(N)]
n'est rien d’autre que la source d’ionisation moyenne, qui a été calculée dans la section 3.2.4.
L'équation de transport a gros grains stationnaire s’écrit donc

vi +w;(x)| (N(x) =0, 4.2)

0x

avec le taux d’ionisation effectif w; donné par

_ Vo (a2
©I(0) = = lim k[l (Ak )kk . 4.3)

2X k—oo

Ce taux est tracé dans le chapitre précédent sur la Fig. 3.7, et tend pour x — oo (en pratique x > ¢,
ou ¢ est la longueur de corrélation) vers une valeur constante donnée par Eq. (3.52). La densité
moyenne des particules neutres décroit donc exponentiellement a partir de quelques longueur de
corrélation de la paroi

(N(x)) o< exp (— (4.4)

2aR? Amfp

V1+4aR?2-1 x )

avec un taux de décroissance dépendant de I'amplitude des fluctuations (R) et de la longueur de
corrélation spatiale (¢ = alnp). En particulier, la longueur de décroissance du profil moyen est
toujours supérieur a A, car le préfacteur (vV1+4aR?-1)/ 2aR? dans I'exponentielle de Eq. (4.4)
est toujours inférieur a 1. Ce résultat illustre parfaitement les subtilités liées a I'application du

théoreme ergodique pour le calcul de moyennes du type <ex —% fox v(s)d s>. En effet, une appli-

cation naive de ce théoreme conduirait a considérer que lorsque x > ¢, fox v(x)dx = x{v), et donc
a une décroissance exponentielle avec une longueur caractéristique Ay, = v/(v) en contradic-
tion avec le résultat de Eq. (4.4), sauf si a = 0 ou R = 0. En réalité, les réalisations pour lesquelles
x1 fox v(s)ds dévie fortement de (v), contribuent notablement dans l'intégrale bien que leur pro-
babilité soit faible, car elles interviennent dans I’argument d’'une exponentielle.

En pratique, k est choisi de telle sorte que x/k < ¢, i.e. k doit étre d’autant plus grand que x
est grand. Pour x > ¢ il est donc judicieux d’utiliser I'expression analytique du taux effectif, don-
née par Eq. (3.52) pour une corrélation exponentielle, ou un calcul numérique de cette limite pour
un autre type de fonction de corrélation. Pour des fluctuations exponentiellement corrélées, le
taux d’ionisation a gros grains peut étre écrit de maniere générale a I’aide de fonctions trigonomé-
triques, en utilisant le résultat de Grenander & Szegé présenté dans la section 2.3.2,

v Dj—
wl(x):mkh_{gok 1- Dy ], (4.5)
ol .
Dy = 1ir2 = [sin ((k+1)6) - 2rsin (k6) + r2sin (k- 10) |, (4.6)
avecr=e V¢ et
0 = arccos +R x|. 4.7)

Pour une fonction de corrélation non-exponentielle, le calcul du taux effectif requiert de calculer
un élément de I'inverse d’'une matrice de taille k x k, et il est donc souhaitable d’essayer d’obtenir
un résultat approché analytique. Ce point sera développé dans la suite en utilisant le développe-
ment en cumulants.
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Nous terminons cette section en présentant 'équation de transport effectif dépendante du
temps. En fait le modele de transport effectif dépendant du temps s’obtient exactement de la
meéme maniere que les cas stationnaires. Il suffit dans ce cas de calculer le taux d’ionisation ef-
fectif pour la distribution K-P a partir de la densité moyenne dépendante du temps (Eq. (3.87)).
On obtient de nouveau une équation pour (N(x, t)) du type Boltzmann,

g +v6 +w(x, 1) [N, 1) = Qerrlx, 1) (4.8)

ot ox ’ TR S '

ol le taux effectif et la source effective en recyclage lent sont donnés par,

w(x,0) = — lim k |1-(4;!) i limT 1- (7] 4.9)

" XR? k-0 k Jkk| " tR2 T—oo T Jrr|’ '

ws e
Qefr(x,0=_lim_[wapIBI™ + 0 00417 (4.10)
T, k—o0

etol les matrices A et B sont données respectivement par 1 +xR?/ Amtpko(x, x/v) et 1 +R%2t(vy Top(vt,1).
Apres relaxation de la condition initiale, le second terme disparait dans Eq. (4.9), tout comme la
source. On retrouve donc un modele de transport a gros grains analogue a celui obtenu dans le cas
adiabatique, mais dans lequel les corrélations temporelles sont prises en compte exactement de

la méme facon que dans le paragraphe 3.5.

4.2 Equation de transport effectif dans le cas du recyclage rapide

Dans le cas du recyclage rapide, le terme croisé est de la forme

) (4.11)

ai=xlkv

2 k
v(x=0)v(x)N(x)) = lim 9 exp|—) a;v;
( )
i=1

k—oo0 aaoaak

ou v(x = 0) et v(x) sont respectivement les fréquences d’ionisation a la paroi et au point x. En
utilisant les résultats de la section précédente et I'’expression de la densité moyenne dans le cas du
recyclage rapide (Eq. (3.43)), on obtient

1 Ow;(x)

(vx=0)v(x)N(x)) = 010 9ag

+w(x) <Nrap (x)>, (4.12)

ol 'on rappelle que le taux d’ionisation effectif w;(x) est donné par

v
= = — 1 1 — A_l 41
Wi (x=0)= kEf}ok ( k )kk (4.13)
Il reste a calculer la dérivée de w;(x) par rapport a ay. Pour cela, il faut calculer
0 Ak|0gy| Ak—1| — |Ak=1]04,| A
2 (a) _ [Ak] 94y | A1 | |2k 1] 9ao | Ak @1
O0ay kk |Ak|
En utilisant les regles de dérivation des déterminants, on obtient
o ( _ vk [Ak-| [ -
— (A =—— At —(A : 4.1
an( k )kk R2x | A [( k )11 ( k—l)n] (4.15)
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A nouveau, I’équation de transport a gros grains se réduit a une équation du type Boltzmann,

0
[ v+ () <Nrap(x)> 0, (4.16)
avec la fréquence d’ionisation effective suivante
1 v\ . 2|Ak—1| -1 -1
ot =on+ ot (] m e | (4, - (a1), | e

Les indices [ et r désignent ici respectivement les recyclages lent et rapide. Pour une statistique
homogene, A étant une matrice de Toeplitz, on a donc

-1 -1 _ |Ak—1| |Ak—2|
[4),, - (4], = A A (4.18)
Comme de plus
tim 2] _ gy, [Ae] (4.19)

k—o00 |Ak| B k—»oo|Ak_1| ’

le comportement asymptotique de Eq. (4.17) est du méme type que celui de w;, c’est a dire

Iim w,(x) = lim w;(x) = Weo, (4.20)
X—00 X—00

avec wo, donné par Eq. (3.52) si les fluctuations sont exponentiellement corrélées. Dans ce cas, les
expressions des déterminants peuvent également étre obtenues a partir de la formule analytique
de Grenander & Szegd. Le profil asymptotique de la densité moyenne des particules neutres en
présence de recyclage rapide est aussi exponentiel pour les grands x

V1+4aR?-1 x
<Nrap(x)> X Woo €XP (— Sl Tr) 4.21)
- - 0
-G~ recyclage lent
—— recyclage rapide
a=1, R=80%
A
&
A4
3
I 1
6 8

FIGURE 4.1 — Comparaison des taux effectifs dans les modeles de recyclage lent (courbe bleue) et
rapide (courbe rouge). La limite de Szegd w, correspond a la courbe noire. Le taux d’ionisation
en présence de recyclage rapide est augmenté d’un facteur 1 + R? a la paroi par rapport a celui du
recyclage lent.
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Le taux d’ionisation effectif w;(x) est tracé sur la Fig. 4.1 (courbe bleue), pour une fonction de
corrélation exponentielle, a = 1 et R = 80%. Pres de la paroi, le taux d’ionisation en recyclage rapide
(Fig. 4.1, courbe rouge) est supérieur a celui en recyclage lent, ce qui traduit une forte ionisation
locale des neutres de recyclage discutée dans le chapitre précédent (il est facile de vérifier que
wy/w;=1+R?en x = 0, au niveau de la paroi). Les deux taux d’ionisation convergent vers la méme
limite wo, (pointillés noirs), ce qui traduit simplement le fait que loin de la paroi, les fluctuations
de densité ont perdu toute corrélation avec les fluctuations du flux de recyclage.

4.3 Développement en cumulants de (N)

Comme nous I'avons dit précédemment, dans le cas ot la fonction de corrélation n’est pas
exponentielle les résultats relatifs a la distribution K-P nécessitent le calcul de déterminants de
matrices dont la taille peut étre importante. Dans cette section on utilise le théoreme des cumu-
lants pour obtenir une approximation du taux d’ionisation effectif permettant un calcul rapide
pour une fonction de corrélation quelconque.

On commence par introduire un champ v continu, distribué suivant la FDP Gamma K-P. Ce
champ est construit a partir d'un champ Gaussien X lui méme continu,

M
v(s)=). x? (s), seR*. (4.22)
i=1

Dans le cas du recyclage lent, la moyenne de la densité de neutres s’écrit [116],

_ Iy 1 x
(Nw)= = <exp (—; Jo v ds)>. (4.23)

La moyenne d'une fonction exponentielle peut étre écrite comme suit,

_ ro 1 x
(N@) = —exp <<exp (_;jo v (s) ds) - 1>> : (4.24)

ou les crochets << --- >> désignent les cumulants. Ces derniers sont donnés par Meeron [140],

(T ) = 3 Y DI =1)KTy )T ) (T, (4.25)
=1

ol la seconde somme est développée sur toutes les combinaisons possibles en ! blocs multiplica-
tifs des n éléments. On donne les trois premiers cumulants comme exemple,

(1) =(11), (4.26)
(1172)) ={T172) = (11)(T2), (4.27)
<<T1T2T3>> = <T1T2T3> - <T1> <T2T3> - <T2> <T1T3> - <T3> <T1T2> +2 <T1> <T2> <T3> . (4.28)

Un développement en série de la seconde exponentielle dans Eq. (4.24) raméne le probléme au
calcul des termes suivants,

Ky = <<% (—%foxv(s) ds)n>> = (;nl,): foxdsl...foxdsn <<v(sl)...v(sn)>>. (4.29)
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On adonc

Ty &
(N@)) = —exp Y xil, (4.30)
i=1
avec pour n =1,
X
Ki== | ds(nIv=—wxlv (4.31)
etpour n =2,
1 X X
K2= o7 ], ds; fo dszcg“sl —32|). (4.32)
Lorsque la longueur de corrélation est infinie, le probleme se ramene a une statistique univariable,
i.e. on "contracte" les n points (au sens ou v(s;) = --- = v(s;)), pour obtenir
(Vievp)) = (v = (v, (4.33)

La fonction caractéristique de la distribution Gamma a une variable est donnée par,

o =1-iat) P, a=2%, p=Mi2, (4.34)

d’ol1 on déduit la fonction génératrice des cumulants

Y(t)=-BIn(1-iat) (4.35)
et finalement
((vhyy = ikl = pa* (k—1)! (4.36)
o | . :

Sila longueur de corrélation est finie une expression exacte ou approchée du cumulant a z points
est nécessaire pour conduire les calculs. Les cumulants minimaux ! d’ordre k de la distribution de
Wishart, dont la distribution Gamma K-P est un cas particulier, sont donnés par Kollo [141] mais
leur expression est complexe, et il n’est pas simple d’en déduire les cumulants de la distribution
Gamma K-P. Il est possible d’obtenir au moins les cumulants du troisieme et du quatrieme ordre
en utilisant le théoréme de Wick, mais I’exercice de dénombrement pour un ordre n quelconque
est délicat (méme si il est possible de conjecturer la forme du cumulant d’ordre n, voir annexe
A.2). Par contre, I'intégrale multiple du cumulant a n points, qui est la quantité dont nous avons
réellement besoin est calculée dans I'annexe A.1, en se basant notamment sur le théoréme de
Mercer et des résultats présentés par Grenander & Szego. Nous obtenons,

[Casy [Tdso. [T dsa (s Vs =) [T st [ dswpfypS 08,05 @3

ou p§ est la fonction de corrélation des variables Gaussiennes, liée a la fonction de corrélation
() des variables physiques v par p = (o )2. Une approximation de cette intégrale est donnée par
Whittle [98, 142] et Grenander & Szegd [95] en fonction de la densité spectrale (la transformée
de Fourier de p®). Dans notre cas, les effets des fluctuations sont les plus importants pour de
grandes longueurs de corrélation, et c’est ce régime que nous allons chercher a décrire de maniere
précise. Notre approche consiste donc a considérer que 'intégrant est dominé par le maximum
local obtenu en contractant les n — 1 points, soit s; = s = --- = s,_1, ce qui revient a considérer
uniquement les corrélations entre deux points (s; et s;),

L (v ...vzk» avec a; = 1.
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X X X
fo dslfo dsz...fo dsp pn1=x""2J(x), n=2, (4.38)

J(x) = jox ds; joxdsnp (|51 - sn|) = Zjoxdsl f:l dsnp (s1—$n)- (4.39)

On a alors I'expression approchée suivante pour la densité moyenne

o0 (_ i+1 .

<N(x)>:r—v0exp —(v>x/v—ﬁg(2x)z( 1? (ax/v)'|, (4.40)
i=2
d’ou finalement
—J(x)/R?x?

I'g 2 X X 3()6)
~—|1+R"—— ——— |1 —-——11 441
N o7 Amfp) =P Amfp( X ) A

Il est clair que la resommation de la série dans I'exponentielle de Eq. (4.40) n’est justifiée qu’a
I'intérieur de son rayon de convergence (e.g., test de convergence de Cauchy [143, p. 308]),

X/ Amgp < R72. (4.42)

Cependant, nous verrons sur plusieurs exemples que Eq. (4.41) donne des résultats en accord avec
le résultat exact de (N (x)) jusqu’a x/ Amf, ~ 10 (méme dans les conditions extrémes ou I'amplitude
des fluctuations excede les 80%). Cette constatation est a rapprocher du fait que la resommation
de la série dans le cas d'une longueur de corrélation infinie donne le résultat exact, méme en de-
hors du rayon de convergence de la série. Le résultat donné par Eq. (4.41) est important, et nous
permettra en outre de calculer la FDP de I'épaisseur optique.

T 3&¢ O cumulant
exact (determinant)

0.1 N S

<N>/N0
/
/
i

5
0.01 \%bb\ \ a=2

N
0.001 a=0.05\%tx %o

FIGURE 4.2 - Profils de la densité moyenne de neutres en échelle semi-logarithmique en fonc-
tion de la distance a la paroi normalisée au libre parcours moyen, obtenus en utilisant le dévelop-
pement en cumulants (courbes rouges), comparés aux profils exacts (courbes noires), pour une
fonction de corrélation exponentielle (o(s) = e7'*'¥) et différentes valeurs de a.
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En utilisant les propriétés suivantes de la fonction de corrélation,

?nép(s) =0, [lim p(s)=p(0) =1, (4.43)

les deux cas limites (¢ — 0 et £ — oo) pour la densité moyenne s’obtiennent immédiatement a
partir Eq. (4.41),

~1/R?
T
(—oo, J)—x* et (N@)— —2|1+R2-— , (4.44)
v Amfp
T
0—0, J—0 et (Nx)— fe‘xmmfp. (4.45)
T 35 O cumulant

4

exact (determinant)

0.1 R S e a=50
> DR
< RO N R T @5
2 S a2

a=
V. 0.01 NN
e 2N\ a=0.5
R
N
a=0.05
0.001 NG
1
2 4 6 8

X/ )\.mfp

FIGURE 4.3 - Mémes commentaires que Fig. 4.2 avec p(s) =1/y/1+]s|/¢.

Pour illustrer ces résultats, on choisit deux fonctions de corrélations dont les intégrales doubles
sont calculables analytiquement, a savoir une fonction de corrélation exponentielle

01(8) =exp(—|s|/¥), (4.46)

et une fonction de corrélation en loi de puissance (cette fonction est définie-positive [76]),

1
02(5) = ——. (4.47)
V1+ls|/¢
Les intégrales doubles dans Eq. (4.39) sont respectivement données par
g1 (0 =40 |x+20(e7 0 -1]], (4.48)
et
Jo(x)=20[(0+x)In(1+x/0) - x]. (4.49)

Les profils de densité moyenne correspondant sont tracés en échelle semi-logarithmique sur les
figures 4.2 et 4.3, pour différentes valeurs de a. Lapproximation obtenue en utilisant le dévelop-
pement en cumulants donne d’excellents résultats en comparaison avec les calculs exacts du cha-
pitre 3, et est d’autant meilleure que la fonction de corrélation est a plus grande portée. La raison
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mathématique a cela est que la contraction permettant le passage de Eq. (4.37) a Eq. (4.38) devient
plus naturelle avec ce type de fonctions de corrélation dont la longueur intégrale est infinie.

Nous pouvons maintenant dériver 'équation a gros grains vérifiée par la densité moyenne,
toujours dans le cadre du modele de recyclage lent. Un calcul sans difficulté conduit a

vi +wie(x) [ (Nx)) =0, (4.50)

0x

ou la fréquence d’ionisation effective est obtenue apres dérivation de Eq. (4.41) par rapport a x,

d(x) H(x,2)

wie(x) =x(1-H(x, 1) +pB ax2(1+a:x/v) -7 X

log(1+ ax/v)

) (4.51)

oll H(x,n) = —0,J(x)/ x + ng(x)/ x*>. Léquation de transport a gros grains reste donc une équation
de type Boltzmann dans 'approche utilisant le développement en cumulants.

a=0.05

1.0 0
k Ooooooooooo>a=0.5
0.8 —

o

o0 O
oo ?©° O>O3=2

o O
0.6 2
N a=s
(e} o) 6 0O o O
0.4 S 0T
— exact \ _
O approximation Nﬂ“@- 3—50

0.2 oo

T

2 4 6

w/<v>

FIGURE 4.4 — Taux d’ionisations effectifs obtenus exactement (courbes noires) comparés aux taux
effectifs approximatifs w;, (courbes rouges) pour R = 80%.

Les profils moyens de la densité de neutres obtenus avec le développement en cumulants (Fig.
4.2 & Fig. 4.3) sont plus précis que les taux d’ionisations effectifs (Fig. 4.4). Ceci provient du fait que
ce qui compte pour calculer la densité des neutres est l'intégrale du taux d’ionisation (foxw(s)d s)
et non le taux lui méme. En effet nous avons w;, < w; prés de la paroi et w;. > w; au-dela, ce qui
conduit a un effet de compensation dans 'intégrale de I'épaisseur optique. La source d’ionisation
moyenne (S). est donc calculée de maniere moins précise que la densité moyenne.

Nous concluons cette partie en remarquant que I’on pourrait adopter un point de vue différent
sur les résultats présentés dans cette section. En effet, si les seules quantités accessibles expéri-
mentalement sont la FDP en un point et la fonction de corrélation, il n’est pas possible de distin-
guer expérimentalement entre la distribution K-P et une distribution dont les cumulants sont tels
que les développements présentés ici sont exacts. Les écarts observés pour la densité de neutres
ou le taux d’ionisation effectif pourraient alors étre utilisés pour mesurer les effets des corrélations
a n points, qui sont des parametres non contraints par |’expérience. Cependant, pour valider une
telle interprétation il est nécessaire de vérifier que la nouvelle distribution ainsi définie est bien
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réalisable, autrement dit par exemple que sa fonction caractéristique (dont I'obtention n’est pas
triviale) est bien définie-positive. Notons finalement que le résultat donné par Eq. (3.77) pour la
distribution M-M est tres similaire a celui obtenu dans le cadre du développement en cumulants
(Eq. (4.41)), ce qui pourrait laisser penser a un lien de parenté entre la distribution Gamma M-M
et la distribution pour laquelle le résultat donné par Eq. (4.41) est exact (a supposer qu’elle existe).
En réalité il ne s’agit que d'une ressemblance superficielle, comme on peut le voir en essayant
d’ajuster les parametres a et §§ de la distribution Gamma M-M pour reproduire Eq. (4.41).

4.4 Equation de transport a gros grains dans le cas ou le taux de
fluctuations varie dans I'espace

Le résultat donné par Eq. (3.67), permet d’écrire une équation de transport effectif pour I'es-
pece neutre dans une SOL non-homogene,

0
va N(x)) + wp(x) (N(x)) =0. (4.52)

Cette équation est du type Boltzmann, avec un taux d’ionisation effectif donné par,

v k-1
wp =— lim kZAMi(l_(AEil)kk)’ (4.53)
i=0

X k—oo

ol A;,l est la matrice inverse de Ay, = 1 + 2%, et ou les matrices 6y, sont définies par Eq. (3.68).
1

wh/vo

0.5-

FIGURE 4.5 — Taux d’ionisation effectif w; normalisé au taux d’ionisation a la paroi, en fonction de

la distance a celle-ci normalisée au libre parcours moyen a la paroi.

Les calculs effectués dans le cadre de la distribution de Mathai & Moschopoulos permettent
également d’obtenir une équation de transport effectif pour 'espece neutre dans une SOL non-
homogene. En effet, la dérivée partielle de la fonction caractéristique donnée par Eq. (2.71) par
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rapport a un élément a; du vecteur a est donnée par

oA
adk

1 _
ﬁo(l—aaT) + B (1 - apa) IIA. (4.54)
On s’intéresse ici plutot a la limite continue de la distribution M-M, introduite dans la section
2.3.3.5. La dérivée partielle par rapport a la variable a; devient une dérivée fonctionnelle par rap-
port a a(t) (e.g., Fox [144]). On obtient sans difficulté le résultat suivant

ﬁ = a(1) J. (4.55)

-1
Salh ﬁo(l—f@dsa(s)a(s)) +B(1)

Ce résultat ! conduit directement a la forme suivante pour I'équation a gros grains satisfaite par la
densité de neutres moyenne,

0
S (NE@) +on(NW)=0, (4.56)

avec

W, = a(x) . (4.57)

1 _1
Bo (1 + " fox dsa(s)) + B(x)

®mlv,

0.5-

x/max(Amfp)

FIGURE 4.6 — Taux d’ionisation effectif w;, normalisé au taux d’ionisation a la paroi, en fonction de
la distance a celle-ci normalisée au libre parcours moyen.

Les taux d’ionisation effectifs wy, et w. sont tracés en fonction de la distance a la paroi x sur les Figs.
4.5 et 4.6, pour différentes valeurs de a et . Les taux effectifs sont normalisés au taux moyen au
niveau de la paroi. Le taux moyen est ici une fonction croissante de x, en accord avec les profils de
densité moyenne présenté dans la Fig. 3.14. Les effets sont d’autant plus marqués que a est grand,
comme dans le cas homogene.

1. A noter que Eq. (4.55) n'est rien d’autre que la limite continue de Eq. (4.54) ol1 on a remplacé a; par ea; pour
€e—0.
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4.5 Equation de transport a gros grains dans le cadre des autres
distributions

La réduction de I'équation de transport stochastique pour N a une équation du type Boltz-
mann pour (N) n’est pas évidente et dépend de la statistique choisie pour v. Comme contre exemple
on peut donner le cas d'un mélange stochastique de deux milieux, pour lequel la densité moyenne
est une somme de deux exponentielles, qui n’est pas solution d'une équation de type Boltzmann
[2, p. 66] sans terme intégral. Un autre contre-exemple intéressant consiste a considérer une statis-
tique Log-normale avec une longueur de corrélation infinie. Rappelons que cela correspond a une
situation ol la particule neutre évolue dans un plasma spatialement homogene dont la densité n,
change a chaque réalisation (¢ — co = v(s) = v). Le probleme se réduit donc a

(N(®)) = r—v" (ev), (4.58)

olutla moyenne est calculée sur la distribution Log-normale a une variable donnée par Eq. (2.82). En
utilisant la propriété ¢(u; + o, o, t) = o1, 0?2, tet?) de la fonction caractéristique ¢ ! on montre
que la densité moyenne vérifie I’équation différentio-fonctionnelle suivante ( [145, Eq. 16]),

d
vo— (NG + ) (N(Bx))=0, (4.59)

ou B = exp (RZ (v)z). Cette équation n’est pas locale en x (la densité est évaluée en Bx dans le
membre de droite), et n'est donc pas du type Boltzmann sauf si B =1, ce qui correspond a R = 0.
Comme B = 1, Eq. (4.59) est du type "avancé" (equation of advanced type’ [146]) >. Le calcul de la
moyenne sur la statistique des fluctuations peut donc conduire a une équation de transport a gros
grains étrange du point de vue physique, en ce sens que la quantité de neutres ionisés par unité de
temps en un point a une distance x de la paroi dépend de la densité de neutres en un point plus
éloigné de la paroi.

En conclusion, les distributions de type Gamma considérées dans ce travail se prétent parti-
culierement bien a I’obtention de modeles de transport a gros grains. Cette propriété résulte de la
forme de leurs fonctions caractéristiques, et plus précisément de la facon dont celles-ci se com-
portent par dérivation.

4.6 Distribution de I’épaisseur optique

4.6.1 Approximation deladistribution de'épaisseur optique pour la distribu-
tion K-P

Comme suggéré par Pomraning (2] et Prinja & Pomraning [11], dans un probléme de trans-
port stochastique résolu par une technique d’échantillonnage, le temps de calcul des codes Monte
Carlo peut étre considérablement réduit si I'on dispose de la distribution de I"épaisseur optique.
En pratique, ceci revient en effet a remplacer ’échantillonnage du taux d’ionisation (ou absorp-
tion) en tout point de ’espace par celui de I'épaisseur optique, qui n’est rien d’autre que la somme
des fréquences d’ionisation le long de la trajectoire du neutre,

x n
T(x):jo v(s)ds=e) v;, e€=x/n. (4.60)
i=1

1. Il n'existe pas d’expression analytique simple pour cette fonction.
2. Par opposition aux équations du type retardé et du type neutre [147, 148].
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Pomraning a obtenu la distribution de I'épaisseur optique dans un mélange stochastique Marko-
vien de deux milieux (voir [2, p. 77]). Dans notre cas, pour obtenir la FDP de 7, il suffit de noter que
sa fonction caractéristique ¢(7) a été calculé dans ce qui précede. En effet, pour la distribution K-B,
on pose a; = ap =--- = t dans (2.54) et on substitue —e/v par it dans Eq. (4.41), pour obtenir

$(1) = (expitt) = det(1 - 2itG)P. (4.61)

La FDP est ensuite obtenue par transformée de Fourier inverse,

_ i oo —iIT
Pm)= o f_oo b e iTdt. (4.62)

En diagonalisant la matrice G de taille k x k, il est clair que la fonction caractéristique de 7 s’écrit
comme le produit de fonctions caractéristiques de distributions Gamma univariables, de facteur
de forme S et de facteurs d’échelle A;, ou les A; sont les valeurs propres de G. Dans le cas ou
toutes les valeurs propres sont égales, i.e. dans le cas homogene et lorsque les variables sont
indépendantes (G;; = God;;), le facteur d’échelle est le méme pour toutes les distributions et
I'épaisseur optique est distribuée selon une FDP Gamma de facteur de forme kf et de facteur
d’échelle Gy = 2(v)/f. Lorsque k est grand, la FDP de 7 tend donc vers une Gaussienne, ce qui
n'est rien d’autre que I'expression du théoréme de la limite centrale. Dans le cas ou les valeurs
propres de G ne sont pas toutes égales, il n’existe pas de résultat simple pour la distribution de la
somme. D’apres les équations précédentes, celle ci est donnée par la convolution de k distribu-
tions Gamma de facteurs d’échelles différents. Pour obtenir un résultat utilisable en pratique, on
peut cependant s’appuyer sur I'expression approchée obtenue dans le cadre du développement
en cumulants, i.e.

d=(1- ifOHC)_'BH(x)/x2 exp (it(v) (x—Jx) /x)). (4.63)

Le résultat est immédiat, car I’équation (4.63) n’est rien d’autre que la fonction caractéristique
d’une distribution Gamma avec un déplacement u(x), d’ou

(1 — ()P0 e (-p)/ao
P() = , T : 4.64
@ a (PO (B(x) TEH oy
ol
p@)=w(x-Jw/x), B=BIx/x, a)=ax. (4.65)

En conclusion, dans le cadre de cette approximation, 1'épaisseur optique est distribuée suivant
une loi Gamma caractérisée par un facteur de forme § (x), un facteur d’échelle a (x) et un déplace-
ment p(x). On vérifie aisément que Eq. (4.41) est retrouvée en calculant I'intégrale unidimension-
nelle suivante

(N(x)) = f;) dTN@P(1), (4.66)

ce qui illustre parfaitement I'intérét de disposer de la distribution de I’épaisseur optique.

Pour conclure, notons que le probleme de la détermination de la distribution de I’épaisseur op-
tique se ramene au calcul de la distribution de la somme de V.A.s non indépendantes. Ce probleme
est d'un grand intérét pour de nombreuses applications, que ce soit dans le cadre de la théorie de
la prédiction de V.A.s, de I’étude de la distribution des signaux temporels [149] ou méme en éco-
nomie [150]. Il existe donc dans la littérature un certain nombre de résultats concernant la somme
de variables Gamma corrélées, complémentaires a ceux présentés dans cette section, et que nous
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présentons brievement dans la suite. De maniére générale on considére, la forme quadratique £
donnée par

n n T T
9= a;ix;xi = ds dtK (s, )x(s)x(1), (4.67)
l;}; J7 jo fo

ou les variables x sont des variables normales. Dans le cas ou a;; = §;;, £ n'est rien d’autre
que I'épaisseur optique dans le cas ou la densité est distribuée selon une loi K-P pour M =1
(R = 100%). Un article de Grenander et al. résume quelques approximations de la FDP de 2
[151]. Gurland calcule la distribution de cette somme lorsque toutes les variables ont une équi-
covariance (0 < p = Cte < 1, [152]), et propose un développement en polynomes de Laguerre de
cette méme distribution dans [153]. A noter aussi que la distribution cumulative de 2 est obtenue
exactement sous la forme d'une somme infinie par Robbins & Pitman [154].

La particularité de notre résultat donné par Eq. (4.64) est que la distribution de la somme des V.A.s
est de la méme nature que les éléments de la somme, a savoir du type Pearson-III dont la distri-
bution Gamma est un cas particulier. De maniere inverse, Rice [155] et Kotz [102] approximent la
FDP de la somme discrete de V.A.s de type Pearson-III par une distribution du méme type dont ils
fixent les deux premiers moments en fonction des propriétés statistiques des variables constituant
la somme (ce type d’approximation par les deux premiers moments est discuté en annexe B).

4.6.2 Distribution de I'épaisseur optique pour la distribution Gamma M-M

Dans le cas de fluctuations non-homogenes caractérisées par la distribution multivariables
de Mathai & Moschopoulos, il est possible d’obtenir la distribution de I’épaisseur optique sans
aucune approximation. On calcule la fonction caractéristique de I’épaisseur optique 7 a partir de
I'Eq. (2.76), ce qui conduit a

Z () =% (1)
. X _ﬁO . X
= (l—ztjo dsa(s)) exp(ltjo dsa(s)ﬁ(s)). (4.68)
La transformée de Fourier inverse de Eq. (4.68) nous donne la FDP de 7,

Tﬁo_le(T_Y)/f
b (Bo)

Donc,danscecas, 7=G (5 , ,60,7] est distribué suivant une loi Gamma avec

P(1)= T=Y. (4.69)

= fox dsa(s), y= fox dsa(s)B(s). (4.70)

Contrairement au cas de la distribution K-P ou la distribution de I'épaisseur optique est approxi-
mativement une loi Gamma, dans le cadre de la FDP de Mathai & Moschopoulos, la distribution de
la somme est exactement une distribution Gamma. Ce résultat n’est pas trivial car la loi Gamma est
reproductive pour la somme de V.A.s indépendantes associées du méme facteur d’échelle a, mais
aucun résultat connu ne garantit la propriété de reproductivité pour des V.A.s non-indépendantes.
Le point commun des deux FDPs de 7 (dans le cadre du développement en cumulants et dans le
cadre de la distribution M-M) est qu’elles sont toutes les deux des distributions Gamma accom-
pagnées des parametres de déplacement p et y, ce qui n’est pas étonnant a cause de la similarité
de leurs fonctions caractéristiques, similarité dont nous avons déja signalé qu’elle est de nature
accidentelle.
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4.7 Synthese et conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre que les distributions de type Gamma multivariables in-
troduites au chapitre 2 conduisent toutes a un modele de transport a gros grains trés simple, dans
lequel le taux d’ionisation est "renormalisé". En d’autres termes, tout se passe comme si les par-
ticules neutres voyaient un plasma effectif, caractérisé par un taux d’ionisation a gros grains w(s)
dépendant de la distance s parcourue par le neutre depuis la paroi. La forme exacte de w(s) dépend
du modele de recyclage utilisé, i.e. est affectée par la nature (stochastique ou non) des conditions
aux limites. En particulier, on retrouve bien le phénomeéne de forte réionisation locale discuté dans
le chapitre 3 pour le modele de recyclage rapide. Dans le cas ol les fluctuations sont statistique-
ment homogeénes, w(x) décroit avec x vers une valeur limite w, atteinte en pratique a une distance
de quelques longueurs de corrélation de la paroi. Cette valeur, qui dépend du taux de fluctuation
et de la fonction de corrélation choisie, peut étre calculée a I'aide du théoreme de Szegd faible
introduit dans le chapitre 2. Le fait que wo, # (v) résulte du fait que le comportement asympto-
tique pour x grand est déterminé par les réalisations rares du champ de densité pour lesquelles la
densité plasma est trés faible. Dans le cas d'une fonction de corrélation exponentielle, la formule
de Grenander &Szegd sur les déterminants de matrices de Toeplitz présentée au chapitre 2 per-
met d’exprimer w(x) a 'aide de fonctions élémentaires. Dans le cas ou la fonction de corrélation
n’'est pas exponentielle, le calcul des déterminants intervenant dans w(x) doit en principe étre fait
numériquement ce qui est pénalisant en termes de temps de calcul, car le taux d’ionisation est
évalué un grand nombre de fois dans EIRENE (chaque fois que la particule suivie entre dans une
nouvelle cellule spatiale). Nous avons utilisé un développement en cumulants pour obtenir une
expression approchée de w(x) qui s’écrit a I’aide de fonctions élémentaires. Dans le cas ot le taux
de fluctuation R dépend de I’espace, a la fois les distributions Gamma K-P généralisée et Gamma
M-M conduisent a un modele de transport a gros grains du méme type que celui obtenu avec la
distribution K-P. Ce type de modele est trés intéressant en pratique, car il montre que 1'équation
a gros grains satisfaite par la densité moyenne peut étre résolue par des méthodes usuelles. En-
fin, nous avons montré que la distribution de I’épaisseur optique pouvait étre approchée par une
distribution Gamma, a I'aide du résultat obtenu par le développement en cumulants.

Il est important d’insister sur le fait que la situation est tres différente pour la distribution
Log-normale, pour laquelle I’équation de transport a gros grain prend une forme trés particu-
liere, et difficile a interpréter physiquement. Les distributions Gamma que nous avons considéré
se prétent donc particulierement bien a un traitement basé sur un modeéle a gros grains.
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Conclusion

La motivation de ce travail a été d’étudier les effets des fluctuations turbulentes sur le transport
des particules neutres (atomes et molécules) dans les plasmas de bord des machines de fusion par
confinement magnétique. Le premier chapitre de la thése a été consacré a introduire le contexte
del'étude, et le fait qu’'en raison de leur grand libre parcours moyen les neutres doivent étre décrits
dans le cadre d'un modele cinétique. Le couplage entre les particules neutres et les particules char-
gées du plasma se fait par I'intermédiaire de processus de physique atomique, comme l'ionisation
oul’échange de charge, dont les taux de réaction dépendent des parameétres plasma (densité, tem-
pérature). Les fluctuations des parametres plasma vont donc directement affecter le transport des
neutres par 'intermédiaire de fluctuations de ces taux. Le processus d’échange de charge induit
une diffusion dans I'espace des vitesses, et conduit a un terme intégral dans I'équation de Boltz-
mann gouvernant I’évolution de la fonction de distribution de vitesse des neutres. Nous avons
donné la solution analytique de cette équation intégrale obtenue par Smirnov dans le cadre d'un
modele unidimensionnel tres simple. A ’heure actuelle, les simulations de transport de neutres
dans le contexte de la fusion par confinement magnétique sont réalisées essentiellement a 'aide
de codes Monte Carlo comme EIRENE, dont le fonctionnement a été brievement expliqué. La mé-
thode de Monte Carlo permet en effet de prendre en compte un grand nombre d’especes et de
processus de physique atomique dans une géométrie de complexité en principe arbitraire.

Le second chapitre a été consacré a présenter des distributions multivariables permettant de
reproduire les principales caractéristiques de la turbulence de bord dans les tokamaks. Les ré-
sultats obtenus en particulier sur le tokamak TCV montrent que la fonction de distribution de
probabilité des fluctuations de la densité électronique en un point est bien ajustée par une loi
Gamma dans toute la zone a 'ombre du limiteur (la zone la plus externe du plasma, aussi appelée
la SOL). Les fluctuations dans la SOL lointaine, proche de la paroi, sont également bien décrites
par une loi Log-normale. Ces distributions ont des généralisations multivariables, qui permettent
de tenir compte des corrélations spatiales et temporelles observées dans les expériences. Ces cor-
rélations peuvent en premiere approximation étre décrites par une longueur et un temps de cor-
rélation, et doivent étre prises en compte lorsque I'on étudie le transport des particules neutres,
dont la trajectoire peut explorer un domaine spatial de grande étendue. Cependant, le choix d'une
fonction de corrélation peut s’avérer délicat, et nous avons insisté sur le fait que la fonction de
covariance d'une distribution multivariables doit étre définie-positive (sa transformée de Fourier
est bornée et positive). Il existe dans la littérature plusieurs distributions Gamma multivariables,
c’est a dire plusieurs distributions dont les marginales a un point sont des distributions Gamma.
Nous nous sommes principalement intéressés a la distribution de Krishnamoorthy & Parthasara-
thy (K-P dans la suite), qui est entierement déterminée par la donnée du taux de fluctuation et
d'une matrice de variance-covariance. Cette distribution a I’avantage d’étre dérivée d'une Gaus-
sienne multivariables, et a été utilisée pour un bon nombre de développements présentés dans
les sections suivantes. Elle a deux limitations principales. Tout d’abord, sa fonction de corrélation
doit étre a valeurs positives, ce qui exclut des fonctions de corrélations de type oscillantes amor-
ties (mais définie-positive), observées par exemple dans des simulations numériques. Nous avons
donc introduit également la distribution Log-normale multivariables, qui permet ce type de cor-
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rélations, pour évaluer I'importance de cette limitation. Ensuite, elle ne permet pas de décrire une
situation ou le taux de fluctuation varie dans I'espace, ce qui est clairement le cas dans les expé-
riences. Nous avons présenté une généralisation de la distribution K-P permettant de décrire une
telle situation, ainsi que la distribution Gamma de Mathai & Moschopoulos (M-M dans la suite).

Il ressort du travail présenté dans ce chapitre que le fait que la variance-covariance d'une distri-
bution multivariables doit étre définie-positive induit des contraintes qui peuvent étre trés fortes
sur les combinaisons de profils de densité moyenne, de taux de fluctuation et de fonction de corré-
lation qui peuvent étre utilisés. Ces contraintes peuvent étre particulierement délicates a satisfaire
pour les distributions que nous considérons et qui dérivent d'une Gaussienne multivariables. Il
faut en effet s’assurer que la variance-covariance de la distribution considérée et de la distribution
Gaussienne sous-jacente, qui sont liées par des relations plus ou moins complexes, soient bien
toutes les deux définies positives. En ce sens, les distributions Gamma K-P généralisée et Gamma
M-M se montrent complémentaires.

Nous avons également présenté des techniques d’échantillonnage de ces distributions, dont
la plupart reposent plus ou moins directement sur le fait qu’il existe une distribution Gaussienne
sous-jacente. En particulier, il est possible d’échantillonner une telle distribution en utilisant la
factorisation de Cholesky de sa matrice de variance-covariance. Cette technique a été implémen-
tée dans le code EIRENE, pour fournir un point de comparaison avec les résultats obtenus dans le
chapitre 3.

Dans le chapitre 3, nous avons étudié I'effet des fluctuations turbulentes sur le transport des
neutres. Techniquement, le probleme s’apparente au transport stochastique des particules dans
des milieux fluctuants, tel que les neutrons dans les fluides en ébullition ou le transfert radiatif
dans les milieux désordonnés. Dans le cas ou il n'y a pas de terme intégral dans I’équation de Boltz-
mann, le profil de densité moyen s’exprime simplement a partir de la fonction caractéristique de la
distribution multivariables décrivant la statistique du taux d’ionisation. L'expression des fonctions
caractéristiques des distributions Gamma introduites dans le chapitre stochastic backround étant
connue, le profil de densité moyen peut donc étre calculé analytiquement. Ceci n’est pas le cas
pour une distribution Log-normale, sa fonction caractéristique n’ayant pas d’expression connue
en termes de fonctions élémentaires. L'analyse du profil moyen de densité obtenu pour le cas de
la distribution Gamma K-P fait clairement apparaitre trois parameétres de contrdle essentiels du
probleme. Le premier est le taux de fluctuation, qui doit étre supérieur a 50 % pour que les effets
sur le transport des neutres soient importants. On s’attend donc a ce que les effets étudiés ici ne
soient réellement importants que dans la SOL lointaine, a proximité de la paroi. Le second pa-
rametre important est le rapport entre la taille typique des structures turbulentes (mesuré par la
longueur de corrélation) et le libre parcours moyen des neutres. Les effets des fluctuations sont
d’autant plus forts que ce rapport est grand. Ceci montre que le rdle des fluctuations va étre bien
plus important pour les molécules et les atomes d'impuretés, pour qui ce rapport est de I'ordre de
quelques unités, que pour les atomes d’hydrogene, pour qui ce rapport est typiquement de |’ordre
de 1072. De plus, méme si des atomes d’hydrogéne désorbent avec des énergies basses correspon-
dant a la température de la paroi, et donc des libres parcours moyens courts, une analyse simple
a partir de la solution de Smirnov montre que les effets des fluctuations sont rapidement atténués
par les réactions d’échange de charge. Rappelons que les processus d’échange de charge en par-
ticulier, et de diffusion dans I'espace des vitesses en général, peuvent généralement étre négligés
pour les molécules et les atomes d’'impuretés dans la SOL. Le troisieme parametre important est le
rapport entre le temps caractéristique des phénomenes de recyclage a la paroi et le temps caracté-
ristique des fluctuations turbulentes. Sile mur répond trés lentement par rapport aux variations du
flux plasma, la source de neutres est constante (non stochastique) et égale au flux plasma moyen.
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Cette situation est représentative du cas ou les ions recyclent sous forme de molécules désorbées.
Dans ce cas, les fluctuations réduisent de facon importante le pouvoir d’arrét du plasma vis a vis
des neutres, un comportement qui s’explique par la contribution dominante des réalisations ou
la densité est basse dans le calcul de la moyenne. Par contre, dans le cas ou le mur répond instan-
tanément (une trés bonne approximation dans le cas de la rétro-diffusion ou de la pulvérisation
physique d'impureté), et ou les fluctuations du flux plasma sont essentiellement dues a la densité
(ne), la situation est différente. La source de neutres n’est significative que si la densité est impor-
tante, auquel cas la ré-ionisation locale est également importante. Le pouvoir d’arrét du plasma
n’'est donc réduit de maniere significative qu’a une distance de quelques longueurs de corrélation
de la paroi, et la source d’ionisation moyenne est importante pres de la paroi.

Les résultats analytiques obtenus dans ce chapitre ont été comparés a des calculs numériques
réalisés avec une version modifiée d’EIRENE, dans laquelle un grand nombre de réalisations du
champ de densité (n,.) sont échantillonnées a partir de la distribution Gamma K-P (ou Gamma
K-P généralisée), et le probleme de transport est résolu pour chacune de ces réalisations. Tous ces
calculs sont en accord avec les résultats analytiques.

Les résultats discutés précédemment ont été obtenus dans le régime adiabatique, i.e. en consi-
dérant que la turbulence est figée pendant la durée de vie d'un neutre. Cette hypothése peut étre
relaxée dans notre approche, et les résultats montrent que le probleme dépendant du temps peut
se ramener a un probleme adiabatique dans lequel la taille typique des structures est donnée par
une longueur de corrélation effective, plus petite que la longueur de corrélation réelle (ceci étant
strictement vrai pour une fonction de corrélation a variables séparables). Cet effet est conforme
a l'intuition physique, puisque si les structures turbulentes disparaissent avant que les neutres
n'aient eu le temps de les traverser, tout se passe comme si la taille de ces structures avait été ré-
duite. En pratique, au vu des valeurs des taux d’ionisation, les effets non-adiabatiques seront plus
importants pour les molécules que pour les atomes d'impuretés. Quoi qu’il en soi, ces effets ne
remettent pas en cause les conclusions précédentes.

Notons que nos résultats sont en accord qualitatif avec ceux obtenus dans d’autres domaines
(cités précédemment), lorsque les situations sont comparables. La spécificité de notre étude est
que les fluctuations sont décrites par une statistique Gamma, ce qui permet un traitement ana-
lytique original du probléme dans le cas ol le terme intégral dans I’équation de Boltzmann peut
étre négligé. De plus, 'utilisation d’'une distribution Gamma permet d’éviter les problemes ap-
paraissant quand les fluctuations sont modélisées par une statistique Gaussienne, comme 1’avait
initialement proposé Prinja pour traiter le probleme que nous avons considéré dans cette these.
Des résultats analytiques peuvent étre obtenus de maniere élégante dans le cas Gaussien, a par-
tir du théoreme de Novikov. Cependant, I'interprétation de ces résultats est délicate car pour une
statistique Gaussienne il y a des réalisations pour lesquelles la densité est négative. Inversement,
si I'on restreint la Gaussienne aux valeurs positives, il n’est plus possible d’obtenir des résultats
analytiques simples.

Dans le chapitre 4, nous avons montré que les distributions Gamma que nous avons considéré
conduisent a des modeles de transport a gros grains trés intéressants, puisque I’équation pour la
fonction de distribution des neutres moyenne (i.e. la densité moyenne dans le cas monocinétique)
n'est rien d’autre qu'une équation de Boltzmann sans terme intégral, avec un coefficient d’ioni-
sation effectif. Cette équation a gros grains peut donc étre résolue par EIRENE sans modifications
majeures. Elle correspond a I'exact analogue des équations de transport pour le plasma, dans les-
quelles intervient un flux turbulent qui peut étre caractérisé par un coefficient de diffusion et une
vitesse de pincement effective. Ces modeles a gros grains permettent d'implémenter les effets des
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fluctuations sur les neutres dans des codes comme B2-EIRENE, sans augmenter de maniere im-
portante le temps de calcul nécessaire. De maniere plus précise, nous avons obtenu les expres-
sions du taux d’ionisation effectif dans les modeles de recyclage lent et rapide pour la distribution
Gamma K-P. Ces coefficients font intervenir des déterminants de matrices de Toeplitz, que I'on
peut calculer analytiquement dans le cas d'une fonction de corrélation exponentielle. Le taux d’io-
nisation étant calculé un grand nombre de fois dans un code comme EIRENE, nous avons obtenu
une expression approchée du taux d’ionisation effectif lorsque la fonction de corrélation n’est pas
exponentielle, par une technique de développement en cumulants. Ce résultat nous a permis de
montrer que la distribution de I’épaisseur optique suit approximativement une loi Gamma. Dans
le cas ou le taux de fluctuation dépend de I'espace, les distributions Gamma K-P généralisée et
Gamma M-M conduisent toutes les deux également a des modeles de transport effectif du méme
type que celui décrit précédemment. Cette situation est spécifique aux distributions Gamma. Les
modeles de mélanges diphasiques stochastiques ne conduisent pas a des équations de transport
a gros grains exactes, ou le coefficient d’ionisation est simplement renormalisé. Nous avons égale-
ment montré que dans la limite des longueurs de corrélation infinies, la distribution Log-normale
conduit a une équation a gros grain de type "avancé", qui n’est pas du type Boltzmann.

Ce travail nous conduit a la conclusion que la prise en compte des effets de la turbulence sur le
transport des particules neutres peut avoir des conséquences significatives sur un certain nombre
de problemes liés aux interactions plasma-paroi. Les fluctuations augmentent la pénétration des
molécules dans le plasma, et donc indirectement des atomes formés par dissociation de ces mo-
lécules, elles vont également augmenter 1'énergie moyenne des atomes formant le flux d’échange
de charge a la paroi (atomes qui viennent heurter la paroi apres avoir subi un échange de charge).
Ceci pourrait conduire a une augmentation de I’érosion, en particulier dans la chambre principale.
De plus, les fluctuations peuvent modifier de maniere importante la forme de la source d’ionisa-
tion des atomes d'impuretés dans la direction radiale, ce qui peut avoir des effets notables sur la
contamination du plasma de coeur, en particulier en présence d'un phénomene d’écoulement in-
versé dans la SOL ("flow reversal"). En effet, dans une telle situation, la direction d’écoulement du
plasma dans la SOL peut changer en fonction du rayon, et dans un cas les impuretés ionisées sont
ramenées dans le divertor alors que dans I'autre elles sont portées vers le plan équatorial, et ont
donc une probabilité bien plus importante de pénétrer dans le plasma confiné. Limportance de
ces effets pourra étre estimée de maniére plus quantitative lorsque notre modele de transport a
gros grains sera implémenté de maniere compléte dans un code comme B2-EIRENE.

Les perspectives de ce travail sont multiples. En premier lieu, la prise en compte de la dé-
pendance spatiale du taux de fluctuation en utilisant la distribution Gamma K-P généralisée ou
la distribution Gamma M-M n’est pas complétement satisfaisante. En effet, les contraintes sur le
choix des profils de densité moyenne et du taux de fluctuation sont fortes et ne laissent que peu
de liberté pour ajuster le modele a des données expérimentales ou numériques. Il est donc sou-
haitable d’explorer d’autres variantes des distributions Gamma multivariables afin de déterminer
si ces contraintes peuvent étre relaxées.

L'étape suivante du travail consistera a étudier le couplage entre neutres et turbulence dans la
SOL, c’est a dire a inclure I'effet des neutres sur la turbulence elle-méme. En effet, jusqu’a mainte-
nant nous avons supposé que les neutres ne rétro-agissent pas sur les fluctuations. Cette question
est particulierement intéressante pour les diagnostics optiques de la turbulence par injection de
gaz ("gas puff imaging"), ou des neutres sont injectés pour permettre de visualiser la turbulence.
Ce type d’expériences pose au moins deux questions, celle du lien entre lumiere émise et fluctua-
tions des parametres plasma, et celle de la perturbation des fluctuations par 'injection de neutres.
Une telle étude nécessitera le couplage d'un code de turbulence a un code de transport de neutres
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comme EIRENE. Ce couplage, indispensable a terme dans I'optique de construire un modele pré-
dictif pour les plasmas de tokamaks, posera également le probleme de la dynamique temporelle
du processus de recyclage. Le point délicat ici sera de relier la dépendance temporelle du flux de
neutres recyclés sous forme de molécules a celle du flux de neutres incident, ce qui suppose de
quantifier 'importance relative des différents mécanismes impliquant des molécules a la surface.
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Annexe A

Compléments sur 'approche basée sur le
développement en cumulants

Dans cette annexe nous présentons un certain nombre de développements techniques et de
résultats complémentaires ayant traits a I'approximation de la densité moyenne de neutres basée
sur un développement en cumulants.

A.1 Intégrale multiple du cumulant a n points

On cherche ici a calculer I'intégrale multiple du cumulant d’ordre 7 de la distribution K-P mul-
tivariable. On commence par écrire I'’équation de Fredholm définissant les valeurs (A;) et les fonc-
tions propres (¢p;) de la fonction de corrélation des variables Gaussiennes (p)

X
|, dszp(s1,52) dils2) = LigpiCs0), A1)
Les fonctions ¢; forment un ensemble orthonormé, i.e. fdsqbk(s)gbl(s) = 0. On obtient par ré-
currence la relation suivante,

X X X
fo dszfo d33...j0 Asnp (51,52) .- 0 (Sn=1, $n) Pi(sn) = AL i (s1). (A.2)

On multiplie ensuite Eq. (A.2) par A;¢;(s1), puis on intégre sur s;. On applique finalement le théo-
reme de Mercer [95],

P (sn51) = 2 Aigi(sn)pi(s1), (A.3)
i=1
pour montrer que
X X X o0
fo ds; jo dsz...fo dsnp (s1,52) .0 (Sn=1,2) o (sn, $1) :i;ﬂ?. (A.4)
D’autre part,
M
[asvs =Y [ dsxes), (A.5)
0 —~ Jo
—_—  i=1
y

ol x est une variable aléatoire Gaussienne avec <(x,-(s)xj(s’ Ny = (x2)) p(s, sHo; j- On représente
ensuite la variable x(s) a ’aide d’'un développement de Karhunen-Loéve ( [88], et voir Sec. 2.4.3)

x(s) = AiCidi(s), (A.6)
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ol les {; sont des variables Gaussiennes indépendantes. On éleve Eq. (A.6) au carré, puis on integre
sur la variable s et on utilise enfin I'orthonormalité des fonctions propres pour obtenir

X o0
fo dsx?(s) = Zlﬂtl-{f. A7)
1=
La fonction génératrice des cumulants de y est alors donnée par
M o0
Y@= Y In(1+2aiA;) (A.8)
j=1

d’ol1 on déduit le cumulant d’ordre 7 de la variable y par dérivations

<<(f0x dsv(s))n>> = foxdsl fox dsz...jox dsy ((v(s1)...v(sp)) (A.9)

(A.10)

n

B oa"

n
=M2" " (n-1!) A}
a=0 i=1

En combinant Eq. (A.9), Eq. (A.10) et Eq. (A.4) on a finalement

Y(a)

jox ds; joxdsz---foxdsn (vis))...v(sp)) = <(Vn>>f0xd81 jox dSzn-ijdSnP (s1,82).--0 (Sn=1,$n) o (S, 1),
(A.1D)
avec ((v)) = M2" Y(n-1)!.

A.2 Expression des cumulants

Intéressons nous maintenant a I'expression du cumulant lui méme. Un calcul long mais sans
difficulté basé sur I'utilisation du théoréme de Wick permet d’obtenir les cumulants d’ordre trois
et quatre,

((V1v2v3)) = 8ME; p12023031, (A.12)

((V1vaVvava)) = 16mE, (P12023034041 + P13P32024P41 + P12024043P31) - (A.13)

ol p est toujours la fonction de corrélation des variables Gaussiennes. Ces expressions suggerent
que le cumulant d’ordre n peut s’écrire

2 n
((Vive..va)) = ——=(V") X PirirPisis--Lin-rinPinir- (A.14)
(n-1! (=12

Pour obtenir cette expression, nous utilisons la propriété de symétrie du cumulant
V1o Viee Vi ) =V Vi Vi), (A.15)

la symétrie de la fonction de corrélation (p;; = p;;), et tenons compte des n! arrangements et des
n rotations circulaires possibles. Les intégrales multiples des différents termes de la somme dans
Eq. (A.14) sont identiques, ce qui est en accord avec l'intégrale multiple du cumulant a n points
donnée par Eq. (A.11).
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A.3 Comportement asymptotique de la densité de neutres pour
une statistique arbitraire

Lapproximation donnée par (A.17) permet de montrer que le profil de la densité moyenne
(N(x)) est asymptotiquement (x > ¢ ) exponentiel indépendamment de la statistique du taux
d’ionisation v (voir Kubo [156]). Pour montrer ce résultat, on commence par noter que la pro-
priété d’essaim donnée par Fox ('Cluster Property’, [79, 127]) stipule que le moment d’ordre n se
factorise si la position (ou le temps) séparant deux V.A.s est supérieur a la longueur (ou au temps)
de corrélation. Soit pour s; > §, > -+ > s, n =2 et|s; — si41| > ¢, alors

(V(sDV($2)...v(s)V(Sis1) ... V(Sn)) = (V(s1)V(52)...v(s) ) (V(Si+1) ... V(Sn)). (A.16)

En outre, selon le théoreme-I de la référence [116], le cumulant d’ordre n s’annule suite a la fac-
torisation dans I'équation (A.16). Lapproche de Van Kampen [157] utilise ces deux dernieres pro-
priétés (‘cluster property’ et le théoreme de Kubo), pour calculer de maniére approchée I'intégrale
multiple du cumulant d’ordre n dans Eq. (A.11). En fait, si x est assez grand devant la longueur de
corrélation ¢, alors il existe un seuil s dans la séquence sy, $2, §3,..., S, tel que s > ¢. Par consé-
quent, la contribution de ce cumulant a I'intégrale est nulle pour s; > ¢. 1l suffit alors d’intégrer
sur un support de longueur ¢ et de "contracter" les n points du cumulant d’ordre n (vy =--- = v,)
pour obtenir

X X X X l l
jo ds; fo dsz...jo ds, {v(sy)...v(sp)) :jo dsljo dsz...jo ds, {v(sy)...v(sp))
~ x0T (VY. (A.17)

On obtient ainsi I’expression suivante pour la densité moyenne de neutres,

L
Nx) = ” exp( wK}mep). (A.18)

Compte tenu de 'expression de ((v"*)) donnée par Eq. (4.36) il vient pour aR> <1,

1 2
a)K—Wlog(1+aR ) (A.19)

ou a = £/ Anfp. Anoter que la constante wk est indépendante du choix de la fonction de corrélation
et dépend uniquement de la longueur de corrélations (¢ = aAng,) et de 'amplitude des fluctua-
tions (R). La constante wg est a comparer avec la limite de Szegd,

W V1+4aR?-1
==, (A.20)
(v) 2aR?
calculée exactement pour une fonction de corrélation exponentielle. Lerreur absolue |a)5 -w K| lwsg,
est donnée dans la figure A.1 pour R = 80%. Cette erreur atteint son maximum (= 12%) pour a = 2.
Lorsque x est du méme ordre que ¢, alors le résultat donné par Eq. (A.18) est insuffisant. Dans la
littérature (e.g., [12]), on retient le plus souvent les deux premiers cumulants. Cela revient a consi-
dérer que la distribution de I'épaisseur optique est proche d’'une loi normale. Cependant la tronca-
ture au cumulant d’ordre deux est en générale insuffisante car elle conduit a des comportements
non-physiques [158] (croissance de la densité moyenne).

ws
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FIGURE A.1 — Lerreur absolue entre la limite de Szego (ws) et wg, en fonction du parametre a =
¢ Amfp. Cette erreur atteint son maximum (= 12 %) pour a = 2 et R = 80%.
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Annexe B

Approximation par les deux premiers
moments

Dans cette annexe, nous présentons une technique utilisée dans la littérature pour obtenir
une approximation de la FPD d’'une somme de V.A.s corrélées. Cette technique a été introduite par
Rice [155] et Kotz [102] !, et nous les généralisons ici a des champs continus et non-homogenes.

Les FDPs d’intérét dans nos applications sont les distributions Gamma, Log-normale et Beta,
car elles sont toutes les trois susceptibles de modéliser la statistique de la densité électronique
dans les plasmas de bord de plusieurs machines de fusion. L'avantage de ces distributions est
qu’elles sont définies uniquement par la donnée de leur espérance mathématique et de leur fonc-
tion de variance-covariance. Lapproximation par les deux premiers moments consiste a supposer
que la FDP de la somme des n V.A.s du vecteur X = (x,...,X,), ol les V.AA.s x; sont corrélées et
identiquement distribuées, est de la méme nature que celle des x;. Cette approximation garantit
donc que la FDP approchée de la somme possédent exactement les mémes deux premiers mo-
ments que la distribution exacte. Les erreurs sont donc introduites uniquement par les moments
supérieurs ou égaux a trois. Le calcul des deux premiers moments de la distribution de la somme
se fait de la maniere suivante :

1. soitp = (uy,..., un) 'espérance mathématique de X et S;, = }_ x;. Lespérance mathématique
est un opérateur linéaire, par conséquent quelles que soient les corrélations entre les V.A.s
I’espérance de leur somme est la somme de leurs espérances. On a donc

&(Sn) = ;g’ (xi) = ;u,-, (B.1)

2. en utilisant encore une fois la linéarité de I'opérateur espérance mathématique on obtient
la variance de la variable aléatoire S,,,

n n
Var (S,)=)_ ) Cov (xi,xj), Cov(x,-,x]-) =& (xixj) -&(x;)& (xj) ) (B.2)
i=1j=1
Ce résultat est bien connu dans la littérature dans le cas de deux V.A.s

Var(x;, x2) = Var(x;) + Var(x,) + 2Cov(x1, X2). (B.3)

La généralisation a un champ continu X = x(s), d’espérance p(s), est immédiate. On définit la
somme des V.A.s continues par S = [ dsx(s), dont les deux premiers moments sont donnés par

1. Dans le travail de Kotz il était question d’approximer la FDP de la somme des niveaux de précipitation.
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&(8) = jds,u (s), (B.4)

et

Var (S) = fdslfdsfg(sl,sz), (B.5)

ol € (s1, s2) est la fonction de variance-covariance entre les variables x(s;) et x(s2). Lapproxima-
tion des deux premiers moments devient exacte pour les distributions qui vérifient la propriété de
"reproductivité", selon laquelle la somme des V.A.s corrélées ou non-corrélées et identiquement
distribuées selon la FDP considérée, est aussi distribuée suivant cette méme FDP . Les distribu-
tions univariables normales [114, p. 91] et Gamma [114, p. 384] sont reproductibles pour des V.A.s
non-corrélées. Les FDPs reproductives pour la somme de V.A.s corrélées sont moins fréquentes,
on cite par exemple la distribution Gamma de Mathai & Moschopoulos dont la reproductivité a
été montrée dans la section 4.6.2 2. Pour une distribution y? et une fonction de corrélation expo-
nentielle (p = Q|i_j |, avec 0 < p < 1), la pertinence de cette approximation est discutée par Kotz
dans la référence [160].

B.1 Applications

Le modele d’approximation par les deux premiers moments peut étre utilisé dans les simula-
tions Monte Carlo basées sur la distribution de I'épaisseur optique. On considere le cas général ou
les profils de densité moyenne et le taux de fluctuation s’écrivent,

(ne(x)) = nge™",  R(x)=Roe ™" (B.6)

Dans la suite on pose 1/1 =1/1'—1/1,. Les simulations de micro-turbulence montrent que la fonc-
tion de corrélation de la densité électronique est bien représentées par une fonction exponentielle
oscillante dans la direction poloidale [57],

, lp,w=0, (B.7)

o (ne (31), ne (yg)) ox e 2o cogs (wAy), Ay= |y1 )

et une simple fonction exponentielle de longueur de corrélation I, ~ 21y, dans la direction radiale.
Compte tenu des corrélations dans les directions radiale (x) et poloidale (y), on construit la fonc-
tion de variance-covariance bi-dimensionnelle suivante,

Cn = Coexp /(311 + (3110 cos way), B

Supposons ensuite que I'on s’intéresse au transport de particules neutres le long d'une trajectoire
rectiligne repérée par un angle 6 comme indiqué dans Fig. B.1. Léquation (B.8) peut alors s’écrire,

Co(s) = (Rono)z e SLem201ll g (wscos()) (B.9)

oll s = \/x%+ y2 est l'abscisse curviligne définie par 7 = su, et 6 I'angle que fait 7 avec I'axe
poloidal,

1. La propriété de reproductivité ne concerne pas uniquement la somme des V.AA.s, et peut étre étendue, par
exemples au produit des V.A.s de la distribution Log-normale [114, p. 216] et la distribution Beta [123]. Ou encore
un résultat récent montrant que la moyenne géométrique des V.A.s Beta associées de parameétres appropriés est aussi
distribuée suivant une FDP Beta [159].

2. Dans le cas de la distribution Gamma multivariable de Parthasarathy & Krishnamoorthy, la reproductivité n’est
valable que dans le cadre de I’approximation basée sur le développement en cumulants (voir section 4.6).
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FIGURE B.1 — Schématisation d’'une direction dans le plasma, selon laquelle on calcule la distribu-
tion de I'épaisseur optique.

-1/2
lg = [(sin(@)/lr)2 + (COS(B)/ZQ)Z] , (B.10)
L=(1/lg+sin®)/1)"". (B.11)

Soit maintenant Sg la somme continue de la densité électronique dans la direction 8,

_ § I ’
Sp = LO ne(s')ds'. (B.12)
En appliquant les résultats donnés par les équations (B.4) et (B.5), on obtient
1, . .
&(S)=n esm(@)s/l,, _ esm(@)soll,, ) B.13
(0) = noss ) (B.13)

l

w? (e"y”ecos(wy)—1)—3%((”19—1) J . (B.14)
0

Var (Sg) = 2 Y !
o _w2+1/l(§ lp w?*+1/1

En conclusion, si 'on suppose que la FDP de la densité est Log-normale en tout point s, alors on
approxime la FDP de I'épaisseur optique par une distribution Log-normale dont les deux premiers
cumulants sont donnés par les équations précédentes.
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