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Introduction

Les travaux présentés dans ce manuscrit ont été réalisés au sein de I’équipe-projet INRIA Mag-
ique 3D (Modélisation avancée en géophysique 3D). La plupart des applications considérées par
I’équipe nécessitent la résolution de 1’équation des ondes. La simulation numérique de la propaga-
tion des ondes sismiques est essentielle pour modéliser les tremblements de terre et leurs répliques.
Elle est également tres utilisée pour la prospection pétroliere dont le but est de déterminer la com-
position précise du sous-sol a partir d’enregistrements d’ondes générées par des sources explosives
qui sont réfléchies par les différentes couches géologiques. L’ imagerie médicale peut aussi avoir
recours a des techniques similaires pour détecter d’éventuelles anomalies a 1’intérieure du corps
humain. On utilise par exemple des ondes ultrasonores pour évaluer la densité des os et diagnos-
tiquer I’ostéroporose [10]. Nous pouvons également citer I’imagerie radar qui utilise les ondes
électromagnétiques pour la détection et la reconnaissance d’objets.

Toutes ces applications nécessitent une résolution précise et rapide de 1I’équation des ondes. Le
cas de I'imagerie pétrolicre est probablement I'un des plus significatifs. Sans rentrer dans les dé-
tails techniques, les méthodes les plus populaires comme la Reverse Time Migration (RTM) ou la
Full Wave Inversion [16, 47] sont en effet basées sur un trés grand nombre (plusieurs centaines) de
résolution de cette équation. Les domaines tridimensionnels considérés étant de tres grande taille
et fortement hétérogenes, il est essentiel de disposer des méthodes de résolution précises et rapides.
Les récents progres en calcul scientifique avec notamment le développement de super-calculateurs
rendent maintenant envisageables des simulations numériques réalistes mais ne suffisent pas pour
résoudre tous les probleémes. Il faut donc encore améliorer les méthodes numériques pour gagner
en précision sans augmenter les cofits de calcul (temps de calcul et place mémoire).

Le but de cette theése est de contribuer a ces améliorations en proposant de nouveaux schémas
de discrétisation de 1’équation des ondes acoustiques qui peuvent étre étendus sans difficulté aux
équations d’ondes élastodynamiques et électromagnétiques.

De nombreuses méthodes existent déja pour résoudre plus ou moins efficacement, suivant les
cas, ce probleme. La plupart des codes de calcul industriels reposent sur une approximation de la
solution de I’équation des ondes par différences finies ou par éléments finis. Ces différentes tech-
niques sont bien connues et tres utilisées mais présentent parfois certains inconvénients. La méth-
ode par différences finies est tres facilement implémentable mais se base sur des grilles de calcul
régulieres, ce qui complique beaucoup, voire rend impossible la prise en compte de géométries
quelconques ainsi que d’éventuelles hétérogénéités. Les méthodes d’éléments finis, qui perme-
ttent I'utilisation de maillages irréguliers, ne présentent pas ces inconvénients mais conduisent
a une formulation implicite du probleme alors qu’une formulation aux différences finies fournit
une représentation explicite du champ d’onde. Une formulation aux éléments finis implique donc
I’inversion d’une matrice de masse qui peut s’avérer tres coliteuse dans des cas concrets et donc
complexes. En effet, si on considere de tres gros domaines en dimension trois, on peut étre amené a



résoudre des systemes comportant des millions, voire plus, d’inconnues et I’inversion de la matrice
résultant de la discrétisation devient un réel probleme. Il est bien entendu que des améliorations
ont été apportées a ces deux techniques avec toujours quelque limitations. La méthode de con-
densation de masse [15, 37] permet ainsi de rendre diagonale la matrice de masse en utilisant une
formule de quadrature adéquate rendant ainsi I’inversion triviale. Néanmoins, cette technique pé-
nalise 1’ordre de convergence du schéma car I’ordre de la formule de quadrature est faible devant
I’ordre de la méthode d’éléments finis. La méthode des éléments spectraux (SEM) a permis de
corriger ce défaut. En effet, en considérant une formule de quadrature de Gauss-Lobatto, on ob-
tient une matrice de masse diagonale sans contraindre 1’ordre de convergence de la méthode. Cette
méthode a été développée dans le cas de la dynamique des fluides par Patera [44], elle a ensuite été
utilisée en géophysique par Komatitsch et Tromp [40, 42, 41] ainsi que dans le cas de I’équation
des ondes [21, 17]. Cette méthode n’est toutefois pas aussi flexible qu’une méthode d’éléments
finis standards car elle s’appuie sur des maillages quadrangulaires en 2D et hexaédriques en 3D ce
qui rend difficile la prise en compte de certains domaines & géométries complexes. Il est d’ailleurs
difficile de trouver des mailleurs hexaédriques capables de mailler de telles géométries. Dans [20],
les auteurs ont proposé une méthodologie pour pallier ce probleme et considérer des éléments
triangulaires en 2D mais cela pose certaines difficultés de mise en oeuvre et I’extension a la di-
mension trois est loin d’étre triviale. A notre connaissance, elle n’a d’ailleurs pas été réalisée.
Dans les années 70, Reed et Hill [46] ont été les premiers a introduire une méthode de Galerkine
Discontinue (DG) pour résoudre des équations hyperboliques. Cette méthode est une méthode par
éléments finis qui utilise des fonctions de base discontinues. Elle posséde ainsi les avantages des
méthodes d’éléments finis et les matrices de masse sont diagonales par blocs, par construction.
Elles sont donc facilement inversibles, ce qui conduit a une représentation quasi explicite de la
solution. De plus, les méthodes DG peuvent étre utilisées avec n’importe quel type de maillage
et permettent de considérer facilement les variations des parametres physiques a I’intérieur de
chaque cellule du maillage (tout du moins pour des variations polynomiales). Elles sont aussi na-
turellement adaptées a la parallélisation puisque que toutes les intégrales de volume sont calculées
localement et les communications entre les cellules sont assurées par des intégrales surfaciques
sur chaque face des éléments. Les méthodes DG se retrouvent sous différentes formes dans Ia lit-
térature et une étude complete et détaillée est proposée dans [5]. Dans cette thése, on s’intéressera
tout particulierement a la méthode de Galerkine Discontinue avec Pénalité Intérieure (IPDG) (cf.
[4]), aussi connue sous le nom de méthode avec Pénalité Interne Symétrique (SIP) [8]. Cette méth-
ode est connue pour étre stable et consistante, ce qui garantit I’ordre optimal de convergence du
schéma. Cela explique pourquoi cette méthode a été successivement utilisée pour résoudre 1’équa-
tion des ondes dans [33, 34] ou I’équation de Helmholtz [2, 9] pour ne citer qu’elles. En outre,
dans [6] on montre que cette méthode est trés prometteuse lorsqu’elle est utilisée pour la RTM,
ce qui fait partie des objectifs visés par I’équipe Magique 3D. Dans [7], les auteurs ont comparé
IPDG et SEM et ont conclu que les deux méthodes présentaient des performances similaires en
termes de précision et de cofits de calcul, ce qui nous a conduit a privilégier IPDG car nous avons la
possibilité d’utiliser des mailles triangulaires ou tétraédriques. Signalons toutefois que dans [23],
les auteurs concluent que la SEM est plus performante, mais dans le cas particulier ou IPDG est
utilisée sur des maillages carrés.

Un point commun a toutes ces méthodes est que, pour améliorer la précision de la solution
numérique, on doit considérablement réduire le pas d’espace, qui est la distance entre deux points
du maillage représentant le domaine considéré. On augmente alors significativement le nombre
d’inconnues du probleme discret. De plus, le pas de temps, dont la valeur fixe le nombre d’itéra-
tions nécessaires pour résoudre le probleéme d’évolution, est lié au pas d’espace par la condition
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CFL (Courant-Friedrichs-Lewy). Cette condition définit une borne supérieure pour le pas de temps
de telle sorte que plus le pas d’espace est petit, plus le nombre d’itérations est important. Dans le
cas 3D, le probleme peut avoir plus de dix millions d’inconnues et celles-ci doivent étre prises en
compte a chaque itération en temps. Cependant, des méthodes numériques d’ordre élevé peuvent
étre utilisées pour obtenir des solutions précises en considérant de plus grands pas d’espace et de
temps. Parmi toutes ces techniques, on peut trouver la Technique de 1I’Equation Modifiée (MET).
Elle a été introduite par Shubin et Bell [50] et par Dablain [22] pour résoudre I’équation des ondes
et utilisée ensuite par Cohen et Joly [19] dans le cas de domaines hétérogenes. Nous nous intéres-
sons tout particulierement a cette approche car elle ne nécessite de stocker la solution qu’en deux
instants et car elle a ’avantage d’étre conservative [35, 36]. Récemment, Joly et Gilbert dans [30]
et Joly et Rodriguez dans [38] ont optimisé la Technique de I’Equation Modifiée. Néanmoins, si
I’on souhaite utiliser cette méthode en considérant un ordre élevé en temps sur des cas ol I’on
doit considérer un grand nombre d’inconnues, celle-ci reste coliteuse a cause du nombre élevé de
multiplications matricielles a prendre en compte. C’est pour cela que I’on s’est demandé s’il est
possible d’optimiser cette méthode en réduisant le nombre de multiplications matricielles et en
conservant, voire en améliorant, la condition CFL.

La plupart des travaux existants [21, 3, 54] appliquent la discrétisation en espace du systeme
avant la discrétisation en temps. On se propose ici d’inverser ce processus en appliquant d’abord la
discrétisation en temps via la MET puis en procédant a la discrétisation en espace. La discrétisation
en temps fait apparaitre des opérateurs d’ordre élevé (tels que des opérateurs p-harmoniques) et
nous devons donc considérer des méthodes appropriées pour les discrétiser. Les méthodes d’élé-
ments finis ne sont pas adaptées a cette discrétisation car elles font intervenir des fonctions de
classe C° sur le domaine entier alors qu’ici nous voulons des fonctions de classe C''. Les méth-
odes de type éléments finis d’Hermite peuvent étre utilisées mais sont complexes a mettre en
oeuvre en dimension deux et trois et sont limitées aux opérateurs d’ordre quatre. Les méthodes
DG nous ont paru étre une alternative intéressante car en plus de tous les avantages précédemment
décrits elles permettent la discrétisation d’opérateurs d’ordre élevé par des fonctions discontinues
aux interfaces des différentes mailles. Dans le cas de la méthode IPDG, la régularité est alors im-
posée faiblement via des fonctions de pénalisation judicieusement choisies et faciles & mettre en
oeuvre (cf. par exemple [5, 2, 33] pour le Laplacien et [43, 51] pour I’opérateur biharmonique).
Il est particulierement intéressant de ne plus prendre en compte un grand nombre de multiplica-
tions matricielles et d’avoir recours simplement a une somme matricielle, ce qui ne représente
quasiment aucun surcolt numérique. L’'idée d’effectuer d’abord la discrétisation en temps n’est
pas nouvelle. Elle a, par exemple, déja été proposée dans [3] par Anné, Joly et Tran mais en dis-
crétisant 1’opérateur bilaplacien par différences finies. D’autres méthodes, comme par exemple
la méthode ADER (Arbitrary high order, using high order DERivatives of polynomials) [39, 52]
proposent d’effectuer la discrétisation en espace par éléments finis. Dans ce cas, les auteurs con-
sidérent une variable auxiliaire afin de ne pas avoir a considérer des opérateurs d’ordre élevé en
espace.

Lorsque nous avons voulu étudier les propriétés numériques de ce nouveau schéma, nous nous
sommes vite rendu compte qu’il faudrait préalablement procéder a I’analyse de la méthode IPDG.
Il est bien connu que cette méthode présente deux difficultés principales : le choix du coefficient
de pénalisation ainsi que son influence sur la condition CFL. En ce qui concerne le parametre
de pénalisation, plusieurs expressions sont proposées dans la littérature mais aucune analyse n’a
jusqu’a maintenant permis de déterminer le choix le plus approprié. Dans [4], Arnold propose de
le prendre inversement proportionnel a la longueur des arétes du maillage (ou des surfaces des
faces en 3D). Dans [33], les auteurs proposent plutdt d’utiliser les diametres des mailles et finale-



ment, Shahbazi propose d’utiliser le rayon du cercle inscrit (resp. de la sphere inscrite en 3D) aux
mailles (cf. [49]). La détermination du parametre de pénalisation est importante puisqu’une valeur
trop petite mene a des instabilités tandis qu’une valeur trop grande pénalise la condition CFL.
Dans [2], Ainsworth, Monk et Muniz ont conjecturé une valeur minimale du coefficient de pé-
nalisation en fonction du degré polynomial des fonctions de base pour des maillages cartésiens
2D. Ils ont prouvé leur conjecture pour des degrés polynomiaux inférieurs ou égaux a 3. Il est a
noter qu’aucun résultat n’a été proposé pour des maillages plus complexes (triangulaires par ex-
emple) et aucune étude n’a encore permis d’expliciter le lien entre le coefficient de pénalisation
et la condition CFL. Les schémas d’ordre élevé présentent les mémes difficultés et nécessitent de
plus I’analyse de parametres de pénalisation supplémentaires liés aux opérateurs d’ordre élevé.

L’ organisation de ce manuscrit de thése est comme suit. Dans le premier chapitre, nous présen-
tons une nouvelle famille de schémas d’ordre élevé en temps et en espace pour 1’équation des on-
des acoustiques. Nous présentons également une analyse de convergence (théorique et numérique)
ainsi que des résultats numériques illustrant les performances de la méthode en dimension 2 et 3
d’espace. Les résultats présentés dans ce chapitre ont fait I’objet d’une publication [1].

Dans le chapitre deux, nous prouvons analytiquement la conjecture de Ainsworth, Monk et
Muniz sur la valeur minimale du parametre de pénalisation jusqu’a des degrés polynomiaux égaux
a cinq dans le cas de maillages 1D, 2D et 3D composés respectivement de segments, carrés et de
cubes. Nous proposons également une formule analytique liant la condition CFL au coefficient de
pénalisation. En étendant notre analyse aux cas de mailles rectangulaires et parallélépipédiques,
nous avons montré que le parametre de pénalisation devait étre inversement proportionnel au rayon
des cercles inscrits des mailles.

Le but du chapitre trois est de donner une expression du parametre de pénalisation la plus
judicieuse sur des maillages plus complexes. Une étude numérique sur des maillages triangu-
laires réguliers confirme que le rayon du cercle inscrit est le plus adapté des trois choix présentés
précédemment. Nous montrons également que la prise en compte d’autres parametres géométriques
tels que les angles des triangles permet d’améliorer ce choix. Finalement, par une étude sur
des maillages triangulaires et tétraédriques quelconques nous montrons ensuite comment les dif-
férentes expressions influent sur la condition CFL.

Dans le chapitre quatre, nous étudions la stabilité du nouveau schéma avec opérateur bihar-
monique proposé au chapitre un. L’analyse est un peu moins complete car ce schéma fait inter-
venir trois parametres de pénalisation. Il n’a donc pas été possible d’exprimer la condition CFL en
fonction des trois parameétres et nous avons dii nous restreindre a des cas particuliers. Ces cas per-
mettent cependant de comparer les performances de notre méthode a celle de I’équation modifiée.

Enfin, dans le chapitre cing, nous nous intéressons a la p-adaptativité des nouveaux schémas
avec opérateurs p-harmoniques. En effet, dans de nombreux cas pratiques, il est judicieux d’utiliser
des méthodes permettant d’adapter les ordres de discrétisation en temps et en espace en divers en-
droits du domaine étudié. Cette technique a déja été appliquée avec succés pour la résolution de
I’équation des ondes [6, 39, 52] et permet de réduire sensiblement les cofits de calcul pour une
précision souhaitée. Nous avons remarqué que nos schémas se prétaient bien a la p-adaptativité
et permettent naturellement d’adapter I’ordre a la fois en espace et en temps. Nous proposons un
panel d’expériences numériques (en 1D et 2D) permettant d’analyser les propriétés d’adaptativité
en espace et en temps de ces nouveaux schémas. Nous avons également comparé nos résultats a
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ceux de la MET en s’appuyant sur le travail présenté dans [6]. Les premiers résultats que nous
avons obtenus sont prometteurs et devraient étre améliorés en utilisant également une technique
de pas de temps local.






Chapitre 1

Schémas numériques d’ordre élevé en
temps et en espace pour I’équation des
ondes

Une résolution précise de 1’équation des ondes génere des coflits de calcul importants. En ef-
fet, pour améliorer la précision de la solution numérique, on doit considérablement réduire le pas
d’espace, qui est la distance entre deux points du maillage représentant le domaine considéré. On
augmente donc significativement le nombre d’inconnues du probleme discret. De plus, le pas de
temps, dont la valeur fixe le nombre d’itérations nécessaires pour résoudre le probleme d’évolu-
tion, est lié au pas d’espace par la condition CFL (Courant-Friedrichs-Lewy). La condition CFL
définit une borne supérieure pour le pas de temps de telle sorte que plus le pas d’espace sera petit,
plus le nombre d’itérations sera important. Dans le cas 3D, il est courant que le probléme ait plus
de dix millions d’inconnues et celles-ci doivent étre prises en compte a chaque itération en temps.
Des méthodes numériques d’ordre élevé peuvent étre utilisées pour obtenir des solutions précises
en considérant de plus grands pas d’espace et de temps. Récemment, Joly et Gilbert (cf. [30])
ont optimisé la Technique de 1’Equation Modifiée (MET), qui avait été proposée par Shubin et
Bell (cf. [50]) pour résoudre 1’équation des ondes. Dans la plupart des travaux (cf. par exemple
[21, 22, 50, 3]), on discrétise le systeme en espace avant de s’intéresser a la question de sa dis-
crétisation en temps. On souhaite ici appliquer d’abord la discrétisation en temps via la MET ce
qui entraine I’apparition d’opérateurs d’ordre élevé (tels que des opérateurs p-harmoniques). Nous
devons alors considérer des méthodes appropriées pour discrétiser ces opérateurs. Une premiere
solution serait d’utiliser des méthodes d’éléments finis avec des fonctions de base suffisament
régulieres sur le domaine considéré (par exemple des fonctions de base d’Hermite pour I’ opérateur
biharmonique) mais ces méthodes ne sont pas facilement applicables en dimension élevée et ne
permettent pas d’avoir des matrices de masse facilement inversibles. Nous avons donc plut6t priv-
ilégié les méthodes de Galerkine Discontinues qui ne nécessitent pas la continuité des fonctions
de base, ni a fortiori de leurs dérivés, au travers des interfaces. Elles permettent donc 1’utilisation
des fonctions de base discontinues de Lagrange. Les continuités nécessaires a la discrétisation des
opérateurs d’ordre élevé sont alors imposées faiblement par I’intermédiaire de fonctions de pénal-
isation. Parmi toutes les méthodes DG, nous nous sommes intéressés a la méthode de Galerkine
discontinue avec Pénalité Intérieure (IPDG) (cf. par exemple [5, 2, 33] pour le Laplacien et [43]
pour I’opérateur biharmonique).

Ce chapitre est organisé de la facon suivante. Dans la section 1.1, nous décrivons la technique
classique de I’équation modifiée appliquée a 1I’équation des ondes semi-discrétisée en espace et
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nous rappelons ses propriétés. Dans la section 1.2, nous dérivons des schémas d’ordre élevé en ap-
pliquant cette technique directement a I’équation des ondes continue et nous présentons la méthode
numérique que nous avons choisie pour discrétiser les opérateurs d’ordre élevé. Nous montrons
un résultat de convergence pour la méthode que nous proposons dans la section 1.3 et enfin nous
présentons des résultats numériques illustrant les performances de la méthode en section 1.4.

1.1 La technique de ’Equation Modifiée

Dans cette section, nous présentons brievement la technique de 1’équation modifiée qui nous

permet d’obtenir une approximation d’ordre pair en temps. Nous renvoyons a [22, 50, 30] pour
plus de détails sur cette approche.
Nous considérons 1’équation des ondes acoustiques dans un milieu borné hétérogéne Q € R?, d =
1,2, 3. Par souci de simplicité, nous imposons des conditions de bord de Dirichlet homogene sur
la frontiere I' := 02 mais cette étude peut étre étendue sans difficultés majeures aux cas de
conditions de bord de Neumann. Le probleme s’écrit :

Trouver u : © x [0,7] — R tel que :
2
! (;‘))ts — ( ) =f dans Q x 10,77,
n(w) () (1.1)
u(x,0) = uo, (:c, 0) = dans €,
u=20 sur 0S.

ou u désigne le déplacement, p et p sont respectivement le module de compressibilité et 1a densité
de Q et f est le terme source suffisament régulier en temps. Nous supposons que 4 et p sont non

1 1
nuls et que — € W (Q) et — € L (Q). T représente le temps final de 1’expérience, ug et u;
i

sont les données initiales.
En considérant I’espace

Do (A,,Q) = {u € Hy(Q) : A, =div <;Vu> elL? (Q)} ,

on peut montrer, par la méthode des semi-groupes par exemple (cf. [12]), que si f € C* (]0, T], L? (Q)) ,
ug € Do (A, Q) etug € L? () alors le probleme (1.1) admet une solution unique

ue C?(10,T[,L* () nC' (J0,T[, Hj (2)) N C° (0, T[, Dy (A,,9)) . (1.2)

1.1.1 Discrétisation

Si on applique a I’équation (1.1) une discrétisation en espace classique comme, par exemple,
une méthode de type Différences Finies, Eléments Finis ou Galerkine Discontinue, on est amené
a résoudre un systéme linéaire de la forme

0*U
M—- 92 + KU =F, (1.3)
ou M est la matrice de masse, K la matrice de raideur, U le vecteur formé par les inconnues du
probleme et F' le vecteur source. Dans la suite, nous supposerons que la discrétisation en espace
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est telle que M est facilement inversible, ¢’est-a-dire que M est diagonale ou diagonale par blocs.
Cela est le cas si I’on considere une méthode par Différences Finies, une méthode par Eléments
Spectraux ou une méthode de Galerkine Discontinue.

L’équation (1.3) peut étre facilement discrétisée par un schéma d’ordre 2p en utilisant un développe-
ment de Taylor d’ordre 2p, si U est au moins de classe C>(P+1) en temps :

U(t+At) =20 (t)+U (t— A1) <~ 0%U

Af2 R AATeY
=1

(t) + O (At*) (1.4)

2At2(l 1)
(21)!

Si de plus F' est au moins de classe C2(P—1) en temps, on vérifie facilement, en utilisant (1.3), que

olc; = et At est le pas de temps.

92ty 02D oMby

g ()= BR-1) (t) — SR (t) = (M 'K)" U (t) + Fai (1)

ol Fo; est un terme source modifié tel que :
Fo(t)y= M7'F(t)

02D E O e
Fo(t)= M lw(t)—M 1K%(t)7

On peut ainsi obtenir un schéma de type Equation Modifiée d’ordre arbitraire 2p (MES-2p),

1> 2.

Untl _opmn + -1 i

7 M'K)' U”—&—ZCZFQZ ") (1.5)

=1

Par la suite, par souci de simplicité, nous ne considererons que les cas ou 1 < p < 3, c’est-a-dire
le schéma dit saute-moutons (p = 1) et les schémas MES-4 et MES-6 mais on peut étendre ce
travail a des schémas d’ordre plus élevés sans aucune difficulté.

Remarque 1.1.1. Le schéma MES-4 nécessite deux multiplications matricielles par MK et
trois multiplications matricielles par M~'K pour le schéma MES-6, ce qui implique que les
coiits de calculs pour une itération sont respectivement multipliés par deux et trois par rapport au
schéma saute-moutons.

1.1.2  Stabilité

Le théoréme suivant ainsi que son corollaire garantissent la stabilité du schéma saute-moutons
sous une certaine condition CFL.

L . . . 2
Théoreme 1.1.2. Le schéma saute-moutons est stable si les matrices M — At 2= K et K sont des
matrices positives.

La démonstration de ce théoréme est bien connue mais nous la rappelons ici car nous I’ utilis-
erons fréquemment dans la suite de cette these.

Démonstration. Pour simplifier la présentation de la preuve, nous considererons la formulation
(1.3) sans terme source, ¢’est-a-dire
Un+1 —2U™ + Un—l

M KU™ = 0. 1.6
AL + (1.6)




Pour prouver ce résultat, nous allons utiliser une technique d’énergie. Pour cela, on multiplie le

n+1l _ Un—l ou
schéma (1.6) par SAL qui correspond a I’approximation centrée du terme % a 'instant
t"™. Ainsi, on obtient
n+1 _ n n—1 n+1 _ ymn—1 n+1 _ 7mn n+l _ yrn
MU 20"+ U —|—KU“,U U _ 1 MU U ’U U
At? 2At 2At At At
n _ rn—1 n _ yrn—1
_ MU U ’ U U
At At
1
— ((Ku™,u™t) — (KUt um)).
toxs (KU 0 — (kU™ 07)
1.7
On définit alors la quantité
Un+1 —_yn UnJrl —_yn
E"te = (M KU™ Ut
(g ) ey

. 1 .
On peut constater que la quantité E™ "2 est conservée puisque

En+% o Enfé
e R |
2At
Ut-u° yl-yo
Ainsi E"+2 = E3 ou B2 = <M =R ) + (KU, UY).

S s N L a1 £ . . 1
On cherche 2 présent 2 montrer que £ "2 définit bien une énergie. Pour cela, on écrit E™ "2 sous
la forme d’une somme de formes positives.
Si A est une matrice symétrique, on a I’égalité algebrique

1 1
Z(A(ujtv),u—i—v) - Z(A(u—v),u—v) = (Au,v).
Donc en utilisant cette égalité il vient que

At2 Un+1 —_yn Un+1 —_yn Un+1 + U Un+1 +un
Ete=((M-=2K K
<< 4 ) At At ) * < 2 ’ 2 )

M 2z . 2z . M N . 2 . .o, . . .o .
qui définit une énergie discrete si M — ATtK et K sont deux matrices positives. Si ces conditions
sont satisfaites, la stabilité du schéma sera garantie.

O

Corollaire 1.1.3. Le schéma saute-moutons est stable sous une condition CFL (Courant-Friedrichs-
Lewy),
At < Atpp := ah,

o h est le pas d’espace du maillage et « est une constante dépendant uniquement de la méthode
de discrétisation choisie ainsi que des parametres physiques.

2
Démonstration. Puisque M et K sont des matrices positives, la positivité de M — TK est

2
équivalente 3 At < ———— ol A\yay désigne la plus grande valeur propre de la matrice M K.

Il est connu que dans les méthodes de différences finies ou d’éléments finis, la plus grande valeur
propre se comporte comme C' h~2 (cf. [30]) d’on le résultat. O
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Corollaire 1.1.4. Le schéma MES-4 est stable sous la condition CFL
At < Atarps—s = V3ah = V3AtLp.

Démonstration. Ce résultat a été montré dans [30]. En appliquant un raisonnement similaire a

celui fait pour la preuve du théoreme 1.1.2, il est clair que le schéma MES-4 est stable si les
At? At?
matrices M — TK* et K* sont positives avec K* = K + HKMAK.
At?
— La positivité de M — TK * est toujours vérifiée. En effet, cela est équivalent a vérifier
At? Att . o
que 1 — T/\ + 4—8)\ > 0 pour toute valeur propre A de la matrice M~ K. Or on peut
réécrire, de maniere équivalente, I’inégalité précédente sous la forme (AtQ)\ - 6) “112 >0
ce qui est toujours vrai.

N

— Intéressons nous 2 présent a la positivité de K*. Cela revient a vérifier que M 'K —

At?
(MK )2 > 0 puisque M ! est définie positive. En se ramenant au probléme aux

12
. s e 2
valeurs propres, pour tout \, valeur propre de M~ K, on doit vérifier que ()\ — %)ﬁ) >0
ce qui revient a ( — %A) > 0. En effet, comme on sait que A > 0, la condition est triv-

ialement vérifiée si A est nul, sinon on aboutit a (1 — %)\max> > 0 ol A\pax est la plus

2V/3

)\rnax

grande valeur propre de M 'K ce qui se reformule par At <

On en déduit donc le résultat.
O

On peut également citer le résultat issu de [30] concernant le schéma MES-6 qui se démontre
de la méme maniere que le corollaire précédent.

Corollaire 1.1.5. Le schéma MES-6 est stable sous la condition CFL
At < Atyps—e := 1.38ah = 1.38At .

Puisque les schémas MES-4 et MES-6 requierent respectivement deux et trois multiplications
matricielles par M~ K a chaque itération, les coiits de calcul s’élévent respectivement aux cofits
du schéma saute-moutons multipliés par 2/v/3 = 1.15 et 3/1.38 = 2.17. Le surcoit de calcul
pour le schéma MES-4 est donc relativement faible tandis que celui du schéma MES-6 peut étre
prohibitif. Récemment, Gilbert et Joly dans [30] et Joly et Rodriguez dans [38] ont prouvé qu’il
était possible d’améliorer la condition CFL de ces schémas, mais cette technique nécessite la prise
en compte de multiplications supplémentaires par M/ ~! K i chaque pas de temps ce qui représente
au final un gain limité.

L’objet de ce chapitre est de proposer une technique permettant de diminuer le nombre de mul-
tiplications matricielles a prendre en compte. Pour cela, on propose d’adapter la technique de
I’équation modifiée d’une maniére originale, ce qui fera I’objet de la prochaine section.

1.2 Les AP-schémas

Dans cette section, nous allons détailler la construction d’un nouveau schéma d’ordre quatre
et nous présenterons brievement celle d’un schéma d’ordre six. Néanmoins, il est a noter qu’une
technique similaire pourra €tre utilisée pour obtenir des schémas d’ordres pairs plus élevés.
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1.2.1 Le A%-schéma

L’idée sur laquelle repose cette nouvelle méthode est d’inverser le processus classique de dis-
crétisation en appliquant dans un premier temps la discrétisation en temps, via une technique de
type équation modifiée, puis la discrétisation en espace. Au § 1.2.1.1, nous montrons que la dis-
crétisation en temps d’ordre élevé provoque 1’apparition d’un opérateur biharmonique qui peut
étre discrétisé par une méthode de Galerkine Discontinue présentée au § 1.2.1.2. La stabilité de ce
nouveau schéma est discutée au § 1.2.1.3 et son coiit est étudié au § 1.2.1.4.

1.2.1.1 La discrétisation en temps

Pour effectuer la discrétisation en temps de (1.1), nous considérons un développement de
Taylor d’ordre quatre de la variation en temps du champ d’ondes

w(t+ At) —2u(t) +u(t—At)  u(t)  At?0*u(t)
At? o ot2 12 ot
Comme u est solution de I’équation des ondes (1.1), nous avons

0*u (1 ! 0% f !
Fri pdiv (pV [,udlv <qu>]> + Koz + pdiv (pV (uf)) )

Finalement, nous obtenons le schéma semi-discrétisé

+0 (Ath).

1 n+1 _ I n—1 1 At2 1 1
- U div(Aver ) 4 Sl div (= [udiv (v )| ) 4 A (18)
I At? p 12 P p
At? (62 1
avec fy = f + Tz ((’%f + div <pV(uf)>> .
Remarque 1.2.1. Dans le cas particulier oil le domaine est homogéne (> = 1/p), le schéma
devient :

ut — 2" oyt At? At? (9% f
= PAU" + — A% — (=L +2A . 1.
A c u+12c u+,u<f+ 15 <8t2+c f (1.9)

Ce schéma sera appelé A%-schéma et dans le cas d’un schéma d’ordre 2p, ce dernier sera nommé
AP-schéma.

Remarque 1.2.2. Les systemes (1.8) et (1.9) sont en fait mal posés. En effet, pour tout At, il
est possible de trouver une condition initiale telle que |u™| > Ce“™™, o C' est une constante
strictement positive et o > 0. Cependant, une discrétisation en espace appropriée conduira a un
schéma stable sous une certaine condition CFL (cf. [30]).

L’idée d’effectuer d’abord la discrétisation en temps n’est pas nouvelle. Elle a, par exemple,
déja été proposée dans [3] par Anné, Joly et Tran. Cependant, les auteurs proposaient de discrétiser
I’opérateur bilaplacien par différences finies. Le schéma obtenu est alors équivalent a celui qu’on
obtient en effectuant d’abord la discrétisation en espace puis en utilisant I’équation modifiée en
temps. D’autres méthodes, comme par exemple la méthode ADER (Arbitrary high order, using
high order DERivatives of polynomials) [39, 52] proposent de discrétiser (1.9) par éléments finis
en considérant une variable auxiliaire, afin de ne pas avoir a considérer des opérateurs d’ordre
élevé,

wt Tl — oy ! 2 Ay AAL?
INZ T
Ot = AU

Ay,
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Nous ignorons ici le terme source pour simplifier la présentation. Quelque soit la méthode d’élé-
ments finis utilisée, on obtient alors un schéma totalement discrétisé de la forme

Un+1 o 2Un + Un—l

2
w2 kg AR K
Myp" = KU"
qui peut se réécrire
Un+1 — U™ + Unfl At?
M =KU"+——KM 'KU"
At? vt 12 v

Le schéma ADER est donc équivalent a celui obtenu en effectuant le schéma MET classique.

L originalité de notre approche consiste a discrétiser 1I’opérateur bilaplacien directement par des
méthodes d’éléments finis adaptées aux opérateurs d’ordre élevé. C’est I’objet de la prochaine
section.

1.2.1.2 La Discrétisation en Espace

Nous devons maintenant choisir une méthode d’éléments finis appropriée pour discrétiser
I’opérateur d’ordre quatre. Si p et u (ainsi que le terme source et les conditions initiales) sont
assez réguliers, il est suffisant de considérer des discrétisations qui peuvent prendre en compte
des quantités H?, comme par exemple la méthode des Eléments Finis d’Hermite (HFEM). Si p
et 4 sont discontinus, alors la solution de 1’équation des ondes n’est plus H? et cette méthode
n’est donc pas appropriée. De plus, la HFEM n’est pas adaptée a la technique de condensation
de masse et est relativement difficile a utiliser numériquement en dimension deux ou trois. C’est
pourquoi nous proposons d’utiliser une méthode de Galerkine Discontinue avec Pénalité Intérieure
(IPDG) [5, 2, 33] qui est adéquate pour considérer des milieux fortement hétérogenes grace aux
discontinuités des fonctions de base. De plus, contrairement a la HFEM, la méthode IPDG peut
étre facilement étendue pour discrétiser des opérateurs d’ordre plus élevé. Bien entendu, I’utili-
sation de cette méthode nécessite un choix judicieux des conditions de transmission entre chaque
élément pour assurer la consistance de la discrétisation. Nous détaillerons ces conditions de trans-
mission plus tard dans cette section.

Tout d’abord, introduisons une triangulation 7, de ) par segments (en 1D), par triangles ou quadri-
lateres (en 2D) ou par tétracdres ou hexaedres (en 3D). L’ensemble des faces du maillage est noté
Fp, et est divisé en deux sous-espaces }l et g, correspondant respectivement aux faces internes
et a celles situées sur la frontiere du domaine. Pour F' € F}, nous noterons arbitrairement par K+
et K~ les deux éléments partageant F' et v la normale unitaire extérieure pointant de KT vers
K.

De plus, en notant v (resp. v ™) la restriction d’une fonction v a I’élément K (resp. K ), nous
définissons le saut et la moyenne de v sur une face F' € ]-'}; par

vt + o~

[v] = vt —v™, {vl} = — (1.10)

Pour une face extérieure F' € F7, nous définissons [v] = v et {{v}} = v et v désigne le vecteur
normal extérieur unitaire a la maille K contenant F'.
Introduisons a présent 1’espace d’approximation composé de fonctions polynomiales discontinues
par morceaux

Vii={veL*(Q) : vg € P’ (K),YK €Ty, p>3}.
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Remarque 1.2.3. Remarquons que, contrairement a une méthode d’éléments finis classique, [’es-
pace d’approximation Vi, est un sous-espace de L* (Q) et non de H' ()). Notons cependant que
les fonction-test sont tres régulieres (polynomiales de degré p) par élément, nous effectuerons donc
les intégrations sur chaque élément et non sur l’espace tout entier.

Pour simplifier la présentation, on omettra I’é1ément de mesure dans les intégrales.
Par souci de simplicité, nous supposerons dans la suite que p et x sont constants par éléments et
nous écrivons le probléme variationnel considéré de la maniere suivante

Trouver thr € Vj tel que, Yov € Vy,

n+1 — "+ w1t A2
h
Z / At2 . U= —aip (UZ’U) + 12 A~ Aa2p Uha Z / f4 nAt

KeTy, KeTy,

ol ayy et agy, représentent respectivement les formes bilinéaires associées aux opérateurs d’ordre
deux et quatre. La forme ay; est définie par

Qa1h (UZ’U) = BThl (uzvv) -1 (uzvv) -1 (U7UZ) + Bs1 (u27v) )

avec

B, (uf0) = T/ iy v, Tpe)= Y / [ {{;Vv-u}},

FeF}

et

Bsy (o) = 3 [ nlul [l

FeF}

La fonction de pénalisation ~; est introduite pour assurer la stabilité de la forme bilinéaire ayp,.
Rappelons qu’une forme bilinéaire est stable si elle satisfait la condition de stabilité (cf. [S])
aip, (v,v) > C||v||%, Vv € V}, avec C > 0. ; est définie sur chaque face intérieure F par

o1
min(¢p+, {p-) min(pg+, pr-)’

7=

ol v est un parametre positif dépendant uniquement du choix des fonctions de base de V. On
peut trouver plusieurs expressions de la fonction £r dans la littérature. Les plus fréquemment
utilisées sont :

— & = h(F) ou h(F) représente le rayon de F'. Voir, par exemple, [5, 2, 34, 28]. 1l est

important de noter que ce choix n’a pas de sens en 1D.

— & =min(h (K1), h (K7)) ot h (K%) est le rayon de K*. Cf. par exemple [33].

— &p = min(pg+, pr—) Ol pi+ est le rayon du cercle (ou de la sphére) inscrite dans K.

Voir, par exemple, [49].

Quel que soit le choix de £f, la coercivité de a;, est assurée pour oy > . Bien entendu,
le parametre optimal oy dépend du choix des fonctions de base de V},, mais aussi de . 11 a été
montré par Shabazi dans [49] que le troisieme choix est le plus approprié pour des maillages tri-
angulaires.

Remarque 1.2.4. Nous discuterons plus loin dans le manuscrit (cf. chapitre 2 et 3) du choix de
cette fonction de pénalisation ainsi que du choix le plus approprié de E.
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En ce qui concerne la forme bilinéaire asy,, elle est définie par

asp (u,v) = By, (u,v) + Iz (u,v) + Iz (v,u) + Bs 2,1 (u,v) + Bs22 (u,0), (1.11)
avec
1 1
By, (wv)= Y / pdiv (W) div (Vv) ,
KeT;, VK P P
Iy (u,v) = —TI1 (u,v) +Zoo (u,v),

w5 [ (o) o]
- % [ () P

FeF}

= 3 o] o]
B2 (up,v) = Z_/Fw,z [un] [v] -
FeF}

Les fonctions de pénalisation s 1 et 2 2 sont définies sur chaque face interne F' par

_ max (g, b -) - 022 W+ ME—
’72,1 - 012,1 . et 72,2 = T3 &3 N max -5 95 |-
mln(£F+7£F_) mln(§F+;£F7) pK+ pK,
et y2,1 est définie sur chaque face externe I par y2 1 = ”g%, ou K est I’élément contenant F'.

On n’a pas besoin de définir 9 1 sur le bord car nous considérons le cas de conditions de bord de
Dirichlet homogenes. Les parametres a1 et g 2 sont positifs et dépendent uniquement du choix
des fonctions de base de V},. Dans le cas d’un milieu homogene, on peut prouver (cf. [43]), en
utilisant les inégalités de traces (1.31), que a1 > ozg’l ~ c1p? et agg > a%g ~ cop%, ol p
désigne le degré des fonctions de base.

Intéressons nous a présent a la facon dont nous avons obtenu les formes ay; et ag. La premiere
étape consiste a multiplier (1.8) par une fonction-test v et a intégrer le résultat sur un élément K
puis a sommer sur tous les éléments pour obtenir

1u2+1—2u2+u2_1 (1,
Z/KM A2 v o= Z/Kdlv ;Vuh v+ Z/I(f4(-,nAt)v

KeTn KeT, KeTh

T 2 fae (5 o (G ) ])
+— div | =V |udiv | —=Vu? v
2 P VA VA

KeTh
(1.12)
Nous présentons tout d’abord I'utilisation de la méthode IPDG pour obtenir la forme bilinéaire
correspondant a I’opérateur d’ordre deux. Cette méthode est présentée dans [5, 2, 33] et on renvoie
a ces reférences pour plus de détails quant aux propriétés de cette forme bilinéaire.
En appliquant une formule de Green par élément sur 1’opérateur d’ordre deux, nous obtenons la
forme bilinéaire

arp (u,v) = Z/K;vu-vv Z/BK<[1)VU-I/>’U.

KeTy KeTy,
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On note @) le terme surfacique de ay;. En sommant chaque intégrale par face, et non plus par
élément, et en considérant les notations (1.10), on obtient

a5 [[Go) )

FeFy,

En utilisant I’égalité [uv] = {ul} [v] + {v}} [u] sur les faces intérieures et le fait que [u] =
{u}} = u surles face externes, on a Vv € V},

e [ o [ioes]) £ [ e

Fer;, FeF}
Nous devons prendre en compte les conditions de transmission suivantes

[u] =0 surkF,

VF € Fi, (1.13)

H%VU-V“ —0 surF,

qui sont faiblement satisfaites si u € H} () et div (%Vu) € L%(Q) (cf. résultat (1.2)).
D’apres ces conditions de transmission, il s’ensuit que

YA

FeF,
Ainsi,
aip (u,v) = By, (u,v) — Ty (u,v).

La forme bilinéaire ayy, : (u,v) € V2 — Br,, (u,v) — T4 (u,v) n’est clairement pas symétrique.
Nous ajoutons donc le terme Z; (v, u) qui ne nuit pas a la consistance de 1’approximation car
7 (v,u) = 0 d’apres la seconde condition de transmission de (1.13). Cependant, quand u n’est
pas continue ce qui est le cas pour 1’approximation de u par des fonctions discontinues, Z; (v, u)
ne s’annule plus et la coercivité de la forme n’est plus assurée. Nous ajoutons donc le terme

Bgs, (u,v) pour assurer la stabilité de ay,.
Finalement, pour I’opérateur d’ordre deux, on obtient la forme bilinéaire

aip (u,v) = By, (u,v) — Iy (u,v) — Iy (v, u) + B, (u,v).

Maintenant, considérant 1’opérateur d’ordre quatre, nous appliquons une formule de Green deux
fois sur chaque élément de I’équation (1.12) et nous obtenons la forme bilinéaire as;, pour tout
veVy:

asp, (u,v) = Z / pdiv <1Vu> div <1Vv> = / pdiv <1Vu> (1Vv : 1/)
K P P KeT, /0K P P

KeTy

+ > /BK; <v </Ldiv (;vu» .y> v

KeTy

Nous notons ()2 le deuxiéme terme de cette expression et ()3 le troisieme. ()2 se reformule, de la
méme facon que pour ()1, en

e [ 25 )
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Utilisant a nouveau 1’égalité [uv] = {ul} [v] + {v}} [u] sur les faces intérieures et le fait que
[u] = {u}} = wu sur les face externes, on obtient, Vv € V},

o2 (fom () - oGl

[l (o) [ove]

Pour réécrire cette expression, nous devons considérer des conditions de transmission supplémen-
taires sur u. Remarquons que, si u est assez réguliere en temps, les conditions de transmission

(1.13) impliquent
9%u
| [[3752“ =0 surk|
VF € Fj, (1.14)
2
Hlva 4 VH =0 surf.

) or
En utilisant I’équation des ondes (1.1), nous obtenons alors

Hudiv (%w)ﬂ —0 surF,
H%V (,udiv (%Vu)) : I/:|i| =0 surF.

Remarquons a présent que si nous dérivons la condition de bord de Dirichlet deux fois par rap-
port au temps et que nous utilisons I’équation des ondes (1.1), on obtient une condition de bord
supplémentaire

VF € F}, (1.15)

1
pdiv <qu> =0sur F e .7-"2. (1.16)
Ainsi, grice a la premiere condition de (1.15), ()2 s’écrit
1 1
o= % o Go ) [l
JF P P
FeF}

De la méme maniere, avec la seconde condition de (1.15), nous avons :

e 5 L b Con) e

Finalement, nous obtenons
azn (u,v) = By, (u,v) +To (u, ).

Ici aussi, la forme bilinéaire asy, : (up,v) € V2 Br,, (up,v) + Zo (up,v) n’est clairement pas
symétrique. Nous ajoutons donc le terme Z5 (v, uy) qui ne nuit pas a la consistance de 1’approx-
imation puisque les conditions de transmission (1.13) entrainent que Zs (v,u) = 0. Cependant,
quand u n’est pas continu, la forme as;, n’est pas coercive. Ainsi pour assurer la stabilité de la
forme, nous proposons d’ajouter les deux formes Bg o 1 (un, v) et Bg22 (up, v).

Finalement, agj, est définie comme une forme symétrique et stable définie par

asp (u,v) = BTh2 (u,v) + Io (u,v) + Is (v,u) + Bg 21 (u,v) + Bg 2.2 (u,v). (1.17)

Dans un domaine homogene (i.e. p et p constants), agy, est similaire a la forme proposée par [43]
pour la résolution du probléme biharmonique.
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Remarque 1.2.5. Lors de toutes les expériences numériques que nous avons effectuées, nous
avons choisi ag o = 0 et nous n’avons observé aucune instabilité. Cela est dit au fait que la forme
Bg oo est similaire a Bg 1, i.e. que le terme Bg 1 est suffisant pour assurer la stabilité des deux
formes ayp, et asp. En effet, si nous supposons que az o = 0, a1 > a%yl ef o > 04(1)71 alors,
Voo > agg

2 2a
atn (1, 0) — S g (w,0) = ann (u0) + S0 & LMM

12 12 h3
FeF,
At? «
Tl CAUORS- DI RUI
FeF,
~ At?
= aip (Ua U) - ﬁa% (U;’U)

ou a1 n (resp. agh ) est une forme blllneazre dont le(s) coeﬁiczent( s) de pénalisation est (resp. sont)
2
a1 1=a11 + 1A2h204 > 0411 (resp. a21 = a1 > a21 etagg =a > a22) Par conséquent, la

stabilité de alh et agh est assurée méme si o9 = 0.
Intéressons-nous, a présent, a la consistance de la méthode. Tout d’abord, rappelons la défini-
tion suivante

Définition 1.2.6. La méthode est consistante si les flux sont consistants. On dira que aqy, (resp.

asyp,) est consistante avec 1'opérateur A (resp. A2) si ayp, (u,vy,) = / Auwvy, Yo, € Vy, (resp.
Q

asp, (u,vp) = / A%y v, Yup, € Vy) et pour toute fonction u de Vy, vérifiant les conditions de
Dirichlet et de transmission.
Il s’en suit que, les formes aqy, et aop, étant respectivement consistantes avec les opérateurs A
2
et A?, il est clair que a5, — A 5@z, est consistante avec A + 1t A2

A présent, nous con51derons {@i};—1 - les fonctions de base de Lagrange discontinues de
degré p de V},, ou m désigne le nombre de degrés de liberté du probleme. Nous obtenons le systeme

linéaire
untlt —oun 4yt At?
i + Mt <K1 — 12K2> Ut =M-1Fm, (1.18)

At?

)ij = Z / pivj, (K1), ;= ain (@i, ¢5), (K2); ; = aon (0i ;) »
KeTy

Z/f4 ,nAt) @

KeTy
La matrice de masse M est diagonale par blocs par construction et par conséquent, facilement
inversible.
Les conditions initiales UY, U! € V}, sont données par
U% = Py, (ug), V° = Py (vo),
2 3.7 4=
Ul =U"+ AtVy + 85U+ 85 Vo + 55U
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~ ~ - d2
ot Py, (u) est la projection L? de u sur Vj,. Ug, Vg, Uy € V}, sont les projections L? de au (+,0),

dt?
d3u d*u

e (-,0) et I (+,0) sur V}. Elles sont donc telles que Vv € V},

) ~(0)
(Vo,v> = (df’ (-,0) ,U) , (1.19)
(ﬁo,v) - <‘;tff (-,0),1}) .

Comme nous ne connaissons pas ces dérivées a I’intant ¢ = 0, nous utilisons 1’équation (1.1) pour
les calculer :

(fg (-,0) ,v> = (udiv;Vu(~,o) w) +(f%0) = (diV;Vu(-,O) ,uv> +(f%0).

Comme aqy, est consistante avec u — div%Vu, ona
d?u
(dtz ('7 0) 7U> = Q1p (UOMU’/U) + (foav)

et 5 o esttel que Vv € Vj,
(UO,U) = a1p (UOHU’U) + (foav) .

On montre de méme que, Vv € Vj,

(‘70,@) = ayp, (vo,v) + (8tf0,v) ,

~ (1.20)
(Uo, U) = asp (ug,v) + (athO, U) + (Afo, ’U) .

Remarque 1.2.7. Par souci de simplicité, nous noterons 0fu (-, t") par Ofu™

1.2.1.3 Stabilité

Le théoréme suivant ainsi que son corollaire garantissent la stabilité du schéma que nous pro-
posons sous une certaine condition CFL.

2 N L . . 2 2
Théoréme 1.2.8. Le A2-schéma est stable si les matrices M — ATtK 1 et K1 — %Kg sont des
matrices positives.

Démonstration. Comme dans la preuve du théoréme 1.1.2, on a conservation de 1’énergie discrete
suivante

2 n+1 _ 71mn n+l _ yrn n+1 n n+1 n
il M_At K U U’U U n K*U —l—U’U +U
4 At At 2 2

. 2 . > . 2 N
si M — ATtK * et K* sont deux matrices positives. Puisque K* = K; — %Kg, nous avons a
s . 2 4 .
assurer la positivité des matrices M — ATtK 1+ %Kg et K*. De plus, comme K> est positive,
g 2. e 2
la positivité de M — ATtK 1 implique la positivité de M — ATtK *. O
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Corollaire 1.2.9. Le A2-schéma est stable sous une condition CFL.

Démonstration. Puisque M, K et K5 sont des matrices positives, il est clair qu’il existe (C1, Cq) €
RT xR™ tel que M — ATRK 1 est positive VAt < C et K* est positive VAt < Csy. Par conséquent,
le A%-schéma est stable pour tout At < min (Cy, Cy). O

Remarque 1.2.10. Le parametre C est aussi la condition CFL du schéma saute-moutons. Il est
bien connu que C est une fonction décroissante de o (cf. par exemple [34]). Cependant, il n’y
a pas d’expression analytique de ce parametre et nous devons [’évaluer numériquement. Nous
avons observé que le parametre Co est une fonction décroissante de a1 et v 2. Dans toutes les
expériences numériques que nous avons effectuées, Cy était plus grand que C c’est-a-dire que la
stabilité du schéma saute-moutons semble étre une condition suffisante pour assurer la stabilité
du A?-schéma.

Nous proposons une étude plus approfondie de ce point dans le chapitre 2 ot nous explicitons la
dépendance de C par rapport a « dans des configurations simples, et dans le chapitre 3 ot nous
étudions le comportement de C'.

1.2.1.4 Coiits Numériques du schéma

A présent, comparons le colit de ce schéma au cofit des schémas saute-moutons et MES-4.

Nous supposons ici que la matrice K dans (1.3) a été obtenue en utilisant une méthode IPDG
d’ordre p de telle sorte que (K);; = a1 (i, vj) = (K1)s;. En pratique, nous calculons K* :=
K- Al—f;K o de telle sorte que nous n’avons a effectuer qu’une seule multiplication matricielle par
M~'K* a chaque itération. De plus, il est clair que a1, (¢i, ¢;) = agn (¢i, @) = 0 deés que les
degrés de liberté ¢ et j sont associés a deux éléments qui ne partagent pas une méme aréte. Cela
signifie que M ~'K; et M 'K, ont le méme nombre d’éléments non-nuls et que le cofit d’une
multiplication par M ~'K* est le méme que le cofit d’'une multiplication par M 'K = M1 K;.
Par conséquent, le coiit d’une itération du A2-schéma est le méme que le coiit d’une itération du
schéma saute-moutons et la moitié du colit d’une itération du schéma MES-4.
Le cofit global de ces schémas est le colit d’une itération multiplié par le nombre d’itérations
qui est imposé par la condition CFL. Les simulations numériques que nous avons effectuées (cf.
section 1.4) montrent que cette condition est un peu plus large que la condition CFL du schéma
saute-moutons, ce qui implique que le cofit global du A%-schéma est équivalent i celui du schéma
saute-moutons. De plus, puisque le colit du schéma MES-4 est 1.15 fois plus élevé que le colit du
schéma saute-moutons, nous pouvons en déduire que le cotit global du A?-schéma est inférieur 2
celui du schéma MES-4.

1.2.2 Le A®-schéma

Pour obtenir des schémas d’ordre six en temps, on est amené a considérer le A3-schéma.
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1.2.2.1 Expression du schéma

Nous ne détaillerons pas ici la construction du A3-schéma qui est trés similaire 2 celle du
AZ-schéma, nous donnerons seulement son expression. Le probléme a résoudre est le suivant :

Trouver u"Jrl € Vj, tel que, Yo € Vp
n+1 2
—2up + up At n
Z/ Atg a v=—a (up,v )"’ith(u}wv)
KeTy, KM A
At
_360a3h uh, Z / f6 nAt
\ KeTy
ol
fom ot 20 (Y9 (W2 4o (A9 (i (29 (up)
6= 147 360 \ o o P o \HEV VW
et

ash (uh’ Uh) = B7'h3 (uh7 Uh)+I3 (uhv Uh)+I3 (Uhv uh)+353,1 (uha Uh)+BS3,2 (uha Uh)+BS3,3 (uh> Uh) )

avec

Ig (u, U) = 1-3 1

Ty (u,0) = {{;v (u Ly <udiv (;w)»)}} [o].,
e 3 o (5 on oD -]
Tys (uy0) = {{ v (s (L)

Bsy, (o) = > / 731[[udw< w)ﬂ [udiv (;VU)H.

FeF}
Bs, , (u,v) = FGZ; /732 H Vu - V:|:| H;Vv-uﬂ ,
Bg, 4 (u,v) = Z/vggﬂu]]ﬂv]]

FeF;

\

Les fonctions de pénalisation 73 1, 73,2 et 3.3 sont définies sur chaque face interne I’ par

V31 = ol V3,2 = — 932 max (L@H M%)
T min(pges, pr- ) min(Epr, Ep-)” T min(€R,,E5) pr+ Pr-)

2 2
3.3 K+ Mr—
and y33 = —; E max( K , K ,

min(&5.,,€5.) pis Pl
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et y3,2 est respectivement définie sur une face extérieure I’ par

2

_ 032 Mg
V3,2 = 3
£F PK

ou K est I’élément contenant F'. On n’a pas besoin de définir 3 1 et 3 3 sur les faces extérieures
car on considere le cas de conditions de bord de Dirichlet homogenes. Les parametres a3 1, a3 2
et ag 3 sont positifs et dépendent uniquement du choix des fonctions de base de V},. Il peut étre
prouvé, de la méme maniére que dans le cas du A?-schéma en utilisant les inégalités de trace 1.31,
que g1 > a%l ~ c1p2, a3 > a%z =~ c2p6 etagz > a%3 =~ C3p10, ou p représente le degré des
fonctions de base. En pratique, comme pour le A?-schéma, les paramétres a3 2 et a3 3 peuvent
étre €gaux a zéro. Effectivement, les formes Bg 3 3 et Bg 32 sont respectivement similaires a Bg 1
et Bgo 2. Bg1 et Bg o sont donc suffisantes pour assurer la stabilité de ayy,, agyp, et asp,.

Comme dans le cas du A%-schéma, nous considérons {¢i}iy . les fonctions de base de La-
grange discontinues de degré p de V},, ou m désigne le nombre de degrés de liberté du probleme,
et nous obtenons le systeme linéaire

N Ki——Ky+—Kjs =M 'F", (1.21)

Un+1 — U™ + Un—l N Mfl At2 At4 -
12 360

avec

(K3)s; = asn (i, 05), (F™); = 3 /K fi (At .

KeTh

Les matrices K et K9 sont identiques aux matrices introduites a la section 1.2.1.2 dédiées au
AZ2-schéma. En utilisant les mémes arguments que pour le A2-schéma, on peut montrer que le cofit
d’une itération du A3-schéma est le méme que celui du schéma saute-moutons et est trois fois plus
petit que celui du schéma MES-6. Les expériences numériques que nous avons effectuées montrent
que la condition CFL du A3-schéma est 1égérement supérieure i celle du schéma saute-moutons.
Par conséquent, le colit global des deux schémas sont équivalents. De la méme maniere, on peut
dire que le cotit global du A3-schéma est beaucoup plus faible que celui du schéma MES-6.

1.2.2.2  Stabilité

Nous avons un résultat analogue au théoréme de stabilité 1.2.8 pour le cas triharmonique.

At? At?
Théoréeme 1.2.11. Le A3-schéma est stable si les matrices M — TK 1, K1 — HKQ et Ko —
2
BT sont positives.

Démonstration. De la méme maniere que dans la preuve du théoreme 1.2.8, on a conservation
d’une énergie discrete

E,H_l _ <<M B At2K*> yrtl _pn pntl _ Un> N <K* yrntl L yn yntl 4 Un>

4 At At 2 ’ 2
At? At
si M — ATtQK* et K* sont deux matrices positives avec K* = K; — 1—2K2 + %Kg. Une
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condition suffisante de stabilité est donc

At?

M — TKl est positive,
At? .

K — EKQ est positive, (1.22)
At?

Ky — —— K3 estpositive.

| 2T g s p
2
En effet, comme K3 est une matrice positive, alors la positivité de K; — —2K2 implique la

positivité de K* ce qui justifie la troisieme condition dans (1.22). De plus, une condition suffisante
pour la positivité de M — AL f* = M AL fy A8 (K 2~ %Kg,) est évidemment M — 22

2 ..
et Ko — %Kg positives.
O

Corollaire 1.2.12. Le A3-schéma est stable sous une condition CFL.

Démonstration. De la méme maniére que pour le A?-schéma, étant donné que M, K1, Ko et K3
sont des matrices positives, il existe (C7, Co, C3) € (R+)3 tel que M — ATﬂKl (resp. K1 — %ZKQ
et Ko — %K 3) soit positive YAt < C (resp. Cy et C3). Par conséquent, le A3-schéma est stable
pour tout At < min (C1, Cs, C3). O]

Remarque 1.2.13. Ici aussi le parameétre Aty est la condition CFL du schéma saute-moutons et il
semblerait numériquement que la stabilité du schéma saute-moutons soit une condition suffisante
pour assurer la stabilité du A3-schéma.

1.3 Un résultat de convergence pour le A?-schéma

Dans cette partie, nous proposons une preuve de la convergence de la solution du systeme
totalement discrétisé vers la solution continue a I’instant t”. On trouve dans la littérature beaucoup
de travaux sur des estimations d’erreur a priori et a posteriori pour les méthodes de Galerkine
Discontinues (cf. par exemple [45, 4] pour les problemes elliptiques et [29, 31] pour le probléme
biharmonique) mais seul le travail de Grote et al. dans [34] traite du cas de 1’approximation du
second ordre en temps pour I’équation des ondes. Nous nous inspirons ici de ce travail pour étudier
la convergence du A2-schéma. Nous supposons que p and p sont constants pour simplifier la
démonstration et pour fixer les idées nous nous restreignons aux cas de conditions de bord de
Dirichlet homogenes.

Théoreme 1.3.1. Soit u la solution de I’équation des ondes (1.1) satisfaisant les hypothéses de
régularité suivantes

ue C?(JH (), dJueC (L), duell(J;L7(Q) (1.23)

avec J =10,T]. Soit (U")g:0 la solution discreéte définie par (1.18)-(1.19)-(1.20). Si At satisfait
At < Bh (1.24)
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avec 3 € RT assez petit, et si 12/At2 n’est pas une valeur propre de I’ opérateur — A sur §2 alors il
existe une constante C' > 0 indépendante de h et At telle que :

max |Ju" —U"||p <C (hp+1 + At4) .
=0,...,N

geeey

Les sous-sections suivantes présentent les principales étapes de la preuve du théoréme précé-
dent, et nous renvoyons a I’annexe 1.A pour les détails techniques. La premiere sous-section décrit
les propriétés de la forme bilinéaire ay, et la deuxieéme concerne 1’estimation d’erreur proprement
dite.

1.3.1 Propriétés de la forme bilinéaire a,,

Tout d’abord, nous présentons les trois normes définies sur I’espace Vj, + H* (€2) qui nous
serviront pour établir les estimations d’erreur. De maniere classique, les normes DG sont définies
sur 1’espace V}, + H? () (cf. [5]) et si I’on souhaite monter en ordre (cf. [43] on est amené a
considérer I’espace Vj, + H* () de fagon 2 décomposer la solution en une partie réguliere et en
une partie discontinue.

1
lullpa, = lulf, + %ﬁhilulgx + oy *ul?

1 1 -1 —1
20+ lo3ul? + [0 Vul2 + g I £V (Au) - v} 2oy + o {* {AUY 22

lulle, = lu

A 2
llull® = llull3e, + 52 lullde,

ou

“E,h = > (Vu, VU)LZ(K)’ ’U\g,h = > (Au, AU)L2(K) et |ul = / [[U]]st-
KeT;, KeT;, r

Lemme 1.3.2. Siy; > 0, y21 > 0ety22 > 0alors || - ||pcy. ||| - Il D, et || - || sont des normes

sur Vi, + H* ().

Remarque 1.3.3. La preuve de ce lemme est une extension triviale des preuves données dans [5]

et [43].

Maintenant, regardons certaines propriétés de aj, dans les espaces V}, et Vj, + H* (). Rap-
pelons tout d’abord quelques résultats issus de [33] :

Lemme 1.3.4. 1] existe deux constantes Ceper1, Coont1 > 0 indépendantes de la taille du maillage
telles que :
a1p (U’u) > CCO@TlHu||2DG27 Yu € Vy

et
’alh (U,U) ’ < CcontlHUHDGgH'UHDGg? Vu,v € Vj, + H* (Q)

De plus, pour des maillages quasi-uniformes :

arp (u,u) < Cgc b 2|ull3, we Vi, + H*(Q).
o Cg est indépendante du maillage, de c* et de 1.
Grace a [43], nous avons un résultat de continuité pour la forme bilinéaire aoy, :

Lemme 1.3.5. 1 existe une constante Ceonro > 0 indépendante de h telle que :

asn (u,v) < Ceont2||t||pcy |Vl DGsy  Vu,v € Vi + H ().
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Enfin, nous avons besoin du résultat suivant pour établir le théoréme de convergence.

Théoreme 1.3.6. Sous la condition CFL (1.24), la forme bilinéaire ay, satisfait une condition de
stabilité sur Vy,, i.e. 3C > 0 tel que

ap (u,u) > C||UH2D027 Yu eV,
et ay, est continue sur Vi, i.e. 3C' > 0 tel que
lap (u,v) | < Cllullpe,llvllp,, Vu,v € V.

La preuve de ce théoréme est présentée dans la sous-section 1.A.1.

1.3.2 Majoration d’erreur

Tout d’abord, nous devons introduire la projection de Galerkine qui va nous permettre de
projeter w sur V.

Définition 1.3.7. Soit v € H*(Q). Nous considérons la projection de Galerkine p, : u —
ph (u) = up, la projection de u sur Vy, telle que :

ap (pn (w) ,v) = ap (u,v), Yv € Vj,.

Remarque 1.3.8. L’existence et I'unicité de py, (u) sont garanties par la stabilité et la continuité
de ay, dans Vy,.

La projection de Galerkine satisfait les estimations suivantes

Lemme 1.3.9. Siu € HPT! (Q) avec p > 1, alors il existe C' > 0 indépendant de h tel que

IN

lu — pr (v) || DGy CRP||ul[p+1,

||U_ph(u) ||DG4 < Chp_lHUHPJrl?

lu=pn(@)llo < ChP*ullprr.

Nous renvoyons a la section 1.A.3 pour la preuve de ce lemme.

A présent, nous voulons obtenir une majoration de I’erreur entre la solution continue du prob-
leme a I’instant ¢™ et la solution du systéme totalement discrétisé au méme instant. On note cette
erreur ¢ = u"™ — U™ qui peut étre réécrite comme :

e"=n"+¢", n=0,...,N

Grace a I'inégalité triangulaire, on a :

| < n s 1.25
:maxNHe llo < EIlaXNHQf) o + jnaXNHU llo (1.25)

20y Ve Ve
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Intéressons-nous tout d’abord au terme maxNH¢” llo-
e

=V,...,

Nous introduisons :

52w”—3§u”—%6fu”, n=1,...,N —1,
r’ = 140

¢ ¢>’ n—0

At?

n

n+1__ n n—1

avec 62" = % et nous notons R™ = At ) r"™. On a alors
m=0

Proposition 1.3.10. Sous la condition CFL (1.24), il existe une constante C' > 0 telle que

N-1
max [|¢%]o < C (€Ml + l17°ll0) + C*AL > [ R™|o-
n=0

ou N = % est le nombre d’itérations et C' > 0 est une constante indépendante de h, At et T.

On renvoie a la sous-section 1.A.4 pour la preuve de cette proposition.
En combinant la proposition 1.3.10 avec (1.25), nous obtenons

N—1
"o < O |l€° K At R" 1.26
ni‘(}f‘.’izv”e llo < (\e ||o+n:rgf1§NHn llo+ nZOH Ho) (1.26)

De plus, il est évident que

N—-1
AtS R0 < T R
S IR0 < L max R o,

n=1

de telle sorte que (1.26) peut étre reformulé en

max |[e"|[o < C (HeOHo + max |[7"|lo+7 max ||R”||0> . (1.27)
n=0,...,N n=0,...,N n=1,...,N—1
Comme max [n"o= max _[u" —pp (u") o, en utilisant le lemme 1.3.9, on obtient
+1
max Il < CH* ulozmesi) (1.28)

De plus, grice aux propriétés de la projection L? et au lemme 1.3.9, il vient :
€%l = lu” = Ph (u) llo < CRP* Huollp1 < CRP ull o770 (@) (1.29)

Maintenant que nous disposons de ce résultat, nous devons borner || R"|o. On se doit de dis-
tinguer deux cas : le cas n = 0 et le cas n > 1. Dans le premier cas, nous avons le lemme suivant :

Lemme 1.3.11. /] existe une constante C > 0 indépendante de h, At et T telle que

170]o < C (At—lhp+1|]8tu\|c(7ﬁHp+1(Q)) + Aﬁ”&fuﬂc(nz(m))
Dans le deuxiéme cas, nous avons
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Lemme 1.3.12. Pour 1 <n < N — 1, il existe C > 0 indépendante de h, At et T telle que

n hp+1 tn+1 9 3 tnt1 G
o7l < € (T [ 1080 6 lpads+ A8 [ o s) fods

n—1 tn—1

Ces deux lemmes sont prouvés dans les sous-sections 1.A.5 et 1.A.6.
Par définition de R", et en appliquant 1’inégalité triangulaire, on obtient I’inégalité

N-1
IR o < Atl[rllo + At Y [|r™|lo-

m=1

Gréce aux lemmes 1.3.11 et 1.3.12,Vn € {1... N — 1}, on sait qu’il existe une constante C' > 0
indépendante de h, At et T telle que

IR < €At (107ullo, 2y + 1080l 2y )
" , (1.30)
+Ch (10llo (7m0 (oy) + 197ullo7 1110 )

En combinant (1.27), (1.28), (1.29) et (1.30), on obtient donc

n 1 4 (155 6
ninffN||€ lo < CHP Hull o 7,701 ()) + CA <||atu||c(j;L2(Q)) + HatuHLl(J;P(Q))) :
ce qui prouve que

_nolaxNHu" —U"| < C (R + At?) .

=U,...,

1.4 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons des résultats numériques en dimension un et deux pour
comparer les performances des A?— et A3-schémas a celles des schémas MES-4 et MES-6. Nous
comparons la précision et les cofits de calculs des deux techniques. Nous avons également mis en
oeuvre la méthode des éléments finis de Hermite en 1D dans des milieux homogenes. Les détails
sur cette méthode sont donnés en annexe 1.B.

1.4.1 Résultats 1D

Dans toute cette partie, nous considérons la simulation de la propagation d’une onde dans un
domaine 1D homogene 2 = [0, 10] avec une vitesse ¢ = (N/p)l/ > = Ims~!. Pour calculer de
maniere plus aisée la solution exacte, nous imposons des conditions de bord périodiques a chaque
extrémité du domaine. Néanmoins des conditions de bords de Neumann et de Dirichlet seront
considérées en dimensions d’espace supérieures. Le terme source est supposé nul et les données
initiales sont

27 (x — xo)

up (z) = (x—mo)e< o ) i le — 20| < o

0 sinon,
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et
27 (x — xp)

2
) _ (2T~ %o)
uy (z) = (8 (M) B 1> ¢ < " > si | — ol <o

o
0 sinon

de telle sorte que le signal soit a support strictement inclus dans le domaine de calcul.
Ainsi, la solution exacte est donnée par :

+o00

u™ (z,t) = Zuo (x4 10i —t).
=0

Dans la suite, nous fixons zg = 3 et rg = 4.
Afin de discrétiser I’équation des ondes (1.1), nous avons considéré

1. le schéma MES-4, basé sur une discrétisation en espace utilisant des polyndmes de La-
grange de degré 3 et un parametre de pénalisation 73 = 8. Avec ces fonctions de base et
ce parametre, la condition CFL du schéma saute-moutons est (expérimentalement) Aty p, =
0.1533h. Ainsi la condition CFL du schéma MES-4 est Aty ps—4 = 0.1533v/3h = 0.2655h.

2. le schéma MES-6, basé sur une discrétisation en espace utilisant des polyndomes de Lagrange
de degré 5 et un parametre de pénalisation v; = 20. Avec ces fonctions de base et ce
parametre, la condition CFL du schéma saute-moutons est (expérimentalement) Aty p, =
0.073h. Ainsi la condition CFL du schéma MES-6 est Aty;ps—¢ = 1.38 x 0.073h =
0.101A.

3. Le A2-schéma, avec des fonctions de base de Lagrange P? et des paramétres de pénalisation
v1 = 8,721 = 10 et 792 = 0. La condition CFL de ce schéma est (expérimentalement)
Ata2 = 0.1821h.

4. Le A3-schéma, avec des fonctions de base de Lagrange P° et des parametres de pénalisation
v1 = 20, 21 = 20, 722 = 0,731 = 20,132 = 0 et y33 = 0. Avec ces parametres, la
condition CFL est (expérimentalement) At a3 = 0.077h.

5. Le A%-schéma avec des éléments finis de Hermite. La condition CFL est (expérimentale-
ment) Atgerm = 0.4471h.

Remarque 1.4.1. En suivant ce qui a été fait dans [2], nous choisissons a; > o = p(p+ 1) /2.
Puisque nous n’avons pas une expression explicite des autres coefficients de pénalisation, nous
les évaluons numériquement dans le but d’obtenir une solution stable. Néanmoins, comme nous
l’avons déja dit, nous étudierons ces coefficients ainsi que les conditions CFL de ces schémas de
maniere plus précise dans les chapitres 2 et 3.

Remarquons que les conditions CFL du A2-schéma et du A3-schéma sont légérement plus
grandes que la condition CFL des schémas saute-moutons Atrp, et Atrp,. Puisque les AP-
schémas nécessitent seulement une multiplication matricielle par itération, cela signifie que les
colts de calcul associés a ces schémas sont moins importants que ceux du schéma saute-moutons
(tout du moins pour p = 2 et 3).

1.4.1.1 Evolution de ’erreur en fonction du pas d’espace

1/2
Dans cette partie, nous calculons 1’erreur relative L ([0, 77, §2), donnée par ( fOT ( Jo (u — up)? dw) dt)
ou u* et uy, représentent respectivement la solution exacte et 1’approximation, pour 7' = 100 et
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pour différents pas d’espace : h = 0.25,0.125,0.0625,0.03125 pour les schémas d’ordre qua-
tre et h = 1,0.5,0.25,0.125 pour les schémas d’ordre six. Dans la Table 1.1 (resp. Table 1.2),
nous présentons 1’erreur L? ([0,77],2) de chaque schéma et dans la Fig. 1.1 (resp. Fig. 1.2) nous
représentons I’erreur relative L? comme une fonction de la taille du maillage pour le schéma MES-
4 (resp. MES-6) (courbe cyan avec losange) et le A2-schéma (resp. A3-schéma) (courbe verte
avec carrés) en échelle logarithmique. On constate que tous les schémas convergent bien a 1’ordre
voulu et que les AP-schémas donnent d’aussi bons résultats que le schéma d’ordre correspondant
MES-p. Puisque la condition CFL des AP-schémas est 1égerement supérieure a la condition CFL
des schémas saute-moutons et que cette méthode ne requiert qu’une multiplication matricielle a
chaque itération, cela signifie qu’elle nous permet d’avoir une précision d’ordre élevé avec un
colt plus petit que le schéma saute-moutons. A titre de comparaison, nous rappelons que les cofits
numériques du schéma MES-4 et du schéma MES-6 sont respectivement 1.15 et 2.17 fois plus
grands que le colit des schémas saute-moutons (cf. section 1.1.2).

A titre indicatif, nous donnons les résultats obtenus en considérant les éléments finis d’Hermite
(HFEM) dans la Table 1.1. La convergence du schéma avec de tels éléments finis est bien d’ordre
4 mais on peut également constater que les résultats obtenus sont bien moins bons qu’avec les
deux autres méthodes. Cela nous conforte donc dans le choix d’une discrétisation en espace de
type Galerkine Discontinue.

h MES-4 | A?-schéma | HFEM h MES-6 | A3-schéma
025 |[1.11073| 2.01072 |4210°2 1 241071 | 281071
0.125 | 74107° | 45107° |211073 05 |23107*| 4110*

0.0625 | 561076 | 21106 |1.210°* 0.25 [ 211076 | 25107
0.03125 | 3.710~7 | 121077 | 79107 0.125 | 461078 | 42108

TABLE 1.1 — Erreur relative L2 ([0, T, )
au temps 1" = 100s pour les schémas d’or-

TABLE 1.2 — Erreur relative L2 ([0,77],)
au temps 1" = 100s pour les schémas d’or-

dre quatre. dre six.
10° 10°
10" 10"
10° 10°
10°L 10°L
10™) 10™)
10°L 10°L
10°L 10°L
= RN : —_ 6
10" 3 S-4 107 3 S-6
—— 'ngscheme [ ‘op() —— 'ngscheme [ ‘op()
10 , 10 ,
10 10

FIGURE 1.1 — Courbes de convergence pour les FIGURE 1.2 — Courbes de convergence pour les
schémas d’ordre 4 en 1D. schémas d’ordre 6 en 1D.
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1.4.1.2 Evolution de ’erreur en fonction du pas de temps

Dans cette partie, on va comparer les schémas MES aux AP-schémas en fonction du pas de
temps. Nous calculons I’erreur relative L2 ([0, 7], €2) pour un pas d’espace fixé et pour différents
pas de temps égaux a aAt ou a est une constante et At le pas de temps utilisé dans la sous-section
précédente. Les autres parametres étant identiques a ceux de la partie précédente.

Dans la Table 1.3 (resp. Table 1.4 et Table 1.5), nous présentons I’erreur L2 ([0, 7], 2) obtenue
pour les schémas d’ordre quatre et un pas d’espace h = 0.5 (resp. h = 0.25 et h = 0.125).

On constate que le MES-4 et le A?-schéma donnent des résultats similaires méme si le MES-4
semblent donner de meilleurs résultats lorsque le pas d’espace est suffisamment raffiné. Lorsque
I’on diminue le pas de temps les erreurs obtenues diminuent jusqu’a atteindre une certaine con-
stante a partir de laqulle celles-ci augmentent treés 1égérement, cela étant probablement di au
phénomene de dispersion numérique.

a MES-4 A2-schéma | a MES-4 AZ2-schéma
1 [5271072| 1.27107" | 0.5 3.601072 | 5.50 1072
0.9 [ 4591072 | 8941072 | 0.4 | 3.571072 | 4.81 1072
0.8 |4.161072 | 8.001072 | 0.3 | 3.541072 | 4.251072
0.7 13891072 | 7121072 | 0.2 | 3.521072 | 3.86 102
0.6 [3.731072 | 6291072 | 0.1 | 3.531072 | 3.61 1072

TABLE 1.3 — Erreur relative L2 ([0,77],2) pour les schémas d’ordre quatre et un pas d’espace

h =0.5.

a MES-4 A2-schéma | a MES-4 A2-schéma
1 |1.061073 | 1.971073 | 0.5 | 5.6110~* | 4.4210~*
0.9 [589107%| 1.3610™2 | 0.4 | 6.0410* | 4.81 10~
0.8 3.74107* | 9.3010™* | 0.3 | 6.24107* | 5.4010~*
0.7 3.97107% | 6.3810™* | 0.2 | 6.31107* | 5.90 10~*
0.6 | 4.88107* | 4.7810™* | 0.1 | 6.33107* | 6.22107*

TABLE 1.4 — Erreur relative L2 ([0,77],2) pour les schémas d’ordre quatre et un pas d’espace
h =0.25.

A présent nous présentons I’erreur L2 ([0, T, §2) obtenue pour les schémas d’ordre six et un pas
d’espace h = 0.5 (resp. h = 0.25 et h = 0.125) dans la Table 1.6 (resp. Table 1.7 et Table 1.8).
Les conclusions sont similaires a celles effectuées pour I’ordre quatre. En effet, les deux méthodes
présentent un comportement similaire lorsque le pas de temps diminue.

1.4.2 Résultats 2D

Dans cette section, nous considérons la simulation de la propagation d’ondes dans un milieu
bicouche 2D Q = [—1,1]* =, Ny ot @ = [—1,1] x [0,1] et Q, = [—1,1] x [—1,0] sont
deux couches homogenes respectivement caractérisées par p = 2, p = 2 et u = 8, p = 4. Nous
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TABLE 1.5 — Erreur relative L ([0, 7], ) pour les schémas d’ordre quatre et un pas d’espace

h =0.125.

TABLE 1.6 — Erreur relative L? ([0, 7], ) pour les schémas d’ordre six et un pas d’espace h =

0.5.

TABLE 1.7 — Erreur relative L? ([0, 7], ) pour les schémas d’ordre six et un pas d’espace h =

0.25.

TABLE 1.8 — Erreur relative L? ([0, 7], Q) pour les schémas d’ordre six et un pas d’espace h =

0.125.

a MES-4 | A%-schéma | a MES-4 | A%-schéma
1 | 744107° | 4.48107° | 0.5 |2.62107° | 2.62107°
0.9 ]439107° | 294107 | 0.4 | 2.86107° | 2.78 107°
0.8 254107° | 2.3410™° | 0.3 |298107° | 2.90107°
0.7 ]1.99107° | 2.28107° | 0.2 | 3.01107° | 2.97107°
0.6 | 2.26107° | 24310~ | 0.1 [ 3.03107° | 3.01107°

a MES-6 A3-schéma | a MES-6 A3-schéma
1 1229107% | 4.10107* | 0.5 | 6.61107° | 9.44107°
09]1.11107* | 2.6010™* | 04 | 6.35107° | 7.82107°
0.8 |873107° | 1.97107* | 0.3 | 6.18107° | 6.83107°
0.7 | 763107° | 1.5110™* | 0.2 | 6.08 107° | 6.30 10~°
0.6 | 7.00107° | 1.18 10~* | 0.1 | 6.02107° | 6.06 10~

a MES-6 A3-schéma | a MES-6 A3-schéma
1 [213107°%| 246107% | 0.5 | 1.051076 | 1.09 1076
0.9 1.3610°¢| 1.68107% | 0.4 | 1.03107% | 1.0510°°
0.81.19107%| 1.4010°% [ 0.3 |1.02107% | 1.03 1076
0711121076 | 1.24107% | 0.2 1.02107% | 1.0210°6
0.6 [1.07107%| 1.1410°¢ [ 0.1 |1.0110°% | 1.01 107

a MES-6 A3-schéma | a MES-6 A3-schéma
1 [465107% | 4.18107® | 0.5 | 4.541078 | 4.09 1078
0.9 4491078 | 4161078 | 0.4 | 4571078 | 4.09 10~8
0.8 |4.481078 | 4141078 | 0.3 |4.601078 | 4.1010°8
0.7]4491078 | 4121078 | 0.2 |4.63107% | 4.1310°®
0.6 | 4511078 | 4101078 | 0.1 | 4.661078 | 4.2010°8
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considérons des données initiales nulles et une source qui est une dérivée seconde de Gaussienne
en temps et un point source en espace :

f = 0202X (A (t —to)? — 1) e Mt=t0)”,

avec 79 = (0,0.5), A = w22, fo = bettg = 1/ fo.
Pour discrétiser I’équation des ondes (1.1), nous avons utilisé les deux méthodes suivantes :

1. le schéma MES-4, basé sur une discrétisation en espace utilisant des polyndmes de Lagrange
de degré 3 et un parametre de pénalisation 73 = 10. Avec ces fonctions de base et ce
parametre, la condition CFL du schéma saute-moutons est (expérimentalement) Aty p, =
0.058h. Ainsi la condition CFL du schéma MES-4 est Aty pg—4 = 0.058v/3h = 0.100h.

2. le A2-schéma, avec des fonctions de base de Lagrange P? et avec les paramétres de pénali-
sation y; = 10, 72,1 = 10 et 22 = 0. La condition CFL de ce schéma est (expérimentale-
ment) Atp2 = 0.061h.

Comme pour la 1D, la condition CFL du A2-schéma est 1égérement supérieure a la condition CFL
du schéma saute-moutons Aty p,.

Pour d’illustrer une telle simulation, on représente sur les figures 1.3 et 1.4 deux instantanés de
propagation correspondant a des temps d’expérience 7' ~ 9.40 10 3s et T' ~ 1.27 10~2s. Pour

FIGURE 1.3 — Instantané de propagation a 1" ~ FIGURE 1.4 — Instantané de propagation a 1" ~
9.40 10 3s. 1.27 107 %s.

comparer les performances des différentes méthodes, nous calculons la solution exacte en un ré-
cepteur situé au point z; = (0.25,0.25) et nous calculons I’erreur relative L? ([0, 7], z1) pour
différents pas d’espace moyen h = 3 1073,1.5 1073, 7.5 10~ et un temps final approximative-
ment égal a 1.33s. La solution analytique est calculée grace a la méthode de Cagniard-De Hoop
[14, 24] qui donne la solution du probléme en un point du domaine au cours du temps. Les résul-
tats sont présentés dans la Table 1.9 et les courbes de convergence en échelle logarithmique sont
données a la figure 1.5.

Comme pour le cas 1D, on constate que les deux méthodes sont bien des approximations d’ordre
quatre et qu’elles donnent des résultats similaires. Une fois de plus, nous pouvons donc conclure
que le cofit du A2-schéma est plus petit que celui du schéma MES-4 pour une précision équiva-
lente.
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h MES-4 | A2-schéma
3.0107% | 251072 | 2.31072
1.5107% | 1.21073 | 1.11073
7510741 6.6107° | 6.5107°

TABLE 1.9 — Erreur relative L? en temps au récepteur.

— pt
—— S-4
—-— ngscheme [ ‘op()

10° 107
FIGURE 1.5 — Courbes de convergence pour les schémas d’ordre quatre en 2D

1.4.3 Résultats 3D

Dans cette section, nous considérons des configurations similaires a celles du cas 2D. En effet,
nous allons prendre pour domaine de propagation le milieu bicouche 3D 2 = [—1, 1]3 =0Q1N
ot Q) = [—1,1]% x [0,1] et Q5 = [~1,1]* x [—1,0] sont deux couches homogenes caractérisées
par des densités p; et des modules de compressibilité p; pour ¢ = 1, 2. Dans toutes les expériences
que nous avons effectuées, nous avons considéré des données initiales nulles et une source qui est
une dérivée seconde de Gaussienne en temps et un point source en espace :

J = 0202A (A (t —to)* — 1) e M tt0),

avec xg = (0,0,0.5), A = 7T2fg, fo="5etty=1/fo.
Pour discrétiser I’équation des ondes (1.1), nous avons utilisé les deux méthodes suivantes :
1. le schéma MES-4, basé sur une discrétisation en espace utilisant des polyndmes de Lagrange
de degré 3 et un parametre de pénalisation y; = 37. Avec ces fonctions de base et ce

parametre, la condition CFL du schéma saute-moutons est (expérimentalement) Aty g, =
0.030h et ainsi, la condition CFL du schéma MES-4 est At g4 = 0.030v/3h = 0.052h.

2. le A2-schéma, avec des fonctions de base de Lagrange P? et avec les paramétres de pénali-
sation y1 = 37, 2.1 = 5.5 et 22 = 0. La condition CFL de ce schéma est (expérimentale-
ment) Atz = 0.032h.

Comme pour le cas en dimension un, la condition CFL du A%-schéma est 1égérement supérieure
a la condition CFL du schéma saute-moutons Aty p, .

Pour comparer les performances des différentes méthodes, nous allons effectuer deux séries de
tests, I’une sur un domaine homogene c’est-a-dire quand 1y = p2 = 2 et p; = p2 = 2 et I'autre
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sur un domaine hétérogene caractérisé par (1 = 2, p1 = 2, g = 8 et po = 4.

Afin d’illustrer une telle simulation, on représente sur la figure 1.6 (resp. la figure 1.7) un instan-
tané de propagation correspondant a un temps d’expérience 7' ~ 1.94s en ayant retiré artificielle-
ment le cube [0, 1] (resp. le parallélépipede [0, 1] x [—1,1]%). Pour des raisons de coit de calcul,

E,Q7g524

Eo

J-10
-12,74686

FIGURE 1.6 — Domaine privée du cube [0, 1]

E,Q7FL>J524

Eo
J-10
-12,59879

FIGURE 1.7 — Coupe transversale du domaine suivant la coordonnée z.

nous ne représentons pas ici les courbes de convergence de ces deux méthodes, nous allons juste
présenter les résultats obtenus sur deux maillages différents du domaine ).

Nous calculons la solution exacte en un récepteur situé au point 1 = (0,0,0.4) et nous calcu-
lons Ierreur relative L? ([0, 7], x1) pour un temps final approximativement égal a 2s. La solution
analytique est calculée grace a une méthode de Cagniard-De Hoop qui donne la solution du prob-
Iéme en un point du domaine au cours du temps. Les résultats obtenus pour le cas homogene sont
présentés dans la Table 1.10 alors que ceux obtenus pour le cas hétérogéne sont présentés dans la
Table 1.11.

Les résultats des tables 1.10 et 1.11 montrent que les deux méthodes donnent des erreurs
relatives trés proches. Comme pour les dimensions inférieures, 4 précision fixée, le cotit du A?-
schéma est inférieur a celui du schéma MES-4.
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Nombre de Tetrahedres MES-4 AZ_schéma
12140 2171072 | 2.16 1072
51400 7.651073 | 7.56 1073

TABLE 1.10 — Erreur relative L? en temps dans le cas homogene.

Nombre de Tetrahédres MES-4 AZ_schéma
12573 2541071 | 2.55 1071
61176 1.321071 | 1.32 107!

TABLE 1.11 — Erreur relative L? en temps dans le cas hétérogene.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons construit de nouveaux schémas d’ordre élevé en temps et en
espace pour résoudre 1’équation des ondes acoustiques et nous avons prouvé la convergence du
AZ2-schéma. Les résultats numériques que nous avons présentés illustrent le fait que les coiits
de calculs de ces schémas sont équivalents a celui du schéma saute-moutons et sont donc plus
petits que ceux des schémas MES-4 et MES-6 (respectivement 13% et 54%). Dans ce chapitre,
nous nous sommes limités a la détermination empirique de la condition CFL et des parameétres
de pénalisation. Il est important de noter que, méme pour le schéma saute-moutons, le probleme
de la détermination du parametre de pénalisation optimal n’a été résolu que dans des cas tres
particuliers. De plus, aucune étude analytique de la condition CFL n’a encore été proposée.

Une autre propriété tres intéressante de ces schémas est le fait qu’ils semblent étre appropriés
A la p-adaptativité. En effet, si 1’on applique par exemple le A2-schéma avec un maillage composé
de cellules P!, la forme asn (@i, ¢;) s’annule pour toutes les fonctions de base et le schéma est
uniquement d’ordre deux en espace et en temps. Par conséquent, en utilisant un maillage composé
de cellules P! et P3, on obtient facilement un schéma d’ordre quatre en espace et en temps sur les
cellules P3 et d’ordre deux en espace et en temps pour les cellules P'.

1.A Preuves des théoremes et lemmes auxiliaires

Tout d’abord, rappelons quelques inégalités de trace (cf. [53], [48]) et I'inégalité inverse (cf.
[11]) qui nous serviront dans la suite

Proposition 1.A.1 (Inégalités de trace). Pour toutv € PP (K),

olsom) < LI oz, 90l < P el 3D
avec \ (p) ~ pC.
Proposition 1.A.2 (Inégalité inverse). Soientn € Netj > 1,
[V|ntj,x < ah™u|jx Vv eV, (1.32)
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1.A.1 Preuve du Théoréme 1.3.6

Théoreme 4.5 Sous la condition CFL (1.24), la forme bilinéaire ay, satisfait une condition de
stabilité sur Vy, i.e. 3C' > 0 telle que

an (u,u) > Cllullpg,, Yu € Vi
et ay, est continue sur Vy, i.e. 3C > 0 telle que :

|an (u,v) | < Cllullpe,|lvllpe,, Vu,v € Vi

Démonstration. D’apres les lemmes 1.3.4 et 1.3.5, nous avons, Vu € Vj,

At?

ap (u,u) > Ccoer1||u||2DG2 - Eccont2‘|u||2DG4~

De plus, on a le résultat suivant qui sera prouvé dans la sous-section 1.A.2 :

Lemme 1.A.3. [l existe v > 0 tel que pour tout v € Vj, :

lulbe, < llullbe,
Par conséquent,

At?

At? _
Ccont2||u||2DG4 > <Ccoer1 - 'Yﬁh 2Cvcom?) Hu||2DG’2

Qap, (’LL,’LL) > Ccoer1||uH2DG2 - E
En utilisant la condition CFL (1.24), on a :
2

At2 ) 2 /B 2
Ceoerl _P)/ﬁh Ceont2 HUHDGQ 2 | Ceoer1 _’YCCOWQE HUHDGQ'

Alors, pour 5 < 4/ ﬁ, il existe une constante C' > 0 telle que
an (u,u) > Cllullpg,, Yu € V.
Concernant la seconde partie du théoreme, les lemmes 1.3.4 et 1.3.5 impliquent que, Yu,v € V},,

At?

lan (u,v) | < Ceont ||ullpas vl Dy + ﬁcconaHUHDGz;llvllDGzy

En utilisant le lemme 1.A.3, nous avons

At?

{372 Com ) Il ol

’ah (u, U) | < (Ccontl + v
Dans ce cas, grace a la condition CFL (1.24),

|ah (u7 1)) ‘ < C”“HDG2HUHDGQ
2

avec C' = Ceont1 + ’Y%Ccontz- .
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1.A.2 Preuve du lemme 1.A.3

Démonstration. Nous avons & majorer chaque terme contenu dans la norme ||-|| pi, par des termes
contenus dans || - | pg,. Etudions le terme |u|o ;, pour tout u € Vj,.
Soit u € Vj,, grace a I’inégalité inverse (1.32), on a :

uls, = > |uB g <ao® > hllul g < o’h 7 fulf,
KeTy, KeT,

Maintenant, nous nous intéressons au terme ||oz2_11 “{V (Au) - v} H%Q(F) et nous avons a consid-
érer la restriction de cette norme a une aréte unique F' € Fy,.

Soit F' € Fp, en utilisant 1’inégalité algébrique (a + b)2 <2 (a2 + b2) et les inégalités de trace
(1.31), nous avons :

o3 49 (Au) - v} [0y < ps’iz (13 (v @u) v+ ¥ (2w) - 2) o)

= (IV @) v + IV (D) v )

| /\

2p V2,2

A(
< D (180l ooy + IAuBary)

Par conséquent, nous obtenons

—1/2 A(p)
o d" {0V (8w) - v} ey < 5 Pl

Par I’inégalité inverse (1.32), on a alors

-1 « )\( )h
lag g {9 (D) - v} oy < “Sgr—lul? .
P22
Avec un raisonnement similaire, 1’autre terme faisant intervenir une moyenne vérifie :
a®(p+1)(p+2)h?
2p°Y2,1

oy fAWY |22y < ul? .

Maintenant, nous considérons Ha;/ 1[Vu-v] |2, )"
Soit F' € Fy,

logs [Vu-v] 225y =

- 2
ut v —Vu - vll72m
= a2,1/ (Vv+ . V)2 + (V’U_ . I/)2 -2 (VU+ . V) (Vv_ . 1/) ds
F
<ag; (HV’U+H2 )+ IVv~|12, 2y + 2/ | (Vo -v) (Vo - v) |ds> .
F
En utilisant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons
1 —
o} [V v 3r) < a2 (I90* Baqry + 197 32e) + 2090 2y 1907 ey ) -
Nous en déduisons que
o [V 1 132r) < a2 (I90F Bagey + 1907 122y + V0T 130y + 190 g
ce qui amene a
1 —
gt [Vu 2] 1220r) < 2021 (IV0+ ey + 107 122r)) -
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De plus, grace aux inégalités de trace (1.31), on a

! 29210° (p+ 1) (p+2 _
o [Vu- v oy < 30 22 CHDOED (49002, o4 190 e
FeF,

Ainsi, il vient
1 —
lags [V o] 2oy < 20 292007 (0 +1) (0 +2) [ul?.

. c oy 1/2 . N . o .
Finalement, nous considérons le terme \aQ/Qu\z qui peut €tre facilement réécrit comme

1/2

|0‘2,2U|3 =

71292 72,2]94 |u’2:w,2p4 a1/2 |2
b\ mh2 )T g2 T

et donc
_ 1 _
lullhe, < vh72 (luff + o} ul?) < vh2ljul2,

ol || - ||~ représente le terme :
1
[lIZ = [oi p + oy "vl2.

Dans [5], on peut trouver I’équivalence sur V}, entre la norme || - || p¢, et la norme || - || ~.
Par conséquent,

lullbe, < vh~*llullbe,.

1.A.3 Preuve du lemme 1.3.9

Lemme 4.8 Si u € HP* (Q) avec p > 1. Alors il existe C > 0 indépendant de h telle que

|u—pn (u) Ipa, < ChP|lullpy1,
lu—pn () |lpa, < CRP Hullpy1,

lu=pn(u)llo < ChP*Hullpsr.

1.A.3.1 Preuve de la premiere estimation
Nous cherchons une majoration de la quantité |[u — py, (u) || pe,. Introduisons un projecteur
ﬂgu € V}, de la solution exacte u, on a
h h
v = pn (v) Ipe, < llu—mpullpe, + 7w —pr (u) DG, - (1.33)
Lexistence d’un tel projecteur est garantie par le théoréme suivant (cf. [51]).

Théoreme 1.A.4. On suppose que ’on a une partition Ty, de ) composée de simplexes ou de
parallélépipedes de dimension d. Alors, pour tous u € H (Q), t et r € N, il existe un projecteur

s HY(Q) — V), (Tr:}u)u( = 7P (k)

tel que, pour 0 < q < t,

sS—q

h
Fullgx < Ol VK €T,

Hu - Tu
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etpour) < g<t—-1

1
ho—973
10 (u = 7tu) lloox < C=——ullixe, ol =q, VK €T,
r 2

ou s = min (r + 1,t) et C est une constante indépendante de u, h et r, mais dépendante de t.
D’apres ce théoreme, en choisissant » = p, on en déduit que [5]
lu = mhullpa, < ChP||ullpt1,
. . (1.34)
|u —myullpe, < CRP~ lul[ps1.

pu—pn (1) [Ipes.

Grace aux propriétés de la projection de Galerkine et de la forme bilinéaire a,, nous avons

ap (thu — pp (w) , 7hu —py (w) = ap (7hu, 7w — pp (w) — ap (pa (w) , 7w — pp (u)
= ah( h—u Whu—ph( ) -
(1.35)
Puisque Wgu — pp (u) € Vi, d’apres le théoreme 1.3.6, il existe une constante C telle que
h h h 2
ap <7r u — pp (), Tyu — P (u)) > Cllmyu — pn (u) |pa,- (1.36)

h

De plus, nous cherchons une borne supérieure du terme ay, (77 U — U, 7r u—pp(u )) mais comme

I}}u —u € Vi + HP*1 (Q), nous ne pouvons pas utiliser la continuité de ap, dans V.
Soient u, v € Vj, + HP™1 (Q), on a

At?
lan (u,v) | < lagp (u,v) |+ 7|“2h (u,v)|. (1.37)

D’apres le lemme 1.3.4, il existe une constante positive C' > 0 telle que

|a1n (u,v) | < Cllullpe,llvllpes, Vu,v € Vi + HPH(Q).
D’apres la définition de la norme || - |||, il est clair que
|an (u, v) [ < Clfullflv]l; Yu,v € Vi + HPF(Q). (1.38)

De la méme maniére, il a été prouvé dans [43] que Yu,v € HP (Q),3C > 0 :
|azn (u,v) | < Cllullpasllvlipe,
ce qui implique

At2
Ia2h (u,v) | < C|lullf[v]l, Yu,v € Vi, + HPTH(Q). (1.39)

En utilisant (1.38) et (1.39), nous obtenons

an (ntu = w, i — pi (w)) < Cllnt — ullllhu — pa (u) ||

Alors, en combinant cette inégalité avec (1.36) et (1.35), on a
Iy = pr (u) |be, < Climyu —ullllmyu—pa () |- (1.40)
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Cependant, W;‘u — pn (u) € V3 et nous savons (cf. lemme 1.A.3) que Vv € V3, 3C' > 0 telle que
[vllhe, < Ch2|vlhe,-
Par conséquent, Vv € V},, la condition CFL (1.24) implique

At2 ~
oll? < llelibe, + Corvlbe, < Clloliba,

~ 52
avecC' =1+ CE’ et ainsi

Imyu — i (u) b, < Climpu = ullllmyu — pu (u) | DG, (1.41)

ce qui se réécrit
I — pi () | by < Cllatu — ul]. (1.42)

De plus, en utilisant (1.34), nous avons, Vu € HP*! (Q)
At? oo
It = ull? < € (1224 SE020 ) Jull
donc, sous la condition CFL (1.24),

C
h 2
llmyu —ull® < Crh?|lully 1.0 + BQEhQPHUHIQH—LQ

ce qui mene a
lllos — ] < CHPfull 1.0 (1.43)

Finalement, en considérant (1.42), (1.43) et (1.34), nous obtenons

lw = pn (v) DGy < ChP||ullpt1,0 (1.44)

ce qui prouve la premicre estimation.

1.A.3.2 Preuve de la deuxiéme estimation
Comme dans la preuve de la premiere estimation, nous avons
lu—pn (u) | Dy < lu—mpullpe, + lmyu — pr (u) | pa,- (1.45)

et nous avons déja vu que
lu = mpullpg, < CHP = lullpia (1.46)

Pour majorer le second terme de (1.45), nous pouvons remarquer que wgu — pn (u) € Vj. En
appliquant le lemme 1.A.3, il vient alors

Iy —pn () l|pa, < vh~mpu —pu (u) [Ipe.-
En utilisant la premiere estimation du lemme 1.3.9, nous avons
lmpu = pr (W) | pas < YRP™ulpsa. (1.47)
En combinant (1.45), (1.46) et (1.47), on a

lu = pp (u) | pay < CRP™H|ul|ptq.

40



1.A.3.3 Preuve de la troisieme estimation

Considérons tout d’abord le probleme auxiliaire suivant

A2,
Az+ —A*z =u—pp(u) dans,
12 (1.48)
z =0 sur 0f2, :
Az =0 sur 0.

Tout d’abord, nous devons prouver qu’il existe une unique solution z € H* (£2) a ce probleme et
obtenir une majoration des quantités ||z||2 et ||z]|4.
Le probléme (1.48) peut &tre réécrit comme deux problémes couplés :

Az =wu—pp(u) dansQ,
{ z1 =0 sur 052, (1.49)
et
2
z =0 surofd.
2
Notons que la condition Az = 0 sur 052 est imposée implicitement car z; = 2+ ﬁAz dans € et

que ’on fixe z; = 0 sur 99 ainsi que z = 0 sur J€2. Le domaine €2 est supposé convexe. u— py, (u)
appartenant 2 L? (), la régularité elliptique implique ainsi que la solution z; du probleme (1.49)
appartient a H? (2) N H} (Q) et qu’il existe une constante C telle que

llz1ll2 < Cillu —pp (u) o (1.51)

Maintenant, nous nous intéressons au probleme (1.50) qui est un probleme de Helmholtz.
Nous savons que, grace a I’alternative de Fredholm, le probleme

(1.52)

Lu =M u+ f dans(,
u =0 sur 0f),

admet une unique solution u € Hy (Q) si f € L? () et A ¢ Sp(L).

Ici, L = —A, A = 12/az et f = (12/a2) 21 € H? (Q) alors, si A & Sp (—A) il existe un unique
z € Hi (Q) solution du probleme (1.52).

A présent, en appliquant le théoreme de régularité H" sur le bord (cf. chap. 6 dans [26]) il s’ensuit
qu’il existe un unique z € H* (2) solution du probléme (1.48) tel que

2]l < Caflz1llo et [[z]la < Cal|z1]l2. (1.53)
Par conséquent, en combinant (1.51) et (1.53), il vient que
[2]l2 < Cllu—pn (u) llo (1.54)

avec une constante C' > 0.
En multipliant la premiere équation de (1.48) par u — pp, (u) et en I’intégrant sur € on a, en
utilisant la consistance de ay,,

lw = pp (W) |5 = an (z,u — pp (u)). (1.55)
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De plus, Vzp, € V}, nous avons, d’apres la définition de py, (u),

an (2, u — pu (u)) = an (2 = 2n, u — pp (u))

et, grace aux continuités de ayy, et ao, dans H p+1 (Q) + V4, il existe une constante C' telle que

At?
ap (z,u —pp (uw) <C <||Z — zullpas llv — pr (v) | DG, + ﬁllz — znllpayllv — pr (v) | DGy

(1.56)
En choisissant z;, = W{Lz, on a, d’apres le théoreme 1.A .4,
Iz = znllpG, < Chllz(2
et , grace a I’estimation (1.54), on obtient
Iz — znll DGy < Chllu — pp (w) ||o- (1.57)
A présent, de la méme manicre
12 = znllpay < Cll2|a-
En utilisant la seconde inégalité de (1.53) et (1.51), il vient que
Iz = znllpa, < Cllu = pa () |lo- (1.58)

En combinant les résultats (1.55), (1.56), (1.57) et (1.58), nous concluons qu’il existe une constante
C telle que

At?
=10 o < € (Allu =) Lo + -1 (0 [, )

D’apres la condition CFL (1.24),

B%h
o= o 0) o = € (Jlu =1 ) o + %5 T = 1 () [, )

Finalement, nous concluons en utilisant les deux premieres estimations du lemme 1.3.9.

1.A.4 Preuve de la proposition 1.3.10

Proposition 4.9 Sous la condition CFL (1.24), il existe une constante C' > 0 telle que

N—-1
max (16"l < € (e llo + o) + C2AL 3" | B

n=0
ou N = % est le nombre d’itérations et C' > 0 est une constante indépendante de h, At et T.
Démonstration. Nous rappelons que nous avons
n n n
max |le < max + max .
:0,...,NH lo = n:O,...,NH¢ lo n:O,...,NHn lo

On a déja une majoration du deuxieme terme (cf. lemme 1.3.9) donc nous devons juste borner le
premier.
Grace a I’équation des ondes, on a

At A2y — A7t2

= AQn_An: n
12 A mau=t

OPu™ +
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Puisque ay, est consistant, nous avons, Vv € V}, :

2, n At2 2, n n n
Ofu +6Au U Fap (W)= (f"0). (1.59)
De plus, (1.18) devient
(U™, v) + ap (U ,v)—(f 12 0 +Af", >

La différence entre cette équation et (1.59) donne :

2 2 /92 n
<8t2u" + %AQu" —52U”,v> +ap (U -U",v) = _Al <6 /

T2 o +Af"’”>

c’est-a-dire, Vv € V,n=1,...,N —1:

Atz 2. n n n n n
EAU U | ap (Ut —w" +w = U v) = —

A 2 2 fn
(afu” — 82w + 82w — 52U + ! (8 /

12 o TR v) '

Or ap, (u™ — w™,v) = 0 Yv € V}, par définition de w". Il vient donc :

AtQ 82 n
((52¢",v) +ap (¢",v) = (5211)” — 8,52 n_ 1 (AQU” + 87?; + Af") ,v) .

En dérivant deux fois par rapport au temps 1’équation des ondes, on a I’égalité suivante :

2fn

AQn
u+8t2

+ Af" = dfu"
ieYveVy,n=1,...,N —1:
(8°¢",v) +an (9", v) = (r",v).

Si nous sommons cette égalit¢ den =1an=m,1 <m < N — 1, nous avons :

m+1 _ m 0_ 41 m m
<¢ INE 0 7v> + (¢At2¢ ,U) + Zah (9", v) = Z(r",v)

ou encore

gt — g™ m m O
<At’v) * Atzah (¢%v) = Atz (r'",v) + At (T ,v) .

m

Nous notons £” = At > ¢" avec £° = 0.
n=1

Alors, Vv € V,, 0 <m <N —1:

<¢m+l o (bm

) € = (R0)

ou (R™,v) = AtZ (r', v).
Nous ch0151ssons v =¢™*l 4+ ¢™ € V},. On obtient donc Vm € {0...n — 1}
167G — 1™ I3 + Atan (67, 6™ +¢™) = At (R™, ¢™ ! + ™).
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et nous sommons de m =0an —1,Vn € {1... N} pour obtenir

n—1 n—1
16" 118 = 16°115 + At an (€7, ™ +¢™) = At (R™,¢™ 4+ ¢™).

m=0 m=0
D’apres la définition de £, ona, Vm € {1... N — 1} : £ —¢m=1 = A (¢™F + ¢™). Ainsi

n—1 n—1
At Y ap (§7, 6™+ ™) = an (gm,emtt —gm)

m=0

3

3

= S an (€)= X an (€7, €)

1 m=0
h (gnilvén) —ap (51750) ’
ap, (§71,€").

I
SEE

car &Y = 0.
De plus, d’apres la bilinéarité de aj,, nous avons
n—1 n ¢n—1 n n _ ¢en—1 ¢n _ ¢en—1
SR A G S W £ S S S
2 2 2 2

ap (€"71,€") = ay <

En utilisant le théoreme 1.3.6, comme "1 — ¢ = At¢™ L, vn € {0,..., N — 1}, il vient que

2

A
an (€771,6") = = San (67, 07).

Par conséquent, on obtient

n—1

A 2
6713~ = (67, 6") < %3 + At Y (R™, 6™ 4 6m) (1.60)

m=0

Gréace a la continuité de aqj, et de agy, mais aussi au lemme 1.A.3

2
ap (6", ¢") < la1n (6", ¢") | + S5 lazn (6", ¢™) |
2
S CcontlH(ﬁn”%)Ch =+ %Ccont2|’¢nH2DG4

2
< (Ccontl + %Ccontfyh_2> HQZ)nHQDGg

Or, d’apres le lemme 1.3.4 :

Ccoe’rl ”anH%)GQ < C’SCrQnaxh’i2 ||¢HH37

donc

At? _ C Coim
Qap, (¢n7¢n) < <Ccont1 + Eccontf}/h 2) C & 1cr2naxh 2H¢ H(Q)

En utilisant cette inégalité dans (1.60), on a, sous la condition CFL (1.24),
n—1
C*lo™ < l¢°lI§ + At 5 (R™, ™ +¢™), 0<n<N,
m=0

avec

2 2
" C
C*i=1- % (Ccontl + ic’conﬁ'y) C 5 lcrznam (L.e1)
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qui est évidemment positif pour 3 suffisament petit.
Nous appliquons I’inégalité de Cauchy-Schwarz

n—1
C*l10™15 < 16°115 + At > IR [loll¢™ ™ + 6™ lo-

Alors, [|¢™ + ¢™F1 |y < 2 max__|¢™||o implique
m

=U,...,

N—-1
C*lle" I < N1l + 2 (AtZIIR’”IIo> < max ||¢m||o>

m=0

En utilisant I’inégalité algébrique 2ab < ¢ 1a? + £b?, Ve > 0, nous obtenons

* n cr m m
¢ ||3§||¢°H3+ _max ch ||0+ (AtZIR ||o>

Puisque le membre de droite est indépendant de 7,

* n cr m m
¢ max "8 < 16°13 + 5 max 673+ (AtZHR ||0)

ce qui est équivalent a
2
¢7 max ch”||o<2H¢>°||o+ <AtZHRm!o> :

Mais, pour a,b > 0, (a + b)? > a2 + b2. Ainsi,

EERRE)

) N
C rgaxNHgb 13 < <\/§H¢O||o+ ZHR Ho)

Par conséquent,

) 2 Nt
max 1670 < 4/ 5716 ZHR llo-

11111

De plus, [[6°llo < [le”]lo + [[1°lo puisque e” = ¢ + 10, done :

2At
n < 0 - In
n——nol,ax,NHgb HO - \/>(He HO H HO

1.A.5 Preuve du lemme 1.3.11

Lemme 4.10 [ existe une constante C' > 0 indépendante de h, At et T telle que

170 < C (At_lhp“||@tUHc(j,Hp+1(Q)) + A753||3t5“||o(7,L2(Q)))
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Démonstration. Nous rappelons que At?r? = ¢! — ¢Y. Dans la suite, nous voulons majorer le
terme ||¢" — ¢°|o. Soit v € V. Puisque (u® — U, v) = 0, par définition de U, on a

(d)l — qﬁo,v) = (w1 — Ul,v) — (wo — Uo,v)
= (' —u'0) + (u' = U 0) = (=¥ 0) = (W =T%0) (162
= ((pn = I) (u' —=u°) ,v) + (u' = U, v)

En utilisant un développement de Taylor avec reste intégral, le fait que 0, (pp, (v)) = pp, (Opu) et
le lemme 1.3.9, on obtient, en posant t; = At

((on = 1) (u —u®) ) | s/oluat(ph—f)u,v)\dt
s/lr«ph— Iy us,v) |dt

0
< CAtthHutHo(j;HpH(Q))HUHO

A présent, nous devons étudier le deuxieme terme. Grace au développement de Taylor avec reste
intégral, nous avons :

At? At? At 1M
u' = up + Atvg + —82u0 + T@‘s u® + ﬂ(?‘l u + 21 J, (At —8)* O (-, s) ds.

Alors,
(u' = U v) = (uo — Pruo,v) + At (vg — Pyvo,v) + ATtQ <6t UNO, v> + %3 (85’ 0_ 170, v>
+A2—ff (8§u0 _ [75,1)) + i /t1 (At — 5)4 Ru (-, s)ds
D’apres la définition de la projection P, Vv € Vho
(up — Prug,v) =0 et (vg — Ppug,v) =0

La consistance de la méthode et les définitions de Uy, Vj et /U\o en (1.19) et (1.20) donnent immé-

diatement
<8t2 0 U(],’U) = 0,
<8,§°’ 0_ %,v) =0,
(8tu - UO7'U> == 0
Ainsi,

t1

| (ut = U v) <— (At — )" | (OPu (-, 8),v) |ds
< CAt5||85u||C<J;L2 ol
Puisque ¢! — ¢° € V},, on peut choisir v = ¢! — ¢° comme fonction-test dans (1.62) :

l¢" = ¢°llo < C (Athp+1|’utHC(j;HP+1(Q)) + AtSHC(Bquc(ILQ(Q))> :

Par conséquent, on obtient :

Il < C (At_lhpﬂHWllc(?;HpH(Q)) + At?’\\afuuc(j;LQ(m)) '
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1.A.6 Preuve du lemme 1.3.12
Lemme 4.11 Pour 1 < n < N — 1, il existe C > 0 indépendante de h, At et T telle que

hp+ 1

tn+1 9 3 tn+1 6
o7l < € (T [ 1080 6 lpads+ A6 [ o 5) fods

1 tn—1

Démonstration. D’ apres 1’inégalité triangulaire, on a :
Irmllo = [l%w™ — um — §&0fu" o

2
<107 (o — D) ulo + [|0%w™ — 8fu™ — §5-0}u™ o

Pour majorer le premier terme, on utilise :

0 (ytna1) — 20 (- : _ae [T (1Y e
1) — 20 (4 tn) o (L tp—1) = At 1 A7 ofv (,s)ds.

tn—1

En utilisant le fait que at (up) = (8tu) avec? = 0,...,2, puis le lemme 1.3.9, nous obtenons

§2(pp — Dullly < -L s = tl 02 (pr — I) ulod
102 (pr, — D w0 < 25 t A7) 19 (on = T) ullods
n—1

hp+1 tn+l 9
C A7 105w (-, ) [|p+1ds.

tn—1

IN

Pour le deuxieme terme, en utilisant un développement de Taylor avec reste intégral, nous avons :

At? 1n — A2

tnt1 tn—1
S2u"—Pu"— u = </ o1 — ) O%u (-, s d5+/ tno1 — ) %u (- s ds).
ot =G ([ b= otutass [ = )

Et, Vs € [tn, tni1], the1 — s < At. Alors :

tni1 tnt1
/ (tny1 —5)° O0u (-, s)ds < At5/ O (-, s)ds.
tn tn

De la méme maniere, Vs € [t,—1,tn], s — tn—1 < Atet (t,—1 — 3)5 =—(s— tn,1)5 donc :
tn—1 tn
/ (tn1— ) 0u(-,s)ds < At® O (-, s)ds.
tn tn—1

Par conséquent,

At3
120

At?

tnt1
|6%u™ — O2u™ — 7(‘94 "o < 100 (-, 5) [|ods.

tn—1

Finalement,

th—1

hp+1 tn+1 9 3 tnt1 G
o7l < € (T [ 0BG s+ A [ 0k (15) s )
n n—1
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1.B Eléments finis d’Hermite

1.B.1 Discrétisation

Notons, dans un premier temps, que le probleme (1.9) est considéré ici en dimension un avec
des conditions de bord de Dirichlet homogenes.
Les éléments finis d’Hermite n’étant pas adaptés aux milieux hétérogenes, on s’est donc limité au
cas homogene. Ainsi, en multipliant (1.9) par une fonction-test v € H? (£2), en intégrant sur €2 et
en utilisant la formule de Green, on a

un+12un%un—1>
vdx = by (u™,v —i—/fvdx
/Q< At? ( ) Q

At?
bp (u™,v) = by (u",v) + Ebgh (u",v),

bip (u™,v) = —02/ Vu" - Vodz +/ (Vu" - v)vdo,
Q o9

avece

bop (u™,v) = /Au”Avdx—i—/ (V(Au"™) - v)vdo,
Q o9

ou v désigne la normale unitaire extérieure a €2 et f le terme source.

Nous cherchons donc 4 approcher numériquement une solution qui est supposée étre H? (Q2) donc
on ne peut pas utiliser des éléments finis de type P3. En effet, en 1D, on a I'injection H? (Q) <
C! (©) donc on va vouloir choisir 1’espace de discrétisation comme approchant au mieux 1’espace
C! (Q) ce qui n’est pas le cas des éléments finis P3 puisqu’ils n’offrent qu’une approximation de
H' (). Pour obtenir un tel espace, nous allons considérer les éléments finis d’Hermite qui sont
construits de fagon a avoir la valeur de la fonction ainsi que la valeur de sa dérivée aux extrémités
de chaque maille. Ainsi, on obtient le caractére C'! grice aux raccords des dérivées aux différents
noeuds du maillage.

Les fonctions de base correspondantes sont définies de la maniére suivante :

pi(75) = dij, ¢ (x5) =0,
V1<ij<n
Pi(x;) =0, @i (x5) = 04,

ol n désigne le nombre de noeuds x; du maillage, § est le symbole de Kronecker et les fonctions
©; correspondent aux dérivées des fonctions ; comme cela est illustré sur la Figure 1.8.

1+

FIGURE 1.8 — Fonctions de base de Hermite 1D

48



En considérant ces fonctions de base et I’espace d’approximation associé, on peut reformuler
le probleme sous la forme des deux équations matricielles suivantes

4 Un+1 —2U™ & Unfl B Un—i—l . 2U’rz +Un—1
At? At?

) +SU+RU" =0, (1.63)

Ut —oun 4 gl Ut ot 4 U -
BT< At2+ >+C< At2+ +RT+TU" =0, (1.64)

avec

(A)@',j:/Q(PiSOjdxv (B)i,j:/Q(PiSOjdwa (C)i7j:/()%80jd$a

(S)i,j = bp (i, j) (R)i,j = b (i, ?j) , (T)z',j = b (%1, 95) -

(1.65)

1.B.2 Stabilité

Nous avons également donné une condition nécessaire de stabilité pour le A2-schéma en
considérant une discrétisation en espace du type éléments finis d’Hermite. Ainsi, nous avons le
théoreme suivant :

Théoréeme 1.B.1. Le A2-schéma est L2-stable sous la condition nécessaire suivante :

At 1

c— < .
IV

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que si on fixe I’indice de ligne j dans toutes les matri-
ces de (1.65), que I’on notera indifféremment X, alors les seuls termes non nuls sont X;_1 ;, X ;
et X j+1. Ainsi I’équation (1.63) peut se reformuler, en notant 6;U = U;-‘H — 2Uj’-1 + U]’.’_ ,

(aibj—oiU + bi0j—21iU + siUJ" o, ; + mU;L_QH) =0.

NE

1

.
Il

De méme I’équation (1.64) se réécrit

(bi6j 21U + ci65—24:U + 1:UJ" 5, + tiU?72+i) =0.

3
1=

[y

o, pour tout 7 € {1,2,3},

1 1 1 .
4% = 33 ; pj—atipjdr, b= A2, Pi—atipjdr, ¢ = A2, D214 P; d,
si = by, (@j—24i, 9;) 5 ri = bn (T5—214, ¢j) ti = by (©j—2+i, 95) -
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On précise, sans détailler les calculs, les valeurs de ces différents coefficients

9h 26h 9h
R TYNTE 927 35A2 AR TYNTE
13h2 —13h?
1™ 120A12 b2 =0, 37 420A2
- _2m? R
4T 110A2 b2 = TosAr T T40A2°
2 AA2 2 A
TR e r2=0, T TE
62 AL 12¢2 24 A2 62 A2
NETE T TR O T e T T 0 T T T
f = _L@ - AAL? ,— 4hc? _ 202 A2 oy = _hic2 - A2
30 6h 15 3h 30 6h

Ainsi en appliquant une transformée de Fourier discrete sur les équations (1.63) et (1.64), on
obtient le systeme

~ ~n+1 N ~n N ~n—1
AU+ BU  +CU"+ DU + AU '+ BU

=0,
» . (1.66)
BU™' +EU +DU"+FU +BU"'+EU =0.
avec
h 18 5
A: E (1—35Sln (6)) ,
13p% .,
= “1osap s 9
2h% (18 6c2 5\ Lo
C = AP (35SID (8) —1> +4 <5h - ﬁAt >sm (8),
13h2 2 AN\ | 9
- <105At2 Ty T T )Zsm (8),
3 .2
po (L (B
At? \ 210 35
P LCZ_C4A752_ h3 h702+c4At2_ h3
5 h? 105A¢2 15 3h  35AL2
et g = - ou k est la variable duale de la variable spatiale.
On peut reformuler le systeme (1.66) sous la forme matricielle
lj*n—l
> ~n—1
A BN(U™N /A B CcD\|TU 167
B E )" \B EDF o :
U?’L
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T
> , le systeme (1.67) devient

MW"t = _NWw™ (1.68)
ou
10 0 0 0 0 -1 0
01 0 0 0 0 0 -1
M=1490 4 B et N=148 ¢ b
0 0 B E B E D F

Afin de justifier que M est inversible, il est utile de noter que

1 119 sin? (B)) ht

210 T 11025

sin? (8) +

det (M) = < 1575 ) A2

est clairement un terme positif.
En utilisant la notation H (k) = M~ N, on arrive a la conclusion que le schéma est stable si et
seulement si || H (k) || < 1 pour tout k € R, c’est-a-dire si et seulement si

p(H (K)) <1, Vk € R

ou p (H (k)) désigne le rayon spectral de la matrice H (k). En remarquant que 1’inverse de M est
de la forme

det (M) 0 0 0
1 0 det(M) 0 0
~ det (M) 0 0 E -B
0 0 -B A
on a
00 -1 0
00 0 ~1
ge_| 1 CE—-BD DE - BF
det (M) det (M)
0 AD - BC AF - BD

det (M) det (M)

A présent, introduisons la notation suivante

CE—-BD DE— BF

O dan ()
AD - BC AF —BD ’ c d
det (M) det (M)

et intéressons-nous au calcul des valeurs propres de 7. On explicite le polyndme caractéristique
associé a I :

pN) =M= (a+d) X+ (ad —bc+2) N2 — (a+d) A+ 1.

ah
En posant At = v et en faisant ’hypotheése que 5 = mm, m € Z, c’est-a-dire le cas ou
c
2
k= %, m € 7, p se reformule

p(N) =A+1)7 (AN +2(1-2la+10502) A+ 1) .
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On en conclut que —1 est valeur propre double de H, on regarde alors les racines du second
facteur. Le calcul du discriminant nous donne

A = 84a (5a — 1) (1050 — 21+ 2) .

On remarque que lorsque o décrit RT, 1052 — 21a + 2 est toujours positif donc A est du signe
de 5o — 1. On distingue donc trois cas :

— Si ba — 1 > 0, p admet deux racines réelles distinctes A1 et Ao telles que A\ Ay = 1.
Ceci implique que 1'une des deux est nécessairement plus grande que 1 et dans ce cas-1a, le
schéma est instable.

— Siba — 1 =0, padmet % pour racine double qui est bien inférieur a 1.

— Si5a — 1 < 0, p admet deux racines complexes conjuguées dont le produit des racines est
en module égal a 1 et qui ont méme module. On en déduit donc que leur module est égal a
1.

Par conséquent, une condition nécessaire de stabilité est

<

At
“h

Sl

ce qui acheve la preuve du théoreme. Ll
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Chapitre 2

Analyse de stabilité pour la méthode
IPDG appliquée a I’équation des ondes

Comme nous I’avons déja souligné, les méthodes de Galerkine discontinues, utilisées pour dis-
crétiser I’équation des ondes, meénent a des matrices de masse diagonales par bloc sans 1’aide de
formule de quadrature particuliere. De plus, elles peuvent étre utilisées avec n’importe quel type de
maillage et permettent de prendre en compte facilement les variations des parameétres physiques
a l'intérieur de chaque cellule du maillage (au moins des variations polynomiales). Les méth-
odes DG sont aussi naturellement adaptées a la parallélisation puisque que toutes les intégrales de
volume sont calculées localement et les communications entre les cellules sont assurées par des
intégrales surfaciques sur chaque face des éléments. Dans [5], les auteurs présentent une revue
complete des différentes approximations de Galerkine discontinues pour 1’opérateur de Laplace.
Ils montrent en particulier que la méthode IPDG, également connue sous le nom de méthode avec
Pénalité Interne Symétrique (SIP) [8], est I'une des plus appropriées puisqu’elle est stable et con-
sistante, ce qui garantit un ordre optimal de convergence du schéma. Cela explique pourquoi cette
méthode a été utilisée avec un vif intérét pour résoudre 1’équation de Helmholtz [2, 9] et I’équation
des ondes [33, 34, 2].

Néanmoins, malgré ces propriétés intéressantes, la méthode IPDG pose deux difficultés. La pre-
miere est la détermination du parametre de pénalisation -y, introduit au chapitre précédent, qui
pénalise les discontinuités de la solution au travers des faces internes du maillage. Ce parametre

. a . 13 7 . 2z 7 7 13
s’exprime sous la forme —f ou &g est un coefficient dépendant de la face considérée. En théorie,
F

il devrait étre tel que « soit uniquement dépendant du degré polynomial des fonctions de base
et indépendant du maillage. En pratique, le choix de £z reste une question ouverte. Le choix le
plus classique (cf. [33]) est de considérer £ = min (peire (K1), peire (K7)) o peire (K) désigne
le rayon du cercle circonscrit 2 I’élément K et K et K~ sont les deux éléments partageant la
face F'. Cependant, ce choix nécessite soit de réajuster o pour chaque maillage, soit de choisir
a tres élevé et donc de sur-pénaliser la forme bilinéaire. Récemment, Shahbazi (cf. [49]) a pro-
posé de plutdt considérer le cercle inscrit. Cependant, aucune étude n’a encore analysé 1’ intérét
d’un tel choix par rapport au choix classique. La question du choix de ce parametre est cruciale
puisqu’une valeur trop petite meéne a des instabilités tandis qu’une valeur trop grande pénalise la
condition CFL. Dans [2], les auteurs proposent une valeur minimale du parametre de pénalisation,
en fontion du degré polynomial p des fonctions de base et de la taille des éléments. Il s’agit d’une
conjecture dont on trouve, dans [2], une preuve jusqu’a p = 3 mais I’extension de ce résultat a
p > 3 et a des maillages non structurés reste a faire. La seconde difficulté est la détermination de
la condition CFL. Il est connu que cette condition décroit quand le coefficient de pénalisation aug-
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mente mais aucune étude analytique n’a encore été proposée. Dans ce chapitre, on se propose a) de
prouver la conjecture de Ainsworth, Monk et Muniz jusqu’a p = 5 ; b) d’établir une méthodologie
pour la prouver pour un p donné; ¢) de fournir une formule analytique liant la condition CFL au
coefficient de pénalisation. Les résultats obtenus, ainsi que la méthodologie proposée, nous servi-
ront ensuite pour I’étude de la stabilité du A?-schéma. Nous restreignons notre étude au cas de
maillages structurés composés de segments (en 1D), de carrés (en 2D) ou de cubes (en 3D). Aux
sections 2.1 et 2.2, nous établissons deux théoremes en 1D, fournissant des conditions nécessaires
de stabilité par rapport au coefficient de pénalisation et au pas de temps. La section 2.3 est con-
sacrée a I’extension de ces résultats en dimension 2 et 3 sur des maillages structurés composés de
carrés ou de cubes. La preuve en dimension 2 étant exactement similaire a celle en dimension 3,
nous ne la présentons pas ici. Enfin, nous présenterons des résultats numériques en section 2.4 qui
illustrent la validité de nos deux théoremes.

2.1 Analyse de stabilité

Dans cette section, nous proposons des conditions nécessaires sur v et At afin d’assurer la
stabilité-L? du schéma

n+1 _ n n—1
v QAUtQ tU ~M'KU™ + MtF™. 2.1

Nous obtenons une condition nécessaire de stabilité exprimant At en fonction de -y et h. Numérique-
ment, nous montrons que cette condition n’est pas suffisante. Ceci justifie le théoréeme 2.1.3 dans
lequel nous montrons qu’il existe une facon de rendre cette condition quasi-suffisante en un sens
que nous précisons plus tard. Nous supposons ici que le domaine € est infini (Q = ]Rd) et uni-
formément maillé par des segments (si d = 1), des carrés (si d = 2) ou des cubes (si d = 3). La
longueur des cotés de ces éléments est notée indifféremment h.

Une condition nécessaire de stabilité est donnée par le théoréeme suivant :

1
Théoréme 2.1.1. Supposons p < 5 et posons ag ) = p(p2+) Pour que le schéma (2.1) soit
L?-stable, il faut que
@o,p
> 2.2
s (2.2)

et, si on écrit vy = /h,

At Cip siagp <a< oy,
Va2t < 2.3)
Cop () sia> ajy.
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o oy p, C1 et Co (v) sont définis par :

Pl Qip C'1,p 027;0 (a)
1] 2 10.577 ;
3(a—1)

2
2| 5.4 [0.258 :
—15 4 6 + (405 — 2400 + 36a2) "

2
319.65|0.153 7
—45 + 10« + (4545 — 1320c + 100a2)

1
4114.7]0.103
2v/594.1 (@) gao (@) + 5a — 35

5120.810.074 1
2v/7g5.1 () g5.2 (@) + 7 (a — 10)

avec, pour p = 4,

1
ga1(a) = (518 — 98a +5a?)?,

ga2 () = cos (1 arccos <1g4,3 () 3\/5 )) ,

3 10 gi1 (@)
ga3 (@) = —47705 + 14574a — 14700 + 50a°.
et, pour p = 5,
1
951 (a) = (1555 — 200a + 7a?) 2,
(@) 1 L gpa (o) 27
gs52 (o) = cos | - arccos [ —g53 () — ,
3 14 931 (a)
gs53 (@) = —299825 + 614400 — 420002 + 98a”.
Dans [2], les auteurs ont prouvé (2.2) pour p = 0, ..., 3 et conjecturé cette relation pour tout

p > 3. Le théoreme (2.1.1) étend donc sa validité jusqu'a p = 5.

La condition (2.2) ne permet pas de déterminer le choix le plus judicieux de £r. En effet, dans le
cas de mailles carrées ou cubiques, les rayons des cercles (ou spheres) inscrits et circonscrits sont
proportionnels et la condition (2.2) peut s’écrire indifféremment sous la forme

2 2
S 200, 0 200,Vd

Pins Pcirc

Le cas des maillages rectangulaires ou parallélépipediques, étudié a la section 2.3, nous donnera
une meilleure indication du choix le plus approprié.

Remarque 2.1.2.
e Dans [34], il a été montré que la condition de stabilité liant At a o se comporte comme
) 2
C//a pour o suffisamment grand, oul plus précisément, C = | —————————. Le théoréme

P+1)((+2)
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t
2.1.1 dit que pour o suffisamment grand, — < Ca, (o) et Cop () se comporte comme

h
C/ya.
e La condition de stabilité ne dépend pas de o pour g, < o < vy Il n’est donc pas
nécessaire de choisir o trop proche de o , pour améliorer la condition CFL.

Le théoréme suivant nous donne une condition quasi-suffisante de stabilité en un sens que nous
préciserons plus loin dans ce chapitre.

Théoréme 2.1.3. Soit V,, , = {)\ ERY 1 Qpa (V) =0et|Qpa (V)] < 1} ot Qp (N) est un

polynéme de degré 2p, admettant au moins une racine réelle positive, et Qp@ (\) est une fraction
rationnelle définis en annexe 2.B pour tout p < 5. Alors, si p < b, pour que le schéma (2.1) soit
L2-stable, il faut que les conditions (2.2) et (2.3) soient satisfaites et que

Voo = &
ou (2.4)
At 1
Vi&et < ¢ S
o= P (@) 2 /max V) o

Remarque 2.1.4.
— Ce théoreme ne donne pas une condition explicite. Néanmoins, elle peut étre calculée
numériquement via l’algorithme suivant :

1. Calculer toutes les racines de Qp .
2. Sélectionner toutes les racines réelles positives telles que |Qp o (\) | < 1,
3. Choisir le maximum de ces racines.

— Les résultats numériques de la section 2.4 montrent que ce théoreme fournit en pratique des
conditions nécessaires et suffisantes.

— L’étude numérique de la condition (2.4) que nous présentons a la section 2.4 montre que
I’ensemble V), , est en fait vide a I’exception du cas ot o appartient a un petit voisinage
de o p. Cela signifie que le théoreme 2.1.1 fournit une condition nécessaire et suffisante de
stabilité quand o n’est pas dans ce voisinage. De plus, les remarques 2.1.2 sont toujours
valables.

Malheureusement, nous n’avons pas pu établir ce théoréme pour n’importe quel choix de p et
nous nous sommes restreints aux cas p < 5, la technique étant similaire pour des degrés polyno-
miaux plus élevés. Les preuves dans le cas 1D sont données en section 2.2 alors que leur extension
ala dimension d = 3 fait I’objet de la section 2.3. Comme nous I’avons déja souligné, la preuve du
cas d = 2 est exactement similaire a celle du cas d = 3 ce qui explique que nous ne la présentons
pas ici.

2.2 Etude du cas mono-dimensionnel

Cette section contient les preuves des théorémes 2.1.1 et 2.1.3 dans le cas mono-dimensionnel
qui se décomposent en trois étapes. La premiere est une analyse de Fourier présentée en section
2.2.1; la seconde étape est consacrée a la preuve de la condition (2.2) qui est détaillée dans la
section 2.2.2 ; la derniere étape concerne la preuve des conditions (2.3) et (2.4) en section 2.2.3.
Les preuves sont détaillées pour p = 3 et sont adaptables sans difficulté aux cas p = 1,2,4 et 5.
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Nous avons choisi de présenter ce cas, car pour p = 1 ou 2 certaines difficultés sont masquées
et pour p > 4 les expressions des polyndmes (et a fortiori de leurs racines) sont tres lourdes et
nuisent a la compréhension du mécanisme de preuve.

Ici, nous supposons que le domaine est {2 = R et qu’il est maillé par des segments de longueur
h. Nous considérons une vitesse ¢ = #/p = 1 mais nous pouvons étendre facilement la preuve
a d’autres vitesses en posant A" = At/c. Nous considérons le schéma (2.1) sans terme source

c’est-a-dire o .
urt 20"+ U™
M AL + + KU" =0. (2.5)

Considérons I’équation sur un élément .J du maillage. Nous avons, V.J € Ty,

v urtt —2un + Uyt
Le At2

T
+ (K1) Ujoy + KU + KU =0 (26)
ou U correspond au vecteur d’inconnues U restreint a I’élément J et My p, K4 et K K; sont

respectivement les matrices de masse et de raideur en dimension 1 obtenues en considérant des
polyndmes de degré p. Plus précisément, on a :

My (i,j) = h @i (%) p; () dz,

[0,1]
e L 0% 05 oy e Loy 9% L )22
Kiplid) = [ G @) G @it g ) G )+ g5 (1) G ()
) ) 1 0p; 1 0p;
20 (1) 5 (1) = 5261 (0) 52 (0) = 5565 (0) 52 (0) @7
+7¢i (0) 5 (0) ,
. 1 0p; 1 0p; . .
Y () = =500 (1) 52 (0) 4 5505 (0) 52 (1) = 9 (1) 5 (0),

ou {Q&Z}Z:1 »+1 sont les fonctions de base discontinues de Lagrange sur I'élément de référence
[0,1].
2.2.1 Analyse de Fourier du schéma IPDG en 1D

Pour étudier la stabilité du schéma IPDG, nous introduisons la transformée de Fourier discrete

Fn L — L?(Ky)
3 h —ikJh
U— U=F,U) k)= %ZUJe
JEL
avec Kj = [— %, %] et L7 = {U = U1)jez . 2 IUS? < —i—oo}.
JEL

A présent, en appliquant la transformée de Fourier discrete a (2.6), nous obtenons, V3 € [—, 7]

U3t (8) — 207 (B) + U (8)
At2

+ KU} (B) =0 (2.8)

ou f=hket Kg= (KIV)" e 4 Ky, + KV eif,
La stabilité L? de (2.8), pour tout 3 € [—7, 7], est équivalente 2 la stabilité L? de (2.5), grace aux
égalités de Parseval.
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Puisque M j, est une matrice définie positive et que K g est hermitienne, toutes les valeurs propres
de Ng = M, ; K 5 sont réelles. Une analyse de stabilité classique montre alors que (2.8) est stable
si et seulement si

4
0< A< —
- T A2
pour tout A € A () ou A () représente I’ensemble des valeurs propres de Ng. Une condition
nécessaire et suffisante de stabilité pour (2.5) est donc

Amin > 0 et At < ——

max

avec Amin = min _[min (A (5))] et Amax = max [max (A (8))].
pel=mm] BE[—m,7]

)

Pour étudier les valeurs propres de /Ng, nous allons calculer son polyndme caractéristique g,. En
posant o = h, il est de la forme

p
Go (B,2) = (—1)PFENTL £ " (o, B) N (2.9)
=0

Les coefficients ¢; (o, 3) peuvent étre calculés par un logiciel de calcul formel tel que Maple. Nous
les présentons dans 1’annexe 2.A pour 1 < p < 5. Par exemple, pour p = 3, nous avons

s(o,f) = o (15— ) cos (8) — 4a)

co (o, B) = %0 (cos? (B) — (23 + a) cos (B) + (18 — 65))

e1 (a, ) = 2% (4cos? (8) + (65 — 3a) cos (8) + (141 — 32a))
o(0,8) = T (3eos” () +2(3 — a)cos (8) + (20— 9))

Comme toutes les valeurs propres de Ng sont réelles, il est évident que toutes les racines de
da (B, -) sont réelles.

Dans la section 2.2.2, nous montrons que la condition Ay, > 0 est équivalente a (2.2) et dans la
section 2.2.3, nous montrons que la condition A\, < 4 implique (2.3) et (2.4).

S Ae
2.2.2 Etude de la condition \,;, > 0

Pour montrer I’équivalence entre (2.2) et la condition Api, > 0, nous cherchons une condition

nécessaire et suffisante portant sur o pour que les racines du polynéme caractéristique g, soient
positives quel que soit 3. Nous utiliserons le lemme suivant.

n .
Lemme 2.2.1. Soit P un polynéme de degré n avec n racines réelles tel que P (Y) = > ¢;Y".
i=0

Toutes les racines de P sont positives si et seulement si
(—I)Z C; Z 0.

Démonstration. Ce lemme est un corollaire des regles de Descartes. Nous en donnons cependant
la preuve en annexe 2.D. O

58



Ainsi, nous devons trouver une condition sur « telle que, Vi € {0,...,p}, V3 € [—7, 7],
(_1)2 Cj (Oé, /8) > 0.

Nous allons étudier chacun de ces coefficients, en commencant par le terme de plus haut degré.
Nous ne présentons ici que le cas p = 3.
e Etudions tout d’abord la condition sur c¢3. On a, V3 € [—, 7],

—c3(a,5) >0 < (a—15)cos(B) +4a > 0.

11 est clair que cette condition est satisfaite pour tout 5 si et seulement si
oo — 15| +4a > 0 (2.10)

ce qui implique que o > 3. Par conséquent, —c3 («, 3) > 0, quel que soit le choix de 3, si
et seulement si
a > 3. (2.11)

e Considérons a présent la condition sur ca.
En posant X = cos (), cette condition est équivalente a

fo(X):= X2~ (23+a) X + (18a — 65) > 0, VX € [-1,1]. (2.12)

Cette équation du second ordre admet deux racines :

| 1/
X1 = (23+a— ((a—13)2+620) 2) ,

1 1/
X =5 (23+a+ ((a—13)2+620) 2) .

Nous savons que f, (X) est un polyndme du second degré et que son coefficient de plus
haut degré est positif. Donc, f,, est positif VX € [—1; 1] si une des conditions suivantes est
vérifiée :

1. X1 =Xy,

2. [-1,1] € ]—o0, X1],

3. [-1,1] C | X9, +o<].

Puisque (o — 13)2 + 620 > 0, X7 < X5 et 1. est impossible.
Le cas Xy < —1 est aussi impossible car Xo > 0 quand a > 0 donc nous avons juste a
considérer le cas X; > 1, qui mene a I’inégalité

2 Y2
23+a—((a—13) +620) > 9,

qui est équivalente a

87
> —.
- 17

Finalement, ¢ («, B) > 0, quel que soit le choix de /3, si et seulement si (2.13) est vérifiée.

« (2.13)
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e Maintenant, étudions le signe de ¢1 («, 3).
En effectuant le changement de variable X = cos (/3), la condition —¢; («a, ) > 0,Vf €
[—7, 7| est équivalente a

fo (X) = —4X? + (3a — 65) X + (32 — 141) > 0, VX € [-1,1].

Le polyndme f,, admet les deux racines suivantes :

1/2
—1 61\2 14000
X1:§ 65—3a+<<3a+> +> ,

3 9
1/2
-1 61\% 14000
= — —_ —_ _— _—
Xo 3 65 — 3« <<3oz+ 3> + 9 )

Puisque le coefficient de téte du polyndme f, est négatif, d’'une manicre analogue au cas
précédent, f, est positif VX € [—1;1]si [—1;1] C [X7; Xo].
La condition X; < —1 implique que

1/2
1\? 14
g (1o 5) 10

ce qui mene a
80
a> —. (2.14)
29
De la méme maniere, la condition Xy > 1 est équivalente a

a > 6. (2.15)

Par conséquent, —c; (o, ) > 0, V(3 € [—m, 7| si et seulement si o > 6.
¢ Finalement, intéressons nous au signe de ¢ (o, 5) ,Vf € [—7, 7).
Ici aussi, en utilisant le changement de variable X = cos (), nous avons

fa(X):=3X?+23-a)X +2a-9>0.

Cette fonction polynomiale f, admet les deux racines suivantes :

1
X =5 (20-9),
Xo=1.

De la méme maniere que précédemment, Xo étant égal a 1, pour que f,, soit positif V.X €
[—1; 1] il faut que X; > 1 ce qui meéne a la condition

a > 6. (2.16)

En conclusion, en prenant en compte les conditions (2.11), (2.13), (2.14), (2.15) et (2.16), nous
avons
Amin > 0 < a > 6. (2.17)

Cette démonstration dans le cas p = 3 nous permet de retrouver d’une maniere originale le
résultat obtenu par Ainsworth, Monk et Muniz [2]. Notre technique a ’avantage de pouvoir étre
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p Co C1 C2 c3 cq cs
1] a>1 a>1
30
2 > > — > 2
a>3 04_11 o>
3| a>6 a>6 azg a>3
17
4 2 1
4 | a>10 a253 azﬁ azg a>4
55 34 73
336 1185 124
>1 >1 > — > — > — >
5| a 5| « 5 a_23 a_86 a_ll a>5h

TABLE 2.1 — Conditions sur « pour chaque coefficient ¢; et chaque degré polynomial p

étendue beaucoup plus facilement aux ordres plus élevés. Nous I’avons utilisée pour obtenir une
condition sur « pour tout degré polynomial p de p = 1 a p = 5. Puisque les calculs sont trés
similaires, nous ne les détaillerons pas ici mais nous résumons les résultats dans le Tab. 2.1.

D’apres ces résultats, nous pouvons facilement déduire quels sont les plus petits parametres
de pénalisation assurant la stabilité du schéma (cf. Tab. 2.2). Il est clair que, pour 1 < p < 5, pour
que la stabilité soit garantie, il faut que

pp+1)

, ou, de maniere équivalente, que vy > 57,

1
azp@;)

P 1 2 3

a>l|la>3|a>6|a>10| a>15

TABLE 2.2 — Condition de stabilité sur o pour chaque degré polynomial p

2.2.3 La condition CFL

Ici, nous proposons de prouver que la condition

2
At <
)\max
implique (2.3) et (2.4).
Il est clair que pour tout 5 € [—m; 7], le polyndme ¢, admet p + 1 racines, éventuellement multi-
ples. Nous les notons, quitte a les réordonner, de la plus petite a la plus grande A1 (3) , ..., Ap41 (B).
Ainsi, Apax = max  [max (A (5))] = max A,y (5).
BE[—mm] Be[—mim]

L’intervalle [—m; 7| étant un fermé de R, il existe Smax tel que Amax = Ap+1 (Bmax). De plus, le
réel Smax est tel que 1’une des conditions suivantes soit vérifiée :
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(1) )\;34,-1 (Bmax) — 0,
(2) Bmax - :tﬂ-’
(3) Ap+1 n’est pas dérivable en Spax.

Pour traiter les cas (1) et (3) nous utiliserons le théoréeme des fonctions implicites :

Théoreme 2.2.2 (Théoréme des fonctions implicites). Soit f (z,y) une fonction de classe CP
définie sur un ouvert U de R? et a valeurs dans R. Soit (z, yo) un point de U tel que f (xq,y0) = 0
et tel que la dérivée partielle de f, par rapport a la deuxiéme variable, ne soit pas nulle en (xq, yo).
Alors, il existe un ouvert V' contenu dans U et contenant (o, yo) et une fonction ¢ de classe C?
définie sur R a valeurs dans R, tels que I’équivalence suivante soit vraie :

V(z,y) €V, f(z,y) =0 p(x) =y.
De plus,
(3707310)

y (I’O, 3/0)

d
7 ()

8

Le polynéme g, vérifiant g, (5, A\p+1 (5)) = 0, le théoreme des fonctions implicites nous
permet de vérifier ’existence de )\1’0 +1 () et de calculer sa valeur le cas échéant.
Ainsi, les conditions (1), (2) et (3) peuvent se reformuler de la maniere suivante :

94a
(1) % (ﬁmaXa )\p+1 (/Bmax)) = 0,
(2) Bmax - :tﬂ-’

9qa
(3) W (ﬁmaXa >\p+1 (/Bmax)) = 0.

Par conséquent, nous devons déterminer tous les 5 vérifiant (1), (2) ou (3). On a alors

)\max = ?eaj‘:)‘erl (/8)
ou A= {p € [-m; 7| tel que I’une des conditions (1), (2) ou (3) soit vérifiée}. )
Cependant, la troisi¢me condition ne mene a rien d’exploitable. On se limite donc aux § € A ou
A={p € [—m;7w| : tel que I'une des conditions (1) ou (2) soit vérifiée}.

On a alors Apax > Iglajc)\pﬂ (B) ce qui signifie que la condition de stabilité que I’on obtiendra
€
sera seulement nécessaire.

Dans la suite, nous ne détaillerons que le cas p = 3, puisque les preuves sont similaires pour
toutp=1,...,5.

Pour la condition (1), nous cherchons (S, A (8o)) tel que %qg (Boys A (Bo)) = 0. Comme
9qa . 8 240
95 (BooA(Bo)) = sin (Bo) | 7 (o = 15) A (B) + 7 (23 + = 205 (Bo)) A* (i)
+ 2257 (30— 65 — 805 (o)) A (Bo) + + g (605 (50) +2 (@~ 3))|
on obtient les deux conditions suivantes :
sin (Bp) =0 (2.18)
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et

% (= 15) X% (Bo) + % (23 + o — 2cos (Bo)) A% (Bo)
(2.19)
% (3ac — 65 — 8 cos (50)) A (Bo) + 102200 (—6cos (Bo) + 2 (a — 3)) = 0.

Premierement, nous considérons la condition (2.18).
e Si By = 0, le polyndme ¢, admet les racines suivantes :

60 90 + 20c + 2g1 (o) 90 + 20 — 291 ()

"2’ h2 ’ h2
1
ol g1 (a) = (4545 — 1320 + 100a?) 2.
60
Il est clair que, pour a > 0, les deux racines les plus grandes sont x; = 2 et o =

1
72 (90 + 20 + 2¢; (). En étudiant le signe de la quantité
h% (z1 — x3) = —150 4 200 4 2¢1 (@)

on peut facilement obtenir

{ )\4(0) = X2 SiOéZG
(2.20)

A (0) =21 sia<6.

Nous avons prouvé en section 2.2.2 que la condition o > 6 est une condition nécessaire de
stabilité. On ne conserve donc que 2.
e Si gy = =+, les racines du polynéme ¢, sont les suivantes :

2 2 2 2
» (45 + \/1605> 3= (45 - \/1605> 5 (<154 6a -+ g2 ()5 75 (~15 + 62 — g2 ()

1
ol g2 (@) = (405 — 2400 + 3602) 2.
Les deux plus grandes racines sont x3 = % (45 4+ V/1605) etzy = % (=15 + 6+ g2 (@v)).
L’étude du signe de x3 — x4 implique

{ M (m)=2z3 sia<10

A () =24 sia>10.

(2.21)

A présent, nous devons comparer A4 (0) et A4 (7). Nous pouvons facilement vérifier que

24/1605 + 393

A4 (0) = Aq () 9.66,

(2.22)
. 2v/1605 + 393
S1] —m—— > «

Ag (m) > Ay (0) 19

On a donc maxA4 (B) > max A\ (f).
BeA p={0,7}
Par conséquent, en considérant (2.20) et (2.21), une condition nécessaire de stabilité est

si6 < a < ajp,
< Ag(m (2.23)

At
h siag, < a,




2v/1605 + 393

que la condition (2.18) implique (2) donc on n’aura pas besoin de la considérer une nouvelle
fois.

ol vy = , ce qui correspond a la condition nécessaire (2.2). On remarque

Intéressons-nous maintenant a la condition (2.19), c’est-a-dire, trouvons (5o, A (5p)) tel que la
condition (2.19) soit vérifiée.
La condition (2.19) est équivalente a

(v — 15) hSA3 (Bp) + 30 (23 + ) h*A2 (By) + 360 (3ax — 65) b2\ (Bp) + 25200 (o — 3)

cos (Bo) =
= Q3.0 (A (Bo)) -

En injectant cette expression de cos (/3p) dans le polyndme caractéristique (2.9), nous obtenons
que A (Bo) est solution de

60 (hiX2 (By) + 48h2X (By) + 1260)

1
1508 (W42 (Bo) + 48h2\ (Bo) + 1260)

6
qa (/307 A (60)) = ZAZ (60) hQiCL‘ (Oé) =0
=0

ou, de maniere équivalente, solution de

6

Q30 (A (Bo)) = Y A" (Bo) h*'d; () = 0

1=0

avec
= 635040000 (a* — 12 + 36) ,

= 3628800 (1502 + 70a — 96) ,
= 86400 (31a? — 447a + 5316),

= 180 (17a* — 44200 + 7740) ,
= 60 (o + 16a — 357),

(@)
(@)
(@)
3 (a) = 14400 (8o — 135a — 1728) ,
(@)
(@)
(a) = a?—30a + 210.

\

Une fois les racines de an calculées, il faut s’assurer que [y est bien défini, ¢’est-a-dire que
|@Q3,0 (A) | < 1. C’est pourquoi nous nous intéressons uniquement aux valeurs propres A vérifiant
Q3.0 (A) =0et|Q3q (N)| <1, c’est-a-dire aux éléments de V3 .

Finalement, on a max\4 () = max [max [A4 (0), Ag (7)], max V3 4].
BeA
On en déduit alors le théoréme 2.1.3. U

Avant de nous intéresser au cas de la dimension d, remarquons que la condition (2.2) ne dépend
pas de la dimension d. Cela n’aurait pas été le cas si nous avions exprimé ¥ comme une fonction du
rayon du cercle (ou de la sphere) circonscrit qui est v/dh. Puisque A est le rayon du cercle (ou de la
sphere) inscrit, nous conjecturons que le troisieme choix du parameétre & introduit au chapitre 1 et
intervenant dans la pénalisation est la plus approprié. Nous y reviendrons lorsque nous discuterons
de I’extension de ce théoréme a des maillages composés de rectangles ou de parallélépipedes.
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2.3 Le cas de la dimension d

Dans cette section, nous proposons d’adapter la technique proposée dans [27] pour étendre
I’analyse du cas 1D au cas dD. Ici, nous détaillerons uniquement le cas 3D, puisque la technique
est exactement la méme pour le cas 2D.

Tout d’abord, nous considérons un domaine infini et homogene (2, maillé uniformément avec des
cubes dont la longueur d’aréte est h.

A présent, nous rappelons les notations introduites dans [27].
3

3
e ) = U KyouKj= HSJk = H [th, (Jk+1) h] et J = (Jk)kzl,...,?f
KTy k=1 k=1

e Sur K = [0,1]%, nous définissons les fonctions de base de Lagrange (951)16{1 pt1)? par

3
¢1(x) = [[u ()
k=1

ou ¢y, est une fonction de base de Lagrange 1D.
e Puisque le maillage est uniforme, les fonctions de base sont définies sur I’élément J grace
aux fonctions (801)16{1,.‘.,;)—‘,-1}3 par

o0 = o (257 ) 1y (0

ol 1g, est la fonction indicatrice de K ;. Ces fonctions peuvent étre écrites comme un
produit de d fonctions de base 1D :

5 x — Juh
P (x) = [[&m <h> Ls,, (Xk) -
k=1

e Les différentes faces de I’élément de référence K sont notées par un exposant C' correspon-
dant a I’orientation de la face : Nord (N), Sud (S), Est (E), Ouest (W), devant (F : front) et
derriere (B : back) (cf. Fig 2.1).

R

I
1 N
| r
I
I
I
I
I

FIGURE 2.1 — Notations des faces en 3D
Puisque le maillage est uniforme, on peut réécrire le probleme sur un élément I = {1y, I5, I3} :
M3 0" Ul 1,15 = K3 pUr 10,15 + Kfprfl-FLbJs + K?E/};Uh—LIQJs
+KI' U + KB U + KN U (2.24)
3,pY11,I2+1,13 3,pY11,I2—1,I3 3pYI1,12,13+1 .

S
Jr]{S,pUllJz,I?ﬁl
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e Uy, 1,1, correspond a la restriction de U sur I’élément I.
n+1 n n—1
U11,12,13 — 2UI1J2JS + U11J2,13
+2
e M3 ), est un bloc de la matrice de masse M,

n
° Ufl,fz,ls =

M, (i.) =h3/ sigide,  Lje{l...p+1)
K

e K3, estun bloc diagonal de la matrice K

.. . R h o e
Kzp(i,§) = h/A Vi - Vojdi — > 2/C (@iVey + @5V ve do
K ce{N,S,EW,B,F} 7T
Y R vaade iie{lope1)

Ce{N,S,E,W,B,F}

ol V¢ est le vecteur normal unitaire extérieur 2 la face T'C.
o K gp est un bloc de la matrice K correspondant aux interactions entre un élément I et son

voisin par la face ' :

2
—h2¢; (1, 22, 23) @5 (0, w2, 23) dwadas

.. h . . . .
K3, (i,§) Z/[ P*(@i(l,ﬂﬂzaxs)ij (0,22, 23) + @5 (0, w2, 23) V5 (1,22, 23)) vE
0.1

. . h . ) ) )
K3, (1)) Z/[OI]QZ(%(QH,L%S)V% (21,0, 23) + ¢ (21,0, 23) V@i (21,1, 23)) vp

—hQLﬁi ((L‘l, 1, xg) (ﬁj (1'1, O, .%‘3) dl‘ldwg

- h . R R R
K?])\,[p(lhl) :/[()1]22(%(551»902,1)V4Pj (CCl,l'Q,O)"‘QDj (l’l,ZCQ,O)VQOi(ZCl,l'Q,l))I/N

—h2@i (1, 22,1) @5 (v1,22,0) dridrs

K3, ((i1,9,43) , (1, J2, 33)) = K5, ((G1,42,13) , (i1, ja2, J3))
K3, ((i1,i2,3) , (1, j2, 43)) = K3, (i1, 2, 83) , (j1, 2, j3))
K3, ((i1yi2,13) , (41, 42, 43)) = K3, ((iv, 2, 53) » (j1, J2s i3))
Alors, en multipliant I’équation (2.24) par I'inverse de la matrice de masse M3 ,,, on obtient
"Un 105 = N3pUr 1,1 + N:SE,pU11+l,IQ,I3 + N;,[;Uhfl,lg,lg
NG UL 11,15 + N5pUn 11,15 + N3pUn 1,141 (2.25)
—i—N;;%pU[l,IQ,Ig—l

N a1 C _ ay-lpC
ou N3, = M37p Ks et N37p = M37pK37p.

A présent, nous allons nous intéresser a la fagon de réécrire les matrices N3, et N3Cp par
rapport aux matrices que nous avons obtenues dans le cas mono dimensionnel.
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2.3.1 Ducas 3D au cas 1D

Les coefficients de M3, K3, Kg,cp, N3 et Ngcp peuvent étre déduits des coefficients de
M, p, K1, KJ%,, N1y et Ni¥ grice au théoréme suivant.

Théoréme 2.3.1. Pour toutm = (my)_; 3 €{l,....p+ 1} n= (k)13 €{L,....p+ 1}3
et C ={E,W,N,S, B, F}, nous avons

3
L. Msp (m,n) = [ [Mi, (mina),

i=1
3 3
2. Ksp(mmn)=> | Kip(min) [[ Mup(meng) |,
i=1 k=1, ki
3
3. K5, (mn)=K" (mp.,npe)  [[  Mup (i), (2.26)
3 3
4. N3p(m,n) = ZNLP (mp, np) H Ommi»
p=1 k=1,k#p
3
5. ng (m,n) = va,‘; (Mypes pe) Om,mi s
k=1, k#pc
1 siCe{E, W},
oipc = 2 siC€{N,S}, et Ni,=M Ki,etN" =M K

3 siCe{B,F},

La preuve de ce théoreme est donnée en annexe 2.C.

2.3.2 Conséquences sur I’analyse de stabilité

Appliquons tout d’abord une transformée de Fourier dans les trois directions d’espace a (2.25)
pour obtenir, pour 3 € [—m, 7]%,

0"Up, 5,65 = NpUpy 2,65 (2.27)
ol la matrice N g est définie par
3 3 3
Ng(m,n) =" |Niy(mn) [ Omems + €PN (mng) T Smem,
J=1 q=1,q#j q=1,q#j

Jj=1 q=1,q#j
3 3
= E :NBJ (mj7n]) H 6mq7nq
Jj=1 q=1,q#j



En utilisant I’analyse de stabilit¢ comme dans la section 2.2.1, la stabilité du schéma est assurée si

et seulement si :

Aming > 0 et A < —
min,3 < max,3 > A2

ol Amin3 = min _(minA (Ng)), Amax,3 = max (max A (Ng))et A (Ng) est]’ensemble
pel-mn)’ pe[—ma]’
des valeurs propres de Ng.

Pour calculer ces valeurs, nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 2.3.2. Soit ()\zﬁ )
i=1,...,p+1

pres associés. Alors, les valeurs propres de N g sont données par

les valeurs propres de Ng et (v? ) les vecteurs pro-
i=1,...,p+1

3
M\ = \Bubafs > PR
ik

i 11,22,13
k=1

et le vecteur propre associé a la valeur propre )\iﬂ est défini par
iﬁ(m) il,zfif?’ (m1,ma,m3) = Hvﬁ’“ (my) (2.28)

Bk

oim = (m1,ma, m3) et v;* (my) est la my-iéme composante du vecteur v; "

Démonstration. Soit viﬁ défini par (2.28). Alors

p+1 3 3 3
(Naof) m) = > [ SoNa, (mgng) T S [T00F (1)
ni,...,n3=1 \ ¢g=1 k=1, k#q k=1
p+1 3
= Z Z Ng, (mq,nq (ng) H ”zik (mk)
ng=1 k=1, k#q
Bq, B >
Z )\zqq qu ) H U@ik (M)
q=1 k=1, k#q
3
- ()
q=1
O
Il est alors clair que
)\min,?) = 3)\min et Amax,3 = 3)\max~

Le schéma (2.28) est donc stable si et seulement si

cAt 1 2
)\min Z 0 et h \f max

La premiere condition est équivalente a la condition (2.2) tandis que la seconde implique (2.3) et
(2.4).

68



2.3.3 Extension aux maillages rectangulaires ou parallélépipediques

Comme nous 1’avons précisé lors de 1’analyse du théoréme 2.1.1, le cas des maillages carrés
ou cubiques ne nous permet pas de déterminer le choix le plus approprié de {r. En effet, les rayons
des cercles inscrits et circonscrits sont alors proportionnels. Dans le cas de maillages rectangulaires
ou parallélépipediques, nous avons en 2D :

2pins = min (hy, hy) et 2peirc = \/m
2piﬂ$ = min (hmv hya hz) et 2pcirc = h?; + h32; + h%

Ici, hy, hy et h représentent respectivement la longueur des cotés des éléments dans les directions
x,yetz.

On peut étendre le théoréeme 2.1.1 aux cas de maillages rectangulaires ou parallélépipediques pour
montrer qu’une condition nécessaire de stabilité est, en 2D :

p(p+1)
~ 2min (hy, hy)

eten3D:

eten 3D :

. _ rlp+l)

~ 2min (hy, by, hs)’
Nous ne démontrons pas ce résultat ici, mais c’est une extension triviale du théoreme 2.1.1. Il
indique que le choix de & faisant intervenir le rayon de la sphere inscrite (ou du cercle en 2D) est
le plus appropriée.
La preuve peut aussi étre étendue pour obtenir une condition CFL, mais son expression est com-
pliquée et n’apporte pas plus de précisions.

2.4 Résultats numériques

Dans cette section, nous représentons tout d’abord le comportement de la condition CFL par
rapport a et nous montrons que I’ensemble V), , est vide pour la plupart des valeurs de o (section
2.4.1). Cela illustre le fait que le théoreme 2.1.1 fournit une condition qui est en fait nécessaire et
suffisante pour la plupart des valeurs de . Nous comparons ensuite la condition CFL analytique
en domaine infini avec la condition CFL calculée numériquement sur des maillages finis pour
illustrer le résultat du théoreme 2.1.3 (section 2.4.2).

2.4.1 Comportement de la condition CFL par rapport a o

Dans les Fig. 2.2, 2.4, 2.6, 2.8 et 2.10, nous avons représenté les fonctions C'y ;, (ligne bleue
avec losanges), C,, (o) (ligne rouge avec cercles) et C3 ,, («) (ligne noire) respectivement pour
p=1,2,3,4 et 5. La condition nécessaire de stabilité est obtenue pour o donné en choisissant le
minimum de ces trois courbes.

La fonction C3 , () modifie seulement la condition CFL dans un voisinage restreint de o p. Le
comportement est confirmé par les Fig. 2.3, 2.5, 2.7, 2.9 et 2.11 qui représentent un zoom autour
de aqp. On illustre ici encore le fait que le théoréme 2.1.1 fournit une condition nécessaire et
suffisante a I’exception d’un intervalle tres étroit autour de «q p,. De plus, la condition CFL reste

p(p+1)
2

constante pour « allant de a une valeur proche de o, ce qui signifie qu’il n’est pas

p(p+1)

nécessaire de choisir a = 5

pour optimiser le pas de temps.
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FIGURE 2.2 — Les 3 conditions de stabilité pour p = 1
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FIGURE 2.4 — Les 3 conditions de stabilité pour p = 2
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FIGURE 2.5 — Zoom sur les 3 conditions de stabilité pour p = 2
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FIGURE 2.6 — Les 3 conditions de stabilité pour p = 3
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FIGURE 2.7 — Zoom sur les 3 conditions de stabilité pour p = 3
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FIGURE 2.9 — Zoom sur les 3 conditions de stabilité pour p = 4
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FIGURE 2.10 — Les 3 conditions de stabilité pour p = 5
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FIGURE 2.11 — Zoom sur les 3 conditions de stabilité pour p = 5
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2.4.2 Confrontation a des résultats numériques

Dans cette section, nous confrontons les résultats que nous avons obtenus précédemment a
des expériences numériques. Les conditions CFL 2D et 3D étant proportionnelles aux condi-
tions CFL 1D, on se limite ici a des expériences en dimension un. Nous considérons la simu-
lation de la propagation des ondes dans un domaine homogéne 1D Q2 = [0, 10] avec une vitesse
c = (/J‘/p)l/ > = 1 ms™!. Nous imposons aussi des conditions de bord de Dirichlet aux deux ex-
trémités du domaine et la longueur du pas d’espace est b = 0.1.

Nous calculons numériquement la plus grande valeur propre Ayay de la matrice M~ K et nous

At 2
en déduisons la condition CFL numérique du schéma en utilisant la formule et < .
h‘ Vv )\max

Dans les Fig. 2.12, 2.13, 2.14, 2.15 et 2.16 nous comparons la condition CFL analytique (ligne
rouge) donnée par le théoreme 2.1.3 & la condition CFL numérique (triangles), respectivement
pour p = 1,2,3,4 et 5. Toutes les figures montrent une trés bonne concordance entre les CFL
analytique et numérique, ce qui illustre le fait que les conditions que nous avons calculées sont en
pratique nécessaires et suffisantes.

—analytique

08 ‘V'numérique
0.57 1
0.4f Y
£
=
0.31 1
0.2r 1
0.1 7
0 ‘ ‘ ‘
1 15 2 25 3
a

FIGURE 2.12 — Comparaison numérique en P*

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé des conditions nécessaires de stabilité L? pour la méth-
ode IPDG utilisant des maillages réguliers. Nous avons donc confirmé par la preuve la conjecture
de Ainsworth, Monk and Muniz jusqu’a p = 5. De plus, nous avons observé que la condition CFL

N ~ z A —1 ~
est constante par rapport a o sur un segment ) oz] et décroit comme o~ /2 pour a > @.

p(p+1)

Cela signifie qu’il n’est pas nécessaire de choisir a trop proche de pour améliorer la

condition CFL. Finalement, nous avons observé a la section 2.3.3 qu’un bon choix pour {5 serait
de considérer le rayon du cercle (ou de la sphere) inscrite. Cela sera confirmé par une analyse sur
des maillages triangulaires dans le chapitre 3.
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FIGURE 2.13 — Comparaison numérique en P?
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FIGURE 2.14 — Comparaison numérique en P>

2.A Expression du polynome ¢,

Dans cette section, nous présentons les expressions du polyndme g, introduit dans la section
2.2.3, pour des degrés polynomiaux égaux a 1, 2,4 et 5.
e Dans le cas de fonctions de base discontinues de degré 1, nous pouvons facilement obtenir
le polynOme caractéristique suivant, associ€ a la matrice Vg

Ga (B,A) = X+ c1 (a, B) A+ co (o, B) (2.29)
avec A
e, B) = 25 ((3—a)cos(8) — 20)
co (o, B) = % (cos2 (8) = 2acos (B) +2a — 1) .

e Dans le cas de fonctions de base discontinues de degré 2, le polyndme caractéristique asso-
cié a la matrice Ny est

o (B, A) = =X + 2 (a, B) A2 + 1 (o, B) A + ¢ (, B) (2.30)
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FIGURE 2.15 — Comparaison numérique en P*
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FIGURE 2.16 — Comparaison numérique en P°

avec

(0 f) =~ (0= ) cos (5) — 3a)
¢ (a,p) = }173 (=6 cos® (8) — 2 (15 + 4a) cos (B) + 4 (24 — 13a))
co (o, B) = —% (cos? (B) + (v —3)cos (B) +2 — ).

e Dans le cas de fonctions de base discontinues de degré 4, le polyndme caractéristique asso-
cié a la matrice Ng est

4
qo (B, N) = —/\5—1—201- (o, B) A (2.31)

=0
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avec

10

ca(e, f) = —35 ((a = 24)cos (§) — 5e)

s (o, B) = —% (5cos? (B) + (4 + 287) cos (B) + 10 (15a — 88) )

o (o, B) = —% (5cos? (B) + (3a — 305) cos (B) + 990 — 133a)
a(a,f)= — 202200 (15cos? (B) + (8a + 165) cos (B) + 2 (59a — 468))
co (o, B) = —% (2cos® (B) + (a — 10) cos (B) + 8 — ) .

\

e Dans le cas de fonctions de base discontinues de degré 5, le polyndme caractéristique asso-
cié a la matrice Ng est

ga (N, B) = A0 + ic,- (o, B) N (2.32)

avec -

5 (0,8) = —12 (o~ 85) cos (6) + 60)

ey (a, B) = —%O (=3 cos® (B) + (2a + 336) cos (B) + 1155 — 134a)

c3 (o, B) = 40;’7620 (=4 cos® (B) + (2a — 702) cos (B) + 256a — 2849cv)

e (o, B) = —181];% (=9 cos? (B) + (4a770) cos () + 9343 — 326c.)

1 (o, B) = —1012#“00 (—12cos* (8) + (5 — 303) cos (8) + 94a — 1170)

k co (o, B) = —m%iﬂ (=5cos? (B) + (2a — 20) cos (B) + 25 — 2a) .

2.B  Définition de Q, ., et Q, .

Nous présentons ici les expressions du polyndme (), et de la fonction rationnelle Qna pour

I1<p<s.
. . ~ 0

On rappelle que la fonction rationnelle @), ., est obtenue en cherchant (g, A (5p)) tel que ai; (Bo, A (Po)) =
0. A partir, de ce calcul, on va pouvoir déterminer cos (y) que 1’on notera Qp,a. Le polynome Q,
est ensuite déterminé en injectant cette expression de cos (fy) dans le polyndme caractéristique
G- ~

e Pour les polynomes de degré 1, ()1, est défini par

Qro(N) = h? (% - 1) +a.

Nous avons de plus

2
Qo (N) =D _AN1¥d; (a)
1=0
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avec
do (@) = 36 (a® —2a+1),

di (@)= 12(a® —a),

dy (@) = a® —6a + 6,

e Dans le cas p = 2, la définition de Q,,, est

(0 — 1) b2 + 4 (15 + 4a) h?X + 240 (o — 3)
24 (h2) + 20) ‘

C?Q;x(A) = -

Le polynéme Q2 , est tel que

Q20 ZA%%

avec
= 57600 (a® —2a+1),

= 1920 (4a* — 430 + 39),

()
(a)
2 (a) = 16 (4602 — 342a + 1521) ,
(a)
(a)

e Pour p = 3, nous avons @), , défini par

(a — 15) A3 4 30 (23 + @) h4A2 + 360 (3 — 65) h2A + 25200 (a — 3)

@30 (A) = 60 (K2 + 48h2\ + 1260)
et
Qpa ( Zwﬂld
avec
(do(a) = 635040000 (o — 120 + 36) ,
di (@) = 3628800 (1502 + 70a — 96)

i

2 (a) = 86400 (31a? — 447a + 5316) ,

) R

i

o) = 180 (17a? — 442a + 7740) ,

&

R

o) =

60 (a2 + 16a — 357)

ot

i

(@)
(@)
(@)
(o) = 14400 (80 — 135 — 1728) ,
(@)
(@)
(@)

6(a) = o? —30a+ 210.

e Pour les polynomes de degré 4, Q4,a est défini par

Bia (M)

() =
@1 () 120 (169344 + ROA3 4 84h4N2 + 5040h2)\)
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avec

Bioa(N) = MBS (o —24) + 12X30° (4o + 287) + 100812 h* (3 — 305)

+20160\h? (8a — 165) 4 5080320 (v — 1)

De plus, nous avons
8 . .o~
Qua(N) =D _Nh%d;(a).
=0

avece

= 25809651302400 (o — 6)?,

= 204838502400 (8a” — 357cx + 1854)
= 81285120 (698 + 3882cr + 292185) ,
= 203212800 (72a* — 13791a — 328),

= 8064 (76a* — 972a — 286209) ,
= 144 (58a* — 5282a + 201609) ,

(@)
(@)
(@)
(@)
4 (@) = 48384 (71902 — 127500 + 2419275)
(@)
(@)
(a) = 24 (40 + 241 — 6972)
(@)

= o? — 48« + 55.

e Pourp =5, Qp,a est tel que

Bs.o (M)

3 () =
@50 () 210 (39916800 + A*h8 + 128\3h6 4 12960\2h* 4+ 967680\h2)

avec

Bso(N) = Mh0(a —35) + 70Ah8 ( + 168) + 6720\3h (o — 351)

+302400A2h* (20r + 385) + 84672002 (5o — 303) + 1676505600 (v — 1)

et,ona
10 . .o~
Q5.0 (N) =Y _Nh%d; (a)
=0
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avec
= 2810671026831360000 (o — 15)2 ,

= 28390616432640000 (5a 4 168) (o — 15),

= 10241925120000 (373a? — 35067cx + 855423)
= 3072577536000 (24a” — 895a — 159240) ,

= 1016064000 (11510 — 113600 + 24379995) ,

(@)
(@)
(@)
(@)
(@)
5 (@) = 67737600 (25702 — 3570a — 9096540) ,
(o) = 2822400 (760* — 2417cr + 2988895) ,
(o) = 67200 (32a* 4 2383a — 974820) ,
(o) = 140 (131a? — 37062a + 2285235) ,
(a) = 140 (o + 151 — 5912)

(@)

= o — 70 + 1190.

2.C Preuve du théoréeme 2.3.1

Cette section est consacrée a la preuve du théoréme suivant

Théoréme 4.1 Pour tout m = (my),_; 5 € {1,...,p+ 1} etn = (ng),_, 5 €

-----

{1,...,p+1}> nous avons

3
L. M37p (1’1’1, 1’1) = HMLP (miv nl) )

=1
3 3
2. Kzp(mm)=> | Kip(min) [[ My (mi,ne)
i=1 k=1, ki
3
3. Kgp (m,n) = KY}; (Mpe, Npe) H My p (myg, ng) (2.33)
3 3
4. Nzp(m,n) = ZNLP (mp, 1p) H Ome,my
p=1 k=1, k#p
3
d. N?fp (m,n) = Nf,‘; (Mpes Mpe) H O, mi
k=1, k#pc

1 siCe{E,W},
oiipc =< 2 siC€{N,S}, etNi,=M K,et N, =M K{,

3 siCe{B,F},
Démonstration.
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e Preuve de 1.
En considérant les notations et les résultats de la section 2.3, nous avons

e Preuve de 2.
Tout d’abord, nous avons le lemme suivant pour le terme en volume.

Lemme 2.C.1. Pour tout m = (my);_, 3 € {l,....p+ 1}° etn = (k)13 €
{1,...,p+ 1}, nous avons
(1 op 0% ’
h/f(V@m . V@ndx = Z h/()l 8;;1 (.CI}Z) 6%? (ZL‘Z) dZCZ' H 'MLP (mk,nk)
i=1 [0,1] k=1, k#i
Démonstration. Nous savons que Vm € {1,...,p+ 1}d
3
Pm (x) = H@mp (zp)
k=1
ce qui implique que
0@ 0@ ’
m m ~
= (%) = " () [ @ ()
Oy, Oz, i=1, i#k
Alors, en utilisant le méme raisonnement que précédemment,
(1 0 0% ’
h[ Vm - Vopdx = Z h/ anj” () 5 nf (x;) dzx; H h/ Gmy (k) &ny (Tk) dg
K i—1 [0,1] 9T Ti k=1, ki 0:1]
(1 o 0% ’
my ez
=> |+ (i) ot () de [ Mg (g, i)
=\ /[071] O O k=1, ki
ce qui acheve la preuve. O
Maintenant, nous avons a considérer les termes surfaciques.
Remarquons tout d’abord que, sur toutes les faces T'C,
. Opm T
Vém - V|pe = o Y (2pe) 1.0 H Omy (k) (2.34)
be k=1, k#pc
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ol v ¢ est le vecteur normal unitaire extérieur dans le cas mono dimensionnel défini par

1 siCe{E,N,F},

V,c =
—1 siCe{W,S,B}

et xp, est défini par

1 siCe{E,NF},
Tpo =
0 siCe{W,S,B}.

Alors, nous pouvons énoncer le lemme suivant.

Lemme 2.C.2. Pour tout C € {E,W,N, S, F, B}, nous avons VYm,n € {1,...,p+ 1}d

« . 1, aSpnp
h/pc ¢m (Vén -v)do = E‘pmpc (xpc) Wp: (xpc) Vi,c H M p (Mg, )

et
3
h? pmPndo = YPm, . (Tpe) Prye, (Tpe) [ Mip (Mg, )
C'W’m@n = VPmpe \Tpc) Prpe (Tpo 1,p Mk, Nk ) -
r k=1, kpc

Démonstration. Tout d’abord, en utilisant (2.34), on a

3

3 89571 3
h/ Om (Von -v)do :h/ Om,. (x —C (Tp) 1.0 On, (T dx
. ( ) - kH1 v (@k) Dy (@) e |] cao) | I daw

k=1, kpc k=1,k+pc

1 Ofn ’ . .
= 5P (@pe) 5= (@pe) 1,0 I » / Gy, (Tk) Pry, (k) day,

pe k=1 ke 7101
qui peut étre réécrit comme
R R . Obn,, &
- ¢m (Vén -v)do = Pmpe (Zpe) Or (Tpe) V1,0 H M p (mug, ) -
r be k=1, k#pc

De la méme maniere, pour le terme de pénalisation, nous avons :

3 3 3
# [ Abmpads = e @) bne @) [ 0 ] G T uta) [ do

3
Ay () By (1) [[ 12 / B (71) B, () de
k=1, kzpc 701

ce qui implique clairement que

3

/c YPmPndo = YPm, (Zpe) Prpe, (Zpe) H My p (mge, nge)
. k=1, k#pc

ce qui acheve la preuve. O
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Finalement, en utilisant les deux lemmes, nous obtenons

3 3
Kgyp (m, n) = Z KLP (mi, nz) H Mlyp (mk, nk) . (2.35)
i=1 k=1, k#i

Preuve de 3.

Pour réécrire les termes K. gp (m, n) pour tout m, n, nous utilisons un raisonnement simi-
laire a celui pour K3 .

Preuve de 4.

Pour prouver 4. et 5., nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.C.3. Soit m = (my,) ern=(ny)
Nous avons

p=1,.. p=1,...,3"

3
M) (m,n) = []M;) (mg, )
k=1
Démonstration. Soit A la matrice définie Vm,n € {1,...,p+ 1}d par
3
A(m,n) = [[M7, (ms,ni).
k=1
Nous avons
p+1 3 3
(AM)(m,n) = > | [[Mi,) (me le) [[M1p (ks i)
l1,..,l3=1 \k=1 k=1
pt1 2 2 3
= > | I, (miet) T Map (s mn) DMy (ms, Is) My, (I3, ni3)
l1,la=1 \ k=1 k=1 l3=1
3 p+1
=TT | DM, (i lie) Muyy (I, i)
k=1 \lp=1
Mais,
p+1
ZMf,; (M, le) M1y (Ik, nx) = (Ming,p> (Mg, Nk) = Oy, my,
=1
ainsi
3
(AM) (m,n) = [[bmm. = I (m,n)
k=1
ou [ est la matrice identité, ce qui termine la preuve. O

Considérons maintenant la matrice N3, = M ; K3 ,. Premicrement, nous réécrivons K3
9.
comme

3
Ksp =Y T,
q=1
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3
avec Ty (m,n) = Ky 5, (mg, ng) H M, (Mg, ).
k=1, k#q

3
Alors, M:i;Kg,p = ZM?:pqu et, en utilisant le lemme 2.C.3
q=1

p+1 3 3
(M3_71}T1) (m, n) = Z <HM1_7; (mkalk) Kl,p (ll,nl) HMLP (lk,nk)>

Iy da=1 \k=1 k=2
p+l
= > (Mf; (ma, 1) Kup (L) My (mo, o)
I l3=1

X My (I2,n9) My, (ma, l3) M, (l3yn3))

p+1 3 p+1
= > My, (ma, ) Kyp (om) [T D0 My (mis ) Map (I, i)
=1 k=2 \ly=1

Alors,
(MI;I}TO (m, n) = Nip (ma, nl) Oma,naOmg,ns-

En effectuant les mémes calculs pour 75 et T3, on obtient
3 3
N3p(m,n) = ZNLP (mp, 1p) H O,y -
p=1 k=1, k#p

e Preuve de 5.
Nous appliquons la technique utilisée pour prouver 4. pour montrer que

3
C w
N3,p (m,n) = Nl,p (Mpes M) H Oy,

2.D Preuve du lemme 2.2.1

Nous définissons les fonctions symétriques des racines :

n

Jg:zn: i i H M| sil<p<n-—2

i1=1 |i9>11 Ip+1>1p ] =1

JFip, Vpe{l,...,p+1}
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ou \;, 2 =1,...,n représente les racines du polynéme P.
Nous pouvons remarquer que ¢; = (—1)" o!* et nous devons alors montrer que

Ai>0<=0'>0, Vi
— Il est clair que si toutes les racines \; sont positives, alors pour tout 4,

ol > 0.
— A présent, supposons que pour tout i € {0,...,n— 1}, o > 0.
En raisonnant par I’absurde, nous supposons qu’il existe au moins une racine strictement
négative, que nous notons .
Dans un premier temps, supposons que n est pair. On a

n—1
P =M+ (D)o, qam =0
=0

Si i est pair alors (—1)" ™ < 0 et A"~ 1*% < 0 et dans le cas o 4 est impairona (—1)"™ > 0
et A"~ 1*+% > (. Dans les deux cas chaque terme de la somme est postif ce qui implique que
A est une racine multiple d’ordre n nulle.

Le raisonnement est identique pour le cas n impair et on arrive a la conclusion que tous les
termes de la somme sont négatifs et que \ est une racine multiple d’ordre n nulle.

On a ainsi obtenu une contradiction avec I’hypothese initiale donc toutes les racines \; sont

positives.
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Chapitre 3

Etude numérique de la stabilité de la
méthode IPDG sur des maillages
triangulaires

Dans le chapitre précédent, nous avons réalisé une étude de stabilité¢ de la méthode IPDG

sur des maillages réguliers. Cette étude nous a permis d’obtenir des conditions de stabilité L>
confirmant la conjecture de Ainsworth, Monk and Muniz (cf. [2]) jusqu’a un degré polynomial
égal a 5. Puis nous avons étudié le comportement de la condition CFL en fonction du coefficient
de pénalisation de la méthode IPDG. Les résultats obtenus pour des maillages rectangulaires ou
parallélépipédiques montrent qu’il serait préférable d’utiliser, dans le choix de ce paramétre, le
rayon du cercle (en 2D) ou de la sphere (en 3D) inscrit dans chaque élément du maillage (rectangle
ou parallélépipede).
Le but de ce chapitre est d’étudier quel est le meilleur choix du parametre £ en se basant sur des
maillages triangulaires périodiques uniformes. Dans la section 3.1, nous comparerons les deux
choix de £ et nous montrerons que le rayon du cercle inscrit est plus adapté que le rayon du
cercle circonscrit. Nous remarquerons que ce choix n’est pas optimal et nous I’améliorerons a
la section 3.2 en considérant des parametres géometriques supplémentaires. Enfin, on s’attachera
dans la section 3.3 a analyser I'influence des différents choix de {r sur le comportement de la
condition CFL en considérant, cette fois-ci, des maillages non-uniformes.

3.1 Comparaison des différents choix de ¢

Les remarques du chapitre précédent (cf. section 2.3.3) suggerent que {r devrait étre le rayon
du cercle inscrit (en 2D) et celui de la sphere inscrite (en 3D). Cependant, les résultats ont été
obtenus pour des maillages réguliers avec des mailles rectangulaires ou parallélépipédiques. Le
but de cette section est d’étendre 1’analyse au cas de maillages triangulaires. Comme nous 1’avons
vu au chapitre 2, £ devrait étre choisi de telle sorte que « soit indépendant du maillage, ou le
moins dépendant du maillage possible. Pour déterminer quel est le choix de £ le plus approprié,
nous proposons de considérer des maillages réguliers construits a partir d’un triangle de référence
selon une approche que nous préciserons plus loin. Soit K le triangle de sommets A = (0, 0),
B = (1,0), C = (x1,y1) (cf. Fig. 3.1), avec y; > 0. La coordonnée x; détermine la nature de
K : triangle rectangle pour z; = 0, isocele pour 1 = 0.5 et quelconque pour toute autre valeur.
Nous définissons aussi K, le triangle de sommets C, B, D = (1 + 1,y;). Comme Ky U K
est un parallélogramme, nous pouvons facilement construire un maillage périodique uniforme par
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C = (x1, ) D= (1+x,y)

Ko

A=(0,0) B =(1,0)
FIGURE 3.1 — Kj et K

translation de Ky U K le long des axes (1,0) et (x1,y1) (cf. Fig. 3.2).
Pour mener I’étude, nous avons tout d’abord considéré des maillages infinis et, en utilisant une

AV

FIGURE 3.2 — Construction d’un maillage périodique

transformée de Fourier suivant les directions (1,0) et (z1,y;1), nous avons effectué une analyse
similaire a celle du chapitre 2. Nous n’avons cependant pas été capables de calculer une condition
CFL et nous n’avons pu exprimer qu’une condition nécessaire de stabilité sur le parametre ;. De
plus, nous n’avons pas réussi a exprimer ce parametre comme une fonction de (x1,y;) ou d’une
quelconque grandeur géométrique caractéristique de K. Pour illustrer ces propos, nous donnons
dans I’annexe 3.A le détail des calculs pour des triangles rectangles et pour des triangles isoceles.
Nous avons alors décidé de calculer le parametre de stabilisation minimal numériquement au lieu
de calculer son expression analytique. Pour cela, nous avons considéré des maillages finis com-
posés de trente triangles dans les deux directions (1,0) et (x1,y;1) avec une source ponctuelle en
espace placée au centre du maillage en o = (0,0.5). L’expression de la source en temps est
donnée par

f (t) =2\ ()\ (t _ t0)2 _ 1) ef)‘(t*to)zj

avec A = m2f2, fo =betty = 1/fo.

Le parametre minimal, ymin, que nous définissons comme le plus petit parametre stabilisant le
schéma IPDG, a été calculé par dichotomie en utilisant 1’algorithme 1. Le principe de cet al-
gorithme consiste a résoudre 1I’équation des ondes pour un parametre donné puis a diminuer ce
parametre si le schéma est stable ou a I’augmenter sinon.

Pour déterminer si le schéma explose ou pas, nous avons calculé & chaque pas de temps 1’énergie

Un+1 —_yn Un+1 —_yn
At At

En-‘rl _ (M ) + (KU”,U”+1) .

Si elle n’explose pendant 10000 itérations, i.e. si E™ "2 ne dépasse pas 10e16, le schéma est con-
sidéré stable, autrement il est considéré instable.
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Algorithme 1

1: At=4310"% v =1letyp =5
_mtmr

On calcule la solution avec At et v apres 10000 itérations
si explosion alors

=7
sinon

Y2 =7
finsi n
si |y — 2! . 72
Ymin = 72
: sinon
Retour en 2.
. finsi

D A A T ol

| < 107° alors

—_ = =
w2

Le pas de temps At a été choisi suffisamment petit de telle sorte que seul le paramétre de pé-
nalisation puisse induire des instabilités. En rappelant que 1’on cherche a exprimer vy, sous la
forme
- _ Omin
/lel'l £F

avec ayiy indépendant de la géométrie du maillage, le choix de £ le plus approprié devrait étre tel
que Yminér est indépendant de la géométrie du maillage et donc de y; et de x1. Dans un premier
temps, on considere les trois configurations

— configuration 1 : K est un triangle rectangle, 1 = 0,

— configuration 2 : K est un triangle isocele, z; = 0.5,

— configuration 3 : K est un triangle quelconque, 1 = 0.75
et nous calculons vpi, pour différentes valeurs de y; en utilisant des éléments P'. Sur la Fig.
3.3 (resp. 3.4 et 3.5), nous représentons les valeurs de Yuyin pins (cOurbe noire) et Yyin Peire (courbe
rouge en pointillés) comme des fonctions de y; pour 1 = 0 (resp. x1 = 0.5 et z; = 0.75).
Il est clair que Yminpcire dépend fortement de y; et par conséquent de la géométrie du triangle de
référence, alors que YminPins Semble étre beaucoup plus indépendant de y; et x1. De plus, Vmin Pcire
tend vers I'infini quand y; tend vers I’infini alors que ~pin pins reste borné.

Nous obtenons des résultats similaires pour des éléments P2 (cf. Fig. 3.6-3.8) et pour des
éléments P?3 (cf. Fig. 3.9-3.11). Par conséquent, nous concluons que {7 = pins €st un choix plus
approprié que £F = peire. Cependant, il est clair sur toutes les figures (en particulier sur les Fig.
3.9-3.11) que Ymin pins dépend 1égérement de y; . Cela signifie que le choix de & peut étre amélioré
en prenant en compte des parametres supplémentaires.
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~Pinsc
o " Peirc
10r 1

11"miniF
\,

FIGURE 3.3 — YinéF pour 1 = 0 avec des éléments p!

12 \ \

~Pinsc
" Peirc
10r ’ 1

11"miniF

8 . T
' " Pinsc
7 i " Peirc
\
6 3
v
5 |
st \
= \
-F \\‘
3
N
N
N
of o |
1 L T 4
0 . . . . . .
0 0.2 04 06 0.8 1 1.2 14

FIGURE 3.5 — YinéF pour 1 = 0.75 avec des éléments p!
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FIGURE 3.8 — Yin&F pour 1 = 0.75 avec des éléments p?
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~Pinsc
10r - p,

circ

11"miniF

Y4

FIGURE 3.9 — YinéF pour 1 = 0 avec des éléments p3

16 : : : T T :

~Pinsc

14f /__ Peirc

121 . 8

11"miniF
N

FIGURE 3.10 — ypmin&p pour x1 = 0.5 avec des éléments p3

16
" Pinsc

14 " Peirc

YminiF
\

FIGURE 3.11 — yiné&r pour 1 = 0.75 avec des éléments p3
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3.2 Amélioration du choix de &

Comme nous ’avons dit précédemment, le produit ymin X pins D’est pas constant et dépend
légerement de =1 et y;. Nous avons tout d’abord tenté d’exprimer ce produit comme une fonc-
tion de x; et y;, mais nous n’avons pas trouvé de relation satisfaisante. Nous avons alors essayé
de trouver un autre parametre géométrique qui pourrait mieux décrire la variation de Ypmin Pins-
Il est apparu que 1’angle minimum de K, que nous noterons Gy, est le plus approprié. Nous
représentons dans un premier temps sur la Fig. 3.12 ~in pins comme une fonction de 6,;, pour
des éléments P! et pour 2; = 0 (courbe noire), 1 = 0.5 (courbe en points rouges) et z1 = 0.75
(courbe bleue en pointillés).

Méme si la variation de vy pins N'€St pas aussi importante que la variation de Ypyin Pcire, €lle est
de I’ordre de 100% (de 0.5 a 1), ce qui reste élevé.

_x1=0
- x1=0.5
0.91
---%x,=0.75
1
0.8 7
2
Cor7t 1
-E
067 b
0.50 b
04 ‘ ‘ ‘ . . ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

FIGURE 3.12 — vpinpins comme fonction de 6, en p!
Remarquons que chaque graphe est en fait composé de deux branches (pour le triangle rectangle,
ces deux branches sont superposées). Pour expliquer ce phénomene, nous supposons, sans perte de
généralité, que 1 < 0.5. L’angle minimum est I’angle ABC (cf. premier triangle de la Fig. 3.13)
pour de petits y; et il s’agit de I’angle ACB pour de grands y; (cf. deuxieme triangle de la Fig.
3.13). Le point critique, joignant les deux branches, est obtenu quand y; est tel que ACB = ABC
(cf. troisieme triangle de la Fig. 3.13). Pour les triangles rectangles (z; = 0), ce point correspond

ay; = 1, i.e. Kgestun triangle rectangle isocele.
Concentrons nous a présent sur le cas des triangles isoceles. Il est clair que le point critique cor-

. e, 3 L
respond au cas ou K est un triangle équilatéral et y; = \2[ La branche supérieure est obtenue
3 . . . .
pour y; < \2[ Elle correspond aux triangles isoceles dont 1’angle relatif a la base est plus petit

3
que g La branche inférieure est obtenue quand y; > \2[ Elle correspond aux triangles isoceles

e ™ . R .
dont I’angle relatif a la base est plus grand que —. La branche supérieure semble &tre un maximum

de yminé&F pour toutes les configurations alors que la branche inférieure semble étre un minimum.

Pour confirmer ce point, nous considérons cinq autres configurations qui sont représentées sur
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AN
A B A B

min min

A= (0,0) B=(1,0) A:U.U) B=(1,0) A=(0,0) B=(1,0)

FIGURE 3.14 — Triangles isoctles pour y; = @, y1 < @ ety > §

les Fig. 3.15 et 3.16.

— x1 = 0.66 et représentée en bleu avec tirets et pointillés,

— z1 = 0.12 et représentée en magenta avec tirets,

— x1 = 1.5 et représentée en vert avec tirets,

— x1 = 1.3 et représentée en cyan,

— x1 = 1.1 et représentée en orange avec tirets et pointillés.
Notons que les trois dernieres configurations correspondent a des triangles obtusangles (z; > 1)
ce qui témoigne que notre analyse n’est pas restreinte au cas de triangles aigus. Il est clair sur les

- 1
X 0 x1=0
—x,=0.5
osh 1 ol x,=05
—%,=075 %.=15
- x,=0.66
0.8" 1 ! x1=1.3
—x02 x,=14
07 1 < 07 |
£ £
0865 1 0.61 . % 1
N\
‘\\\
055 8 05 N\ 2
04 ‘ ‘ . ‘ ‘ ‘ ik ‘ ; ; ; ; ;
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 0 0.2 04 0.6 0.8 1 12 14
emin Bmin
FIGURE 3.15 — £F = pins pour huit configura- FIGURE 3.16 — £g = pins pour huit configura-
tions en P! (z1 < 1) tions en P! (z1 > 1)

Fig. 3.15 et 3.16 que, quelle que soit la configuration, la branche supérieure de la courbe isocele
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YminPins

FIGURE 3.18 — £r = pjns pour cing configurations en P3

est une borne supérieure de yminpins alors que la branche inférieure en est une borne inférieure.
Nous avons effectué des expériences similaires pour des éléments P? (cf. Fig. 3.17) et P3 (cf. Fig.
3.18) et nous avons obtenu la méme conclusion.

Nous proposons donc maintenant de déterminer I’expression de ces deux branches comme des
fonctions de 6,i, pour améliorer le choix de {r. Cela sera I’ objet des deux sous-sections suivantes,
alors que la troisieme sera dédiée a I’étude d’un troisieme parametre, I’angle maximal du triangle
de référence.

3.2.1 Majoration de 7., ins

Pour approcher la branche supérieure de la courbe isocele, nous avons essayé diverses approx-
imations polynomiales mais les fonctions trigonométriques semblent étre les plus adaptées. En
effet, la fonction

fl,l : Hmin — f171 (amin) = COS (emin) )
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fournit une approximation précise de cette branche. Sur la Fig. 3.19, nous représentons fi ; (courbe
rouge) et la branche supérieure (courbe noire avec +), les deux courbes sont superposées. Sur la
Fig. 3.20, nous tracons 1’erreur relative entre les deux fonctions qui est plus petite que 3%/ qq.
Puisque ymin est calculé numériquement avec trois chiffres de précision, fi,1 est une approxima-

o . L 3
tion trés proche de yminpins pour les triangles isoceles avec y; < £

f1,1 est également une borne supérieure de Yminpins pour toutes les configurations que nous avons

1 : | ! !
——expérimentale
~approximation

097 1
0.87 1
2
=
<
£
0.77 1
0.67 1
0.5 : '
0 0.2 1.2 14

27 : | | ! :

267 1

2.57 7

237 1

221 7

0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14

min

FIGURE 3.20 — Erreur relative entre la branche supérieure et son approximation

considérées. On a donc Yminpins = f1,1 (6min) pour les triangles isoceles dont I’angle minimal est
I’angle opposé a la base et Yminpins < f1,1 (Pmin) pour tous les autres triangles. Ainsi,

“Ymin S le (emin) S L
Pins Pins
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f1,1 (Omin)

L’approximation ———— est donc plus précise que 1I’approximation — et nous proposons
. Pins Pins
donc d’utiliser P
ms
¢p = ——. (3.1)
J1,1 (Omin)
. £ “Ymin Pins . .
Sur les Fig. 3.21 et 3.22, nous représentons ——— pour les huit configurations que nous avons
1,1
considérées. Cette quantité varie de 0.85 a 1 (18%) et Pins est alors un meilleur choix de &F que
1,1
Pins» qui menait a des variations de 100%.
102 \ 102
x,=0 -« %,=0
1 —x,=05 1 x,=05
0.98" —x,=0.75 0.98F ---%=15
--%,=0.66 x1=1.3
0.967 0.961
,,,x1=0.12 X1=1.1
=, 094 i =, 094 i
< 5
Eogf 1 JE 092 1
0.9r 7 0.9r 7
0.881 1 0.881 1
0.86 7 0.86 7
0.84 : : 0.84 i :
02 04 06 08 1 12 14 16 02 04 06 08 1 12 14 16
em[n Bmin
FIGURE 3.21 — £ = rins/f11 pour huit configu- FIGURE 3.22 — {f = rins/f1,1 pour huit configu-
rations en P! (z1 < 1) rations en P! (z1 > 1)

Pour des polyndmes P2 et P2, nous avons trouvé, en utilisant la méthode des moindres carrés,
qu’une bonne approximation de la branche supérieure est respectivement

f1’2 ¢ Omin — fl’g (Qmin) =0.13 + 1.85cos (Gmm) + 0.16 sin <9min) s

et
f173 =: Opin — f173 (gmin) = 0.29 + 3.21 cos (gmin) + 0.36 sin (emin) ,

Sur la Fig, 3.23 (resp. Fig. 3.25), nous représentons fi o (resp. fi 3) et la branche supérieure pour
de polyndmes P? (resp. P3). Cette fois encore, les courbes sont bien superposées. Sur la Fig. 3.24
(resp. Fig. 3.26), nous tracons 1’erreur relative entre les deux fonctions pour des polynomes P2
(resp. P3).

Sur la Fig. 3.27 (resp. Fig. 3.28), nous représentons Jminfins (resp. Jminfins

J12 J13
urations avec des polyndmes P? (resp. P3). Cette quantité varie de 0.84 2 1, i.e. 19% (resp. de 0.89
al, ie. 12%). Ce choix est déja satisfaisant mais il peut étre amélioré en calculant 1’expression
de la branche inférieure obtenue avec la courbe isocele puis en prenant en compte un troisieéme
parametre, I’angle maximum du triangle de référence.

) pour les huit config-
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——expérimentale
1.9 —approximation

FIGURE 3.23 — Comparaison entre la branche supérieure et son approximation en P?

gX10 : ! : !

—erreur

5- ]

FIGURE 3.24 — Erreur relative entre la branche supérieure et son approximation en P?

3.8 T 1 T
——expérimentale

3.67 ~approximation

YminPins
[N @ w
[ (] N B
T : : T

g
o
T

247

22
0

FIGURE 3.25 — Comparaison entre la branche supérieure et son approximation en P3
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0.015 : : ‘ ‘ :
~erreur
0.01F .
0.005f 1
0 ‘
0 12 14

1.05
x,=0
1
fx1=0.5
1T —x,=066
—%,=075
0.95} --%p=15
=
09 1
0.85¢ 1
08 ‘
0 12 14

1.02
. x1=0
1t —x,=0.5
—)<1=0.75
0.98 __.x1=0.66
--X,=0.12
o 1
+ 0.96
2
(=1
=
£ 0.94] ]
0.92r 7
0.9r ]
0.88 . . . . .
0.2 0.4 06 0.8 1 1.2
emin

FIGURE 3.28 — £ = pins/fy 5 pour les huit configurations en P3
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3.2.2 Minoration de 7.,i, Oins

Comme pour la majoration de ypyin pins, NOUs avons d’abord essayé d’approcher la branche
inférieure de la courbe isocele des Fig. 3.15 et 3.16 par des fonctions polynomiales de 6, mais
nous nous sommes rendus compte que les fonctions trigonometriques étaient les plus appropriées.
Nous avons trouvé qu’une bonne approximation de cette branche inférieure est donnée par

. emin
Fut B > fon (i) =1 = sin (52 )
Sur la Fig. 3.29, nous représentons fo 1 (courbe rouge) et la branche inférieure (courbe noire avec
+). Les deux courbes sont superposées. Sur la Fig. 3.30, nous tragons I’erreur relative entre les deux
fonctions. Cette erreur est inférieure a 1%, de telle sorte que fo 1 est une bonne approximation de
la branche inférieure. Pour des polynomes P2 et P3, nous avons trouvé, en utilisant la méthode

——expérimentale

~approximation
091 1

0.8 7

YminPins
o
3
.

0.67

0.57 1

0.4 . . , . . .
0

FIGURE 3.29 — Comparaison entre la branche inférieure et son approximation

x10°

~_erreur

7k ]

FIGURE 3.30 — Erreur relative entre la branche inférieure et son approximation

des moindres carrés, qu’une bonne approximation de la branche inférieure est respectivement

f272 : Gmin — f272 (amin) = 2.68 — 0.49 cos (gmin) — 1.41sin (Gmin) s
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et
f2.3 =1 Omin —> f2,3 (Omin) = 4.03 — 0.05 cos (Omin) — 2.08 sin (Orin)

Sur la Fig, 3.31 (resp. Fig. 3.33), nous représentons fs o (resp. fo3) et la branche inférieure
pour des polyndmes P? (resp. P?). Ici aussi, les courbes sont superposées. Sur la Fig. 3.32 (resp.
Fig. 3.34), nous tragons 1’erreur relative entre les deux fonctions pour des polyndmes P? (resp.
P3).

. YminPins ___ f2.
Nous n’avons pas représenté - car

—- ne fournit qu’une minoration du parametre optimal
2,0 Pins

241

——expérimentale
2r ~approximation

1.9r

1.8f

YminPins

1.5

1.4

1.3

—erreur

FIGURE 3.32 — Erreur relative entre la branche inférieure et son approximation en P2

et ne peut donc garantir la stabilité. Cependant, nous allons voir a la section suivante que cette
quantité, couplée a ’angle maximal du triangle, permet d’obtenir une approximation tres précise
de Ymin -
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3.8
——expérimentale

361 ~approximation

YminPins

FIGURE 3.33 — Comparaison entre la branche inférieure et son approximation en P>

0.014 T
0.012 b
0.01 7
0.008 7
0.006 7
0.0041 7
0.002 b
0
0.2 1.2

FIGURE 3.34 — Erreur relative entre la branche inférieure et son approximation en P3

3.2.3 Influence de I’angle maximal

Dans cette section, nous étudions I’influence de 1’angle maximal de Ky, Opax SUT Ymin. En
effet, jusqu’a présent nous n’avons considéré que deux parametres pins €t Omin, pour représenter
Ymin» alors qu’un triangle est complétement caractérisé par trois parametres.

Soit Opin € [0; g] . Nous notons 6 le troisi¢eme angle de K. De manié¢re évidente,

emin < 0 < gmax et emax +0+ emin =T.

Alors, pour un i, donné, nous avons

T — Omin

9 < Omax < T — 20min.

La borne inférieure est atteinte quand 6 = 0,4, i.e. quand K| est un triangle isoctle tel que
PN 7T . .
I’angle relatif a la base est plus grand que 3 (cf. Fig 3.35). Dans cette configuration, nous savons,

d’apres la section 3.2.2, que Yminpins =~ f2,;- La borne supérieure est atteinte quand 6 = Opin, i.e.
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quand K est un triangle isocele avec un angle relatif a la base plus petit que g(cf. Fig 3.36). Dans

cette configuration, nous savons d’apres la section 3.2.1, que YminpPins = f1,i-
Puisque nous savons également que

<

Gmax

Omi i
A Umin min N

FIGURE 3.35 — Triangle isocele ot 6 = 0, FIGURE 3.36 — Triangle isocele ou 6 = Opin

f2,i (Omin) < YminPins < f1,i (Omin)
nous cherchons une approximation de ymin pPins sous la forme
F (Omax; Omin) = f1,i (Omin) + G (Omax) (f2,i (Omin) — f1,i (Omin)) -
ou G est tel que
(=g =1
G (m — 20mmin) =0,
0 < G (fmax) < 1, pour T=0mix < 00 < 7 — 20,

Ici aussi, nous avons d’abord tenté d’exprimer G comme une fonction polynomiale de y,,x mais
I’expression la plus appropriée semble étre

G = cos (0O) avec®:72r<

29max - T+ 9min>

T — 30min

Sur les Fig. 3.37 et 3.38, nous représentons “pmin Pins €t son approximation par F' (Opin , Omax) pour
les huit configurations décrites précédemment et pour des fonctions de base P!.

Pour toutes les configurations, les courbes sont parfaitement superposées. Sur la Fig. 3.39, nous
représentons 1’erreur relative entre yminpins €t SON approximation par F'. Par souci de clarté, nous
nous restreignons aux configurations 1 = 0.5; z; = 0.12; ;1 = 1.5 et z; = 0. Néanmoins
les résultats sont similaires pour les trois autres configurations. On conclut donc qu’une bonne
F (ama)u amin)

Pins

B Pins
€F B F (emaxa Qmin).

approximation de vy, pourrait étre et nous proposons d’utiliser

Sur la Fig. 3.40, nous tracons JminPins pour les huit configurations que nous avons considérées.
Cette quantité varie de 0.99 a 1 (1%) et % est alors un meilleur choix de £ que piys Ou ;ins .
1,1

“Ymin Pins

Sur la Fig. 3.41 (resp. Fig. 3.42), nous représentons pour les cing configurations que nous
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_x1=0.5 _x1=0.5
x1=0 ’ x1=0

—x,=012 08 %=1

- x1=0.66 x1=1.3

—%,=075 0.8 —x,=15

c.:f

1 E07 1

] i ]

] u5 |
0 02 04 06 08 1 12 14 0 02 04 06 038 1 12 14

9mln Bmin
FIGURE 3.37 — Comparaison entre 7Yminpins €t FIGURE 3.38 — Comparaison entre 7minpins €t
F (eminyemax) en Pl (1 < 1) r (emin, emax) en Pl (1 > 1)

3*10 ; ! ! : :

- x1=0.5
7T %,=0.12
A x1=1.5

:E, mx1=0
st il
i
AL |
3t |
of |
s |
0 . . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

FIGURE 3.39 — Erreur entre YminPins €t F' (fmin, Omax)

avons considérées en P2 (resp. en P3). Cette quantité varie de 0.995 a 1.04 (3%) (resp. de 0.995 a
1.008 (1%) ) et ici aussi, pour des polynomes P? et P3, % est un meilleur choix de {F que ping
Pins

fin

Ce dernier choix nous permet donc de calculer un parametre de pénalisation indépendant du mail-
lage. Ainsi, il n’est plus nécessaire de réajuster o pour chaque maillage, soit de choisir « trés élevé
et donc de sur-pénaliser la forme bilinéaire. Il nous reste maintenant a étudier 1’influence de ces
différents choix sur la condition CFL pour des maillages non-uniformes.

ou

104



1.001 T T i T

0.999

0.998

0.997[

0.996[

lenplnS\F

0.995[

0.994(

0.9931

0.992

1.04
X,=0
1
f><1=0.5
1.031 ---X,=0.68
--X,=0.75
L —x,=15
w 1.02 1
2
=%
£
£
=101t 1
s |
0.99 . . . . . \
0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 14
emin

FIGURE 3.41 — £ = pins/F pour les huit configurations en P?

1.01 . ; ; ; :
%,=0
101} —x,=05
1.008] —x,=0.66
-~ %,=0.75
1006/
—x,=15
51,0047 7
&
£ 1.002f ]
it ]
0.998 ]
0.996 1
0.954 . ‘ ‘ ‘ . ‘
o 02z 04 08 08 1 12 14
emin

FIGURE 3.42 — £ = pins/F pour les huit configurations en P3
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3.3 Etude de la condition CFL

Au cours de ce chapitre, nous avons considéré quatre choix possibles de £ : peirc, Pinss #ins/f1.1
et pins/F et nous avons conclu que le dernier était le plus adapté. Nous avons également vu au
chapitre précédent que le choix du coefficient de pénalisation pouvait influencer fortement la con-
dition de stabilité du schéma saute-moutons. Il est donc naturel de se demander comment les quatre
choix de £ peuvent modifier la condition CFL. Dans cette section, nous nous sommes intéréssés
a la discrétisation du carré [0, 1]2 par un maillage triangulaire non-uniforme (cf. Fig. 3.43). Nous
avons considéré une source ponctuelle en espace placée en (0.5,0.5). L’expression de la source en
temps est la méme que celle donnée dans la section 3.1.

Vel
NS
VAN

v
o
K7

RS
araral)
<
A

e
SO
)

FIGURE 3.43 — Maillage du carré unité [0, 1)*

Pour chacun des quatre choix de {r, nous avons étudié numériquement la dépendance entre
la condition CFL et le parametre de pénalisation ;. Le calcul de la condition CFL pour v fixé
est réalisé par dichotomie en utilisant 1’algorithme 2. Le principe de cet algorithme est similaire
a celui de I’algorithme 1 : on résout 1’équation des ondes pour un pas de temps donné puis on
diminue le pas de temps en cas d’explosion et on I’augmente sinon. Nous présentons sur la figure

Algorithme 2

1: Aty =6.910 3 et Aty = 0.17
Al — Aty + Atgy

Nous calculons la solution avec At
si explosion alors

Aty = At
sinon

At1 = At
finsi
At —
Amin = At
: sinon
Retour en 2.
13: finsi

D A U i ol

Aty + Aty

si | < 107°At alors

—_ = =
L 2

3.44 les résultats obtenus pour des éléments finis P! et pour :
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— &p = peire : ligne noire pleine,
— &F = pins : ligne rouge avec tirets et pointillés,
- ép = Pins ligne bleue avec tirets,

fi1

—ép = p;?s :ligne magenta avec pointillés.

6x10
Peirc
“Pins
5 "'pins\11
_pins\F
0 \ . . . \ .
0 10 20 30 40 50 60 70

FIGURE 3.44 — Condition CFL pour quatre choix de {r en P!

Remarquons tout d’abord que, comme nous pouvions nous y attendre, le parametre optimal
amin dépend du choix de . Il est également clair sur la figure 3.44 que les trois choix pins, Pins/f1.1
et pins/F permettent d’utiliser un pas de temps plus élevé (5 107%) que le choix peire (4.1 1077),
soit un gain de 22% en temps de calcul.

Il n’y a cependant pas de différence notable entre les trois choix et nous préconisons par con-
séquent de choisir £ = pjns, e qui est le plus simple a mettre en oeuvre.

Sur la figure 3.45 (resp. 3.46), nous représentons 1I’évolution de la condition CFL en fonction de
~1 pour des éléments P? (resp. P?) et pour :

— &F = peire - ligne noire pleine,

— & = pins : ligne rouge avec tirets et pointillés.

-3

3x10
|Jc]rc
|« __pin
25 }
i
i
2f 1
'
A
A
15 3 \ *
o
AN
1" N .
! ~
05! e 8
i
ol . . ) .
0 10 20 30 40 50 60

FIGURE 3.45 — Condition CFL pour deux choix de £ en P?
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§ Peirc

0.6

0 10 20 30 40 50 60 70

FIGURE 3.46 — Condition CFL pour deux choix de {7 en P3

On remarque qu’on peut utiliser un pas de temps de 2.56 1072 (resp. 1.53 10~3) en considérant

le rayon du cercle inscrit et de 1.55 1072 (resp. 1.05 10~3) en considérant le rayon du cercle
circonscrit, ce qui représente un gain de 65% (resp. 46%) en temps de calcul.
Nous avons également réalisé des expériences en dimension 3 en discrétisant le cube [0, 1]3 par
un maillage tétracdrique non uniforme. Pour des raisons évidentes de colt de calcul, nous n’avons
pas pu mener une étude aussi précise qu’en dimension 2 mais nous avons obtenu des gains de 20%
pour des éléments P!, de 25% pour des éléments P2 et de 33% pour des éléments P en utilisant
le rayon de la sphere inscrite plutdt que celui de la sphere circonscrite.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons comparé numériquement les différents choix du parametre £
que I’on peut trouver dans la littérature. Comme nous I’avions entrevu au chapitre 2, le choix le
plus judicieux semble étre de considérer le rayon du cercle inscrit. Cela permet en effet d’obtenir
une valeur beaucoup plus constante du parametre de pénalisation qu’avec les autres choix. Néan-
moins, ce résultat n’était clairement pas suffisant puisque le parametre de pénalisation variait en-
core fortement (de 1’ordre de 100%). C’est pourquoi nous avons proposé plusieurs choix un peu
plus sophistiqués amenant a une variation du parametre de pénalisation de I’ordre du pourcent.
Ainsi, il n’est plus nécessaire d’ajuster le parametre de pénalisation en fonction de I’expérience
pour assurer la stabilité de la méthode IPDG quelle que soit la nature du maillage. De plus, on
a également pu constater que ce choix influe fortement sur la condition CFL. Effectivement, les
résultats de la section 3.3 témoignent d’un gain oscillant entre 22% et 65% en 2D et entre 20% et
33% en 3D sur le pas de temps, c¢’est-a-dire que grice a ce choix de £, on peut diviser le nombre
d’itérations nécessaire pour atteindre un méme temps final par une constante comprise entre 1.22
et 1.65.

3.A Analyse de stabilité

Dans cette section, nous allons présenter les résultats analytiques que nous avons obtenus pour
différents maillages triangulaires. Afin d’appliquer une analyse de stabilité similaire a celle faite
dans le chapitre 2, nous n’allons pas simplement considérer pour élément de base un triangle mais
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plutdt le parallélogramme E; ; formé par K7 ; U K7 ;. Nous représentons Ey ; ainsi que ses
voisins sur la figure 3.47 dans le cas de triangles équilatéraux.

Krgm

*
KI,J—I

FIGURE 3.47 — Voisins d’une maille £y ; = K7 ;U K}‘J

Si I’on consideére 1’équation des ondes totalement discrétisée sur un élément Ey du maillage,
nous avons pour tout Ey € T,

+1 —1
Ury =207, +U75
2p AL2

+ Ko UF 4 (K3) UFy g+ KU g (K8) UF g+ KUy =0
(3.2)

ou Uy, correspond au vecteur d’inconnues U restreint a I'élément Ey j, My, (resp. Ko ) est

la matrice de masse (resp. matrice de raideur) relative a I’élément £ j, Kgf; (resp. Ké\fp) est la

matrice de raideur relative a I’interface entre les éléments Ey ; et Eryq j (resp. By jet By ji1)

en considérant des polyndmes de degré p. Toutes ces matrices sont de taille (2/V,2N) ou N est

le nombre de fonctions de base considérées car une maille £y ; est composée de deux éléments

triangulaires.

Ainsi, en appliquant la transformée de Fourier discréte a (3.2) suivant les directions (1,0) et

(1,y1), on obtient, V31, B2 € [—m, 7]

Un+1 o Zﬁ" + Unfl .
2 NE + Ky 0" = 0 (3.3)

N ; T . T
ou Kg, g, = Ko+ K;};elﬁl + (ng,[;) e P 4 Ké\fpezﬁz + (Ké\fp) e~ B2
De la méme maniere que dans le chapitre 2, la stabilité du schéma est assurée si et seulement si

4

<A< —
V=Asxp

ou X € A(B1, B2), A (B1, B2) représentent I’ensemble des valeurs propres de Ng, 5, := M{; K, 3,
Une condition nécessaire et suffisante de stabilité du schéma est donc

Amin > 0 et At < 2
)\max
avec \pin = min  [min (A (B1, 52))] et Amax =  max  [max (A (51, 82))]-
B1,B2€[—m,] B1,B2€[—m,7)
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3.A.1 Maillage issu de triangles équilatéraux

Dans cette sous-section, on s’intéresse a un maillage généré a partir de triangles équilatéraux
i.e. construit a partir du triangle de référence Ky défini par x1 = 1/2 et y; = V3/2, comme sur la
figure 3.47.
A titre indicatif, on donne les expressions des différentes matrices intervenant dans (3.3). La ma-
trice de masse est donnée par

2 1 1

My 0 1
Mz,p:( e > ol My,=—1|121
0 My, 24\ | | o

Les matrices de raideurs K. gf; et Kgl\fp sont les suivantes
0 0 [ V3-a —V3 V3-2a
K3 = ( R ) ol Kyt = AL 0 -3
Zp V3—-2a —V3 V3-a
et
0 0 | V3-a V3-2a —V3
-3 -3 0

2,p
Enfin la matrice K p, qui est pleine, se formule de la fagon suivante

K! K2
Kap = < R >

K3, K},
avec
L[4 11 ) 0 —V3 -3
KQ{Z,—E 141, K22,p26 V3 V3-a V3-2a
114 -3 V3-2a V3-a

L’étude des valeurs propres de la matrice [Ng, g, s’avérant particulierement compliquée pour tout
(1 et B2, nous nous sommes intéressés aux cas 51 = 2 = 0 et f; = o = 7 pour obtenir une
condition nécessaire de stabilité.

— Dans le cas ot 51 = 32 = 0, le polynéme caractéristique p,, (X, 51, f2) de la matrice Ng, s,
est donné par

5
Pa (X,0,0) =X+ "¢; (,0,0) N
i=0
ot les coefficients ¢; («, 0,0) sont définis par

¢ (@,0,0) = —60c,
ca (,0,0) = 288 (5a% —3),
c3(a,0,0) = 3456a (9 — 50%),

( )
( )
c2 (,0,0) = 20736 (9 — 18a® + 5a*),
( ) = 2488320 (-9 + 60° — o),
( )

= 0.
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Nous allons utiliser le lemme 2.2.1 afin d’étudier la positivité des valeurs propres de la
matrice No . Nous présentons bricvement les résultats obtenus pour chaque coefficient
¢i («,0,0), la technique employée étant la méme que celle utilisée dans le chapitre 2.

e —¢5(a,0,0) >0 a>0,

e ¢4 (,0,0) >0 a> —,

e —¢1(a,0,0)> 0 a> V3.

Ainsi, il résulte de ce cas que les valeurs propres de la matrice Np sont positives si et
seulement si
a>V3~1.73. (3.4)

Intéressons nous a présent au cas ou 31 = (o = 7. Le polyndme caractéristique de la
matrice Ng, g, est ainsi donné par

Pa (A, m,7m) = 6+ ici (a,m,m) 2\

=0
ou les coefficients ¢; (o, 7, 7) sont définis par
cs (a,m,m) = —60a,
cala,m,m)= 8 (160@2 +72v/30 — 183) :
o3 (a,mm) = —288a (40a2 + 76v/30 — 191) ,
co (o, m,m) = 48 (848a4 + 4944v/30> — 608802 — 9648V/3a + 10731) ,
c1(a,m,7m) = —576 (80044 +1216v/30® + 571202 — 136083 + 15387) ,

co (o, m,m) = 4608 (120\/§a5 +16760* — 810v3a® — 1175302

1105230 — 7776> .

\

L’étude des signes de chaque coefficient, que nous ne détaillons pas ici, nous montre que
les valeurs propres de la matrice N . sont positives si et seulement si

93
o> ;Of ~ 1.56. (3.5)

Enfin, nous considérons le cas 51 = 0, f2 = =, qui est identique au cas 51 = 7, B2 = 0.
Avec un tel choix de f3; et 32, la matrice Ny » admet pour polynome caractéristique

5
Pa (AN, 0,m) = N0+ Zci (o, 0,m) N
=0
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avec pour coefficients ¢; (o, 0, 7) :

cs (a,m,m) = —60q,

ey (o, m,m) = 128002 4 384v/3a — 672,

es (o, mm) = —115200° — 14592v/302 + 253440,

e (o, m,m) = 407040 + 15820830 — 14131202 — 142848V/3a + 112896,

c1 (o, mm) = —46080a° — 466944v/3a* — 14192640° + 2433024+/30 — 1963008,

co(a,m,m) = 368640v/30° + 33914880 — 1327104v/3a> — 1120665602
+7741440+/30 — 3981312.

L’étude de ces différents coefficients nous amene a la conclusion que les valeurs propres de
Ny sont positives si et seulement si

w
ot <w
w

a > ~ 1.04. 3.6)
Ainsi en regroupant les conditions (3.4) a (3.5), on obtient donc qu’il faut que o > V3~
1.73 pour que le schéma soit stable.

Remarque 3.A.1. Les expériences numériques que nous avons effectuées sur de tels mail-
lages corroborent bien ce résultat puisque numériquement, nous avons stabilité lorsque
« > 1.74. Il semblerait donc que I’étude du cas 51 = P2 = 0 soit suffisant pour déterminer
la condition de stabilité du schéma.

3.A.2 Maillage issu de triangles rectangles

Dans cette sous-section, on considere pour triangle de référence le triangle K avec 1 = 0 et
y1 = 1, ce qui donne un maillage constitué de triangles rectangles isoceles.
Dans une telle configuration, la matrice de masse est identique a celle présentée en sous-section
3.A.1 et les matrices de raideurs K. gf; et K é\fp sont données par

—2a+6 —3 —4da+3

0 0 1
w N w1
Ky, = ( KWl g ) ol Ky, = T2 -3 0 -3
2,p —4a+3 -3 —2«
et
0 0 v 1 —2a+6 —4a+3 -3
K, = < N1 ) olt Kyit==| -4a+3 —2a -3
Kol 0 12 . I

La matrice K, est, quant a elle, de la forme

1 2
KQ,p = ( KQ’p K27p )

K227p K217p
avec
o4 1 1 ) 0 —6 —6
K%,p:g 1 2(1++2) V2 , K3, = o 12 —20V/2+6 —4aV2+6
1 V2 2 (1+2) 12 —4av2+6 —20V2+6
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Etudions a présent la positivité des valeurs propres de la matrice Vg, g, dans les mémes cas
que dans la sous-section 3.A.1.
— Supposons que 31 = 32 = 0. Dans ce cas, le polyndme caractéristique de la matrice No o

est donné par
5

Pa(X,0,0) =X+ "¢; (,0,0) N
=0
ot les coefficients ¢; («, 0,0) sont définis par

¢ (0,0,0) = —20 (2 n \/5) a,

c1(@,0,0) = 768 (1 + fo) a2 4192 (\@ . 1) o — 1440,

¢3(a,0,0) = —10368 (1 ¥ xf2> o® + 1152 (3 - 4\/§> a2 + 17280 (\/§+ 2) a,

e (,0,0) = 6912 (13 + 8\@) o 1 27648/20% — 138240 <2f2 + 3) a2
+82944 (V2 — 1) o + 186624,

¢1(a,0,0) = —82944 (\/i n 4) o’ — 1658880 + 829440 (3 + x/i) o?
—4976640% — 746496 (V2 + 2) a,
co (,0,0) = 0.

En étudiant le signe de chaque coefficient ¢; («, 0,0), on obtient que les valeurs propres de
la matrice Ny o sont positives si et seulement si

a>1+v2~241. (3.7)

— Si 1 = P2 = 7, alors N » admet pour polynome caractéristique

5

Pa (A7 U 7T) = >‘6 + Zci (Oé, e ﬂ') )‘Z
i=0

ot les coefficients ¢; («, 0,0) sont définis par

e (a,m,m) = —20 (2 + \/i) o

cifaymm) = 32 (244 19v2) a? + 384 (V2 +1) a — 864

c3(a,m,m) = —384 (19 + 16\/5) o — 1152 (15 + 14@) a? + 2304 (4\fz+ 11) a

e (o, m,m) = 768 (37 + 30\/5) at + 4608 (41\/5 + 50) a3 — 4608 (17\/§ + 36) a?
—13824 (11v/2 + 14) « + 186624

e (aym,m) = —9216 (3\/5 + 4) % — 18432 (47 + 36\@) at — 55296 (23 + 15\/5) a3
+165888 (23 + 20v/2) o — 82944 (11v2 + 34) a

co (o, m,m) = 221184 (3[2 + 4) ad + 884736 (5 +3v2) ot - 1327104 (1 + 3\/§> o
—1327104 (10v2 + 9) a? + 1990656 (7v/2 4 10) o — 11943936
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L étude du signe de chaque coefficient ¢; (o, 7, ) nous permet d’affirmer que les valeurs
propres de la matrice Ng o sont positives si et seulement si

a > % <\/9 +12V2 — 3) ~ 1.05. (3.8)

— Enfin, intéressons-nous au cas 81 = 0 et 32 = 7. Dans ce cas, la matrice Ny, a pour
polyndme caractéristique

Pa (N, 0,7) = pAE ici (o,0,7) N
=0
ot les coefficients ¢; («, 0, 7) sont définis par
e (o, 0,m) = —20 (2 + \/5) a
ca(0,0,7) = 688 (1 + x@) a2 + 96 (3\/§+ 5) a— 1152
s (0,0,m) = —384 (19+18v2) o — 384 (40 + 41v2) o® + 1152 (112 + 26 ) o
es (a,0,7) = 768 (57 + 23\/5) ot + 2304 (81\/5 + 80) a® — 2304 (57\/5 + 74) a?
—6912 (13v/2 + 40) o + 165888
e1(a,0,m) = —9216 (V2 +8) a® — 313344 (3 + v2) ot — 55296 (9 + 20v/2) o®
+55296 (63 + 52v/2) a® — 165888 (6v/2 + 11)
co(a,0,7) = 110592 (x/i + 8) a5 + 110592 (45 + 11\/§> ot — 331776 (24 + 5\/5) a3
—331776 (8v/2 + 15) a® + 1990656 (V2 + 5) o — 2985984

\

En étudiant le signe des cinq expressions ci-dessus, on établit que Ny . est positive si et

seulement si
1
a> <17 + 25v/2 + /1911 — 638\/5) ~ 1.36. (3.9)

Si I’on regroupe les conditions (3.7) a (3.9), il vient qu'une condition nécessaire pour que les
valeurs propres de Ng, g, soient positives est que

a>1+vV2.

Remarque 3.A.2. Les expériences numériques que nous avons effectuées sur de tels maillages
confirment bien ce résultat puisque numériquement, nous avons stabilité lorsque o > 2.42. A
nouveau, la condition de stabilité peut étre calculée grdice au cas 1 = P2 = 0.

3.A.3 Maillage issu de triangles quelconques

Dans cette sous-section, on considere pour triangle de référence le triangle K avec x1 = 3/4
et y; = 1, ce qui donne un maillage constitué de triangles quelconques.
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Ici aussi, la matrice de masse est identique a celle présentée en sous-section 3.A.1 et les matrices
. w N £
de raideurs Ky, et K5, sont données par

+13 25 +25
24 32 64 12 64

0 0 . A
whe(wp o) o Rl omo,m

) 25 25 ) 3

2%Ta T 2378
et
00 , [ “da+3 —Ba+6 —6
KéYp:(KN,l 0) ol Ky, =5, | —8a+6 —da+9 —6
2 —6 —6 0

La matrice K ), est, quant a elle, de la forme

K22p K%jp
avece
(18 4 5
K=o | 4 204+ V17) V17
5 V17 2 (54 V17)
et
17 17
0 _ L _ !
64 64
K2, = 17 1 13 1 17
: L oI+ S eIt 4
64 240“ﬁ4r 32 1Vt
17 1 17 1 1
L V1T 1T =
64 120‘\ﬁ74r 64 240“ﬁ7+ 8

Etudions a présent la positivité des valeurs propres de la matrice Vg, g, dans les mémes cas
que dans la sous-section 3.A.1.

— Supposons que 31 = 32 = 0. Dans ce cas, le polyndme caractéristique de la matrice Ng o
est donné par

5
Pa(X,0,0) =X+ "¢; (,0,0) N
=0
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et les coefficients ¢; (a, 0,0) sont définis par

(5 (a,0,0) = =5 <9—|— \/ﬁ) «,
ca(2,0,0) = 36 (23+6x/ﬁ) a? + % (45 . m) o %,
¢3(0,0,0) = —36 (333 + 121\/ﬁ) ad+ g (59 - 63\/ﬁ) a® + @ (\/ﬁ+ 9) a,
e (,0,0) = 243 (273 n 80\/ﬁ) at 4 % (311\/ﬁ - 1005) o®
—% (17343\@ + 85951) a? 4 648 (45 _ Nﬁ) o + 186624,
e1(,0,0) = —1620 (20\/ﬁ + 153) a® + 810 (425 _ 117ﬁ) ot
+82—1 (32949 n 5933\/ﬁ> o® + 1944 (99x/ﬁ - 485) o

186624 (\/17 + 9) a,
¢ (,0,0) = 0.

En étudiant le signe de chaque coefficient ¢; (o, 0,0), on obtient que les valeurs propres de
la matrice [Ny o sont positives si et seulement si

a> (9 + V1T + ;5\/37570 - 7310\/ﬁ> ~ 2.02. (3.10)

| —

— Si 1 = 2 = 7, alors N » admet pour polynome caractéristique

5
Pa (N, m,m) = A0+ Zci (o, m,m) N
i=0
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et les coefficients ¢; («, 0,0) sont définis par

cs (o, mym) = —b <9+ V 17) a

, 6561
ca(a,m,7) = 9(92+49Vq7)a +3<29«17+1&Q<1—47;3
c3 (a,m,7) = «—45(71554-1935v/ )<1 —-27< +145V17 )

9
-+§(zw5v17+20ﬂm)a
9

e (,m,m) = 3 (8411-+—2700\/17> o'+ (21073\/17~+-76689> o®

2 . )
ZZ (3609v/17 + 17339) o _'Ig (20689v/17 + 95139) a + 4 32073537

256
111
e1 (a,m,m) = 4m(mvn+m)&—9< ;m+4nmvN>&
2 1
= (622791-+—112795\/ ) oPs 4+ 5L (93953 2i013viT ) o2
16 s\ 4
81
o (250073y/ 4—6564321)
459 /80971
co (o, m,m) = 6885 (20\/17-+-51) of + = ( +5805v/17 )
1377 4131 123873 ,
4—4614'<8343 —»59041\/17) e ( . \/17-+»42871> a

4131
-+4—1—f(1057x/f?%—8271>cy——3370896.

L’étude du signe de chaque coefficient ¢; (o, 7, ) nous permet d’affirmer que les valeurs
propres de la matrice g o sont positives si et seulement si

3311 160
> —— — — 1T+ — 249 -1 42417 >~ 1.14. 3.11
o> 1976~ 7a1 +5928\/8099O 9 — 18599 T~ (3.11)

— Enfin, intéressons-nous au cas 81 = 0 et o = 7. Dans ce cas, la matrice Ny a pour
polyndme caractéristique

5
Pa (AN, 0,m) = N0+ Zci (o, 0,7) N
i=0
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ou les coefficients ¢; (o, 0, 7) sont définis par
cs (a,mym) = =5 (9 + \/17) a,

27 29817
ey (aymym) = 28 (26+ 7\/ﬁ) o + vy (7\/?-1— 139) a— —,

16
s (a,mm) = —15 (401 + 149\/ﬁ) ad - % (11135 + 2333\57) a2

+% (11199\/ﬁ + 87551) a,
oo (a,m,m) = 3 (10941 n 2140\57) ot + % (12527\/ﬁ n 29131) o?

—3% (277789\/ﬁ n 618877) o — 324 (174x/ﬁ n 2275) a + 557280,
c1(a,m,m) = —540 (20\/ﬁ + 51) a®—9 <1112979 + 17280x/ﬁ> ot

—% (622791 + 112795\57) o3+ % (98‘?53 + 74013\/ﬁ> o?

81

o (250073\/17 + 6564321) a,

co (a,m,m) = 3240 (20@ + 323) a® + 297 (14607 + 5395@) ot

486 (27323 + 931\/17) o — 648 (13123\/17 + 24291) o?

+3732480 (2\/17 4 13) o — 26873856.

\

Grace a I’étude du signe de ces six coefficients, il vient que N, est positive si et seulement
si

1
o> 31499 (19183 +5011vV17 + \/1191400986 — 184462342\/17) ~ 1.76. (3.12)

Si I’on regroupe les conditions (3.10) a (3.12), il vient qu’une condition nécessaire afin d’as-
surer que les valeurs propres de Ng, g, sont positives est que

1 3
> = VIT+ = — 7310V17 ) .
a_8(9+ 7+85\/37570 7310 7)

Remarque 3.A.3. Les expériences numériques que nous avons effectuées sur de tels maillages
confirment bien ce résultat puisque numériquement, nous avons stabilité lorsque o > 2.02. Dans
cette configuration également, c’est le cas 1 = o = 0 qui permet de conclure quant a la stabilité
du schéma.
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Chapitre 4

Analyse de stabilité du A?-schéma

Dans les deux chapitres précédents, nous avons déterminé des conditions nécessaires de sta-
bilité pour la méthode IPDG classique appliquée a 1’équation des ondes. A présent, nous nous
intéressons a I’analyse de stabilité du A?-schéma que nous avons proposé dans le chapitre 1. Plus
précisément, il s’agit de déterminer comment choisir les différents parametres de pénalisation in-
tervenant dans le A%-schéma. Nous nous intéressons également a la dépendance de la condition
CFL vis a vis de ces parametres. En particulier, on peut se demander si le parametre de pénal-
isation ~y; propre a 1’opérateur harmonique suffit seul a assurer la stabilité du schéma sous une
certaine condition CFL. On peut également chercher a définir I’influence du parametre de pénali-
sation 72 1 de I’opérateur biharmonique sur la stabilité du schéma ainsi que sur le comportement
de la condition CFL. Ainsi, dans la suite, nous allons utiliser une méthodologie similaire a celle
employée dans le chapitre 2 afin d’étudier la stabilité du A?-schéma. Dans la section 4.2, nous
proposerons une analyse de stabilité dans le cas ou tous les parametres de pénalisation (liés aux
opérateurs harmonique et biharmonique) sont fixés d’apres les résultats numériques du chapitre 1,
c’est-a-dire le cas ol y1,1 = 8/het a1 = Y22 = Oetcelui ot 11 = 8/h, y21 = 10/net yp 9 = 0.
Le lecteur intéressé par les conditions CFL obtenus avec ces deux jeux de parameétres peut sauter
les démonstrations dans une premiere lecture et aller directement a la conclusion. Nous avons aussi
calculé une condition nécessaire de stabilité en fonction de y; que nous présentons dans 1’annexe
4.A. Ces résultats ont été€ obtenus pour v2 1 = 72,2 = 0 puis pour y2 1 = 10 et 2 o = 0. Enfin, des
expériences numériques illustrerons les résultats présentés.

4.1 Préliminaires

Comme dans le chapitre 2, nous considérons le domaine {2 = R et une vitesse de propagation
constante ¢? = #/p = 1 mais ’analyse peut étre étendue a des valeurs arbitraires de c en utilisant
le changement de variable A’ = cAt. On rappelle que le A%-schéma est de la forme

Un+1 —2U™ &+ Un—l

M K*U" = 4.1
e + K*U™ =0, 4.1)

2
avec K* = K; — EKQ et K et K5 sont les matrices de raideur relatives respectivement aux

opérateurs harmonique et biharmonique.
On rappelle la notation introduite au chapitre 2 :
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et on pose, par analogie :

Q21 " oy = Q22
2,2 =
h h

V2,1 =

Nous avons vu au chapitre 1 que ce schéma conservait 1’énergie

At2 Un+1 —_pyn Un+1 _yn Un+1 Ly Un+1 4+ yn
E™r = (M- =K K*
’ (( 1 > At Al > - ( 2 2 >

2
et que sa stabilité était assurée par la positivité des matrices M — TK * et K*. Le théoreme

suivant garantit I’existence d’une condition de stabilité pour a; > 6.

Théoréeme 4.1.1. Si o; > 6, alors le A%-schéma est stable sous une condition CFL, ¢’est-a-dire

At?
qu’il existe Aty > 0 tel que K* et M — TK* soient positives pour tout At < At.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que Ky et Ko admettent toutes deux une valeur propre

nulle associée au vecteur constant. De plus, si «; > 6, toutes les valeurs propres de K7 sont
positives. Comme K est symétrique, toutes ses valeurs propres sont réelles. Nous notons 7" la
plus petite valeur propre non nulle de K et 5'** la plus grande valeur propre de K.

2 2

.. . : t
D’apres les remarques précédentes K* = K1 — —— K est positive si k] — Engﬁx > 0.
Cette condition est toujours vraie si k5'** < 0. Si k5™ > 0, K* est positive si

min
3Ky
K max :

2

At < Aty =2

On note maintenant 4" 1a plus petite valeur propre de M, x1"** la plus grande valeur propre de
K et k5" la plus petite valeur propre de K. On vérifie facilement que pf" > 0 (M est définie

positive).
2

At
Pour que M — TK * soit positive, il suffit que

At? At
K1 ax + T8H§nln 2 0. (42)

min _ =%

! 4
Comme z" > 0, il existe Aty > 0 tel que cette inégalité soit vraie pour tout At € [0; Aty

2

En effet, en notant X et X5 les racines de P (X) = fiyin — Enﬁnax + X—ngﬂn.
Si ces deux racines sont complexes ou négatives, 1’inégalité (4.2) est toujours vérifiée. En effet,
dans ce cas P (X ) ne s’annule pas pour X > 0 et reste donc du signe de P (0) = fimin.
Si une seule racine est positive, par exemple X1, alors P (X) est du signe de P (0) = jiin pour
0 < X < X et I'inégalité (4.2) est vraie pour tout At < /X7.
Si les deux racines sont positives, on suppose sans perte de généralité que X; < Xy et on montre
a nouveau que I’inégalité (4.2) est vraie pour tout At < /X;. Finalement, le schéma est stable
pour tout At < Aty = min (Aty, Ats). O

Remarque 4.1.2. Ce théoreme montre que les parameétres de pénalisation associés a I’ opérateur
biharmonique ne sont pas utiles a la stabilité du schéma. En effet, nous n’avons pas besoin de la
positivité de Ko pour démontrer le théoreme. Néanmoins, nous verrons par la suite qu’un choix
Jjudicieux de ces parameétres permet d’optimiser la condition CFL.
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La complexité des systemes a résoudre ne nous a pas permis d’expliciter la dépendance de
Atg par rapport a a1, ap1 €t i 2 et nous nous sommes limités au calcul de bornes supérieures
de Aty pour certaines valeurs particulieres des parametres de pénalisation. Pour cela, en suivant
la technique développée au chapitre 2, nous considérons la restriction de 1I’équation (4.1) a un
élément J € T, du maillage :

Uyt —aup +Up!

* T * *
My = ——3 + (KDY U + KUY+ KU, =0 (43)
. At? e B s A L
avec Kp = KLp — ?KQJJ et Kp7 = KLp — EKQJT

My p, Ky pet K {Ep sont les matrices de masse et de raideur en dimension un déja définies dans le

chapitre 2. K>, et K. QEp correspondent aux matrices de raideurs issue de 1’opérateur biharmonique
en dimension un en considérant des polyndmes de degré p :

Koplid) = 35 [ GE@GH@w- TR0 - 5880w
o 00 0) 22 0+ 08 0) 2 0 LTy 1)
b O (16 (1) — 5 T2 05,1 - 5 0% 0)610)
200 (1) 85 (1) 4 C2L% () D4 (0) 4 C220 (1) 9, (1)
+525:(0) 95 (0),
KE(.0) = o2 (1) 22 (0) = Sk 00 (0 20 1) LT85y,
+2,113§§ (1) i (0) - %%ﬁi (1) %if (0) = =56 (1) (0) "

ou {¢;} i—1,...p+1 sont les fonctions de base discontinues classiques de Lagrange sur I'élément de
référence [0, 1].
En appliquant a (4.3) la transformée de Fourier discrete définie au chapitre 2, nous obtenons,
VB € [—m, 7] ) ) )
Uyt (8) — 207 (B) + U (8)
At?
T A
o B = hk et K = (K;") e+ K+ K e,
La stabilité L? de (4.5) pour tout 3 € [—, 7], est équivalente 2 la stabilité L? de (4.1), grace aux

égalités de Parseval. Or si I’on applique une analyse de stabilité classique, comme nous 1’avons

fait au chapitre 1 dans la preuve du théoréme 1.2.8, la stabilité L2 du schéma est assurée si et
2

seulement si les matrices M , — EK E et KE sont positives.

M, + KU} (B) =0 (4.5)

Nous devons donc vérifier que toutes les valeurs propres de ces deux matrices sont bien pos-
itives. Néanmoins, contrairement a ce que nous avons fait au chapitre 2, il n’y a plus une seule
inconnue mais quatre : les trois coefficients de pénalisation (a1, g1 et ap 2) ainsi que le pas de
temps At. Nous n’allons donc pas étre en mesure de trouver une condition de stabilité sans fixer
certains de ces parametres. Par conséquent, nous allons considérer plusieurs cas qui nous semblent
étre caractéristiques, en fixant les valeurs de certains parametres de pénalisation :
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1. On pose a; = 8 : oy est ainsi dans le palier déterminé au chapitre 2, et on fixe les deux
autres coefficients de pénalisation a zéro afin de vérifier si I’on peut assurer la stabilité du
schéma en se contentant du coefficient de pénalisation provenant de I’opérateur laplacien,

2. Onprend oy = 8, a1 = 10 et ap 2 = 0, la valeur de a2 1 qui nous a semblé€ judicieuse par
rapport aux expériences numériques que nous avons effectuées et présentées dans le chapitre
L

3. On fixe aa 1 et az 2 2 0 et on étudie la stabilité du schéma en fonction de as,

4. On fixe ag 1 = 10 et a2 = 0 et on étudie la stabilité du schéma en fonction de ;.

Les deux premiers points feront I’objet de la section 4.2 et les deux suivants de la section 4.A.

Remarque 4.1.3. Ici, nous ne présenterons que le cas p = 3, les cas p < 3 n’ayant pas d’intérét
puisque pour de tels polynomes, la forme bilinéaire as j, associée a I’opérateur bilaplacien est
nulle.

Dans les sections suivantes, nous cherchons Atg tel que les valeurs propres de matrices Kg
t2 : i,
et M — EK ;3 soient positives pour tout 8 € [—m, 7] et pour tout At < Aty. Pour cela, nous

2

devons considérer les polyndmes caractéristiques de KE et M — ﬁKE notés respectivement

q1,A¢ et g2 A¢ qui vérifient, pour j € {1,2}

3
(PN LD e (A B) N
1=0

a.at (B, N)

D’apres le lemme 2.2.1, montrer la positivité des racines de ces deux polyndmes revient a montrer
que pour j € {1,2},7 € {0,...,3} et pour tout 5 € [—, 7],

(—1)'¢ji (At, ) > 0.

Malheureusement, ces coefficients sont bien plus compliqués que ceux obtenus dans le chapitre
2 et on ne peut faire une analyse aussi fine. Cependant, nous avons vu dans la section 2.2.3, que
les informations obtenues en considérant les cas 5 = 0 et § = w donnent quasiment 1’essentiel
du comportement de la condition CFL hormis pour un petit intervalle de valeurs que peut prendre
le coefficient de pénalisation. Par conséquent, nous allons effectuer 1’analyse dans les cas ou 8 =
0 et § = 7 et, par la suite, nous analyserons la pertinence de ces résultats grace aux résultats
numériques que nous présenterons.

4.2 Une condition CFL pour «; fixé

Dans cette section, nous étudions la stabilité du schéma (4.1) en fixant les trois parametres de
pénalisation pour p = 3.
Le premier théoréme nous fournit une condition nécessaire de stabilit€¢ dans le cas oy = 8, g1 =
Q22 = 0.

Théoréme 4.2.1. Siay =8 et a1 = a2 = 0, alors
Aty < hy/ Xg =~ 0.145h

ou X est la plus petite racine positive du polynome

1 41 1
_Bxe Bys O0yu 39 3y Al yo 39

7 — _—
X 4 8 140 280 200 3500X * 7000
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Nous avons ensuite considéré le cas a1 = 8, ag2 = 0 et ap 1 = 10 qui nous a paru le plus
optimal lors des tests numériques, ce qui nous a permis de prouver le théoreme suivant.

Théoréme 4.2.2. Sia; =8, az1 =10 et ag o = 0, alors
Aty < hy/Xo ~ 0.1822h

ou Xy est la premiere racine positive du polynome

o1x7 - I xo 20y Bya HOTys BTy B9 ) 1
4 56 2 280 140 3500 7000
Remarque 4.2.3.

— Nous n’avons obtenu que des conditions nécessaires. Néanmoins les tests numériques mon-
trent qu’en pratique les conditions sont suffisantes.

— En comparant les bornes obtenues dans les théorémes 4.2.1 et 4.2.2, on constate que celle
du théoreme 4.2.2 est moins restrictive, ce qui correspond aux résultats numériques du
chapitre 1.

— Nous rappelons que d’apres le théoreme 2.1.1, le schéma saute-moutons est stable dans

un certain intervalle de valeur de o si At < ———h ~ 0.153h. Si a1 = §,

45 + /1605

a1 = 10 et an g = 0, on a donc une condition CFL moins restrictive avec le A2-schéma
qu’avec le schéma saute-moutons, ce qui est observable sur les tests numériques du chapitre

1.

4.2.1 Preuve du théoréeme 4.2.1

Nous posons ici ; = 8 et g 1 = g2 = 0. Dans la premicre sous-section, nous étudions la

positivité des valeurs propres de la matrice K Z; tandis que la deuxieéme sous-section est consacrée
At?

a I’étude de la matrice M — TKE

4.2.1.1 Positivité de K

Nous nous limitons a I’étude de la positivité de Kj et K7, ce qui explique que nous n’obtenons
qu’une condition nécessaire de stabilité.
Supposons tout d’abord que 8 = 0. Dans de telles conditions, le polynome caractéristique de K
s’écrit

3
g0 (0,0) = X 4+ eri (AL 0) X
1=0
avec 9
( 207 At
C1,3 (At, 0) = 7? — 32,

14823 Att At? 19467
A = 14V 4 =
c12 (At,0) 6 7l ot g

19683 At6 98415 At* 846369 At? 19683

At,0) =
c11 (At 0) 6 18 T80 a2 10

C1,0 (At, 0) = 0.
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Rappelons que nous cherchons une condition sur A¢ pour que (—1)° c1,i (At,0) > 0, Vi €

{0,...,3}.
e Etudions tout d’abord la condition sur ¢ 3. On a,

207 At?
—c13(At,0) >0 & 32— 5 Tz >0
Par conséquent, —c; 3 (At,0) > 0, si et seulement si
A—t2 < o 0.31 (4.6)
hZz — 207 ‘
S . o At?
o Considérons a présent la condition ¢; 2 (At,0) > 0 qui se réécrit, en posant X = R
14823 19467
f(X):= —T)@ —2214X + > 0. 4.7
Ce polyndme du second degré admet deux racines :
656 1
Xi=—+——=-V12 4
1T Thag s Y IETT
Xo = 656 + L\/ 12737545
27 549 2745 '

Le coefficient de plus haut degré de f étant négatif, f est positif si X € [X7, X2]. Comme
X; < 0,il s’en suit que ¢; 2 (At,0) > 0, si et seulement si

At? 656 1
= <4~ 12 45 ~ 0.11. 4.8
h2 — 549 + 2745 737545 >0 (4.8)

e Maintenant, étudions le signe de ¢ 1 (At,0).
La condition —c; 1 (At,0) > 0 est équivalente a
19683 98415 846369 19683
X)i=—"—"Xx34 —"Xx? X — <0
1 (X) 16 * 8 + 80 40 -

At?
h2 ’
Le polynéme f admet les trois racines suivantes :

avec X =

X = 1,

9 1
Xog=—2— ="
2= 75 1 V200
X5 =24 L 3065
5772710 '

Seule X3 est positive et le coefficient de plus haut degré de f est positif donc, —c; 1 (At,0) >

0 si et seulement si
At? - 9

1
T < -+ V2065 ~ 0.044, 4.9
7 < 5+ 7 V2065~ 0.0 4.9)
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e Finalement, la positivité de c1 o (At, 0) est triviale puisque ¢; o (At,0) = 0.

En résumé, une condition nécessaire et suffisante de positivité de K E pour 3 = 0 est

At? 9 1
—_— < - —/2065 ~ 0.044.
7 < + 0 65 ~ 0

A présent, nous allons supposer que 5 = 7. Dans ce cas, les coefficients du polyndme carac-
téristique g1 A+ (7, ) sont

207 At?
C]_73 (At, 7T) = —TW — 36,
14823 Att At? 30001
c12 (At,m) = 16 A +1494—- e ar
(At.m) 19683 AtS N 77517 At 382347 At 10017
C m) = — — _
LIS 16 7S 8 nd 80  h2 g
(At ) 19683 AtS 255879 A¢? N 334611 At? N 19683
C ) = — .
LOA=E 2 pb 16 hd 80 K2 16

e La condition —c; 3 (At,0) > 0 est trivialement vérifiée.
2
e En posant X = FOR la condition sur ¢1 2 nous donne

14823 30091

X)i= - X%+ 1494X + —— > 4.10
f(X) 16 +1494X + 20 0 (4.10)
qui admet deux racines :
1328 1
X = —— — — /71622
1= Toa7  so3p ¥ (1622865,
1328 1
Xy = 4+ — /71622865.
2= Toa7 T g3 ¥ (1622865

Le coefficient de plus haut degré de f (X)) est négatif. Donc, f est positif si X € [X1, Xs].
Or, X; < 0, par conséquent ¢ 2 (At, ) > 0, si et seulement si

At? 1328 1
< V71622865 ~ 1.83. 4.11
h2 — 1647 + 8235 71622865 83 @10

e Maintenant, étudions le signe de ¢ 1 (At, 7).
2

t
En posant X = T2 la condition —c; 1 (At, 7) > 0 est équivalente a,

1 1 234 1001
FOX) = — 9683X3 7757X2_3837X_ 007§0
16 8 80 8
En utilisant Maple, on obtient les trois racines suivantes :
7r 638
X1 = —2acos (b— %) + 512 ~ —0.188,
T 638
Xy = —2acos (b+ ) + 5o~ 0.738,
638
X3=2 — ~7.32
3 acos(b)—|—243 7.327,
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1215 4480261580

Le coefficient de plus haut degré de f étant négatif, la positivité de —c; 1 (At, 7) est équiv-
2

At
alente 8 —— € [0; X2] U [X3; +00].
h?2 A2
t
Il est clair que la condition T2 > X3 o~ 7.327 est incompatible avec la condition (4.11).

27
ol —\f V1652873, b = — arctan (N\/229118584411451>

Nous considérons donc uniquement le cas

At?
—7 < < Xy ~ 0.738. (4.12)

o Enfin, la positivité de ¢; o (At, ) est équivalente a

1 4611 1
avec X = Ahf
Le polyndme f admet les trois racines suivantes :
-t
X3 = % + 1%\/5

La premicre racine est négative, les deux autres positives. Le coefficient de plus haut degré
2

At
de f étant positif, la positivité de c; o (At, ) est équivalente a —- 72 € [0; Xo] U [X3; 400].

A . .
La condition T2 > X3 ~ 1.17 est incompatible avec (4.12) et nous nous ne retenons donc

que la condition
At?
h2
Une condition nécessaire et suffisante de positivité de K E pour 8 = m est donc

< Xy~ 0.625. (4.13)

At?

—g < X2 0.625.

et la condition la plus restrictive est celle obtenue pour 8 = 0

At? 9 1
< T4 /2065 ~ 0.044
2 =31

Une condition nécessaire de positivité de K E est donc

At
hS\/——i— V2065 ~ 0.210.

Cette condition est uniquement nécessaire car nous n’avons pas étudié la positivité de K Z; pour tout
B de [—m;]. Nous avons déterminé numériquement la condition garantissant la positivité de K™.
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Algorithme 3
1. At; =0,Aty =lete=10""%

2: At = M

2
3 K* = Ky — %Kg
4: Calcul de Apip, la plus petite des valeurs propres de K*
5: tantque |At; — Ata| > € ou Ay, < 0 faire
6:  Si Apin < 0 alors
7 Aty = At
8:  sinon
9: Aty = At
10:  finsi
1:  At= At + Al

2

12: K*=K; — ALKQ

12

13: fin tantque
14: At = min (Atq, Atg)

Pour cela nous avons repris le code 1D présenté au chapitre 1 et nous avons utilisé I’algorithme 3
qui permet de déterminer ce pas de temps par dichotomie.
Nous avons obtenu la condition numérique
At

— < 0.211.
5 <0

qui semble montrer que 1’étude mathématique restreinte aux cas 5 = 0 et § = 7 soit suffisante.

- A,

4.2.1.2 Positivité de M — TK 3
s e . o , At?
On va a présent s’intéresser a la positivité des valeurs propres de la matrice M — 5 Kp-

Comme dans le cas précédent, nous nous sommes limités aux cas § = 0 et 8 = .
Dans un premier temps, nous allons supposer que 5 = 0. Avec un tel choix, les coefficients de
q2,at (0, \) sont

4 2
62’3 (At,O) = —227%4‘ Ath—lg(;;,
022 (AL0) = 14823 A% 1107 AL° N 277533 At 10541 A N 8797
: ’ 256  h8 8 hb 8960 h* 2240 A2 33600’
e21 (AL0) = 19683 At™? 98415 At'0 716121 At N 173853 At® 776673 At
: ’ 1024 h12 512 K10 5120 A8 2560 h6 89600 h4
837 At? 93
1120 A2 4000’
20 (A£0) = 19683 At!? N 98415 A0 N 793881 At® 137781 At0 N 422091 At*
’ ’ 4096 k12 2048 R0 20480 A8 20480 hS 716800 h4
2187 At? 2187
T71680 A2 | 3584000
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Maintenant, étudions le signe de chacun de ces coefficients. Ces derniers étant des polyndomes de
plus haut degré que dans la sous-section précédente, nous avons utilisé le logiciel Maple afin de
déterminer leurs racines.

e Vérifions que —ca 3 (At,0) > 0. Cela revient a vérifier I'inéquation du second degré

207 97
X?-8X+-——>0
8 + 105 —
2
ou X = ——-. Comme le discriminant de cette équation est strictement négatif, on conclut

qu’elle n’admet pas de racine réelle et que la condition est toujours vérifiée.
e Intéressons nous a la condition sur co 2. On veut établir sous quelle condition

14823 At® 1107 AtS 277533 At* 10541 At2 8797 -0

TT356 A5 8 A0 8060 A1 2240 A% 33600 ~
2
On effectue le changement de variable X = EER et, d’apres Maple, ce polyndme admet

deux racines complexes conjuguées et deux racines réelles X; ~ —2.6072 et Xo ~ 0.0841.
Le coefficient correspondant au terme de plus haut degré est positif.On en déduit donc que
ca,2 est positif entre X et X5. Par conséquent, la positivité de ca 2 (At, 0) est équivalente a

At?
- < 0.0841. (4.14)

e De la méme facon que précédemment, pour la condition sur cp 1, Maple nous donne deux
racines complexes conjuguées ainsi que les quatre racines réelles

X1 =-9.1632, Xy =-1.1997,

X3 =0.0500, X4 =0.2292.

Le terme de plus haut degré du polyndme c3 ; €tant négatif, on peut donc en conclure que

—c2,1 (At, 0) est positif si et seulement si %—t; € [0; X3] U [X4; +00].
2

La condition T2 > X, étant incompatible avec la condition (4.14), on se limitera a la
condition )
Ah—z <0.05 (4.15)
e Enfin, la condition sur cp o est équivalente a
19683 6+98415 5. 793881 4 137781 3+422091 o 2187 n 2187 >0
4096 2048 20480 20480 716800 71680 3584000 —

At? : ,
en posant X = EER Les solutions de cette équation nous sont données par Maple, deux

racines complexes conjuguées et quatre racines réelles

X1 =-9.0961, X, = —1.0627,

X3=0.0411, X, = 0.0627.

Par conséquent, ¢z, (At, 0) est positif si et seulement si Ah—f € [0; X3] U [X4; +00] et on

considérera uniquement
2

At
yeh < 0.0411 (4.16)
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2
En résumé, une condition nécessaire et suffisante de positivité de M — TK ; pour 5 = 0 est

At?
-5 < 0.0411.

A présent, on suppose que 3 = . Les coefficients de go a¢ (7, A) sont

207 At* At 97

6273 (At,ﬂ') = 8 h4 ‘|‘ ﬁ_ﬁ’
14823 At® 747 AtS 69373 At* 40207 At? 8797
22 (ALT) = S TE T3 76 T 8960 AT 6720 12 T 33600°
19683 At'2 77517 At 102519 At® 60039 AtS 3969 At
21 (ALT) = ol T o A0 T 1021 A5 2560 10 512 Al
621 At? 93
560 h2 4000’
19683 At!* 137781 At'?2 203391 At!0 1095687 At® 85293 AtS
c20 (AL, ) = 512 A4 2048 K12 T 4006 A0 71680 S | 143360 AP
89667 At* 85293 At? 2187
102400 74 1792000 h2 | 3584000°

\

Regardons le signe de chacun de ces coefficients.
e La condition —cp 3 (At, 7) > 0 est équivalente a

207 97
—X"—-9X+—2>0
8 + 105 —
tX Ar . Cette équation admet d i Selles X 1 865410
en posant X = —-. Cette équation admet deux racines réelles X1 = —————
P G a ! 1T 7937 7245
et Xo = 33 + 77\/ 865410. Comme le coefficient devant le terme de plus haut degré
est négatif, le polyndme —cp 3 (At, ) est positif si et seulement si
At? 4 2
— < - ——+/865410 ~ 0.0829. 4.17
Rz — 23 * 7245 @17)
e La positivité de co 2 (At, 7) revient a étudier le signe de la fonction
1482 4 402
FiX 83X4 77X3 69373X2_ OO7X+8797
256 8 8960 6720 33600

qui admet, d’apres Maple, quatre racines réelles
X7 =—-0.2879, X, = 0.0485,

X3 =0.1953, X, = 1.6567.

Le terme de plus haut degré du polyndome étant négatif, on peut donc en conclure que
2

At At
2.2 (At, ) est positif si et seulement si —- 2 € [0; X2] U[X3; X4]. La condition 5 > X3
est incompatible avec (4.17). On se limitera donc a la condition

2

yeh < 0.0485. (4.18)
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e La condition —cy ;1 (At, 7) > 0 revient a étudier

_ 19683X6 77517X5 - 102519 4 60039X3 n 3969 _ o 621X 93

_ = =7 >0.
1024 512 1024 * 2560 512 560 + 4000 — 0

D’aprés Maple, ce polyndme admet deux racines complexes conjuguées et quatre racines

réelles
X1 =-0.2336, X9 = 0.0260,

X3 =0.0936, X, ="7.1754.

Le coefficient de plus haut degré est négatif donc —c3 1 (At, ) est positif si et seulement si
At? At?

72 € [0; Xo] U [X3; X4]. Or (4.18) est incompatible avec la condition 53 < X3.0n se
limite donc a

At?
T2 < 0.0260. (4.19)
- oy g At
e Enfin, la positivité de ¢z o (At, 7) nous conduit a étudier, en posant X = T2 le signe de

19683 _, 137781 s 203391 _. 1095687 _, 85293 _,

X) = _ —

J(X) 512 2048 * 4096 71680 * 143360
89667 .., 85293 n 2187
102400 1792000 3584000

En utilisant Maple, cette fonction admet quatre racines complexes conjuguées deux a deux
et trois racines réelles

X1 = —0.1926,
X5 = 0.0210,
X3 = 0.0332.

La premiere racine est négative et les deux autre positives. Le coefficient de plus haut degré

est positif et le plus haut degré est impair. La positivité de co o (At, 7) est équivalente a
2 2

At At
f(X)>0etdonca 57 € [0; X2] U [X3; +00]. La condition 52 > X3 est incompatible

avec (4.19) donc nous nous limitons a la condition

At?
0< - < X, = 0.0210. (4.20)

P - t
Une condition nécessaire et suffisante de positivité de M — TK g; pour 5 = 7 est donc

At?
- < 0.0210

qui est plus restrictive que la condition obtenue pour 5 = 0.
2

Une condition nécessaire de positivité de M — TK E estdonc, pour S =0et =7

% < +v0.0210 ~ 0.1449.
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Comme précédemment, cette condition est uniquement nécessaire. C’est pourquoi nous avons

: . o At?
également étudié numériquement la positivité de M — —— K. Pour cela, nous avons couplé le

code 1D avec I’algorithme 4 pour déterminer par dichotomie le plus petit pas de temps garantissant
la positivité de cette matrice.

Algorithme 4
1 Aty :g, AtQA: lete=10"8
t t
N e B
At? At?
3 A=M-— K ——K
4 ( P
4: Calcul de Apin, la plus petite des valeurs propres de A
5: tantque |At; — Ata| > € ou Ay < 0 faire
6:  Si Amin < 0 alors
7 Aty = At
8:  sinon
9: Aty = At
10:  finsi At 4 At
1n:  At= ah T Ak
At? At?
12 A=M-—[K ——K
4 ( ST 2)

13: fin tantque
14: At = min (Atq, Atg)

Nous avons obtenu la condition numérique

At
— < 0.1459.
s

qui semble a nouveau montrer que 1’étude mathématique restreinte aux cas 8 = 0 et § = 7 soit
suffisante.

Si I’on regroupe les résultats des sous-sections 4.2.1.1 et 4.2.1.2, il vient que la condition CFL
la plus restrictive que 1’on obtient est

At
— <0.1449.
W < 0.1449

Remarque 4.2.4. En pratique, dans toutes les expériences que nous avons menées, on a pu vérifier
qu’il s’agissait bien de la bonne condition CFL puisque des qu’on dépasse de peu cette valeur
critique, nous perdons la stabilité du schéma.

4.2.2 Preuve du théoreme 4.2.2
2
Dans cette section, nous étudions la positivité des deux matrices K; et M — TK ; en fixant
cette fois le parametre de pénalisation ap 1 a 10. On rappelle que nous avons utilisé cette valeur
dans les tests 1D et elle nous semble optimale. On conserve ici a; = 8 et ap o = 0. Afin d’alléger
la présentation des résultats, nous ne donnerons que les résultats provenant de chaque condition
sans développer les calculs, comme on a pu le faire dans la sous-section précédente.
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4.2.2.1 Positivité de K7;
En fixant 5 = 0, le polyndme ¢; ¢ (0, \) a pour coefficient

At?
C1,3 (At, O) = 171? — 32,

104247 At* 31347 At? N 19467

At,0) =
c12 (AL, 0) 16 Kt 8 h2 80
177147 At6 At 1240029 A2 19683
At,0) = — — 98415 —
c1 (AL, 0) 16 Ko T80 a2 40
Clyo(At,O): 0.

\

La condition sur ¢; o (At, 0) est clairement vérifiée. L’étude des autres conditions donne les résul-

tats suivants )
At 32
— A > <~ ~0.1
o —13(At,0)>0«< W S 17 0.187,

At?
® (19 (At,O) >0< W S [O,Xl] U [XQ, —‘rOO]

43 4 43 4
WX = - 2 /137355 ~ 0.070 et Xy = —— + — /137355 ~ 0.531,
A= T3 T 6435 L2 =131 6435

2

At
[ —6171 (At, 0) Z 0 = ? S [O,Xl] U [X27 +OO]

9 1 1
ou X; = 5 + 1—0\/2065 ~ 0.044d et X9 = 9

Quant au polyndme g1 A (7, A), ses coefficients sont donnés par

812 At?
0173 (At, 7T) = ?ﬁ — 36,
(Afm) = 35307 At 105115 A¢? , 30091
ANBLT) = T s 24 Kz 80
(At ) 45927 At 95157 Att N 1429803 At 10017
C m) = — —
LSS 16 hb 4t 80  h? 8
(Af) 45927 AtS N 702027 At* 1633689 At? N 19683
C m) = — — .
LOASD 2 Kb 16 At 80 K2 16
L’étude du signe de ces quatre coefficients nous donne les résultats suivants :
At? 27
® C13 (At,ﬂ') Z 0< W S ﬁ ~ 0133,

2

At
o cio(At,m) >0 & —5 € [0, X1] U [X2, +00]

105115 2
X, = _ V57105012115 ~ 0.
1= 105921 529605 ¥ 071090 0089,

ou 105115 2
X, = V57105012115 ~ 0.090
2= 105921 T 520605 ’
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At?
& —C11 (At,ﬂ) >0« ? < [O,Xl] U [XQ,Xg].

Ici, on ne précisera que la forme de X; afin de ne pas alourdir inutilement la présentation.

7\ 42292
On a ainsi, X; = —2 (b——) 2e202 0,078,
n a ainsi, X1 a cos 3 + 15300 0.078
V546510971417 1 30618v/3v/5
= th = - arct 5849041382980548989
aveca 76545 eth = 3 arctan | Traaoo e car1i0s ¥
At?
® Clp (At, 7T) >0< 7h2 - [O,Xl] U [Xg,Xg]
9 1 5 9 1
u X =———V1 ~ 0. Xo=—-¢etXg=—+ —V1 ~ 1.215.
o X1 = 0 — 605 ~ 0.0705, X> R 14+70\/ 605 5

En regroupant les différents résultats obtenus ci-dessus, on obtient la condition nécessaire
suivante de positivité de la matrice K E

At 9 1
— <4\/—= 4+ —V2065 ~ 0.209.
h — \/ 2 + 10
Afin d’analyser ce résultat, nous avons utilisé I’algorithme 3 introduit précédemment mais en fix-
ant cette fois-ci la valeur du coefficient de pénalisation a2 1 a 10. Nous avons obtenu numérique-

ment la condition

g<0211
;o = 021

s At
4.2.2.2 Positivité de M — TK 3

Les coefficients du polyndme g2 ¢ (0, A) sont donnés par

( 17T1AtY A2 97
23 (AL0) = =75 485 — 55

104247 At® 31347 At 390753 At* 10541 At2 8797

c2,2 (At,0) = 956 K5 128 KO | 8960 K 2240 h? | 33600°
177147 At*? 98415 At10 2164401 At® 274833 At 249507 At?
2,1 (AL, 0) = 1024 A2 T 64 A0 5120 A® 2560 hS 22400 KA
837 At? 93
1120 72~ 20007
177147 At*?2 98415 At'0 1646811 At® 203391 At6 487701 At*
20 (AL, 0) = — 1096 A2 256 K10 | 20480 hS 20480 hS ' 716800 A*

2187 At? N 2187
71680 h2  3584000°

La condition sur ¢ 3 (At, 0) est toujours vérifiée et I’étude des trois autres coefficients donne
2

At
® 29 (At, 0) >0& W € [O,Xl] U [X27 +OO] ou X7 ~0.1130 et X5 ~ 0.3932,
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At?
o —21(AL0)>0x - < 0.0587,

At?
® C270 (At,O) 2 0= ﬁ S 0.0411.

Les coefficients du polyndome g2 a¢ (7, A) sont donnés par

(Af) 203At4+ A2 97
C mn = ——— -
23150 3 pa hZ 105
35307 At® 105115 At6 1772459 At* 40207 At? 8797
co2 (At, ) = 5 s T el 7+ )
256 h 384 h 26880 h 6720 h 33600
45927 Atl? N 95157 At'0 2440989 A8 N 2618541 At 163257 At?
1024 hl12 256 h10 7168  hB 17920 A6 8960 h

N 621 At? 93
560 h2 4000’
45927 Attt 373977 At12 4677993 A0 76545 A8 2552229 AtS

At,m) = — - e
cz0 (A7) 512 K1 2048 K12 28672 K10 1024 A 143360 A9

+999459At4 85293 At2+ 2187
716800 A% 1792000 A2 3584000

0271 (At, 7T) =

Ici aussi, —cp 3 (At, ) > 0 et I’étude du signe des trois autres coefficients nous donne
At?
o 2 (At,m) > 0% 77 € [0, X7] U [X2, +00] ott X7 ~ 0.1478 et Xy ~ 1.7213,

At?
o —1(At,T)>0% 7 € [0, X1] U [ X3, +00] ott X1 ~ 0.0383 et X ~ 7.3088,

At?
® C270 (At,ﬂ') 2 0& ﬁ S 0.0332.

En rassemblant les différentes conditions obtenues et en ne gardant que la plus restrictive, il
2

vient qu’une condition nécessaire de positivité de M — HK 5 8 €crit

At<01822
=0 .

Comme précédemment, nous avons utilisé I’algorithme 4 afin de pouvoir comparer ce résultat. On
2

obtient numériquement que la matrice M — EK E est positive si

At
— < 0.1821.
. <0.18

Finalement, la condition de stabilité du schéma s’écrit

At
— < 0.1821.
. <0.18
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4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé des conditions nécessaires de stabilité pour le AZ-
schéma introduit au chapitre 1. En particulier, nous avons montré que pour o = 8, g1 = (2 =
0 une condition nécessaire de stabilité est

At
— <0.145
s

etpour oy =8, a1 = 10etags =0

At<01822
5 =0

At
Nous rappelons que la condition CFL du schéma saute-moutons est — < 0.153.

Les résultats numériques indiquent que ces conditions sont quasi suffisantes en pratique. On con-
state donc qu’il n’est pas nécessaire de pénaliser I’opérateur biharmonique pour avoir un schéma
stable. Cependant, sans ce parametre de pénalisation, la condition CFL est inférieure a celle du
schéma saute-moutons. La pénalisation de 1’opérateur biharmonique nous permet donc d’opti-
miser la condition CFL.

Nous avons également effectué des calculs pour établir la dépendance de la condition CFL par rap-
port au parametre de pénalisation 1 de I’opérateur harmonique. Ces calculs, qui sont présentés
en annexe, montrent que la condition CFL décroit quand o1 augmente.

4.A Une condition CFL dépendant de o

Nous avons vu dans la section précédente qu’on pouvait trouver une estimation relativement
satisfaisante de la condition CFL lorsque I’on fixe les trois coefficients de pénalisation. Une con-
figuration, qui serait intéressante ici, est de considérer le terme de pénalisation relatif & 1I’opérateur
harmonique comme étant une inconnue du probléme. Ainsi, on espére pouvoir déterminer une
condition CFL dépendant du choix de ce parametre de pénalisation. Comme on a pu le faire dans
la section précédente, nous allons, dans un premier temps, fixer les deux coefficients de pénalisa-
tion liés a I’opérateur biharmonique a zéro puis nous considérons a1 = 10.

Nous proposons les deux conjectures suivantes.

Conjecture 4.A.1. Si as1 = ag2 = 0, une condition nécessaire de stabilité du schéma (4.1) est

donnée par
% < min <\/ f1 (o), \/X1,1 (aq), \/X2,1 (oq))

o X1,1 (1) est la plus petite racine positive du polynéme

9 9 a1 5 3 3 /61
X) = X0 s (14 G X0 =3 (S o ) X 5 (S - 18 ) X
p1(X) 1 +2 +2 3 4+5a1 +70 5 3o
1 51 1 1
(a3 T ) X2+ — B3 X+ ——
140 ( T3 al) 350 B )X+ 355
X2.1 (o) est celle du polynome
9 9 3 11 3/ 3
X) = X491 —a)) X0+ Z(—274+15a1) X+ = (61— = X4 = (== X3
p2(X) 5 +9¢( aq) + 5 ( + 150) + 5 70041 + 35 5 + aq
1 3 1 1
— (=169 +57ay) X2 — — (1+ = X+ ——
*350 (7169 +57n) 175 ( - 5a1> T 1750
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ap+1
etfl(al):— 12

Conjecture 4.A.2. Si ax 1 = 10 et an 2 = 0, une condition nécessaire de stabilité du schéma (4.1)

est donnée par
% < min <\/Ev V f3 (aa), \/X3,1 (1), \/X4,1 (Oq))

o X351 (1) est la plus petite racine positive du polyndome

1 2
+ 1—0\/—95 + 700y + 2502,

81 9 3/ 17 21 3 (151
X) = X091+ 20y ) X+ (— g | X (=2 X3
pa(X) 8 9< +80‘1) +4< 2+50‘1> +14o<2 30”)
1 51 1 1
— ([ =37+ a1 | XP+ - B—a)) X + =
580 < t3 O“) 700 B~ ) X+ 7000
et X4 (a1) est celle du polynome
21 7 3 111 1 831
X) = Za X’ — X0+ = (25— —a; | X°4+ — (4 —op ) X4
pa(X) 6 +3< 8+a1) +16<5 7a1) +140< 37 + 4a1>
3 (139 1 3 1 At? 1
— [ == =330 | X+ —— (1 4+57Ta) X2 — —— (14— | = + ———.
+280< 2 al) * 3500 (L T O7) 1400< +5a1) nz " 14000
9 1
== — V1
2= 701 605 .
et f3 (1) = 3 < +a — g\/—95+700¢1 +25a%>.

On a représenté sur la figure 4.1 les conditions obtenues d’apres la conjecture 4.A.1 (en rouge
avec tirets et pointillés) et la conjecture 4.A.2 (en bleu) et on les a comparées a la condition CFL
du schéma saute-moutons (en vert avec tirets). On constate que le fait de considérer un coefficient

0.2

0151

Ath

04y

0.051

FIGURE 4.1 — Comparaison des conditions issues des conjectures 4.A.1 et 4.A.2.

de pénalisation adéquat pour I’ opérateur biharmonique (conjecture 4.A.2) permet d’avoir une con-
dition CFL moins restrictive que pour le schéma saute-moutons et amene donc moins de colits de
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calcul. Néanmoins, un choix peu judicieux de ce coefficient (21 = 0, conjecture 4.A.1) amene
a une condition CFL moins avantageuse que pour le schéma saute-moutons et pénalise donc la
rapidité de I’algorithme.

Nous n’énongons ici que des conjectures car nous ne pouvons justifier rigoureusement que ces

. . . : : At?
conditions sont bien nécessaires. La difficulté vient de I’étude des valeurs propres de M — TK E

(voir section 4.A.1.2). Néanmoins, les résultats numériques que nous avons obtenus (voir sections
4.A.1.3 et 4.A.2.3) montrent que ces conditions semblent étre réellement nécessaires. De plus, ces
résultats indiquent qu’elles sont quasi suffisantes.
4.A.1 Sans pénalisation pour I’opérateur biharmonique

Nous considérons ici ap1 = a2 = 0 et nous allons a nouveau étudier la positivité des

2
matrices K ; et M — TK E en considérant leurs polyndomes caractéristiques respectifs.

4.A.1.1 Etude de la positivité de K*

En étudiant la positivité de KE pour 8 = 0 et 5 = m, nous obtenons le lemme suivant.

Lemme 4.A.3. Si a1 = a2 = 0, une condition nécessaire de positivité de la matrice K* est

At 1 1
— < fi(m) = \/_oq * +TO\/_95+7OQ1 —l—25a% et o > 6.

h 2

Démonstration. En utilisant Maple, on vérifie que, pour 5 = 0, le coefficient ¢; 1 (At,0) de
q1 (At,0) s’écrit

19683 At'2 19683 a1\ At® 216513 19683 At*

c1,1 (At,0) = 6 mz T3 <1 7) h8 S0 20 M)
59049 19683a
40 g0 U

4
On vérifie que ce polyndome de degré 3 en yre admet deux racines négatives et une positive qui

s écrit

fi(an) = —al; !

Une condition nécessaire de positivité de la matrice K* est ¢1 1 (At, ) < 0, ¢’est-a-dire

1
+ E\/_% + 7001 + 2504.

At \/ ar+1 1 \/
— <\/- —1/—95+ 7001 + 2507 et oy > 6.
nS 5 + 10 + 1+ il 1=
Cette condition ne peut étre vérifiée que pour cv; > 6, de plus petites valeurs conduisant a une
condition du type At?> < 0. On retrouve ici la minoration de o; que I’on avait déterminée au
chapitre 2.

Il est a noter que ¢ (At,0) est toujours positif et n’apporte donc aucune précision quant a la
condition la plus restrictive. Les coefficients ¢; ; (At,0), ¢ # 1, conduisent a des conditions moins

restrictives que nous ne détaillons donc pas ici. Pour illustrer ce point, nous représentons ces 3
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FIGURE 4.2 — Comparaison des différentes conditions issues de 1’étude des coefficients
Clﬂ' (At, 0).

conditions en fonction de «v; sur un intervalle [6, 50] sur la figure 4.2. Ce choix d’intervalle se jus-
tifie par le fait que pour que ¢; 1 (At, 0) soit négatif, une condition nécessaire et suffisante est que
a1 > 6. Nous avons représenté en bleu (resp. en rouge et en noir) la condition issue de 1’étude de
c1,3 (At,0) (resp. de c1 2 (At,0) etde 1,1 (At,0)) et il est clair que la condition la plus restrictive
sur le pas de temps est celle provenant de ¢ 1 (At, 0).

Les coefficients ¢y ; (At, 7) fournissent également des conditions moins restrictives. ¢1 3 (At, )
conduit a une condition toujours vérifiée et nous représentons sur la figure 4.3 en bleu (resp. en
rouge, en vert et en noir) la condition issue de I’étude de ¢ 1 (At,0) (resp. de ¢1 2 (At, 7), de
c11 (At, ) etde c1,9 (At, )). pour différentes valeurs de o1. La encore, il est clair que la condi-
tion la plus restrictive sur le pas de temps est celle provenant de ¢; ; (At,0).

At?
4.A.1.2 Etude de la positivité de M — TK *
2

En étudiant la positivité de M — TK ; pour 8 = 0 et § = m, nous avons établi la conjecture
suivante.

. . o . A,
Conjecture 4.A.4. Si an1 = an2 = 0, pour avoir positivité de la matrice M — EK , il faut
que

At .
s < min (X1,1 (1), X2,1 (1))
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FIGURE 4.3 — Comparaison des différentes conditions issues de 1’étude des coefficients
Cl,z’ (At,ﬂ' )

o X1,1 (1) est la plus petite racine positive du polynéme

9 9/ 5 3 3 (61
X) = -x6 7<1 —>X5— 2 Ca ) Xt 2 (2 S 130y ) X3
p1(X) X0 (145 (s ) X (5 18
1 51 1 1
— 43+ T ) X2+ —— B —a) X+ ———
140 ( T3 al) 350 B ) X+ 355

et Xo 1 (a1) est celle du polynome

9 9 3 11 3/ 3
X) = X491 —a) X0+ = (—274+1501) X° + 2 (61 — —a; | X+ = [ -Z X3
p2(X) 5 X 91— ) XP 4 O (=27 + 1501) X + - i +tp 5t

| 3 1 1
— (=169 +57ay) X? — — (14 —ay | X + —.
350 (71094 57a) 175 ( - 50‘1> T 1750

Pour arriver a cette conjecture, nous considérons le coefficient cz g (At,0) de g2,a¢ (0, A)

c20 (At,0) =

2

2187 9At12+9( a1>At10_3 §+§ A7t8
1024 |4 p12 T2 A10 45 ) 8

61 A6 1 51 Att
— =1 T ) - —
+70<2 30”) 1o +140< S 50‘1> X

N 1 3 )AtQ N 1 At?
—B-a)—5+—| = — |-
350 V2 Mg | TP\ 2

Pour étudier complétement le signe de ce coefficient, nous devons calculer toutes les racines posi-
tives de p;. Nous supposons qu’il y en a N positives (éventuellement multiples) notées (X1;),_;
et classées par ordre croissant.

Comme c20 (0,0) > 0 et que (At,0) = 400, N est pair de sorte que la condition

lim C2.0
At—+oo
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pour que c20 (0,0) > 0 s’écrit

At?
W S [O;Xl’ﬂ @] [X172;X173] U...U [XI,NS —l—OO] .

. . . At? At?

Nous ferons ici la conjecture que les conditions du type -5 € (X145 X1,i41] ou -5 € (X1 N oo
sont incompatibles avec les conditions fournies par les autres coefficients, comme c’était le cas a
la section précédente.

A partir de cette conjecture, nous déduisons qu’une condition nécessaire de positivité de M —
At?
— K" est

4

At
5 </ X1 (1)

oll X1, (cv1) est la plus petite racine de p;.
Afin d’illustrer que ce coefficient est le plus restrictif, nous représentons sur la figure 4.4 (en vert
avec tirets) la condition analytique issue de I’étude de ¢z 3 (At, 0) et en noir avec croix (resp. rouge

avec tirets et pointillés et bleu) la courbe obtenue numériquement en fixant les valeurs de a; pour
le coefficient o o (At,0) (resp. c2,1 (At,0) et c20 (At,0)).

0.16
' _czo(A t,0)
0.14r } -Gy 4(AL0)
A ——C, (A10)
012f 22
\\\ ___62,3(A 1,0)
01"
=
<& 0.08F
<
0.06
0.04)
0.02F
0 L L L Il
0 10 20 30 40 50

FIGURE 4.4 — Comparaison des différentes conditions issues de I’étude des coefficients
6271‘ (At,O)

Remarque 4.A.5. On notera que toutes les courbes présentées sur la figure 4.4 ne donnent pas
de conditions pour les premiéres valeurs de o. Cela est tout simplement dii au fait que dans ces
cas, le coefficient co ; (At,0) n’admet que des racines complexes et a donc le signe souhaité.

Dans le cas § = m, la condition la plus restrictive est celle correspondant au coefficient
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C2.0 (Atv TF)

2187 [9 At At'?2 9 A0 3 11 At®
3 3 AtS 1 At
— | —= — + — (=169 + 57 —
T35 ( 2 +a1> pe + 350 (7169 +5Tw)

h4
3 1+ 1 At? N 1 At?
- - | ——+ —| = — .
175 59) e Tarso| T P2\ w2

Comme pour le cas 5 = 0, nous conjecturons qu’une condition nécessaire de positivité de M —
At?

—— K" est
1 €S

At </ X2 (o)

h

ol Xo 1 (cv1) est la plus petite racine positive de ps.

Sur la figure 4.5, nous avons représenté en noir avec croix (resp. en vert avec tirets, en rouge avec
pointillés et en bleu) la condition sur cp 3 (At, 7) (resp. ca 2 (At, ), 21 (At, ) et ca g (At, 7)) et
nous constatons que la condition la plus restrictive est celle correspondant au coefficient ¢ o (At, )

07
: —C, A tm)
ot lII - 6211(A1,TE)
'= -Gy A1)
0.5 : gt
o 045 \ |
= |
(\I_'__ A
“oaf |
o2r TR ]
0.1r \’\\_’__\;
0 ‘ ‘
0 10 20 50 40 50

FIGURE 4.5 — Comparaison des différentes conditions issues de 1’étude des coefficients
6271' (At,ﬂ' )

. . , . At?
Ainsi, une condition nécessaire de positivité de M — — K" est

At

= < min <\/XL1 (o), /X2, (041)) .

On compare les conditions obtenues sur cz o (At,0) et sur ca o (At, ) sur la figure 4.6. On

représente en bleu la condition issue de ¢z (At,0) et en rouge avec pointillés celle issue de
0270 (At, T )
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0.035

—Cz,o(A t,0)

0.031

0.0251

0.021

AR

0.015r

0.011

0.0051

FIGURE 4.6 — Comparaison des conditions ¢z o (At,0) et c2 o (At, 7).

4.A.1.3 Comparaison avec des expériences numériques

Afin d’analyser ces résultats, nous allons utiliser I’algorithme 3 en faisant varier «v;. Nous ob-
tiendrons ainsi les valeurs optimales du pas de temps At assurant la positivité de la matrice K* en
fonction du parametre de pénalisation «1. On a représenté sur la figure 4.7 la condition nécessaire
de positivité de K* issue du lemme 4.A.3 en bleu et les résultats obtenus grace a I’algorithme 3
avec des croix rouges. Il est clair que 1’on dispose d’une bonne condition de positivité de K*.

0.45

_cH(AT,O)

* nhum. exp.

0.351 1

0.251 1

Ath

0.2r 1

0151 1

0.051 1

FIGURE 4.7 — Comparaison entre la condition nécessaire de positivité de K* et la solution
numérique

Nous allons maintenant utiliser 1’algorithme 4 en faisant varier «; afin d’obtenir les valeurs
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. L : At? ,
optimales du pas de temps At assurant la positivité de la matrice M — —— K™ en fonction du
parametre de pénalisation av;. On a représenté sur la figure 4.8 la condition nécessaire de positivité

A2 . :
de M — —— K™ issue de la conjecture 4.A.4 en bleu et les résultats obtenus grice a 1’algorithme

4 avec des croix rouges.

. . At?
Enfin, sil’on compare les deux conditions obtenues, d’apres les études sur K/}; etsur M — TK E,

0.16 — T 2
_mm(XL1 (0:1),><2Y1 (a1)

" num. exp.

0141

0121

01y

Ath

0.081

0.06

0.04 ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 50

: g . . At? :
FIGURE 4.8 — Comparaison entre la condition nécessaire de positivité de M — TK * et la solution

numérique

avec les résultats obtenus numériquement, on obtient la figure 4.9. On a représenté en bleu avec
2

tirets la condition issue de 1’étude de K E en vert celle issue de 1’étude de M — TK Z; et enfin

avec des croix rouges, la solution numérique obtenue grice a 1’algorithme 5. On constate sur cette
figure que I’on a obtenu une condition nécessaire de stabilité qui donne une bonne approximation
de la condition nécessaire et suffisante de stabilité.
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Algorithme 5

1: At; =0, Aty = lete =108

Aty + Aty

2
At?

2: At =

7 Aty = At

8:  sinon

9: Aty = At

10:  finsi

1:  At= %

At?

At?
3: A:Kl—ﬁKQCtB:M—TA
4: Calcul de Amin, 4 €t Amin, B, la plus petite des valeurs propres de A et de B

5: tantque |At; — Ata] > € 0u Apin a4 < 0 0u A\pin g < O faire
6: i Amin,a < 00u Ayin, g < 0 alors

At?

2 A=K - L K,etB=M-"04
L g et 1

13: fin tantque
14: At = min (Atl, Atg)

50

0.45 —
K
04 MK
035" //” © nUm. exp.
03f
s 0.25¢ 1
< 02 ! -
0.15¢ i 1
011 i .
0.05"
I S ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40
[0

FIGURE 4.9 — Comparaison entre les conditions numériques et théoriques.

4.A.2 Avec pénalisation sur I’opérateur biharmonique

Cette fois, nous considérons a2 1 = 10 et ag 2 = 0 et nous allons a nouveau étudier la positiv-

2

. . At . P .
ité des matrices K E et M — —K E en considérant leurs polyndomes caractéristiques respectifs.

4.A.2.1 Etude de la positivité de K*
En étudiant la positivité de K3 pour § = 0 et 5 = 7, nous obtenons le lemme suivant.

Lemme 4.A.6. Si a1 = 10 et a2 = 0, une condition nécessaire de positivité de la matrice K*
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est

At 9 1 1 1
— < mi — — —/1605,4/—= (1 —f\/— 2502 .
S min ( 170 605 \/ 5 ( + o 3 95 4+ 70 + 5a1>>

Démonstration. En utilisant Maple, on vérifie que, pour 3 = 0, le coefficient cq; (At,0) de
q1 (At, 0) s’écrit

177147 AtS 19683 9 At 137781 7\ At?
B0 = = ge ~ 5 Utsm) e te () e

19683

+T0(3—Oq).

L’étude de la positivité de ce coefficient, que nous ne détaillons pas ici, nous mene a la condition
nécessaire

At? 1 1

Pour 3 = m, le coefficient ¢y o (At, ) s’écrit

45927 At 21\ At 9 ar) At*? 19683
At,m) = ——————+6561 —— | = F19683 | —— | =5+ —— —-3).
cro (At ) 6 0o (O‘l 16) N <16 5) s (@73
. : . At? : NPT -

L’étude des racines de ce polyndme en 52 montre qu'une condition nécessaire de stabilité de
K™ s’écrit )

At 1 1

— < —(9—--V1 =

h2 = 14 <9 5 605) f2

Une condition nécessaire de positivité de la matrice K* est donc

% < min (f2, f3 (a1))

c’est-a-dire

At 1 1 1 1
— < mi — — —Vv1 —— —+ — —4/ =95 + + 2 . .
5 min <\/14 (9 5 605), \/ 5 <1 oq 5\/ 95 + 70a 25a1>> 4.21)

O]

At?
4.A.2.2 Etude de la positivité de M — TK *

2
En étudiant la positivité de M — TKE pour 5 = 0 et § = , nous avons établi la conjecture

suivante

At? At
Conjecture 4.A.7. Si ap 1 = 10 et a2 = 0, pour avoir positivité de la matrice M — ﬁK*’ 5

doit étre plus petit que min (X3 1 (1), Xa1 (1)) ou X31 (1) est la plus petite racine positive
du polynoéme

81 9 3/ 17 21 3 (151
X) = —— X914 | X+ -+ ) X+ | — -2 X3
pg( ) 3 9( + 80é1> + 4 ( 9 + 5 Otl) + 140 ( 9 30[1)

1 51 1 1
— (37 + T ) X2+ o (B—a) X + ——
380 < * al) 700 B )X+ 700
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et X4 1 (a1) est celle du polyndome

21 7 3 111 1 831
X) = o X’ — X0+ = (25— == X+ — (-4 - x4
p4( ) 16041 +3< 8 +041> + 16 < 5 7 al) + 140 ( 377L 4 011>
3 /139 1 3 1 At? 1
== 330 | X2+ — (14+5Ta)) X2 — —— (14 = R
380 < 2 al) * 3500 (L T O7) 1400 < + 50‘1) 2z " 14000

Pour établir cette conjecture, nous considérons uniquement le cas 5 = 0. Dans ce cas, le
coefficient ¢z o (At, 0) de g2 a¢ (0, A) s”écrit

2187 [ 81 At!? 9 \ At 3/ 17 21 \ A
c20 (At,0) = [ -9 (1 + Oz1> + = (— + 041) +

512 | 8 hl2 8 R0 T4 2 ' 5 h8

3 /151 A6 1 51 Att 1 At? 1
(== 230 ) D — (37T ) D — (3 —ay) -+ ——
140( 2 O”) e T 280( T3 0”) 700 @) 7+ 7000

En utilisant a nouveau la conjecture de la sous-section 4.A.1.2, nous déduisons qu’une condition
2

. e At
nécessaire de positivité de M — TK * est

At
T < /X3 (1)

oll X31 (o) est la plus petite racine du polynéme p3 (X).
Dans le cas 5 = m, le coefficient ¢z g (At, 7) s’écrit

21 21 Attt At1? 111 A0
c20 (At, ) = Sl [ +3 (—7 + Oz1> -5 T+ 3 (25 — 041)

256 |16 L4 8 hiz " 16 7 R10
1 831 AtS 3 (139 AtS 1 At
— [ —437+ =—a1 ) — + — [ = —33a1 | = + —— (1 +57a1) —
+140< T al) E +280< 2 O”) no  agop 10T G
C3 (L L NAZ 1 ] (AR
1400 57 ) 2 T 14000] ~ P4\ h2
2
Ainsi, une condition nécessaire de positivité de M — TK *est

% < min <\/X371 (a1), \/X4,1 (a1)>

olt X5 1 (1) estla plus petite racine du polyndéme ¢z g (At, 7). On compare les conditions obtenues
sur co 0 (At,0) et sur cp o (At, ) sur la figure 4.10. On représente en bleu la condition issue de
c2,0 (At, 0) et en rouge avec pointillés celle issue de ¢z o (At, 7). On constate que les deux condi-
tions interviennent dans le calcul de la condition la plus restrictive.

Enfin, on représente sur la figure 4.11 les conditions obtenues d’apres les études de K; et de

At? iy
M — TKE Nous avons tracé en bleu la condition provenant de I’étude KZ; et en rouge avec
2

tirets celle provenant de I’étude de M — TK ; On remarque que pour «; petit, la condition sur
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FIGURE 4.11 — Comparaison des conditions sur K E et M — TK g

2
K; estla plus restrictive alors que pour v grand, ¢’est la condition sur M — TK Z; qui intervient.

Ainsi une condition nécessaire nécessaire de stabilité du schéma (4.1) est

At

2 < min (VA VI @0y Yo a0y Yo (o)) “22)
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4.A.2.3 Comparaisons avec des expériences numériques

Sur la figure 4.12, nous comparons la condition (4.22) (avec des croix rouges) a la condition
de stabilité numérique (en bleu) obtenue grace a 1’algorithme 5. La condition (4.22) est donc une
bonne approximation de la condition nécessaire et suffisante de stabilité.

0.2

T hum. exp.
- Xfat)

0181

‘<‘]0.12’

0.081

0.061

0.04 ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 50

FIGURE 4.12 — Comparaison entre les conditions numérique et théorique.
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Chapitre 5

Adaptativité en temps et en espace

Dans de nombreux cas pratiques, on peut trouver judicieux de combiner des approximations
d’ordres différents en divers endroits du domaine étudié, que ce soit en temps ou en espace. C’est
par exemple le cas lorsqu’on modélise la propagation d’ondes sismiques dans des régions mon-
tagneuses. La forte topographie doit alors &tre discrétisée par un maillage trés fin pour prendre en
compte les effets du relief. Par contre, loin de la topographie on peut utiliser un maillage beaucoup
plus grossier. On doit donc faire des calculs sur un maillage beaucoup plus fin dans une zone que
dans une autre et ainsi, si I’on veut obtenir une précision a peu pres homogene sur I’ensemble du
domaine, on peut penser utiliser des degrés polynomiaux ou des ordres en temps différents. Par ex-
emple, on pourrait considérer une approximation par des polyndmes de degré un dans la zone fine
et des polyndmes de degré trois dans la zone grossiere. L’adaptation en espace et en temps est une
approche trés intéressante pour les problemes d’ondes (cf. par exemple [6, 39, 52]) car elle permet
de réduire sensiblement les cofits de calcul pour une précision souhaitée. L’ intérét de ce chapitre
est donc d’étudier les propriétés d’adaptativité du AP-schéma que nous avons introduit dans le
chapitre 1. Nous montrons tout d’abord dans la section 5.1 que les schémas p-harmonique permet-
tent de faire tres facilement de 1’adaptativité en espace et en temps. Dans la section 5.2, nous nous
intéresserons a 1’adaptativité en dimension un des schémas biharmonique et triharmonique et nous
la comparons a celle de 1’équation modifiée. Enfin dans la section 5.3, nous illustrerons 1’ utilité
de la méthode par des calculs 2D. Finalement, nous nous intéresserons a la prise en compte de
conditions aux limites absorbantes (CLA). Il n’est pas trivial de coupler ces conditions avec des
schémas d’ordre élevé en temps. Une alternative consiste alors a considérer des schémas d’ordre
élevé a I'intérieur du domaine de calcul et des schémas d’ordre deux au voisinage de la CLA.
L adaptativité nous permet de combiner ces deux schémas.

5.1 Adaptativité du AP-schéma

Dans cette section, nous allons nous intéresser aux propriétés d’adaptativité des AP-schémas.
Tout d’abord, rappelons que lorsque I'on s’intéresse au schéma d’ordre quatre, on est amené a
résoudre le probleme variationnel suivant :

Trouver uZH € Vj, tel que, Yv € Vp,
1 uﬁ“ — 2up + uz_l At? (5.1)
Z /K R A v=—a (up,v) + g 92h (up,v).

KeTy

ol ayj et agy, sont les deux formes bilinéaires introduites au chapitre 1 associées aux opérateurs
d’ordre deux et quatre.
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I est a remarquer que la forme bilinéaire as j, ne contient que des termes faisant intervenir des
opérateurs différentiels d’ordre deux au moins, hormis pour les termes de pénalisation. Par con-
séquent, il est clair que si I’on considere des fonctions de base de degré strictement inférieur a
deux, alors la forme bilinéaire as j, se réduit aux seuls termes de pénalisation. Ces derniers n’ont
plus de raison d’étre dans ce cas, puisqu’ils sont la pour assurer la coercivité de la forme as j, et
compenser |’erreur introduite en symétrisant la forme.

Ainsi, dans toute zone d’un domaine ol I’on considere une approximation par des polyndmes de
degré un, le probleme (5.1) est équivalent a

Trouver UZH € Vj, tel que, Yo € Vy,
1t —2ul + upt (5.2)
> [

KeTy

Nous précisons également que le résultat reste vrai pour les schémas d’ordre 2p. En effet, pour p
fixé, en utilisant la méme technique, le AP-schéma fait intervenir p formes bilinéaires a; j,, 1 <
¢ < p et chaque forme a; ;, ne contient que des opérateurs différentiels d’ordre au moins égal a i.
Ainsi, si I’on considere des fonctions de base de degré ¢ sur tout le domaine d’étude, les formes
bilinéaires a; ;, sont non nulles si et seulement si ¢ > 7.

Par conséquent, on obtient la propriété suivante

Remarque 5.1.1. En utilisant les AP-schémas, il est suffisant d’adapter ’ordre polynomial des
fonctions de base pour obtenir un schéma adaptatif a la fois en temps et en espace.

5.2 Résultats numériques en dimension un

Dans cette section, nous allons présenter des expériences en dimension un d’espace pour
étudier I’adaptativité des différentes méthodes présentées dans ce manuscrit. Dans toutes les ex-
périences que nous allons mener, le domaine sera un segment de longueur 8 avec une inclusion en
son centre de longueur L qui sera maillée finement, la partie ne figurant pas dans cette inclusion
sera elle maillée beaucoup plus grossicrement. Il est a noter que nous encadrerons cette zone fine
par deux zones de transition permettant de passer progressivement de celle-ci a la zone grossiere.
Ce choix se justifie en partie par le fait qu’en dimension supérieure (2D et 3D), il parait peu judi-
cieux de coller directement des mailles tres fines a des mailles tres grossieres. En effet, une telle
configuration conduirait a considérer des maillages non conformes ou alors des mailles extréme-
ment déformées, ce qui peut poser des problemes avec les méthodes par éléments finis.

Dans la suite, nous utiliserons les notations suivantes :

— hy désigne le pas de maillage dans I’inclusion ;

— hg désigne le pas de maillage dans le domaine privé de I’inclusion ainsi que des zones de

transition ;

— h désigne le pas de maillage dans la zone de transition, ce dernier variant de iy a hy.

Le domaine ainsi que les notations sont illustrés dans les Figures 5.1 et 5.2. De plus, nous im-
posons également des conditions de bord périodiques aux deux extrémités du domaine, le terme
source est supposé nul et les données initiales sont

up (x) = (x—xo)ei <27T(x7”0_m> i |z — 20| < 70

0 sinon,
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FIGURE 5.1 — Domaine de calcul

Zone de transition Zone de transition

- B T EE—
hg L avec hf

FIGURE 5.2 — Zoom sur le centre du domaine de calcul

et
27 (x — xo)

2
) B Rl et
uy (v) = <8 (w) - 1) e ( "o ) si | — x| < 1o

0 sinon.

Par conséquent, la solution exacte est donnée par :
+o0
u® (z,t) = Zuo (x+8i—t).
i=0

Dans la suite, nous fixons xyp = 2 et rg = 2 et nous considérons deux types de configurations.
Dans la premiere, I’inclusion est de longueur L = 0.2 maillée avec un pas hy = 1/160 alors que
dans la deuxieme elle est de longueur L = 0.2 et maillée avec un pas hy = 1/320. Dans les deux
cas, hy reste constant et nous étudions le comportement de I’erreur en fonction de /.

5.2.1 Maillages non uniformes

Dans cette sous-section, nous pratiquons le méme type de tests que ceux effectués dans [6], ce
qui nous permet dans un méme temps de valider et de comparer certains de nos résultats. Ainsi,
nous allons comparer, pour un temps final de simulation long (T=80s) et un temps court (T=8s),
Ierreur relative L? ([0, 77, ©2) obtenue pour différents pas d’espace hy allant de 0.2 2 0.025. Dans
un premier temps, nous comparerons ces résultats a ceux obtenus avec les schémas d’ordre 4
(MES-4 et A2-schéma) pour des polyndmes de degré 3 puis on s’intéressera aux schémas d’ordre
6 (MES-6 et A3-schéma) en utilisant des éléments P°. Il faut également préciser que nous utilisons
pour coefficient de pénalisation y; = 8.

Les erreurs relatives, obtenues avec un pas hy = 1/160 dans la zone fine, sont données dans les
tableaux 5.1 et 5.2 et sont représentées en échelle logarithmique sur les figures 5.3 et 5.4.

Comme nous pouvons le constater, les erreurs obtenues pour les deux méthodes sont extréme-
ment proches, ce que nous avions déja observé au chapitre 1. Sur les figures 5.3 et 5.4, on peut
aisément remarquer que pour un temps final 7' = 8s (ligne rouge avec tirets), les deux méthodes
sont d’ordre 4 et que pour un temps final plus long de 7" = 80s (ligne verte avec tirets et pointil-
1és), I’ordre garanti est au moins égal a 4. Néanmoins, si I’on compare ces résultats avec ceux de
[6], on remarque que nous avons les mémes résultats pour un temps final d’expérience T’ = 8s
mais que ce n’est pas exactement le cas pour 7' = 80s. En effet, dans [6] on obtient une erreur
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hg T = 8s T = 80s hg T =8s T = 80s
0.2 |1.93171073 | 8.6354 1073 0.2 | 1.93331073 | 8.6585 1073
0.1 |1.205810~* | 3.8398 10~* 0.1 |1.205810~* | 3.8198 10~*
0.05 | 7.1728 1076 | 1.3366 107> 0.05 | 7.1706 1076 | 1.3285 107
0.025 | 4.3326 107 | 4.7794 10~ 0.025 | 4.3006 107 | 4.7746 10~

TABLE 5.1 — Erreur relative L? ([0,77],)
pour le MES-4 (L = 0.2 et hy = 1/160).

TABLE 5.2 — Erreur relative L? ([0,77],)
pour le A%-schéma (L = 0.2 et hy = 1/160).

—T=8 A —T=8
T=80 10° S - T=80

log(Erreur)

10 : 10 :
-2 1 0 -2 1 0'1 0
log(h q)

10
log(h,)
FIGURE 5.3 — Courbes de convergence pour le FIGURE 5.4 — Courbes de convergence pour le
schéma MES-4 (L = 0.2 et hy = 1/160). A2-schéma (L = 0.2 et hy = 1/160).

plus élevée pour hy, = 0.2. La différence avec nos résultats provient du fait que nous avons choisi
une valeur différente pour le coefficient de pénalisation. En effet, nous avons pris o« = 8 alors que
dans [6] le choix s’est porté sur « = 7. Nous avons donc refait les mémes tests avec o = 7 et nous
obtenons bien les m&mes résultats. On remarque ainsi que la valeur du coefficient de pénalisation
influe sur I’ordre de convergence de la méthode.

On propose le méme type d’expériences pour un pas hy = 1/320 dans la zone fine afin d’anal-
yser I’importance du choix du pas d’espace dans la zone fine sur I’erreur relative. On présente
les erreurs relatives obtenues avec un tel pas d’espace dans le Tableau 5.3 (resp. dans le Tableau
5.4) pour 1’équation modifiée (resp. le A?-schéma). Les résultats étant trés proches, nous nous
contentons donc de présenter les courbes de convergence pour le A2-schéma sur la figure 5.5.

Les courbes de la figure 5.5 donnent le méme type de résultats que ceux obtenus pour hy =
1/160. En effet, pour un temps final 7" = 8s (ligne rouge avec tirets), on a bien une convergence a
I’ordre 4 tandis que pour 7" = 80s (ligne verte avec tirets et pointillés), I’ordre de convergence est
au moins égal a 4.

Pour analyser ces résultats, rappelons que I’erreur du schéma peut se mettre sous la forme
E=0C h;} + Cghjf. Comme nous ne faisons varier que hg, le fait que I’erreur converge a I’or-
dre quatre montre que dans tous les cas que nous avons étudiés, le terme C'y hé (Ierreur dans les
mailles grossieres) est beaucoup plus fort que le terme Cgh;% (I’erreur dans les mailles fines). Dans
le cas contraire, I’erreur aurait convergé vers Co h‘}.
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hg T = 8s T = 80s hg T =8s T = 80s
0.2 | 1.8824 1073 | 8.2809 103 0.2 | 1.8828 1073 | 8.2865 1073
0.1 | 1.220010~* | 3.9479 104 0.1 | 1.220010~* | 3.9428 104
0.05 | 7.2048 107 | 1.3523 10~° 0.05 | 7.2042 107 | 1.3501 10~°
0.025 | 4.3500 10~7 | 4.8655 107 0.025 | 4.3420 107 | 4.8551 107

TABLE 5.3 — Erreur relative L? (0,77, )
pour le MES-4 (L = 0.1 et hy = 1/320).

TABLE 5.4 — Erreur relative L? ([0,77],)
pour le A?-schéma (L = 0.1 et hy = 1/320).

o S - T-8

-2 -1

tog(h,)

FIGURE 5.5 — Courbes de convergence pour le A%-schéma (L = 0.1 et h ¢ = 1/320).

Pour gagner en temps de calcul, nous pourrions donc perdre en précision dans la zone fine sans
pénaliser la qualité de la solution. Une premicre idée serait de considérer des mailles plus larges,
mais dans la pratique, la taille des mailles est souvent contrainte par la configuration du domaine.
L autre solution, comme nous 1’avons évoqué en introduction, est d’utiliser un ordre d’approxi-
mation plus faible dans la zone fine. On diminue ainsi le nombre de degrés de liberté et le cofit
de calcul global. En utilisant par exemple des éléments P! au lieu d’éléments P2, on divise par
deux le nombre d’inconnues dans la zone fine. De plus, la condition CFL pour des éléments P*
est moins contraignante que celle associée a des éléments P3. On pourra donc utiliser un pas de
temps plus élevé.

5.2.2 Adaptation de I’ordre en temps et en espace

Dans cette sous-section, nous étudions la possibilité d’utiliser des éléments P! dans la zone
fine. Il est a noter que la méthode de Galerkine discontinue se préte tout a fait a ce genre d’expéri-
ence grace aux discontinuités des fonctions de base. En effet, on peut facilement affecter a tout
élément du maillage un certain ordre et a son voisin un ordre différent. Il faut juste prendre garde
au choix du parametre de pénalisation entre deux éléments n’étant pas du méme ordre. Le terme
de pénalisation venant assurer la continuité du flux a 'interface entre deux éléments, il semble
logique d’utiliser le coefficient de pénalisation le plus fort entre ces deux éléments. Ainsi, lorsque
I’on rencontre, par exemple, une interface entre un élément d’ordre deux et un élément d’ordre
quatre, on utilise le coefficient de pénalisation correspondant a un élément d’ordre 4, a savoir
v1 = 8. En ce qui concerne la pénalisation de 1’opérateur biharmonique, nous avons considéré
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le parametre qui nous avait semblé optimal numériquement dans le cas de maillage régulier (cf.
chapitre 1) a savoir 7o 1 = 10.

Dans les expériences qui sont présentées par la suite, nous utiliserons donc des éléments P! dans
la zone fine avec le schéma saute-moutons et des éléments P partout ailleurs (zone grossiere et
zone de transition) ce que nous noterons dans les 1égendes MES-4-LF et A2-schéma-LF (LF étant
I’acronyme de “Leap-Frog scheme* i.e. schéma saute-moutons). Les erreurs obtenues a 7' = 8s
et 80s avec un pas d’espace fin hy = 1/160 et h, variant de 0.2 a 0.025 avec le MES-4 (resp. A2-
schéma) sont présentées dans le tableau 5.5 (resp. tableau 5.6). La figure 5.6 représente les erreurs
des deux schémas a 7' = 8s en fonction du pas d’espace en échelle logarithmique (les résultats a
T = 80s conduisent a des courbes similaires).

hg T =8s T = 80s
hg T'=8s T = 80s 0.2 | 2.0069 1073 | 9.4069 10~3
0.2 |1.93511073 | 8.6716 1073 01 156599102 | 3.8479 10-3
0.1 |1.7514107* | 1.0313 1073 0.05 | 55002 10-% | 3.7935 10-3
0.05 | 1.0629 10~* | 7.2900 10~* 0.025 | 5.4989 10-4 | 3.7924 10-3
0.025 | 1.0545 10~% | 7.2159 10~*

TABLE 5.6 — Erreur relative L? ([0,77],)
pour le A%-schéma (L = 0.2 et hy = 1/160)
avec 721 = 10.

TABLE 5.5 — Erreur relative L? ([0,77],)
pour le MES-4 (L = 0.2 et hy = 1/160).

ih4
“T"MES-4-LF
~a%-schema-LF

2 1 0
logthy)

FIGURE 5.6 — Courbes de convergence pour le schéma MES-4 et le A?-schéma (L = 0.2 et
hy = 1/160).

Dans un premier temps, on peut constater sur ces tableaux et figure que la technique de I’équa-
tion modifiée donne de meilleurs résultats que le A%-schéma.
Si I’on s’intéresse aux résultats de la figure 5.6, on constate, de la méme fagcon que dans [6], que
pour hg grand, les erreurs obtenues en utilisant des éléments du méme ordre et celles obtenues
avec des ordres différents sont extrémement proches voire identiques. Lorsque le pas d’espace
dans la zone grossicre h, diminue, I’erreur tend vers une constante ce qui signifie que ’erreur ef-
fectuée dans la zone fine prédomine sur I’erreur effectuée dans la zone grossiere. Ce comportement
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s’explique par le fait que I’erreur est cette fois de la forme
E = Cihy + Cah.

Comme nous ne faisons varier que hg, le terme Clh;} devient négligeable devant C’ghfc pour hy
assez petit et I’erreur ne décroit plus. Remarquons que ce phénomene arrive beaucoup plus tard
pour le MES-4 que pour le A?-schéma, ce qui semble montrer que le MES-4 est plus propice &
I’adaptativité que le A2-schéma. Afin d’étudier I’influence du pas d’espace dans la zone fine, on
présente le méme type de résultats pour h, = 1/320 dans les tableaux 5.7 et 5.8. On représente
sur la figure 5.7 (resp. figure 5.8), en échelle logarithmique 1’erreur obtenue pour 7' = 8s avec la
MES (resp. A?-schéma) que ’on comparera aux courbes obtenues sans adaptation de 1’ordre ni
en espace ni en temps.

hg T =38s T = 80s
hg T'=38s T = 80s 0.2 | 1.89121073 | 8.3655 103
0.2 | 1.8824 1073 | 8.2807 1073 01 | 29733104 | 1.3670 10-3
0.1 |1.255410"" | 4.6554 10~ 0.05 | 1.9232 101 | 1.3125 103
0.05 | 1.7494107° | 1.1134 10~* 0.025 | 1.7906 10-* | 1.3124 10-3
0.025 | 1.5443 107 | 1.0433 10~*

TABLE 5.8 — Erreur relative L? ([0,77],Q)
pour le A%-schéma (L = 0.1 et hy = 1/320)
avec 721 = 10.

TABLE 5.7 — Erreur relative L2 ([0,77],)
pour le MES-4 (L = 0.1 et hy = 1/320).

-2 i —%-schema

—MES-4 ~—a%-schema-LF
“"MES-4-LF 10 3

" ‘ 2 10" 0
2 10" 0 |09(hq)
toglh,)

FIGURE 5.8 — Courbes de convergence pour le
FIGURE 5.7 — Courbes de convergence pour le  A2_¢chéma (L=0.1ethy = 1/320) avec g1 =

schéma MES-4 (L = 0.1 et hy = 1/320). 10.

Lorsqu’on s’intéresse 2 la convergence du A%-schéma, on constate que 1’ordre de convergence
n’est méme pas assuré a I’ordre minimal qu’est I’ordre deux. En effet, comparons par exemple les
erreurs relatives des cas hy = 0.1 du tableau 5.5 et h; = 0.05 du tableau 5.3. Le maillage utilisé
dans le deuxieme cas est deux fois plus fin que dans le premier cas (dans la zone grossiere et dans
la zone fine). Le rapport entre les deux erreurs est d’environ 10, ce qui correspond bien a un ordre
de convergence d’une méthode mélant schéma d’ordre 2 et schéma d’ordre 4. Par contre, si on
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effectue le méme rapport (grice aux tableaux 5.6 et 5.8) dans le cas du A?-schéma, on obtient un
rapport de 2.94, ce qui n’est pas du tout satisfaisant.

Nous avons donc décidé de refaire cette série d’expériences en considérant le A2-schéma sans
parametre de pénalisation sur I’opérateur biharmonique (2,1 = 0). On rappelle que dans le chapitre
4, nous avions étudié ce cas et constaté que la seule pénalisation de I’opérateur harmonique suffit
a assurer la stabilité du schéma. De plus, dans le cas présent, la condition CFL ne sera pas affectée
par ce choix dans la mesure ou celle-ci est dictée par la zone fine dans laquelle on considere le
schéma saute-moutons avec des éléments P'. Les résultats sont présentés dans les tableaux 5.9 et
5.10 respectivement pour hy = 1/160 et hy = 1/320. Les figures 5.9 et 5.10 permettent de com-
parer la nouvelle courbe de convergence a celle du MES-4, respectivement pour hy = 1/160 et
hy = 1/320. On remarque que dans ce cas, les erreurs sont du méme ordre. Ce résultat montre a
nouveau I’importance du choix des parametres de pénalisation.

hyg T =28s T = 80s hyg T =28s T = 80s
0.2 | 1.9364 1073 | 8.6862 103 0.2 | 1.8827 1073 | 8.2845 1073
0.1 |1.7517107* | 1.0302 103 0.1 |1.2557107* | 4.6529 10~*
0.05 | 1.0628 107> | 7.2847 10~* 0.05 | 1.7498 10~° | 1.1125 10~*
0.025 | 1.0544 107° | 7.2105 10~ 0.025 | 1.5446 107° | 1.0424 104

TABLE 5.10 — Erreur relative L? ([0, 77, )
pour le A%-schéma (L = 0.1 et hy = 1/320)
avec 2.1 = 0.

TABLE 5.9 — Erreur relative L? ([0,77,)
pour le A%-schéma (L = 0.2 et hy = 1/160)
avec 2,1 = 0.

—p# —p#
~A%-schema-LF

“—A%-schema-LF

1077 -2 ‘,1 0 107 -2 ‘,1 0
10 10 10 10 10
logth,) log(h,)
FIGURE 5.9 — Courbes de convergence pour le =~ FIGURE 5.10 — Courbes de convergence pour le
AZ%-schéma (L = 0.2 et hy = 1/160) avec 2,1 = AZ%-schéma (L = 0.1 et hy = 1/320) avec 2,1 =
0. 0.

Les résultats présentés dans les tableux 5.9 et 5.10 sont a présent trés proches de ceux obtenus
dans les tableaux 5.5 et 5.3 avec 1’équation modifiée. Si on s’intéresse au méme rapport d’erreur
que précédemment, on obtient aussi un rapport de 10, ce qui est bien plus acceptable. Nous allons
maintenant nous intéresser au cas du A3-schéma.
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5.2.3 Le cas du A3-schéma

Dans cette sous-section, nous allons nous intéresser au cas de 1’adaptativité du A3-schéma.
Nous allons effectuer le méme type d’expérience que dans la sous-section 5.2.2.

5.2.3.1 Adaptation schéma d’ordre 6 - schéma d’ordre 2

Nous considérons des éléments P! dans la zone fine avec le schéma saute-moutons et des élé-
ments P° partout ailleurs (zone grossiére et zone de transition) avec le A3-schéma (resp. le MES-
6) ce que nous noterons dans les 1égendes A3-LF-schéma et MES-6-LF. Les erreurs obtenues 2
T = 8s avec un pas d’espace fin hy = 1/160 et hg variant de 0.4 a 0.05 avec le MES-6-LF et le
A3-LF-schéma sont présentées dans le tableau 5.11. Dans ce tableau, le cas 1 correspond au cas
ou I’on pénalise les différents opérateurs avec les valeurs que nous avions déterminées numérique-
ment au chapitre 1, a savoir y; = 2.1 = 3,1 = 20 avec des éléments P%. Le cas 2 correspond
au cas ou I’on ne pénalise ni I’opérateur biharmonique ni I’opérateur triharmonique. Sur la fig-
ure 5.11, nous avons représenté les erreurs obtenues avec le A3-LF-schéma dans les cas 1 (en
vert avec tirets et croix) et 2 (en rouge avec tirets) en fonction du pas d’espace en échelle log-
arithmique. Nous précisons que nous n’avons pas représenté les résultats de I’équation modifiée
puisque ceux-ci sont extrémement proches du A3-LF-schéma dans le cas 2.

hy | MES-6-4 | A3-LF-schéma:cas 1 | A3-LF-schéma : cas 2
0.4 | 573311073 5.7416 1073 5.7330 1073
0.2 | 1.0566 10~* 3.9161 10~4 1.0517 1074
0.1 | 1.0448 10~* 3.9073 1074 1.0395 1074
0.05 | 1.0444 1074 3.6208 1074 1.0394 1074

TABLE 5.11 — Erreur relative L* ([0, 77, ) pour L = 0.2 et hy = 1/160.

10°

10°%

10 Tt

log(Erreur)
>

10°F

— 6
107 h
~=p%.LF-schema : cas 2

‘ ~p%LF-schema : cas 1
] 0

10 10
Iog(hq)

8|
10°-
10°

FIGURE 5.11 — Courbes de convergence pour le A3-LF-schéma avec L = 0.2 et h ¢ = 1/160.

Les conclusions qu’on peut tirer sont sensiblement les mémes que celles de la sous-section
précédente : le fait de ne pas considérer de pénalisations sur les opérateurs biharmonique et tri-
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harmonique permet d’obtenir des résultats identiques a ceux du schéma MES-6-LF; et lorsque le
pas d’espace dans la zone grossicre hy diminue, I’erreur tend vers une constante. La encore, I’er-
reur effectuée dans la zone fine prédomine sur I’erreur effectuée dans la zone grossiere. En effet,
I’erreur est cette fois de la forme

E = Cih + Cah.
Comme nous ne faisons varier que h, le terme C hg devient rapidement négligeable devant Co h}
pour h, assez petit et I’erreur ne décroit plus.
Ainsi, comme précédemment, nous allons analyser I'influence du pas d’espace dans la zone fine.
On reprend donc les mémes expériences mais en fixant cette fois le pas dans la zone fine a hy =
1/320. On représente dans le tableau 5.12 les résultats obtenus pour le MES-6-LF et pour le A3-
LF-schéma dans les cas 1 et 2. Ici, on constate 2 nouveau que les résultats obtenus avec le A3-
LF-schéma dans le cas 2 sont tres proches de ceux correspondant au MES-6-LF alors que lorsque
I’on pénalise les opérateurs biharmonique et triharmonique, les erreurs relatives sont bien moins
bonnes.

hg MES-6-4 A3-LF-schéma : cas 1 | A3-LF-schéma : cas 2
0.4 |5.73201073 5.7343 1073 5.7320 1073
0.2 | 21178 107° 1.5823 10~* 2.1127 10~°
0.1 | 1.5302 107° 1.4540 10~4 1.5232 107°
0.05 | 1.5297 10~ 1.4648 10~ 1.5227 107°

TABLE 5.12 — Erreur relative L2 ([0, 77, 2) pour L = 0.1 et hy = 1/320.

On a représenté en échelle logarithmique les résultats du A3-LF-schéma dans le cas 1 (en vert
avec tirets et croix) et dans le cas 2 (en rouge avec tirets) sur la figure 5.12. La courbe correspondant
au cas du MES-6-2 n’a pas été représentée sur cette figure puisque les valeurs sont extrémement
proches de celles du A3-LF-schéma dans le cas 2. On constate ici aussi que lorsqu’on pénalise les
opérateurs biharmonique et triharmonique, 1’ordre de convergence n’est méme pas assuré a I’ordre
minimal qui est I’ordre deux. Dans le cas contraire, on obtient une convergence comparable a celles
des schémas MES.

_hs

~=-p%.LF-schema : cas 2

~p%LF-schema : cas 1

.
2 1

10 10"
log(h )

FIGURE 5.12 — Courbes de convergence pour le A3-LF-schéma avec L = 0.2 et h § = 1/160.
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5.2.3.2 Adaptation schéma d’ordre 6 - schéma d’ordre 4

A présent, nous allons considérer des éléments P dans la zone fine avec le A?-schéma (resp.
le MES-4) et des éléments P° partout ailleurs (zone grossiere et zone de transition) avec le A3-
schéma (resp. le MES-6) ce qui sera noté dans les légendes A3-A?-schéma et MES-6-4. Les
erreurs obtenues a 7' = 8s avec un pas d’espace fin hy = 1/160 et h, variant de 0.4 a 0.05 avec
le MES-6-4 et le A3-A2-schéma sont présentées dans le tableau 5.13. Comme précédemment, le
cas 1 correspond au cas out I’on pénalise les différents opérateurs avec les valeurs que nous avions
déterminées numériquement au chapitre 1, & savoir 71 = 721 = 731 = 20 avec les éléments P°
ety = 8et 21 = 10 avec les éléments P3. Le cas 2 est toujours le cas ol I’'on ne pénalise ni
I’opérateur biharmonique ni 1’opérateur triharmonique. Sur la figure 5.13, nous avons représenté
les erreurs obtenues avec le A3-A2-schéma dans les cas 1 (en vert avec tirets et croix) et 2 (en
rouge avec tirets) en fonction du pas d’espace en échelle logarithmique. Ici aussi, les résultats
obtenus en utilisant I’équation modifiée sont trés proches de ceux obtenus avec le A3-A2-schéma
dans le cas 2 ce qui explique que nous ne représentons que les résultats issus du cas 2.

hyg MES-6-4 A3-A2-schéma : cas 1 | A3-A2-schéma : cas 2
0.4 | 5.7318 1073 5.7363 1073 5.7318 103
0.2 | 1.4684 107° 2.4262 1074 1.4683 107°
0.1 | 2.733110°7 2.4167 1074 2.7353 1077
0.05 | 4.5607 10~? 2.1197 104 4.5635 1077

TABLE 5.13 — Erreur relative L2 ([0, 77, ) pour L = 0.2 et hy = 1/160.

log(Erreur)
>

10°

“a%p2-schema : cas 2

10 ‘ “p*p2-schema : cas 1
-1 0

10 10
Iog(hq)

FIGURE 5.13 — Courbes de convergence pour le A3-A2-schéma avec L = 0.2 et hy = 1/160.

On obtient des résultats identiques a ceux du schéma MES-6-LF en ne considérant pas de
pénalisations sur les opérateurs biharmonique et triharmonique. Contrairement au cas précédent,
on constate sur la figure 5.13 que 1’on obtient une convergence a 1’ordre 6. L’erreur est cette fois
de la forme

E = C1h§ + Cahf.
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Pour obtenir le méme type de résultat que précédemment, c’est-a-dire une erreur tendant vers une
constante, il faut que le terme C} hg devienne négligeable devant C’ghj%, ce qui arriverait si ’on
considérait h, encore plus petit.

On reprend a présent les mémes expériences mais en fixant cette fois le pas dans la zone fine
a hy = 1/320. On représente dans le tableau 5.14 les résultats obtenus pour le MES-6-AZ? et pour
les A3-A2-schémas dans les cas 1 et 2. Ici, on constate & nouveau que les résultats obtenus avec
le A3-A2-schéma dans le cas 2 sont trés proches de ceux correspondant au MES-6-LF alors que
lorsqu’on pénalise les opérateurs biharmonique et triharmonique, les erreurs relatives sont bien
moins bonnes. Les résultats présentés dans ce tableau sont similaires a ceux du tableau 5.13, voire
moins bons, ce qui peut s’expliquer par le fait que les erreurs de troncature dans la zone fine
I’emportent sur I’erreur globale.

hyg MES-6-4 A3-A2-schéma : cas 1 | A3-AZ-schéma : cas 2
0.4 | 5.7318 1073 5.7330 103 5.7318 1073
0.2 | 1.4478 107° 1.1349 10~4 1.4479 107°
0.1 | 2.7538 1077 1.0595 10~ 2.7543 1077
0.05 | 4.5770 107° 1.0113 1074 4.5790 107°

TABLE 5.14 — Erreur relative L2 ([0, 77, €2) pour L = 0.1 et hy = 1/320.

On a représenté en échelle logarithmique les résultats du A3-A2-schéma dans le cas 1 (en vert
avec tirets et croix) et dans le cas 2 (en rouge avec tirets) sur la figure 5.14. La courbe correspondant
au cas du MES-6-4 n’a pas été représentée sur cette figure puisque les valeurs sont extrémement
proches de celles du A3-A2-schéma dans le cas 2. Les conclusions que 1’on peut tirer de cette
figure sont exactement les mémes que celles de la figure 5.13.
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FIGURE 5.14 — Courbes de convergence pour le A3-A?-schéma avec L = 0.2 et h ¢ = 1/160.

Nous allons maintenant nous intéresser a des expériences en dimension deux.
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5.3 Résultats numériques en dimension deux

Dans cette section, nous allons nous intéresser a des cas en dimension deux d’espace qui
peuvent nous permettre de tester I’adaptativité de la méthode sur des cas simples. Dans toutes les
expériences que nous allons présenter, nous considérons des données initiales nulles et une source
qui est une dérivée seconde de Gaussienne en temps et un point source en espace

F=0,,2) ()\ (t — to)? — 1) e A (t=to)? (5.3)

avec A = w2 f2, fo = 5 etty = 1/ fo et o désigne le point d’application de cette source.

Le premier cas auquel on s’intéressera dans la sous-section 5.3.1 sera celui d’une fine zone maillée
par des éléments P! venant s’insérer entre deux couches beaucoup plus importantes maillées
par des éléments P3 beaucoup plus grossiers. Dans la sous-section 5.3.2, on s’intéressera a un
domaine bicouche dont I’interface n’est plus plane mais sinusoidale et on étudiera enfin, dans
la sous-section 5.3.3, le cas d’un domaine avec un fort rétrécissement qui sera beaucoup plus
caractéristique des problemes pratiques que 1’on peut rencontrer.

5.3.1 Fine couche

Dans cette sous-section, on va s’intéresser a un domaine présentant une fine couche entre
deux couches beaucoup plus épaisses comme présenté dans la figure 5.15. Le domaine est le carré
[—2, 2] ot la zone fine est 23 = [—2, 2] x [—0.02, 0.02] et la partie supérieure (resp. inférieure)
sera notée €2y (resp. {22). Le but de cette expérience est de considérer une zone assez fine qui ne
contient dans la largeur qu’une seule maille afin d’illustrer qu’il n’y a aucun probléme a avoir des
changements d’ordre mé€me sur une zone tres peu étendue.

Y

FIGURE 5.15 — Domaine avec une fine couche (23.

Le maillage que nous avons utilisé est présenté sur la figure 5.16 et pour plus de clarté, nous
avons effectué un zoom sur la zone fine pour montrer qu’elle ne contient effectivement que tres
peu de mailles dans sa largeur (figure 5.17).

Par la suite, sur un tel domaine, deux choses peuvent étre intéressantes. La premiere est de
considérer une vitesse constante sur tout le domaine afin de s’assurer que 1’adaptation de 1’ordre
en espace ne provoque aucun effet parasite au passage de cette zone. La deuxieme est de con-
sidérer une mé&me vitesse dans les zones {2; et {2, et une vitesse différente dans la zone €23 pour
vérifier que des variations de caractéristiques physiques peuvent étre prises en compte numérique-
ment méme dans des zones tres fines. Ainsi, dans la premicre expérience, nous allons considérer
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@ = p = 2 dans I'intégralité du domaine et nous utiliserons le A?-schéma sur Q1 et Q5 avec des
polyndmes de degré trois alors que dans le sous-domaine €25, on utilisera le schéma saute-moutons
avec des éléments P!. La source est placée en 2o = (0, 1) et un instantané de la simulation est
donné sur la figure 5.18. On remarque qu’aucun effet numérique indésirable n’apparait lorsque

FIGURE 5.18 — Simulation sur le domaine avec zone fine

I’onde incidente traverse le domaine 23. Afin de confirmer cette impression, nous allons utiliser
la méme méthode qu’au chapitre 1, c’est-a-dire une méthode de Cagniard-De Hoop, qui donne
la solution analytique en un point du domaine au cours du temps. Nous avons placé un récep-
teur au point (0, —1), c’est-a-dire de 1’autre c6té de la fine couche par rapport a la source et nous
avons ainsi pu comparer notre solution approchée a la solution analytique en ce point. Les résul-
tats obtenus sont présentés sur la figure 5.19 ot nous avons tracé en bleu la solution approchée et
en rouge la solution analytique en fonction du temps. Les résultats étant trés proches, nous avons
tracé le résidu entre ces deux solutions sur la figure 5.20 et on peut constater que la solution ap-
prochée est une bonne approximation de la solution exacte. Ainsi, on peut en conclure que le fait
de traiter une zone du domaine avec des ordres différents, que ce soit en temps ou en espace, ne
joue ni sur I’allure générale ni sur le comportement de la solution.
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FIGURE 5.19 — Sismogrammes sur le domaine FIGURE 520 — Résidu entre la solution ap-
avec zone fine prochée et la solution analytique.

La deuxieme expérience reprend la méme configuration que celle de la premiere. La seule
différence provient du fait que 1’on considere des caractéristiques physiques différentes dans le
domaine 3 : 4 = 8 et p = 4. On présente un instantané de la propagation sur la figure 5.21.
Il n’est pas évident sur une zone aussi mince de voir le changement de vitesse. Néanmoins, la
réflexion issue de I’'interface est bien caractéristique d’une telle variation. Ces résultats tendent
donc a confirmer qu’il n’y a pas de probléme majeur a considérer des variations d’ordre, que ce
soit en espace ou en temps, dans des zones de tailles plus ou moins importantes.

FIGURE 5.21 — Simulation sur le domaine avec zone fine et contraste de vitesses.

5.3.2 Interface sinusoidale

Dans cette partie, on va s’intéresser au cas d une interface sinusoidale qui nécessite d’&tre mail-

1ée finement par rapport au reste du domaine. Le domaine est un carré 2 = [—1, 1]2 et I’interface

sin (b7z)

est définie par la fonction qui a = € [—1, 1] associe . Le nombre d’oscillations est ainsi

assez conséquent par rapport a la taille du domaine comme le montre la figure 5.22. La fontiere
sinusoidale sépare {2 en deux sous-domaines, €21 au dessus de la frontiere et {22 en dessous. Il
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est clair que 1’on doit mailler tres finement I’interface pour prendre en comptre sa géométrie (cf.
figure 5.23). Or, si nous maillons finement cette zone, il n’est pas nécessaire de considérer une
approximation polynomiale d’aussi haut degré que dans le reste du domaine de calcul.

97

Qs

FIGURE 5.22 — Domaine avec interface sinu- FIGURE 5.23 — Maillage du domaine avec inter-
soidale. face sinusoidale.

Dans les expériences numériques que nous avons menées, nous avons imposé y = p = 2
dans ) et p = 8, p = 4 dans la partie 2. Contrairement aux cas précédents ou la zone fine
était clairement déterminée, ici, nous ne savons pas a priori ou utiliser le schéma d’ordre deux et
des éléments P'. Un critére discriminant est donc nécessaire pour effectuer un tel choix et nous
proposons d’utiliser 1’aire des mailles de notre triangulation. Nous considérons le schéma saute-
moutons et des éléments P! si 1’aire d’une maille est plus petite que I’aire totale du domaine
divisé par le nombre de mailles du maillage (c’est-a-dire 1’aire moyenne). Sur le cas que 1’on
présente ici, on a généré un maillage comportant 1564 éléments. Ainsi toutes les mailles ayant
une aire inférieure a 4/1564 = 2.558 10™> sont automatiquement traitées avec des éléments P
et le schéma saute-moutons. Ces mailles sont représentées en bleu sur la figure 5.24. Le résultat
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FIGURE 5.24 — Géométrie du rétrécissement

obtenu est présenté sur la figure 5.25 aux instants t = 1.064 10~%s, 1.127 10~ 2s, 1.315 10~ ?s, et
1.628 10~ 2s.
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FIGURE 5.25 — Simulation sur le domaine avec interface sinusoidale

5.3.3 Cas d’un rétrécissement

Dans cette sous-section, nous allons nous intéresser au domaine présenté a la figure 5.26.

Ce domaine est formé de deux rectangles ©; = [0,10] x [7,10] et Qo = [0,10] x [0, 3]
reliés 'un a Iautre par un autre domaine 23 = [4.9,5.1] x [3,7] beaucoup plus étroit. Dans
cette expérience, nous considérons une vitesse constante égale a 1. Le rapport entre mailles fines
et grossieres étant de 1’ordre de cing, il est clair que nous n’avons pas besoin de mailler aussi
finement les domaines €21 et 2o que €23 (cf. Fig. 5.27 et 5.28).

De plus, pour atteindre un méme niveau d’approximation, nous ne devons pas utiliser les mémes
degrés polynomiaux partout. C’est pourquoi nous utiliserons des éléments P dans les domaines
Q1 et Qo maillés grossierement et des éléments P! dans le sous-domaine €23 maillé finement.
Avec une telle expérience, I’intérét d’avoir une méthode permettant de considérer facilement des
éléments d’ordres différents, d’un élément a I’autre, est indéniable. De plus, en ce qui concerne
I’ordre temporel, on considérera le A2-schéma dans les zones €2 et ) alors que dans la zone
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FIGURE 5.27 — Maillage du domaine avec rétré- FIGURE 5.28 — Zoom sur le maillage du rétré-
cissement cissement

23, nous considérons le schéma saute-moutons. On placera la source définie en (5.3) au point
xo = (5, 8). En considérant une telle configuration, on obtient les résultats présentés sur la figure
5.29 aux instants ¢ = 1.97 1025, 5.25 10725, 6.75 10~ 2s, et 9.84 10~ 2s.

Comme a la section précédente, de nombreuses réflections apparaissent aux bords du domaine.
1l serait donc intéressant d’utiliser des conditions aux limites absorbantes sur les bords supérieurs
et inférieurs du domaine. Néanmoins, il n’est pas évident de développer des conditions aux limites
absorbantes pour des schémas d’ordre quatre en temps donc en particulier pour les AP-schémas.
Une alternative intéressante serait de considérer des éléments de bas degré sur les bords du do-
maine pour pouvoir utiliser une condition absorbante classique. Comme a la sous-section 5.3.1, le
but est ici de considérer cette zone la plus fine possible i.e. de la taille d’une maille grossiere.
Sur le domaine que nous avons considéré, cela revient a considérer le maillage représenté sur la
figure 5.30. La figure 5.31 est un zoom de la partie supérieure de ce maillage. Nous avons imposé
dans ces deux zones fines le schéma saute-moutons avec des éléments P! et nous avons utilisé sur
les bords supérieur et inférieur du domaine une condition aux limites absorbantes classique

Oyu + Opu = 0.

Les résultats numériques sont reportés sur la figure 5.32.
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FIGURE 5.29 — Simulation sur le domaine avec rétrécissement
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FIGURE 5.31 — Zoom de la couche fine dans la

FIGURE 5.30 — Maillage du domaine avec rétré-
parite supérieure.

cissement et zones fines.
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FIGURE 5.32 — Simulation sur le domaine avec rétrécissement et conditions aux limites ab-
sorbantes
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Le résultat de la simulation illustre que 1’onde est absorbée aux bords supérieur et inférieur
du domaine. Néanmoins, afin de nous assurer du bon comportement de la condition aux limites
absorbantes, nous avons étudié le comportement de 1’énergie associée au schéma. On rappelle que
pour le A2-schéma, cette énergie est définie comme suit (cf. chapitre 1)

Un+1 _yn Un+1 _pyn
At ’ At

Ents — (M ) + (K U™, Ut

2

ou K* = K1 — %KQ.

On a représenté sur la figure 5.33 cette énergie calculée en fonction du temps d’expérience. On
constate que I’énergie décroit deés que la source a fini d’émettre, ce qui est caractéristique du
bon fonctionnement de la condition aux limites absorbantes. En effet, en appliquant une telle
condition, le schéma devient dissipatif et I’énergie doit donc décroitre. Elle ne tend pas vers O car
nous n’imposons pas des conditions absorbantes sur tous les bords du domaine. De plus, une partie
de I’énergie est piégée dans le sous-domaine (3.
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FIGURE 5.33 — Décroissance d’une énergie

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu que les schémas que nous avons proposés présentent des
propriétés tout a fait intéressantes vis-a-vis de 1’adaptativité en temps et en espace. En effet, on
a observé qu’il suffit d’adapter 1’ordre des fonctions de base pour adapter 1’ordre en temps de la
méthode numérique. De plus, on a vérifié que 1’on pouvait contourner certaines difficultés pour
prendre en compte des conditions aux limites absorbantes aux bords des domaines de calcul. Néan-
moins, cela n’est qu’une étape puisqu’il serait tres intéressant de développer des conditions aux
limites absorbantes spécifiques a nos schémas et ainsi éviter de devoir utiliser au bord du do-
maine une zone ou I’on ne considere que le schéma d’ordre deux en temps. De plus, nous n’avons
considéré ici que la p adaptativité (i.e. I’adaptativité en ordre) en temps et il faudrait maintenant
considérer la At adaptativité, c’est-a-dire des techniques de pas de temps local. Ces techniques (cf.
par exemple [25, 32, 18]) reposent sur I'utilisation de différents pas de temps en divers endroits
du domaine. En effet, la condition CFL est contrainte par la plus petite maille du domaine et il
est donc intéressant d’utiliser des pas de temps différents pour pouvoir effectuer moins de calculs
dans des zones ou les mailles sont beaucoup plus grosses.
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