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Introdution
Introdution généraleLes graphes sont des objets ouramment utilisés pour modéliser de nombreuses situationsréelles omme des réseaux routiers, informatiques ou enore életriques. Ils permettent derésoudre des problèmes sur es réseaux omme le routage (aller d'un sommet à un autre ensuivant les arêtes du graphe) ou enore leur exploration (obtenir une arte du graphe étudié).Les réseaux étudiés, et don les graphes qui les modélisent, peuvent être grands, 'est-à-direavoir un très grand nombre de sommets. Dans e as, omme dans le as de l'étude de grandesdonnées en général, nous pouvons utiliser le paradigme � Diviser pour mieux règner � pourrépondre aux questions posées. En e�et, en travaillant sur des petites parties du graphe eten fusionnant les résultats obtenus sur es petites parties, on peut obtenir le résultat sur legraphe global.Dans e doument, nous présenterons une manière de déomposer les graphes en utilisantdes plus ourts hemins omme séparateurs. Cette déomposition permet d'obtenir, parexemple, un routage e�ae, un étiquetage ompate pour pouvoir estimer les distanesentre les sommets d'un graphe ou enore une navigation e�ae dans les graphes � petitmonde �. Cette méthode va nous permettre de dé�nir de nouvelles lasses de graphes.Routage ompatLa ommuniation ou le passage de messages d'un noeud à un autre dans un réseau estappelé � routage �. Cette ommuniation repose sur les en-têtes des messages, les tablesde routage qui permettent d'assoier à haque voisin du noeud onsidéré une liste de des-tinataires, et un algorithme de routage. Il existe plusieurs ritère pour évaluer les di�érentstypes de routage. Un ritère naturel est le ratio obtenu entre la route optimale et la routeréellement empruntée. Ce ritère est appelé � étirement � dans la littérature. Une autremesure utilisée pour évaluer un shéma de routage est l'enombrement moyen des routeurs.On herhe alors à ne pas surharger un routeur mais au ontraire à répartir la harge duréseau sur l'ensemble des routeurs. Un dernier ritère, et 'est elui qui nous va intéresser iiest la taille des tables de routage.Le routage ompat est un dé� important de nos jours. En e�et, le nombre d'entrées8



des tables de routage d'Internet augmente haque année d'un fateur ompris entre 1, 2 et
1, 3.Or la taille des tables de routage a un impat diret sur la latene du réseau. De plus,haque mise à jour des réseaux induit une période d'instabilité. Cet aroissement du réseauest ependant trop important pour être ontré par l'amélioration tehnologique des routeurs.Il est don à raindre une augmentation importante du délai de transmission des messagesdans les prohaines années.Une manière de ontre-balaner e grossissement du réseau est de repenser entièrementla manière de onevoir les tables de routage. On peut pour ela utiliser la notion de sé-parateurs de graphes. On herhe alors à avoir des séparateurs de petite taille qui induisentune déomposition du graphe onsidéré. Les tables de routage ont alors une taille dépen-dante de la taille de es séparateurs. Cependant ertaines famille de graphes telle que lesgraphes planaires par exemple n'admettent pas de petits séparateurs. Nous allons alors nousintéresser à leur topologie, en relaxant la ondition d'optimalité des routes empruntées. Unexemple est lorsque les séparateurs ont un petit diamètre (voir le travail sur la longueurarboresente [DG07, CDE+08, UY09℄). On peut alors approximer la meilleure route possibleen utilisant un unique représentant du séparateur dans la table de routage.Il existe beauoup de travaux sur le routage dans di�érentes lasses de graphes. Dans[FG01℄, Fraigniaud et Gavoille ont donné un shéma de routage asymptotiquement optimalen e qui onerne l'espae mémoire, la taille des messages ainsi que le temps de routage.Laing traite quant à lui le as du routage dans les arbres indépendant du nom des noeudsdes graphes dans [Lai04℄. Il obtient un étirement de 2k −1. Dans [FL℄, les auteurs présententun nouveau shéma de routage pour les graphes séries-parallèles.Dans e doument, nous allons onsidérer un autre type de séparateur : les
k-hemins séparateurs.Chemin-séparabilitéLa notion de hemins séparabilité a été dé�nie en 2006 par [AG06℄. On herhe àdéouper des graphes en utilisant des plus ourts hemins.Il est onnu que les graphes planaires peuvent être séparés par au plus trois plus ourtshemins. Ce résultat a été généralisé dans [AG06℄. En e�et, il est montré dans et artilequ'il existe une fontion f(H) pour la lasse des graphes exluant le mineur H telle que lesgraphes appartenant à ette lasse sont f(H)-hemins séparables.Ce doument présente des résultats sur la struture de tels graphes ainsi que des résultatsde omplexité onernant le problème qui onsiste à déterminer le plus petit nombre de plusourts hemins permettant la déomposition d'un graphe donné.
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Plan de la thèseCe doument est onstitué de deux parties. Dans la première partie, nous allons donnerles dé�nitions utiles à la leture de e doument ainsi que des résultats sur les familles degraphes dont on onnait le plus petit entier k que les graphes appartenant à ette famillesoient k-hemins séparables.Dans une seonde partie nous allons également donner des résultats théoriques sur la
k-hemins séparabilité des graphes. Néanmoins dans ette nouvelle partie, nous utiliseronsune méthode algorithmique pour obtenir es résultats.Partie 1 : Etude struturelle des graphes k-hemins séparables.Chapitre 1 : GénéralitésDans e hapitre, nous donnerons les dé�nitions ourantes en théorie des graphes quenous utiliserons dans e doument. Nous donnerons également les dé�nitions des familles degraphes auxquelles nous ferons référene dans e doument.Chapitre 2 : Chemins-séparabilitéIl existe plusieurs manières onnues pour déomposer un graphe. Dans e doument, nousutiliserons la notion de k-hemins séparabilité dé�nie dans [AG06℄. Intuitivement, l'ensembledes sommets du séparateur S que l'on onsidérera sont des sommets onstituants k plusourts hemins du graphe et tels que le poids des omposantes onnexes de G \S est au plusla moitié du poids total du graphe.Chapitre 3 : Fae-séparabilité et l�ture par mineursIl est bien onnu que les graphes planaires pondérés sont 3-hemins séparables [Tho04℄.Nous avons également montré qu'il existe des graphes planaires qui ne peuvent pas êtreséparés ave 1 plus ourt hemin grâe au lemme 9. Une question naturelle est de se demandersi deux plus ourts hemins ne su�sent pas pour séparer tout graphe planaire pondéré.Dans ette partie, nous dé�nirons une famille de graphes planaires dont un séparateurest omposé des sommets omposant le bord d'une fae. Nous montrerons que les graphesappartenant à ette famille sont 2-hemins séparables et ontient des graphes de largeurarboresente non-bornée si la pondération des sommets est unitaire.Nous allons aussi dé�nir des familles de graphes onstituée de graphes k-hemins sépara-bles quelle que soit la fontion de pondération sur les sommets et les arêtes. Dans e hapitre,nous allons montrer que es familles sont loses par mineurs 5.
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Partie 2 : Etude algorithmique des graphes k-hemins séparables.Chapitre 4 : La famille PS1Dans e hapitre, nous étudierons plus préisément la famille des graphes qui sont sé-parables par un plus ourt hemin pour toutes fontions de pondération sur les sommetset les arêtes. Nous avons montré dans la partie préédente, qu'une telle famille est losepar mineurs. Nous donnerons ii une liste non-exhaustive des mineurs à exlure pour ettefamille. Plus préisemment, on établit la liste omplète des mineurs minimaux à exlureave moins de 9 sommets. Pour ela, nous avons développé un algorithme qui s'il répondvrai démontre que G est dans PS1. Sinon, l'algorithme donne des indiations (sous forme deontraintes entre des sous-ensembles de sommets) sur une pondération de G qui n'est peut-être pas 1-hemin séparable, e qui permet manuellement d'identi�er de nouveaux mineurs.Dans ertains as ependant (qui sont très rares pour les graphes à moins de 9 sommets),l'algorithme ne permet pas de déider.Il faut noter qu'on ne sait pas si le problème de savoir si G est dans la famille PS1 ou paspossède un erti�at positif ou un erti�at négatif à part eux utilisant la liste des mineursminimaux à exlure. Autrement dit, sans ette liste, auun algorithme (même exponentiel)n'est atuellement onnu pour e problème.Chapitre 5 : Sur la di�ulté de séparer des graphes par des plus ourts heminsDans ette partie, nous donnerons des résultats de NP-omplétude et de NP-di�ultésur des problèmes onernant les graphes k-hemins séparables.Nous allons dans un premier temps montrer que déterminer si un graphe pondéré (G, ω)possède un 1-hemin séparateur est NP-omplet. La preuve que nous allons donner montreque ette question est également NP-omplet quand bien même le graphe est planaire et aun petit degré maximum et une largeur arboresente bornée.Nous allons ensuite montrer que savoir si un graphe pondéré (G, ω) possède est k-heminsséparable ou fortement k-hemins séparable sont des problèmes NP-di�iles.Conlusion et perspetivesDans la onlusion, nous reprendrons les prinipaux résultats obtenus durant les troisdernières années et présentés dans e doument. Nous présenterons également des questionsqui restent ouvertes et qui mériteraient de faire l'objet de reherhe.
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Etude struturelle des graphes k-heminsséparables.
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Chapitre 1Dé�nitions
1.1 IntrodutionDans ette setion nous allons donner les dé�nitions usuelles en théorie des graphes.Néanmoins pour approfondir, les leteurs peuvent se reporter à un livre en français [CLRS02℄et un livre en anglais [GY04℄.1.2 Dé�nitionsUn graphe G = (V, E) est un ensemble de sommets noté V et un ensemble d'arêtes E quisont des ouples de sommets V ×V . Les sommets x, y qui onstituent une arête sont appelésextrémités de l'arête. Les arêtes de type (x, x) sont appelés des boules.On appelle des sommets adjaents des sommets qui sont reliés par une arêtes. De telssommets sont également appelés voisins.Un graphe simple est un graphe dans lequel il n'y a pas de boules, et pour lequel, pourhaque paire de sommets x, y du graphe, il existe au plus une arête entre x et y. Danstout le reste de e doument, nous parlerons uniquement de e type de graphes. Nous nousautoriserons ependant à ne pas le préiser à haque fois.Une fontion de pondération ω sur les sommets d'un graphe G est une fontion quiassoie à haque sommet du graphe G un réel R. On peut également dé�nir une fontion depondération sur les arêtes d'un graphe G de la même manière. Dans e as, les poids doiventêtre positifs ou nuls. En e�et, dans le as ontraire, on pourrait avoir des yles absorbantset alors ne plus pouvoir dé�nir des plus ourts hemins. Dans la littérature, le poids sur lesarêtes est également appelé oût ou longueur.Dans e doument, nous dé�nirons un graphe G pondéré, noté (G, ω) omme un graphesur lequel on a appliqué une fontion de pondération sur les sommets et sur les arêtes. Enl'ourrene, nous aurons don : ω : E ∪ V − > R.Un hemin dans un graphe G est une suite de sommets u1, u2, . . . , un du graphe tel que14



pour haque i, (ui, ui+1) ∈ E, l'ensemble des arêtes du graphe G.Un yle est un hemin x1, x2, . . . , xp tel que x1 = xp et pour lesquels tous les autressommets sont di�érents deux à deux.Un plus ourt hemin P entre deux sommets u, v est un hemin de oût minimum on-netant u et v, le oût d'un hemin étant la somme des poids de es arêtes. Il est à remarquerqu'un plus ourt hemin entre deux sommets u et v d'un graphe n'est pas nééssairementunique. Notons qu'un plus ourt hemin ne peut don pas ontenir de yle, et don deuxfois un même sommet.Un sous-graphe G′ = (V ′, E ′) d'un graphe G = (V, E) est un graphe dé�ni omme suit :
V ′ ⊆ V et E ′ = {(x, y) ∈ Eet x,y ∈ V ′}. Un sous-graphe propre est un sous-graphe quin'est pas le graphe d'origine. Un sous-graphe induit est un sous-graphe G′ = (V ′, E ′) tel quetoutes les arêtes ayant leur extrémités dans V ′ appartiennent à l'ensemble E ′.Un graphe omplet ou une lique est un graphe simple si pour toute paire de sommetsest reliée par une arête. Un graphe omplet à n sommets a don n(n − 1)/2 arêtes.

Fig. 1.1 � Sur ette �gure, nous avons les 4 premiers graphes omplets.Un graphe est dit onnexe si pour tous ouples de sommets (x, y), il existe un heminpermettant d'aller de x à y et vie-versa.On peut alors dé�nir les omposantes onnexes d'un graphe omme les ensembles maxi-mum de sommets du graphe qui restent onnexes.Le degré d'un sommet s d'un graphe G est le nombre d'arêtes adjaentes. On peut alorsdé�nir le degré maximum des graphes omme étant le plus grand degré parmi les degrés detous les sommets du graphe.Le diamètre d'un graphe pondéré (G, ω) est la longueur du plus long plus ourt heminde G.Un arbre est un graphe onnexe sans yle. Une forêt est un graphe où haque omposanteonnexe est un arbre. Nous pouvons aratériser es graphes ave le nombre de leur arêtes.En e�et, un graphe est un arbre si et seulement si il possède (|V | − 1) arêtes.Un arbre ouvrant T d'un graphe G est un arbre dont l'ensemble des sommets est l'ensem-ble des sommets de G. L'ensemble des arêtes de T est un sous-ensemble des arêtes de G.Un graphe biparti est un graphe G = (V, E) tel que l'ensemble des sommets V peut êtrepartitionné en deux sous-ensembles A et B tels que toutes les arêtes de G ont une extrémitédans l'ensemble A et l'autre dans l'ensemble B. Par analogie aux graphes omplets, on dé�nitles graphes biparti omplets omme étant les graphes bipartis ave toutes les arêtes possiblesentre les sommets des deux ensembles. 15



��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��
����
����
����
����

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

���
���
���
���

���
���
���
���

�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����

���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���

������

��
��
��
��

��
��
��
��

����
����
����

����
����
����

��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��

5

2

2
1

5

1

2

9

1

2

9

Fig. 1.2 � Le graphe pondéré (G, ω) donné ii a deux omposantes onnexes : l'une estreprésentée en bleu tandis que la seonde est donnée en vert. Les hi�res assoiés à haquesommet représentent le oût assoié par la fontion de pondération.Un graphe bionnexe est un graphe dans lequel la suppression d'au moins deux sommetsest nééssaire pour le déonneter. Nous pouvons alors dé�nir les omposantes bionnexesd'un graphe G omme étant l'ensemble maximal de sommets qui induit un sous-graphebionnexe.Nous allons également utiliser dans e doument la notion de mineurs de graphes.Dé�nition 1 Un graphe H est un mineur d'un graphe G s'il peut être obtenu depuis G enombinant les trois opérations suivantes :� Suppression de sommets� Suppression d'arêtes� Contration d'arêtesNous pouvons remarquer dans un premier temps que les graphes de largeur arboresentebornés peuvent être aratérisés par leur mineurs exlus. Les graphes de largeur arboresenteau maximal 3 sont les graphes qui n'admettent pas omme mineurs les graphes représentésdans la �gure 1.4.Ces dé�nitions de base vont maintenant nous permettre de dé�nir des familles de graphesque nous étudierons ultérieurement.Un graphe planaire est un graphe que l'on peut plonger dans le plan, 'est-à-dire quel'on peut dessiner dans le plan ou sur la sphère sans auun roisement d'arêtes. En 1930,Kuratowski a donné une aratérisation de es graphes [Kur30℄ en montrant que les graphesplanaires orrespondaient aux graphes exluant K5 et toutes subdivisions de K3,3 ommesous-graphe. Ce résultat a été préisé en 1937 dans [Wag℄ dans lequel l'auteur montre que K5et K3,3 sont les mineurs exluent permettant de aratériser la lasse des graphes planaires.16



Fig. 1.3 � La lique à 5 sommets est mineur du graphe de Petersen représentée à gauhe iipuisqu'elle peut être obtenue en ontratant les arêtes entourées sur ette �gure.
Fig. 1.4 � Ces quatres graphes sont les mineurs exlus pour la famille des graphes de largeurarboresente au plus 3.

Fig. 1.5 � Les graphes K5 et K3,3 sont les mineurs exlus pour la lasse des graphes planaires.Un graphe planaire-extérieur est un graphe planaire tel que tous les sommets peuventêtre mis sur la fae extérieure du graphe.Les graphes planaires-extérieurs exluent K2,3 et K4 omme mineurs.17
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Fig. 1.6 � Cette �gure donne les étapes de onstrution d'un graphe série-parallèle ave uneopération série suivie d'une opération parallèle. Les terminaux sont ii représentés ave unerlage autour des sommets.Les graphes série-parallèle ave deux sommets distints r et l, appelés terminaux, noté
(G, l, r) sont dé�nis réursivement omme suit :� Le graphe onstitué d'une unique arête (v1, v2) est un graphe série-parallèle (G, l, r)ave l = v1 et r = v2.� Opération série (G1, l1, r1) ⊙s (G2, l2, r2) forme un graphe série-parallèle en identi�ant

r1 ave l2. Les terminaux du nouveau graphe sont l1 et r2, ou bien l1 et r1.� Opération parallèle (G1, l1, r1) ⊙p (G2, l2, r2) forme un graphe série-parallèle en identi-�ant l1 ave l2 et r1 ave r2. Les terminaux du graphe ainsi obtenu sont l1 et r1.Ces graphes peuvent également être aratérisés par exlusion de mineurs. En e�et lesgraphes séries-parallèles sont les graphes qui exluent K4 omme mineurs.Un globe-graphe est une subdivision de K2,r pour un entier r ou les deux sommets dedegrés r peuvent être adjaents. Une illustration d'un tel graphe est donnée dans la �gure 1.7.
x

yFig. 1.7 � Cette �gure donne un exemple d'un globe-graphe ave r = 6.Robertson et Seymour ont donné en 1986 dans [RS86℄ la dé�nition d'une nouvelle dé-omposition : la déomposition arboresente.18



Dé�nition 2 La déomposition arboresente d'un graphe G = (V, E) est un ouple D =
(T, X) ou X = {Xi} est une famille de sous-ensemble de sommets de V et T est un arbredont les noeuds sont étiquetés par es sous-ensembles Xi tels que :� Tous les sommets de G appartiennent à un sous-ensemble Xi� Toutes les arêtes de G appartiennent à un sous-ensemble de Xi� Si deux sous-ensembles Xi et Xj ontiennent le même sommet x de G, alors tousles sous-ensembles Xk sur le hemin entre Xi et Xj dans T ontiennent également lesommet x.Les ensembles Xi sont appelés � sas � dans la suite.Une telle déomposition n'est pas unique pour un graphe G donné.

Fig. 1.8 � Un graphe G et une déomposition arboresente de e graphe.Dé�nition 3 La largeur arboresente d'un graphe G est donné par le nombre de sommets- 1 dans le plus gros sa de la plus petite déomposition arboresente parmi toutes ellespossibles pour le graphe G.La largeur arboresente d'un arbre est don de 1, puisque la plus petite déompositionarboresente est elle qui met une arête dans haun des sas.La largeur arboresente d'une grille de taille n × m est de min(n, m).Il est onnu que le alul de la largeur arboresente d'un graphe G donné est un prob-lème NP-omplet (voir [ACP87℄). Néanmoins il existe un algorithme linéaire qui permet dedéterminer si un graphe a une largeur arboresente inférieure à k pour tout entier k.1.3 ConlusionDans e hapitre, nous avons donné les dé�nitions ouramment utilisées en théorie desgraphes et plus préisemment elle qui seront utilisées dans e doument. Dans la suite dee doument nous utiliserons régulièrement les dé�nitions données dans ette partie.19



Chapitre 2La Chemin-séparabilité
2.1 IntrodutionLa notion de k-hemins séparabilité que nous allons étudier dans e doument a étédé�nie en 2006 dans [AG06℄. Dans ette déomposition, la taille des séparateurs n'importepas, mais 'est leur topologie qui nous intéresse.Dans e hapitre, nous allons donner les dé�nitions utilisées tout au long de e doument.Nous allons ensuite donner des exemples de familles de graphes onnues pour lesquels ononnait le plus petit entier k tel que les graphes appartenant à es familles sont k-heminsséparables.Nous allons également donner des propriétés onnues sur es graphes. Nous verrons no-tamment que de tels graphes ont des propriétés intéressantes pour le routage ompat, oul'estimation de distanes dans un graphe.Dans ette setion nous onsidérerons des graphes pondérés. La fontion de pondération
ω sur les sommets assoie à haque sommet du graphe un réel R. La somme des poids surles sommets onstituera le poids du graphe : ω(G) =

∑

u∈V (G) ω(u).2.2 Dé�nitionDans ette setion, nous allons donner les dé�nitions des graphes k-hemins séparables.Intuitivement, nous allons séparer les graphes en retirant des plus ourts hemins. Nousonsidérons ii une séparation telle que les omposantes onnexes du graphe auquel on aretiré les plus ourts hemins ont un poids d'au plus la moitié du poids total du graphe.Un demi-séparateur d'un graphe pondéré (G, ω) est un sous-ensemble de sommets S telque haque omposante onnexe de G \ S a un poids 6 1
2
ω(H).Il est à noter que les tailles des omposantes onnexes peuvent être très di�érentes d'uneomposante à une autre. On ne s'attahe ii qu'à leur poids par rapport au poids du graphed'origine. Observons également que le retrait d'un demi-séparateur ne déonnete pas nées-20



sairement le graphe.Dé�nition 4 Un k-hemins séparateur fort S d'un graphe pondéré (G, ω) est un demi-séparateur de G dont les sommets sont les sommets d'un sous-graphe qui est l'union de kplus ourts hemins de G.

avaFig. 2.1 � Le graphe de Petersen auquel on a appliqué une fontion de pondération unitairesur les sommets et les arêtes, possède un 1-hemins séparateur fort. En e�et, lorsqu'on retirele plus ourt hemin qui est représenté en rouge sur la �gure, on obtient une omposanteonnexe ayant un poids de 4, soit inférieur à 10
2
.Il existe une dé�nition plus généraliste. Intuitivement, plut�t que de retirer tous lesplus ourts hemins simultanément dans le graphe d'origine, on retire quelques plus ourtshemins, puis d'autres plus ourts hemins dans le graphe obtenu suite au premier retrait.On proède ainsi jusqu'à avoir séparé le graphe. La somme des nombres des plus ourtshemins ainsi retirés à haque étape nous donne l'entier k. Plus formellement :Dé�nition 5 Un k-hemins séparateur d'un graphe pondéré (G, ω) est un demi-séparateurde G orrespondant aux sommets d'un sous-graphe P0

⋃

P1

⋃

. . . où haque Pi est omposéd'une union de ki plus ourts hemins de G \
⋃

j<i Pj ave ∑i ki 6 k.Les k-hemins séparateurs d'un graphe permettent de dé�nir une déomposition T dé�nieomme suit. Les sommets de T sont les k-hemins séparateurs tandis que les sous-arbressont les omposantes. Il est important de noter que pris indépendamment les uns des autres,haque plus ourt hemin ne représente pas un séparateur ; mais 'est bien l'ensemble de esplus ourts hemins qui onstituent le séparateur. Il est également à noter que ontrairementà la déomposition arboresente, les noeuds de T forment une partition des sommets de G.L'arbre de déomposition ainsi obtenu est alors d'une profondeur de ⌈log (ω(G))
min(ω(v))

⌉. Notonsalors que les noeuds de T ne sont pas des séparateurs au sens ourant du terme. En e�et, soit
x et y deux sommets de deux feuilles de la déomposition. Alors, tout hemin entre x et yne passent pas néessairement par des sommets de leur plus petit anêtre ommun. On peut21



uniquement savoir que e hemin traverse des sommets d'un des noeuds de la déomposition.En e�et, 'est et ensemble S qui onstitue un séparateur.Notons que lorsque k = 1, les notions de k-hemins séparateur et de
k-hemins séparateur fort sont équivalentes.Nous pouvons alors dé�nir les notions de k-hemins séparabilité et
k-hemins séparabilité forte omme suit :Dé�nition 6 Un graphe pondéré est k-hemins séparable si tout sous-graphe induit possèdeun k-hemins séparateur. De manière analogue, un graphe est dit fortement k-heminsséparable si tout sous-graphe induit possède un k-hemins séparateur fort.Nous pouvons remarquer qu'un k-hemins séparateur fort est un
k-hemins séparateur. Don si G est fortement k-hemins séparables, alors G estégalement k-hemins séparables.La �gure 2.2 montre que le graphe omplet à 4 sommets est 1-hemin séparable.

Fig. 2.2 � Cette �gure exhibe pour haun des sous-graphes induits de K4 un 1-heminséparateur ; e qui prouve que la lique à 4 sommets est 1-hemin séparable.Dans la suite, nous allons appeller hemins séparabilité d'un graphe G le plus petitentier k tel que G est k-hemins séparabilité. Par analogie, nous dé�nissons égalementla hemins séparabilité forte d'un graphe omme étant le plus petit entier k tel que legraphe onsidéré est fortement k-hemins séparables.Il est à noter que les notions de k-hemins séparabilité et
k-hemins séparabilité forte ne sont pas équivalentes. En e�et, il existe des graphesqui nééssitent moins de plus ourts hemins pour être séparer en utilisant la dé�nition de
k-hemins séparabilité qu'ave la notion de k-hemins séparabilité forte. C'este que montre la proposition 2. Nous allons ependant ommener par donner un lemmedonnant une ondition sur le nombre de sommets permettant de séparer une grille.22



Dans la suite, nous pourrons utiliser le terme de � hemin-séparabilité � pour désigner leplus petit entier k tel que le graphe onsidéré est k-hemins séparables.Proposition 1 Tout demi-séparateur S de la grille p × p à laquelle on a appliqué unefontion de pondération unitaire sur les sommets et les arêtes est tel que |S| >
p
2
.Preuve. Soit (G, ω) une grille de taille p × p dans laquelle tous les sommets et toutes lesarêtes reçoivent un poids unitaire. Soit S un demi-séparateur de (G, ω) tel que |S| < p

2
. Nouspouvons don remarquer qu'il existe au moins p

2
lignes (respetivement olonnes ) omplètesdans le sous-graphe G \ S. Soient L et L′ deux lignes omplètes de e même sous-graphe.Alors il existe p olonnes onnetant es deux lignes entre elles. Don, pour que L et L′appartiennent à deux omposantes onnexes di�érentes, il faut que S retire p olonnes. Or'est impossible ave moins de p

2
! Le sous-graphe G \ S est don onstitué d'une uniqueomposante onnexe. De plus le nombre de sommets de G \ S est égal à p2 − |S| ; donsupérieur à p

2
. Le séparateur S n'est don pas un demi-séparateur de la grille unitairementpondéré. �Proposition 2 Il existe un graphe pondéré qui est 2-hemins séparables mais qui n'est pasfortement 2-hemins séparables.Preuve. Soit (G, ω) ave G une grille de taille n × m à laquelle on a ajouté un sommetuniversel. La fontion de pondération ω qui lui est appliquée assoie le poids 1 à haquesommet et 1 à haque arête. Le graphe est représenté par la �gure 2.2.
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�Fig. 2.3 � La grille à laquelle on a appliqué une fontion de pondération unitaire sur lessommets et les arêtes est 2-hemins séparable mais pas fortement 2-hemins séparable. Lehemin P1 est représenté ii en rouge et le hemin P2 est le hemin bleu.23



Le graphe G est don de diamètre 2, e qui signi�e que haque plus ourt hemin estomposé d'au plus 3 sommets. Le retrait de 2 plus ourts hemins de manière simultanéenous permet de retirer au plus 6 sommets. Or, d'après la proposition 1, tout demi-séparateurd'une telle grille est omposé d'au moins p
2
. Nous pouvons don en onlure que 2 plus ourtshemins dans le graphe G ne su�sent pas à séparer e graphe.Une autre méthode onsiste à retirer dans un premier temps le sommet universel ommepremier plus ourt hemin P1. On onsidère alors le plus ourt hemin P2 qui passe partous les sommets de la ⌈n

2
⌉me olonne. Il s'agit bien d'un plus ourt hemin puisque toutesles arêtes ont reçues une pondération unitaire. Le graphe résultant est alors omposé dedeux omposantes onnexes. Par onstrution du plus ourt hemin P2, haune des esomposantes ontient au plus la moitié des sommets, et don a un poids d'au plus la moitiédu poids total du graphe d'origine puisque la pondération sur les sommets est unitaire.Nous avons don un 2-hemins séparateur pour le graphe G ; e qui onlut la preuve deette proposition. �Nous pouvons remarquer qu'ave la méthode proposée dans la preuve préédente, nouspouvons alors également trouver un 2-hemins séparateurs pour le grille dont les sommetsont une valuation réelle mais pour lesquelles les arêtes ont toujours un poids 1.Nous allons dans la setion suivante donnée des orrespondanes entre les déompositionslassiques telle que la déomposition arboresente et la déomposition en plus ourts hemins.2.3 Relation entre les mesures onnues et lahemins séparabilité.Certains résultats sont onnus sur les graphes k-hemins séparables. Notamment, il existedes familles pour lesquelles le plus petit entier k tel que les graphes des familles onsidéréessont k-hemins séparables est onnu.Un des premiers résultats que nous pouvons donner est que les arbres sont 1-heminséparables. Cette propriété repose sur la propriété 1 des entres des arbres.Propriété 1 Soit T un arbre à n sommets. Il existe un ou deux sommets c1 et c2, appelésentres, tels que T \c1 (respetivement T \c2) est omposé de omposantes onnexes ontenantau plus la moitié des sommets de T .Cette propriété donnée ii dans le as est arbres non-pondéré est toujours valable dansle as des arbres pondérés : les arbres résultants ont un poids valant au plus la moitié del'arbre d'origine. Il nous su�t don de retiré l'un de es sommets pour avoir séparé l'arbreonsidéré. Or un sommet est bien un plus ourt hemin de lui vers lui-même. Les arbres sontdon bien 1-hemin séparables.Le résultat préédent peut être généralisé par le lemme 3 qui donne une borne sur lenombre de plus ourts hemins nééssaires pour séparer un graphe de largeur arboresente24



bornée. Les arbres ayant une largeur arboresente égale à 1, il s'agit don bien d'une général-isation. La preuve de ette proposition repose sur le lemme ??.Lemme 1 Toute largeur arboresente d'un graphe pondéré possède un sa qui est un demi-séparateur du graphe. Un tel graphe sera appelé sa-entre dans la suite.Preuve. Soit T une déomposition arboresente d'un graphe G auquel on a appliqué unefontion de pondération ω. Prenons un sa arbitraire R omme raine de T , et notons π(X)le père du sa X dans T . Pour un sa X, notons par TX le sous-arbre de T enrainé en X.Par abus de notation, TX désignera également tous les sous-graphes induits par les sommetsde tous les sommets ontenus dans les sas omposant TX .Pour tous les sas, nous dé�nissons la valeur ρ omme le poids de tous les sommets quisont dans TX \ π(X) ave la onvention que π(R) = ∅. Plus formellement :
ρ(X) =

∑

v∈TX\π(X)

ω(v).Notons qu'ave ette dé�nition, nous avons ρ(R) = ω(G). Considérons une omposanteonnexe H de G \ X. Si H appartient à T \ TX , nous avons alors l'équation suivante :
ω(H) 6 ρ(R) − ρ(X)

6 ω(G) − ρ(X)Si H appartient à TF pour un �ls F de X, alors ω(H) 6 ρ(F ) puisque les sommets de
π(F ) = X ne sont pas dans F .Le entre C peut alors être trouvé en traversant T à partir de sa raine R omme suit :1. Si ρ(F ) > ω(G)/2 pour tous les �ls F du sa ourant X, alors C = X.2. Dans tous les autres as, prenons un �ls F de X tel que ρ(F ) > ω(G)/2, et posons

X < −F et retournons à la première étape.La proédure i-dessus se termine après au plus la profondeur de T pas. En fait, à toutmoment, ρ(X) > ω(G)/2 et ρ(X) n'est pas roissante puisque ρ(X) 6 ρ(π(X)) pour X 6= R.De plus, lorsqu'elle se termine ave une omposante C, ρ(C) > ω(G)/2 et ρ(F ) < ω(G)/2pour tous les �ls de C.Considérons une omposante onnexe H de G \C. Alors soit H est ontenu dans T \ TC ,ou alors il est ontenu dans TF pour un �ls de F de C. Dans le premier as ω(H) 6

ω(G) − ρ(C) 6 ω(G)/2. Dans le dernier as, ω(H) 6 ρ(F ) < ω(G)/2. Dans tous les as, Cest le sa-entre.
�Proposition 3 Les graphes pondérés de largeur arboresente t sont fortement ⌈ t+1

2
⌉-hemins séparables. 25



Preuve. Considérons dans un premier temps que si le graphe G n'est pas onnexe, nouspouvons réduire l'étude à la plus grosse omposante onnexe. En e�et, il ne peut y avoirqu'une unique omposante onnexe ayant un poids supérieur à la moitié du poids total dugraphe d'origine. De plus, par dé�nition tous les sous-graphes induits du graphe, et don detoutes les omposantes onnexes de G est bornée par t.Considérons tout sous-graphe H d'un graphe pondéré G. La largeur arboresente de Hest bornée par la largeur arboresente de G. Don H admet une déomposition arboresentede largeur au plus t, don tous les sas ontiennent au plus t + 1 sommets. En utilisantle lemme 1, on peut en onlure que le entre C de la déomposition arboresente est undemi-séparateur. Ce sa-entre peut être ouvert par au plus ⌈|C|/2⌉, soit ⌈(t + 1)/2⌉ plusourts hemins. Nous pouvons don en onlure que H est un ⌈(t+1)/2⌉-hemins séparateurfort, et don G est fortement ⌈(t + 1)/2⌉-hemins séparables. �

Fig. 2.4 � Le sa-entre est ii représenté en rouge. Les sommets sont regroupés par paire.Nous avons don un lien entre la largeur arboresente des graphes et leur
k-hemins séparabilité. La hemin-séparabilité est don une généralisation puisqu'ainsiles graphes de largeur arboresente bornée sont aussi 0(1)-hemins séparables. Le ontraireest ependant faux. En e�et, il existe des graphes de largeur arboresente non-bornée quisont néanmoins séparables par un très petit nombre de plus ourts hemins. Nous donneronsl'exemple d'un tel graphe dans le hapitre 3.Il existe également un lien entre la hemins séparabilité et le nombre de sommets dugraphe. Une relation triviale est que tout graphe à n sommets est trivialement ⌈n

2
⌉-heminsséparables puisque es graphes ont une largeur arboresente inférieure ou égale à n−1. Nouspouvons néanmoins être un peu plus préis. C'est e que montre le lemme ??Proposition 4 Les graphes pondérés ayant au plus 4r sommets sont fortement r-heminsséparables.Preuve. Commençons par remarquer que si (G, ω) n'est pas onnexe, il nous su�t de on-sidérer la omposante onnexe ayant le plus grand poids. En e�et, il ne peut exister qu'une26



seule omposante onnexe ave un poids supérieur à la moitié du poids du graphe. Notreétude peut don se résumer à ette omposante, toutes les autres étant de poids inférieur ouégal à la moitié.Soit (G, ω) un graphe pondéré a 4r sommets. Nous allons ordonner les som-mets selon la valeur qui leur est assoiée par la fontion de pondération ω tel que
ω(u0) > ω(u1) > . . . > ω(u4r). Les sommets u0, u1, . . . , u2r sont alors les sommets les pluslourds du graphe G et la somme de leur poids est supérieure ou égale à la moitié du poidstotal du graphe. Nous pouvons alors assoier arbitrairement es 2r sommets par paires. rplus ourts hemins sont alors su�sants pour retirer tous es sommets. De plus, le graphe
G \ {u0, u1, . . . , u2r} est omposé uniquement de omposantes onnexes ayant un poids d'auplus la moitié du poids du graphe G, puisque nous avons retiré la moitié des sommetsles plus lourds. La même tehnique fontionne sur tous les sous-graphes induits. Nousavons don montré que r plus ourts hemins sont su�sants pour séparer des graphes à 4rsommets. �La proposition suivante nous permet de montrer que la borne donnée par la proposition 4est la meilleure possible.Proposition 5 La lique K4r+1 uniformément pondérée n'est pas r-hemins séparables.Preuve. Dans la lique K4r+1 uniformément pondérée, tous les plus ourts hemins sontomposés d'une unique arête. Don tous r-hemins séparateur fort S est onstituéd'au plus 2r sommets. Nous savons alors que K4r+1 \ S est une lique ontenant au moins
4r + 1 − 2r 6 2r + 1 sommets. Nous pouvons don onlure que S n'est pas un 1-heminséparateur fort. �Nous avons donné des liens entre la largeur arboresente des graphes et leur k-heminsséparabilité ainsi qu'entre le nombre de sommets du graphe et sa k-hemins séparabilité.Nous avons également vu préédemment que les graphes planaires pondérés sont 3-hemins séparables. Ce résultat a été généralisé dans [AG06℄ ave le théorème suivant.Théorème 1 Tout graphe pondéré exluant un mineur H est k-hemins séparables pour
k = k(H) et un k-hemins séparateur peut être alulé en temps polynomial.Il s'agit bien d'une généralisation du lemme 3 puisque les graphes planaires forment unesous-famille des graphes exluant K5 ou K3,3 omme mineurs. La preuve de e théorèmerepose sur la struture arboresente des graphes exluant un mineur H donné de Robertsonet Seymour [RS86℄. Cependant, la fontion k(H) n'est pas expliite.2.4 Motivations pour l'étude des graphes séparables.Nous avons dé�ni les graphes k-hemins séparables etfortement k-hemins séparables dans les setions préédentes. Nous allons ii27



donné des résultats onnus sur leur propriétés.La k-hemins séparabilité est avant tout une déomposition des graphes, au mêmetitre que la largeur arboresente ou la déomposition modulaire. A e titre, elle peut êtreutilisée pour appliquer le paradigme � Diviser pour mieux régner �. En e�et, dans le as dealuls sur de très grosses strutures de données (ii de très gros graphes), il peut être plussimple de travailler sur des petites parties, et ensuite de regrouper es résultats pour obtenirle résultat sur l'ensemble des données. Dans le as des graphes, nous travaillons en généralsur des omposantes onnexes du graphe obtenu par le retrait d'un séparateur.Pour beauoup de problèmes, la omplexité du problème est diretement liée à la taille duséparateur. On herhe don à avoir des �petits� séparateurs. Néanmoins, dans ertains asomme pour la topologie planaire ou les réseaux routiers, il n'est pas possible d'obtenir des sé-parateurs omposé d'un petit nombre de sommets. Il existe alors un autre type de séparateurspour lesquels on s'intéresse plut�t à leur struture. Les graphes k-hemins séparables ensont un exemple.De plus, nous avons vu dans l'introdution que es graphes avaient de bonnes propriétésdans ertains problèmes de routage ou d'estimation de distanes. Ils sont également intéres-sants dans les graphes � petit monde �. En e�et, dans le as d'un graphe k-hemins séparables,il existe des algorithmes de navigation dans e graphe en 0(k2 log n) sauts, omme montrédans ??.Tarjan a montré dans [LT79℄, que tout graphe planaire pondéré (G, ω) peut être séparé enomposantes onnexes ayant un poids d'au plus (2/3)ω(G). La preuve donnée dans l'artileutilise un arbre ouvrant quelonque duquel il tire les séparateurs. En prenant alors un arbrede plus ourts hemins, nous avons don la propriété suivante.Proposition 6 Tout graphe planaire pondéré peut être séparé en omposantes onnexesd'un poids d'au plus (2/3)ω(G) ave deux plus ourts hemins.Pour montrer e théorème, les auteurs ommenent par ajouter autant d'arêtes que possi-bles tout en garantissant la planarité du graphe. Ils obtiennent une triangulation du graphe,'est-à-dire que toutes les faes sont des triangles. Il faut ensuite enrainer un arbre ouvranten un sommet u quelonque. Ce théorème repose sur le lemme du yle fondamental enonéomme ei 2.Lemme 2 Soit G un graphe planaire onnexe. Supposons que G a un arbre ouvrant dehauteur h. Alors, les sommets de G peuvent être partitionnés en trois ensembles A, B et
C tels qu'il n'existe pas d'arêtes ayant pour extrémité un sommet pris dans l'ensemble A etun sommet de B omme seonde extrémité. De plus A et B ne ontiennent pas plus de 2

3
nsommets et C est un yle fondamental ontenant au plus 2h + 1 sommets.On hoisit alors une arête (v, w) n'appartenant pas à l'arbre ouvrant dont le yle min-imise le oût maximum soit à l'intérieur, soit à l'extérieur du yle. Les auteurs montrent alorsque les plus ourts hemins de u à v et de u à w séparent le graphe tel que les omposantesonnexes ont un poids d'au plus 2

3
n. 28



En utilisant la proposition 6, nous pouvons don onlure que la pronfondeur de la réur-sivité pour séparer un graphe planaire est de l'ordre de 2 log3/2 n. Cependant, un autrerésultat onnu est que 3 plus ourts hemins [Tho04℄ su�sent pous séparer en omposantesonnexes d'au plus la moitié du poids total du graphe onsidéré les graphes planaires. Celanous permet don d'avoir une profondeur de réursivité de l'odre de 3 log2 n a�n de séparerréursivement tout graphe. Thorup a utilisé ette propriété pour donner un orale de routageen espae O(n log n) [Tho04℄.Comme vu dans la setion préédente, Abraham et al. [AG06℄ ont démontré que esgraphes ont des propriétés intéressantes pour le routage ompat. En e�et, nous pouvonsrouter dans un tel graphe en utilisant des tables de routage ayant une taille de 0(k log2 n)tandis que dans un graphe quelonque, des tables de routage linéaires en la taille de l'entréesont nééssaires. Dans e dernier as, il faut e�etivement, une entrée pour haun dessommets du graphes. voir [FG96, GP℄.De même, dans un tel graphe, la distane entre deux sommets u et v peut être estiméeà un fateur 1 + ǫ près. Pour ela, nous allons onsidérer le as où u et v sont dans desomposantes onnexes di�érentes de G \ S où S est un hemin-séparateur de G. En e�et, leas ontraire où u et v sont situés dans une même omposante est traité par réurrene.
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Fig. 2.5 � Sur ette �gure nous pouvons voir tous les marqueurs du sommet v.Soit d la distane entre v et le plus ourt hemin le sépararant du séparateur. Le sommet
v va séletionner 2

ǫ
sommets sur les k log2 n plus ourts hemins onstituant le séparateur Stel que 1

ǫ
sont situés au-dessus du sommet le plus prohe de v et 1

ǫ
sont situés de part etd'autres de e sommet. Le sommet v a don maintenant une liste de sommets situés à ǫd lesuns des autres. Le sommet u fait de même sur e même plus ourt hemin S. La distaneentre u et v peut don être estimer en prenant la distane de v au plus ourt hemin, de ladistane sur S qui permet de lier un landmark de u et le landmark de v, plus de la distane29



entre u et le plus ourt hemin S.Proposition 7 Tout graphe planaire pondéré est fortement 3-hemins séparable.Preuve. Comme tout sous-graphe induit d'un graphe planaire est planaire, il nous su�t demontrer que tout graphe planaire G possède un 3-hemins séparateur fort.Il est onnu que (voir par exemple [FG06℄ tout graphe planaire qui possède un arbre Touvrant et de profondeur h a une déomposition arboresente de largeur 3h où haque saest omposé de 3-hemins de T issus de la raine de T .Considérons un arbre ouvrant de plus ourts hemins T de G, et la déomposition ar-boresente T omme dérite i-dessus. T possède un sa-entre C qui est un demi-séparateur(voir la propriété 1). C est omposé de trois plus ourts hemins de T , qui forme un
3-hemins séparateur fort. �Notons que ette preuve, par rapport à elle de [Tho04℄ s'applique aussi aux graphesplanaires pondérés sur les sommets tandis que dans [Tho04℄ seules les arêtes sont valuées.Nous allons également donner pour des grilles de taille p ∗ i, le plus petit entier k tel quela grille est k-hemins séparables pour i = 1, 2, 3, 4.Proposition 8 Les grilles de taille p∗i sont 1-hemin séparable pour i = 1, 2 tandis qu'ellessont 2-hemins séparables pour i = 3, 4.Preuve. En e qui onerne la grille p ∗ 1, e graphe est failement 1-hemin séparablepuisqu'il s'agit d'un hemin, et don plus généralement d'un arbre (voir la propriété 1).Pour i = 2, le graphe obtenu est un graphe planaire extérieur. En utilisant le lemme 6donné dans le hapitre 4, nous pouvons onlure que la grille p ∗ 2 est 1-hemin séparable.La grille p ∗ 3 n'est pas 1-hemin séparable. Or, en prenant un plus ourt hemin entre ledeuxième sommet de la première olonne et le deuxième sommet de la dernière olonne. Ona alors soit séparer le graphe, soit il existe dans le graphe résultant un omposante onnexeayant un poids supérieur ou égal à la moitié du poids total de la grille d'origine. Dans edernier as, il est simple de voir que ette omposante est néessairement planaire-extérieure.En utilisant le lemme 6, nous savons que nous pouvons séparer ette omposante ave ununique plus ourt-hemin. Nous avons don montré que la grille p∗3 est 2-hemins séparables.Remarquons que nous avons utilisé ii la dé�nition de hemin-séparabilité et non elle dehemin-séparabilité forte.Pour séparer la grille p ∗ 4, remarquons dans un premier temps qu'il existe une olonne
c de e graphe tel que les omposantes onnexes de G \ V (c) ont un poids inférieur ouégal à la moitié du poids de G. Pour trouver ette olonne, il nous su�t de partir de lapremière olonneIl est don lair que pour séparer ette grille il nous su�t de retirer tousles sommets de ette olonne. Or, par onstrution ette olonne ontient 4 sommets. Deuxplus ourts hemins nous su�ssent pour séparer es sommets (haun de es sommets étantune extrémité des plus ourts hemins). 30



Fig. 2.6 �
�2.5 ConlusionDans ette partie, nous avons motivé l'utilisation et l'étude des graphes k-hemins sé-parables. Nous avons également donné un aperçu des onnaissanes atuelles sur la strutureou les propriétés de es graphes. Le reste du doument présente des résultats struturels etalgorithmiques obtenus es trois dernières années. Cependant, ertaines questions n'ont pasété traitées. Notamment, nous avons vu que les graphes exluant un mineur H sont k(H)-hemins séparables. Il pourrait don être intéressant de donner une borne au nombre dehemins k(H) pour les graphes exluant un mineur H .Nous avons également vu que les graphes planaires sont 3-hemins séparables (voir ??).Nous ne savons ependant pas si 3 est la borne inférieure. Il serait intéressant de le montrer.Dans la partie suivante, nous allons notamment dé�nir une sous-famille des graphes planairespour lesquelles la borne inférieure b du nombre de plus ourts hemins tel que es graphessoient b-hemins séparables.
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Chapitre 3Fae-séparation et lotûre par mineurs
3.1 IntrodutionComme montré par la propriété 7, les graphes planaires sont 3-hemins séparables.D'après le lemme 9, nous savons également que les graphes planaires ne sont pas tous 1-hemin séparables.Or, il est intéressant de onnaître le nombre de plus ourts hemins minimum nééssairesà la séparation des graphes puisque nous avons vu que e nombre intervient diretementdans les omplexités des tables de routage (f. hapitre 2). Il est don intéressant de savoirsi 2 plus ourts hemins ne sont pas su�sants pour séparer n'importe quel graphe planairepondéré.Dans e hapitre, le théorème 4nous montrerons qu'une sous-famille, les graphes fae-séparables, sont 2-hemins séparables.Nous dé�nierons également les familles de graphes qui sont �struturellement� k-heminsséparables, à savoir les familles de graphes qui sont k-hemins séparables quel que soit lafontion de pondération appliquée sur leur sommet et leurs arêtes. Ces graphes forment desfamilles que l'on notera PSk. Dans e hapitre, nous allons montrer que pour tout entier k,es familles sont loses par mineur.Proposition 9 Le dodéaèdre auquel on a appliqué une fontion de pondération unitairesur les sommets et les arêtes n'est pas 1-hemin séparable.Preuve.Le diamètre de e graphe est de 4. Tout plus ourt hemin de e graphe est alors omposéd'au plus 5 sommets. De plus, il n'existe pas de plus ourts hemins qui déoupe le graphe,'est-à-dire dont le retrait aboutit à un graphe omposé d'au moins deux omposantesonnexes. Soit S un plus ourt hemin quelonque dans le dodéaèdre. Alors le nombre desommets du Dodcadre \ S ontient au moins 20 − 5 = 15 sommets. Le dodéaèdre n'estdon pas 1-hemin séparable. �32



Fig. 3.1 � Le dodéaèdre auquel une fontion de pondération unitaire est appliquée auxsommets et aux arêtes.3.2 Fae-séparabilitéNous allons ii identi�er une sous-famille non-triviale des graphes planaires qui sont 2-hemins séparables quel que soit la pondération : les graphes fae-séparables.Dé�nition 7 Un graphe pondéré (G, ω) admet un fae-séparateur S s'il existe un plonge-ment de G dans le plan dont le bord d'une fae est S et qui forme un demi-séparateur ommedé�nit dans le hapitre 1.

Fig. 3.2 � Le bord de la fae représentée en bleu sur ette �gure est un fae-séparateurdu graphe G auquel une fontion de pondération unitaire a été appliquée aux sommets etaux arêtes. En e�et, quand on retire les sommets du bord de ette fae, on obtient desomposantes onnexes ayant un poids maximum de 3 < 11/2.Notons que les graphes possédant un fae-séparateur sont néessairement planaires.Nous pouvons don dé�nir maintenant les graphes fae-séparables omme suit.Dé�nition 8 Un graphe pondéré (G, ω) est fae-séparable si tout sous-graphe induit de
(G, ω) admet un fae-séparateur. 33



Dans un premier temps, nous allons voir que la famille des graphes fae-séparables on-tient quelques familles de graphes bien onnues.Il est simple de voir que les graphes planaires extérieurs sont fae-séparables. Toutd'abord, ommençons par remarquer que tous les sous-graphes induits d'un graphe planaire-extérieur sont des graphes planaires extérieurs. Il nous su�t don de montrer que les graphesplanaires-extérieurs admettent un fae-séparateur. Or, d'après la dé�nition donnée dans lehapitre 1, les graphes planaires-extérieurs ont la partiularité d'avoir tous leurs sommetssur le bord d'une même fae. Il est don lair que ette fae est un demi-séparateur, et quedon les graphes planaires-extérieurs sont fae-séparables.Nous allons montrer grâe aux lemmes 2 et 3 que, de manière générale, les graphes séries-parallèles ou les subdivisions de K4 sont fae-séparables ave les théorèmes 2 et 3.Théorème 2 Tout graphe pondéré de largeur arboresente 2 est fae-séparable.Preuve. Soit (G, ω) un graphe pondéré de largeur arboresente 2. Comme nous l'avons vudans le hapitre 2, tout graphe de largeur arboresente 2 est un sous-graphe d'un graphesérie-parallèle, et don planaire. Cette lasse de graphes est héréditaire, 'est-à-dire que tousles sous-graphes induits d'un graphe appartenant à ette famille ont également ette propriété(dans notre as, tous les sous-graphes induits ont une largeur arboresente 2). Il nous su�tdon de prouver que G a un fae-séparateur.Considérons le graphe H obtenu à partir de G en ajoutant autant d'arêtes que possibletout en préservant la largeur arboresente. Soit T une déomposition arboresente de H . Paronstrution, la largeur arboresente de H est de 2. Notons C le entre de T . Le sa C estalors omposé d'un K3. Nous plongeons H dans le plan tel que C est le bord d'une fae danse plongement. Cela est possible puisque H ne ontient pas de K4 (ela ontredirait le faitqu'ils soient de largeur arboresente 2), et en faisant passer des sous-graphes de l'intérieurdu K3 à l'extérieur. Nous pouvons maintenant retirer les arêtes qui ont été ajoutées à Hpour obtenir G et nous onsidérons le bord S de la fae ontenant les trois sommets de C.Une telle fae existe puisque la suppression des arêtes peut uniquement agrandir les faesexistantes du plongement. Nous avons C ⊆ S et C est un demi-séparateur de H . Nouspouvons aussi remarquer que H a le même poids que G (nous avons ajouté uniquementdes arêtes). Don S est un demi-séparateur de G. Ce qui omplète la preuve de e théorème. �Théorème 3 Toute subdivision pondérée de K4 est fae-séparable.Preuve. Considérons une subdivision G de K4 ayant une fontion de pondération ω et Hun sous-graphe induit de G. Si H est un sous-graphe propre de G (i.e. H 6= G), alors H estplanaire-extérieur et admet un fae-séparateur d'après le théorème 2. Nous supposons donque H = G.Supposons maintenant que nous avons un plongement planaire de H . Notons v1, . . . , v4les quatre sommets de degré 3 de H , et Pi,j le hemin entre vi et vj sans autre sommet de34



degré 3, pour tout i, j ∈ {1, . . . , 4}. Soient ωi = ω(vi) et ρi,j = ω(Pi,j \ {vi, vj}), la sommedes poids des sommets de Pi,j exepté eux des extrémités.Supposons que H n'admette pas de fae-séparateur. Il y a quatre faes possibles, notée
F1, . . . , F4 haune bordées par trois hemins. On ordonne les faes telles que lorsqu'onretire le bord de la fae Fi, la omposante onnexe résultante est omposée des trois heminsontenant le sommet vi. Le poids total de ette omposante est ωi +

∑

j 6=i ρi,j . Comme, parhypothèse, le bord de Fi n'est pas un fae-séparateur, on a alors ωi +
∑

j 6=i ρi,j > ω(H)/2. Etela est vrai pour tout i ∈ {1, . . . , 4}. En additionnant es quatre équations, nous obtenonsdon :
∑

i

ωi

∑

i6j

ρi,j > 2ω(H) = 2

(

∑

i

ωi +
∑

i6j

ρi,j

)Cela implique que la somme des poids sur les sommets est stritement négative, e quionduit à une ontradition puisque par dé�nition ω(v) > 0 pour tous sommets v. Don unedes faes Fi est un fae-séparateur ; e qui onlut la preuve de e lemme. �Nous allons maintenant montrer qu'il existe une orrélation entre les graphes fae-séparables et la k-hemins séparabilité. Cette orrélation n'est pas triviale puisque la fae-séparabilité ne prend en ompte la pondération des arêtes à auun moment. Or une pondéra-tion des arêtes peut modi�er profondément la struture des omposantes onnexes d'ungraphe. Plus préisément, nous allons montrer ave le théorème 4 que la famille des graphesfae-séparables forme un sous-ensemble des graphes fortement 2-hemins séparables.Théorème 4 Tous les graphes pondérés fae-séparables sont fortement 2-hemins sépara-bles.Pour montrer e résultat, il nous su�t de prouver que si un graphe pondéré admet unfae-séparateur, alors il admet un 2-hemins séparateur fort. En e�et, la fae-séparabilitéet la k-hemins séparabilité sont deux propriétés héréditaires. Considérons don un graphepondéré (G0, ω) ayant un fae-séparateur B0.Notons que B0 n'est pas nééssairement un yle (voire par exemple Fig.3.3).Il peut également ne pas être onnexe, notamment si B0 est le bord de la fae extérieureet si G0 n'est pas onnexe. Notons également qu'il est possible que toutes les omposantesbionnexes de G0 soient fae-séparables sans que G0 le soit, omme suggéré dans la �gure 3.4.La fae-séparabilité des graphes ne peut don pas se résumer à la fae-séparabilité de sesomposantes 2-onnexes.Nous allons montrer ependant (3) que B0 ontient toujours un yle qui est un fae-séparateur de G0. Il s'agit du yle bleu de la �gure 3.3.Lemme 3 Le séparateur B0 soit ontient un sommet ou une arête qui est un demi-séparateurde G0, ou ontient un yle qui est un fae-séparateur de G0.35
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Fig. 3.3 � Le fae-séparateur B0, qui n'est pas un yle est le bord de la fae F .

Fig. 3.4 � Un graphe uniformément pondéré ave 19 sommets qui n'est pas fae-séparablealors que toutes ses omposantes bionnexes le sont.Preuve. Conentrons nous sur la omposante onnexe la plus lourde de G0 intersetant B0,notée G. Notons B = B0 ∩ G, la partie du fae-séparateur dans la omposante G. Nouspouvons remarquer que B est onnexe. De plus, toutes les omposantes onnexes de G0 \ Bont un poids inférieur ou égal à la moitié du poids total de G0 puisque B ontient tous lessommets de B0, le demi-séparateur de G0.Considérons un plongement planaire de G tel que B est le bord de sa fae extérieure.Notons que tous les sommets de G\B sont ontenus dans une région délimitée par un yle de
B. Les omposantes bionnexes de B forment un arbre de yles, onnetés ensemble par despoints d'artiulation ou par des isthmes. Nous onsidérons une déomposition arboresente
T de B où haque sa orrespond à une omposante bionnexe ou un isthme de B. Prenonsun sa R omme la raine de T . Notons par π(x) le sa père du sa X, ave π(R) = ∅. Nousnotons par G(X) le sous-graphe induit par les sommets de G qui sont dans X \π(X) ou dans36



la région interne délimitée par X. Notons que {G(X)}X forment une partition des sommetsde G, tandis que l'ensemble des sas de T , {X}X , n'est pas une partition des sommets de B(à ause des points d'artiulation).Nous dé�nissons maintenant une fontion de pondération ωB appliquée sur les sommetsde B dans le but de trouver un demi-séparateur de G. Grossièrement, nous distribuons unifor-mément sur les sommets de n'importe quel sa X le poids des sommets de G(X) (inférieur à
ω). Plus préisemment, pour haque sa X de l'arbre T , et pour haque sommet u ∈ X\π(X),nous posons ωB(u) = ω(G(X))/|V (G(X))|. Don nous avons ∑u∈X\π(X) ωB(u) = ω(G(X))et ωB(B) = ω(G).D'après le lemme 1 du hapitre 2, T a un entre C qui est un demi-séparateur du graphepondéré (B, ωB). Les omposantes onnexes de G \ (C ∩ G(C)) ont un poids qui n'est passupérieur au poids des omposantes de G \ C, qui sont inférieurs à ωB/2 = ω(G)/2. Paronséquent, C ∩ G(C) est un demi-séparateur de G. Nous pouvons observer que le poids dehaque omposante onnexe de G(C) \ C est inférieur à ω(G)/2, puisque B est un demi-séparateur de G et que les sommets de G(C) \C ne peuvent être adjaents à auun sommetà l'extérieur de C. Don C est en fait un demi-séparateur de G. C'est don également undemi-séparateur de G0 puisque nous savons que ω(G) 6 ω(G0), et que toutes les omposantesonnexes de G0 \ G ont un poids inférieur à ω(G0)/2.Le entre C est un sa de la déomposition arboresente de B. C'est pourquoi il est soitomposé d'un sommet (si |B| = 1), ou d'une arête, ou enore d'un yle. Nous avons étudiéles deux premiers as. Dans la suite, nous supposerons don que le entre C est un yle.Remarquez qu'il est possible de plonger G tel que C soit le bord de la fae extérieure de G.Cela est dû au fait que toutes les omposantes bionnexes liée à C sont rattahées par despoints d'artiulation ou des isthmes. Il est possible de redessiner haune des omposantesonnexes dans C en préservant la planarité du plongement. C est alors un fae-séparateurde G et don de G0. Cela onlut don la preuve. �Si B0 ontient un sommet ou une arête qui est un demi-séparateur de G0, alors il forme un
1-hemin séparateur de G0 e qui nous permet de onlure. Supposons don que nous sommesdans le seond as du lemme 3, et notons B le yle de B0 qui est le fae-séparateur de G0.Notons également G la omposante onnexe de G0 ontenant B. Nous allons maintenantredessiner le graphe G sur le plan de manière à e que la fae (notée F ) dont le yle B estle bord ne soit pas la fae extérieure ; omme illustré par la �gure 3.5.Soit T un arbre ouvrant de plus ourt hemins de G, enrainé en un sommet r de B.Pour tous les sommets u de T , notons Pr,u le hemin de r à u dans T . Nous allons montrerqu'il existe une arête uv de B telle que Pr,u

⋃

Pr,v est un demi-séparateur de G0.Soient deux sommets u et v de B. Nous pouvons potentiellement avoir u = v. Notons par
Xu,v la plus lourde omposante onnexe de G \ (Pr,u

⋃

Pr,v) et par Bu,v = B
⋂

Xu,v. Nouspouvons véri�er que Bu,v est onnexe pare que sinon, par planarité Xu,v interseterait Pr,uou Pr,v. 37



Supposons maintenant que u, v sont voisins dans B tel que |V (Bu,v)| est minimum, 'est-à-dire, tel que le nombre de sommets de B appartenant à la plus grande omposante onnexede G \ (Pr,u

⋃

Pr,v) est minimum.Si ω(Xu,v) 6 ω(G0)/2, alors Pr,u

⋃

Pr,v est le demi-séparateur reherhé pour G0 puisque
Xu,v est la plus grosse omposante onnexe de G \ (Pr,u

⋃

Pr,v) et G est également la pluslourde omposante onnexe de G0, 'est pourquoi toutes les autres omposantes de G0 ont unpoids d'au plus ω(G0)/2. Si |V (Bu, v)| = 0, alors Pr,u

⋃

Pr,v est aussi un demi-séparateur de
G0 puisque dans e as Xu,v ne ontient pas de sommets de B, et B est un demi-séparateurde G0.Supposons don que ω(Xu,v) > ω(G0)/2 et |V (Bu,v)| > 1. Soit x un sommet de Bu,v etsupposons que r, u, v, x, r sont renontrés dans et ordre quand B est parouru dans le sensanti-horaire. Sinon, nous onsidérons un dessin renversé de G (omme un miroir). Cela estpossible pare que u, v sont voisins dans B, et x n'est pas entre u et v. Notons que u = r estpossible, ependant v 6= r. Une observation importante est que haque hemin Pr,u est inutilepour minimiser |V (Bu,v)|, Pr,v su�t. Cela est montré plus formellement par le lemme 4.Lemme 4 Xv,v = Xu,v et don Bv,v = Bu,vPreuve. Ces égalités sont dues au fait que le hemin Pr,v � sépares � u de Xu,v, 'est-à-direque haque hemin enrainé en u vers n'importe quel sommet de Xu,v renontre Pr,v.En e�et, 'est trivialement vrai si u = r. Dans les autres as, u et Xu,v sont situés dansdi�érentes régions du plan délimité par la ourbe fermée dé�nies par Pr,v et la ourbe dans
F joignant r et v (ourbe en pointillé sur la �gure 3.5). De plus, auun sommet de la partiedu hemin Pr,u \ Pr,v ne peuvent être adjaent à des sommets de Xu,v. Autrement dit,dans G \ Tv il y a une omposante qui orrespond exatement à Xu,v. Don, la plus grosseomposante onnexe de G \ Pr,v, 'est-à-dire Xv,v a un poids d'au moins ω(Xu,v). Mais uneseule omposante onnexe de G \ Pr,v peut avoir un poids plus grand que la moitié du poidstotal du graphe, don Xv,v = Xu,v. �Selon le lemme 4, les deux sommets délimitant Bu,v, appartiennent nééssairement à Pr,v.Parmi es deux sommets de Pr,v, dé�nissons u′ omme étant le plus prohe sommet sur Pr,vde v (voir la �gure 3.5. Nous pouvons remarquer que u′ = v est possible. En fait, le lemme 4est valable non seulement pour v, mais également pour es anêtres u′ : Xu′,u′ = Xu,v et
Bu′,u′ = Bu,v. La partie du hemin Pr,v \ Pr,u′ est inutile pour minimiser |V (Bu,v)|, seul lehemin Pr,u′ su�t.Notons v′ le voisin de u′ dans Bu,v. Nous pouvons remarquer que v′ /∈ Pr,v pare que Bu,vontient au moins un sommet. Considérons la omposante Xu′,v′ , la plus lourde omposantedans G \ (Pr,u′

⋃

Pr,v′). Nous pouvons don en déduire que soit ω(Xu′,v′) 6 ω(G0)/2 et
Pr,u′

⋃

Pr,v′ est le demi-séparateur reherhé ou bien ω(Xu′,v′) > ω(G0)/2. Dans e dernieras, Xu′,v′ est inlus dans Xu,v puisque Xu′,u′ = Xu,v, puisqu'il existe une unique omposanteonnexe ayant un poids supérieur à la moitié du poids total du graphe. On peut don endéduire que |V (Bu′,v′)| < |V (Bu,v)| à ause de v′. Cela ontredit don le fait que u, v est unearête de B minimisant |V (Bu,v)|. 38
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Fig. 3.5 � Illustration pour le théorème. Le hemin Tv est en bleu, le hemin Tu devientrouge après son pré�xe ommun ave Tv (w est l'anêtre ommun de u et v).Cela termine don la preuve du théorème 4.Nous avons don identi�é des familles de graphes qui sont fae-séparables. Néanmoinstous les graphes donnés ont une largeur arboresente valant 2. Or, d'après la hapitre 2, esgraphes sont déjà onnus omme étant 2-hemins séparables ar ⌈(2+1)⌉
2

= 2. En fait, tousles graphes de largeur arboresente inférieure ou égale à 3 sont 2-hemins séparables. Dansla suite, nous allons montrer qu'il existe des graphes de largeur arboresente non-bornée quisont pourtant fae-séparables.Dans la suite, nous allons donner quelques exemples de familles de graphes qui sontfae-séparables, et don, d'après le théorème 4, 2-hemins séparables.Proposition 10 Pour tout n, il existe un graphe planaire uniformément pondéré sur lessommets qui est fae-séparable ave au plus n sommets et dont la largeur arboresente est
ω(log log n).Preuve. La preuve est basée sur la onstrution d'un graphe, qu'on notera Gp pour unentier p > 1. Le graphe Gp est omposé d'un arbre Tp de profondeur p où haque sommetde profondeur i < p a exatement d(i) �ls dans le niveau i + 1 pour une fontion d que l'ondé�nira ultérieurement. De plus, pour haque profondeur i, on ajoute un hemin qui relietous les sommets de profondeur i dans l'arbre Tp pour obtenir le graphe Gp. Notons L(i) lenombre de sommets de profondeur i dans l'arbre Tp. Les valeurs L(i) et d(i) sont donnéespar l'indution suivante : L(0) = 1 et L(i) = L(i − 1) ∗ d(i), ave d(i) =

∑i
j=0 L(j). Lespremières valeurs de L(i) et d(i) sont données dans le tableau plus loin par le tableau ??, et

G4 est dessiné sur la �gure 3.7.Le graphe Gp a une largeur arboresente d'au moins k = p−O(log log p) pare que nouspouvons prouver qu'il ontient une grille de taille k × k omme mineur et le nombre de39



i 0 1 2 3 4 5
L 1 1 2 8 96 10368
d 1 2 4 12 108 10464Fig. 3.6 � Ce tableau donne le nombre de sommets du le graphe Gi à haque profondeur iainsi que le degré de ses sommets.sommets de Gp est n < 22p. Autrement dit, la largeur arboresente est d'au moins log log n−

O(log4 n).En utilisant le lemme ??, nous pouvons don onlure la preuve de ette proposition. �Lemme 5 Tous les sous-graphes induits H du graphe Gp possèdent un fae-séparateur.Preuve. Commençons par remarquer que si le sous-graphe H de Gp est planaire-extérieure,alors en utilisant le lemme 3 nous pouvons en onlure que H est 1-hemin séparable puisquede tels graphes ont une largeur arboresente égale à 2.Dans le as ontraire, il existe don au moins un sommet qui n'appartient à la faeextérieure. Or, par onstrution du graphe Gp, nous savons que e sommet de niveau disons
i a ∑i

j=0 L(j) voisins au niveau i + 1, soit autant de sommets qu'il n'y en a dans le graphe
Gp dans tous les niveaux inférieurs au niveau i. Nous pouvons don en onlure que lafae-extérieure de tous les sous-graphes induits du graphe Gp possèdent plus de la moitiédes sommets du sous-graphe onsidéré. Or, tous les sommets reçoivent une pondérationunitaire. Don la fae extérieure a un poids supérieur ou égal à la moitié du poids du sous-graphe ; il s'agit don d'un fae-séparateur. Nous avons don onlu la preuve de e lemme. �

Fig. 3.7 � Le graphe fae-séparable G ave une profondeur i = 4.
40



3.3 Clotûre par mineursPour tout entier k > 1, nous notons PSk la famille de tous les graphes G qui sont
k-hemins séparables pour toutes fontions de pondération ω. Plus formellement,

PSk = {G| | ∀ω, (G, ω) est k-hemins séparable}. Nous dé�nissons, de manière analogue, la famille SPSk de tous les graphes qui sont forte-ment k-hemins séparables pour toutes fontions de pondération.Nous avons vu dans le hapitre préédent, que tous les graphes planaires pondérés sontfortement 3-hemins séparables. Autrement dit, les graphes planaires appartiennent à lafamille SPS3. Dans la setion 3.2, nous avons également vu que les graphes de largeurarboresente 2 sont fae-séparable, et don fortement 2-hemins séparables. Nous étudieronsdans le hapitre suivant plus partiulièrement la famille PS1.Dans ette setion, nous allons montrer que les familles PSk et SPSk sont loses parmineurs. D'après le �Théorème de Mineurs de Graphes� de Robertson et Seymour [?℄, detelles familles peuvent être aratérisées par une liste �nie de mineurs interdits. De plus, étantdonnée la liste des mineurs interdits, l'appartenane pour es familles peut être alulée en
O(n3) pour un k �xé.Théorème 5 Pour haque k > 1, les familles PSk et SPSk sont loses par mineurs.Preuve. Nous allons donner la preuve pour la famille SPSk. La preuve pour PSk est simi-laire. Soit H un mineur du graphe G. Nous allons montrer que si G est k-hemins séparables,alors H admet un k-hemins séparateur pour tout sous-graphe induit de H . Cependant,omme haque sous-graphe de H est également un mineur de G, nous avons simplement àmontrer que H admet un k-hemins séparateur.Il n'est pas di�ile de voir que si H est un mineur de G, alors à haque sommet de H ,nous pouvons assoier un sous-graphe onnexe de G, appelé � super-sommet �, tel que si
(u, v) est une arête de H , alors il existe une arête de G, appelé � super-arête � de (u, v),reliant un sommet du super-sommet de u et un sommet du super-sommet de v. Dans le as,où il existerait plusieurs arêtes, on en séletionne uniquement une.Soit ωH une fontion de pondération appliquée sur H . Depuis ωH , nous onstruisons unefontion de pondération ωG sur G omme ei. Pour toutes arêtes (x, y) de G qui est unesuper-arête de (u, v) (donnée en noire sur la �gure 3.8), nous appliquons ωG(u, v) = ωH(u, v).Pour toutes les arêtes (x, y) de G les sommets x et y appartiennent au même super-sommet(appelé arête interne et en vert sur la �gure 3.8), nous mettons ωG(u, v) = 0. Et pour toutesles autres arêtes (x, y) de G (appelée arête externe et donnée en rouge sur la �gure), nousmettons ωG(x, y) = 1 +

∑

e∈E(H) ωH(e). Le oût d'un plus ourt hemin dans G utilisantn'importe lesquelles de es arêtes est don stritement plus grand que le oût d'un heminsimple dans H . Le poids d'un sommet x qui appartient au super-sommet de u est ωG(x) =
ωH(u)/tu, où tu est le nombre de sommets du super-sommet de u. Notons que la somme des41



Fig. 3.8 � La graphe G de gauhe admet omme mineur le graphe H de droite.poids des sommets du super-sommet de u est exatement ωH(u). Le poids de tous les autressommets est nul. Nous pouvons alors remarquer que ωG(G) = ωH(H).Par hypothèse G ∈ SPSk. Nous savons don que (G, ω) admet un k-hemins séparateur
SG omposé de k plus ourts hemins de G. Notons H0, H1, . . . les omposantes onnexesde H , et supposons que ωH(H0) est maximal. A haque hemin P de SG qui intersete unsuper-sommet d'un sommet de H0, nous assoions un hemin Q dans H0 omme suit. Soient
(U0, . . . , Ut) la séquene ordonnée de tous les super-sommets des sommets de H0 traverséepar P . Notons ui le sommet de H0 tel que Ui est le super-sommet de ui. Le hemin Q estobtenu en ajoutant une arête entre ui−1 et ui, pour tous les i ∈ {1, . . . , t}. Nous aimerionsdon onlure que l'ensemble de haque hemin Q onstruit à partir de P omme déritpréédemment, et notée SH est un demi-séparateur de H .Premièrement, démontrons que Q est un plus ourt hemin de H0 (et don de H). Lehemin P entre le dernier sommet de Ui−1 et le premier sommet de Ui suit la super-arête
(ui−1, ui), puisque H0 est onnexe et que le poids de ette super-arête est moins grand que lepoids de n'importe quelle arête externe. Don le hemin Q est un hemin de H0. Maintenant,supposons qu'il existe un hemin Q′ de H0 de u0 à ut, qui est plus ourt que le hemin Q.Alors, depuis Q′ nous pouvons onstruire un plus ourt hemin dans G (plus ourt que Pdepuis le dernier sommet de U0 au premier sommet de Ut. Cela est dû au fait que haquesuper-sommet est onnexe et que haque arête interne a un poids nul). Cela ontredit le faitque P est un plus ourt hemin. Don Q est un plus ourt hemin dans H0.Il nous reste don à démontrer que SH est un demi-séparateur de H . Observons dansun premier temps que pour i 6= 0, ωH(Hi) 6 ωH(H)/2 puisque H0 est maximum. Soit XH0l'ensemble des sommets de toutes les omposantes de H0\SH . Il existe alors une omposante
XG dans G \ SG qui ontient entièrement tous les super-sommets des sommets de XH0

. Soit
v le sommet de XH0

dont le super-sommet n'appartient à auune omposante de G \ SG.Alors, il existe un sommet de e super-sommet qui est dans SG. D'après notre onstrution,
v appartient à SH (les sommets de Q et les super-sommets de P orrespondants). Celaonduit don à une ontradition. Par onséquent, ωH(XH0

) 6 ωG(G)/2 = ωH(H)/2. Don42



Fig. 3.9 � Le plus ourt hemin représentée en violet orrespond au 1-hemin séparateur de
H représentée en bleu.
SH est un demi-séparateur de H , e qui omplète la preuve. �Pour l'étude des familles de graphes PSk et SPSk, la proposition suivante va nous per-mettre de réduire notre étude au k-hemins séparateurs des omposantes bionnexes.Proposition 11 Un graphe G appartient à PSk (respetivement SPSk) si et seulement sitoutes les pondérations des omposantes bionnexes de G admettent un k-hemins séparateur(respetivement un k-hemins séparateur fort).Preuve. La preuve étant similaire pour les familles PSk et SPSk, nous noterons dans lasuite Pk ∈ {PSk,SPSk}. Considérons G ∈ Pk. Il est faile de voir, à partir des dé�nitionsde la k-hemins séparabilité et de Pk que tout sous-graphe induit pondéré de G doiventavoir un k-hemins séparateur. Nous allons montrer l'autre sens de la proposition.Supposons que toute omposante bionnexe arbitrairement pondérée de G admet un
k-hemins séparateur. Nous allons montrer que G ∈ Pk. Nous devons montrer que tout sous-graphe induit pondéré de G, noté (H, ωH), a un k-hemins séparateur. Nous allons restreindrenotre étude au as où H est onnexe (dans le as ontraire, il nous su�t de onsidérer laomposante onnexe la plus lourde de H). Considérons la fontion de pondération ωG de Gdé�ni par : pour tous sommets x ∈ V (H), posons ωG(x) = ωH(x), et ωG(x) = 0 dans tousles autres as. Nous pouvons remarquer que ωG(G) = ωH(H). Pour toutes les arêtes e ∈ H ,posons ωG(e) = ωH(e) et ωG(e) = 1+

∑

e′ /∈H ωH(e′) pour toutes les autres arêtes. Remarquonsque tout plus ourt hemin dans G entre deux sommets de H traverse uniquement des arêtesde H .Il n'est pas di�ile de voir que la déomposition dans laquelle haque sa est onstituéd'une omposante bionnexe de G est une déomposition arboresente de G. En utilisant lelemme REF du hapitre 1, le sa-entre C de ette déomposition arboresente est une om-posante bionnexe de G, et un demi-séparateur pour (G, ωG). Les sommets de C onstituentégalement un demi-séparateur de (H, ωH). 43



Dé�nissons maintenant la fontion de pondération sur les sommets ωC pour C ommesuit. Pour toutes les arêtes e ∈ C, posons ωC(e) = ωH(e) et posons ωC(e) = 1+
∑

e′∈G ωG(e′)pour toutes les autres arêtes. Nous pouvons remarquer que haun des plus ourts heminsdans G entre deux sommets de C traverse uniquement des arêtes de H . Pour haque sommetde H onneté à x par un hemin de H qui ne ontient auun sommet de C (sauf x). Posons
ωC(x) = 0 pour tous les autres sommets. Nous pouvons remarquer que H(C, x) = ∅ si x n'estpas un sommet d'artiulation de G. Notons également que ωC(H) = ωH(H). Par hypothèses,haque omposante bionnexe de G arbitrairement pondéré admet un k-hemins séparateur,et don en partiulier, (C, ωC) a un k-hemins séparateur, noté S. Nous pouvons observerque H haque hemin onstituant S traversent les sommets de H en un sous-hemin. Ceiest dû au fait que H est onnexe et qu'une fois que le hemin renontre un sommet de H , iltraverse uniquement des sommets de H puisque les arêtes qui ne sont pas dans H sont troplourdement pondérées. Don, S est omposé de k plus ourts hemins de H . Nous posonsdon SH = SH .Il nous reste don à prouver que SH est un k-hemins séparateur pour (H, ωH). Lepoids de haque omposante de C \ S qui apparaissent dans H \ SH sont les mêmes. Deplus, es poids sont inférieurs ou égaux à ωH(H)/2 par onstrution. Il y a ependant desomposantes onnexes de H \ SH qui ne sont pas à des omposantes onnexes de C \ S.Cela se produit à haque fois qu'une telle omposante onnexe de H setminusSH , noté X,est lié par des sommets d'artiulation de G appartenant à S. Puisque C est le entre de
(G, ωG), ωG(X) 6 ωG(G)/2. De plus, nous avons vu préédemment que ωG(X) = ωH(X)et ωG(G) = ωH(H). Don ωH(X) 6 ωH(H)/2. Nous pouvons don onlure que SH est undemi-séparateur pour (H, ωH) omme voulu et don un k-hemins séparateur pour (H, ωH).
�3.4 ConlusionDans e hapitre, nous avons identi�é une grande famille de graphes planaires ayantune largeur arboresente non-bornée qui sont 2-hemins séparables. Cependant la questionde savoir si les graphes planaires sont 2-hemins séparables reste ouverte. Pour résoudreette question, nous pourrions trouver la réponse sur la grille. En e�et, dans ette partie,nous avons montré que les graphes k-hemins séparables pour toutes fontions de poidsforment une famille lose par mineurs. Or, tous les graphes planaires sont mineurs d'unegrille. Malheureusement nous savons uniquement que les grilles auxquelles on applique unefontion de pondération unitaire sur les sommets et les arêtes sont 1-hemin séparables.Notons aussi que l'existene d'un graphe planaire 2-hemins séparables pour toutes fon-tions de pondération et de largeur arboresente non-bornée su�rait à montrer que tous lesgraphes planaires sont 2-hemins séparables. Cela donnerait une preuve existentielle. En ef-fet, si G exlut un graphe planaire H omme mineur, alors la largeur arboresente est bornéepar une fontion de |V (H)|. La proposition 10 atteint presque et objetif. Malheureusement44



le ontre-exemple utilise une fontion unitaire sur les sommets (ependant arbitraire sur lesarêtes).
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Première partieEtude algorithmique des graphes
k-hemins séparables.
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Chapitre 4La famille PS14.1 IntrodutionNous avons montré dans le hapitre préédent que les familles de graphes PSk 'est-à-direles graphes k-hemins séparables, quel que soit la fontion de pondération qui leur ont étéappliquée sur les sommets et les arêtes, sont loses par mineurs. Dans ette partie, nousallons étudier plus préisemment la lasse PS1.Nous avons montré qu'il existait des graphes planaires en dehors de ette famille dansle hapitre 2. Cependant, on pourrait se poser la question de savoir si tous les graphesappartenant à la famille PS1 sont planaires ou non. Le lemme 8 de e hapitre nous montrequ'il existe un unique graphe bionnexe non-planaire appartenant à ette famille : K3,3.Nous allons également donner quelques exemples de familles de graphes bien onnuesinluses dans la famille PS1.Par la � Théorie des Mineurs de Graphes � de Robertson et Seymour, nous savons queles familles loses par mineurs peuvent se aratériser ave un nombre �ni de mineurs exlus.Dans e hapitre, nous donnerons une liste non-exhaustive des mineurs minimaux pour lalasse PS1. Ce travail a fait l'objet d'une publiation dans une onférene internationale[DG10a℄ et d'un rapport tehnique [DG10b℄.Malheureusement, nous n'avons pas la liste omplète des mineurs exlus pour aratériserette lasse. Cependant nous allons présenter un algorithme nous permettant, dans beauoupde as, de déterminer si un graphe donné appartient à PS1.En�n, quand les as où le test préédent ne nous permet pas répondre à la questionde l'appartenane, notre algorithme nous fournit une struture de données, le graphe deson�its, nous permettant de déterminer ette appartenane plus failement.
48



4.2 Résultats pour quelques famille onnuesDans ette setion, nous allons donner quelques familles de graphes onnus qui sont 1-hemin séparables.Lemme 6 Tous les graphes planaires-extérieurs pondérés sont 1-hemin séparables.Preuve. Soit (G, ω) un graphe planaire-extérieur pondéré. Comme les graphes planaires-extérieurs forment une famille héréditaire, 'est-à-dire lose par sous-graphes induits, il noussu�t de montrer que (G, ω) admet un 1-hemin séparateur.Soit v1 un sommet de G. Supposons qu'un plongement planaire de G est donné tel quetous les sommets sont sur le bord de la fae extérieur. Depuis v1, on traverse tous les sommetsen suivant le bord de la fae extérieure, et on note vi le ime sommets renontrés. Soit i0 leplus petit entier tel que ∑i0
i=1 ω(vi) > ω(G)/2. Considérons alors un plus ourt hemin Pentre v1 et vi0 .
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Fig. 4.1 � L'ensemble A est représenté en bleu sur ette �gure et l'ensemble B en magenta.La �èhe donne le sens de parours de la fae extérieure. Ii i0 = 6.Nous allons maintenant montrer que P est un 1-hemin séparateur. Soit A, l'ensemble dessommets qui ont un indie stritement inférieur à i0 et B l'ensemble des sommets qui ont un49
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x

yFig. 4.2 � Le globe-graphe G présenté ii est omposé de 6 hemins entre x et y. L'arbre deplus ourts hemins est donné ii en rouge.indie stritement supérieur à i0 omme montré par la �gure 4.1. Il est faile de remarquerque ω(A) et ω(B) 6 ω(G)/2. C'est pourquoi, nous avons juste à montrer qu'il n'y a pasd'arêtes entre les sommets de A et les sommets de l'ensemble B. Nous allons montrer elapar ontradition.Soit a un sommet de A et b un sommet de B tel que (a, b) soit une arête. L'arête (a, b) nepeut pas traverser P puisque le graphe onsidéré est par dé�nition planaire. De plus, l'arêteappartient au bord de la fae externe, e qui implique que soit vi0 soit v1 n'appartient pas àla fae externe ; e qui est une ontradition. �Il existe d'autres familles de graphes qui appartiennent à la lasse PS1. Le lemme 7 nousmontre que les globe-graphes, dé�nis dans le hapitre 2, sont également dans la famille PS1.Lemme 7 Tout globe-graphe pondéré est 1-hemin séparable.Preuve. Soit (G, ω) un globe-graphe pondéré. D'après la proposition 11 donnée dans lehapitre préédent, il su�t de montrer que (G, ω) admet un 1-hemin séparateur pour mon-trer que G appartient à PS1.Soient P1, . . . , Pr les r hemins formant G, et notons x et y les extrémités ommunes àtous es hemins. Supposons, sans perte de généralités que ω(P1) est maximum sur tous leshemins Pi. Considérons maintenant un arbre ouvrant de plus ourt hemins T enrainé en
x. La �gure 4.2 en donne une illustration.Si toutes les arêtes de P1 sont dans T , alors on prend P1. C'est un plus ourt hemin etun demi-séparateur puisque toutes les omposantes de G \ P1 sont les hemins Pi privés deleurs extrémités x et y. De plus, haune de es omposantes a un poids inférieur ou égal50



à la moitié du poids total du graphe. En e�et, sinon, ela ontredit le fait que ω(P1) estmaximum.Dans le as ontraire, soit (a, b) une arête de P1 qui n'est pas dans l'arbre ouvrant T .On peut remarquer qu'il n'y a seulement une telle arête dans le hemin P1 sinon T n'est pasonnexe. En parourant P1 de x vers y, supposons sans perte de généralité que a est traverséavant b. Notons A le hemin dans T de x vers a, et B le hemin dans T de x vers b. A et Bsont don des plus ourts hemins dans le graphe G.Si ω(A) > ω(G)/2, alors on hoisit A omme demi-séparateur. Toutes les omposantes de
G\A ont don un poids d'au plus ω(G)−ω(A), et don inférieur ou égal à la moitié du poidstotal du graphe G. En�n, si ω(A) < ω(G)/2, alors on hoisit B omme demi-séparateur. Lesomposantes onnexes de G \ B sont don A \ {x} et Pi \ {x, y} pour tous i > 1. Elles onttoutes un poids inférieur à la moitié du graphe G. Dans tous les as, nous avons trouvé undemi-séparateur de G. �La lemme 8 va nous permettre de aratériser en partie les graphes appartenant à lafamille PS1. En e�et, nous allons montrer qu'il n'y a qu'un graphe non-planaire bionnexequi appartient à PS1. En utilisant le lemme 5 et le théorème 5 du hapitre préédent, noussavons don qu'auun graphe admettant K5 omme mineur n'appartient pas à PS1.Nous allons maintenant montrer que le graphe K3,3 est 1-hemin séparable, et que 'estle plus petit graphe non-planaire qui appartient à PS1Lemme 8 Le seul graphe non-planaire bionnexe de PS1 est isomorphe à K3,3.Preuve. Soit (G, ω) un graphe pondéré bi-onnexe tel que G ∈ PS1. Supposons G nonplanaire. D'après la aratérisation de Kuratowski donnée dans [Kur30℄, G ontient unesubdivision de K5 ou K3,3.Nous avons préédemment vu que la lique K5 n'est pas 1-hemin séparable ave laproposition 5. Don, d'après le théorème 5 du hapitre préédent, G ne peut don pas ontenirune subdivision de K5 et don doit ontenir une subdivision de K3,3.Nous allons don montrer que le seul graphe non-planaire bionnexe appartenant à PS1est K3,3.Notons M , un graphe K3,3 dans lequel une unique arête a été subdivisée en deux arêtespar un sommet. Appliquons maintenant une pondération unitaire à e graphe. Nous avonsdon ω(M) = 7. De plus, son diamètre est de 2. Retirer n'importe quel plus ourt heminenlève au plus 3 sommets. De plus, un tel retrait ne permet pas de déouper le graphe Met don il en résulte une omposante ave au moins 4 > 7/2 sommets. Don M n'est pas
1-hemin séparable.Prenons maintenant M ′ un sur-graphe de K3,3 ave uniquement une arête supplémentaire.Notons alors {x1, x2, x3} et {y1, y2, y3}, les ensembles de sommets de haque part de K3,3.Soit (y2, y3) l'arête supplémentaire omme sur la �gure 4.3. La fontion de pondération ωpour M ′ est dé�ni omme suit : ω(xi) = 2, ω(y2) = ω(y3) = 3, ω(x1, y2) = ω(x2, y3) = 2,tous les autres poids étant unitaires. Le poids total de M ′ est don de ω(M ′) = 13.51
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Fig. 4.3 � Cette �gure donne le sur-graphe pondéré de K3,3 que nous onsidérons dans ettepreuve.Considérons maintenant un hemin P quelonque dans M ′. Il y a alors trois as possibles :� P lie xi à xj ; il passe alors par y1 et a une longueur égale à 2 et rée une omposanteonnexe d'un poids de 2 + 3 + 3 = 8 > ω(M ′)/2 = 6.5.� P lie deux sommets adjaents. Il a alors une longueur unitaire, a un poids d'au plus
6 ; et rée don une omposante onnexe de quatre sommets d'un poids d'au moins
7 > ω(M ′)/2.� P relie y1 à y2 ou y3. Sa longueur est alors de 2, et rée don une omposante onnexeayant un poids 3 + 2 + 2 = 7 > ω(M ′)/2.Pour toutes les omposantes onnexes C de ω(M ′ \ P ), on a ω(C) > ω(M ′)/2. Don M ′n'admet pas de 1-hemin séparateur. Nous pouvons don onlure que si G est bionnexemais n'est pas planaire, G est nééssairement isomorphe à K3,3.Nous allons maintenant prouver que le graphe K3,3 appartient à la famille PS1. Selon laproposition 11, il nous su�t de montrer que tous les graphes K3,3 pondérés admettent un 1-hemin séparateur. Sans pertes de généralités, nous pouvons poser : ω(x1) > ω(x2) > ω(x3).Posons P1 un plus ourt hemin de x1 à x2 et ontient au moins le sommet yi1 . Dé�nissonsalors P2 le plus ourt hemin entre yi2 et yi3 (ave i1, i2 et i3, des indies deux à deuxdi�érents) et supposons qu'il ontient le sommet xj1 . Nous noterons j2 et j3 les deux autresindies des sommets x. Nous allons montrer que P1 ou P2 est un 1-hemin séparateur.Par l'absurde, si P1 n'est pas un demi-séparateur, alors ω(P1) < ω(K3,3)/2 et don

ω(G \ P1) > ω(K3,3)/2. Comme ω(P1) est borné par ω(x1) + ω(x2) + ω(yi1) et ω(G \ P1) estborné par ω(x3) + ω(yi2) + ω(yi3) (et de manière analogue pour P1), on en déduit le systèmesuivant :
ω(x1) + ω(x2) + ω(xj1) < ω(x3) + ω(xj2) + ω(xj3)

ω(xj1) + ω(x2) + ω(x3) < ω(xj2) + ω(xj3) + ω(yi1)En additionnant les équations, nous obtenons l'équation suivante :
ω(x1) + ω(x2) + ω(xj1) < ω(x3) + ω(yi2) + ω(yi3)52



De plus, par hypothèses, on a :
ω(x3) 6 ω(xj1)

ω(xj2) + ω(xj3) 6 ω(x2) + ω(x1)On obtient don :
ω(x1) + ω(x2) + ω(x3) < ω(x3) + ω(yi2) + ω(yi3) 6 ω(x3) + ω(x2) + ω(x1). Cela mène don à une ontradition. Don un des hemins P1, P2 est un 1-heminséparateur de K3,3. �4.3 Méthode pour déider de l'appartenane à PS1Dans ette setion, nous allons présenter une méthode nous permettant de déterminerl'appartenane d'un graphe à la lasse SPSk pour tout entier k.Pour montrer qu'un graphe G n'appartient pas à la famille PS1, il nous faut exhiber unepondération ω tel que le graphe (G, ω) n'est pas 1-hemin séparable.A ontrario, pour montrer qu'un graphe G appartient à PS1, et en utilisant la propo-sition 11, il nous faut prouver que, quel que soit la fontion de pondération qui pourra luiêtre appliquée, on pourra trouver un 1-hemin séparateur pour toutes es omposantes bi-onnexes. Nous avons développer un test qui permet de savoir si un graphe appartient à lafamille SPSk et don en partiulier PS1.Pour le graphe à 6 sommets représenté par la �gure 4.4, nous allons donner une intuitionde la méthode que nous avons développé et que nous allons présenter ultérieurement.
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Fig. 4.4 � Le graphe à 6 sommets donné par ette �gure appartient à la famille PS1.Pour e graphe onsidérons dans un premier temps le plus ourt hemin entre les sommets
1 et 4. Il y a plusieurs possibilités pour e plus ourt hemin puisque nous devons onsidérertoutes les valuations possibles. Nous pouvons don avoir P1,4 = 1, 5, 4 ou P1,4 = 1, 0, 2, 453



ou P1,4 = 1, 0, 2, 5, 4 ou P1,4 = 1, 3, 5, 4 ou en�n P1,4 = 1, 3, 5. Dans les quatre premiersas, les omposantes onnexes de G \P1,4 ontiennent au plus deux sommets. Or, si de tellesomposantes ont un poids supérieur à la moitié du graphe en entier, il nous su�t de retirer leplus ourt hemin entre es deux sommets pour séparer le graphe (puisqu'alors nous auronsretiré des sommets su�samment lourds). Il nous reste alors à onsidérer le dernier as. Ene�et, si P1,4 = 1, 3, 5, alors G\P1,4 est onstitué d'une unique omposante onnexe ontenantles sommets 0, 1, 2. Considérons maintenant le plus ourt hemin entre les sommets 1 et 2.Nous pouvons avoir P1,2 = 1, 0, 2 ou P1,2 = 1, 5, 2 ou P1,2 = 1, 3, 5, 2 ou P1,2 = 1, 5, 4, 2ou P1,2 = 1, 3, 4, 2. Dans tous les as sauf le premier, les omposantes onnexes de G \ P1,2sont onstituées d'au plus 2 sommets et, pour les mêmes raisons que préédemment, on peutonsidérer que nous avons réussi à séparer le graphe dans es as. Par ontre, si P1,2 = 1, 0, 2 ilreste une omposante onnexe de trois sommets 3, 4, 5 dans G\P1,2. Cependant ette dernièreomposante onnexe ne peut avoir un poids supérieur à la moitié du poids du graphe. Ene�et, à l'étape préédente, nous avons onsidéré que la plus grosse omposante onnexe était
0, 1, 2. Or es deux omposantes disjointes ne peuvent pas avoir toutes les deux un poids quidépasse la moitié du poids total du graphe. Nous avons don montré que le plus ourt heminentre es deux paires de sommets est un 1-hemin séparateur pour le graphe onsidéré.Nous allons ommener par donner quelques dé�nitions qui vont nous être utiles dans lasuite de ette setion.Dé�nition 9 Une k-réalisation d'un ensemble de sommets S d'un graphe pondéré (G, ω)est un ensemble d'au plus k de plus ourts hemins de (G, ω) dont toutes les extrémités sontdans S.Remarquons qu'une k-réalisation Q d'un ensemble S ne ouvre pas forément tous lessommets de S.Dé�nition 10 Deux ensembles P et Q de hemins de G sont k-ompatibles s'il existe unevaluation ω0 telles que P et Q sont des ensembles de k plus ourts hemins dans (G, ω0).Dans la suite, si P est un ensemble de hemins de G par abus de langage, on noteraégalement par P le sous-graphe de G omposé de l'union des hemins de P .Considérons la propriété booléenne testSPSk(G, P ) dé�nie pour tout entier stritementpositif k, tout graphe G et tout ensemble P de k hemins de G tel que G \ P est onnexevéri�ant les onditions suivantes.testSPSk(G, P ) est vrai si et seulement si les onditions suiv-antes sont satisfaites.C1. |V (G)| − |V (P )| 6 2k ; ouC2. ∃S un ensemble tel que toute k-réalisation Q de S k-ompatible ave P véri�e les deux onditions suivantes :C2a. Il n'y a pas d'arêtes entre les sommets de P \ Q et de

G \ (P ∪ Q)C2b. Pour toute omposante onnexe C de G \ (P ∪ Q),testSPSk(C ∪ Q, Q) = vrai 54



Le test testSPSk renvoie faux dans tous les autres as.Le théorème suivant nous montre que si le test renvoie vrai, alors le graphe onsidéréappartient bien à la famille SPSk.Théorème 6 Si testSPSk(G, ∅) renvoie vrai et si le graphe G est onnexe alors G ap-partient à la famille SPSk.Preuve.Nous allons montrer e lemme par l'absurde. Supposons que G est un graphe onnexe,que testSPSk(G, ∅) est vrai mais que pourtant G /∈ SPSk. En utilisant la proposition 11,nous pouvons en onlure qu'il existe une fontion de pondération ω0 telle que (G, ω0) nepossède pas de k-hemins séparateur fort. Pour tout ensemble P de k plus ourts heminsde G, on note n(P ) le nombre de sommets de la omposante onnexe de G \ P de poidsmaximum.Remarquons dans un premier temps que n(P ) > 2k, et don |V (G)| > 2k. En e�et,supposons que pour un ertain ensemble de k plus ourts hemins P on ait n(P ) 6 2k. Laomposante C la plus lourde a un poids ω(C) > ω(G)/2 puisque (G, ω) n'admet pas de
k-hemins séparateur fort. Or, par dé�nition, |C| = n(P ) 6 2k. Don C peut être ouvertpar un ensemble Q de k plus ourts hemins ar G étant onnexe on peut appareiller lessommets de C et réer k plus ourts hemins. Don

ω(G \ Q) 6 ω(G \ C)

6 ω(G) − ω(C)

6 ω(G)/2Et Q serait un k-hemins séparateur fort de (G, ω) ; e qui est une ontradition.Comme testSPSk(G, ∅) est vrai et |V (G)| > 2k, le test détermine un ensemble Spour lequel toutes les k-réalisations sont testées. En partiulier une k-réalisation P de Sorrespondant à k plus ourts hemins de (G, ω). Soit C la omposante la plus lourde de
G \ P . Cette omposante est de poids ω(C) > ω(G)/2 puisque P ne peut pas être un
k-hemins séparateur fort de (G, ω). Elle est de plus unique.De plus, testSPSk(C ∪ P, P ) est vraie. Don il existe une k-réalisation Q k-ompatibleave P qui sont des plus ourts hemins de (G, ω) et qui véri�e les onditions suivantes :1 Il n'y a pas d'arête entre les sommets de P \ Q et de (C ∪ P ) \ (P ∪ Q) = C \ Q ;2 Pour toute omposante onnexe C ′ de C \ Q, testSPSk(C

′ ∪ Q, Q)estvrai.3 Les hemins P et Q di�érent d'au moins un sommet.Montrons que n(Q) < n(P ). Les omposantes de G\Q qui n'intersetent pas C sont depoids inférieur ou égal à ω(G)−ω(C) (et don à ω(G)/2). Par la propriété (1) que véri�e
Q, il n'existe pas d'arête entre C \ Q et les autres sommets de G, ar il n'y en a pasvers P qui était un séparateur pour la omposante C. Autrement dit les omposantesde G \ Q qui intersetent C sont omplètement inluses dans C. Elles sont toutes de55
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Fig. 4.5 � Sur ette �gure, on voit la omposante onnexe la plus lourde C après le retraitdu plus ourt hemin P entre x et y représenté en voir sur la �gure. Le hemin Q donné enbleu est un hemin ompatible ave le hemin P qui respete les trois onditions néessaires.poids inférieur à ω(G)/2 sauf une seule. Cette omposante, notée C ′ dans la suite, estla plus lourde de G\Q et possède moins de n(P ) sommets ar les extrémités de P et de
Q di�érent par au moins un sommet. Don Q ontient au moins un sommet de C. Letest testSPSk onstruit une suite de k-réalisations de (G, ω) : P1 = P, P2 = Q, . . . , Pttelles que n(P1) > n(P2) > . . . > n(Pt). Cela est en ontradition ave le fait que
n(P ) > 2k pour tout ensemble de k plus ourts hemins de (G, ω).

�La méthode que nous avons dérite dans ette setion permet de savoir si un grapheappartient à la lasse SPSk, et en partiulier à PS1.Cependant ette méthode ne permet de déterminer pour tous les graphes s'il appartien-nent à la famille PS1 ou non. En e�et, dans ertains as, la méthode trouve une omposanteonnexe pour lequelles le testSPS1 renvoie faux. Cei est dû au fait que la fontion depondération qui s'applique aux arêtes ne peut pas exister.Dans es derniers as, l'algorithme nous retourne un graphe permettant de nous aiderà trouver si les graphes appartiennent à PS1 ou bien si e sont des nouveaux mineurs. Onappelle e graphe le � graphe des on�its �. Sa onstrution et son utilisation fera l'objet dela setion suivante.4.4 Le graphe des on�itsD'après le Théorie des Mineurs des Graphes de Robertson et Seymour dé�nie dans [RS86℄et le théorème 5 du hapitre préédent, nous savons qu'il existe un nombre �ni de mineursexlus pour aratériser ette lasse de graphes. Dans ette setion, nous allons présenterune méthode qui nous permet de nous aider à trouver de nouveaux mineurs.56



Il est important de noter que si ette méthode retourne vrai alors il est ertain que
G ∈ PS1. Le testSPS1 donne toutefois quelques faux négatifs. En e�et, il y a des as oùnotre algorithme ne saura déterminer si le graphe onsidéré appartient à la lasse PS1 ounon.Intuitivement, notre algorithme va essayer de herher une pondération telle que le grapheainsi pondéré n'admet pas de 1-hemin séparateur. Si il trouve une preuve qu'une tellepondération ne peut pas exister (ette ondition sera préisée plus tard), il retourne alorsque le graphe est 1-hemin séparable. Dans les autres as, 'est une valeur signi�ant qu'il nepeut pas répondre qui est retournée.Notre algorithme repose sur la onstrution d'un � graphe des on�its �. Ce graphe dehauteur 3 est onstitué de trois types de sommets : les sommets � paires �, les sommets �hemins � et les sommets � omposantes �. Ce graphe est onstruit omme suit :� A haque paire de sommets du graphe G onsidéré, on assoie un sommet � paire �dans le graphe des on�its.� A haun des hemins entre deux sommets x et y, on assoie un sommet � hemins �dans le graphe des on�its qui sont voisins du sommet � paires � x, y.� A haune des omposantes onnexes de G \ P ave P un hemin entre deux sommets

x, y de G, et pour lequel testSPS1(C ∪P, P ) a retourné faux, on assoie un sommet� omposantes � dans le graphe des on�its qui sont voisins du sommet � hemins �
P .Les sommets � paires � sont adjaents aux sommets � hemins � qui orrespondent auxhemins entre les sommets de la paire onsidérée. De même les sommets � omposantes �sont reliés par une arête aux sommets � hemins � leur orrespondant. Le graphe des on�itsest en réalité une forêt où haque arbre est de profondeur 3.

c2 c3c1 c1 c4 c5 c6 c7 c8 c4c2 c7 c5 c6 c9c2 c2 c4c7

P1 P2 P3
P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11 P12

P13

c4c10 c11

a1a2 a1a3 a2a3

Fig. 4.6 � Voii un exemple d'un graphe des on�its du graphe. Les sommets paires sontreprésentés en noir, les sommets �hemins� en blan et les sommets �omposantes� en bleu.Notre algorithme va maintenant a�eter à haune de es omposantes C un booléen. Cebooléen va nous permettre de savoir si la omposante a un poids supérieur à la moitié dupoids total du graphe ou non. Pour la suite, nous posons 0 pour signi�er que la omposantea un poids nééssairement supérieur à la moitié du poids total du graphe et 1 si le poids estnééssairement inférieur ou égal à la moitié du poids total du graphe. Il est important de57



noter que le booléen n'est pas toujours déterminé pour haune des omposantes, puisqueles poids des sommets sont inonnus. Dans e as, on notera ∗.Remarquons que pour que le graphe appartienne à la lasses PS1, il su�t, que pourune paire de sommets (x, y) donnée, et quel que soit le hemin permettant d'aller de l'un àl'autre, toutes les omposantes onnexes qui en résultent sont assoiées au booléen 1, et ontdon un poids inférieur ou égal à la moitié du poids total du graphe. Autrement dit si, pourune paire de sommets x, y donnée, toutes les omposantes onnexes reçoivent le booléen 1,nous pouvons alors onlure que le graphe onsidéré est 1-hemin séparable. Dans e as, unquelonque plus ourt hemin entre x et y est un 1-hemin séparateur du graphe.Don, pour que le graphe onsidéré n'appartienne pas à PS1, nous pouvons en onlurequ'au moins une des omposantes onnexes C est assoiée au booléen 0, et e pour haunedes paires de sommets du graphe. Dans le as où une paire donnée possède une uniqueomposante onnexe, ette dernière est néessairement assoiée au booléen 0.
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Fig. 4.7 � Le graphe G à 7 sommets présenté dans ette �gure appartient à PS1. Le graphedes on�its qui lui est assoié est donné dans la �gure 4.8.En fait la valeur de ertains boléens peuvent être déduite a�n d'a�eter le maximum debooléens, nous utilisons les 5 règles de propagation données dans la suite qui sont :� Règle d'égalité� Règle d'inlusion lourde� Règle d'inlusion légère� Règle de disjontion� Règle de omptageNous allons maintenant détailler l'appliation des règles dans le graphe des on�its dugraphe donné sur la �gure 4.7. Pour illustrer haune des règles suivantes, nous allons on-sidérer seulement prendre une partie de e graphe des on�its.
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∗ ∗ ∗ 1 ∗ 1 0 ∗ 0 ∗ 0 0 0 0 ∗ 1 ∗ 1 0 0

0∗∗∗0∗0∗∗0∗0∗0∗00 ∗00

(01) (02) (03) (04) (05) (06) (13) (14)(12)

(56)(46)(45)(36)(35)(34)(26)(25)(24)(16) (23)(15)

236
245

1346
136

1345
145

1245
124

123,
123

12346
1234

12345
1234

0456
045

0356
036

024, 5, 6
02356

1234
025

123
0136

01236
0145

01245
026

124
0256

0145
01345

0136
01346

0136
01356

0145
01456

0245
0236Fig. 4.8 � Cette �gure nous montre le graphe des on�its orrespondant au graphe donnépar la �gure 4.7 ave sa résolution omplète en appliquant les règles de propagation déritesultérieurement. Il faut ependant utiliser la tehnique du forçage de variables pour montrerque e graphe appartient à la famille PS1.
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4.4.1 Règle d'égalitéSi dans le graphe des on�its, il y a deux omposantes onnexes onstituées des mêmessommets, alors elles reçoivent la même valeur. Cette règle est illustrée par la �gure 4.9.
0 ∗

(03) (35)

a a

1245
124

124
026Fig. 4.9 � Dans et exemple de graphe de on�its, il y a deux omposantes onnexes {1, 2, 4}issues de deux paires de sommets di�érentes. Elles reçoivent alors la même valeur a.4.4.2 Règle d'inlusion lourdeSi dans le graphe des on�its, il y a une omposante onnexe inluse dans une autre etque la plus petite des omposantes a reçu 0 omme valeur ; alors la plus grosse omposantereevra également 0. En e�et, si une omposante a un poids faisant plus de la moitié du poidstotal du graphe, alors 'est également le as de toutes les omposantes onnexes inluant etteomposante.

0∗

(03) (06)

00

1245
124

12345
1234Fig. 4.10 � La omposante 1, 2, 4, 5 issue de la paire de sommets (0, 3) est inluse dans laomposante 1, 2, 3, 4, 5 issue de la paire (0, 6). La première omposante ayant reçu la valeur

0, alors la seonde reçoit également la même valeur.60



4.4.3 Règle d'inlusion légèreSi dans le graphe des on�its il y a une omposante onnexe C à laquelle on a assignée lebooléen 1, alors toutes les omposantes onnexes qui sont inluses dans C reçoivent le booléen
0. En e�et, si une omposante onnexe a un poids inférieur à la moitié du poids total dugraphe, alors toutes les omposantes onnexes qui sont inluses dans ette omposante onttrivialement un poids également à e poids de référene.4.4.4 Règle de disjontionSi dans le graphe une omposante onnexe a reçu la valeur 0, alors toutes les omposantesonnexes disjointes à ette omposante reevront la valeur 1. En e�et, si une omposanteonnexe a un poids dépassant la moitié du poids total du graphe, alors la somme des poidsde tous les autres sommets ne peut pas être dépassée la moitié du poids total du graphe.Par onséquent, toutes les omposantes onnexes onstituées de es sommets ne peuvent pasavoir un poids trop lourd.

∗ ∗ 1 ∗

(12) (46)

0 1

0456
045

0356
036

123
025Fig. 4.11 � La omposante onnexe 0, 4, 5 issue de la paire (1, 2) a reçu la valeur 0 ; on peutdon a�eter la valeur 1 à la omposante onnexe 1, 2, 3 issue de la paire (0, 4, 6) reçoit lavaleur 1, puisqu'elle est disjointe de la première.

4.4.5 Règle de omptageCette règle repose sur le fait que pour que le graphe ne soit pas 1-hemins séparable,il doit exister une omposante onnexe trop lourde quel que soit la partition des sommetsobtenus ave un plus ourt hemin. Dans le graphe des on�its toutes les omposantes dis-jointes entre elles et dont l'union des sommets est égal à l'ensemble des sommets du graphedu graphe reevront des valeurs di�érentes, l'une 0 et l'autre 1. Cette règle repose sur le faitqu'on suppose que le graphe onsidéré n'appartient pas à la famille PS1. Il y a don nées-sairement une omposante onnexe trop lourde. De plus, omme pour la règle préédente,61



deux omposantes onnexes disjointes ne peuvent pas être toutes les deux les plus lourdes.Nous avons don néessairement des valeurs di�érentes.
∗ ∗ 1

(02) (16)

1 0

1346
136

1345
145

0245Fig. 4.12 � La omposante onnexe 0, 2, 4, 5 issue de la paire (1, 6) a reçu la valeur 0 ; onpeut don a�eter la valeur 1 à la omposante onnexe 1, 3, 6 issue de la paire (0, 2) reçoitla valeur 1, puisqu'elle est disjointe de la première.L'a�etion des booléens est faite au fur et à mesure de la onstrution du graphes deson�its.Il est important de remarquer que, même à la �n de la onstrution du graphe des on�its,toutes les valeurs des booléens assoiés aux omposantes onnexes ne sont pas néessairementassignées.L'utilisation de et algorithme nous a permis de ompléter notre liste de mineurs exluspour la famille PS1. Pour ela, nous avons pris la liste de graphes planaires bi-onnexes à nsommets pour n = {6, 7, 8, 9}. Notons qu'il n'est pas néessaire de regarder les graphes à inqsommets puisque nous avons montré préédemment qu'hormis la lique, tous les graphes àinq sommets appartiennent à PS1. Nous pouvons don montrer le théorème suivant :Théorème 7 La liste exhaustive des mineurs minimaux à 5, 6 et 7 sommets est donnée parla �gure 4.13.Preuve. D'après le théorème 4, tous les graphes à 4 sommets appartiennent à PS1.Le lemme ?? nous permet quant à lui de savoir que la lique à 5 sommets n'appartientpas à PS1. On peut néanmoins remarquer que 'est l'unique graphe à 5 sommets dans eas. C'est e que montre la proposition suivante.Proposition 12 Tous graphes ayant au plus 5 sommets et de diamètre au moins 2 appar-tient à PS1.Preuve. Soit (G, ω) un graphe ayant n 6 5 sommets et dont le diamètre est d'au moins 2.62



Fig. 4.13 � La �gure i-dessus donne tous les mineurs à 5,6 et 7 sommets pour la lasse PS1.
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Nous allons dans un premier temps onsidérer le as où il existe deux sommets x, y de
G tel que ω(x) + ω(y) > ω(G). Notons Px,y, le plus ourt hemin entre x et y dans (G, ω).Nous savons don que G \Px,y a un poids inférieur ou égal à la moitie de ω(G). Dans e as,le plus ourt hemin Px,y est don un 1-hemin séparateur.Considérons maintenant les graphes où l'on ne peut pas trouver un tel ouple de somm-mets. Prenons alors x1, y1 deux sommets à distane au moins 2. Le plus ourt hemin entre
x1 et y1 est don onstitué d'au moins trois sommets. Don la omposante onnexe G \ Px,yest onstitué d'au plus 2 sommets. Or, puisque pour tout ouple de sommets x, y du graphe,on a ω(x)+ω(y) 6 ω(G)/2, on peut don en onlure que Px1,y1

est un 1-hemin séparateur. �Il nous reste don à onsidérer les graphes à 6 sommets. Dans un premier temps, le lemme8 nous montre que le seul graphe non-planaire à 6 sommets qui appartient à la lasse PS1est le graphe K3,3.Pour nous assurer que nous avions trouvé tous les mineurs à 6 sommets, nous avonstravaillé ave la liste de tous les graphes à 6 sommets planaires et bi-onnexes. En e�et,nous pouvons réduire notre étide à es graphes en utilisant la proposition 11. En utilisant lethéorème 5 prouvé dans la partie préédente, nous avons retiré de ette liste tous les graphesqui admettaient omme mineurs les graphes que nous avions d'ores et déjà obtenus. Il nousreste après ette étape une liste de 24 graphes. Nous avons lané le testSPS1 sur haundes graphes de ette liste. Le test a répondu positivement pour haun d'eux et don tousles graphes appartiennent à la lasse PS1. Nous pouvons alors erti�er que les mineurs à 6sommets ont tous été trouvés.Nous avons utilisé la même méthode sur tous les graphes planaires bi-onnexes à 7 som-mets. Cette liste omprend 646 graphes. Après avoir retiré tous les graphes ontenant unmineur de la lasse PS1 déjà identi�é, il nous reste une liste de 98 graphes. Nous avons en-suite lané le test testSPS1. La liste des graphes résultants est omposé des quatre graphesreprésentés dans la �gure 4.14.Pour haun de es graphes, le graphe des on�its leur étant assoié ontenaient desnoeuds �omposantes� assoiés à des valeurs indéterminées. Nous avons don foré la valeurd'un noeud à tous les entiers de l'ensemble {0, 1} des valeurs possibles. En e�et, nous savonsque si le système d'équations n'admet pas de solutions lorsque l'on fore la valeur d'un noeudà 0, et qu'il n'admet pas de solutions lorsqu'elle est forée à l'autre valeur possible, soit 1,alors le graphe assoié ne peut pas appartenir à la famille PS1 puisqu'il ne peut exister depondérations sur es sommets tel que le graphe ne soit pas 1-hemin séparable. En appliquantles règles de propagation que nous avons développé préédemment, tous les noeuds ont alorseu des valeurs assoiés déterminées, sans que le test testSPS1 ne détermine es graphesomme appartenant à la lasse PS1. Néanmoins, il nous reste à déterminer s'il ne s'agit pasde faux négatifs.Pour ela, nous avons utilisé de la programmation linéaire. En e�et, le graphe des on�itsnous permet de onnaître les sous-ensembles de sommets dont la somme des poids qui leursont assoiés par la fontion de pondération doit être stritement supérieure à la somme64



Fig. 4.14 � Ces quatre graphes sont les quatre graphes à 7 sommets qui restent après lepassage du test, et la suppression de eux admettant un graphe onnu pour ne pas être PS1omme mineurs.du poids du graphe. Nous avons don un système d'équations de programmation linéaire.Après avoir gardé uniquement les équations indépendantes les unes des autres, et les plusontraignantes.Pour le premier graphe, le système d'équations que nous obtenons est le suivant :
ω(x2) + ω(x3) + ω(x6) > 1

2
.ω(x0) + ω(x1) + ω(x2) + ω(x3) + ω(x4) + ω(x5) + ω(x6

ω(x1) + ω(x3) + ω(x4)) > 1
2
.ω(x0) + ω(x1) + ω(x2) + ω(x3) + ω(x4) + ω(x5) + ω(x6)

ω(x1) + ω(x2) + ω(x5) + ω(x6)) > 1
2
.ω(x0) + ω(x1) + ω(x2) + ω(x3) + ω(x4) + ω(x5) + ω(x6)

ω(x0) + ω(x3) + ω(x5)) > 1
2
.ω(x0) + ω(x1) + ω(x2) + ω(x3) + ω(x4) + ω(x5) + ω(x6)

ω(x0) + ω(x2) + ω(x4) + ω(x5)) > 1
2
.ω(x0) + ω(x1) + ω(x2) + ω(x3) + ω(x4) + ω(x5) + ω(x6)

ω(x0) + ω(x1) + ω(x4) + ω(x6)) > 1
2
.ω(x0) + ω(x1) + ω(x2) + ω(x3) + ω(x4) + ω(x5) + ω(x6)Nous pouvons transformer e problème en un problème de programmation linéaire ommesuit :Fontion d'optimisation : Minimiser ω(x0)+ω(x1)+ω(x2)+ω(x3)+ω(x4)+ω(x5)+ω(x6)Sous les ontraintes données par le système d'équations donné préédemment.En utilisant un solveur, nous avons pu déterminer qu'auun de es systèmes d'équationsn'admet de solutions. Il n'existe don pas de pondération pour les sommets de es graphestel que les omposantes onnexes qui doivent avoir un poids supérieur à la moitié du poidstotale du graphe le soit. Nous pouvons don onlure que es graphes sont don des graphesde la lasse PS1.Il existe 5974 graphes planaires, bionnexes à 8 sommets. Là enore nous avons utiliséla même méthode. Après avoir retiré tous les graphes ontenant les graphes déjà onnusomme mineurs et avoir fait passer sur les graphes qui restaient le testSPS1, il nous restetrois graphes donnés par la �gure 4.15. Enore une fois, pour haun des graphes le graphedes on�its donné par notre algorithme, ertains noeuds sont assoiés à des valeurs non-déterminées. Néanmoins, omme pour les as des graphes à 7 sommets, on peut forer une65



Fig. 4.15 � Ces trois graphes sont les trois graphes à 8 sommets qui restent après le passagedu test, et la suppression de eux admettant un graphe onnu pour ne pas être PS1 ommemineurs.de es valeurs de sorte que toutes les omposantes soient maintenant assoiées à la valeur 0ou à la valeur 1.Après avoir résolu les systèmes d'équations omme pour les graphes à 7 sommets, ilreste un graphe. En e�et, pour e dernier, il existe une pondération possible. Cependant,nous n'avons pas enore montré que e graphe appartient à la lasse PS1. En e�et, il nousfaut montrer qu'il ne peut pas exister de pondération tel qu'il existe un plus ourt heminpermettant de séparer le graphe. Nous n'avons pas eu le temps de véri�er ette propriétépour e graphe.Nous avons également onsidéré les 71885 graphes planaires et onnexes à 9 sommets.Après avoir retiré tous les graphes ontenant les mineurs d'ores et déjà onnus omme étantexlus pour la lasse PS1. Il nous reste alors une liste de graphes. Nous avons fait passerà es graphes le test testSPS1. Il nous reste alors une liste de 27 graphes. Nous n'avonsependant pas eu le temps d'érire les programmes linéaires orrespondants à haun de esgraphes et don de déterminer si es graphes sont e�etivement dans la lasse PS1 ou non.Nous avons don déterminé tous les mineurs exlus pour la lasse PS1 �En e qui onerne les graphes à 9 sommets, nous avons appliqué la même méthode. Aprèsela, il en résultait une liste de 24 graphes. Nous n'avons malheureusement pas eu le tempsde les traiter a�n de véri�er qu'ils sont de nouveaux mineurs ou bien qu'ils appartiennent àPS1. A�n de �nir es aluls, il reste à automoatiser la méthode des équations.Pour les graphes planaires bi-onnexes à dix sommets, le temps de alul est onsidérable-ment plus important. Nous n'avons pas eu le temps de la mener à terme avant la �n de larédation de e doument.Nous n'avons don pas la liste exhaustive des mineurs exlus pour la lasse PS1. Cepen-dant, nous avons pu déterminer une partie des mineurs pour ette lasse. Ils sont donnésdans la �gure 4.16. Nous avons néanmoins montré préédemmment que ette liste ontenaittous les mineurs à 6, 7 et 8 sommets. 66



��

Fig. 4.16 � Cette �gure nous donne tous les mineurs onnus pour la famille PS1.Pour haun d'eux, nous pouvons exhiber une fontion de pondération pour laquelle esgraphes n'admettent pas de 1-hemin séparateur.4.5 ConlusionDans ette setion, nous avons étudié plus préisemment la famille des graphes PS1.Nous avons notamment montré que tous les graphes appartenant à ette famille ont desomposantes onnexes soit isomorphes au graphe K3,3, soit planaires.Nous avons également montré que plusieurs familles bien onnues de graphes telles queles graphes planaires extérieurs ou les globe-graphes sont 1-hemin séparables.En�n, nous avons vu dans le hapitre préédent que les familles PS sont loses parmineurs. Nous avons donné ii une liste des mineurs minimaux exlus pour la famille PS1.Nous avons entre autres montrer que tous les mineurs à au plus 8 sommets appartiennent àla liste qui a été donnée. Nous savons ependant qu'il existe des mineurs à 12 sommets. Touses mineurs sont des graphes séries-parallèles. Nous avons onjeturé que tous les mineursséries-parallèles pour la lasse 1-hemin séparables sont onnus.
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�Fig. 4.17 � Cette �gure nous donne tous les mineurs onnus pour la famille PS1 ave leurfontion de pondération. Les sommets en blan reçoivent le poids 1, les sommets en noir lepoids 2, les sommets en bleu le poids 3, les sommets en vert le poids 4 et les sommets enrouge le poids 5. Pour les arêtes, nous avons utilisé la même oloration que pour les sommets.
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Chapitre 5De la di�ulté de la hemins-séparabilité
5.1 IntrodutionLa question qui onsiste à savoir omment déterminer les séparateurs onstitués de plusourts hemins est naturelle. Néanmoins dans e hapitre, nous montrons que le problèmeonsistant à savoir ombien de plus ourts hemins sont néessaires a�n de séparer un graphepondéré est NP-omplet.Plus préisemment, nous montrons que e problème est enore NP-omplet même lorsqueles graphes sont de largeur arboresente 3. Cela montre qu'on ne pourra pas trouver d'algo-rithmes permettant de aluler un plus ourt hemin séparateur utilisant des tehniques deprogrammation dynamique basées sur des déompositions arboresentes.Les graphes qui sont intéressants, sont eux qui nééssitent peu de plus ourts heminsqui permettent de les séparer. En e�et, omme on l'a vu au hapitre 2, la taille des tables deroutage qui permettent de router dans un tel graphe dépendent du nombre de plus ourtshemins néessaires. Or, dans e hapitre, nous allons également montrer que le problème desavoir ombien de plus ourts hemins sont néessaires pour séparer le graphe quel que soitla fontion de pondération qui lui est appliquée sur les sommets et les arêtes, est NP-di�ile,et e dans la version lassique de la séparation omme dans la version forte. Nous montronségalement que es problèmes appartiennent à la lasse de omplexité PSPACE.Pour e travail, nous avons beauoup utilisé le livre [GJ79℄.5.2 De la di�ulté de aluler un 1-hemin séparateurComme nous avons vu dans le hapitre 2, un 1-hemin séparateur d'un graphe pondéré
(G, ω) est un plus ourt hemin S dans G tel que G\S est onstitué de omposantes onnexesayant un poids inférieur ou égal à la moitié de ω(G).Dans ette setion, nous allons voir que déterminer si un graphe G admet un 1-heminséparateur est un problème NP-omplet. 70



Théorème 8 Soit (G, ω) un graphe à pondération entière. Déterminer si (G, ω) possède un
1-hemin séparateur est NP-omplet même si ω est unitaire pour les arêtes, G est planaire,de largeur arboresente 3 et de degré maximum 3.Ce problème se réduit au problème partition, dont le but est de déterminer si une suitede n entiers stritement positifs peut être partitionnée en deux sous-suites de même somme,problème NP-omplet [Kar72℄.Soit A = (ai)

n
i=1 une instane de partition. On note σ(X) =

∑

x∈X x la somme deséléments d'une suite X. On transforme l'instane A en une autre B en y ajoutant 4 termesde poids σ(A) haun ; B = (bi)
n+4
i=1 = (a1, . . . , an, σ(A), σ(A), σ(A), σ(A)). Nous avons don

σ(B) = 5σ(A). La proposition suivante prouve que A et B sont équivalents.Proposition 13 A admet une solution si et seulement si B en admet une.Preuve. D'après une solution de A, il nous su�t d'ajouter à haque part de ette solutiondeux termes de poids σ(A). Nous obtenons don une solution de B.De même, les parts de toute solution pour B doivent ontenir haune exatement deuxtermes de poids σ(A), sinon une des deux parts a une somme supérieure ou égale à 3σ(A) >
σ(B)/2. De ette solution, on peut obtenir une solution pour A en retirant les termes depoids σ(A) dans haune des parts ; e qui onlut la preuve.

�Dans la suite, on utilisera le fait que la suite B ne possède pas deux éléments dont lasomme est > 1
2
σ(B), e qui n'est pas forément vrai pour A.À partir de B, on onstruit un graphe planaire pondéré, noté (GB, ω), ave O(n) sommets(f. �gure 5.4). Le degré maximum est 3, la largeur arboresente de e graphe est égalementde 3.Le graphe GB est de largeur arboresente (et même de pathwidth) bornée ar 'est unmineur d'une grille 6 × 0(n) omme illustré par la �gure 5.1.Pour montrer que sa largeur arboresente est seulement de 3, il su�t de montrer qu'il neontient auun des graphes de la �gure 5.2 omme mineur.Les n + 4 sommets � entraux � de GB sont distingués (en noirs sur la �gure) et orre-spondent aux éléments de B. La pondération des arêtes est unitaire, et elle des sommetsest nulle sauf pour les sommets entraux où le i-ème sommet a pour poids bi. Le poids de

GB est don ω(GB) = σ(B).On montre, par le lemme suivant que l'instane B (et don l'instane A) admet unesolution si et seulement si le graphe (GB, ω) admet un 1-hemin séparateur.Lemme 9 L'instante B a une solution si et seulement si l'instane (GB, ω) qui lui est as-soiée à une solution. 71
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Fig. 5.1 � Cette �gure exhibe le fait que le graphe GB est un mineur de la grille 6 × 0(n).Les sommets en bleu sont les sommets de poids 0 dans le graphe GB et les sommets en yansont les sommets non nuls dans GB.

Fig. 5.2 � Cette �gure représente tous les mineurs exlus pour les graphes de largeur ar-boresente 3.
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b6
b1 b2 b3 b4 b5

Fig. 5.3 � Constrution du graphe GB à partir de l'instane B = (b1, . . . , b6) de partition.Le plus ourt hemin séparateur (en bleu) orrespond à la partition (b2, b5, b6), (b1, b3, b4).D'autres plus ourts hemins dé�nissant la même partition sont possibles.
b2 b6

b1 b3 b4 b5

Fig. 5.4 � Sur ette �gure, on remarque que le retrait du plus ourt hemin S permetd'obtenir deux omposantes onnexes ; haune ayant un poids inférieur ou égal à la moitiédu poids du graphe.Preuve. Si l'instane B a une solution, il existe un plus ourt hemin Q traversant tous lesarrés entraux de GB soit par le haut, soit par le bas (f. �gure 5.4). Le hemin Q dé�nitexatement deux omposantes onnexes, haune de poids 1
2
σ(B) = 1

2
ω(GB). Don Q est undemi-séparateur et don un 1-hemin séparateur.Soit P un plus ourt hemin de GB. On peut véri�er que P divise GB en au plus deuxomposantes onnexes, et que P ontient au plus deux sommets de B. De plus, si P ontientau moins un sommet de B, alors GB \ P possède une seule omposante onnexe, disons C.Dans e dernier as, tous les sommets de B, sauf eux ontenus dans P , ontribuent au poidsde C. Et don ω(C) = σ(B)−ω(P ) > σ(B)−2σ(A) = 3σ(A) > 1

2
ω(GB). C'est impossible si

P est un demi-séparateur. Si P est un demi-séparateur, il suit que GB \P a exatement deuxomposantes onnexes qui doivent se répartir le poids de GB. Comme P ne peut ontenirde sommets de B, les omposantes onnexes induisent une partition de B dont la somme dehaque part vaut 1
2
σ(B). Don l'instane B admet une solution.On a don montrer que l'instane B (et don l'instane A) admet une solution si etseulement si le graphe (GB, ω) est possède un 1-hemin séparateur. �Nous avons don montrer que le problème k-hemins séparabilité est NP-di�ile. Ilnous reste à montrer que e problème appartient à NP. Il est faile de voir ela, puisqu'enayant le hemin séparateur P , il su�t de véri�er que les omposantes onnexes de G \ P73



ont un poids d'au plus la moitié du poids du graphe G. Il est lair que ela peut être fait entemps polynomial.Il est à noter que le problème partition est faiblement omplet, 'est-à-dire que laomplexité de e problème dépend du odage de l'entrée. Nous avons don montré que leproblème de trouver un 1-hemin séparateur est également faiblement NP-omplet.5.3 NP-di�ulté de hemins séparabilité forteNous allons maintenant donner des résultats de NP-di�ulté. En e�et, les théorèmes 9et 10 prouvent que déterminer si un graphe pondéré est k-hemins séparable ou fortement
k-hemins séparable pour un entier k donné.Nous n'avons ependant pas montré l'appartenane de es deux problèmes à la lasse deomplexité NP .5.3.1 Problème k-hemins séparabilité forteNous allons ommener par prouver la NP-di�ulté du problème
k-hemins séparabilité forte grâe au théorème 9.Théorème 9 Soit (G, ω) un graphe à pondération entière et un entier k. Déterminer si
(G, ω) est fortement k-hemins séparable NP-di�ile.Le problème k-hemins séparabilité forte se réduit au problème H-partitiondé�ni omme suit.Dé�nition 11 Probleme : Un graphe G et un graphe H tel que |V (H)| 6 3.Question : Est-e que le graphe G peut être ouvert ave des sous-graphes induits au graphe
H. D'après [KH78℄, e problème est NP-omplet pour tout graphe H �xé ayant au moinstrois sommets. Dans toute la suite, nous allons �xer H = P3, un hemin à trois sommets.Nous allons utiliser le fait que si P3 est un sous-graphe induit de G, alors 'est aussi un plusourt hemin de G si tous les poids sur les arêtes sont unitaires.Soit Ik un graphe à 3(k− 1) sommets, instane1 du problème P3-partition. À partir de
Ik, on onstruit omme suit le graphe G(Ik) qui dé�nira l'instane du problème k-heminsséparabilité forte.On rée trois opies disjointes de Ik, disons I1

k , I2
k , I

3
k , et pour haune d'elles on ajoutetrois sommets : xi, yi, zi. Pour haque i = 1, 2, 3, on onnete le sommet zi à xi, yi, et à1Sans perte de généralité, le problème reste NP-omplet même si l'on suppose que le nombre de sommetsde l'instane est un multiple de trois, puisque sinon Ik est trivialement fausse.74



tous les autres sommets de I i
k, et on note Gi e graphe. Finalement, on forme un graphebiparti omplet entre les sommets de G1 et de G2, puis entre eux de G2 et de G3. Le grapherésultant est le graphe G(Ik) (voir la �gure 5.5 pour un exemple). Il possède 9k sommets.

y2

G2

x2

z2

y3

G3

x3

z3

I2
k I3

k

y1

G1

x1

z1

I1
kFig. 5.5 � Constrution du graphe G(Ik) à partir de l'instane Ik ave k = 3. Il y a unbiparti omplet entre V (G1) et V (G2), et V (G2) et V (G3) (toutes les arêtes ne sont pasreprésentées). Ce graphe est fortement 3-hemin séparable.La pondération de G(Ik) est unitaire pour les sommets et les arêtes, i.e. qu'on pose

ω(e) = ω(v) = 1 pour toute arête e et sommet v de G(Ik). Il est faile de véri�er que G(Ik)est de diamètre deux (z2 est onneté à tous les sommets du graphe). Une autre propriété de
G(Ik) est liée au fait que haque sommet de G2 est onneté à tous eux de G1 ∪ G3 : pourtout sous-graphe induit H de G(Ik) ne ontenant pas tous les sommets de G2, G(Ik) \ S estomposée d'une seule omposante onnexe de 9k − |V (H)| sommets.On a deux parties à démontrer pour prouver la rédution :Lemme 10 Si (G(Ik), ω) est fortement k-hemins séparable, alors Ik est vraie.Preuve. Par simpliité, on notera G = G(Ik). Si G est fortement k-hemin séparable, alors Gpossède un k-hemin séparateur fort S. L'ensemble S est omposé de k plus ourts heminsde G, et les omposantes onnexes de G \ S doivent omprendre au plus 1

2
ω(G) = 4.5ksommets. Comme G est de diamètre 2, haque plus ourt hemin du séparateur utilise auplus trois sommets de S, don |S| 6 3k.Si S ne ontient pas tous les sommets de G2, alors G \ S est omposé d'une seule om-posante onnexe de 9k − |S| > 6k > 1

2
ω(G). Cei ontredit le fait que S est un demi-séparateur.Don S ontient tous les sommets de G2. Comme |V (G2)| = 3k et que |S| 6 3k, on ade fait S = V (G2) et don |S| = |V (G2)| = 3k. Deux hemins de S ne peuvent avoir desommets en ommun, sinon |S| < 3k. Ainsi S induit une partition de G2 en sous-grapheinduits (tout plus ourt hemin doit être un hemin induit) isomorphes à P3. Comme dans75



G2, les sommets x2 et y2 sont de degré 1, un seul et même plus ourt hemin de longueurdeux peut les ouvrir, elui passant par z2, qui est le seul plus ourt hemin possible. Ainsiles k − 1 autres hemins de S forment une partition de G2 \ {x2, y2, z2} = I2
k en P3. Donl'instane Ik est vraie. �Lemme 11 Si Ik est vraie, alors (G(Ik), ω) est fortement k-hemins séparable.Preuve. Par simpliité, on notera G = G(Ik). Si Ik est vraie, alors il existe une partition dessommets de haque I i

k en k − 1 hemins induits, notés Qi
1, . . . , Q

i
k−1, haun de longueur 3.Pour montrer que G est fortement k-hemin séparable, il faut montrer que tout sous-grapheinduit H de G possède un k-hemin séparateur fort. Si H n'est pas onnexe, il su�t demontrer que sa omposante onnexe la plus lourde possède un demi-séparateur, puisqu'àpart elle-i, les autres omposantes ont un poids 6 1

2
ω(H). Don sans perte de généralité,on supposera H onnexe.On va noter S = V (H), et Si = S ∩ V (Gi). On va d'abord montrer que l'un des Si estun demi-séparateur de H . Sans perte de généralité, supposons que |S1| 6 |S3|. Notons que

H \ S2 ontient au moins deux omposantes onnexes, une induite par S1 et une autre par
S3. Par ontre, si S2 6=, H \S1 (et similairement H \S3) est omposé d'une seule omposanteonnexe, elle induite par S2 ∪ S3 (resp. S2 ∪ S1).Si S2 n'est pas un demi-séparateur, alors |S3| > 1

2
|S| > |S1| + |S2|. D'autre part, si S3n'est pas un demi-séparateur, 'est que |S1| + |S2| > 1
2
|S| > |S3|. Don soit S2, soit S3 estun demi-séparateur.On note Sj le demi-séparateur de H . Reste à montrer que Sj peut être ouvert par auplus k plus ourt hemins de H , et don la suppression de es derniers éliminera au moinstous les sommets de Sj .Les sommets de Sj ∩ Ij

k sont ouverts omme suit : haque hemin Qj
t qui partitionnent

Ij
k ontient au plus trois sommets de Sj. Si Qj

t ontient un seul sommet, on l'utilise ommeplus ourt hemin trivial. S'il ontient deux sommets u, v, alors on onsidère un plus ourthemin de H les onnetant ('est possible ar H est onnexe). En�n si Qj
t ontient troissommets, on utilise Qj

t . C'est un plus ourt hemin de H puisque Qj
t et H sont tous les deuxdes sous-graphes induits de G(Ik) (les extrémités du hemin Qj

t ne peuvent être adjaentesdans G et don dans H). Comme les hemins Qj
t ouvrent tous les sommets de Ij

k, on a donouvert tous les sommets de Sj ∩ Ij
k ave au plus k − 1 plus ourts hemins de H .Reste à ouvrir les sommets de Sj \ Ij

k. Il y en a au plus trois : xj , yj, zj . De la mêmefaçon, s'il y en a un seul, on l'utilise omme plus ourt hemin trivial. S'il y en a deux, onhoisit un plus ourt hemin de H les onnetant ('est possible puisque H est onnexe). Etsi les trois sommets existent, on utilise le hemin xj − zj − yj : 'est un plus ourt hemin de
H ar xj et yj ne sont pas adjaents.Au total, k plus ourts hemins de H su�sent à séparer H en omposantes onnexes depoids 6 1

2
ω(H). Don, G est fortement k-hemin séparable. �76



5.3.2 NP-di�ulté de hemins séparabilitéNous allons maintenant prouver ave le théorème 10 que le problème
k-hemins séparabilité est également NP-di�ile.Théorème 10 Soit (G, ω) un graphe à pondération entière et un entier k. Déterminer si
(G, ω) est k-hemins séparable NP-di�ile.Preuve. Le problème k-hemins séparabilité se réduit également à P3-partitiondé�nie dans la sous-setion préédente 11. La rédution assoie à toute instane Ik de P3-partition ave 3(k − 1) sommets, on onstruit un graphe G′(Ik) qui sera l'instane de
k-hemins séparabilité. Le poids des sommets de des arêtes de Ik est unitaire. Commepréédemment on onsidère trois opies de Ik, I1

k , I2
k , I3

k . Pour haque I i
k on ajoute une lique

Ki de 3k − 2 sommets. Les sommets de Ki sont notés vi
1, . . . , v

i
3k−2. Le poids de l'arête ei

j,tentre vi
j et vi

t est ω(ei
j,t) = |j − t|. Un biparti omplet est formé entre les sommets de Ki etde I i

k. Ces dernières arêtes ont un poids unitaire, et on note G′
i e graphe. Finalement, onforme un graphe biparti omplet entre les sommets de G′

1 et de G′
2, puis entre eux de G′

2 etde G′
3. Chaque arête e de es bipartis dont les extrémités sont deux sommets appartenant àdi�érentes liques Ki reçoit le poids ω(e) = ⌈1.5k⌉, les autres reçoivent un poids unitaire.

�

G2 G3

I2
k I3

k

G1

I1
kFig. 5.6 � Constrution du graphe G(Ik) à partir de l'instane Ik ave k = 3. Il y a unbiparti omplet entre V (G1) et V (G2), et V (G2) et V (G3) (toutes les arêtes ne sont pasreprésentées). Ce graphe est fortement 3-hemin séparable.Le graphe pondéré résultant est le graphe (G′(Ik), ω) (voir la �gure 5.6 pour un exemple).Il possède 18k − 15 sommets e qui orrespond à aussi à son poids.La rédution est prouvée en deux temps ave les lemmes 12 et 13.Lemme 12 Si (G′(Ik), ω) est k-hemins séparable alors Ik est vraie.77



Preuve. Par simpliité, on notera G = G′(Ik). Si G est k-hemins séparable, alors G possèdeun k-hemins séparateur S = S1 ∪ · · · ∪ Sq tel que haque Si est l'union de ki plus ourtshemins de G \
⋃

j<i Si.On peut remarquer dans un premier temps que si le séparateur S ontient tous les som-mets de G1 et de G3, alors G \ S a un poids inférieur à la moitié du poids de G. On vamontrer que si S n'est pas onstitué de tous les sommets de G1 et de G3, alors si S ne on-tient pas tous les sommets de G2, alors G \ S est omposé d'une seule omposante onnexede 18k − 15 − (5k + 3k − 2) sommets.On peut véri�er que le diamètre du graphe G vaut 5. Ce diamètre est réalisé par le plusourt hemin entre un sommet de K1 et un sommet de K3. Tout plus ourt hemin entrees deux sommets passe par un sommet de haun des Ii pour i ∈ {1, 2, 3}. En e�et, lapondération donnée préédemment, induit le fait qu'une arête entre un sommet de K1 et unsommet de I2 est un plus ourt hemin. Comme il existe un biparti omplet entre K1 et I1ainsi qu'entre I1 et I2 ; I2 et I3 et entre I3 et K3, la seule manière d'augmenter le diamètrede G est de retirer tous les sommets d'un de es 5 ensembles. Chaun de es ensemblespossèdent au moins 3k − 3 sommets. Il nous faut don, pour retirer tous les sommets d'undes es ensembles au moins k − 1 plus ourts hemins. Don V (S) 6 5(k − 1) + 3k − 2.Don, si il reste un sommet dans G2, nous obtenons une omposante onnexe de poids
|V (G)| − |S| > 18k − 15 − (5k + 3k − 2) > ω(G)/2.Don S ontient tous les sommets de G2. Ave des arguments similaires à préédemment,on montre que pour ouvrir tous les sommets de I2, on doit utiliser k−1 plus ourts heminsdistints, dont tous les sommets appartiennent à I2.Le dernier hemin doit retirer tous les sommets restants de K2. On peut ommener parremarquer que les arêtes qui sortent de ette lique, possèdent un poids de 1, 5k puisqu'iln'y a plus de sommets dans I2. Un hemin entre deux sommets de la lique qui passeraientpar un sommet extérieur à ette lique auraient don un poids minimun de 3k. Or, d'aprèsla onstrution que l'on a donnée, il existe un hemin de longueur maximale 3k − 2 dans lalique, passant par tous les sommets de la lique. Ce hemin est don un plus ourt hemin.Les k−1 premiers hemins donnent don une partition de Ik en sous-graphes isomorphesà P3. Don l'instane Ik admet une solution.

�Lemme 13 Si Ik est vraie alors (G′(Ik), ω) est k-hemins séparable.Preuve. Par simpliité, on notera G = G′(Ik). Si Ik est vraie, alors il existe une partition dessommets de haque I i
k en k − 1 hemins induits, notés Qi

1, . . . , Q
i
k−1, haun de longueur 3.Pour montrer que G est k-hemins séparable, il faut montrer que tout sous-graphe induit

H de G possède un k-hemins séparateur. Pour les mêmes raisons que dans la preuve dulemme 11, on supposera que H est onnexe.On va noter S = V (H), et Si = S∩V (Gi). Remarquons que, que omme dans le lemme 11,
H \S2 ontient deux omposantes onnexes, une induite par S1 et une autre par S3. De plus,78



H \ S1 (et similairement H \ S3) est omposé d'une seule omposante onnexe, elle induitepar S2 ∪ S3 (resp. S2 ∪ S1). Par onséquent un des Si est un demi-séparateur.On note Sj le demi-séparateur de H . Reste à montrer que Sj peut être ouvert par auplus k plus ourts hemins (pas néessairement de H), et don la suppression de es dernierséliminera au moins tous les sommets de Sj.Similairement au lemme 11, les sommets de Sj ∩ Ij
k sont ouverts omme suit : haquehemin Qj

t qui partitionnent Ij
k ontient au plus trois sommets de Sj . Si Qj

t ontient un seulsommet, on l'utilise omme plus ourt hemin trivial. S'il ontient deux sommets u, v, alorson onsidère un plus ourt hemin de H les onnetant ('est possible ar H est onnexe).En�n si Qj
t ontient trois sommets, on utilise Qj

t . C'est un plus ourt hemin de H puisque Qj
tet H sont des sous-graphes induits (les extrémités du hemin Qj

t ne peuvent être adjaentesdans G et don dans H). Comme les hemins Qj
t ouvrent tous les sommets de Ij

k, on a donouvert tous les sommets de Sj ∩ Ij
k ave au plus k − 1 plus ourts hemins de H .Soit Q =

⋃k−1
l=1 Qj

l . Il nous reste alors un plus ourt hemin pour retirer tous les sommetsde (Kj ∩ Sj) \ Q. Cet ensemble induit une lique K. On onsidère le hemin P onstruiten passant par tous les sommets vj
t de K dans l'ordre roissant de leur indie t. D'après lavaluation des arêtes de K, P est un plus ourt hemin de K. Sa longueur est 6 3k−3. C'estaussi un plus ourt hemin de G \ Q. En e�et, toute arête qui n'est pas dans K, inidenteà un sommet de K a un poids de ⌈1, 5k⌉. Par onséquent, tout hemin entre deux sommetsde K utilisant un sommet n'appartenant pas à Kj a un oût supérieur ou égal à 3k, e quiest plus grand que la longueur de P . Nous pouvons don tous les retirer ave P .Ainsi, les hemins Qj

l et P forment un k-hemins séparateur de H . Don nous avons si
Ik admet une solution, G est k-hemins séparable. �Les lemmes préédents montrent don que les problèmes k-hemins séparabilité et
k-hemins séparabilité forte sont NP-di�iles. Cependant, pour le moment, nous nesavons pas si es problèmes appartiennent à la lasse de omplexité NP ou non. On penseependant qu'ils sont dans la lasse PSPACE, e qui peut être un premier pas pour montrerque es problèmes sont enore plus di�iles omme PSPACE-omplet.Il reste ependant des questions en suspens. En e�et, le fait que le théorème 8 puisseêtre obtenu ave des poids unitaires reste une question ouverte. Nous ne savons pas non plussi es problèmes ne sont pas plus simples si l'on se antonne aux graphes planaires et auxfontions de pondération unitaires .
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ConlusionDans e doument nous avons étudié les graphes k-hemins séparables d'un point de vuestruturel et d'un point de vue algorithmique.Nous avons vu que les graphes planaires sont onnus pour être 3-hemins séparables.Dans e doument, nous avons identi�é une grande sous-famille de ette lasse de graphesqui sont 2-hemins séparables. Nous n'avons ependant pas résolu la onjeture 1.Conjeture 1 Les graphes planaires appartiennent à la famille PS2.Or, le nombre de plus ourts hemins néessaires à la séparation des graphes in�uent la om-plexité pour beauoup d'algorithmes. Il est serait don intéressant de prouver (ou in�rmer)ette onjeture.Si ette onjeture est in�rmée, alors il existe des graphes planaires qui ne sont pas
2-hemins séparables. Nous savons que pour les quatre premiers entiers, les grilles p ∗ isont séparables par au plus 2 plus ourts hemins. Il pourrait ependant être intéressant derépondre à la question suivante.Question 1 Déterminer le plus grand entier p tel que la grille p∗n est 2-hemins séparables.Notons que si p n'est pas borné, alors la question de la 2-hemins séparabilité des graphesplanaires serait prouvée puisque toutes les grilles seraient 2-hemins séparables. Or, tous lesgraphes planaires sont mineurs d'une grille et d'après le théorème 5 nous savons que ettepropriété est lose par mineurs.Nous avons également donné des relations entre la hemins séparabilité et d'autresaratéristiques des graphes tel que le nombre de sommets ou enore la largeur arbores-ente. Il pourrait être aussi intéressant de regarder si des relations existent ave d'autresaratéristiques telles que le nombre de � Cop And Robber �.Dans le hapitre 3, nous avons donné une liste de mineurs pour la famille des graphesséparables par un plus ourt hemin quel que soit la valuation des sommets et des arêtes.Néanmoins, nous n'avons pas obtenu la liste omplète de es mineurs mais uniquement 35.La question suivante est don intéressante.Question 2 Combien existe-t-il de mineurs pour la famille PS1 ?80



Nous avons également présenté une méthode nous aidant à obtenir es mineurs. Nousn'avons pas eu le temps néessaire pour poursuivre l'analyse sur des graphes ayant plus deneuf sommets. Il pourrait être intéressant de poursuivre ette analyse a�n de ompléter laliste des mineurs ainsi que de trouver les mineurs pour les autres lasses PSk.De plus la méthode que nous avons présenté ii donne des faux-négatifs. Nous avonstoutefois vu qu'en utilisant un solveur, nous pouvons résoudre ertains de es as. Unedes améliorations intéressante serait d'intégrer e traitement dans notre algorithme. Nouspourrions alors avoir des résultats plus préis.Dans le dernier hapitre de e doument, nous avons montré que déterminer si un grapheadmet un 1-hemin séparateur est un problème NP-omplet. Nous avons également montréque déterminer si un graphe est k-hemins séparable ou même fortement k-hemins séparableou un k donné est NP-di�ile. La question reste ependant ouverte quand l'entier k n'ap-partient pas à l'instane du problème. Il pourrait être intéressant de traiter e problème. Deplus, dans le as, où il serait montré que es derniers problèmes sont polynomiaux, il seraitintéressant de herher des algorithmes FPT pour es problèmes.
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